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Streszczenie

Tematyka niniejszej rozprawy obejmuje wybrane zagadnienia teoretyczne
mechatroniki ze szczeg6lnym nastawieniem na analiz¢ jakosciowa modeli uktadéw
mechatronicznych oraz synteze sterowan optymalnych. Gtdwnym celem rozprawy
byto opracowanie mozliwie uniwersalnej metody takiej analizy i syntezy oraz
prezentacja mozliwosci jej zastosowania. W Rozprawie kreuje si¢ do takiej roli i
systematycznie rozwija metode optymalnych funkcji Lapunowa, bazujaca na
koncepcji wskaznika stabilnosci i wskaznika zbieznosci wykladniczej. Stosujac
kwadratowe funkcje Lapunowa, podano mozliwie jednolite, sformalizowane
podejscie do analizy jakosciowej szerokiej klasy uktadow dynamicznych (liniowych
stacjonarnych z parametrami  okreslonymi lub przedziatowymi, ukladéw
quasiliniowych, niestacjonarnych o niepewnych parametrach i/lub nieokreslonych
wymuszeniach) oraz uktadéw sterowania z zaburzeniami i zakldceniami
(nie)mierzalnymi, ktére moga by¢ modelami realnych uktadéw mechatronicznych.

W ramach prezentowanego podejscia omdwiono podstawowe wiasnosci
jakosciowe oraz koncepcje dwuetapowej optymalizacji uktadéw mechatronicznych.
Wedtug tej koncepcji, w pierwszym etapie optymalizacji szacuje si¢ wiasnosci
uktadu i/lub wyznacza strukture sterowania dla nieokreslonej kwadratowej funkcji
Lapunowa, wykorzystujac kryterium optymalizacji lokalnej (punktowej) zbieznosci
wyktadniczej trajektorii. W drugim etapie dokonuje si¢ optymalizacji parametréw
macierzy funkcji Lapunowa w celu uzyskania najlepszych wynikéw analizy
stabilnosci i wyznaczenia parametrow sterowan optymalnych. W zwiazku z tym
rozpatrzono tez obliczeniowe aspekty metody optymalnych funkcji Lapunowa. W
szczegolnosci  omoéwiono  koncepcje algorytmu genetycznego znajdowania
optymalnych funkcji Lapunowa dla uktadéw o wielu stopniach swobody, a takze
znaleziono §ciste rozwiazania tego problemu dla wielowymiarowych modeli
pewnych klas uktadow mechatronicznych. Ponadto, nakreslono mozliwos¢ i
potrzebe zastosowania wielowymiarowych funkcji Lapunowa w analizie
jakosciowej oraz wykorzystania terminologii zbiorow rozmytych do opisu
jakosciowych wiasnosci uktadow mechatronicznych.

Wykorzystujac opisane koncepcje, rozpatrzono i znaleziono rozwiazania
teoretyczne wielu jakosciowych zagadnien stabilnosci i sterowania ukladdw
mechatronicznych, bedacych pod wptywem r6znych zakiécen i zaburzen. W
szczegblnosci  przeprowadzono analizg  stabilnosci  uktadéw liniowych i
quasiliniowych stacjonarnych o parametrach przedzialowych oraz uktadéw z
niepewnymi parametrami, podajac ogoélne oszacowania dla tzw. robust stability
zarbwno w przestrzeni stanu jak i w przestrzeni parametrow. Duzo uwagi
poswiecono jakosciowej analizie wielowymiarowych uktadéw drgajacych, uktadéw
z nieliniowymi zaburzeniami oraz uktadow z tarciem. Ponadto omowiono problem
aktywnej modyfikacji parametrycznej i sitowej oraz stabilizacji z zaktoceniami i
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wahaniami parametrow. Oszacowano tez wplyw niedoskonatosci charakterystyk
elementéw wykonawczych (na przyktad nasycenia, strefy nieczutosci, luzu,
histerezy) oraz op6znienia w petli sprzezenia zwrotnego na wiasnosci jakosciowe
uktaddw sterowania. Uzyskane w Rozprawie formuty analityczne, sa w wiekszosci
oryginalne, a wynikajace z nich wnioski jakosciowe — zgodne z oczekiwaniami i
intuicja inzynierska lub z analogicznymi wynikami znanymi z literatury.

W Rozprawie przedstawiono rowniez ogolne filozoficzne rozwazania na temat
wiasnosci jakosciowych uktaddéw dynamicznych, analiz¢ poréwnawcza uzytecznosci
podstawowych rodzajow stabilnosci oraz metod ich badania. Miato to na celu
miedzy innymi: uscislenie podstawowych pojeé¢ i nazewnictwa, uwydatnienie zalet
metody bezposredniej Lapunowa na tle innych metod oraz uzasadnienie wyboru
rozwazanych zagadnien i formy prezentacji wynikow.

Z uwagi na teoretyczny charakter Rozprawy, w zasadzie nie Sa W nigj
rozpatrywane konkretne uktady mechatroniczne, lecz raczej modele matematyczne,
ktére moga takie uktady opisywaé. Aby jednak uczyni¢ niniejsza rozprawe
praktycznie uzyteczna, w rozwazanych modelach przyjmowane sa zatozenia majace
bezposrednie odniesienie do praktyki (na przyktad ograniczenia na zaburzenia i
sterowania, niepewnos¢ parametrow uktadéw oraz niedoskonatosci charakterystyk
elementow wykonawczych). Z punktu widzenia uktaddw realnych sa to modele, w
ktorych zaburzenia i sterowania sprowadzaja sie do zmian parametréw (masowych,
ttumienia i sztywnosci) uktadéw i/lub dziatania sit zewnetrznych. Na poziomie
opisu matematycznego odpowiada to klasie uktadéw, ktérych dynamike mozna
modelowa¢ uktadami lub inkluzjami rézniczkowymi zwyczajnymi, opisanymi przez
funkcje stacjonarne lub niestacjonarne i/lub quasiliniowe, z parametrami
niepewnymi lub przedzialowymi, z zaburzeniami, zakt6ceniami i sterowaniami.
Rozpatrzone sa réwniez modele opisujace sie réwnaniami lub inkluzjami
czastkowymi, rownowaznymi przeliczalnym uktadom rownan lub inkluzji
rozniczkowych zwyczajnych. Dlatego adekwatnym jezykiem opisu modeli uktadéw
mechatronicznych, stosowanym w niniejszej rozprawie, jest jezyk teorii inkluzji
rézniczkowych.

Ze zrozumiatych wzgleddw niniejsza rozprawa ma strukture wielowatkowa, ale
zasadniczo sktada si¢ z czesci pierwszej, wprowadzajacej (Rozdziaty 1 — 4) i czesci
drugiej, omawiajacej zastosowania opisanej metody (Rozdziaty 5 — 10). Jednak
najwazniejsze z punktu widzenia prezentowanej teorii i uzyskanych wynikow
oryginalnych sa Rozdziaty 3 — 9. Zataczone dodatki, chociaz stanowia tylko
uzupetnienie, nie sa pozbawione elementu tworczego i traktujac doktadniej lub
ogodlniej pewne zagadnienia zwiazane z zasadnicza trescia Rozprawy, czynia ja
bardziej samowystarczana.
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PRZEDMOWA

Mechatronika jest interdyscyplinarna dziedzina nauki i techniki, taczaca mechanike
(uktady mechaniczne i konstrukcje) z automatyka (elektronika, kontrola, regulacja i
sterowanie). Przedmiotem badan mechatroniki sa uktady mechatroniczne, ktore
najogodlniej mozna by okresli¢ jako sterowane uktady mechaniczne. Powstanie takiej
dziedziny, podyktowane stale rosnacymi wymaganiami stawianymi uktadom i
konstrukcjom mechanicznym, stato si¢ mozliwe dzigki ogromnemu postgpowi
technologicznemu, jaki dokonat sie w ostatnim ¢wieréwieczu w zakresie elektroniki,
komputeréw oraz elementéw wykonawczych — ttumikow i sitownikéw.

Jak kazda nowa dziedzina interdyscyplinarna, mechatronika otwiera nowe
mozliwosci, ale i nowe problemy (Uhl [109]). Poniewaz nie zakonczyt si¢ jeszcze
proces utrwalenia specyficznych dla niej paradygmatéw w postaci terminologii oraz
formalizacji poje¢ i metod, mechatronika, jako dyscyplina naukowa, jest na etapie
ksztattowania sie i rozwoju. Samo pojecie uktadu mechatronicznego nie jest
precyzyjnie okreslone, a teoria nie jest jeszcze spdjna i ogolna. Jest to w pewnym
stopniu spowodowane duza réznorodnoscia uktadéw mechatronicznych oraz
stawianym im wymaganiom. Mozna jednak wyrézni¢ dwa podstawowe rodzaje
uktadéw mechatronicznych: uktady, ktérych funkcje uzytkowe realizowane sa przez
sterowania zadawane programowo (na przyktad roboty czy manipulatory) oraz
uktady takie jak: zawieszenia pojazdow, wibroizolatory, budynki, wieze, maszty,
mosty, ktdre bez sterowania spetniaja okreslone funkcje statyczne, a sterowania
stuza do modyfikacji ich wiasnosci dynamicznych w otoczeniu pewnego
nominalnego punktu stacjonarnego. W niniejszej rozprawie rozwazane Sa uktady
przynalezne do drugiej z wymienionych kategorii. Roboty czy manipulatory sa
wprawdzie sterowanymi ukladami mechanicznymi, ale ich funkcje sa zasadniczo
specyficzne i moga by¢ realizowane tylko w obecnosci sterowania. Uzasadnia to
widoczne w literaturze rozréznienie miedzy mechatronika a robotyka.

W zakresie tak rozumianej mechatroniki krajowa i $wiatowa literatura
przedmiotu pokazuje, ze aktualnie wyrazna jest koncentracja badan naukowych
wokadt konkretnych uktadow praktycznych i ich modeli oraz wielu zagadnien
szczegbtowych. W kontekscie zastosowan w mechatronice prowadzone sa badania
w zakresie zagadnien takich jak: czujniki pomiarowe; sitowniki i ttumiki
piezoelektryczne  (Crawley  [14], Kurnik [31], Tylikowski  [106]),
elektromagnetyczne (Slama [100]), pneumatyczne a takze ttumiki zbudowane na
bazie cieczy magnetycznych (Maiti [40], Sapinski [95]); materiaty i konstrukcje
inteligentne (Tylikowski [107]); identyfikacja, monitorowanie, niezawodnos¢ i
modelowanie konstrukcji, optymalne rozmieszczenie czujnikéw dla uzyskania
najlepszej obserwowalnosci stanu, optymalne rozmieszczenie sitownikéw i/lub
tlumikdéw dla osiagniecia najlepszej sterowalnosci uktadu (Kanianthra [25],
Warnitchal [114], Yamakawa [118]); oraz rozne rodzaje i cele sterowania
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aktywnego, potaktywnego i adaptacyjnego, modyfikujace dynamike uktadow
mechanicznych (Bogacz [9], Imietowski, Ossowski [21], Lee [35], Luo [37],
Magana [38], Nagarajalah [46], Olgac [49], [50], [51], Onoda [53], OssowskKi
[61],[62], Flont [15], Sapinski [95], Setaren [97]).

W zakresie samych uktadéw mechatronicznych prowadzone sa badania uktadow
majacych konkretne przeznaczenie praktyczne, na przyktad pétaktywne
zawieszenia, uktady wibroizolacji lub ttumienia drgan (Ahmadan [1], Kejval [26],
Kozanecka [27], Kurnik [30], Olgac [52], Ossowski [80], Sapinski [95], Turnau
[105], Tylikowski [106], [107], Warburton [113], Valasek [110]).

Obecny rozwdj mechatroniki jest wieloaspektowy i na tym tle stosunkowo mato
jest prac ogolnych na temat samej mechatroniki a zwlaszcza jej aspektow
teoretycznych i metodologicznych. (Buchacz [11], Holnicki-Szulc [19], Kundu [29],
Ossowski [62],[73], [77], Tang [104], Tylikowski [107], Uhl [109], Yamakawa
[118]). Poréwnujac dorobek mechatroniki w tym zakresie na przyktad z mechanika
analityczna czy mechanika techniczna nietrudno zauwazy¢, ze kierunek badan
teoretycznych i metodologicznych w mechatronice, nie jest jeszcze w petni
doceniony i dopracowany. Wiekszos¢ prac dotyczacych bardziej ztozonych uktaddw
mechatronicznych w zasadzie sprowadza si¢ do budowania modeli i symulacji
komputerowych. Mozliwosci poznawcze tego rodzaju badan sa ograniczone. Poza
tym sposoby postepowania sa zwykle bardzo indywidualne, dla réznych autoréw.
Przez to ocena i poréwnywanie wynikow takich prac moze by¢ trudne. Tak sie
dzieje, po czesci, dlatego, ze uktady mechatroniczne stanowia obiekty znacznie
trudniejsze do opisu teoretycznego, modelowania, syntezy i analizy niz uklady
mechaniczne bez sterowana. Intuicja inzynierska przydatna przy projektowaniu
uktadéw i konstrukcji mechanicznych moze by¢ zawodna w odniesieniu do uktadéw
mechatronicznych. Na przyktad nie jest nawet oczywiste czy i jak mozna zmienia¢
W czasie rzeczywistym parametr ttumienia w uktadzie mechanicznym, aby poprawié
efektywnos¢ ttumienia drgan. Do dzi§ uznawane sa pewne intuicyjne, heurystyczne
zasady poétaktywnego ttumienia drgan (na przykiad sky-hook i ground-hook
(Sapinski [95])), ktore, jak sie okazuje, nie sa optymalne.

Chociaz uktady mechatroniczne sa uktadami sterowania, to jednak proste
przeniesienie do mechatroniki metod i wynikéw teorii sterowania nie zawsze jest
wiasciwym podejsciem do problemu ich analizy i syntezy. Z uwagi na specyfike i
duza roznorodno$¢ zadan stawianym uktadom mechatronicznym pracujacym w
roznych warunkach i wynikajaca z tego pewna niespdjnos¢ rozwoju mechatroniki,
istnieje potrzeba opracowania mozliwie uniwersalnej metody umozliwiajacej analize
jakosciowa i synteze (projektowanie) takich ukladéw w ramach jednolitej
metodologii. Niniejsza rozprawa podejmuje ten temat w zakresie ograniczonym
klasa uktadéw oraz zagadnien. Zgodnie z zapowiedzia, beda tu rozpatrywane
uktady, ktérych funkcje uzytkowe (statyczne) sa z zatozenia realizowane w stanie
stacjonarnym (nominalnym), a sterowania maja na celu poprawe ich wiasnosci
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dynamicznych w otoczeniu tego stanu. Z kolei klasa rozpatrywanych zagadnien
bedzie ograniczona do analizy jakosciowej (stabilnosci i przyciagalnosci) oraz
syntezy sterowan modyfikujacych i stabilizujacych dla takich uktadéw. Dzieki tym
ograniczeniom mozliwe stato sie jednolite, sformalizowane ujecie wymienionych
probleméw i opracowanie odpowiedniej metody (zwanej dalej metoda optymalnych
funkcji Lapunowa) ich rozwiazywania.

Niniejsza rozprawa ma charakter gtdwnie teoretyczny a po czesci filozoficzny,
techniczny i numeryczny. Jezeli naukg pod wzgledem tresci podzieli¢ na wiedzg i
metody dochodzenia do wiedzy, to niniejsza praca nastawiona jest przede wszystkim
na metody. Omawiane zagadnienia zostaty wybrane stosownie do zatozonych celdw.
Dlatego w pracy nie rozwaza si¢ konkretnych uktadéw praktycznych z uwagi na to,
ze kazdy taki uklad stanowi problem sam w sobie. Rozpatrywane sa tylko modele
matematyczne, ktére moga takie uktady opisywaé. W niniejszej pracy nie rozwaza
sie¢ kwestii na ile dany model odpowiada uktadowi rzeczywistemu, lecz jedynie
kwesti¢ sensownosci zatozen przyjetych odnosnie sterowan, zaburzen, ograniczen
itp. Dlatego w Rozprawie potozono szczeg6lny nacisk na wiasciwe formutowanie
probleméw, przyjmowanie odnosnie modeli realnych zatozen wynikajacych z
istotnych ograniczen technicznych i przedstawienie mozliwosci praktycznej
realizacji rozwiazan teoretycznych.

Jezeli przyja¢, ze proces modelowania sktada sie w ogoélnosci z dwoch etapow:
budowy modelu i badania modelu, gtdwnym celem teorii przedstawionej w
Rozprawie jest etap drugi, czyli badanie modeli. Rozwijane w Rozprawie metody
oraz uzyskane wyniki moga stanowi¢ istotne uzupetnienie pewnych kompleksowych
opracowan dotyczacych budowy modeli i optymalizacji struktury uktadéw
mechatronicznych (Pantelides [85], Yamakawa [118]).

Za wzgledow praktycznych i metodologicznych dogodnie jest traktowac uktady
mechaniczne i mechatroniczne jako obiekty jednej kategorii. Dlatego w Rozprawie
przyjeto pewna koncepcje jednolitego opisu ukladéw mechanicznych i
mechatronicznych. Tylko na poziomie uktadéw realnych to rozréznienie jest
uzasadnione, jezeli przyja¢ okreslenie, ze uktady mechatroniczne, to uktady
mechaniczne ze sterowaniem. Jednak na poziomie modeli, to rozréznienie traci swa
ostros¢, albowiem modele wszystkich uktadéw realnych powinny uwzgledniaé
nieuchronne zaburzenia, odnosnie ktérych musimy przyja¢ zatozenie, ze sa jakby
sterowaniami przeciwdziatajacymi osiagnieciu odpowiedniej jakosci
funkcjonowania uktadu. Dlatego wiasciwym modelem uktadu mechatronicznego,
czy realnego uktadu mechanicznego z zaburzeniami, bedzie zwykle nieprzeliczalna
klasa uktadéw abstrakcyjnych, ktorej dynamike mozna opisa¢ inkluzjami
rozniczkowymi. Takie wilasnie modele matematyczne rozpatruje si¢ w niniejszej
rozprawie. W takim ujeciu r6znica miedzy zaburzeniami a sterowaniami sprowadza
sie do tego, ze sterowania realizuja strategie optymalna, a zaburzenia strategic
antyoptymalna w stosunku do zatozonego celu.
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Wykorzystanie inkluzji r6zniczkowych, jako najbardziej adekwatnego sposobu
opisu modeli uktadéw sterowania lub uktaddéw niestacjonarnych, nie jest idea
catkiem nowa (Aubin [3], Kurzhansky [32], Kurzweil [33], Ossowski [81], [82],
Raczynski [87], [88], Ryan [93], Wazewski [115], Zarcba [119]). Ciagle jednak
wykorzystanie koncepcji i jezyka teorii inkluzji rézniczkowych w mechanice,
mechatronice czy teorii sterowania jest mato popularne. Swiadcza o tym klasyczne
oraz nowsze publikacje, w ktorych rozwaza sie na przyktad zagadnienia rownan
rozniczkowych z wymuszeniami ograniczonymi co do modutu (Gutowski [18]) lub
zagadnienia niestacjonarnych réwnan rézniczkowych (Gutowski [17], Sanches [94],
Shahroz [98]), a ktére w istocie odnosza sie do inkluzji rézniczkowych.

W Klasie uktaddéw rozpatrywanych w niniejszej rozprawie metoda analizy i
syntezy powinna by¢ ukierunkowana na badanie, oceng i modyfikacje wilasnosci
stabilnosci uktadéw. W Rozprawie przyjeto za podstawe i sukcesywnie rozwija sie
metode optymalnych funkcji Lapunowa, jako skuteczne i uniwersalne narzedzie do
rozwiazywania roznorodnych zagadnien dynamiki i stabilnosci uktadéw
mechatronicznych. Metoda funkcji Lapunowa w swej klasycznej formie jest dos¢
czesto stosowana do analizy uktadow dynamicznych, a w szczegdlnosci modeli
uktadéw mechatronicznych (Bailey [6], Gutowski [17], [18], Kaczorek [23], Krbek
[28], Osinski [54], Sastry [96], Skalmierski [101]). Znane sa tez uogoélnienia tej
metody przydatne do analizy i syntezy uktadéw sterowania (Bacciotti [5], Kalman
[24]). Mimo mocnej podbudowy teoretycznej, metoda funkcji Lapunowa w zakresie
zastosowan pozostata jednak na poziomie niemal niezmienionym. Cecha wsp6lna
wiekszosci przyktaddéw opisanych w literaturze jest odgadywanie odpowiedniej
funkcji Lapunowa, a nie jej racjonalne wyznaczanie. W niniejszej rozprawie
wskazuje si¢ i wykorzystuje mozliwos¢ optymalnego doboru funkcji Lapunowa pod
warunkiem odpowiedniego sformutowania celu badania rozwazanych ukladéw i
ograniczenia klasy funkcji Lapunowa do form kwadratowych dodatnio okreslonych.

Zastosowanie kwadratowych funkcji Lapunowa siega czaséw Lapunowa. Nowa
jest jednak koncepcja optymalizacji takich funkcji a znaczacy wkiad do jej rozwoju
whniesli polscy autorzy (Muszynska [45], Olas [47], [48], Ossowski [55], [58],
Radziszewski [89 — 92], Stawinski [102]), wykorzystujac koncepcje wskaznika
stabilnosci, bedaca pewna kontynuacja dawnych niezupetnie wykorzystanych idei
(Bylov [12]). Istotnym postepem dokonanym w niniejszej rozprawie jest jednolite
rozszerzenie tych koncepcji na dowolne ukitady niestacjonarne i/lub quasiliniowe z
zaburzeniami i sterowaniami, modelowane za pomoca inkluzji rozniczkowych
(Ossowski [57], [59 — 65], [69], [73], [77], [80 — 82], [84]). Co wigcej, w Rozprawie
wprowadzono pojecia zbieznosci i stabilnosci wykladniczej wedtug normy oraz
dokonano rozréznienia migdzy wskaznikiem stabilnosci a wskaznikiem zbieznosci
wyktadniczej. Na tej podstawie okreslono r6zne uzyteczne w mechatronice kryteria
optymalnosci. Pozwolito to na wydatnie podniesienie konstruktywnosci metody
funkcji Lapunowa oraz rozszerzenie zakresu jej stosowalnosci.
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Celem Rozprawy byto jednak réwniez osiagnigcie wigkszej ,,gtebi” analizy i
formutowanych wnioskow jakosciowych oraz ilosciowych. Aby to osiagnac,
wykorzystano terminologie teorii zbiorow rozmytych do opisu jakosciowych
wiasnosci uktaddw i wskazano na mozliwosci $cistego znajdowania optymalnych
funkcji Lapunowa oraz pewnych oszacowan dla uktadéw nieliniowych i/lub
niestacjonarnych oraz dla liniowych ukladéw o wielu stopniach swobody z
zaburzeniami i/lub ze sterowaniami. W szczegdlnosci zdefiniowano i wyznaczono
uzyteczne w mechatronice klasy tzw. kanonicznych i regularnych funkcji
Lapunowa, ktérych macierze sa w istocie scistymi, analitycznymi rozwiazaniami
algebraicznego réwnania Lapunowa (Kaczorek [23], Gutowski [17], Sastry [96]) w
przypadku wielowymiarowym, zapewniajacymi jednoczesnie doktadna wartos¢
wskaznika stabilnosci (Ossowski [62], [84]). Wyniki te nalezy zaliczy¢ do
unikalnych na tle wielu klasycznych i najnowszych publikacji podejmujacych
problem numerycznego rozwiazywania tego zagadnienia (Bartels [7], Zacevic
[120]). W dotychczasowych publikacjach dotyczacych zastosowania metody funkcji
Lapunowa do analizy uktadéw wielowymiarowych, nieliniowych czy
niestacjonarnych z zasady uznawano, ze jakiekolwiek sciste wyniki nie sa mozliwe
do uzyskania i poprzestawano na analizie numerycznej. Wyniki niniejszej rozprawy
wskazuja, ze to przekonanie jest z gruntu nieprawdziwe.

Majac na wzgledzie r6znorodnos¢ uktadéw mechtronicznych rozwazanych w
niniejszej rozprawie, mozna by na koniec zada¢ pytanie, czy formy kwadratowe nie
sa oby zbytnim zawezeniem klasy funkcji Lapunowa, jezeli maja stanowi¢ podstawe
uniwersalnej metody analizy i syntezy. Istnieja wszakze przyktady uktadéw
niestacjonarnych lub nieliniowych, dla ktorych oszacowania uzyskiwane za pomoca
kwadratowych funkcji Lapunowa sa dos¢ konserwatywne, a mozna je wydatnie
poprawi¢ stosujac funkcje Lapunowa innej postaci i/lub zalezne od czasu (Bogusz
[10], Hu [20], Johanson [22], Sierra [99], Vanelli [111]). Ot6z cecha wspdlna tego
typu koncepcji jest ich ograniczona stosowalnos¢ do uktadéw lub zagadnien
szczegOlnej postaci oraz brak mozliwosci uzyskania scistych  wynikow
analitycznych. Jezeli wiec chcemy utrzyma¢ zadowalajaca 0gdlnosé, uniwersalnosé,
analityczna operacyjnos¢ i racjonalnos¢ metody, to przy obecnym stanie wiedzy,
musimy uznaé, ze klasa stacjonarnych funkcji Lapunowa w postaci dodatnio
okreslonych form kwadratowych stanowi jedyna mozliwos¢é. Dla uktaddw
quasiliniowych o nominalnym stanie stacjonarnym zastosowanie kwadratowej
funkcji Lapunowa nie wydaje si¢ by¢ powaznym ograniczeniem w sensie
rozwiazywalnosci  zagadnienia, lecz co najwyzej w sensie dokladnosci
uzyskiwanych oszacowan wiasnosci stabilnosci. Poza tym, mimo historycznej roli
kwadratowych funkcji Lapunowa, nie wydaje sie, aby kwestia ich uzytecznosci i
zakresu stosowalnosci oraz optymalizacji byta zamknigta. Swiadcza o tym coraz to
nowe publikacje na ten temat w powaznych czasopismach (na przyktad Guo [16],
Olas [47], [48], Zecevic [120]) a takze wyniki uzyskane w niniejszej rozprawie.
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Jezeli zalezy nam na poprawieniu o0szacowan uzyskanych za pomoca
kwadratowych funkcji Lapunowa, to w kazdym indywidualnym przypadku warto
rozwazy¢ mozliwosé zastosowania funkcji Lapunowa specjalnej postaci lub w ogéle
jakichkolwiek innych metod analizy jakosciowej i syntezy, ale jako procedury
wspomagajacej. Pewnym sposobem poprawy oszacowan wiasnosci stabilnosci
uktaddéw moze by¢ tez jednoczesne zastosowanie wielu optymalnych kwadratowych
funkcji Lapunowa, czyli tzw. wielowymiarowych funkcji Lapunowa (Ossowski [58],
[79]). Koncepcja ta, polegajaca na niezaleznej optymalizacji kwadratowej funkcji
Lapunowa wedtug réznych kryteriow optymalnosci, moze by¢ przydatna do badania
stabilnosci uktadéw niestacjonarnych z zaburzeniami. Co wazne, jest to koncepcja
oryginalna, w tym sensie, ze nie sprowadza si¢ do podobnej koncepcji tzw.
wektorowych funkcji Lapunowa (Bellman [8], Hu [20], Lakshmikanthan [34]).

Za zrozumiatych wzgledéw Rozprawa ma strukture wielowatkowa, ale
zasadniczo sktada sie z czesci pierwszej, wprowadzajacej (Rozdziaty 1 — 4), czesci
drugiej (rozdziaty 5 — 10), omawiajacej zastosowania teoretycznych koncepcji
zawartych w czesci pierwszej oraz z dodatkdw.

Celem Rozdziatu 1 jest przede wszystkim okreslenie klasy uktadow (modeli) i
zagadnien rozpatrywanych w niniejszej rozprawie, uscislenie oznaczen,
sprecyzowanie podstawowych definicji i nazewnictwa. W szczeg6lnosci dokonano
rozroznienia miedzy parametrami przedzialowymi a parametrami niepewnymi oraz
migdzy zaburzeniami zewngtrznymi (Sitowymi), zaburzeniami parametrycznymi
oraz zaktoceniami uktadow mechatronicznych i podano typowe dla nich
ograniczenia (Ossowski [62], [73]). Ponadto okreslono podstawowe ograniczenia na
sterowania oraz sformutowano typowe sposoby sterowania w ukiadach
mechatronicznych. Rozdziat ten peini gtéwnie funkcje porzadkujaca, ale w
potaczeniu z dodatkami (D1-3) zawiera pewien element twoérczy w postaci
sformutowania klasy analitycznych modeli uktadéw mechatronicznych w jezyku
inkluzji r6zniczkowych oraz jego uzasadnienia (Ossowski [82]).

Nalezy podkresli¢, ze inkluzje rozniczkowe sa rozumiane w niniejszej pracy
nieco ogdlniej albo troche inaczej niz sa opisane w literaturze (Aubin [3]). Nie jest
jednak celem Rozprawy okreslanie relacji podanych definicji i twierdzen z
dorobkiem swiatowym w tej dziedzinie. Inkluzje sa tu tylko srodkiem do celu,
dogodnym zapisem i jezykiem wyrazania mysli. Dlatego niektore stosowane
okreslenia i oznaczenia dotyczace inkluzji rézniczkowych zostaty wprowadzone
tylko na uzytek niniejszej Rozprawy [D1], a to ze wzgledu na brak ich doktadnych
odpowiednikow w literaturze $wiatowej. Nie pretenduja one jednak do
rozpowszechnienia w rozwijajacej sie na swiecie teorii inkluzji.

Rozdziat 2 stanowi wstep do analizy jakosciowej uktadéw mechatronicznych.
Przedstawiono filozoficzna analiz¢ podstawowych kwestii takich jak: wiasnosci
jakosciowe a ilosciowe uktadéw dynamicznych, metody jakosciowe na tle innych
metod badania uktadow (Ossowski [74]). Nastepnie omoéwiono koncepcje
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wskaznika stabilnosci oraz przeprowadzono analizg poréwnawcza definicji
podstawowych wiasnosci jakosciowych (stabilnosci i przyciagalnosci) pod katem
ich przydatnosci do opisu uktadéw mechatronicznych. Wskazano na wyr6zniona
role pojecia stabilnosci wyktadniczej oraz stabilnosci kwadratowej (Ossowski [55],
[69]) w opisie jakosciowych wiasnosci modeli w postaci inkluzji rézniczkowych.
Woprowadzono nowe pojecie tzw. stabilnosci wyk/adniczej wedfug normy, ktére
okazato sie bardzo uzyteczne w metodzie optymalnych funkcji Lapunowa
(Ossowski [55], [58]). Sformutowano podstawowe zagadnienia opisu i optymalizacji
wiasnosci uktadow mechatronicznych. Nakreslono mozliwosé wykorzystania do
tego celu poje¢ wywodzacych sie z teorii zbioréw rozmytych (Ossowski [84]).

Zamieszczone odniesienia filozoficzne, bedace wyrazem zainteresowan autora
Rozprawy, miaty na celu uwypuklenie gtebszej istoty omawianych w Rozprawie
zagadnien, koncepcji i metod. Dzieki temu mozliwe stato sie nie tylko wskazanie
nowych sposobow podejscia do pewnych zagadnien mechatroniki, lecz réwniez
uzasadnienie zastosowanych metod i koncepcji, a przez to lepsze ich zrozumienie.

W Rozdziale 3 sformutowane sa podstawowe definicje, koncepcje i twierdzenia
stanowiace podstawe metody optymalnych funkcji Lapunowa w zastosowaniu do
analizy jakosciowej i syntezy szerokiej klasy uktadow, okreslonej szczeg6towo w
Rozdziale 1. Metode oparto na kwadratowych funkcjach Lapuowa oraz koncepcji
dwuetapowej optymalizacji. W pierwszym etapie wyznaczana jest struktura uktadu
zalezna od nieokreslonej jeszcze kwadratowej macierzy funkcji Lapunowa. W etapie
drugim dokonywana jest optymalizacja parametréw tej struktury (czyli
optymalizacja funkcji Lapunowa) w celu wyznaczenia najlepszych oszacowan
wiasnosci jakosciowych uktadu lub w celu uzyskania optymalnej efektywnosci
sterowania. Wiele z opisanych tu koncepcji i faktow, w formie rozproszonej lub nie
do konca dopracowanej, mozna odnalez¢ w literaturze nie tylko najbardziej
aktualnej. Rozdziat 3 stanowi ich taczne, kompleksowe, sformalizowane i jednolite
ujecie, co stanowi istotny element jego oryginalnosci. Oryginalne sa réwniez
niektére koncepcje, na przyktad koncepcja wielowymiarowych funkcji Lapunowa
(Ossowski [58], [69], [78]), rozrdznienie miedzy wskaznikiem stabilnosci a
wskaznikiem zbieznosci oraz srednim wskaznikiem zbieznosci, rozréznienia miedzy
parametrami niepewnych a parametrami przedzialowymi oraz zastosowanie zbioréw
rozmytych do opisu wiasnosci jakosciowych uktadéw (Ossowski [84]) .

W Rozdziale 4 omdwione sa rdézne problemy i koncepcje zwiazane z
wyznaczaniem optymalnych, kwadratowych funkcji Lapunowa dla uktadéw
wielowymiarowych. Wykazano migdzy innymi twierdzenie o wskazniku stabilnosci
uktadu ztozonego z niezaleznych poduktaddw, ktdére stanowi uzasadnienie do
stosowania klatkowych macierzy funkcji Lapunowa dla systemow zawierajacych
podukiady stabo oddziatujace. Oryginalna jest zwigzana z tym Kkoncepcja
kanonicznych funkcji Lapunowa (Ossowski [59]) oraz regularnych funkcji
Lapunowa (Ossowski [62], [84]), dzieki ktorym mozliwe stalo sie znalezienie
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scistych analitycznych rozwiazan pewnych zagadnien stabilnosci i sterowania
wielowymiarowych  ukladéw dynamicznych, niekoniecznie liniowych i
stacjonarnych. Oryginalna sa réwniez koncepcje statystycznego algorytmu
genetycznego oraz pewnych procedur wspomagajacych proces numerycznego
znajdowania optymalnych funkcji Lapunowa (Ossowski [64], [66 — 68], [75]).

Rozdziaty 5, 6, 7 mozna uzna¢ za catkowicie oryginalne. Wiekszos¢ zawartych w
nich koncepcji (na przyktad bifurkacje stabilnosci), opiséw (na przyktad wiasnosci
ruchu poslizgowego wielowymiarowych uktadéw sterowania) i wynikdw
szczegOtowych (na przykiad dla uktadéw z tarciem czy uktadéw z nieliniowymi
zaburzeniami), a zwlaszcza uzyskane formuty analityczne, opisujace wiasnosci
stabilnosci r6znego rodzaju uktadow, jest zasadniczo nowa i tylko niektére wnioski
(na przyktad o stabilnosci uktadu quasiliniowego o stabilnej czesci liniowej i
stacjonarnej) stanowia fakty znane, ale wyrazone w jezyku optymalnych funkcji
Lapunowa. Wiele uwagi poswiecono zwtaszcza liniowym uktadom drgajacym,
uktadom o niestacjonarnych zaburzeniach, uktadom z tarciem oraz uktadom ze
sterowaniem aktywnym lub poétaktywnym. Nie wszystkie jednak koncepcje
sformutowane w czterech pierwszych rozdziatach sa wykorzystane w tej czesci
pracy. Rozwazone przyktady i problemy dobrane sa raczej pod katem ilustracji
mozliwosci i ograniczen metody optymalnych funkcji Lapunowa, a wigc nie
koncentruja sie na samym uktfadzie, lecz na metodzie jego analizy. Dobér
przyktadéw i probleméw miat na celu objecie najbardziej typowych sytuacji, z
jakimi mamy do czynienia z mechatronice. Sita rzeczy wybér ten nie jest kompletny
i w pewnym stopniu subiektywny. Dlatego nie tyle same wyniki sa tu wazne (gdyz
zawsze mozna je uzupetni¢ o kolejne przyktady), co sposoby dochodzenia do nich.
Te sposoby, wynikajace z istoty metody optymalnych funkcji Lapunowa, stanowia
potwierdzenie jej mozliwosci. Wiele z rozwazonych zagadnien i prezentowanych
wynikow mozna w obszerniejszej postaci odnalez¢é w pracach autora Rozprawy
(Ossowski [55], [57 — 63], [69], [72], [78], [82 — 84]).

Rozdziat 8 zawiera rozwazania na temat probleméw mechatroniki uktadéw
ciagtych. Z koniecznosci, rozdziat ten nie stanowi kompletnego opracowania
tematu, lecz jedynie okresla mozliwosci i ograniczenia zastosowania metody
optymalnych funkcji Lapunowa do analizy i syntezy tego typu uktadéw. Rozwazono
kilka przyktadowych zagadnien, a wsrdd nich rozwiazanie zagadnienia stabilnosci
belki swobodnie podpartej, poddanej obciazeniom niestacjonarnym oraz kompletne
oryginalne rozwiazanie zagadnienia stabilnosci kolumny sprezystej poddanej
nieokreslonym, lecz ograniczonym sitom sciskajacym (Ossowski [81]). Rozwazono
réwniez zagadnienie potaktywnego sterowania drganiami belki Eulera (Ossowski
[80D).

W Rozdziale 9 rozwazono wazne zagadnienie praktycznej realizacji sterowan
optymalnych  uzyskanych  metoda  optymalnych  funkcji Lapunowa.
Charakterystyczna cecha tych sterowan jest ich skokowa zmiennosé. Zbadano
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wiasnosci uktadéw sprzezenia zwrotnego w warunkach zaburzen i zaktcen uktadu
mechanicznego z  uwzglednieniem  realnych  charakterystyk  elementéw
wykonawczych  (przetaczajacych). W  szczegdlnosci  oszacowano — wptyw
ograniczonego wzmocnienia, strefy nieczutosci, luzu, histerezy, opo6znienia
sterowania oraz zaktdcen pomiarowych na jako$¢ pracy uktadow (jakosé¢
modyfikacji i stabilizacji). Otrzymane wyniki (Ossowski [55], [59], [60]),
obowiazujace dla uktaddéw wielowymiarowych, sa zasadniczo nowe (zwlaszcza dla
uktadéw z histereza i opdznieniem), na tle klasycznej i aktualnej literatury.

Rozdziat 10 stanowi jedynie ogdlne oméwienie kwestii dyskretnej (cyfrowej)
realizacji optymalnego sterowania uktadéw mechatronicznych. Gtdwny element
tworczy w postaci struktury odpowiednich sieci neuronowych lub koncepcji
algorytméw sterowania cyfrowego znajduje sie w podanych publikacjach autora
Rozprawy (Ossowski [56], [62], [64], [65], [70 -72], [76], [77], [79]).

Na koniec Dodatki 1 — 16, bedace integralna i nie pozbawiona elementu
tworczego czescia Rozprawy, stanowia uzupetnienie zasadniczej jej tresci, czyniac
ja w ten spos6b bardziej samowystarczalng. W dodatkach zawarte sa niektdre
fragmenty dtuzszych wywoddéw, uzupetnienia pewnych kwestii omawianych w
Rozprawie oraz filozoficzne czy metodologiczne rozwazania na temat teoretycznych
perspektyw i praktycznych aspektéw zastosowania metody optymalnych funkcji
Lapunowa w mechatronice. Omoéwione sa tez pewne kontrowersyjne koncepcje
matematyczne, techniczne czy filozoficzne, ktérych znajomos¢ nie jest konieczna
dla zrozumienia zasadniczej tresci Rozprawy. W szczeg6lnosci zamieszczono
oryginalne ujecie inkluzji rézniczkowych oraz teorii wiazek i zbioréw rozmytych w
kontekscie ich zastosowania do opisu wiasnosci uktadéw mechatronicznych.

Chociaz niniejsza rozprawa ma charakter teoretyczny, przedstawiona jest w
formie bardziej opisowej niz jako sucha monografia matematyczna. Aparat
matematyczny Rozprawy wykorzystuje kilka nowoczesnych koncepcji mozliwie
prostym jezykiem wytozonych. Podstawa dowodu jest wigc tu dedukcja
matematyczna, lecz podstawowym srodkiem do formutowania hipotez i wnioskéw
jest stowo. Dlatego stosunkowo mato jest w tekscie pracy wydzielonych,
formalnych twierdzen czy definicji. Analizowane zagadnienia z pogranicza nauki i
techniki sa bowiem zwykle dos¢ obszerne i nie zawsze podziat toku rozwazan na
twierdzenia jest mozliwy i uzasadniony. W zamian za to, w trakcie rozwazan
ogblnych w tresci pracy wydzielone sa liczne przyktady (zwierajace analizy
prostszych uktadéw) lub nieco obszerniejsze zagadnienia okreslane jako problematy.
Taka forma przestawienia szerokiego kregu zagadnien wydaje sie bardziej
adekwatna dla osiagniecia zamierzonych celéw. Autorowi Rozprawy chodzito
bowiem o mozliwe kompleksowe potraktowanie poruszanych zagadnien. Dlatego
wychodzac z ogdlnych zatozen uwzgledniajacych potrzeby i mozliwosci praktyki,
poprzez sformutowanie zagadnienia i jego analize teoretyczna, dochodzi sie do
kwestii praktycznej realizacji uktaddw i oceny ich wiasnosci.
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Szereg przyktadowych modeli zamieszczonych w Rozprawie rozpatrzono
gtéwnie w celu ilustracji roznych aspektow metody funkcji Lapunowa, a nie petnej
analizy ukfadéw, ktére te modele moga reprezentowaé. Dlatego, z uwagi ha
obszernos¢ rozpatrywanych problemoéw i ograniczong objetos¢ pracy, nie wszystkie
przykiady sa kompletnie przeanalizowane pod wzgledem dynamiki. Nie chodzito
bowiem o zgromadzenie w niniejszej rozprawie jak najwiekszej liczby wynikéw
szczegbtowych, lecz przede wszystkim o pokazanie, jak dziata metoda funkcji
Lapunowa oraz jak i gdzie moze by¢ stosowana. Rozwazania sa jednak zwykle
doprowadzone do takiego etapu, ze dalszy ich tok nie budzi watpliwosci, bo nie
wymaga stosowania nowych, niesprawdzonych zatozen, koncepcji czy metod.

Celem niniejszej przedmowy nie byto sciste zdefiniowanie mechatroniki i
okreslanie jej aktualnego dorobku oraz kierunkéw rozwoju. Przedmowa wyraza
raczej osobiste odczucie autora wzgledem tych kwestii. Dlatego zamieszczone
odwotania do literatury sa subiektywne i zapewne nie dos¢ kompletne, aby rzetelnie
scharakteryzowa¢ aktualny stan mechatroniki krajowej i $wiatowej, lecz sa
dostateczne dla zamierzonego celu, jakim byto wiasciwe umiejscowienie dokonan
niniejszej rozprawy. W szczegolnosci, nie uwzgledniono w spisie literatury
wigkszosci oryginalnych prac w jezyku rosyjskim dotyczacych Kklasyki teorii
stabilnosci, poprzestajac na pozniejszych opracowaniach tej teorii. Teoria stabilnosci
nie jest tu bowiem celem samym w sobie, lecz tylko srodkiem do celu, jakim jest
synteza i analiza uktadéw mechatronicznych.

Z przyczyn technicznych zrezygnowano z zamieszczania w Rozprawie
jakichkolwiek wykreséw, ktére bylyby ilustracja matematycznych zaleznosci
podanych w formie analitycznej. Z tych samych wzgledow zrezygnowano z
kolorowych ilustracji, a liczbe rysunkéw ograniczono do absolutnego minimum.

Z kolei rozlegtos¢ oraz interdyscyplinarny charakter omawianych tematéw i
ograniczona objetos¢ Rozprawy sprawity, ze jej wielowatkowa tres¢ stata sie
obszerna a zarazem dos$¢ oszczedna w stowach i objasnieniach. Wszystko to, w
potaczeniu z bez mata tysiacem wzoréw zamieszczonych w tresci Rozprawy,
sprawia, ze jej lektura moze by¢ zmudna.

Majqc peing swiadomosé powyzszych niedogodnosci, pragne wyrazi¢ szczeg6lng
wdziecznosé Profesorowi Bogusfawowi Radziszewskiemu za wnikliwg recenzje
redakcyjng i merytoryczng Rozprawy. Chciafbym tez serdeczne podziekowac
Profesorowi Romanowi Bogaczowi za cenne uwagi, a Doktorowi habilitowanemu
Czesfawowi Bajerowi — za niezZomne mobilizowanie mnie do pracy nad Rozprawg.

Wyrazam réwniez swojqg wdziecznos¢ Pani magister Jolancie Wofowicz za
uprzejmg pomoc w przygotowaniu manuskryptu Rozprawy oraz wszystkim osobom,
ktére posrednio wywarsy wplyw na jej ostateczng forme.

Andrzej Ossowski
Warszawa, listopad 2007
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UWAGI REDAKCYJNE | JEZYKOWE

Niniejsza rozprawa (okreslana dalej jako Rozprawa) rozpoczyna sie
streszczeniem, obszerna przedmowa i spisem wazniejszych oznaczen. Zasadnicza
czes¢ Rozprawy podzielona jest na dziesie¢ rozdziatdw i uzupetniona dodatkami,
podsumowaniem, uwagami koncowymi oraz spisem literatury.

Kazdy rozdziat, opatrzony tytutem oraz krotka przedmowa napisana kursywa,
jest podzielony na paragrafy opatrzone wyttuszczonym tytutem. Rozdziaty
numerowane sa kolejnymi liczbami arabskimi, a paragrafy — liczbami arabskimi
poprzedzonymi numerem rozdziatu, (na przyktad Paragraf 2.1 oznacza pierwszy
paragraf drugiego rozdziatu). Z kolei wzory wyr6znione z tekstu sa numerowane
wedlug zasady trojindeksowej. Na przykiad (3.2.1) oznacza pierwszy wzOr w
drugim paragrafie rozdziatu trzeciego. Nie wszystkie wzory sa numerowane.

W Rozprawie wystepuja wyrdznione czesci tekstu rozpoczynajace Sig
pokreslonym i wyttuszczonym stowem Definicja, Twierdzenie, Lemat, Przyklad
lub Problemat oraz stowem Dowdd napisanym kursywa (Pozostate stowa w tekscie
Rozprawy pisane kursywa oznaczaja pierwsze uzycie nowego waznego pojecia lub
okreslenia). Przyklad zawiera zwykle rozwiazanie pewnego zagadnienia wzglednie
prostego lub bardziej szczeg6towego. Z kolei w Problemacie dyskutowane sa
pewne obszerniejsze lub ogélniejsze zagadnienie, ale niekoniecznie sa do konca
rozwiazywane. Uzycie nieco przestarzatego, ale dopuszczalnego stowa problemat
bedacego synonimem problemu, pozwala unikna¢ niefortunnych odwotan typu: ,,w
Problemie 5.1 rozwazono problem (albo zagadnienie) ...".

Niektore wazniejsze definicje, twierdzenia i wzory ujgte sa w ramke.
Zakonczenie tresci definicji lub twierdzenia nie ujgtego w ramkg jest sygnalizowane
znakiem #. Zakonczenie przyktadu lub problematu jest sygnalizowane znakiem
], natomiast zakonczenie dowodu twierdzenia — znakiem .

Wymienione wyzej wyrdznione czesci tekstu, ze wzgledu na mata liczbe
odwotan do nich z dalszych czgsci Rozprawy, numerowane sa dwiema liczbami, a
wigc analogicznie jak paragrafy. Na przyktad zapis Problemat 5.2 oznacza drugi
problemat w rozdziale piatym. Taki sam system numeracji przyjeto dla rysunkéw ze
wzgledu na niewielka ich liczbe.

Dodatki numerowane sa kolejnymi liczbami naturalnymi poprzedzonymi litera
D. Wzory w kazdym dodatku numerowane sa kolejnymi cyframi arabskimi.
Przydatnos¢ zapoznania sie¢ z trescia dodatkow jest sygnalizowana w tekscie
Rozprawy za pomoca odnosnikow w nawiasach kwadratowych (Na przyktad [D1]).
Z kolei odwotanie [D1.3] oznacza trzeci wzor w pierwszym dodatku.

Odnosniki do literatury sa podawane w tekscie w nawiasach okragtych,
zawierajacych przewaznie tylko nazwisko pierwszego autora pracy oraz numer
pozycji w nawiasach kwadratowych. Lista pozycji literaturowych zamieszczona na
koncu Rozprawy odnosi si¢ do catej jej tresci.
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Uwagi redakcyjne i jezykowe

Okreslenie stabilnos¢ i statecznos¢ sa traktowane jako synonimy.
Okreslenia: rozwigzanie, jako zbior punktéw {(x(t), t): t > to}, trajektoria,
jako obraz geometryczny {x(t): t > to}, czyli rzut rozwiazania na przestrzen
stanu oraz aktualny stan x(t), jako punkt w przestrzeni stanu, nie zawsze sa
rygorystycznie rozrézniane a ich znaczenie wynika z kontekstu. Na przyktad
powiedzenie, ze trajektoria wchodzi do danego obszaru nie jest catkiem
poprawne w sensie logicznym ale jest najlepszym sposobem opisu pewnej
wiasnosci zachowania sie ukfadu.

Okreslenia: model ukfadu, ukfad, ukfad mechatroniczny jako obiekt realny
lub potencjalnie mozliwy do zrealizowania, nie zawsze beda scisle
rozrézniane a ich znaczenie bedzie wynika¢ z kontekstu.

Obiekt — to uktad mechaniczny bez sterowania lub jego model

Ukfad sterowania — to system ztozony z obiektu i sterownika, czyli uktadu
generujacego sygnat sterowania. Sterowanie moze by¢ generowane w
uktadzie otwartym (sterowanie programowe) lub w ukladzie zamknietym
(sprzezenie zwrotne — regulacja).

Uk/ad otwarty — to uklad bez sprzgzenia zwrotnego, czyli uktad ze
sterowaniem lub zaburzeniem zaleznym tylko od czasu

Ukfad zamkniety, ukfad sprzezenia zwrotnego — to uktad sterowania ze
sprzezeniem zwrotnym, czyli ze sterowaniem uzaleznionym od aktualnego
stanu obiektu.

Metoda bezposrednia bada model matematyczne w jego pierwotnej postaci.
Metody posrednie sa rozumiane jako metody, ktore nie badaja modelu
matematycznego bezposrednio lecz jego wersje przeksztatcona lub
uproszczona.

Okreslenia: wfasnosé, cecha, charakterystyka jakosciowa sa uzywane
zamiennie

Okreslenia: parametr, atrybut lub wartos¢ parametru nie zawsze sa
rozrdzniane a ich uzycie wynika z kontekstu.

Strategia  antyoptymalna  (zaburzen) to  strategia  nhajbardziej
przeciwdziatajaca osiagnicciu celu (wysokiej jakosci) optymalnej strategii
sterowan.

S - ortogonalnos¢ wektorow B, C oznacza zerowanie sie iloczynu
skalarnego B'SC.

Okreslenie ,,macierz” oznacza tablicg liczbowa o odpowiedniej liczbie
wierszy i kolumn, bedaca reprezentacja pewnego przeksztatcenia liniowego.
Okreslenie ,,wektor” oznacza macierz jednokolumnowa.

Okreslenie ,,sie¢ neuronowa” oznacza sztuczna sie¢ jako urzadzenie
techniczne lub jako algorytm zapisany w pamigci komputera
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Spis wazniejszych oznaczen

a,b,c,d — parametry rzeczywiste macierzy funkcji Lapunowa,

¢, r — promien zbioru (elipsoidy, obszaru) w przestrzeni stanu,

i, , k, I, m, n— indeksy naturalne albo liczba kolumn lub wierszy macierzy,
h — histereza,

k —wzmocnienie,

m, p, g — state parametry ukiadu,

[p] — parametr przedziatowy,

u, v, w — sktfadowa sterowania,

X — sktadowa wektora stanu,

y — sktadowa sygnatu wyjsciowego,

z — sktadowa zaburzen lub zaktocen,

a, - ograniczenie sktadowej zaburzen lub sterowan,

1 %0, & n, A, v, o, {— parametry liczbowe, wskazniki lub wartosci wiasne,
4 — miara zbioru (objgtos¢) albo parametr masowy,

7— odcinek czasu, stata czasowa, op6znienie,

@ — Czgstos¢ drgan wiasnych,

¢ — zbior pusty,

@ — funkcja wiasna,

J — wskaznik jakosci,

Q — wiasnos¢ jakosciowa,

A, B, C,D, M, P, R-macierze lub wektory,

(A, B) — liniowy uktad sterowania x = Ax+Bu

(A, By,..., Bc) — liniowy uktad sterowania X = AX+Bquy +---+ Byu
Q — macierz dodatnio okreslona,

S — dodatnio okreslona macierz funkcji Lapunowa,

Q — zespdt wiasnosci (cech) jakosciowych,

F, f — funkcja wektorowa,

m, p, q — wektory statych parametréw uktadu,
X, Y, Z, U — wektory: stanu, wyjscia, zaburzen i sterowan uktadu,

P — zbior dopuszczalnych wartosci parametréw uktadu,
Z - zbiér dopuszczalnych wartosci zaburzen uktadu,
U — zbidr dopuszczalnych wartosci sterowan,

ITP) — klasa funkcji czasu o wartosciach w zbiorze P,
I7Z) - klasa funkcji czasu o wartosciach w zbiorze Z,
ITU) — klasa funkcji czasu o wartosciach w zbiorze U,
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X — obszar w przestrzeni stanu,

Xo,— Obszar stanéw poczatkowych,
X, — obszar stanéw przejsciowych,
X.,— obszar stanow asymptotycznych,

B(S, ¢) ={x: X"Sx < ¢’} — elipsoida otwarta 0 promieniu c,

B[S, ¢] ={x: x"Sx < ¢’} - elipsoida domknigta 0 promieniu c,
B(S, ¢1, C; ) ={X: ¢,* <X"Sx < ¢,°} — otwarta powtoka elipsoidalna,
2 B(S, ¢) ={x: x"Sx =c*} — powierzchnia elipsoidy,

AS) — wskaznik stabilnosci (wyktadniczej wedtug normy |l ),
y <S> — wskaznik $redni zbieznosci (wyktadniczej wedtug normy |, ),
7[S] — wskaznik zbieznosci wyktadniczej,

7x(S) — wskaznik stabilnosci wyktadniczej wedtug normy [ w obszarze X,
yx<S> —wskaznik $redni zbieznosci wykiadniczej wedtug normy s,

w obszarze X,
¥x[S] — wskaznik zbieznosci wyktadniczej na brzegu obszaru X,

7 (S, ¢) — wskaznik stabilnosci wyktadniczej wedtug normy ||| ,
w elipsoidzie B(S,c),
7<S, ¢> —wskaznik $redni zbieznosci wykiadniczej wedtug normy |l ,
w elipsoidzie B(S,c),
7[S, ¢] — wskaznik zbieznosci wyktadniczej wedtug normy |||,
na brzegu elipsoidy B(S,c),
7{S, Xo} — wskaznik dynamiczny zbieznosci (wyktadniczej) trajektorii x(t, to, Xo)
wedtug normy | .
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1. UKLADY MECHATRONICZNE

W niniejszym rozdziale omoéwione sq ogblne koncepcje odnoszgce sie do ukzaddw
mechatronicznych, jako ukfadéw mechanicznych z zaburzeniami i/lub sterowaniami.
Rozpatrywane sq modele ukfadéw mechatronicznych w postaci réwnaz i inkluzji
rézniczkowych, ktore postuzg dalej do sformufowania podstawowych zagadnier ich
analizy i optymalizacji pod wzgledem wiasnosci stabilnosci. Przedstawione
rozwazania nie wnikajq jednak w szczegoty konkretnych rozwigzan technicznych.

1.1 Przedmiot badan mechatroniki

Uktady mechaniczne to obiekty fizyczne lub techniczne, ktorych istotne witasnosci
wynikaja z praw mechaniki. Zwykle sama konstrukcja uktadu mechanicznego
zapewnia realizacje okreslonych wiasnosci uzytkowych, a ich modyfikacja jest
mozliwa tylko w ograniczonym stopniu, na przyktad poprzez zmiane niektorych
parametrow uktadu lub dotaczenie dodatkowych mas, elementéw sprezystych i
ttumikow. Tak rozumiane uktady mechaniczne sa mato ,.elastyczne”, jezeli chodzi o
mozliwos¢ adaptacji do zmiennych warunkéw pracy i wahan parametréw, a ich
optymalizacja jest mozliwa tylko na etapie projektowania.

Wspbtczesne uktady mechaniczne, a zwilaszcza konstrukcje, musza jednak
spetnia¢ coraz wieksze wymagania i wykazywa¢ aktywna reakcje na zmienne
zaburzenia, na przyktad w celu ttumienia drgan lub redukcji hatasu. Poprawia to
jakos¢ i niezawodnos¢ uktadow oraz przedtuz okresu ich eksploatacji, co jest istotne
nie tylko przy realizacji nowych obiektdw, ale réwniez wtedy, gdy zachodzi
potrzeba przystosowania i przediuzenia okresu uzywalnosci obiektow czesciowo
zuzytych lub przestarzatych konstrukcyjnie. Spetnienie takich wymagan jest
mozliwe dzieki zastosowaniu sterowania, ktére zmienia w czasie rzeczywistym
parametry uktadu mechanicznego, kompensuje zaburzenia lub poprawia wiasnosci
uktadu, oddziatujac sitowo na jego dynamike. Uklady mechaniczne z takimi
sterowaniami bedziemy nazywali ukfadami mechatronicznymi.

Koncepcje udoskonalenia uktadéw mechanicznych za pomoca sterowania
parametrami lub sitami nie sa zupetnie nowe, lecz dopiero w ostatnim ¢wieréwieczu
pojawily sie realne (techniczne) mozliwosci praktycznej realizacji ukladéw
mechatronicznych. Zastosowanie sterownikéw komputerowych lub neuronalnych,
sterowanych sitownikoéw lub ttumikow hydraulicznych, piezoelektrycznych i na
cieczach magnetycznych oraz r6znorodnych czujnikéw pomiarowych sprawia, ze w
uktadach mechatronicznych zwykle nastepuje ,,scalenie” mechaniki z innymi
dziedzinami nauki (fizyka) i techniki (na przyktad elektronika, telemechanika,
automatyka). Dlatego mechatronika, ktérej przedmiotem badan sa uklady
mechatroniczne, jest z zasady dziedzing interdyscyplinarna (Uhl [109]).

Zgodnie z tym, co zostalo powiedziane we wstepie, W niniejszej rozprawie
rozpatrywane sa modele uktadéw mechanicznych, ktdre spetniaja okreslone funkcje
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uzytkowe (statyczne), a zastosowanie sterowan ma na celu jedynie poprawg ich
wiasnosci. Moga to by¢ na przyktad uktady wibroizolacji, zawieszenia pojazdéw,
mosty, maszty, wieze, budowle antysejsmiczne, stabilizatory statkdw itp. Takie
uktady maja zwykle pewien stan nominalny, a przebywanie biezacego stanu uktadu
w poblizu stanu nominalnego jest pozadane z punktu widzenia prawidiowej pracy
uktadu. Z uwagi na teoretyczny charakter Rozprawy, nie bedziemy tu jednak
omawiaé¢ technicznych realizacji uktadéw mechatronicznych oraz sterowan, ani
modeli elementéw wykonawczych, sitownikéw czy czujnikbw pomiarowych,
stosowanych w uktadach mechatronicznych. Przyjmiemy tylko ogélne zatozenie, ze
odpowiednie sterowania, w postaci sprzezen zwrotnych od stanu uktadu, sa mozliwe
do realizacji przy obecnym stanie techniki, a tematyka pracy ukierunkowana bedzie
na teoretyczne problemy doboru sterowan optymalnych i badania modeli realnych
uktadow z takimi sterowaniami.

1.2 Struktura uktadéw mechatronicznych

Zgodnie z przyjeta koncepcja, uktady mechatroniczne z zasady powinny w pewnym
stopniu rozpoznawa¢ wilasny stan oraz stan zewnetrznych oddziatywan i na tej
podstawie dostosowywa¢, czy modyfikowaé swoje wiasnosci mechaniczne, tak aby
w optymalny sposdb realizowa¢ okreslone cele. Z tego wzgledu ukiad
mechatroniczny, jako uk/ad sterowania, sktada si¢ na ogot z ukfadu mechanicznego
(obiektu) i sprzgzonego z nim bloku pomiarowego (ztozonego z czujnikow
pomiarowych, monitorujacych stan ukladu lub tylko pewne funkcje stanu) i
sterownika zawierajacego przetworniki A/C, system (na przyktad komputer) do
gromadzenia i przetwarzania informacji oraz blok wykonawczy ztozony z ttumikow,
sitownikéw lub innych elementéw sterowanych.

Uktad mechaniczny moze by¢ w og6lnosci narazony na zaburzenia pod postacia
wahan parametrow oraz wptywu sit zewnetrznych, jak zaznaczono na Rysunku 1.1.
Jednak prdcz takich zaburzen w realizacji praktycznej uktadu mechatronicznego
moga pojawic si¢ rowniez zaburzenia parametrow samego sterownika. Co wigcej,
poniewaz w ukladzie mechatronicznym sterowanie jest zwykle realizowane za
pomoca Sprzgzenia zwrotnego, moga tez wystapi¢ szkodliwe zakidcenia procesu
pomiaru stanu oraz zaklécenia na drodze przekazu do sterownika informacji
zwrotnej o aktualnym stanie obiektu. Tego rodzaju oddziatywania sa okreslane jako
zaktocenia wystepujace w petli  sprzezenia zwrotnego. Ponadto, w wielu
przypadkach, gdy dynamika uktadu mechanicznego jest ,,szybka” w stosunku do
dynamiki elementéw wykonawczych uktadu sterowania, trzeba sie tez liczy¢ z
wpltywem opoznienia przekazu informacji zwrotnej, co moze znacznie utrudnié
realizacje zatozonego celu sterowania lub obnizy¢ efektywnosé zastosowanych
sterowan.

Schemat typowego ukladu mechatronicznego z zaburzeniami, zakt6ceniami i
opdznieniami jest przedstawiony na Rysunku 1.1.
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zaktocenia w petli sity zewngtrzne
zaburzenia parametréw zaktocenia
l l pomiarowe
| STEROWNIK UKLAD v_,

MECHANICZNY

A zaktdcenia| sterowania v

opodznienia UKLAD
POMIAROWY

Rys. 1.1. Schemat blokowy uktadu mechatronicznego

Z wymienionych wzgledéw synteza i kompleksowa analiza funkcjonowania
uktadu mechatronicznego jako systemu jest zwykle znacznie trudniejsza niz uktadu
mechanicznego bez zaburzen i sterowania. W mechatronice analogia i intuicja, tak
pomocna inzynierom mechanikom, nie zawsze jest uzyteczna, gdyz obecnos¢
sterowania i réznych zaburzen zwykle powaznie komplikuje zagadnienie dynamiki
uktadu. Posta¢ réwnan opisujacych uktad mechatroniczny jest bardziej ztozona i
czesto nietypowa w poréwnaniu do tych, z jakimi zwykle stykaja sie mechanicy. Co
wiecej, w przypadku uktadéw z niepewnymi parametrami i zaburzeniami opis za
pomoca réwnan rozniczkowych jest na og6t niewystarczajacy a wiasciwym
modelem dynamiki takich uktadow sa inkluzje rézniczkowe.

1.3 Opis uktadéw mechatronicznych we wspotrzednych uogolnionych

Podstawa do opisu dynamiki uktadu mechatronicznego jest odpowiedni model
fizyczny uktadu mechanicznego (obiektu) z zaburzeniami i sterowaniami. W takim
modelu, wynikajacym wprost z fizycznej (mechanicznej) natury ukfadu,
poszczegblne parametry i/lub sktadniki w roéwnaniach dynamiki odpowiadaja
zwykle konkretnym, rzeczywistym elementom rozpatrywanego ukladu. Zazwyczaj
jest to wiec model strukturalny, opisujacy sie nastepujacym ukladem réwnan
rozniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego (Gutowski [18]):

M-X+L-X+K-X=F, (1.3.1)

gdzie X e R" jest wektorem przemieszczen ukfadu, natomiast M, L, K sa
macierzami kwadratowymi nxn. Macierz M jest macierza mas uogdlnionych
(bezwtadnosci), L — macierza ttumienia, a K — macierza sztywnosci ukfadu,
natomiast F jest wektorem sit (wymuszen) zewnetrznych dziatajacych na obiekt.
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W ogoélnosci, macierze M, L, K uktadu moga zaleze¢ od X i X oraz od wektoréw
parametrow: masowych (bezwtadnosciowych) m, ttumienia | i sztywnosci k tzn.

M =M(X, X, m), L=L(X, X,1), K=K(X, X,K). (1.3.2)

Przyjmiemy jednak uzasadnione zatozenie, ze macierze M, L, K rozpatrywanych
uktadéw mechanicznych zawieraja pewne dominujace skladowe stale,
odpowiadajace nominalnym wartosciom parametréw ukiadu. Bedziemy wiec
rozpatrywac przede wszystkim dyskretne uktady liniowe lub quasiliniowe ze statymi
lub zmiennymi zaburzeniami parametrow i z wymuszeniami sitowymi. Czgs¢
nominalna rozwazanych uktadéw bedzie zwykle stabilna.

W klasycznej dynamice uktaddw i konstrukcji rozwazane sa najczesciej uktady o
statych parametrach m, I, k i statych lub stacjonarnych sitach (obciazeniach) F
dziatajacych na uktad. Jednak chcac uwzgledni¢ w analizie teoretycznej typowe
sytuacje, jakie naprawde moga wystapi¢ w praktyce uktadéw mechatronicznych,
konieczne jest przyjecie bardziej ztozonego modelu dynamiki uktadu, w ktérym z
zasady ograniczone sity i parametry moga by¢ funkcjami zmiennymi w czasie, o
sktadowych kontrolowanych (sterowanych) i/lub niekontrolowanych. W og6lnosci
nalezy zatozy¢ trzy sktadowe dziatajacych sit tzn. F = Fo + F, + F¢, gdzie

» |, - sity znane (mierzone) state lub zmienne w czasie i niekontrolowane,
= F, -sily nieznane, state lub zmienne w czasie i niekontrolowane,
= |, - sity kontrolowane (sterowane).

Podobnie dla parametréw nalezy uwzgledni¢ sktadowe:

* nominalne — stale, znane wartosci parametrow,

»  przedziafowe — state, nieznane odchyiki parametréw,
* zmienne — zmienne, znane odchytki parametréw,

* niepewne — zmienne, nieznane odchyiki parametréw,
» modyfikowane — kontrolowane zmiany parametrow.

Nominalne wartosci parametrow po trzeba zawsze uwzgledni¢ w modelu uktadu
mechatronicznego. Pozostate sktadowe sit oraz parametréw ukladu rozpatruje sie
(lub nie) w zaleznosci od konkretnej sytuacji upowazniajacej do okreslonych
zatozen lub uproszczen. W rezultacie dostaniemy rézne modele ukfadu
mechatronicznego oraz odpowiadajace im rézne cele analizy i syntezy.

Rozpatrywane w niniejszej rozprawie uktady réwnan postaci (1.3.1), beda
skonczone (tj. n < + ), gdy bedziemy méwi¢ o mechatronice uktadéw dyskretnych
albo nieskonczone (przeliczalne), gdy bedziemy analizowa¢ dyskretne modele
uktaddw ciagtych (o parametrach roztozonych). Ponadto, w przypadku skonczonego
wymiaru n bedziemy zaktadali istnienie odwrotnosci macierzy M dla kazdego X z
interesujacego nas obszaru w przestrzeni stanu. W przypadku nieskonczenie
wymiarowym (n = + o0) macierz M bedzie zwykle diagonalna.
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1.4 Opis uktadéw mechatronicznych we wspétrzednych stanu

Analize wilasnosci stabilnosci i synteze¢ uktadéw mechatronicznych fatwiej jest
przeprowadzi¢, wychodzac z bardziej dogodnego modelu matematycznego.
Mianowicie, okreslajac wektor stanu uktadu jako x = [X, dX/dt] i wykorzystujac
zatozona odwracalnos¢ macierzy masowej M, mozna rozwikta¢ uktad réwnan
(1.3.1) ze wzgledu na sktadowe drugiej pochodnej czasowej wektora przemieszczen
X i przedstawi¢ go w postaci uktadu réwnan pierwszego rzedu wzgledem wektora
stanu x. Uwzgledniajac zatozenie zmiennosci parametréw, sterowan i zaburzen
uktadu, mozemy w ogélnym przypadku opisa¢ dynamike uktadéw
mechatronicznych nastgpujacymi inkluzjami rézniczkowymi zwyczajnymi [D1]:

X e{F(X,p,z,u): pel'(P),zel'(Z2),u el (U)}, (1.4.2)

gdzie x = x(t) € R" jest wektorem stanu uktadu, p, z, u sa odpowiednio: wektorami
parametréw, zaburzen i sterowan uktadu; F jest funkcja uktadu, PcR¥, ZcR!, UcR™
sa zbiorami zwartymi, natomiast 7(P), 7{Z), 7{U) sa pewnymi podzbiorami
przestrzeni funkcji czasu te[t,, +) 0 wartosciach odpowiednio: w P, Z, U.
Przyjmiemy dalej, ze przestrzenie R", R*, R, R™ sq przestrzeniami Euklidesowymi.
Bedziemy rozpatrywali uktady w catej przestrzeni stanu R" albo w pewnym
otoczeniu X nominalnego punktu stacjonarnego x = 0, w ktérym F(0,po,0,0) = 0 dla
pewnych parametrdw nominalnych (p, = const) rozwazanego ukladu. Stan
nominalny x = 0 bedzie z zatozenia stanem pozadanym a dynamika uktadu w jego
otoczeniu — istotnym czynnikiem warunkujacym jakos¢ pracy uktadu.

Inkluzja (1.4.1) oznacza, ze pochodna wektora stanu uktadu w kazdej chwili
nalezy do pewnego zbioru, a wiec niekoniecznie jest okreslona jednoznacznie przez
funkcje F ukladu, jak to ma miejsce w przypadku réwnan rozniczkowych.
Wieloznacznos¢ wskazuje na istnienie skonczonej, przeliczalnej a nawet
nieprzeliczalnej liczby mozliwych wartosci funkcji uktadu w dowolnej chwili.
Jednak w trakcie realnego ruchu ukfadu, pochodna stanu x przyjmuje jedna
okreslona warto$¢ w kazdej biezacej chwili t. Z taka sytuacja mamy zwykle do
czynienia w uktadach rzeczywistych (na przyktad w uktadach ze sterowaniami,
zaburzeniami lub wahaniami parametréw). Dlatego modelowanie dynamiki uktadéw
mechatronicznych za pomoca inkluzji, a nie rownan rézniczkowych, jest bardziej
adekwatne, jesli chcemy uwzgledni¢ wptyw sterowan u oraz zmian parametrow p i
zaburzen z uktadu mechatronicznego.

Klasa uktadow, ktére mozna modelowa¢é inkluzjami rézniczkowymi typu (1.4.1)
jest dostatecznie szeroka do opisu wielu sytuacji wystepujacych w mechatronice.
Model (1.4.1) jest ponadto ogdlniejszy niz (1.3.1), gdyz obejmuje tez uktady o
nieparzystym wymiarze wektora x. Zaleznie od tego, ktére z wielkosci p, z, u
wystepuja w uktadzie i sa state lub zmienne, mozna modelowaé¢ za pomoca inkluzji
typu (1.4.1) r6zne uktady takie jak:
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uktad autonomiczny - (p = po =const,z=0, u=0),

uktad o niepewnych parametrach - (p =po +z,z+# 0, u =0), (ukfad z
wahaniami parametrow)

uktad z zaburzeniami (p = po = const, z = 0, u =0),

uktad sterowany programowo (u = u(t)), (uk/ad otwarty),
= uktad sterowany ze sprzezeniem zwrotnym (u = u(x)), (ukfad zamkniety).

W szczegolnoscei, jesli sterowanie u = 0, natomiast zaburzenia sa ustalona funkcja
czasu z = z(t), to modelem ukladu bedzie uktad réwnan rézniczkowych (1.4.1),
gdzie inkluzja przechodzi w réwnanie z jednoznaczna funkcja F(X, z(t)). Jezeli 7{P)
jest zbiorem wszystkich funkcji statych o wartosciach w pewnej domknietej kostce
w R¥, bedziemy mieli do czynienia z tzw. uktadem o parametrach przedziafowych.
Jezeli zas 71Z) jest zbiorem realizacji pewnego procesu stochastycznego, a
zaburzenia z sa jego realizacjami, bedziemy mieli do czynienia z dynamicznym
uktadem stochastycznym. W najogdlniejszym przypadku uktadu z niepewnymi
parametrami /{Z) bedzie zbiorem wszystkich funkcji czasu o wartosciach w Z, a
inkluzja (1.4.1) bedzie zupetna w sensie okreslonym w Dodatku 1.

Uktady mechatroniczne w ogdlnym przypadku nie sa ani liniowe, ani
stacjonarne. Nieliniowa (quasiliniowa) zaleznos¢ funkcji F w inkluzji (1.4.1) od
wspoétrzednych wektora stanu x moze wynika¢ na przyktad z réznych nieliniowosci
geometrycznych lub materiatowych w strukturze lub elementach realnego uktadu.
Jednak z natury uktadéw mechatronicznych wynika, ze funkcja F nie moze catkiem
dowolnie zaleze¢ od wektoréw zaburzen z i sterowan u. Funkcja ta bedzie zwykle
analityczna (rozwijalna w szereg) ze wzgledu na sktadowe z, u. Wynika to miedzy
innymi z faktu, ze macierze M, L, K ukladu (1.3.1) sa przewaznie liniowo
uzaleznione od sktadowych odpowiednich wektorow parametrow m, I, k.

Nazwiemy zatem analitycznym uktad opisany modelem (1.4.1) zaleznym od
funkcji  F(x,p,z,u) rozwijalnej w szereg wzgledem sktadowych zaburzen i
sterowania jak nastepuje:

F(x,u,z) = Fx,U,.. .ty ~ Go(X)+
+UG(X)+.. +UuG () +H(X)+.. +zH (X)+ |, (1.4.2)

| k Ik
+ 3 uuGX)+ X zzjH(X)+ X 3 100Uz + ...
i,j=1 i,j=1 i=1j=1

Funkcja Go(x) = Ax + Fo(x) w (1.4.2) okresla quasiliniowa stacjonarna czgsé
obiektu (uktadu bez sterowania i zaburzen), a macierz A — jego czgs¢ liniowa
stacjonarna. Funkcje macierzowe Gi(x), i = 1,..., ; Hj(x), j = 1,....k zwykle okreslaja
odpowiednio: strukturg kontrolowanych lub niekontrolowanych sit i zmian
parametrow uktadu. Skiadniki nieliniowe ze wzgledu na poszczegblne sktadowe
sterowan i zaburzen pozwalaja opisa¢ uktady mechatroniczne, w ktérych nieliniowe
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dziatanie sit wynika na przyktad z nieliniowosci geometrycznej w miejscu
przytozenia sity. Z Kkolei mieszane sktadniki stopnia drugiego ze wzgledu na
sktadowe sterowania i zaburzen odpowiadaja za interakcje miedzy poszczegdlnymi
sktadowymi sterowan i zaburzen. Interakcje takie moga wystapi¢ na przyktad wtedy,
gdy zaburzenia maja istotny wplyw na parametry struktury oddziatywania
sterowanych sit.

W szczegdblnosci uktady wielowymiarowe postaci (1.3.1) o zmiennej macierzy
masowej M(m) mozna w przyblizeniu opisa¢ uktadami analitycznymi, gdy model
uktadu sprowadzamy do postaci rozwiktanej ze wzgledu na X poprzez obliczenie
macierzy M™ i rozwiniccie jej elementéw w szereg ze wzgledu na sktadowe wektora
parametrow m.

1.5 Wyjscia, zaburzenia i sterowania w uktadach mechatronicznych

W realnym uktadzie mechatronicznym moga pojawi¢ sie jakosciowo nowe czynniki
wplywajace na uktad, jesli w ukladzie zastosowane jest sterowanie u w postaci
sprzezenia zwrotnego u(x,p,z), realizowanego za pomoca dodatkowego poduktadu
(sterownika), jak na Rysunku 1.1. Wtedy, rzecz jasna, inkluzja (1.4.1) na ogét nie
bedzie jeszcze komplethym modelem uktadu. Po pierwsze, précz zaburzen uktadu
mechanicznego moga pojawi¢ si¢ sygnaty zaburzajace sterowanie, ktére nie
wystepowaty w modelu (1.3.1). Sygnaty te, pokazane na Rysunkul.l, bedziemy
nazywali zakf6ceniami (Kaczorek [23]). W ogdlnej teorii rozrdznienie miedzy
zaburzeniami i zaktéceniami jest czysto formalne, gdyz analiza ich wptywu na uktad
nie rozni si¢ zasadniczo. Dlatego w dalszym ciagu ogolnych rozwazan wszystkie
zaburzenia i zaktocenia w uktadzie bedzie zwykle reprezentowat jeden wektor z.

Po drugie, w przypadku uktadow ze sterowaniem realizowanym za pomoca
sprzezenia zwrotnego istotne staje si¢ tzw. wyjscie uktadu tj. zespét dostepnych
wielkosci y okreslajacych aktualny stan x uktadu. Dostgpnos¢ wektora y oznacza, ze
jego sktadowe sa pewnymi wielkosciami wyznaczalnymi w czasie rzeczywistym (na
przyktad bezposrednio z pomiaréw) albo wyliczalnymi na podstawie wynikéw
pomiaréw posrednich lub przy uzyciu tzw. obserwatora stanu (Kaczorek [23]).

Zwykle wyjscie uktadu moze by¢ opisane pewna funkcja g, ktora, rzecz jasna,
trzeba dotaczy¢ do opisu modelu ukladu mechatronicznego. Bedziemy dalej
rozpatrywali funkcje wyjscia nastepujacych postaci

y=9(X), y=9(x,2), y=9(x,u), y=g(xzu). (1.5.1)

Zaleznos¢ funkcji wyjscia nie tylko od stanu x ukfadu, lecz takze od zakt6cen lub
sterowan, wynikajaca zwykle z natury (struktury) samego uktadu, stanowi
dodatkowy problem w analizie i syntezie uktadéw mechatronicznych.

Mozemy wyr6zni¢ zasadniczo dwa podejscia do kwestii funkcji wyjscia uktadu.
Jesli mamy zadana funkcje wyjscia, staramy sie dobra¢ optymalne sterowanie oparte
na tej funkcji. Tak musimy postapic¢, jesli nie mamy wptywu na postac funkcji g.
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Drugie podejscie, ogoblniejsze, polega na tym, ze najpierw znajdujemy klase
sterowan (realizujacych okreslony cel) za pomoca pewnej metody syntezy, a
nastepnie staramy sie zrealizowa¢ jedno z nich za pomoca odpowiedniego
(realizowalnego) sygnatu wyjscia. Takie podejscie daje juz mozliwos¢é czynnego
uczestnictwa w ksztattowaniu wyjscia uktadu, gdy w gr¢ wchodzi decyzja na
przyktad o tym, jakie wielkosci powinny by¢ mierzone i gdzie. Jest to wazny etap
procesu projektowania (syntezy) sterowania uktadu mechatronicznego. W dalszym
ciagu nie bedziemy rozpatrywac¢ kwestii realizowalnosci rozwazanych w pracy
sterowan wynikajacych z teorii (z metody funkcji Lapunowa), zaktadajac, ze
wyznaczone sterowania sa realizowalne [D2], [D3].

W modelu (1.4.1) uktadu mechatronicznego niezmiernie istotne sa tez zatozenia
czynione odnosnie samych parametrow ukladu, zaburzen i sterowan. Zatozenia te,
podyktowane wzgledami technicznymi i praktycznymi, réwniez powinny by¢
wiaczone do modelu uktadu, jako istotny element opisu jego dynamiki. W niniejszej
rozprawie bedziemy przyjmowali przede wszystkim zatozenie ograniczonosci, ktore
powinno by¢ spetnione w kazdym realnym uktadzie. Dlatego rozpatrywane zbiory
P, Z oraz U beda na ogét zwarte (a wiec domkniete i ograniczone) w odpowiednich
przestrzeniach euklidesowych. W teoretycznych rozwazaniach istotna bedzie jednak
nie tylko zwartos¢, ale rowniez struktura (geometria i wtasnosci metryczne) zbiorow
P, Z, U, ktére sprecyzujemy ponizej.

Odnosnie zbioru P juz w zasadzie ustalilismy szczegoty. Jest to zbidr zwarty i —
jesli zatozy¢ funkcyjna niezaleznos¢ parametréw uktadu — ma posta¢ domknigtej
kostki w przestrzeni R*. Niezaleznos¢ parametréw jest zapewniona, gdy kazdy z
nich reprezentuje pewien parametr fizyczny uktadu, ktérego niezaleznos¢ od
pozostatych parametréw wynika z samej jego natury. Moga to by¢ na przykiad.
sztywnosci i tlumienia poszczegolnych elementow uktadu dyskretnego. Bedziemy
dalej zaktadali, ze taki warunek niezaleznosci jest spetniony.

Rowniez zbiér Z, jesli zatozy¢ niezaleznos¢ sktadowych zaburzen uktadu,
powinien mie¢ strukture domknigtej kostki w przestrzeni R'. Takie zatozenie nalezy
przyja¢, jesli nie dysponujemy zadna dodatkowa informacja odnosnie wzajemnych
zaleznosci  (korelacji) sktadowych zaburzen. Wowczas dopuszczalne  jest
jednoczesne wystgpowanie dowolnych, a wigc i granicznych wartosci wszystkich
zaburzen i zaktocen, co jednak w praktyce zdarza sie raczej rzadko. Jezeli
zaburzenia z uwzglednione w modelu danego uktadu maja jakas wspdlna przyczyne,
to moga by¢ od siebie zalezne (na przyktad skorelowane jako sygnaty losowe). Jesli
znamy ta zaleznos¢, mozemy doktadniej opisa¢ ograniczenia zaburzen na przyktad
za pomoca pewnej rozmaitosci Z zawartej w rozwazanej kostce w przestrzeni R'.

Czesto mamy jednak do czynienia z sytuacja, gdy zaburzenia losowe oscyluja w
poblizu pewnej $redniej wartosci (na przyktad w przypadku losowych zaburzen
parametrow uktadu), a wieksze wychylenia od nominatu zdarzaja si¢ stosunkowo
rzadko. Powstaje pytanie, czy mozna, nie stosujac teorii stochastycznych, opisa¢
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taka sytuacje za pomoca deterministycznych ograniczen? Odpowiedzi na to pytanie
udziela tzw. zasada Turkstry stosowana na przyktad w budownictwie i mechanice
konstrukcji. Wedtug tej zasady, niezawodnos¢ konstrukcji ocenia sie przy zatozeniu,
ze jedno z ograniczonych zaburzen osiaga wartosci graniczne, podczas gdy
pozostate zaburzenia — wartosci srednie. Zasada Turkstry dla zaburzen, wyrazajaca
w opisie deterministycznym pewne statystyczne wilasnosci sygnatéw, moze mieé
zastosowanie w sytuacjach, gdy przewidywane prawdopodobienstwo jednoczesnego
wystapienia wiecej niz jednej granicznej sktadowej zaburzen jest relatywnie mate.

Adaptujac powyzsza zasade do naszych potrzeb, ztozymy, ze zaburzenia zi,..., z
uktadu zazwyczaj nie przekraczaja wartosci srednich tzn. |z|<a, i=1,2,...k,
natomiast niekiedy moga osiaga¢ wartosci szczytowe S >a;, i=1,2,...,k. Witedy,
zgodnie z zasada Turkstry, strukturg ograniczen na zaburzenia bedzie okreslat zbior
postaci Z;...\uZy, gdzie

Zi= {21, 2 ): |11l 1, |Zial< @i, 2 B [2ial< isne|Zi< @k 3 (1.5.2)

Aby uwzgledni¢ sytuacje, w ktorej jednoczesnie wigcej niz jedno zaburzenie
osiaga wartos¢ szczytowa, mozna rozpatrywa¢ uogolniong zasade Turkstry. Sposob
takiego uogolnienia, odzwierciedlajacy si¢ w strukturze zbioru Z, jest oczywisty.

Zasada Tursktry lub jej uogolnienia nadaja si¢ rowniez do opisu
deterministycznych  wielowymiarowych zaburzen ukladu o specyficznej
wspbizaleznosci sktadowych. Na przyktad w przypadku ruchomego obciazenia
poruszajacego Sie ze stata predkoscia wzdtuz toru lub mostu poszczegdlne elementy
uktadu beda kolejno obciazane z maksymalna sita. Podobnie mozna opisaé
przypadek losowego rozktadu wielu niezaleznych obciazen ruchomych, gdy losowo
wybrane elementy uktadu beda obciazane maksymalnie.

Struktura zbioru U dopuszczalnych wartosci sterowan wynika z natozonych
ograniczen na sktadowe sterowania. Dla sterowan ograniczonych, ale niezaleznych
zbiér U powinien byé nastepujaca wielowymiarowa kostka w R'

U =Q(A, Baven B) = {(Us, U oo, U) R [Ug|< Sa,..o, U< 51} (1.5.3)

o krawedziach odpowiadajacych ograniczeniom natozonym na poszczeg6lne
sktadowe sterowania. Ograniczenia zakresu zmian parametroOw sterowanych sa
podyktowane wzgledami technicznymi realizacji sterowanych tlumikéw i
elementéw sprezystych. Podobnie, ograniczenia wielkosci maksymalnych sit
wynikaja z wydolnosci samych sitownikow.

Niekiedy naktada sie jeszcze totalne ograniczenia postaci:

U)?+ U+ ()2 < B (Iub |ug+...+|ul< B) (1.5.4)

na skladowe sterowania. Takie ograniczenia maja sens w odniesieniu do
sterowanych sit na przyktad wtedy, gdy sterownik danego uktadu mechatronicznego
jest zasilany z wewnetrznego zrodta o ograniczonej mocy. Podobnie, sumaryczne
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ograniczenie na ttumienie mozna powiaza¢ z maksymalna moca pochtaniana w
uktadzie. Wtedy zbidr ograniczen U bedzie przecieciem kostki Q(8i, B2,..., 1) Z
kula lub druga kostka.

Scisle biorac podane wyzej ograniczenia totalne na sktadowe sit sterujacych nie
stanowia prawidtowo okreslonych ograniczen na moc uktadu zasilania sterownika.
Chcac zdefiniowa¢ takie ograniczenia musielibysmy pomnozy¢é maksymalne
moduty B, S2,..., B sit sterowanych przez predkosci ruchu punktéw przytozenia
kazdej z tych sit, a nastgpnie ograniczy¢ wielkos¢ sumy takich iloczyndw, czyli
sume totalnej mocy sterowania. Woweczas sterowania sitowe zalezatyby od
aktualnego stanu (predkosci) uktadu, co faktycznie oznaczatoby natozenie na uktad
mechatroniczny ~ dodatkowych  wigzéw  jednostronnych  (w  ogdlnosci
nieholonomicznych). Wtedy oczywiscie podany model inkluzyjny (1.4.1) nie bytby
dos¢ ogo6lny. Zbiér U zalezatby bowiem réwniez od predkosciowych sktadowych
wektora stanu x. Aby tego unikna¢, bedziemy zwykle zaktadali, ze naped uktadéw
sterowania ma moc na tyle duza w poréwnaniu z wydolnoscia sitownikéw, ze jej
ograniczenie nie bedzie aktywne w rozpatrywanym zakresie ruchu.

Innym, sposobem ograniczenia sumarycznej mocy sterowan moze by¢ zatozenie
(ktére mozna interpretowaé jako zasade Turkstry dla sterowan), ze w dowolnej
chwili tylko k z | > k sterowan moze by¢ jednoczesnie wiaczonych z maksymalna
sita, a reszta — wytaczona. Jest to szczegdlnie uzasadnione na przyktad wtedy, gdy
wszystkie sterowania maja to samo ograniczenie S =4 = =..=f, a Z
praktycznych wzgleddéw dogodniej jest stosowaé sterowania typu bang-bang. Tego
rodzaju sterowania sa stosowane z dobrym skutkiem w mniej precyzyjnych
uktadach (na przyktad w koparkach), ale réwniez, jak pokazemy w dalszych
rozdziatach, moga by¢ sterowniami teoretycznie optymalnymi w pewnych
zagadnieniach stabilizacji i modyfikacji uktadéw mechatronicznych. Opisany
sposob ograniczenia sterowan generuje odpowiednia, dyskretna strukture zbioru U.

W przypadku sterowania dyskretnego (cyfrowego), gdy kazde ze sterowan moze
przyjmowac¢ dyskretne wartosci ze skonczonego zbioru D={-q,..., -1,0,1,...,q},
zbior U tez bedzie dyskretny a scisle biorac bedzie miat posta¢ iloczynu
kartezjanskiego DxDx...xD.

Whasnosci zbiordw P, Z, U okreslaja jedynie chwilowe ograniczenia na wartosci
parametrow, zaburzen i sterowan uktadu mechatronicznego, a nic nie mowia 0
przebiegu czasowym tych wielkosci. Mozemy takie zatozenia wprowadzic,
okreslajac klasy 7(P), 7(Z), I/{(U) funkcji zaleznych od czasu, reprezentujace
odpowiednio dopuszczalne realizacje czasowe parametrow, zaburzen i sterowan.

Struktura zbioru 7{P) zalezy od tego, co zaktadamy o parametrach uktadu, jezeli
chodzi o ich zmiennos¢ w czasie. Poniewaz zaburzenia z i sterowania u uktadu
moga odnosi¢ sie¢ odpowiednio do niekontrolowanych i kontrolowanych zmian
parametrow ukladu, bedziemy zaktadali, nie zmniejszajac og6lnosci, ze wartosci p
parametrow uktadu beda przyjmowaty wartosci nominalne po, ktére moga by¢ znane
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albo nieokreslone jednoznacznie. Jesli bowiem parametry uktadu sa zmienne w
czasie na skutek dziatania pewnych zaburzen z, lub kontrolowanych oddziatywan
Uo, t0 Zzawsze mozemy przyja¢ p = po + Zo + Ug | Wihaczy¢ wektor zo do zaburzen, a
wektor up — do sterowan rozpatrywanego uktadu. Wowczas mozemy taki przypadek
traktowac jak dziatanie pewnych zmiennych zaburzen z na nominalne parametry po
uktadu. Charakter tych zaburzen mozna odzwierciedli¢ w strukturze zbioru 7{2).
Dlatego bedziemy zwykle zaktadali, ze 7{P) jest pewnym zbiorem funkcji statych o
wartosciach w P. Jesli przyjmujemy parametry za state i znane, wowczas 7{P)
bedzie zbiorem jednoelementowym {po} tzn. bedzie zawieral tylko jedna stata
funkcje¢ okreslona przez wartosci nominalne parametrow uktadu. Jesli natomiast
przyjmiemy, ze state parametry uktadu nie sa doktadnie okreslone co do wartosci,
wowczas zbioér I{P) bedzie zawierat wszystkie funkcje stale o wartosciach
mieszczacych sie w zatozonych przedziatach. W takiej sytuacji méwimy o tzw.
parametrach przedziafowych. Moze si¢ tez zdarzy¢, ze nie potrafimy poda¢ nawet
ograniczen przedziatowych na parametry ukladu. Woéwczas zbiér 7{P) bedzie
zawierat wszystkie funkcje state, a nieokreslone ograniczenia przedziatowe powinny
by¢ wtedy traktowane jak dodatkowe, swobodne parametry uktadu, ktére moga
podlega¢ optymalizacii.

Struktura zbioru 7{Z) odzwierciedla nasza wiedze o zaburzeniach uktadu. Im
mniej zaktadamy (wiemy) o zaburzeniach, tym bogatszy jest ten zbiér. W ogdlnym
przypadku zaburzenia/zaktocenia z moga by¢ funkcja deterministyczna lub losowa,
0 znanych lub nieznanych charakterystykach. Jesli zaburzenia z sa konkretna,
ustalona funkcja czasu o wartosciach w Z tzn. z = z(t), czyli 7{Z) = {z(t)}, natomiast
u = 0, wowczas modelem uktadu mechatronicznego jest inkluzja (1.4.1), ktoéra
przechodzi w rownos¢ (a wiec w uktad réwnan rézniczkowych), bowiem {f} staje
si¢ wtedy funkcja jednoznaczna f = f(x, z(t)). Gdy zaktadamy tylko ograniczonos¢
zaburzen, musimy przyja¢, ze zbidr 71Z) zawiera wszystkie funkcje ograniczone,
natomiast w teorii stochastycznej — wszystkie realizacje pewnego stacjonarnego
procesu stochastycznego.

W wiekszosci praktycznych sytuacji dogodnie jest tez zatozyé¢ stacjonarno$é
rodziny funkcji zaburzajacych 7{Z). Warunek ten wymaga, aby dla kazdego z>0 i
kazdej funkcji z(t)elI(Z) réwniez z(t+z) byto elementem zbioru 7(2).
Stacjonarnos$¢ rodziny zaburzen 7{Z) bedziemy zaktadali wowczas, gdy istotna
bedzie niezaleznos¢ wiasnosci uktadu mechatronicznego od chwili poczatkowej to, a
wiec na przykiad przy stale dziatajacych zaburzeniach.

Struktura zbioru 7{U) zalezy od tego jakimi funkcjami sterowania mozemy lub
chcemy oddziatywa¢ na uklad. Moga to by¢é na przyktad funkcje ciagte lub
przedziatami state, albo funkcje o wartosciach z pewnego zbioru dyskretnego, jesli
sterowanie jest cyfrowe.

Jest jeszcze jedno istotne ograniczenie formalne jakie nalezy uwzgledni¢, jezeli
w uktadzie wystepuja jakies sprz¢zenia zwrotne od stanu x. W ogdélnosci analiza



32 1 — Uktady mechatroniczne

wilasnosci i synteza optymalnych uktadéw mechatronicznych wymaga bowiem
badania teoretycznych modeli postaci (1.4.1), w ktérych zaburzenia lub sterowania
sa uzaleznione od stanu x tzn. z = z(x), u = u(x). Takie sprzezenia sa w istocie
pewnymi statycznymi wiezami analitycznymi narzuconymi niezaleznie od dynamiki
uktadu, ktore sprawiaja, ze inkluzja rozniczkowa (1.4.1) staje si¢ rbwnaniem. Aby
zachowa¢ formalna zgodnos$¢ z przyjetymi wczesniej zatozeniami, powinnismy
zagwarantowac, aby dla dowolnego rozwiazania x(t) tego réwnania, zalezne od
czasu funkcje z(x(t)) lub u(x(t)) nalezaty do odpowiednich przestrzeni 7{2), 7{U).
W ogdlnosci takie wymaganie narzuca trudne do okreslenia ograniczenia na posta¢
funkcji sprzezenia zwrotnego. Mozna unikna¢ tej trudnosci przyjmujac, ze 7{Z) oraz
T (V) sa zbiorami wszystkich funkcji czasu o wartosciach w odpowiednich zbiorach
Z, U, czyli ze inkluzja jest zupetna [D1].

Bedziemy zatem najczesciej przyjmowali zatozenie, ze [I{P), jest zbiorem
wszystkich funkcji statych o wartosciach w P, natomiast 7(Z) i 7{U) — zbiorami
wszystkich funkcji ograniczonych o wartosciach odpowiednio w Z i U. Bedziemy
wtedy mowili o zupetnej inkluzji rézniczkowej opisujacej dynamike uktadu. Dla
uproszczenia, inkluzje zupetna bedziemy zapisywali w skrdcie nastepujaco:

x e{F(x,p,z,u): peP,zeZ,ue U} (1.5.5)

Zatozenie zupetnosci inkluzji modelu dynamiki uktadu mechatronicznego jest
uproszczeniem uzasadnionym zarowno wzgledami praktycznymi jak i
teoretycznymi. W praktyce, na 0g6t mozemy dos$¢ dobrze okresli¢ strukture zbioréw
ograniczen P, Z, U, ale faktycznie nie znamy rzeczywistej zawartosci
poszczegoblnych zbioréw funkcji 71P), I(Z), I{U). Zupetnosé klas funkcji 712),
I(U) oznacza, ze dopuszczamy w rozwazaniach teoretycznych dowolnie szybkie a
nawet skokowe zmiany zaburzen czy sterowan. Wiadomo, ze w praktyce zaburzenia
zawsze beda miaty jakies ograniczone widmo mocy a elementy wykonawcze
sterownika — ograniczone pasmo przenoszenia. Jesli jednak dynamika sterowanego
uktadu mechanicznego bedzie znacznie ,wolniejsza”, takie zatozenie niewiele
odbiega od rzeczywistosci i moze by¢ dobrym jej przyblizeniem. Istotne jest, ze
zupetnos¢ inkluzji modelu znakomicie upraszcza wszelkie rozwazania i analizg jego
wiasnosci. Uzasadnia to przyjete zatozenie zupetnosci rozpatrywanych inkluzji.

Takie podejscie jest tez wyrazem pewnej filozofii preferowanej w niniejszej
rozprawie, wedtug ktorej lepiej jest przeprowadzi¢ analize i/lub synteze¢ uktadu
mechatronicznego przy mozliwie prostych ograniczeniach na zaburzenia i
sterowania, a potem zastanawia¢ sie, jak wyznaczone optymalne sprzezenia zwrotne
zrealizowa¢ w praktyce przy uzyciu dostepnych srodkdw. W ten sposéb mozna tez
lepiej okresli¢, jakie wielkosci mierzone sa niezbgdne do realizacji sterowania.
Specjalnie tej wiasnie kwestii poswiecony jest Rozdziat 9 niniejszej rozprawy.

Dotychczas zostaty formalnie okreslone podstawowe Kklasy zaburzen i sterowan
(w sensie dopuszczalnych funkcji), ktore nadaja si¢ do opisu realnych zaburzen i
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sterowan w uktadéw mechatronicznych. Jednakze z punktu widzenia teorii i
praktyki uktadow mechatronicznych wskazane i uzyteczne jest rowniez
wyszczegOlnienie rodzajéw zaburzen i sterowan ze wzgledu na sposob (fizyke) ich
oddziatywania na uktad. Rozumiane w tym sensie rodzaje zaburzen i sterowan, jakie
moga oddziatywa¢ na uktady mechatroniczne, wynikaja z samej natury
mechanicznej takich uktaddw.

Ogolnie rzecz biorac, na uklad mechatroniczny moga dziata¢ zaburzenia
pofaktywne (parametryczne) oraz zaburzenia aktywne (sitowe). Zaburzenia
potaktywne odnosza sie do parametrow uktadu, natomiast zaburzenia aktywne
sprowadzaja sie do dziatania na uktad niekontrolowanych sit zewnetrznych. Ten
podziat jest precyzyjny i szczeg6lnie uzyteczny wowczas, gdy mamy do czynienia z
dyskretnym, a najlepiej strukturalnym modelem uktadu mechatronicznego, w
ktorym tatwo mozna wskaza¢ parametry fizyczne (na przyktad ttumienia i
sztywnosci) oraz realne sity. W ukfadach ciagtych sprawa moze nie by¢ tak
jednoznaczna, na przyktad, gdy dziatanie zewnetrznej sity sprowadza si¢ do
zaburzenia parametrow uktadu. Taka sytuacja ma miejsce na przyktad w przypadku
sprezystej kolumny obciazonej sita osiowa, traktowana jako zaburzenie. Wtedy
istota omawianego rozroznienia powinna by¢ wymiana energii. Powiemy zatem, ze
zaburzenia uktadu sa (p6t)aktywne, jezeli (nie) nastepuje znaczaca wymiana energii
miedzy uktadem a zrodiem zaburzen.

Podobnie w przypadku sterowan, jezeli istnieje mozliwos¢ kontrolowanego
oddziatywania na dany uktad mechaniczny, to mozna wyr6zni¢ dwa zasadnicze
sposoby sterowania:

= sterowanie p6faktywne (czyli sterowanie parametrami),
= sterowanie aktywne (czyli sterowanie sitami).

Oba te rodzaje sterowania moga by¢ realizowane niezaleznie lub tacznie w sytuacji,
gdy uktad mechaniczny jest stabilny albo niestabilny. Jesli dany uktad mechaniczny
jest stabilny, mozliwe jest rozpatrzenie zagadnienia modyfikacji uktadu w celu
poprawy jego wilasnosci stabilnosci. Zaleznie od rodzaju zastosowanego sterowania
bedziemy wtedy méwi¢ o poétaktywnej lub aktywnej modyfikacji uktadu. Jesli
jednak uktad jest niestabilny, wtedy rozpatruje si¢ zagadnienie stabilizacji uktadu.
Gtéwnym celem stabilizacji jest zapewnienie stabilnosci uktadu przynajmniej w
pewnym otoczeniu punktu réwnowagi. Dlatego poprawa wiasnosci stabilnosci
uktadu nie musi dotyczy¢ bezposrednio jego cech uzytkowych, ale moze by¢ wazna
dla prawidlowej pracy uktadu. W szczegdlnosci, stabilizacja uktadu niestabilnego
moze by¢ celem sterowania, jesli dopiero po ustabilizowaniu uktad moze spemi¢
pozadane funkcje uzytkowe. Tylko w szczegdllnych sytuacjach celem sterowania
moze by¢ destabilizacja a wiec wzbudzanie, a nie ttumienie drgan uktadu.

Mozemy zatem wyr6zni¢ nastepujace sposoby sterowania ukfadami
mechatronicznymi:
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» modyfikacja pdfaktywna (parametryczna) — sterowanie parametrami
uktadu stabilnego,

» stabilizacja poOfaktywna (parametryczna) — sterowanie parametrami
ukfadu niestabilnego,

= modyfikacja aktywna — sitowe sterowanie uktadu stabilnego,

= stabilizacja aktywna — sitowe sterowanie uktadu niestabilnego.

Jezeli oba rodzaje sterowania parametrami i sitami sa zastosowane tacznie w danym
uktadzie (nie)stabilnym, méwimy o (stabilizacji) modyfikacji mieszane;j.

Istnieje réwniez modyfikacja pasywna, zaliczajaca sie do metod klasycznych,
polegajaca na dotaczeniu do uktadu mechanicznego dodatkowych ttumikéw
(wiskotycznych lub ciernych) lub dodatkowych mas, zwykle dotaczonych
lepkosprezyscie. Takie rozwiazanie umozliwia niekiedy osiagniecie pozadanej
zmiany wiasnosci dynamicznych obiektu, ale w ograniczonym zakresie i zazwyczaj
tylko w pewnych pasmach czgstotliwosci. Modyfikacja pasywna nie jest bowiem w
stanie skompensowa¢ wptywu ztozonych zaburzen uktadu. Dopiero modyfikacja
potaktywna i modyfikacja aktywna, zaliczajace si¢ do metod mechatroniki,
zapewniaja zdolno$¢ adaptacji uktadu do zmiennych warunkéw pracy dzigki
zastosowaniu odpowiednich sprzezen zwrotnych od stanu.

Sterowanie aktywne lub pdétaktywne jest optymalne, jezeli najlepiej realizuje
zatozony cel wedtug ustalonego wskaznika jakosci. W szczegolnosci stabilizacja,
jak i modyfikacja, moze by¢ optymalna. W stabilizacji chodzi gtéwnie o jakosciowa
zmiane wilasnosci uktadu (zapewnienie stabilnosci ukladu niestabilnego). Jesli
jednak przejscie migdzy uktadem stabilnym a niestabilnym dokonuje si¢ ptynnie
przy przejsciu przez zbior punktow krytycznych (odpowiadajacych stabilnosci
warunkowej), wowczas stabilizacje mozna traktowaé jako szczeg6lny przypadek
modyfikaciji.
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2. ANALIZA JAKOSCIOWA UKLADOW MECHATRONICZNYCH

Funkcje uzytkowe ukfadu mechatronicznego zwykle zapewnione sq przez samg jego
konstrukcje. Chcgc jednak powiedzieé cos na temat jakosci speZnienia tych funkcji w
otoczeniu nominalnego punktu stacjonarnego, niepodobna nie moéwi¢ o
wfasnosciach stabilnosci ukfadu. Stabilnosé jest bowiem niezbedna do tego, aby
dany ukfad w ogble mog? by¢ praktycznie uzyteczny. Dlatego analiza jakosciowa
wfasnosci stabilnosci ukfadow stanowi istotne zagadnienie mechatroniki
rozpatrywane w niniejszej rozprawie. \Wymagania stawiane  uk/adom
mechatronicznym w tym zakresie wiqzq Sie z zagadnieniem oceny, modyfikacji,
stabilizacji i optymalizacji ich wfasnosci jakosciowych. Do rozwigzywania tak
réznorodnych zadasi konieczne jest odpowiednie narzedzie badawcze w postaci
mozliwie uniwersalnej metody analizy jakosciowej ukfadéw dynamicznych.

Niniejszy rozdzia? ma charakter og6lny, cokolwiek filozoficzny, przygotowujqcy
do lektury rozdziafu nastepnego, w ktorym pokazemy, jak mozna zbudowacé takg
metode, przyjmujqc za podstawe metode funkcji Lapunowa. Dlatego oméwione tu
bedq tylko podstawowe koncepcje jakosciowych metod badania uk/adow
dynamicznych, a w tym wybrane definicje stabilnosci, w kontekscie ich przydatnosci
do analizy i syntezy ukfadéw mechatronicznych. W szczeg6lnosci, przedstawimy
koncepcje wskaznika stabilnosci oraz problem jakosciowej analizy inkluzji
rézniczkowych, jako modeli ukfadéw mechatronicznych. Na koniec sformuZujemy
podstawowe wymagania jakosciowe odnosnie w{asnosci stabilnosci uk/adow
mechatronicznych oraz zasady optymalizacji takich ukfadéw.

2.1 Whasnosci jakosciowe uktaddéw dynamicznych

Przedmiotem badan kazdej dyscypliny naukowej sa zwykle obiekty, jako
wydzielone fragmenty rzeczywistosci. Kazdemu obiektowi mozna przypisa¢ pewne
cechy (wilasnosci) jakosciowe Q i ewentualnie ich charakterystyki (miary) ilosciowe
p, ktére okresla sie jako cechy (miary, parametry, atrybuty) ilosciowe obiektu.
Utozsamienie danego obiektu z zespotem (Q, p) cech jakosciowych i ilosciowych
stanowi 0 naszej wiedzy o nim lub o przyjetej doktadnosci jego opisu (modelu).

Poniewaz w nauce czesto okresla sie cos jako jakosciowe albo ilosciowe, a to
rozroznienie nie zawsze jest ostre i wiasciwie interpretowane, sprecyzujemy wpierw
samo pojecie wfasnosci jakosciowej i skonfrontujemy je z komplementarnym
pojeciem miary ilosciowej. Na koniec tego paragrafu dokonamy uszczeg6towienia
rozwazan o0golnych, uwzgledniajac specyfike rozpatrywanych w Rozprawie
uktadéw dynamicznych, jako modeli (obiektow) uktadéw mechatronicznych.

W potocznym rozumieniu jakosciowe jest wszystko to, co wyrazamy stowami, a
ilosciowe to, co wyrazamy liczbami lub og6lniej — formutami matematycznymi
(ciekawe, ze nie ma tu w zasadzie trzeciej mozliwosci). Ujmujac rzecz bardziej
precyzyjnie, trzeba by powiedzie¢, ze cechy jakosciowe sa z natury dyskretne, a
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cechy ilosciowe reprezentuja wielkosci z natury ciagte. Zatem réznych pojgciowo
wiasnosci jakosciowych danego obiektu moze by¢ co najwyzej skonczona liczba, bo
nie starczytoby stéw do opisu ich nieskonczonego zbioru. Cechy ilosciowe moga
by¢ znane dokfadnie lub w przyblizeniu, natomiast dana ceche jakosciowa tylko
mozna lub nie mozna przypisa¢ danemu obiektowi.

W dalszym ciagu bedziemy zatem rozwaza¢ obiekty opisane skonczonym
zespotem (Q, p) = (Qy,..., Qi; P1,..., Px) cech jakosciowych oraz ilosciowych.

Dyskretne z natury wilasnosci jakosciowe dziela zbiory obiektdw na roztaczne
klasy obiektow o tych samych cechach jakosciowych. Obiekty w danej klasie rdznia
sie co najwyzej atrybutami (miarami) ilosciowymi. Opis (model) klasy obiektow jest
dostateczny, jezeli zestaw wartosci atrybutow py,..., px jednoznacznie identyfikuje
obiekt przynalezny do klasy, czyli umozliwia rozréznienie obiektow, ktore uwazamy
za rozne. Aby zapewni¢ prostote opisu obiektéw postaci (Qq,..., Qi; P1,..., Px), Nalezy
przyja¢, ze wielkosci pi,..., px Sa tez funkcyjnie niezalezne. Wtedy ich liczba,
okreslajaca doktadnos¢ modelu, nie moze by¢ zredukowana bez naruszenia
dostatecznosci.

Poznanie obiektow realnych bazuje na badaniach empirycznych, ktorych
podstawa sa obserwacje i pomiary. Obserwacja to pozyskiwanie wiedzy o
przedmiocie badan za pomoca zmystéw. Wynikiem obserwacji jest opis stowny (a
wiec jakosciowy) tego, co zostato zaobserwowane. Taki opis badanego obiektu
zwykle oparty jest na pewnym modelu (Q, p) przyjetym a priori. Dokonujac bowiem
obserwacji w ramach badana naukowego, zwykle z goéry wiemy, co chcemy
zaobserwowac¢ lub wykluczyé.

Z kolei pomiar to pozyskiwanie wiedzy o przedmiocie badan za posrednictwem
innego obiektu (przyrzadu pomiarowego). Wynikiem pomiaru jest odczyt wartosci
liczbowej na skali przyrzadu oddziatujacego z przedmiotem pomiaru.

Jest jasne, ze praktycznie uzyteczne wiasnosci jakosciowe obiektow musza by¢
obserwowalne, a ich miary — mierzalne (lub wyliczalne z danych empirycznych
wedtug pewnej teorii). Wielkosci (py,..., px) Sa wigc scisle zwiazane z okreslonymi
procedurami pomiarowymi o ograniczonym zakresie stosowalnosci, ktory powinien
odpowiada¢ zbiorowi otwartemu w przestrzeni R* (Ossowski [68]). Gdyby bowiem
jakis obiekt posiadat parametry p lezace na granicy zakresu pomiaru, to wobec
nieuniknionych zakidcen, nie mozna by tego pomiaru rzetelnie wykona¢ dana
metoda. Traktujac (pi,..., Px) jako lokalny ukiad wspétrzednych okreslony przez
dane procedury pomiarowe, mozna wykaza¢, ze klasy obiektdw (Q, p) odpowiadaja
pewnym rozmaitosciom w przestrzeni R* (Ossowski [68], [74]).

Jezeli roztaczne klasy obiektéw sa rozgraniczone (czyli ich domkniecia sa
roztaczne), powiemy, ze stanowia one odrgbne kategorie, a ich wiasnosci
jakosciowe sa kategorialne. Jezeli jednak dwie klasy nie sa rozgraniczone, mozna je
zaliczy¢ do wspdlnej kategorii, bo istnieje ciagte przejscie (w sensie parametrow
P1,..., P1) Z jednej klasy do drugiej. Niepusta czes¢ wspdlna domkniecia obu
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rozwazanych klas sktada si¢ z tzw. punktdw (parametréw) krytycznych (py,..., P,
reprezentujacych obiekty o niejednoznacznie okreslonych cechach jakosciowych
(Arrowschmith [2]).

Majac juz okreslone obiekty przynalezne do pewnych kategorii, mozemy
rozpatrywac ich zbiory, jako obiekty nowej kategorii. Na przyktad zbiér dwoch
obiektow {(Q; p), (Q’; p’)} mozemy traktowac jako obiekt (Q, Q’; p, p’) i w ten
spos6b utworzy¢é kategorie opisana przez wiasnosci jakosciowe Q, Q’. Taka
konstrukcja jest jednak czysto formalna i, z oczywistych wzgledéw, nie wnosi
niczego nowego do poznania naukowego. W realnym s$wiecie mamy jednak do
czynienia z naturalnie wyrdznionymi zbiorami obiektow wzajemnie ze soba
powiazanych. Wtedy méwimy, ze takie obiekty tworza pewien system. Aby okresli¢
system ztozony z dwdch obiektow nie wystarczy tylko poda¢ ich wiasnosci (Q; p),
(Q’; p”), ale trzeba rowniez okresli¢ witasnosci (charakter) ich powiazania. Na 0go6t
wiec taki system bedzie obiektem opisanym przez zestaw (Q,, Q’, Q’; p’, p”’, p’"")
uzupetniony o wiasnosci jakosciowe Qi parametry ilosciowe p’’’, okreslajace
rodzaj i ,,site” powiazania obiektéw (Q; p), (Q’; p’). Podobnie rzecz sie ma w
przypadku systemu ztozonego z dowolnej, skonczonej liczby obiektow.

Powiazanie obiektow w systemie niesie za soba daleko idace konsekwencje
ontologiczne, mianowicie powstanie nowej ,,jakosci”. Ten poglad, zwykle uznawany
w odniesieniu do systemow bardzo ztozonych, na przykitad biologicznych, jest
jednak zjawiskiem powszechnym, jesli sie giebiej nad tym zastanowi¢. Juz bowiem
W najprostszym systemie ztozonym z dwoch obiektéw (Q; p), (Q’; p’) na ogodt
niedostatecznym bedzie model (Q,, Q’, Q’’; p’, p’’, p’’’). Systemy, a w
szczeg6lnosci uktady mechatroniczne, maja bowiem to do siebie, ze ich wiasnosci
jakosciowe na og6t wykraczaja poza zestawienie wiasnosci elementéw sktadowych.
W systemach pojawia si¢ zwykle nowa, obserwowalna i mierzalna ,,jakos¢”, swego
rodzaju ,,duch w maszynie”, ktorego badania nie mozna zredukowac li tylko do
analizy elementéw systemu i struktury wewnetrznych powiazan.

Zastanébwmy sie nad tym, jak opisane rzeczy maja sie w przypadku uktadéw
mechatronicznych oraz uktadéw dynamicznych, bedacych ich modelami. Uktady
takie sa specyficznymi przedmiotami badan, poniewaz wykonuja pewien ruch,
rozumiany jako zmiana stanu uktadu. Mozna zatem moéwi¢ o wiasnosciach
statycznych ukfadu wynikajacych z samej jego budowy (‘anatomii’), a wiec
znanych a priori, oraz o wifasnosciach dynamicznych, ktére bedac wynikiem
wewngtrznych powiazan uktadu oraz zewngtrznych oddziatywan, ujawniaja Sig
dopiero w czasie ruchu uktadu. ,Dynamika” jest wtasnie ta nowa ztozona
wiasnoscia jakosciowa realnego systemu (uktadu), ktéra poznajemy empirycznie lub
teoretycznie. W szczego6lnosci, ,,dynamika” realnego uktadu mechatronicznego, to
zbior jego wszystkich, potencjalnie mozliwych zachowan. Na poziomie modelu
odpowiada to zbiorowi wszystkich trajektorii odpowiedniego uktadu dynamicznego
(Ossowski [74]).
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Badajac empirycznie uktad rzeczywisty lub jego model, zawsze obserwujemy
jakas trajektorie. Dlatego najbardziej dogodne do opisu dynamiki sa takie wiasnosci,
ktore mozna przypisa¢ (albo wykluczy¢) pojedynczym trajektoriom lub odcinkom
trajektorii. Aby jednak te wiasnosci byty obserwowalne, musza by¢ wiasnosciami,
ktére mozna przypisa¢ odcinkom wszystkich trajektorii przecinajacych otwarte
obszary w przestrzeni stanu (lub catym trajektoriom startujacym z obszaru
otwartego). Jesli bowiem dowolnie blisko danej trajektorii o pewnej witasnosci Q
przebiegatyby trajektorie, ktore tej wiasnosci nie posiadaja, to prawdopodobnie w
realnym uktadzie taka wiasnosé nie bytaby obserwowalna z powodu zaburzen.

Utozsamiajac trajektoric o wiasnosci Q z jej punktem poczatkowym X, € R",
mozemy przypisa¢ wiasnosé¢ Q (albo jej brak) kazdemu punktowi w rozpatrywanym
obszarze przestrzeni stanu. Jesli wszystkie trajektorie uktadu dynamicznego
posiadaja dana cechg Q, mozemy ja przypisa¢ catemu uktadowi. Wtedy mowimy, ze
uktad ma wiasnos¢ Q globalnie. Jezeli wszystkie trajektorie startujace z pewnego
obszaru otwartego (na przyktad otoczenia punktu stacjonarnego x = 0) posiadaja
ceche Q, powiemy, ze uktad ma lokalnie wiasnos¢ Q w danym otoczeniu. Zatem
obserwowalne, a wiec praktycznie uzyteczne, moga by¢ jedynie wiasnosci uktadu
dynamicznego, a nie wiasnosci pojedynczych jego trajektorii.

W powyzszym sensie rozumie si¢ na przyktad okreslenie obszaru przyciggania
punktu stacjonarnego x = 0, jako zbioru punktéw poczatkowych trajektorii
zbieznych do tego punktu. Przyciagalnos¢ jest bowiem tatwo obserwowalna
wiasnoscia w przeciwienstwie do stabilnosci. W zaleznosci od rodzaju badanego
uktadu i przyjetej definicji stabilnosci, mozemy (albo nie mozemy) okresli¢ obszar
stabilnosci w przestrzeni stanu jako zbidr punktow poczatkowych stabilnych
trajektorii. Powiemy o tym wiecej w Paragrafie 2.3.

W ogolnosci obraz wiasnosci jakosciowych uktadu dynamicznego moze by¢
ztozony. Istnieja bowiem wiasnosci obserwowalne i wazne z praktycznego punktu
widzenia, ktére mozna przypisywaé¢ (albo je wykluczaé) lokalnie punktom lub
odcinkom trajektorii uktadu, a niekoniecznie catym trajektoriom. Oznaczmy przez
X, Xqodpowiednio zbior punktow w przestrzeni stanu o wiasnosci Q i zbior

ztozony z punktéw, ktore cechy Q nie posiadaja. Zbiory te, jako obiekty
empirycznie wyznaczalne, sa otwarte w przestrzeni stanu i oddzielone punktami
krytycznymi, ktérym nie mozna empirycznie przypisa¢ cechy Q ani jej braku.
Poniewaz zbiory Xq,Xg moga mie¢ w ogolnosci wiele spdjnych sktadowych

odpowiednio: X;, iel, X, jeJ, globalny opis wiasnosci ukladu w sensie Q
wymaga okreslenia wszystkich tych sktadowych oraz ich wzajemnego
rozmieszczenia w przestrzeni stanu. Do tego celu dogodnie jest postuzy¢ sie metoda
typowa dla topologii algebraicznej. Polega to na tym, ze strukture sktadowych
spojnych rozwazanych klas utozsamia si¢ ze skonczonym, spdjnym i
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nieskierowanym grafem G(Q), ktérego wezty (kolorowane wiasnoscia Q lub jej
brakiem) odpowiadaja poszczegolnym sktadowym obu typow X;, i € I; X’j,j €J, a
jego galezie (taczace tylko sasiadujace, czyli topologicznie nierozgraniczone
sktadowe) — zbiorom punktdw krytycznych.

Badajac w sensie lokalnej wiasnosci Q klase uktaddéw dynamicznych
sparametryzowanych wektorem parametréw p € P < R¥, bedziemy zatem mieli do
czynienia ze sparametryzowana klasa grafow G(Q,p). Wtedy powiemy, ze uklady
dynamiczne o parametrach p, p’ wykazuja ten sam typ w sensie wiasnosci Q, jesli
odpowiednie grafy G(Q,p), G(Q,p’) sa topologicznie rdbwnowazne. Tak rozumiane
wiasnosci globalne uktadu o danych parametrach p moga by¢ obserwowalne tylko
wtedy, gdy sa tego samego typu dla wszystkich uktadéw o zblizonych parametrach
p w sensie topologii (metryki) w przestrzeni R¥. Uktad o takiej wtasnosci okrela sie
mianem uktadu strukturalnie stabilnego, przy czym chodzi tu w istocie o strukture
odpowiedniego grafu G(Q, p), a nie o strukture uktadu jako systemu. Z wiadomych
powodéw zbiér parametrow odpowiadajacych uktadom strukturalnie stabilnym
musi by¢ otwarty, a parametry krytyczne, odpowiadajace uktadom strukturalnie
niestabilnym, musza tworzy¢ zbior domknigty. W ten sposéb dana wiasnos¢ Q
wyznacza podziat przestrzeni parametrow P na obszary odpowiadajace réznym
typom wiasnosci w sensie Q. Zmiany typu globalnej wiasnosci uktadu wywotane
zmiana jego parametrow okresla sie mianem globalnej bifurkacji. W szczeg6lnosci
mozemy mowi¢ o bifurkacjach stabilnosci, ktére okreslimy w Rozdziale 5.

2.2 Koncepcja wskaznika stabilnosci

Opis wtasnosci jakosciowych uktadu dynamicznego jest praktycznie uzyteczny,
jezeli potrafimy go poda¢ w postaci struktury odpowiednich obszarow Xi, X’; w
przestrzeni stanu lub przestrzeni parametréw i uzupetni¢ o pewne charakterystyki
ilosciowe. Warto wigc zastanowi¢ sie nad tym, kiedy i dlaczego taka liczbowa
charakterystyka (miara) w ogdéle jest mozliwa i jak mozna ja opisa¢ oraz
wykorzystac.

Zatbzmy, ze badamy (ze wzgledu na wiasnosé¢ Q) klasg modeli dynamicznych o
parametrach ilosciowych p e P = R“. Uzyteczna w dalszych rozwazaniach bedzie
nastepujaca

Definicja 2.1: Wskaznikiem danej wiasnosci Q trajektorii uktadéw o parametrach
p € P nazywamy funkcjg rzeczywista y: P —— R, taka ze warunek »p) > 0 (lub
Ap) < 0) jest rbwnowazny z tym, ze uktad o parametrach p posiada wiasnos¢ (lub
nie posiada wiasnosci) Q. Wtedy rownos¢ mp) = O okresla zbiér krytycznych
wartosci parametrow. #

W szczegolnosci, jezeli wiasnoscia Q jest lokalna (globalna) stabilnos¢ uktadu,
mozemy moéwi¢ o lokalnym (globalnym) wskazniku stabilnosci uktadu.
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Motywacja dla takiej definicji jest analogia z maksymalna czescia rzeczywista
wartosci wiasnych macierzy A uktadu liniowego stacjonarnego. W klasie uktadow
liniowych stacjonarnych max [Re A(A)] pelni bowiem rolg wskaznika stabilnosci.
Jednak juz dla uktadéw liniowych niestacjonarnych przykiady pokazuja, ze pojecie
wartosci wilasnej zaleznej od czasu jest mato uzyteczne w badaniu stabilnosci
(Gutowski [17], Radziszewski [92]) i, co gorsze, traci algebraiczny sens dla uktadéw
nieliniowych.

Jest jasne, ze wskaznik stabilnosci, o ktéry by najbardziej chodzito w teorii
uktadéw mechatronicznych, powinien :

1) by¢ stosowalny do szerokiej klasy uktadéw dynamicznych nieliniowych i
niestacjonarnych.

2) by¢ wielkoscia wyznaczalng analitycznie lub numerycznie.

3) sprowadzac¢ si¢ do klasycznego wskaznika stabilnosci w przypadku uktadéw
liniowych stacjonarnych.

4) wyraza¢ sie og6lng formuta niealgebraiczna, zachowujaca formalna
aktualnos¢ dla uktadow niestacjonarnych i quasiliniowch.

5) umozliwia¢ wyznaczenie warunkoéw koniecznych i dostatecznych
stabilnosci dla uktadéw liniowych stacjonarnych oraz przynajmniej
warunkdéw dostatecznych — dla pozostatych uktaddw.

Waznym celem niniejszej rozprawy jest wprowadzenie i wykorzystanie pojecia
wskaznika stabilnosci o podanych wyzej wiasnosciach.

Do rozwiazania problemu znalezienia formuty na wskaznik stabilnosci przydatna
bedzie dalej nastepujaca

Definicja 2.2: Wskaznikiem lokalnym danej wiasnosci Q trajektorii uktadu o
parametrach p € P, w pewnym otoczeniu X punktu x = O przestrzeni stanu R¥
nazywamy funkcje rzeczywista ¢: X x P—— R 0 nastgpujacych wtasnosciach:

(i) Dowolna trajektoria x(t) = X(t, to, Xo), Xo € X ukladu spetnia warunek
5(Xg,p) = inf [6(x(t),p)]>0, (2.2.1)
t=tg

wtedy i tylko wtedy, gdy posiada wtasnos¢ Q.

(i) Jezeli spetniony jest warunek
y(p)= inf [6(Xq,p)]>0, (2.2.2)
Xoex

to uktad jest lokalnie stabilny. #

Wida¢, ze jezeli istnieje lokalny wskaznik o, to wielkos¢ (Xo, p) charakteryzuje
cate trajektorie, natomiast xp), jako ze spetnia warunki 2,4,5 z podanej listy
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wymagan, moze petni¢ rolg lokalnego wskaznika stabilnosci. Trzeba tylko dobra¢
odpowiednia funkcje &Xo, p), aby spetni¢ warunki 1,3. Wtedy za pomoca wskaznika
y bytoby fatwo opisa¢ typ wiasnosci jakosciowych uktadu w sensie Q. Powstaje
jednak pytanie, czy w ogéle istnieja wiasnosci Q trajektorii uktadéw oraz funkcje
X0, P), dopuszczajace lokalny wskaznik i dla jakich rodzajow stabilnosci jest to
mozliwe. W definicji 2.2 nie zostato bowiem sprecyzowane samo pojecie stabilnosci
ani wiasnosci Q. Wida¢ jednak, ze wilasnos¢ Q nie moze by¢ dowolna. Jezeli
bowiem wszystkie trajektorie startujace z pewnego otoczenia X, punktu
stacjonarnego posiadaja wtasnos¢ Q, to uktad powinien by¢ lokalnie stabilny.

Aby zapewni¢ spetnienie Warunku 3 przez wskaznik yp) okreslony w (2.2.2),
nalezatoby wykorzysta¢ alternatywny, w stosunku do algebraicznego, sposéb
wyznaczania wartosci wiasnych macierzy, ktéry mozna by uogdlni¢ i wykorzystaé
do sformutowania uniwersalnej definicji wskaznika stabilnosci, uzytecznego
rowniez dla uktadéw nieliniowych lub niestacjonarnych. W dalszej czgsci niniejszej
Rozprawy pokazemy, ze dla szerokiej klasy uktadéw mozliwe jest podanie
uzytecznej definicji operacyjnej wskaznika stabilnosci, jezeli odpowiednio
zdefiniuje sie funkcje &Xx, p) oraz samo pojecie stabilnosci.

2.3 Wihasnosci stabilnosci uktadéw dynamicznych

Celem tego paragrafu jest konstruktywna dyskusja przydatnosci réznych rodzajow
stabilnosci i innych wiasnosci jakosciowych do opisu uktadéw mechatronicznych.
Pokazemy jak mozna stopniowo dojs¢ do definicji stabilnosci, ktora dopuszcza
wprowadzenie pojecia wskaznika stabilnosci. Umozliwi to w nastepnym rozdziale
wykazanie, ze uniwersalna metode badania i syntezy uktadéw mechatronicznych
mozna zbudowa¢ na bazie drugiej metody Lapunowa.

Rozwazmy dowolny uktad dynamiczny opisany nastgpujacym modelem:

X =F(x),F(0)=0,x eR", (2.3.1)

gdzie x jest stanem ukladu, natomiast F jest funkcja wektorowa, zapewniajaca
istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazan rownan (2.3.1). W dalszym ciagu bedziemy sie
interesowali stabilnoscia powyzszego uktadu i stabilnoscia jego rozwiazan. Zwykle
mowiac o stabilnosci uktadow mechatronicznych bedziemy mieli na mysli
stabilnos¢ rozwiazania zerowego (stacjonarnego) X, = 0 odpowiedniego modelu
uktadu, co oczywiscie nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan.

Podstawowe pojecia odnoszace sie do wiasnosci stabilnosci  uktadow
dynamicznych postaci (2.3.1) zostaty okreslone jeszcze przez Lagrange’a,
Poincare’go i Lapunowa. Warto powiedzie¢ jakie sa miedzy nimi podobienstwa, a
jakie istotne r6znice (Magiros [39], Matkin [41]).

Podane dalej klasyczne Definicje 2.3, 2.4, 2.5, stanowiace punkt wyjscia teorii
stabilnosci, odnosza si¢ do pewnego wyrdznionego punktu lub rozwiazania, ale w
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istocie naktadaja pewne warunki na zachowanie si¢ trajektorii przebiegajacych w
jego sasiedztwie. Co istotne, definicje te operuja pojeciem normy ||| w przestrzeni
stanu R" ukladu, ale sa od wyboru normy niezalezne.

Definicia 2.3: Rozwiazanie (trajektoria) x(t)=x(t; to , Xo) uktadu
dynamicznego jest stabilne w sensie Lagrange’a, jezeli istnieje stata M, taka
ze |x(t)| < M dla kazdego czasu t >t .( (Magiros [39], Skalmierski [101]).

Definicja 2.4: Rozwiazanie (trajektoria) Xx(t)=x(t; Xo, t ) ukladu
dynamicznego jest stabilne w sensie Poincare’go, jezeli dla kazdego £> 0 i
kazdego t, > O istnieje & > 0 taka, ze kazda trajektoria x*(t), taka ze
[x* (to) — X(ty)| < & jest okreslona dla teT = [to ,+ o) i spetnia warunek

bliskosci inf |x*(t)—g| < &, gdzie G ={g = x(t) : te[to ,+ )}.
gel’

Definicia 2.5: Rozwiazanie (trajektoria) x(t)=x(t; Xo, to ) uktadu
dynamicznego jest stabilne w sensie Lapunowa, jezeli dla kazdego &> 0 i
kazdego t, > O istnieje 6 > 0 taka, ze kazda trajektoria x*(t) spetniajaca
warunek [x*(tg) —X(tg)| <& jest okreslona dla te T = [ty ,+o0) i speinia

warunek [x*(t) —x(t)| < & dla kazdego teT (Radziszewski [92], Sastry [96]).

Powyzsze definicje okreslaja lokalna stabilnos¢ pewnego wybranego rozwiazania
(trajektorii) uktadu. Dopiero, gdy stabilne beda wszystkie trajektorie startujace z
pewnego zbioru X w przestrzeni stanu (albo z otwartego otoczenia punktu X = 0),
mozemy mowi¢ o stabilnosci uktadu w zbiorze X ( albo o lokalnej stabilnosci uktadu
w otoczeniu punktu X, = 0).

Podstawowa informacja o jakimkolwiek systemie jest stwierdzenie o jego
istnieniu. Odpowiada to sytuacji, gdy wszystkie wewnetrzne procesy, wielkosci
fizyczne, a wigc wartosci zmiennych stanu modelu, sa ograniczone dla kazdego
czasu t > t,. Taka wiasnos¢ systemu jest tatwo obserwowalna i oczywiscie
odpowiada stabilnosci Lagrange’a (SLG), ktéra naktada ograniczenie na zachowanie
sig trajektorii w otoczeniu punktu x = 0. Uktad jest lokalnie stabilny w sensie
Lagrange’a w otoczeniu X, jesli wszystkie trajektorie startujace z X sa wspdlnie
ograniczone dla czaséw t > to. Jest jasne, ze uklady mechatroniczne powinny by¢
stabilne w sensie Lagrange’a. Jedyna charakterystyka ilosciowa tej wiasnosci
jakosciowej jest stata M (w Definicji 2.1), ktéra mozna szacowa¢ empirycznie lub
analitycznie. Poniewaz wszystkie trajektorie startujace z otoczenia X sa stabilne w
sensie Lagrange’a (bo sa wspdlnie ograniczone), lokalna stabilnos¢ SLG punktu
stacjonarnego pokrywa sie z lokalna stabilnoscia uktadu w otoczeniu tego punktu.

Stabilnos¢ SLG informuje jedynie o zakresie (obszarze), w ktérym miesci sig
dana trajektoria, ale nie mowi nic wiecej o jej przebiegu. Bardziej szczegbtowej
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informacji na temat trajektorii uktadu dostarczaja stabilnosci w sensie Poincare’go
(SPN) i Lapunowa (SLP). Stabilnos¢ SPN odnosi si¢ do geometrii catych trajektorii,
natomiast SLP — réwniez do ich przebiegu czasowego. Mianowicie, trajektorie
startujace z punktéw bliskich trajektorii stabilnej w sensie Poincare’go pozostaja w
srurce epsilonowej”, wyznaczonej przez tg trajektorig. Stabilnos¢ w sensie
Poincare’go gwarantuje wiec blisko$¢ catych trajektorii w sensie geometrycznym,
ale niekoniecznie w kazdej chwili czasu, tak jak to zapewnia SLP.

W przypadku stabilnosci w sensie SLP trajektorie bliskie na poczatku pozostaja
bliskie w kazdej chwili czasu tzn. odlegtos¢ biezacego punktu wybranej trajektorii
od biezacego punktu trajektorii stabilnej powinna by¢ odpowiednio mata. Z
matematycznego punktu widzenia stabilnos¢ w sensie SLP oznacza po prostu
lokalna ciagtos¢ zaleznosci rozwiazan uktadu od warunkéw poczatkowych, co
oznacza zachowanie bardziej subtelnych wiasnosci jakosciowych trajektorii
startujacych z otoczenia danej trajektorii stabilnej.

Istotne jest, ze ani stabilnos¢ SPN, ani SLP nie zapewnia ograniczonosci
rozwiazan, czyli stabilnosci SLG (Radziszewski [92]). Co wiecej, w 0g6lnym
przypadku ze stabilnosci Lapunowa wynika stabilnos¢ w sensie Poincare’go, ale nie
odwrotnie. Poniewaz przy badaniu stabilnosci rozwiazania stacjonarnego x = 0 obie
definicje sa réwnowazne w klasie rozwazanych tu modeli ukladéw
mechatronicznych, bedziemy dale méwic tylko o stabilnosciach SLG i SLP.

Charakterystykami ilosciowymi stabilnosci w sensie Lapunowa sa liczby ¢, 6,
wystepujace w Definicji 2.3. Jednak ich praktyczne znaczenie jest niewielkie, jako
ze sa one zalezne od siebie, a ponadto trudno jest poda¢ bezposredni sposob ich
szacowania. Oznacza to réwniez, ze stabilnos¢ SLP nie jest tez fatwa do
empirycznego uzasadnienia.

Co wiecej, definicja stabilnosci SLP mowi jedynie o stabilnosci wybranej
trajektorii. Trajektorie w otoczeniu trajektorii stabilnej musza wykazywac¢ pewna
wspdlng wiasnosé jakosciowa okreslona w definicji 2.3. Z definicji tej nie wynika
jednak, ze trajektorie w pewnym otoczeniu trajektorii stabilnej w sensie SLP tez
beda stabilne w tym sensie. Przeciwnie, mozna poda¢ przyktady uktadow
dynamicznych, dla ktérych w dowolnym otoczeniu stabilnego (w sensie SLP)
rozwiazania stacjonarnego znajduja sie trajektorie niestabilne (Radziszewski [92]).
W ogolnosci wigc, inaczej niz w przypadku stabilnosci SLG, nie mozemy wnosi¢ o
stabilnosci SLP uktadu na podstawie stabilnosci SLP rozwiazania stacjonarnego.

Rozwazane definicje stabilnosci opisuja dos¢ pobieznie zachowanie si¢
trajektorii uktadu. Ograniczono$é¢ i ciagta zaleznos¢ od warunkéw poczatkowych
zapewnia wprawdzie podobne zachowanie si¢ sasiadujacych trajektorii w
ograniczonym obszarze, jednak w praktyce czesto potrzebna jest bardziej
szczegbtowa informacija o przebiegu w czasie kazdej trajektorii z osobna. Tak jest w
przypadku uktadow mechatronicznych, gdy interesujemy si¢ na przyktad szybkoscia
zaniku drgan ukfadu zaburzonego. Z tego wzgledu wprowadza sig¢ nastgpujace
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pojecia jakosciowe, uzupetniajace podane definicje stabilnosci:

Definicja 2.6:  Rozwiazanie (trajektoria) Xx*(t)=x*(t; Xo, to) ukladu
dynamicznego jest przyciagajace, jezeli dla dowolnego rozwiazania x(t)
startujacego z warunkéw poczatkowych dostatecznie bliskich X, zachodzi
asymptotyczna zbieznosé [x*(t)- x(t)] — 0 dla t—> + 0.

Przyciagalnos¢, bedac wiasnoscia jednej trajektorii, jest jednoczesnie wiasnoscia
uktadu. Wszystkie bowiem rozwiazania x(t) zbiezne do x*(t) zbiegaja tez do siebie
nawzajem. Ten fakt uzasadnia ponizsza definicje.

Definicja 2.7: Obszarem przyciagania trajektorii x*(t) uktadu dynamicznego
jest zbior warunkéw poczatkowych X, taki ze dla kazdego xo € X, trajektoria
X() = X(t; to,X0) jest zbiezna do x*(t) tzn. [x*(t)- x(t)] -0 dla t—> + o,

Sama przyciagalnos¢ danej trajektorii, nie gwarantuje jednak jej stabilnosci w
sensie Lapunowa (Radziszewski [92]). Przyciagalnos¢ oznacza bowiem tylko
zbieznos¢ bliskich trajektorii (dla czasow t—— +o0), ale nie ciagtosé¢ ich zachowania
w zaleznosci od warunkéw poczatkowych. Gdy dana trajektoria jest przyciagajaca, a
nie jest stabilna w sensie Lapunowa, mamy do czynienia z dos¢ patologiczna
sytuacje, w ktorej dowolnie bliskie trajektorie dla pewnej chwili poczatkowej ty nie
przebiegaja dowolnie blisko w pewnej skonczonej chwili t; > t;, mimo
asymptotycznej zbieznosci. Moze to by¢ sytuacja zupeilnie bez znaczenia albo
praktycznie nie do przyjecia. Dlatego zwykle staramy si¢ zapewni¢, aby interesujaca
nas trajektoria uktadu (na przyktad x = 0) byta jednoczesnie przyciagajaca i stabilna
w sensie Lapunowa. MOwimy wdwczas o tzw. trajektorii asymptotycznie stabilnej.

Definicia 2.8: Trajektoria x(t)=x(t;to,Xo) ukladu dynamicznego jest
asymptotycznie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie stabilna w
sensie Lapunowa i przyciagajaca.

Asymptotyczna stabilnos¢ trajektorii, chociaz bardzo cenna, jest wiasnoscia
czysto jakosciowa. Nie ma bowiem zadnych charakterystyk ilosciowych
przyciagalnosci procz granic obszaru przyciagania. Istnieja jednak definicje
stabilnosci, ktore zapewniaja taka ilosciowa charakterystyke. Przyktadem tego jest
tzw. stabilnos¢ wykfadnicza (SW).

Definicja 2.9: Rozwiazanie (trajektoria) x(t)=x(t; Xo, to) uktadu dynamicznego
jest stabilne wyktadniczo, jezeli istnieja state 7> 1, > 0, takie ze dla kazdej
trajektorii x*(t) startujacej z pewnego otoczenia Xo punktu X, i kazdego t>t
zachodzi oszacowanie

> (t) = x(t)] < 7 [x* (to) - x(to )| - exp[- 7 (t — to)]- (2.3.2)
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Jesli oszacowanie (2.3.2) bedzie prawdziwe dla danej trajektorii x*(t), bedziemy
mowi¢, ze trajektoria ta zbiega wyktadniczo do stabilnej trajektorii x(t). Okreslenie
wyk/adnicza zbieznosé¢ (stabilnosé) jest uzasadnione tym, iz parametr y zwany
wskaznikiem zbieznosci wykfadniczej, okresla szybkos¢ wykladniczego zaniku
normy roznicy rozwiazan zaburzonego i stabilnego. Z kolei parametr 7, z
oczywistych wzgledéw zawsze nie mniejszy od jednosci, zabezpiecza prawdziwosé
oszacowania (2.3.2) dla matych czaséw. Stabilnos¢ SW gwarantuje bowiem tylko
tyle, ze po uptywie dostatecznie diugiego czasu norma rozwiazania jest mniejsza od
normy poczatkowej i maleje wyktadniczo. Parametr 7 moze by¢ znacznie wigkszy
od jednosci, a wtedy oszacowanie (2.3.2) bedzie bezuzyteczne dla matych czasow.

Parametry 7, 7, bedace operacyjnie uzytecznymi charakterystykami ilosciowymi
stabilnosci wyktadniczej, stanowia o zaletach tego rodzaju stabilnosci. Znajac
bowiem wartosci tych parametréw, jesteémy w stanie oszacowaé otoczenie, w
ktérym znajduje si¢ aktualny punkt x(t) dowolnej trajektorii zbieznej wyktadniczo,
jezeli znalismy tg normeg w pewnej chwili poczatkowej to. Zatem wykazanie
wyktadniczej stabilnosci jako pewnej wiasnosci jakosciowej dostarcza réwniez
informacji ilosciowej o tym jak zbiegaja trajektorie.

Nietrudno wykaza¢, ze wyktadnicza stabilnos¢ implikuje stabilnos¢ w sensie
Lapunowa okreslona w Definicji 2.3., czyli SW = SLP. Co wigcej, bezposrednia
konsekwencja rownowaznosci norm w przestrzeniach Euklidesowych jest fakt, ze
stabilno$¢ wyktadnicza jest niezalezna od wyboru normy, podobnie jak SLG, SLP
[D7]. Zatem réwniez stabilno$¢ wyktadnicza jest wiasnoscia topologiczna trajektorii
uktadu.

Stabilnosci SLG, SLP oraz stabilnos¢ wyktadnicza opisuja zachowanie uktadu
wytraconego ze stanu réwnowagi. Odpowiada to wymuszeniu zblizonemu do
impulsowego, ktérego wiasnosci nie okresla sig, gdyz istotny jest tylko stan
poczatkowy ukladu zaraz po zadziataniu wymuszenia. Dalsza ewolucja stanu
odbywa sie juz przy zatozeniu braku wymuszen (tzn. dla uktadu swobodnego).

Innego typu zachowania jakosciowe uktadu ujawniaja sie w wyniku jego reakcji
na stale lub okresowo dziatajace wymuszenia takie jak: deterministyczne lub losowe
zaburzenia parametréw lub wymuszenia sitowe. Prowadzi to do bardziej ztozonych
zagadnien dynamiki i stabilnosci takich jak: niezawodna stabilnos¢ (robust
stability), analiza przedziafowa, drgania i rezonanse parametryczne, zmiany
wlasnosci jakosciowych uktadu, czyli bifurkacje a w szczegélnosci bifurkacje
stabilnosci. Dlatego praktyczne sytuacje wymuszaja rozpatrywanie w teorii
stabilnosci jeszcze bardziej szczegotowych definicji stabilnosci takich jak:
stabilnosé przy zaburzeniach stale dziafajgcych czy stabilnosé¢ techniczna (Bogusz
[10], Skalmierski [101]). Tego typu stabilnosci sa jednak dos¢ kiopotliwe w
konkretnych zastosowaniach. Dlatego nie bedziemy ich wykorzystywali w wersji
znanej z literatury. Analogiczne lecz dogodniejsze dla naszych celow ujecie kwestii
stabilnosci uktadéw z zaburzeniami bedzie podane w Rozdziale 3.
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Wyktadnicza stabilnos¢ jest naturalna wiasnoscia stabilnych uktadéw liniowych
stacjonarnych, wynikajaca z ogolnej postaci ich rozwiazan. Uzasadnia to badanie
tego typu stabilnosci w klasie uktadéw quasiliniowych i/lub niestacjonarnych. Z
uwagi na niewatpliwa dogodnos¢ pojecia wyktadniczej stabilnosci uktadéw i
zbieznosci wyktadniczej trajektorii, dobrze by byto zastosowac te pojgcia do opisu i
badania jakosciowych wiasnosci uktadow mechatronicznych. Pokazemy, ze jest to
mozliwe i wskazane, ale wymaga pewnych modyfikacji na poziomie definicji jak
rowniez — samej filozofii metod jakosciowych.

W teorii stabilnosci uznaje si¢ za pozadane formutowanie takich definicji
stabilnosci i innych wilasnosci jakosciowych, ktére bytyby wiasnosciami samych
uktadéw, a nie narzedzi stuzacych do ich badania czy opisu. W szczegdlnosci wiec
uwaza sig, ze wiasnosci te powinny by¢ niezalezne od wyboru normy. Podane
definicje stabilnosci i przyciagalnosci oczywiscie spetniaja ten wymdég. Jednak na
przyktadzie stabilnosci wyktadniczej najlepiej wida¢, ze ta niezaleznos¢ od normy
jest zaleta tylko z pozoru a wiasciwie nie ma wiekszego znaczenia. Zmiana normy w
przestrzeni stanu pociaga za soba na ogot tylko zmiang wspotczynnika 7, bowiem
wskaznik zbieznosci y nie zmienia sie. Wspotczynnik 7 uzyskany z oszacowan
moze by¢ rézny a niekiedy dos¢ duzy. Wtedy na podstawie oszacowania (2.3.2)
wiasciwie nic nie da sie powiedzie¢ o zachowaniu trajektorii dla matych czaséw.
Pod wzgledem jakosci oszacowan r6zne normy na ogét wcale nie beda rownowazne.
Przeciwnie, wykorzystujac pojecie wyktadniczej stabilnosci, nalezy optymalizowaé
dobor normy, aby minimalizowaé¢ wspotczynnik 7, w celu uzyskania najlepszych
oszacowan ilosciowych. Jesli uznamy, ze analiza jakosciowa uktadu ma nie tylko
orzeka¢ o stabilnosci, ale réwniez o zachowaniu sie trajektorii w chwilach
przejsciowych, to lepsze moga by¢ inne definicje stabilnosci niekoniecznie od
normy niezalezne. Uznanie takiego podejscia nie jest tatwe, poniewaz wymaga
zmiany na poziomie filozofii i metodologii analizy jakosciowej uktaddw.
Argumentacja podana ponizej, ma na celu uzasadnienie takiego stanowiska.

W przypadku, gdy dla danej normy |je| parametr = 1 a wskaznik y > 0,
bedziemy méwi¢ o stabilnosci wyktadniczej uktadu wedtug normy (SWN).

Definicia _ 2.10: Rozwiazanie (trajektoria)  Xo(t)=x(t;Xo,ts)  uktadu
dynamicznego jest wykladniczo stabilne wedtug normy [ef, jezeli istnieje

stata y> 0, takie ze dla kazdej trajektorii x(t) startujacej z pewnego otoczenia
punktu X, i dla kazdego t >t, prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

[x(t) - xo (t)] < [x(to) - %o to )| - exp[- » (t —to )] (2.3.3)

Tego typu stabilnos¢ jest szczeg6lnie dogodna, poniewaz jednoczesnie zapewnia
stabilno$¢ w sensie SLP, wyktadnicza zbieznos¢ trajektorii startujacych z pewnego
otoczenia trajektorii stabilnej oraz oszacowanie wyktadniczego zaniku normy
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trajektorii dla wszystkich czaséw t > to, a nie tylko dla czaséw dostatecznie duzych.
Istotne jest to, ze tego typu stabilnos¢ odnosi si¢ do danej normy, a zmiana normy
powoduje na ogét zmiane wskaznika zbieznosci y. Daje to mozliwos¢ optymalizacji
normy. Stabilnos¢ SWN nie jest wiec wiasnoscia topologiczna trajektorii uktadu, ale
wiasnie przez to wnosi wiecej informacji na temat zachowania sie trajektorii uktadu.
Opisuje bowiem wiasnosci geometryczne trajektorii, na przyktad wnikanie
trajektorii do wnetrza kul wyznaczonych przez dana norme w przestrzeni stanu. Co
wiecej, rézne normy, chociaz topologicznie réwnowazne, moga nie by¢ réwnie
dogodne do przeprowadzenia konkretnych obliczen i oszacowan. Niekiedy pewne
obliczenia fatwiej jest wykonac¢ dla specjalnie dobranych norm. Bgdzie o tym mowa
w Paragrafie 4.4, poswigconym kanonicznym i regularnym funkcjom Lapunowa.
Wiasnos¢ stabilnosci SWN dostarcza wiec jeszcze bardziej szczegdtowej
informacji na temat przebiegu trajektorii ukladu niz stabilno$¢ wyktadnicza w
zwyktym sensie. Dany uktad moze by¢ bowiem stabilny wyktadniczo wedtug jednej
normy, a nie by¢ stabilny wedtug innej normy. To wiasnie stwierdzenie budzi nieraz
kontrowersje i sceptycyzm. Jednak filozofia, wedtug ktorej stabilnos¢ powinna by¢
jedynie wiasnoscia ukladu, a nie narzedzia do jej badania, niezupelnie jest stuszna.
Ze stabilnoscia jest bowiem podobnie jak z ciagtoscia, ktéra moze zaleze¢ od
topologii. Na przyktad w analizie funkcjonalnej stosuje sie rézne topologie, aby
lepiej zbada¢ wiasnosci pewnych odwzorowan. W rozwazanej tu koncepcji badania
stabilnosci wazniejszy jest fakt, ze wskaznik zbieznosci wyktadniczej wedtug danej
normy jest jedyna ilosciowa charakterystyka tej wiasnosci jakosciowej i mozne by¢
traktowany jako miara (wskaznik) stabilnosci wyktadniczej. Poniewaz definicja
stabilnosci SWN konkretyzuje norme, tego typu stabilnos¢ jest tatwo empirycznie
dostepna (sprawdzalna), podobnie jak SLG. Moze to mie¢ zasadnicze znaczenie na
przyktad przy konstrukcji adaptacyjnych uktadéw sterowania omoéwionych w
Rozdziale 10. Stabilnos¢ SWN spetnia wigc ogdlne wymogi operacjonizmu —
wspotczesnego nurtu filozoficznego, wedtug ktdrego w nauce (a zwiaszcza w
naukach technicznych i stosowanych) powinno sie uzywaé¢ poje¢ (wielkosci)
majacych dobrze okreslone definicje operacyjne, czyli procedury empiryczne i
obliczeniowe niezbedne do ich wyznaczenia (Ossowski [68], [74]). Definicje
stabilnosci postugujace sie kwantyfikatorem ogélnym typuV(e>0), a wigC na

przykitad stabilno$¢ SLP, tego warunku oczywiscie nie spetniaja.

Bezposrednio z definicji wynika, ze lokalna stabilnos¢ wyktadnicza rozwiazania
stacjonarnego x = 0 implikuje lokalng stabilno§¢ SW uktadu tzn. wszystkie
trajektorie wyktadniczo zbiezne w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego Sa
rowniez wyktadniczo stabilne. Mozemy wigc mowi¢ o obszarze stabilnosci
wyktadniczej jako o zbiorze punktdéw poczatkowych stabilnych trajektorii uktadu. Z
kolei stabilnos¢ SWN rozwiazania stacjonarnego implikuje stabilnos¢ SW wszystkich
trajektorii przebiegajacych w pewnym otoczeniu punktu x = 0. Uzasadnione bedzie
wiec moéwienie o (lokalnej) stabilnosci wyktadniczej ukfadu, jesli wszystkie
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trajektorie uktadu beda (lokalnie) zbiezne wyktadniczo. Podobnie powiemy, ze
uktad jest (lokalnie) wyktadniczo stabilny wedtug okreslonej normy, jesli wszystkie
jego trajektorie beda (lokalnie) wyktadniczo zbiezne wedtug tej normy.

Z powyzszego wynika, ze stabilnosci SW, SWN sa tatwiejsze do empirycznego
badania. Wystarczy w tym celu poréwnywaé norme stanu uktadu w okreslonych
chwilach czasu i na tej podstawie szacowaé szybkos$¢ jej zaniku. Umozliwia to
empiryczne wyznaczanie chwilowej szybkosci zbieznosci trajektorii, co ma
zasadnicze znaczenie w komputerowych uktadach sterowania. Te kwestie omowimy
doktadniej w Rozdziale 10.

Istotna dla dalszych rozwazan bedzie jeszcze jedna definicja stabilnosci.

Definicja 2.11: (Mao [42], Ossowski [58], [69])
Uktad dynamiczny (2.3.1) jest kwadratowo stabilny w obszarze X, jezeli
istnieje dodatnio okreslona macierz S, stata 4 > 0 i norma HHW przestrzeni

stanu, taka ze dla kazdego x € X zachodzi nastgpujace oszacowanie:

xTSF(x)+F T (x)Sx < —A|x|*. (2.3.4)

Jak fatwo zauwazy¢, stabilnos¢ SQR jest wiasnoscia pokrewna ze stabilnoscia
wyktadnicza wedtug normy, ale od niej ogdlniejsza, poniewaz SWN implikuje SQR,
ale nie odwrotnie. Istotnie, z rbwnowaznosci norm wynika, ze oszacowanie (2.3.4)

pociaga za  soba  oszacowanie xTSF(x)+FT(x)Sx£—27/||x||§, gdzie

||x||§ =x"Sx=Vg(x), natomiast y jest pewna stala dodatnia. Poniewaz na

trajektoriach ukfadu Vg(x) =x"SF(x)+F' (x)Sx, funkcja Vs(x) musi spetiaé
nieréwnos¢ rézniczkowa Vg (x) < —2Ws(x), ktérej rozwiazanie prowadzi do
oszacowania (2.3.1) dla rozwiazania stacjonarnego [D11]. Stabilnos¢ SQR w

obszarze X zapewnia wiec tylko to, ze ukiad jest lokalnie (w elipsoidzie B(S, ¢)c X)
stabilny wyktadniczo wedtug pewnej normy ||x . ale tej normy nie precyzuje. Ta

subtelna wiasnos¢ stabilnosci SQR, mato istotna dla uktadéw dynamicznych, staje
si¢ bardzo przydatna do opisu i badania inkluzji r6zniczkowych.

Na tym etapie pozostaje otwarta kwestia: czy i kiedy dla danego ukiadu
dynamicznego istnieje norma, wedtug ktorej uktad bytby wyktadniczo stabilny i jak
taka norme znalez¢? Wazna jest tez kwestia wyznaczenia lub oszacowania wartosci
wskaznika zbieznosci wyktadniczej dla danego ukfadu. Patrzac na zbieznosé
wykladnicza z punktu widzenia dwdch trajektorii, jako rozwiazan x(t), y(t),
startujacych z pobliskich punktéw Xo, Yo, prawidtowe oszacowanie wskaznika y
mozna otrzymac obliczajac tzw. wykfadnik Lapunowa okreslony nastepujacym
wzorem (Ossowski [58]):
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A=lim sup%log[Mﬂ. (2.3.5)

t—>o "XO - yO"

Wzér ten nadaje sie do oszacowan numerycznych (na przyktad w badaniach
uktadéw chaotycznych wykonywanych na modelu komputerowym lub w analizie
danych uzyskanych z pomiaréw na uktadzie rzeczywistym), lecz jego teoretyczne
szacowanie dla Klas trajektorii jest praktycznie niewykonalne. Wymagatoby to
bowiem znajomosci tych trajektorii, a wiasnie stosujac metody jakosciowe
chcielibysmy tego uniknaé. W Rozdziale 3 pokazemy inny spos6b szacowania
wskaznika stabilnosci, co uczyni to pojgcie uzytecznym rowniez w teorii.

2.4 Metody analizy jakosciowej uktadéw dynamicznych

Wszelkie metody badawcze maja na celu dostarczenie informacji i wiedzy o
wiasnosciach badanego obiektu — przedmiotu badan. Skoro wiasnosci moga byé
jakosciowe, a ich miary ilosciowe, przyjeto sie méwié¢ o jakosciowych oraz
ilosciowych metodach badan, chociaz rzadko precyzuje sie doktadnie na czym
polega to rozréznienie. Co wigcej, funkcjonuje dos¢ powszechne, a niezupetnie
trafne mniemanie, ze metody jakosciowe stanowia jedynie uzupetnienie dla metod
ilosciowych, ktore to dostarczaja konkretnych, liczbowych i praktycznych
informacji. Aby wykaza¢, ze jest to przekonanie niestuszne, musimy doktadniej
sprecyzowac istotg metod obu tych rodzajow.

Przede wszystkim trzeba powiedzie¢, ze kazda metoda badania, jezeli ma by¢
praktycznie uzyteczna, powinna dostarcza¢ informacji zarowno jakosciowej jak i
ilosciowej o przedmiocie badan. Jesli na przyktad wykazemy, ze uktad dynamiczny
jest lokalnie stabilny, ale nie okreslimy miary (wielkosci) obszaru stabilnosci, to taki
wniosek bedzie praktycznie bez znaczenia. Podobnie bezwartosciowe bedzie
wyznaczenie (empiryczne lub numeryczne) jakichs wartosci liczbowych, bez
podania ich odniesienia do konkretnych wiasnosci jakosciowych ukladu. Zatem
podziat metod badawczych ze wzgledu na ilosciowa lub jakosciowa tres¢
pozyskiwanych informacji nie za bardzo odpowiada istocie rzeczy.

Poruszane tu sprawy dotykaja waznych kwestii filozoficznych. W mysl og6élnego
podziatu sadéw wedtug Kanta, wnioskowanie odnosnie wiasnosci ztozonego
systemu, ktore nie sa wiasnosciami jego elementow (a takimi sa na przyktad
wiasnosci dynamiczne uktadéw mechatronicznych), jest formutowaniem tzw. sqdow
syntetycznych odnosnie systemu. Zaleznie od tego czy badanie takie bedzie oparte o
czyste rozumowanie matematyczne, czy tez o dane doswiadczalne, bedziemy mieli
do czynienia z sgdami syntetycznymi a priori lub sgdami syntetycznymi a posteriori.
Wszelkie wnioski wynikajace z analizy matematycznej fizycznego modelu uktadu i
logicznej dedukcji sa oczywiscie sadami syntetycznymi a priori. Z kolei wnioski
wynikajace ze skonczonego zbioru danych, pozyskanych z doswiadczenia lub
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symulacji komputerowych, beda sadami syntetycznymi a posteriori. Badania
numeryczne modelu, podobnie jak badania doswiadczalne uktadu realnego, nalezy
wiec zaliczy¢ do badan empirycznych, ktérych wynikiem moga by¢ tylko
skonczone zbiory danych.

Istotna réznica migdzy metodami jakosciowymi a ilosciowymi nie polega wigc
na tresci (jakosciowej czy ilosciowej) pozyskiwanej wiedzy, lecz na samym
sposobie jej pozyskiwania. W metodach jakosciowych najpierw dowodzi sie
matematycznie pewnych wiasnosci jakosciowych (dynamiki uktadu), a potem
wyznacza ($cisle lub numerycznie) odpowiadajace im charakterystyki ilosciowe.
Formutowane sa wtedy sady syntetyczne a priori. Wiasnosci jakosciowe wykazane
w ten sposob stanowia informacje pewna, a jej uzytecznos¢ okreslona jest tylko
doktadnoscia oszacowan parametréw ilosciowych.

Z kolei w metodach ilosciowych najpierw gromadzona jest informacja ilosciowa
pozyskana z pomiaréw lub symulacji komputerowych i na jej podstawie wyciaga sie
wnioski lub formutuje hipotezy (sady syntetyczne a posteriori) o pewnych
jakosciowych wiasnosciach uktadu, bazujace na uogodlnieniu czyli tzw. indukciji.
Metody empiryczne, a w tym réwniez symulacje komputerowe, obarczone sa wiec
problemem indukcji podniesionym przez Hume’a i problemem falsyfikowalnosci
twierdzen nauki sformutowanym przez Poppera. Wedtug tych koncepcji, zadnego
ogodlnego twierdzenia czy prawa nie da sie niezbicie wykaza¢ na podstawie
skonczonej liczby przyktadéw potwierdzajacych. Wystarczy jednak tylko jeden
kontrprzyktad, aby dane twierdzenie obali¢ (sfalsyfikowac). Dlatego wiasnosci
jakosciowe wykazane metodami ilosciowymi zawsze sa hipotetyczne, a uzytecznosé
whnioskdw uzyskanych takimi metodami mozna wykaza¢ tylko w praktyce.

Metody jakosciowe pozwalaja na uzyskanie niezawodnych informacji o
dynamice uktadu na podstawie samych réwnan (czy inkluzji) modelu, bez
koniecznosci ich rozwiazywania, w przeciwienstwie do metod ilosciowych, ktére
wymagaja rozwiazywania rownan modelu albo wykonywania doswiadczen na
uktadzie rzeczywistym. Zwazywszy na fakt, ze realne uktady rzadko sa w petni
dostepne empirycznie dla naukowca, a ich modele matematyczne — rzadko
rozwiazywalne $cisle, metody jakosciowe nalezy uzna¢ za podstawe badania
dynamiki uktadéw. Dlatego w mechatronice, gdy mamy juz sformutowane i
zidentyfikowane modele uktadéw, badania ich wiasnosci powinny rozpoczynac sie
od zastosowania metod jakosciowych, za§ konczy¢ wykonaniem eksperymentdw i
obliczen numerycznych, a nie na odwrot.

Metody jakosciowe badania uktadéw dynamicznych, na ktérych teraz
skoncentrujemy uwage, mozna dalej podzieli¢ na metody bezposrednie i metody
posrednie, w zaleznosci od tego, czy metoda opiera wnioskowanie na oryginalnych
rownaniach modelu, czy na réwnaniach odpowiednio przeksztatconych. Metody
posrednie (to okreslenie oficjalnie nie funkcjonuje w nauce i jest tu przyjete tylko
dla spéjnosci wypowiedzi) polegaja w ogdlnosci na wstepnym przeksztatceniu
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rownan uktadu za pomoca okreslonych procedur matematycznych, a nastepnie — na
pewnym wnioskowaniu uzasadnionym jaka$ teoria odnoszaca si¢ do badanych
wiasnosci. Typowymi etapami takiej analizy sa oszacowania pewnych funkcji
zaleznych od uktadu albo, o ile to mozliwe, pewne obliczenia algebraiczne na takich
funkcjach lub macierzach, jak to ma miejsce na przyktad w przypadku badania
stabilnosci uktadéw liniowych stacjonarnych. Spos6b postepowania nie zawsze jest
z géry okreslony, raczej indywidualny i w znacznym stopniu moze zaleze¢ od
pomystowosci badajacego dany uktad. W rezultacie mozna otrzymac lepsze lub
gorsze wyniki analizy, ktore zaleza nie tylko od uktadu, ale réwniez od sposobu jego
badania. Niepodobna wtedy stwierdzi¢, czy mozna te wyniki poprawi¢ i jak
nalezatoby zmodyfikowaé sposdb postepowania. Stanowi to pewien mankament
metod posrednich badania wiasnosci jakosciowych i stabilnosci uktaddéw.

Istotna wada metod posrednich jest tez fakt, ze wnioskowanie odbywa sie w nich
na podstawie przeksztatconych réwnan modelu. Na mocy odpowiednich twierdzen
lub teorii rownania te zachowuja badana wiasnos¢ jakosciowa (na przyktad
stabilnos¢ w sensie Lapunowa), ale niekoniecznie inne wiasnosci jakosciowe oraz
ich miary ilosciowe. Zatem zastosowanie metody posredniej mocno ogranicza
zakres wnioskowania, przewaznie tylko do jednej badanej wtasnosci.

Przyktadem metody posredniej badania stabilnosci uktadéw nieliniowych jest
tzw. pierwsza metoda Lapunowa, polegajaca na linearyzacji (operacja analitycznego
przeksztatcenia rownan modelu) oraz wyznaczeniu wartosci wfasnych macierzy jego
czesci liniowej (analiza algebraiczna). Odpowiednie twierdzenie Lapunowa okresla
czy i kiedy stabilnos¢ uktadu zlinearyzowanego zapewnia lokalna stabilnos¢ uktadu
badanego, nie zapewnia jednak zachowania innych wlasnosci tego uktadu.

Z Kkolei metody bezposrednie badania uktaddéw, w przeciwienstwie do metod
posrednich, bazuja na oryginalnych réwnaniach modelu, co jest ich wazna zaleta.
Dlatego metody te gwarantuja (bez koniecznosci odwotywania sie do jakichs
twierdzen), ze wszelkie wnioski jakosciowe, uzyskane za ich pomoca dotycza
badanego modelu. Przyktadem metody bezposredniej jest tzw. druga metody
Lapunowa, czyli metoda bezposrednia Lapunowa albo po prostu metoda funkcji
Lapunowa, ktéra to metode zasadniczo odrdéznia od metod posrednich réwniez
pewna standaryzacja procedury postgpowania, jednakowoz przy uzyciu
niestandardowego narzedzia, jakim jest funkcja Lapunowa dla danego uktadu.

Metoda funkcji Lapunowa petni wyrdzniona role posrdd metod bezposrednich,
co uzasadnia jej wybor jako podstawy uniwersalnej metody analizy i syntezy
uktadéw mechatronicznych. Inne metody bezposrednie, jesli uzna¢ ich istnienie
wykraczajace poza szczegOlne przypadki, polegaja z grubsza na szacowaniu na
przyktad normy rozwiazan poprzez bezposrednie zastosowanie nierownosci
rozniczkowych lub catkowych do réwnan modelu w wersji rozniczkowej lub
catkowej. Poniewaz przebieg takich szacowan zalezy od zastosowanych nieréwnosci
i innych przyblizen lepiej lub gorzej dostosowanych do problemu, trudno jest
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uzyskac, a nawet uzasadni¢ wynik optymalny. Poza tym réwniez w tym przypadku
wynik bedzie dotyczyt z reguty tylko jednej wiasnosci lub bedzie rozstrzygat jedna
kwestie. Co gorsze, zastosowanie tak rozumianych metod bezposrednich do
uktaddw z zaburzeniami i sterowaniami, nie jest oczywiste o ile w og6le mozliwe.

W poréwnaniu z tym, metoda funkcji Lapunowa pozwala uzyskiwaé rozne
wyniki analizy poprzez samo zastosowanie réznych funkcji (probnych) Lapunowa.
Dzieki temu mozna stara¢ sie dobra¢ do problemu funkcje najlepsza, czyli
przeprowadzi¢ optymalizacj¢ funkcji Lapunowa. Majac funkcja Lapunowa dla
danego ukladu, mozna ja tez wykorzysta¢ do badania lub szacowania jeszcze innych
jego wiasnosci (na przyktad funkcjonalnych wskaznikdw jakosci). Co wiecej,
zastosowanie metody funkcji Lapunowa do szerokiej klasy uktadéw
niestacjonarnych, quasiliniowych, z zaburzeniami lub sterowaniami nie stwarza
istotnych trudnosci metodologicznych. Zatem przyjecie tej metody jako narzedzia
do badania wlasnosci uktadéw mechatronicznych jest w petni uzasadnione.

Aby klasyczna metode funkcji Lapunowa scislej sprecyzowac, rozwazmy model
(2.3.1) uktadu dynamicznego bez zaktécen, zaburzen i sterowan. Istnieje szereg
twierdzen dotyczacych stabilnosci takiego uktadu. Na uzytek niniejszej pracy
przytoczymy dwa z nich, kiedy to funkcja Lapunowa jest definiowana jako dodatnio
okreslona funkcja klasy C* wzgledem zmiennych stanu x €R" badanego uktadu,
niezalezna jawnie od czasu, ktérej pochodna zupetna na trajektoriach uktadu jest
niedodatnia (lub okreslona ujemnie) [D9].

Twierdzenie 2.1(2.2): (Lapunowa o stabilnosci) (Radziszewski [92])
Niech V(x) bedzie dodatnio okreslona funkcja klasy C', taka ze V(x)s;((HXH ),

gdzie y jest funkcja klasy K, natomiast W(x) bedzie ciagta i nieujemna
(dodatnio okreslona) funkcja taka, ze V(0) = W(0) = 0. Jesli pochodna
czasowa funkcji V(x) na trajektoriach uktadu (2.3.1) spetnia nieréwnosé
dv(x)/dt < -W(x) w pewnym otoczeniu punktu x=0, to punkt ten jest lokalnie
(asymptotyczne) stabilny w sensie Lapunowa (Sastry [96]).

Badanie wtasnosci stabilnosci uktadéw przy uzyciu odpowiednich funkcji V, W,
okreslane mianem metody funkcji Lapunowa, sprowadza sie z grubsza biorac do
wyboru pewnej funkcji dodatnio okreslonej V(x) i badaniu znaku jej pochodnej
zupetnej na trajektoriach uktadu. Jesli ta pochodna okaze si¢ niedodatnia (albo
ujemnie okreslona), czyli gdy V(x) bedzie funkcja Lapunowa dla danego ukfadu,
wowczas badany ukfad bedzie stabilny w sensie Lapunowa (albo asymptotycznie
stabilny), na mocy odpowiedniego twierdzenia Lapunowa. W przeciwnym razie nie
mozemy wnosi¢ o stabilnosci uktadu przy pomocy wybranych funkcji V, W.

Podane twierdzenia sa do$¢ ogdlne, ale niezbyt konstruktywne. Nie jest bowiem
powiedziane jak dobra¢ funkcje V, W, ktore spetniatyby podane wymagania, a tym
bardziej trudno byloby wskaza¢ optymalne funkcje V, W zapewniajace najlepsze
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oszacowania obszaru stabilnosci. Niedobdr racjonalnych metod postepowania,
bedacy zasadniczym mankamentem metody funkcji Lapunowa, sprawia, ze
znajdowanie funkcji Lapunowa dla danego uktadu jest w znacznym stopniu sztuka
(Kalman [24]). W Rozdziale 3 pokazemy jak mozna udoskonali¢ metode funkcji
Lapunowa pod wzglgdem jej konstruktywnosci i zakresu stosowalnosci.

2.5 Wiasnosci stabilnosci ukladow mechatronicznych

Dotychczas rozwazalismy koncepcje analizy jakosciowej uktadow dynamicznych
opisujacych sie réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Teraz dokonamy
odpowiedniego ich uogodlnienia na inkluzje rézniczkowe postaci (1.4.1), bedace
modelami uktadéw mechatronicznych [D1].

Na wstepie warto podkresli¢ zasadnicza trudnos¢ badania modeli w postaci
inkluzji rézniczkowych, ktére tym roznia sie od rownan, ze dla kazdego warunku
poczatkowego (Xo, 1)) € Xo x T moze istnie¢ (nieskonczenie) wiele trajektorii.
Praktycznie oznacza to, ze w przypadku inkluzji nie mamy nawet mozliwosci
znalezienia przyblizonych rozwiazan analitycznych czy numerycznych. Symulacje
numeryczne moga jedynie petni¢ funkcje pomocnicza. Kluczowe znaczenie metod
jakosciowych, ktdre z zasady nie wymagaja znajomosci rozwiazan, staje sie w tym
przypadku jasne. W zasadzie nie ma innego sposobu badania tego typu modeli.

Badanie wiasnosci inkluzji rézniczkowych wiaze si¢ z nowymi problemami
teoretycznymi takimi jak: kwestia definicji wtasnosci jakosciowych, definicji
rozwiazan ogélnych i szczego6lnych oraz kwestia ich istnienia i jednoznacznosci.
Petniejszy opis podstaw teorii inkluzji rozniczkowych podany jest w Dodatku 1.
Poniewaz w niniejszej rozprawie zajmujemy si¢ modelami uktadéw spetniajacych
funkcje uzytkowe w otoczeniu stanu stacjonarnego x=0, skupimy uwage nha
wiasnosciach dynamicznych inkluzji w otoczeniu tego punktu [D14]. Przede
wszystkim rozwazymy kwesti¢ uogoélnienia definicji (lokalnej) stabilnosci SW,
SWN, SQR dla inkluzji.

Powiemy, ze dana inkluzja rézniczkowa ma dana wiasnos¢ jakosciowa Q w
obszarze X, jesli ma ja w kazdym punkcie tego obszaru, natomiast ma wlasnos¢ w
danym punkcie, jesli wszystkie trajektorie startujace z tego punktu maja ta wiasnosc.
Ta wihasnoscia moze by¢ na przykiad stabilnos¢ wyktadnicza.

Stabilnos¢ wyktadnicza SWN rozwiazania zerowego inkluzji okresla ponizsza

Definicja 2.12: Rozwiazanie stacjonarne X, = 0 inkluzji rézniczkowej jest
wyktadniczo stabilne wedtug normy HH jezeli istnieje stata dodatnia > 0 ,
taka ze dla kazdej trajektorii startujacej z pewnego otoczenia X punktu X, =0
i dla wszystkich czaséw t >t, prawdziwe jest nastepujace oszacowanie:

I(t)] < [x(to )| - exp[- 7 (t — to)]- (2.5.1)
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Podobnie, w pozostatych definicjach stabilnosci, przyciagalnosci itp., aby dokona¢
ich uogodlnienia na inkluzje rézniczkowe, wystarczy zmieni¢ okreslenie ,trajektoria
startujaca z jakiegos punktu” na ,,rodzina wszystkich trajektorii startujacych ....”.

Jak wida¢ uogolnienie na inkluzje rézniczkowe pojecia stabilnosci SLG, SLP, SW
i SWN oraz przyciagalnosci nie wnosi niczego nowego. Jednak w przypadku SQR
takie uogolnienie daje uzyteczne rozszerzenie pojecia stabilnosci.

Definicja 2.13: Inkluzja rézniczkowa x e{F(x,z) 1z eF(Z)} jest kwadratowo
stabilna w obszarze X c R", jezeli

v 3 3V x"SF(x2)+F (x2)Sx<-2r[x|3. (2.5.2)
z2el'(Z) S>0 y>0xeX

Powyzsza definicja stabilnosci SQR mowi o tym, ze dla kazdej realizacji z < °(Z)
istnieje norma HHS wedtug ktdrej dany uktad jest wyktadniczo stabilny z obszarem

przyciagania X(S,c). Taka definicja sprawia, ze model w postaci inkluzji moze by¢
w rézny sposéb stabilny dla réznych realizacji procesu z, ale dzieki temu lepiegj
mozna oszacowac obszar przyciagania za pomoca wielu norm (Ossowski [58], [78]).
Odpowiada to potrzebom praktyki, gdzie czesto wazniejszy jest obszar przyciagania
i asymptotyczna zbieznos¢ trajektorii niz konkretna forma stabilnosci.

Badajac lub projektujac realny uktad mechatroniczny, zwykle najpierw
formutujemy werbalnie pozadane wiasnosci uktadu. Dlatego wiasnosci te maja
przewaznie charakter jakosciowy, zas parametry ilosciowe stanowia jedynie ich
liczbowa charakterystyke. W szczegdlnosci, méwiac o wiasnosciach stabilnosci
uktadu, mamy na mysli nie tylko okreslony rodzaj stabilnosci uktadu albo
asymptotyczna zbieznos¢ lub przyciagalnos¢ pewnych trajektorii, lecz rowniez
szereg charakterystyk ilosciowych, okreslajacych nie tylko czy, ale réwniez jak
dany uktad jest stabilny. W ogédlnosci, procz zapewnienia stabilnosci chcielibysmy
zna¢ oszacowania obszaru przyciagania, zakresu procesow przejsciowych, wielkosci
zbioru granicznego (jesli trajektorie ukladu nie zmierzaja S$cisle do punktu
stacjonarnego) i szybkos¢ zbieznosci trajektorii. Tego rodzaju informacje sa juz jak
najbardziej ilosciowe. Tylko precyzujac scisle te wiasnosci, mozemy poprawiac ich
spetnienie poprzez dobdr parametréw uktadu lub sterowan.

Wiasnosci stabilnosci modeli uktadow mechatronicznych mozna z grubsza
podzieli¢ na: wfasnosci geometryczne trajektorii (jako obiektow w przestrzeni stanu)
oraz ich wfasnosci dynamiczne (czasowe). Wiasnosci pierwszej kategorii okreslaja
obszary, w ktorych przebiegaja trajektorie, czyli zakresy, w ktérych odbywa sie ruch
uktadu w okreslonych warunkach. Z kolei whasnosci kategorii drugiej méwia o tym,
jak po tych trajektoriach przemieszcza si¢ w czasie aktualny stan uktadu.

Woprost z definicji wynika, ze do badania i opisu geometrii trajektorii uktadéw
mechatronicznych bez zaburzen jawnie wystepujacych w modelu, mozemy stosowac
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w otoczeniu stanu nominalnego stabilnosci SLG i SLP, natomiast stabilnosci SWN i
SQR - do badania przebiegu czasowego trajektorii za pomoca oceny zbieznosci
wyktadniczej. Oczywiscie tego rodzaju opis charakteryzuje odpowiedz ukladu na
nagta zmiane warunkow poczatkowych, czyli reakcje na krétkotrwate wymuszenia
nie uwzglednione w modelu.

Kompletny opis wiasnosci jakosciowych uktadu mechatronicznego wymaga
jeszcze okreslenia jego funkcjonowania w warunkach zaburzen lub zaktécen stale
dziafajqcych z, czyli takich, ktére wystepuja jawnie w modelu uktadu. W teorii
stabilnosci stosuje sig¢ w tym celu specjalnie do tego przystosowane pojecia, na
przyktad tzw. stabilnos¢ przy zaburzeniach stale dziafajgcych lub stabilnosé
techniczng (Bogusz [10]). W dalszym ciagu nie bedziemy korzystali z tego rodzaju
pojec¢, stosujac analogiczne ujecie bardziej dostosowane do metody optymalnych
funkcji Lapunowa opisanej w Rozdziale 3. W szczegdlnosci pokazemy, ze mozna z
powodzeniem opisywac¢ wilasnosci uktadéw z zaburzeniami stale dziatajacymi za
pomoca stabilnosci SWN oraz SQR, definiujac odpowiednio wskaznik stabilnosci i
wskaznik zbieznosci.

Ruch stabilnego ukfadu mechatronicznego wytraconego z nominalnego stanu
rownowagi zwykle przebiega weditug pewnego schematu czasowego, ktéry mozna
zapisa¢ symbolicznie jako:x, T X_ — X, gdzie X, oznacza obszar punktow

poczatkowych trajektorii, natomiast zbiory X-, X,, opisuja odpowiednio: zachowanie
przejsciowe i asymptotyczne trajektorii uktadu startujacych z Xo. Podany schemat
zachowania sie uktadu mechatronicznego nalezy wiec rozumie¢ w ten sposob, ze
trajektorie startujace z obszaru X, przebiegaja wewnatrz obszaru X. i daza do
obszaru asymptotycznego X.,, gdy t—— + .

Obszar X, okreslony jest zwykle przez krotkotrwate wymuszenia, ktére moga
mie¢ charakter przypadkowych zaburzen albo zamierzonych zmian stanu
zwiazanych z funkcjonowaniem uktadu. Z kolei obszar X. okresla zakres ruchu
uktadu startujacego z obszaru X, osiagany dla skonczonych czasow t < +oo,
Geometria (ksztatt i wielkosc) tego obszaru jest okreslona przez dynamike uktadu
oraz obszar poczatkowy X, Obszar asymptotyczny X, jest natomiast zbiorem
granicznym, do ktérego daza wszystkie trajektorie gdy t —— + oo. Zbior graniczny
pokrywa si¢ z punktem x = 0 uktadu tylko przy braku zaburzen stale dziatajacych na
uktad asymptotycznie (wyktadniczo) stabilny. Wtedy powiemy, ze mamy do
czynienia z asymptotyczng stabilnoscig (zbieznoscig) trajektorii do punktu. W
obecnosci zaburzen stale dziatajacych, na jakie zwykle narazony jest realny uktad
mechatroniczny, zbiér graniczny jest pewnym otoczeniem punktu stacjonarnego.
Wtedy bedziemy moéwili o asymptotycznej stabilnosci (zbieznosci) trajektorii ukzadu
do zbioru X.. Jest przy tym jasne, ze geometria (ksztatt i wielkos¢) tego zbioru jest
okreslona przez dynamike ukladu oraz charakter i intensywnos¢ zaburzen stale
dziatajacych.
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Opis jakosciowy zachowania si¢ uktadu w otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0
(bazujacy na geometrycznych wiasnosciach trajektorii) mozna zatem przedstawi¢ za
pomoca odpowiednich zbiorow Xo, X., X, ktére powinny by¢ jednospojne i
zawiera¢ w swoim wnetrzu interesujacy nas punkt x = 0. Poniewaz z istoty rzeczy
wynikaja inkluzje X, < X., X,cX., mozemy okresli¢ zbiory rozmyte (Xo, X.) oraz
(X.., X.), opisujace odpowiednio wilasnosci przejsciowe i asymptotyczne trajektorii
uktadu [D6]. Latwo zauwazy¢, ze szacowanie zbioru rozmytego (Xo, X.) odpowiada
badaniu stabilnosci technicznej ukfadu, natomiast szacowanie zbioru (X, X.) —
asymptotycznej stabilnosci (zbieznosci do zbioru) uktadu przy zaburzeniach stale
dziatajacych (Bogusz [10]). Liczbowe funkcje przynaleznosci dla tych zbioréw
mozna okresli¢ dopiero wtedy, gdy bedziemy dysponowaé odpowiednia metoda
analizy jakosciowej, zapewniajaca rowniez pewne oszacowania ilosciowe. Te¢
kwestie omowimy szerzej w Rozdziale 3.

Doktadna posta¢ zbiorow X,, X., X, na 0ogét nie jest mozliwa do wyznaczenia
dla ztozonych uktadéw. Wtedy zwykle poszukujemy oszacowan tych zbioréw w
postaci dostosowanej do danej metody analizy jakosciowej. Jezeli bedzie to metoda
bazujaca na kwadratowych funkcjach Lapunowa, to najdogodniejsze beda
oczywiscie oszacowania w postaci odpowiednich elipsoid B(S,c,), B(S,c.), B(S,c.)
okreslonych przez macierz S funkcji Lapunowa.

Jezeli z jakich§ wzgledéw poszukujemy obszarow X, X., X, w postaci
zbioréw przynaleznych do pewnej klasy {X(r): r>0}, to wdwczas szacujemy te
obszary odpowiednio za pomoca zbioréw X(r(S, co)), X (7 (S,c.)), X (r_(S, Coo ))
okreslonych w Dodatku 6. Wtedy bedziemy mieli zagwarantowane, ze zachowanie
jakosciowe trajektorii uktadu wedtug schematu B(S,co) T B(S,c.)—B(S,C.)
implikuje schematy X(r(S, co)) T B(S,c.) — X (F(S,cOO )) przy czym elipsoida
B(S,c.) = X (T (S, c)).

Wiasnosci czasowe trajektorii uktadu rozwazanego ukladu sa okreslone przede
wszystkim przez szybkos¢ ich zbieznosci w obszarze rozmytego brzegu X.— X..
Rozne wskazniki szybkosci zbieznosci trajektorii wyliczane lub szacowane w
ramach metody optymalnych funkcji Lapunowa beda omdéwione w Rozdziale 3.
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3. METODA OPTYMALNYCH FUNKCJI LAPUNOWA

Badanie wifasnosci  stabilnosci i optymalizacja  sterowania  ukfadéw
mechatronicznych, wymagajqce rozpatrywania réznego rodzaju modeli w postaci
réwnaz lub inkluzji rézniczkowych z zaburzeniami, sterowaniami i wahaniami
parametréw, nie jest fatwe przy uzyciu standardowych metod i nierzadko wymaga
indywidualnego podejscia do problemu. Istnieje zatem potrzeba wypracowania
uniwersalnej metody analizy stabilnosci i syntezy ukfadéw mechatronicznych

GZ6wnym celem niniejszego rozdziafu jest oméwienie podstawowych koncepcji i
zagadnier metody funkcji Lapunowa, jako podstawy uniwersalnej metody badania i
syntezy ukfadow mechatronicznych, ktérym stawia sie wymagania odnosnie
wifasnosci stabilnosci. Metoda funkcji Lapunowa, zwana rowniez drugg (lub
bezposrednig) metodg Lapunowa, zwykle kojarzy sie z badaniem stabilnosci
ukfadéw dynamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi. Naszym
celem bedzie formalne poszerzenie obszaru stosowalnosci tej metody i zwiekszenie
jej konstruktywnosci oraz poglebienie zakresu analizy jakosciowej. Pokazemy, ze
metodg funkcji Lapunowa mozna analizowaé¢ problemy stabilnosci uk/adow
mechatronicznych  modelowanych inkluzjami  rézniczkowymi, jak réwniez
zagadnienia syntezy sterowania, optymalnej stabilizacji 1 modyfikacji
parametrycznej takich ukfadéw. Koncepcje tego typu sq rozpatrywane w literaturze
w réznych kontekstach. Niniejszy rozdzia/ stanowi ich mozliwie ogdlne, Zgczne,
sformalizowane i oryginalne ujecie, bedgce podstawg rozszerzonej drugiej metody
Lapunowa, zwanej dalej metodg optymalnych funkcji Lapunowa.

Podane rozwazania odnoszq sie do klasy funkcji Lapunowa w postaci dodatnio
okreslonych form kwadratowych. Wtedy problem doboru funkcji Lapunowa
sprowadza sie do optymalizacji parametréw odpowiedniej formy kwadratowej.
Abstrahujgc w tym rozdziale od obliczeniowych kwestii takiej optymalizacji, co jest
tematem Rozdziafu 4, sformufowane zostang zasady i kryteria doboru funkcji
Lapunowa oraz ich interpretacja i sens praktyczny.

3.1Istota metody optymalnych funkcji Lapunowa

W drugiej metodzie Lapunowa wyniki analizy stabilnosci z zasady zaleza nie tylko
od badanego uktadu, ale i od przyjetej funkcji Lapunowa V(x). Jednak twierdzenia
(Lapunowa) 2.1, 2.2, chociaz dos¢ og6lne, nie sa konstruktywne, poniewaz nie
mowia o tym, jak dobra¢ optymalne funkcje V(x), W(x), zapewniajace na przyktad
najlepsze oszacowania obszaru stabilnosci. Niedobdr racjonalnych i mozliwie
ogoélnych metod postepowania w tej kwestii, bedacy zasadniczym mankamentem
metody bezposredniej Lapunowa, sprawia, ze znajdowanie funkcji Lapunowa dla
dowolnego uktadu zawsze byto w pewnym stopniu sztuka (Kalman [24]).
Konstruktywnos¢ metody funkcji Lapunowa mozna wydatnie poprawic,
ograniczajac klase dopuszczalnych funkcji V(x), W(x). Najbardziej naturalnym i
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dogodnym ograniczeniem jest poszukiwanie funkcji Lapunowa V(x) w postaci
dodatnio okreslonej formy kwadratowej. Uzasadnieniem tego jest sama mechanika,
gdyz na przyktad catkowita energia liniowych uktadéw drgajacych z ttumieniem jest
wiasnie dodatnia forma kwadratowa, ktdérej pochodna na trajektoriach uktadu jest
niedodatnia. Mozna wigc na jej podstawie wnosi¢ o stabilnosci SLP uktadu.
Wiadomo tez, ze dla dowolnego stabilnego uktadu liniowego stacjonarnego istnieja
kwadratowe funkcje Lapunowa. Zatem réwniez dla uktadow quasiliniowych z
zaburzeniami, ktorych cze$¢ gtéwna stanowi stabilny i stacjonarny uktad liniowy,
mozna oczekiwaé, ze beda istniaty takie funkcje Lapunowa. Co wigcej, poniewaz
pochodna formy kwadratowej na trajektoriach dowolnego uktadu liniowego
stacjonarnego jest forma kwadratowa, to funkcja W(x) wystepujaca w Twierdzeniu
2.1 (2.2) tez powinna by¢ forma kwadratowa. Zatem dla rozwazanej klasy uktadow
mechatronicznych w petni uzasadnione i niezbyt ograniczajace bedzie poszukiwanie
funkcji V(x), W(xX) w postaci dodatnio okreslonych form kwadratowych.

Okazuje si¢ jednak, ze nawet w klasie form kwadratowych znalezienie dobrej
funkcji Lapunowa wcale nie jest proste. Poza tym z faktu, ze jedna forma
kwadratowa jest funkcja Lapunowa danego uktadu bynajmniej nie wynika, ze inne
formy tez beda funkcjami Lapunowa. Mozna si¢ 0 tym przekona¢ chocby na
przyktadzie prostych uktadéw mechanicznych dysypatywnych [D15]. Co wigcej,
rozne formy kwadratowe, jako funkcje Lapunowa, nie sa tez rdéwnowazne
operacyjnie na etapie badania znaku ich pochodnej. Istnieje wiec kwestia
optymalnego doboru kwadratowej funkcji Lapunowa tak ze wzgledu na analityczna
dogodnosé, jak i jakos¢ uzyskiwanych wynikdéw analizy stabilnosci. Niekiedy
uzasadniona moze by¢ nawet optymalizacja funkcji Lapunowa w pewnej podklasie
form kwadratowych, gdy prowadzi to do korzysci wynikajacych nie tylko z
ograniczenia liczby parametréw optymalizacji, ale rbwniez z uproszczenia pewnych
operacji analitycznych. Dzigki temu czgstokro¢ mozliwe jest uzyskanie prostszych
oszacowan, a niekiedy nawet scistych wynikéw analizy stabilnosci dla uktadéw
nieliniowych lub wielowymiarowych. Ta kwestia bedzie omdwiona w nastepnym
rozdziale, w Paragrafie 4.4 o tzw. kanonicznych i regularnych funkcjach Lapunowa.

Ograniczenie klasy funkcji V(x), W(x) do form kwadratowych dodatnio
okreslonych sprowadza kwestic doboru funkcji Lapunowa do optymalizacji
parametrow formy kwadratowej, co stanowi istote metody optymalnych funkcji
Lapunowa. Gtéwnym celem tego rozdziatu jest zdefiniowanie poje¢, narzedzi i
metod niezbgdnych do sformutowania i przeprowadzenia takiej optymalizacji.

Dopoki operujemy dowolna forma kwadratowa jako probng funkcjg Lapunowa,
wyniki analizy stabilnosci zaleza zaréwno od uktadu jak i od nieokreslonych
parametrow funkcji Lapunowa, natomiast po przeprowadzeniu optymalizacji tej
funkcji — juz tylko od wiasnosci uktadu. Dlatego istotnym punktem metody
optymalnych funkcji Lapunowa, jako pewnej metody analitycznej, jest nie tyle sama
optymalizacja, ktdéra mozna przeprowadzi¢ $cisle (nienumerycznie) raczej w
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wyjatkowych przypadkach, co prowadzenie wszelkich analiz jakosciowych w taki
sposdb, aby zawsze byta widoczna zaleznos¢ uzyskiwanych wynikéw od
parametréw funkcji Lapunowa. Tylko wtedy bowiem mozna formutowaé wyliczalne
zagadnienie optymalizacji funkcji Lapunowa dostosowane do danego problemu
stabilnosci. W Kklasycznej metodzie funkcji Lapunowa nikt nie troszczyt sig zbytnio
o0 te sprawe. Zwykle przyjmowano jakas forme kwadratowa i sprawdzano, czy jest
ona funkcja Lapunowa dla badanego ukfadu. Nastepnie, jesli forma spetniata te
oczekiwania, wyznaczano jej pochodna oraz oszacowania obszaréw stabilnosci
badanego uktadu, bez mozliwosci poprawy uzyskanych wynikow.

W niniejszej rozprawie macierz formy kwadratowej bedacej funkcja Lapunowa
bedziemy zwykle oznaczali przez S, a kwadratowa funkcje Lapunowa V(x) o
macierzy S — przez Vs(X). Macierz S, z definicji, bedzie rzeczywista, symetryczng i
dodatnio okreslona macierza o wymiarach nxn. Poszukiwanie funkcji Lapunowa
bedzie sprowadzato si¢ do znalezienia parametréw odpowiedniej macierzy S.

Préocz tego, bardzo istotna zaleta kwadratowej funkcji Lapunowa Vg(x), jest fakt,
ze taka funkcja jest kwadratem pewnej normy i wyznacza iloczyn skalarny w
przestrzeni stanu badanego uktadu, co precyzuja nastepujace oznaczenia:

Vs(X) = x"Sx =||x||§ , (X, y) =X'Sy. (3.1.1)

Opis i badanie wtasnosci jakosciowych danego uktadu przy uzyciu normy i iloczynu
skalarnego okreslonego przez kwadratowa funkcje Lapunowa sa szczegdlnie
dogodne analitycznie. Stosujac kwadratowe funkcje V(x), W(x), mozemy tez
zdefiniowaé szereg wskaznikow i wykaza¢ kilka twierdzen bedacych podstawa
omawianej tu uniwersalnej metody analizy jakosciowej uktadéw dynamicznych.

Kluczowa role w metodzie optymalnych (i kwadratowych) funkcji Lapunowa
petni nastepujace

Twierdzenie 3.1: Jezeli dla ukladu x = F(x) (gdzie F(0)=0, xeR") i dodatnio
okreslonej macierzy S o wymiarach nxn wskazniki:

T T
o(5) = —inf 25F (5 —sup[@], (3.1.2)

x=0  x'Sx x=0 X SX

obliczone na pewnym otoczeniu XcR" punktu stacjonarnego x = 0 sa
dodatnie, to dla dowolnej trajektorii uktadu X(t, Xo, to) Startujacej z
punktow poczatkowych X(t) = Xo nalezacych do dowolnej elipsoidy
B(S, ¢) ={Xx: x'Sx < c*}c X, spetnione sa nastepujace oszacowania:

tzvto [x(to )| exp[-olt —to )] < [x(t)|s <|x(to)|s exp[-7(t—to)].  (3.1.3)
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Dowod: Poniewaz rozpatrujemy tu skonczenie wymiarowe przestrzenie euklidesowe
jako przestrzenie stanu, z rbwnowaznosci norm w takich przestrzeniach wynika, ze
dla dowolnych dodatnich form kwadratowych V(x), W(x) istnieja pewne state
dodatnie y, otakie, ze 2V(x) < W(x) < 20V(x) dla kazdego x € R". Jesli wiec formy
V(x), W(x) spetniaja nierdwnos¢ dV(x)/dt < —W(x) (albo dV(x)/dt > -W(x)) na
trajektoriach uktadu (2.2.1), to bedzie tez spetnione nastepujace oszacowanie:

dVX)/dt < — 2V(x) (albo dV(x)/dt > — 26 V(x)). (3.1.4)

Powyzsze nierownosci rdzniczkowe, dzieki temu, ze zaleza juz tylko od jednej
nieznanej funkcji V(x), moga by¢ rozwiazane scisle [D11]. Jesli przyjmiemy, ze
funkcja V(x) = Vs(x), to nietrudno sprawdzi¢, rozwiazujac nierownosci (3.1.4), ze na
trajektoriach uktadu prawdziwe sa oszacowania (3.1.3), ktore oznaczaja miedzy
innymi stabilnos¢ wykiadnicza uktadu wedtug normy |x| .

Teraz pozostaje juz tylko kwestia wartosci wskaznikow ofS), AS). Poniewaz
dVs(x)/dt = x"SF(x) + F'(x)Sx, a macierz S jest symetryczna, nierownosci (3.1.4)
dla x = 0 mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

{ x"SF(x) + F'(X)Sx } x"Sx =2 X'SF(x) }/x'Sx < -2y (lub > —-20). (3.1.5)

Z faktu, ze powyzsze nieréwnosci powinny by¢ spetnione dla kazdego x = 0 wynika
natychmiast, ze najlepsze oszacowania wskaznikbw A«S), o(S) moga by¢
wyznaczone ze wzoréow (3.1.2) [D11] . .

Nietrudno zauwazy¢, ze o(S) > 1S) a oszacowania (3.1.3) sa W pelni analogiczne
do tzw. nieréwnosci Wazewskiego dla uktadéw liniowych niestacjonarnych ([D11],
Gutowski [17]). Oszacowania (3.1.3) sa jednak ogolniejsze ze wzgledu na klase
uktadéw dynamicznych, ktérag obejmuja oraz ze wzgledu na ich operacyjna
uzytecznos¢ i doktadnos¢. Nawet dla najprostszych uktadow liniowych
niestacjonarnych nierbwno$¢ Wazewskiego daje znacznie stabsze oszacowania niz
te, mozliwe do uzyskania na podstawie nieréwnosci (3.1.3). Zastosowanie tych
nierownosci jest jednak uzaleznione od mozliwosci wyznaczenia o0szacowan
wskaznikow (3.1.2).

Wskazniki «S), o(S) bedziemy nazywali odpowiednio: wskaznikiem stabilnosci i
wskaznikiem niestabilnosci wyk/adniczej ukladu wedtug normy [ . Latwo jest to

uzasadni¢. Jezeli wskaznik A«S) jest dodatni, to, jak wynika z (3.1.3), rozwazany
uktad jest lokalnie wyktadniczo stabilny wedtug normy ||, a forma kwadratowa

Vs(x) jest jego funkcja Lapunowa. Jezeli warunek »(S)>0 nie jest spetniony, to nie
wykluczona jest jeszcze wyktadnicza stabilnos¢ uktadu wedtug innej normy. Jezeli
jednak wskaznik o(S) jest ujemny, to wszystkie trajektorie uktadu sa wyktadniczo
rozbiezne w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0, co oczywiscie
wyklucza wyktadnicza stabilnos¢ uktadu wedtug jakiejkolwiek normy.
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Poréwnujac oszacowania (3.1.3) z nieréwnosciami Wazewskiego dla uktadéw
liniowych wida¢, ze wskazniki 1(S), o(S) spetniaja analogiczna role jak minimalna i
maksymalna wartos¢ wiasna symetrycznej czesci macierzy uktadu linowego
stacjonarnego [D11]. Jednak dzieki temu, ze oba te wskazniki sa wyliczalne z
formut analitycznych (3.1.2) zamiast algebraicznych, moga by¢ stosowane réwniez
do uktadéw nieliniowych i/lub niestacjonarnych. W szczegolnosci, wskaznik A(S)
spetnia wymagania odnosnie wskaznika stabilnosci sformutowane w Paragrafie 2.2.
W nastepnych paragrafach pokazemy, ze formuty (3.1.2) mozna uog6lni¢ na
przypadek uktaddéw nieliniowych ze sterowaniami i/lub niestacjonarnymi
zaburzeniami. W ten sposob wykazemy, ze wskazniki (3.1.2), a zwtaszcza wskaznik
stabilnosci 1(S), moga stanowi¢ podstawe metody optymalnych funkcji Lapunowa.

Z oszacowania (3.1.3) wida¢, ze iloraz —x'SF(x)/x'Sx (ze znakiem minus)
mozna interpretowa¢ jako szybkosé¢ zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu w
danym punkcie x przestrzeni stanu, natomiast iloczyn skalarny x'SF(x) — jako
pewna miara kata wnikania trajektorii do elipsoidy B(S, c=[x|s). Tego typu

okreslenie jest cokolwiek zwiazane z metodq punktéw wejscia Wazewskiego
(Wazewski [116]). Nietrudno uzasadni¢ nastepujace:

Twierdzenie 3.2: Jezeli dla ukladu x=F(x),F(0)=0, xeR" i dodatnio
okreslonej formy kwadratowej x'Sx wskaznik:

T T
o[s.c]=— inf XSF) {}/[S,C]:— sup {X SF(X)D (3.1.6)

IXls=c  xTsx Ks=c| x"Sx

jest ujemny (dodatni), to wszystkie trajektorie uktadu, majace czes¢ wspolna z
brzegiem elipsoidy B[S,c] = {x: [X|s =c} wychodza na zewnatrz (wchodza

do wnetrza) tej elipsoidy (Ossowski [57], [69).

Wielkosci [S,c], ofS,c] bedziemy nazywali odpowiednio wskaznikiem zbieznosci i
wskaznikiem rozbieznosci wyktadniczej wedtug normy |x|g, poniewaz wskaznik

/S,c] szacuje z dotu najwolniejsza zbieznos¢ wyktadnicza trajektorii uktadu,
natomiast wskaznik ofS,c] szacuje z gory ich zbieznos¢ najszybsza.

Z powyzszych rozwazan wynika tez wniosek, ze wyrazenie X'SF(x)/x'Sx, w
mysl Definicji 2.2, jest lokalnym wskaznikiem zbieznosci wyktadniczej, a AS) -
odpowiadajacym mu wskaznikiem stabilnosci.

Wskazniki (3.1.2) mozna w zasadzie oblicza¢ na dowolnym podzbiorze X w
przestrzeni stanu i ich sens jest oczywisty. Jesli ten podzbidr bedzie istotny w
rozwazaniach, bedziemy stosowa¢ dla wskaznikow (3.1.2) bardziej precyzyjne
oznaczenia ox(S), %(S). Poniewaz jednak w przypadku, gdy AS) > 0, oszacowania
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(3.1.3) sa zagwarantowane dla wszystkich t > t, tylko w elipsoidzie B(S,c),
bedziemy zwykle stosowa¢ do badania uktaddw nastgpujace wskazniki:

T

. . X SF(x T

o(S,c) = —inf T—() 7(S,¢) = —sup| = SF(X) | (3.1.7)
x£0  x'Sx x20 X' SX

gdzie suprema sa liczone po calej elipsoidzie x € B(S, c¢). Wtedy nieréwnosé
1S,c)>0 bedzie warunkiem koniecznym i dostatecznym wyktadniczej stabilnosci
uktadu w elipsoidzie B(S, c), wediug normy ||| . Elipsoida B(S, c) bedzie wtedy tez

oszacowaniem obszaru przyciagania. Z kolei nierbwnos¢ oS, c) < 0 bedzie
warunkiem lokalnej niestabilnosci uktadu wedtug dowolnej normy euklidesowej.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze do pojecia
stabilnosci wyktadniczej wedtug normy dochodzi si¢ zupetnie naturalnie i to w
zasadzie tylko dzieki ograniczeniu klasy funkcji Lapunowa do form kwadratowych.

Dodatni wskaznik stabilnosci (3.1.7) rozstrzyga o stabilnosci uktadu wedtug
danej normy, lecz tylko szacuje z dotu szybkosé¢ zbieznosci trajektorii. Jezeli juz
wykazalismy stabilnos¢ uktadu, a chcielibysmy bardziej precyzyjnie ocenié
szybkos¢ zbieznosci jego trajektorii w obszarze stabilnosci (przyciagania), to mozna
w tym celu postuzy¢ sig nastgpujacym srednim wskaznikiem zbieznosci:

xTSF(x)

1
y<Sces=—a [ Xy (3.1.8)
B(S,¢)| g(s,c)\qop X SX

ktory jest srednia szybkoscia wykladniczej zbieznosci trajektorii w elipsoidzie
stabilnosci B(S, c), wedtug normy HHS W razie potrzeby wskaznik (3.1.8) mozna

liczy¢ na dowolnym obszarze X i oznacza¢ symbolem »<S>.

Ujemny sredni wskaznik zbieznosci mowi o niestabilnosci ukitadu. Z kolei
dodatni $redni wskaznik zbieznosci, chociaz nie zapewnia stabilnosci uktadu, lepiej
niz wskaznik stabilnosci opisuje zbieznos¢ trajektorii uktadu na przyktad przy
losowych zaburzeniach impulsowych. Stosujac wskaznik stabilnosci (albo sredni
wskaznik zbieznosci) mozemy oszacowac obszar, gdzie na pewno (albo przewaznie)
znajduje sig stan uktadu z zaburzeniami. W wyniku takiej analizy dostaniemy wigc
pewien zbidr rozmyty, ktéry precyzyjniej okresla wiasnosci jakosciowe uktadu niz
tylko oszacowanie obszaru stabilnosci. Wskaznik stabilnosci pozwala oszacowaé
zbior, w ktorym znajduje si¢ aktualny stan uktadu x(t) dla wszystkich trajektorii
startujacych w pewnej chwili ty z danej elipsoidy B(S, c), natomiast wskaznik
niestabilnosci méwi do jakiego zbioru stan x(t) na pewno nie dotart. Doktadniej,
jesli wskaznik »(S,co) na pewnej elipsoidzie poczatkowej B(S,co) jest dodatni,
mozemy oszacowaé w jakiej elipsoidzie B(S,c) musza sie znajdowa¢ w okreslonej
chwili t > t, wszystkie trajektorie startujace z B[S,co]. Z kolei dodatni wskaznik
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niestabilnosci oS, cy) okresla w kazdej chwili t > ty elipsoide B(S,c), do ktorej
zadna z rozwazanych trajektorii jeszcze nie weszta. Jest jasne, ze im mniejsza jest
roznica o(S,Co)—AS,Co), tym bardziej precyzyjna informacje o zachowaniu si¢
trajektorii dostarcza funkcja Lapunowa o macierzy S. W szczeg6lnosci, gdy
o(S,C0)=1S,Co) (co zachodzi dla regularnych macierzy S opisanych w Paragrafie
4.4) informacja jest najbardziej precyzyjna, bo wtedy wiemy doktadnie na
powierzchni jakiej elipsoidy B(S,c) znajduje sie aktualny stan Xx(t) ukladu w
dowolnej chwili t>to. Zatem rdznica ofS,co) — {S,Co) lub iloraz ofS,co) /AS,Co) Sa
pewnymi miarami rozmycia jakosciowych oszacowan dostarczanych przez
omawiana tu metode.
Miedzy opisanymi wyzej wskaznikami zachodza oczywiste relacje:

7(S)<y <S><0o(S), y(S,c)<y[S,cl<y <S,c><o(S,c)<o[S,c].  (3.1.9)

Nieréwnos¢ miedzy wskaznikiem stabilnosci a srednim wskaznikiem zbieznosci jest

na 0got ostra, jezeli pomina¢ szczegdlne przypadki. Omowimy je w Rozdziale 4.
Wskazniki (3.1.2) maja jeszcze inne, niezmiernie uzyteczne wiasnosci. Catkujac

nieréwnosci (3.1.4) po czasie, dostajemy bowiem nastepujace oszacowania:

t
5 W) VIO [Vonar <5 W tto)) V). @110

ty

W szczegdlnosci mozna do powyzszego wzoru wstawic¢ czas asymptotyczny t = +oo.
Woweczas, korzystajac z tego, ze x(t) —— 0 dla t—— +o0, na mocy wyktadniczej
zbieznosci dostajemy nastepujace oszacowania wskaznika catkowego z kwadratowej
funkcji stanu

1y (x(tg)) < OjOV(x(r))dr < iv(x(to)). (3.1.11)
20 2y

ty

Widzimy wiec, ze metoda funkcji Lapunowa uzupetniona koncepcja odpowiednich
wskaznikéw analitycznych, daje réwniez efektywne oszacowania klasycznych lub
catkowych wskaznikéw jakosci z kwadratowych funkgcji stanu.

Omodwione wskazniki, a zwlaszcza wskaznik stabilnosci A(S), zalezne od
macierzy S funkcji Lapunowa, moga stanowi¢ podstawe opisywanej tu metody
optymalnych funkcji Lapunowa, gdyz mozna za ich pomoca rozstrzygaé o
stabilnosci uktadow dynamicznych oraz wyznacza¢ uzyteczne o0szacowania
wiasnosci stabilnosci takich uktadéw. Wiasnie jawne uzaleznienie wynikdw analizy
stabilnosci od parametrow macierzy S, pozwala na ich (jej) optymalizacje.
Szczegbtowo omoéwimy te kwestie w Paragrafie 3.6.
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Konsekwencja przyjecia koncepcji wskaznikéw stabilnosci i zbieznosci za
podstawg metody optymalnych funkcji Lapunowa jest koniecznos¢ postugiwania sig
pojeciem stabilnosci wyktadniczej przy opisie jakosciowych wiasnosci uktadéw
dynamicznych. Chociaz istnieja uklady asymptotycznie stabilne, ktére nie sa
stabilne wyktadniczo, ograniczenie to w istocie nie jest znaczace w przypadku
uktadéw mechatronicznych, ktérych modele zwykle sa liniowe lub quasiliniowe z
zaburzeniami. Co wiecej, ogdlna teoria réwnan rézniczkowych méwi o tym, ze
nawet przy dos¢ ogolnych zatozeniach odnosnie funkcji F modelu (2.2.1),
rozwiazania sa wykladniczo zbiezne lub rozbiezne [D12].

Podane w tym paragrafie definicje i twierdzenia, stanowiace podstawe metody
optymalnych funkcji Lapunowa, odnosza si¢ formalnie rzecz biorac do uktadu
dynamicznego w postaci réwnan rézniczkowych (2.3.1). W nastepnych paragrafach
pokazemy jak mozna uogdélni¢ te metode na klasy bardziej ztozonych modeli
dynamicznych zaleznych od parametrow, zaburzen i sterowan.

Istotna konsekwencja zastosowania pojecia wyktadniczej stabilnosci wediug
normy jest koniecznos$¢ szacowania obszarOw stabilnosci i przyciagania za pomoca
elipsoid B(S, ¢) = {x: X"Sx < c?}. Optymalizacja macierzy S umozliwia wtedy
otrzymanie najlepszych oszacowan elipsoidalnych. Jesli jednak rzeczywisty obszar
stabilnosci (lub przyciagania) danego uktadu ma posta¢ mocno zdeformowana w
poréwnaniu do elipsoidy, to zastosowanie nawet optymalnej funkcji Lapunowa
moze prowadzi¢ do dos¢ konserwatywnych oszacowan. Skutecznym sposobem
poradzenia sobie z tym problemem moze by¢ jednoczesne zastosowanie wielu form
kwadratowych jako funkcji Lapunowa (Krbec [28], Lakshmikantham[34], Ossowski
[58], [69], [78]). W omawianej tu metodzie wymaga to rozpatrywania tzw.
stabilnosci kwadratowej, okreslonej w Definicji 2.11.

Jezeli uktad dynamiczny (2.3.1) jest kwadratowo stabilny w pewnym otoczeniu X

punktu stacjonarnego, to dla kazdego X, X istnieje norma ||, wedtug ktorej jest

zbiezna wyktadniczo trajektoria x(t, to, Xo ), dopoki nie opusci obszaru X. Obszar
kwadratowej stabilnosci (przyciagania) uktadu w przestrzeni stanu mozna wtedy
szacowa¢ za pomoca sumy mnogosciowej wielu elipsoid B(Sy, ¢i)u...uB(Sk, C),
gdzie S, i = 1,...,k sa macierzami r6znych funkcji Lapunowa rozwazanego uktadu,
ktére moga by¢ ustalone z goéry (np. wzgledami praktycznymi) albo wyznaczane w
procesie polioptymalizaciji.

Jest jasne, ze wykorzystanie pojecia kwadratowej stabilnosci i jednoczesne
zastosowanie wielu funkcji Lapunowa (czyli tzw. wielowymiarowej funkcji
Lapunowa) do badania danego ukiladu pozwala na uzyskanie dokladniejszych
oszacowan obszaréw stabilnosci i przyciagania w przestrzeni stanu uktadu.
Zastosowanie wielowymiarowych funkcji Lapunowa daje réwniez analogiczne
korzysci w przypadku wyznaczania oszacowan obszarOw stabilnosci w przestrzeni
parametrow. W Paragrafie 3.6 omowimy sposoby optymalizacji kwadratowych
funkcji Lapunowa w obu tych przypadkach.
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3.2 Metoda funkcji Lapunowa dla uktadéw zaleznych od parametrow

W mechatronice czesto zdarza sie analizowac¢ wiasnosci stabilnosci modeli uktadéw
zaleznych od pewnych parametréw. Moga to by¢ na przyktad ttumienia lub
sztywnosci  odpowiadajace  elementom  strukturalnego  modelu  ukladu
mechanicznego. W niniejszym paragrafie rozwazymy taki wiasnie przypadek,
zaktadajac, ze parametry p ukladu sa state i przynalezne do pewnego zwartego
zbioru PR, ale niekoniecznie musza byé jednoznacznie okreslone. Jezeli zbior P
jest okreslony, a parametry modelu uktadu sa state lub przedziafowe, zwykle
analizuje si¢ wtasnosci stabilnosci uktadu w przestrzeni stanu. Sa jednak sytuacje, w
ktorych nawet zakresy mozliwych wartosci parametrow ukladu nie sa dane. Wtedy
istotne moze by¢ nie tyle zbadanie stabilnosci uktadu dla rzeczywistych wartosci
parametrow (bo te nie sa dostepne), co okreslenie zbioru wartosci parametréw, dla
ktorych stabilnos¢ uktadu bedzie zachowana. Odpowiada to badaniu stabilnosci
uktadu w przestrzeni parametréw. Ponizej omowimy oba te zagadnienia,
wykorzystujac metode funkcji Lapunowa oraz pojecie wskaznika stabilnosci.

W og6Inym przypadku, badajac wtasnosci uktadow dynamicznych zaleznych od
parametrow, musimy rozpatrywaé modele w postaci nastepujacej inkluzji
rozniczkowej:

x e{F(x,p), F(0,p)=0, xeX cR",p eI'(P), P = R}, (3.2.1)

gdzie 7{P) jest rodzina funkcji statych o wartosciach w P. Inkluzja ta przechodzi w
réwnanie rozniczkowe tylko dla jednoznacznie okreslonych wartosci parametrow
p=po, kiedy to 71P) = {po}. Wskaznik stabilnosci uktadu (3.2.1) dla dowolnych
ustalonych parametréw p bedzie wyrazat si¢ nastepujacym wzorem:

T
7(S,p) = —SUP[M} ) (3.2.2)
x#0) X SXx

gdzie supremum jest liczone na pewnym otoczeniu X, punktu stacjonarnego x = 0.
Warunkiem lokalnej stabilnosci uktadu o danych parametrach po jest spetnienie
nierdbwnosci 1S, po)>0. Najlepszym oszacowaniem obszaru stabilnosci uktadu w
przestrzeni stanu bedzie maksymalna elipsoida B(S, c) wpisana w obszar X,.
Szybko$¢ zbieznosci trajektorii bedzie wtedy okreslona przez wskaznik S, p, ¢)
obliczony na elipsoidzie B(S, c) wedtug formuty (3.2.2).

Celem analizy stabilnosci rozwazanego uktadu o znanych parametrach po moze
by¢ wyznaczenie optymalnej elipsoidy stabilnosci B(S, c) albo oszacowania obszaru
przyciagania za pomoca wielu elipsoid wynikajacych z optymalizacji wektorowej
funkcji Lapunowa. Oczywiscie jezeli poszukujemy obszaru stabilnosci w pewnej
sparametryzowanej klasie obszaréw X(r) — R", tylko elipsoidy opisane na X(r)
mozemy rozpatrywac przy takiej optymalizacji [D6].



66 3 — Metoda optymalnych funkcji Lapunowa

Jezeli mamy do czynienia z modelem (3.2.1) o parametrach przedziatowych, to
wiemy tylko tyle, ze parametry p sa state i naleza do pewnej k — wymiarowej kostki
P < R*. Wiasnosci stabilnosci takiego uktadu opisuja nastepujace wskazniki:

{XTSF(x,p)] l:xTSF(x,p)
T

, ¥ (S)=—inf sup T
X' SXx X' SX

PeP xx0

¥ -(S) =—supsup
peP x+0

}, (3.2.3)

gdzie supremum po peP we wzorze na wskaznik stabilnosci y (S) wyraza fakt, ze
o0 stabilnosci uktadu o parametrach przedziatowych decyduja te ich wartosci, ktore
sa najbardziej niekorzystne z punktu widzenia zbieznosci wyktadniczej trajektorii
uktadu w zatozonym obszarze X. Kolejnos¢ supremow w (3.2.3) nie moze by¢
zamieniona, gdyz parametry przedziatowe z zasady sa state, a wieC nie moga
dostosowywa¢ si¢ do aktualnego stanu uktadu. Odwrotna kolejnos¢ supremow
opisuje wiasnosci uktadow z zaburzeniami opisanymi w nastgpnych paragrafach.
Elipsoida B(S, c), w ktérej y (S)>0 szacuje z dotu obszar stabilnosci uktadu z
parametrami przedziatowymi, przy czym jest to stabilnos¢ niezawodna (zachowana
dla kazdych statych wartosci parametrow przedziatowych uktadu. Z kolei z warunku

v (S)>0 mozna wyznaczy¢ maksymalna elipsoide B(S,CT), wewnatrz ktorej uktad
moze, lecz nie musi by¢ wyktadniczo stabilny dla pewnych wartosci parametrow
uktadu. Na zewnatrz tej elipsoidy uktad bedzie oczywiscie niestabilny wedtug
normy [{s dla wszystkich wartosci parametrow peP. Obszar stabilnosci w
przestrzeni stanu uktadu o parametrach przedziatowych jest wiec w ogolnosci
zbiorem rozmytym (B(S, c), B(S,C)). Zaleznie od konkretnej sytuacji praktycznej,
optymalizacja macierzy S funkcji Lapunowa moze odnosi¢ sie do miary
ograniczenia dolnego B(S, ¢) rozmytego obszaru stabilnosci (maksymalizacja) albo
do miary rozmytego brzegu B(S,T) —B(S, c) tego obszaru (minimalizacja).

Jesli wskaznik y (S) okreslony wzorem (3.2.3) nie jest dodatni dla zadnej

macierzy S, powinnismy rozpatrywac¢ obszar stabilnosci ukladu w przestrzeni
parametrow. Aby taki obszar okresli¢, nalezy wpierw ustali¢ pewien obszar

stabilnosci X oraz norme ||| w przestrzeni stanu. Wtedy dla rozwazanego uktadu
obszarem stabilnosci w przestrzeni parametréw bedzie nastepujacy zbior:

IKS,c) = {peP: AS,p,Cc) >0}, (3.2.4)

gdzie 1S, p, C) jest liczony wedtug wzoru (3.2.2) na minimalnej elipsoidzie
B(S,C) opisanej na X. Jezeli (S, po, CT) > 0 dla pewnych ustalonych wartosci
parametrow po, a wskaznik stabilnosci ©(S, p,C) jest ciagta funkcja parametréw p,
to zbidér 7KS,T) bedzie otwartym podzbiorem P w sensie topologii indukowanej z
przestrzeni R¥,



3 — Metoda optymalnych funkcji Lapunowa 67

W rozwazonym przypadku forma kwadratowa x'Sx jest oczywiscie funkcja
Lapunowa dla uktadu (3.2.1), ale z zakresem parametréw obcietym do 71(S, c).
Stosujac tylko jedna funkcje x'Sx nie mozemy bowiem rozstrzygna¢ o stabilnosci
uktadu (3.2.1) dla kazdego p € P. Jezeli jednak nie mamy narzuconej z gory
macierzy S, dogodnie jest zastosowa¢ wiele macierzy S (a wigc wiele norm |{ls)
tak, aby zbiorami postaci 71(S, ¢) pokry¢ caty obszar P. Dla formalnego opisu takiej
procedury dogodnie jest okresli¢c kwadratowg stabilnos¢ w przestrzeni parametrow
(Ossowski [58]).

Definicja 3.1: Uktad zalezny od parametrow (3.2.1) jest kwadratowo stabilny
w obszarze P, jezeli dla kazdego p e P istnieje norma |||, taka ze uklad jest

lokalnie wyktadniczo stabilny wedtug tej normy (czyli w pewnej elipsoidzie
B(S, ¢)). Innymi stowy, dla kazdego p € P istnieje norma ||, taka, ze

wskaznik stabilnosci ¥ (S, p, ¢) obliczony na B(S, c) bedzie dodatni.

Jezeli uktad jest kwadratowo stabilny w przestrzeni parametrow, to oczywiscie
jest stabilny kwadratowo w przestrzeni stanu, przy czym oszacowaniem obszaru tej
stabilnosci bedzie suma mnogosciowa odpowiednich elipsoid B(S, c). Co ciekawe,
odnosnie takiego przypadku zachodzi nastepujace

Twierdzenie 3.3: (O kwadratowej stabilnosci inkluzji rézniczkowych)
Jezeli inkluzja (3.2.1) jest kwadratowo stabilna w obszarze P, a wskaznik
stabilnosci 7(S,p,c) jest ciagta funkcja parametrow p, to istnieje skonczona

liczba norm ||||I =||||S ,i=0,1,...k, takich zeV (p € P) 3 (i €{0,1,....k})
|

uktad x = F(x,p) jest lokalnie wyktadniczo stabilny wg normy [{. w pewnej

elipsoidzie B; = B(S, ¢;) < R", przy czym trajektorie startujace z elipsoidy B;
beda zbiegaty wyktadniczo przynajmniej ze wskaznikiem y; = y(Si P.Cj).

Dowod (Ossowski [58]): Z zatozenia kwadratowej stabilnosci inkluzji (3.2.1) w
obszarze P wynika, ze dla kazdego pe P istnieje dodatnio okreslona macierz S, dla
ktorej wskaznik stabilnoéciy(s,p,c) jest dodatni. Na mocy ciagtosci wskaznika
7(S,p,c) od parametrow p wnosimy, ze wskaznik y(S,p,c) pozostaje dodatni dla
kazdego wektora parametrow nalezacego do pewnego otoczenia otwartego P, — P
punktu p. Jest jasne, ze zbiory P, stanowia otwarte pokrycie zbioru P, ktory jest z
zatozenia zbiorem zwartym. Zatem mozna z tego pokrycia wybra¢ podpokrycie
skonczone. Z tego faktu wynika juz teza.

Warto dodaé, ze przyjete w dowodzie zatozenie ciagtosci jest uzasadnione,
bowiem zwykle jest ono spetnione w przypadku uktadéw mechatronicznych [D8]. ¢
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Twierdzenie 3.3 mowi, ze jezeli chcemy orzeka¢ o stabilnosci uktadu (3.2.1)
zaleznego od parametrdw, postugujac si¢ pojeciem stabilnosci wyktadniczej wedtug
normy, to wystarczy w tym celu dobra¢ skonczona liczbe norm euklidesowych.
Powstaje wiec problem doboru tych norm, ktéry w swej istocie sprowadza sie do
optymalizacji wielowymiarowej funkcji Lapunowa dla rozwazanego uktadu. W
Paragrafie 3.6 oméwimy pewien sposob takiej optymalizacii.

3.3 Metoda funkcji Lapunowa dla uktadéw nieautonomicznych

W uktadach nieautonomicznych mozemy mie¢ do czynienia z zaburzeniami
jednoznacznie  zdeterminowanymi,  zaburzeniami  losowymi 0  znanych
charakterystykach albo tez z zaburzeniami przynaleznymi do pewnej klasy funkcji
czasu. Wymienione trzy przypadki, r6zniace sie stopniem naszej wiedzy na temat
zaburzen uktadu, wymagaja odmiennego sposobu analizy w ramach metody funkcji
Lapunowa. W niniejszej rozprawie bedziemy sig¢ zajmowali przypadkiem zaburzen
catkowicie zdeterminowanych albo przynaleznych do pewnej klasy funkcji czasu.

Rozwazmy najpierw nieautonomiczny uktad dynamiczny o jednoznacznie
zdeterminowanej zaleznosci od czasu, ktdrego model opisany jest nastepujacym
rownaniem:

x=F(x,t), F(0,t)=0, xeX cR", t>ty. (3.3.1)

Modele tego typu czesto bada sie przy uzyciu funkcji Lapunowa zaleznych jawnie
od czasu. Poniewaz jednak tego typu funkcje maja posta¢ dobierana indywidualnie
do danego modelu, takie metody postepowania trudno uzna¢ za uniwersalne.
Metoda uniwersalna powinna bazowaé¢ na funkcjach okreslonej postaci. Ponizej
pokazemy jak mozna bada¢ uktady typu (3.3.1) za pomoca stacjonarnych funkcji
Lapunowa w postaci form kwadratowych.

Jezeli dla uktadu (3.3.1) zaleznego od czasu znajdziemy kwadratowa funkcje

Lapunowa V(x) taka, ze V < -2V , to réwniez zalezny od czasu bedzie wskaznik

.
7 (S,t) = —sup[m] . (3.3.2)
x=0| X SX

Rozwiazujac podana nierdbwnos¢ rozniczkowa dojdziemy do wniosku, ze tym razem
obowiazuje nastepujace oszacowanie [D11]

t
Ix®g < [x(to)]lg exp{— [7(S,7)d z} : (3.3.3)

to

Oznacza to, ze o stabilnosci uktadu decyduje nie chwilowa, lecz $rednia (po czasie)
wartos¢ wskaznika zbieznosci wyktadniczej obliczanego wedtug wzoru (3.3.2).
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Jesli zaleznos¢ uktadu (3.3.1) od czasu jest stochastyczna lub zdeterminowana
mozemy wykorzysta¢ informacje o przebiegu tej zaleznosci (Sciste lub
stochastyczne) i wyliczy¢ odpowiednia Srednia czasowa.

1 t
e =7 O == Jremir. (3.3.4)

W przypadku zaburzen ukladu opisujacych sie procesem stochastycznym,
ergodycznym $rednia po dostatecznie dtugim czasie bedzie niezalezna od realizacji
procesu i moze by¢ wykorzystana jako oszacowanie efektywnego wskaznika
zbieznosci wyktadniczej uktadu. Scisle biorac nie bedzie to stabilnosé¢ niezawodna
(ang. robust), lecz stabilnos¢ praktyczna z pewnym prawdopodobienstwem, o ile
srednia procesu 1S, t) bedzie dodatnia. Niekiedy mozna dopusci¢ stabilnos¢ z
pewnym prawdopodobienstwem uktadow szczegdlnego rodzaju, jednorazowego
uzytku. W uktadach mechatronicznych wielokrotnego lub ciagtego uzytku (np.
budowla antysejsmiczna) musi by¢ jednak zapewniona stabilnos¢ niezawodna przy
okreslonych zatozeniach na przyktad odnoscie maksymalnej wielkosci zaburzen.
Dlatego przedmiotem niniejszego paragrafu bedzie wiasnie stabilnos¢ niezawodna.

Aby wnioskowaé o niezawodnej stabilnosci uktadu, nalezy poda¢ oszacowanie
wskaznika zbieznosci niezalezne od czasu. Gdy uklad dynamiczny byt
autonomiczny, do wyliczenia takiego oszacowania wystarczyto znalez¢ punkt w
przestrzeni stanu, w ktérym szybkos¢ zbieznosci byta najmniejsza. W przypadku
nieautonomicznego uktadu (3.3.1), aby uzyskaé¢ oszacowanie wskaznika zbieznosci
niezalezne od czasu, musimy wybra¢ zarbwno najgorszy stan x ukiadu, jak i
najgorszy moment t, w ktorym szybkos¢ zbieznosci trajektorii bedzie najmniejsza.
Zatem wskaznik stabilnosci powinien by¢ wyliczony wedtug nastepujacego wzoru:

-
X SF(x,t
7(S)=— sup {%] (3.3.5)
x#0 t>tp| X SX
W szczeg6lInosci dla uktadu nieautonomicznego postaci
x=F(x,z), F(0,00=0, xe X cR", (3.3.6)

gdzie z sa zaburzeniami uktadu o znanym, zdeterminowanym przebiegu czasowym
z = z(t), wskaznik stabilnosci niezalezny od czasu wyraza si¢ wzorem

y©)=— sup | SFX2O)| (33.7)
x=20 t>tg X T Sx

Nalezy przy tym pamicta¢, ze wartos¢ powyzszego wskaznika bedzie na ogot
zalezna od obszaru X , po ktérym liczy sie odpowiednie suprema [D13].
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Jesli nie mamy jednoznacznej informacji o przebiegu zaleznosci z(t), a jedynie
wiemy, ze z(t) jest elementem pewnej klasy funkcji czasu 7{Z), to wolwczas
wiasciwym modelem uktadu bedzie inkluzja rézniczkowa:

x e{F(x,z), zel'(Z)},F(0,00=0, xe X cR". (3.3.8)

W takiej sytuacji niezalezne od czasu oszacowanie wskaznika stabilnosci powinno
by¢ okreslone dla najbardziej niekorzystnego przebiegu zaburzenia w najmniej
korzystnej chwili t >ty i punkcie x w przestrzeni stanu, czyli powinno by¢ liczone
wedtug nastepujacej formuty:

-
y(S)=— sup  sup M (3.3.9)
zel'(Z) x=0,t>tg X' SX

Powyzszy wzOr oznacza, ze wybieramy antyoptymalna realizacj¢ zaburzen
z(t) e I1Z), maksymalizujaca supremum (3.3.9) wzgledem X, t.

W ogblnym przypadku wyznaczenie najbardziej niekorzystnych zaburzen oraz
wskaznika zbieznosci wedtug powyzszej formuty nie jest tatwe. Problem jednak
znakomicie sig¢ upraszcza przy zatozeniu zupetnosci inkluzji (3.3.8), tzn. gdy 7(2)
zawiera wszystkie funkcje czasu o wartosciach w Z. Wowczas supremum wzgledem
z €I(Z) we wzorze (3.3.9) mozna zastapi¢ supremum po z € Z, ktére od czasu nie
zalezy (Takie podejscie zwykle stosuje sie w pracach na temat zastosowania inkluzji
rozniczkowych (Aubin [3], Ossowski [82], Raczynski [88].).

Korzystajac z przemiennosci operacji supremum ([D13]), dostaniemy:

T T

X' SF(X,z X' SF(X,z(x,S

¥ (S) = —sup sup % = —sup (T x3) | (3.3.10)
x#0 zeZ X' Sx x#0 X' SX

gdzie supremum po z jest osiagalne dla pewnej zaleznosci z(x, S) zaburzen od stanu
(Ossowski [55]). Funkcje z(x, S) mozna zinterpretowa¢ jako pewne sprzgzenie
zwrotne od stanu X realizujace strategie zaburzen, antyoptymalng z punktu widzenia

zbieznosci wykiadniczej trajektorii uktadu wedtug normy ||| . Sprzezenie to bedzie

na ogot zalezne od funkcji F(X, z) wystepujacej w modelu (3.3.6) oraz od ograniczen
Z naktadanych na zaburzenia z.

W ten sposob sprowadzilismy problem stabilnosci uktadu nieautonomicznego w
postaci inkluzji rdzniczkowej (3.3.6) do zagadnienia stabilnosci uktadu
stacjonarnego o nastepujacych, zwykle nieliniowych, réwnaniach stanu:

X = F(x,2(x,9)), xe X = R". (3.3.11)

Schemat blokowy takiego uktadu sprzgzenia zwrotnego ilustruje Rysunek 3.1.
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Rys. 3.1. Schemat blokowy réwnowaznego uktadu stacjonarnego

Trzeba tu nadmieni¢, ze podany schemat blokowy oraz sprzgzenie zwrotne z(X, S)
nie sa realizowane przez jakis uktad techniczny. Jest to jedynie pewna koncepcja
teoretyczna potrzebna do oszacowania wiasnosci stabilnosci rozwazanej uktadu.

Opisane wyzej postgpowanie mozna okreslic mianem strategii nieznanych
zaburzen adekwatnej do sytuacji, gdy rzeczywiste zaburzenia nie sa znane
(mierzone). Strategia ta, bazujaca na zatozeniu najgorszego z mozliwych
scenariuszy przebiegu zaburzen, daje niekiedy dos¢ konserwatywne, ale za to
niezawodne oszacowania wiasnosci stabilnosci uktadow.

3.4 Metoda funkcji Lapunowa dla uktadow z zaburzeniami

W praktyce czesto spotykamy sie z sytuacja, gdy rzeczywisty uktad mozna opisaé
pewnym stacjonarnym i stabilnym ukladem x=F(x),F(0)=0.xeX cR",
bedacym pod dziataniem dodatkowych zaburzen addytywnych. Zaburzenia takie
zwykle opisuje si¢ za pomoca pewnej nieliniowej funkcji G(X, z) spetniajacej
warunek G(x, 0)=0, zaleznej od stanu x oraz niestacjonarnych zaburzen z €/7{2).
Model takiego uktadu mozna opisac inkluzja rézniczkowa nastgpujacej postaci:

X e{F(X)+a-G(x,2): zel(Z)cR'}, (3.4.1)

gdzie « > 0 jest parametrem skalujacym. W uktadach mechatronicznych zaburzenia
moga odnosi¢ sie do parametrow uktadu albo pochodzi¢ od zewnetrznych sit
dziatajacych na uktad.

Rozdzielenie modelu uktadu na stabilng czes$¢ stacjonarna i zaburzenia
umozliwia postawienie problemu orzekania o stabilnosci uktadu z zaburzeniami na
podstawie stabilnosci uktadu bez zaburzen przy okreslonych zatozeniach odnosnie
wielkosci tych zaburzen. Takie podejscie do problemu jest uzasadnione tylko
woweczas, gdy wiasnosci jakosciowe uktadu (a w szczegélnosci stabilnos¢ punktu
stacjonarnego) zachowuja si¢ przy zaburzeniach matych w okreslonym sensie.
Istotne jest okreslenie jak mate powinny by¢ zaburzenia i jak ich ,,mato$¢”
rozumiemy (wedtug jakiej miary ja okreslamy).

Znanych jest co najmniej kilka rodzajow stabilnosci dostosowanych specjalnie
do opisanej wyzej sytuacji, na przykiad: stabilnos¢ na podstawie pierwszego
przyblizenia, stabilnos¢ przy stale dziafajgcych zaburzeniach w sensie Malkina,
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stabilnos¢ techniczna oraz silna stabilnos¢ techniczna (Bogusz [10], Skalmierski
[101]). W dalszym ciagu nie bgdziemy bezposrednio korzysta¢ z definicji takich
rodzajéw stabilnosci, lecz przedstawimy cokolwiek analogiczne podejscie,
adekwatne do prezentowanej tu metody optymalnych funkcji Lapunowa.

Nietrudno wykaza¢, ze wskaznik stabilnosci uktadu modelowanego inkluzja
zupelna (3.4.1) bedzie wyrazat sie nastepujacym wzorem i oszacowaniem;

T T
¥ (S, ) =—supsup l:x SF(X) , 4. % SG(X:Z)}Z

x£0zeZ| X' SX XTSX
. . (3.4.2)
> —sup X SF(x) —a -sup X SG(?’Z(X’S)) =y0(S)—a-5(S),
x=0| X' SX X0 X SX

gdzie 5(S) jest wskaznikiem stabilnosci uktadu bez zaburzen (o = 0), natomiast
z(x, S) jest antyoptymalng strategia niestacjonarnych zaburzen z. Warto zauwazy¢,
ze struktura antyoptymalnych zaburzen z(x, S) nie zalezy od parametru «, lecz
tylko od funkcji zaburzen G uktadu, natomiast parametry tej struktury (czyli
parametry macierzy S) zaleza réwniez od dynamiki uktadu swobodnego, czyli od
funkcji F. Teraz ,,matos¢” zaburzen niezbedna do stabilnosci uktadu (3.4.1) tatwo
jest wyrazi¢ za pomoca warunku stabilnosci: »(S)>y(S)—a -5(S)>0. Wynika
stad ograniczenie na wielkos¢ parametru a <amax(S)=6(S)/XS). W takim przypadku
optymalizacja macierzy S funkcji Lapunowa powinna zapewnia¢ maksymalizacje
parametru krytycznego cmax(S) .

Podane wyzej rozumowanie nietrudno uog6ini¢ na uktady z wieloma r6znymi
zaburzeniami addytywnymi i odpowiednimi parametrami skalujacymi ..., ax, CO
bedzie pokazane w Przyktadzie 3.1 oraz w Rozdziale 5.

3.5 Metoda funkcji Lapunowa dla uktadow ze sterowaniem

Rozwazymy teraz najbardziej ztozony przypadek modelu uktadu mechatronicznego
(z zaburzeniami i sterowaniem), opisujacym si¢ nastepujaca inkluzja:

x e{F(x,z,u):zel'(Z)cR',uel(U)cR™}, xeX cR", (3.5.1)

w ktorej F(0,0,0)=0 i dla uproszczenia pominieto zalezno$¢ od statych parametrow p
uktadu. Dla takich uktadéw pracujacych w warunkach zaburzen z pojawia si¢
kwestia doboru sterowania optymalnego u. Aby mozna byto méwi¢ o sterowaniu
optymalnym, trzeba najpierw okresli¢ wskaznik optymalnosci sterowania lokalny
lub globalny [D14]. Jesli przy sterowaniu uktadami mechatronicznymi mamy na
wzgledzie przede wszystkim wiasnosci stabilnosci uktadu, dogodnym kryterium
(wskaznikiem) optymalnosci sterowania moze by¢ na przyktad lokalna (punktowa)
szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu, maksymalizowana przez
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sterowanie optymalne. W takiej optymalizacji istotna jest informacja o tym, czy
zaburzenia z uktadu, jesli wystepuja, sa okreslong funkcja czasu, czy nieokreslona
funkcja z pewnej klasy, czy sa znane a priori, czy tez sa mierzone w czasie
rzeczywistym i moga by¢ wykorzystane do okreslenia algorytmu sterowania. W
zaleznosci od tego mozemy rozpatrzy¢é oddzielne przypadki i odpowiadajace im
formuty na wskaznik stabilnosci uktaddw.

W pierwszym przypadku, gdy zaburzenia sa z gory znana funkcja czasu z = z(t)
(czyli sa deterministycznym wymuszeniem), sterowanie optymalne moze by¢
wyznaczone z ponizszego kryterium:

) XTSF(x,z(t),u(t))}

X Sx

7,(8)= sup inf
uel(U)Xx=0,t=tg
(35.2)

=— inf sup
uel’(U) x»0,t>tg

xTSF(x, 2(t), u(t))}

xTSx

odpowiadajacemu maksymalizacji szybkosci zbieznosci wyktadniczej trajektorii
uktadu w pewnym obszarze X w przestrzeni stanu. Sterowanie optymalne u(t)
bedzie wowczas funkcja czasu zalezna od danej realizacji zaburzen z(t) jako funkcji
Czasu na przedziale [to, +o). Nie bedzie natomiast mozliwe podanie zaleznosci
chwilowej wartosci sterowania u(t) od chwilowej wartosci zaburzenia z(t) i stanu
X(t) uktadu. Bedzie to wiec sterowanie programowe w ukladzie otwartym (bez
sprzezenia zwrotnego), czyli bez regulatora.

W praktyce czesciej mamy do czynienia z sytuacja, gdy zaburzenia z nie sa z
gory znane, ale wiadomo, ze ich realizacja przynalezy do pewnej klasy funkcji 7(Z).
W takim przypadku, chcac uzyska¢ niezawodne oszacowania, musimy zatozy¢, iz
zaburzenia beda prowadzity antyoptymalng gre rézniczkowg przeciwko ,,wysitkom”
sterowania tzn. beda minimalizowaty wskaznik stabilnosci wyktadniczej trajektorii
uktadu w rozwazanym obszarze X [D10]. Oszacowanie wskaznika stabilnosci
wyktadniczej dla uktadu ze sterowaniem optymalnym i nieznanymi zaburzeniami
mozna wtedy opisa¢ nastgpujacym wzorem:

yS)= inf y,(S)=- inf sup sup

in
zel(z) UEF(U)ZeF(Z)x;tO,tztO

T
{x SF(x,Tz(t),u(t))} 653
X Sx
Formute (3.5.3) nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze dla kazdego sterowania ue /7" (U)
dobierana jest antyoptymalna realizacja zaburzenia z = z(t,u) e /{Z), minimalizujaca
wskaznik zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu w obszarze X, a nastepnie
wybierana jest taka realizacje sterowania G(t), ktora maksymalizuje wskaznik «S).
Nietrudno zauwazy¢, ze réwniez to sterowanie optymalne bedzie realizowane w
uktadzie otwartym.
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Pozostaje do oméwienia ostatni z przypadkow, gdy realizacja zaburzen nie jest z
gory znana, ale zaburzenia sa na biezaco mierzone. Powstaje pytanie czy i jak
mozna wykorzysta¢ taka informacje do syntezy sterowania. Wéwczas musimy
zatozy¢ najmniej korzystny przebieg tych zaburzen, czyli taki, ktory minimalizuje
lokalng szybko$¢ zbieznosci. Zatem w tym przypadku wskaznik stabilnosci
wyktadniczej dla uktadu sterowania bedzie wyrazat sie wzorem.

{XTSF(X,Z(t),u(t),S))}

x'Sx

y(S)=— sup inf sup

(3.5.4)
zer(z) uellU)  xz0,t>tg

Powyzsza formute nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze dla kazdej realizacji zaburzen
z 7I7Z) dobierane jest sterowanie u = u(t, z) €/7{U), maksymalizujace wskaznik
zbieznosci wykladniczej trajektorii uktadu w obszarze X, a nastepnie wybierana jest
taka realizacja zaburzen Z(t), ktéra minimalizuje wskaznik z(S). Otrzymane

sterowanie optymalne u(t, Z ) rowniez bedzie realizowane w uktadzie otwartym.

W podanym wzorze (3.5.4) istotne jest to, ze infinium wzgledem sterowan
poprzedza supremum wzgledem zaburzen, a wiec odwrotnie niz byto w poprzednim
przypadku. Jest to wyrazem faktu, ze tym razem zaburzenia Sa mierzone. Z
wiasnosci operacji sup, inf [D13] wynika, zgodnie z oczekiwaniem, ze zawsze
wskaznik (3.5.4) jest niemniejszy od wskaznika (3.5.3).

Wyznaczenie wskaznikow stabilnosci wedtug podanych formut (3.5.3), (3.5.4)
moze by¢ trudne dla dowolnych klas funkcji dopuszczalnych 7{Z), 7{U). Dlatego,
dla uproszczenia, bedziemy zwykle zaktadali zupetnosé¢ inkluzji (3.5.1), czyli to, ze
klasy 7(Z), 7TU) obejmuja wszystkie funkcje czasu o wartosciach w odpowiednich
zbiorach Z, U. Wtedy trudne do wyznaczenia suprema po z €/{Z), u €/{U) mozna
zastapic¢ prostszymi supremami po z € Z, u €U. Takie uproszczenie niesie za soba
okreslone niekorzystne konsekwencje, mozliwe jednak do zaakceptowania. Po
pierwsze, rozszerzenie klasy mozliwych zaburzen do wszystkich funkcji o
wartosciach w Z sprawia, ze oszacowania beda bardzie konserwatywne, bo
wyznaczone dla zaburzen by¢é moze bardziej niekorzystnych niz w rzeczywistosci.
Zwykle jednak klasy zaburzen 77Z) i tak nie znamy doktadnie, wiec rozszerzenie jej
do klasy maksymalnej jest w zasadzie konieczne, jesli chcemy zapewni¢ stabilnosé
niezawodna. Z kolei, rozszerzenie klasy sterowan 7{U) do wszystkich mozliwych
funkcji o wartosciach w U sprawia, ze oszacowania wskaznikow beda odnosity sie
do ukladu z pewnym idealizowanym sprze¢zeniem zwrotnym, praktycznie
nierealizowalnym. Woweczas pozostanie kwestia oszacowania na ile niedoskonatos¢
praktycznej realizacji takiego sterowania pogorszy uzyskane oszacowania. Dlatego
bedziemy dalej stosowali dwuetapowa koncepcje syntezy sterowan, wedtug ktorej
najpierw poszukujemy sterowan optymalnych w klasie wszystkich funkcji o
wartosciach w zbiorze U, a nastepnie realizujemy tak wyidealizowane sterownia
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mozliwie doktadnie za pomoca sterowan dopuszczalnych z przestrzeni 7{U).
Problem ten bedzie oddzielnie rozwazony w Rozdziale 9.

Zat6zmy wigc model uktadu w postaci inkluzji zupetnej (3.5.1). Jezeli zaburzenia
nie sa mierzone, optymalna strategie sterowania oraz antyoptymalna strategic
zaburzen mozemy wowczas wyznaczy¢ z nastepujacego kryterium:

l:_ XTSF(X,Z,U)}

xTSx

T
sup inf M
X' SX

=— inf  sup
uer)zel(2)

uel'U)zer(z)

]. (3.5.5)

Nietrudno stwierdzi¢, ze najbardziej niekorzystne pod wzgledem stabilnosci
zaburzenia beda na 0got funkcja zaréwno stanu jak i sterowania tzn. z = z(x, u, S),
natomiast optymalne sterowania beda zalezne tylko od stanu u = u(x, S). Istnienie
odpowiednich funkcji wynika ze zwartosci zbioréw Z, U oraz ciagtosci funkcji F.

Jak widaé¢ zupetnos¢ inkluzji prowadzi do rozwiazania zagadnienia sterowania
optymalnego w postaci sprzezenia zwrotnego. Mozliwe jest wigc zastosowanie
regulatora w uktadzie mechatronicznym zilustrowanym na Rysunku 3.2.

Warto nadmieni¢, ze znalezione w ten sposob sprzezenia zwrotne pozwalaja na
pominigcie supremum po czasie przy szacowaniu wskaznika stabilnosci
wyktadniczej trajektorii uktadu zamknietego. Konkretnie, wskaznik ten bedzie
wyrazat sie nastepujacymi wzorami:

[T
7(S)=—sup inf sup M}:

x=0 ueJ zeZ i XTSX
T
——sup inf | % SF(X’i(X'u’S)’U))} (3.5.6)
xz0 UeU | X ' Sx
=—sup x"SF(x, z(x,u(x,S),S) u(x,S))
x#0 X Sx '

Jezeli zaburzenia sa mierzone, optymalna strategie sterowania oraz
antyoptymalna strategie zaburzen mozemy wolwczas wyznaczy¢ z hastepujacego
kryterium:

inf sup
el udd

{_ xTSF(x,z, u):l (35.7)

= —sup inf
xTSx {

xTSF(x,z,u)
zez Ul .

x| Sx
Nietrudno stwierdzi¢, ze tym razem optymalne sterowania beda zalezne nie tylko od
stanu, ale i od mierzonych zaburzen tzn. u = u(Xx, z, S), natomiast najbardziej

niekorzystne dla stabilnosci zaburzenia beda na 0g6t funkcja zalezna tylko od stanu
czyli z = z(x, S). Podane sprze¢zenia zwrotne ilustruje Rysunek 3.3.
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Rys.3.2. Schemat blokowy réwnowaznego uktadu stacjonarnego przy braku danych
pomiarowych na temat zaburzen uktadu.
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Rys.3.3. Schemat blokowy rownowaznego uktadu stacjonarnego z wykorzystaniem
danych pomiarowych odnosnie zaburzen uktadu.

Zatem rdwniez w tym przypadku mozliwe jest zastosowanie regulatora.
Podobnie jak poprzednio, znalezione sprzezenia zwrotne pozwalaja na pominiecie
suremum po czasie przy szacowaniu wskaznika stabilnosci wyktadniczej trajektorii
uktadu zamknigtego. Wskaznik ten bedzie wyrazat si¢ nastgpujacymi wzorami:

7(S) =—supsup inf

x20 zez UeU X Sx

[xTSF(x,z,u)):l _

—supsup
x#0 zeZ

l:XTSF(X,Z,U(X,Z,S)))] _ (3.5.8)

xTSx

=—sup
x#0

[xTSF(X,Z(X, S)u(x,z(x,S), S)))}

xTSx



3 — Metoda optymalnych funkcji Lapunowa 77

Jest jasne, ze z punktu widzenia wiasnosci stabilnosci uktadu korzystniejsza
bedzie strategia u(x, z, S), wykorzystujaca w sterowania informacj¢ uzyskana z
pomiaru zaburzen, niz strategie z(x, u, S) i u(x, S), w ktorych sterowanie nie
wykorzystuje takiej informacji. llosciowym tego potwierdzeniem moze by¢ fakt, ze
wskaznik (3.5.8) jest zawsze mniejszy lub rowny wskaznikowi (3.5.7), co wynika z
podstawowych wiasnosci operacji sup, inf [D13]. W pewnych tylko przypadkach,
gdy strategie sterowania i zaburzen sa niezalezne, oba wskazniki sa sobie réwne.
Moéwimy woéwczas o tym, ze rozgrywajaca si¢ tu gra rozniczkowa ma punkt
siodfowy ([D10], McKinsey [43], Szadkowski [103], Vinter [112]). W kolejnych
rozdziatach zbadamy, kiedy taki przypadek zachodzi.

Formalnie rzecz biorac, w omawianej metodzie uktady z zaburzeniami nie réznia
si¢ wiele od uktadow ze sterowaniem. Zagadnienie stabilnosci uktadéw obu tych
rodzajéw, modelowanych przez inkluzje rézniczkowe, sprowadza sie bowiem do
badania uktadéw stacjonarnych ze sprzezeniem zwrothym. ROznica miedzy
zaburzeniami a sterowaniami tkwi tylko w tym, ze sterowanie optymalne realizuje
strategie optymalng z punktu widzenia zbieznosci wykladniczej, natomiast
zaburzenia krytyczne — strategie antyoptymalng.

Podsumowujac ten paragraf, mozemy powiedzie¢, ze w metodzie optymalnych
funkcji Lapunowa problem wyznaczenia (syntezy) sterowania jest roztozony na dwa
etapy. W pierwszym etapie wyznaczana jest optymalna struktura sterowania zalezna
od swobodnych parametrow macierzy S funkcji Lapunowa. Z kolei w drugim etapie
optymalizowane sa parametry tej macierzy (a wigc sterownika) pod katem
okreslonego wskaznika jakosci.

3.6 Ocena funkcjonowania i optymalizacja uktadow mechatronicznych

W teorii uktadéw mechatronicznych mamy do czynienia zasadniczo z dwiema
klasami problemow oceny i optymalizacji. Pierwsza odnosi si¢ do badania wtasnosci
modelu juz istniejacego ukladu rzeczywistego. Wtedy zwykle chodzi o znalezienie
najlepszych lub chociaz suboptymalnych oszacowan wiasnosci stabilnosci uktadu. Z
teoretycznego punktu widzenia bedzie to wiec badanie wiasnosci stabilnosci
roznego rodzaju réwnan lub inkluzji rézniczkowych (liniowych lub quasiliniowych
ze sprzezeniami zwrotnymi, z wahaniami parametréw i zaburzeniami zewnetrznymi
albo uktadéw o zmiennej strukturze.

Druga klasa probleméw dotyczy uktaddw mechatronicznych na etapie
projektowania (syntezy) lub w fazie dostrojenia sterowania do realizacji
konkretnego zadania. Wtedy sterowanie powinno by¢ dobrane w sposéb optymalny,
jako ze realizuje okreslony cel. Krag zagadnien rozpatrywanych w niniejszej
rozprawie obejmuje gtéwnie badanie wiasnosci stabilnosci uktadéw i wptywanie na
te wiasnosci za pomoca sterowania (zagadnienie modyfikacji i stabilizacji uktadow).

Rozwazania przedstawione w poprzednich paragrafach zalezne sa od normy
wyznaczonej przez kwadratowa funkcje Lapunowa x'Sx w przestrzeni stanu
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badanego ukfadu. Dlatego wszystkie wielkosci okreslajace wiasnosci stabilnosci
uktadu sa na og6t uzaleznione od macierzy S funkcji Lapunowa. W szczegdlnosci
krytyczne zaburzenia i optymalne sterowania, wskaznik stabilnosci i wskaznik
zbieznosci wyktadniczej oraz obszary X, X. , X, uktadéw analizowanych
omawiana metoda, beda na ogot zalezne od macierzy S. Jezeli funkcja Lapunowa
nie jest jednoznacznie zdeterminowana innymi wzglgdami, mozemy wykorzystaé
swobodg jej wyboru, przeprowadzajac optymalizacjg jakiegos wskaznika jakosci,
odnoszacego sie do wilasnosci stabilnosci badanego uktadu. Optymalizacja funkcji
Lapunowa wzglgdem parametrow macierzy S z ograniczeniami na jej dodatnia
okreslonos¢ zapewnia najlepsze rozwiazanie postawionego zagadnienia stabilnosci
lub sterowania, a jednoczesnie rozwiazuje problem racjonalnego doboru funkcji
Lapunowa w klasie dodatnich form kwadratowych o statych parametrach [D9].

W ramach metody optymalnych funkcji Lapunowa mozna sformutowac wiele
sensownych zagadnien optymalizacji uktaddw mechatronicznych. Obszary
stabilnosci w przestrzeni stanu oraz w przestrzeni parametrow sa wzajemnie (i na
0g6t antagonistycznie) uzaleznione. Chcac uzyskaé najlepsze oszacowanie obszaru
stabilnosci w jednej przestrzeni, zwykle pogarszamy o0szacowanie obszaru
stabilnosci w drugiej przestrzeni. W oderwaniu od wzgledow praktycznych nie
istnieje naturalnie wyrdznione Kkryterium optymalnosci funkcji Lapunowa dla
0gdblnego modelu (1.4.1) uktaddw nieliniowych i niestacjonarnych.

Dlatego omowimy szczego6towo tylko dwa podstawowe sposoby optymalizacji
funkcji Lapunowa, mianowicie: optymalizacji w przestrzeni stanu oraz
optymalizacji w przestrzeni parametréow ukladu (Muszynska [45], Ossowski
[58],[69], Radziszewski [90],[92]), ktdre sa przejrzyste z teoretycznego punktu
widzenia i najbardziej typowe w praktycznych zastosowaniach.

Problemat 3.1: (Optymalizacja obszaru stabilnosci w przestrzeni stanu)
Optymalizacje wiasnosci  uktadu mechatronicznego w  przestrzeni  stanu
przeprowadzamy zwykle wtedy, gdy parametry uktadu sa ustalone. W przestrzeni
stanu mamy trzy podstawowe obszary (zdefiniowane w Rozdziale 2), okreslajace
wiasnosci stabilnosci (geometrig trajektorii) uktadu, mianowicie: obszar warunkéw
poczatkowych X,, proceséw przejsciowych X. oraz zachowan asymptotycznych
X.). Praktyczny sens tych obszarow X,, X-, X, jednoznacznie determinuje sposob,
w jaki powinnismy je szacowac (z gory, czy z dotu) i optymalizowac. Istnieje tu
wiele zwykle antagonistycznych mozliwosci, ktérych kompletna liste trudno bytoby
teraz poda¢. Dlatego oméwimy tylko niektdre z nich, najbardziej typowe w
mechatronice.

Jezeli mamy ustalony obszar punktéw poczatkowych Xo, to analize stabilnosci
uktadu nalezy rozpocza¢ od wyznaczenia oszacowania obszaru X, za pomoca
minimalnej elipsoidy B(S, cy) = Xo(S) opisanej na tym zbiorze. Nastepnie nalezy
znalez¢ elipsoidy krytyczne B(S, c-), B(S, c.) takie, ze c. > ¢y, C- > C., Wskaznik
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zbieznosci 4S, c-]=01i AS, ¢,] =0 oraz 1S, c]>0 dla c €(c., c-). Wtedy wskaznik
stabilnosci /S, c., c-) jest dodatni, co gwarantuje, ze zadna trajektoria startujaca z
elipsoidy B(S, co) nie bedzie mogta opusci¢ elipsoidy B(S, c¢.) i bedzie
asymptotycznie zbiega¢ do B(S, c.). Jezeli okreslone wyzej elipsoidy krytyczne
istnieja i sa juz wyznaczone, to rozwazany uklad bedzie stabilny technicznie w
zbiorze rozmytym (B(S, ¢..), B(S, c.)) (Bogusz [10]). Teraz, zaleznie od wzgleddw
praktycznych, mozemy minimalizowac¢ procesy przejsciowe, czyli obszar X- albo
minimalizowa¢ obszar asymptotyczny X, wzgledem parametrow macierzy S. W
skrajnych przypadkach, gdy c.= « (lub c,=0) mamy do czynienia z ukladem
globalnie wyktadniczo stabilnym do zbioru lub z uktadem lokalnie wyktadniczo
stabilnym (do punktu stacjonarnego). Woéwczas mozemy tylko optymalizowaé
zachowania asymptotyczne uktadu (albo zbieznos$¢ proceséw przejsciowych).

W mniej typowym, lecz waznym w praktyce zagadnieniu optymalizacji
szacujemy obszar warunkOw poczatkowych X, ktore gwarantuja przebywanie
proceséw przejsciowych wewnatrz ustalonego obszaru X.. W takim przypadku
nalezy najpierw wyznaczy¢ maksymalna elipsoidg B(S, co) <X- i taka, ze wskaznik
zbieznosci AS, co]>0. Warunek ten zapewnia, ze dowolna trajektoria startujaca z
B(S, co) pozostaje wewnatrz tej elipsoidy, a wiec rowniez w X.. Elipsoida B(S,co)
jest wiec najlepszym oszacowaniem obszaru X,. Teraz dopiero mozemy
maksymalizowa¢ elipsoide B(S,co) wzglegdem parametréw macierzy S.

Aby mozna byto méwi¢ o optymalizacji obszaréw Xo, X-, X,, W przestrzeni stanu,
trzeba postuzy¢ sie odpowiednimi ich miarami o, 1., .. MOga to byé w
szczeg6lnosci objetosci odpowiednich obszarow X,, X-, X, ale niekoniecznie. W
ogdlnosci, z uwagi na réznorodnos¢ zagadnien optymalizacji oraz swobode doboru
odpowiednich miar, optymalizacja funkcja Lapunowa nie jest procedura
jednoznaczng i moze by¢ w pewnym stopniu dostosowana do konkretnego problemu
praktycznego. Kazde z przyjetych kryteriow optymalnosci daje bowiem najczesciej
inna optymalna funkcje Lapunowa oraz nieco inny obraz (inne oszacowania)
wiasnosci stabilnosci badanego modelu.

Niekiedy uzasadnione moze by¢ badanie uktadu przy jednoczesnym uzyciu wielu
kryteribw optymalizacyjnych. Oznacza to badanie uktadu za pomoca wielu funkcji
Lapunowa, co prowadzi do koncepcji wielowymiarowych funkcji Lapunowa.
Zastosowanie takich funkcji do konkretnych uktadéw bedzie omoéwione dokladniej
w Rozdziatach 4,5. Tu warto tylko nadmieni¢, ze stosujac wielowymiarowa funkcje
Lapunowa {x'Six , i = 1,...,k}, mozemy oszacowa¢ obszar stabilnosci kwadratowej
(a wiec obszar przyciagania) w przestrzeni stanu za pomoca sumy mnogosciowej
odpowiednich elipsoid B(S;, ci),....B(S«, ¢€x), natomiast obszar graniczny
(asymptotyczny) za pomoca czesci wspdlnej (przecigcia) pewnych elipsoid. Zatem
wielowymiarowe funkcje Lapunowa beda dawaty na og6t wieksze oszacowania
obszarOw przyciagania oraz mniejsze oszacowania obszar6w granicznych.
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Szacujac obszary X,, X-, X.,, za pomoca odpowiednich elipsoid B(S, ¢), B(S, c-),
B(S, c.) okresla sig¢ ich promienie przy uzyciu wskaznika zbieznosci, co jest
konieczne dla uzyskania oszacowan pewnych (gwarantujacych stabilnos¢). Mozna
jednak takie wyniki uzupetni¢ o oszacowania przyblizone, uzyskane z pomoca
sredniego wskaznika zbieznosci. W ten sposob otrzymamy rozmyte oszacowania
obszaru stabilnosci, czy obszaru granicznego, bedace bardziej precyzyjnym opisem
wiasnosci badanego uktadu. Na przyktad rozmyty obszar graniczny nie tylko bedzie
okreslat zakres ruchu uktadu (przy pewnych stale dziatajacych wymuszeniach), ale
bedzie tez mowit o tym, w jakiej elipsoidzie stan ukladu bedzie spedzat, srednio
biorac, najwiecej czasu. [D6].

Rozmyte oszacowania obszarw Xo, X-, X,, mozna réwniez otrzyma¢, stosujac do
zaburzen uktadu zasade Turkstry opisana w Paragrafie 1.5. W przypadki wielu
niezaleznych zaburzen mozna ta metoda okreslic przyblizone funkcje
przynaleznosci w postaci stref w obszarze rozmycia, ktére odpowiadaja réznym
stopniom (nie)pewnosci prawidtowego funkcjonowania uktadu (Ossowski [83]).

Wybér kryteribw optymalizacyjnych powinien byé¢ podyktowany wzgledami
praktycznymi, czyli powinien zaleze¢ od naszych szczeg6lnych oczekiwan odnosnie
wiasnosci danego uktadu. a

Jezeli parametry uktadu nie sa ustalone, a wymagany obszar stabilnosci w
przestrzeni stanu jest okreslony i chcielibysmy osiagna¢ na przyktad najlepsza
odpornos¢ ukltadu na zaburzenia parametréw, alternatywnym  sposobem
optymalizacji funkcji Lapunowa jest optymalizacja w przestrzeni parametrow.
Omoéwimy teraz pokrotce, na czym taka optymalizacja polega.

Problemat 3.2: (Optymalizacja w przestrzeni parametrow)

Obszarem stabilnosci w przestrzeni parametrow nazywamy zbior wartosci
parametrow peP, dla ktérych badany model (1.4.1) uktadu mechatronicznego jest w
jakims sensie stabilny w okreslonym obszarze X w przestrzeni stanu. W metodzie
optymalnych funkcji Lapunowa obszar stabilnosci w przestrzeni parametréw bgdzie
obszarem 7X(S) ={p € P:¥(S,p)> 0} =P, gdzie S, p) = (S, p) jest wskaznikiem
stabilnosci uktadu na ustalonym zbiorze X. Z uwagi na ciagta zaleznos¢ y (S, p) od
parametréw p, obszar stabilnosci w przestrzeni P bedzie na og6t otwarty [D8].

Jest zrozumiate, ze podstawowym celem optymalizacji w przestrzeni parametrow
jest maksymalne oszacowanie zbioru 7XS) z dotu. W tym celu, podobnie jak w
przypadku optymalizacji w przestrzeni stanu, trzeba postuzy¢ si¢ pewna miara e
uzasadniona wzgledami praktycznymi. Maksymalizacja miary up(P(S)) daje w
rezultacie pewna optymalna macierz S funkcji Lapunowa oraz odpowiadajace jej
najlepsze oszacowanie H(é) obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni parametrow.

Poniewaz wybdr miary zp» nie jest na ogét jednoznaczny, mozemy wykorzystaé¢ do
badan wiele kryteridw optymalizacji i wiele funkcji Lapunowa. Podobnie jak przy
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optymalizacji w przestrzeni stanu, prowadzi to do koncepcji wielowymiarowych
funkcji Lapunowa (Ossowski [58], [69]). a

Omoéwimy teraz pewne naturalne i uzyteczne Kryteria optymalizacji
wielowymiarowych funkcji Lapunowa, stuzace do oszacowania obszaru stabilnosci
w przestrzeni parametréw uktadéw stabilnych w pewnym obszarze X < R".

Przyklad 3.1 (Optymalizacji wektorowej funkcji Lapunowa)

Opiszemy pewna metode optymalizacji wektorowej funkcji Lapunowa dla ukfadu
(3.3.8), gdzie zaburzenia z sa okre$lone za pomoca k parametréw ograniczen
p=(P1,--.-, Px). Oznaczmy przez p;, i = 1,...,k punkty postaci (0,...,0, p;,0,...,0), a przez
(S, p) — wskaznik stabilnosci w obszarze X (S,¢)= X (S) dla ukladu o parametrach
p. Przyjmiemy, ze pozadane nominalne wartosci parametrow (zaburzen) sa réwne
p= 0, a wzrost kazdej ze sktadowych p; pogarsza wiasnosci stabilnosci uktadu.

Z warunkow stabilnosci %(S, pi)>0, i = 1,...k dostaniemy ograniczenia na
dopuszczalne wartosci odpowiednich parametrow p; < pi max(S), W sytuacji, gdy
znikaja pozostate sktadowe wektora parametréw. (Takie zatozenie odpowiada
pewnej skrajnej wersji zasady Turkstry). Do kompletu optymalnych macierzy
S1,..,S¢ Wyznaczonych w powyzszy sposéb mozna dotaczy¢ macierz So wyznaczona
z kryterium maksymalizacji miary u (na przyktad objetosci) obszaru parametréw
Ih(S) < P, dla ktorych 1(S,p)>0. Mozna tez przyjaé 14(S)= P1max(S)---+ Pk max(S)-

Optymalizujac kazda z funkcji (7%(S)), pi max(S), 1 = 1,..k wzgledem
parametrow macierzy S, dostaniemy pewnag optymalna macierz S;. W ten wiasnie
sposob dostajemy wielowymiarowa funkcje Lapunowa o macierzach Sy, S,...,Sk
wyznaczonych z optymalizacji wybranych wskaznikéw jakosci (Ossowski [58]):

#0(S) = w1 (11(S)), £1(S) = Prmax(S),--s #(S) = Picmax(S)- (3.6.1)

Wykorzystujac opisana wyzej wielowymiarowa funkcje Lapunowa dostaniemy
ostatecznie nastepujace oszacowanie obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni
parametrow:

5(30,...,sk)=i_gJ k{peP:yx(Si,p)>0}. (3.6.2)

Podobnie, poniewaz kazda z optymalnych funkcji Lapunowa x'Six, bedaca
sktadowa wielowymiarowej funkcji Lapunowa, wyznacza pewien obszar stabilnosci
X (Sj,Cj) w przestrzeni stanu zwierajacy zatozony wczesniej obszar X, dostajemy
nastepujace oszacowanie obszaru stabilnosci kwadratowej w przestrzeni stanu:

U  X(Si.G). (3.6.3)
k

Powyzsze miary, stuzace do optymalizacji wielowymiarowej funkcji Lapunowa,
nie wyczerpuja oczywiscie wszystkich mozliwosci w tym zakresie. Stosownie do
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problemu mozna na przyktad szacowa¢ maksymalny dopuszczany zakres zmian
parametrow p w okreslonym kierunku w przestrzeni P. a

Zastosowania metody opisanej w Przyktadzie 3.1 podane sa w Rozdziale 5.

Omobwione wyzej dwa podstawowe sposoby optymalizacji nie wyczerpuja
oczywiscie wszystkich mozliwosci. Jezeli nie wszystkie parametry uktadu oraz nie
wszystkie obszary Xo, X., X, sa z gory ustalone (na przyktad wzgledami
praktycznymi znanymi juz na etapie projektowania), to mozliwe sa do pomyslenia
inne, bardziej ztozone kryteria optymalizacji funkcji Lapunowa.

Podsumowujac rozwazania tego rozdziatu, mozemy powiedzie¢, ze synteza,
optymalizacja i ocena modeli uktadow mechatronicznych przy uzyciu metody
optymalnych funkcji Lapunowa jest dokonywana w etapach, ktére moga stanowié
podstawe pewnej metodologii uzytecznej w mechatronice. Etapy te mozna stresci¢
w nastepujacych punktach:

= wyznaczenie struktury (anty)optymalnych sterowan (zaburzen) ukfadu,
zaleznych od parametréw dowolnej macierzy S funkcji Lapunowa,

= teoretyczna analiza wiasnosci uktadu z (anty)optymalnymi sprzezeniami
zwrotnymi zaleznymi od dowolnej macierzy S,

= okreslenie zestawu istotnych wiasnosci  jakosciowych  uktadu
mechatronicznego i ich charakterystyk liczbowych: Ji, Ja,..., Iy =
=J(x,p,z,u), jako wskaznikow oceny,

= Wybor jednego ze wskaznikéw J(x,p,z,u) jako kryterium optymalizacji
funkcji Lapunowa,

= optymalizacja macierzy S wedtug wybranego wskaznika,

= okreslenie optymalnych parametrow struktury uktadu sterowania,

» wyznaczenie wskaznikéw Ji, J,..., Jv przed i po uzyciu sterowania,

= badanie i ocena wiasnosci (efektywnosci) uktadu mechatronicznego.

Zaleznie od celu analizy jakosciowej, niektore z powyzszych punktow moga by¢é
pominigte. Cztery pierwsze etapy stanowia podstawe metody optymalnych funkcji
Lapunowa. Po ich zakonczeniu zwykle wiadomo juz czy i jak dany uklad jest
stabilny i jakich innych wilasnosci jakosciowych uktadu mozna sie spodziewac.
Teoria nie zawsze jednak umozliwia wyznaczenie liczbowych charakterystyk tych
wilasnosci. Dlatego ostatnie cztery etapy, zapewniajace liczbowe uzupetnienie
badania jakosciowego, zwykle musza by¢ wykonane z pomoca badah numerycznych
modelu rozwazanego uktadu. Poniewaz jednak takie modele z okreslonymi
(anty)optymalnymi  sprzezeniami  zwrotnymi opisuja si¢ juz réwnaniami
rézniczkowymi zwyczajnymi, a nie inkluzjami, numeryczne wyznaczanie trajektorii
i badanie ich wiasnosci nie stanowi tu zasadniczej trudnosci.
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4. OBLICZENIOWE ASPEKTY METODY OPTYMALNYCH FUNKCJI LAPUNOWA

Celem analizy jakosciowej jest wnioskowanie o wfasnosciach uk/adu dynamicznego
na podstawie scisfiych rozwazazi matematycznych. Stosujgc drugg metode
Lapunowa, mozha uzyskac¢ informacje czysto jakosciowe o ukfadzie bez znajomosci
optymalnej funkcji Lapunowa. Wystarczy mie¢ zagwarantowane jej istnienie. Jezeli
jednak chcemy uzyskac¢ jakiekolwiek oszacowania ilosciowe wskaznika stabilnosci,
obszardw stabilnosci i przyciggania, kluczowg sprawg jest wyznaczenie optymalnej
lub choéby suboptymalnej funkcji Lapunowa. Z uwagi na z/ozonosé modeli
rozwazanych w mechatronice, scisfe (nienumeryczne) wyznaczenie optymalnej
funkcji Lapunowa rzadko jest mozliwe. W tym wzgledzie metoda optymalnych
funkcji Lapunowa jest Zrod/em okreslonych probleméw obliczeniowych, ktore
warunkujg mozliwosci jej praktycznego (a nie tylko teoretycznego) wykorzystania.

Niniejszy rozdziaf jest poswiecony obliczeniowym aspektom metody optymalnych
funkcji Lapunowa. Nie precyzujqc jeszcze wskaznikdw optymalnosci, ktére zostang
okreslone w nastepnych rozdziafach, oméwimy ogolne zasady optymalizacji funkcji
Lapunowa. Zaproponowana bedzie numeryczna metoda bezposrednia oraz algorytm
genetyczny takiej optymalizacji. Oméwione bedg réwniez pewne przypadki
szczegoblne, dajgce sie rozwigzac scisle. Podane zostang klasy tzw. kanonicznych i
regularnych funkcji Lapunowa, ktére umozliwiajg uzyskanie analitycznych wynikdw
dla wielowymiarowych ukzadéw mechatronicznych.

4.1 Zagadnienia obliczeniowe metody optymalnych funkcji Lapunowa

Metoda funkcji Lapunowa ma dobra podbudowe teoretyczna wywodzaca sie z
klasyki teorii stabilnosci. Jesli jednak przesledzi¢ w literaturze konkretne przyktady
jej zastosowan, nietrudno zauwazy¢, ze nawet w klasie form kwadratowych funkcje
Lapunowa raczej nie sa dobierane wedtug jakiegos kryterium optymalnosci, a
rozpatrywane uktady sa zwykle o niewielkim wymiarze wektora stanu (na przyktad
uktady mechaniczne o jednym lub dwoch stopniach swobody). Zwykle najpierw
wybiera sie jakas funkcje, jako kandydata na funkcje Lapunowa dla danego uktadu,
potem sprawdza sig, czy jest to funkcja Lapunowa, a na koniec (jesli wybdr funkcji
okazal si¢ trafny) przeprowadza si¢ analize stabilnosci uktadu. Wynikéw
otrzymanych w ten sposéb na ogét nie daje sie juz poprawic.

W metodzie optymalnych funkcji Lapunowa przeprowadza sie optymalizacje
parametrow kwadratowej funkcji Lapunowa wzgledem ilosciowych wynikéw
analizy stabilnosci. Do tego celu najlepiej bytoby zna¢ te wyniki, jako funkcje
parametrow ukfadu i parametréw macierzy funkcji Lapunowa. Zwykle jednak nie
znamy analitycznej zaleznosci od parametréw nawet takich wielkosci jak: wskaznik
stabilnosci czy sredni wskaznik zbieznosci wyktadniczej. Wielkosci te mozemy
wyznacza¢ tylko numerycznie dla ustalonych wartosci parametréw. Dlatego na ogot
mozemy optymalizowa¢ funkcje Lapunowa danego uktadu tylko numerycznie.
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Zasadnicza trudnos¢ numerycznej optymalizacji kwadratowej funkcji Lapunowa
wynika z faktu, ze wskaznik stabilnosci, czy wskaznik zbieznosci oraz inne
wielkosci opisujace wiasnosci stabilnosci uktadu, sa z zasady zalezne od supremum
(lub infinium) pewnych funkcji zaleznych od macierzy funkcji Lapunowa. Dlatego
optymalizacja funkcji Lapunowa jest w istocie procesem dwupoziomowym, bowiem
optymalizacji wzgledem parametréw macierzy S podlegaja funkcje, ktére nie sa
dane jawnie, lecz same sa wynikami pewnej optymalizacji wzgledem sktadowych
wektora stanu x. Zatem do takiej optymalizacji nie mozna bezposrednio zastosowaé
standardowych metod numerycznych, na przyktad metod gradientowych.

Tym bardziej czasochtonna moze by¢ numeryczna optymalizacja funkcji
Lapunowa wykonywana tacznie z optymalizacja parametrow uktadu
mechatronicznego bedacego na etapie projektowania, bowiem w takim wypadku
bedziemy mieli do czynienia w zasadzie z optymalizacja trzypoziomowa.

Kolejny problem obliczeniowy metody optymalnych funkcji Lapunowa
zwiazany jest z wymiarem stanu badanych uktadéw. Dla uktadéw o jednym stopniu
swobody wiele zagadnien stabilnosci mozna rozwiaza¢ Scisle, podajac formuty
analityczne. Jednak dla uktadéw wielowymiarowych sprawa sie komplikuje dlatego,
ze liczba parametrow optymalizacji (czyli liczba niezaleznych parametrow macierzy
S) rosnie kwadratowo (jak n(n+1)/2) z wymiarem n wektora stanu uktadu.

Opisana wyzej sytuacja sprawia, ze optymalizacja funkcji Lapunowa jest dosé
ztozonym problemem, ktory dopiero stosunkowo niedawno stat si¢ przedmiotem
bardziej systematycznych badan. Wczesniej znajdowanie funkcji Lapunowa byto w
duzym stopniu sztuka (Kalman [24]). W literaturze mozna wprawdzie spotka¢ opisy
pewnych koncepcji optymalizacji funkcji Lapunowa réznych postaci (Hu [20],
Johanson [22], Sierra [99], Vannelli [111]), ale ich zakres stosowalnosci jest mocno
ograniczony, a ztozona posta¢ takich funkcji raczej wyklucza uzyskanie wynikéw
analitycznych. Dlatego w niniejszej rozprawie poprzestajemy na problemie
optymalizacji form kwadratowych wedtug wskaznika stabilnosci i innych kryteriéw
szczeg6lnie uzytecznych dla uktadéw mechatronicznych (Krbec [28], Olas [47],
[48], Ossowski [58], [62], Radziszewski [90], [92]).

W rozdziale tym bedziemy dalej rozwazali gtdwnie kwestie znajdowania
kwadratowych funkcji Lapunowa dla uktadéw linowych stacjonarnych. Pokazemy,
ze zadanie to jest scisle rozwiazywalne dla waznych w mechatronice klas uktadéw
dynamicznych o wielu stopniach swobody. Ponadto oméwione beda niestandardowe
koncepcje i procedury optymalizacji funkcji Lapunowa bazujace na algorytmach
genetycznych.

Aby uzasadni¢ szeroki zakres stosowalnosci metody optymalnych funkcji
Lapunowa, pokazemy w nastgpnych rozdziatach, ze formy kwadratowe tez moga
by¢ dobrymi funkcjami Lapunowa dla szerokiej klasy uktadéw quasilinowych lub
niestacjonarnych, jesli tylko niestacjonarne lub nieliniowe zaburzenia czesci
liniowej stacjonarnej danego uktadu mechtronicznego sa w pewnym sensie mate.
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4.2 Funkcje Lapunowa uktaddéw liniowych stacjonarnych

Poszukiwanie funkcji Lapunowa dla uktadéw liniowych moze wydawaé sie
zadaniem pozbawionym wiekszego sensu, skoro o ich stabilnosci mozna orzeka¢ na
podstawie wartosci wiasnych macierzy uktadu albo innych kryteriéw algebraicznych
(na przyktad kryterium Hurwiza) [D16]. Okazuje si¢ jednak, ze nawet dla uktadow
liniowych stacjonarnych metoda funkcji Lapunowa i koncepcja optymalizacji oparta
na pojeciu wskaznika stabilnosci oraz wskaznika zbieznosci wyktadniczej
umozliwia uzyskanie gtebszych wynikéw teoretycznych niz jest to mozliwe tylko
metodami algebraicznymi. Znajomo$¢ kwadratowej funkcji Lapunowa daje bowiem
mozliwos¢ rozstrzygniecia kwestii nie tylko czy, ale rowniez jak dany uktad jest
stabilny. Co wigcej, funkcja Lapunowa uktadu liniowego stacjonarnego pozwala na:
ocene przebiegu trajektorii ukladu (wedtug wskaznikow catkowych) oraz
oszacowanie warunkow dostatecznych stabilnosci w przypadku zaburzenia modelu
stacjonarnego sktadnikami nieliniowymi lub niestacjonarnymi.
Aby sprawy doktadniej omoéwi¢, rozwazmy wpierw uktad liniowy stacjonarny

X =Ax,x eR", (4.2.1)

gdzie A jest stata macierza uktadu o wymiarach n x n. Z teorii réwnan liniowych
wiemy, ze ukiad (4.2.1) jest asymptotyczne stabilny, jezeli wszystkie wartosci
wiasne macierzy A leza w lewej potptaszczyznie zespolonej. Macierz A o takich
wilasnosciach nazywana jest macierza stabilna. W przeciwnym razie macierz A
(uktad) jest niestabilna(y).

Jezeli bedziemy poszukiwali funkcji Lapunowa w postaci formy kwadratowej dla
stabilnego uktadu (4.2.1), to wnet przekonamy sie, ze nie kazda dodatnio okreslona
forma kwadratowa V(x) = x'Sx jest funkcja Lapunowa. W zwiazku z tym, ze
bedziemy zajmowali sie tu gtdwnie uktadami mechatronicznymi o stabilnej czesci
liniowej, od razu nasuwa sie pytanie czy na przykitad energia catkowita takiego
ukfadu nie jest ,,dobra dla niego funkcja Lapunowa. Gdyby tak byto, wtedy w ogdle
nie bytoby problemu doboru funkcji Lapunowa dla liniowych uktadéw
mechatronicznych. Niestety w ogo6lnosci energia catkowita jako dodatnio okreslona
forma kwadratowa nie jest zbyt dobra funkcja Lapunowa, poniewaz jej pochodna na
trajektoriach uktadu zwykle nie jest ujemnie okreslona, lecz tylko niedodatnia.
Dzieje sie tak dlatego, ze w punktach zawracania pochodna energii na trajektoriach
osiaga warto$¢ zero. Stosujac niezbyt dogodna operacyjnie zasade LaSalle’a
(Gutowski [17], Sastry [96]) mozemy wprawdzie dzigki takiej funkcji wnosi¢ o
stabilnosci asymptotycznej liniowego uktadu mechanicznego, ale nie mozemy juz
wykorzysta¢ tego faktu na przyklad do szacowania obszaréw stabilnosci danego
uktadu w obecnosci jakichkolwiek niestacjonarnych lub nieliniowych zaburzen. Aby
co$ powiedzie¢ o takim ukiadzie, trzeba dobra¢ bardziej odpowiednia forme
kwadratowa jako funkcje Lapunowa. Podstawowa kwestia jest tu teoretyczna
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mozliwos$¢ dokonania takiego wyboru [D15] i jest to problem dotyczacy wszystkich
uktadéw mechatronicznych. Aby wykaza¢, ze formy kwadratowe moga byc¢
funkcjami Lapunowa dla takich uktadéw, musimy przede wszystkim wykazac, ze sa
takimi dla uktadow liniowych stacjonarnych.

Jezeli forma kwadratowa x'Sx miataby by¢ funkcja Lapunowa stabilnego uktadu
(4.2.1), to jej pochodna zupetna po trajektoriach uktadu powinna by¢ okreslona
ujemnie. Rozniczkujac forme X'Sx i korzystajac z réwnan (4.2.1), nietrudno
stwierdzi¢, ze poszukiwanie kwadratowych funkcji Lapunowa dla uktadéw postaci
(4.2.1) sprowadza si¢ do znajdowania dodatnio okreslonych macierzy S, dla ktorych
macierz A'S + SA jest okreslona ujemnie. Latwo sprawdzi¢ na prostych
przykiadach, ze macierz A'S + SA nie musi by¢ dodatnio okreslona dla dowolnie
wybranej macierzy dodatnio okreslonej S. Podstawowa przeto kwestia jest, czy dla
uktadéw asymptotycznie stabilnych (4.2.1), w ogole istnieja kwadratowe funkcje
Lapunowa X'Sx i jak je znajdowa¢. Kwestig te rozstrzyga nastepujace

Twierdzenie 4.1:(O istnieniu kwadratowej funkcji Lapunowa dla uk/fadu liniowego).
Macierz A danego modelu liniowego (4.2.1) jest stabilna (tzn. ma ujemne czesci
rzeczywiste wartosci wiasnych) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatnio
okreslonej macierzy Q réwnanie macierzowe

A'S+SA=-Q (4.2.2)

ma rozwiazanie ze wzgledu na dodatnio okreslona macierz S. Wtedy oczywiscie
forma kwadratowa x'Sx jest funkcja Lapunowa dla rozwazanego uktadu, a jego

rozwiazania sa wyktadniczo stabilne wediug normy ||| . Innymi stowy, dla kazdej

kwadratowej funkcji Lapunowa x"Sx stabilnego ukladu (4.2.1), istnieje odpowiednia
macierz Q generujaca macierz S funkcji Lapunowa. #

Dowod: sprowadza si¢ do wykazania, ze macierz

+00 T

J e TQefdr (4.2.3)

0
istnieje i jest poszukiwanym rozwiazaniem (Gutowski [17], Kaczorek [23], Sastry
[96]). Spetnienie rownania (4.2.2) wykazuje sie rézniczkujac po czasie catke (4.2.3)
w granicach (0, t), a nastepnie przechodzac do granicy t —— + oo. Istnienie catki
(4.2.3) wynika z tego, ze funkcje wyktadnicze pod catka ,,szybko” zanikaja do zera
dlat—— + oo, jesli macierz A jest stabilna.

Odwrotnie, jesli S jest macierza funkcji Lapunowa rozwazanego uktadu, to

pochodna zupetna na trajektoriach musi by¢ ujemnie okreslona. Poniewaz

dVv/dt =xT(SA+ATS)x, to musi istnie¢ macierz dodatnio okreslona Q taka, ze
zachodzi réwnos¢ (4.2.2). .
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Roéwnanie postaci (4.2.2) zwane jest algebraicznym réwnaniem Lapunowa.
Macierz dodatnio okreslona S, bgdaca jego rozwiazaniem, zalezy w istotny sposob
nie tylko od stabilnej macierzy A, ale réwniez od dodatnio okreslonej macierzy Q.
Poniewaz macierz Q moze by¢ zupetnie dowolna macierza dodatnio okreslona,
mozemy, rozwiazujac réwnanie Lapunowa, wygenerowa¢ dowolng liczbe funkcji
Lapunowa dla uktadu liniowego o danej macierzy A. Pojawia sie tu jednak kwestia
optymalnego doboru macierzy Q, ktéra umozliwi znalezienie funkcji Lapunowa
(czyli macierzy S) optymalnej w okreslonym sensie. Zatem zamiast o optymalizacji
macierzy S, mozemy mowic o optymalizacji macierzy Q.

Rozwiazywanie réwnania Lapunowa (4.2.2) za pomoca wzoru (4.2.3) byloby
niepraktyczne, jako ze znalezienie funkcji wyktadniczej macierzy A (na przyktad
metodq Sylwestera) wymaga znajomosci jej wartosci witasnych. Lepiej jest wprost
rozwiaza¢ réwnanie Lapunowa ze wzgledu na elementy macierzy S. Warunki
rozwiazywalnosci (liniowej niezaleznosci) uktadu (n*+n-2)/2 réwnan liniowych
wynikajacych z réwnania macierzowego (4.2.4) beda oczywiscie réwnowazne
warunkom Hurwiza dla wielomianu charakterystycznego macierzy A [D16].
Analityczne rozwiazywanie algebraicznego rownania Lapunowa dla dowolngj
macierzy Q ma sens dla wymiaréw n = 2, 3, ale juz dla n = 4 wzory Sciste staja si¢
tak skomplikowane, ze w zasadzie przestaja by¢ przydatne do teoretycznej analizy.

Do numerycznego rozwiazywania réwnania Lapunowa dla uktadéw o kilku
stopniach swobody mozna wykorzysta¢ ,,solwery” dostepne w internecie. Chcac
jednak mie¢ niezalezna procedurg rozwiazywania rdwnania Lapunowa, jako jednego
z elementéw wiasnego pakietu koddéw obliczeniowych, mozna wykorzysta¢ na
przyktad metode eliminacji Gaussa (Potozy [86]). W tym celu nalezy tylko
przeksztatci¢ (numerycznie) macierzowe rownanie Lapunowa do standardowej
postaci uktadu réwnan liniowych ze wzgledu na parametry macierzy S, a nastepnie
zastosowac¢ standardowa procedure rozwiazywania takich réwnan. Metoda ta moze
by¢ z powodzeniem stosowana do uktadéw o kilkunastu stopniach swobody, co
zupetnie wystarcza do analizy wielu uktadow mechatronicznych. Znany jest tez
klasyczny algorytm specjalnie dostosowany do rozwiazywania algebraicznego
réwnania Lapunowa (Bartels [7]), ktéry dobrze sie sprawdza dla wymiaru n <100
macierzy A. Dla jeszcze wiekszych wymiaréw rozwiazywanie tego réwnania
stanowi juz powazny problem. Mozna wtedy zastosowaé genetyczne metody
optymalizacji oméwione w Paragrafie 4.6. W literaturze proponuje sie tez inne
algorytmy iteracyjne, jednak skuteczne tylko dla macierzy A szczeg6lnych postaci,
na przyktad dla tzw. macierzy rzadkich (Zecevic [120]).

Jest jasne, ze najbardziej pozadana jest macierz S zapewniajaca maksymalna
wartos¢ wskaznika stabilnosci /(S). Niestety macierz S funkcji Lapunowa dla
uktadu (4.2.1), znaleziona dla przypadkowej macierzy Q, nie bedzie na ogot
optymalna w tym sensie. Mamy bowiem nastepujace oszacowanie dla funkcji
Lapunowa V(X) = X'Sx, wyznaczonej z (4.2.2):
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V=x" (ATS +SA)>< = X TQX < —Ayin (Q)- X Tx < —2- Jmin(Q) v
Zﬂmax (S)

Otrzymane z tego oszacowanie wskaznika zbieznosci wyktadniczej
7(8)27(S) = Amin(Q)/2Amax (S) (4.2.4)

na ogo6t nie zapewnia warunkéw koniecznych i dostatecznych stabilnosci
rozwazanego uktadu liniowego o macierzy A.

Istnieje zatem kwestia dobru optymalnej macierzy S do danej macierzy A uktadu.
Forme kwadratowa x'Sx nazwiemy optymalna funkcja Lapunowa dla uktadu
X =Ax w sensie wskaznika stabilnosci, jezeli zapewnia maksymalne oszacowanie
tego wskaznika, réwne maksymalnej czg$ci rzeczywistej wartosci wiasnych
macierzy A. Jezeli optymalnosé¢ bedziemy rozumieli w takim sensie, znane sa sciste
rozwiazania tej kwestii, ale dla szczegélnych macierzy A i S. Na przyktad macierz
S=I funkcji Lapunowa jest optymalna dla dowolnej symetrycznej macierzy A, a
nawet dla macierzy normalnej, tzn. spelniajacej warunek ATA = AA'T. Mamy
bowiem nastepujace oszacowania dla funkcji V(x) = x'x i odpowiednio dla
symetrycznej oraz normalnej macierzy A (Radziszewski, Ziemba [16]):

V=2-x"%x=2-xT AX< —2[~Amax (A)]-V , (4.2.5)
V=2xTx=xT[AT + Ak < -2~ max Re4(A)]-V . (4.2.6)
i=1...n

Z oszacowan tych wynika, ze wskaznik zbieznosci wyktadniczej jest rowny minus
maksymalnej czesci rzeczywistej wartosci wiasnej macierzy A, co wiasnie oznacza,
ze forma kwadratowa V(x) = x'x_jest optymalna w okreslonym wyzej sensie.

Ogolniejsze rozstrzygniecie kwestii istnienia optymalnej funkcji Lapunowa w
sensie wskaznika stabilnosci wyktadniczej zapewnia nastepujace

Twierdzenie 4.2: (Radziszewski [92]) Jezeli istnieje nieosobliwa macierz P
zbudowana z wektorow wiasnych macierzy A stabilnego uktadu liniowego
stacjonarnego, to macierz S = (P)*(P™) jest macierza optymalnej (w sensie
wskaznika zbieznosci wykladniczej) funkcji Lapunowa dla tego uktadu.
(symbol * oznacza tu operacje sprzezenia hermitowskiego macierzy).

Dowdd: Z przyjetych zatozen wynika, ze macierz A jest diagonalizowalna, a P jest
macierza zmiany bazy taka, ze macierz U =PAP = diag [4(A)...., 4(A)]. Jezeli
zatem dokonamy liniowej zmiany wspotrzednych x = Py, to rownanie (4.2.1) dla
rozwazanego ukladu liniowego przyjmie nastgpujaca postac¢ diagonalna:

y=Uy. (4.2.7)
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Poniewaz macierz U jest diagonalna, macierz optymalnej funkcji Lapunowa dla
uktadu (4.2.7) we wspbtrzednych y bedzie macierza jednostkowa 1. Zatem
optymalna funkcja Lapunowa dla uktadu (4.2.9) bedzie forma y*y. Wracajac teraz
do starych wspdirzednych x, dostaniemy postulowana w twierdzeniu postaé
macierzy optymalnej funkcji Lapunowa rozwazanego uktadu, albowiem
y*y = x'(PH*(P)x= x"Sx. *
Klasa dodatnio okreslonych form kwadratowych jest wigc dostatecznie szeroka
do badania stabilnosci uktadéw liniowych stacjonarnych druga metoda Lapunowa,
poniewaz zawiera funkcje Lapunowa, zapewniajace warunki konieczne i
dostateczne stabilnosci takich uktadéw (Muszynska [45], Radziszewski [90]). Z
powyzszego twierdzenia wynika jednak, ze znalezienie optymalnej kwadratowej
funkcji Lapunowa dla dowolnego ukiadu liniowego stacjonarnego wymaga
znajomosci wartosci i wektorow wiasnych jego macierzy A. Jest to wigc zadanie
niemal réwnowazne ze znalezieniem rozwiazan ogolnych ukfadu. Zatem w
rozwazanej klasie uktadéw badanie stabilnosci druga metoda Lapunowa jest
catkowicie réwnowazne metodzie algebraicznej. Metoda Lapunowa daje jednak
wigcej informacji o jakosciowym zachowaniu sig trajektorii uktadu i pozwala na
pewne oszacowania ilosciowe. Co najwazniejsze, metoda funkcji Lapunowa
(analityczna, a nie algebraiczna w swej istocie) zachowuje aktualnosé¢ dla uktadéw
liniowych niestacjonarnych oraz uktadéw quasiliniowych, dla ktorych traca sens
pojecia algebraiczne takie jak: wartosci czy wektory wiasne.

Twierdzenie 4.2 pokazuje tez, ze nie zawsze nalezy i nie zawsze warto ,walczy¢
za wszelka ceng o optymalnos¢ funkcji Lapunowa, zwiaszcza w przypadku analizy
stabilnosci uktadéw o wielu stopniach swobody. Nalezy pamigta¢, ze funkcja
Lapunowa nie jest celem samym dla siebie, lecz jedynie srodkiem do celu, jakim jest
ocena wiasnosci jakosciowych uktadu. Najwazniejsze jest, aby uzyska¢ mozliwie
dobre i proste oszacowania. Do tego wystarcza suboptymalne funkcje Lapunowa,
ktére mozemy znalezé znacznie prosciej (bez wyznaczania wartosci i wektoréw
wiasnych), na przyktad rozwiazujac algebraiczne réwnanie Lapunowa za pomoca
jednego z algorytmoéw optymalizacji bezgradientowej, opisanych w Paragrafie 4.6.

Przyklad 4.1: (Optymalna funkcja Lapunowa oscylatora o jednym stopniu swobody)
Rozwazmy oscylator harmoniczny opisany modelem X+2px+qgx=0. W postaci

modelu pierwszego rzedu uktad ten opisany jest macierza:

A—[O 1} (4.2.8)
=g _2p| 2.

Rachunki analityczne daja nastepujaca posta¢ optymalnej macierzy S funkcji
Lapunowa (Radziszewski [90],[92], Ossowski [55]):



90 4 — Obliczeniowe aspekty metody optymalnych funkcji Lapunowa

[ 2

S{f, ﬂgdyq<1,p2<q, S{q_ - p}gdyq>1,p2<q,
p 1

ktora zapewnia maksymalna wartos¢ wskaznika stabilnosci rowna ttumieniup. Q

Ciekawa jest kwestia istnienia optymalnej funkcji Lapunowa w przypadku, gdy
nie istnieje baza ztozona z wektoréw wiasnych macierzy A. Oczywiscie mozna
uzna¢ taki przypadek za krytyczny i nieco zmieni¢ parametry macierzy A, aby
Twierdzenie 4.2 dato sie zastosowaé. Mozna tez zmieni¢ nieco parametry macierzy
S, aby utworzy¢, formalnie rzecz biorac, funkcje Lapunowa dla rozwazanego
uktadu. To jednak nie do konca rozwiazuje problem. W poblizu wartosci
krytycznych parametrow macierzy A po prostu nie mozemy poprzesta¢ na
wskazniku zbieznosci wyktadniczej, jako jedynym kryterium optymalizacji. Chcac
w takim przypadku sensownie optymalizowa¢ funkcje Lapunowa, musimy
uwzgledni¢ na przyktad amplitude procesoéw przejsciowych. W poblizu parametrow
krytycznych poziomice funkcji Lapunowa, jako elipsoidy w przestrzeni stanu, staja
sie¢ bowiem coraz bardziej wydtuzone, a w samym punkcie Krytycznym rozwazana
funkcja staje si¢ kwadratem funkcji liniowej, czyli nie jest juz funkcja Lapunowa.
Jest to wiec sytuacja, gdy rozwiazanie optymalne znajduje si¢ na brzegu obszaru w
przestrzeni parametréw macierzy S, a obszar ten, na mocy dodatniej okreslonosci
macierzy S, jest otwarty.

4.3 Szczegolne postaci macierzy funkcji Lapunowa

Jest oczywiste, ze macierz kwadratowej funkcji Lapunowa danego uktadu, podobnie
jak i réwnania samego ukfadu, zalezy od wyboru wspoéirzednych stanu. Jezeli
zmienimy wspo6trzedne stanu x wedtug transformacji liniowej x = Dy, gdzie detD=0,
to funkcja Lapunowa x'Sx przeksztatci si¢ do postaci y'D'SDy, co odpowiada
transformacji macierzy S do macierzy S; = D'SD. Zatem, formalnie rzecz biorac,
mozna dokona¢ transformacji do takich wspotrzednych stanu, w ktorych macierz
(optymalnej) funkcji Lapunowa dla danego ukladu bedzie jednostkowa. Jednak
znalezienie takiej transformacji jest raczej trudne. Dlatego zwykle dokonuje sie
transformacji w przestrzeni stanu, w celu doprowadzenia macierzy uktadu A do
postaci chociaz dogodniejszej do znalezienia macierzy funkcji Lapunowa. W
niniejszym paragrafie omowimy podstawowe postaci macierzy A i S, ktére moga
by¢ wykorzystane w procedurach znajdowania optymalnych funkcji Lapunowa.

Problem znajdowania odpowiednich macierzy S funkcji Lapunowa nasila si¢
wraz ze wzrostem wymiaru n przestrzeni stanu badanego ukfadu. Znalezienie
funkcji Lapunowa jest konieczne dla wykazania samej stabilnosci, ale o stabilnosci
mozna tez rozstrzygna¢ innymi metodami (na przyktad stosujac kryterium Hurwiza
[D16]). Warto sie zatem zastanowic, jaki jest sens stosowania form kwadratowych o
duzym wymiarze do opisu innych wilasnosci stabilnosci uktadéw. Kwadratowa
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funkcja Lapunowa o duzym wymiarze, jesli nie ma jakiej$ szczegdlnej postaci (na
przyktad klatkowej), raczej niezbyt precyzyjnie opisuje wiasnosci jakosciowe
uktadu, procz samej stabilnosci. Wida¢ to choéby na przyktadzie zbieznosci
wyktadniczej. Forma kwadratowa zalezna od duzej liczby zmiennych stanu, nawet
jesli maleje wyktadniczo na trajektoriach uktadu, nie wyklucza mozliwosci
wystapienia lokalnie zbyt duzych (z praktycznego punktu widzenia) wartosci
poszczegolnych zmiennych stanu. Dlatego kwadratowa funkcja Lapunowa dla
uktadu o duzym wymiarze wektora stanu moze by¢ przydatna gtéwnie do wykazania
stabilnosci uktadu. Aby uwidoczni¢ jak dany uktad jest stabilny lub bardziej
szczeg6towo zbada¢ inne jego wiasnosci, niekiedy lepiej jest stosowaé formy
kwadratowe opisujace pewne istotne poduktady danego uktadu. Wiaze sig ta kwestia
scisle z zagadnieniem faktoryzacji macierzy S, czyli doprowadzaniem jej do postaci
klatkowej diagonalnej.

Problemat 4.1: (Klatkowa macierz funkcji Lapunowa)

Problem znalezienia funkcji Lapunowa dla uktadu wielowymiarowego mozna
sprowadzi¢ do problemu znalezienia funkcji Lapunowa dla wielu ukladéw o
nizszym wymiarze, jezeli macierz uktadu A przedstawimy w postaci klatkowej
diagonalnej diag [Ay,..., A«], gdzie Ai,...,A¢ Sa macierzami kwadratowymi o
wymiarze mniejszym od wymiaru n macierzy A. Uktad dekomponuje si¢ wtedy na k
niezaleznych poduktadéw, a macierzowe réwnanie Lapunowa (4.2.4) mozna
rozwiagzywa¢ dla macierzy Q postaci Q = diag [Qi,...,Qx], gdzie Q,...,Qk sa
macierzami dodatnio okreslonymi o wymiarach odpowiadajacych klatkowej
strukturze macierzy A. Wéwczas rozpatrywane réwnanie Lapunowa faktoryzacje sie

na k niezaleznych réwnan Lapunowa AiTSi +SjAj =-Qj, 1=12,..,k 0 nizszym
wymiarze. Rozwiazujac te réwnania, dostajemy w rezultacie klatkowa macierz

funkcji Lapunowa S = diag [Sy,...,S¢], ktéra odpowiada sfaktoryzowanej funkcji
Lapunowa catego uktadu w postaci sumy

Vs(X) = X'SX = X1 'SiXq + ... + X' SiXie (4.3.1)
gdzie poszczeg6lne formy kwadratowe sa funkcjami Lapunowa dla odpowiednich
poduktadow. Q

Powyzszy wniosek precyzuje nastepujace

Twierdzenie 4.3: Jezeli dany ukfad jest ztozony z k niezaleznych i stabilnych
poduktadéw liniowych, to suma funkcji Lapunowa tych poduktadéw jest funkcja
Lapunowa dla rozwazanego uktadu. Co wigcej, wskaznik stabilnosci uktadu
ztozonego bedzie wtedy réwny

y=min[3, 72, %1,
gdzie y, 7,...% € R+ sa wskaznikami stabilnosci jego poduktadow. #
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Dowod: Oznaczmy przez V; :xiTSixi, i=12,..,k funkcje Lapunowa
poszczegolnych poduktadéw uktadu (4.2.1), dla ktérych wskazniki stabilnosci sa
dodatnie i oznaczone odpowiednio przez %=x(Si), i = 1,..., k. Aby wykaza¢, ze

funkcja V(X)= Vi(xy) +..+ Vi(Xk ) 0 macierzy S = diag[Ss,...,S] jest funkcja
Lapunowa dla catego uktadu o macierzy A, oszacujmy wskaznik stabilnosci
(okreslony wzorem (3.1.12)) jak nastepuje:

T T T

A X1 SA{Xq + -+ X, SAL X

7(S)=—sup| 2 SAX — —sup| Tl L kT uJALI PN
x#0| X SX x#0[  Xq SXg 4+ X SXi

T T
Z—Supl: X1 SA]_X]_ ]—"-—Supli XnSAan ]Z

x£0| X] SXq + -+ + X SX x#0| X SXq + -+ X} X,
(4.3.2)
T T
~ X1 SA1X X, SA X
Z]/(S)Z—Sup % e — sup kT—kk ,
x120| X1 SXq xp=0| X SXi

gdzie ostatnie suprema nie sa niezalezne, lecz sa liczone po Xy ,..., Xk z warunkiem
V(X) = Vi(Xy) +...+ VKy(X« ) =1. Nietrudno wykaza¢, ze 7(S) = min[y, y2,..., x]1>0.

Zatem funkcja V(X) = V1(Xy) +...+ Vi(Xk) jest funkcja Lapunowa rozwazanego uktadu
ztozonego. *

Funkcja Lapunowa postaci (4.3.1) jest szczegdlnym przypadkiem tzw.
wektorowej funkcji Lapunowa (Bellman [8], Hu [20]), ktéra mozna réwniez
wykorzysta¢ do znajdowania suboptymalnych funkcji Lapunowa dla pewnej klasy
uktadéw mechatronicznych ztozonych ze stabo zwiazanych poduktadow.
(Przyktadem takiego uktadu moze byé¢ zawieszenie pojazdu czterokotowego,
ktorego petny model rzadko jest rozpatrywany. Przewaznie w pracach na ten temat
przedstawia sie uproszczona analize teoretyczna i wyniki obliczen dla modelu ¥4 lub
Y, zawieszenia, pomijajac sprzezenie zawieszen poszczegblnych koét). To
stwierdzenie jest konsekwencja ogélniejszego faktu wynikajacego z ciaglej
zaleznosci wskaznika stabilnosci od parametréw [D8]. Mianowicie, jezeli macierz A
uktadu (4.2.1) jest liniowo zalezna od pewnych parametréw a,..., ax , czyli da si¢
zapisa¢ jako A = Ag + a;A; + ... + Ay, zas Sp jest macierza funkcji Lapunowa
uktadu o stabilnej macierzy Ao, to Sp bedzie tez macierza funkcji Lapunowa dla
uktadu o parametrach (ay,..., a) nalezacych do pewnego otoczenia punktu {0} € R¥.
Granice tego obszaru mozna wyznaczy¢ na ogot numerycznie, badajac wartosci
wskaznika stabilnosci w roznych kierunkach w przestrzeni parametréw (ay,..., a).

Jak z powyzszego wynika, wazna sprawa jest doprowadzenie macierzy A ukladu
do postaci klatkowej diagonalnej z ewentualnie matymi elementami poza struktura
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klatkowa. Znanych jest szereg sposob6éw znajdowania odpowiedniej do tego
transformacji wspotrzednych w przestrzeni stanu.

Jezeli model strukturalny uktadu charakteryzuje sie skonczona grupg symetrii, to
mozna dokona¢ rozktadu macierzy A na klatki wedtug nieprzywiedlnych
reprezentacji tej grupy. Zaleta takiego rozkiadu jest fakt, ze wynika on z samej
symetrii uktadu, a nie z konkretnych wartosci jego parametréw. Dlatego macierz
transformacji wspotrzednych x do wspétrzednych symetrycznych nie zalezy od tych
parametrow. Ma to istotne znaczenie przy analizie wiasnosci stabilnosci w
przestrzeni parametrow lub przy syntezie uktadu modyfikacji parametrycznej.

Innym sposobem faktoryzacji jest sprowadzenie macierzy A ukfadu do postaci
kanonicznej Jordana. Macierze rzeczywiste w tej postaci zawieraja Klatki
jordanowskie pierwszego i drugiego rodzaju w zaleznosci od wartosci wiasnych,
ktore reprezentuja. Metoda ta umozliwia wprawdzie faktoryzacje macierzowego
réwnania Lapunowa (4.2.4) do rozmiaru poszczegolnych klatek jordanowskich, ale
jej uzytecznosé jest jednak ograniczona, poniewaz wymaga ona wyznaczania
wartosci wiasnych macierzy uktadu.

Prostszym sposobem faktoryzacji macierzy uktadu jest sprowadzenie jej do tzw.
postaci klatkowej Frobeniusa. Jezeli dla macierzy nieosobliwej A i wektora B = 0
wektory B, AB,..., A™'B s liniowo niezalezne, to wowczas tworza one tzw. baze
cykliczng (Frobeniusa), w ktorej macierz A przyjmuje posta¢ kanoniczna zwana
wiasnie przedstawieniem Frobeniusa [D16].

Uktad oscylatora o jednym stopniu swobody, uktady reologiczne wyzszego rzedu
i wiele innych uktadéw mechanicznych, czy fizycznych w naturalny sposéb opisuje
sie réwnaniami liniowymi z macierza tej postaci. Odpowiednie parametry macierzy
A sa wowczas wspoétczynnikami wielomianu charakterystycznego, a jednoczesnie
maja bezposrednia interpretacje fizyczna. Wtedy stosunkowo tatwo jest w takiej
bazie okresli¢ zapas stabilnosci uktadu w przestrzeni parametrow fizycznych,
stosujac na przyktad kryterium Hurwiza lub Kharitonowa [D16].

Nie kazda macierz A da sie przedstawi¢ w postaci Frobeniusa, ale zawsze mozna
sprowadzi¢ macierz A do postaci klatkowej diagonalnej, w ktorej klatkami beda
macierze postaci Frobeniusa. W mechanice istnieja sytuacje, w Kktorych posta¢
klatkowa macierzy uktadu uzyskuje sie w sposob naturalny. W szczegélnosci, za
pomoca odpowiedniej transformacji wspotrzednych mozna dokonaé¢ rozktadu
modelu liniowego uktadu drgajacego o dowolnej liczbie stopni swobody na
oscylatory modalne (wykonujace drgania wiasne) (Gutowski [18], Osinski [54]).
Odpowiada to sprowadzeniu macierzy ukladu (zapisanego w postaci réwnan
pierwszego rzedu) do postaci klatkowej Frobeniusa. W ogoélnym przypadku
zagadnienie to nie jest rozwiazywalne analitycznie. Istnieja jednak szczeg6lne
postaci macierzy A, dla ktérych znane sa rozwiazania $ciste (Wojewodin [117]).

Podstawowa zaleta opisanych metod faktoryzacji jest typowa posta¢ klatek
macierzy. Umozliwia to znalezienie ogdlnych, a nawet analitycznych rozwiazan
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zagadnienia (czyli wyznaczenia macierzy funkcji Lapunowa) dla klatek o niskich
wymiarach 2,3,4. Dysponujac takim zestawem rozwiazan, zagadnienie znajdowania
kwadratowej funkcji Lapunowa dla wielowymiarowych uktadéw liniowych mozna
sprowadzi¢ do standardowych procedur numerycznych algebry liniowej.

4.4 Kanoniczne i regularne funkcje Lapunowa

Sciste wyznaczenie wskaznika zbieznosci wyktadniczej wzgledem okreslonej normy
w przestrzeni stanu dla dowolnego uktadéw wielowymiarowego jest na ogot
niemozliwe nawet w przypadku liniowym. Istotnie, korzystajac z (3.1.12) nietrudno

wykaza¢, ze wskaznik stabilnosci wykiadniczej wedtug normy || ukladu (4.2.1)
wyraza Sie wzorem

.
y(S)= —sup{x SAX}: — sup BXT(PAP‘l + P‘lAPH, (4.4.1)
IKlg=1

gdzie P jest pierwiastkiem macierzy S, czyli taka macierza nieosobliwa, ze S = P'P.
Wskaznik stabilnosci uktadu liniowego stacjonarnego jest wigc minimalna wartoscia

wlasng macierzy symetrycznej [—(PAP‘1+P‘1AP)/2]. Zatem problem

wyznaczenia wskaznika stabilnosci uktadu dla danej macierzy S funkcji Lapunowa
sprowadza sie wyliczania wartosci wiasnych, co wymaga rozwiazywania rownan
algebraicznych wyzszego stopnia. Analityczne wzory wyrazajace pierwiastki takich
rownan za pomoca funkcji elementarnych — jak wiadomo — nie istnieja. Mozna
jednak poda¢ analityczne formuty dla pewnych szczegdlnych klas wielomiandéw o
odpowiednio dobranych parametrach. W przypadku wskaznika stabilnosci mamy
analogiczna sytuacjg. Poniewaz wskaznik stabilnosci jest ciagta funkcja parametrow
macierzy S, w przypadku formy kwadratowej wyzszego wymiaru mamy dos¢ duza
swobode doboru parametréw, dla ktérych wskaznik zbieznosci jest dodatni, choé¢
niekoniecznie maksymalny.

Okazuje sig, ze w wielu przypadkach mozna obnizy¢ wymiar problemu lub
wrecz wyprowadzi¢ scisty wzér na wskaznik stabilnosci, nie poprzez transformacje
macierzy uktadu, lecz poprzez odpowiedni dobor parametréw funkcji Lapunowa.
Oznacza to, ze czasem mozna okresli¢ analityczna zaleznos¢ wskaznika zbieznosci
przynajmniej od pewnych istotnych parametrow uktadu, ale w ograniczonej klasie
form kwadratowych. Tego typu formy kwadratowe bedziemy okreslali mianem
kanonicznych funkcji Lapunowa dla rozpatrywanego uktadu.

Definicia _4.1: Dodatnio okreslona macierz S jest kanoniczna dla uktadu
dynamicznego zaleznego od pewnych parametrow p, jezeli mozna wyznaczy¢ scista
analityczna zaleznos¢ wskaznika stabilnosci y (S,p) (okreslonego wzorem (4.4.1))

od tych parametrow. #
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Podana definicja kanonicznosci jest bardzo ogdlna i, co wiecej, nie zada, aby
macierz S byta macierza funkcji Lapunowa. Zatem kanoniczne macierze S moga
by¢ tez stosowane do uktaddw niestabilnych (A,B), ale sterowalnych (Rozdziat 7).
Parametry p moga by¢ dowolnie wybrane sposréd wszystkich parametrow modelu
(w szczegolnosci moze to by¢ jeden parametr). Istotne jest tylko to, aby mozna byto
wyznaczy¢ analitycznie zaleznosé¢ wskaznika stabilnosci od tych parametréw.

Poszukiwanie rozwiazan zagadnien mechatroniki za pomoca kanonicznych
funkcji Lapunowa moze by¢é bardzo pozyteczne, poniewaz umozliwia czgsto
wyznaczenie analitycznych zaleznosci wskaznika zbieznosci, na przyktad od
amplitudy sterowan czy zaburzen uktadu o wielu stopniach swobody. Jak to stosuje
si¢ do konkretnych modeli uktadéw pokazemy w nastepnych rozdziatach.

Posta¢ warunkow jakie powinna spetnia¢ kanoniczna funkcja Lapunowa wynika
na ogét zaréwno z réwnan uktadu jak i z celu przeprowadzanej analizy wiasnosci
uktadu. Istnienie macierzy S, dodatnio okreslonych i spetniajacych odpowiednie
warunki kanonicznosci stanowi oddzielny problem, nie zawsze tatwy do
rozwiazania. W analizie stabilnosci uktadéw czesto mozna jednak dos¢ prosto
znalez¢ pewna Klase macierzy kanonicznych, ktéra jest jeszcze dostatecznie bogata
do przeprowadzenia sensownej optymalizacji funkcji Lapunowa.

Ponizej okreslimy szczeg6lnie wazny przyktad kanonicznych macierzy S
majacych zastosowanie do analizy uktadéw liniowych ze sterowaniami i
zaburzeniami addytywnymi.

Definicja 4.2: (Ossowski [57], [59]) Dodatnio okreslona macierz S nazywamy
macierza kanoniczna dla ukiadu (A,B), gdzie B € R", gdy spetniony jest nastepujacy
warunek:

B'(ATS+SA)X=0 (4.4.2)

dla kazdego X nalezacego do przestrzeni Bé = {x : B'Sx = 0}, ktora jest S-
ortogonalna do wektora B, a wskaznik

.-...T ~
Voo =—SUp X~TSA:X (4.4.3)
x=0| X SX
jest obliczony na podprzestrzeni Bé, jest dodatni. #

Warunki (4.4.2), (4.4.3) o0znaczaja, ze podprzestrzen Bé jest niezmiennicza
wzgledem przeksztalcenia o macierzy S*(AT S + SA) a rzut trajektorii uktadu

X = AX na podprzestrzen Bé jest wyktadniczo zbiezny.

Podobnie mozna zdefiniowa¢ kanoniczne funkcje Lapunowa dla uktadu
liniowego (A, By,..., By ) lub dla pewnych klas uktadéw quasiliniowych.
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Dogodnos¢ kanonicznych macierzy S ilustruje nastepujacy

Przyklad 4.2: (Wyznaczenie wskaznika stabilnosci wzgledem normy kanonicznej)
Wykorzystujac warunki kanonicznosci macierzy S tatwo wykazaé nastepujacy fakt:

XTSAX 2 T, AT ~ ~Tan~
7(S)=—sup =—sup[/1 BSAB + BT (ATS+SA)X + X ' SAX |=
T P

x#0| X SX A,X

= —sup[/IZBSAB + >~(TSA>~<].
A

Przeksztatcajac dalej, dostaniemy nastgpujaca formutg na wskaznik stabilnosci

B'SAB . BTSAB
7(8)=74(S)- sup 52[ . +7oo(S)J =min| 7., (8) =7 |.
£2< IBlls 1B

Jak wida¢, n-wymiarowy problem wyznaczenia wskaznika stabilnosci zostat
zredukowany do (n-1)-wymiarowego problemu wyznaczenia wskaznika 7.(S). Nie
miatoby to duzego znaczenia w przypadku uktadéw dynamicznych bez sterowania i
zaburzen, gdy wektor B moze by¢ dowolny. Jednak w konkretnych zastosowaniach
macierzy kanonicznych wektor ten zwykle dobiera si¢ odpowiednio do struktury
oddziatywania zaburzen lub sterowan. Wtedy zastosowanie macierzy kanonicznej
funkcji Lapunowa umozliwia ,wytuskanie” analitycznej zaleznosci wskaznika
stabilnosci od pewnych istotnych parametrow wielowymiarowego uktadu liniowego.
Niekiedy mozliwe to jest nawet dla pewnych uktadéw nieliniowych i/lub
niestacjonarnych. Podwaza to przekonanie, ze w analizie jakosciowej takich
uktadéw mozliwe sa tylko oszacowania. d

W nastgpnych rozdziatach pokazemy jak mozna wykorzysta¢ podane warunki
kanonicznosci (4.4.2), (4.4.3) do analitycznego oszacowania wskaznika zbieznosci
wyktadniczej dla niektorych uktadéw wielowymiarowych lub nieliniowych.

Uproszczenia jakie nam oferuja kanoniczne macierze S sprawiaja, ze mamy co
najmniej dwie mozliwosci optymalizacji funkcji Lapunowa. Albo optymalizujemy
funkcje Lapunowa w klasie wszystkich dodatnio okreslonych form kwadratowych i
korzystamy z oszacowan wskaznika zbieznosci wyktadniczej, albo tez ograniczamy
zakres optymalizacji do klasy kanonicznych form kwadratowych, ale za to
wykorzystujemy do analizy $cisty wz6r na ten wskaznik. Nie jest z gory
przesadzone, ktéra metoda da lepszy wynik dla danego uktadu. Dlatego obie te
mozliwosci powinny by¢ rozpatrzone w kazdym konkretnym przypadku.

Interesujaca podklase kanonicznych macierzy S stabilnego uktadu liniowego
X = Ax, stanowig macierze regularne funkcji Lapunowa, ktore okresla nastepujaca
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Definicja 4.3: Dodatnio okreslona macierz S nazywamy macierzq regularng dla
stabilnej macierzy A o tych samych wymiarach, gdy istnieje stata dodatnia y taka,
ze spetnione jest nastgpujace rownanie macierzowe (regularne réwnanie Lapunowa)

ATS + SA = - 25, (4.4.9)
Kwadratowa funkcje Lapunowa o regularnej macierzy S dla uktadu x=Ax
bedziemy nazywali regularng funkcjq Lapunowa. #

Réwnanie postaci (4.4.4) byto rozpatrywane juz przez Matkina (Matkin [41]).
Wydaje si¢ jednak, ze zalety okreslonych w ten sposob macierzy S nie zostaty
nalezycie wykorzystane w dalszych pracach w zakresie teorii stabilnosci.

Bezposrednio z rdwnania (4.4.4) wynika wazny fakt, ze kazda macierz regularna
jest macierza kanoniczna dla uktadu (A,B) i dowolnego wektora B. Ponadto widac,
ze rownanie (4.4.4) jest w istocie algebraicznym réwnaniem Lapunowa,
jednorodnym ze wzgledu na macierz S. Macierze regularne sa wiec okreslone z
doktadnoscia do statego czynnika. Istnienie nietrywialnych rozwiazan tego réwnania
wymaga, aby wyznacznik macierzy réwnowaznego uktadu réwnan, liniowego i
jednorodnego ze wzgledu na parametry macierzy S, byt réwny zeru. Taka
algebraiczna réwnos¢ bedzie okreslata zbiér dopuszczalnych  wartosci
wspotczynnika y za pomoca parametrow macierzy A.

Jezeli rownanie (4.4.4) ma rozwiazania y > 0, S > 0, mozna je skutecznie
wykorzysta¢ w analizy stabilnosci rozwazanego uktadu. Nietrudno dowies¢, ze »
jest wtedy wskaznikiem stabilnosci (a jednoczesnie $rednim wskaznikiem
zbieznosci) trajektorii uktadu. Istotnie, na mocy rownania (4.4.4) mamy réwnos¢:

CxTsAx 1 x"[aTs+sAak , x"Sx

=y, (4.4.5)
X T Sx 2 x TSx x T Sx

ktora oznacza, ze szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej trajektorii jest taka sama w
kazdym punkcie x przestrzeni stanu i rowna .

Z geometrycznego punktu widzenia taka niezalezno$¢ szybkosci zbieznosci od
punktu X oznacza pewna regularnos¢ (jednorodnos¢) zachowania sie trajektorii
uktadu w przestrzeni stanu. Mianowicie w kazdym punkcie x wyktadniczo stabilna
trajektoria uktadu musi wchodzi¢ do odpowiedniej elipsoidy B(S,c) pod
jednakowym katem mierzonym w sensie iloczynu skalarnego, okreslonego przez
macierz S. Co wiecej, wszystkie rozwiazania startujace w chwili ty z powierzchni
pewnej elipsoidy B(S,c) osiagna jednoczesnie kazda inna elipsoide B(S,c*) o
promieniu c* < ¢. Oznacza to, ze dowolna elipsoida poczatkowa B(S,c) ewoluuje jak
B(S, c-exp(—yt)) pod wptywem pola wektorowego odpowiadajacego rozwazanemu
uktadowi dynamicznemu. Na tym wiasnie polega owo dos¢ specyficzne, regularne
zachowanie si¢ trajektorii uktadu obdarzonego regularna funkcja Lapunowa.
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Zatem majac regularna funkcje Lapunowa dla danego uktadu liniowego, nie
mamy juz problemu wyznaczenia wskaznika zbieznosci wyktadniczej ani wskaznika
sredniej zbieznosci. Stanowi to podstawowa zalete macierzy regularnych. Powstaje
jednak pytanie: dla jakich macierzy A (i czy w ogole) istnieja macierze regularne?
Jest to wigc kwestia istnienia uktadow liniowych dopuszczajacych regularne funkcje
Lapunowa. Oddzielna kwestia jest tez pytanie o praktyczne, a nie tylko analityczne,
znaczenie istnienia tego typu regularnosci w uktadach mechatronicznych.

Ponizej pokazemy, ze klasa uktadéw liniowych o tak specyficznej wlasnosci jak
istnienie regularnej funkcji Lapunowa wecale nie jest wyjatkowa. W szczegd6lnosci
pokazemy, ze liniowe uklady drgajace w pewnych (podkrytycznych) zakresach
parametrow dopuszczaja regularne funkcje Lapunowa o $cisle wyznaczalnej postaci
dla dowolnej liczby stopni swobody! Aby wyrobi¢ sobie na ten temat pewien
poglad, rozwazmy najpierw prosty

Przyklad 4.3: (Regularna funkcja Lapunowa dla oscylatora liniowego)
Wyznaczymy regularna funkcje Lapunowa dla liniowego oscylatora opisanego
rownaniem X+ 2px + gx =0. W tym celu rozwiazmy regularne rownanie Lapunowa

(4.4.4) z macierza A = [ Oq ;p} . W rezultacie dostajemy macierz S = H ﬂ
ktdra jest regularna funkcja Lapunowa w obszarze podkrytycznym, czyli dla q > p.
Co ciekawe, z warunkdéw rozwiazywalnosci réwnania (4.4.4) wynika wniosek, ze
wskaznik » = p i nie istnieje regularna funkcja Lapunowa, gdy q < p? czyli w
obszarze nadkrytycznym. Wykazana w ten sposob regularnos¢ rozwazanego
oscylatora jest mato spodziewana i raczej niezbyt znana jego wiasnoscia. a

Podany przyktad od razu pokazuje, ze nie dla kazdego uktadu mechanicznego
bedzie istniata regularna funkcje Lapunowa. Latwo mozemy tez poda¢ dostateczne
(chociaz niekonieczne) warunki istnienia regularnych funkcji Lapunowa dla
liniowych uktadéw drgajacych o wielu stopniach swobody. Jezeli przedstawimy
rownania takiego ukladu we wspoOtrzednych normalnych, to dla kazdego z
oscylatorbw modalnych mozemy wyznaczy¢é regularna funkcje Lapunowa o
macierzy S; , i = 1,..., k, o ile parametry modalne (tlumienia i sztywnosci) bgda
spetniaty warunki podane w Przyktadzie 4.3. Jezeli oznaczymy przez y wskaznik
zbieznosci osiagany dla odpowiedniej macierzy S;, to macierz diag[S;,...,Sn] bedzie
oczywiscie macierza funkcji Lapunowa dla catego uktadu we wspotrzednych
normalnych, zapewniajaca zbieznos¢ wyktadnicza trajektorii ze wskaznikiem
zbieznosci y = min[,..., »]. Jednak macierz diag[S;,...,Sy] bedzie regularna tylko w
przypadku, gdy wskazniki stabilnosci x wszystkich oscylatorow modalnych beda
identyczne. Wystarczy do tego, aby modalne ttumienia wszystkich oscylatoréw byty
jednakowe (= p), a sztywnosci modalne spetniaty warunki q; > p%, i=1,..., k.

Powyzsze spostrzezenie wyraza ogolniejszy fakt, ktory precyzuje nastepujace
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Twierdzenie 4.4: Jezeli funkcja Lapunowa Vs(X) ma strukturg Klatkowsa,
odpowiadajaca niezaleznym poduktadom systemu i kazda z klatek S; macierzy S,
jest macierza regularna z tym samym wskaznikiem stabilnosci y, to funkcja Vs(x)
jest regularna dla catego systemu. #

Powyzszy wynik nie jest zbyt uzyteczny dla uktadéw drgajacych, bo wymaga
dokonania transformacji zmiennych stanu do wsp6trzednych normalnych. Mozna
jednak wskaza¢ nietrywialne klasy uktadéw dynamicznych, dla ktérych mozna
scisle wyznaczy¢ regularne macierze S bez dokonywania takich transformacji.
Ponizej oméwimy trzy takie klasy macierzy regularnych przydatnych do analizy
wiasnosci stabilnosci uktadow mechatronicznych o wielu stopniach swobody.

Twierdzenie 4.5: (macierze regularne pierwszej kategorii)
Dodatnio okreslona macierz S o strukturze klatkowej podanej ponizej jest macierza
regularna macierzy A o analogicznej strukturze klatkowej (podanej ponizej)

[So s 0 0 0 © Ag A, 0 0 0 0]
S1 S0 S 0 0 O AL Ag A, 0 0 O
- 0 S 0 0 AL 0 A . . 0 0] (4.4.6)
0 0 ~. . 8 0 0 0 . . A O
0 0 0 S Sy S 0 0 0 A Ay A
|0 0 0 0 S Sg 0 0 0 0 A Ag

jezeli macierz Sy jest symetryczna i dodatnia, a S; — symetryczna i spetnione sa
nastepujace warunki:

AlS, +S,A, =-2y-S,,
A'S, +SA, =0, #(4.4.7)
S/A,+ AgS1 + AlTS0 +S,A, =-2y-S,.

Dowdd: Aby wykaza¢ regularnosé¢ macierzy S, nalezy sprawdzi¢ czy istnieje stata y,

taka ze zachodzi rownos¢ ATS+SA = —2)5. Obliczajac wprost iloczyn macierzy
S-A, dostajemy nastepujaca macierz klatkowa:

[SoAg+S1A;  SoAs+SiAg S1A; 0 o]
S1A0+S0A; SoAp+251A;  SpA; +S1A, g :
S1A; S1AQ+SoA;  SoAp+251A; . 0
0 S1A; - S1A;
: 0 SoA1 +$1A¢
0 0 0 S1AT S1Ag+SoAr SoAg +SiA |




100

4 — Obliczeniowe aspekty metody optymalnych funkcji Lapunowa

Poréwnujac odpowiednie klatki w macierzach ATS+SA oraz —2)5 i dokonujac
pewnych przeksztatcen, dostajemy warunki (4.4.6).

Kolejne dwa twierdzenia dowodzi sie analogicznie. Dlatego ich dowody
pominiemy.

Twierdzenie 4.6: (macierze regularne drugiej kategorii)

L

Dodatnio okreslona macierz S o ponizszej strukturze klatkowej jest macierza
regularna dla macierzy A o analogicznej strukturze klatkowej (podanej ponizej):

S S 0 0 0 S;] [Ag Ay 0 0 0 A
S; S S 0 0 0 AL Ao A2, 0 0 0
o |0 St 00 0 A -~ . 0 0} (4.4.8)
0 0 - S; 0 0o 0 . A, 0
0 0 0 S S & 0 0 0 A Ag A
S 0 0 0 S; S AL 0 0 0 A Ag]
jezeli spetnione sa warunki postaci (4.4.7). #

Twierdzenie 4.7: (macierze regularne trzeciej kategorii)

Dodatnio okreslona macierz S o strukturze klatkowej podanej ponizej jest macierza
regularna dla macierzy A o analogicznej strukturze klatkowej (podanej ponizej)

[Sg S; S S; S Ay A; AL A; A A
S{ Sy S .S Al Ay A . Ay
s; sf oo Al A A
s=|t 71 A= L, (4.4.9)
. ‘. . . Sl Sl Al . Al A]_
Sf . . 8] 55 8 AL e Al Ay A
s{ s§ - s s s AL AL AL AL A A
jezeli spetnione sa warunki (4.4.7). #

Z pierwszego rownania (4.4.7) wynika, ze podukiad o macierzy A, jest stabilny,
a macierz Sy jest macierza regularna jego funkcji Lapunowa. Zatem w rozwazanych
klasach macierzy A podane twierdzenia sprowadzaja wielowymiarowy problem
macierzy regularnych do regularnych réwnan Lapunowa 0 nizszej wymiarowosci
odpowiadajacej klatce Ay .

Do podanych warunkow (4.4.7) nalezy oczywiscie dotaczy¢é warunki
nierbwnosciowe na dodatnia okreslonos¢ macierzy S, ktére beda wyznaczaty
ograniczenia na parametry macierzy A dopuszczajacych regularne macierze funkcji
Lapunowa.
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W podanym twierdzeniu, jezeli bedziemy interpretowaé A, jako macierz
poduktadu, to macierz A; bedzie okreslata wzajemne oddziatywania poduktadow.
Przy braku oddziatywan wystarczy przyja¢, ze Sq> 01 S; = 0, a wtedy macierz S w
(4.4.6) dla dowolnego wymiaru bedzie dodatnia, jako klatkowa macierz funkcji
Lapunowa uktadu niezaleznych poduktadow stabilnych. Na mocy ciagtosci
warunkéw dodatniosci mamy gwarancje, ze dla dostatecznie matych oddziatywan
(gdy A; #0, S; = 0 ) macierze S postaci (4.4.6) beda dodatnio okreslone.

Podane wyzej klasy macierzy regularnych, nie wyczerpuja oczywiscie
wszystkich mozliwosci w tym zakresie. Dla ilustracji oméwimy teraz nastepujacy

Przyklad 4.4: (Regularne funkcje Lapunowa uk/fadéw o wielu stopniach swobody)
Nietrudno stwierdzi¢, ze podane warunki (4.4.7) spetniaja nastepujace macierze:

0 1 00 q p -r 0
_ A = . Sp = Sy = -

gdzie parametry p, g, r, q > p® sa dodatnie. Takie macierze odpowiadaja uktadowi
drgajacemu, ztozonemu z identycznych oscylatorow o jednym stopniu swobody i
oddziatujacych tylko sprezyscie (tzn. bez ttumienia) (Ossowski [62]). Taka macierz
regularna, na mocy ciagtosci, powinna pozosta¢ funkcja Lapunowa dla wzglednie
matego tlumienia wiaczonego do oddziatywania. Z uwagi na regularng strukture
rozwazanych tu macierzy S, dos¢ fatwo mozna wyznaczy¢ (scisle lub numerycznie)
dodatkowe ograniczenia na zakresy parametréw p, q, r zapewniajace dodatnia
okreslonos¢ tych macierzy. a

Latwo zauwazy¢, ze klase macierzy podanych w powyzszym przyktadzie mozna
rozszerzy¢ do uktadu oscylatoréw o réznych wspotczynnikach sztywnosci, a wiec 0
roznych klatkach na przekatnej gtdwnej macierzy S (Ossowski [84]). Opisane wyzej
klasy macierzy regularnych nadaja sie do badania wlasnosci nastepujacych
liniowych modeli uktadéw mechanicznych o wielu stopniach swobody:

— Liniowy (otwarty) uktad jednakowych oscylatoréw z oddziatywaniem sasiednim,
— Zamkniety uktad jednakowych oscylatoréw z oddziatywaniem sasiednim,
— Zupetny uktad jednakowych oscylatoréw oddziatujacych ,,kazdy z kazdym”.

Takie systemy oscylatorow moga stuzy¢ do modelowania ztozonych uktadéw
mechatronicznych opisanych modelami dyskretnymi (ha przyktad model toczacego
sie kota sprezystego, model sprezystego podtoza (gruntu), model konstrukcji
wielopoziomowej (Ossowski [84])).

Podane klasy macierzy regularnych nie wyczerpuja oczywiscie wszystkich
mozliwosci w tym zakresie, co pokazemy rozpatrujac przyklady w nastepnych
rozdziatach. Warto przy tym podkresli¢, ze podane wyzej macierze regularne sa w
istocie nietrywialnymi, uzytecznymi i, co najwazniejsze, scistymi rozwiazaniami
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algebraicznego réwnania Lapunowa w przypadku wielowymiarowym. Na tle
wysitkdw pokonania tego problemu na drodze numerycznej (Bartels [7], Zecevic
[120]) nalezy uzyskane tu wyniki uzna¢ za unikalne. W szczeg6lnosci podwaza to
opinie, ze optymalne funkcje Lapunowa dla nietrywialnych ukfadéw
wielowymiarowych mozna wyznaczy¢ tylko numerycznie.

Wynik uzyskany w Przyktadzie 4.3 pokazuje, ze regularna macierz funkcji
Lapunowa dla liniowego oscylatora jest jednoczesnie macierza optymalna. Okazuje
sie, ze to spostrzezenie jest przejawem ogélnego faktu, o ktérym méwi nastepujace

Twierdzenie 4.8: (Optymalnos¢ regularnej funkcji Lapunowa)

Regularna macierz funkcji Lapunowa jest jednoczesnie funkcja optymalna w sensie
wskaznika stabilnosci 1S). #

Dowdd: Zatézmy, ze macierz S jest regularna dla macierzy stabilnej A. Wtedy,
zgodnie z definicja, zachodzi réwnos¢ ATS+SA=—27S, z ktorej wynika ze
rozwiazania ukladu zbiegaja scisle wyktadniczo wedtug normy || czyli

[x®llg = %ol -expl-7 -t1. (4.4.10)

Przypusémy, ze istnieje inna macierz dodatnio okreslona So, dla ktérej zachodzi
0szacowanie ATSO +SgA<-2y0So, przy czym wskaznik p jest wigkszy niz
wskaznik y dla macierzy regularnej S. Wtedy, rzecz jasna prawdziwe bgdzie
oszacowanie wykladnicze ||x||SO s||x0||SO e 70t Jezeli zachodzi nieréwnosé y < yo,

to (na mocy réwnowaznosci norm) istnieje czas t > t, = 0 i state dodatnie 7, &£, takie
ze zachodzi oszacowanie:

"X(t)”s < 77”)(”30 < 77||X0"so e 70! < 775”)(0"56_}/0t < "X0”se_ﬂ ' (4.4.11)

ktore stoi w sprzecznosci z przyjetym zatozeniem (4.4.10). .

Z oszacowania (4.4.11) wynika w szczegélnosci, ze uktad liniowy stacjonarny
nie moze mie¢ dwdch istotnie réznych (rézniacych sie nie tylko o staty mnoznik)
regularnych funkcji Lapunowa.

Warto tez zauwazy¢, ze wiasnos¢ regularnosci i kanonicznosci macierzy S
funkcji Lapunowa jest inwariantna ze wzgledu na zmiane bazy w przestrzenie stanu.
Ten fakt umozliwia wyznaczenie og6lnej struktury macierzy S optymalnych funkcji
Lapunowa dla wielu ztozonych uktadéw dynamicznych, a w szczegolnosci dla
modeli wielowymiarowych liniowych uktadéw drgajacych.
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4.5 Algorytmy numeryczne metody optymalnych funkcji Lapunowa

W niniejszym paragrafie oméwimy og6lne koncepcje numerycznych algorytméw
wyznaczania wskaznikdw stabilnosci oraz optymalizacji funkcji Lapunowa.

Optymalizacja funkcji Lapunowa oraz analiza stabilnosci uktadu liniowego
wymaga przede wszystkim obliczania wskaznika stabilnosci danego wzorem (4.4.1).
Tak okreslony wskaznik jest supremum z tzw. ilorazu Rayleigha macierzy SA
wzglgdem macierzy dodatnio okreslonej S. Wtasnosci tego ilorazu sa w miarg
»przyzwoite” z punktu widzenia metod optymalizacji. Jego wartos¢ nie zalezy od
normy X, lecz tylko od kierunku w przestrzeni stanu, a co najwazniejsze, znana jest
prosta formuta na jego gradient (Wojewodin [117]). Mianowicie:

xTSAx X
xTSx '

x'SAX 2
xTSx  xT'Sx

(4.5.1)

grad l:SAx -

Zatem do numerycznego obliczania wskaznika stabilnosci mozemy stosowaé
bardziej efektywne metody gradientowe optymalizacji. Jesli jednak badany uktad
jest nieliniowy, to iloraz Reighly jest tylko czgscia gtdwna optymalizowanych
funkcji. Wtedy bardziej uniwersalne i prostsze beda mniej efektywne, lecz
bezgradientowe metody optymalizacji, na przyktad metody Monte Carlo.

Istota metody Monte Carlo bedzie w tym przypadku obliczanie optymalizowanej
funkcji w pewnej liczbie punktéw x (wybranych losowo z ograniczonego otoczenia
punktu x = 0) i wyprowadzeniu maksymalnej z obliczonych wartosci. Liczba
punktéw niezbedna do otrzymania dobrego oszacowania wartosci wskaznika
stabilnosci zalezy oczywiscie od wymiaru przestrzeni stanu. Dla ukladow
mechatronicznych opisanych modelami o kilku lub kilkunastu stopniach swobody
wystarczy od kilku do kilkuset tysiecy punktow. Dla wspétczesnych komputeréw
nie stanowi to problemu, zwlaszcza, ze nie sa to obliczenia w czasie rzeczywistym.

Przy wiekszej liczbie stopni swobody efektywnosé¢ zwyktej metody Monte Carlo
spada. W takim przypadku znacznie lepsze efekty daje dwuetapowa procedura
losowania punktow z przestrzeni stanu. W pierwszym etapie, w ktérym losowane sa
punkty bez zadnych ograniczen co do kierunku, wyznaczony jest kierunek
najbardziej obiecujacy, suboptymalny. Nastepnie, w drugim etapie, dokonuje si¢
losowania punktow tylko w niewielkim otoczeniu kierunku suboptymalnego
(wyznaczonego w pierwszym etapie) w celu znalezienia doktadniejszego
oszacowania wartosci wskaznika stabilnosci.

Obliczanie bardziej ztozonych wskaznikow oceny wiasnosci stabilnosci uktadow
mozna wykonywa¢ w analogiczny sposob. Takie wskazniki bgda bowiem na ogo6t
dos¢ prostymi funkcjami parametrow uktadu, wskaznika stabilnosci ©(S) oraz innych
wielkosci wyliczalnych numerycznie. Zatem obliczajac ztozony wskaznik oceny,
najpierw wyznaczamy te wielkosci, ktore same sa supremami pewnych funkcji, a
nastepnie podstawiamy je do jawnej formuty na dany wskaznik.
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Jak wiemy, niekoniecznie musimy znajdowa¢ funkcje Lapunowa optymalne w
catym zbiorze form kwadratowych. Wtedy trzeba by zna¢ wartosci i wektory wtasne
macierzy A, a zatem nieomal ogdlne rozwiazania. Dobrze, jezeli macierz S funkcji
Lapunowa nie bedzie jednak zupetnie przypadkowa, lecz chociaz suboptymalna.

W przypadku wielowymiarowym zaleznos¢ wskaznika stabilnosci ©S) od
parametrow macierzy S jest niebywale ztozona i w ogdlnym przypadku raczej
niemozliwa do wyrazenia analitycznego. Jesli wezmiemy jakas macierz S funkcji
Lapunowa dla ukiadu (4.2.1), to z reguly jakakolwiek przypadkowa zmiana jej
parametrow zmniejsza wartos¢ wskaznika stabilnosci i to nierzadko
nadspodziewanie duzo. W klasie wszystkich form kwadratowych dodatnio
okreslonych tylko niewielki ich zbior zapewnia dodatnia wartos¢ wskaznika
stabilnosci dla danej stabilnej macierzy A. Dlatego przypadkowe znalezienie choéby
suboptymalnej macierzy funkcji Lapunowa moze by¢ trudne, jezeli chcemy uniknaé
znajdowania wartosci wiasnych macierzy A. Celem tego paragrafu jest opis
koncepcji algorytméw, ktore potencjalnie sa w stanie pokona¢ wyzej wymieniong
trudnos¢.

Gtownym problemem w bezgradientowej optymalizacji funkcji Lapunowa jest
liczba parametréw optymalizacji rosnaca z kwadratem wymiaru wektora stanu
badanego uktadu oraz niejawnie zadana posta¢ funkcji celu. Funkcja celu albo jest
bezposrednio wskaznikiem stabilnosci wyktadniczej trajektorii, albo wielkoscia
zalezna od tego wskaznika. Poniewaz wskaznik zbieznosci w swojej analitycznej
interpretacji sam jest supremum z pewnej funkcji wielu zmiennych na zbiorze
zwartym, to samo wyznaczeniu funkcji celu z duza doktadnoscia moze by¢é
czasochtonne. Jezeli uznamy, ze znalezienie rozwiazan $cisle optymalnych przy
znacznej liczbie parametréw jest praktycznie niemozliwe i zadowolimy sie chocby
dobrymi, suboptymalnymi funkcjami Lapunowa, to najbardziej uzasadnione bedzie
zastosowanie algorytmow genetycznych (AG). Omdéwimy zatem ogdlna koncepcje
algorytméw numerycznych znajdowania (sub)optymalnych funkcji Lapunowa,
bazujacych na procesach genetycznych (Ossowski [64],[66],[671,[71],[75]).

Aby opisa¢ szczeg6towo posta¢ takiego algorytmu, rozwazmy uktad liniowy
stacjonarny x=A-x 0 stabilnej macierzy A oraz sytuacje, gdy wskaznik zbieznosci
T

wyktadniczej ©S) =—sup X TS AX
x=z0 X SX

parametry macierzy S. Zadaniem optymalizacji bedzie znalezienie dodatnio
okreslonej macierzy S, dla ktorej wskaznik »(S) przyjmuje wartosé¢ jak najwieksza.
Pojawia si¢ tu zasadnicza trudnos¢ obliczeniowa, wynikajaca z faktu, iz wskaznik
zbieznosci 1(S) nie jest funkcja dana jawnie; obliczenie jej wartosci dla ustalonej
macierzy S wymaga znalezienia odpowiedniego supremum, a wigC rozwiazania
kolejnego zadania optymalizacji. Optymalizacja funkcji Lapunowa musi by¢ wiec z
zasady dwustopniowym procesem optymalizacyjnym. Analityczne rozwiazanie tego

jest funkcja celu, a parametrami optymalizacji sa
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typu zadan na ogo6t nie jest mozliwe, a uzycie standardowych metod numerycznych
wymaga duzego nakladu obliczen, zwilaszcza w przypadku uktadow
wielowymiarowych. Juz bowiem dla niezbyt ztozonego uktadu mechanicznego (na
przyktad o dziesieciu stopniach swobody) wymiar n przestrzeni stanu jest rowny 20,
a macierz funkcji Lapunowa zawiera ponad dwiescie parametrow optymalizacji.
Uzasadnia to proby usprawnienia procesu optymalizacji funkcji Lapunowa poprzez
zastosowanie odpowiednich algorytméw genetycznych/ewolucyjnych tak, aby
mozna bylo stosunkowo szybko znalez¢ przynajmniej suboptymalne rozwiazania
problemu.

Klasyczny algorytm genetyczny polega w og6lnosci na iteracyjnym wykonaniu
okreslonych operacji genetycznych (mutacji i krzyzowania) oraz selekcji. Obliczenia
genetyczne zawsze rozpoczynaja si¢ od pewnej populacji poczgtkowej rozwiazan. W
rozwazanym przypadku poczatkowa populacje Si, S, ,..., Su macierzy funkcji
Lapunowa mozemy fatwo wygenerowac rozwiazujac rownanie Lapunowa

ATS; +S;A=-Q;, (4.5.2)
dla losowo wybranych macierzy dodatnio okreslonych Q;, Qz, ..., Qum.

Gdy populacja poczatkowa jest juz wygenerowana, algorytm przystepuje do
wykonania operacji genetycznych, czyli mutacji i krzyzowania. Mutacja dokonuje
niewielkiej, losowej zmiany niektorych parametréw wybranych macierzy S z
okreslonym (réwniez niewielkim) prawdopodobienistwem i z zachowaniem symetrii
macierzy. Jezeli do tego zmiana parametrow jest gaussowska 0 niezbyt duzym
rozrzucie (dyspersji), nie spowoduje utraty dodatniej okreslonosci macierzy S po
mutacji. Wynika to z ciagtej zaleznosci wyznacznika i minoréw gtéwnych macierzy
od jej elementéw. Aby upewni¢ sie czy mutacja nie przekroczyta dopuszczalnej
granicy, macierze S po mutacji musza kazdorazowo przejs¢ test na dodatnia
okreslonos¢. Jesli wynik testu bedzie negatywny, mutacja musi by¢ powtérzona, ale
niekoniecznie dla tej samej macierzy. Zwykle zaleca si¢ mate prawdopodobienstwo
mutacji tak, aby najbardziej prawdopodobna byta zmiana co najwyzej jednego
elementu danej macierzy S. Operacji mutacji poddawane sa nie wszystkie, lecz tylko
niektdére losowo wybrane macierze kazdej populacji.

Po przeprowadzeniu mutacji wykonywane jest krzyzowanie, ktora jest zwykle
operacja dwuargumentowa. Dla losowo wybranych par macierzy S;, S; z populacji
tworzy si¢ ich potomkow, czyli pewne macierze S; ® S; dodatnio okreslone, zalezne
od parametrow obu krzyzowanych macierzy. Krzyzowanie macierzy dodatnio
okreslonych mozna przeprowadzi¢ w rézny sposob. Przyktadem takiej operacji
moze by¢ tzw. krzyzowanie arytmetyczne okreslone nastepujaco:

Si® SJ' =ASi+ ﬂij , A, >0, ﬂj >0,,A,+ /Ij =1 (453)

Krzyzowanie takie mozna rozszerzy¢ na wiele macierzy S.
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W trakcie obliczen nalezy przede wszystkim zapewni¢ dodatnia okreslonos¢
wyniku operacji krzyzowania. Jezeli nie jest to zapewnione z samej definicji
operacji krzyzowania, tak jak (4.5.3), kazdy wynik krzyzowania powinien przejsé¢
test na dodatnia okreslonosé. Jesli wynik testu bedzie negatywny, krzyzowanie
nalezy powtorzy¢ niekoniecznie na tych samych ,,0sobnikach” (czyli macierzach
populacji).

W wyniku krzyzowania osobnikéw danej populacji powstaje tzw. populacja
rozszerzona, zawierajaca procz zmutowanej populacji wyjsciowej, rowniez wyniki
krzyzowania wybranych par jej elementéw. Jezeli powyzsze zasady zostana
spetnione, populacja rozszerzona sktada¢ sie bedzie z macierzy dodatnio
okreslonych. Teraz powinna by¢ przeprowadzona selekcja macierzy S tak, aby
powstata nowa populacja macierzy S o liczebnosci takiej jak populacja poczatkowa.
Kryterium selekcji bedzie wielkos¢ wskaznika stabilnosci uktadu wzgledem normy
s W ogdlnosci do nastepnej populacji powinny przejs¢ przede wszystkim te

macierze S, dla ktérych wskaznik zbieznosci jest najwickszy. W tym celu najpierw
nalezy obliczy¢ wartosci 1(S;) wedtug formuty (4.4.1) dla wszystkich osobnikdw
populacji, a nastgpnie wybra¢ M osobnikow o najwigkszej wartosci wskaznika y.
Wygenerowanie nowej populacji macierzy S o liczebnosci M stanowi punkt
wyjscia dla kolejnej iteracji wedtug identycznych operacji, jak opisane wyzej.
Zakonczenie catego procesu genetycznego nastepuje na podstawie okreslonego
kryterium, na przyktad gdy wzglgdna poprawa najwigkszej wartosci wskaznika y
osiagnieta w Kilku kolejnych populacjach jest mniejsza niz z géry ustalony prdg.
Wynikiem koncowym procesu genetycznego jest populacja M macierzy S o
najwiekszych wartosciach wskaznika y. Wygenerowane w ten sposéb funkcje
Lapunowa moga by¢ wykorzystane do analizy, syntezy i/lub optymalizacji uktadéw
mechatronicznych o czgsci liniowej stacjonarnej, opisanej dana macierza A.

Przez analogie do proceséw naturalnych, elementy kolejnych populacji nazywa
sie niekiedy osobnikami, a odpowiadajace im wartosci optymalizowanej funkcji
(zwanej funkcjqg przystosowania) — ich przystosowaniem. W rozwazanym tu
przypadku osobnikami sa macierze S; w kolejnych populacjach, a ich
przystosowaniem — wartosci wskaznika stabilnosci 1(S;).

Aby zaimplementowa¢ opisany algorytm na komputerze, mozna reprezentowac
dowolna macierz S=[S;] ij<n Wektorowo za pomoca nastgpujacego chromosomu:

H(S):(Sj_]_, 512 1"'181n 1822 18231---182n ,---,Sn-l,n-l l Sn-l,n)- (454)

Dodatnio okreslona macierz S o wymiarze n x n, ktéra podlega optymalizacji, moze
zawiera¢ maksymalnie (n-1)(n+2)/2 niezaleznych elementow S;. Wynika to z
symetrii macierzy S oraz z faktu, ze macierz ta jest okreslona z doktadnoscia do
czynnika dodatniego. Z kolei kazdy z elementéw macierzy mozemy reprezentowac
ciagiem binarnym petniacych funkcje genu w rozwazanym chromosomie. Poniewaz
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elementy diagonalne macierzy dodatnio okreslonej S musza by¢ dodatnie, ich
reprezentacja bitowa moze by¢ o jeden bit krotsza od reprezentacji elementow
niediagonalnych. Jezeli wartosci elementéw macierzy S bedziemy wyznaczaé¢ z
doktadnoscia d-bitowa, wowczas otrzymamy w rezultacie binarna reprezentacje
chromosoméw o dtugosci (n-1)[n(d+1)+2d)]/2, do ktorej mozna juz zastosowac
standardowe operatory genetyczne binarne.

Mutacja chromosomu H(S), czyli zmiana jednego bitu, bedzie odpowiadata
mutacji jednego elementu macierzy S. Z kolei krzyzowanie chromosoméw H(S) i
H(S’), w zaleznosci od sposobu ich podziatu, bedzie odpowiadato sktadaniu
macierzy potomnej S” z odpowiednich elementéw macierzy S, S’ w potaczeniu z
ewentualnym krzyzowaniem binarnej reprezentacji niektorych elementow S;; i S’j.

Korzystne dla efektywnosci dziatania algorytmu jest zastosowane operacji
genetycznych dostosowanych do struktury danych, a wiec wykorzystujacych
informacje o strukturze uktadu dynamicznego. Na przykiad jezeli uktad
mechatroniczny jest ztozony z pewnej liczby poduktadéw (oscylatoréw) stabo ze
soba zwiazanych, to macierz optymalnej funkcji Lapunowa dla uktadu catkowicie
rozprzezonego bedzie miata posta¢ klatkowa diagonalna. Klatki te beda
odpowiadaty poszczeg6lnym poduktadom i beda z nimi zgodne co do wymiaru (dla
mechanicznych uktadéw drgajacych beda to klatki o wymiarze 2x2). W przypadku
matych sprzgzen mozna przypuszczaé, ze w klatkach macierzy S lezacych poza
gtéwna przekatna klatkowa pojawia sie niezerowe, lecz mate elementy. Zmianie
ulegna tez klatki gtdwne, ale tez beda one stosunkowo mate. Zatem, mozna
zaproponowac operacje genetyczne na wyzszym poziomie (operacje genowe), ktore,
zamiast poszczeg6lnymi bitami, operuja na catych blokach (klatkach) macierzy S.
Reprezentacja chromosoméw dostosowana dla takich operacji bedzie zatem
zespotem blokow b na przekatnej gtownej i poza przekatna by , ktore beda spetnia¢
role gendw. Wtedy struktura blokéw chromosomoéw bedzie doktadnie odpowiadata
strukturze topologicznej rozpatrywanego ukfadu, gdyz istotny jest tu podzial na
podukiady i ich wzajemne oddziatywania. Z tego wzgledu w rozpatrywanych
chromosomach wystapia geny b; odpowiadajace wszystkim poduktadom, natomiast
gen by pojawi sig tylko wowczas, gdy istnieje fizyczne oddziatywanie migdzy i-tym
a j-tym poduktadem. Strukture topologiczna uktadu mozemy réwniez wykorzystaé
do optymalizacji wyboru populacji poczatkowej macierzy funkcji Lapunowa.

Uwzglednienie struktury danych (struktury uktadu) w operacjach genetycznych
jest charakterystyczne dla tzw. algorytméw ewolucyjnych. Podstawowymi
operacjami genetycznymi dla chromosoméw w postaci zespotu blokéw  sa:
krzyzowanie jednorodne i Kkrzyzowanie arytmetyczne, ktore polegaja w tym
przypadku na tworzeniu nowych macierzy S z odpowiednich blokéw macierzy z
poprzedniego pokolenia. Sita oddziatywan poszczegdlnych podukitadéw miedzy
soba decyduje o tzw. epistazie zagadnienia optymalizacji, czyli o tym, na ile
zamiany poszczeg6lnych blokéw macierzy S wplywaja wzajemnie na siebie w
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sensie wartosci funkcji przystosowania dla wypadkowej macierzy. Gdy epistaza jest
mata, odpowiednie bloki macierzy S réwniez sa stabo zalezne i moga petni¢ funkcje
tzw. blokéw budujgcych dla rozpatrywanego algorytmu ewolucyjnego. Wowczas
mozemy osiagna¢ wieksza efektywnos¢ procesu optymalizacji. W przeciwnym
razie, gdy epistaza jest duza, zastosowanie operacji genetycznych na blokowych
chromosomach moze nie przynies¢ spodziewanych efektow.

Operacja krzyzowania blokowych chromosoméw powinna by¢ przeprowadzana
dwuetapowo. W pierwszym etapie wykonywane jest Kkrzyzowanie zespotu
najbardziej znaczacych blokéw tj. blokéw b;, b’; lezacych na gtéwnych
przekatnych krzyzowanych macierzy, odpowiednio S, S’. W przyblizeniu
odpowiada to poszukiwaniu najlepszych funkcji Lapunowa dla poszczegdlnych
poduktadow. W nastgpnej kolejnosci powinno by¢ przeprowadzone krzyzowanie
blokéw poza gtdwnymi przekatnymi macierzy S, S°. Krzyzowaniu w drugim etapie
powinny podlega¢ tylko te bloki, ktére moga by¢ uzaleznione od blokéw na gtéwnej
przekatnej, zmienionych w wyniku wczesniejszego krzyzowania. Na przyktad jezeli
blok b”; w tworzonej macierzy potomnej S” powstat w wyniku pierwszego etapu
krzyzowania macierzy S, S’, wowczas rowniez wszystkie bloki b7 dla j=1,...,n
powinny by¢ produktami krzyzowania odpowiednich blokéw macierzy S, S*. W
przypadku stosowania krzyzowania arytmetycznego dobdér wag moze by¢
dodatkowo uzalezniony od stopnia przystosowania krzyzowanych macierzy.

To co odrdznia opisany algorytm od standardowego algorytmu genetycznego, to
brak jawnie zadanej funkcji celu oraz koniecznos¢ sprawdzania dodatniej
okreslonosci genetycznie wygenerowanych macierzy S. Przy duzej wymiarowosci
problemu (n>>1) zaréwno bezposrednie sprawdzanie dodatniej okreslonosci jak i
obliczanie wskaznika y jako funkcji celu moze by¢ czasochtonne. Wymagatoby to
bowiem obliczania wyznacznikdw duzych macierzy oraz optymalizacji funkcji
wielu zmiennych w kazdej iteracji. Celowe bytoby wiec na przyktad zmniejszenie
liczby iteracji. Jednym ze sposobOw realizacji tego zamierzenia jest zastosowanie
tzw. uczgcych sie algorytmow genetycznych (GLA). Istota takich algorytmow jest
analiza danych uzyskiwanych w kolejnych iteracjach w celu znalezienia regut
wiazacych parametry optymalizacji (czyli parametry macierzy S) z osiagana
wielkoscia funkcji celu. Dzieki temu mozna w Kolejnych iteracjach dokonywaé
bardziej trafnych mutacji i krzyzowan, co znacznie zmniejsza liczbe iteracji
niezbednych dla osiagnigcia zatozonej doktadnosci.

Mozliwe jest tez inne podejscie do problemy szybkosci procesu optymalizacii.
Poniewaz wskaznik stabilnosci y nie jest dobrym kandydatem na funkcje oceny w
algorytmie genetycznym, gdyz jego wyliczenie wymaga w kazdej iteracji
przeprowadzenia wielokrotnej optymalizacji funkcji G(S,x) = x'SAx/x'Sx wielu
zmiennych, wygodniej jest postuzy¢ si¢ pewna przyblizona funkcja oceny i
zastosowac tzw. statystyczny algorytm genetyczny (SGA)(Ossowski [64],[67],[75]).
Istota tego typu algorytméw jest statystyczna funkcja celu, ktérej wartosci sa
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wyznaczane w kazdej iteracji tylko w przyblizeniu. W rozwazanym przypadku
mozemy obliczy¢ wartos¢ funkcji G(S,x) dla stosunkowo matej liczby N losowo
wybranych punktéw kontrolnych xj,...,Xy, a nastepnie okresli¢ przyblizona wartosé
wskaznika, czyli zastosowac statystyczna funkcje oceny

7N (8) = -max[6(8,x))]. (4.55)

Jest jasne, ze m(S) bedzie w ogolnosci zmienna losowa. W Klasie funkcji
wymiernych, jakie wystepuja pod supremum (4.4.1), przyblizony wskaznik (4.5.5)
spetnia warunek asymptotyczny na prawdopodobienstwo warunkowe

Pn = OR(SD) > i (S2) | 7(S1) < #(S2) — 0, jesli N—— +oo, (4.5.6)

co uzasadnia jego stosowanie (na przykitad do selekcji turniejowej). Nalezy tylko
odpowiednio dobra¢ wielkos¢ N. W poczatkowym etapie obliczen liczba punktéw
kontrolnych N losowanych w kazdej iteracji nie powinna by¢ zbyt duza. Powoduje
to pewna losowos¢ selekcji, ale znaczne przyspiesza dziatanie algorytmu. Dopiero w
koncowym etapie obliczen, gdy mamy juz wystarczajaca liczba macierzy S bliskich
macierzy (sub)optymalnej, dobrze jest odpowiednio zwigkszy¢ parametr N w celu
doktadnego wyznaczenia wskaznika 1(S) i wytonienia rozwiazania najlepszego.

Istotnym ograniczeniem stosowania algorytmu ewolucyjnego o podanej postaci
chromosomu jest dodatnia okreslonos¢ macierzy S. Stwarza to koniecznosé¢ kontroli
tej wiasnosci dla kazdej nowej macierzy S wygenerowanej za pomoca operacji
genetycznych. To jest kolejny istotny szczegdt odrézniajacy opisywany algorytm od
typowych algorytméw genetycznych, w ktérych jedynym miernikiem
przystosowania osobnikéw jest funkcja przystosowania. Macierze, ktére nie
spetniaja warunku dodatniej okreslonosci musza by¢ od razu usuniete i nie podlegaja
dalszej ocenie. Z tego wzgledu nie jest nawet mozliwe uwzglednianie takich
ograniczen na przyktad za pomoca odpowiedniej funkcji kary. Problem polega na
tym, ze wykazanie dodatniej okreslonosci na podstawie definicji wymaga obliczenia
n gtéwnych podwyznacznikéw macierzy S, co jest procesem bardzo czasochtonnym
lub zupetnie niepraktycznym przy duzej wymiarowosci uktadu. Trudnosci tych
mozna czesciowo unikna¢, zadowalajac sie przyblizona ocena dodatniej
okreslonosci macierzy S, przynajmniej w poczatkowym okresie dziatania algorytmu.
Mozna tu skorzysta¢ z wynikow obliczen przyblizonego wskaznika mw(S). Przy
obliczaniu (S) zostaja migedzy innymi wyznaczone wartosci formy kwadratowej
x"Sx we wszystkich losowo wybranych punktach kontrolnych xi,...xy. Mozemy
zatem akceptowa¢ do procesu dalszej selekcji tylko te macierze S, dla ktérych
wszystkie wartosci x;'Sx;, i = 1,2,...,N, sa dodatnie, tzn. wowczas, gdy wskaznik

Sy (S)= min [x]Sx;], (4.5.7)
i=1,...,N
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jako wskaznik dodatniej okreslonosci, jest dodatni. Podobnie jak s (S), wskaznik
ON(S) spetnia warunek asymptotyczny na prawdopodobienstwo warunkowe

Oy (S)=P(5,(S)>0|S<0)—>0dla N — +wo, (4.5.8)

co uzasadnia jego zastosowanie.

Zatem w statystycznym algorytmie genetycznym selekcja macierzy S z populacji
dokonywana jest na podstawie przyblizonych statystycznych wskaznikéw m(S),
on(S) pod warunkiem, ze niedodatnia wartos¢ wskaznika on(S) dyskwalifikuje dana
macierz, natomiast pozostate macierze przechodza do nastepnej populacji z
prawdopodobienstwem uzaleznionym od wielkosci i (S), na przyktad w wyniku
selekcji turniejowej. Jezeli wstepna selekcja dodatniej okreslonosci zbytnio
ogranicza liczebnos¢ danej populacji, mozna dokonywane sa dodatkowe mutacje i
krzyzowania. W wypadku braku wyraznej poprawy wynikow obliczen w kolejnych
populacjach, mozna wprowadzi¢ tzw. elitaryzm (czyli zachowanie osobnikéw
najlepszych w kolejnej populacji) w celu przyspieszenia zbieznosci algorytmu.
Woprowadzenie elitaryzmu od poczatku dziatania algorytmu nie jest wskazane, gdyz
stwarza zagrozenie jego przedwczesnej zbieznosci do lokalnego optimum.

Zastosowanie przyblizonych wskaznikéw selekcji m(S), on(S) sprawia, ze
istnieje niezerowe prawdopodobienstwo przetrwania w kolejnych populacjach
osobnikbw  gorzej  przystosowanych  lub  naruszajacych  ograniczenia.
Zminimalizowanie takiego zagrozenia wymaga zastosowania odpowiednio duzej
liczby N punktéw kontrolnych tak, aby prawdopodobienstwa py, gn byly wzgledzie
mate. Zwigksza to jednak naklad obliczen, a tym samym zmniejsza efektywnos¢
algorytmu. Wydatna poprawg tego stanu rzeczy mozna O0Siagnaé poprzez
zastosowanie skumulowanych wskaznikéw selekcji  (stabilnosci i dodatnigj
okreslonosci) okreslonych ponizszymi wzorami

Oy (S)=min[ 7, (S), A (S)],  dy(S)=min[ & (S). &' (S)].  (459)

gdzie gbrne indeksy oznaczaja numery populacji. Taki sposéb obliczania
wskaznikbw powoduje, ze do oceny danej macierzy S, powtarzajacej Si¢ w
kolejnych populacjach, wykorzystywana jest rosnaca liczba (=N=*i) punktow
kontrolnych wykorzystanych juz w poprzednich iteracjach. W efekcie wartos¢
wskaznika '(S) obliczana w kolejnych populacjach samoczynnie dazy do
rzeczywistej wartosci wskaznika stabilnosci  /S), a prawdopodobienstwo
przetrwania macierzy stabo przystosowanych maleje do zera. Dzigki temu w
procesie optymalizacji genetycznej mozemy stopniowo zmniejszac, a nie zwigkszac,
liczbe N punktéw kontrolnych. Zastosowanie skumulowanych wskaznikéw selekcji
wymaga jednak bardziej skomplikowanej procedury selekcji. Migdzy innymi trzeba
rejestrowac¢ w trakcie obliczen czasy zycia chromosomow i wykluczy¢ mozliwosé
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redukcji osobnikéw ,,dfugowiecznych” (obecnych w wielu populacjach) przez
osobnikéw ,,mfodych”. Wynika to z faktu, ze wskazniki selekcji dla mtodszych i
stabiej przystosowanych osobnikéw, wyliczane na podstawie stosunkowo matej
liczby punktéw kontrolnych, moga by¢ poczatkowo przypadkowo lepsze niz dla
faktycznie lepiej przystosowanych osobnikdw starszych.

Konieczno$¢ uwzglednienia ograniczen na macierze S wynikajace z dodatniej
okreslonosci w powaznym stopniu zwiekszaja naktad obliczen. Z tego powodu
rozpatrywana posta¢ chromosomu jest najbardziej uzyteczna dla ukladéw o
niewielkiej wymiarowosci. Przy wigkszych wymiarach uktadu mozna stosowac inna
reprezentacje chromosomowa, ktéra sama przez sie zapewni dodatnia okreslonosé
macierzy funkcji Lapunowa uzyskiwanych w kolejnych populacjach. Mozna w tym
celu skorzystaé¢ z rozkladu macierzy dodatnio okreslonej S = P'P na iloczyn
macierzy tréjkatnych P. Genami chromosomu moga by¢ wtedy elementy lub bloki
macierzy P.

Omoéwimy teraz szczeg6towo pewne procedury, ktére moga by¢ wykorzystane
niezaleznie lub jako etapy genetycznej optymalizacji funkcji Lapunowa.

Przyklad 4.5: (Mutacja interpolacyjna kwadratowa)

Jezeli mamy jakas macierz S funkcji Lapunowa dla uktadu x = A-x, mozemy
probowac ja ,,trochg” poprawi¢ wedtug nastgpujacej procedury mutacji. Wybieramy
jakis element sj, s = s; macierzy S i tworzymy macierze S,, S., w ktorych
elementy sj;, s;i sa albo jednoczesnie zwigkszone, albo zmniejszone o pewna wartosé
A>0 (na przyktad A= 1) tak, aby macierze S,, S. byty dodatnio okreslone. Nastgpnie
obliczamy dla tych macierzy wskazniki stabilnosci y . =y (S, ) uktadu. Jezeli ktoras

z macierzy S,, S. zapewnia wigksza wartos¢ wskaznika stabilnosci, traktujemy ja
jako nowa macierz S i rozpoczynamy cata procedure od poczatku. Zwykle jednak
dos¢ szybko dojdziemy w ten sposob do takiej macierzy S, w ktorej jakakolwiek
zmiana parametréw o zalozona warto$¢ (+A) nie powoduje poprawy wskaznika
stabilnosci. Wtedy, majac do dyspozycji trzy ostatnio wyliczone wartosci
7+ =7(84),7(8),7(S-) =y_ (takie, ze y(S)>max[y(S,),7(S-)]), osiagane dla
poprawek odpowiednio: A, 0, -A, mozemy zastosowa¢ aproksymacje paraboliczna
kwadratowa, celem znalezienia znaku i wielkosci potencjalnie optymalnej poprawki
rozwazanych elementow s;, s;i. Nietrudno wykaza¢, ze ta poprawka wyraza sig
nastepujacym wzorem:

Yy TV-

0ii (S) = A (4.5.10)
U - =270(9)

Powyzsza poprawka (mutacja) parametru macierzy S daje spora Szansg

powigkszenia wartosci wskaznika stabilnosci pod warunkiem, ze wartosci %, ¥
nie roznia sie drastycznie (na przyktad o rzad wielkosci) od wartosci wskaznika
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7(S). Wielkos¢ spodziewanego wzrostu wartosci wskaznika stabilnosci, ktora
mozna tatwo oszacowac na podstawie znajomosci 7, ¥, w(S) oraz A, moze stuzy¢
za podstawe do wyboru kolejnego elementu macierzy S przewidzianego do mutacji
0 wartos¢ g;(S).

Opisana wyzej procedure mozna wielokrotnie powtarza¢. Nie zawsze jednak
poprawka optymalna (4.5.10) zwigksza wskaznik stabilnosci. Zardwno wielkos¢
poprawki inicjujacej A jak i elementy podlegajace poprawce musza by¢
odpowiednio dobierane w trakcie obliczen. W tym celu mozemy podda¢ mutacji
kolejno wszystkie elementy macierzy S i zmniejsza¢ wielkos¢ poprawki inicjujacej
A przy kazdym powtdrzeniu procedury. Efekty opisanej procedury na ogét nie sa
zbyt duze i szybko maleja w kolejnych jej powtdrzeniach. Dlatego mozna zaleci¢ co
najwyzej kilkunastokrotne wykonanie tej procedury, zwtaszcza w koncowym etapie
optymalizacji, gdy dysponujemy juz jakas populacja suboptymalnych macierzy S,
uzyskana w wyniku zastosowania wielu iteracji algorytmu genetycznego.

Opisana procedurg mozna tez realizowac¢ w przestrzeni parametrow macierzy P,
bedacej pierwiastkiem macierzy S. Takie podejscie likwiduje problem z dodatnia
okreslonoscia mutowanych macierzy. Nalezy jednak zwréci¢ uwage na fakt, ze
wrazliwos¢ wskaznika stabilnosci na zmiany parametréw macierzy P jest znacznie
wigksza, co moze utrudni¢ znalezienie wiasciwego kierunku poprawki. a

Przyklad 4.6: (Procedura optymalizacji cafkowitoliczbowej)

Procedura optymalizacji catkowitoliczbowej jest scisle zwigzana z procedura
opisana w poprzednim przyktadzie. Umozliwia ona znajdowanie suboptymalnych
macierzy funkcji Lapunowa o elementach catkowitych. Punktem startowym
procedury moze by¢ dowolna macierz S, najlepiej pewna macierz suboptymalna, dla
ktorej wskaznik stabilnosci (S) > 0. Poniewaz dla uktadéw liniowych stacjonarnych
macierze S rdzniace si¢ dodatnim mnoznikiem daja ta sama wartos¢ wskaznika
stabilnosci, mozemy z dobrym przyblizeniem przyjaé, ze poczatkowa macierz S jest
catkowitoliczbowa. Procedura polega na modyfikacji (o wartosci +1) kolejnych
elementdéw macierzy S i obliczaniu zmian wskaznika stabilnosci. Jezeli modyfikacja
danego parametru jest korzystna, aktualna macierz S zostaje zastapiona macierza
zmodyfikowana i cata procedura zaczyna sie od poczatku. Jezeli zadna modyfikacja
o wartosci +1 dla dowolnego elementu macierzy S nie jest korzystna, aktualna
macierz S jest zastapiona przez macierz 2S i procedura jest dalej kontynuowana
wedtug opisanego schematu. a

Z powodu ograniczen techniczno-prawnych tylko niektére opisane wyzej
algorytmy i procedury zostaty wyprébowane przez autora Rozprawy. Reszta z nich
pozostaje oficjalnie w sferze koncepcji. Nie wida¢ jednak istotnych przeszkod
merytorycznych, aby w razie potrzeby, system genetycznej optymalizacji funkcji
Lapunowa zaistniat realnie. Z tych samych powodow niewiele jest podanych w
dalszej czesci Rozprawy wynikow symulacji dynamiki rozwazanych uktadow.
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5. STABILNOSC UKLADOW MECHATRONICZNYCH

Analiza stabilnosci stanowi istotny etap badania i projektowania uk/adow
mechatronicznych, poniewaz stabilnos¢ jest jedng z podstawowych wiasnosci
jakosciowych niezbednych do prawidZowego funkcjonowania takich ukzadow.

W niniejszym rozdziale omoéwimy szereg zagadnieri stabilnosci ukfadow
dynamicznych szczegblnie waznych z punktu widzenia mechatroniki. Zastosujemy
metode optymalnych funkcji Lapunowa (oméwiong w Rozdziale 3) do wyznaczenia
oszacowarn wskaznikow zbieznosci i obszaréw stabilnosci (w przestrzeni stanu i w
przestrzeni parametréw) oraz oceny innych wifasnosci rozpatrywanych ukZadow.
Pokazemy, ze metoda optymalnych funkcji Lapunowa wnosi istotny wkzad nie tylko
do teorii uk/adéw nieliniowych i niestacjonarnych, ale nawet do klasycznych
zagadnier: stabilnosci ukfadéw liniowych stacjonarnych.

5.1 Stabilnos¢ liniowych uktadow stacjonarnych

Uktady liniowe stacjonarne maja parametry z zatozenia state. Problem stabilnosci
tego typu uktadéw dynamicznych, podstawowy z praktycznego punktu widzenia,
jest najlepiej teoretycznie opracowany. Wynika to z faktu, ze do analizy takich
uktadéw mozna stosowaé metody algebraiczne, a og6lna postac ich rozwiazan jest —
formalnie rzecz biorac — znana. Jesli jednak bedziemy chcieli bardziej precyzyjnie
okresli¢ wtasnosci stabilnosci takich uktadoéw, powiedzie¢ wigcej niz tylko
rozstrzyga¢ o ich stabilnosci lub niestabilnosci, to wowczas nie zawsze wystarcza
klasyczna analiza stabilnosci bazujaca na metodach algebraicznych. W niniejszym
paragrafie skupimy uwage gtéwnie na tej wiasnie kwestii, podkreslajac to, co
nowego wnosi do tematu metoda optymalnych funkcji Lapunowa.

Zastosujemy wiec metode optymalnych funkcji Lapunowa do badania witasnosci
stabilnosci uktaddéw opisanych nastepujacymi réwnaniami rézniczkowymi:

X = AX, (5.1.1)

gdzie x e R" jest wektorem stanu uktadu, natomiast A - stala macierza
rzeczywista o0 wymiarach n x n. Wprawdzie modelowanie autonomicznych uktadéw
mechanicznych najczesciej rozpoczyna si¢ od liniowych i stacjonarnych réwnan
rozniczkowych rzedu drugiego nastepujacej postaci:

MX +PX +QX =0, (5.1.2)

gdzie X = [xl,...,xk]T jest wektorem przemieszczen uktadu, natomiast M, P, Q sa
odpowiednio macierzami: mas, ttumienia i sztywnosci, to jednak w rozpatrywanym
tu nieosobliwym przypadku (detM = 0), ukiad (5.1.2) mozna przeksztatci¢ do
standardowej postaci (5.1.1), wprowadzajac wektor stanu x = [X, dX/dt]" o
parzystym wymiarze n = 2k. Model (5.1.2) ma posta¢ szczeg6lnie dogodna tylko
wtedy, gdy macierze M, P lub Q sa symetryczne. Bedziemy z tego korzystali przy
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analizie liniowych uktadéw drgajacych. Jesli jednak chcielibysmy w modelu (5.1.2)
uwzgledni¢ na przyktad sify zyroskopowe lub cyrkulacyjne, macierze P, Q przestana
by¢ symetryczne. Wtedy réwnania postaci (5.1.1) sa dogodniejsze, bo nadaja si¢ do
bezposredniej analizy metoda funkcji Lapunowa, i ogolniejsze, bo mozna nimi
modelowa¢ uktady o dowolnym (niekoniecznie parzystym) wymiarze wektora stanu.
Poniewaz parzystos¢ wymiaru macierzy A nie jest istotna w metodzie funkcji
Lapunowa, dalsze ogdlne rozwazania beda odnosity sie do modelu (5.1.1) o
dowolnym wymiarze n wektora stanu Xx.

Przyjecie modelu (5.1.1) lub (5.1.2) oznacza pominiecie zaburzen parametrow i
wymuszen zewnetrznych realnego ukladu mechanicznego oraz nieliniowosci
materiatowych lub geometrycznych. Mimo zatozonej statosci parametréw modelu,
nalezy tu rozr6zni¢ dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy state parametry modelu
sa okreslone jednoznacznie, czy tez nie sa. W pierwszym przypadku o stabilnosci
wyktadniczej uktadu (5.1.1) decyduja, jak wiadomo, wartosci wiasne macierzy A
(Gutowski [17],[18], Osinski [54], Sastry [96]). Nie jest jednak konieczne
wyznaczanie wartosci wiasnych, aby orzeka¢ o stabilnosci. Stosujac na przyktad
kryterium Hurwiza [D16] do wielomianu charakterystycznego macierzy A, mozemy
bezposrednio stwierdzi¢, czy dana macierz A jest stabilna, tzn. czy wszystkie czesci
rzeczywiste jej wartosci wiasnych leza w lewej potptaszczyznie zespolonej. Jesli
macierz uktadu jest uzalezniona od jednoznacznie okreslonych parametréw, tzn. A =
A(p), to kryterium Hurwitza daje nam warunki konieczne i dostateczne stabilnosci
wyktadniczej uktadu (5.1.1) w przestrzeni tych parametrow.

Przy modelowaniu realnych ukladéw blizszy rzeczywistosci jest jednak
przypadek drugi, gdy parametry modelu sa wprawdzie state, ale znane tylko w
przyblizeniu, tzn. sa obarczone pewnym btedem, jako wielkosci okreslone
bezposrednio z pomiardéw lub w wyniku procedury identyfikacji obiektu. Wowczas
macierz A jest tzw. macierzq przedziafowg (0znaczana przez [A]) o parametrach nie
okreslonych jednoznacznie, lecz zawartych w pewnych ograniczonych przedziatach.
Wtedy o stabilnosci rozstrzyga kryterium Kharitonowa réwnowazne kryterium
Hurwiza w odniesieniu do tzw. wielomianéw Kharitonova macierzy A. [D16]

Scisle biorac, w przypadku statych, lecz niejednoznacznie okreslonych
parametrow macierzy ukfadu, mamy do czynienia z inkluzja rézniczkowa ([D1],
Ossowski [82])

x e{Alp,q,m)x:per(P)ger(Q)mer(Mj, (5.1.3)

gdzie I'(P), I'(Q), I'(M) sa przestrzeniami funkcji stalych o wartosciach w

odpowiednich kostkach P, Q, M w przestrzeniach euklidesowych. W jezyku teorii
inkluzji kryterium Kharitonowa mowi, ze wystarcza cztery ciecia krytyczne wiazKi
inkluzji (5.1.3) do orzekniecia o jej stabilnosci [D1]. Mamy tu wiec przykiad
skonczenie rozwiazywalnego problemu stabilnosci inkluzji  rézniczkowej.
Wymienione ciecia odpowiadaja wyborowi pewnych skrajnych (maksymalnych
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i/lub minimalnych) wartosci parametrow modelu. Zatem badanie stabilnosci inkluzji
(5.1.3) sprowadza si¢ do badania stabilnosci czterech krytycznych uktadoéw
nalezacych do klasy uktadéw réwnowaznej tej inkluzji [D1].

Jesli badany uktad liniowy stacjonarny okazuje sie niestabilny, to zwykle nie sa
juz istotne inne jego wiasnosci, bo i trudno jest wtedy mowi¢ o wiasnosciach
stabilnosci. Jesli jednak ukiad ten jest stabilny, to wowczas mozemy formutowaé
bardziej szczeg6towe pytania odnosnie jego wiasnosci. Kryteria stabilnosci typu
Hurwiza czy Kharitonowa na takie pytania nie daja bezposredniej odpowiedzi.
Konieczne jest wtedy zastosowanie innych metod. Ponizej pokazemy, ze
odpowiednia do tego jest metoda optymalnych funkcji Lapunowa.

Poniewaz o stabilnosci uktadéw liniowych stacjonarnych decyduje macierz A,
lokalna stabilnos¢ takich uktadéw jest rownowazna ich stabilnosci globalnej. Zatem
nie istnieje kwestia szacowania obszaru ich stabilnosci w przestrzeni stanu. Jakie
zatem wiasnosci uktadow liniowych stacjonarnych moga by¢ istotne i warte badania
précz samej stabilnosci? Majac na wzgledzie zastosowania praktyczne, mozemy na
przyktad szacowa¢ minimalna i $rednia szybkos¢ zbieznosci trajektorii do punktu
stacjonarnego, amplitude proceséw przejsciowych trajektorii startujacych z pewnego
ograniczonego obszaru lub catkowe wskazniki jakosci odzwierciedlajace wiasnosci
catych trajektorii. Mozna tez bada¢ zapas stabilnosci w przestrzeni parametrow.

Chociaz praktyczny sens wymienionych wyzej wskaznikéw oceny jest jasny, nie
zawsze jest tatwym zadaniem wyznaczenie ich oszacowan, nawet jesli dysponujemy
rozwiazaniami analitycznymi réwnan modelu. Moze by¢ dogodniej zrobié to przy
uzyciu metody funkcji Lapunowa, gdyz metoda ta nie wymaga znajomosci
rozwiazan, a ponadto moze by¢é w sposéb naturalny uogblniona na uktady
nieliniowe i niestacjonarne.

Jezeli chodzi o szybkos¢ zbieznosci trajektorii do punktu stacjonarnego, to
prawdziwe jest nastepujace klasyczne

Twierdzenie 5.1: Jezeli macierz A uktad liniowego stacjonarnego (5.1.3) jest
stabilna, to istnieja state dodatnie 7, y takie, ze dla pewnej normy || w

przestrzeni stanu R" zachodzi oszacowanie |[x(t)| < {x(to J|exp[- 7 (t —to)] dla

dowolnej trajektorii uktadu x(t)=x(t, to, Xo), Xo € R", przy czym najlepszym
oszacowaniem wskaznika zbieznosci y jest najmniejszy modut czgsci
rzeczywistej wartosci wtasnej macierzy uktadu, tzn. min [Re Ai(A)].

Powyzsze twierdzenie méwi wigc tylko tyle, ze stabilny uktad liniowy stacjonarny
jest wyktadniczo stabilny w mysl og6lnej definicji (2.2.2). (Gutowski [17]).

Sama stabilnos¢ wyktadnicza ukfadu liniowego stacjonarnego mozna
rozstrzygna¢ na podstawie dowolnej kwadratowej funkcji Lapunowa o macierzy S
bedacej rozwiazaniem macierzowego réwnania Lapunowa (4.2.4). Problem doboru
funkcji Lapunowa nie jest wiec istotny z punktu widzenia samej stabilnosci. Jesli
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jednak chodzi nie tylko o to, aby stwierdzi¢ stabilnos¢ wyktadnicza ukladu o
zadanych parametrach, ale tez powiedzie¢ jak najwigcej o trajektoriach uktadu lub o
zaleznosci stabilnosci od parametrow uktadu, woéwczas dobor formy kwadratowej
jako funkcji Lapunowa moze mie¢ zasadnicze znaczenie. Omoéwimy te kwestie
szczegOtowo ponizej, przytaczajac nastepujace

Twierdzenie 5.2: Dla kazdego stabilnego uktadu liniowego stacjonarnego
X = AXx istnieje taka norma euklidesowa || , ze prawdziwe jest oszacowanie

[x(t)] < |x(to N expl- 7 (t - to)] (5.1.4)

dla wszystkich trajektorii uktadu x(t) = x(t, ty, Xo), Xo €R" i dla pewnego
wskaznika y >0. Co wiecej, norme mozna dobra¢ tak, aby ten wskaznik
osiagat swoja maksymalna mozliwg wartos¢ réwna min|Re Aj|.

Dowdd: Wiemy, ze jezeli macierz A jest stabilna, to dla dowolnej dodatnio
okreslonej macierzy Q istnieje rozwiazanie algebraicznego réwnania Lapunowa

ATS+SA=-Q (5.1.5)

ze wzgledu na S, w klasie macierzy dodatnio okreslonych (Sastry [96]). Niech
macierz S bedzie takim rozwiazaniem. Woéwczas forma kwadratowa Vs(x) = x'Sx =

=||x||§ bedzie funkcja Lapunowa dla uktadu (5.1.1), a z réwnowaznosci norm
wynika istnienie dodatniej statej y takiej, ze
X'Qx > 2 yx'Sx. (5.1.6)

Zatem dla pochodnej czasowej formy Vs(x) na trajektoriach uktadu (5.1.1) bedzie
zachodzito nastepujace oszacowanie:

d Vs(x)/dt = x"(A'S + SA)x = —x"Qx < — 2 yx"Sx. (5.1.7)

Z rozwiazania powyzszej nierownosci wynika warunek wyktadniczej zbieznosci
(2.2.2), przy czym, jak tatwo zauwazy¢, wskaznik y bedzie wyrazat si¢ wzorem:

y(S):—sup{XTEAX}—l inf{XTQX}. (5.1.8)

x20 X' SX 2 x20 x'Sx

Skoro wskaznik ten jest dodatni, forma kwadratowa x'Sx bedzie kwadratowa
funkcja Lapunowa dla uktadu (5.1.1). To dowodzi pierwszej czesci tezy twierdzenia.

Trzeba jeszcze wykaza¢, ze optymalna funkcja Lapunowa zapewnia najwigksza
wartos¢ wskaznika zbieznosci rowna min|Re A;|. Aby to wykaza¢, przyjmijmy, ze
macierz A ukfadu jest diagonalizowalna. Wowczas, we wspotrzednych
kanonicznych y, réwnania uktadu beda miaty nastepujaca diagonalna postac:
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Vi = 4 (A)Y;,i=12,.,n, (5.1.9)

a zatem d(y;y;/2)/dt=y; A4yi +Vi A y; =Re[4]-y; yi. Wobec tego dla funkcji

V=y'y= ||y||2 bedzie zachodzi¢ nastepujaca nierownos¢:
V =d(y*y)/dt = Re 3 (A)- Y7 +...+ Re A, - (A)yZ < max [Re 4; (A)]-V »
1

Zatem forma kwadratowa V= y*y=||y||2 jest optymalna funkcja Lapunowa dla

rozwazanego ukladu, a sam uklad jest wyktadniczo stabilny wedtug normy||-||2.

Przechodzac teraz do starych wspoétrzednych x dostaniemy optymalna funkcje

Lapunowa w postaci x'Sx, dla ktorej wskaznik zbieznosci oczywiscie nie ulegnie

zmianie, tzn.y (S) = max[Re 4;(A)] (Twierdzenie 4.2, Radziszewski [92]). .
|

Nalezy zaznaczy¢, ze wskaznik (5.1.8) bedzie na og6t zalezny od wyboru normy
|H|s » @ scisle biorac od wyboru macierzy Q > 0. Ponadto, jak widac ze wzoru (5.1.8),

wskaznik 1S) jest rowny wskaznikowi zbieznosci y [S, c] ktory w tym przypadku
nie zalezy od odlegtosci od punktu stacjonarnego. Zatem w Kklasie uktadéw
liniowych stacjonarnych pojecia wskaznika zbieznosci wyktadniczej i wskaznika
stabilnosci sa tozsame. Z twierdzenia 5.2 wynika, ze zbieznos¢ wyktadnicza
trajektorii stabilnego ukfadu liniowego wedtug normy jest tylko kwestia doboru
normy. Co wiecej, mozna tak dobra¢ norme, zeby jej wartos¢ na trajektoriach
zanikata monotonicznie, zgodnie z prawem wyktadniczym (5.1.4).

Podane twierdzenie ostatecznie wykazuje, ze wskaznik (3.1.2), spetnia og6lne
wymagania sformutowane w Rozdziale 2 odnosnie wskaznika stabilnosci uktadow
dynamicznych.

Przyklad 5.1: (Stabilnos¢ liniowego oscylatora o jednym stopniu swobody)
Rozwazymy problem stabilnosci najprostszego, ale i waznego modelu uktadu
mechanicznego, jakim jest liniowy oscylator o jednym stopniu swobody. Taki model
zdaje si¢ by¢ juz przebadanym pod kazdym wzglgdem Okazuje si¢ jednak, ze
stosujac metode funkcji Lapunowa, mozna jeszcze cos niebanalnego w tym temacie
dopowiedzie¢, cos przydatnego do badania bardziej ztozonych uktadéw (Pokazat to
juz czesciowo Przyktad 4.3). Rozpatrzenie takiego ukladu jest wiec sensowne nie
tylko z metodologicznego, czy akademickiego punktu widzenia.
Rozwazmy wpierw liniowy i stacjonarny model oscylatora postaci

X+2px+0gx=0, (5.1.10)
gdzie x jest wspOtrzedna przemieszczenia, a state p > 0, @ > 0 sa odpowiednio:

parametrami ttumienia i sztywnosci oscylatora. Mimo, iz jest to uktad globalnie
asymptotycznie stabilny, a ogdlne rozwiazania réwnania (5.1.10) sa znane w postaci
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analitycznej, bardziej subtelne wiasnosci jakosciowe uktadu nie sa wcale oczywiste i
proste do przewidzenia lub oszacowania na podstawie rozwiazan. Aby to pokazac,

zapiszmy rownanie (5.1.10) w postaci x=AXx, gdzie X =[x =X, X :>'<]T jest
wektorem stanu uktadu jest, natomiast macierz

A—{O ! } (5.1.11)
“|_q —2p| 1.

Przyjmujac funkcje Lapunowa w znormalizowanej postaci V(x)= ax,” +2bxix; + Xo%,
gdzie a-b*>0, mozna wykazaé, ze wskaznik zbieznosci wyktadniczej bedzie wyrazat
sie nastepujacym wzorem (Ossowski [55], Radziszewski [92]):

2
‘a—2b2+2pb—q

y(8)=r(ab)=p—q/lb-pf + (5.1.12)

4a-b?)

Wartosé¢ tego wskaznika mowi o tym, pod jakim katem trajektorie uktadu wchodza
do wnetrza elips bedacych poziomicami formy kwadratowej ax,” + 2bxyx, + Xo°.
Nietrudno wykaza¢, ze w obszarze podkrytycznym (q > p°) optymalne parametry
funkcji Lapunowa sa nastepujace: a =g, b = p, a wskaznik zbieznosci y = p nie
zalezy od sztywnosci. Z kolei w obszarze nadkrytycznym (q < p? optymalne
parametry sa nastepujace: a = 2p®-q, b = p, a wskaznik zbieznosci jest réwny

y=p- p2 —( . Zatem dla duzych ttumien wskaznik zbieznosci zaczyna male¢ ze
wzrostem ttumienia, a uktad wchodzi w obszar ruchu petzajacego. a

Przeprowadzona wyzej analiza jednowymiarowego oscylatora stanowi punkt
wyjscia do analizy bardziej ztozonych ukladéw o jednym lub wielu stopniach
swobody z zaburzeniami parametrycznymi i wymuszeniami sitowymi, ktore
oméwimy w nastepnym paragrafie.

Rozwazymy teraz inne wskazniki oceny wiasnosci stabilnosci uktadéw
liniowych stacjonarnych. Przede wszystkim zauwazmy, ze w przypadku takich
uktadéw lokalna stabilnos¢ asymptotyczna jest rownowazna stabilnosci globalnej i
nie ma problemu oszacowania obszaru stabilnosci w przestrzeni stanu, naturalnym
celem optymalizacji funkcji Lapunowa moze by¢ na przyktad szybkosé¢ zbieznosci
wyktadniczej trajektorii uktadu. Jesli norma, wedtug ktérej chcemy oceniac
zbieznos¢ nie jest ustalona, to oczywiscie wystarczy znalez¢ optymalna macierz S
maksymalizujaca wskaznik stabilnosci. Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze pewna norma

||||Q wedtug ktoérej chcemy oceniaé zbieznosé trajektorii uktadu, jest narzucona

innymi wzgledami (na przyktad praktycznymi), wykraczajacymi poza teorie. Wtedy
ma sens rozwiazywanie algebraicznego réwnania Lapunowa (5.1.5) ze wzgledu na
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macierz S, dla ustalonej macierzy Q. Znajdujac odpowiednia macierz S i korzystajac
z o0golnej relacji (3.1.11), dostajemy jednoczesnie nastgpujace oszacowanie
catkowego wskaznika ruchu dla uktadéw liniowych:

M Toxdt <x7T(t t) <t
t{)x xdt<x' (tg)Qx(tp) 26

Wtedy wskaznik catkowy oceny zbieznosci wynika z samej metody, bo jest
okreslony przez macierz S, kt6ra wylicza si¢ na podstawie macierzy Q. Na odwrot,
jezeli mamy narzucony kwadratowy wskaznik catkowy o ustalonej macierzy S, to
trzeba sprawdzi¢, czy macierz Q = - (A'S+SA) jest ujemnie okreslona. Jezeli
warunek ten jest spetniony, mozemy skorzysta¢ z oszacowania (5.1.13).

X T (to)SX(tg) - (5.1.13)

Dla stabilnych uktadéw liniowych stacjonarnych naturalnym zagadnieniem jest
tez szacowanie obszaru stabilnosci w przestrzeni parametréw. Dlatego omoéwimy
teraz kwestie zapasu stabilnosci uktadow liniowych w przestrzeni pierwotnych
parametrow fizycznych. Jak wiemy, warunki stabilnosci w przestrzeni parametréw
mozna wywies¢ z kryterium Hurwiza albo Kharitonowa (jesli parametry modelu sa
przedziatowe). Trudnosci bezposredniego zastosowania tych kryteribw wynikaja z
faktu, ze operuja one na parametrach wielomianu charakterystycznego macierzy A,
a nie na pierwotnych parametrach fizycznych uktadu. Parametry tego wielomianu
moga by¢ bowiem ztozonymi funkcjami parametréw fizycznych. Na przyktad w
przypadku uktadéw mechanicznych macierz A jest na ogét liniowo zalezna od
parametrow ttlumienia i sztywnosci, natomiast moze by¢ nieliniowa funkcja
parametrow masowych (bezwtadnosciowych) ze wzgledu na ztozona, w ogélnosci,
posta¢ elementdw macierzy odwrotnej M™. Po wyznaczeniu wielomianu
charakterystycznego wida¢, ze jego parametry a; beda w ogolnosci funkcjami
algebraicznymi lub wymiernymi parametréw fizycznych p. Zwykle to wiasnie
parametry fizyczne p sa przedziatowe (tzn. okreslone z pewna doktadnoscia), tak ze
p e P, gdzie P jest zwarta kostka w przestrzeni R¥. Poniewaz funkcje algebraiczne
a; = ai(p) sa ciagte, mozna wyznaczy¢ ich kresy sup (inf) ai(p) wzglgdem p € P. W
ten sposob dostaniemy przedziatowe parametry wielomianu charakterystycznego
macierzy A, tyle ze ich zakresy nie beda na ogot niezalezne. Odpowiednie kresy
gorne lub dolne nie musza by¢ bowiem osiagane dla skrajnych wartosci parametréw
fizycznych. Dlatego kryterium Kharitonowa, ktére zaktada niezaleznos¢ zakreséw
parametrow wielomianu, bedzie dawato dos¢ konserwatywne oszacowania obszaru
stabilnosci takich uktadéw w przestrzeni parametrow fizycznych.

Metoda optymalnych funkcji Lapunowa ma to do siebie, ze pozwala na
bezposrednie badanie i szacowanie obszaru stabilnosci uktadu liniowego w
przestrzeni jego parametrow fizycznych. Nie stwarza przy tym zasadniczej trudnosci
fakt, ze te parametry moga by¢ nieokreslone jednoznacznie (przedziatowe lub z
niestacjoanrnymi zaburzeniami. Aby to pokaza¢, rozpatrzymy nastepujacy
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Problemat 5.1: (Stabilnosé¢ ukfadu liniowego o parametrach przedziafowych)
Rozwazymy problem stabilnosci uktadu liniowego stacjonarnego o parametrach
statych, lecz nieokreslonych. Modelem uktadu tego typu bedzie nastepujaca inkluzja
rézniczkowa:

x e{A(p):p e ['(P)}, (5.1.14)

gdzie stan uktadu x e R", macierz uktadu A zalezy od statych parametréw p modelu
strukturalnego ukladu realnego, nalezacych do okreslonego zbioru zwartego P < R,
a I{P) jest klasa funkcji statych o wartosciach w P. W szczegdlnym przypadku, gdy
P jest k-wymiarowa kostka w R¥, bedziemy moéwi¢ o ukladzie o parametrach
przedziatowych. Przyjmiemy, ze macierz A(p) jest liniowo zalezna od sktadowych
wektora p = (py,..., Px), @ macierz Aq = A(0) jest stabilna, i rozwazymy problem
oszacowania obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni parametrow p.

Zgodny z 0g6lna koncepcja przedstawiona w Rozdziale 3, wskaznik stabilnosci
dla uktadu (5.1.14) bedzie wyrazat sie nastepujacym wzorem:

-
X" SA(p)x .
7(S)=— sup sup % = inf_»(S,p)=
pel(P)x=0| X SX pel(P)
(5.1.15)
xTSon xTSAlx xTSAkx
=— Sup sup T—+ p1- T +...+ pk'T—,
pel(P)x=0| X SX X' SX X' SX

gdzie Ay, ..., A« sa statymi macierzami okreslajacymi strukture zaleznosci macierzy
A uktadu od poszczegélnych parametréw. Przyjmiemy, ze parametry ps,..., Pc Sa
przedziatowe, tzn. ich wartosci sa state, ale znane sa tylko przedziaty [Pi min, Pimax),
i=1,..., k, w ktorych te wartosci sie zawieraja. Nie zmniejszajac ogdlnosci zatozymy,
ViS Pi min<O » Pi max>0-

Jezeli ktérakolwiek z form kwadratowych X'SAX, i =1,..., k jest nieujemnie
(niedodatnio) okreslona, to odpowiedni parametr p; (z powodu operacji supremum)
bedzie musiat przyjaé stata wartos¢ skrajna pi nax (Pi min)- Jezeli jednak dla danych
parametrow p € P supremum po X jest osiagane dla pewnego x*, a formy
kwadratowe x'SAx, i = 1,..., k maja okreslony znak, to supremum po p powinno
dazy¢ do zwigkszania lub zmniejszania wartosci poszczeg6lnych parametrow
stosownie do znaku odpowiedniej formy. Poniewaz dla parametréw przedziatowych
te zmiany moga by¢ catkowicie niezalezne, wynika z tego wniosek, ze o stabilnosci
uktadu z parametrami przedziatowymi decyduja tylko wartosci skrajne tych
parametrow, przy czym rzecz tu o parametrach fizycznych, a nie o wspoétczynnikach
wielomianu charakterystycznego. Zatem wskaznik stabilnosci uktadu bedzie rowny
AS) = min[y (S, ), 7 (S, P°) . ... 7 (S, P)], gdzie P, j = 0,..., | = (2-1) sa
wszystkimi mozliwymi wektorami parametrow o wspotrzednych przyjmujacych
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wartosci skrajne. Mamy zatem 2% cie¢ rozwiazujacych problem stabilnosci
rozwazanej inkluzji (5.1.14) nastepujacej postaci:

wazne, wskazniki #S, p') moga by¢ wyznaczone jako wartosé wilasne pewnych
macierzy, natomiast wskaznik stabilnosci (5.1.15) uktadu bedzie na og6t zalezny od
skrajnych wartosci parametrow pi min, Pimax, 1=1, ..., K.

Obszar stabilnosci w przestrzeni parametréw rozwazanego ukfadu (a scisle
biorac w przestrzeni ich skrajnych wartosci pi min , Pi max » | = 1,..., K) bedzie
okreslony warunkiem stabilnosci  #/S)>0. Miare tego obszaru mozna
maksymalizowa¢ dobierajac macierz S.

Poniewaz wskazniki y (S, p'), jako wartosci wiasne pewnych macierzy, beda na
0g6t funkcjami algebraicznymi od wielkosci pi min, Pi max, 1 = 1,..., k, to ksztatt
obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni parametréw moze by¢ dos$é¢ ztozony. Chcac
uzyska¢ wyniki troch¢ mniej doktadne, ale za to prostsze do analizy, mozemy
skorzystac z nastepujacego oszacowania:

N k
7(8)2y(8)=r0(S)- _Zlmax[pi maxSi (), Pimin77(S)], (5.1.17)
i=
gdzie
T Ten. Ten.
70(8) =sup| X221 5 (5) —sup| 220X | i(s) = inf | 228X |
x#0| X SX x#0| X SX x#0| X' Sx

Witedy warunek dostateczny stabilnosciy (S) >0 uktadu liniowego o parametrach

przedziatowych bedzie miat prosta strukturg zbioru o ograniczeniach liniowych
wzgledem skrajnych wartosci parametréw.
Jak wida¢ z (5.1.17), uproszczony warunek stabilnosci 7 (S) >0 sprowadza sie

do wyznaczenia dla danej macierzy S, maksymalnych i minimalnych wartosci
wiasnych pewnych macierzy niezaleznych od parametrow pj min » Pimax » | = 1,..., kK.
Dlatego optymalizacje oszacowania obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni tych
parametrow mozemy wzglednie fatwo przeprowadzi¢, stosujac jedna funkcje
Lapunowa lub wiele takich funkcji (czyli wielowymiarowg funkcje Lapunowa). Na
koniec warto zauwazy¢, ze dla okreslonych macierzy A; , i = 1,..., k i ustalonej
macierzy S, tylko jedna skrajna wartos¢ kazdego parametru p; bedzie w takim
przyblizeniu istotna dla stabilnosci uktadu, tzn. wystapi w warunku stabilnosci
uktadu 7 (S)>0. Q
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Metoda funkcji Lapunowa umozliwia réwniez szacowanie wptywu zmian
parametrow na wiasnosci stabilnosci uktadu. Ilustruje to ponizszy

Problemat 5.2: (Zaleznos¢ wskaznika i zakresu stabilnosci od parametru ukfadu)
Zbadamy zaleznos¢ wskaznika stabilnosci uktadu liniowego o stabilnej macierzy A
od wybranego parametru «. Dokladniej, oszacujemy zmiane wskaznika stabilnosci
przy zaburzeniu macierzy A ukiadu o macierz «-C, gdzie « > 0 jest parametrem,
natomiast C — dowolna macierza o wymiarze macierzy A.

Rownania uktadu po takiej modyfikacji beda miaty nastgpujaca postac:

X=(A+a-C)x, >0. (5.1.18)
Wskaznik stabilnosci takiego uktadu mozna oszacowa¢ jak nastepuje:
T T
7(S,a)=—sup X TSAX+aX _I_SCX >y(S)-a-7(S), (5.1.19)
x=#0 X SX X' SX

gdzie S jest macierza funkcji Lapunowa dla ukladu niezaburzonego, A«S) jest
dodatnim wskaznikiem stabilnosci dla uktadu bez zaburzenia, natomiast wielkos¢

.
n(S)= suplix SCX}. (5.1.20)

x#0 X1 Sx

Stad dostajemy nastepujace oszacowanie na gorne ograniczenie zmiany macierzy A
W Kierunku” macierzy C , ktére zachowuje stabilno$¢ uktadu zaburzonego.

max = 07max =7(S>/77(S)- (5.1.21)

Istotnie korzystna cecha powyzszego oszacowania jest fakt, iz odnosi si¢ ono do
uktadéw o dowolnym wymiarze wektora stanu, a wielkosci (S), 7(S) wyrazaja si¢

przez wartosci wtasne pewnych macierzy niezaleznych od rozwazanego parametru
a. Z Kolei niekorzystna cecha uzyskanego oszacowania (5.1.21) jest jego
konserwatywnos¢, co sprawia, ze jest ono uzyteczne tylko wowczas, gdy zaburzenie
macierzy A w ,kierunku” C rzeczywiscie nie poprawia wiasnosci stabilnosci, tzn.
nie zwigksza wskaznika stabilnosci (5.1.19) uktadu. Gdyby rozpatrywane zaburzenie
bylo korzystne w tym sensie, nie mozna by tego faktu wywies¢ z oszacowania
(5.1.12).

Stosujac metode optymalnych funkcji Lapunowa mozna jednak uzyskaé¢ bardziej
szczegOtowe rezultaty dla rozwazanego problemu, przyjmujac dodatkowe zatozenia
odnosnie macierzy S, C, czyli odnosnie funkcji Lapunowa oraz kierunku zaburzenia
macierzy A. Na przyktad jesli zaburzona macierz uktadu mechatronicznego bedzie
miata posta¢ A +aB-D', gdzie A jest stabilna, a B, D sa statymi wektorami, to
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woweczas dla macierzy kanonicznej S, takiej ze wektor D = SB oraz dla kazdego
wektora X B3 zachodzi rownos¢ BT (ATS + SA)X =0, bedziemy mieli

BTsx)(D'x - S
n(S)=SUP(T#= sup (BTSx)? =B, amax(S)JO(z). (5.1.22)
x#0 X' SX HXHS:l ”B"S

Przy takich zatozeniach mozemy nawet rozwiaza¢ powyzszy problem scisle tj.
bez zadnego szacowania. Istotnie, wskaznik stabilnosci rozwazanego uktadu bedzie
wtedy rowny

T T
y(S,a)=—sup X ' SAX +a(B Sx)2

(5.1.23)
X0 x T Sx x T Sx

Zaleznos¢ tego wskaznika od parametru o mozna wyznaczy¢ analitycznie jak
nastepuje:

7(S,a)=— sup [x"SAX + a(BTSx)%]=—- sup [41°BTSAB +)~(SAi+a/12||B||g]=

X =2 Ixls =1
BTSAB . BTsAB
=y, (S)—sup | £2 > +a||B||§+70(S) =min| y(S), - 2 _0‘"‘3”; ’
£2a IB5 IB[5
gdzie
.-...T ~
X SAX
Yo (8)=— sup ——— (5.1.24)
xeBs  [Xg

Wida¢, ze w rozwazanym przypadku nastepuje pogorszenie stabilnosci uktadu
wraz ze wzrostem parametru « >0. Utrata stabilnosci nastepuje dla o > & max >0,
natomiast dla &« mniejszego od pewnej wartosci (nasycenia) a sy < o max Wskaznik
stabilnosci utrzymuje stata wartos¢ y.(S). Latwo sprawdzié, ze $ciste krytyczne
Wartosci o max, st Wyrazaja sie wtedy nastepujacymi wzorami (Ossowski [59]):

BTSAB Y 0 (S)
Amax(S) =———7— sat(S) = amax (S) - 5 (5.1.25).
IBls 85
gdzie wielko$¢ ¥ .(S) okreslona jest wzorem (5.1.24). a

Opisana wyzej procedurg mozna bez trudu uogdlni¢ na przypadek wielu
parametrow zaburzajacych macierz A uktadu. Wystarczy w tym celu skorzysta¢ z
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oszacowania analogicznego do (5.1.19), zaleznego od wielu parametrow a, ay,... |
odpowiednich macierzy Cy, C,,... okreslajacych strukture zaburzen macierzy A.

Przyklad 5.2: (Wpfyw zaburzenia macierzy uk/adu na wskaznik stabilnosci)
Rozwazmy uktad drgajacy opisany nastepujacym modelem liniowym:

0 1 0 0

-1 -1 1 0 T

X = x=(A+aBD")x, (5.1.26)
0 O 0 1

1 0 -l1l+a -1+2ca

gdzie a > 0 jest parametrem zaburzenia, natomiast macierze

0 1 0 O 0 0 2 1 -2 0
-1 -1 1 0 0 0 1 2 0
0 0 0 1 0 1 -2 0 1
1 0 -1 -1 1 2 0 0 1 2

Jak fatwo sprawdzi¢, macierz S jest macierza kanonicznej funkcji Lapunowa. Dzieki
temu, korzystajac z (5.1.24 — 25), dostajemy nastepujace wzory:

1 1
y(S,a)==-2a, amay =—, (5.1.28)
2 4
ktore sa wynikami doktadnymi, a nie oszacowaniami. a

Duzym zainteresowaniem cieszy si¢ ostatnio zagadnienie zakresu ruchu
stabilnego uktadu liniowego stacjonarnego, startujacego z pewnych warunkéw
poczatkowych (Ossowski [84], Shahruz [98]). Jest to zagadnienie jak najbardziej
jakosciowe, gdyz dotyczy catych trajektorii uktadu, a nie tyko ich wartosci
chwilowych. Wiadomo, ze wszystkie trajektorie stabilnego uktadu liniowego
X = Ax startujace z dowolnego otoczenia X, punktu stacjonarnego x = 0 zbiegaja do
tego punktu. Jednak w zastosowaniach praktycznych czesto wazne jest jeszcze
podanie oszacowania zakresu ruchu, czyli zbioru X- (zaleznego na ogét od otoczenia
Xo), W ktorym na pewno zawarte beda wszystkie trajektorie (procesy przejsciowe).
Podanie wprost takiego zbioru w klarownej postaci nie jest tatwe, jesli nawet,
formalnie rzecz biorac, znana jest posta¢ ogolnego rozwiazania réwnan uktadu.
Problem nie tkwi bynajmniej tylko w tym, ze znalezienie takiego rozwiazania w
przypadku wielowymiarowym bytoby ktopotliwe, bo wymagatoby numerycznego
wyznaczania wszystkich wartosci wiasnych macierzy uktadu.

Okazuje sig, ze pewna informacje¢ o zakresie procesow przejsciowych w
uktadach liniowych mozna uzyska¢ prostszymi metodami, niewymagajacymi
znajomosci wszystkich wartosci wlasnych. Znanych jest szereg prac na ten temat,
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podajacych konkretne oszacowania (Shahruz [98]). Ponizej przedstawimy analizg
tego problemu przy uzyciu metody funkcji Lapunowa.

Problemat 5.3: (Zakres ruchu ukfadu startujgcego z zadanego obszaru)
Wyznaczymy za pomoca metody funkcji Lapunowa oszacowanie zakresu ruchu

stabilnego ukladu liniowego x=Ax,x eR" startujacego z obszaru X, € R".
Zatozmy, ze mamy pewna macierz S funkcji Lapunowa rozwazanego ukiadu,
optymalna w sensie wskaznika stabilnosci lub tylko taka, ze wskaznik AS)
okreslony wzorem (5.1.8) jest dodatni. Jest jasne ze zakres procesow przejsciowych
X. mozna oszacowaé¢ za pomoca minimalnej elipsoidy B(S, c) opisanej na zbiorze
Xo. Bedzie to wigc elipsoida X ((S,¢)= X, (S).

Jezeli obszar startowy Xq ={x € R" :|[x| < r} jest kula wzgledem pewnej normy,
na przyktad podyktowanej wzgledami praktycznymi, to promien € =c(S,r). Wtedy
norma x| kazdego punktu X € XO(S,(T) moze byé oszacowana przez norme

I jak nastepuie: ], < 7(S)|X| < TS ) . gdie stata

n(S) = sup Mg /X1 -

Zatem dla kazdego x e X,(S,c), norma |x|<c(S,r)/n(S). Mozemy na tej
podstawie okresli¢ wskaznik:

c(S,n/r-n(s), (5.1.29)

méwiacy 0 tym, w jakim stopniu moze wzrosna¢é norma [x(t)| procesu
przejsciowego startujacego z punktu Xo 0 normie [xo| = r. Jezeli macierz S nie jest

ustalona, to wskaznik ten moze postuzy¢ do jej optymalizacji. Jest jasne, ze w
praktyce zwykle bedziemy si¢ starali minimalizowaé¢ wartos¢ tego wskaznika.
Oznacza to nic innego jak tylko minimalizacje miary rozmycia zbioru rozmytego
(Xo, X-). a

Obszar procesow przejsciowych X- startujacych z pewnego obszaru X, mozemy
rowniez szacowa¢ za pomoca wielu macierzy S, czyli za pomoca wektorowej
funkcji Lapunowa, godnie z procedura opisana w Rozdziale 3.

Jezeli mamy do czynienia z uktadem liniowym o parametrach przedziatowych p,
mozemy poszukiwa¢ rozmytego oszacowania zbioru X-, ktore bedzie okreslone
przez wartosci parametréw ukladu najbardziej (nie)korzystne z punktu widzenia
amplitudy proceséw przejsciowych.
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5.2 Stabilnos¢ liniowych uktadow niestacjonarnych

Liniowe niestacjonarne modele ukladéw mechatronicznych stosuje sie zwykle
wtedy, gdy odksztatcenia uktadu sa stosunkowo niewielkie a sprzezenia zwrotne jest
liniowe, lecz istotny jest wplyw niestacjonarnych zaburzen parametréw oraz
niekontrolowanych sit zewnetrznych. ,,Czy” i ,,na ile” ten wptyw jest istotny w
sensie jakosciowym oraz ilosciowym mozna stwierdzi¢ dopiero po przeprowadzeniu
analizy teoretycznej lub numerycznej modelu. Poniewaz gtéwnym celem omawianej
tu teorii jakosciowej jest opis wiasnosci jakosciowych, wszelkie oszacowania
ilosciowe podane beda zwykle w postaci ogélnych formut.

W liniowych modelach uktadéw mechatronicznych postaci (5.1.1) macierz A
uktadu czesto zalezy liniowo od parametrow ukiadu, natomiast dziatanie sit o
niestacjonarnych sktadowych mozna uwzgledni¢ za pomoca zaburzen addytywnych,
niezwiazanych z ta macierza. Poniewaz zaburzenia zwykle nie sa doktadnie znane,
w najog0lniejszym przypadku nalezy przyja¢, ze mozliwe realizacje czasowe
zaburzen obejmuja zbiér wszystkich funkcji o wartosciach w danym zbiorze
zwartym. Dlatego jezeli zatozymy tylko ograniczono$¢ niestacjonarnych zaburzen
parametrycznych i wymuszen sitowych, wilasciwym modelem takich ukladéw
bedzie zupetna inkluzja rézniczkowa nastepujacej postaci [D1]:

*—Agx fzlt)- Cxct.. +2(t)- Cox+zolt) [zt <o, i =1 k2ot <ol (B.2.2)

gdzie state macierze C;, i=1,....k, okreslaja strukture zaburzen parametrycznych,
zaburzenia zj,..., zx odpowiadaja zaburzeniom parametrow macierzy uktadu,
natomiast zaburzenia z, — niestacjonarnym zaburzeniom sitowym dziatajacym na
uktad, a parametry «, i=0,1,...,k sa nieujemne. Aby mozna byto méwi¢ o stabilnosci
uktadu (5.2.1), przyjmiemy dalej, ze stala macierz nominalna A, jest stabilna.

Dynamika uktadéw postaci (5.2.1) jest ztozonym problemem teoretycznym, nie
rozwiagzanym w przypadku ogolnym, a to ze wzgledu na brak mozliwosci
wyznaczenia ogélnych rozwiazan analitycznych. Istnieje tylko szereg czastkowych
metod badania tego typu uktadéw i szereg szczegolnych wynikdéw uzyskanych przy
roznych zatozeniach upraszczajacych lub zawezajacych klase uktadow.
Zastosowanie metod jakosciowych, niewymagajacych znajomosci rozwiazan, do
badania tego typu ukladéw jest wiec w petni uzasadnione. Wiasciwie metody te,
obok metod numerycznych, stanowia podstawe badania uktadéw niestacjonarnych
(Osinski [54], Gutowski [17], Sanchez [94]).

Analiza jakosciowa, a w szczegélnosci analiza stabilnosci liniowych uktadow
niestacjonarnych, tez nie jest wolna od trudnosci. Przede wszystkim trzeba
zrezygnowac z metod algebraicznych, wykorzystujacych pojecie wartosci wiasnej.
Liniowe uktady niestacjonarne sa bowiem opisane macierzami zaleznymi od czasu,
a zatem moga zaleze¢ od czasu réwniez ich wartosci wihasne. | tu niestety okazuje
sig, ze istnieja przyktady liniowych uktadéw niestabilnych, ktorych macierz A(t) ma
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w kazdej chwili wszystkie wartosci wiasne w lewej potptaszczyznie (Radziszewski
[92]). Zatem chwilowe wartosci wiasne macierzy uktadu nie rozstrzygaja o jego
stabilnosci. Co wiecej, w ukfadach linowych niestacjonarnych moga wystapié
ztozone zjawiska dynamiczne (na przyktad rezonans parametryczny), ktorych
analiza oparta o analityczne obliczenia w przypadku uktadéw o wielu stopniach
swobody jest praktycznie niewykonalna (Osinski [54]). Ponizej pokazemy, co do
tego tematu wnosi metoda optymalnych funkcji Lapunowa, jako metoda z zasady
niealgebraiczna. W szczeg6lnosci zbadamy przydatnos¢ wskaznikow stabilnosci i
zbieznosci, jako narzedzi do badania stabilnosci takich uktaddw.

Mozna si¢ spodziewa¢, ze uktad postaci (5.2.1) o stabilnej czesci stacjonarnej
powinien by¢ asymptotycznie stabilny lub przynajmniej stabilny dla dostatecznie
»-matych” zaburzen niestacjonarnych. Inaczej w ogble nie mogtyby istnie¢ zadne
uktady, jako ze zaburzenia parametréw, choéby najmniejsze, zawsze wystepuja W
realnych uktadach. Istotnie, znane sa klasyczne wyniki teoretyczne potwierdzajace
to przypuszczenie (Sanchez [94]). Zadaniem omawianej tu analizy stabilnosci
bedzie wiec wykazanie stabilnosci uktadow typu (5.2.1) oraz oszacowanie
dopuszczalnego zakresu zaburzen. Pokazemy, jak mozna takie oszacowania uzyskaé
metoda optymalnych funkcji Lapunowa, stosujac jedna lub wiele funkcji Lapunowa.

Zacznijmy rozwazania od prostszego przypadku, gdy badamy uktad poddany jest
tylko zaburzeniom parametrow. Zagadnienie stabilnosci uktadéw z zaburzonymi
parametrami jest wazne z praktycznego punktu widzenia. Stabilnos¢ uktadu
zachowujaca sig jako wtasnos¢ jakosciowa, mimo zaburzen parametréw, begdziemy
okreslali mianem niezawodnej stabilnosci, znanym w literaturze anglojezycznej jako
robust stability (Olas [48], Ossowski [58], Tang [104]). Tego typu stabilnos¢, scisle
zwiazana z tzw. strukturalna stabilnoscig (Arrowschmit [2], Sastry [96]), w ogoble
umozliwia zaistnienie pewnych obserwowalnych cech jakosciowych uktadéw
niestacjonarnych i stanowi niezbedny warunek uprawniajacy do numerycznych
symulacji trajektorii takich uktadow.

Analizujac uktady liniowe niekiedy méwi si¢ 0 niepewnych parametrach lub o
ukfadach z niepewnymi parametrami woweczas, gdy faktycznie mamy do czynienia z
parametrami przedziatowymi Trzeba zwréci¢ uwage na to, ze takie zamienne
nazewnictwo nie jest tu uprawnione. Jesli bowiem parametry modelu sa z zatozenia
state, a takimi sa wilasnie parametry przedziatowe, to sa one jak najbardziej pewne.
Rzecz tkwi tylko w tym, ze wartosci parametrow przedziatowych nie sa znane
doktadnie, gdyz moga zawiera¢ sig w pewnych ograniczonych przedziatach. Do
badania uktadéw liniowych o parametrach przedziatowych stosuje si¢ tzw. analize
przedziatowgq, ktéra w ostatnich latach bardzo sie rozwija (Mao [42]). Te kwestie
omowilismy juz w pierwszym paragrafie tego rozdziatu. Jednak praktyczna
uzytecznosc¢ analizy przedziatowej jest ograniczona. W modelach uktadow realnych
bardziej bowiem uzasadnione jest przyjecie zatozenia, ze parametry modelu moga
przyjmowa¢ dowolne wartosci z pewnych przedziatéw, tzn. moga by¢ w ogdlnosci
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dowolnymi funkcjami czasu o wartosciach w rozwazanych przedziatach. Wtedy
dopiero mozna mowi¢ o niepewnosci parametréw. To rozroznienie miedzy statymi i
niestatymi parametrami o wartosciach ograniczonych ma zasadnicze znaczenie w
analizie stabilnosci. Wiadomo bowiem, ze uktad liniowy stacjonarny o parametrach
przedziatowych, moze by¢ stabilny, gdy tymczasem ten sam uktad o parametrach
niepewnych mieszczacych sie w tych samych przedziatach bedzie niestabilny.
Zatem Kkryteria Hurwiza i Kharithonova daja w istocie wyniki dos¢ ,,stabe” i nie
nadaja sie do badania uktadéw o zmiennych parametrach. Stabilno$¢ wykazana za
pomoca takich kryteriow nie moze by¢ okreslona jako niezawodna (robust),
poniewaz rzeczywiste parametry zawsze moga si¢ waha¢. Tylko takie uktady mozna
okresla¢ mianem uk/adow o niepewnych parametrach.

Rozwazymy zatem problem kryteriow stabilnosci dla uktadow o parametrach
niepewnych i, stosujac metode optymalnych funkcji Lapunowa, pokazemy, ze tak
jak w przypadku uktadéw o parametrach przedziatowych, o stabilnosci takich
uktadéw réwniez decyduja wartosci brzegowe parametréw, ale analogiczne kryteria
stabilnosci sa nieco bardziej ztozone.

Podstawowe pytania jakie nasuwaja sie w odniesieniu do niestacjonarnych
uktadéw liniowych (o zmiennych parametrach) sa nastepujace: czy w ogole w tej
klasie uktadow liniowos¢ jest cecha istotna, tj. czy jest pomocna w analizie
jakosciowej, skoro wartosci wiasne sa bezuzyteczne? Czy wskaznik stabilnosci dla
takich uktadéw mozna uzna¢ za dobre uog6lnienie maksymalnej czesci rzeczywistej
wartosci wiasnej? Ponizej postaramy si¢ odpowiedziec¢ na te pytania stosujac metodg
optymalnych funkcji Lapunowa.

Zgodnie z og6lnymi zasadami metody optymalnych funkcji Lapunowa podanymi
w Rozdziale 3, rozpoczynamy analize stabilnosci od wypisania og6lnej formuty na
wskaznik stabilnosci uktadu. Nietrudno pokaza¢, ze w rozwazanym przypadku
wskaznik ten bedzie wyrazat sie nastepujaca formuta optymalizacyjna:

7 (S) = —sup sup

xTSon xTSC1x xTSCkx zng
+7; +o 7y +
x#0zeZ

X' SX X1 Sx X Sx X1 Sx

} , (5.2.2)

gdzie Z jest zbiorem wszystkich wartosci zaburzen okreslonych w inkluzji (5.2.1),
natomiast S jest macierza funkcji Lapunowa. Jak juz wspomnielismy, aby w ogéle
mozna byto méwi¢ o stabilnosci uktadu (5.2.1), macierz A, musi by¢ z zatozenia
stabilna. Co wigcej, macierz S nalezy wybrac tak, aby wskaznik stabilnosci

-
X' SApX
! O(S)Z‘i‘i%[ﬂ—sf} (523)

dla uktadu bez zaburzen byt dodatni. Istnienie takiej macierzy, na mocy twierdzenia
4.1, mamy zagwarantowane dla kazdej stabilnej macierzy A..
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Poniewaz wyrazenie pod supremum (5.2.2) zalezy liniowo od aktualnych
wartosci zaburzen, nietrudno stwierdzi¢, iz antyoptymalna strategia zaburzen jest
realizowana przez nastepujace sprzezenia zwrotne:

2o(X) = g - X/|Xg . & = a1 -signlx"SCx].... % = a -Sign[x"SCix]. (5.24)

Antyoptymalne zaburzenia parametryczne sa wigCc sygnatami typu bang-bang
przetaczanymi na odpowiednich powierzchniach drugiego stopnia przechodzacych
przez punkt x = 0 w przestrzeni stanu. Z kolei antyoptymalne sity z, zaburzajace, co
zrozumiale, dziataja zgodnie z kierunkiem 0x (wyznaczonym przez aktualny wektor

stanu x(t)), a ich norma |zo|s = eq. Badanie statecznosci ukladu niestacjonarnego

(5.2.1) metoda funkcji Lapunowa sprowadza si¢ wigCc do badania statecznosci
odpowiedniego uktadu rownan rozniczkowych ze sprzezeniami zwrotnymi (5.2.4)
typu bang-bang, bedacymi cieciami wiazki inkluzji uktadu (modelu obiektu) (5.2.1).

Zastandwmy sie wpierw nad tym, kiedy antyoptymalne zaburzenie z, i=1,...,k nie
bedzie przetaczane? W takim wypadku bowiem antyoptymalna strategia zaburzenia
z; sprowadzataby sig¢ do przyjecia jednej z wartosci skrajnych +a;. Gdyby tylko takie
zaburzenia wystepowaly w uktadzie, problem sprowadzatby si¢ do analizy uktadu
stacjonarnego. Jest jasne, ze moze tak by¢ wtedy i tylko wtedy, gdy macierz SC;
+C;'S bedzie nieujemnie (albo niedodatnio) okreslona. W Rozdziale 6 pokazemy, ze
warunek taki raczej nie zachodzi, jezeli zaburzenia dotycza na przyktad parametrow
ttumienia i sztywnosci w ukladach mechanicznych. Zatem rozwazymy dalej
przypadek przetaczanych zaburzen (5.2.4).

Zwroémy uwage jakie wnioski jakosciowe wynikaja z postaci antyoptymalnych
sprzezen zwrotnych (5.2.4). Jezeli inkluzja (5.2.1) jest modelem liniowego uktadu
drgajacego, to w warunkach stacjonarnych (przy braku zaburzen) ruch ukfadu
mozna roztozy¢ na niezalezne mody drgan o czestosciach wiasnych @y, i =1,2,...,n.
Jezeli uktad bedzie wykonywat drganie wiasne i ,,wiaczymy” stopniowo zaburzenia
antyoptymalne, to jak wida¢ z (5.2.4), funkcje przetaczen zaburzen z; beda
funkcjami kwadratowymi wzgledem harmonicznych drgan x(t), a funkcja przetaczen
dla z, — funkcja liniowa wzgledem x(t). Mozna wiec powiedzie¢, ze zaburzenia
najbardziej niekorzystne z punktu widzenia stabilnosci uktadu to takie, ktére sa
przetaczane z czestoscia 2w, (W przypadku z;) lub o (W przypadku zp). Odpowiada
to klasycznym rezonansom znanym z mechaniki, zwiazanym z wymuszeniem
sitowym i parametrycznym (Osinski [54], Gutowski [17],[18]).

W Rozdziale 6 wykazemy, ze funkcje przetaczen modyfikacji parametrycznej w
liniowych uktadach drgajacych dekomponuja si¢ na iloczyny funkcji liniowych.
Zatem powierzchnie przetaczen parametréw sktadaja sie z dwoch hiperptaszczyzn,
ktére ograniczaja obszary odpowiadajace maksymalnej i minimalnej wartosci
parametru. Korzystajac z tego faktu mozemy okresli¢, jakie przelaczenia o nizszej
czestosci niz 2a; beda najbardziej niekorzystne dla stabilnosci uktadu. W jednym
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okresie petniej modyfikacji dany parametr jest dwukrotnie przetaczany na jedna ze
skrajnych wartosci. Aby obnizy¢ czestos¢ sterowania parametrycznego nalezatoby
zrezygnowac z niektorych przetaczen. Jezeli zrezygnujemy z jednego przetaczenia
na dwa kolejne, dostaniemy sygnat o czestosci podstawowej ay. Jezeli zrezygnujemy
z dwoch przetaczen na trzy kolejne przetaczenia, dostaniemy sygnat o czestosci
podstawowej 2w/3 itd. Postepujac dalej mozemy wyznaczyé kolejne czestosci
rezonansu parametrycznego znane z klasycznej teorii rbwnania Mathieu.

Nalezy zaznaczy¢, ze analogiczne wyniki klasyczne odnosza sig¢ do uktadu o
jednym stopniu swobody z okresowymi (harmonicznymi lub prostokatnymi)
zaburzeniami parametréw. Poza tym wyznaczenie czestosci rezonansowych metoda
analityczna jest dos¢ zmudne albo wymaga zastosowania funkcji specjalnych. Fakt,
ze dla harmonicznych i prostokatnych zaburzen parametrow otrzymano identyczne
czestosci rezonansowe, $wiadczy o tym, ze zjawisko rezonansu parametrycznego
jest bardziej fundamentalne i mato niezalezne od sygnatu. Podane tu wyniki, ktore
uzyskalismy praktycznie bez zadnych obliczen, na podstawie czystej analizy
jakosciowej, stanowia pewne wyjasnienie na czym ta fundamentalno$¢ polega. Poza
tym sa to wyniki ogdlniejsze i wskazuja, ze w przypadku zaburzen parametrycznych
niekoniecznie sygnat harmoniczny o czestosci rezonansowej musi by¢ najbardziej
niekorzystny z punktu widzenia stabilnosci uktadu. Wyniki klasyczne w tej materii
oraz samo pojecie rezonansu parametrycznego, sa obciazone pewna filozofia
liniowosci i wiara w to, ze ze ztozonego sygnatu uktad filtruje sygnat o czestosci
rezonansowej i wedtug niego dostosowuje swoja reakcje. Tymczasem uktady o
zmiennych parametrach sa w zasadzie uktadami nieliniowymi tak, ze nie mozna do
nich stosowa¢ bez uzasadnienia wnioskowania opartego na zasady superpozyciji.

Podane tu rozumowanie, przeprowadzone przy zatozeniu, ze uklad wykonuje
tylko jedno drganie wiasne, jest stuszne tylko w ograniczonym przedziale czasu,
uzaleznionym od amplitudy zaburzen. Niestacjonarne zaburzenia powoduja bowiem,
ze ruch uktadu bedzie na og6t rdznit si¢ od przewidywan teorii dla uktadow
liniowych stacjonarnych. Poniewaz zaburzenia antyoptymalne sa przedziatami
state, rozwazany abstrakcyjny uktad sprzezenia bedzie jednak uktadem przedziatami
liniowym. Mozna zatem powiedzie¢, ze chwilowy ruch uktadu w okresach migdzy
przetaczeniami bedzie w przyblizeniu (pominigcie proceséw przejsciowych
powstatych w wyniku ostatniego przetaczenia zaburzen) superpozycja drgan
wiasnych uktadu z aktualnymi wartosciami parametrow. Mozna bedzie wiec wtedy
mowi¢ o rezonansach wzgledem zaburzen zo, jezeli beda one zawiera¢ sktadowe o
czestosciach zblizonych do czestosci wiasnych uktadu swobodnego. W przypadku
zaburzen z; kwestia rezonansu jest bardziej ztozona i problematyczna Dla funkcji
kwadratowej wzgledem superpozycji funkcji harmonicznych o r6znych czgstosciach
nie obowiazuje bowiem na og6t zasada superpozycji. Trudno w takim wypadku
zdefiniowa¢ scisle pojecie rezonansu parametrycznego. Jezeli x(t) jest superpozycja
drgan harmonicznych o czestosciach i, to funkcja przetaczen bedzie na ogét
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superpozycja drgan harmonicznych o czestosciach 2w, ale takze drgan o
czgstosciach sumarycznych i roznicowych @ = @. Zatem réwniez czgstosci
réznicowe i sumacyjne moga, cho¢ nie musza, by¢ zrédtem efektéw, ktére mozna by
okresli¢ jako rezonansowe. Wazne sa chwile przelaczen zaburzen i wynikajace z
nich widmo sygnatu zaburzen przedziatami statych. Zauwazmy, ze powyzsze
whnioski jakosciowe réwniez uzyskalismy za pomoca metody optymalnych funkcji
Lapunowa, bez koniecznosci rozwiazywania réwnan.

Zbadajmy teraz bardziej wnikliwie zaleznos¢ wskaznika stabilnosci uktadu
(5.2.1) z zaburzeniami antyoptymalnymi (5.2.4). Wstawiajac (5.2.4) do formuty
(5.2.2) dostaniemy nastepujacy wzdr na wskaznik stabilnosci rozwazanego uktadu:

‘szclx‘ ‘XTSCk x‘

xTSon
+a +etag

20 (5.2.5)

TxTsx s |

S)=-su
7() xfo xTSx ! xTSx

Aby istniato skonczone supremum (5.2.5), wskaznik {S) musi by¢ liczony na
zbiorze z wykluczonym otoczeniem punktu stacjonarnego, a to z powodu
osobliwosci w zerze sktadnika pochodzacego od zaburzen z,. Widac to wyrazniej,
jesli wypisze sig analogiczny wzor na wskaznik zbieznosci wyktadniczej uktadu:

y[S,c]=- sup [XTSAOX +ay- ‘szclx‘ ot ay -‘XTSCKXH—@ =
xsx=1 c . (5.2.6)

=7L(S)—ap/c

gdzie »(S) jest wskaznikiem stabilnosci uktadu liniowego z zaburzeniami
parametrycznymi, ale bez zaburzen sitowych z,. Istotnie, obecnos¢ sktadnika od
zaburzen sitowych z, sprawia, ze wraz ze zblizaniem si¢ punktu x do punktu
stacjonarnego szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej nieuchronnie staje sie ujemna.
Oznacza to, ze niemozliwa jest wykladnicza stabilno$¢ ukladu do punktu
stacjonarnego, lecz tylko do pewnego otoczenia tego punktu.

Z kolei dla ||x||s—> + oo sktadnik z zaburzeniami z, dazy do zera, co oznacza,

ze daleko od punktu stacjonarnego rola zaburzen sitowych uktadu stopniowo zanika,
a 0 dynamice uktadu decyduje jego czes¢ liniowa z zaburzeniami parametrycznymi.
Dzieje sie tak dlatego, ze wklad do szybkosci zbieznosci wyktadniczej wnoszony
przez czes¢ liniowa uktadu z zaburzeniami parametrycznymi nie zalezy od
odlegtosci od punktu x = 0, co jest spowodowane wiasnie liniowoscia uktadu.

Jezeli wskaznik #(S) jest dodatni, mozemy oszacowa¢ zbidr asymptotyczny w
postaci elipsoidy B(S, ¢) o minimalnym promieniu ¢, > 0, do ktorej zbiegaja
wszystkie trajektorie uktadu. W tym celu wystarczy skorzysta¢ z warunku
dostatecznego stabilnosci uktadu:
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(24
7(8)=rL(6)-=>=0. (5.2.7)
Stad otrzymujemy nastepujace oszacowanie promienia elipsoidy asymptotycznej:
g
c2c,(S)=—%/, (5.2.8)
7L(S)

ktory, zgodnie z oczekiwaniami, jest proporcjonalny do amplitudy zaburzen zg i
odwrotnie proporcjonalny do wskaznika stabilnosci uktadu liniowego bez zaburzen
sitowych.

Powyzszy wynik zastuguje na stowo komentarza. Antyoptymalna strategia sit zg
oraz formuta (5.2.8) zostaty uzyskane bez zadnych zatozen odnosnie kierunku ich
dziatania. W rzeczywistosci zaburzenia z, czgsto sa wypadkowa Kilku sit
dziatajacych w pewnych ustalonych kierunkach w przestrzeni. Jezeli jest dostepna
tak szczego6towa informacja, wowczas dokladniejszym opisem niestacjonarnych
wymuszen sitowych bedzie nastepujacy model:

Zo(t>= ZOl(t)-Bl+"'+ Zo|(t)-B|, (529)

gdzie zp; sa skalarnymi zaburzeniami z ograniczonymi |in (t) <apj, i=1,...1, dla
kazdego t>t,. Wtedy antyoptymalne sity beda miaty charakter nastepujacych sit:

20j = ctgj -Sign[Bg;Sx], j =1.2...., (5.2.10)

przetaczanych na odpowiednich hiperptaszczyznach o réwnaniach ngSx=O,

j=1.2,..l.

W tym momencie mozna by przeprowadzi¢ jakosciowa analize kwestii
rezonansOw w rozwazanym uktadzie, ale wywotanych wymuszeniem sitowym zo;. Z
postaci przetaczen (5.2.10) wynika bowiem, ze ,rezonanse” moga wystapi¢ nie
tylko przy czestosci podstawowej ai, ale tez przy czgstosciach a/2, wi/3,...! Nie jest
to wniosek sprzeczny z podstawowa wiedza o uktadach liniowych, poniewaz mamy
tu do czynienia z wymuszeniem niesinusoidalnym. Taki sygnat moze dawaé stabe
efekty rezonansowe, gdy ktdras z jego harmonicznych ma czestos¢ w.

Wstawiajac (5.2.10) do (5.2.2) znajdujemy nastepujace doktadniejsze
oszacowanie wskaznika zbieznosci uktadu:

VIS,cl2 7S,cl =7, (S) —% sup [agn[BISK+..+ g [BISK] >
[x]=1

YL (S)- [aOl”Bl”S +...+ag) ||B| "S]/C

(5.2.11)
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Z warunku stabilnosci »[S,c]>0 mozna wyznaczy¢ doktadniejsze oszacowanie
promienia elipsoidy granicznej, ktdre mozna wykorzysta¢ do optymalizacji funkcji
Lapunowa. Dalsza poprawe mozna zapewnié, przyjmujac zasade Turkstry wobec
zaburzen uktadu (Ossowski [84]).

Warta omdwienia jest jeszcze kwestia samego wskaznika stabilnosci . (S) dla
uktadu liniowego z niestacjonarnymi zaburzeniami macierzy A. Warunki, przy
ktorych wskaznik ten jest dodatni (czyli gdy uktad z zaburzeniami parametrow jest
stabilny) sa s$cisle zwiazane z kryteriami stabilnosci Hurwiza i Kharitonowa,
omoéwionymi w [D16].

Nietrudno wykaza¢, ze wskaznik zbieznosci czgsci liniowej uktadu (5.2.1) bedzie
réwny najmniejszemu z 2% z ponizszych wskaznikéw (Ossowski [58]):

- sup [xTSonJ_ral-szclxi---J_rak -xTSCkx], (5.2.12)
x T sx=1
ktore rdznia sig co najwyzej znakami przy wspoétczynnikach o , i = 1,...,k. Oznacza

to, ze stabilnos¢ rozwazanej inkluzji jest rozstrzygalna nie tylko k cieciami bang-
bang, ale takze 2 cicciami statymi okreslonymi macierzami postaci
(Aoi'alcli...i a.ka).

Aby na tej podstawie wykaza¢ stabilnosé¢, nalezy wpierw dowiesé, ze wszystkie
te wskazniki sa dodatnie. Poniewaz kazdy z nich jest maksymalna czescia
rzeczywista wartosci wiasnych odpowiedniej dla siebie macierzy, oznacza to, ze
orzekanie o stabilnosci wymaga zastosowania kryterium Hurwiza do 2*
wielomian6w charakterystycznych pewnych macierzy. W szczeg6lnosci, gdy mamy
tylko jeden parametr niestacjonarny w ukladzie, starczy zbada¢ dwa wielomiany,
aby wykazaé niezawodna stabilnosé przy niestacjonarych zmianach tego parametru.

Tymczasem kryterium Kharitonowa wymagatoby zbadania az czterech
wielomianéw i to tylko do wykazania stabilnosci ukladu z parametrem
przedziatowym. Rowniez niekorzystnie jest stosowanie tego kryterium w przypadku
dwdch parametréw niestacjonarnych. Kryterium Kharitonowa jest uzyteczne do
badania stabilnosci uktaddw o wigkszej liczbie parametréw przedziatowych.

Istotna jest tu kwestia, kiedy uktad (5.2.1) moze by¢ stabilny. Ze wzoru (5.2.6) i
ciagtej zaleznosci od parametrow mozna wnioskowa¢, ze wskaznik x (S) powinien
by¢ dodatni dla dostatecznie matych zaburzen (czyli matych wartosci parametrow
ay,..., o). Oznacza to, ze uktad z zaburzeniami bedzie wykladniczo stabilny dla
dostatecznie matych zaburzen, niezaleznie od macierzy C;, i=1,...,k. Scisle wykazuje
to nastepujace

Twierdzenie 5.3: Uktad (5.2.1) o ustalonych macierzach A, , C;, i=1,....k
(przy zatozeniu, ze zaburzenia zo = 0 oraz »(S)>0) jest globalnie wyktadniczo
stabilny dla dostatecznie matych wartosci parametréw «; , i =1,...,k.
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Dowdd: Wprawdzie teza jest konsekwencja ciagtosci wskaznika  (S), jako funkcji
parametrow «; , i =1,..., k, prosciej jest wykaza¢ ja bezposrednio, korzystajac z
nastepujacego oszacowania:

yL(S)27L(S)=70(S)—ay sup |XTSC1X|—...—ak sup |szckx|:
XTSX:]_ XTSX:]. (5213)

=70(S) — 2101(S) — ... — a5 (S).

Jest teraz jasne, ze skoro »(S)>0, to wskaznik  (S) bedzie dodatni dla dostatecznie
matych zaburzen parametrow uktadu. .

Oszacowanie (5.2.13) mozna wykorzysta¢ do optymalizacji wielowymiarowych
funkcji Lapunowa, w celu maksymalizacji oszacowania obszaru stabilnosci w
przestrzeni parametrow ¢« , i =1,..., k. MOwi o tym nastepujacy

Problemat 5.4: (Wielowymiarowe funkcje Lapunowa uk/adu niestacjonarnego)
Rozwazymy kwestic wykorzystania wielowymiarowych funkcji Lapunowa do
badania niezawodnej stabilnosci niestacjonarnego uktadu liniowego (5.2.1) o
niepewnych parametrach przy zatozeniu, ze zqo(t)= 0. Skoro taki uktad jest globalnie
wyktadniczo stabilny dla dostatecznie matych zaburzen parametréw, to korzystajac
z oszacowania (5.2.13) stwierdzimy, ze warunek dostateczny stabilnosci uktadu
71 (S) > 0 okresla nastepujacy zbior z ograniczeniami liniowymi:

P(S) ={(a,..., ak): a1-:8:(S)+...+ ax -d3k(S)>n(S), 1>0,..., x>0}, (5.2.14)

ktory jest obszarem stabilnosci uktadu w przestrzeni parametrow a,..., a. Chcac,
aby ten obszar byt mozliwie duzy, mozemy maksymalizowa¢ jego wielkos¢ stosujac
nastepujace miary (Ossowski [58],[78]):

14i(S)=7i(9)/r0(8).i =Lk, 1g(S)=71(S)- ... 7 ()/7E(S).  (5.2.15)

Miary g , i=1,..., k okreslaja rozmiar obszaru P(S) w kierunku osi Oc; W przestrzeni
parametréw (a wiec maksymalna dopuszczalna wartos¢ i-tego parametru), natomiast
miara 14(S) odpowiada objgtosci tego obszaru. Maksymalizujac powyzsze miary
wzgledem parametrow macierzy S, dostaniemy optymalne funkcje Lapunowa
Vi(x)=x"Six, i = 1,..., k, ktore sa sktadowymi wielowymiarowej funkcji Lapunowa
rozwazanego uktadu. Stad ostatecznie dostaniemy nastepujace oszacowanie obszaru
stabilnosci uktadu w przestrzeni parametréw:

P = P(Sy)u...UPK(S). (5.2.16)

Bedzie to oczywiscie obszar odpowiadajacy kwadratowej, a nie wykladniczej
stabilnosci uktadu (Ossowski [58],[78]). d
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Nalezy zaznaczy¢, ze zaproponowany W powyzszym problemacie zestaw miar,
cho¢ naturalny, nie wyczerpuje wszystkich mozliwosci. Z powodzeniem zestaw ten
mozna zmieni¢ lub uzupemni¢ innymi miarami, ktére bardziej odpowiadaja
konkretnej sytuacji praktycznej.

Proste zagadnienie dynamiki i stabilnosci oscylatora liniowego o jednym stopniu
swobody staje si¢ zasadniczo bardziej ztozone, jesli tylko dopuscimy kontrolowane
i/lub niekontrolowane zmiany jego parametrow oraz wymuszenia sitowe. Juz w
przypadku okresowo zmiennych parametrow i wymuszen moga w takim uktadzie
wystapic¢ ztozone zjawiska (na przyktad rezonans parametryczny (Osinski [54]). Dla
dowolnych, zaburzen i/lub wymuszen wiasnosci ukladu sa jeszcze trudniejsze do
ilosciowej analizy, co uzasadnia zastosowanie metod jakosciowych.

Aby zademonstrowa¢ jak w zagadnieniach niestacjonarnych funkcjonuje opisana
wyzej metoda wielowymiarowych funkcji Lapunowa, rozpatrzmy nastepujacy:

Problemat 5.5: (Stabilnos¢ oscylatora o zmiennych parametrach i wymuszeniach)
Zbadamy dynamike oscylatora o jednym stopniu swobody, bedacego pod wptywem
niekontrolowanych sit i zaburzen parametréw. Uktad taki standardowo modeluje sie
réwnaniem nastepujacej postaci:

X+2pl+2z1)x+ql+zp)x=123, p>0,9>0, (5.2.17)

gdzie z;, z, sa odpowiednio zaburzeniami parametrow ttumienia i sztywnosci,
natomiast zz reprezentuje zaburzenia sitowe oscylatora. O zaburzeniach bedziemy
standardowo zaktadali, ze sa ograniczone tzn. dla kazdego t > t, zachodza
nieréwnosci

(0] < u<l, [22(V)] < @2 <1, [z3(1)| < 3, (5.2.18)

gdzie a1, s, a3 Sa pewnymi takimi statymi nieujemnymi, ze a,® + a,* + a3>>0.
Wiele realnych i praktycznie waznych uktadéw nie tylko mechanicznych moze
by¢ dos¢ dobrze modelowane réwnaniem (5.2.17). Dla tak postawionego
zagadnienia $ciste rozwiazania nie sa jednak znane, a badanie wtasnosci
jakosciowych uktadu - trudne. Dlatego w praktycznych zastosowaniach
wykorzystywane sa gtéwnie wyniki uzyskane w szczegdlnych przypadkach, na
przyktad dla sinusoidalnie zmiennych zaburzen parametrow (réwnanie Hill’a lub
Mathieu) lub okresowej sity wymuszajacej. W niniejszym rozdziale postaramy si¢
przedstawi¢ nieco ,,gtebsza” i ogolniejsza analize jakosciowa tego zagadnienia.
Zauwazmy najpierw, ze postawione zagadnienie odpowiada faktycznie badaniu
wiasnosci jakosciowych zupetnej inkluzji rozniczkowej nastepujacej postaci:

X+2p-X+0Q-Xe ['({Zp).(Z]_-FQXZZ + 73 :|21|Sa1,|22|$a2,|23|$0{3}), (5.2.19)

ktora mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:
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dx/dt € {Ax +2;-Cy-X +2,-Co X + 23:B: |zg|< ey |75 < 5. |25|< @3} (5.2.20)

gdzie
0 1 0 O 0 O 0
A= ,C1 = ,Co = B=| |. (5.2.21)
-q —-2p 0 -2p -q 0 1

Ciecie krytyczne wiazki powyzszej inkluzji, okreslajace najbardziej niekorzystna dla
stabilnosci strategie zaburzen jest okreslone przez nastepujace sprzezenia zwrotne:

H=0- sign[szclx], ) =ay -sign[szczx], 3=03 -sign[BTSx]. (5.2.22)

Korzystajac z og6lnej formuty (3.3.10) dla uktadéw w zaburzeniami, dostajemy dla
takich zaburzen i wymuszen nastgpujace oszacowanie wskaznikow (zbieznosci i
stabilnosci):

r123[S.c]=
=— Sup‘[XTSAX+a1 -|xTSC1x| +ay -|xTSC2x| +a—3-|BTSx”2 (5.2.23
x5 = ¢
ag
SMOR-N-N
gdzie
712(S)=— sup [xTSAX +a; -‘XTSC1X‘+0{2 -‘XTSCZX‘]Z
[xls=L , (5.2.24)
270(S) —a161(S) — @26, (S),
natomiast 0i(S)= sup ‘XTSCiX‘,izl,Z .

[xs =2

W szczegdlnosci dla oscylatora ttumionego Mathieu z dowolnym, ograniczonym
zaburzeniem sztywnosci, mozna uzyska¢ nastepujace warunki dostateczne
stabilnosci:

(P> A ar<q) v (p<(q/)™ A ap<2pJq-p?) (5.2.25)
(Radziszewski [90], [92], Ossowski [55]). a

Liczbowa ilustracja podanych wyzej wynikow ogdlnych sa dwa kolejne
przyktady (Ossowski [55], [58]).
Przyklad 5.3: (Wielowymiarowa funkcja Lapunowa oscylatora niestacjonarnego)

Zbadamy stabilnos¢ oscylatora z zaburzonymi parametrami za pomoca
wielowymiarowej funkcji Lapunowa. Przyjmujac parametry p = 1, g = 1 w inkluzji
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a b
(5.2.19) oraz macierz funkcji Lapunowa w postaci Sz{b 1},a—b2>0,

dostajemy nastgpujacy wzor na wskaznik zbieznosci y1, = min[y .,y _], gdzie

2
a—2h? +2b(1ia1)—1‘+a2)

vy =lta;—|b-Ata))] + (5.2.26)

4(a-Db?)?

Rozpatrujac dalej zagadnienie w klasie kanonicznych funkcji Lapunowa, dla ktérych
a = 2b*2b+1, dostajemy nastepujace miary obszaru stabilnosci w przestrzeni
parametrow:

= (0-12-b)/b, 4 =20 -D\b2—b), g =g - 1. (5:227)

Przeprowadzajac optymalizacje macierzy funkcji Lapunowa wedtug tych miar,
otrzymamy nastepujace optymalne wartosci parametrow a, b trzech sktadowych
wektorowej funkcji Lapunowa:

ag =2.6991, ag =5-24/2 =2.1715, a, = 2++/2 =3.4142

(5.2.28)
bp =1.5486, by =+/2 21.4142, b, =1++/2/2=0.1715

i odpowiednie wartosci optymalne miar 4~0.1467, 14=0.1715, »=1. Obszar
kwadratowej stabilnosci w przestrzeni parametrow .4, 1, dla rozwazanego
oscylatora z zaburzeniami parametréw bedzie miat posta¢ sumy zbioréw
okreslonych nastgpujacymi nierwnosciami w przestrzeni parametrow (o, oy, ):

4 (2 - by — 2a;) (07 —1)% > (2o + ap)?, 1 =01,2. (5.2.29)
Powyzszy wynik jest doktadny, ale otrzymany dla kanonicznej funkcji Lapunowa. Q

Przyklad 5.4: (Zakres ruchu oscylatora z wymuszeniem) ( Ossowski [55] )
Rozwazmy oscylator liniowy o jednym stopniu swobody, opisany inkluzja (5.2.19),
gdzie g=1, p<l, a1 =0, a, =0, a3 = a > 0. Wtedy antyoptymalne wymuszenie sitowe
z3 bedzie miato posta¢ z3 = asign[bx; + X]. Rozpatrujac zagadnienie w klasie
macierzy S, dla ktérych parametr a = 2b*— 2pb + 1, dostajemy nastepujacy wzor na
wskaznik zbieznosci wyktadniczej uktadu:

0!2

hb———
7[S.cl= 8c2(p-bh)
2p—-b-alc, dlab>2p/3.

,dla0<b<2p/3, (5.2.30)




138 5 — Stabilnos¢ uktadéw mechatronicznych

Przyjmujac za kryterium optymalizacji funkcji Lapunowa minimum pola
powierzchni elipsy granicznej B(S, c,), mozna wyznaczy¢é optymalna funkcje
Lapunowa oraz najlepsze oszacowanie promienia c,. Na przyktad dla parametru
ttumienia p = 0.5 dostaniemy nastepujace optymalne parametry macierzy S funkcji
Lapunowa: a~ 0.875, b ~ 0.24 oraz optymalne oszacowanie zakresu ruchu:

||x||§ =ax? +2bx Xy + X3 <c2 <2a?. a

Podane wyzej wyniki moga by¢ bezposrednio zastosowane na przykiad do
badania i syntezy uktadéw zawieszenia pojazdow. Przy konstrukcji tego typu
uktadéw zwykle chodzi o oszacowanie i minimalizacje¢ drgan nadwozia wywotanych
nierdbwnosciami nawierzchni drogi. Rzecz w tym, ze stan nawierzchni moze by¢
rézny i rzadko jest znany. Zatem optymalizacja uktadu nie powinno odbywaé sie
pod katem konkretnego profilu nawierzchni, lecz raczej pewnej ich klasy. Dlatego
wiasciwym modelem dynamiki takiego uktadu jest odpowiednia inkluzja
rézniczkowa. Przyjmujac okreslona predkos¢ pojazdu v oraz dowolny profil
nawierzchni drogi (0 ograniczonym wahaniu i pochodnej) i zaktadajac wymuszenie
kinematyczne oraz staty kontakt kota z nawierzchnia, mozemy dla réwnowaznych
sit wymuszajacych wyznaczy¢ ograniczenie « jako funkcje predkosci pojazdu i
klasy nawierzchni. Dzigki temu mozna oszacowa¢ zakres drgan nadwozia nie
zaktadajac zadnych zdeterminowanych charakterystyk nieréwnosci drogi (bo te
zwykle nie sa znane) i przeprowadzi¢ optymalizacje ukltadu pod katem
minimalizacji zakresu tych drgan.

Analogicznie mozna przeprowadzi¢ analize dla uktadéw wibroizolacji, gdzie
wymuszenie dziata na uktad drgajacy, a sity dynamiczne przenosza sie na podtoze.
Inkluzje rézniczkowe opisujace takie uktady maja bowiem identyczna posta¢, jak w
rozwazonym wyzej przypadku.

Nalezy doda¢, ze nie ma zasadniczego problemu, aby rozwazy¢ modele uktadéw
zawieszenia, czy wibroizolacji o wigkszej liczbie stopni swobody. Koncepcja nie
ulega przy tym zmianie, a jedyne trudnosci wynikaja ze zwigkszonej liczby
optymalizowanych parametrow macierzy funkcji Lapunowa.

W literaturze istnieje pokazna liczba prac na temat oszacowania zakresu ruchu
dowolnego uktadu liniowego o wielu stopniach swobody, bgdacego pod wptywem
niestacjonarnych wymuszen (Shahruz [98]). Jest to problem wazny z praktycznego
punktu widzenia i jak najbardziej jakosciowy, poniewaz dotyczy znajdowania takich
oszacowan bez znajomosci rozwiazanh modelu W tym celu stosuje si¢ rozne
podejscia bazujace na analizie funkcjonalnej oraz metodach algebraicznych,
wykorzystujacych pojecie wartosci wiasnych macierzy uktadu.

Kolejny problemat pokazuje, jak ten problem mozna rozwiazywac przy pomocy
metody optymalnych funkcji Lapunowa.
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Problemat 5.6: (Oszacowanie obszaru granicznego dla uk/adu z wymuszeniem)

Rozwazymy model uktadu (konstrukcji) liniowego, bedacego pod dziataniem
niestacjonarnej sity F(t) = Bz(t) dziatajacej w kierunku wektora B i ograniczonej
|2|, <@ <oo. Taki rodzaj obciazenia jest typowy w ukiadach o stale dziatajacych

wymuszeniach, na przyktad mostu obciazonego ruchem pojazdéw. Mimo iz
doktadny przebieg funkcji sity f(t) na og6t nie jest znany (zwilaszcza zawczasu),
wazng rzecza, z punktu widzenia bezpieczenstwa i niezawodnosci, bytaby
mozliwos$¢ oszacowania odpowiedzi konstrukcji na takie wymuszenie. Mozna tego
dokona¢ stosujac metode optymalnych funkcji Lapunowa, traktujac to zagadnienie
jako problem wiasnosci stabilnosci uktadu w otoczeniu punktu stacjonarnego przy
wymuszeniach stale dziatajacych (Bogusz [10]).
Aby to pokaza¢, rozwazmy nastepujacy model uktadu z wymuszeniem:

x e{Ax+B-z(t):|z|< o}, x=[XT,XT]T, (5.2.31)

gdzie A jest macierza stabilng, natomiast B jest statym wektorem przestrzeni R".
Stosujac kwadratowa funkcje Lapunowa x'Sx i korzystajac z og6lnego oszacowania
(5.2.11), dostajemy nastgpujace oszacowanie na wskaznik zbieznosci:

7[S,c]=— sup [XTSAX]—Z”B"S :70(8)—2"8”8 , (5.2.32)
x'Sx=1 ¢ ¢

gdzie »(S) jest wskaznikiem stabilnosci stacjonarnego uktadu liniowego o macierzy
A, natomiast ¢ jest promieniem elipsoidy B(S,c)={x : x'Sx < c?}, bedacej
oszacowaniem obszaru asymptotycznego (granicznego) rozwazanego ukiadu.
Poniewaz uktad swobodny jest stabilny, istnieje dodatnio okreslona macierz S taka,
ze w(S) >0, a trajektorie uktadu zbiegaja wyktadniczo do punktu stacjonarnego x=0.
Efektem jakosciowym stale dziatajacych zaburzen jest utrata wiasnosci
wyktadniczej zbieznosci trajektorii do punktu na rzecz zbieznosci do obszaru
granicznego. W metodzie funkcji Lapunowa obszar ten jest szacowany za pomoca
elipsoidy B(S, ¢) o promieniu wynikajacym z warunku stabilnosci #S,c]>0.
Korzystajac z oszacowania (5.2.32) dostajemy nastgpujace oszacowanie odpowiedzi
uktadu:

Xl <€ (S) = -[Blg /0(S). (5.2.33)

Chcac uzyska¢ najlepsze oszacowanie, mozemy przeprowadzi¢ optymalizacje
macierzy S funkcji Lapunowa, na przyktad maksymalizujac objetosé¢ elipsoidy
granicznej B(S, ¢, (S))-

Warto przy tym zwrdci¢ uwage na fakt, ze antyoptymalne wymuszenia, majace
w tym przypadku nastepujaca postaé: z(x (t)) = asign[B'Sx(t)], wcale nie sa
harmoniczne, lecz przedziatami state typu bang-bang. Czesto$¢ przetaczen bedzie
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odpowiadata czgstosci z jaka trajektoria uktadu przecina hiperptaszczyzng o
réwnaniu B'Sx = 0. W szczeg6lnosci, w przypadku drgan wolno gasnacych o
pewnej czestosci (wlasnej) @, czestos¢ przetaczen antyoptymalnej sity
wymuszajacej bedzie réwniez o, co bedzie odpowiadato warunkom rezonansu. O

Liczbowa demonstracja powyzszych rozwazan sa dwa kolejne przyktady:

Przyklad 5.5: (Obszar stabilnosci SLG liniowego ukZadu nieautonomicznego)
Rozwazmy uktad postaci (5.2.31) o dwdch stopniach swobody, przyjmujac
nastepujace macierze A, B uktadu i optymalna macierz S funkcji Lapunowa:

0 1 0 4 2 -2 -1
-2 -2 1 1 1 2 2 -1 0
A= ' B=|_|,S= . (5.2.34)
0O 0 0 1 0 -2 -1 4 2
1 1 -2 -2 1 -1 0 2 2

Jak wida¢, jest to uktad dwdch sprzezonych oscylatorow z jednakowym
wymuszeniem sitowym kazdego z nich. Przyjmujac parametr « jako ograniczenie
sit dostaniemy z rachunkéw wartosci wskaznikow (S) =0.5, <S> ~ 1 oraz z
(5.2.33) — promienie granicznych elipsoid c.(S) < 4/0.5=8¢, C.<S>=4q. a

Przyklad 5.6: (Stabilnos¢ budynku pod wpfywem wymuszern zewnetrznych)
Rozwazymy nastepujacy znormalizowany model trzypietrowego budynku pod
dziataniem wymuszenia z(t) pochodzacego od poziomych drgan gruntu:

X, +2pX, +50x%, —20x%, = —Zz(t),
X, +2pX, + 30X, — 20X, — X, = —2(t), (5.2.35)
Xy +2PX; + X, — X, = —2(t) .

W modelu zaktada sie, ze kazde pietro budynku ma jednakowa mase i jednakowy
wspotczynnik ttumienia wiskotycznego 2p przemieszczen poziomych, natomiast
sztywnos¢ migdzy poszczegblnymi pigtrami, rozumiana jako wspétczynnik oporu
przeciwdzialajacego poziomym przemieszczeniom, rosnie liniowo od wartosci g>p?
na trzecim pictrze, do wartosci 3q na parterze. Przemieszczenie poziome i-tej
kondygnacji jest oznaczone przez X, hatomiast niestacjonarne poziome
przyspieszenie gruntu — przez z(t).

Model (5.2.35) w wersji macierzowej bedzie miat posta¢ inkluzji (5.2.31), gdzie

wektor stanu X = [xl, Y1 = X1, X2, Y2 =Xo,X3, Y3 =X3 ]T , Natomiast macierze uktadu
beda nastepujace:
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0 1 0 0 0 0 0
-59 -2p 2q 0 0 0 1
A 0 0 0 1 0 0 B 0], (5.2.36)
2q 0 -3q -2p q 0 1
0 0 0 0 0 1 0
| O 0 q 0 -gq -2p] 11]

Oszacowanie zakresu ruchu takiego uktadu pod wptywem stale dziatajacych
zaburzen z mozna otrzyma¢, stosujac regularna funkcje Lapunowa o nastepujacej
macierzy:

5 p -20g 0 0 O

p 1 0 0 0 O
s_|-290 3 p -q 0] (5.2.37)

0 0 p 1 0 O

0 0 - 0 g p

L0 0 0 © 1]

Wowczas wskaznik stabilnosci dla uktadu bez wymuszenia bedzie rowny »(S) = p,
a norma [B|s = V3. Korzystajac ze wzoru (5.2.33) dostajemy nastepujace

oszacowanie zakresu ruchu (stanu) budynku (Ossowski [84]):

\/_

[X|s <cw(S)=a Bl /r0(S)= (5.2.38)

Jak wida¢, zwigkszanie wspoétczynnika ttumienia p (w rozwazanym przedziale
podkrytycznym q > p®) zmniejsza norme wzbudzonego ruchu ukladu i zwigksza
wskaznik zbieznosci wyktadniczej. a

Opisana metode mozna tatwo uog6lni¢ na modele o wigkszej liczbie stopni
swobody, opisujace dynamike budynkdéw wielopictrowych, jako ze mozna do ich
analizy stosowa¢ regularne funkcje Lapunowa (Ossowski [84]).

Omowimy teraz zagadnienie o duzym znaczeniu praktycznym.

Problemat 5.7: (Stabilnos¢ ukfadu o parametrze przedziafowym i niestacjonarnym)
Rozwazymy problem stabilnosci uktadu liniowego o macierzy zaleznej od jednego
parametru majacego sktadowa przedziatowa p i sktadowa niestacjonarna z. Jezeli
struktura zaleznosci macierzy uktadu od tego parametru okreslona jest przez macierz
C, to mozemy taki uktad modelowa¢ za pomoca nastepujacej inkluzji zupetnej:

X e{AX+p-C+2-C:pel([Pmin. Pmax]) A|Z| < a}, (5.2.39)
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gdzie macierz A opisuje czg¢$¢ ukladu niezalezna od parametru, natomiast
T{[Pmin»  Pmax])=Z(P) jest zbiorem wszystkich statych funkcji czasu t > t, 0
wartosciach w przedziale [pmin, Pmax]. POWYyzSze zadanie mozna by w zasadzie
uprosci¢ przyjmujac, ze parametr p jest zaburzeniem w granicach (Pmin— &, Pmax +@).
Wtedy zadanie sprowadza si¢ do problemu stabilnosci uktadu z zaburzeniami
niestacjonarnymi. W tym problemacie chodzi jednak o zastanowienie sie, czy i jak
mozna wykorzysta¢ te bardziej precyzyjna informacje o danym parametrze uktadu
do oszacowania wiasnosci niezawodnej stabilnosci uktadu.

Postepujac zgodnie z zasadami przedstawionymi w Rozdziale 3, mozemy
wskaznik stabilnosci takiego uktadu wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

x"SAX x"SCx
7(S)=—sup sup sup | ————+(p+2)-——|=
i v e | I 5200

=— sup sup [XTSAX—F p-X'SCX+ a~‘xTSCxH = Min[y 0 Vmax s

pel'(P) |[x|s=L

gdzie wskazniki ymin, 7max Sa okreslone, jak nastepuje:

5=

Podane wyzej przeksztatcenia byto mozliwe, poniewaz suprema wzgledem p oraz z
sa od siebie niezalezne (co jest stuszne przy zatozeniu milczaco tu poczynionym, ze
sktadowa przedziatowa i niestacjonarna nie sg skorelowane).

Strategia zaburzen niestacjonarnych jest w tym przypadku standardowa, czyli
okreslona przez sprzezenie zwrotne 7(x) = asign[x'SCx], natomiast strategia

parametru przedziatowego, jako zaburzenia stacjonarnego, polega na niezaleznym
od x wyborze skrajnej (min lub max) wartosci parametru p. Zatem rozpatrywany
problem stabilnosci inkluzji jest skonczenie rozwiazywalny, poniewaz wystarcza
dwa cigcia wiazki inkluzji (5.2.39), mianowicie (Pmin, 7(x)), (Pmaxs Z(x)), aby
orzekac o jej o stabilnosci.

Jezeli forma x"SCx jest nieujemna (lub niedodatnia), zaburzenia niestacjonarne
przyjmuja stata wartos¢ « (lub —), natomiast antyoptymalna wartos¢ przedziatowa
parametru bedzie odpowiednio réwna pmax (IUb Pmin).

Bardziej ztozony jest przypadek, gdy struktura zaburzen parametru, okreslona
macierza C jest taka, ze forma x"SCx nie jest okreslonego znaku. Wtedy, jak to
wynika z (5.2.41), dla duzych wartosci amplitudy « (czyli dla niestacjonarnych
zaburzen parametru p duzych w poréwnaniu z jego sktadowa przedziatowa)
skladowa przedziatowa przyjmuje warto$é¢ pmin, jezeli forma kwadratowa x'SCx jest
ujemna w punkcie Xc maksymalizujacym jej modut, natomiast przyjmuje wartos¢
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Pmax , jeézeli ta forma dla x = Xc jest dodatnia. Z kolei dla a——> 0 wartos¢
przedziatowa parametru bedzie analogicznie uzalezniona od znaku formy x'SCx w
punkcie x = Xxa, maksymalizujacyn forme x'SAx. Te spostrzezenia mozna ujac
krétko, jak nastepuje:

f)o = (pmax + pmin)/2 + [( pmax - pmin)/z] ' Sign[X;SCXA]’a - 0’

5.2.42
ﬁao = (pmax + pmin)/2 + [( pmax - pmin)/z] ' Sign[XESCXC]’a —> 0. ( )

Jesli spetniona jest nieréwnosé¢ (X:&SCXA) : (xESCxC)<O, podane wyzej
wartosci asymptotyczne parametru przedziatowego po, p.. Nie musza by¢ jednakowe,
ale wtedy musiataby istnie¢ krytyczna warto$¢ parametru o = a . , przy ktérej taka
zmiana wartosci parametru przedziatowego by nastepowata. Jest jasne, ze dla
o = o wartos¢ parametru przedziatowego nie powinna mie¢ znaczenia. To jednak
jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy forma kwadratowa x'SCx = 0 w punkcie x
maksymalizujacym wyrazenie pod supremum (5.2.42). Musiathby to by¢ punkt
X = Xa, @ Wiec musiatoby by¢ (XLSCXA) =0. Poniewaz punkt x zalezy tylko od
macierzy A, S, a nie zalezy od C, taka mozliwosé¢ krytycznej zmiany parametru
przedziatowego nalezy uzna¢ za sytuacje szczeg6lna. Zatem wykazalismy, ze na
0g6t antyoptymalna strategia skladowej przedzialowej parametru bedzie
sprowadzata si¢ do wyboru jednej skrajnej wartosci, niezaleznej od amplitudy
zaburzen niestacjonarnych «.

Akceptujac przyblizona analize wiasnosci stabilnosci rozwazanego uktadu,
mozna tez skorzysta¢ z nastgpujacego prostszego oszacowania:

7(S)=7(S)=—sup sup [X'SAX+ p-X'SCX]-a-5(S)=
P [xs=1

= min {- sup [xTSAx+ p-XTSCX]}—a -0(8S),
P <l Pmin: Pmax] Hstzl

(5.2.43)

gdzie 6(S) = sup ‘XTSCX‘. Oszacowanie to catkowicie potwierdza wczesniejszy,
s =2
doktadny wynik o strategii sktadowej przedziatowej parametru p.
Podane wyzej rozwazania przebiegaja analogicznie w przypadku ukladéw z
wieloma parametrami przedziatowymi z zaburzeniami niestacjonarnymi. a

Dotychczas rozwazalismy uktady z zaburzeniami addytywnymi, ktére nie byty
od siebie zalezne. Zatozenie niezaleznosci znakomicie upraszcza problem okreslenia
antyoptymalnej strategii zaburzen. Zaburzenia w realnych ukladach moga by¢
jednak zalezne i to na dwa sposoby: poprzez wiasne ograniczenia i zaleznosci
statystyczne albo poprzez nieaddytywne oddziatywanie na dynamike uktadu.
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Ponizsze dwa przyktady ilustruja, jak mozna postgpowaé¢ w obu wymienionych
wyzej przypadkach.

Przyklad 5.7: (Stabilnos¢ ukfadu z dwoma niestacjonarnymi zaburzeniami)
Rozwazymy zagadnienie stabilnosci uktadu liniowego (z dwoma zaburzeniami
zaleznymi od siebie poprzez ograniczenia), opisanego nastepujaca inkluzja zupetna:

X e{AX+Byz; +Byzp, [z < @ Alzo|< BV (2| < BAlza|<a)f,  (5.2.44)

gdzie a<p, Przyjete ograniczenia zaburzen dobrane sa zgodnie z zasadg Turkstry,
ktora mowi, ze tylko jedno z zaburzen uktadu moze w danym okresie osiagac¢
szczytowa wartos¢ (w tym przypadku /), natomiast pozostate zaburzenia nie
przekraczaja pewnej wartosci przecietnej a.

Wskaznik stabilnosci tego uktadu bedzie wyrazat si¢ nastgpujacym wzorem:

7(S)=—sup sup (5.2.45)

x#0 129,29

xTSAX _ B{Sx BJSx
L R a7 R ,
X' SX X' SX X' SX

gdzie supremum wzglgdem zaburzen jest liczone po zbiorze spetniajacym zatozone

ograniczenia (5.2.44). Nietrudno wydedukowac, ze antyoptymalne zaburzenia bgda
rowne

z; (X) = ; - sign[B{ Sx], i=1, 2, (5.2.46)

gdzie (71, 112) = (@, )., 9dy [BI Sx|<[BISX| oraz (ny,m2) = (8,ar) w przeciwnym

wypadku. Oznacza to, ze do badania wilasnosci stabilnosci rozwazanego uktadu
wystarczy zastosowac dwa przyblizone wskazniki zbieznosci wyktadniczej:

As.cl=70(8) - Z1Bil -2 1Bals Al el =70(8) - Z[Bil -2 B2 (5247

Z warunku min[y41(S),72(S)]>0 dostatecznego dla wnikania trajektorii uktadu

do wnetrza elipsoidy B(S, c) wynika nastepujace oszacowanie promienia elipsoidy
granicznej:

Coo < Top (S) = max [[Bag + BB2], BBu]g +[B2[1/70(S). (5.2.48)
Wida¢, ze oszacowanie to jest lepsze od tego, ktére dostalibysmy przy zatozeniu, ze

oba zaburzenia uktadu sa niezalezne i moga jednoczesnie przyjmowac wartosci
skrajne +4. d
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Przyklad 5.8: (Stabilnosé ukfadu z nieaddytywnym wp#ywem zaburzer)
Rozwazymy uktad liniowy z zaburzeniami opisany nastepujaca inkluzja:

X e {AX + B]_Zl + 822122 :|Zl| Sag A |22| <aj } (5249)

Multipikatywny sktadnik zawierajacy z1z, sprawia, ze oddziatywanie zaburzen na
uktad nie jest addytywne. Z taka sytuacja mozemy mie¢ do czynienia w uktadach, w
ktorych dziatanie jednej sity na uktad zalezy od innej sity (na przykiad zaleznos¢
sity tarcia od sity nacisku do niej prostopadiej).

Wskaznik stabilnosci dla uktadu (5.2.49) wyraza sie nastepujacym wzorem:

x ' SAX B Sx BJsx
7(S)=—sup sup | ———+21- > —+2175 - .
x#017,20| X SX X' SX X' SX

(5.2.50)

Jak wida¢, zaburzenie z, zawsze mozna dobra¢ tak, aby odpowiedni sktadnik pod
supremum byt nieujemny. Zatem antyoptymalna strategie zaburzen mozemy
okresli¢ w dwdch etapach Najpierw zaburzenia z; przybieraja wartos¢ stosowna do

znaku funkcji B /sx, a nastepnie zaburzenia z, przybieraja wartos¢ stosowna do

znaku funkcji le2 Sx. Wynikaja z tego nastepujace strategie zaburzen:

21(X) = o -Sign[B{ SX], Z5(X) = & - sign[(B1Sx)-sign[Bf Sx]].  (5.2.51)

Dostajemy na tej podstawie nastepujace oszacowanie wskaznika zbieznosci:

7[S,c]=— sup [ xTSAx+ 2L ‘BlTSx‘ alaz ‘B SXH

[xls =2

(5.2.52)
051052

>71S,¢]=70(S) ——||Bl||S B .

gdzie yo(S) jest wskaznikiem stabilnosci dla stabilnej i stacjonarnej czgsci uktadu.

Uwzgledniajac drobne modyfikacje, mozna przeprowadzi¢ analizg stabilnosci
rozwazanego ukiladu analogicznie jak w przypadku uktadéw z niezaleznymi
zaburzeniami. W szczegdlnosci, z warunku »[S,c]>0 zbieznosci wyktadniczej

dostajemy nastgpujace oszacowanie promienia granicznej elipsoidy B(S, c):

[Bifs +aa|Bals
70(S)
Liczne przyktady przytoczone w tym paragrafie, majace na celu ilustracje

mozliwosci metody optymalnych funkcji Lapunowa, nie wyczerpuja oczywiscie
wszystkich waznych zagadnien stabilnosci uktadéw liniowych niestacjonarnych.

C> Cpyin (S) = 0 (5.2.53)




146 5 — Stabilnos¢ uktadéw mechatronicznych

5.3 Stabilnos¢ uktaddw quasiliniowych

Uktady mechaniczne czy mechatroniczne na ogoét nie sa ani liniowe, ani stacjonarne.
Niestacjonarnos¢ uktadow rzeczywistych, rozpatrywanych w poprzednim paragrafie
wynika z zaburzen parametrdw uktadu oraz niekontrolowanych wymuszen
zewngtrznych. Z kolei nieliniowosci modelu sa przewaznie efektem nieliniowosci
geometrycznych lub materiatowych w realnym uktadzie, ktoére ujawniaja sie
wowczas, gdy odksztatcenia w uktadzie sa wzglednie duze. Nieliniowe zaburzenia
addytywne w uktadzie mechatronicznym moga by¢ tez efektem dziatania
nieliniowych sprzezen zwrotnych, modelujacych na przyktad pewne uszkodzenia
(Ossowski [83]). Wraz z pojawieniem sie nieliniowosci moga pojawié¢ sie
dodatkowe punkty rownowagi uktadu. Wtedy punkt nominalny x = 0 moze nie by¢
globalnie asymptotycznie (wyktadniczo) stabilny.

W niniejszym paragrafie oméwimy zagadnienie stabilnosci  ukladéw
stacjonarnych quasiliniowych tzn. uktadow o dominujacej czesci liniowej w
otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0, w przypadku, gdy zaniedbywalne sa
niestacjonarne zaburzenia uktadu.

Quasiliniowos¢ uktadu dynamicznego odnosi sig zawsze do pewnej witasnosci
jakosciowej. Uktadem quasiliniowym {A, G} wzgledem danej wiasnosci
jakosciowej bedziemy nazywali uktad dynamiczny nastepujacej postaci:

X = F(x) = Ax + G(x), G(0)=0, (5.3.1)

gdzie A jest macierza stata, natomiast G jest taka funkcja nieliniowa, ze uklady
{AG} i {A0} wykazuja dana wiasnos¢ jakosciowa (na przyktad stabilnosc)
lokalnie w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0. Zatem dany uktad nie
bedzie quasiliniowy tylko ze wzgledu na szczegdlna posta¢ rownan ruchu, z ktérych
mozna wydzieli¢ liniowa czes¢ gtowna {A,0} oraz nieliniowe zaburzenie G(x).
Zaburzenia musza mie¢ odpowiednia posta¢ i by¢ na tyle mate, aby zachowana byta
dana wilasno$¢ jakosciowa. Tylko wtedy badanie ukiadu nieliniowego pod
wzgledem tej wiasnosci mozna zastapi¢ badaniem jego czesci liniowej, na przyktad
uzyskanej w wyniku linearyzacji uktadu.

Dalej bedziemy rozwazali przypadek, gdy wiasnoscia jakosciowa jest lokalna

stabilnos¢ wyktadnicza punktu stacjonarnego. Dla takiego przypadku podstawowa
rolg odgrywa nastgpujace twierdzenie:
Twierdzenie 5.4: Jezeli czes¢ liniowa {A,0} uktadu quasiliniowego {A, a-G}
(gdzie « > 0 jest parametrem skalujacym), jest wyktadniczo stabilna wedtug
pewnej normy, to uklad {A, a-G} tez jest wyktadniczo stabilny wedtug tej
normy lokalnie w otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0.

Dowod:  wynika z oszacowania (3.4.2), tzn. ©S) > w(S) —a-&S, G), gdzie
wskaznik y(S) jest z zatozenia dodatni, a poprawka &S,G)>0 jest obliczona na
pewnej elipsoidzie B(S, ¢). Poniewaz ¢ (S,G) — 0, gdy ¢ —— 0, to wskaznik
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stabilnosci (S) uktadu zaburzonego bedzie dodatni w dostatecznie matym otoczeniu
(elipsoidzie) punktu stacjonarnego. Zatem ukfad zaburzony nieliniowoscia bedzie
lokalnie wyktadniczo stabilny wedtug normy okreslonej przez macierz S. .

Skoro lokalna wyktadnicza stabilnos¢ jest wiasnoscia odporna na nieliniowe
zaburzenia, celem analizy uktadéw quasiliniowych moze by¢ na przyktad
oszacowanie na ile dana nieliniowos¢ G(x) wpltywa na oszacowanie obszaru
stabilnosci uktadu w przestrzeni stanu.

Oszacowanie podane w twierdzeniu 5.4 mozna tatwo uogdlni¢ na klasg uktadow
ze skonczong liczba addytywnych nieliniowosci, co pokazemy w kolejnym
problemacie. Wada tego oszacowania jest jednak to, ze traktuje nieliniowosci jako
czynniki niekorzystnie wptywajace na stabilnos¢ uktadu, bo zmniejszajace
oszacowanie wskaznika stabilnosci. Trudno jest bowiem wskaza¢ dobre
oszacowanie, ktére dowodzitoby, ze dany skitadnik nieliniowy powieksza wskaznik
stabilnosci. Powstaje zatem pytanie, czy w ogole jest mozliwe wykrycie takiej
sytuacji metoda funkcji Lapunowa. Analizujac wzor (3.4.2) fatwo zauwazy¢, ze
nieliniowos¢ moze mie¢ korzystny wptyw na wartos¢ wskaznika stabilnosci tylko

wtedy, gdy wspétczynnik « jest dostatecznie maty oraz f(TSG(§<)< 0, gdzie X jest
optymalnym punktem, w ktérym zbieznos¢ czesci liniowej jest krytyczna
(najmniejsza). Wykrycie takiej sytuacji jest mozliwe za pomoca obliczen
numerycznych lub wtedy, gdy mozna $cisle wyznaczy¢ wskaznik stabilnosci

Problemat 5.8: (Stabilnos¢ ukfadow z nieliniowymi zaburzeniami)

Ogolny problem stabilnosci liniowych uktadéw dynamicznych z zaburzeniami
mozna traktowa¢ metoda optymalnych wielowymiarowych funkcji Lapunowa
(Ossowski [69]). Ponizej, dla ilustracji, zastosujemy te metode do pewnej
szczegOlnej klasy uktaddw nastepujacej postaci:

X e{AX+ 2AX + 2oF (X) + ...+ kR (X) 17| < @, T = 1,..., K}, (5.3.2)

gdzie x €R", A, A; sa stalymi macierzami n x n, A jest macierza stabilna,
natomiast funkcje Fi(x), i=1,....k sa jednorodnymi funkcjami wielomianowymi
(odpowiedniego stopnia i) wzgledem wspotrzednych stanu x. Wskaznik stabilnosci
dla takiego uktadu, obliczony na pewnej elipsoidzie B(S, c), bedzie réwny

T T T
X' SA X X' SF5 (x X' SFy (X
X, 4, 2 ( )+...+zk k (X) |

1(5.6)= —sup sup| XS X S T T
X' SX X' SX X ' Sx

Z1
x£0 z | XTSx

a antyoptymalne strategie zaburzen beda nastepujacej postaci:
21(X) = aq - sign[x ' SAX], z; (X) = e - sign[x " SF; (X)] i =1,.... k. (5.3.3)

Zatem wskaznik zbieznosci uktadu bedzie okreslony przez nastgpujace supremum
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7[S,c]=- Hsth [xTSAx + al‘XTSAlx‘ + caz‘xTSFZ (x)‘ +ot ck_lak ‘XTSFk (x)‘]
X S=1

W dalszych rozwazaniach zastosujemy dla uproszczenia nastepujace oszacowanie:

7I8,C12718,cl=70(8) — a1 - 71(S) — @€y 2(S) + . — ¢ -y (8), (6:34)

gdzie wielkosci pomocnicze sa okreslone, jak nastepuje:

% TSAX ‘XTSAlx‘ ‘XTSF(X)‘
70(8)==sup| ===, y1(S) =sup———, 7{(S) = sup ———— (5.3.5)
x#0| X SX x#0 X SX [dlg=t  x"SX
dlai = 1,..., k. Jak wida¢, jest to oszacowanie wskaznika stabilnosci w postaci

funkcji wielomianowej wzgledem promienia c elipsoidy stabilnosci B(S,c). Analize
stabilnosci przeprowadzimy przy zatozeniu, ze ok # 0 oraz »(S) > 0, co oznacza,
ze S jest macierza funkcji Lapunowa dla uktadu liniowego bez zaburzen x = Ax.

Z oszacowania (5.3.4) wynika nastepujacy warunek konieczny stabilnosci:

70(8)—ay-71(8)>0. (5.3.6)

Warunek ten, niezalezny od wielkosci promienia ¢ elipsoidy stabilnosci, okresla
dopuszczalna wielkos¢ liniowego zaburzenia niestacjonarnego rozwazanego ukladu.
Mianowicie, parametr ¢y powinien spetnia¢ nieréwnos¢:

a1 < agmax (8) =70(8)/71(S) = 11.(S). (5.3.7)

W dalszym ciagu bedziemy wiec zaktada¢, ze warunek ten jest spetniony.

Jezeli wszystkie parametry ograniczen a,..., ax > 0 sa okreslone, mozemy
poszukiwa¢ najlepszego oszacowania obszaru stabilnosci uktadu (5.3.1) w
przestrzeni stanu. W wyniku optymalizacji macierzy S wzgledem réznych miar
odnoszacych si¢ do obszaru stabilnosci w przestrzeni stanu dostajemy wektorowa
funkcje Lapunowa, okreslona przez zespot macierzy {S; : j=1,...,I}. Obszar
stabilnosci kwadratowej X uktadu, pokrywajacy sie z obszarem przyciagania, bedzie
miat wtedy posta¢ sumy mnogosciowej odpowiednich elipsoid B(S j,Cmax(Sj),

i =1,..., k, ktorych sens objasniony jest w Rozdziale 3. a
Kolejny przyktad ilustruje opisana metode szacowania obszaru stabilnosci.

Przyklad 5.9: (Obszar stabilnosci oscylatora nieliniowego w przestrzeni stanu)
Rozwazymy problem stabilnosci oscylatora opisanego nastepujaca inkluzja:

Xy + % + % e{zxg + 2o 17| < ag = 3/4 Alzo| <@g} (5.3.8)
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a 1/2
Rozpatrujac klase macierzy funkcji Lapunowa S = L/Z 1 } a>1/4 dostaniemy

1 Ja-1 2

S)==-——77T"+ = _— 5.3.9

Y0 > oda1a 71(S) 2#_1/ 72(8)= sada_1la (5.3.9)

Z warunku zbieznosci ¥ [S,cl=y¢(S) — a171(S) — a7 ,(S)-¢>0 otrzymujemy
nastepujace oszacowanie maksymalnego promienia elipsy stabilnosci uktadu:

C<Cmax(S) =[ro(S) —a1y1(S))/azr2(S) . a (5.3.10)

Jezeli mamy zadany obszar stabilnosci X w przestrzeni stanu, mozemy tez
rozpatrywa¢ dualne zagadnienie najlepszego oszacowania obszaru stabilnosci
uktadu w przestrzeni parametrow o, @,..., aw. Wtedy aamax(S) powinno byé
mozliwie duze. Z tego wzgledu mozemy te funkcje parametrow macierzy S przyjaé
jako pierwsza miar¢ optymalnosci  4(S). Aby okresli¢ pozostate miary
optymalnosci, nalezy wpierw ustali¢ zaleznos¢ parametru ¢ od macierzy S funkcji
Lapunowa. Poniewaz c¢(S) jest minimalnym promieniem elipsoidy B(S, c)
zawierajacej obszar X, to zalezno$¢ ¢(S) wynika z samej geometrii zbioréw X oraz
B(S, ¢). W istocie wiec, dla kazdej macierzy S bedziemy bada¢ stabilnos¢ w
odpowiedniej elipsoidzie X(S), co jest konieczne dla zapewnienia zalozonej
stabilnosci uktadu w obszarze X.

Do optymalizacji wektorowej funkcji Lapunowa rozwazanego uktadu dogodnie
jest wprowadzi¢ miary obszaru stabilnosci w kazdym kierunku ¢ , czyli miary:

1) =70(S)/¢'Yyi(8),i=2....k (5.3.11)

oraz miare 1aczna

1o(S) = 11 (S) - it () =7 & () /MK D2y (8) k(). (5:3.12)
odpowiadajaca objgtosci obszaru stabilnosci uktadu w przestrzeni parametrow. O

Powyzsze koncepcje mozna zastosowaé do badania stabilnosci uktadu liniowego
dowolnego rzedu z nieliniowymi i niestacjonarnymi zaburzeniami (Ossowski [69]),
co ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyklad 5.10: (Obszar stabilnosci oscylatora w przestrzeni parametréw)
Rozwazymy problem stabilnosci nieliniowego oscylatora opisanego nastepujaca
inkluzja:

Xl + 5(1 + X1 6{22X12 + Z3Xf’ :|22| <a /\|Z3| < 0[3} . (5313)

Celem analizy bedzie znalezienie optymalnego oszacowania obszaru stabilnosci
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uktadu w przestrzeni parametrow (a1, o), przy zatozeniu stabilnosci uktadu w kole
0 promieniu r w przestrzeni stanu X = (Xy, Xo = dx,/dt).

a 1/2
Stosujac  klase¢ funkcji Lapunowa o0 macierzy S:L/2 1},a>1/4,
dostaniemy nastepujace miary optymalizacii:
3J3 yo(S)(a-1/4 16 yo(S)(a—1/4)%2
3B ey 16 eV L 6314
2 c(S) 3V3 c2(S)

gdzie miara 1(S) = 1/2, natomiast

c(S) = r\/aTJrl+%\/(a _12 41, (5.3.15)

Maksymalizacja powyzszych miar jakosci wzglgdem parametru a prowadzi do
wektorowej funkcji Lapunowa o trzech sktadowych i nastepujacych optymalnych
wartosciach parametréw macierzy S:

a, =1.007, a;=1.227, a,=1.132. (5.3.16)
Wypisujac trzykrotnie warunek stabilnosci z macierza S; = S(a; ), i = 0,2,3.
7ISi.1=70(Si) — a2y 2(Si) - a3c?r3(S;) > 0, (5.3.17)

otrzymujemy nastepujace ograniczenia okreslajace obszar stabilnosci rozwazanego
oscylatora w przestrzeni nieujemnych parametrow (o, o) (Ossowski [69]):

0.669-r &z + 0.795-r* 3 < 0.532,
0.697-r &, + 0.785-r? a3 < 0.548, Q (5.3.18)
0.704-r a, + 0.766-r* x5 < 0.539.

Optymalne sktadowe wektorowej funkcji Lapunowa sa przyktadem funkcji
Lapunowa, ktdre nie sa optymalne dla czgsci liniowej, stacjonarnej uktadu, lecz
bardziej dostosowane do rozwazanego problemu. Dzieki temu uzyskuje sie nieco
lepsze oszacowania. Jezeli jednak wymiar uktadu jest duzy, a nie zalezy nam bardzo
na wysokiej doktadnosci oszacowan, mozemy uprosci¢ analize stabilnosci, stosujac
optymalna funkcje Lapunowa dla czesci liniowej stacjonarne;.

Na koniec rozwazymy jeszcze jeden przykiad, pokazujacy, ze dla uktadéw
nieliniowych i niestacjonarnych mozna niekiedy uzyska¢ wyniki sciste,
niewymagajace zadnych oszacowan.

Przyklad 5.11: (DokZadny wskaznik zbieznosci dla ukzadu nieliniowego)

Niniejszy przyktad wykazuje, wbrew stereotypowym opiniom, ze mozna dla
pewnych uktadéw nieliniowych i niestacjonarnych wyznaczy¢ scisle wskaznik
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zbieznosci wyktadniczej. Aby to wykaza¢ rozwazmy oscylator opisany nastepuja
inkluzja zupelna:

$q + % +x e{z-x{ |7 <a}, (5.3.19)

gdzie parametr « okresla amplitude niestacjonarnych zaburzen zaleznych od
kwadratowej funkcji stanu. Odpowiada temu nastepujacy model macierzowy:

X e{AX+ z-B~(CTx)2 |z < a}, (5.3.20)

dzie A= 0 1 B—0 C—1 Przyjmujac za S—2 . macierz
9 =121 21 BTl “Tlol yjmujat =11

regularnej funkcji Lapunowa, mozemy dokona¢ nastepujacego wyliczenia:

T BTS CTS 2
y[S,c]=—sup sup X S§X+Z.( X)(2 X) _
e e | bE

=—sup [XTSAX +a- c-‘(BTSx) (CTSX)ZH

1
Loae s | BEICE -

61%+25°=3
1 48

2 25910 °

Otrzymany wzor na wskaznik S, ¢] jest scisty, poniewaz do jego uzyskania nie
korzystalismy z oszacowan. Z warunku zbieznosci wyktadniczej dostaniemy zatem
nastepujaca Scista wielkos¢ promienia elipsoidy stabilnosci rozwazanego oscylatora:

1
~S-aclefcl; s |rG-327y-

A%< 1/2

25y10 0.8235
y[S,c]zl— 48 a-c>0s c<cmax_96 ~ . (5.3.21)
o

2 2510 a

Powyzszy wynik jest lepszy od wczesniejszego oszacowania  Cpay =0.75/«

uzyskanego za pomoca tej samej funkcji Lapunowa (Radziszewski [90], [92]).
Poniewaz zastosowana tu regularna funkcja Lapunowa jest optymalna dla czesci
liniowej uktadu, a niekoniecznie dla catego uktadu, uzyskany wynik mozna jeszcze
nieznacznie poprawi¢ (Radziszewski [informacja ustna]). a

Warto zaznaczyé, ze przedstawione wyzej postepowanie zachowuje petna
aktualnos¢ dla uktadow z wieloma innymi typami nieliniowosci, a w szczegdlnosci
dla wielowymiarowych uktadoéw postaci (5.3.20).
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5.4 Stabilno$é uktadow z tarciem

Uktady z tarciem sa szczeg6lnym przypadkiem uktadow nieliniowych. Jednak ze
wzgledu na ich specyfike oraz role jaka odgrywaja w mechanice, celowe jest ich
rozpatrzenie w oddzielnym paragrafie, co niniejszym czynimy.

Gtéwnym problemem zwiazanym z teoretyczna analiza uktadow z tarciem jest
niejednoznacznos¢ a takze mozliwa niestacjonarnosé charakterystyki sit tarcia (w
szczegolnosci tarcia suchego), ktore nie zawsze daja si¢ dobrze modelowaé za
pomoca prostych zaleznosci analitycznych. Ztozone zjawiska termiczne i
materiatowe na styku dwu ciat, drgania w uktadach z tarciem itp. sa gtéwnym, ale
by¢ moze nie jedynym zrédiem wymienionych trudnosci. Dlatego wiasnie metody
jakosciowe sa tu bardzo przydatne. Okazuje si¢, ze mozliwe jest uzyskanie dobrych
oszacowan obszar6w stabilnosci juz przy bardzo skapych zatozeniach odnosnie sil
tarcia, a wlasnie takie zatozenia sa czesto jedynie mozliwe.

Mozna spotka¢ sie z opinia, ze nie znajac (nie przyjmujac) konkretnej postaci
funkcji opisujacej sity tarcia (suchego) nie mozna praktycznie nic powiedzie¢ na
temat zachowania si¢ ukladu (modelu uktadu). Tymczasem sytuacja jest akurat
odwrotna. Wszelkie bowiem metody ilosciowe, polegajace na symulacji trajektorii
modelu uktadu przyjmuja konkretna postac¢ sit tarcia, ale na ogot ta posta¢ jest
pewnym uproszczeniem rzeczywistosci lub niedokladnym jej opisem. Zatem
uzyskane na tej podstawie wyniki w zadnym razie nie mozna uzna¢ za ilosciowe. Co
najwyzej mozna wyciagna¢ pewne wnioski jakosciowe. Ale czyz nie lepiej w takiej
sytuacji od razu zastosowa¢ do analizy uktadu metody jakosciowe, ktére wymagaja
znacznie mniej zatozen odnosnie funkcji tarcia. Witasnie przy niepetnej, ale za to
pewnej informacji o uktadzie metody jakosciowe sa szczeg6lnie przydatne.

Zasadniczo mamy w praktyce do czynienia z dwoma rodzajami ukladéw z
tarciem suchym, mianowicie ukfady drgajace, w ktérych wystepuja elementy
(ttumiki) cierne pochfaniajace energie ukladu oraz uktady bedace w kontakcie
ciernym z innym uktadem dostarczajacym do niego energig. W pierwszym (drugim)
przypadku bedziemy mieli do czynienia z drganiami ttumionymi (wzbudzanymi)
sitami tarcia. Ponizej rozpatrzymy oba te przypadki przy zatozeniu, ze sity tarcia nie
zaleza od potozenia elementow tracych, lecz tylko od ich predkosci wzgledne;.

Problemat 5.9: (Stabilnos¢ ukfadéw drgajqcych tZumionych siami tarcia suchego)
Rozwazymy zagadnienie stabilnosci liniowego ukiadu drgajacego, w ktérym
wystepuja sity tarcia suchego. Tego rodzaju uktad mozna w najprostszym przypadku
opisa¢ nastgpujacym modelem:

x=Ax+rB- {[BTx) sign(B Tx), (5.4.1)

gdzie wektor stanu uktadu x=[x1,>'<1,...,xn,>'<n]T, nieujemna funkcja f> 0 opisuje
zaleznos¢ (na ogo6t nieliniowa) sit tarcia od modutu predkosci, natomiast funkcja
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sign — zaleznos$¢ od zwrotu predkosci. Wektor B jest taki, ze B'x zalezy tylko od
jednej predkosci ;. Wspotczynnik r > 0, okreslajacy wielkos¢ sit tarcia, jest
wprowadzony dla wygody. Takie zatozenia oznaczaja, ze w rozwazanym ukladzie
dyskretnym wystepuje tylko jedna sita tarcia dziatajaca na i-ty element (mase)
uktadu i zalezna jest od tylko predkosci tego elementu. Moze to by¢ na przyktad
dyskretny model budynku antysejsmicznego z ciernym ttumikiem w fundamencie.

Dalsza analiza zalezy od tego, jak traktujemy sity tarcia. Jezeli uktad jest
ttumiony wiskotycznie tak, ze macierz A jest stabilna i interesuje nas zachowanie
asymptotyczne trajektorii uktadu dla t —— +oo, mozemy traktowa¢é tarcie jako
zaburzenie uktadu, uniemozliwiajace asymptotyczna zbieznos¢ trajektorii do punktu
x = 0. Wbwczas, aby okresli¢ rozmiary obszaru granicznego mozemy postuzy¢ sie
nastepujacym wskaznikiem zbieznosci i jego oszacowaniem:

y[s.c]=— sup [XTSAX+£-‘BTSx‘f(BTX)}Zf[S,c]zyO(S)—5.5(8), (5.4.2)
x| =1

gdzie S jest macierza funkcji Lapunowa dla uktadu swobodnego (bez tarcia),
#w(S)>0 jest wskaznikiem stabilnosci uktadu swobodnego (bez tarcia), natomiast
wielkos¢ pomocnicza 6(S) = sup BTSx‘f(BTx).

s =2

Z warunku zbieznosci 77[S,c]> 0, ktory gwarantuje wnikanie trajektorii uktadu

do elipsoidy B(S, c), wynika nastepujace o0szacowanie promienia granicznej
elipsoidy (stabilnosci):

£ (8) T (S) =1-5(8)/70(9)} (5.4.3)
Uktad (5.4.1) bedzie wigc wyktadniczo stabilny do granicznej elipsoidy B(S, c..).

Wida¢, ze rozmiar (promien) obszaru granicznego jest proporcjonalny do
wielkosci sit tarcia (czyli wielkosci parametru r). Wielkos¢ 6(S) daje sie tatwo
wyznaczy¢ lub oszacowaé analitycznie, na przyklad dla charakterystyk tarcia f
zadanych w postaci wielomianowej. W szczegélnym przypadku modelu Maxwella
sit tarcia suchego mamy f = 1, a wtedy 5(S) = B

Nalezy podkresli¢, ze funkcja f nie okresla tu w istocie konkretnego modelu sit
tarcia, lecz jedynie pewne ograniczenia na wielkos¢ tych sit. Zatem uzyskane wyniki
sa uniwersalne, bo sa stuszne dla catej klasy modeli sit tarcia. a

Przyklad 5.12: (Stabilnos¢ oscylatora liniowego hamowanego sifami tarcia )
Dla oscylatora liniowego o wspotczynnikach ttumienia i sztywnosci p, g, w zakresie
podkrytycznym (q > p®), bedacego pod dziataniem hamujacych sit Maxwella tarcia
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suchego, mamy (B[ =1oraz y(S) = p, gdzie S jest macierza optymalnej funkcji

Lapunowa Vg (x):qxl2 +2pX1 % +>'<12. Stad, graniczny promien elipsoidy
C.(S)=r/p. Na tej podstawie mozna dalej okresli¢ niezalezne ograniczenia na

potozenie i predkosé. Tylko na zewnatrz elipsoidy granicznej (lub opisanego na niej
prostokata) mamy zagwarantowana wyktadnicza zbieznos¢ trajektorii uktadu
wediug normy optymalnej, wyznaczonej przez macierz S. Wewnatrz elipsoidy
granicznej wyktadnicza zbiezno$¢ na ogét nie zachodzi. a

Powyzszy wniosek jest wyrazem ogolnej wiasnosci uktadéw z tarciem.
Mianowicie ukiady liniowe, ttumione wiskotycznie i hamowane sitami tarcia
suchego, nie sa asymptotycznie stabilne. Dla dostatecznie matych predkosci i/lub
wychylen z potozenia x = 0, nastepuje bowiem po prostu zatrzymanie ruchu, gdy
sity sprezyste i sity bezwladnosci nie sa w stanie pokonac sit tarcia (Osinski [54]).

Uogolnienie podanych wyzej rozwazan na przypadek niestacjonarnych sit tarcia
(f zalezna od czasu) nie przedstawia zasadniczych trudnosci. Dobre oszacowania
mozna uzyska¢, stosujac na przyktad operacje sup(f) po czasie wobec wszystkich
funkcji czasu, jakie wystepuja w modelu. Jezeli jednak sity tarcia w ukladzie sa
praktycznie jedyna lub dominujaca przyczyna pochtaniania energii, nie mozemy
traktowac sit tarcia jako zaburzenia, a tym samym, nie mozna zastosowa¢é opisanej
metody badania stabilnosci, bazujacej na oszacowaniu (5.4.2). W takim przypadku
do badania wiasnosci stabilnosci mozna stosowaé analize numeryczna albo $cista
wartos$¢ wskaznika zbieznosci, o ile jest ona wyznaczalna analitycznie.

Omowimy teraz problem stabilnosci uktadow, w ktorych sity tarcia nie zawsze sa
hamujace i moga pompowac energie do uktadu.

Problemat 5.10 : (Stabilnosé¢ oscylatora wzbudzanego sifami tarcia)
Charakterystyczna cecha uktadéw drgajacych, pobudzanych sitami tarcia, jest
mozliwosé wystapienia w nich zjawiska niestabilnosci w postaci drgan
samowzbudnych. Akademickim przyktadem tego typu uktadu mechanicznego jest
masa zamocowana lepkosprezyscie, oddziatujaca sitami tarcia suchego z
tasmociagiem poruszajacym si¢ ze stata predkoscia v=vo. W najprostszej wersji
uktady takie mozna opisa¢ nastepujacym modelem o jednym stopniu swobody:

Xq +2pXg + axq = 2(t,v — %), (5.4.4)
gdzie p, q reprezentuja odpowiednio znormalizowany parametr tlumienia i
sztywnosci uktadu, v = v(t) jest predkoscia podtoza, natomiast funkcja z reprezentuje
sity tarcia suchego. Sita ta jest w og6lnosci zalezna od réznicy predkosci masy Xq i
podtoza v oraz moze by¢ zalezna jawnie od czasu, na przyktad z powodu zmiany

temperatury styku w czasie ruchu uktadu lub réznych czasow przylegania
powierzchni tracych. Dlatego przyjelismy, ze z = z(t,v - Xl).
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Wiele realnych uktadéw, w ktérych wystepuje tarcie suche mozna dos¢ dobrze
modelowac¢ za pomoca réwnania tego typu. Moze to by¢ na przyktad budynek anty-
sejsmiczny, stojacy na fundamencie z ciernym pochtaniaczem energii drgan.

W niniejszym problemacie zbadamy wiasnosci stabilnosci modelu (5.4.4) w
zaleznosci od parametrow modelu p, q oraz predkosci v. Nie begdziemy przy tym
zaktadali konkretnego modelu sit tarcia w postaci funkcji z, lecz jedynie istnienie
pewnej funkcji ograniczajacej g, niezaleznej od czasu) (Ossowski [63]).

Rozwazany model (5.4.4) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej:

Xe{Ax+B-z(xt)'|z(xt)|<g(x)} Az{o ! } B:{O} (5.4.5)
1) :]z(x, 1) < : _q —2p| Ll 4.

Powyzsza inkluzja wyraza przyjete zatozenie, ze niestacjonarna funkcja nieliniowa
Z jest ograniczona co do modutu przez pewna funkcje niezalezna od czasu, ale w
0golnosci zalezna od stanu x uktadu. Stosujac roézne ograniczenia g funkcji tarcia w
istocie nie tworzymy modelu tarcia, lecz rozpatrujemy cate klasy modeli spetniajace
te wilasnie ograniczenia. Szczeg6ty tych modeli nie sa istotne. Dlatego uzyskane tu
wyniki begda zalezaty tylko od tych ograniczen. Wyniki te moga wigc by¢ stabsze niz
te, ktére mozna by uzyska¢ dla konkretnego modelu tarcia, ale za to sa uniwersalne i
scisle dowiedzione, a nie tylko numerycznie uzasadnione.

Oczywiste jest, iz nie jest mozliwa zbieznos¢ asymptotyczna stanu uktadu (5.4.5)
do punktu x = 0, ktory jest stacjonarny dla uktadu bez tarcia. Dlatego prawidtowym
podejsciem do problemu jest badanie obszaru przyciagania (zbieznosci
wyktadniczej) do pewnego obszaru granicznego. Wynikiem analizy powinno by¢
optymalne oszacowanie obu tych obszaréw, przy czym obszar przyciagania musi
by¢ szacowany z dotu, a obszar asymptotyczny — z géry.

Przyjmijmy, ze S jest macierza funkcji Lapunowa dla uktadu swobodnego, tzn.

. x T SAX 2 .

taka, ze wskaznik ;/O(S)z—sup = > 0. Oznaczmy przez C € R® niezerowy
x20| X SX

wektor S ortogonalny do wektora B, tzn. taki, ze B'SC = 0. Wtedy wskaznik uktadu

z tarciem dla ré6znych modeli tarcia mozemy oszacowac, jak nastepuje:

Ograniczenie stafe: (g(w) = go = a = const): Takie ograniczenia odpowiadaja w
szczeg6lnosci modelowi Coulomba sit tarcia suchego (Osinski [54]), ale stosuja sie
do wszystkich przypadkoéw, gdy sity tarcia niewiele zaleza od predkosci wzglednej
w rozpatrywanym zakresie. Nietrudno wykaza¢, ze w takim przypadku prawdziwe
jest nastepujace oszacowanie wskaznika zbieznosci uktadu:

7[S,c]1=7[S,c]=— sup [XTSAX +a- ‘BTSXH: 70(S)- % Bl . (5.4.6)
Ixls=1
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gdzie antyoptymalna strategie sit tarcia bedzie realizowato sprzezenie zwrotne z(X)=
a-sign[B'Sx]. Co wiecej, w dwuwymiarowej przestrzeni stanu wskaznik 7(S)
mozna wyrazié¢ nastgpujacym wzorem analitycznym:

2
(S = [BTSAB CSAC] 1 {BTSAB cTSAcJ ‘BT(ATS+3A)C‘ (5.4.7)
O/ ==5 72 P 2 N2 o
Bls Icks Bls Ids [BlslCls
Stad, promien elipsy granicznej bgdzie mozna oszacowa¢, jak nastgpuje:
€. (S) < T, (S) = B | Q (5.4.8)
Ograniczenie liniowe: (g(w)=a|vv|+b, a>0,b>0): Takie ograniczenia

odpowiadaja sytuacji, gdy sity tarcia rosna w funkcji predkosci wzglednej nie
szybciej niz liniowo. Wtedy prawdziwe jest nastepujace oszacowanie wskaznika
zbieznosci uktadu:

7[S,c]=—- sup [xTSAx+‘BTSx‘(a‘BTx‘+(avo +b)/c)]=

Mt (5.4.9)
avO +b
=71(8)- 1B
gdzie wskaznik zbieznosci uktadu bez wymuszen wyraza si¢ wzorem:
71(S,a) = =3 [BSAZB+ CSA2C+ aBTB] +
Bls Icls
(5.4.10)
T AT
_1||BSAB_CSAC BTB| -+ B(AS+SA)C+aB B'C
Bls Il [Bls|cls S[cls

Na tej podstawie dostajemy nastepujace oszacowanie promienia elipsy granicznej:

_av +b ” ”
S

Cx(S) < 1(5.2)

(5.4.11)

Ograniczenie kwadratowe: (g(w) = aw” + bw + d, a> 0, b >0, d >0 ): Takie
ograniczenia odpowiadaja sytuacji, gdy sity tarcia rosna w funkcji predkosci
wzglednej nie szybciej niz kwadratowo. Mozna znalezé uzyteczne oszacowania
wskaznika zbieznosci rowniez w takim przypadku. Poniewaz obliczenia i wyniki
koncowe sa bardziej ztozone, nie bedziemy ich tu przytaczaé, poprzestajac na
skomentowaniu wynikéw. Otz kwadratowa zaleznos¢ sit tarcia sprawia, ze uktad
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pod dziataniem antyoptymalnych sit moze by¢ tylko lokalnie wyktadniczo stabilny
do pewnego obszaru granicznego. Bedziemy wigc tu mieli typ (0,1,0) stabilnosci
SWN wedtug klasyfikacji podanej w nastepnym paragrafie (Ossowski [63]). a

Przyklad 5.13: (Drgania oscylatora wymuszonego tarciem) (Ossowski [63])
Zbadamy obszar stabilnosci oscylatora (5.4.4) wzbudzanego sita tarciem suchego o
statej funkcji ograniczen g(w) = a > 0. W klasie kanonicznych funkcji Lapunowa o
macierzach

2
S= {25 —2ps+l j seR (5.4.12)
S

wskaznik zbieznosci dla rozwazanego oscylatora bedzie wyrazat sie wzorem:

a . a
2p-s——,if s2pvs<pac<
~ c 4(p-s)
y[S.c]= 32 a : (5.4.13)
S————, if c<cpac>
8cc(p-5s) 4(p-s)

z ktérego bezposrednio wynika, ze minimalny promien elipsy granicznej 3a/4p jest
osiagany dla optymalnego parametru s = 2p/3. Zatem trajektorie oscylatora zbiegaja
wyktadniczo do granicznej elipsy:

{(xg,%,): 1=8p? 19)x +4pxyXy 13+ %5 <9a° /16p?}.

Oszacowanie moze wydawa¢ sie konserwatywne, lecz w istocie jest bezpieczne.
Antyoptymalna sita tarcia z(x) = a-sign [B'Sx]=a-sign [sx, +%,] na ogét nie
jest bowiem hamujaca, czyli skierowana przeciwnie do zwrotu predkosci masy
drgajacej. To sprawia, ze w ukladzie antyoptymalnym nastgpuje ,,pompowanie”
energii do ukfadu, dla ktérego dostajemy maksymalne oszacowane zbioru
granicznego. Réwnowaga miedzy energia dostarczana przez sily tarcia, a energia
pochtaniana przez sity dysypatywne w ukladzie prowadzi do drgan niegasnacych.
Symulacje numeryczne potwierdzaja, ze trajektorie ukladu pod dziataniem
antyoptymalnych wymuszen wchodza do podanej wyzej elipsoidy i zbiegaja do
cyklu granicznego, znajdujacego sie W jej wnetrzu, chociaz ta zbieznos¢ nie jest juz
wyktadnicza (Ossowski [63]). a

Przyktady analogicznych oszacowan obszar6w granicznych dla oscylatora
wymuszanego sitami tarcia o innych funkcji ograniczen podane sa w pracy autora
niniejszej rozprawy (Ossowski [63]). W pracy tej podano tez oszacowanie
maksymalnej wartosci predkosci Vo, ponizej ktdrej obszar graniczny oscylatora
miesci sie w z géry zadanym otoczeniu punktu x = 0.
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Przyklad 5.14: (Parametr tfJumienia minimalizujqcy pole obszaru granicznego)
Rozwazymy problem optymalnego parametru ttumienia oscylatora, ktéry zapewnia
zbieznos¢ wykladnicza trajektorii do obszaru granicznego o minimalnej
powierzchni, przy zatozeniu sit tarcia o statej funkcji ograniczen g(w) = a > 0. Z
przyktadu 5.13 juz wiemy, ze dla wartosci parametru s = 2p/3 jest osiagany
minimalny promien elipsoidy granicznej rdwny c,, = 3a/4p. Latwo wykaza¢, ze pole
elipsoidy granicznej bedzie wyrazato si¢ nastgpujacym wzorem:

277 -a?
16p24/9—8p?

Minimalizacja powyzszej funkcji wzglgdem parametru ttumienia p prowadzi do

B(S,C0)| = (5.4.14)

wniosku, ze minimalne pole elipsy granicznej oscylatora réwne 3\/§7z-a2/4 jest
osiagane dla optymalnego ttumienia p = \/5/2 ~ 0.866 (Ossowski [63]). d

Podane wyzej przyktady ilustruja nie tylko mozliwosci zastosowania metody
optymalnych funkcji Lapunowa do analizy uktadéw z tarciem, ale jednoczesnie
pokazuja réznorodnos¢ zagadnien optymalizacji, jakie mozemy formutowaé w
odniesieniu do uktadéw mechatronicznych, a uktadow z tarciem w szczeg6lnosci.

Na uwage zastuguje fakt, ze przedstawiona wyzej analiza stabilnosci oscylatora
liniowego z tarciem suchym da sie uogélni¢ na przypadek wielowymiarowych
uktadéw z tarciem. Cata trudnos¢ wynikajaca z wiekszej liczby stopni swobody
uktadu z tarciem bedzie sprowadzata si¢ do znalezienia klas funkcji Lapunowa dla
czesci liniowej i stacjonarnej uktadu (czyli dla ukladu bez wymuszenia sitami
tarcia), natomiast sam tok rozumowania i metoda oszacowan nhie ulegnie przy tym
istotnym zmianom (Ossowski [63]).

5.5 Bifurkacje stabilnosci

Modele uktadéw rzeczywistych nie sa na ogot globalnie asymptotyczne stabilne, a
stateczne punkty stacjonarne, jesli istnieja, maja najczesciej ograniczone obszary
przyciagania. Metody badania stabilnosci umozliwiaja na o0go6t rozstrzygniecie
kwestii, czy dany punkt stacjonarny jest lokalnie (asymptotycznie) stabilny i
ewentualnie pozwalaja oszacowa¢ obszar stabilnosci. Niekiedy uwaza sig, ze
niestabilny punkt stacjonarny uktadu mechanicznego czy mechatronicznego nie jest
interesujacy, a istotne punkty stacjonarne powinny by¢ przynajmniej lokalnie
stabilne. Jest jednak oczywiste, ze ani jedno, ani drugie stwierdzenie nie jest na ogot
prawdziwe, jesli podchodzimy do sprawy praktycznie. Istotne sa bowiem wielkosci
obszarow stabilnosci lub niestabilnosci punktéw stacjonarnych (Bogusz [10]). Moze
si¢ zdarzy¢, ze obszar stabilnosci punktu stacjonarnego bedzie tak maty, ze
praktycznie uktad w otoczeniu takiego punktu bedzie bardzo wrazliwy na
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zaburzenia, tj. podatny na destabilizacje. Taki punkt stacjonarny, jesli jego
stabilnos¢ byta istotna dla funkcjonowania uktadu, bedzie oczywiscie bezuzyteczny
z praktycznego punktu widzenia. Podobnie, punkt niestabilny moze by¢ otoczony
oceanem stabilnosci (zbieznosci trajektorii), co sprawi, ze bedzie to punkt
praktycznie stabilny w tym sensie, ze stan uktadu w poblizu tego punktu nie bedzie
sic od niego oddalat, lecz bedzie zbiegal do pewnego niewielkiego zbioru
granicznego (stabilnos¢ Lagrange’a i stabilnos¢ do zbioru).

Z powyzszych rozwazan wynika jasno, ze praktyczne wzgledy nakazuja nieco
bardziej szczegGtowe traktowanie wiasnosci stabilnosci punktéw stacjonarnych
uktadéw mechanicznych czy mechatronicznych. Jest to szczegdlnie istotne
zwazywszy na fakt, ze rozstrzyganie o stabilnosci lub niestabilnosci punktu
stacjonarnego na podstawie liniowego przyblizenia rdwnan nie daje nam informacji
0 obszarze przyciagania w przypadku stwierdzenia stabilnosci punktu rownowagi.

Opisany wyzej problem mozemy podja¢ metoda optymalnych funkcji Lapunowa.
W tym celu rozwazmy model uktadu dynamicznego w postaci inkluzji

x e{F(x,p,2):z e (z)}. (5.5.1)

Przyjmiemy, ze state parametry p modelu nie zaleza od czasu i naleza do pewnego
zbioru spéjnego PcR¥, natomiast niestacjonarne zaburzenia naleza do przestrzeni
I(2) funkcji ograniczonych o wartosciach w zbiorze spojnym i zwartym Z.
Zatozymy, ze zbior Z jest, zalezny od pewnych parametrow o, nalezacych do
pewnego zbioru A < R', czyli Z = Z(a). Parametry p, o opisuja odpowiednio
wewnetrzne wiasnosci uktadu (na przyktad tlumienia i sztywnosci) oraz
ograniczenia nakfadane na zewnetrzne, niestacjonarne zaburzenia modelu. Dla
kazdych ustalonych wartosci parametrow p, o rozpatrywany model bedzie
wykazywat okreslone wilasnosci jakosciowe (na przykitad wyktadnicza stabilnoscé).
Petna analiza jakosciowa modelu (a witasciwie klasy modeli sparametryzowanych
przez p, a) ma na celu okreslenie jego wiasnosci jakosciowych w przestrzeni
parametrow PxA. Jezeli witasnosci te sa rézne dla réznych wartosci parametrow p, o
pojawia si¢ kwestia wydzielenia w przestrzeni PxA obszaréw odpowiadajacych
roznym wiasnosciom jakosciowym modelu (Paragraf 2.1). Mozliwos¢ wydzielenia
takich obszaréw wcale nie jest oczywista, a raczej swiadczy o pewnej regularnosci
rozpatrywanej klasy modeli. W przypadku regularnym nalezy przede wszystkim
okresli¢ te wartosci parametrow p, a, przy ktorych nastgpuje zmiana wiasnosci
jakosciowych modelu (czyli bifurkacja). Takie wartosci parametrow (zwane
punktami bifurkacji) okreslaja brzegi opisanych wyzej obszaréw. Badanie
sparametryzowanej klasy modeli pod katem wyznaczenia punktéw bifurkacji i
rodzajéw zachowan jakosciowych modeli, nazywa sie analizg bifurkacyjng. Metody
takiej analizy zaleza od badanych wiasnosci jakosciowych. Poniewaz w niniejszej
rozprawie zajmujemy si¢ wiasnosciami stabilnosci, bedziemy mowili o tzw.
bifurkacjach stabilnosci opisanych ogélnie w Rozdziale 2.
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Aby opisa¢ wiasnosci stabilnosci modelu (5.6.1), wybierzmy pewna macierz S
dodatnio okreslona i zbadajmy wskaznik zbieznosci wyktadniczej na powierzchni
(brzegu) dowolnej elipsoidy B(S,c) , ¢ > 0. Wskaznik ten bedzie wyrazat sie¢
nastepujacym wzorem:

x'SF(x.p.2) | (55.2)
xTSx

7[S,p,a,c]=—sup sup l:

IX|=czez(a)

Zatozymy, ze funkcja ¥[S,p,a,c] jest ciagta funkcja parametru c. Latwo zauwazy¢,
ze jezeli y[S,p,a,c]> O dla danego c, wowczas wszystkie trajektorie uktadu
docierajace z zewnatrz do powierzchni elipsoidy B(S,c), wnikaja do jej wnetrza.
Poniewaz wskaznik zbieznosci zalezy od wyboru macierzy S, kazda macierz S, a
wiec i odpowiadajaca jej norma, daje pewien specyficzny obraz wiasnosci uktadu.
Nie ma wigc tu samo przez si¢ kwestii wyboru optymalnej normy. Najwazniejsze sa
jednak normy, dla ktdrych istnieja takie wartosci ¢ > 0, ze wskaznik y[S,p,a,c] jest
dodatni, poniewaz wnosza najwiecej istotnej informacji w sensie wiasnosci
stabilnosci uktadu. Bedziemy dalej zaktadali, ze macierz S spetnia ten warunek, a
uktad dopuszcza istnienie takiej macierzy.

Analiza funkcji y[S,p,a,c] daje nam ztozony obraz jakosciowych wiasnosci

(trajektorii) uktadu w catej przestrzeni stanu, wzgledem danego punktu
stacjonarnego x = 0 oraz przy uzyciu danej normy euklidesowej || . Chcac opisa¢

typ stabilnosci (zbieznosci wyktadniczej trajektorii) uktadu za pomoca wskaznika
zbieznosci (5.5.2) dokonujemy w istocie utozsamienia wszystkich punktow na
powierzchni kazdej z elipsoid B(S, c). Sprowadza si¢ to do rzutowania catej
przestrzeni stanu na dodatnia potos, na ktorej punkt o wspotrzednej ¢ reprezentuje
brzeg elipsoidy BJ[S, c]. Nawiazujac do mysli zawartych w Paragrafie 2.1, mozemy
przy takich utozsamieniach okresli¢ typ stabilnosci rozwazanego uktadu za pomoca
grafu liniowego, ktérego weztami sa elipsoidalne powtoki zbieznych lub
niezbieznych wyktadniczo odcinkéw trajektorii uktadu. Aby to doktadniej objasni¢,
zatozymy, ze funkcja y[S,p,e,c] jest na tyle regularna, ze zbior jej miejsc zerowych
nie ma punktow skupienia i jest co najwyzej przeliczalny. Oznaczmy zatem przez cy,
Ciy....y Cjp... TOSNACy ciag wszystkich promieni elipsoid B(S, c), dla ktorych
7[S,p,a,c]=0. Poniewaz we wnetrzu powtoki elipsoidalnej B(S, ¢;, ¢i+1) dla kazdego
i=1,2,.. wskaznik »[S,p,a,c] przyjmuje wartosci rozne od zera i jest funkcja ciagta
parametru ¢, musi mie¢ staty znak. Jezeli y[S,p,a,c]>0 dla kazdego ¢ € (Ci, ¢j),
trajektorie ukladu sa wykladniczo zbiezne wediug normy ””SW powtoce

elipsoidalnej B(S, ci, ¢;). Jesli jednak y[S,p,e,c]< O dla kazdego ce(ci, ¢j),
trajektorie uktadu nie beda wyktadniczo zbiezne wediug normy || . Mamy wiec tu
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dwa mozliwe zachowania jakosciowe trajektorii uktadu w kazdej powtoce
elipsoidalnej B(S, c;, Ci+1), ktore bedziemy oznaczali odpowiednio przez 1, 0. Zatem
wiasnosci jakosciowe uktadu w catej przestrzeni stanu mozna opisa¢ ciagiem
binarnym {by, by, b,, ...}, gdzie by odpowiada znakowi wskaznika y[S,p,a,c] we

whnetrzu elipsoidy B(S, ¢p), natomiast b; — znakowi wskaznika zbieznosci w powtoce
B(S, ci, Cis1). Przecinki w ciagach binarnych reprezentuja gatezie opisanego wyzej
grafu liniowego, czyli powierzchnie elipsoid o nieokreslonej zbieznosci
przecinajacych je trajektorii. Scisle biorac, ciag ten opisuje wlasnos¢ zbieznosci

wyktadniczej trajektorii wedtug danej normy HHS

Liczbowymi charakterystykami wtasnosci stabilnosci uktadu, opisanymi danym
ciagiem dwojkowym {bo, by, b,...} sa krytyczne promienie elipsoid {c, Ci,....,Cj,..}.
Przy ciagtej zmianie parametrow p uktadu (5.5.1), moga ulega¢ ciagtym zmianom
promienie ¢;, i = 1,2,... Jezeli jednak wtasnosci stabilnosci badanego uktadu i uktadu
po zmianie parametréw beda opisywaty sie tym samym ciagiem binarnym {bg, by,
b, ...}, powiemy, ze oba uktady reprezentuja jakosciowo ten sam typ stabilnosci.
Istnieja zasadniczo dwa rodzaje typow stabilnosci: typy regularne i typy krytyczne.
Typy regularne sa reprezentowane przez ciagi, w ktorych nie sasiaduja elementy
identyczne (tzn. nie ma w nich fragmentow postaci (...,1,1,...) lub (...,0,0,....). Z kolei
typy krytyczne sa reprezentowane przez ciagi binarne, w ktérych wystepuja
identyczne elementy sasiednie. Gdy ciagta zmiana parametréw uktadu doprowadzi
do zmiany ciagu reprezentujacego regularny typ jego stabilnosci na inny typ
regularny, powiemy, ze nastapita bifurkacja stabilnosci. W tych przejsciach nie sa
istotne wartosci krytycznych promieni elipsoid B(S, c;), lecz tylko wtasnosci
jakosciowe, a wiec typy stabilnosci.

Istota analizy bifurkacji stabilnosci dla danego uktadu jest okreslenie mozliwych
dla niego typéw stabilnosci oraz wartosci parametréw krytycznych, przy ktorych
zachodza odpowiednie bifurkacje.

Zgodne z opisana wyzej koncepcja mozemy wyszczegOlni¢ nastepujace
podstawowe typy stabilnosci (zbieznosci) wyktadniczej:

Podstawowe reqularne typy stabilnos$ci:

(0) — globalny brak zbieznosci wyktadniczej,
(1) — globalna zbieznos¢ wyktadnicza,
(1,0) — lokalna wyktadnicza zbiezno$c¢,
(0,1) — globalna zbieznos¢ wyktadnicza do zbioru granicznego,
(0,1,0) — lokalna zbiezno$¢ wyktadnicza do zbioru granicznego,
(1,0,1,0) — lokalna stabilnos¢ wyktadnicza i zbieznos¢é wyktadnicza do zbioru.

Pierwsze cztery typy nie wymagaja komentarza. Typ (0,1,0) oznacza sytuacje,
gdy wyktadnicza zbieznos¢ zachodzi tylko w pewnej powtoce elipsoidalnej,
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natomiast typ (1,0,1,0) — gdy procz tego zachodzi jeszcze lokalna wyktadnicza
zbieznos¢ do punktu x = 0.

Do powyzszych regularnych typéw stabilnosci nalezy jeszcze dotozy¢
nastepujace typy krytyczne:

Podstawowe krytyczne typy stabilnosci:

(0,0) — globalna niestabilnos¢ krytyczna

(1,1) — globalna stabilnos¢ krytyczna
(0,1,1) — globalna stabilno$¢ krytyczna do zbioru
(1,1,0) — lokalna krytyczna stabilnos¢

Typ (0,0) oznacza faktycznie stabilnos¢ w sensie Lagrange’a w elipsoidzie B(S, ¢o),
poniewaz na jej brzegu wskaznik zbieznosci jest réwny zeru to w zasadzie
uniemozliwia opuszczenie elipsoidy B(S,co) przez jakakolwiek trajektorie startujaca
Z jej wngtrza.

Jezeli dopuscimy uktady o zmiennej strukturze, a takie czgsto rozpatruje sig w
teorii sterowania, a w mechatronice w szczegélnosci, mozemy w dowolnej powtoce
elipsoidalnej B(S, ¢, Ci+1 ) zapewni¢ zbieznos¢ wyktadnicza trajektorii lub jej brak.
Zatem, teoretycznie rzecz biorac mozliwe sa uktady o dowolnym, typie stabilnosci.

W uktadach praktycznych typy stabilnosci beda na ogét dos¢ proste. Ponizej
podana jest lista podstawowych schematdw bifurkacji stabilnosci.

1) — (0)] - utrata stabilnosci na skutek zmiany parametrow uktadu liniowego
stacjonarnego,

— utrata stabilnosci asymptotycznej na rzecz stabilnosci
asymptotycznej do zbioru na skutek pojawienia sie niekontrolowanych zaburzen
sitowych,

(1) — (1,0)] — utrata globalnej stabilnosci na rzecz lokalnej spowodowane
pojawieniem sie zaburzen nieliniowych,

(1) — (1L,1) —> (1,0,1) - wylonienie si¢ powloki niestabilnosci uktadu
globalnie stabilnego,

\(0) —(0,0)—> (0,1,0)\ — wylonienie sie pierscienia stabilnosci uktadu globalnie
niestabilnego.

Bardziej ztozone bifurkacje stabilnosci moga wystapi¢ w uktadach
mechatronicznych ze sterowaniami i zaburzeniami. W Rozdziale 10 oméwimy
przyktad takiego uktadu ze sterowaniem dyskretnym. Ponizej rozwazymy tylko
jeden nietrywialny przyktad uktadu z dwoma zaburzeniami.
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Przyklad 5.15: (Nietrywialny przypadek bifurkacji stabilnosci)
Rozwazmy liniowy uktad dynamiczny x=Ax, ktory jest wyktadniczo stabilny

wedlug pewnej normy || Zatézmy dalej, ze uklad podlega ograniczonym
zaburzeniom sitowym oraz nieliniowym zaburzeniom parametrycznym. W

najprostszym przypadku, gdy oba zaburzenia beda miaty po jednej sktadowej, model
uktadu bedzie miat nastgpujaca postac:

X e{Ax+ 21T (X)B+2,C |79 < g Alz5|< @}, (5.5.3)

gdzie f jest funkcja jednorodna stopnia drugiego wzgledem wspétrzednych wektora
stanu X, taka ze f(0) = 0. Wtedy wskaznik stabilnosci uktadu bedzie wyrazat sie
nastepujacym wzorem:

T T T
7 (S) =—sup sup X_SAX +127- T(X) BTSX +129- CTSX : (5.5.4)
x#029,29| X SX X' SX X' SX
z ktérego natychmiastowo wynika posta¢ antyoptymalnych zaburzen:
21(%,S) = ay -sign[ £ (x)-BTSX], z5(x,S) =a; -sign[CTSX]. (5.5.5)

Podstawiajac (5.5.5) do wzoru (5.5.4) i korzystajac z jednorodnosci funkcji f, mamy
ostatecznie

7[S,c]=- sup {XTSAXJFalc-‘f(x)-BTSx‘+ﬂ‘CTSxH. (5.5.6)
[xs =1 ¢

Z powyzszego wzoru mozna tatwo wydedukowaé jakosciowe wiasnosci
trajektorii uktadu dla réznych wartosci parametru c. Dla matych wartosci ¢ uktad
moze utraci¢ wyktadnicza stabilno$¢ z powodu sktadnika zaleznego od 1/c. Z kolei
dla duzych wartosci ¢ ukfad traci stabilnos¢ wyktadnicza z powodu sktadnika
odpowiadajacego zatozonej nieliniowosci uktadu. Z uwagi na ciagta zaleznosé
wskaznika »(S,c) od parametru ¢, mozemy wnosi¢ o tym, ze uktad jest wyktadniczo
stabilny dla parametru ¢ nalezacego do pewnego przedziatu (co, ¢;), czyli w
pierscieniu elipsoidalnym B(S, ¢, ¢;). Wielkosci ¢y, ¢; mozna by okresli¢ mianem
wartosci krytycznych. Opisany wyzej przypadek odpowiada¢ bedzie uktadowi o
stabilnosci typu (0,1,0), wedtug przyjetej symboliki.

Aby zbada¢ doktadniej opisane wyzej wiasnosci jakosciowe (jak juz wiemy, ze
one sa) uktadu mozemy skorzysta¢ z nastepujacego oszacowania:

7[310]27[310]=70(5)—06171(5)'C—%y2(5), (55.7)

gdzie wielkosci %#(S), i = 0,1,2 okreslone sa jak nastepuje:



164 5 — Stabilnos¢ uktadéw mechatronicznych

ol®)=- s DTS, 71(5)= . |100BTSX,72(8) = b
X|g=1

Analiza funkcji (5.5.7) w zaleznosci od parametru ¢, przy réznych wartosciach
wskaznikow daje petny obraz typow oraz bifurkacji stabilnosci, jakie moga wystapié¢
w opisanym ukladzie. Jest oczywiste, ze musi wystapié:

(1) — globalna stabilnos¢, gdy au=0i a, = 0 (dla uktadu bez zaburzen),
(1,0) — lokalna stabilnos¢, gdy a, = 0, a1> 0 (dla uktadu bez sit wymuszajacych),
(0,1) — globalna stabilnos¢ do zbioru, gdy a1 =0, a»> 0 (dla uktadu bez zaburzen
parametrow).

W przypadku, gdy a1 > 0 i a, > 0 sytuacja jest nieco bardziej ztozona. Jak
wynika z (5.5.7), wskaznik zbieznosci wyktadniczej jest dodatni dla pewnego ¢ > 0

(czyli [a171(S)-c2 =70 (S) - ¢+ apy (S)] < 0) wtedy i tylko wtedy, gdy
ay-az <8(8) =78 (8)/471(S)72(S). (5.5.8)
Zatem bedziemy mieli jeszcze trzy typy stabilnosci rozwazanego uktadu:

(0,1,0) — lokalna stabilnos¢ do zbioru, gdy a1 >0, a2>01i a1 a, < &S),
(0,0) — niestabilno$¢ krytyczna, gdy a1 a; = &S),
(0) — globalna niestabilnos¢, gdy a1 >0, a2> 0 i a1 a> > &S).

W przypadku stabilnosci typu (0,1,0) promienie ¢, ¢; beda wyrazaty sie wzorami:

o1 =lro(®) £ \/73 (S) —4a1a271(S)r 2 (S)]/ 20171(S) - (5.5.9)
W punkcie krytycznym zachodzi oczywiscie rownos¢:
Co =C1 =70(S)/2a171(S) - (5.5.10)
Mamy wiec tu nastepujacy schemat bifurkacji stabilnosci
(0)—(0,0)—(0,1,0)—(1,0). Q

Podsumowujac ten paragraf, warto zaznaczy¢, ze opisane bifurkacje stabilnosci
nie sa ani uogolnieniem, ani szczegélnym przypadkiem Klasycznie rozumianych
bifurkacji rozwazanych w teorii uktadéw dynamicznych. Dlatego ogdlna teoria
bifurkacji stabilnosci oraz petniejsza analiza mozliwych schematdw takich bifurkacji
niewatpliwie warta jest dopracowania. Wykracza to jednak poza zatozony zakres
niniejszej rozprawy.
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6. POLAKTYWNE STEROWANIE UKLADOW MECHATRONICZNYCH

Ukfady mechaniczne takie jak: konstrukcje budowlane, wieze, maszty,
zawieszenia pojazdow, ukfady wibroizolacji itp. sq przewaznie ukfadami
stabilnymi w otoczeniu pewnego nominalnego punktu réwnowagi, a utrzymanie
stanu ukfadu rzeczywistego w poblizu tego punktu jest pozqdane i korzystne dla
jakosci pracy ukfadu. Poniewaz jednak w warunkach rzeczywistych ukfady
mechaniczne mogq by¢é narazone na rdznego rodzaju zaburzenia, ktdérych
szkodliwy wpfyw nie zawsze moze byé odpowiednio zredukowany poprzez
wiasciwg konstrukcje i dobér parametrow ukfadu, dalszg poprawe w#asnosci
stabilnosci punktu nominalnego mozna osiggngc¢ za pomocq modyfikacji ukfadu.

Ograniczone zastosowanie ma modyfikacja pasywna (zaliczana do rozwigzasn
klasycznych) polegajgca na dofgczeniu do ukfadu odpowiednio dobranych
elementdw sprezystych, mas i tlumikbw w celu korekty jego wasnosci
dynamicznych. Bardziej skuteczne sq: modyfikacja poéfaktywna (sterowanie
parametrami uk/adu) oraz modyfikacja aktywna (sterowanie za pomocg sif), ktére
zaliczajg sie do metod mechatroniki. Modyfikacja pdfaktywna (czyli
parametryczna) jest zwykle mniej efektywna niz modyfikacja aktywna, ale jej
zaletg  jest wyzsza niezawodnos¢ i stosunkowo niska moc niezbedna do
sterowania.

Aktualne mozliwosci techniczne sprawiajg, ze modyfikacja parametryczna i
modyfikacja aktywna staly sie atrakcyjnymi metodami poprawy wfasnosci
realnych ukfadéw mechatronicznych. Celem niniejszego rozdziafu jest omOwienie
zagadnienia modyfikacji parametrycznej modeli ukfadéw mechatronicznych.

6.1 Koncepcja modyfikacji parametrycznej uktadow mechatronicznych

Rozwazmy uktad mechatroniczny ztozony z uktadu mechanicznego (obiektu),
ktérego parametry p podlegaja modyfikacji, czyli kontrolowanym zmianom.
Modyfikacja parametryczna polega na zapewnieniu takich zmian parametréw p,
ktore powoduja poprawe wiasnosci stabilnosci uktadu. Zwykle zmiany takie sa
uzaleznione od aktualhego stanu x (czyli od potozen i predkosci) uktadu, a wiec
realizowane za pomoca sprzezenia zwrotnego p(x), ktérego posta¢ zalezy na ogot
nie tylko od ukiadu, ale réwniez od przyjetego kryterium oceny wiasnosci
stabilnosci. Sterowanie takie nazywa si¢ sterowaniem pofaktywnym, poniewaz
zwykle nie wymaga ono przytozenia do uktadu sterowanych sit.

Koncepcja zastosowania zmian parametréw uzaleznionych od aktualnego
stanu uktadu mechanicznego w celu poprawy jego wiasnosci dynamicznych byta
rozpatrywana juz w latach siedemdziesiatych. Zwykle rozwazano uktady z
jednym tlumikiem sterowanym, przyjmowano jakie$ intuicyjnie uzasadnione,
dwuwartosciowe uzaleznienie ttumienia od predkosci ruchu (na przyktad tzw.
sterowanie sky-hook lub ground-hook lub ich wersje mieszane (Sapinski [95])), a
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nastepnie wykazywano (przewaznie za pomoca eksperymentéw numerycznych
lub fizycznych), ze taka modyfikacja uktadu jest z jakichs wzgledéw korzystna.
Istotnym niedostatkiem takiego podejscia jest to, ze postaé sprzezenia
zwrotnego nie wynikata z teorii czy dobrze uzasadnionej metody, ani nie
zapewniata optymalnosci jakiegos uzytkowego kryterium. Poza tym takie
odgadywanie dobrego  (suboptymalnego) sterowania mogito byé w miare
skuteczne tylko dla stosunkowo prostych uktadow. W przypadku uktadow
wielowymiarowych o wielu sterowanych parametrach, znalezienie dobrego
sterowania bez racjonalnej metody jest praktycznie niewykonalne. Z faktu, ze
tego rodzaju heurystyczne koncepcje wciaz sa aktualne i wykorzystywane
(Buchacz [11], Onoda [53], Sapinski [95]), mozna wnosi¢ 0 niedostatecznym
jeszcze rozwoju teorii w tym zakresie. Ponizej pokazemy, jak metoda
optymalnych funkcji Lapunowa mozna racjonalnie znajdowaé sterowania
realizujace optymalna modyfikacje parametryczna uktadéw mechatronicznych.
Rozwazmy najpierw uktad opisany nastgpujacym réwnaniem rdzniczkowym:

X =F(x,p), (6.1.1)

gdzie F(O, p)= 0,x e X cR", natomiast p eP = RP jest wektorem parametrow

uktadu. Jezeli parametry p sa state, wowczas o stabilnosci ukiadu decyduje
wskaznik stabilnosci wyktadniczej dany nastepujaca formuta:

.
y(S.p)= —Su%{%&’p)}, (6.1.2)

gdzie supremum jest liczone w pewnym otoczeniu X punktu stacjonarnego x = 0.
Jezeli dla danych parametréw p istnieje macierz dodatnio okreslona S taka, ze

AS,p)>0, to ukiad jest lokalnie wykladniczo stabilny wedtug normy | w

pewnej elipsoidzie X, = B(S,c)cX. WoOwczas zbieznos¢ trajektorii uktadu
dogodnie jest oceni¢ réwniez za pomoca sredniego wskaznika zbieznosci:

y(S.c) _ x'SF(x,p) _ 1 xTSF(x,p(x,S))an 6.13)
| KT oo Xolxo xTs |

gdzie <f(x)> oznaczaja srednia wartos¢ funkcji f obliczona po x € X, -{0}.

Optymalne projektowanie uktadu mechanicznego pod wzgledem wiasnosci
stabilnosci moze w takim przypadku polega¢ na takim doborze statych
parametrow p € P uktadu, dla ktérych przy okreslonej macierzy S > 0 osiagana
jest maksymalna i dodatnia wartos¢ wskaznika y (S,p) (dla zapewnienia duzego
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zapasu stabilnosci uktadu) oraz ewentualnie — mozliwie duza wartos¢ sredniego
wskaznika zbieznosci < y (S,p) > (dla zapewnienia jak najszybszej sredniej
zbieznosci trajektorii uktadu). Ze wzoru (6.1.2) wynika, ze zadanie to jest
wykonalne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje p e P takie, ze x'SF(x, p) < 0 dla
kazdego x ( Kanianthra [25]).

Dopiero gdy istnieje mozliwos¢ zmiany wartosci parametrow p w czasie
rzeczywistym, mozemy rozwazaé¢ zagadnienie aktywnej (czyli parametrycznej)
modyfikacji uktadu. W takim przypadku adekwatnym modelem ukladu bedzie
nastepujaca inkluzja rézniczkowa

x e{F(x,p) : pel(P)},xeX =R",F(0,p)=0, (6.1.4)

gdzie 7{P) jest okreslong przestrzenia funkcji czasu t > t, 0 wartosciach w zbiorze
zwartym P.

Aby wyznaczy¢ posta¢ optymalnego sprzezenia zwrotnego p(x), realizujacego
potaktywna modyfikacje optymalna w sensie opisanym w Rozdziale 3, nalezy
zapewni¢ w kazdym punkcie xeX maksimum lokalnej szybkosci zbiezno$ci
wykladniczej trajektorii wedtug normy e[ . Jezeli zatozymy zupetnos¢ inkluzji

(6.1.4), otrzymamy z powyzszego warunku optymalnosci pewna funkcje
sprzgzenia zwrotnego p = p(X, S), okreslajaca optymalne uzaleznienie
parametrow uktadu od jego aktualnego stanu. Sprzezenie p(X, S) stanowi ciecie
krytyczne wiazki inkluzji (6.1.4) i sprowadza model dynamiki rozwazanego
uktadu do postaci nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

x =F(x,p(x,S)), xeX cR", (6.1.5)

ktory mozna zilustrowa¢ schematem blokowym pokazanym na Rysunku 6.1.

Wiasnosci stabilnosci uktadu zamknietego (6.1.5) mozna opisa¢ wskaznikiem
stabilnosci oraz $rednim wskaznikiem zbieznosci  wyktadniczej, ktdre
zdefiniowane sa ponizej:

y(S)=-sup inf xISFbxp) | sup xTSF(xp(x9) | (6.1.6)
x20 Pel(P)|  x'Sx xeXo—10) USY
y <3>:<—M> . 6.1.7)
X'SX [ exo-lo]

Ze wzoru (6.1.6) wynika, ze wskaznik stabilnosci y (S) jest dodatni wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego x = 0 istnieje takie p € P, ze X'SF(x, p) < 0. Spehnienie
tego warunku modyfikacji parametrycznej jest konieczne, aby mozna byto
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Sterownik Uktad mechaniczny
p(x, S) x=F(x,p)

v

<
<

Rys.6.1. Schemat blokowy uktadu optymalnej modyfikacji parametrycznej

rozwaza¢ sensowne zagadnienie aktywnej modyfikacji parametrycznej uktadu
(6.1.4). Jest to warunek stabilnosci stabszy niz dla uktadu o statych parametrach,
kiedy to musi istnie¢ p e P takie, ze X"SF(x, p)x < 0 dla kazdego x. Teoretycznie
rzecz biorac moze wiec zajs¢ sytuacja, ze uktad (6.1.1) o statych parametrach
bedzie niestabilny wykiadniczo wedtug normy ||| dla kazdego p < P, ale bedzie

stabilny po zastosowaniu aktywnej modyfikacji parametrycznej. Bedziemy wtedy
mowili o aktywnej stabilizacji parametrycznej uktadu mechatronicznego.

Mozliwos¢ stosowania modyfikacji parametrycznej okresla ponizsze

Twierdzenie 6.1: (O lokalnej modyfikacji parametrycznej)

Jezeli uktad (6.1.4) spetnia warunek modyfikacji parametrycznej, to zawsze
mozliwa jest korzystna dla stabilnosci modyfikacja parametryczna (lokalnie
W pewnym otoczeniu X stanu stacjonarnego x = 0) za pomoca skonczonej
liczby wartosci parametrow p € P przetaczanych w zaleznosci od
aktualnego stanu x uktadu.

Dowdd: Zatézmy, ze uktad (6.1.4) spetnia warunek modyfikacji parametrycznej w
pewnej elipsoidzie B(S,c), c>0. Zatem spetnia ten warunek w pewnej elipsoidzie
domknigtej B[S,co] < B(S,c), ¢o >0. Jezeli F(x,p) jest ciagta funkcja X i spetniony
jest lokalny warunek zbieznosci wyk/adniczej trajektorii: x;"SF(x;, p;) < 0 dla
pewnego punktu x; i ustalonych parametrow p; € P, to warunek ten bedzie
spetniony réwniez w pewnym otwartym i spéjnym otoczeniu X; punktu Xx;.
Elipsoide domknicta B[S,co], W ktdrej rozpatrujemy stabilnos¢ uktadu
modyfikacji, mozemy zatem pokry¢é odpowiednimi otoczeniami X; , i € |
Poniewaz elipsoida B[S,co] jest zbiorem zwartym, zawsze mozemy z tego
pokrycia wybra¢ podpokrycie skonczone. Zatem mozemy pokry¢ elipsoide
B[S,cq] skonczong liczbe spéjnych podzbioréw X;, i = 1,...,N , w ktérych beda
zbiezne wyktadniczo trajektorie uktadu dla pewnych statych parametrow p;.
Zatem mozemy zrealizowa¢ parametryczna modyfikacje uktadu za pomoca
sterowania przedziatami statego o skonczonej liczby wartosci parametrow. .
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Funkcja sprzezenia zwrotnego p(x, S) wyznaczona z kryterium (6.1.6), zalezna
od dowolnej macierzy S funkcji Lapunowa, okresla strukture uktadu sterowania.

Aby to sterowanie okresli¢ jednoznacznie, nalezy wybra¢ pewna macierz S, co
uzyskuje si¢ w wyniku optymalizacji funkcji Lapunowa. W tym celu nalezy
zastosowac jakies kryterium optymalizacji, odnoszace si¢ do wiasnosci stabilnosci
uktadu ze sprzezeniem zwrotnym. Moze to by¢ na przyktad maksymalizacja
miary obszaru stabilnosci w przestrzeni stanu albo jedno z nastepujacych
kryteriow:
max 7(S), max y <S> . (6.1.8)
S>0 S>0
W rezultacie dostaniemy optymalna macierz funkcji Lapunowa S, a tym samym
sprzezenie zwrotne p = p{x, S| opisujace optymalne zmiany parametréw uktadu.

Poréwnujac wilasnosci  stabilnosci  uktadu przed i po modyfikacji
parametrycznej, mozna okresli¢ efekty jej dziatania. Ocena jakosci modyfikacji
tylko na podstawie poréwnania wartosci wskaznika stabilnosci (6.1.6) moze
okaza¢ sie niewystarczajaca. Niekiedy moze sie zdarzy¢, ze wskaznik zbieznosci
(6.1.2) uktadu przed modyfikacja bedzie réwny wskaznikowi zbieznosci po
modyfikacji uktadu, czyli {S)=y (S, p). Nie oznacza to jednak, ze modyfikacja
nie poprawita zbieznosci trajektorii uktadu, lecz zwykle znaczy, ze w pewnych
krytycznych punktach (lezacych na powierzchni przetaczen) w przestrzeni stanu
zastosowane sprzezenie zwrotne p(x, S) nie moze poprawi¢ szybkosci zbieznosci
trajektorii, ktora akurat decyduje o wielkosci wskaznika stabilnosci. Dlatego w
takich sytuacjach nalezy stosowac inne, uzupetniajace wskazniki oceny witasnosci
stabilnosci uktadu, na przyktad wskaznik sredni (6.1.7).

Poniewaz miedzy wskaznikiem stabilnosci i srednim wskaznikiem zbieznosci
uktadu przed i po  modyfikacji  zachodza  oczywiste relacje:
7(S,p)<y(S), 7 <S,p><y <S>, wskaznik y<S> moze by¢ wykorzystany jako
miara jakosci modyfikacji, natomiast {S) — jako wskaznik rozstrzygajacy o
stabilnosci wyktadniczej uktadu, na przyktad wtedy, gdy modyfikacji podlega
uktad niestabilny. Uzasadnione jest tez zastosowanie nastepujacych wzglednych
miar efektywnosci modyfikacji parametrycznej

7(S)1¥(S,p), ¥ <S,p>1y <S>, (6.1.9)
ktore réwniez moga postuzy¢ do optymalizacji funkcji Lapunowa.

Jak wida¢, modyfikacja poétaktywna jest w pewnym sensie prostsza od
modyfikacji pasywnej, bo sprowadza si¢ do optymalizacji macierzy S. Parametry
p sa bowiem zastapione przez optymalne sprzezenia zwrotne o okreslonegj
strukturze zaleznej tylko od S. W modyfikacji pasywnej optymalizowane musza
by¢ jednoczesnie parametry p uktadu i macierz S.



170 6 — Pot-aktywne sterowanie uktadéw mechatronicznych

6.2 Modyfikacja parametryczna uktadow liniowych stacjonarnych

W niniejszym paragrafie rozwazymy zagadnienie szczeg6lnie wazne w teorii
uktadéw mechatronicznych, mianowicie zagadnienie modyfikacji parametrycznej

ukladéw liniowych postaci x = Ax, x e X < R" | gdzie stala macierz ukladu

A = A(p) jest zalezna od parametréw p € P. Zauwazmy, ze zastosowanie do
uktadu dowolnego sprzezenia zwrotnego p(X, S), innego niz stale, sprawia, ze
rownania uktadu zmodyfikowanego (zamknietego) postaci:

x=ApX))x, x eX < R" (6.2.1)

beda na og6t nieliniowe, mimo liniowosci uktadu wyjsciowego przed
modyfikacja. W najlepszym razie, jesli optymalne zmiany parametréw sa
przedziatami state (na przyktad bang-bang), réwnania uktadu zmodyfikowanego
sa przedziatami liniowe. Zagadnienie modyfikacji parametrycznej jest wigc z
natury nieliniowe, mimo liniowosci modyfikowanego uktadu.

Majac okreslona strukture optymalnego sprzezenia zwrotnego p = p(X, S),
mozemy obliczy¢ wskaznik stabilnosci uktadu zmodyfikowanego wedtug
nastepujacego wzoru:

-
7(8):sup{w} . (6.2.2)
X SX
Analogicznie mozna obliczy¢ wskaznik sredniej zbieznosci wyktadniczej.

Ze wzoru (6.2.2) wynika pewna specyfika modyfikacji parametrycznej
uktadéw liniowych. Mianowicie, jesli parametry p(X, S) sa optymalne w danym
punkcie X przestrzeni stanu, to sa tez optymalne w dowolnym punkcie nXx,
>0 czyli na prostej 0x. Oznacza to, ze niezaleznie od postaci zaleznosci macierzy
A od parametrow, optymalne sprzezenie zwrotne p(X, S) uktadu liniowego zalezy
co najwyzej od kierunku w przestrzeni stanu, ale nie zalezy od normy x. Zatem
uktad liniowy ze sterowanymi parametrami albo jest stabilny w catej przestrzeni
stanu, albo jest niestabilny lokalnie w kazdym otoczeniu punktu x = 0.

W szczeg6lnych przypadkach mozemy tatwo przewidzie¢ posta¢ optymalnego
sprzezenia zwrotnego. Jesli na przyktad tylko jeden element a; = ajj(p) macierzy
A zalezy od modyfikowanego parametru p, to funkcja X'SA(p)x, istotna dla
wartosci wskaznika stabilnosci ukfadu, bedzie zalezna od parametru p tylko
poprzez sktadnik postaci a;(p)-x'SCx, gdzie C jest pewna macierza stata i
niezalezna od p. Woéweczas, jak wida¢, istotne beda w optymalnej modyfikacji
tylko dwie wartosci parametru pmin, Pmax, Ktore odpowiednio maksymalizuja badz
minimalizuja funkcje a;(p). Mianowicie, p(X, S) = Pmin (IUb P(X, S) = Pmax), jezeli
x'SCx >0 (odpowiednio x'SCx <0). Zatem optymalna modyfikacja parametru p
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w takim uktadzie, bedzie polegata na przetaczaniu parametru p z wartosci pmi, na
Pmax lUD odwrotnie przy przejsciu trajektorii uktadu przez hiperpowierzchnig o
réwnaniu x'SCx = 0. Poniewaz, jak fatwo zauwazyé, macierz C zawiera tyko
jeden element niezerowy c; = 1, ta hiperpowierzchnia bgdzie ztozona z dwoch
hiperptaszczyzn, jako ze forma kwadratowa x'SCx rozklada si¢ na iloczyn
czynnikéw liniowych. Zatem optymalne sterowanie parametru p bedzie
kawatkami state typu bang-bang.

W przypadku ogélnym, gdy wiele elementow macierzy A ukfadu zalezy
funkcyjnie od pewnego parametru p, zaleznos¢ optymalnego sterowania p(x, S)
od stanu x moze by¢ bardziej ztozona. Latwo jednak wykaza¢, ze jezeli elementy
macierzy A(p) sa funkcjami klasy C' parametru p, a dopuszczalne (mozliwe)
zmiany tego parametru sa niewielkie w stosunku do jego wartosci nominalnej po,
opisana wilasnos¢ (bang-bang) optymalnej modyfikacji parametrycznej bedzie w
przyblizeniu spetniona. Istotnie, korzystajac z rézniczkowalnosci macierzy A(p)
wzglgdem parametru p i przyjmujac, ze p = po + W oraz |vv| < a dla kazdego t > ty,

mozemy w przyblizeniu napisa¢ A(p) ~A, + w-C, gdzie Ay =A(po) jest nominalna
macierza uktadu, natomiast C = (0A/0p)( po). Poniewaz wtedy funkcja

X"SA(P)X = X' SAX + W- X'SCX, (6.2.3)

z warunku (6.1.6) dostaniemy nastepujaca posta¢ optymalnego sprzezenia
zwrotnego:
W(X, S) ~ — a-sign[x'SCx]. (6.2.4)

Podane wyzej rozumowanie mozna uogolni¢ na przypadek wielu parametréw,
pod warunkiem, ze wptywy ich zmian na dynamike uktadu beda od siebie
niezalezne. Warunek ten jest w przyblizeniu spetniony, na przyktad wtedy, gdy
mozliwe zmiany parametrow sa mate. Wtedy mozemy poprzesta¢ na liniowym
rozwinieciu macierzy uktadu w szereg Taylora wzgledem sktadowych wektora p.

Gdybysmy chcieli nieco doktadniej wyznaczy¢ optymalne sprzezenie zwrotne,
powinnismy uwzgledni¢ dalsze wyrazy rozwiniecia macierzy A(p) w szereg
Taylora. Wtedy mielibysmy zagadnienia modyfikacji parametrycznej uktadu
analitycznego (w sensie (1.4.2)) wzgledem skladowych wektora p. Mozna tez
optymalizowa¢ funkcje x'SA(p)x bez dokonywania takich przyblizen.

Jezeli dany parametr fizyczny peP ukladu, podlegajacy bezposrednio
modyfikacji, wystepuje w macierzy A(p) tylko pod postacia pewnej funkcji ¢(p),
to mozemy postugiwac si¢ w analizie teoretycznej nowym parametrem p* = ¢(p)
0 zakresie zmiennosci okreslonym przez zbiér P* = {¢(p): p € P}.

Na koniec tego paragrafu warto jeszcze skomentowaé fakt, ze optymalna
modyfikacja parametryczna sprowadza sie do sterowania typu bang-bang z
kwadratowymi funkcjami przetaczen postaci (6.2.4). Po pierwsze, jezeli funkcja
przetaczen x'SCx jest dodatnio albo ujemnie (pohokreslona, to sterowanie
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modyfikujace dany parametr bedzie state. Wtedy pdtaktywna modyfikacja
sprowadza si¢ do modyfikacji pasywnej, polegajacej na optymalnym doborze
statej wartosci parametru. Poniewaz interesujemy sie tu modyfikacja potaktywna,
mozemy taki przypadek wykluczy¢ z dalszych rozwazan, tym bardziej, ze w
uktadach mechatronicznych macierz C zwykle zawiera tylko nieliczne elementy
niezerowe, co raczej wyklucza statos¢ znaku formy x'SCx. Zatozymy zatem, ze
formy kwadratowe postaci x'SCx, odpowiadajace modyfikowanym parametrom
uktadu, moga przyjmowa¢ wartosci roznych znakéw, co znaczy, ze dany parametr
bedzie si¢ skokowo zmieniat w czasie ruchu uktadu zmodyfikowanego.

6.3 Modyfikacja parametryczna liniowych uktadow drgajacych

W niniejszym paragrafie zastosujemy opisana 0g6lna koncepcje modyfikacji
parametrycznej uktadéw mechatronicznych do liniowych uktadéw drgajacych o
wielu stopniach swobody. Skupimy si¢ na p6taktywnym sterowaniu parametrami
ttumienia i sztywnosci, pozostawiajac kwestig sterowania parametrami masowymi
(bezwiadnosciowymi) do omoéwienia w oddzielnym paragrafie.

W dos¢ ogolnym przypadku dynamika liniowego uktadu drgajacego o wielu
stopniach swobody, ze zmiennymi parametrami ttumienia i Sztywnosci mozna
opisa¢ réwnaniami nastepujacej postaci (Babakow [4], Osinski [54], OssowskKi
[73], [83], Gutowski [18]):

X+ PX+ QX+ WP X+ + WP X+ 27Q X + -+ 2/Q| X =0, (6.3.1)

gdzie macierze P;, Q; okreslaja strukturg zaburzen parametrow uktadu, natomiast
funkcje
wi =w; (X, X)i =L k; 2j = 2(X,X) j=1,.... (6.3.2)

— algorytm sterowania za pomoca sprzezen zwrotnych od stanu

x=[x,>'<Ir uktadu. Sprzezenia zwrotne moga by¢ generowane przez uktad

sterowania dotaczony do uktadu mechatronicznego w celu osiagniecia optymalnej
stabilizacji lub ttumienia drgan uktadu. Wtedy bedziemy mieli do czynienia ze
sterowaniem potaktywnym (parametrycznym). Sprzgzenia zwrotne moga by¢
jednak formalnie generowane réwniez przez sam ukiad, jesli parametry ttumienia
lub sztywnosci zaleza od stanu z racji zamierzonej konstrukcji samego uktadu lub
zaistniatych w nim uszkodzen (Ossowski [83],[84]). W takim przypadku
sprzezenia zwrotne nie podlegaja optymalizacji i nie sa generowane przez
dotaczony sterownik, lecz przez sam uktad. Wtedy réwniez posta¢ odpowiednich
funkcji (6.3.2) wynika z konstrukcji uktadu lub przyjetego modelu uszkodzen.
Ten drugi przypadek modyfikacji parametrycznej, chociaz nie wiaze si¢ z
zagadnieniem syntezy sterowan optymalnych, dogodnie jest zaliczy¢ do
sterowania poétaktywnego z racji jego waznosci i faktu, ze analiza wiasnosci
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stabilnosci takich uktadéw nie r6zni sie zasadniczo od przypadku pierwszego,
czyli uktadéw ze sterowaniami optymalizowanymi.

Trzeba podkresli¢, ze rozwazane tu uktadu rdznia sie od liniowych uktadéw
drgajacych o zaburzonych parametrach, ktore zostaty rozpatrzone w poprzednim
rozdziale. Zasadnicza roznica, rzutujaca rowniez na metode ich analizy, tkwi w
tym, ze parametry modyfikowane sa zalezne od aktualnego stanu uktadu (czyli
poprzez sprzezenie zwrotne), a wiec nie zaleza jawnie od czasu, jak to ma miejsce
w uktadach z parametrami zaburzonymi.

Liniowa zaleznos¢ réwnan modelu (6.3.1) od parametrow sterowanych
przenosi sie na macierz A modelu przedstawionego w postaci uktadu réwnan
rzedu pierwszego. Zagadnienie aktywnej modyfikacji parametrycznej dla takiego
uktadu sprowadza si¢ bowiem do badania wiasnosci nastepujacej inkluzji
zupelnej:

X e{A0x+_glwiBiXJrglziCix:‘wj‘Saj /\‘zj‘s Biji ] :1,2,...,k} , (6.3.3)
gdzie Ay jest Ir_nacierza Is_tabilnaﬂ natomiast B;j, C; — stalymi macierzami
okreélqjqcymi strukture zaleznosci dynamiki uktadu od parametrow sterowanych
" \Z;Osi;iﬁii%.;;bilnoéci takiego uktadu bedzie wyrazat sie nastepujaca formuta:
2(S) = —supinf {szon N i xTSBjx k M] 634

Wi ————+ X Zj-
x#0 W,Z

x| Sx j=1 x| Sx j=1 x| Sx
z ktorej wynika nastepujaca posta¢ optymalnych sprzezen zwrotnych,
realizujacych aktywna modyfikacje parametryczna uktadu:

W;(X)= — a;- sign [X'SBix], zj(x)= - - sign [X'SCix], j = 1,...k. (6.3.5)

Jak widag¢, liniowa zalezno$¢ macierzy A od parametrow uktadu implikuje, ze
optymalne przetaczenia parametréw nastepuja przy przejsciu trajektorii uktadu
przez hiperpowierzchnie drugiego stopnia o réwnaniach x'SBjx=0, x'SC;jx=0, j
=1,...k. Istotny jest fakt, ze sterowania te sa typu bang-bang i nie zaleza
bezposrednio od swobodnej dynamiki rozwazanego uktadu (czyli nie zaleza od
macierzy Ag). Zaleznos¢ od A, wystepuje tylko posrednio poprzez macierz S
funkcji Lapunowa, ktéra nalezy dobra¢ do macierzy A, tak, aby wskaznik

T
stabilnosci y¢(S)=—sup {M

x=0 X' SX
zalozenia stabilna, klasa dodatnio okreslonych macierzy S spetniajacych ten
warunek jest niepusta. Mozliwa jest wiec dalsza optymalizacja (funkcji
Lapunowa), a co za tym idzie, optymalizacja sprzezen zwrotnych modyfikujacych
rozwazany ukiad.

} byl dodatni. Poniewaz macierz A, jest z
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Przedstawione wyzej rozwazania ogolne dobrze ilustruje nastepujacy

Przyklad 6.1: (Modyfikacja parametryczna oscylatora liniowego)(Ossowski [61])
Rozpatrzmy zagadnienie modyfikacji parametrycznej oscylatora liniowego o
jednym stopniu swobody.

X+2px+gqx=0, q>p?, (6.3.6)

gdzie p=po+ Uy, g =(o + Uy, |Ui| < i, |Uz] < . Problem dotyczy w istocie
inkluzji ~ rozniczkowej  X+2pgX+GoX e{2uX+UpX || < @ Alup|< @}
Korzystajac z ogdlnych formut (6.3.5) i przyjmujac regularna dla oscylatora
macierz S funkcji Lapunowa (Paragraf 4.4), dostajemy nastepujace sterowania
modyfikujace:
Uy = aq -sign[X(px+X)], up = e, - sign[x(px+ X)]. (6.3.7)

Mozna pokazaé, ze takie sterowanie wydatnie poprawia $redni wskaznik
zbieznosci uktadu (Ossowski [61], [62]).

Warto doda¢, ze otrzymane tu prawa sterowania nie sa catkiem oczywiste i
odbiegaja od tych, ktore najczesciej przyjmuje sie na podstawie heurystycznych
uzasadnien podanych w Paragrafie 6.1. Wedtug prawa (6.3.7) ttumienie powinno
by¢ przetaczane na minimum zaraz po przejsciu potozenia uktadu przez punkt
zawracania, ale wiaczone na maksimum dopiero po osiagnigciu pewnej predkosci.
Daje to w efekcie wieksze zuzycie energii i wieksza srednia szybkosé¢ zbieznosci
(Onoda [53)). d

Z podanego przyktadu wynika ciekawa wiasnosé, ze kwadratowe funkcje
przetaczen w ukladzie modyfikacji parametrycznej oscylatora liniowego
dekomponuja sie na iloczyn funkcji liniowych. Oznacza to, ze powierzchnie
przetaczen skiadaja si¢ z dwoch hiperptaszczyzn (w tym przypadku prostych) w
przestrzeni stanu. Zatem w czasie oscylacyjnego ruchu z okreslona czestoscia
uktadu ze sterowaniem (6.3.7), sterowane parametry beda przetaczane z
czestoscia dwukrotnie wyzsza. Okazuje sig, ze jest to szczegdlnym przypadkiem
ogolniejszego faktu, ktory precyzuje nastepujace

Twierdzenie 6.2: Funkcje przetaczen optymalnej modyfikacji parametrow
sztywnosci i ttumienia liniowych uktadéw drgajacych o dowolnej liczbie
stopni swobody dekomponuja si¢ na iloczyny dwoch czynnikéw liniowych.
Zatem optymalne przetaczenia kazdego z modyfikowanych parametrow
uktadu dokonuja sie zawsze na dwoch hiperptaszczyznach w przestrzeni
stanu, charakterystycznych dla kazdego z parametréw (Ossowski [62]).

Dowod: Rozktad funkcji przetaczen na czynniki liniowe wynika z symetrii
macierzy tlumienia i sztywnosci. Istotnie, rozwazmy dwie masy my, m,, bedace
elementami liniowego ukfadu drgajacego i oddziatujace miedzy soba
lepkosprezyscie. Jezeli oznaczymy potozenia tych mas (poruszajacych sie wzdtuz
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jednej prostej) odpowiednio przez x;, X, natomiast wspétczynnik sztywnosci
oddziatywania i wspotczynnik ttumienia — odpowiednio przez k, «, to wéwczas
rownania ruchu tych mas, jako elementéw catego uktadu, beda wygladaty
nastepujaco:

{mlx'l =k(xz —xq)+ 2a(ip —¥g)+ - ' (6.3.8)

mZXZ Zk(X]_ - X2)+ Za(Xl — X2)+...

gdzie kropki oznaczaja wyrazenia liniowe wzgledem pozostatych wspétrzednych
stanu rozwazanego uktadu. Przedstawiajac rownania w postaci macierzowej dla

zmiennych stanu dostaniemy

X1 [0 1 0 0 X1
Y1 =% -k -2a k 2« Y1 =%
x:Ax:% X, |=/0 0 0 1 0] xy (6.3.9)
Yo =Xp k 2a -k -2« Yo =Xo

Latwo stad wywnioskowa¢, ze odpowiednie funkcje przetaczen dla parametru
sztywnosci i ttumienia beda nastepujace:

[0 0 0 0 -][x] 0
-1 0 1 O Y X, — X,
XTSCX:XTS. 0 0 0 O . X2 :XTS. 0 :(Xz_x1)'W(X1,y1:Xz,y2),
010 ||y, (%~ %)
i : J L . | i 0 |
0 0 0 [ X, 0
0 101 0 Y1 Yo=Y
x'SDx=x'8:/0 0 0 0 X, =x'S 0 =(y2—y1)-W(X1,y1,x2,y2),
01 0 -1 - Y, —(yz_yl)
R E o |
gdzie funkcja liniowa
2n
W(xg, Y1, X2, Y2) = > (S2i +Sai i (6.3.10)
i=1

W szczegdlnosci, gdy dana masa (na przyktad m;) oddziatuje z nieruchoma baza,
odpowiednie funkcje przetaczen beda nastgpujace: — X - w(xl, yl).



176 6 — Pot-aktywne sterowanie uktadéw mechatronicznych

Jak wida¢, jedna z hiperptaszczyzn przetaczen (W(Xl, Y1, X2, y2):0 ), zalezna
na og6t od parametrow funkcji Lapunowa oraz zmiennych stanu systemu, jest
identyczna dla parametru tlumienia i sztywnosci. Poniewaz wybér indekséw nie
ma tu znaczenia, uzyskany wynik bez trudu uogdlnia si¢ na dowolne masy uktadu
oddziatujace ze soba lepkospregzyscie. (Tezg twierdzenia mozna tez wykazaé
korzystajac z przedstawienia modelu uktadu we wsp6irzednych normalnych.). a

Wazna kwestia jest ocena efektywnosci modyfikacji parametrycznej. Oceny
takiej mozna dokona¢ poréwnujac wartosci wskaznika stabilnosci oraz $redniego
wskaznika zbieznosci przed i po modyfikacji danego uktadu. Latwo wykaza¢, ze
wymienione wskazniki uktadu po modyfikacji beda wyrazaty sie nastepujacymi
wzorami:

k k
y(S,a, B)=—- sup XTSAOX— > aj -‘XTSBJ-X‘— Y Bj .‘XTSCJ-X ,(6.3.11)
g1 i= i<

k
y<S>=yg<S>+2 aj -<‘XTSBJ-X
j=1

>x:1 + ,—éﬂ j .<‘sz<: jx‘>le . (6.3.12)

z ktérych wynika, ze AS) > n(S), <S> > ,<S>. Zatem modyfikacja
parametryczna zawsze poprawia sredni wskaznik zbieznosci, ale niekoniecznie
wskaznik stabilnosci. Rownos¢ wskaznikdw stabilnosci przed i po modyfikacji
moze zajs¢ jednak tylko w osobliwej sytuacji, na przyktad wtedy, gdy
modyfikacji podlega jeden parametr i w optymalnym punkcie x zeruje si¢ funkcja
przetaczen. W przeciwnym razie wskaznik 1S) bedzie wigkszy od (S). Lecz
nawet w takim przypadku modyfikacja jednego parametru ma ograniczone
mozliwosci, bowiem po przekroczeniu pewnej krytycznej wartosci amplitudy
jednego ze sterowan, wskaznik stabilnosci nie wzrasta, poniewaz odpowiednie
supremum jest osiagane na powierzchni przetaczen rozpatrywanego parametru.

Omowione wyzej zagadnienia ilustruje ponizszy

Problemat 6.1: (Graniczny wskaznik stabilnosci uk/adu zmodyfikowanego)
Rozwazymy problem oszacowania wskaznika stabilnosci dla uktadu drgajacego z
modyfikacja jednego parametru. Skoro funkcja przetaczen x'SCx jest iloczynem
dwdch funkcji liniowych, to mozliwe sa dwa przypadki: gdy funkcja przetaczen
jest kwadratem pewnej funkcji liniowej albo jest iloczynem dwdch réznych
funkcji liniowych. Pierwszy z przypadkow jest rozpatrzony w Rozdziale 7, przy
omawianiu zagadnienia stabilizacji. Dlatego rozpatrzymy teraz przypadek drugi,
gdy powierzchnia przetaczen sktada sie z dwoch hiperptaszczyzn.

Nie zmniejszajac ogdlnosci mozemy zatem przyjaé, ze istnieja dwa liniowo
niezalezne wektory B, D takie, ze optymalna funkcja przetaczen x'SCx
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dekomponuje si¢ na iloczyn czynnikéw liniowych (B'Sx)(D'Sx). Wtedy
wskaznik stabilnosci bedzie wyrazat si¢ nastgpujacym wzorem:

T T
TgA (B SXXD Sx]
7(8)=7(5.8)=-sup = X—ﬂ‘ K -
x20| X SX X' Sx

(6.3.13)

Poniewaz parametr £ nie moze by¢ dowolnie duzy (bo nie moze przekraczaé
wartosci  modyfikowanego parametru ukfadu), wiec nie mozemy dowolnie
zmniejsza¢ wyrazenia pod supremum w (6.3.13). Mozemy jednak formalnie
przejs¢ z S do nieskonczonosci. Dostaniemy wtedy nastepujacy warunek
konieczny stabilizowalnosci parametrycznej

.
700(3)=—SU|0{X SAX}O, (6.3.14)

X0 x TSx

gdzie supremum jest liczone na zbiorze Bé uCé , czyli na sumie mnogosciowej

(ale nie sumie prostej) podprzestrzeni S-ortogonalnej do wektora B oraz
podprzestrzeni S-ortogonalnej do wektora D (Jesli uktad jest stabilny, warunek
ten jest bezwzglednie spetniony). Zatem jest to warunek mocniejszy od warunku
stabilizowalnosci za pomoca sit, okreslonego w Rozdziale 7. W ogolnosci wynika
z tego fakt, ze trudniej jest ustabilizowa¢ uktad niestabilny za pomoca sterowania
parametrami niz za pomoca sterowanych sit.

Wskaznik graniczny (6.3.14) okresla wlasnie oszacowanie maksymalnej
wartosci wskaznika stabilnosci jaka mozna osiagna¢ za pomoca modyfikacji
jednego parametru. Stosujac rozktad ortogonalny wektora x wedtug wektoréw B,
D i ich uzupetnienia S-ortogonalnego mozna wyznaczy¢ $cisle wskaznik #«S,0)
jako funkcje parametru g (gdy dim x=2) oraz oszacowanie tego wskaznika dla
wigkszych wymiaréw wektora stanu. a

W przypadku modyfikacji wielu parametréw ukfadu, jezeli niemozliwe jest
jednoczesne wyzerowanie wszystkich funkcji przetaczen, bedzie zachodzita
nierownosc¢ ostra ©S) > »(S), a wigc nie wystapi zjawisko nasycenia si¢ wartosci
wskaznika stabilnosci. Znaczy to, ze efekt modyfikacji wieloparametrowej bedzie
widoczny réwniez we wskazniku stabilnosci.

Powyzsze stwierdzenie wynika z nastepujacego oszacowania:

T T

T X' SCiX X' SCix

SA i . i

7(8)=—sup| = - | > 70(S) + inf | Sai | > yo(S) (6.3.15)
x£0| X SX i X' SX x£0/| j X' SX
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Zatem modyfikacja wielu parametrow ma przewage nad modyfikacja
jednoparametrowa, o ile funkcje przetaczen tych parametréw nie beda miaty
wspdlnego czynnika liniowego. Ten fakt moze by¢ istotny w praktycznych
zastosowaniach oraz przy szacowaniu obszaru granicznego liniowego ukiadu
drgajacego z modyfikacja parametréw i niestacjonarnymi zaburzeniami.

W szczegblnosci wynika z powyzszych rozwazan, ze modyfikacja nawet obu
parametrow oscylatora o jednym stopniu swobody nie jest w stanie dowolnie
poprawi¢ wartosci wskaznika stabilnosci, poniewaz funkcje przetaczen ttumienia i
sztywnosci oscylatora maja wspolny czynnik.

Ciekawy jest przypadek, gdy do syntezy optymalnego modyfikatora zastosuje
sig¢ regularna funkcje Lapunowa. Kwesti¢ efektywnosci modyfikacji
parametrycznej w takim wtasnie przypadku porusza ponizszy

Problemat 6.2: (Efektywnos¢ regularnej modyfikacji parametrycznej)
Rozwazmy kwestie zmian wartosci wskaznika stabilnosci, gdy do syntezy
sterowania zastosowano funkcje Lapunowa o regularnej macierzy S.

Zal6zmy wpierw, ze modyfikacji polega jeden parametr. Wowczas wskaznik
stabilnosci uktadu zmodyfikowanego nie ulegnie zmianie, poniewaz zachodzi
nastepujaca rownosc:

‘XTSCX‘ _ ‘XTSCX‘
7(8)==sup| —70(S) —a——"|=70(S) +a-inf e =y((S), (6:3.16)
X' SX x#0 X' 'Sx

x=0

(Infinium w powyzszej réwnosci znika, albowiem na mocy zatozen istnieje
niezerowy punkt x zerujacy funkcje przetaczen.). Zatem w rozwazanym
przypadku regularnym modyfikacja jednego parametru nie przynosi poprawy
wskaznika stabilnosci.

Lepiej wyglada ta sytuacja, gdy jednoczesnie wiele parametréw uktadu jest
modyfikowanych. Wtedy zachodzi nastepujace oszacowanie:

‘szcix‘ ‘XTSCiX‘
7(S)==sup| ~7(S) = Zati | = 0(S) + inf | Taj —— | (8) (6:3.17)
i X' SX X#=01 j X' SX

x=0

Poréwnujac (6.3.16) z (6.3.17) widac, ze stosujac regularne funkcje Lapunowa
mozemy dokladniej oszacowaé¢ wskaznik stabilnosci. a

Przyklad 6.2: (Efektywnos¢ modyfikacji trJumienia i sztywnosci oscylatora)

Rozwazymy liniowy oscylator o jednym stopniu swobody. Przyjmiemy, ze
parametry ttumienia i sztywnosci, majace wartosci nominalne réwne odpowiednio
p = 1, q =0.5 sa modyfikowane wedtug strategii okreslonej przez (6.3.7) z
amplitudami oy = 0.1, o, = 0.1. Jezeli do analizy zastosujemy funkcje Lapunowa
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0 macierzy 5:{1'15 ﬂ optymalnej dla nominalnej, stacjonarnej czesci uktadu,

dostaniemy nastepujace wartosci wskaznikow:

AS) =0.2929, y<S>=0.7532 dla =0, =0 (brak modyfikacji parametrow),
7(S) = 0.3255, y<S>=0.8589 dla «;=0.1, @, =0 (modyfikacja ttumienia),
7(S) =0.3636, y<S>=0.7972dla a1=0, a,=0.1 (modyfikacja sztywnosci),
7(S) =0.3950, ¥<S5>=0.9038dla «;=0.1, a,=0.1 (modyfikacja ttumienia i
Ssztywnosci).

Interpretacja powyzszych wynikdw jest oczywista.

Klasyczne koncepcje modyfikacji parametrycznej liniowych uktadéw
drgajacych czesto sa nastawione na poprawe ogdlnych  wiasnosci
czestotliwosciowych ukladéw za pomoca liniowych sprzezen zwrotnych
(Warburton [113], Warnitchal [114]). Tego rodzaju sterowania nie sa jednak
optymalne pod wzgledem szybkosci wyktadniczej zbieznosci trajektorii.
Sterowania optymalne (6.3.5) tez nie wyr6zniaja jawnie zadnej postaci drgan
wiasnych uktadu, poniewaz zostaty znalezione ,na poziomie” parametrow
fizycznych a nie modalnych. Ogélna posta¢ funkcji przetaczen parametrow
liniowego uktadu drgajacego pokazuje jednak, ze optymalne sterowania
wynikajace z metody optymalnych funkcji Lapunowa niejako samoczynnie beda
dostosowywac sie do dominujacej czestosci drgan uktadu, przetaczajac parametry
z czestoscia dwukrotnie wigksza. Jesli jednak ruch uktadu bedzie superpozycja
wielu drgan wilasnych, tak prosta interpretacja sterowania nie jest mozliwa. Warto
wiec zastanowi¢ sie nad kwestia modyfikacji parametrycznej liniowych uktadéw
drgajacych majacej na celu wiegksze tlumienie drgan tylko o pewnych
czgstosciach. Mozemy sformutowaé wiele roznych zagadnien optymalnej
modyfikacji parametrycznej. Modyfikacja parametryczna moze mie¢ na celu
,0g0Ina” poprawe wiasnosci stabilnosci (zbieznosci trajektorii) catego uktadu
albo by¢ ukierunkowana na szczeg6lne ttumienie wybranych postaci drgan
wiasnych. Wybor sposobu ttumienia nie jest wiec jednoznaczny i bedzie na ogo6t
zalezny od konkretnej sytuacji praktycznej, a w szczegdlnosci od pewnej wiedzy
na temat rzeczywistych warunkéw pracy uktadu i jego funkcji uzytkowych.

Aby rozwiaza¢ problem takiej selektywnej modyfikacji, nalezy rzecz jasna
postapi¢ nieco inaczej. Postepujac zgodnie z imperatywem kategorycznym Kanta
(Rozdziat 7), mozemy na przyktad poprawi¢ ttumienie pewnej postaci drgan
starajac si¢ nie popsu¢ zbytnio pozostatych. Jezeli sprowadzimy réwnania uktadu
do postaci normalnej, to teoretycznie rzecz biorac mozemy modyfikowa¢ kazdy z
parametrow modalnych. Problem jednak tkwi w tym, ze parametry modalne nie sa
od siebie niezalezne, jako ze same sa na 0go6t funkcjami parametréw fizycznych.
Chcac modyfikowa¢ ttumienie i sztywno$¢ modalna danej postaci drgan musimy
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okresli¢ jakimi parametrami fizycznymi mozemy si¢ postuzy¢ i jaki bedzie to
miato wplyw na pozostate postaci drgan. Zadanie to nie jest proste mimo, iz
oscylatory modalne sa od siebie niezalezne.

Poruszone wyzej kwestie dobrze ilustruje nastepujacy

Przyklad 6.3: (Modyfikacja drgas ukfadu o dwoch stopniach swobody)
Rozwazymy zagadnienie potaktywnej modyfikacji symetrycznego uktadu dwdch
jednakowych mas zawieszonych lepkosprezyscie i oddziatujacych sprezyscie.
Réwnania uktadu maja postac:
{mX‘l+2a>’<1+kl(x1—x2)+ kx, =0, (6.3.18)

MY, +2aX, +k; (X, =%, )+kx, =0 .

Dokonujac ortogonalnej transformacji wspétrzednych stanu do wspotrzednych
normalnych

X = %(yl +Ya) Xp = %(yl ~y,) (6.3.19)

i uwzgledniajac zaleznosci odwrotne: X + Xy = \/Eyl, X —Xo = \/Eyz ,
dostajemy réwnania we wspotrzednych normalnych

Y1 +2py1 +a1y1 =0, Y2 +2py, + 0y, =0, (6.3.20)
gdzie
a k k + 2k
p=—, 0 =—, 0y = L (6.3.21)
m m m

Wida¢, ze mozliwa jest modyfikacja parametru sztywnosci modalnej ¢, za
pomoca parametru fizycznego, jakim jest sztywnos¢ k; oddziatywania obu mas.
Mozliwa jest wiec realizacja modyfikacji parametrycznej ttumiacej tylko druga

posta¢ drgan. Przyjmujac, ze k; =kg +u, |u| < B dostajemy nastgpujaca postac
optymalnego sprzezenia zwrotnego:

u=g-signlys(py2 +y2)1, (6.3.22)

gdzie f#=2/,/m. Wracajac do wsp6trzednych naturalnych dostajemy ostatecznie
U= g-sign{(xg —x2)-[p(xy — X2) + (X — X2)I}

Identyczny wynik dostaniemy wyznaczajac sterowanie bezposrednio z réwnan
(6.3.18). a

Jak widaé¢, modyfikacja innych parametréw, majaca na celu ttumienie tylko
jednej z postaci drgan, bedzie bardziej skomplikowana albo w ogéle niemozliwa.
Dzieje sie tak dlatego, ze parametry modalne sa zazwyczaj od siebie zalezne. Na
przyktad ttumienie p, chociaz jednakowe w obu réwnaniach modalnych (6.3.20),
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faktycznie zwiazane jest dwoma réznymi ttumikami. W przypadku modyfikacji
ich parametréw ttumienia, kazdy z nich bedzie miat swoj wktad do wypadkowych
wartosci parametru p w obu réwnaniach.

6.4 Modyfikacja parametryczna uktadow niestacjonarnych

Zagadnienie modyfikacji parametrycznej uktadéw niestacjonarnych rozwazymy
w zakresie najbardziej istothym z punktu widzenia mechatroniki, majacym
bezposrednie odniesienie do problematyki wibroizolacji lub amortyzacji drgan.

Zagadnienie wibroizolacji maszyn polega na doborze takiej konstrukcji
zawieszenia maszyny na podtozu, aby wibracje pochodzace z dziatajacej maszyny
W najmniejszym stopniu przenosity sie na podtoze (Osinski [54]). Problem
wibroizolacji dotyczy tez na przykiad kwestii przenoszenia si¢ drgan toru (lub
mostu), po ktérym jedzie pociag, na podtoze itp. Wibroizolacja ma zasadnicze
znaczenie zarowno dla trwatosci urzadzen technicznych czy budynkéw jak i dla
jakosci srodowiska akustycznego i wibracyjnego, w ktérym przebywa cziowiek.
Izolator tu jest urzadzeniem, na ktorego wejsciu dziata wymuszenie, zwykle jako
pewna dynamiczna sita niestacjonarna. Problem polega na wyznaczeniu sit
przenoszonych na podtoze i optymalizacji konstrukcji izolatora.

Z kolei w zagadnieniu amortyzacji drganh wymuszenie dziatajace na wejscie
amortyzatora jest kinematyczne i pochodzi od podtoza. Z taka sytuacja mamy do
czynienia na przyktad w pojazdach. Zadaniem amortyzatora (uktadu zawieszenia)
jest minimalizacja drgan obiektu zwiazanego z wyjsciem amortyzatora. Problem
polega na wyznaczeniu amplitudy drgan na wyjsciu przy zatozeniu okreslonego
wymuszenia na wejsciu i optymalizacji konstrukcji amortyzatora.

Klasycznym (zwykle mechanicznym) i zarazem najprostszym sposobem
wibroizolacji (amortyzacji) jest instalacja danego obiektu na zawieszeniu
lepkosprezystym. Doskonalszym (mechtronicznym) sposobem wibroizolacji jest
zastosowanie poOtaktywnego sterowania parametrami klasycznego uktadu izolacji,
czyli sterowania jego ttumieniem i sztywnoscia. Celem niniejszego paragrafu jest
omowienie podstawowych kwestii odnoszacych sig do tego typu uktadow.

Wiadomo, ze zagadnienie wibroizolacji i amortyzacji sprowadza si¢ do analizy
rownan (modeli) tego samego typu, a zatem oba te zagadnienia mozna
rozpatrywac tacznie. Bedziemy wiec rozwaza¢ model w postaci nastepujacej
inkluzji:

X — Ax e{u-Bx+V-Cx+D-z(t):|uy| < By Alup| < B AlZ| <}, (6.4.1)

gdzie A jest stabilng i stata macierza nxn nominalnego (klasycznego) uktadu
izolacji, u jest sterowana Ssztywnoscia, v — sterowanym ttumieniem, B, C sa
macierzami okreslajacymi strukture dziatania sterowan, wreszcie z jest
niestacjonarnym wymuszeniem a D jest statym wektorem okreslajacym strukture
oddziatywania tego wymuszenia na uktad.



182 6 — Pot-aktywne sterowanie uktadéw mechatronicznych

Wskaznik zbieznosci rozwazanego modelu mozemy oszacowaé jak nastepuje:

7[S,a, By, Bp.Cl=— sup [XTSAX - ,Bl‘xTSBx‘ - ﬂZ‘XTSCX‘ + %‘BTSX” >

Ix|s =

>7[S,a, By, fr.¢] = — sup [XTSAX - ﬂl‘xTSBx‘ - ﬂz‘xTSCxH+ (6.4.2)
Xl =1

_%.Xsupil‘BTSx‘ 7[S, A1, ,32]—_"'3”5

Whynika z tego nastepujace oszacowanie promienia elipsoidy granicznej:

C,(S)<C,(S)= WS ﬁ ] 18|51 (6.4.3)

Wida¢, ze norma przenoszonych drgan uktadu jest proporcjonalna do amplitudy
wymuszenia i odwrotnie proporcjonalna do wskaznika y[S, f;, f2], opisujacego
wyktadnicza zbieznos¢ sterowanego uktadu izolacji bez zaburzen. Jakosciowe
wiasnosci tego wskaznika oraz mozliwosci jego analitycznego wyznaczenia
zostaty mowione w poprzednim paragrafie. Poniewaz
vI[S, P1, B2]1=27[S,0,0] =yo(S), efektywnos¢ izolatora (amortyzatora) ze
sterowaniem bedzie wyzsza niz bez sterowania. Wskaznik y[S, p1, f»] mozna

wyznaczy¢ numerycznie, a optymalizacje macierzy S mozna przeprowadzi¢ na
przyktad wedtug kryterium minimalizacji promienia lub pola elipsoidy
B(S,C,(S)). W rezultacie dostaniemy parametry optymalnej macierzy S, a co za

tym idzie, optymalne parametry sterowania tlumieniem i sztywnoscia izolatora,
ktore beda miaty standardowa posta¢ (6.3.5). W uproszczonej suboptymalnej
wersji uktadu sterowania, mozemy zastosowaé parametry pochodzace od
macierzy S optymalnej funkcji Lapunowa dla uktadu stacjonarnego o macierzy A.

Chcac doktadniej opisa¢ wiasnosci rozwazanego uktadu sterowania za pomoca
zbiorow rozmytych, mozna wyznaczy¢ oszacowanie analogiczne do (6.4.3)
wykorzystujac sredni wskaznik zbieznosci.

Odnosnie wymuszenia z(t) w rozwazanych uktadach, zwykle zaktada sie, ze
odpowiada ono sile okresowo zmiennej albo sinusoidalnej. Dzieki temu
zagadnienie bywa rozwiazywalne analitycznie, ale tylko dla uktadu o jednym lub
dwodch stopniach swobody. W ogoélnosci jednak z(t) moze by¢ dowolna sita
ograniczona co do modutu, a uklad izolacji — bardziej ztozony. Poniewaz w
powyzszej analizie jakosciowej zaktadalismy tylko ograniczonos¢ wymuszenia,
uzyskany wynik (6.4.3) jest bardziej uniwersalny, przydatny w zagadnieniu
wibroizolacji (amortyzacji) ztozonych obiektow.
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Omoéwione wyzej zagadnienia ogdlne ilustruje nastepujacy
Przyklad 6.4: (Modyfikacja p6Zaktywna ukZfadu oscylatorow liniowych)
Rozwazymy ukfad k jednakowych oscylatoréw liniowych z ttumieniem,
oddziatujacych sprezyscie i bedacych pod dziataniem niezaleznych wymuszen
niestacjonarnych. Taki uktad mozna opisa¢ nastgpujacym znormalizowanym
modelem:

g+ 2PXg + QX + F(X) — Xp) e{fl | o Sa},
Xi + 2% +0Xj + r(X; — Xj_1) + r(Xj = Xj_1) e{fi :|fi|§a},i:2,...,k—1, (6.4.4)

X.k +2pXk + Xk +I’(Xk —Xk_l)e{fk :|fk|S0{},

gdzie p jest wspotczynnikiem ttumienia kazdego z oscylatoréw uktadu, q —
wspotczynnikiem ich sztywnosci wiasnej, natomiast r — wspotczynnikiem
sprezystego oddziatywania miedzy sasiednimi oscylatorami. Odnosnie wymuszen
sitowych f;, i = 1,...k bedziemy zaktadali tylko ich wspdlna ograniczonosé,
okreslona jednym parametrem « > 0.

Uktad inkluzji (6.4.4) moze by¢ dyskretnym modelem opisujacym na przyktad
drgania podtoza lepkosprezystego, poddanego niestacjonarnemu obciazeniu. W
szczeg6lnosci mozna w ten sposéb modelowa¢ drgania podtoza toru obciazonego
przejezdzajacym pociagiem (metra).

Rozwazany uktad inkluzji (6.4.4) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
macierzowe;j:

X—AX e{Byfy +--+ By fy i fy| <a A A|fy|<ad, (6.4.5)

gdzie macierz A tego uktadu, macierz S regularnej funkcji Lapunowa oraz
wektory oddziatywania wymuszen B;,..., Bx beda nastepujace:

0 1 0 0 0
—(g+r) -2p r 0 :
0 0 0 1 ' ' '
Ao r 'O - (q.+ 2r) —'2p .r |
: r . —(q+2r) -2p r :
: . - ' 0 0 0 1
| 0 0 r 0 -—(g+r) -2p|
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[(q+r1) p -r 0 0 0 0
p 1 0 0 : 1 0
-r 0 (g+2r) p -r : 0 0
0 0 p 1 0 : 0 0
S=| . . , B1=|.|-.+Bx=|.]
-r 0 p -r 0 : :
' p . 0 0 :
: -r 0 (q+r) p 0
| 0 .. 0 0 p 1] 10 1]

Nietrudno sprawdzi¢, ze warunek podkrytyczny q > p® gwarantuje dodatnia
okreslonos¢ powyzszej macierzy S.

Wskaznik stabilnosci (zbieznosci) oraz wskaznik s$redniej zbieznosci dla
uktadu bez modyfikacji i bez wymuszen jest rowny »(S)=y <S>=y [S]= p.
Wynika z tego nastgpujace oszacowanie wskaznika zbieznosci ukladu z
zaburzeniami zy,..., Z :

7[S,¢12 71S.¢] = 70(S) —%Q||31||S + ~-+||Bk||s)= p —“T'k. (6.4.6)

Z warunku zbieznosci ){S,c]>0 dostajemy promien elipsoidy granicznej
Co <a-k/p, ktory, jak wida¢, jest proporcjonalny do facznej intensywnosci
wymuszen a odwrotnie proporcjonalny do wskaznika zbieznosci dla uktadu bez
wymuszen.

Lepsze oszacowania promienia elipsoidy granicznej dla uktadu (6.4.5) mozna
otrzymac przyjmujac zasadg Turkstry dla wymuszen f; , i = 1,...,k (Ossowski [82]).

Korzystajac z ogo6lnych formut (6.3.5) dostajemy nastepujace optymalne
strategie modyfikacji nominalnych parametréw ttumienia p i sztywnosci g uktadu:

w; (X) = aj ~sign[>‘<i(pxi + Xi)], zi(X) = S -sign[xi (pxj + xi)]. (6.4.7)

Jak widaé, dzieki regularnosci zastosowanej funkcji Lapunowa, optymalne
sprzezenia zwrotne kazdego z modyfikowanych oscylatorow uktadu nie zaleza od
stanu pozostatych oscylatorow ukfadu, co znakomicie utatwia optymalizacje
parametrow takiego sterowania. Z postaci sterowan (6.4.7) wynika tez, ze istnieja
niezerowe stany ukladu, zerujace wszystkie funkcje przetaczen, co oznacza, ze
tego typu modyfikacja nie poprawi wskaznika stabilnosci catego uktadu.
Modyfikacja przyczyni si¢ jednak do wzrostu $redniego wskaznika zbieznosci,
ktory mozna wyznaczy¢ numerycznie dla konkretnych wartosci parametréw
uktadup, q, r. a
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6.5 Modyfikacja parametryczna uktadow analitycznych

Ogolna posta¢ rownan lub inkluzji uktadéw analitycznych wzgledem sktadowych
sterowania jest okreslona przez (1.4.1), (1.4.2). Jak juz wiemy, do modyfikacji
parametrow ttumienia i sztywnosci wystarczy uwzgledni¢ liniowe skiadniki
rozwiniecia (1.4.2) wzgledem sterowania, co wynika z fizycznej natury tych
parametréw i ich roli w rozwazanych modelach. W uktadach mechatronicznych
potrzeba uwzglednienia sktadnikéw nieliniowych wzglgdem sktadowych
sterowania parametrycznego wystepuje gtownie wtedy, gdy modyfikacji
podlegaja uogdlnione parametry masowe m, od ktorych zalezna jest macierz M.
Majac na wzgledzie ograniczong objgtos¢ niniejszej rozprawy, skupimy si¢ w
niniejszym paragrafie na tym wiasnie przypadku.

Pétaktywne sterowanie parametrami masowymi moze mie¢ zastosowanie na
przyktad w systemach zapobiegania kotysaniu sie statkbw. Ttumienie bocznych
wychylen statku jest waznym zagadnieniem zwiazanym z komfortem i
bezpieczenstwem transportu morskiego. Poniewaz na morzu z zasady nie ma
mozliwosci skorzystania z zewnetrznego punktu oparcia, wszystkie ttumiki takich
drgan musza wykorzystywa¢ sity wewnetrzne lub zmiany parametréw statku jako
catosci. Istnieja pewne praktyczne realizacje ttumikdw takich drgan, ktorych
dziatanie bazuje na zastosowaniu zyroskopéw albo przepompowywaniu wody w
systemie  zbiornikbw  znajdujacych  sie  wewnatrz  kadiuba  statku.
Najbezpieczniejszym i skutecznym rozwiazaniem wydaje sie jednak ttumik
parametryczny, ktérego dziatanie polegatoby na odpowiednich zmianach
momentu bezwtadnosci kadtuba wzgledem jego osi podtuznej.

Problemat 6.3: ( Sterowanie za pomocg parametrow inercyjnych)
Rozwazymy wpierw zagadnienie modyfikacji parametrow masowych uktadu
mechanicznego opisanego modelem nastepujacej postaci

M(m)X+P-X+Q-X efR:|R|<a}, (6.5.1)

gdzie P, Q sa statymi macierzami ttumienia i sztywnosci, m = [my,..., mJ]" jest
wektorem sterowanych parametréw masowych, natomiast R jest wektorem
niestacjonarnych sit ograniczonych. Przyjmiemy, ze kazdy z parametréw
masowych m;, i = 1,2,....k moze sie zmienia¢ w ograniczonym zakresie wokédt
pewnej wartosci nominalnej myo, czyli mie[mio -4, Mip +24], gdzie £ >0 okresla
maksymalny zakres tych zmian. Przyjmiemy tez, ze uklad (6.5.1), dla
nominalnych statych parametréw masowych i R = 0, jest asymptotycznie stabilny.

Zatozymy dalej przypadek nieosobliwy, gdy istnieje macierz odwrotna M™(m)
dla kazdego m ze zbioru mozliwych wartosci. Woéwczas model uktadu mozna
przedstawi¢ w postaci rozwiktanej ze wzgledu na drugie pochodne czasowe tzn.
W postaci nastepujacej:
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X+MHm)PX + M m)QX e{M(m)R:|R| < a}. (6.5.2)

W rezultacie dostalismy réwnowazny uktad o zmiennych (modyfikowanych)
macierzach tlumienia i sztywnosci P= M‘l(m)P, Q= M‘l(m)Q. Nie jest to
jednak przypadek omdwionej juz modyfikacji fizycznych parametrow ttumienia i
sztywnosci. W rozwazanym tu modelu mamy bowiem zalezno$¢ obu macierzy
ttumienia i sztywnosci od tych samych parametrow m, ktére podlegaja
modyfikacji. Poza tym w modelu (6.5.2) modyfikowane w ten sam sposéb jest
réwniez dziatanie niestacjonarnych sit R. Poniewaz zaleznos¢ macierzy modelu
(6.5.2) od parametrow m na og6t nie jest liniowa, ze wzgledu na obecnosé
wyznacznika det M w macierzy odwrotnej M™, trzeba w ogdlnym przypadku
skorzysta¢ z odpowiedniego rozwiniecia w szereg wzgledem sktadowych wektora
m i analizowaé¢ uproszczony model analityczny, ograniczajac rozwazania do
pierwszych sktadnikow nieliniowych wzgledem sktadowych wektora m.
Bedziemy mieli wéwczas do czynienia z modelem analitycznym opisanym pewna
funkcja postaci (1.4.2).

Nieco prostszy przypadek, jaki dalej rozwazymy, jest wtedy, gdy macierz M
jest diagonalna. Wowczas macierz M™ tez jest diagonalna, a parametry masowe
wystepuja w niej w wyrazeniach postaci 1

Mio + 4
rownowaznymi parametrami 14 spelniajacymi ograniczenia

. Zatem mozna je zastapic

<y < 1 . Rozktadajac dalej te parametry na sktadowa
Mio + Hio Mio — Hio
nominalna i sterowang dostajemy

m. .
Mio — io Mjo — Kio

Vi =Vjg +Uj, gdzie vjp =

Przyklad 6.5: (Modyfikacja jednego parametru masowego)

Rozwazymy ukfad liniowy z jednym sterowanym parametrem masowych oraz
jedna sktadowa sity z dziatajaca okreslonym kierunku B. Uwzgledniajac (6.5.3) i
przechodzac do wspoOtrzednych stanu, dostaniemy w rezultacie model
nastepujacej postaci:

X e{AX+U-Cx+Bz+B-zu:|z|<a Alul< £}, (6.5.4)
gdzie A, C sa stalymi macierzami n x n, B € R" jest statym wektorem, natomiast
a, B (<1) sa parametrami ograniczen, odpowiednio zaburzen i sterowan.

Wida¢, ze adekwatnym modelem opisujacym uklad z modyfikowanym
parametrem masowym i bedacym pod dziataniem niestacjonarnych,
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ograniczonych wymuszen jest model tréjliniowy (funkcja F opisujaca inkluzje
jest bowiem liniowa wzgledem kazdego z argumentow X, z, U) Z
nieliniowosciami typu multiplikatywnego ux oraz uz.

Aby wyznaczy¢ sterowanie optymalne dla modelu (6.5.4), trzeba skorzysta¢ z
warunku optymalnosci dla uktadéw ze sterowaniem i zaburzeniami opisanego w
Rozdziale 3. Rozpatrujac na przyktad problem ttumienia kotysania si¢ statku za
pomoca kontrolowanych zmian momentu bezwtadnosci kadtuba, sensownie jest
zatozy¢, ze znana (mierzona) jest tylko ich szczytowa wielkos¢ « zaburzenia z.
Wtedy wskaznik stabilnosci dla modelu (6.5.4) bedzie nastepujacy:

T T T
7 (S,a, f)=—-sup inf sup X SAX+u~X SCX+z(l+u)B Sx .

(6.5.5)
x20[U[<A|z<ar | xTSX x T Sx x ' Sx

Z powyzszej zasady optymalnosci wynika, ze antyoptymalna strategia zaburzen
realizuje nastgpujace sprzezenia zwrotne:
2(x) = - sign(BTSx) . (6.5.6)

Podstawiajac (6.6.6) do (6.6.5), dostajemy nastgpujaca strategic optymalna dla
sterowania:

u(x) =—,-sign [XTSCX+a -‘BTSX‘] (6.5.7)

oraz wzor na wskaznik zbieznosci uktadu:

xTSCx+Z-‘BTSx‘
c

v[S,a, 5,c]=— sup {XTSAX_IB.

+Z‘BTSXH. (6.5.8)
[xls=1 ¢

Analiza numeryczna powyzszego wzoru dla konkretnych wartosci parametrow
uktadu pozwala na wyznaczenie wartosci wskaznika zbieznosci i oszacowanie
promienia granicznego ¢, (na przyktad normy drgan kadtuba statku).

Nieco prostsze wyniki mozna uzyska¢ przyjmujac koncepcje sterowania
suboptymalnego postaci u(x):—ﬂ-sign[xTSCx], ktore jest optymalne dla

uktadu bez nieliniowosci typu uz. Dla takiego sterowania mozemy oszacowaé
wskaznik zbieznosci uktadu jak nastepuje:

VIS, @, B,c]=— sup [XTSAX—,B-XTSCH%(H ﬂ)~BTSx}2;7[S,a,ﬂ,c]:
g =L

=— sup [XTSAX— iz xTSCx]—£(1+ £)- sup ‘BTSX‘ - 8) -2+ BBl
Ixls=1 ¢ s =1 ¢
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Na tej podstawie oraz z warunku dostatecznego zbieznosci wyktadniczej
7[S,a, 5,c]>0, dostajemy nastepujace oszacowanie promienia elipsoidy
granicznej:

5)< 2L P)g | 6.5.0
)< 5 1Bl (6.5.9)

Wskaznik /(S,f) w powyzszym wzorze wyraza Si¢ przez wartosci wiasne
odpowiednich macierzy, a w przypadku ukladu o jednym stopniu swobody,
mozna ten wskaznik wyznaczy¢ scisle. Analiza wzoru (6.5.9) pozwala na
optymalizacje parametrow uktadu w celu osiagniecia jego minimalnej reakcji na
wymuszenie.

Jak wida¢, promien graniczny jest proporcjonalny do amplitudy wymuszenia
a, a zatem optymalne parametry uktadu nie beda zalezne od wielkosci
wymuszenia. Jednak parametry macierzy S funkcji Lapunowa (a wiec i parametry
uktadu sterowania) beda na ogét zalezne od przyjetej amplitudy sterowania g. Z
postaci zaleznosci (6.5.9) wynika rowniez, ze amplituda sterowania nie powinna
by¢ zbyt duza ze wzgledu na sktadnik «a-8 wystepujacy w liczniku. Dla g
zwigkszajacych wartos¢ wskaznika »(S,£) w poblize wartosci asymptotycznej nie
ma sensu dalsze zwiekszanie wartosci tego parametru, gdyz pogarsza to efekty
modyfikacji. u

Podsumowujac niniejszy rozdziat, mozemy powiedzie¢, ze modyfikacja
parametryczna moze by¢ skutecznym, a niekiedy jedynym, sposobem poprawy
wiasnosci stabilnosci uktadow mechanicznych (na przyktad wtedy, gdy nie ma
mozliwosci zastosowania sterowanych sit). Podstawowym sposobem realizacji
modyfikacji parametrycznej jest zastosowanie potaktywnego sterowania w postaci
odpowiedniego sprzezenia zwrotnego od stanu uktadu.

Zagadnienie modyfikacji parametrycznej jest z natury nieliniowe nawet w
odniesieniu do uktadéw liniowych stacjonarnych. Dlatego zastosowanie metod
jakosciowych, a zwtaszcza metody optymalnych funkcji Lapunowa, do analizy
wiasnosci uktadéw parametrycznie zmodyfikowanych jest w pelni uzasadnione.
Ocena wiasnosci stabilnosci takich uktadow wymaga zastosowania odpowiednich
wskaznikow takich jak: wskaznik stabilnosci lub $redni wskaznik zbieznosci
wyktadniczej.
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7. AKTYWNE STEROWANIE UKLADOW MECHATRONICZNYCH

Aktywne sterowanie polega na przyfozeniu do ukfadu mechanicznego sterowanych
sif w celu modyfikacji jego wfasnosci. Ukfad mechaniczny ze sterowaniem aktywnym
okreslamy mianem ukfadu (mechatronicznego) aktywnej modyfikacji.

Podstawowg zaletg aktywnego sterowania jest wieksza efektywnosé w
poréwnaniu ze sterowaniem poOfaktywnym, a wadg — stosunkowo duza energia
niezbedna do uruchamiania sifownikdw i wieksza podatnos¢ na uszkodzenie systemu
w razie awarii sterownika. Energia nieprawidfowo dostarczana do ukfadu przez
sifowniki moze bowiem doprowadzi¢ do jego destabilizacji. Zatem kwestia
niezawodnosci, mafo istotna w ukfadach modyfikacji parametrycznej, staje sie
kluczowa dla ukfadéw aktywnej modyfikacji.

Istnieje szereg metod syntezy sterowas aktywnych, dostosowanych do réznych
ukfadéw i celéw modyfikacji. Najlepiej teoretycznie dopracowane sq metody
algebraiczne stosowane do modyfikacji wfasnosci stabilnosci stacjonarnych
ukfadéw liniowych. Nie do korica jest natomiast rozwigzane zagadnienie modyfikacji
dowolnych ukfadéw niestacjonarnych i/lub nieliniowych.

W niniejszym rozdziale bedziemy zajmowali sie aktywng modyfikacjg wfasnosci
stabilnosci ukfadéw. Omoéwimy metode syntezy i badania wfasnosci ukfadow
sterowanych aktywnie, bazujgcq na koncepcji wskaznika stabilnosci i optymalnych
funkcji Lapunowa opisanych w Rozdziale 3. Wykazemy, ze w Kklasie ukfadow
liniowych stacjonarnych metoda optymalnych funkcji Lapunowa prowadzi do
wynikéw réwnowaznych z metodami algebraicznymi, ale pozwala na bardziej
precyzyjne badanie wfasnosci takich ukfadéw. Zasadniczg zaletq tej metody okaze
sie jednak mozliwosé jej zastosowania rowniez do szerokiej klasy ukfadéw
quasiliniowych, afinicznych i niestacjonarnych o wielu stopniach swobody.

7.1 Zagadnienie aktywnej modyfikacji ukladow mechatronicznych

Aktywne sterowanie (modyfikacja) uktadu mechanicznego polega na przytozeniu do
uktadu kontrolowanych sit w celu poprawy jego wiasnosci (Pantelides [85]). Czesto
rozwaza si¢ zagadnienie aktywnej modyfikacji wiasnosci stabilnosci (Ossowski
[57]). Wtedy, zaleznie od tego, czy obiekt (uktad mechaniczny) jest stabilny, czy
niestabilny, poprawa jego witasnosci moze by¢ ilosciowa albo jakosciowa. Aktywna
modyfikacja obiektu niestabilnego, czyli stabilizacja, ma na celu zapewnienie
stabilnosci, a wiec jakosciowa poprawe jego wiasnosci, natomiast modyfikacja
aktywna obiektu stabilnego moze zapewni¢ jedynie popraweg ilosciowa (na przyktad
zwiekszenie obszaru przyciagania lub szybkosci zbieznosci trajektorii).

W niniejszym paragrafie sformutujemy zagadnienie aktywnej modyfikacji w
przypadku uktadu mechanicznego ze sterowaniem, ale bez zaburzen. Uogdlnienie
podanego sformutowania na przypadek dowolnych uktadéw dynamicznych
omowimy w dalszych paragrafach.
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Rozwazymy zatem uktad mechaniczny ze sterowaniem, opisujacy Sig
nastepujaca inkluzja rézniczkowa

xe{F(x)+B-uue I'(U)},xe X cR", (7.1.1)

gdzie funkcja F(x), F(0)=0 okresla swobodna, stacjonarna i na ogét quasiliniowa
cze$¢ ukitadu, stata macierz B opisuje strukture oddziatywania sit sterowanych u na
uktad, 7{U) jest klasa sterowan dopuszczalnych, jako funkcji czasu t > t; o
wartosciach w zbiorze zwartym UcR', a punkt stacjonarny x = 0 ukladu
swobodnego (tzn. gdy u = 0) jest lokalnie (nie)stabilny. Zatozymy tez, ze macierz B
z zasady nie zalezy od stanu x, gdyz w przeciwnym razie mielibysmy do czynienia z
modyfikacja parametryczna, opisana w poprzednim rozdziale.

Przy aktywnej modyfikacji aktualne wielkosci sit sterowanych z zasady
uzaleznia sie od aktualnego stanu X uktadu sterowanego, czyli poszukuje sie
kontrolowanych sit w postaci sprzezenia zwrotnego u(x). Jezeli do uktadu (7.1.1)
przytozymy sterowanie w postaci u = u(x), to wéwczas powstanie uk/ad zamkniety,
ktérego dynamika opisana jest jednym réwnaniem (a nie inkluzja) r6zniczkowym
nastepujacej postaci:

X=F(X)+B-u(x). (7.1.2)

Zadanie aktywnej modyfikacji (stabilizacji) polega na znalezieniu takiego sterowania
u(x), zeby dla kazdej trajektorii x(t), t > ty uktadu zamknietego (7.1.2) funkcja
u(x(t)) byta elementem przestrzeni 7{U), a uklad zamknicty wykazywat lepsze
wiasnosci stabilnosci (albo byt asymptotycznie stabilny, gdyby uktad otwarty byt
niestabilny) w dostatecznie duzym otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0. Jezeli
inkluzja (7.1.1) jest zupeina, co bedziemy zwykle zaktada¢, to odpowiednie
sterowanie, mozemy tatwo wyznaczy¢ z kryterium (3.5.2). Otrzymana w ten sposob
funkcja u(x), okreslajaca pewne cigcie wiazki rozwazanej inkluzji [D1, D4], bedzie
na ogo6t zalezna od macierzy S funkcji Lapunowa, czyli u = u(x, S).

Jezeli uktad zamkniety (7.1.2) jest niestabilny dla kazdego sprzezenia zwrotnego
u(x), znaczy to, ze ukitad (7.1.1) nie jest stabilizowalny sitami zewnetrznymi
u /" (U) o strukturze oddziatywania B. Wtedy dalsze badanie takiego uktadu w
kontekscie, ktory nas tu interesuje, jest niecelowe. Dlatego bedziemy dalej zaktada¢
zupetnosé przestrzeni funkcji sterowan 77 (U) oraz stabilnosé¢ albo stabilizowalnosé
uktadu swobodnego (7.1.1).

W metodzie optymalnych funkcji Lapunowa funkcja u(x, S) wyznacza jedynie
strukture sterowania, albowiem zalezy od niezdeterminowanej jeszcze macierzy S.
Dlatego kolejnym etapem syntezy aktywnego sterowania dla uktadu (7.1.1) jest
znalezienie optymalnych parametrow tej struktury, czyli wyznaczenie optymalnej
macierzy S funkcji Lapunowa w pewnej klasie macierzy dodatnio okreslonych. Na
koniec nalezy oceni¢ istotne wiasnosci stabilnosci uktadu zamknigtego.
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7.2 Aktywna modyfikacja liniowych uktadéw stacjonarnych

Aktywne sterowanie uktadow liniowych stacjonarnych za pomoca liniowego
sprzezenia zwrotnego od stanu zalicza sie do klasycznych zagadnien teorii
sterowania (Kaczorek [23]). Poniewaz uktad zamkniety jest w takim przypadku
rowniez uktadem liniowym stacjonarnym, zagadnienie syntezy takiego sterowania
jest z teoretycznego punktu widzenia nawet prostsze niz zagadnienie pétaktywnego
sterowania uktadami liniowymi, ktdre jest z natury problemem nieliniowym.

Istnieje szereg sposob6w znajdowania liniowego sprzezenia zwrotnego od stanu,
ktore poprawia wiasnosci stabilnosci uktadéw dynamicznych. W klasie uktadow
liniowych stacjonarnych najbardziej znane sa metody algebraiczne, przystosowane
do syntezy aktywnego sterowania modyfikujacego wartosci witasne macierzy A
uktadu (Kaczorek [23]). Zastosowanie metody funkcji Lapunowa do takich
zagadnien prowadzi do wnioskéw analogicznych lub réwnowaznych. Jednak w
ogélnym przypadku aktywnej modyfikacji wiasnosci stabilnosci za pomoca
sterowan ograniczonych metoda funkcji Lapunowa pokazuje, ze istnieja sprzg¢zenia
zwrotne lepsze niz liniowe. Poza tym dzieki metodzie funkcji Lapunowa mozliwe
jest uzyskanie szeregu nowych formut analitycznych (scistych lub oszacowan) dla
uktadéw wielowymiarowych. Nie ma wiec powodu, aby zawczasu ogranicza¢ klase
sterowan do liniowych sprzezen zwrotnych.

Aby uzasadni¢ powyzsze stwierdzenia, rozwazmy stacjonarny uklad liniowy
sterowania (A, B), opisujacy si¢ nastepujaca inkluzja:

X e{AX+BuU (= AX+Buy +---+Bu)):u e U)}, (7.2.1)

gdzie x € R" jest stanem ukladu, a u=[us,..., u]" € R' - sterowaniem, B = [B;,...,B]
jest macierza o wymiarach nxl, natomiast A jest macierza o wymiarach nxn.
Macierz A opisuje dynamike uktadu swobodnego (bez sterowania), a macierz B
okresla strukture (kierunki) dziatania sktadowych sterowania (sit) na uktad.

W Kklasycznym, algebraicznym podejsciu poszukuje sie¢ dla uktadu (7.2.1)
aktywnego sterowania w postaci liniowego sprzezenia zwrotnego u(x) = Kx. Wtedy
dynamika ukladu zamknietego bedzie opisywata sie rownaniem liniowym
x =(A+BK)x, a problem aktywnej modyfikacji ukiadu (7.2.1) sprowadzi si¢ do
znalezienia odpowiednich parametréw macierzy K. Znanych jest szereg metod
pozwalajacych tak dobra¢ macierz K, aby wartosci wiasne uktadu zamknietego
miaty (o ile to mozliwe) ujemne czgsci rzeczywiste albo znalazty si¢ w pozadanym
obszarze plaszczyzny zespolonej (Sastry [96]). Jezeli macierz A jest niestabilna a
uktad (A,B) jest stabilizowalny, zadanie to ma rozwiazanie. Jesli macierz A jest
stabilna, to stosujac liniowe sterowanie, tez mozna dokona¢ pewnego przesunigcia
wartosci wiasnych, ktére poprawia na przyktad zbieznos¢ trajektorii uktadu.

W modelach realnych uktadéw nie powinnismy jednak pomija¢ faktu, iz
rzeczywiste sterowania sa ograniczone. Tylko prostota analizy teoretycznej, a nie
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wzgledy praktyczne, uzasadnia zawezenia klasy sterowan do sprzgzen liniowych
postaci u(x) = Kx. Dlatego w dalszych rozwazaniach przyjmiemy dla kazdej
sktadowej sterowania u; najprostsze ograniczenie | ui| < 4, gdzie 4 >0, i=1,..., .
Jesli uznamy za sterowania dopuszczalne wszystkie funkcje spelniajace takie
ograniczenia, to dynamike uktadu bedzie opisywata nastepujaca inkluzja zupetna:

X e{AX+Biuy +---+Byuy tfuj| < £,i =12,...,1 3, (7.2.2)

ktora mozna analizowa¢ metoda optymalnych funkcji Lapunowa.
Uwzgledniajac  podane ograniczenia sterowania nietrudno stwierdzi¢, ze
wskaznik stabilnosci uktadu bedzie wyrazat sie wzorem (Ossowski [56]):

T T T
. B/ S
7(S) = —supinf | SAX  BiSX, L. B

up |, (7.2.3)
x=0 U xTSx xTSx xTSx

z ktérego wynikaja optymalne sterowania w postaci nastepujacych sprzezen
zwrotnych:

G; = —p; -sign[B{ Sx],i =1,...,1 . (7.2.4).

Jak wida¢, sterowania optymalne bezposrednio nie zaleza od dynamiki uktadu
swobodnego, lecz tylko od struktury oddziatywania sterowan na obiekt, czyli od
wektorow B, i_=1,...,I. Zaleznos¢ od dynamiki uktadu (czyli od macierzy A) jest
ukryta w macierzy S funkcji Lapunowa, ktéra dobierana jest stosownie do
parametréw macierzy A i zatozonego celu sterowania.

Z powyzszego wynika, ze optymalna aktywna modyfikacja (lub stabilizacja)
uktaddéw liniowych stacjonarnych realizowana jest przez sterowania typu bang-bang
z liniowymi powierzchniami (funkcjami) przetaczen. Kazde sterowanie Uj, i=1,..., |,

jest bowiem przetaczane na odpowiedniej hiperptaszczyznie o réwnaniu BiTSx =0,
przechodzacej przez punkt x = 0.

Latwo wykaza¢, ze wskaznik stabilnosci ukladu (7.2.3) ze sterowaniami
optymalnymi postaci (7.2.4) bedzie dany nastgpujacym wzorem:

B |BlTSX| - M , (7.2.5)

-
X' SAX

y(8)=—sup -

x T Sx X TSx

x#0 x T Sx

gdzie supremum jest liczone na pewnym sasiedztwie punktu stacjonarnego x = 0.
Aby opisa¢ wiasnosci stabilnosci uktadu zamknietego, dogodniej jest zbada¢

wskaznik zbieznosci na powierzchni dowolnej elipsoidy B(S,c) = {x : [x|s =c}.
Jezeli przyjmiemy parametry ograniczen £, i=1,...,| za ustalone (wyznaczajac w ten
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sposdb pewien kierunek w przestrzeni parametrow uktadu) i wprowadzimy
mozliwos$¢ zmiany wielkosci sterowan za pomoca wspolnego czynnika g € [0, +o),
to woweczas, bezposrednio z (7.2.5) wynika, ze wskaznik zbieznosci bedzie rowny:

S, €] = —HSLHJp [x SAX — s(ﬂl - ‘BI Sx‘ fet -‘BFSXM , (7.2.6)
X||=1

gdzie parametr &= flc. Zatem wskaznik zbieznosci zalezy od stosunku
intensywnosci sterowan £ do promienia c elipsoidy, na brzegu ktorej jest liczony.
Oznacza to, ze chcac uzyska¢ taka sama szybkosé¢ zbieznosci trajektorii na brzegu
elipsoidy o wigkszym promieniu, nalezy proporcjonalnie zwigkszy¢ intensywnos¢
sterowan. Ten intuicyjnie zrozumiaty fakt wynika z liniowosci struktury
oddziatywania sit w rozwazanym uktadzie.

Latwo zauwazy¢, ze wskaznik zbieznosci y[S,&] jest ciagta i niemalejaca funkcja
parametru ¢£[D8]. Ponadto, jezeli | < n, i bedziemy zmniejszaé (lub zwiekszac)
wartos¢ parametru ¢ w przedziale [0, +o), to wskaznik (7.2.6) bedzie dazyt do
wartosci asymptotycznych réwnych odpowiednio:

Yo (S) = - sup [xTSAx 1, 7% (S)=- sup [xTSAx 1, (7.2.7)
IxI=1 ceBd

gdzie Béz{x;to: Bi'Sx=0, i=1,...,1} jest uzupemieniem ortogonalnym przestrzeni
Span{Bs,...,Bi} wzgledem iloczynu skalarnego, okreslonego przez macierz S.
Wskaznik 7(S) jest oczywiscie wskaznikiem stabilnosci dla uktadu swobodnego.
Zatem jesli »(S)>0, bedziemy mieli do czynienia z zagadnieniem aktywnej
modyfikacji uktadu (7.2.1). W przeciwnym wypadku, gdy y4(S)<0, uktad swobodny
jest niestabilny wyktadniczo wediug normy ] i celem aktywnego sterowania

bedzie stabilizacja uktadu.

Dla ustalonej intensywnosci £ sterowan wskaznik S, &] uktadu dazy do wartosci
granicznej »(S), gdy rosnie odlegtos¢ od punktu stacjonarnego, czyli gdy ¢ ——o.
Mozna wiec powiedzie¢, ze z dala od tego punktu wptyw ograniczonego sterowania
na dynamike ukladu jest coraz mniejszy, a zachowanie uktadu zblizone jest do
zachowania sie uktadu swobodnego. Jezeli zatem uktad swobodny byt stabilny, to z
dala od punktu stacjonarnego trajektorie uktadu beda zbiega¢ w przyblizeniu
wyktadniczo wedtug rozwazanej normy. Podobnie, jezeli uktad swobodny byt
niestabilny, to jego stabilizacja ograniczonym sterowaniem bedzie mozliwa tylko w
pewnym ograniczonym otoczeniu punktu stacjonarnego.

Inny wplyw na dynamike uktadu zamknigtego ma asymptotyczny wskaznik
7(S). Zawsze bowiem zachodzi nierdwnosé x.(S)> n(S), ktéra jest wyrazem
poprawy zbieznosci trajektorii uktadu, jaka mozna osiagna¢ w poblizu punktu
stacjonarnego za pomoca ograniczonego sterowania. W przypadku ukladu
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niestabilnego, gdy »(S)<0, poprawa ta powinna (o ile to mozliwe) zapewnia¢
stabilnos¢ uktadu a wigc wskaznik asymptotyczny .(S) powinien by¢ dodatni.
Zatem nierdwnos¢ 7.(S)>0 jest warunkiem stabilizowalnosci uktadu wedtug normy
o]l - Warunek ten, méwiacy w istocie o zbieznosci wykiadniczej rzutéw trajektorii

uktadu na pewna podprzestrzen (niesterowalna), mianowicie na Bé , jest analogiem
klasycznego warunku stabilizowalnosci uktadu (A,B), czyli wymogu stabilnosci
niesterowalnej czesci ukiladu (Kaczorek [23]). W rozwazanym tu przypadku
warunek 5,(S)>0 jest jednak bardziej precyzyjny, bo méwi o stabilizowalnosci
wedtug konkretnej normy (Ossowski [57], [59]).

Warto podkresli¢, ze whasnos¢ stabilizowalnosci wedtug normy, podobnie jak
wiasnos¢ stabilnosci, bedzie na ogdét zalezna od normy, czyli od macierzy S. Zawsze
jednak ukfad sterowania stabilizowalny w klasycznym sensie jest stabilizowalny
wedtug pewnej normy. Podobnie, uktad niestabilizowalny wedtug zadnej normy nie
jest stabilizowalny w zwyktym sensie.

Jezeli wskaznik 3(S)<0 i spetniony jest warunek stabilizowalnosci 3.,(S)>0 , to
na mocy ciagtosci funkcji 1(S,&) wzgledem & musi istnie¢ krytyczna wartosé¢ tego
parametru, powyzej ktorej wskaznik 1S,&) uktadu jest dodatni. Wartos¢ krytyczna
&>0 wyznacza prog stabilnosci dla stabilizowanego ukladu. Przy ustalonej
intensywnosci sterowan S, prog ten umozliwia wyznaczenie maksymalnego
promienia Cmax =43 /& elipsoidy B(S, c), wewnatrz ktorej uktad zamknigty bedzie
wykiadniczo stabilny wedtug normy e .

Mozna tez postawi¢ zagadnienie w inny sposob; przy ustalonym (zatozonym)
promieniu ¢ elipsoidy stabilnosci mozemy z wartosci krytycznej & okresli¢
minimalna intensywnos¢ sterowan S, = C-& hiezbedna do ustabilizowania uktadu
w zadanej elipsoidzie B(S, c).

Uzyteczne jest tez pojecie progu nasycenia &g jako takiej wartosci parametru e,
powyzej ktorej wskaznik stabilnosci #(S,e) jest odpowiednio bliski lub réwny
wskaznikowi granicznemu ,(S). Praktycznie istnienie takiego progu oznacza, ze
zwiekszanie amplitudy sterowania powyzej progu & = et = C- &g Nie powoduje juz
istotnego wzrostu wskaznika stabilnosci uktadu. Na og6t spowoduje to jednak
wzrost sredniego wskaznika zbieznosci trajektorii w rozwazanej elipsoidzie B(S, c).

Oddzielnego oméwienia wymaga przypadek, gdy macierz B jest zbudowana z
| = n liniowo niezaleznych wektoréw. Wowczas uktad (A,B) jest w petni sterowalny
(Kaczorek [23]) i wzrost wartosci parametru & nie powoduje dazenia wskaznika
stabilnosci J{S,&] do granicznej wartosci y.,(S), poniewaz przestrzen ortogonalna
Bé = {0}. Oznacza to po prostu tyle, ze nie ma takich punktéw x # 0 w przestrzeni
stanu, w ktérych zerowatyby sie jednoczesnie wszystkie funkcje liniowe
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BiTSx,i =1,...,n. Zatem w takim przypadku ze wzrostem parametru & wskaznik

zbieznosci y [S, ] moze osiaga¢ dowolnie duze wartosci.

Przedstawione wyzej rozwazania byly przeprowadzone dla ustalonych proporcji
amplitud sterowania, czyli ustalonego kierunku w przestrzeni parametréw f,..., S .
Peten obraz wilasnosci ukfadu liniowego z aktywnym sterowaniem dostaniemy
badajac zaleznos¢ istotnych parametréw uktadu takich jak: Cax, &, &a 0d Kierunku
W przestrzeni parametrow f,..., S\

Rozwazone wyzej zagadnienia ogolne dobrze ilustruje nastepujacy

Problemat 7.1: (Aktywne sterowanie za pomocg jednej skfadowej sify)
Rozwazmy liniowy uktad modelowany za pomoca inkluzji rézniczkowej zupetnej

Xe{AX+ Bu:|u|£ﬂ}, (7.2.8)
gdzie A jest macierza (nie)stabilna, a u jest skalarnym sterowaniem o ograniczonej
amplitudzie p. Stosujac ogole kryterium optymalnosci (3.5.2), bez trudu

stwierdzimy, ze optymalne sterowanie bedzie miatlo posta¢ nastepujacego
sterowania typu bang-bang:

u(x)=-2-sign[BTsx], (7.2.9)

ktdrego powierzchnia przetaczen bedzie hiperptaszczyzna o réwnaniu B'Sx = 0. Dla
powyzszego sterowania wskaznik zbieznosci (wnikania) trajektorii uktadu na brzegu
elipsoidy B(S, c) bedzie wyrazat si¢ wzorem:

x"SAX ‘BTSX‘ T B |oT
7[S,g]=—sup -4 T :—sup[x SAx——-‘B SXH. (7.2.10)
x=0| X' SX X' Sx Ix=1 ¢

Jak wida¢, wskaznik ten jest w ogolnosci ciagta funkcja parametru ¢ = fglc, bedacego
ilorazem amplitudy sterowania i promienia elipsoidy. Ze wzoru (7.2.10) wynika, ze
stabilizacja uktadu za pomoca ograniczonego sterowania jest mozliwa tylko w
ograniczonym obszarze, poniewaz sktadnik pochodzacy od sterowania we wzorze
(7.2.10) dazy do zera gdy promien ¢ —— +oo. Wtedy wskaznik zbieznosci dazy do
wskaznika y(S), ktory jest ujemny dla niestabilnego uktadu swobodnego.

Z kolei ustalajac promien c¢ elipsoidy a zwiekszajac amplitude /S sterowania
sprawimy, ze wskaznik zbieznosci wyktadniczej uktadu zamknigtego bgdzie dazyt
do wartosci granicznej (maksymalnej) wyrazajacej sie wzorem (7.2.7). Wynika z
tego wniosek, ze warunkiem koniecznym stabilizowalnosci uktadu jest nierdwnosé¢
7:(S)>0. W przeciwnym bowiem razie dla dowolnie duzej amplitudy sterowania
wskaznik zbieznosci trajektorii uktadu na brzegu dowolnej elipsoidy B(S, ¢) bedzie
ujemny, czyli uktad nie bedzie wyktadniczo stabilny.
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Jesli %(S) <0 i %(S)>0 a wskaznik »[S, ] jest funkcja ciagta parametru &, to
musi istnie¢ krytyczna wartosé¢ & (prog stabilnosci), powyzej ktdrej zapewniona jest
wyktadnicza stabilnos¢ uktadu zamknigtego. Poniewaz prog stabilnosci zalezy na
0got od macierzy S, warunek stabilnosci uktadu mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

Blc> &(S). (7.2.11)

Podobnie mozna uzasadnic¢ istnienie progu nasycenia &g, powyzej ktérego wskaznik
zbieznosci wyktadniczej nie zwieksza sie mimo wzrostu amplitudy sterowania.

Teraz, w zaleznosci od zatozonego celu stabilizacji dogodnie jest rozwazy¢ jeden
z ponizszych wskaznikdw jakosci sterowania:

Cmax= l&(S) — maksymalny promien elipsoidy B(S, c) w ktorej uktad moze
by¢ ustabilizowany za pomoca sterowania (sity) o amplitudzie f,

Sain(S) = c-&(S) — minimalna amplituda sterowania niezb¢dna do
ustabilizowania uktadu w elipsoidzie B(S, c) o ustalonym promieniu c,

Csat= Al&a(S) — maksymalny promien elipsoidy B(S, ¢), w ktorej wskaznik
zbieznosci wyktadniczej osiaga maksymalna wartos¢ asymptotyczna y.(S),
Bat(S) = cC-&x(S) — minimalna amplituda sterowania niezbedna do
ustabilizowania uktadu w elipsoidzie B(S, ¢) z maksymalnym wskaznikiem
zbieznosci %.(S).

Okazuje sie, ze stosujac kwadratowa funkcje Lapunowa o macierzy S, dla ktorej
7+(S)>0, mozemy wyznaczy¢ nastepujace analityczne oszacowanie wskaznika
zbieznosci wyktadniczej uktadu w przypadku wielowymiarowym (Ossowski [57]):

2
(218l -16)
7 oo(S) 4 , gdy 51(8)§€<7é(s)
B'SAB S
r1sL 12752 |= (845> (7.2.12)
¢ c [Bls
T
min Vm(s),é'HBHS —&'28—71(8) ,W przeciwnym
¢ “HS razie
gdzie wielkosci pomocnicze »(S) i &(S) okreslone sa jak nastepuje:
BTlATS+3A
7/1(8): sup U ) (7213)
XeBg -{0) X" SX

oraz
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£(S)= L [27/00(S)+y1(s)+ 2. M] .

1B BJ2

Z oszacowania (7.2.12) wskaznika zbieznosci wyktadniczej uktadu zamknigtego
nietrudno juz otrzyma¢ nastepujace oszacowanie progu stabilnosci:

(s)+ B SAE BTSAB 9 BTSAB

1 S+ gdyy (S
" llEﬂls ER EE o
<) 2

T T
ﬁ- 7S)-2- —yw<s>-[ J5)+2 SAB} gy 7,8+ 2 2B g
S

|82 ER

oraz progu nasycenia

-
gl(s)+2y ﬁl(;h) ;o 9dy 7.(S)+ B” ?BZO
Bl 5
£at(S)= 8 (7.2.15)
- ns g, (S)+BTSAB
Bl B3

Warto podkresli¢, ze podane wyzej formuty i oszacowania sa prawdziwe dla
uktadéw o dowolnym wymiarze stanu n i zaleza tylko od pewnych wielkosci
ekstremalnych vo(S), 11(S), v-(S). Zaleznosci istotnych wskaznikéw od parametréw
poraz ¢ zostaty wyodrebnione w postaci analitycznej niezaleznej od wymiaru n. O

Przyklad 7.1: (Aktywna modyfikacja przy totalnym ograniczeniu mocy sterowar:)
Rozwazmy uktad opisany modelem (7.2.2), w ktérym natozono dodatkowe
ograniczenie na totalny wydatek wszystkich sterowan w postaci

Jug|+ -+ ug | < Bo - (7.2.16)

Przyjmiemy (zgodnie z zasadg Turkstry), ze sterowania moga by¢ wiaczone lub
wytaczone zgodnie z formuta (7.2.4), przy czym nie moze by¢ jednoczesnie
wiaczonych wigcej niz | (< k < n) sterowan. Ze wzoru (7.2.5) wynika, ze aby dla
aktualnego stanu x dokona¢ optymalnego wyboru | aktywnych sterowan, nalezy
wpierw tak uporzadkowa¢ indeksy poszczeg6lnych sterowan, aby zachodzity
nieréwnosci:
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BISx|[>|BISx|>--->|BT Sx|, (7.2.17)
h 12 Ik

a nastepnie wybra¢ | < k sterowan, dla ktérych moduty funkcji przetaczen osiagaja
wartosci najwieksze (W Rozdziale 10 omoéwimy mozliwosé realizacji takiego
algorytmu sterowania za pomoca sieci neuronowych). Jest jasne, ze taki algorytm
wyboru sterowan maksymalizuje wskaznik zbieznosci trajektorii, ktory bedzie
wyrazat sie nastepujacym wzorem (Ossowski [56], [73]):

y =[S, Blc]=y[S,&] = —sup{xTSAx— f max

xz0

BS>{+ +‘B 4)} (7.2.18)

Do dalszej analizy wiasnosci rozwazanego uktadu modyfikacji dogodnie jest
wprowadzi¢ nastepujace wskazniki asymptotyczne:

o
70(S)=— sup [x [ TSAx] 7 (S)=— sup { SAX] (7.2.19)
Ixls =1 xeBil X Tsx

gdzie Bé(il,...,h) jest podprzestrzenia S - ortogonalna do podprzestrzeni
span{Bi,..., By }. Jesli macierz A jest niestabilna a system (7.2.2) jest
stabilizowalny, to (S)<0 i 3,(S)>0. Poniewaz wskaznik #«(S,&) —> 7.(S), gdy
e—> +w (0raz ©S,&) —> n(S), gdy e—— 0), istnieje pewien prog stabilnosci
& > 0, taki ze wskaznik stabilnosci #(S,¢) jest dodatni dla &> &. Oznacza to, ze
uktad (7.2.2) moze by¢ ustabilizowany w elipsoidzie B(S, ¢) za pomoca sterowania
bang-bang (7.2.4) o amplitudzie B> Buin = C-&. a

Przyklad 7.2: (Aktywna modyfikacja wedfug imperatywu Kanta)

Rozwazmy liniowy system ztozony z | niezaleznych poduktadéw, na ktére mozemy

wywiera¢ wplyw poprzez | aktywnych i ograniczonych sterowan ui,.., U. Z

zatozenia kazde sterowanie u; dziata przede wszystkim na i-ty poduktad (poprzez

dominujacy wektor struktury B;), ale wywiera rowniez pewien wptyw na pozostate

podukiady (poprzez wektory Cij struktury oddziatywan miedzy poduktadami).
Modelem dynamiki takiego systemu moze by¢ nastepujacy uktad inkluzji:

Xi G{AiXi +BiUi +a -le;ticijuj' :‘Uj‘ﬁ ﬂ]' j Zl,...,|},i =1...1, (7.2.20),

gdzie A;, i = 1,...,1 sa macierzami poszczegdlnych poduktadéw bez sterowan,
parametr skalujacy « > 0 okresla intensywnos¢ wzajemnych sprzgzen migdzy
poduktadami, a 4, i=1,...,| sa parametrami ograniczen poszczegdlnych sterowan.
Powstaje pytanie jak nalezy optymalnie wykorzysta¢ dostgpna ,,moc” sterowan,
aby uzyska¢ mozliwie duza szybkos¢ zbieznosci wykladniczej trajektorii
poduktadéw. Dla znalezienia jakiego$ racjonalnego algorytmu, mozemy postuzy¢
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si¢ tu pewna analogia z tzw. imperatywem kategorycznym Kanta (Matykiewicz
[sugestia ustna]), ktory stanowi podstawowa zasadg metafizyki moralnosci Kanta.
(Zgodnie z tg zasadq nalezy traktowac¢ ludzi tak, jak sami chcielibysmy byé
traktowani. Innymi sfowy: jezeli podejmuje jakies dziafania na swojg korzysé, to
tylko w taki sposob, aby nikomu przy tym nie szkodzi¢.) Wykorzystujac oczywista
analogie do rozwazanego systemu, mozemy do danego podsystemu stosowaé
optymalne sterowanie bang-bang postaci (7.2.4) tylko wtedy, gdy jego uzycie nie
bedzie negatywnie wptywaé na szybkos¢ zbieznosci trajektorii  wszystkich
pozostatych poduktadéw. Z taka sytuacja mozemy zetknaé si¢ na przyktad w
mechatronice uktadéw ciagtych, gdy zalezy nam szczeg6lnie na ttumieniu jednej
wybranej postaci drgan, ale bez pogorszenia stabilnosci innych postaci drgan.
Wskaznik stabilnosci dla i-tego poduktadu jest nastgpujacy:

TS Acx: Tg . kK ClSix:
}/i(Si)=— sup Xi .SI_IAIXI +U; B.Il_SIXI +a- Y Mj . (7221)
Xj 20| X Sixi Xj SiXi j# X Sixi

Zastosowanie zasady imperatywu do powyzszej formuty prowadzi do wniosku, ze
optymalne sterowanie bang-bang postaci uj = —f; -sign[Bngi] moze by¢ uzyte do

i-tego poduktadu tylko wtedy, gdy u; -aCIiSkxk <0,izk=1..,1,1tzn.
a-(Bsxi eI xj )20, i# j=1..1. (7.2.22)

W przeciwnym wypadku sterowanie to powinno by¢ wytaczone tzn. u; = 0. Na tej
podstawie nietrudno juz dowies¢ nastgpujaca postac i - tego sprzgzenia zwrotnego w
rozwazanym ukladzie:

uj(x) = _%{Ei[H sign(BiTSxi ) (CES iXj )]} . sign[BESxi ] . (7.2.23)

W ten sposéb kazde sterowanie optymalne u; staje sie zalezne nie tylko od
aktualnego stanu i-tego poduktadu, ale réwniez od stanu wszystkich pozostatych
poduktadéw. Poniewaz kazde ze sterowan bedzie w ogolnosci aktywizowane
rzadziej niz w uktadzie bez ograniczen (7.2.22) wynikajacych z zasady imperatywu,
moze zajs¢ sytuacja, ze wskaznik stabilnosci uktadu nie poprawi si¢ w wyniku
sterowania, ale na pewno zwigkszy sig¢ wartos¢ sredniego wskaznika zbieznosci. Q

Jak wida¢ posta¢ sterowan realizujacych optymalna aktywna modyfikacje
uktadow liniowych stacjonarnych (7.2.1) istotnie zalezy od przyjgtych ograniczen na
sktadowe sterowania. Cecha wspoélna tych sterowan jest liniowa zaleznos¢ funkcji
przetaczen od stanu x oraz niezaleznos¢ ich struktury od macierzy A uktadu
swobodnego.
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7.3 Aktywna modyfikacja uktadéw analitycznych

Rozwazymy najpierw doktadniej uktad analityczny ze wzgledu na sterowania.
Przyjmujac posta¢ (1.4.2) funkcji F ukitadu i postepujac zgodnie z og6lnymi
zasadami okreslonymi w Rozdziale 3, mozemy teraz wyrazi¢ wskaznik stabilnosci
uktadu nastepujacym wzorem:

(S)= _sup inf sze-o(x)+éxTSGi(x)u_+ i XSG (X)
7/ - p T = T I e T
x#0 U X' SXx i=1 X SX i,j=1 X SX

Uin+--- . (731)

Znalezienie optymalnej struktury sterowania przy zatozeniu typowych ograniczen na
sterowania wymaga znalezienia w kazdym punkcie X minimum pewnego
wielomianu (co najmniej drugiego stopnia wzglgdem zmiennych u;, i =1,2,..., 1, 0
wspotczynnikach na ogot zaleznych od x) okreslonego na wielowymiarowej kostce
okreslonej ograniczeniami|ui| < pBi, 1=12,.., 1. Poniewaz rozwazana tu kostka jest

zbiorem zwartym, to minimum zawsze bedzie osiagalne dla pewnych wartosci
sterowan u;, i = 1,2,..., |, lezacych na brzegu kostki lub w jej wnetrzu i zaleznych na
0g6t od x. W ogdlnym przypadku, gdy mamy do czynienia z wieloma sktadowymi
sterowania oraz z wielomianem wyzszego stopnia, to zadanie minimalizacji nie jest
rozwiazywalne scisle i trzeba sie postuzy¢ pewnymi przyblizeniami; na przyktad
mozna zastosowaé sterowanie suboptymalne dla czesci liniowej albo sterowanie
dyskretne o skonczonej liczbie mozliwych wartosci, co ma uzasadnienie w
przypadku stosowania realnych, komputerowych sterownikéw (Rozdziat 10). Z tego
wzgledu omowimy ponizej tylko kilka podstawowych przyktaddw ilustrujacych,
jaki wptyw na efekty modyfikacji maja réznego rodzaju nieliniowosci.

Przyklad 7.3: (Aktywne sterowanie ukfadu z kwadratowg nieliniowoscig wejscia)
Rozwazmy uktad mechatroniczny opisany nastepujaca inkluzja:

x e{Ax+Bu+Cu?: uerU)u cRr'}, (7.3.2)

gdzie A jest macierza rzeczywista n x n, natomiast B, C — liniowo niezaleznymi
wektorami nalezacymi do przestrzeni R", takimi ze para (A, B) jest stabilizowalna
albo macierz A jest stabilna. Poniewaz sktadniki zawierajace sterowanie u nie zaleza
od stanu ukfadu, mozemy mowi¢ o aktywnym sterowaniu takiego uktadu. Zatem
jesli macierz uktadu A ma ujemne cze$ci rzeczywiste wartosci witasnych, mozemy
rozwazac problem aktywnej modyfikacji uktadu, a w przeciwnym razie, gdy A jest
niestabilna, powinni$my rozwazy¢ zagadnienie optymalnej stabilizacji.

Zgodnie z zasadami metody optymalnych funkcji Lapunowa, niezaleznie od tego
czy rozwazamy zagadnienie modyfikacji, czy stabilizacji ukladu, powinnismy
wpierw oszacowac wskaznik stabilnosci wyrazajacy sie nastepujacym wzorem:
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T T T
7(S)=—sup inf| = SAX B SX, ,E X2

(7.3.3)
x=0 U X T Sx X T Sx X T Sx

Z powyzszej zasady optymalnosci mozna scisle wyznaczy¢ optymalne sprzezenie
zwrotne. Poniewaz jego posta¢ nie jest zbyt prosta i dogodna do analizy, postapimy
inaczej. Mianowicie, potraktujemy kwadratowa nieliniowos¢ w uktadzie jako
zaburzenie i zastosujemy sterowanie suboptymalne u(x, S) = Asign[B'Sx], czyli
takie samo jak sterowanie optymalne dla ukladu bez rozwazanej nieliniowosci.
Podstawiajac sterowanie suboptymalne do (7.3.3), dostajemy nastepujacy wzoOr na
wskaznik zbieznosci trajektorii rozwazanego uktadu:

y[S.c.pl= _H shup {XTSAX —é-‘BTSx‘ + B2 (BTSX)Z -(CTSX)} . (7.3.4)
X 5:1

Zaleznos¢ funkcji pod powyzszym supremum od parametru ¢ pokazuje, ze dla
ustalonego parametru £ wskaznik zbieznosci y[S,c, ] bedzie dodatni (~.(S)),

gdy ¢ ——0 oraz ujemny, gdy ¢ ——> +oo. Zatem rozwazany ukilad bedzie
reprezentowat typ stabilnosci (1,0) okreslony w Paragrafie 5.6, czyli bedzie lokalnie
wyktadniczo stabilny.

Chcac wyznaczy¢ oszacowanie promienia elipsoidy stabilnosci B(S,c), mozemy
skorzysta¢ z wynikdw uzyskanych w Problemacie 7.1, ze wzoru (7.2.12) oraz z
nastepujacego oszacowania:

7[S,c, 1= - sup I:XTSAX—E-‘BTSXH—ﬂZC- sup (BTSX)Z-(CTSx)z
x5 =1 ¢ x5 =1 (7.3.5)

=71S.c, B1=7IS, B/cl- p?c-5(S).

Wtedy z warunku dostatecznego stabilnosci 7 [S,c, f]>0mozna juz tatwo

wyznaczy¢ oszacowanie promienia elipsoidy stabilnosci.

Mozna tez zastosowac liniowe przyblizenie sterowania bang-bang, czyli przyjaé
u(x) = —kB'Sx, gdzie k jest wzmocnieniem. W takim przypadku, stosujac
kanoniczne funkcje Lapunowa, mozna nawet wyznaczy¢ analityczny wzoér na
wskaznik zbieznosci i inne charakterystyki uktadu. Wyniki te jednak pominiemy ze
wzgledu na ich ztozonosc. a

W ukiadach liniowych postaci (7.2.1) typowa przyczyna zaleznosci
poszczegllnych sktadowych sterowania moga by¢ ograniczenia na totalna moc.
Interesujaca wlasnoscia ukladdéw analitycznych jest mozliwos¢ wystapienia
zaleznosci  poszczegblnych  sktadowych sterowan spowodowana — samymi
nieliniowosciami.
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Zobaczmy dla przyktadu jaki wplyw na efekty modyfikacji ukladow
analitycznych ma nieliniowos¢ postaci iloczynu dwoch sktadowych sterowania.

Przyklad 7.4: (Aktywne sterowanie ukfadu z kwadratowg interakcjq sterowari)
Rozwazmy nastepujacy model uktadu z dwiema sktadowymi sterowania u =[ug, uy]:

X E{AX + Blul + BZ Up + CU]_UZ :|U1| < ﬁ1,|U2| < ﬁz}, (736)

gdzie state i liniowo niezalezne wektory B;, B, okreslaja strukturg liniowego
dziatania sterowan na uklad, natomiast wektor C - strukture wzajemnego
oddziatywania sktadowych sterowania u.

Wskaznik stabilnosci dla takiego uktadu wyraza si¢ nastgpujacym wzorem:

x'SAx B{Sx  BiSx  CTsx
+ Up + Up +—
X' Sx

S)=—sup inf UiUs |, 7.3.7
7/( ) XJ()) ul x'Sx  x'Sx ! x T Sx re ( )
z ktérego wynika, ze multiplikatywna nieliniowos¢ uiu, uniemozliwia stabilizacje
uktadu do punktu x = 0 za pomoca sterowan bang-bang (7.2.4), optymalnych dla
uktadu bez nieliniowosci (gdy C=0). W tej sytuacji mozna zamiast sterowania bang-
bang zaproponowa¢ sterowanie trojkowe, w ktérym jedna ze sktadowych sterowania
jest wytaczana wtedy, gdy sktadnik zaburzeniowy pochodzacy od nieliniowosci jest
dodatni. Aktywne sterowanie ukladu realizujace taki algorytm moze mieé
nastepujaca posta¢

Uy =& aqSign[Bf Sx], Uy = (L— &)ar,sign[B1Sx] (7.3.8)

gdzie &= sign[‘BlTSx‘—‘B;Sx‘] , czyli £=0 (lub 1), gdy jedno ze sterowan ma by¢

wylaczone.

Aby w pelni okresli¢ strategie sterowania, nalezy jeszcze poda¢ warunki kiedy
obie sktadowe sterowania moga by¢ wiaczone. Prosta analiza funkcji pod supremum
(7.3.7) pokazuje, ze oba sterowania powinny by¢ aktywne i rowne:

U =050 [1- sign(BlTSx)(BgSXXCTSX)] . sign[BlTSx],

(7.3.9)
Up =0.5-a, -[1—sign|B{ Sx)(B2SxJCTsx |- sign[B] Sx].
: T T T .
wtedy i tylko wtedy, gdy (Bl Sx)(Bz SXXC Sx)s 0. Zatem sterowania optymalne sa

tu okreslone przez znaki liniowych funkcji stanu, co ma istotne znaczenie przy jego
realizacji. d

Rozwazone dotychczas uktady nie byly zalezne od niezdeterminowanych
zaburzen. Dlatego oméwimy teraz kwestie aktywnej modyfikacji uktadu liniowego
w obecnosci zaktocen.
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Problemat 7.2: (Aktywne sterowanie w obecnosci zak/6ceri)
Rozwazymy problem wyznaczenia struktury optymalnego sterowania sitowego w
uktadzie liniowym, modelowanym nastepujaca inkluzja zupetna:

X e{Ax+ Bu +Cuz:|z|£a/\|u|sﬁ}, (7.3.10)

gdzie A jest macierza stabilna (n x n), natomiast B, C € R". Sktadnik zawierajacy
iloczyn uz moze wystapi¢ w uktadach mechatronicznych wéwczas, gdy jedna sita
(na przykiad sita nacisku) wywiera wplyw na dziatanie innej sity (na przyktad sity
tarcia) wptywajacej na uktad. Efekty takie wystepuja na przyktad w uktadach
hamulcowych.

Rozwazymy przypadek obecnosci parametrycznych zaktécen mierzonych i nie
mierzonych. Jesli zaktocenia z (nie) sa mierzone, wskaznik stabilnosci uktadu bedzie
wyrazat si¢ nastgpujacym wzorem, o odpowiedniej kolejnosci operacji sup inf:

T T T
;/(S)z—sup{sup inf (inf sup){x SAx+u'B SX+uz-c SX}}. (7.3.11)

x20 ||z<a ul<p \U\Sﬁ\z\ga xTSx xSx x T Sx
Jezeli zaktocenia nie sa mierzone, to musimy przyja¢, ze jako pierwsze wybieraja
swoja antyoptymalna strategie okreslona w tym przypadku przez sprzezenie zwrotne
Z(X,u) =« - sign[u -CTSX]. W odpowiedzi na to, optymalne sterowanie powinno
minimalizowa¢ wyrazenie u-BTSx+a-|u|-‘CTSx‘, ktore zeruje sie dla u=0.
Oznacza to, ze sterowanie na pewno nie pogorszy stabilnosci ukladu, ale nie
wiadomo jeszcze, czy bedzie w stanie cos poprawié. Po pierwsze widaé, ze jezeli
B'Sx > 0, sterowanie optymalne powinno byé réwne zeru. Zatem w tej potowie

przestrzeni stanu sterowanie na pewno nie jest w stanie poprawi¢ wiasnosci uktadu
poddanemu antyoptymalnym zaktéceniom.

Rozwazmy wiec przypadek przeciwny, gdy B'Sx<0. Wtedy sterowanie moze
by¢ réwne wartosci maksymalnej £ pod warunkiem, ze BTSX+a~‘CTSX‘<O. w

przeciwnym razie sterowanie nadal powinno by¢ wytaczone. Ostatecznie wynika z
tego nastepujaca postac¢ sterowania optymalnego:
u(x) = %[1— sign(BTSx)] - [1— sign(BTSx + & .‘CTSX‘)]. (7.3.12)

dla uktadu z zakidceniami niemierzalnymi. Jak wida¢, powyzsze sterowanie ma
pozytywny wptyw na uktad tylko w pewnym obszarze przestrzeni stanu okreslonym

jak nastepuje: {x: BTSx<O i BTSX+0:-‘CTSX‘<O}, kiedy to przyjmuje swoja

maksymalna wartos¢ S W pozostatych przypadkach optymalne sterowanie u = 0 i
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nie przyczynia si¢ do poprawy lokalnych wtasnosci uktadu. Mozna si¢ zatem
spodziewa¢, ze sterowanie optymalne (7.3.12) nie spowoduje wzrostu wskaznika
stabilnosci uktadu, ale moze spowodowaé istotna zmiane wartosci Sredniego
wskaznika zbieznosci. Taka sytuacja jest wynikiem dziatania nieskompensowanych
zaktécen z. Pelen obraz antyoptymalnych zakitdcen dostajemy po podstawieniu
sterowania (7.3.12) do wzoru z(x, u(x)).

Rozwazmy teraz przypadek, gdy zaktocenia sa mierzalne i moga by¢
wykorzystane do konstrukcji optymalnego algorytmu sterowania. Bezposrednio ze
wzoru (7.3.11) wynika wtedy, ze wtedy sterowanie optymalne bgdzie miato posta¢
nastepujacego sprzezenia zwrotnego:

u(x,z) =—f-sign[B'Sx+z-C'Sx], (7.3.13)
natomiast wskaznik stabilnosci uktadu zamknietego bedzie wyrazat sie wzorem:

xTSAx ‘BTSX +2Z- CTSx

7 (S) =—sup sup (7.3.14)

x#0[z)<a| X' SX xTSx

Na tej podstawie fatwo jest okresli¢ antyoptymalna strategic zaktécen z dla takiego
przypadku. Wida¢, ze zaktdcenia pomiarowe powinny minimalizowaé wyrazenie

BTSx+z -CTSX‘ = ‘CTSX‘ . ‘z + (BTSX)/(CTSXJ . Wobec tego antyoptymalne
zaktocenia powinny by¢ nastepujace:
2(x) = min [-(BTsx)/[CTsx), —a -sign(BTsx)(CTsx)]. (7.3.15)

Z powyzszego wynika, ze sterowanie nie poprawi szybkosci zbieznosci trajektorii
tylko w obszarze {x:BTSx+z-CTSx =0nlz|<a} przestrzeni stanu. Wtedy

bowiem antyoptymalne zakidcenia z(x)=—BTSx/CTSx znosza efekt dziatania

sterowania. Poza tym sterowane zawsze wywiera efekt pozytywny, co uwydatni sie
zwiaszcza w wielkosci sredniego wskaznika zbieznosci.

Ponadto, ze wzoru (7.2.37) wynika, ze podobnie jak w ukladzie liniowym
sterowanym ograniczona sita, efekty aktywnej modyfikacji sterowaniem (7.3.12)
beda malaty wraz z odlegtoscia od punktu stacjonarnego. Wskaznik stabilnosci
rozwazanego uktadu z zaburzeniami mierzalnymi bedzie funkcja A«S, plc) dazaca
do wskaznika stabilnosci dla uktadu bez zaburzen, gdy c—— + . a

Szczegblnym rodzajem ukladéw analitycznych ze sterowaniem sa tzw. ukfady
biliniowe, ktore zastuguja na oddzielne rozpatrzenie z uwagi na ich praktyczna
uzytecznos¢ oraz duza liczbg publikacji na ich temat (Mohler [44]). Problem
aktywnego sterowania takich uktadéw podejmuje nastepujacy
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Problemat 7.3: (Aktywna modyfikacja ukfadow biliniowych)

Biliniowe uktady mechatroniczne, to takie, ktorych funkcja F w modelu (1.4.1), jest
liniowa oddzielnie wzgledem wektora stanu x i wektora sterowania u (albo z). Takie
zatozenie odnosnie funkcji F upraszcza niektore rozwazania ale nie wyklucza
nieliniowosci typu xu albo xz, jakie moga wystgpowac¢ modelu.

Uktady biliniowe ze wzgledu na X, u, ktére rozpatrzymy ponizej, moga opisywaé
praktyczna sytuacje jednoczesnego sterowania sitami i parametrami, na przyktad
gdy sterowanie odbywa sie za pomoca nacisku okreslajacego site tarcia uktadu
hamulcowego lub ciernego ttumika drgan. Uktady tego typu mozna modelowa¢ za
pomoca hastepujacej inkluzji rézniczkowej:

I
X e{AX+Bqus +...+Bju; + ZuiCiTx:ul eF(Ul)/\.../\u| eF(U|)}, (7.3.16)
i=1

gdzie B;,i=1,...,]1 sa wektorami nalezacymi do przestrzeni R', natomiast C; —
macierzami o wymiarach n x n. Jak wida¢, wektory B; okreslaja strukture sitowego
oddziatywania sterowania na uktad, natomiast macierze C; — strukture modyfikacji
parametrycznej uktadu wywotanej sterowaniem sitowym.

Fakt, ze funkcja opisujaca inkluzje (7.3.16) jest liniowa ze wzgledu na kazdy z
wektorw X, u z osobna, niesie za soba okreslone konsekwencje. Jezeli sterowania
Sa przedziatami state, wowczas w kazdej chwili dynamika uktadu opisana jest
pewnym uktadem liniowym stacjonarnym i niejednorodnym. Dlatego ukfady
biliniowe mozna z powodzeniem bada¢ za pomoca symulacji komputerowych oraz
metod analitycznych. W tym ostatnim przypadku gtéwnym problemem sa jedynie
warunki sklejania rozwiazan na styku obszaréw o réznej dynamice, gdyz warunki te
sa na ogot przestgpne. Nalezy jednak pamigtac, ze przetaczanie dynamiki ruchu po
skonczonym zbiorze stabilnych p6l wektorowych nie gwarantuje stabilnosci ruchu.
Zatem nawet w przypadku sterowan przedziatami statych bezposrednie
whnioskowanie o jakosciowych wiasnosciach uktadow biliniowych nie jest oczywiste
i wymaga przeprowadzenia odpowiedniej analizy teoretycznej.

Stosujac metode optymalnych funkcji Lapunowa mozna przeprowadzi¢
obszerniejsza analize wtasnosci uktadow biliniowych postaci (7.3.16). Tu skupimy
sie tylko na niektérych jej aspektach. Pokazemy, ze optymalne sprzezenie
modyfikujace uktad (7.3.16) jest wiasnie sterowaniem przedziatami statym typu
bang-bang. Postepujac bowiem zgodnie z ogélnymi zasadami metody optymalnych
funkcji Lapunowa, dostajemy nastgpujacy wzor formalny na wskaznik stabilnosci
rozwazanego uktadu biliniowego:

x T SAX sz(B1 +Cf x) sz(B, +c,Tx)
7(S)=—-sup +Uy - +o Uy —
x ' Sx

. (7.3.17)
X0 x T Sx x TSx
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Z podanego wzoru wynika, ze jezeli sterowanie ma maksymalizowaé wskaznik
stabilnosci poprzez maksymalizacje szybkosci zbieznosci trajektorii w kazdym
punkcie, to jego sktadowe musza mie¢ nastepujaca postac:

uj = —ﬂ-sign[xTS(Bi +CiTx)], i=12,..,1. (7.3.18)

Zatem uktad modyfikacji dla uktadu biliniowego bedzie typowym ukfadem o
zmiennej strukturze, ze sterowaniami bang-bang przetaczanymi na powierzchniach
drugiego stopnia o réwnaniach odpowiednio:

sz(Bi + ciTx)= B Sx+xTSCix=0,i=12,..1. (7.3.19)

Podstawiajac sterowania (7.3.18) do wzoru (7.3.17) dostajemy nastepujacy wzor na
wskaznik zbieznosci wyktadniczej dla uktadu zamknigtego:

T T T T
Tsax X S(Bl+Clx) x s, +C; x)

. (7.3.20)

y(S)=—-su
x#0 | X'Sx xSx X' Sx

Aby wyciagna¢ ogolne, jakosciowe wnioski na temat wiasnosci stabilnosci

rozwazanego uktadu na podstawie (7.3.20) warto okreslic wskaznik zbieznosci na

powierzchni dowolnej elipsoidy B(S, ¢). Otrzymamy wowczas hastepujacy wzor:

+..+

I sup‘[xTSAX— ﬂl‘% B{ SX + X' SCyX
, (7.3.21)

M= }

z ktérego wynika, ze dla ruchu w poblizu punktu stacjonarnego (czyli dla c — 0)
sterowania beda w przyblizeniu ,sitowe”, bo przetaczane na odpowiednich

hiperpowierzchniach BiTSx:O, i=1,2,...,I. Zatem warunkiem koniecznym

stabilizowalnosci uktadu biliniowego jest przynajmniej lokalna stabilizowalnosé¢
uktadu za pomoca sterowan (7.2.4). Wskaznik y,(S) okreslony wzorem (7.2.7),
powinien by¢ wiec dodatni.

Podobnie, z dala od punktu stacjonarnego (czyli dla ¢ —— +o0 ) sterowania beda
w przyblizeniu parametryczne, przetaczane zgodnie z kwadratowymi funkcjami
przelaczen x'SCix, i = 1,2,..., |. Q

- B -‘E.BFSHXTSQX
C

Wynika z tego, ze wilasnosci uktadéw biliniowych z optymalnym sterowaniem
postaci (7.3.18) mozna w przyblizeniu opisaé, korzystajac z uzyskanych juz
wynikéw ogolnych dla uktadéw ze sterowaniem potaktywnym i aktywnym. Warto
tez zbada¢ pewne przypadki szczeg6lne, analitycznie rozwiazywalne. Na przyktad
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mozna pokaza¢, ze dla odpowiednich kanonicznych funkcji Lapunowa udaje si¢
wywiez¢ §cista formute na wskaznik zbieznosci i doktadnie (analitycznie) opisaé
wiasnosci pewnych typow uktadéw biliniowych.

7.4 Ruch poslizgowy w uktadach aktywnej modyfikacji

W optymalnych uktadach aktywnej modyfikacji opisanych w poprzednich
paragrafach charakterystyczna cecha sterowan jest ich skokowa zmiennosé¢ na
powierzchniach prze/qczen. Kwestig praktycznej realizowalnosci takich sterowan
oméwimy w Rozdziale 9. Teraz zastanowimy sie tylko nad tym, co dzieje sic w
poblizu powierzchni przetaczen, gdy po obu jej stronach dynamika ukladu jest
okreslona przez r6zne pola wektorowe.

Jezeli trajektoria uktadu z aktywnym sterowaniem zbliza si¢ do powierzchni
przetaczen jedne ze sktadowych sterowania, to mozliwe sa w ogélnosci nastepujace
przypadki:

= trajektoria dociera do powierzchni przetaczen stycznie a nastepnie zawraca
bez przetaczenia sterowania,

= trajektoria dociera do powierzchni przetaczen pod katem i po przetaczeniu
danej sktadowej sterowania, przechodzi na jej druga strong,

= trajektoria dociera do powierzchni przetaczen pod katem i nie przechodzi na
druga strone ani nie zawraca.

Trzeci, najciekawszy przypadek wystepuje wowczas, gdy z obu stron powierzchni
przetaczen w otoczeniu danego punktu trajektorie uktadu sa zbiezne do tej
powierzchni. Wtedy wiasnie kazda trajektoria docierajaca do powierzchni
przetaczen nie moze si¢ od niej oddali¢ ani przejs¢ na druga strone. Pojawia Sie wiec
pewna osobliwos¢, a $cisle biorac — nieprzedtuzalnos¢ rozwiazan poza chwile
dotarcia trajektorii do powierzchni przetaczen. Ten czysto teoretyczny problem jest
wynikiem idealizacji polegajacej na zatozeniu idealnego przetaczania sterowania.
Réwnania rézniczkowe z nieciagta prawa strona po prostu nie spelniaja zatozen
klasycznych twierdzen o istnieniu i przedtuzalnosci rozwiazan.

Aby mozna byto rozstrzygna¢, co sie wowczas dzieje w realnym uktadzie,
nalezatoby zastapi¢ idealne przetaczanie sterowania przetaczaniem realnym. W
istocie dalszy ruch (tzw. ruch poslizgowy) moze odbywac¢ si¢ tylko po powierzchni
przetaczen albo w jej poblizu, jesli przyjmiemy realny model przetaczania
sterowania. Kwestia ta bedzie oméwiona w Rozdziale 9. Nalezy podkresli¢, ze nieco
mylace okreslenie ruchu poslizgowego nie oznacza tu jakiegokolwiek poslizgu w
sensie mechanicznym, lecz jedynie pewna forme ruchu punktu (stanu uktadu) w
poblizu lub po pewnej rozmaitosci w przestrzeni stanu.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze w teorii uktadow mechatronicznych ze
sterowaniem przetaczanym typu bang-bang istotny jest problem okreslenia
warunkéw wystapienia opisanych wyzej osobliwosci. Dlatego okreslimy teraz te
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warunki i parametry ruchu poslizgowego po powierzchni przetaczen w najprostszym
przypadku liniowego uktadu stacjonarnego ze sterowaniem optymalnym (7.2.9).

Przyklad 7.5: (Ruch poslizgowy stabilizowanego ukZadu liniowego stacjonarnego)
Zbadamy zachowanie si¢ ukladu x = Ax+Bu(x) o niestabilnej macierzy A ze
standardowym stabilizujacym sprzezeniem zwrotnym u(x): -p- sign[BTSx] w
poblizu hiperptaszczyzny przetaczen o réwnaniu B'Sx = 0 (Ossowski [57]).
Nachylenie trajektorii uktadu wzgledem dowolnego wektora w mozna mierzy¢

wielkoscia iloczynu skalarnego wISx, poniewaz wektor predkosci X jest
wektorem stycznym do trajektorii. Chcac okresli¢ zachowanie sie trajektorii w
poblizu hiperptaszczyzny przetaczen, wystarczy obliczy¢ nachylenie trajektorii
wzgledem wektora B S-ortogonalnego do tej ptaszczyzny. W przypadku
rozpatrywanego uktadu nachylenie to wyraza sie wzorem:

BTsx =BTSAx+u(x)-BTSB, (7.4.1)

gdzie sterowanie u(x)= +f. Zatem nachylenie trajektorii zblizajacej si¢ do
hiperptaszczyzny przetaczen bedzie okreslone nastgpujacymi wielkosciami:

BTSAX+5-|B|2, gdyx—X i BTsx<0,

5 (7.4.2)
B'SAX-4|B|5. gdyx—>X i BTSx>0.
W przestrzeni stanu mozemy wigc wyrdzni¢ nastgpujace trzy obszary:
BY = {i eBs: [BTSAX > 5 -||B||§},
B3 = {i eBs: [BTSAX < s -||B||§}, (7.4.3)

BY - {i eBs: [BTSAX = 5-|B[3 }

ktére mozna zinterpretowa¢ odpowiednio jako: obszar ruchu zbieznego do
powierzchni przetaczen, obszar ruchu rozbieznego oraz zbiér stanéw krytycznych
(osobliwych), w ktorym moze wystapi¢ zjawisko poslizgu. Hiperptaszczyzna
przetaczen o réwnaniu B'Sx = 0 spetnia wiec dla rozwazanego ukladu role lokalnej
rozmaitosci centralnej. Ruch uktadu moze by¢ bowiem lokalnie sprowadzony
(zredukowany co do wymiaru podprzestrzeni) do ruchu na tej rozmaitosci.

Z warunku stycznosci

BTsx=BTSAx+u(x)-BTSB =0, (7.4.4)
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koniecznego do utrzymania ruchu uktadu na hiperptaszczyznie przetaczen, wynika,
ze istnieje sterowanie zapewniajace taki ruch. Mianowicie, sterowanie takie musi
mie¢ postaé nastepujacego liniowego sprzezenia zwrotnego:
_,  BTSAX
u(X) = -—— (7.4.5)
X SX
fatwo zauweazy¢, ze ruch poslizgowy na hiperptaszczyznie przetaczen bedzie
oczywiscie ruchem wyktadniczo stabilnym, zbieznym ze wskaznikiem y,(S), ktéry
jest dodatni na mocy zatozenia stabilizowalnosci uktadu. Zakres tego ruchu mozemy
oszacowac za pomoca elipsoidy X(S, c4) 0 promieniu

‘BTSAX‘
=B-[B|s / sup (7.4.6)
XeB S
proporcjonalnym do amplitudy sterowania (Ossowski [57]). a

Podany wyzej przyktad nie jest w zadnym razie wyjatkowy. Ruch poslizgowy
jest charakterystycznym zjawiskiem wystepujacym w ukiadach o zmiennej
strukturze, czyli z nieciagta (przetaczana) prawa strona réwnan rézniczkowych
modelu. Jezeli dynamika ukfadu jest opisana wieloma polami wektorowymi w
roznych obszarach przestrzeni stanu, to zawsze na powierzchniach przetaczen moga
zajs¢ warunki dostateczne do wystapienia poslizgu. Réznica jest tylko taka, ze dla
dowolnych uktadow nieliniowych (na przyktad afinicznych) powierzchnie poslizgu
nie musza by¢ hiperptaszczyznami, lecz sa na 0og6t pewnymi rozmaitosciami.

Poslizg, jako ruch stanu ukladu po pewnej rozmaitosci w przestrzeni stanu,
stanowi pewien problem teorii uktadéw o zmiennej strukturze. Rozwiazania réwnan
rozniczkowych z nieciagta prawa strona moga by¢ bowiem nieprzediuzalne w
klasycznym sensie, gdy pewna trajektoria osiagnie powierzchni¢ przetaczen w
obszarze poslizgu. W praktyce jest to problem fikcyjny, poniewaz przetaczenia
nigdy nie sa idealne i realny uktad o zmiennej strukturze na pewno bedzie
»wiedziat” co ma dalej robi¢. Jednak w teorii ta sprawa wymaga pewnego
objasnienia. Zwykle przyjmuje sie, ze w warunkach poslizgu stan uktadu porusza sie¢
dalej po powierzchni przetaczen (poslizgu) wedtug pewnego wypadkowego
stycznego pola wektorowego utworzonego z pol wektorowych okreslajacych
lokalnie ruch po obu stronach tej powierzchni. Utworzone w ten sposéb rozwiazania
okreslane sa jako uogolnione rozwigzania w sensie Filippowa (Sastry [96]). Takie
uogolnienie jest jednak dos¢ sztuczne. W ostatnim przyktadzie zapewnilismy ruch
uktadu po hiperpowierzchni przetaczen za pomoca odpowiedniego sterowania
(7.4.5) wynikajacego z warunku stycznosci (7.4.4). Taka metoda przedituzania
rozwigzan wydaje si¢ bardziej naturalna. Co wigcej, analizujac uktad
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X =AX+ Bu(x) z przetaczanym sterowaniem i zakladajac na przyktad niewielka
histereze h przetaczen sterowania, mozna wykazaé, ze ruch powstaty miedzy
réwnolegtymi hierptaszczyznami przetaczen o réwnaniach B'Sx = +h jest w
pewnym sensie zbiezny do ruchu wynikajacego z warunku (7.4.4), gdy h — 0.
Uzasadnia to stuszno$¢ proponowanej tu koncepcji ruchu poslizgowego. Wrécimy
jeszcze do tej sprawy w Rozdziale 9, przy okazji omawiania dynamiki uktadow z
histereza.

Ruch poslizgowy jest pewna wiasnoscia uktadow z przetaczanym sterowaniem,
ktore realizuje okreslony cel. Moze by¢ jednak tez tak, ze ruch poslizgowy jest
celem samym w sobie (Luo [37]). Rozpatruje sie w teorii i stosuje w praktyce
uktady ze sterowaniem, ktérych celem jest utrzymywanie stanu obiektu w poblizu
lub na pewnej hiperpowierzchni w przestrzeni stanu. Zaleta uktadow
wykorzystujacych zasade ruchu poslizgowego jest ich duza odpornos¢ na zaktocenia
i zaburzenia. Przyktad 7.5 pokazuje, ze metoda optymalnych funkcji Lapunowa
moze by¢ skutecznym narzedziem do syntezy i badania wiasnosci rowniez tego typu
uktaddw (Ossowski [65]).

Na tym poprzestajemy w niniejszym rozdziale. Z podanych przyktadéw widac,
ze stosujac metode optymalnych fyunkcji Lpapunowa, mozna otrzymac sciste
wyniki analizy stabilnosci dla wielowymiarowych uktadow aktywnej modyfikacji.
Jednak im bardziej ztozony (nieliniowy) jest model uktadu tym trudniej jest
przeprowadzi¢ taka analizg i otrzymac analityczne oszacowania. Wazne jest jednak,
ze podstawowe wielkosci charakteryzujace wiasnosci ukladéw aktywnej
modyfikacji istnieja i sa poprawnie okreslone. Dzigki temu mozna przeprowadzi¢
bardziej wnikliwe badania takich uktadow za pomoca symulacji numerycznych, jesli
zajdzie taka konieczno$¢ wynikajaca z potrzeb praktyki.

Przyktady liczbowe zastosowania niektorych formut ogdélnych uzyskanych w
niniejszym rozdziale podane sa w publikacjach autora Rozprawy (na przyktad
Ossowski [57], [59]).
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8. STABILNOSC | STEROWANIE UKLADOW CIAGLYCH

Uk{ady ciggfe (czyli tzw. ukfady o parametrach rozfozonych) modelowane sq zwykle
réwnaniami rézniczkowymi czgstkowymi, co wyklucza bezposrednie zastosowanie
opisanej metody optymalnych funkcji Lapunowa do badania ich stabilnosci i syntezy
sterowania. Adekwatng, analogiczng metodqg by/oby tu zastosowanie tzw.
funkcjonaféw Lapunowa. To jednak wymagafoby juz nieco innego aparatu
matematycznego, wykraczajgcego poza zafozony zakres niniejszej rozprawy.

W rozdziale tym pokazemy, ze metode optymalnych funkcji Lapunowa mozna
jednak wykorzysta¢ do badania pewnej klasy ukfadow cigglych (na przykiad
sprezystych belek lub kolumn), ktére mozna modelowa¢ réwnowaznym ukfadem
réwnasi lub inkluzji rézniczkowych zwyczajnych. Zwykle bedq to ukfady przeliczalne
(opisane tylko jedng zmienng przestrzenng), ktérych analize stabilnosci mozna
sprowadzi¢ do ukfadéw skoriczonych.

Poniewaz dynamika uk/adoéw ciggfych jest na tyle z/ozona, ze w zasadzie kazdy
sensowny przykfad wymagasby obszernego opracowania, niniejszy rozdzia/ nie
stanowi wyczerpujgcego omowienia mechatroniki ukfadéw ciggfych, lecz raczej
tylko naswietlenie pewnych jej kwestii z punktu widzenia metody optymalnych
funkcji Lapunowa.

8.1 Dyskretyzacja modeli uktadéw o parametrach roztozonych

Uktady mechaniczne sa na o0go6t ukladami o parametrach roztozonych, czyli
uktadami ciagtymi. Zaleznie od konkretnego zagadnienia, uktady tego typu mozna
modelowa¢ za pomoca skonczonych uktadéw réwnan (lub inkluzji) rézniczkowych
czastkowych lub zwyczajnych. Méwimy wtedy odpowiednio o modelu ciagtym lub
modelu dyskretnym danego uktadu. Poniewaz metody jakosciowej analizy modeli
dyskretnych omoéwilismy juz w poprzednich rozdziatach, zajmiemy si¢ teraz
problemem analizy modeli ciagtych (w postaci réwnan lub inkluzji rézniczkowych
czastkowych). Takie modele zwykle bardziej odpowiadaja fizycznej naturze
uktadéw rzeczywistych, ale za to wykluczaja bezposrednie zastosowanie opisanej
metody optymalnych funkcji Lapunowa, dostosowanej do uktadéw dyskretnych.
Dlatego zajmiemy si¢ dalej tylko pewna klasa ukladéw ciagtych, ktére mozna
opisywaé¢ réwnowaznym, a nie przyblizonym, modelem dyskretnym, w postaci
przeliczalnego uktadu réwnan lub inkluzji rézniczkowych zwyczajnych. Wiele
podstawowych uktadéw mechanicznych i konstrukcji takich jak: sprezyste belki lub
kolumny, warunek ten spetniaja.

Rozpatrzymy najprostsze liniowe modele uktadéw ciagtych, opisane tylko jedna
zmienng przestrzenna x i czasem t. Zatozymy, ze (x, t) € [0, L] x [to, + o), gdzie
parametr L < oo okresla liniowy rozmiar (dtugo$¢) obiektu. W szczegélnosci wiasnie
sprezyste belki, prety lub kolumny sa uktadami przynaleznymi do tej klasy, jezeli
istotne sa ich odksztalcenia w jednej plaszczyznie lub w jednym Kierunku.
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Adekwatnym modelem matematycznym dynamiki uktadu ciagtego tego typu jest
rownanie lub inkluzja rézniczkowa czastkowa, ktéra — w najlepszym razie — jest
réwnaniem liniowym o statych wspdtczynnikach.

Zat6zmy, ze posta¢ rownania dynamiki uktadu oraz warunki brzegowe pozwalaja
na rozdzielenie zmiennych (x, t) i na przedstawienie ogdlnego rozwiazania réwnania
uktadu w postaci nastepujacego szeregu (Gutowski [18], Osinski [54]):

wix,t) = Ty @y (x)- gi (), (8.1.1)

gdzie ®(x), k=1,2,... sa funkcjami wtasnymi zagadnienia odpowiadajacymi
kolejnym wartosciom (czestosciom) wiasnym ax. Zarowno czestosci wiasne jak i
funkcje wtasne sa w ogolnosci zalezne od warunkéw brzegowych i konkretnego
réwnania dynamiki uktadu. Zalezne tylko od zmiennej przestrzennej x funkcje
wiasne, z zasady spetniaja warunki brzegowe i okreslaja tzw. mody, czyli postaci
(formy) drgar wiasnych uktadu. Zaleznos¢ od czasu poszczegélnych drgan opisana
jest za pomoca odpowiednich funkcji gi(t), ktére sa juz rozwiazaniami réwnan
rozniczkowych zwyczajnych. Rownania te oraz postaci drgan witasnych uzyskuje si¢
z podstawienia funkcji postaci ®(x)g(t) do wyjsciowego réwnania czastkowego.
Jezeli widmo czestosci bedzie dyskretne, dla kazdej czestosci whasnej oy k=1,2,....
dostajemy oddzielne réwnania rézniczkowe zwyczajne, ktére musza spetniaé
funkcje wiasne @(x) oraz funkcje czasu gi(t) dla k=1,2,....

Podany wyzej sposob umozliwia sprowadzenie zagadnienia dynamiki ukladu
ciagtego (a w szczegdblnosci zagadnienia stabilnosci) do badania réwnowaznego
uktadu rownan rozniczkowych zwyczajnych, ktére mozna juz analizowaé za
pomoca metody funkcji Lapunowa. Bedziemy dalej rozwazali klase modeli uktadéw
ciagtych, dla ktorych réwnania te w dziedzinie czasu maja nastepujaca postac
oscylatorowa;:

Ok +2pk 9k +dkgk =1k, k=12,.., (8.1.2)

gdzie px, O« Sa parametrami tlumienia i sztywnosci poszczegdlnych modéw,
natomiast r, — sitami modalnymi. W najprostszym przypadku ttumienia, sztywnosci
i sity k-tego oscylatora zaleza od odpowiedniej czgstosci wiasnej ax tzn. px = p(ax),
Ok = q(e), rc = r(ex), a nie zaleza od czestosci pozostatych modow. Wowczas
réwnania modalne sa od siebie formalnie niezalezne, a nieskonczony ich uktad
(8.1.2) mozna zastapi¢ nastepujaca przeliczalna inkluzja rézniczkowa:

§ e{-2p(0)g - q(@)g + r(@): @ e I'(Q)}, (8.1.3)

gdzie 2= {ax : k=1,2,..} jest zbiorem czestosci whasnych uktadu, natomiast 772)
jest przestrzenia funkcji statych o wartosciach w €. W ten sposob badanie wiasnosci
jakosciowych uktadu ciagtego sprowadza si¢ do badania przeliczalnej inkluzji
rézniczkowej zwyczajnej (8.1.3).
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8.2 Zagadnienie stabilnosci liniowych uktadow ciagtych

Wiasnosci stabilnosci uktadéw ciagtych definiuje sie i bada przy uzyciu innych,
bardziej ogblnych poje¢ i metod, niz w przypadku uktadow dyskretnych. Poniewaz
jednak w niniejszej rozprawie rozwazamy tylko dyskretne modele uktaddw ciagtych
0 zmiennych rozdzielonych, bedziemy ich stabilnos¢ utozsamiali ze stabilnoscia
zespotu oscylatorow modalnych (8.1.2). Bedziemy zatem mogli bada¢ stabilnos¢
takich uktadow przy uzyciu metody optymalnych funkcji Lapunowa.

Jezeli oscylatory modalne (8.1.2) sa niezalezne, badanie stabilnosci jest
wzglednie proste, poniewaz sprowadza sie do oddzielnego badania stabilnosci
kazdego z tych oscylatorow. Mozemy wtedy bezposrednio zastosowa¢ metody
opisane w Rozdziale 5. W wyniku dostaniemy jednak na ogét nieskonczenie wiele
warunkéw stabilnosci. Jezeli wyniki analizy jakosciowej uktadu ciagtego chcemy
przedstawi¢ w formie zamknietej, musimy je wyrazi¢ za pomoca skonczonej liczby
warunkéw. Ten problem jest jeszcze powazniejszy w przypadku, gdy oscylatory
modalne sa ze soba sprzezone (na przykiad poprzez sity modalne r¢ zalezne od
roznych funkcji modalnych gy), gdyz wtedy musimy bada¢ wszystkie oscylatory
(8.1.2) tacznie. Aby to byto wykonalne, zwykle stosuje si¢ uproszczenie polegajace
na ,,obcieciu” problemu do skonczonej liczby modéw podstawowych. Drgania o
wyzszych czestosciach po prostu pomija sie. Nie zwalnia to jednak z odpowiedzi na
pytanie, czy i kiedy tak uproszczony model zachowuje istotne wiasnosci jakosciowe
modelu petnego. Operacja obciccia sprowadza sie w istocie do zatozenia, ze
zagadnienie stabilnosci inkluzji (8.1.3) jest skonczenie rozwiazywalne [D1]. Dla
uktadéw niezaleznych od czasu, zatozenie to jest spelnione ze wzgledu na typowa
zaleznos¢ parametréow modalnych (ttumienia i sztywnosci) od czestosci. Dla
bardziej ztozonych uktadéw takie uproszczenie jest zwykle przyjmowane bez
scistego dowodu jego zasadnosci.

Niepodobna jest w niniejsze rozprawie przedstawi¢ petnego opisu teorii
stabilnosci uktadow ciagtych w jezyku inkluzji rézniczkowych zwyczajnych, ktora
udzielataby wyczerpujacej odpowiedzi na opisane wyzej problemy. Z tego wzgledu
ograniczymy rozwazania do konkretnych przyktadow, ktore dobrze ilustruja
najbardziej istotne aspekty zastosowania metody funkcji Lapunowa do badania
stabilnosci uktad6w ciagtych nalezacych do zatozonej klasy.

Poniewaz  wiasnosci  stabilnosci  oscylatorow  liniowych o  statych
wspotczynnikach i bez wymuszenia nie stanowia problemu, skupimy sie dalej na
przyktadach niestacjonarnych ukiadéw ciagtych. Modele matematyczne takich
uktadéw sa jawnie zalezne od czasu, co oznacza, ze w réwnaniach modelu lub w
warunkach brzegowych wystepuja funkcje jawnie zalezne od czasu. Funkcje te
moga by¢ okreslone jednoznacznie albo niejednoznacznie, na przykiad poprzez
przynaleznos¢ do pewnej klasy funkcji 7712). W pierwszym przypadku bgdziemy
mieli do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi o zmiennych parametrach, a w
przypadku drugim (realnym) - z inkluzjami rézniczkowymi.



214 8 — Stabilnos¢ i sterowanie uktadéw ciagtych

W najprostszym przypadku dynamikg liniowego ciagtego uktadu mozna opisaé
liniowym réwnaniem rézniczkowym czastkowym postaci

L(p) w=f, (8.2.1)

gdzie w = w(x, t) jest funkcja opisujaca potozenie (odksztatcenie od stanu
nominalnego) uktadu w punkcie x i w chwili t, f = f(x, t) jest pewna funkcja
opisujaca zewnetrzne oddzialywanie, natomiast L(p) jest liniowym operatorem
rézniczkowym od zmiennych (x, t), zaleznym tez od pewnych parametrow
wewnetrznych uktadu p = [py,...,p]. W o0g6lnym niestacjonarnym przypadku
parametry ukltadu mozemy roztozy¢ na czes¢ stata (nominalna) po oraz
niestacjonarne zaburzenia z,. Wtedy p; = poi + zi (lub p = po + 2z), a operator L
najczesciej dekomponuje sie do sumy operatora stacjonarnego i niestacjonarnego
tzn.L=Lg+ 74 (t)Ll L Zk(t)Lk .

W wielu sytuacjach praktycznych nie dysponujemy petna informacja o
zaburzeniach parametrow i wymuszeniach. Moze tak by¢ na przyktad wtedy, gdy
realny uktad (na przykitad konstrukcja) z samej swej natury i przeznaczenia jest
narazony na oddziatywania niejednoznacznie okreslone. Wtedy chcac orzeka¢ o
jego wiasnosciach, a zwiaszcza o stabilnosci, powinnismy bada¢ wiasnosci
stabilnosci modelu uktadu w postaci inkluzji obejmujacej okreslona klasg zaburzen i
wymuszen. W najprostszym przypadku, gdy zaktada¢ mozna tylko ograniczonosé
zaburzen i wymuszen, nalezy wiec analizowa¢ modele w postaci nastepujacych
inkluzji zupetnych:

Low e {f —@ (OLy + ... + 2()L)W: [fl< ao A |zi() | <o, i=1,2,.,13  (8.2.2)

Rozwazone dalej problematy maja na celu nie tyle gruntowne zbadanie
konkretnych uktadéw, co pokazanie mozliwosci zastosowania metody optymalnych
funkcji Lapunowa do badania stabilnosci uktadéw ciagtych rozwazanego typu.

Problemat 8.1: (stabilnosé belki pod obcigzeniem ruchomym)

Wiele prac poswigcono tematyce stabilnosci belki o statych parametrach,
obustronnie swobodnie podpartej, bedacej pod obciazeniem ruchomym (Bogacz,
Bajer [9]). Praktyczne znaczenie tego problemu jest oczywiste. Zwykle jednak bada
si¢ drgania belki dla konkretnego modelu obciazenia, na przyktad w postaci wielu
ruchomych sit imitujacych ruch pojazdéw na przesle mostu. Wtedy do badania
modelu mozna bezposrednio zastosowa¢ metody analityczne lub numeryczne, ale
uzyskane w ten spos6b wyniki, bez odpowiedniej podbudowy teoretycznej, beda
odnosity sie wytacznie do przyjetego modelu obciazenia. Tymczasem rzeczywiste
obciazenia takich uktaddw jak mosty naleza raczej do pewnej nieprzeliczalnej klasy
ograniczonych wymuszen niz sa opisane konkretna funkcja zmiennych (x, t). Zatem
dla uzyskania wynikobw ogdélnych, na przyktad warunkéw gwarantujacych
stabilnosé¢, faktycznie powinnismy analizowa¢ od razu inkluzje rézniczkowe
czastkowe obejmujace wszystkie mozliwe realizacje obciazen uktadu.



8 — Stabilnos¢ i sterowanie uktadéw ciagtych 215

W klasycznym podejsciu, po rozdzieleniu zmiennych i dyskretyzacji tego typu
zagadnienia, dostaniemy nastepujacy nieskonczony uktad rownan rézniczkowych:

Ok +2pkdk + 0k 9k =2k, k=12,.., (8.2.3)

gdzie py, Qk Sa Statymi parametrami modalnymi, natomiast z, = z(t) — okreslonymi,
niestacjonarnymi sitami modalnymi, zaleznymi od wszystkich sit skupionych
przemieszczajacych sie po belce. Jesli jednak nie chcemy ogranicza¢ rozwazan do
jednego modelu obciazenia, powinnismy zatozy¢ jedynie ograniczonos¢ wszystkich
sit modalnych, a nie konkretna ich posta¢. Wtedy rozwazane zagadnienie sprowadza
sie do badania stabilnosci nastepujacego uktadu inkluzji rézniczkowych zupetnych:

gk +2pkgk +0k 9k E{Zk Z|Zk|S Olk}, k=12,.., (824)

gdzie o, k = 1,2,... sa pewnymi statymi dodatnimi, okreslajacymi rzeczywiste
ograniczenia obciazenia belki. Wielkos¢ parametrow o wynika z zatozonej klasy
obciazen oraz z przyjegtego modelu belki.

Zat6zmy tylko, ze obciazenie belki, jako funkcja f(x, t) jest ograniczone wedtug
pewnej normy funkcyjnej. Najlepiej przyja¢, ze dla kazdego t>t, norma

I L,O.L) =,H('J‘f 2(x,t)dx <& , gdzie stata « nie zalezy od czasu. To zatozenie

oznacza, ze obciazenie moze by¢é zmienne w czasie ale jest stacjonarne co do
wartosci sredniokwadratowych. W przypadku belki mostowej, odpowiada to na
przyktad obciazeniu wywotanemu ruchem pojazdéw o ustalonym natezeniu. Nalezy
podkresli¢, ze przyjete ograniczenie dopuszcza dystrybucyjny charakter obciazenia
f(x, t), jaki zwykle zaktada sig, analizujac drgania belki pod dziataniem ruchomych
sit skupionych.

Korzystajac teraz z rozwiniecia funkcji obciazenia w szereg funkcji modalnych,
dostajemy nastepujacy wzor na obciazenia modalne oraz ich oszacowania:

00 L
F0) = 3 D (92 O, 24 0) =————] £ (X, )Py (x, )X
k=1 ”(Dk"Lz(O,L) 0

1 L
|z ()] < — [ f(x, )@ (x,)|dx <
"ch" L,(0,L) 0

1 o
"f"Lz(O.I—) '||q)k|||_2(O,L) g||(I) ~ %k

- 2
[l 0. iy

Majac ustalone w ten spos6b parametry ograniczen modalnych o, mozemy
traktowac inkluzje (8.2.4) jako niezalezne. Wtedy analiza stabilnosci uktadu (8.2.3)



216 8 — Stabilnos¢ i sterowanie uktadow ciagtych

nie stanowi problemu. Oczywiscie obecnos¢ nieokreslonych sit z, sprawia, ze
mozemy tylko orzeka¢ o stabilnosci wyktadniczej (poszczegdlnych modow drgan)
do pewnych obszardw granicznych. Zgodnie z wynikami uzyskanymi w Rozdziale 5
kazdy z modéw drgan belki pod ograniczonym obciazeniem mozna
scharakteryzowac graniczna elipsoida B(Sy, cx) 0 promieniu

o (S )=a /7 (Sk). (8.2.5)

gdzie »1(Sy) jest wskaznikiem stabilnosci odpowiedniego oscylatora modalnego bez
wymuszenia, natomiast S, — macierza optymalnej funkcji Lapunowa. Z powyzszych
oszacowan wynika, ze ruch ukfadu ciagtego pod zatozonym obciazeniem odbywa
sig w taki sposob, ze stan kazdego oscylatora modalnego gy =(9k,dx) €B(Sk,Ck)

dla kazdego czasu t > t,, 0 ile stan poczatkowy ukladu spetniat ten warunek. Taki
wniosek odpowiada wiec stabilnosci Lagrange’a uktadu w podanych zakresach
ograniczonego ruchu kazdej postaci drgan.

Podane wyzej wyniki sa moze dos¢ konserwatywne, ale za to pewne w tym
sensie, ze gwarantuja stabilno$¢ Lagrange’a uktadu przy dowolnych ograniczonych
obciazeniach. Co wigcej, formuty (8.2.5) na promienie ¢ granicznych elipsoid dla
poszczegblnych modow sa analityczne. Aby wykazaé stabilnos¢ wszystkich postacvi
drgan, a wiec stabilnos¢ catego uktadu, nalezy jeszcze wykazaé, ze ciag promieni
{c} granicznych elipsoid jest ograniczony. To jednak wynika wprost z postaci
zaleznosci parametrow modalnych py, qx od czestosci (Gutowski [18], Osinski [54])
oraz zaleznosci (5.1.12) wskaznika stabilnosci 1(Sx) od py, Ok - d

Na tym etapie mozna by przeprowadzi¢ dalsza analizg¢ wtasnosci rozwazanego
modelu w zaleznosci od parametrow, ale nie jest to istotne z punktu widzenia samej
metody badania stabilnosci. Dlatego ponizej oméwimy gruntownie kolejny przyktad
scisle zwiazany z poprzednim, mianowicie zagadnienie stabilnosci kolumny pod
obciazeniem zmiennym (niestacjonarnym).

Problemat 8.2: (Stabilnos¢ kolumny sciskanej obcigzeniem zmiennym)

Kolumny sprezyste, poddane osiowym obciazeniom $ciskajacym sa podstawowymi
elementami wielu uktadéw mechanicznych a zwilaszcza konstrukcji budowlanych,
mostéw, masztow itp. Gtownym wymogiem stawianym takim elementom jest
wytrzymatos¢ na obciazenia statyczne i statecznos¢ wyboczeniowa, ktdra okresla
ich podstawowe wiasnosci uzytkowe. Wiadomo, ze stan réwnowagi kolumny
sprezystej, poddanej statemu obciazeniu $ciskajacemu Fo, bedzie stabilny, jezeli Fq
bedzie mniejsza od pewnej sity krytycznej Fy, i bgdzie niestabilny, jezeli Fo> Fy,. W
zakresie niestabilnym nastepuje wyboczenie kolumny, ktore zwykle prowadzi do jej
zniszczenia. Z tego wzgledu problem statecznosci obciazonych kolumn musi byé
brany pod uwage przy projektowaniu konstrukcji oraz w czasie ich eksploataciji.
Rzecz w tym, ze w warunkach rzeczywistych kolumny, jako elementy
konstrukcyjne, sa zwykle obciazone sita majaca sktadowa zmienna. W takim
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przypadku niestatecznos¢ kolumny moze wystapi¢ rowniez dla podkrytycznych
wartosci sktadowej statej obciazenia. Wiele publikacji ukazato si¢ na temat
statecznosci  kolumn sprezystych obciazonych sita zmienna o réznych
charakterystykach czasowych (Lepore [36]). Uzyskano w tym temacie szereg
czastkowych rezultatéw (na przyktad dla tzw. dynamicznego zagadnienia Eulera
dotyczacego stabilnosci kolumny obciazonej sita sinusoidalna (Osinski [54],
Skalmierski [101]), ale mato znane sa oszacowania obszardw statecznosci kolumny
poddanej dowolnemu niestacjonarnemu obciazeniu ograniczonemu (Ossowski [81]).
Poniewaz rzeczywiste obciazenia kolumn (na przyktad obciazenia filarbw mostu
pod obciazeniem wielu przejezdzajacych samochodéw lub wagonéw pociagu)
rzadko sa idealnie harmoniczne albo losowe o dobrze okreslonych
charakterystykach stochastycznych, warunki stabilnosci otrzymane w szczegdlnych
przypadkach nie moga by¢ bezposrednio i bez obaw zastosowane w praktyce
inzynierskiej.

Z powyzszych wzgledéw rozwazymy ponizej, stosujac metode optymalnych
funkcji Lapunowa, zagadnienie stabilnosci kolumny sprezystej, obciazonej dowolng
niestacjonarna, ale ograniczona sita sciskajaca. Poniewaz nie bedziemy przyjmowali
zadnych dodatkowych zatozen, na przyktad odnosnie okresowosci lub
charakterystyk stochastycznych obciazenia, otrzymane rezultaty beda mogty byc¢
zastosowane w kazdej sytuacji praktycznej.

Rozwazmy zatem kolumng sprezysta (o wysokosci L i koncach zamocowanych
przegubowo) obciazong sita osiowa. Stosujac klasyczna teori¢ Eulera dla belek
sprezystych, dynamike kolumny mozna opisaé nastepujacym réwnaniem
rézniczkowym czastkowym:

2
EJ[l an}_a“w(x D IR+ F(t)]a W(X v,
oxt (8.2.6)

6w(x,t) M 82w(x,t)

+2D
ot ot2

=0,

gdzie EJ jest sztywnoscia kolumny na zginanie, ¢, D sa odpowiednio ttumieniem
wewnetrznym i zewnetrznym belki, M = oS jest wspotczynnikiem masowym, Fq
jest sktadowa stata osiowego obciazenia zewnetrznego kolumny, podczas gdy Fi(t)
jest niestacjonarna sktadowa obciazenia. Zatem zagadnienie kolumny obciazonej
zmienna sita opisuje si¢ liniowym rownaniem rézniczkowym czastkowym o
zmiennym parametrze, ktory reprezentuje wiasnie te sife.

Trzeba zwréci¢ tu uwage na to, ze rownanie (8.2.6) stanowi dobry model
zagadnienia kolumny obciazonej osiowo tylko wtedy, gdy zalezna od czasu
sktadowa obciazenia F,(t) jest funkcja okreslona jednoznacznie. Co wigcej, dla
dowolnej ustalonej funkcji F.(t) raczej mata jest szansa znalezienia rozwiazan
analitycznych w(x, t) takiego zagadnienia dynamiki.
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Zastosowanie metody jakosciowej (metody optymalnych funkcji Lapunowa) do
rozwiazania problemu statecznosci tak obciazonej kolumny jest wigc w pelni
uzasadnione. W tym celu rozsadnie jest przyja¢, ze sktadowa niestacjonarna Fi(t)
jest ograniczona co do modutu tzn. istnieje stata « > 0, taka ze |F1(t)| < adla
kazdego t >ty oraz ze spetniony jest warunek a < Fo, ktory zapewnia, ze catkowita
sita obciazenia kolumny jest w kazdej chwili $ciskajaca.

Jesli funkcja Fy(t) nie jest jednoznacznie okreslona i tylko jej ograniczonos¢ jest
zaktadana, wowczas aby oceni¢ statecznos¢ kolumny dla czaséw t > t, musimy
zbada¢ stabilnos¢ nastepujacej inkluzji rézniczkowej czastkowej:

4 2 4
0 W(i(,t) + £ 0 W(;(,t) +2c26 W(Z,t) 2 ow(x,1) .
ox X o ox ot
82w(x,t) 8%w(x,t) (82.7)
+u 2’ S fl 2' :|f1|Sﬂ,
ot OX

gdzie fo=Fo/EJ, fi(t) = F.(t) /EJ, 1= pSIEJ = M/EJ, d = D/EJ. Znormalizowana
sita fy(t) spetnia nastepujace ograniczenie |f1(t) < a /B = S dla kazdego t > t,.
Procz tego, swobodne podparcie kolumny wymusza nastepujace warunki brzegowe:

w(0, t) = w(L, t)=0, 8°w(0, t)/ox? = *w(L, t)/ox* = 0, (8.2.8)

ktore trzeba uwzgledni¢ przy analizie statecznosci kolumny.

Aby rozwiaza¢ zagadnienie stabilnosci modelu kolumny metoda optymalnych
funkcji Lapunowa, nalezy transformowa¢ model ciaglty do modelu dyskretnego
ztozonego z nieskonczonego uktadu inkluzji rézniczkowych zwyczajnych. Mozna
tego dokonac¢ za pomoca rozdzielenia zmiennych. Istotnie, poszukujac rozwiazan
szczegOlnych w standardowej postaci ®@(x)-g(t), otrzymujemy nastepujaca inkluzje

oV, o) fo-gt) , 2d-glt
ox) o) glt)+2e-gt) glt)+2c- gt

(8.2.9)
- §(t) e q)”(x). f1-glt) |t < Bl
ot)+2c-glt) | ®(x) gft)+2c-glt)
Nietrudno zauwazy¢, ze tylko sinusoidalne funkcje modalne
@, (x) = sinfo,x] @, =”T” n=12,.. (8.2.10)

gdzie ay jest czestoscia przestrzenna n-tej mody, spetniaja warunki brzegowe (8.2.8)
i umozliwiaja separacje¢ zmiennych x, t. Rzeczywiscie, wstawiajac (8.2.10) do
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inkluzji (8.2.9) otrzymamy nastepujacy uktad inkluzji rdzniczkowych zwyczajnych
dla odpowiednich funkcji czasu gn(t) (Ossowski [81]):

4 2 2
g, (t)+M;wﬂ]-gn (t)+w—“”[a)§ -f,]-9, (t)e{w—u”- f,-g,(t):| | < A} n=12,. (8211)
Powyzszy uktad inkluzji tacznie z zespotem funkcji modalnych (8.2.10) jest
réwnowazny problemowi opisanemu przez inkluzje rézniczkowa czastkowa (8.2.7).

W ten oto sposb zagadnienie stabilnosci kolumny pod obciazeniem
niestacjonarnym  zostato  przetransformowane do zagadnienia stabilnosci
nieskonczonej (przeliczalnej) rodziny liniowych oscylatorow (8.2.11) z
niestacjonarnymi zaburzeniami parametrow sztywnosci. Rodzing inkluzji (8.2.11)
mozna zapisa¢ w formie jeszcze bardziej zwartej, jako nastgpujaca inkluzja:

4 2 2
60+ 20| =2 gf)- 207 - o)+ L 02 v erialf (6212
gdzie 2= {m, : n =1, 2,...}, I{£) jest rodzina funkcji statych {v: N—Q} 0
wartosciach w przeliczalnym zbiorze (2 czestosci wiasnych uktadu. Zatem metoda
rozdzielenia zmiennych umozliwita sprowadzenie zagadnienia stabilnosci kolumny
opisanej modelem w postaci inkluzji rozniczkowej czastkowej (8.2.7) do
zagadnienia stabilnosci powyzszej inkluzji rézniczkowej (Ossowski [82]). Ponizej
pokazemy, ze zagadnienie stabilnosci tej inkluzji jest skonczenie rozwiazywalne, co
praktycznie oznacza, ze dla orzeknigcia 0 stabilnosci rozwazanej kolumny,
wystarczy wykaza¢ stabilnosé¢ skonczonej liczby jej modéw drgan wiasnych [D1].
Istotnym elementem dowodu bedzie tez wskazanie liczby i numeréw tych modéw
(krytycznych w sensie badanej wtasnosci jakosciowej, czyli stabilnosci).

Jest oczywiste, ze analize statecznosci kolumny $ciskanej sita niestacjonarna
nalezy przeprowadzi¢ w zakresie podkrytycznych wartosci statej skladowej
obciazenia kolumny Fy < n%EJ /L? czyli dla fy < ©,> = 7%/L%. Poniewaz inkluzje
rozniczkowe opisujace kazdy z oscylatorow modalnych (8.2.11) maja analogiczna
posta¢, mozna do badania statecznosci kolumny bezposrednio zastosowa¢ ogolne
warunki stabilnosci  (5.2.25) kolejno dla inkluzji (5.2.19) o nastepujacych
parametrach:

4 2 2
_ d+con , §=0p =w_un[a)r21, - fol, a=ay Zw_J'ﬁy n=12.. (8.213)

P=Pn

Wynika stad, ze obszar statecznosci rozwazanej kolumny w przestrzeni parametréw
jest okreslony przez nastepujacy zespdt nierownosci:

[P > (@0 12)Y2 A 00 < QulVIPn < (Gn 12)"* A @y <2Pyfth — P21, N=1,2,... (8.2.14)
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Z okreslen (8.2.13) wynika, ze warunki r, < g, , I <2pm/qn—pﬁ stanowia
ograniczenia niestacjonarnej sktadowej obciazenia kolumny, a pozostate warunki —
ograniczenia na parametry kolumny oraz na stata sktadowa f,obciazenia.

Pozostate warunki w (8.2.14) zapewniaja stabilnos¢ odpowiednich postaci drgan
wiasnych kolumny @,(x)-gn(t), dla n=1,2,.... Zatem w ogblnym przypadku warunki
statecznosci kolumny sa okreslone przez nieskonczony uktad nieréwnosci (8.2.14).
Powstaje wigc problem, jak sprawdzi¢ wszystkie te warunki i czy mozna zapisac je
w bardziej zwartej, skonczonej formie mozliwej do zastosowania w praktyce? W
pracach na ten temat zwykle poprzestaje sie na badaniu stabilnosci tylko Kilku
pierwszych postaci drgan wiasnych kolumny obciazonej sita harmoniczna, uznajac
(bez dowodu) pozostate mody za nieistotne dla stabilnosci kolumny (Skalmierski
[101]). Czy i kiedy takie postepowanie jest stuszne w og6lnym przypadku dowolnej
sity niestacjonarnej jest rozwazone ponizej.

Aby zbada¢ te kwestie, podzielmy zbidr czestosci whasnych 2 na dwa roztaczne
podzbiory ', (2” zawierajace czestosci wiasne m, spetniajace odpowiednio warunki
P> (9. /2 )Y %, n =1, 2,...albo warunki przeciwne. Nietrudno wykazaé, ze warunki
pn > (9,72 )2, n =1,2,... sa rownowazne nastepujacym nieréwnosciom:

Glw2)>0,n=12,., (8.2.15)
gdzie
G(z)=c224—(%—chj22+ﬂ7foz+d2, z>0. (8.2.16)

Poniewaz ttlumienie wewnetrzne w belce rzeczywistej zawsze wystepuje, parametr ¢
powyzszego wielomianu musi by¢ dodatni tzn. ¢ > 0. Wtedy wielomian czwartego
stopnia G(z) bedzie przyjmowat wartosci dodatnie dla dostatecznie duzych wartosci
z > 0. Wynika z tego, ze zbior £ musi by¢ albo pusty, albo skonczony, w
przeciwienstwie do zbioru 27, ktory jest przeliczalny.

Podobnie, poniewaz kazdy z warunkéw r, < ¢, narzuca ograniczenie

<w? - fo=n* L2 —fy (8.2.17)
n 0

na niestacjonarna sktadowa obciazenia, tylko minimalna czesto$é wiasna an, € 2
bedzie istotna dla statecznosci kolumny. Zatem w ogdlnym przypadku, aby
whnioskowa¢ o statecznosci kolumny, wystarczy zbadac tylko jeden warunek ry, < Qn

dla @ne i co najwyzej skonczona liczbe warunkéw r, <2p, qn—przl dla

czegstosci aneQ’. Mozna to tatwo przeprowadzi¢ dla dowolnego ustalonego
obciagzenia oraz ustalonych parametréw kolumny. Jednak, jak widaé, mody
wykorzystywane przy analizie statecznosci nie moga by¢ wybrane dowolnie, lecz
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powinny by¢ wydedukowane na podstawie wartosci parametrdw uktadu oraz
rozktadu dodatnich pierwiastkéw wielomianu G(z2).

W teorii i praktyce zwykle nie satysfakcjonuje nas wykazanie tylko stabilnosci
uktadu. Jesli na przyktad chcemy okresli¢ zapas stabilnosci rozwazanej kolumny lub
przeprowadzi¢ optymalizacjg jej parametrow na etapie projektu, to musimy znac¢
warunki stabilnosci dla dowolnych parametrow kolumny. Jednak w ogélnym
przypadku trudno jest rozwiaza¢ nierébwnosé¢ (8.2.16) doktadnie i otrzymacé proste
praktyczne wyniki. Dlatego, aby otrzyma¢ ogélne i analityczne rezultaty, mozemy
zastosowac pewne uproszczenia.

Mozemy zastosowac rézne metod przyblizonego rozwiazywania nieskonczonych
uktadéw nieréwnosci typu (8.2.14). Na przyktad, aby otrzyma¢é dostateczne warunki
statecznosci  rozwazanej  kolumny, wystarczy zastapi¢  $ciste  warunki

Pn <A0h /2,1 < 2Py — pﬁ , 1 =1,2... nastgpujacymi warunkami uproszczonymi, a
wieC mocniejszymi:

Pn<v0h/2, < Phy20, 1=1,2,... (8.2.18)

Poniewaz z definicji (8.2.13) wynika, ze zaréwno {p.} jak i {g.} sa ciagami
rosnacymi, wystarczy wzia¢ pod uwage tylko pierwszy warunek (dla n = 1) postaci
(8.2.18). Stad, wstawiajac (8.2.13) do (8.2.18) dlan = 1 i taczac ze wzorem (8.2.17)
(dla n = 1), otrzymamy ostateczne nastepujacy warunek dostateczny statecznosci
kolumny obciazonej:

B < min[a)lz - (d +C-a)14)-\/2[1—(f0 /a)f)]/y] (8.2.19)

Zatem w takim przypadku dla dowolnych sit s$ciskajacych mozna orzeka¢ o
statecznosci kolumny tylko na podstawie stabilnosci pierwszej postaci drgan
kolumny. Oszacowanie (8.2.19) jest prawdziwe dla dowolnych wartosci parametréw
kolumny i obciazenia. Nalezy podkresli¢, ze warunek (8.2.19) jest przyblizony tak,
ze nie musi by¢ warunkiem koniecznym dla stabilnosci kolumny (Ossowski [81]).
Inne oszacowanie obszaru statecznosci wynika z faktu, ze niezaleznie od
wspoétczynnikow tlumienia ¢, d, istnieje gorne ograniczenie na niestacjonarna

sktadowa obciazenia kolumny, mianowicie S < Byax = @f — fo= /L2 —f,. Zatem
nalezy znalez¢ takie ograniczenia na parametry kolumny, ktore zapewnia jej
stateczno$¢ dla | f1(t)] < frnax. Aby to osiagnaé, zastosujmy inne przyblizone warunki

stabilnosci, mianowicie: G4(a)nz) >0,n=1,2,..., gdzie

f
Gy(z)=c?z* —(%—ch)zz +%wf +d? (8.2.20)
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Jest jasne, ze warunek G4(z) > 0 implikuje G(z) > 0 dla dowolnego z 26012. Co
wigcej, dwukwadratowa nierownos¢ G,4(z) > 0 moze by¢ rozwiazana $cisle. Istotnie,
fatwo sprawdzi¢, ze warunki G4(a)§ )>0, neN sa prawdziwe, gdy

J7RS 8(:(d +C- foa)f), czyli dla dostatecznie duzego ttumienia kolumny. Wynikaja
z tego nastgpujace warunki dostateczne statecznosci kolumny:
B<wi—fo=rm21L% -1y, u<8c(d+c- fool). (8.2.21)

Podobnie, mozna rozwiazaé $cisle pewne przypadki szczeg6lne rozwazonego
zagadnienia statecznosci (gdy niektore parametry ¢ lub d znikaja), interesujace z
praktycznego i teoretycznego punktu widzenia (Ossowski [81]). a

Otrzymane oszacowania warunkow stabilnosci nie tyko uogdlniaja znane
oszacowania dla kolumny pod obciazeniem harmonicznym (Osinski [54]), ale
réwniez stanowia nowe formuty analityczne stuszne dla dowolnych, nieokresowych
obciazen $ciskajacych. Przy uzyciu tych formut mozna okresli¢ zapasy stabilnosci
obciazonej kolumny w przestrzeni parametréw i dokona¢ optymalizacji kolumny.

Warto zauwazy¢, ze drugi warunek (8.2.21) mozna odnies¢ na przyktad do
problemu wytrzymatosci kosci dtugich ma obciazenia dynamiczne. Wiasnie w
warunkach obciazen dynamicznych (upadek, bieg, skok) powstaje najwiccej ztaman
i innych urazow kosci u 0s6b z zaawansowana osteoporoza. Jesli kos¢ diuga (na
przyktad kos¢ udowa) traktowa¢ w przyblizeniu jak sprezysta kolumng z
dominujacym ttumieniem wewngtrznym c, to z drugiego warunku (8.2.11) wynika,
ze dynamiczna stateczno$¢ ukladu, a wiec odpornos¢ kosci na ztamanie, zalezy
kwadratowo od parametru c. Poniewaz parametr ten maleje wraz ze stopniem
zwyrodnienia polegajacego na rozrzedzeniu struktury gabczastej wewnatrz kosci,
fatwiej zrozumie¢ przyczyny zwiekszonej tamliwosci kosci diugich u os6b
cierpiacych na osteoporoze.

Uzyskane wyzej sciste rezultaty potwierdzaja znana hipoteze, a czesto milczace
zatozenie, ze o stabilnosci kolumny obciazonej sita niestacjonarna rozstrzyga
stabilno$¢ skonczonej liczby jej modéw podstawowych. Przy okazji, z podanych tu
rozwazan wynika, ktére postaci drgan i jaka ich liczba (uzalezniona od parametréw
modelu) powinna byé¢ wzigta pod uwage przy analizie stabilnosci kolumny.
Zwyczajowo nawet w przypadku obciazenia harmonicznego bada sie stabilnos¢
tylko kilku pierwszych modoéw, co oczywiscie w ogolnosci nie zapewnia warunkdw
dostatecznych stabilnosci (Osinski [54]).

Podobnie mozna otrzymac¢ ogo6lne oszacowania zapaséw statecznosci dla innych
modeli uktadéw ciagtych o zmiennych rozdzielonych. Fakt, ze mimo niedostatkow
dotychczas stosowanych warunkdw statecznosci, realne konstrukcje sa niezawodne,
moze by¢ wynikiem duzych wskaznikow wytrzymatosci statycznej. Nowoczesne
,0szczedne” konstrukcje moga by¢ bardziej wrazliwe na dobor parametrow.
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8.3 Problemy realizacji sterowania uktadéw ciagtych

Kwestia praktycznej realizacji optymalnych ukladéw mechatronicznych jest
oméwiona w Rozdziale 9. Poniewaz jednak w przypadku uktadow ciagtych wzgledy
praktycznej realizacji sa dos¢ specyficzne i istotne juz na etapie budowania modelu
oraz analizy teoretycznej, oméwimy je czesciowo w tym paragrafie.

Pierwsza sprawa wiaze sie z realizacja sterowania elementami sterowanymi (na
przyktad ttumikami i sitownikami), ktére z punktu widzenia ciagtego uktadu
mechanicznego sa obiektami dyskretnymi. Typowe ttumiki i sitowniki generuja
bowiem sity skupione. Modele uktadéw mechatronicznych zbudowanych na bazie
ciagtych uktadéw mechanicznych bylyby wigc dyskretnociagte. Ponadto, przy
projektowaniu takiego uktadu mechatronicznego pojawia si¢ kwestia wtasciwego
doboru elementéw sterowanych oraz miejsca ich potaczenia z uktadem ciagtym.
Przyjmujac, ze liczba elementdw sterowanych pokrywa sie z liczba | niezaleznych
sterowan, mozemy te miejsca okresli¢, podajac odpowiadajace im wartosci
wspOtrzednej przestrzennej xi,...,x€[0, L] oraz kierunki ich oddziatywania. Dla |
elementéw sterowanych mamy w ogdlnosci mozliwych 2' réznych konfiguracii,
ktore moga by¢ zastosowane w ukladzie mechatronicznym. Zaréwno dobér
konfiguracji elementow sterowanych jak i punktdw Xxg,..., X, ich oddziatywania z
ciagtym uktadem mechanicznym powinien by¢ optymalny wzglgdem odpowiednich
kryteribw. Aby mozna bylto stwierdzi¢, ktéra konfiguracja jest najlepsza, nalezy dla
kazdej z nich okreslic optymalny algorytm sterowania i oszacowaé jego
efektywnos¢ w realnym uktadzie. Sterowania uy,...,u; odpowiadajace poszczeg6lnym
elementom sterujacym powinny by¢ w ogdlnosci sprzezeniami zwrotnymi od stanu
uktadu. Poniewaz aktualny stan ukladu ciagtego w dowolnej chwili t > t; jest
okreslony nie przez skonczong liczbe wspotrzednych, lecz przez funkcje w(x, t) oraz
jej pochodna ow(x, t) zalezna od zmiennej przestrzennej x, sterowania powinny
mie¢ w ogélnosci postac u; = u(w(x, t), ow(x, t)), i=1,., L

Metoda syntezy sterowania powinna umozliwia¢ znalezienie odpowiednich
sprzgzen zwrotnych i dalsze teoretyczne badanie wiasnosci uktadu. Poniewaz jednak
funkcje w(x, t), ow(x, t) na ogot nie sa znane doktadnie, pojawia si¢ kolejna kwestia
doboru punktéw pomiarowych y;,..., ym €[0, L], w ktérych na biezaco okreslane
bytyby wielkosci odksztatcenia w(y;, t) uktadu, oraz ich predkosci ow(y;, t),
j=1,..n.

Faktycznie moga by¢ zastosowane do uktadu jedynie sterowania nastepujacej
postaci dyskretnej:

Ui = Ui(W(y1, t), Ow(y1, t),..., W(Ym, ), OW(Ym, 1)), 1=1,.., | (8.3.1)

Okreslenie czy i na ile takie przyblizone sterowanie jest skuteczne, jest kolejnym
problemem do rozstrzygniecia przez teori¢ (metodg) syntezy ciagtych uktadéw
mechatronicznych. W nastgpnym paragrafie pokazemy jak mozna wyznaczy¢ postac



224 8 — Stabilnos¢ i sterowanie uktadéw ciagtych

odpowiednich sprzgzen zwrotnych i okresli¢ ich efektywnos¢ w ramach metody
optymalnych funkcji Lapunowa.

Nalezy zaznaczy¢, ze nie wszystkie elementy wykonawcze aktualnie stosowane
w mechatronice generuja sity skupione, dziatajace na uktad ciagty. Przyktadem tego
moga by¢ elementy piezoelektryczne (Tylikowski [106], {108]), ktérych dziatanie
nie zawsze mozna sprowadzi¢ do sit skupionych w konkretnych punktach. Stwarza
to niewatpliwie nowe mozliwosci sterowania uktadami ciagtymi (na przyktad w celu
ttumienie drgan), ale i nowe problemy teoretyczne, ktorych jednak nie bedziemy tu
rozpatrywac.

8.4 Pdtaktywne sterowanie uktaddw ciaglych

Waznym problemem inzynierii mechanicznej jest ttumienie drgan uktadow
mechanicznych maszyn i konstrukcji. Konstrukcje takie jak budynki czy mosty
zazwyczaj sa na tyle sztywne a ich wewnetrzne ttumienie na tyle duze, ze w
normalnych warunkach zapewnione jest dobre ttumienie drgan w uktadzie. Jednak
rosnace wymagania stawiane nowoczesnym  oszczednym  konstrukcjom
wystawionym na dziatanie szczegdlnie trudnych warunkéw zewnetrznych i
zmiennych obciazen wymagaja bardziej efektywnego ttumienia drgan uktaddw.
Klasyczne, statyczne lub dynamiczne ttumiki drgan nie zawsze sa w takich
przypadkach skutecznym rozwiazaniem i wtedy musi by¢ zastosowane odpowiednie
sterowanie (sprzezenie zwrotne). Dlatego wiasnie nowoczesne konstrukcje sa
faktycznie uktadami mechatronicznymi. Mozliwe jest rdwniez zastosowanie metod
mechatroniki do istniejacych ukladéw starszego typu w celu modyfikacji ich
wiasnosci. Im lepsze jest bowiem ttumienie drgan w zuzytym uktadzie tym wyzsza
jest jego niezawodnos¢ i trwatos¢ oraz nizsza emisja hatasu i wibracji.

Sterowanie poétaktywne moze by¢ szczegOlnie atrakcyjne w budownictwie
ladowym do modyfikacji uktadow masywnych i sztywnych (na przyktad konstrukcji
budowlanych, mostéw czy masztéw) Sterowanie sitowe (a nie parametryczne) w
takich uktadach wymagatoby bowiem duzych sitownikéw i znacznej energii
sterowania. Sterowanie poOtaktywne, w przeciwienstwie do sterowania aktywnego
(sitowego), moze by¢ zrealizowane za pomoca sterowanych ttumikéw i elementéw
sprezystych, ktdre potrzebuja stosunkowo niewielkiej energii do wysterowania.

Sterowanie podtaktywne uktadu ciagtego realizuje si¢ najczesciej za pomoca
sterowanych tlumikow dyskretnych lub elementéw sprezystych, dotaczonych do
uktadu w ustalonych punktach. Takie rozwiazanie jest obecnie technicznie
realizowalne, a rowniez sam algorytm sterowania moze by¢ w miarg prosty. Uktady
mechatroniczne tego typu beda wiec z natury opisywalty sie modelami dyskretno-
ciagtymi. Spos6b znajdowania algorytmu sterowania optymalnego dla takich
uktadéw za pomoca metody optymalnych funkcji Lapunowa przeanalizujemy teraz
na przyktadzie pétaktywnego ttumienia drgan belki Eulera swobodnie podpartej na
obu koncach.
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Problemat 8.3: (P6Zaktywne tZumienie drgas swobodnych belki)

W  niniejszym  problemacie  rozpatrzymy  zagadnienie  pOfaktywnego
(parametrycznego) ttumienia drgan swobodnych belki obustronnie podpartej.
Zbadamy model w postaci belki Eulera (o diugosci L i wewnetrznym tlumieniu
wiskotycznym c) swobodnie podpartej na obu koncach, oddziatywujacej z zespotem
k dyskretnych ttumikow taczacych nieruchoma baze z ustalonymi punktami Xg,..., Xg
wzdtuz belki.

W takiej sytuacji wzglednie proste jest zagadnienie pasywnego ttumienia drgan
belki polegajace na optymalnym rozmieszczeniu X = [Xy,..., X' ttumikow belki i
optymalizacji ich statych parametréw ttumienia Py,..., Px. Dlatego rozwazymy teraz
przypadek bardziej ztozony, gdy w czasie rzeczywistego ruchu uktadu parametry
ttumikow moga by¢ zmieniane w pewnym przedziale [0,Po], Po>0, stosownie do
aktualnego stanu belki. Wtedy mozna rozwazy¢ problem potaktywnego ttumienia
(sterowania) drgan belki, ktéry polega nie tylko na doborze rozmieszczenia X
ttumikéw, ale réwniez na znalezieniu algorytméw optymalnego sterowania ich
parametrami ttumienia Py, 1=1,...,k w postaci sprzezenia zwrotnego (Ossowski [80]).

Zagadnienie pétaktywnego ttumienia drgan ukladdéw ciagtych jest trudne i
rozpatrywane w wielu pracach w réznych aspektach. Najczesciej gtownym celem
sterowania pétaktywnego jest optymalna redukcja amplitudy drgan uktadu. Sciste
rozwiazanie tak postawionego zadania nie jest jednoznaczne i moze by¢ realizowane
w rozny sposob. Nie jest bowiem catkiem jasne jak dobra¢ odpowiedni funkcjonat
okreslajacy jakos¢ systemu ttumienia drgan uktadu. Ponadto, uktad ciagty wykazuje
na ogét nieskonczenie wiele roéznych postaci drgan, ktdre, co gorsze, moga
wzajemnie na siebie oddziatywaé poprzez interakcje z dotaczonymi ttumikami. Z
powyzszych powodoéw, trudno jest odgadna¢ optymalny algorytm poétaktywnego
sterowania takich uktadoéw. W wielu pracach przyjmuje sig jakis intuicyjny algorytm
sterowania bez $cistego dowodu jego skutecznosci, a tym bardziej optymalnosci.
Oceny pracy takich uktadéw sterowania zwykle dokonuje si¢ na podstawie wynikéw
symulacji numerycznych (Bogacz, Bajer [9], Lee [35]).

Dynamike rozpatrywanej belki sterowanej, jako ukiladu mechatronicznego,
mozna opisa¢ modelem matematycznym w postaci hastepujacej inkluzji
rozniczkowej czastkowej (Ossowski [80]):

4 5 2
0 W(Z,t) L 2EJ Ca W(X,4t) M 0 W(;(,t) .
ox ot ox ot (8.4.1)
ow(x,t)

EJ

e{ZPlawgt(’t)é(x—xl)+--~+2ﬂ(

S(x—x¢):R €[0,R]i=12,.., k},

gdzie EJ jest sztywnoscia belki na zginanie, ¢ jest wspotczynnikiem ttumienia
wewngtrznego, M = p-S jest wspotczynnikiem masowym, natomiast  Py,...,Pc Sa
wspoétczynnikami tlumienia zewnetrznych ttumikéw dyskretnych. Symbolem &
oznaczono tu dystrybucje delta Diraca.
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Inkluzje (8.4.1) dogodnie jest przeksztatci¢ do nastepujacej znormalizowanej
postaci:

4 5 2
0 W(:,t) +208 W(X;,t) N 0 W(;(,t) .
OX k ot OX ot (8.4.2)
ow(x,t .
e{zz o 22U 50— %) by I0, pol. =1,2,...,k},
i=1 ot
gdzie =M/ EJ, pi=P; /EJ, i=0,1,.,k saznormalizowanymi parametrami

rozwazanego uktadu.

Konkretne rozwiazanie postawionego zagadnienia sterowania belki zalezy od
przyjetego wskaznika jakosci ttumienia drgan oraz znajomosci (dostgpnosci)
aktualnej funkcji deformacji belki w(x, t) i jej pochodnej czasowej ow(X, t).
Analogicznie do sterowania parametrami dyskretnego oscylatora o jednym stopniu
swobody, rozsadnie jest poszukiwaé optymalnego sterowania belki jako sprzezenia
zwrotnego nastepujacej postaci:

ow(x,1)
ot

Py = Py (W(x,t), ), 1=1...k. (8.4.3)

Jednak, trzeba pamieta¢ o tym, ze odksztatcenie belki w(x, t), jako funkcja ciagta,
nigdy nie moze by¢ doktadnie zmierzona. Co gorsze, jesli nie sa znane (mierzone)
przyczyny drgan belki, funkcja w(x, t) nie moze by¢ tez wyliczona z modelu. Jedyne
co mozna zrobi¢, to mierzy¢ aktualne odksztalcenie belki w dostatecznie duzej
liczbie punktéw za pomoca odpowiednich czujnikow. Rozsadnie bedzie dalej
zatozy¢, ze dostgpna jest aktualna informacja o deformacji belki w ustalonych
punktach x;,..., Xx. Oznacza to, ze tylko wartosci w(x;, t), 1=1,...,k w tych dyskretnych
punktach moga by¢ bezposrednio wykorzystane do wyznaczania aktualnego
sterowania parametrami ttumienia.

Pomiary predkosci odksztatcen belki moga by¢ jeszcze bardziej problematyczne.
Jednak, dowolny skomputeryzowany blok pomiarowy w uktadzie mechatronicznym
zwykle wykonuje pomiary (aktualizuje informacje o deformacji belki) w
dyskretnych chwilach ..., tiq , ti, ti1 ,... z ustalonym okresem prébkowania T. Jesli
okres probkowania T bedzie dostatecznie krotki w poréwnaniu do
charakterystycznych statych czasowych uktadu (belki), czyli jes$li czestosé
probkowania bedzie duza w pordéwnaniu z nizszymi czgstosciami wiasnymi belki,
wtedy jest uzasadnione zastosowaé sprzgzenie zwrotne wyznaczone na podstawie
przyblizonych, wartosci aktualnych pochodnych czasowych odksztatcenia belki,
wyliczonych wedtug nastepujacego wzoru:
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ow(xp,t) WXy, tig) — WX, tj)
ot T

Zatem, realne sterowanie belki, jakie moze by¢ praktycznie zrealizowane moze mie¢
w ogoblnosci nastgpujaca postac dyskretna:

P = Py (W(Xq,t), O W(Xq,t),..., W(X , 1), OpW(x , 1)), I=1.. k. (8.4.4)

d=1...k.

Gtéwnym celem dalszych rozwazan jest znalezienie optymalnych funkcji sprzezenia
zwrotnego postaci (8.4.4), zapewniajacych najwicksza poprawe ttumienia drgan
belki.

Rozwazane tu sterowania sa z natury dyskretne i bazuja na ograniczonej
(dyskretnej) informacji o aktualnym stanie ciagtego uktadu mechatronicznego. W
przypadku rozwazanej belki Eulera sterowane tlumiki oddziatuja z belka w
dyskretnych punktach, w ktérych tez mierzone sa aktualne deformacje belki a
predkosci wyliczane w czasie rzeczywistym. Zatem peten opis stanu belki ani nie
jest znany, ani obserwowany, tak ze faktycznie caty ukiad jest, scisle biorac,
niesterowalny. Jednak system moze by¢ stabilizowany a to dzigki wewngtrznemu
ttumieniu belki. Poniewaz model belki jest ukladem liniowym o zmiennych
rozdzielonych, drgania swobodne belki moga by¢ roztozone na niezalezne postaci
drgan. Poniewaz postaci drgan odpowiadajace wyzszym czgstoscia Sa wygaszane
stosunkowo szybko przez wewnetrzne ttumienie wiskotyczne, drgania belki moga
by¢ opisane catkiem dokladnie za pomoca skonczonej liczby moddéw. Zatem
zagadnienie sterowania ukladu ciagtego (belki) moze by¢ zredukowane do
uproszczonego zagadnienia sterowania uktadu dyskretnego o skonczonej liczbie
stopni swobody. Innymi stowy, inkluzja jest skonczenie rozwiazywalna w sensie
badanej wiasnosci jakosciowej, jaka jest stabilnos¢.

Aby postapi¢ zgodnie z powyzsza koncepcja zatozymy na wstepie standardowa
posta¢ przyblizonego rozwiazania zagadnienia drgan rozwazanej belki.

w0 = 20500, (8.45)

gdzie @;(x) , i = 1,...,n stanowi zbidr pierwszych n funkcji wiasnych, okreslajacych
przestrzenna posta¢ drgan. Czestosci wiasne musza spetnia¢ nastepujace rownania
rézniczkowe zwyczajne:

@} (x) - pof ®;(x) =0, (8.4.6)

gdzie @ , i = 1,..,n sa kolejnymi czestosciami wiasnymi belki zaleznymi od
warunkoéw brzegowych. Funkcje ®;(x), i=1,...,n sa ortogonalne jako funkcje wtasne
operatora samosprzgzonego i moga by¢ normalizowane w przestrzeni Hilberta
L?(0,L). Konkretna posta¢ funkcji wiasnych réwnania (8.4.6) zalezy w og6lnosci od
zatozonych warunkéw brzegowych, ale tak czy inaczej funkcje te zawsze sa
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kombinacjami liniowymi czterech funkcji trygonometrycznych i hiperbolicznych,
mianowicie: sin(7x) , cos(z7x), sinh(77x), cosh(zxX), gdzie parametr 7 = (ua’)"*
jest czestoscia przestrzenna.

Z kolei funkcje czasu g;i(t), i=1,...,n okreslaja czasowa zaleznos¢ kolejnych
moddéw wiasnych belki. Wstawiajac (8.4.5) do réwnania (8.4.1) i korzystajac z
ortogonalnosci funkcji witasnych, tatwo wykazaé, ze dynamike belki mozna w
przyblizeniu opisa¢ za pomoca nastgpujacego ukladu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych typu oscylatorowego:

Gi + 2c020; + i = -, i=1..n, (8.4.7)
gdzie

aA(X1 H a"(xk 0, (8.4.9)

‘F(XZ)—*Q(XJ) +. +7¢%(X:I) L.n

oraz Z:[gl,gl,...,gn,gn]T = [21,..., 2] eRZ”. Zatem dynamika rozwazanej belki w
przyblizeniu n modalnym moze by¢ opisana za pomoca uktadu n oscylatoréw
liniowych (8.4.7). Oscylatory te, niezalezne w przypadki belki swobodnej,
oddziatuja ze soba, gdy belka jest ttumiona za pomoca zewnetrznych ttumkéw. Jesli
zachodzi rownos¢ ®@j(x;)) = 0 wowczas i-ty oscylator uktadu (8.4.7) nie zalezy od
sterowanego parametru p,. Oznacza to, ze jest mozliwe czeSciowe rozprzezenie
modow belki za pomoca odpowiedniego rozmieszczenia ttumikow.

W przypadku rozwazanej belki, oddziatywanie miedzy modami dokonuje sie
poprzez funkcje W; bedace liniowymi kombinacjami pochodnych czasowych
gi, i=1...n . Istotnie, nietrudno wykaza¢, ze u‘¥,(X, z) = 2[a,0, +..+a,0,]
dla i=1,...,n, gdzie

k
& =8j(x) = Elp()Q)q)i(Xl)q)j(Xl):i =1..n,j=L..n. (8.4.9)

Zatem przy dostatecznie duzej liczbie ttumikéw oraz mozliwie réwnomiernym ich
rozmieszczeniu, prawdziwa bedzie nastepujaca przyblizona formuta:

ajj = ajj (x) z% Ij_ P(X)@; ()P j(x)dx,i=1..,n, j=1..n, (8.4.10)
0

gdzie p(x) ciagta aproksymacja dyskretne ttumienia belki, czyli taka, ze p(x;) = p..

Z ortogonalnosci funkcji wiasnych oraz (8.4.9) wynika, ze ewolucja czasowa
roznych modow w systemie (8.4.7) jest prawie niezalezna, jesli wszystkie parametry
ttumienia sa rowne tzn. jednoczenie maksymalne lub wytaczone. Wéwczas mamy
bowiem a; = &J Jesli to nie zachodzi, mody sa od siebie zalezne. Oznacza to, ze
mozna tu wyrdzni¢ dwa tryby sterowania przetaczanego. W pierwszym trybie
system pozwala na niemal ttumienie wszystkich modéw jednoczesnie wiaczajac lub
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wylaczajac wszystkie ttumiki. W drugim trybie, w ktérym wiaczanie i wylaczanie
kazdego z ttumikdw jest niezalezne, moze nastgpowac przeptyw energii migdzy
modami poprzez aktywowane sprzezenia ajj. Gtownym zadaniem uktadu sterowania
jest wtedy podjecie decyzji w czasie rzeczywistym o wiaczeniu lub wyltaczeniu
poszczegblnych ttumikéw. Decyzje uktadu sterowania powinny by¢ w jakims sensie
optymalne i uzaleznione od aktualnego stanu belki. Celowa bytaby tez
optymalizacja uktadu mechatronicznego ze wzgledu na rozmieszczenia ttumikow,
jako ze opisane interakcje miedzy modami systemu sa istotnie zalezne od x.

Opisany uktad oddziatujacych oscylatorow moze by¢ badany za pomoca
standardowych metod analizy stabilnosci a zwlaszcza za pomoca metody funkcji
Lapunowa. Rozwazany uklad jest oczywiscie stabilny jesli parametry ttumienia
P1,.-., P« zewnetrznych ttumikow sa state. Jesli jednak te parametry beda zalezne od
czasu, stabilnos¢ uktadu nie jest oczywista, cho¢by z powodu mozliwosci
wystapienia rezonansu parametrycznego. Poza tym, sprzezenie poszczeg6lnych
modéw moze spowodowaé na przyklad gwattowny wzrost ttumienia jednego z
modéw belki co moze doprowadzi¢ do wzbudzenia sie innych modéw i
destabilizacji uktadu. Zatem zagadnienie stabilnosci takiego uktadu o zmiennych
parametrach ttumienia wymaga jednoczesnego badania stabilnosci modéw @;,
i=1,...n. Scisle biorac chodzi o stwierdzenie na ile odpowiednie przetaczania
ttumikow poprawia wiasnosci stabilnosci uktadu.

W wielu pracach do analizy stabilnosci ztozonego uktadu (8.4.7) druga metoda
Lapunowa, przyjmuje sie catkowita energie systemu

10,
E :E-Zl(giz +a)i2gi2) (8.4.11)
=

jako funkcje Lapunowa. Pochodna zupetna funkcji energii (8.4.11) po trajektoriach
systemu (8.4.7) jest dana nastepujacym wzorem:

] n
E = —2cY w2g? —ﬂ[
U

i=1

. , (8.4.12)

z ktérego wynika stabilnos¢ catego systemu. Dziatanie zewnetrznego ttumienia jest
oczywiscie korzystne z punktu widzenia stabilnosci uktadu. Jednak z (8.4.12) mozna
wywnioskowa¢, ze maksymalne wartosci wspotczynnikéw ttumienia ps,..., pc  Sa
najkorzystniejsze. Moze to sugerowaé, ze pétaktywne sterowanie (tzn. sterowanie
parametrami) uktadu nie ma sensu. Taki wniosek jest jednak nieprawdziwy nawet w
przypadku oscylatora o jednym stopniu swobody. Ten przyktad pokazuje tylko tyle,
ze funkcja energii nie nadaje si¢ zbytnio na funkcje Lapunowa rozwazanego
systemu. Wiadomo, ze maksymalne state parametry ttumienia moga powodowaé
znaczaca redukcje mierzonych predkosci deformacji  ow(x,, t )/at, 1=1,... k tak, ze
zanik energii nie musi by¢ maksymalny. Dlatego czasami moze by¢ korzystniej
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wytaczy¢ niektore ttumiki, a inne wiaczy¢. Gtéwnym naszym celem bedzie
wykazanie, ze istotnie jest mozliwa poprawa wiasnosci stabilnosci uktadu z pomoca
odpowiednich zmian wielkosci parametrow zewnetrznych ttumikdw.

Mody drgan swobodnych belki Eulera sa od siebie niezalezne. Jednak oscylatory
(8.4.7), opisujace belke z zewnetrznymi ttumikami, sa istotnie ze soba sprze¢zone.
Nie jest wiec tatwo znalez¢ funkcje Lapunowa dla takiego uktadu w ogdlnym
przypadku. Poniewaz jednak zewnetrzne ttumiki tylko modyfikuja drgania
swobodne belki, uzasadnione jest przyjecie dla catego systemu funkcji Lapunowa w
postaci sumy funkcji Lapunowa dla poszczeg6lnych oscylatorow modalnych

Latwo jest podac¢ optymalne funkcje Lapunowa dla kazdego z oscylatoréw

di +2pigi +9igi =0 i=1,...k. (8.4.13)

W istocie, dla dowolnych statych wartosci parametréw ttumienia i sztywnosci
modalnych p; ,q; zawsze istnieja kwadratowe funkcje Lapunowa nastepujacej
postaci:

Vi=Vi@) = Vi(gi, §;) = 2{Sz;= aigf +2bigig; + 67 | (8.4.14)
e | D 2 L
gdzie S = , aj — b >0, takie ze
b 1

V, <=2y, V; . (8.4.15)
| 1Yl

dla pewnych statych dodatnich % > 0. Powyzsze nieréwnosci rozniczkowe
zapewniaja wyktadnicza stabilnos¢ oscylatorow (8.4.13), a co za tym idzie —
wyktadnicza zbieznos¢ normy ich stanu z odpowiednimi wskaznikami zbieznosci .
Dla i-tej mody mozemy oczywiscie maksymalizowaé wskaznik j» poprzez
odpowiedni dobdr funkcji Lapunowa V. W szczeg6lnosci, dla ttumienia
podkrytycznego (gdy e < 1/c ) mozna przyjaé a; =w? oraz b = c-w’, co zapewnia
maksymalna wartosé¢ modalnych wskaznikéw stabilnosci %= ca’.

Gdy okreslone sa juz funkcje Lapunowa dla wszystkich oscylatorow modalnych
w (8.4.7), mozna zastosowa¢ sumaryczna funkcje kwadratowa (Sastry [96]):

n
V(z)=2"Sz= V(i 6i) (8.4.16)
i=1
0 macierzy klatkowej S = diag {Si, ..., S}, jako funkcje Lapunowa systemu

(8.4.7). Funkcja V(z) jest oczywiscie dodatnio okreslona a jej pochodna czasowa ha
trajektoriach systemu spetnia nastepujace oszacowanie:

. n . n n
v =_ZlVi 3_2_217ivi —_Zl(bigi +0i) - ¥i (P PK) - (8.4.17)
1= 1= 1=
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Poniewaz funkcje W, sa liniowe wzgledem parametréw pg,...,px oraz predkosci
modalnych ¢.,i=1,...,n, pochodna zupetna funkcji Lapunowa bedzie ujemna dla

dostatecznie matych wartosci tych parametrow. Wtedy funkcja (8.4.14) bedzie
funkcja Lapunowa uktadu (8.4.7), a wskaznik stabilnosci uktadu bedzie
szacowany nieréwnoscia > min [, 72,..., 7n ]-

Majac odpowiednia funkcje Lapunowa uktadu (8.4.7), mozna teraz probowaé
poprawi¢ jego wiasnosci stabilnosci za pomoca odpowiednich zmian parametréw
ttumienia. Najbardziej sensowny algorytm sterowania mozna wydedukowaé z
zadania, aby optymalne zmiany parametréw najbardziej poprawialy oszacowanie
(8.4.15) zmniejszajac pochodna funkcji Lapunowa. Wstawiajac wzér (8.4.8) do
oszacowania (8.4.17) otrzymujemy nastepujaca formute na optymalne sterowanie
belki:

P = |0|(X,Z)=

) p| max{1+ SIQ{Z(b,Q, +0;)Di(x) aw()f[l t)}}, l=1..k (8.4.18)
i=1

Powyzsze sterowanie jest typu bang-bang, co oznacza, ze kazdy ze sterowanych
parametréw p, uktadu bedzie albo maksymalny, albo réwny zeru. Ponadto, jak tatwo
mozna wywnioskowac z (8.4.8), funkcje przetaczen we wzorach (8.4.18) bgda na
0got iloczynem dwoch funkcji liniowych. Zatem funkcje te okreslaja w przestrzeni
stanu R®" ukladu powierzchnie przetaczen zbudowane z dwéch hiperplaszczyzn.
Gdy tylko pewna trajektoria systemu przecina jedna z takich hiperptaszczyzn, znak
odpowiadajacej jej funkcji przetaczen ulega zmianie, a w konsekwencji odpowiedni
ttumik zmienia swoj parametr ttumienia (zostaje wiaczony lub wytaczony).
Poniewaz dowolne warunki poczatkowe sa dopuszczalne w rozwazanym modelu,
kazdy ze sterowanych parametrow moze ulec przetaczeniu podczas ruchu
wzbudzonego ukiadu.

Analogicznie mozemy zastosowa¢ wazona funkcje Lapunowa w nastepujacej
postaci:

n
V(z)= _Zlei Vi(9i.9i), (8.4.19)
1=
gdzie &, i=1,.., nsa dodatnimi wspétczynnikami (wagami), odzwierciedlajacymi

istotnos¢ poszczegdlnych moddéw drgan belki. Jesli na przyktad z jakichs powodow
szczegOlnie niepozadana jest duza amplituda drgan pierwszego modu, to
wspoétczynnik & powinien by¢ stosownie zwiekszony w stosunku do pozostatych
wspotczynnikow wagowych. Dzieki temu uktad sterowania funkcjonujacy wedtug
strategii (8.4.18) zapewni zwiekszone ttumienie drgan o czestosci podstawowej.
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Wystepuje tu pewnie problem ze sterowaniem postaci (8.4.18), poniewaz jego
doktadna realizacja praktyczna wymagataby biezacej wiedzy (w czasie
rzeczywistym) na temat niemierzalnych sktadowych wektora stanu z. Mozna ta
trudnos¢ ominaé, stosujac odpowiedni obserwator stanu, poniewaz wielkosci
mierzone sa liniowymi kombinacjami potrzebnych wielkosci niemierzalnych z.
Nalezy w tym celu rozwiazac nastepujacy uktad réwnan

ow(x,,t . .
W(Xp,t) » @1 (%) g1 (t) +...+ D (X)gp (1), (atl )z‘131(X|)91(I)+---+‘Dn(><|)9n(t)
dla I = 1,...,n, ktérego rozwiazywalnos¢ (jako uktadu n liniowych réwnan

algebraicznych) wzgledem sktadowych wektora z zalezy od macierzy uktadu i
liczby niewiadomych. Jednoznaczne rozwiazanie istnieje, gdy k = n a macierz
uktadu jest nieosobliwa, czyli Det [®i(Xj)]: < ij< n # 0. Tak wigc, jesli w systemie
mamy k sterowanych ttumikow, to przede wszystkim nalezy uwzgledni¢ n = k
pierwszych postaci drgan belki. Wtedy rozwiazania rozwazanego uktadu réwnan
mozna tatwo wyznaczyé¢, jesli uktad ten jest dobrze uwarunkowany tzn. modut
wyznacznika jego macierzy jest dostatecznie duzy. Mozna to osiagnaé poprzez
odpowiedni dobér konfiguracji x. a

Inny przyktad uktadu ciagtego ze sterowaniem poétaktywnym (kolumna ze
sterowanym tlumikiem, obciazona sita $ledzaca) zostat rozpatrzony w pracy
(Imietowski, Ossowski [21]).

Podsumowujac mozna powiedzie¢, ze metoda optymalnych funkcji Lapunowa
nadaje si¢ do analizy stabilnosci wybranych typow ciagtych ukladéw
mechatronicznych, dla ktérych mozna uzyska¢ konkretne wyniki o znaczeniu
praktycznym. Metoda ta umozliwia tez wyznaczenie struktury sterowan
modyfikujacych wiasnosci stabilnosci uktadéw ciagtych. Jednak struktura takich
sterowan jest na tyle ztozona, ze raczej trudno bedzie o jakies analityczne wyniki
analizy. Mozna jednak optymalizowa¢ parametry sterowania przy pomocy symulacji
numerycznych na modelu lub eksperymentéw na obiekcie. Dzigki temu problem
syntezy sterowan dla uktadéw ciagtych mozna sprowadzi¢ do optymalizacji
parametrow, wykluczajac koniecznos¢ heurystycznego odgadywania struktury
sterowania optymalnego.

Co wigcej, sterowanie uktadu ciagtego (na przyktad belki) z wykorzystaniem
funkcji modalnych i ich pochodnych daje duze mozliwosci modyfikacji dynamiki
takich uktadow, ale wiaze si¢ z problemem pomiaru odpowiednich wielkosci w
czasie rzeczywistym. Praktycznie ogranicza to liczbe modoéw, ktére mozna
uwzgledni¢ w algorytmie sterowania. Dalsza analiza teoretyczna takich uktadéw jest
niezbedna, aby w petni mozna byto oceni¢ sensownos¢ rozwiazan wynikajacych z
metody optymalnych funkcji Lapunowa.
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9. ANALOGOWA REALIZACJA UKLADOW MECHATRONICZNYCH

Charakterystyczng cechqg metody optymalnych funkcji Lapunowa jest fakt, ze jej
zastosowanie do ukfadéw mechatronicznych z ograniczeniami na sterowania,
prowadzi zwykle do sterowas optymalnych typu bang-bang. Teoretycznie takie
sterowania realizuje si¢ za pomocq sprzezen zwrotnych, dokonujgcych nagfych
przelgczeri na odpowiednich hiperpowierzchniach w przestrzeni stanu. Jednak
praktycznie takie przelgczenia mozna zrealizowaé tylko w przyblizeniu za pomocq
realnych elementéw wykonawczych z nasyceniem, ze strefq liniowosci i nieczufosci
albo z luzem lub histerezq. Powoduje to, rzecz jasna, utrate optymalnosci
sterowania w realnym ukfadzie. Istotng przyczyng pogorszenia jakosci sterowas
mogq by¢ tez opdznienia sterowania oraz niekontrolowane zaburzenia i zak/ocenia
nieuniknione w rzeczywistych ukfadach mechatronicznych.

Aby uzasadnié praktyczng stosowalnos¢ opisanej metody syntezy sterowar,
trzeba wykaza¢ to, czego zwykle sie nie robi, ze mimo wymienionych wyzej
niedoskonafosci sterowas, ukfady realne bedq dziaza¢ poprawnie tj. suboptymalnie.
W niniejszym rozdziale wykazemy ten fakt, szacujqc stopies pogorszenia wfasnosci
stabilnosci ukfadow nieidealnych w stosunku do ukfadéw optymalnych.

W kolejnych paragrafach tego rozdzia/u zostanie oszacowany wpfyw
wymienionych wyzej czynnikbw na wfasnosci ukfadéw optymalnych. W
szczegblnosci wyprowadzone bedg warunki dostateczne niezawodnej stabilnosci
(tzw. robust stability) ukzadéw pracujgcych w warunkach zak{Gcesr pomiarowych
oraz niewielkich opdznier w petli sprzezenia zwrotnego.

Rozdziaf ten stanowi wazne uzupefnienie poprzednich rozdziafdw niniejszej
rozprawy, albowiem okresla mozliwosci i granice praktycznej stosowalnosci w
mechatronice opisanych wczesniej koncepcji i rozwigzas teoretycznych.

9.1 Uklady ze sterowaniem liniowym

Optymalne sterowania przelaczane typu bang-bang, wyznaczane metoda funkcji
Lapunowa, mozna realizowa¢ tylko w przyblizeniu (suboptymalnie), stosujac
rzeczywiste elementy wykonawcze. Aby opisana metoda funkcji Lapunowa miata
praktyczny sens, trzeba wykaza¢, ze niewielkie niedoskonatosci takich sterowan nie
spowoduja istotnych zmian wiasnosci jakosciowych ukfadu, lecz co najwyzej
»dopuszczalne” zmiany ilosciowe (pogorszenie wiasnosci stabilnosci uktadu).
Badanie wymienionych wyzej probleméw rozpoczniemy od podstawowej
kwestii stabilnosci uktadu sprzezenia zwrotnego, w ktérym idealny przetacznik
zastapiono liniowym elementem wykonawczym (wzmacniaczem) z nasyceniem.

Problemat 9.1: (W/asnosci ukfadu aktywnego sterowania w strefie liniowosci)

Rozwazmy liniowy uktad sterowania (A,B), dla ktérego optymalne jest sterowanie
bang-bang postaci (9.1.1). Jezeli w uktadzie sprzg¢zenia zwrotnego zastosujemy
realny element wykonawczy (wzmacniacz) jako przetacznik, nalezy pamigtac, ze



234 9 — Analogowa realizacja uktadéw mechatronicznych

jego charakterystyka bedzie w przyblizeniu liniowa dla matych sygnatéw, a
nasycajaca si¢ dla duzych sygnatdw wejsciowych. Zatem uktad sterowania z
elementem o takiej charakterystyce bedzie dziatat zgodnie z og6lnie akceptowanymi
zasadami w teorii sterowania, a wiec: jak regulator przekaznikowy (dwustawny)
daleko od punktu réwnowagi oraz jak optymalny regulator liniowy w poblizu
punktu stacjonarnego, gdzie przetaczenia bang-bang bytyby sterowaniem zbyt
gwattownym. Tak samo przetaczenia w poblizu punktu stacjonarnego za pomoca
elementu z histereza, luzem lub inna nieliniowoscia, ograniczytyby wydatnie
efektywnos¢ sterowania w stosunku do sterowania liniowego. Te kwestic omowimy
w dalszych paragrafach.

Jest oczywiste, ze w zakresie nasycenia zbieznos¢ trajektorii uktadu realnego jest
taka sama jak przy optymalnym sterowaniu bang-bang. Jednak w obszarze
liniowosci wzmacniacza wartosci sterowan sa na ogét mniejsze od wartosci
maksymalnych (optymalnych), chociaz sa poprawne co do znaku. Powoduje to rzecz
jasna pogorszenie efektywnosci sterowania. Mozna si¢ spodziewaé, ze dla zbyt
matych wzmocnien nastapi utrata stabilnosci uktadu, jezeli macierz A jest
niestabilna. Z kolei wzrost wzmocnienia, powodujac zwegzanie strefy liniowosci,
powinien zapewni¢ stabilizacje uktadu. Powinno wigc istnie¢ pewne wzmocnienie
krytyczne, jako prdg stabilnosci.

Opisane wyzej jakosciowe przypuszczenia w petni potwierdza $cista analiza.
Aby to wykaza¢, oszacujemy wskaznik zbieznosci dla uktadu (A,B) zamknigtego
nastepujacym liniowym sprzezeniem zwrotnym:

u=u(x, S)= —kBSx, (9.1.1)

bedacego praktyczna realizacja idealnego sterowania bang-bang (7.2.9) w otoczeniu
punktu stacjonarnego x = 0. Parametr k > 0, zwany dalej wzmocnieniem, zostat tu
wydzielony dla wygody, cho¢ faktycznie jest on parametrem macierzy funkcji
Lapunowa S. (Wytaczajac wzmocnienie k poza macierz S, jeden z elementéw na
przekatnej tej macierzy mozna znormalizowa¢ do jednosci).

Podstawiajac powyzsze sterowanie do wzoru na wskaznik zbieznosci (7.2.3) dla
ukfadu liniowego (A,B), dostaniemy nastepujacy wzor na wskaznik stabilnosci w
strefie liniowosci wzmacniacza przetaczajacego:

T Tay)2
X SAx_k‘(B Sx) } (9.1.2)

7k (S)=—sup T
X' SX X' SX

x#0

Wida¢, ze wskaznik zbieznosci dla uktadu ze sterowaniem liniowym na ogét zalezy
od statego mnoznika macierzy S z powodu wyrazenia kwadratowego (B'Sx)%
Stanowi to istotna roznice w stosunku do uktadu liniowego (A,B) ze sterowaniem
bang-bang. Dlatego wtasnie uzasadnione jest wydzielenie statego mnoznika k, jako
wzmocnienia.
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Zaleznos¢ wskaznika (9.1.2) od wzmocnienia k w petni okresla podstawowe
wlasnosci stabilnosci uktadu (A, B) z liniowym sprzgzeniem zwrotnym. Aby to
wykaza¢ zauwazmy, ze wzor (9.1.2) mozna przeksztatci¢ do dogodniejszej postaci:

7k (8)=-sup [XTSAx—k-(BTSx)Z}. (9.1.3)
<=1

Powyzszy wskaznik zawsze istnieje, jako supremum funkcji ciagtej na zbiorze
zwartym. Ponadto widac¢, ze x(S) jest ciagta i niemalejaca funkcja wzmocnienia k.
Wazne wnioski odnosnie wtasnosci rozwazanego uktadu mozna wyciagnaé juz
tylko na podstawie analizy asymptotyki funkcji %(S) dla k—— +oo idlak—— 0.
Istotnie, jak wida¢ z (9.1.3), gdy k —— 0, wskaznik %#(S) dazy do wskaznika
zbieznosci y(S) dla uktadu otwartego (bez sprzg¢zenia zwrotnego). Jesli jednak

xTSAx

wzmocnienie k—— +oo, to wskaznik %(S) dazy do »_(S)=- sup >
X' SX

xeBI\ (o]

Jezeli uktad bez sprz¢zenia zwrotnego jest niestabilny, to (S)<0 a warunkiem
koniecznym liniowej stabilizowalnosci rozwazanego ukiladu bedzie nieréwnosé
7+(S) > 0. Wtedy na mocy ciagtosci musi istnie¢c wzmocnienie krytyczne ko, czyli
prég stabilnosci. Tylko dla wzmocnien k > ko uktad bedzie wyktadniczo stabilny

wediug normy ||, . Zatem nieréwnos¢ 7.(S) > 0 bedzie warunkiem koniecznym i

dostatecznym liniowej stabilizowalnosci ukfadu. Dostajemy wiec tu taki sam
warunek stabilizowalnosci jak dla uktadu liniowego ze sterowaniem stabilizujacym
typu bang-bang opisanym w Paragrafie 7.2.

Jezeli natomiast uktad swobodny x = Ax jest stabilny (czyli y(S)>0), wowczas
celem sterowania poprzez sprzezenie zwrotne (9.1.1) moze by¢é modyfikacja
(ilosciowa poprawa wiasnosci stabilnosci) uktadu. Poniewaz w takim przypadku
wskaznik zbieznosci x(S) uktadu zamknigtego jest dodatni dla wszystkich
wzmochien k > 0, mozemy tylko oszacowa¢ wzmochienie Ks, powyzej ktdrego
wskaznik ten jest rowny lub odpowiednio bliski swojej maksymalnej wartosci
asymptotycznej 7.(S).

Przedstawione wyzej rozwazania ogolne (jakosciowe) pokazuja, ze zastosowanie
wzmacniacza liniowego zamiast idealnego przetacznika w petli sprzezenia
zwrotnego nie destabilizuje uktadu, o ile wzmocnienie jest dostatecznie duze. Aby
otrzymac wyniki ilosciowe, nalezy wyznaczy¢ odpowiednie oszacowanie wskaznika
stabilnosci x#(S) oraz pozostatych istotnych parametréw uktadu.

Okazuje sig, ze dla rozwazanego uktadu (A, B) ze sterowaniem liniowym (9,1,1)
mozna wyznaczy¢ analityczne oszacowania wskaznika x(S) w zaleznosci od
wzmochienia (Ossowski [59]). Istotnie, wprowadzajac pomocnicze oznaczenia:
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BT(ATs+sAK (5)=* 5) B'SAB

51(8)=_ sup |V >
Bl Bl

ges-o}  IBlsIXls

(9.1.4)

i wykonujac proste operacje algebraiczne i analityczne, mozna dojs¢ do oszacowania
#(S) > 7¢(S), gdzie przyblizony wskaznik stabilnosci (Ossowski [59]):

- 1 BTSAB | 1
7(8)=3: k||B||§+7oo(S)—W —E-\/(k—k1)2||B||g+§12(S). (9.1.5)
S

Rozwiazujac nierdbwnos¢ yy (S)> 0, dostajemy nastepujace oszacowanie progu
stabilnosci uktadu (A, B) z liniowym sprzgzeniem zwrotnym:

~ BTSAB 52(s
ko(S)<ko(S)=—5—+ () 2l (9.1.6)
[Bls  47-(5)-[Bls

Nietrudno rdwniez stwierdzic, ze w przyblizeniu mozemy przyjaé, iz Kea= Ki.
Wzory (9.1.4), (9.1.5), (9.1.6) stanowia przyblizone rozwiazanie analityczne
(wzglgdem wzmocnienia k) problemu stabilnosci uktadu liniowego stacjonarnego
dowolnej wymiarowosci, z optymalnym liniowym sprzgzeniem zwrotnym.
Nietrudno wykaza¢, ze w przypadku dwuwymiarowej przestrzeni stanu albo dla
wielowymiarowej i kanonicznej macierzy funkcji Lapunowa, spetniajacej warunek

BT(ATS + SA))? =0 dla kazdego X e B, powyzsze oszacowania staja Sig
doktadne i przybieraja nastepujaca uproszczona postac:

BTSAB
k-[Bl2 =222 dla k <kq(S
7k (8)= Bl || Y ), (9.1.7)
7 (S) dla k>ky(S)
gdzie

B'SAB (s
(ol8)= B8 ()= ky(5) = kols)+ =) ©.18)

1Bl 1Bl

Rozwazony problemat dobrze ilustruje zalety stosowania kanonicznych funkcji
Lapuowa do badania wiasnosci wielowymiarowych uktadéw mechatronicznych. O

Pokazemy teraz, ze stabilizatory otrzymywane metoda optymalnych funkcji
Lapunowa wedtug lokalnego kryterium o zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu
liniowego sa rowniez optymalnymi stabilizatorami w sensie klasycznej teorii
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sterowania optymalnego, w ktdrej rozpatruje sie standardowo catkowe wskazniki
jakosci [D14]. Podana tezg wyraza bardziej precyzyjnie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9.1: (Optymalnosé liniowego sprzezenia zwrotnego) (Ossowski [59])
Liniowy ukfad stacjonarny (A, B) o jednym wejsciu, stabilizowany liniowym

sprzezeniem zwrotnym u = u(X) = — k-B"Sx jest ukladem optymalnym w sensie
pewnego catkowego funkcjonatu jakosci z kwadratowa funkcja wzgledem wektora
stanu i sterowania. #

Dowdd: W Klasycznej teorii stabilizacji optymalnej zwykle przyjmuje sie
nastepujacy kwadratowy wskaznik jakosci sterowania uktadu (A, B):

+00
J=| xTQx+uTRu}1t, (9.1.9)

to
gdzie Q, R sa macierzami dodatnio okreslonymi odpowiednich wymiaréw. W teorii
tej dowodzi sie, ze liniowe sprzezenie zwrotne u = ~R™1BTDx bedzie zapewniato

minimalizacje podanego catkowego wskaznika jakosci, jezeli macierz D bedzie
rozwiazaniem nastepujacego macierzowego rownania Riccatiego (Kaczorek [23]):

A'D+DA-DBR'B'D=-Q. (9.1.10)

Patrzac na sterowanie optymalne u(x) = —k-B'Sx otrzymane z metody
optymalnych funkcji Lapunowa, nietrudno dostrzec podobienstwo wzoru ha
sterowanie optymalne dla zagadnienia liniowokwadratowego i na tej podstawie
oszacowac zakresy wartosci wskaznika J. Istotnie, jezeli wskaznik %(S) jest dodatni,

oznacza to, ze macierz ATS+SA-2k-SBB'S jest okreslona ujemne. Zatem
istnieje macierz dodatnio okreslona Q, taka ze spetnione jest rownanie Riccatiego ze
wzgledu na macierz S funkcji Lapunowa:

ATS+SA-2k-SBRTBTS=-Q. (9.1.11)

Poréwnujac z soba réwnania (9.1.10) i (9.1.11), dostajemy S=D, R = 1/2k, co
0znacza, ze sterowanie stabilizujace (9.1.1) uzyskane z metody optymalnych funkcji
Lapunowa optymalizuje tez wskaznik globalny w postaci nastepujacej catki:

+o0|

Ju)=| xTQx+iuTu dt . (9.1.12)

t 2k

0
Zatem stabilizatory ,,lapunowowskie”, maksymalizujace wskaznik lokalny

(szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej trajektorii), sa zarazem stabilizatorami
kwadratowo optymalnymi w sensie klasycznej teorii sterowania (Kaczorek [23]).
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W teorii sterowania optymalnego, bazujacej na catkowych wskaznikach jakosci,
zawsze istniata kwestia doboru parametrow macierzy Q, R, ktore najlepiej
odpowiadatyby konkretnym potrzebom praktycznym (Kundu [29]). Metoda
optymalnych funkcji Lapunowa, bazujaca na koncepcji wskaznika stabilnosci
wyktadniczej, sama okresla te macierze i ich zwiazek z funkcja Lapunowa, a wigc i
z dynamika badanego ukiadu (Sastry [96]). Jak wida¢, macierz R jest
proporcjonalna do macierzy jednostkowej, natomiast macierz Q jest w ogdélnosci
zalezna od macierzy S funkcji Lapunowa oraz od wzmocnienia k. d

W Rozdziale 6 znalezliSmy sprzezenia zwrotne realizujace optymalna
modyfikacje parametryczna uktaddw liniowych. Poniewaz optymalne sterowania sa
w takim przypadku sterowaniami typu bang-bang z funkcjami przetaczen zaleznymi
kwadratowo od wspotrzednych stanu x uktadu, powstaje pytanie, jak bedzie
zachowywat sie uklad modyfikacji parametrycznej, jesli idealny przetacznik
zostanie zastapiony realnym elementem przetaczajacym. Ponizej zbadajmy te
sprawe na przyktadzie uktadu z jednym modyfikowanym parametrem.

Problemat 9.2: (Wfasnosci ukfadu p6faktywnego sterowania w strefie liniowosci)
Rozwazmy ukfad liniowy (zalezny od jednego parametru p), ktérego dynamika
opisana jest inkluzja X e{Ax+ p-Cx:|p|< a}, gdzie A jest macierza stabilng i
stata. Wtedy, jak wiadomo, istnieje dodatnio okreslona macierz S funkcji Lapunowa
rozwazanego uktadu taka, ze wskaznik stabilnosci »(S) > 0, natomiast sprzezenie
zwrotne p(x, S) = —a- sign[x"SCx] realizuje optymalna modyfikacje parametru p.

Jezeli idealny przetacznik zastapimy wzmacniaczem ze strefa liniowosci i
nasyceniem, to w strefie liniowosci modyfikujace sprzezenie zwrotne przyjmie
nastepujaca, suboptymalna posta¢ (Ossowski [62]):

p(x, S) = — k -[x"SCx], (9.1.13)

gdzie k > 0 jest parametrem wzmocnienia. Zatem bedzie to sprzezenie zwrotne
postaci kwadratowej funkcji wspétrzednych stanu. Z definicji wzmocnienia wynika,
ze strefa liniowosci, w ktorej bedzie obowiazywato powyzsze prawo sterowania,

bedzie wowczas okreslona warunkiem ‘XTSCX‘S a/k. Wida¢, ze im wigksze jest

wzmocnienie, tym wezsza jest strefa liniowosci wzmacniacza i tym bardziej jego
dziatanie przypomina przetaczanie idealne, czyli bang-bang.

Nietrudno tez stwierdzi¢, ze dynamike opisanego ukladu suboptymalnego w
strefie liniowosci opisuje nieliniowe réwnanie X:Ax—k-(xTSCx)-Cx, a jego
wlasnosci jakosciowe determinuje nastgpujacy wskaznik zbieznosci:

r[S,c]=—- sup [XTSAX—kcz-(xTSCx)Z] (9.1.14)
Ixs =1
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Z powyzszego wzoru wynika, ze dla kazdego ¢ > 0 wskaznik 1S, c] > y(S), co
oznacza, ze uktad suboptymalnej modyfikacji parametrycznej zachowuje stabilnosé
w strefie liniowosci. Ponadto zachodzi wiasnos¢ asymptotyczna y (S, ¢) —> yo(S),
gdy ¢ —— 0. Zatem rozwazany uktad w poblizu punktu stacjonarnego x = O,
zachowuje sie jak uktad swobodny o macierzy A (bez modyfikacji). Efektywnosé
suboptymalnej modyfikacji parametrycznej maleje wiec wraz ze zmniejszaniem sie
zakresu ruchu uktadu. Ale w poblizu stanu stacjonarnego modyfikacja uktadu nie
jest potrzebna, wiec nie jest to powazna wada. W praktycznym uktadzie mozna
zapewni¢ wylaczenie sterowania w pewnym matym otoczeniu punktu x = 0. d

9.2 Uklady z nieliniowym przetaczaniem sterowania

Oprécz liniowych elementéw przetaczajacych istnieja elementy, ktdére maja
charakterystyki zasadniczo nieliniowe takie jak: luz, histereza, strefa nieczufosci.
Tego typu niedoskonatosci urzadzen wykonawczych sa zwykle uwzgledniane w
teorii uktadéw sterowania i regulacji (Kaczorek [23]). Stosuje sie do tego
przyblizone metody, na przyktad metode funkcji opisujqce;j.

Ponizej zbadamy (za pomoca metody optymalnych funkcji Lapunowa) wplyw
takich nieliniowosci na jakos¢ optymalnych uktadéw mechatronicznych,
oméwionych w poprzednich rozdziatach.

Nieliniowoscia czesto wystepujaca w elementach mechanicznych jest luz.
Dlatego celowe jest zbadanie wptywu obecnosci luzu w elementach wykonawczych
na doktadnosé¢ stabilizacji i modyfikacji uktadéw mechatronicznych. Luz jest
nieliniowoscia do$¢ szczeg6lnego rodzaju (Kaczorek [23]). Praktycznie dziatanie
luzu w elemencie wykonawczym objawia sie tym, ze dla danego sygnatu
wejsciowego v, sygnat wyjsciowy u, zaleznie od ,historii” ruchu uktadu, moze
przyjmowaé¢ dowolna wartos¢ z pewnego ograniczonego przedziatu, okreslonego
przez wielkos¢ strefy luzu oraz statyczne wzmocnhienie k elementu.

Problemat 9.3: (Wp#yw luzu na jakos¢ pracy ukfadu z przefgczanym sterowaniem)
Rozpatrzymy uktad liniowy (A,B) z liniowym sprzezeniem zwrotnym (9.1.1).
Pojawienie sie luzu o szerokosci d sprawi, ze sterowanie bedzie przedziatowe tzn.

u(x, S) e[~ k-B"Sx+ kd, + k-B'Sx + kd].

Wskaznik zbieznosci dla uktadu z luzem mozemy oszacowaé nastepujaco:

T Taw?2 BTsx
Vg (S)=—sup XTSAX—k-(BTSX) +kd-‘ - ‘ >
x=0| X SX X' Sx X' Sx 9.2.1)

kd kd
> y1(8) ==+ sup |BTSX =4 (8) -~ ~-[Bs .
¢ M= ¢
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Z warunku stabilnosci %4(S) > 0 wynika nastgpujace o0szacowanie obszaru
granicznego w postaci elipsoidy o promieniu

- kd
c2C,(S)= W-HB”S . (9.2.2)

Zatem w uktadzie z luzem mozemy liczy¢ tylko na zbieznos¢ wyktadnicza
trajektorii do pewnego zbioru granicznego o promieniu proporcjonalnym do
iloczynu wzmocnienia k i wielkosci luzu d oraz odwrotnie proporcjonalnym do
wielkosci wskaznika zbieznosci #(S) dla uktadu bez luzu z liniowym sprzgzeniem
zwrotnym (9.1.1). a

Sterowanie linowe u(x, S) = — k-B'Sx, teoretycznie rzecz biorac, sprowadza stan
uktadu (A, B) do punktu stacjonarnego x = 0. W rzeczywistosci tak by¢ nie musi
rowniez z powodu tzw. strefy nieczu/osci, jako szczegolnej cechy charakterystyki
wzmochienia elementu wykonawczego, ktéra sprawia, ze element ten nie reaguje na
zbyt mate sygnaty wejsciowe, mieszczace sie w granicach tej strefy (Kaczorek [23]).

Problemat 9.4: (Wp#yw strefy nieczufosci ukfaddw z prze/qczanym sterowaniem)
Rozwazymy uktad liniowy (A,B) ze sterowaniem (9.1.1). Obecnos¢ strefy
nieczutosci o szerokosci g > 0 sprawia, ze rzeczywiste sterowanie u = u(x, S) = 0,
jezeli |B'Sx| < g oraz u(x, S) = — k-B'Sx dla |[B'Sx| > g. Zatem szybkos¢
zbieznosci trajektorii uktadu sprzezenia zwrotnego w strefie nieczutosci bedzie
okreslona przez nastepujacy wskaznik:

.
7 g[S,c]=—sup {X TSAX} (9.2.3)

x=0| X SX

liczony po  x e{X;tO:‘BTSX‘ <g, xHS =c}. Jest jasne, ze dla dowolnie ustalonego

¢ > 0 wskaznik y[S,c] — v-(S) > 0, gdy strefa nieczutosci g —— 0. Oznacza to,
ze mimo obecnosci strefy nieczutosci, zbieznos¢ wyktadnicza trajektorii bedzie
zachowana dostatecznie daleko od punktu stacjonarnego. Jednak dla ustalonej strefy
nieczutosci g > 0 wskaznik y[S,c] — #(S) <0, gdy ¢—— 0, co oznacza utratg
wyktadniczej zbieznosci (a wigc i stabilnosci), w pewnym otoczeniu punktu
stacjonarnego. Aby oszacowaé wielkos¢ tego otoczenia w postaci odpowiednigj
elipsoidy B(S, c), zastosujemy nastepujaca dekompozycje:

x=1-BI|B|s +% X BT =|4<q/|B|g, 22 +[X|2 = . (9.2.4)

Zakladajac kanonicznos¢ macierzy S i podstawiajac (9.2.4) do wzoru (9.2.5),
dostajemy nastepujaca formute na wskaznik zbieznosci:
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T )
79[810]:_%sup /12'8 SAB X SAX-(CZ—EZ) _

P 2 tT o
¢ 2% 1Bls Xl
1 g |B'sAB
=7l8) - o | ——— +7u(8)| (9.2.5)
¢ [Bls { [BJ2

Z warunku zbieznosci wykladniczej y 4[S,c]> 0 dostajemy ostatecznie nastepujace
0szacowanie promienia elipsoidy granicznej:

9 | BTSAB

c2(S,9) == | 1+
IBls |~ 7.s)BJ2

(9.2.6)

Zatem kwadrat promienia elipsoidy granicznej rosnie proporcjonalnie do szerokosci
strefy nieczutosci.

Warto zauwazy¢, ze powyzsze wyniki, niezaleznie od wymiaru stanu uktadu, sa
doktadne, ale stuszne tylko dla kanonicznych macierzy S funkcji Lapunowa.
Analogiczne obliczenia mozna jednak przeprowadzi¢ dla niekanonicznych macierzy
S. Wtedy dostaniemy pewne analityczne oszacowania wskaznika zbieznosci i
promienia granicznego. a

Histereza jest typowa nieliniowoscia wystepujaca w rzeczywistych elementach
przetaczajacych. Analiza uktadéw z histereza w petli sprzezenia zwrotnego jest
trudna z uwagi na niejednoznacznos¢ charakterystyki histerezowej. Wiekszosé
publikacji na ten temat dotyczy ukladéw o dwuwymiarowym wektorze stanu, a
opisane w nich analizy w duzym stopniu opieraja si¢ na metodach graficznych lub
numerycznych. W uktadach wielowymiarowych histereza moze by¢ zrédiem
ztozonych wtiasnosci ukladu takich jak: cykle graniczne czy dziwne atraktory.
Wigkszos¢ informacji na ten temat pochodzi z wynikéw symulacji komputerowych,
a nie scislej analizy teoretycznej. Ponizej przedstawiona jest czysto teoretyczna
analiza tego zagadnienia bazujaca na metodzie optymalnych funkcji Lapunowa.

Problemat 9.5: (Stabilnos¢ ukfadu stabilizacji z histerezq)

Aby zbada¢ jaki wptyw na jakos¢ sterowania (stabilizacji) wywiera obecnosé
histerezy w realnym elemencie przetaczajacym, ponownie rozwazymy uktad liniowy
(A,B) stabilizowany skalarnym sterowaniem optymalnym (jedna sktadowa sity)
typu bang-bang postaci u(x,S)= —Asign[B'Sx]. Przyjmujac, ze sterowanie to
stabilizuje uktad w elipsoidzie B(S, Cma) O promieniu cm(S,5) >0, zbadamy
dziatanie ukladu stabilizacji, jezeli idealny element wykonawczy zostat zastapiony
przetacznikiem rzeczywistym z niezerowa histereza h > 0 (Ossowski [60]).
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Rzeczywiste sterowanie w uktadzie z histereza mozna opisa¢ uwiktana formuta:
uh(x,S)=—ﬂ~sign{BTSx—%~uh(x,S)}. 9.2.7)

Latwo zauwazy¢, ze poza strefa histerezy, czyli wéwczas, gdy ‘BTSX‘>h,

sterowanie up(x, S) pokrywa si¢ ze sterowaniem optymalnym bang-bang. Zatem w
obszarze poza strefa histerezy zbieznos¢ wykladnicza trajektorii uktadu jest
identyczna jak dla ukladu optymalnego. Jednak w obszarze histerezy

{XI‘BTSX‘Sh/\XTSXZCZ}, gdy C<Cpay, Sterowanie (9.2.7) bedzie zalezne od

historii i moze przyjmowa¢ skrajna warto$¢ przeciwna do sterowania optymalnego
bang-bang. Nie moze to nie mie¢ niekorzystnego wptywu na jakos¢ stabilizacji. Aby
ten wptyw oszacowaé, nalezy zbada¢ zbieznos¢ trajektorii uktadu w obszarze
histerezy, okreslona przez nastepujacy wskaznik (Ossowski [60]):

y{S,E D}— —sup [ xTsax + 5. ‘BTSﬂ (9.2.8)

cC %220

gdzie supremum jest liczone na zbiorze {x: ‘BTSX‘ <h/cAxT'Sx =1%}dla ¢ < Cpax

Posta¢ funkcji pod supremum wyklucza wyktadnicza zbieznos¢ trajektorii w poblizu
punktu x =0, gdyz wskaznik (9.2.8) staje sie ujemny dla c —— 0. Zatem istnieje
graniczny promien c., elipsoidy, do ktorej beda zbiegac¢ trajektorie uktadu, ale w jej
wnetrzu zbieznos¢ wyktadnicza nie bedzie juz zapewniona przez rozwazane
sterowanie. Aby oszacowa¢ krytyczny promien mozna postuzy¢ sig nastgpujacym
oszacowaniem wskaznika (9.2.8) (Ossowski [60]):

B h]_ -~ /M 5(Sh h?
8L 0|7 -0 G- A )5 @29
cc 02 C”B"S 2 CZHB"S
gdzie ¥, (S) jest okreslony wzorem (7.2.7) , natomiast
BT (ATS+SA)X BTsAB
01(S)=sup ‘ B ‘ 02(S) = (9.2.10)
veivey  |Bls/Xls sz

Nierownosé » >0 jest warunkiem dostatecznym zbieznosci wszystkich trajektorii
na brzegu elipsoidy B(S,c). Rozwiazujac ta nierdbwnos¢ wzglgdem c, dostajemy
nastepujace oszacowanie Krytycznego promienia elipsoidy:
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Cop <Cpp = (\/4700(8)5(S)+52(S)h2 /B|2 —5(S)h/||B||Sj 125(S),  (9.211)

gdzie 5(S)=B-h+h? ~(yw(8)+52(8))/||B||§. Widag, ze promien ten jest rosnaca i

ztozona funkcja histerezy h.
Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze trajektorie uktadu startujace z

elipsoidy B(S,Cmax) Sa Wykladniczo zbiezne wedtug normy HHS i daza do zbioru

granicznego, szacowanego od gory przez elipsoide B(S,c.,). Jest jasne, ze warunkiem
dostatecznym stabilizowalnosci rozwazanego ukladu za pomoca sprzezenia
zwrotnego z histereza jest, aby B(S,C..)= B(S,Cmax), CZyli C,, < Crax. Aby to bylo
mozliwe, histereza musi by¢ dostatecznie mata. Korzystajac z (9.2.9), tatwo
wykaza¢, ze

h < Ny = 47,0 ()0(8)+ 7(5) - 7(S))/ 25(5)

gdzie 7(S)= B1cZ(8)+51(S)/c(S) (B -

Z powyzszych rozwazan wynikaja ostatecznie nastepujace wnioski jakosciowe:

(9.2.12)

= uklad sprzgzenia zwrotnego z dostatecznie mata histereza jest wyktadniczo
stabilny do pewnej elipsoidy granicznej,

= promien elipsoidy granicznej rosnie wraz z histereza,

= ukilad staje sie niestabilny, gdy histereza przekroczy pewna wartosé
krytyczna. a

Problemat 9.6: (Wfasnosci ukfadu z histerezq wewngtrz obszaru granicznego)
Wiasnosci uktadu stabilizacji z histereza wewnatrz obszaru granicznego, gdzie nie
jest zachowana wyktadnicza zbieznos$¢ trajektorii, nie moze by¢, scisle biorac,
badane metoda funkcji Lapunowa. Mozemy jednak wykorzysta¢ iloczyn skalarny,
generowany przez optymalna kwadratowa funkcje Lapunowa o macierzy S, jako
dogodne narzedzie do badania i opisu tych wiasnosci, co tez czynimy ponizej.

W obszarze granicznym {XZ‘BTSAX‘ <p ||B||§ AlXls <c(S)}  dynamika
uktadu jest opisana dwoma réwnaniami rézniczkowymi:
%=Ax+ B, (9.2.13)

Zaleznie od historii ruchu stan uktadu po wejsciu do obszaru histerezy ewoluuje
zgodnie z jednym z tych réwnan. W obszarze granicznym istnieja dwa punkty

stacjonarne X =J_rﬁ-A‘1B, ale — jak fatwo zauwazy¢ — sa one niestabilne.
Dlatego ruch ukladu wewnatrz obszaru granicznego dokonuje sie micdzy
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hiperptaszczyznami przetaczen o réwnaniach BTSAx=J_rﬂ-||B||§. Trajektoria

osiagajaca jedna z hiperptaszczyzn przetaczen od wewnatrz doznaje skokowej
zmiany swojego wektora predkosci zgodnie z (7.2.13), co sprowadza sie do jej
~wewngtrznego odbicia” od danej hiperptaszczyzny. Co wigcej, jak tatwo
sprawdzi¢, kat padania rowna si¢ katowi odbicia, jezeli mierzy¢ katy w sensie
iloczynu skalarnego okreslonego przez macierz S funkcji Lapunowa. Mamy wigc tu
do czynienia ze swego rodzaju nieliniowym bilardem (bo trajektorie nie sa na ogét
liniami prostymi), w ktérym ruch aktualnego stanu (odpowiadajacego bilardowej
kuli) dokonuje si¢ wewnatrz obszaru ograniczonego dwiema hiperptaszczyznami i
powierzchnia elipsoidy. Ruch tego typu uktadéw moze by¢ dos¢ ztozony, az do
pojawienia sie dziwnego atraktora wiacznie. W tym wypadku jednak ruch uktadu
wewnatrz obszaru granicznego okazuje si¢ by¢ catkiem regularny, co mozna
wykaza¢ jak nastepuje:

Kolejne punkty odbicia na obu hiperptaszczyznach przetaczen sa swego rodzaju
odwzorowaniem Poincare’go dla rozwazanego uktadu (Arrowschmith [2]). Chcac
zbada¢ jego zachowanie mozna ograniczy¢é sie do analizy potozenia punktow
odbicia i chwil, w ktorych te odbicia nastepuja. Poniewaz trajektorie wewnatrz
obszaru granicznego sa dane jawnym wzorem

x(t)= At [x, + g-A7IB]F g-A7IB, (9.2.14)

punkty i chwile kolejnych odbi¢ mozna wyznaczy¢, analizujac ponizszy uktad
rownan rekurencyjnych:

yy =eAn - 1 g ATIB]- g AR,
XN 1 = eA(tN+1—TN )[YN - B-A7B]+p-A71B,
BTseAlrn —tn )i, + 5.A~1B]- 8-BTSA B =h,
BTseAltna-7n)fy, — 5. A"'B]+ 5-BTSA B =—h,
gdzie indeksowane punkty xy i yn leza odpowiednio na hiperptaszczyznie o
rownaniu BTSAx =+2 ||B||§ i odpowiadaja im chwile kolejnych odbi¢ ty, z .

Okazuje sig, ze kolejne punkty odbi¢ xy , yn, niezaleznie od punktu
poczatkowego, zbiegaja do pewnych punktéw granicznych (Ossowski [60]). Mozna
pokazac¢, ze graniczne punkty sa okreslone nastepujaca formuta:

Xoo (Vop = —Xop) =+(—)[3-(eAT + |)‘1(eAf = I)A'lB, (9.2.15)

gdzie 7z jest granicznym czasem (okresem) miedzy kolejnymi odbiciami, przy czym
okres 7 spetnia nastepujace rownanie przestepne:
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BTs(eAT + I)_l(eA’ - |)A'1B =h/pB. (9.2.16)

Wewnatrz obszaru granicznego rozwazanego uktadu z histereza istnieje wigc
stabilny i przyciagajacy cykl graniczny zawierajacy punkty +x... Z rownania (9.2.16)
mozna wywies¢ nastepujacy wzor na okres ruchu w tym cyklu (Ossowski [60]):

Top?2 3
2h 2 B'sa B(hj . ©0.247)

TR > T3 > —
ABls ° IBls A

Podstawiajac (9.2.17) do (9.2.15), mozna dalej wyznaczy¢ nastepujace jawne
formuty na punkty krancowe cyklu granicznego:

Tep?2 3 3
Yoo = —Xop ® h2 +%-B SA8 B-h—2 .B—Le-h—z-AZB +.. (9.2.18)
Bl IBls 7~ 3Bls ~
Mozna tez wykaza¢ (Ossowski [60]), ze pelne rozwinigcie powyzszej formuty
wzgledem poteg histerezy h ma nastepujaca postaé:

Xy, = h-[7oB +7pA%B + -+ 11 AZ¥B], (9.2.19)
gdzie 7, o<(h/B)?, i = 1., k Oznacza to, 7e punkty krancowe +X, cyklu
granicznego sa elementami nastepujacej przestrzeni: span{B, A’B,..., A*B}. a

Rozwazana tu dynamika uktadu z histereza wewnatrz obszaru granicznego scisle
wiaze si¢ z zagadnieniem ruchu poslizgowego (Ossowski [60]). Mozna pokazac, ze
w obszarze granicznym punkty przeciecia kolejnych odcinkéw dowolnej trajektorii z
hiperptaszczyzna przetaczen o réwnaniu B'Sx = 0 zmierzaja, wraz z h— 0, do
ruchu poslizgowego opisanego w Rozdziale 7. Uzasadnia to stusznos¢ przyjetej tam
koncepcji takiego ruchu dla uktadu sprzezenia zwrotnego z przetaczaniem idealnym
(bez histerezy), gdy trajektorie zbiegaja do hiperptaszczyzny przetaczen z obu stron.
Zatem nie ma potrzeby wprowadzania dos¢ sztucznej definicji uogélnionych w
sensie Filippowa rozwiazan rOwnan opisujacych uklady o zmiennej strukturze
(Sastry [96]). Problemy istnienia klasycznych rozwiazan wynikaja bowiem wiasnie
z zatozenia o idealnym przetaczaniu, ktore w realnych uktadach nie wystepuje.

9.3 Uklady z op6znieniem sterowania

Celem niniejszego paragrafu jest krotkie oméwienie wplywu matego opéznienia w
petli sprzezenia zwrotnego na efektywnos¢ aktywnej modyfikacji (lub stabilizacji )
uktadu (A, B). W szczegdlnosci okreslony bedzie wptyw matego opdznienia w petli
na liniowe oraz histerezowe sprzezenie zwrotne.
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Przyjmiemy najprostszy model opdznienia 7, w ktérym sterowanie u(t) zostaje
zastapione przez wektor u(t —7). Uktady z takimi opdznieniami, w og6lnosci opisuja
sie réwnaniami rozniczkowymi, w ktérych wystepuja niewiadome funkcje czasu z
przesunigtym (opdznionym) argumentem. Tego rodzaju réwnania sa wiec W istocie
modelami r6zniczkowo-funkcyjnymi, ktére nie sa przedmiotem niniejszej rozprawy.
Analiza wiasnosci tego typu uktadéw, dla ktorych istnieje specyficzna teoria,
stanowi problem sam w sobie. Jednak w przypadku najbardziej istothnym w uktadach
mechatronicznych, gdy jedynym dominujacym opdznieniem jest opdznienie w petli
sprzezenia zwrotnego, mozemy z powodzeniem zastosowaé pewna przyblizona
analize, pozostajac w ramach teorii rownan i inkluzji rézniczkowych zwyczajnych.

Opdznienia w uktadach mechatronicznych sa zwykle rozpatrywane w kontekscie
ich szkodliwego wptywu na efektywnos¢ sterowania (Lee [35]). Istnieja tez
doniesienia méwiace o tym, ze opOznienie w petli sprzezenia zwrotnego moze mieé
wplyw stabilizujacy. Ostatnio nawet rozwazane sa koncepcje wykorzystania
opdznienia w strategiach sterowania uktadéw mechatronicznych (Olgac [51], [52]).
Ponizej zbadamy te kwestie za pomoca metody optymalnych funkcji Lapunowa.

Przyklad 9.1: (Wp#yw maZego opdznienia na jakos¢ stabilizacji ukfadu liniowego)
Rozwazymy uktad (A,B) z liniowym sprzgzeniem zwrotnym (9.1.1). Latwo
zauwazy¢, ze niewielkie op6znienie 7 w petli sprzezenia zwrotnego sprawia, ze
rzeczywiste sterowanie podawane na wejscie ukltady bedzie miato nastepujaca
postac:

u(t)=—k-BTSx(t—7) ~ —k -BTS[x(t) = x(t) - 7] = —k - BTS[x(t) — (Ax(t) + Bu(t))- 7].
Stad

u(t) ~ -k -BTSx(t) +k r -BTSAx(t), (9.3.1)
gdzie zmodyfikowane (efektywne) wzmocnienie wyraza Sie nastepujacym wzorem:

k k

K = _
1-kz-BTSB 1-kr-[BJ2

~k+k%-BJ:. 9.3.2)

Przyblizenie to jest stuszne woéweczas, gdy opOznienie jest odpowiednio mate,
mianowicie: 7 << 1/k||B||§ :

Jak widaé, efektem dziatania matego opo6znienia w petli sprzezenia zwrotnego
jest pewien (proporcjonalny do wielkosci op6znienia 7) przyrost efektywnego
wzmochienia w petli sprzezenia zwrotnego, ale jednoczesnie zaburzenie optymalnej
funkcji przetaczen B'Sx. Poniewaz pierwszy z tych efektow jest korzystny a drugi
niekorzystny dla stabilnosci uktadu, bilans ich wptywu na uktad decyduje o tym, czy
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w wyniku dziatania opdznienia nastapi poprawa, czy pogorszenie wiasnosci
stabilnosci uktadu. Mozna to przesledzi¢ $cisle, badajac nastgpujace oszacowanie
wskaznika zbieznosci:

x SAX - (BTsx)? s (BTSx)-(BTSAX)
X' SX X' Sx x T Sx
(BTsx)(BTSAx)

x T Sx

7k,r(S) = —SUp|:

x=0

}3 (9.3.2)

zylz(S)—IZr-sup
x#0

]=y|;(3)—|'€f.5(5).

Poniewaz wskaznik y;(S)2yk(S)> 0, zachowuje si¢ globalna wyktadnicza

stabilnos¢ uktadu zamknigtego dla dostatecznie matych opéznien 7. Korzystajac z
wynikow analitycznych (9.1.17), (9.1.18) dla kanonicznych macierzy S, mozna

pokaza¢ (rozwiazujac nierdwnos¢ - (S)-yy(S)>kz-6(S)), ze niewielkie
opoznienie moze mie¢ korzystny (stabilizujacy) wptyw na rozwazany uktad, jezeli
wzmochienie k miesci sie w pewnym przedziale ponizej wartosci nasycenia K = K.
Poniewaz dla wzmocnien k > k; wskaznik j nie zalezy od wzmocnienia, opdznienie
obniza wartos¢ wskaznika stabilnosci dla duzych wzmocnhien. a

Przyklad 9.2: (Wp/yw opdznienia na ukfad sprzezenia zwrotnego z histerezq)
Wplyw matego opdznienia w petli sprzezenia zwrotnego w ukladzie z
przetacznikiem z histereza mozna oszacowaé, przedstawiajac sterowanie w
nastepujacej postaci:

u=-4- sign{BTSx(t -7)— % . u} ~—f- sign{BTSx(t) -7 BTSX(t) - % . u} =
Sy sign[BTSx(t) —7-BTSAX(t)- 7 -BTSBu - % : u} =

= —,B-sign{BTS[l —7-AIX(t) - (%-w -||B||g)u]

Jak wida¢, pojawienie si¢ matego opdznienia w petli sprzezenia zwrotnego
powoduje nieznaczna zmiane hiperptaszczyzny przetaczen oraz wzrost efektywnej

histerezy h. =h+ fr ||B||§ czyli rosnacy liniowo wraz z opdznieniem . Q

Podobne dziatanie opoOznienia wystepuje w uktadach wielopetlowych (o
sterowaniu wektorowym), a dowodzi si¢ tego w petni analogicznie. W takich
uktadach pojawia sie jednak szkodliwy efekt interakcji miedzypetlowe;j.

Analogicznie, chociaz nieco trudniej, mozna szacowa¢ wptyw op6znienia w petli
sprzezenia zwrotnego w uktadach modyfikacji parametrycznej.
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9.4 Uktady z zaburzeniami i zaktéceniami sterowania

Niedoskonatosci rzeczywistych przetacznikéw, jako elementéw wykonawczych w
uktadach mechatronicznych, nie sa jedyna przyczyna pogorszenia jakosci
funkcjonowania takich uktaddw. Czesto istotna i praktycznie nieunikniona tego
przyczyna sa r6znego rodzaju niestacjonarne zaburzenia i zakidcenia. Jezeli mamy
do czynienia z modelem stabilnego uktadu mechanicznego (bez sterowan), to
wowczas podstawowa kwestig jest jego odpornosé¢ na zaburzenia. Stabilnos¢ uktadu
(modelu) zachowujaca si¢ mimo dziatajacych zaburzen nosi miano stabilnosci
niezawodnej (ang. robust stability). Jezeli okreslone zaburzenia wptywaja na uktad
permanentnie, mowi sie tez o stabilnosci przy stale dziafajgcych zaburzeniach.
Badanie niezawodnej stabilnosci uktadéw zostato oméwione w Rozdziale 5 i jest
tematem wielu publikacji (Olas [47],[48], Ryan [93]). Zastosowanie metody
optymalnych funkcji Lapunowa do badania niezawodnej stabilnosci zostato
obszernie oméwione w pracach (Ossowski [58], [59], [69]).

W przypadku uktadéw ze sterowaniem i ich modeli kwestia zaburzen staje sig
nieco bardziej ztozona, gdyz wtedy mamy do czynienia z dwoma rodzajami
zaburzen: zaburzeniami uktadu (czyli po prostu zaburzeniami) i zaburzeniami
sterowania (czyli zak/Oceniami). Zasadnicza roznica miedzy zaburzeniami a
zaktoceniami tkwi w tym, ze zaburzenia zmieniaja sam uklad, ale ,nie ruszaja”
sterowania, natomiast zakt6cenia zmieniaja samo sterowanie.

Jesli uktad sterowania jest stabilny bez zaburzen, to w obecnosci zaburzen
zachowuje sie tak, jak ukiad stabilny z zaburzeniami. Zaleznie od charakteru i
wielkosci zaburzen uktad moze utraci¢ stabilnos¢ albo pozostaé asymptotycznie
stabilny do punktu nominalnego lub do pewnego zbioru granicznego. Sposoby
szacowania obszarow stabilnosci w takich przypadkach nie r6znia si¢ zasadniczo od
tych, stosowanych w Rozdziale 5 do uktadéw dynamicznych z zaburzeniami.

Jesli pojawiaja sie zakitGcenia sterowania, sprawa moze by¢ bardziej ztozona,
gdyz sterowania poddane zakidceniom moga juz nie spetnia¢ swojej funkcji
stabilizujacej. Trzeba to udowodni¢ w kazdym konkretnym przypadku. Aby pokazaé¢
jak sie to robi w ramach metody optymalnych funkcji Lapunowa, rozwazmy uktad
stabilizacji x = Ax+ Bu(x) ze sterowaniem u(x) = — k-BSx, opisany w Paragrafie
9.1, gdzie A jest macierza niestabilng, natomiast S jest macierza funkcji Lapunowa,
taka ze wskaznik y(S)>0dla wzmocnienia k > k,. Zbadamy odpornosé¢ uktadu

sprzezenia zwrotnego na roznego rodzaju zaburzenia ukladu i zakldcenia
sterowania. Problem ten zostat szczeg6towo rozpatrzony w pracy (Ossowski [59]),
w ktérej wykazano odporno$¢ rozwazanego tu ukladu sprzezenia zwrotnego.
Dlatego omoéwimy ponizej dla ilustracji tylko dwa przyktady szczeg6lne
przeprowadzonych tam analiz.

Przyklad 9.3: (Odpornosé ukfadu stabilizacji na zaburzenia ukfadu)(Ossowski [59])
Rozwazymy model ukladu sterowania (A,B), ktérego macierze podlegaja
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ograniczonym i addytywnym, zaburzeniom odpowiednio: A;(t), Bi(t), tak, ze
rzeczywiste rownania dynamiki uktadu beda miaty postac:

x=(A+ A t)x+(B-By(t)u(X). (9.4.1)

(Pominiemy tu zaburzenia sitowe, czyli nieparametryczne, poniewaz ich wplyw
zostat juz omowiony w Rozdziale 7). Przy takich zaburzeniach posta¢ sterowania
u(x) = — k-B'Sx nie ulegnie zmianie, poniewaz macierz B w sprzezeniu zwrotnym,
okreslona jako macierz nominalna w wyniku identyfikacji uktadu, nie jest zalezna
od chwilowych wartosci zaburzen samego uktadu.

Wiasnosci stabilnosci uktadu (9.4.1) sa okreslone przez nastgpujacy wskaznik
stabilnosci:

7 (S) =—sup sup

T T2 T T T
x'SAx | (B'SX)?  x'SA(t)x +k(B sx/al 0sx) (9.4.2)
x=0 t2tg

X' SX xSx xSx xSx

i jego oszacowanie:
7(8)27(S) =7k (S)~Sa(S)-kdg(S), (9.4.3)

gdzie wskaznik x(S) jest okreslony wzorem (9.1.2) dla uktadu bez zaburzen,
natomiast

O (S) =sup sup
x#0 t=tg

0g(S) =sup sup
x#0 t>tg

{XTSAl(t)x:l

xTSx

T T
(B SXXTBl (t)Sx) . (9.4.4)
X SX
Obie wielkosci oa(S), 6g(S) sa oczywiscie ograniczone (na mocy ograniczonosci
elementéw macierzy A;(t), Bi(t)) oraz nie zaleza od normy wektora x. Poniewaz
wskaznik y, (S)> 0, to dla dostatecznie matych zaburzen rowniez dodatni bedzie
wskaznik A(S), co oznacza, ze uktad stabilizacji z zaburzeniami A;(t), Bi(t)
pozostanie wykladniczo stabilny wediug normy |[{s dla dostatecznie matych
zaburzen. Konkretne ograniczenia na dopuszczalne wartosci zaburzen mozna

uzyskac¢ tylko dla okreslonej macierzy S i konkretnej postaci macierzy zaburzen
Au(t), Ba(1).

W szczegolnosci dla macierzy kanonicznej S dostajemy nastgpujacy warunek

BTSAB

7(S) 2y (S)=min| y,,(S), k||B||§ —W
S

—5A(S)—kdg(S)>0 (9.4.5)

zapewniajacy stabilnos¢ uktadu. Na tej podstawie dostajemy nastepujace
0szacowania wzmochienia krytycznego:
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(9.4.6)

- T
ko(S) = 5A(S)+B" BS||§\B ﬁlBllS—as(S))
S

ponizej ktdrego rozwazany uktad staje sie niestabilny. Oszacowanie to ma sens tylko

wtedy, gdy spetniona jest nierownosé Jg(S) < ||B||§ ktora nalezy traktowa¢, jako

granice stosowalnosci opisanej tu metody analizy wlasnosci stabilnosci uktadéw. Co
wigcej, dla wzmocnien K > Kax =[7 (S) —9a(S)]/ 55 (S) oszacowanie (9.4.5) nie
zapewnia juz stabilnosci uktadu. Zatem stabilnos¢ jest zagwarantowana tylko dla
wzmocnien z przedziatu (Ko, Kmax), @ maksymalna wartos¢ wskaznika » (S) jest

osiagana dla pewnego k € (ko, Kmax)- a

Przyklad 9.4: (Wp#yw zaki6cer: pomiarowych na ukfad stabilizacji) (Ossowski [59])
Wplyw zaktdcen pomiarowych na dziatanie uktadu stabilizacji jest szczegdlnie
istotny w poblizu punktu stacjonarnego. Przesledzmy jak bedzie sprawa wyglada¢ w
najprostszym przypadku uktadu mechatronicznego (A, B) ze sterowaniem liniowym.
Jezeli aktualny stan x ukladu jest mierzony w obecnosci pewnych zakiGcer
pomiarowych z, wowczas do sterownika liniowego dociera sygnat zwrotny postaci
x+z. Powoduje to niestacjonarna modyfikacje sterowania nastepujacej postaci:

ux,z) =—k-B'S(x + z) =— k -B"Sx — k -B'Sz. (9.4.7)

Dla takiego sterowania wskaznik stabilnosci uktadu bedzie wyrazat si¢ wzorem:

Vk,2(S) =—supsup x"SAx —k.(BTSX)2 k. Bsx)[67sz) .

(9.4.8)
x20 z | X'Sx xTSx X TSx

Wida¢, ze trzeci sktadnik (zakidceniowy) pod supremum (9.4.8) sprawia, ze
niemozliwa jest §cista stabilizacja do punktu x = 0.

Poniewaz dla wskaznika stabilnosci (9.4.8) istotne sa jedynie sktadowe wektora
zaktocen zgodne z wektorem B, mozemy zatozy¢ zakidcenia pomiarowe
nastepujacej postaci:

z(t)= A(t) B, |Alt) <, (9.4.9)

gdzie A(t) jest skalarng funkcja zaktocen, ograniczona parametrem « >0. Wéowczas
antyoptymalne zaburzenia pomiarowe beda réwne z(x,S)= a- sign[BTSx] :
natomiast wskaznik stabilnosci uktadu mozna przeksztatci¢ do postaci:
T
) ‘B Sx‘

Yk o (S)=—sup xTSAX —k- (BTSX)Z +ka - [B|s —=—"| (9.4.10)
’ x£0| X SX X Sx S x ' Sx
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ktora jest w petni analogiczna do tej, uzyskanej dla uktadu z luzem. Wptyw luzu i
zaktdcen pomiarowych na doktadnos¢ stabilizacji (czy modyfikacji) jest wiec
podobny. Z postaci wzoru (9.4.10) wynika, ze wskaznik x (S) zalezy od ilorazu
kalc, a zatem promien elipsoidy granicznej rosnie proporcjonalnie do amplitudy
zaktocen, co nie dziwi z racji liniowosci uktadu.

Korzystajac z analogii do uktadu z luzem, nietrudno uzyska¢ z warunku
stabilnosci x ,(S) > 0 oszacowanie obszaru granicznego w postaci elipsoidy B(S, c..)
0 promieniu

~ ka
Coo > cw(S)_m-"B”S . (9.4.11)

Zatem w ukladzie z zakit6ceniami pomiarowymi mozemy liczy¢ tylko na zbieznosé
wyktadnicza trajektorii do pewnego zbioru granicznego 0 promieniu
proporcjonalnym do iloczynu wzmocnienia k i amplitudy zaktdcen « oraz odwrotnie
proporcjonalnym do wielkosci wskaznika zbieznosci x(S) dla uktadu sterowania bez
zaktocen.

Okazuje sig, ze mozna przeprowadzi¢ doktadniejsza analizg¢ wiasnosci wskaznika
(9.4.10) i stabilnosci rozwazanego uktadu dla dowolnej macierzy S funkgcji
Lapunowa (Ossowski [59]). Ponizej podamy dla ilustracji wyniki tej analizy dla
kanonicznych macierzy S. Whasnosci jakosciowe uktadu nie ulegaja przy tym
zmianie, ale wszystkie formuty i analizy sa znacznie prostsze.

Wskaznik zbieznosci dla uktadu z zaktdceniami mozna oszacowaé nastepujaco:

BTSAB
| e T e,
Yk [S,—} = S , (9.4.12)
‘ (9) a® K k>k
—_—— >
Y o 4C2 k—kl 2

gdzie wzmocnienie k; dane jest wzorem (9.1.14), natomiast

2kq[Blg

1Pls 9.4.13
28], - e (0413

2:

Z powyzszych formut, ktére w klasie macierzy kanonicznych sa $ciste, mozna
juz fatwo wywiez¢ nastepujace analityczne wzory na Krytyczne wzmocnienie:
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BTSAB
5 , 0<e<g
K. — , ”B”S(l_ﬂ/COO"B"S) ’ (9.4.14)
2 S
C“#;O()[l— \/1— ﬂzkl/cgoyw(S)}, Er <€ ||B||S
gdzie
27oo(S)|B"s
Ekr =— T (9.4.15)
T ya(8)+kalS]
oraz na promien elipsoidy granicznej:
Ky a BTSAB
Coo = Crpyin =& = - 11+ . (9.4.16)
" V6) [Bls . 6)B)

Interesujaca wilasnoscia rozwazanego uktadu jest fakt, ze optymalne

wzmocnienie jest réwne podwojnemu wzmocnieniu ki, czyli K=2k; i, co
najwazniejsze, nie zalezy od amplitudy zaktocen pomiarowych «. Mozna z tego
wysnu¢ wniosek, a raczej praktyczna sugestig, ze rozwazany uklad stabilizacji o
parametrach okreslonych przez kanoniczna funkcje Lapunowa w warunkach
rzeczywistych nie bedzie wymagat strojenia wzmocnienia stosownie do poziomu
zaktocen pomiarowych, lecz bedzie dziatat niezawodnie dla kazdego ich poziomu
(mieszczacego sie w dopuszczalnych granicach) i dla ustalonego wzmocnienia

optymalnego K . Q

Nietrudno zauwazy¢, ze rozwazany uklad sprzezenia zwrotnego z zaktoceniami
pomiarowymi wykazuje stabilnos¢ wyktadnicza typu (0,1,0) z mozliwoscia
bifurkacji (utraty stabilnosci) wedtug schematu (0,1,0) — (0,0) — (0) , dla pewnej
krytycznej amplitudy « zaktdcen, ktdra mozna scisle wyznaczy¢ z formuty (9.4.12).

Problemat 9.7: (Aktywna modyfikacja ukZadu z niekontrolowanymi wymuszeniami)
Wiele rzeczywistych uktadéw mechatronicznych mozna modelowaé za pomoca
inkluzji rézniczkowej nastepujacej postaci:

xe{Ax+Bu+z:uerlU)azer(z), (9.4.17)

gdzie A reprezentuje stabilizowalna cze$¢ swobodna uktadu, B - strukture
(kierunek) oddziatywania ograniczonej sity sterowanej u, natomiast z jest wektorem
ograniczonych i niekontrolowanych sit o nieokreslonej strukturze (kierunku)
dziatajacych na uktad. Taki model moze opisywaé¢ na przyktad most podwieszany,
gdzie u jest ograniczona Sita generowana przez sitownik dziatajacy na oddciag,
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natomiast z jest wektorem sit pochodzacych od drgan gruntu lub zmiennych
obciazen mostu. W sytuacji bez sterowan i zaburzen taki uktad jest asymptotycznie
stabilny. Gdy pojawiaja sie niekontrolowane zaburzenia, uklad traci wilasnosé
asymptotycznej stabilnosci punktu stacjonarnego, ale moze by¢ stabilny do pewnego
obszaru granicznego, ktorego rozmiar (i ksztalt) mozna minimalizowaé
(modyfikowaé) za pomoca sterowan. Naszym zadaniem jest okreslenie
dopuszczalnych  wielkosci  niekontrolowanych zaburzen oraz optymalnego
sterowania, pozwalajacych na uzyskanie stabilnosci uktadu do mozliwie matego
zbioru granicznego. Wynikiem analizy powinna by¢ zaleznos¢ wielkosci zbioru
granicznego od parametrow uktadu, sterowania i zaburzen.

Przyjmujac sterowania optymalne w postaci (7.2.9) dostaniemy nastepujacy wzor
na wskaznik stabilnosci wyktadniczej uktadu:

T ‘BTSX‘ T
7(S)=—supsup| 2 TSAX R XTSZ . (9.4.18)
x£0 z | X SX X SX X Sx

Widac, ze obecnos¢ sktadnika z zaburzeniami z wyklucza mozliwos¢ wyktadniczej
zbieznosci trajektorii do punktu x = 0. Aby oceni¢ wielkos¢ zbioru granicznego X.,
zal6zmy, ze |z| < o . Wtedy z (9.4.18) wynika nastepujaca antyoptymalna strategia

zaburzen:
Z(X)=a . (9.4.19)
<l
Zatem bedziemy mieli nastepujacy wzér na wskaznik stabilnosci:
T BTSX‘ T
X' SAX ‘ X'SX «a
y(8)=—sup| ———— - =—+—— . (9.4.20)
x=0] X' SX X' SX X 'Sx "X”s

Stad, wskaznik zbieznosci (wnikania) trajektorii do elipsoidy B(S,c) mozemy
oszacowa¢ jak nastepuje:

7[510] =— Sup [XTSAX —é-‘BTSx‘Jrg} =

! c
(9.4.21)
=— sup ixTSAX _B. ‘BTSXH 2 )/[S, ﬁ} _a
Ixls = ¢ c cl] ¢

gdzie ;/[S,ﬁ/c] jest wskaznikiem zbieznosci rozwazanego ukfadu bez zaburzen
okreslony wzorem (7.2.12). Ostatecznie, z warunku wnikania #S, c] >0, dostaniemy
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oszacowanie zbioru granicznego X, w postaci elipsoidy B(S, c.), gdzie c, jest
rozwiazaniem réwnania /S, c]=0. Rownanie to mozna rozwigza¢ numerycznie.
Sciste wyniki analityczne mozna uzyska¢ stosujac kanoniczna macierz funkcji
Lapunowa dla uktadu (A,B), o ile taka istnieje.

Zaleznos¢ (9.4.21) wskaznika zbieznosci od parametrow («, 5, ¢) determinuje
obraz typow stabilnosci wyktadniczej i ich bifurkacji w rozwazanej klasie uktadow.
Latwo uzasadni¢, ze dla stabilnej macierzy A rozwazany uklad reprezentuje typ
stabilnosci (0,1), natomiast dla niestabilnej macierzy A — dopuszcza bifurkacje
stabilnosci (0,1,0) — (0,0) —(0). a

Problemat 9.8: (Bifurkacje stabilnosci w uk/adzie sterowania z zaburzeniami)
Rozwazmy uktad mechatroniczny z aktywnym sterowaniem i zaburzeniami,
modelowany za pomoca inkluzji rézniczkowej postaci:

)'(e{Ax+Bu+Cz:|Z|Sa/\|u|sﬂ}, (9.4.22)

gdzie A reprezentuje stabilizowalna czes¢ swobodna uktadu, B - strukture
oddziatywania kontrolowanej sity u, natomiast wektor C - strukture
niekontrolowanej sity z dziatajacej na uktad.

Zakladajac, ze state wektory B, C sa liniowo niezalezne, dostajemy nastepujacy
wz6ér na wskaznik stabilnosci uktadu:

(9.4.23)

¥(S)=—sup supinf
( ) [ x T Sx X Sx x T Sx

x20 z U

xTsAx  BTsx CTSx]
~u- +7- .

Tym razem Kolejnos¢ operacji supremum wzgledem z i u nie odgrywa roli.
Optymalne sterowanie i antyoptymalne zaburzenia beda miaty standardowa postac:
ux, S) = — Bsign[B'Sx], z(x, S) = — a-sign[C'Sx]. Stad, wskaznik zbieznosci
trajektorii uktadu mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

;{S,Z,é} =— sup [XTSAX - E‘BTSX‘ + Z‘CTSXH . (9.4.24)
© ol s c c
Gdy ¢ ——> 0 w poblizu powierzchni przetaczen C'Sx = 0, to wskaznik (9.4.24)

dazy do nieskonczonosci tak, jak g sup ‘BTSx‘zé-"B”S.Z kolei, gdy ¢ ——0
[xls=1

w poblizu hiperpowierzchni przetaczen B'Sx = 0, to wskaznik stabilnosci (9.4.24)

dazy do minus nieskonczonosci tak, jak — - sup ‘CTSX‘=—2-"C"S, co
c

wyklucza stabilnos¢ wyktadnicza uktadu do punktu x = 0.
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Doktadniejsze wyniki mozemy dostaé, korzystajac z nastepujacego oszacowania:

},[ ,ﬁ,ﬁ}zf[ ,ﬁ,ﬁ}zy{s,ﬁ}——- sup CTSX‘
cc c c €l C |xs=t

=-sup[XTSAx—fQBTSA}——-Mc”.
-1 c c P

(9.4.25)

Jezeli wskaznik 7[5, ﬁ/c] jest obliczymy dla macierzy kanonicznej S, to ostatecznie
otrzymamy nastgpujacy wynik:

s 7. 61 ol - 222 |- g -

BTsB

Pl ~clcl, BT 0420
. - B'SAB
= mm{yw(s)—%-”cns , S S _ ]

C BTsB

Na podstawie powyzszego wzoru mozna teraz $cisle wyznaczy¢ istotne
charakterystyki uktadu (promien elipsoidy granicznej oraz punkty krytyczne
bifurkacji stabilnosci w przestrzeni parametrow e, g, ¢) dla przypadku stabilnej i
niestabilnej macierzy A. Latwo pokaza¢, ze obraz typow stabilnosci i mozliwych
bifurkacji jest tu identyczny jak w poprzednim przyktadzie. W szczegolnosci, dla
niestabilnej macierzy A dostajemy nastepujace warunki stabilnosci uktadu

a 7,68 p_a ICls BTsAB

: > +
[cls e c Bls g2

z ktorych wynika obraz bifurkacji uktadu w przestrzeni parametrow. Latwo pokaza¢,
ze powyzsze warunki sa dostateczne, o ile amplituda sterowania jest odpowiednio
duza w stosunku do amplitudy zaburzen, a doktadniej

ﬂ>wxmck 14+ BSAB (9.2.28)
El 2) -
s 7x(8)[Blg

Jezeli warunki (9.4.27), (9.2.28) sa spelnione, trajektorie ukladu sa zbiezne
wyktadniczo w powtoce elipsoidalnej B(S,cy, ¢,), gdzie

ﬂ" "S O‘HC"S ||B||
BTSAB S

, (9.4.27)

q:yAﬁﬂqs, = (9.4.28)
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Jak wida¢ granice powtoki stabilnosci sa liniowo uzaleznione od amplitudy
zaburzen « i amplitudy sterowania £. a

Przedstawione w tym rozdziale przyktady wskazuja na odpornos¢ sposobow
sterowania wynikajacych z metody optymalnych funkcji Lapunowa na r6znego
rodzaju zaburzenia i zaktdcenia sterowanych uktadow. Jednoczesnie przyklady te
stanowia dobra ilustracje przydatnosci tej metody nie tylko do orzekania o
stabilnosci uktaddéw, ale réwniez do giebszej analizy ich wiasnosci. Analiza taka jest
mozliwa dzieki analitycznym formutom, ktére uzyskuje sie, wykorzystujac norme i
iloczyn skalarny okreslony w przestrzeni stanu przez kwadratowa funkcje
Lapunowa.

Liczbowe przyktady ilustrujace zastosowanie formut analitycznych oméwionych
W niniejszym rozdziale mozna znalez¢ w cytowanych w tekscie publikacjach autora
Rozprawy (Ossowski [59],[60])

W nastepnym, ostatnim rozdziale niniejszej rozprawy pokazemy jakie sa
mozliwosci dyskretnej (komputerowej) realizacji sterowan wynikajacych z metody
optymalnych funkcji Lapunowa.
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10. CYFROWA REALIZACJA UKLADOW MECHATRONICZNYCH

W nowoczesnych ukfadach mechatronicznych czesto stosuje sie sterowania
dyskretne, czyli o skoriczonej liczbie pozioméw. Majqc to na wzgledzie, omowimy w
tym rozdziale rozne koncepcje sterowania dyskretnego, bedgcego przyblizeniem
sterowania analogowego rozwazanego w rozdziafach poprzednich. Rozpatrzona
zostanie mozliwosé komputerowej realizacji sterowas dyskretnych jak rowniez
realizacji za pomocq sterownikow zbudowanych na bazie sztucznych sieci
neuronowych. Na koniec przedstawione bedg koncepcje sterowania adaptacyjnego,
wykorzystujgce sieci neuronowe oraz algorytmy genetyczne, ktdre majg
zastosowanie wowczas, gdy nie jest znany model dynamiki sterowanego ukZadu.

10.1 Koncepcja dyskretnego sterowania uktadéw mechatronicznych

W poprzednim rozdziale omoéwilismy analogowe realizacje optymalnych sprzezen
zwrotnych za pomoca realnych elementéw wykonawczych. Teraz, majac nha
wzgledzie nieanalogowa (komputerowa) realizacje sterowan w ukfadach
praktycznych, rozwazymy kwestie optymalizacji i realizacji sterowan o wielu
wartosciach dyskretnych, mieszczacych sig¢ w zatozonych granicach.

Wiemy, ze optymalizacje sterowania uktadow mechatronicznych mozna
przeprowadzi¢ wedtug réznych wskaznikow jakosci, ktére moga by¢ zasadniczo
dwojakiego rodzaju: wskazniki funkcjonalne (globalne) stuzace do optymalizacji
wiasnosci catych trajektorii albo wskazniki funkcyjne (lokalne) optymalizujace
zachowanie sie ukladu w kazdej chwili [D14]. Stosujac lokalne kryterium
optymalnosci  (3.5.2), mozliwe jest wyznaczenie optymalnego sterowania
analogowego w postaci sprzezenia zwrotnego u(x) okreslonego dla kazdego
aktualnego stanu uktadu x i o wartosciach w pewnym zbiorze zwartym U.
Sterowania optymalne uktadéw mechatronicznych wyznaczone ta metoda sa, jak
wiemy, czesto sterowaniami dwuwartosciowymi typu bang-bang. Jezeli dopuscimy
mozliwos¢ wiaczania i wylaczania sterowan, to w najprostszym przypadku
bedziemy mieli co najmniej trzy poziomy kazdej ze sktadowych wektora sterowania
u: stan minimalny, maksymalny i zerowy (gdy brak jest sygnatu). Poniewaz takie
sterowania sa generowane na podstawie informacji o aktualnym stanie uktadu, ktéra
w uktadach dyskretnych (komputerowych) réwniez ma posta¢ dyskretna, to staje sie
jasne, ze do ich realizacji potrzebne beda sterowniki dziatajace w logice
tréjwartosciowej lub w ogolnosci — wielowartosciowej (Ossowski [76]).

Zadaniem sterownika dyskretnego jest wtaczenie lub wytaczenie odpowiednich
sktadowych sterowania w zaleznosci od aktualnego stanu x ukiadu. Dlatego
sterowniki dyskretne beda w og6lnosci uktadami przetaczajacymi. W niniejszym
paragrafie skupimy si¢ tylko na niektérych aspektach syntezy struktury takich
sterownikéw przy uzyciu metody optymalnych funkcji Lapunowa, podajac raczej
mozliwosci pewnych rozwiazan niz kompletne rozwiazania.
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Rozwazmy przeto uktad mechatroniczny opisany inkluzja rézniczkowa:
x e{F(x,u):ueU cR™}, F(0,0)=0 (10.1.1)

w pewnym otoczeniu X< R" punktu stacjonarnego x = 0. Zatozymy, ze kazda
sktadowa u;, i=1,..., m wektora sterowania przyjmuje wartosci z pewnego zbioru
skonczonego D(a, I) = {0, +, £2 a,..., +l a }, gdzie a jest skokiem dyskretyzacji
sterowania. Poniewaz wtedy U=D"(¢, )= D(«, 1)x...xD(a, 1), w dowolnej chwili
az (21 + 1)™ r6znych wektoréw sterowan u moze by¢ podanych na wejscie ukiadu.
Dla aktualnego stanu x = x(t) uktadu sterownik musi dokona¢ wyboru optymalnego
wektora sterowania u = u(x) = [uy,...,un]" ze skonczonego zbioru U = D™(a, I). W
takiej sytuacji, zamiast odtwarza¢ optymalna funkcje analogowa (przedziatami
ciagta) u(x) za pomoca sterowan o wartosciach w D"(e, 1)), lepiej od razu
generowa¢ dyskretne sterowanie u € D™(a, |), ktére maksymalizowatoby lokalna
szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu. Odpowiada to zastosowaniu do
syntezy sterowan nastepujacej dyskretnej wersji kryterium optymalnosci (3.5.2):

max [—xTSF(x,u)], (10.1.2)
uel (e 1)

w ktérym operacja ,,sup” zostata zastapiona przez maksimum funkcji na zbiorze
skonczonym. Wiasnosci ukladu ze sterowaniem wyznaczonym z powyzSzego
kryterium optymalnosci beda oczywiscie zalezaty od liczby poziomoéw oraz skoku
dyskretyzacji « sterowania, Ktory przeto sam moze by¢ parametrem
optymalizacyjnym, jezeli nie jest z gory ustalony wzgledami technicznymi. Jezeli
funkcja F jest dana jawnie, wyznaczenie sterowania dyskretnego wedtug kryterium
(10.1.2) nie przedstawia formalnego problemu, gdyz sprowadza sie do przeszukania
skonczonego zbioru wartosci pewnej funkciji.

Jest jasne, ze dyskretne kryterium optymalnosci (10.1.2) dzieli zatozony obszar X
na co najwyzej (21+1)™ podzbioréw

X, j) ={x € X : ui(x) =ja }, i=L,om; j= .., =1, 0, 1,.., 1, (10.1.3)

takich ze X(i, j1) N X(i, j2) = ¢ dla ji#j,. Jesli trajektoria x(t) uktadu przechodzi z
pewnego zbioru X(i, j;) do innego zbioru X(i, j;), to i-ta sktadowa sterowania
optymalnego doznaje skoku z poziomu j;« do poziomu j,c. Na przecigciu brzegow
sasiednich obszarow X(i, j1)) m X(i, j,) obie wartosci jia i j,a tej sktadowej
sterowania sa optymalne, bo ich wptyw na szybkos¢ zbieznosci jest jednakowy.
Sterownik dyskretny musi na biezaco rozpoznawac brzegi opisanych zbiorow X(i, j)
i dokonywa¢ odpowiednich przetaczen sktadowych sterowania. Mozliwosé
praktycznej realizacji takich przetaczen nakazuje zatozy¢ pewna regularnosé uktadu
sterowania, ktdra okresla nastepujaca
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Definicja 10.1: Zagadnienie sterowania optymalnego (10.1.2) dla ukiadu (10.1.1)
nazywamy regularnym zagadnieniem sterowania, jezeli kazdy z opisanych zbioréw
X(@, j), i=1,...m; j=-l,...,-1, 0, 1,...,1 ma skonczona liczbe spdjnych sktadowych, a
kazda trajektoria ukladu przecina w skonczonym przedziale czasu co najwyzej
skonczona liczbe brzegbw obszaréw X(i, j). Sterowanie wyznaczone z regularnego
zagadnienia sterowania nazywamy sterowaniem regularnym, natomiast uktad z
zastosowanym sterowaniem regularnym — ukfadem regularnym. #

Regularnos¢ rozumiana w powyzszym sensie zapewnia, ze w skonczonym czasie
sterowanie optymalne bedzie miato co najwyzej skonczona liczbe przetaczen. Jest
jasne, ze taki warunek musi by¢ spetniony w kazdym realnym uktadzie sterowania.

Wymaganie regularnosci zagadnienia sterowania naktada pewne ograniczenia na
funkcje F(x, u), ktora okresla dynamike uktadu (a wigc przebieg trajektorii), a
jednoczesnie wystepuje w kryterium optymalnosci (10.1.2). Dla typowych modeli
uktadéw mechatronicznych warunek ten jest zazwyczaj spetniony.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze sterowanie optymalne dla danego uktadu
jest okreslone przez odpowiedni podziat przestrzeni stanu X, zadany rodzing
podzbiorow X(i, j). Poniewaz rozwazane sterowanie bedzie przedziatami state,
analiza zachowania si¢ uktadu w poszczegolnych obszarach X(i, j) nie stanowi
powaznego problemu teoretycznego. W szczeg6lnosci dla uktadu sterowania (A, B)
dynamika uktadu bedzie przedziatami liniowa. Przyjmujac dodatkowe zatozenia
pokazemy dalej, ze takie sterowanie moze by¢ generowane za pomoca sterownika w
postaci uktadu logiki wielowartosciowe;j.

Definicja 10.2: Regularne zagadnienie sterowania (10.1.2) nazywamy zagadnieniem
analitycznym, jezeli dla kazdego niepustego obszaru X(i, j) = {x X : ui(x) = ja}

istnieja funkcje ciagte gix: X—> R, k =1,...I; , takie ze
int(X(i, j)) = {xeX: gij (X) > 0, k=1,....I; }, (10.1.4)
gdzie ,,int” oznacza topologiczne wnetrze zbioru. Sterowanie optymalne u(x),

bedace rozwiazaniem takiego zagadnienia, bedziemy nazywali sterowaniem
analitycznym. #

Analitycznos¢ rozumiana w powyzszym sensie oznacza, ze wszystkie niepuste
podzbiory X(i, j) mozna opisa¢ za pomoca skonczonego ukladu nieréwnosci
funkcyjnych. Wéweczas chwile, w ktorych nastepuja przetaczenia sterowania, moga
by¢ okreslone na podstawie znakdéw pewnych funkcji ciagtych zaleznych od stanu
ukfadu. Oznacza to, ze do generacji sterowania optymalnego wystarcza tylko
tréjkowa (trzywartosciowa) informacja. Zatem na wejsciu sterownika potrzebny jest
odpowiedni konwerter A/D, ktory przetwarza informacje o aktualnie mierzonym
(analogowym) stanie uktadu X(t) = [xi(t) ,..., X» ()]" na sygnaly trojkowe réwne
sign[gij(x)]. Taki wejsciowy konwerter mozna zrealizowa¢ na przyktad za pomoca
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warstwy niezaleznych komérek neuronalnych o postaci pokazanej na Rysunku 10.1.
Kazdy z neurondw warstwy (majac n wejs¢ i jedno wyjscie) jest w petni okreslony
przez pewna nieliniowa funkcje wejsciowa g(x) i zerowy prég zadziatania w = 0.

X T |y 5sionlaeo-wl

Rys.10.1 Graficzne oznaczenie nieliniowego neuronu

Poniewaz kazde z (21+1)-wartosciowych sterowan u; jako sygnatow wyjsciowych
bedzie w takim ukiadzie generowane na podstawie | wejsciowych sygnatow
tréjkowych, optymalny sterownik w ukladzie sprzezenia zwrotnego mozna
zbudowaé¢ w postaci warstwowego systemu ztozonego z wejsciowej warstwy
neuronalnej, bloku logiki wielowartosciowej oraz bloku wyjsciowego zbudowanego
z elementdw wykonawczych, jak pokazano na ponizszym rysunku (Ossowski [76]):

v N 91jk | O >
1 S 1 -
. ' | Uktad logiki
R i | Wielowar- = Blok [ =—>
u(x) . ! R -
: : tosciowej Wyjsciowy
y £ ) Gmi O >

Rys.10.2 Schemat blokowy wielowartosciowego sterownika logicznego

Tak wigc synteza optymalnego sterownika w ukladzie sprzezenia zwrotnego ze
sterowaniem dyskretnym sprowadza si¢ w gruncie rzeczy do syntezy uktadu logiki
wielowartosciowej o wielu wejsciach i wielu wyjsciach (Ossowski [76]). W
szczeg6lnym przypadku aktywnego sterowania uktadéw mechatronicznych, gdy
sterowane sitowniki generuja maksymalna site napedzajaca lub hamujaca albo tez sa
wytaczone, do generacji sterowan wystarczy uktad logiki trojwartosciowej.
Analogiczne koncepcje sterownikéw neuronowych, chociaz konstruowanych
wedtug innych zasad, opisane sa w wielu pracach (na przyktad Cheung [13]).

Idealna realizacja sterowania optymalnego za pomoca opisanego uktadu logiki
wielowartosciowej nie jest w rzeczywistosci mozliwa. Jezeli sterowania maja by¢
przetaczane miedzy dyskretnymi wartosciami, to nieuniknione jest rozmycie takiej
operacji w kazdej realizacji praktycznej ze wzgledéw opisanych w poprzednim
rozdziale. Zatem sprzetowa (hardware’owa) reprezentacja optymalnej struktury
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podziatu obszaru X na zbiory X(i,j) zawsze bedzie rozmyta. Kazdy ze zbioréw X(i,j)
bedzie w istocie zbiorem rozmytym [D6]. Dlatego sterowanie generowane przez
sterownik moze by¢ niejednoznaczne (zalezne od historii) dla standéw ukfadu
znajdujacych sie w strefie rozmycia na granicy miedzy dwoma sasiadujacymi
obszarami X(i,j). Odpowiada to histerezie w wielowymiarowym uktadzie sterowania
opisanym w Rozdziale 9. Poniewaz odpornos¢ optymalnych uktadéw sterowania na
niezerowa histereze zostata tam wykazana, przeto mozemy wnosi¢ 0 odpornosci
rozwazanych tu uktadoéw na opisane wyzej rozmycie. W rozwazanym uktadzie
sterowania moga wystapi¢ rdwniez wszelkie efekty zwiazane ze zjawiskiem ruchu
poslizgowego. Jakie efekty sie z tym wiaza, zostato opisane w Rozdziale 7.

Problemat 10.1: (Dyskretne sterowanie optymalne ukfadu analitycznego)
Wykazemy, ze problem sterowania optymalnego (10.1.2) jest analityczny, jezeli
funkcja F ma posta¢ (1.4.2). Istotnie, nietrudno zauwazy¢, ze kazdy obszar X(i, j)
jest w takim wypadku okreslony uktadem (m-1) nieréwnosci funkcyjnych:

gij () =g(x,u',ul,S) =xTSF(x,u") ~xTSF(x,ul) <0 i#j=1.2,..2m+1),

gdzie x € X, a u%..., u' sa wszystkimi mozliwymi wektorami sterowania
dyskretnego o zatozonej liczbie poziomdw. Zatem w realizacji sterownika w postaci
warstwowej (jak na Rysunku 10.2) neurony warstwy wejsciowej obliczaja znaki

wszystkich funkcji xTSF(x,ui)— XTSF(X,U J') i#=1,2,...,(2m+1)". Nastepnie, uktad
logiki wyznacza na tej podstawie aktualne wartosci sktadowych sterowania. O

Proces syntezy rzeczywistych sterownikow tego typu moze by¢ optymalizowany
pod wzgledem ztozonosci struktury i uniwersalnosci odpowiednich blokéw logiki
wielowartosciowej. Jezeli mamy do czynienia ze stabilnym uktadem mechanicznym
i rozpatrujemy zagadnienie jego (p6t)aktywnej modyfikacji, mozemy zastosowacé
sterowanie suboptymalne, ktore niekoniecznie doktadnie odtwarza strukture
optymalnego podziatu przestrzeni X na obszary X(i,j). Wystarczy tylko zapewnic,
aby odpowiednie sktadowe sterowan byly wytaczone wtedy, gdy ich optymalna
wartos¢ nie jest okreslona.

Ponizszy przykiad ilustruje proces znajdowania sterowania uktadu analitycznego.

Przyklad 10.1: (Sterowania dyskretnego ukzadu z nieliniowym wejsciem)
Rozwazymy problem aktywnej modyfikacji uktadu z nieliniowym wejsciem postaci:

X e{AX + BU + Cu? :u e{-2¢,-0.,0,0,20} }, (10.1.5)

gdzie A, B, C sa macierzami o wymiarach n x n, macierz A jest stabilna, a
sterowanie u przyjmuje wartosci dyskretne 0, o, 2 ¢, czyli jest picciowartosciowe.
Optymalna strategia sterowania jest wtedy okreslona przez kryterium optymalnosci:
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max [—uBTSx -u 2CTSx] , (10.1.6)
u

gdzie maksimum jest po zatozonym zbiorze dyskretnym. Wynika z tego, ze
optymalny sterownik (modyfikator) dla kazdego stanu x powinien generowaé
sterowanie, ktére odpowiada maksymalnej z pigciu ponizszych wartosci:

0, —aBTSx - a2CTsx, aBTSx — a2CTsx,

T 2~T T 2~T (10.1.7)
—20B ' SXx—-40°C'Sx, 2aB ' Sx —4a“C " SX.

W szczegolnosci, sterowanie przybiera wartos¢ zero, gdy spetnione sa nastgpujace
warunki:

U(x) =0 <> +aBTSx—a’CTSx< 0A+20B TSx- 42 °CTSx < 0 =

<:>‘BTS><1—0:CTSX< O/\‘BTS><1—205CTSX< 0 a-CTsx> ‘BTSx‘. (1019)
Analogicznie mozna wyznaczy¢ warunki, przy ktorych sterowanie optymalne osiaga
pozostate wartosci z zatozonego zbioru dyskretnego.

Problem generacji sterowania optymalnego w powyzszym przykiadzie jest
prosty o tyle, ze sprowadza sie do wyliczania i poréwnywania liniowych funkcji
stanu x. Optymalny sterownik dyskretny moze by¢ wiec kompletnie zrealizowany za
pomoca sieci neuronowej zbudowanej wytacznie z komérek o liniowych funkcjach
wejsciowych, okreslonych przez wagi kazdego z wejs¢. O

Wazna sprawa jest mozliwosé oceny wplywu dyskretyzacji sterowania na
zachowanie si¢ uktadu. llustruje t¢ kwestig ponizszy przykiad.

Przyklad 10.2: (Dyskretna realizacja stabilizujgcego sterowania liniowego)
Rozwazymy uklad stabilizacji x = Ax+ Bu, w ktorym A jest macierza niestabilna,
para (A,B) jest stabilizowalna, a sterowanie stabilizujace u, wyznaczone metoda
optymalnych funkcji Lapunowa, ma w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego
x = 0 posta¢ liniowego sprzezenia zwrotnego u = — k-B'Sx. Jezeli zastosujemy do
cyfrowej realizacji takiego sterowania element wykonawczy o skonczonej liczbie m
dyskretnych poziomoéw pokrywajacych obszar liniowosci, to wéwczas zachowanie
si¢ uktadu w poblizu punktu x = 0 moze znacznie odbiega¢ od zachowania uktadu
liniowego.

Aby to pokaza¢ przyjmijmy, ze element wykonawczy jest opisany dwoma
dodatnimi parametrami d, h, takimi ze sterowanie dyskretne

u = (k+1)h gdy kd < B'Sx < (k+1)d, k = -m,...,-1,0,1,.....m. (10.1.9)

Odpowiada to funkcji schodkowej o wysokosci schodka h i srednim nachyleniu h/d.
Jezeli to nachylenie jest wigksze od wzmocnienia krytycznego okreslonego w
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poprzednim rozdziale, czyli p = h/d > ko(S), to uktad jest asymptotycznie stabilny w
zatozonym obszarze liniowosci. Jezeli jednak p < ko(S), to wlwczas przecigcie si¢
linii prostej o nachyleniu ko z wykresem opisanej wyzej funkcji schodkowej
generuje ztozony typ stabilnosci uktadu. Zwigkszajac stopniowo parametr p beda
nastgpowaty w uktadzie kolejne bifurkacje stabilnosci wedtug schematu:

l.—(10.1,..01,0—> (1,0,1,..,0,1,00)—> (1,0,1,..,1,0,1,0) —.] (10.1.10)

gdzie liczba jedynek | w regularnych typach stabilnosci odpowiada 2I-1 przecieciom
wspomnianej prostej z wykresem funkcji schodkowej. Praktycznie oznacza to, ze
trajektorie rozwazanego ukladu z dyskretnym sterowaniem beda wykladniczo
zbiezne w skonczonej liczbie powtok elipsoidalnych B(S, ¢, Ci.1), oddzielonych
powtokami, w ktorych zbieznos¢ wyktadnicza nie zachodzi. O

10.2 Sterowniki neuronowe uktadéw mechatronicznych

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze proces syntezy optymalnych sterowan
dla uktadow dynamicznych przy uzyciu metody funkcji Lapunowa prowadzi na ogot
do sterowan przetaczanych, ktdre czesto mozna zrealizowa¢ za pomoca Sieci
neuronowych. Warto omoéwi¢ te kwestie nieco doktadniej. Jezeli natozone sa tylko
ograniczenia na poszczegélne sktadowe wektora sterowan, a brak jest ograniczen
totalnych, wowczas sktadowe sterowania u; sa od siebie niezalezne i maja posta¢
bang-bang. Tylko wtedy mozna je zrealizowa¢ za pomoca jednowarstwowej sieci
neuronowej ztozonej z niezaleznych komdrek postaci jak na Rysunku 10.1. Bedzie
to wiec sie¢ w swej istocie binarna. Jesli jednak istnieja ograniczenia na totalna moc
sktadowych wektora sterowan (na przyktad przyjete zgodnie z zasadg Turkstry), to
moze by¢ konieczne wytaczanie niektorych sktadowych sterowania w czasie pracy
uktadu po to, aby inne sktadowe mozna byto wiaczy¢ z maksymalna amplituda.
Wowczas algorytm sterowania trzeba juz zrealizowac¢ za pomoca wielowarstwowej
sieci neuronowej pracujacej w logice trojkowej. Aby to zilustrowaé¢ rozwazmy
nastepujacy

Przyklad 10.3: (Aktywny neuronowy modyfikator ukfadu liniowego)
Rozwazmy problem realizacji aktywnej modyfikacji wielowejsciowego uktadu
opisanego nastepujaca inkluzja:

X €{AX+ By + ..+ Byuy :|ug| < B A Alug] < BAlug 4.+ |u] <1- B,

w ktdrej natozono dodatkowe ograniczenie |u1|+---+|uk|£ I na totalny wydatek
wszystkich sterowan. Oznacza to, iz sterowania (sity) maja by¢ wiaczone lub
wylaczone, przy czym nie moze by¢ jednoczesnie wiaczonych wigcej niz | < k
sterowan. Jak wiemy z Rozdziatu 7, optymalne sterowania przy takich graniczeniach
przyjmuja wartosci skrajne +4 albo zero, a funkcje przetaczen sa liniowe wzgledem
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wektora stanu X. Zatem mamy tu w istocie sterowanie dyskretne (tréjwartosciowe),
ktére moze wygenerowac sterownik pracujacy w logice trdjkowej. Zadaniem
sterownika jest dokonanie optymalnego wyboru | aktywnych sterowan (sposrdd k
sterowan), ktdre powinny by¢ wiaczone dla danego Xx. Algorytm takiego wyboru
moze przebiega¢ nastgpujaco: najpierw obliczane sa odpowiednie liniowe funkcje

stanu (funkcje przetaczen) BiTSx,i =1,...,k, potem dokonuje si¢ uporzadkowania
ich co do modutu jak nastepuje:

‘BiTSx‘ > ‘B.T Sx‘ > ‘B.T Sx‘ , (10.2.1)
1 12 Ik

a na koniec dokonywany jest wybor | sterowan o indeksach iy,...,iy i okreslany ich
znak zgodnie z zasada u;= — - sign[BiTSx]. Pozostate sterowania sa w tym czasie

wylaczone.

Poniewaz do podjecia decyzji odnosnie aktywnych sterowan w zasadzie nie sa
istotne wartosci funkcji przetaczen, lecz ich znaki i wzajemne relacje, mozna
zbudowac sie¢ z neuronéw (o liniowych funkcjach wejsciowych jak na Rysunku
10.1), ktéra bedzie realizowata opisany algorytm sterowania. Struktura i wiasnosci
takiej sieci neuronowej, opisane w pracach autora Rozprawy (Ossowski [56], [73],
[77]), sa na tyle ztozone, ze niecelowe byloby je tu doktadnie omawiaé. W kazdym
razie jest to sie¢ siedmiowarstwowa ziozona z bloku wejsciowego, bloku
komparatoréw, bloku selektora i bloku konwertera. Blok wejsciowy ztozony z
jednej warstwy komorek okresla znaki poszczegélnych funkcji przetaczen oraz
znaki wszystkich réznic miedzy nimi. Blok komparatora realizuje w pewnym sensie
operacje porzadkowania modutéw (10.2.1). Blok selektora wybiera aktywne
sterowania, a blok konwertera generuje na aktywizowanych wyjsciach optymalne
sygnalty sterujace postaci u;= — g -sign[BiTSx]. Istotna cecha opisanej sieci jest fakt,
ze tylko wagi neurondéw warstwy wejsciowej zaleza od parametrow macierzy
funkcji Lapunowa i moga by¢ optymalizowane. Wagi pozostatych neurondéw sa
zdeterminowane logiczna funkcja rozwazanej sieci.

Opisany modyfikator (stabilizator) neuronowy mozna zastosowa¢ do stabilizacji
wielowymiarowych uktadéw liniowych, a w szczeg6lnosci do systemow wielkich.
Wazna cecha opisanej sieci jest uniwersalnos¢ jej struktury, co praktycznie oznacza,
ze sie¢ 0 n wejsciach moze by¢ bezposrednio zastosowania do modyfikacji uktadéw
0 mniejszej liczbie m < n sterowan i wymiarze stanu o dowolnej liczbie I<k
aktywizowanych sterowan. Zatem taka sie¢ moze by¢ zaprojektowana i wykonana
jako zintegrowany blok o nastawialnych parametrach (wagach neuronéw
wejsciowych i progéw neuronéw w warstwie selektora). O

Podobna synteze mozna przeprowadzi¢c w przypadku dyskretnej modyfikacji
potaktywnej uktadu liniowego, co pokazuje nastepujacy
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Przyklad 10.4: (P6/aktywna dyskretna modyfikacja ukzadu liniowego)
Rozwazmy problem realizacji sterownika poétaktywnej modyfikacji liniowego
uktadu drgajacego, opisanego nastepujaca inkluzja:

X e{AoX+ W AIX + ...+ Uk ALX:|ug| < B AL Afug| < BT (10.2.2)

gdzie Ao, Ay,..., Ax Sa macierzami 0 wymiarze n x n, przy czym A, jest macierza
stabilna, opisujaca wiasnosci uktadu mechanicznego bez sterowania. Jak wiemy z
Rozdzialu 6, sterowania optymalne sa w tym przypadku przetaczane na
kwadratowych funkcjach przetaczen, ktére dekomponuja sie na iloczyn funkcji
liniowych. Mianowicie:

Ui (X) = —B-sign[x " SA;x] = — B - sign [(C{ SX)(DX)],i =1,....k . (10.2.3)

Dzieki takiej dekompozycji funkcji przetaczen i niezaleznosci powyzszych
sterowan, réwniez mozliwa jest realizacja algorytmu sterowania, tym razem za
pomoca dwuwarstwowej sieci neuronowej ztozonej z komorek o liniowych
funkcjach wejsciowych. Znak funkcji bedacej iloczynem funkcji liniowych jest
bowiem okreslony przez znaki jej czynnikéw. Struktura sieci neuronowej takiego
modyfikatora jest opisana w pracach autora Rozprawy (Ossowski [62], [64]). O

10.3 Komputerowe sterowniki uktadow mechatronicznych

Realizacje sterowania optymalnego za pomoca sterownika logicznego
(neuronalnego) przedstawionego na Rysunku 10.2 mozna by okresli¢ mianem
realizacji sprzetowej (hardware’owej), jako ze algorytm sterowania jest realizowany
przez specjalizowany uklad logiczny istniejacy fizycznie. Alternatywa dla
sterownikdw harware’owych moga by¢ sterowniki komputerowe.

Istota sterownikow komputerowych jest software’owa realizacja algorytmu
sterowania. Kazdy sterownik komputerowy réwniez zawiera blok wejsciowy
(pomiarowy) i blok wyjsciowy (wykonawczy), jak na schemacie z Rysunku 10.2,
ale specjalizowany uktad logiczny jest zastapiony komputerem z
zaimplementowanym algorytmem.

Sterowniki komputerowe ustepuja sterownikom harware’owym szybkoscia
dziatania, doktadnoscia i niezawodnoscia, ale za to sa od nich bardziej uniwersalne
ze wzgledu na tatwos¢ zmiany i optymalizacji algorytmu sterowania. Istotna i nie
zawsze korzystna cecha sterownikow komputerowych jest dyskretyzacja czasu.
Praktycznie oznacza to, ze wyznaczenie optymalnych sterowan nastepuje tylko w
dyskretnych chwilach, a w okresach migdzy kolejnymi aktualizacjami wektor
sterowania jest staly i zgodny z ostatnim wyliczeniem. Zadaniem algorytmu
sterowania jest wigc obliczenie w aktualnym punkcie x(t) lokalnej szybkosci
zbieznosci wyktadniczej dla wszystkich (21+1)™ wektoréw sterowan i wybor
wektora optymalnego w danej chwili prébkowania.
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Mozna oczekiwaé, ze efektywno$¢ sterownika komputerowego bedzie
zadowalajaca wtedy, gdy okres probkowania bedzie ,,maty” w poréwnaniu z
charakterystycznymi statymi czasowymi sterowanego ukfadu. Sciste wykazanie
odpornosci uktadu sterowania na niedoskonatosci realizacji komputerowej zapewne
nie bytoby tatwe. Mozna jednak poda¢ dobre uzasadnienie dla takiej odpornosci
ukfadu. Istotnie, dyskretyzacja sterowania w czasie powoduje dezaktualizacje
infromacyjna sterowania, co mozna zinterpretowac jako swego rodzaju op6znienie
w petli sprzgzenia zwrotnego. Podobnie, niedoktadnos¢ dyskretnego okreslenia
aktualnego stanu uktadu i wyliczenia aktualnego sterowania mozna interpretowaé
jako wystepowanie swego rodzaju zaktdcen pomiarowych w ukladzie. Wystarczy
wigec zauwazy¢, ze odpornosé rozwazanych uktadéw na wymienione wyzej rodzaje
zaburzen i zaktocen zostata wykazana w poprzednim rozdziale.

W pewnych sytuacjach praktycznych, zwtaszcza wtedy, gdy algorytm sterowania
jest bardziej ztozony, zastosowanie sterownikdéw komputerowych moze by¢
uzasadnione lub wrgcz konieczne. Ponizej oméwimy dwie koncepcje sterowania
komputerowego w tego typu przypadkach.

Problemat 10.2: (Neuronowe modyfikatory nieliniowych ukfadéw dynamicznych)
Rozwazymy pewien realny uklad reprezentowany przez model (10.1.1),
wykladniczo stabilny wedtug normy || (w pewnym obszarze X), ktérego funkcja F

nie jest doktadnie okreslona. Rozwazmy dalej problem pdétaktywnej modyfikacji
wiasnosci stabilnosci takiego uktadu zaktadajac, ze mamy do dyspozycji wejscia
sterujace u, a jego stan x jest dostepny pomiarom w czasie rzeczywistym z pewnym
okresem prébkowania T. Tego rodzaju zagadnienie sterowania raczej nie da si¢
rozwiaza¢ harware’owo, a to ze wzgledu na bardziej ztozony algorytm wyliczania
aktualnego sterowania, polegajacy na zapamietywaniu i przetwarzaniu duzej ilosci
informacji. Dlatego adekwatnym rozwiazaniem begdzie tu komputerowy uktad
sterowana (modyfikacji).

Jednym ze sposob6w komputerowej realizacji uktadu sprzezenia zwrotnego dla
rozwazanego przypadku moze by¢é wczesniejsze, empiryczne wyznaczenie
wektorow optymalnego sterowania dla pewnej liczby punktow xto, xM e X i
zapisanie w bazie danych systemu rekordéw postaci: (x', u'), i =1,...,.N . W czasie
ruchu uktad wyznaczatby suboptymalne sterowanie u(x(t)), stosujac probkowanie
aktualnego stanu x(t) uktadu i na przyktad metode k - sqgsiadéw. Rzeczywiscie, jesli
lokalny wskaznik &S,x,u) jakosci uktadu (na przyktad lokalna szybkos¢ zbieznosci
wykiadniczej wediug normy |{|s) jest funkcja ciagta wzgledem x, u, to jego

wartosci dla sterowan suboptymalnych beda bliskie wartosciom optymalnym, o ile
zbior punktow bazowych {x...., x"} dostatecznie gesto i réwnomiernie wypetnia
przestrzen X. Jezeli do tego czas probkowania T bedzie dostatecznie krotki w
poréwnaniu z charakterystycznymi statymi czasowymi uktadu, mozna oczekiwaé, ze
opisane wyzej sterowanie suboptymalne bedzie efektywne (Ossowski [79]).
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Rozklad przestrzenny i liczba punktow bazowych x*,..., x" jak réwniez okres
prébkowania T stanu ukladu sa istotnymi parametrami rozwazanego uktadu
sterowania i powinny by¢ okreslone (dobrane) empirycznie. Sygnatem do
zwiekszenia liczby punktéw bazowych powinna by¢ rejestracja znaczacej liczby
przypadkéw, w ktérych sterowanie suboptymalne wyznaczone na podstawie
sasiednich punktéw daje w efekcie mniejsza od spodziewanej szybkosé¢ zbieznosci
wyktadniczej trajektorii.

Doswiadczalne wyznaczenie sterowan optymalnych w punktach bazowych
xh..x" moze polega¢ na wielokrotnym inicjowaniu ruchu ukltadu od kazdego
punku poczatkowego x' z réznymi wartosciami sterowan (az do wyczerpania
dyskretnego zbioru wartosci dopuszczalnych) i rejestracji empirycznej lokalnej
szybkosci zbieznosci wykladniczej &S,x,u) trajektorii. Wielkos¢ ta w danym
punkcie x i dla danego sterowania u mozna wyznaczy¢ z doswiadczenia wedtug
nastepujacej przyblizonej formuty:

1| kol
5(S,X,U) ~?|n|im , (1031)

gdzie T jest okresem prébkowania stanu uktadu, a stan w chwilach probkowania jest
wyznaczony z pomiaréw na uktadzie rzeczywistym (Ossowski [79]).

Do generacji sterowan optymalnych w czasie rzeczywistym mozna tez
zastosowac¢ algorytm w postaci odpowiedniej sieci neuronowej (o jednej lub dwdch
warstwach ukrytych i jednym wyjsciu wektorowym), ktéra bedzie w stanie dokonaé
predykcji wartosci optymalnego sterowania u €U dla aktualnego stanu x(t) uktadu.
Optymalne wagi neurondéw sigmoidalnych oraz struktura sieci realizujacej takie
zadanie moze by¢ okreslona z pomoca standardowej metody uczenia z nauczycielem
wykorzystujacej algorytm propagacji wstecznej oraz przyktady trenujace w postaci
rekordow (x, u, &S,x,u)), gdzie (x, u) i &ASxu) sa odpowiednio: danymi
wejsciowymi i wyjsciowymi. Potrzebne przyklady trenujace mozna tatwo
wygenerowa¢ doswiadczalnie korzystajac z formuty (10.3.1). Aby tego dokona¢
przypadkowe, stale wartosci sterowan U eU powinny byé podawane na wejscie
ukfadu startujacego z pewnych stanéw poczatkowych x' e X, w kolejnych okresach
probkowania. Wazne jest, aby dane wejsciowe (X', u'), jeJ byly reprezentatywne,
tzn. aby rozktad punktow x; € Xo i sterowan u; € U byt mozliwie jednorodny.
Walidacje wag tak wytrenowanej sieci neuronowej mozna przeprowadzi¢ na
dodatkowych przyktadach uczacych. Omoéwiona sie¢, jako algorytm w pamieci
komputera, odtwarza (aproksymuje) w swej istocie strukture podziatu przestrzeni X
na zbiory X(i,j) okreslone w Paragrafie 10.1. Opisana wyzej koncepcja sieci
neuronowej, jako algorytmu wyznaczania sterowania, oméwiona jest dokladniej w
pracy autora Rozprawy (Ossowski [79]). a
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Istnieja uktady mechatroniczne, dla ktorych wyznaczenie sterowan optymalnych
moze nastrgcza¢ pewne trudnosci. Z taka sytuacja mamy do czynienia na przyktad
wtedy, gdy model uktadu nie jest doktadnie okreslony w postaci analitycznej i, co
gorsze, jego parametry ulegaja stopniowej zmianie. W takich przypadkach w ogéle
bezposrednie zastosowanie sterowan wyznaczonych metoda funkcji Lapunowa nie
jest mozliwe i w zasadzie jedyna alternatywa jest zastosowanie sterowania
adaptacyjnego.

Opracowano wiele metod sterowania adaptacyjnego uktadéw dynamicznych.
Jednak kazdy system sterowania adaptacyjnego z zasady optymalizuje sterowanie w
pewnym procesie uczenia opartym na jakiej$ informacji o ,,historii” uktadu oraz jego
zewnetrznych zaburzeniach i zaktoceniach. Jesli sterowanie pewnym uktadem z
zasady przyjmuje wartosci dyskretne, to wéwczas moze by¢ dogodnie zrealizowaé
proces uczenia na przyktad za pomoca algorytmu genetycznego (Ossowski [72]).

Sterowanie adaptacyjne moze mie¢ zastosowanie miedzy innymi w tzw.
uktadach sterowania poslizgowego. Zadaniem takiego sterowania jest zapewnienie
ruchu po pewnej rozmaitosci w przestrzeni stanu lub przynajmniej utrzymanie stanu
obiektu w poblizu tej rozmaitosci. Stosujac metode optymalnych funkcji Lapunowa,
mozna sformutowaé zasady sterowania poslizgowego zachowujacego stabilnos¢
uktadu. Na tej podstawie mozna skonstruowac¢ algorytm genetyczny zapewniajacy
adaptacyjna optymalizacje stabilnych uktadéw poslizgowych (Ossowski [65]).

Opisane wyzej koncepcje wskazuja na mozliwosci zastosowania — metody
optymalnych funkcji Lapunowa do syntezy realnych uktadéw mechatronicznych
wykorzystujacych nowoczesne rozwiazania software’owe i hardware’owe.
Przedstawione w tym rozdziale rozwazania nie wyczerpuja jednak tego tematu,
ktdry wykracza poza zamierzony bardziej teoretyczny zakres niniejszej rozprawy.
Schematy odpowiednich ukladéw sterowania i sieci neuronowych oraz opisy
pewnych genetycznych algorytmow adaptacyjnych mozna znalez¢ w cytowanych w
tym rozdziale pracach autora Rozprawy (Ossowski [61], [62], [64], [65], [70], [71],
[72], [73], [76], [77], [79]).
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DODATKI

Dodatki stanowig uzupefnienie zasadniczej czesci Rozprawy (Rozdziazy 1-10),
czynigc jq bardziej samowystarczalng. Chociaz zawarte w nich tresci sq wazne i nie
pozbawione elementu twérczego, ich lektura nie jest konieczna.

W dodatkach zawarte sq niektdre fragmenty dfuzszych wywodow, uzupe/nienia
pewnych mysli i og6lnych kwestii omawianych w Rozprawie oraz filozoficzne czy
metodologiczne rozwazania na temat teoretycznych perspektyw i praktycznych
aspektow zastosowania metody optymalnych funkcji Lapunowa w mechatronice.
Oméwione sq tez pewne kontrowersyjne koncepcje matematyczne czy filozoficzne.

Dodatek 1: (Wprowadzenie do inkluzji rézniczkowych)

Pierwsze doniesienia na temat inkluzji rézniczkowych lub kwestii $cisle zwiazanych
z tym pojeciem pochodza sprzed kilkudziesigciu laty (Zaremba [119], Wazewski
[115]). Do chwili obecnej liczba prac teoretycznych i aplikacyjnych w tym zakresie
jest znaczna, chociaz uzyskane wyniki sa wciaz mato popularne (Aubin [3]). W
publikacjach duza uwage przywiazuje sie do kwestii istnienia i definicji rozwiazan
oraz metod numerycznych i znajdowania tzw. zbiordw osiagalnosci inkluzji
(Raczynski [87], Kurzweil [33]). Ostatnio daje sie tez zaobserwowaé¢ wzrost liczby
prac na temat zastosowania inkluzji rézniczkowych w teorii sterowania. Trudno
bytoby jednak wskaza¢ prace tyczace sie bezposrednio jakosciowych wiasnosci
inkluzji rézniczkowych, na ktére mozna by sie powota¢ przy omawianiu
zastosowana metody funkcji Lapunowa w teorii uktadéw mechatronicznych (Aubin
[3]). Dlatego w niniejszym dodatku, napisanym specjalnie na uzytek niniejszej
rozprawy, podane jest dos¢ specyficzne ujecie teorii inkluzji, a raczej zestawienie jej
podstawowych definicji, poje¢ i stwierdzen. Wigkszos¢ podanego tu materiatu nie
znajduje bezposredniego odniesienia do literatury (Ossowski [82]).

W niniejszej rozprawie przez inkluzje rdzniczkowg (1) bedziemy rozumieli
wyrazenie relacyjne nastepujacej postaci:

Ly tw e {F(GxtW, X, V):vel(W) }, @

gdzie L., Gx: sSa operatorami rézniczkowymi  wzgledem zmiennych
czasoprzestrzennych (x, t)eR"xR, dziatajacymi na niewiadoma, rézniczkowalna
funkcje rzeczywista w = w(x, t), 7{W) ={v: R - Wc R"™} jest pewna przestrzenia
wektorowych funkcji czasu v(t) o wartosciach w zbiorze zwartym W e R",
natomiast F : RxR"xR™ ——R jest pewna funkcja rzeczywista. Relacja “e”zamiast
rownosci “=" w (1) znaczy, ze funkcja (Lxw)(X, t) nie jest jednoznacznie okreslona
(jak w przypadku réwnan rézniczkowych), lecz nalezy do pewnej rodziny funkcji
formalnie indeksowanych funkcjami czasu v e 7TW), ktére moga by¢ interpretowane
jako realizacje pewnego deterministycznego lub stochastycznego procesu w
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przestrzeni R™. Innymi stowy, inkluzja (1) jest rbwnowazna nastepujacej rodzinie
réwnan rézniczkowych:

{LxtW =F(Gyx (W, X, v(t)): ve I"(W)}. 2

(Trzeba zwrdci¢ uwaga ha to, ze zbiér (2) nie jest uktadem réwnan rézniczkowych.
Kazde z réwnan nalezace do rodziny (2) stanowi oddzielny byt i moze by¢
niezaleznie rozwiazywane lub analizowane.) W zaleznosci od tego, czy operator
rozniczkowy L, . zalezy od obu zmiennych, czy tylko od czasu t, bedziemy mieli do
czynienia z inkluzjgq rézniczkowg czgstkowg lub zwyczajng.

Zbior W nazywamy zbiorem wartosci inkluzji (1), natomiast przestrzen funkcji
ITW) — zbiorem realizaciji.

Dwie inkluzje rézniczkowe sa podobne, jesli roznia sig tylko zbiorem realizacji.
Wykonujac dziatania mnogosciowe na zbiorach realizacji inkluzji podobnych
mozemy mowi¢ o ich sumie, roznicy oraz czesci wspélnej. Mozna tez okresli¢
relacje zawierania sig inkluzji podobnych.

Inkluzje (1) nazywamy podinkluzjq inkluzji Ly w e{F(Gx (W, X, V): ve 71(W1)},
jezeli miedzy zbiorami ich realizacji zachodzi relacja 7TW) < 771(W,), ktéra oznacza
zwieranie si¢ odpowiadajacych im zbioréw réwnan rézniczkowych:

{Ly W =F(Gyxtw, X, Vv(t): ve ' (W)} < {Lg:W=F(Gx W, X, v(t)): ve 71 (W)}

Podinkluzja danej inkluzji jest jej pewnym uproszczeniem (modelem). W
szczeg6lnosci, jezeli W jest skonczonym podzbiorem zbioru Wy a 7{W) - zbiorem
ograniczonych funkcji schodkowych (przedziatami statych), mozemy za pomoca
takiej podinkluzji tworzy¢ dyskretne modele (aproksymacije) uktadéw o procesach
ciagtych.

Inkluzje (1) nazywamy skonczong lub (nie)przeliczalna, jezeli przestrzen funkcji
ITW) jest zbiorem skonczonym lub  (nie)przeliczalnym. Skonczonos¢
(przeliczalnos¢)  zbioru  wartosci  inkluzji  nie  gwarantuje  skonczonosci
(przeliczalnosci) zbioru realizacji.

Dowolna funkcja w* spelniajaca relacje (1) nazywa Sie rozwigzaniem
szczegOlnym inkluzji. Funkcja w* musi oczywiscie spetnia¢ przynajmniej jedno w
rownan nalezacych do (2). Zatem, musi istnie¢ pewna funkcja czasu v*e/Z{W)
(zwana generatorem rozwiazania szczeg6lnego w*(x, t)), taka ze Ly  w*(X, t) =
=F(Gy, t W*(X, t), X, v*(t)). Ten fakt mozna zapisac jako w*(x, t) = w(x, t, v*).

Rozwigzaniem ogdlnym inkluzji (1) bedziemy nazywali funkcje w(x, t, v), taka ze
Ly« W(X, t, V) = F(Gx t W(X, t, V), X, v(t)) dla kazdego ve 7{W). Zatem rozwiazanie
ogodlne w(x, t, v) generuje rodzine {w(x, t, v¥): v*el (W)} wszystkich rozwiazan
szczeg6lnych inkluzji (1).

Analityczne wyznaczenie ogélnego rozwiazania dowolnej inkluzji jest na ogot
niewykonalne. Co wiecej, znalezienie (analitycznie lub numerycznie) dowolnego
rozwiazania szczegolnego w(x, t) w zasadzie wymaga zawczasu znajomosci
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generatora v(t) dla wszystkich czaséw. Dlatego, w og6lnym przypadku, inkluzja (1)
nie moze by¢ rozwiazywana zadnym procesem iteracyjnym, tak jak jest to mozliwe
dla réwnan rozniczkowych. Istnieja jednak dwa przypadki, w ktérych badanie
inkluzji nie jest tak ktopotliwe. Po pierwsze, jesli inkluzja (1) jest skonczona (czyli
rodzina realizacji 7{W) jest skonczona), to rowniez zbidr réwnan (2) jest skonczony.
Wtedy mozemy rozwiazanie ogoélne inkluzji utworzy¢ z rozwigzan ogolnych
poszczegblnych rownan rozniczkowych rodziny (2), a te mozna juz rozwiazywac
analitycznie lub numerycznie.

Drugi skrajny przypadek dogodny w zastosowaniach polega na rozszerzeniu
rodziny realizacji 7TW) do przestrzeni wszystkich funkcji o wartosciach w W.
Réwniez wtedy ewolucja uktadu opisanego takim modelem moze by¢ numerycznie
wyznaczana, sukcesywnie w kolejnych dyskretnych chwilach bez ustalanej z gory
realizacji v(t). Przy takich zatozeniach odnosnie przestrzeni 7{W) inkluzje (1),
zwang wowczas inkluzjg zupeng, mozemy zapisa¢ w nieco prostszy sposob:

Lyt w e {F(GxtW, X, V): veW }. 3

Cieciem inkluzji zupetnej (3) nazywamy dowolna funkcje v(x, t), taka ze
v(x,t)eW dla kazdego (x,t). Kazdemu cieciu inkluzji zupelnej (3) odpowiada
jednoznaczne réwnanie:

Ly ¢ W =F(Gy t W, X, V(X, 1)). (@)

Inkluzje zupelne sa tez szczegdlnie dogodne do analizy jakosciowej. Z tego
wzgledu rozwazane w niniejszej pracy inkluzje beda zwykle skonczone albo
zupelne. Warto nadmieni¢, ze rozpatrywane w literaturze inkluzje rézniczkowe sa z
definicji zwyczajne i zupetne (Aubin [3]). Prezentowane tu ujecie inkluzji
rézniczkowych jest wiec ogoélniejsze.

Rozpatrywane w niniejszej rozprawie modele uktadéw mechatronicznych maja
zwykle posta¢ nastepujacej inkluzji rozniczkowej zwyczajnej:

)'(e{F(X,p,Z,u):p er(P)rzer(z)au eF(U)}, (5)

gdzie xeR" a F jest funkcja wektorowa (zwana funkcja inkluzji), taka ze
F(0,p,0,0)=0; P, Z, U, sa zbiorami zwartymi w odpowiednich przestrzeniach; 7{P)
jest zbiorem wszystkich funkcji statych o wartosciach w P, 7" (Z) jest pewnym
zbiorem funkcji czasu, odwzorowujacych przedziat [t,, +oc) W zbi6r Z, natomiast
ITU) jest zbiorem dopuszczalnych funkcji sterowan. Z tego wzgledu dalsze
rozwazania ograniczymy do inkluzji rézniczkowych zwyczajnych takiej wiasnie
postaci, stosownie do tego, co jest niezbedne do wytozenia omawianych tu kwestii.
Rozwigzaniem szczeg6lnym inkluzji (5), startujacym z warunkéw poczatkowych
(to, Xo0), nazywamy funkcje czasu x(t) = x(t, to, Xo), bedaca rozwiazaniem réwnania
rozniczkowego x = F(x,p,z,u) dla okreslonych per(P)zer(z)uer(u). Aby
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unikna¢ problemoéw egzystencjalnych, zatozymy tu, ze funkcja F jak i klasy funkcji
ITP), I(2), I(U) sa takie, ze dla kazdego p e'(P), zer(z), uer() i kazdego
(to, Xo) istnieje rozwiazanie szczegolne inkluzji przedituzalne do nieskonczonosci.

W przypadku inkluzji zupetnych postaci (5) na ogét nie dla wszystkich funkcji
p(t), z(t), u(t) o wartosciach odpowiednio w zbiorach P, Z, U bedzie istniato
rozwiazanie. Nie ma to jednak znaczenia w analizie teoretycznej. Jakosciowe
wiasnosci inkluzji zupetnej odnosza sie bowiem do istniejacych rozwiazan.

Jest jasne, ze nawet dla ustalonego sterowania u i ustalonych parametrow p
licznos¢ zbioru trajektorii inkluzji (4), rozpoczynajacych si¢ w dowolnym punkcie
(to, Xo), bedzie réowna mocy zbioréw funkcji 77Z). Zatem z kazdego warunku
poczatkowego (to, Xo) moze wychodzi¢ nieskonczenie wiele (zwykle nieprzeliczalnie
wiele) trajektorii. Z tego wzgledu symulacje komputerowe rozwiazan inkluzji sa
mato skutecznym narze¢dziem badawczym. Zwykle celem symulacji numerycznych
jak réwniez analizy teoretycznej jest oszacowanie tzw. obszaru osiggalnosci oraz
obszaru granicznego inkluzji rézniczkowej. Pojecia te maja sens, jesli zawczasu
ustali sie zbidr X, obejmujacy punkty poczatkowe rozpatrywanych trajektorii.

Obszarem osiggalnosci inkluzji (5) jest zbidr X- wszystkich punktéw nalezacych
do trajektorii inkluzji startujacych z punktow X, € X,. Podobnie obszarem
granicznym (asymptotycznym) inkluzji (5) nazywamy zbiér X, < X-, do ktérego
wchodza wszystkie trajektorie startujace z obszaru Xo, gdy t—— + oo.

W niniejszej rozprawie bedziemy zajmowali si¢ przede wszystkim wiasnosciami
jakosciowymi inkluzji rézniczkowych jako modeli uktadéw mechatronicznych
Analizujac wiasnosci jakosciowe danej inkluzji zwyczajnej (5) mozemy, podobnie
jak uktad rownan rozniczkowych, utozsamic ja ze zbiorem wszystkich trajektorii.
Mowiac o wiasnosciach jakosciowych inkluzji, bgdziemy wiec mieli na mysli
wiasnosci jakosciowe jej trajektorii.

Aby dana wiasnosé¢ jakosciowa mogta zaistnie¢ realnie, czyli aby mogta by¢
zaobserwowana (w badaniach symulacyjnych inkluzji albo w zachowaniu sig
realnego uktadu modelowanego przez dana inkluzje), musi by¢ wiasnoscia
przynajmniej lokalna tj. odnoszaca sie do wszystkich trajektorii inkluzji startujacych
Z pewnego obszaru Xo w przestrzeni stanu. Scisle biorac, aby zaobserwowaé dana
wlasnos¢ jakosciowa, wystarczytoby zatozyé¢, ze wiasnos¢ ta posiadaja prawie
wszystkie trajektorie startujace z danego obszaru. Praktycznie oznacza to, ze
prawdopodobienstwo realizacji trajektorii niezachowujacej rozwazanej wiasnosci
jakosciowej jest zerowe. Wiasnosci jakosciowe maja zatem racje bytu tylko w
odniesieniu do nieprzeliczalnych zbioréw trajektorii startujacych z nieprzeliczalnej
mnogosci punktow poczatkowych. W przeciwnym razie nie beda obserwowalne, a
wigc nie beda odpowiadaty zadnemu bytowi realnemu.

Rozwazmy inkluzje (5) w otoczeniu X punktu x = 0. Powiemy, ze inkluzja ma
pewna wiasnos¢ jakosciowa Q w zbiorze X, — X, jezeli wszystkie trajektorie inkluzji
startujace z punktow Xge X, maja ta wiasnosé.
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Dla danej wiasnosci jakosciowej Q mozemy zdefiniowac funkcje zdaniowa q(1)
(okreslona na pewnym zbiorze inkluzji rézniczkowych 1) w taki sposéb, ze zdanie
Q(I) jest prawdziwe, jesli inkluzja | € 1 posiada wlasno$¢ Q i fatszywe — jesli tej
wiasnosci nie posiada. Powiemy, ze inkluzja I, jest mocniejsza (lub sfabsza) od
inkluzji 1, w sensie wiasnosci Q i zapiszemy nastepujaco: I3 > 1, (lub 1y < 15),

jezeli zachodzi implikacja Q(l; ) = Q(l2) (lub Q(l; ) < q(l.)). Wreszcie, jezeli
zdania Q(ly ), Q(l2) sa rownowazne, czyli Q(l; ) < Q(l,), powiemy, ze inkluzje 1y,
I, sa rdwnowazne w sensie wiasnosci Q, co zapiszemy jako I;=1,. W mysl
powyzszych definicji, inkluzja rownowazna do danej jest jednoczesnie od niej
stabsza i mocniejsza. Opisana wyzej relacja < jest wigC relacja czgsciowego
porzadku w zbiorze inkluzji rézniczkowych indukowana przez wiasnosé Q.

Istota analizy jakosciowej inkluzji rozniczkowych jest orzekanie o ich
wiasnosciach jakosciowych. Rzadko udaje sig¢ przeprowadzi¢ wprost taka analizg,
czyli bezposrednio dla inkluzji bedacej modelem jakiegos uktadu realnego. Czesto w
analizie jakosciowej zastepujemy jedna inkluzje przez inna, prostsza do analizy.
Zastapienie inkluzji stabszej inkluzja mocniejsza w sensie okreslonej wiasnosci Q
prowadzi na ogdt do warunkéw dostatecznych posiadania wiasnosci Q, natomiast
zamiana inkluzji mocniejszej na stabsza —do warunkéw koniecznych. Najkorzystniej
jest dokonywaé przejscia od danej inkluzji do inkluzji jej réwnowaznej. W
ogolnosci analiza jakosciowa moze przebiega¢ wedtug dwdch schematow:

o> 4>l gl <<l (6)

w ktorych przejscie od inkluzji poczatkowej I, do inkluzji koncowej I, odbywa sie
zgodnie z relacja > albo z relacja odwrotng <. Badanie inkluzji koncowej i
okreslenie warunkow posiadania przez nia witasnosci Q daje w pierwszym wypadku
warunki dostateczne a w przypadku drugim — warunki konieczne posiadania
wiasnosci Q przez inkluzje wyjsciowa I;.

Aby taka procedura miata uzasadnienie, problem posiadania wiasnosci Q przez
inkluzje koncowa I, powinien by¢ wzglednie tatwo rozwiazywalny. Powiemy, ze
zagadnienie wiasnosci  jakosciowej Q inkluzji rézniczkowej jest skoriczenie
(przeliczalnie) rozwigzalne, jesli istnieje skonczony (przeliczalny) zbior rozwiazan
szczegblnych inkluzji, takich ze fakt posiadania przez kazde z tych rozwiazan
wiasnosci Q implikuje ta wihasnos¢ dla catej inkluzji, czyli dla wszystkich jej
rozwiazan. Oznacza to, ze inkluzja skonczenie rozwiazywalna ze wzgledu na
wiasnos¢ Q jest réwnowazna pewnej inkluzji skonczonej, a wiec skonczonej
rodzinie réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Celem analizy jakosciowej jest wigc
doprowadzenie danej inkluzji poczatkowej I; do inkluzji koncowej I, w postaci
skonczonego zbioru rownan rozniczkowych, dla ktérych analiza wtasnosci Q jest juz
wykonalna.
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Szczego6lnym rodzajem rozwiazan inkluzji zupetnej (5) sa te, generowane przez
okreslone sprzegzenia zwrotne p(x), z(x), u(x), a wigc przez cigcia wiazki uktadu
mechatronicznego opisanego modelem (5). Metoda optymalnych funkcji Lapunowa
omawiana w niniejszej rozprawie umozliwia wyznaczanie cie¢ krytycznych wiazki
ukladu, czyli sprzezen zwrotnych generujacych rozwiazania rozstrzygajace o danej
wiasnosci jakosciowej Q uktadu.

Cigcie p(x), z(x), u(x) wiazki uktadu mechatronicznego modelowanego inkluzja
(5) nazywamy cieciem krytycznym, jezeli rownanie rézniczkowe

x = F(x, p(x), z(x),u(x)) (7

jest rownowazne inkluzji (5) w sensie okreslonej wiasnosci jakosciowej Q
Rozwiazanie rownania (7) nazywamy rozwigzaniem krytycznym inkluzji (5).

Znalezienie ciecia krytycznego wiazki (a wiec odpowiedniego sprzezenia
zwrotnego) uktadu mechatronicznego sprowadza zagadnienie badania wiasnosci Q
inkluzji (5) do badania tej wiasnosci dla réwnania (7). Aby przy uzyciu ciecia
krytycznego mozna byto wnioskowaé¢ réwniez odnosnie pewnych wiasnosci
ilosciowych uktadu, wiasnosci te dla rozwiazania krytycznego powinny by¢ nie
gorsze (w okreslonym sensie) niz dla wszystkich trajektorii

Cigcie krytyczne nie musi by¢ jednoznaczne, a nawet w ogdle moze nie istniec.
Zalezy to zaréwno od postaci funkcji F opisujacej sama inkluzje jak réwniez od
badanych wiasnosci jakosciowych inkluzji. Mozliwe sa réwniez przypadki, ze do
orzekniecia o danej wiasnosci jakosciowej inkluzji (5) potrzeba bedzie skonczonej
liczby (>1) cig¢ krytycznych. Podstawowym zadaniem jakosciowej teorii inkluzji
jest ich wyznaczenie. Zwykle analiza jakosciowa przebiega¢ bedzie tak, ze najpierw
zbior realizacji danej inkluzji niezupetnej jest rozszerzony, aby utworzy¢ inkluzje
zupelna. Nastgpnie dla tak powstatej inkluzji zupetnej znajdujemy cigcia krytyczne i
sprowadzamy zagadnienie danej wiasnosci jakosciowej Q do badania skonczonego
zbioru réwnan rozniczkowych.

Dodatek 2: (Realizowalnosé sterowar za pomocq dostepnych wyjsé ukzadu)

Rozwazane w pracy metody syntezy sterowan oparte na metodzie funkcji Lapunowa
umozliwiaja znalezienie sterowan w postaci ,,czystego” sprzezenia zwrotnego od
stanu u = u(x) albo sprzezenia zwrotnego z zaktdceniami (pomiarowymi) u=u(x,z).
Poniewaz ta metoda syntezy sterowania realizujacego okreslony cel generuje zwykle
pewna klase sterowan, nalezy najpierw wybra¢ sposréd nich takie sterowania, ktére
sa funkcjami mierzonego wyjscia ukladu tzn. u = @(y), gdzie y jest wyjsciem
uktadu. Wynika z tego wymogu tzw. warunek realizowalnosci, ktéry w ogolnym
przypadku nieznanych zakt6cen z bedzie miat nastepujaca postac:

u(x, z) = @(g(x, z, u(x, 2))). )
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Jezeli zaktocenia z sa na biezaco mierzone, mozna wykorzysta¢ te informacje do
korekcji sterowania (kompensacja zaktOcen) stosujac odpowiednia funkcje
sprzgzenia zwrotnego postaci u = ¥(y,z), gdzie ¥ jest pewna funkcja. Wynika
stad nastepujacy warunek realizowalnosci:

u(x, z) = ¥(g(x, z, u(x, z)),2). 2

Wektor stanu modelu uktadu mechatronicznego sktada sie z potozen i predkosci
okreslonych punktéw uktadu. Zwykle wielkosci takie moga by¢ mierzone, wiec nie
ma zasadniczego problemu z realizowalnoscia dowolnego sprze¢zenia zwrotnego od
stanu. Jesli te wielkosci nie sa mierzalne, to mozna przypuszcza¢, ze zostat
skonstruowany niewtasciwy model uktadu. Nie ma bowiem mozliwosci peinej
identyfikacji i weryfikacji takiego modelu. Sytuacje braku dostgpnosci informacji o
stanie uktadu, sa wiec szczegblne. Mozemy natomiast postawi¢ problem doboru
sterowania, ktdre wymagatoby jak najmniejszej liczby pomiaréw w czasie
rzeczywistym. Postgpujemy wtedy tak, ze najpierw znajdujemy sterowanie
optymalne wedtug metody optymalnych funkcji Lapunowa, a nastgpnie staramy si¢
wyrazi¢ to sterowanie za pomoca minimalnej liczby funkcji zaleznych od
aktualnego stanu uktadu. Stosowane w niniejszej rozprawie podejscie do tej kwestii,
odnosi sie do sytuacji, w ktorych wyjscie uktadu jest rowniez w pewnym stopniu
przedmiotem optymalizacji, a niekoniecznie narzuconym z gory ograniczeniem.

Scisle biorac do realizacji sterowan wynikajacych z metody optymalnych funkcji
Lapunowa nie jest konieczna znajomos¢ pelnego wektora stanu, lecz zwykle tylko
pewnych liniowych funkcji sktadowych tego wektora. Dodatkowo parametry tych
funkcji zaleza od parametréw macierzy funkcji Lapunowa. Zatem mozemy w
pewnym zakresie dobiera¢ te parametry w trakcie optymalizacji funkcji Lapunowa.
Utatwia to spetnienie warunkéw realizowalnosci zwitaszcza w typowej sytuacji, gdy
funkcja wyjscia g jest liniowa.

Dodatek 3: (Sterowanie statyczne a dynamiczne)

W niniejszej rozprawie zasadniczo rozpatrywane sa sterowania optymalne u w
postaci sprzezenia zwrotnego od aktualnego stanu X ukiadu. Oznacza to, ze
sterowanie w dowolnie wybranej chwili t > t, jest wyznaczane na podstawie stanu
uktadu w tej wiasnie chwili, czyli u(t) = u(x(t)). Sterowanie tego typu okresla si¢
niekiedy jako sterowanie statyczne. Podobnie rozwaza si¢ Sterowania
antyoptymalne, realizowane przez zaburzenia uktadu, postaci sprzezenia z(t) =
z(x(t)). Rownania dynamiki uktadu optymalnego maja wtedy nastepujaca
stacjonarna postac:

% = F(x,p,z(x),u(x)). (1)

Takie ograniczenie klasy sterowan wynika z samej metody optymalnych funkcji
Lapunowa, a doktadniej — z przyjetej zasady punktowej optymalnosci, wedtug ktorej
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sterowania (zaburzenia) powinny w kazdym punkcie X € X pewnego obszaru w
przestrzeni stanu maksymalizowa¢ (minimalizowa¢) szybkos¢ wykladniczej
zbieznosci trajektorii uktadu. Powstaje pytanie, czy uzyskane przy takich
zatozeniach oszacowania wiasnosci stabilnosci uktadéw, ewentualnie przewidywana
poprawa tych wiasnosci, wyczerpuja mozliwosci swiadomego wplywania na
wilasnosci uktadéw i czy odpowiadaja rzeczywistosci, jezeli chodzi o wptyw
niekontrolowanych zaburzen? Okazuje sig, ze niekoniecznie.

Znane sa tzw. sterowania dynamiczne, ktére w ogélnosci polegaja na posrednim
sterowaniu danym uktadem >'<=F(x,u), za pomoca pewnego, kontrolowanego
sygnatu v oddziatywujacego poprzez inny ukiad dynamiczny (tzw. kompensator)
dotaczony do obiektu. Matematycznie taki sposob sterowania mozna przedstawi¢ w
postaci nastepujacego uktadu rozszerzonego:

x =F(x,u), u=G(u,v). )

Znalezienie statycznego sterowania dla powyzszego ukladu oznacza znalezienie
sterowania dynamicznego dla uktadu )'(=F(x,u). Okazuje sie, ze efektywnosé

sterowania dynamicznego moze by¢é w pewnym sensie wieksza niz sterowania
statycznego. W szczegolnosci bowiem wykazuje sie, ze istnieja uklady niestabilne i
stabilizowalne za pomoca sterowania dynamicznego a niestabilizowalne
sterowaniem statycznym (Bacciotti [5]).

Jak mozna by wyttumaczy¢ ten fakt i jakie ma to znaczenie dla niniejszej
rozprawy? Otdz zastosowanie sterowania dynamicznego oznacza, ze aktualne
sterowanie jest wyznaczane nie tylko na podstawie aktualnego stanu uktadu, ale
rowniez jest zalezne w jaki$ funkcjonalny sposob od jego historii. To uzaleznienie
jest opisane witasnie funkcja G. W uktadach, w ktérych historia ruchu ma znaczenie,
sterowanie dynamiczne bedzie dawato w ogolnosci lepsze wyniki. Jak to si¢ ma w
przypadku uktadow mechatronicznych? Statyczne sprzezenia zwrotne oznaczaja
praktycznie tyle, ze sterowanie jest uzaleznione od aktualnych potozen i predkosci
uktadu. Odpowiada to stosowanym w liniowej regulacji tzw. regulatorom PD.
Zaleznos¢ od historii (wynikajaca z rozwiazania rownania U = G(u, v)) odpowiada
bardziej regulatorom catkujacym |. Catkowanie w petli sprzezenia zwrotnego jest
potrzebne dla likwidacji tzw. uchybu statycznego, jezeli takowy si¢ pojawia.

Rozszerzenie metody optymalnych funkcji Lapunowa na sterowania dynamiczne
jest wskazane i mozliwe, ale wymaga to oddzielnego opracowania. Uktad
rozszerzony (2) mozna bowiem zwyczajnie bada¢ metoda Lapunowa. To, co trzeba
rozwiaza¢, to problem doboru odpowiedniej funkcji G kompensatora. Zbieznos¢
wyktadnicza w przestrzeni stanu jest w pewnych przypadkach zbyt rygorystycznym
wymaganiem. Rozpatrywanie ukladu ze sterowaniem dynamicznym jest jakby
przeniesieniem analizy stabilnosci Lapunowa do rozszerzonej przestrzeni stanu. W
rozszerzonej przestrzeni trajektorie moga by¢ zbiezne wyktadniczo, podczas gdy ich
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rzuty na przestrzen pierwotna juz nie. Z kolei stabilnos¢ wyktadnicza w przestrzeni
rozszerzonej nie musi by¢ wyktadnicza w przestrzeni stanu obiektu, lecz tylko moze
implikowa¢ przyciagalnos¢ w tej przestrzeni. Stosujac rozszerzona przestrzen stanu
mozemy wiec ostabi¢ wymagania odnosnie stabilnosci. Praktyczne aspekty tych
kwestii warte sa glebszego zastanowienie.

Dodatek 4: (Geometryczny opis dynamiki ukfadu mechatronicznego)

Ztozonos¢ modelowania i opisu dynamiki uktadow mechatronicznych za pomoca
inkluzji rézniczkowych sprawia, ze pozyteczne jest spojrzenie na uklady
mechatroniczne réwniez z nieco innej, geometrycznej strony. Utatwia to wiasciwa
interpretacje ruchu uktadu w przestrzeni stanu X i jego odniesienia do przestrzeni P,
Z, U, odpowiednio parametrow, zaburzen i sterowan, co pozwala na bardziej
przejrzysta interpretacje dynamiki inkluzji rozniczkowych ze sterowaniami i
zaburzeniami.

Aby to pokaza¢, przypomnijmy, ze wybor wektora stanu x uktadu nie jest na
0g6t jednoznaczny. O wyborze wspodtrzednych stanu decyduje zwykle prostota ich
interpretacji fizycznej, prostota opisu uktadu lub postaci samej funkcji F w modelu
uktadu. Na przyktad uktad o kilku potozeniach rownowagi dogodnie jest lokalnie
reprezentowaé¢ za pomoca roznych uktadéw quasiliniowych a wtedy nominalne
parametry macierzy czesci liniowej ukladu moga by¢ zalezne od potozenia w
przestrzeni stanu. W szczeg6lnosci, badanie zachowania sie uktadu w otoczeniu
wybranego stanu réwnowagi x=0, oznacza na o0g6t uzycie pewnego lokalnego
uktadu wspoétrzednych do opisu modelu uktadu. Zakres stosowalnosci danych
wspbtrzednych x jest zwykle pewnym obszarem otwartym 0, w przestrzeni stanu X.
Opis ukiladu bedzie kompletny, jesli dziedziny poszczegblnych uktadéw
wspotrzednych pokrywaja cata przestrzen X i mozliwa bedzie zmiana
wspotrzednych na czesciach wsp6lnych ich dziedzin. Przestrzen stanu mozna wiec
w ogoélnosci traktowa¢ jako pewna rozmaitos¢ rdzniczkowa o lokalnych
wspo6trzednych (O, x). Dla uktadéw mechanicznych bez wigzdw przestrzen stanu
bedzie zwykle pewnym obszarem w R", natomiast w przypadku uktadéw z wigzami
holonomicznymi lub catkowalnymi wigzami nieholonomicznymi — nietrywialna
rozmaitoscia n-wymiarowa zanurzona w przestrzeni euklidesowej o wigkszym
wymiarze. Z przestrzenia stanu ukladu w postaci rozmaitosci mamy réwniez do
czynienia po redukcji wymiaru jego modelu zgodnie z twierdzeniem o rozmaitosci
centralnej.

Wybor wielkosci p, z, u jako wspbtrzednych w przestrzeni P x Z xU tez nie jest
jednoznaczny i w zasadzie mozna tu dokonywa¢ dowolnych, odwracalnych
transformacji. Tej mozliwosci nie bedziemy jednak w petni wykorzystywali,
poprzestajac na takim wyborze, ktdry jest najdogodniejszy z jakich$ wzgledéw, ma
najprostsza interpretacje fizyczna, techniczna itp. W szczeg6lnosci, wspoirzedne w
przestrzeni P powinny, o ile to mozliwe, odpowiada¢ parametrom fizycznym
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uktadu, natomiast wybor wspotrzednych z powinien zapewnia¢ brak korelacji
sktadowych poszczegolnych wielkosci p, z, u. Dobor wspotrzednych w przestrzeni
Z powinien odpowiada¢ wiec niezaleznosci sktadowych wektora zaburzen z. Tak
bedzie na przyktad wtedy, gdy kazda ze sktadowych zaburzen bedzie zwiazana z
niezaleznym zrédtem zaburzen rzeczywistego uktadu. Podobnie sktadowe
sterowania dogodnie jest dobra¢ tak, aby odpowiadaty poszczegdlnym parametrom
sterowanym uktadu (a wiec poszczeg6lnym Elementom wykonawczym, na przyktad
sitownikom).

Poniewaz przestrzenie X oraz P x Z xU sa w 0g6lnosci rozmaitosciami, mozna
okresli¢ przestrzen E o strukturze rozmaitosci, rozpieta nad rozmaitoscia X, ktora
lokalnie we wspoétrzednych daje sie przedstawié¢ w postaci iloczynu kartezjanskiego
X x P x Z xU. Mozemy tez okresli¢ naturalne odwzorowanie rézniczkowalne
rzutowania 7 : E—> X takie, ze z(x,p,z,u) = X. Zestaw (E, 7, X) o podanych
wiasnosciach bedzie wtedy tzw. wiazka wibknista rézniczkowalna odpowiadajaca
danemu uktadowi mechatronicznemu. Przestrzen E nazywa sie przestrzenia totalna
wiazki, natomiast przestrzen X — baza wiazki. Podobnie, zbiér P x Z x U nazywa
si¢ widknem wiazki, natomiast podany lokalny rozktad przestrzeni E na iloczyn
kartezjanski — lokalna trywializacja wiazKki.

Zatem model matematyczny (1.4.1) ukladu mechatronicznego mozna
zinterpretowa¢ w geometrycznym jezyku wigzek widknistych, czego dogodnosé
uzasadnimy w dalszym ciagu. W takim ujeciu ruch uktadu mechatronicznego jest
reprezentowany przez pewna krzywa na rozmaitosci X bedacej przestrzenig stanu
uktadu. Trajektorig¢ ruchu mozna wyrazi¢ w lokalnych wspoétrzednych (Oy, X) jako
{x() : t >t}. W ogolnosci, w kazdej chwili t uktad mechatroniczny jest
scharakteryzowany nie tylko przez aktualny stan x(t), ale rowniez przez wielkosci
peP, zeZ, ueU, ktére na ogo6t réwniez zaleza od czasu i wplywaja na ewolucje
stanu ukfadu. Petny opis ruchu uktadu wymaga wiec podania przebiegu czasowego
X(t) oraz funkcji p(t), z(t), u(t) przynaleznych do odpowiednich przestrzeni 7{P),
I1(2), I(U). Znajomos¢ aktualnych wartosci x(t), p(t), z(t), u(t), dla dowolnego t > t,
jest niezbedna do okreslenia stanu uktadu w chwilach nastepnych. Istotny jest fakt,
ze dla dowolnych warunkéw poczatkowych (Xo, to) ruch uktadu nie jest na ogét
okreslony jednoznacznie. Zalezy to istotnie od przyjetych klas funkcji czasu 7{P),
11Z), I'{U). W ogolnosci, z danych warunkéw poczatkowych moze wychodzi¢
nawet nieprzeliczalna liczba trajektorii. W realnym uktadzie zawsze realizuje si¢
tylko jedna z nich, okreslona przez aktualne realizacje procesow p(t), z(t), u(t).

W teorii wiazek szczeg6lna role odgrywaja pewne odwzorowania zwane
cigciami wiazek. Cigciem wiazki (E, 7, X) nazywamy dowolne odwzorowanie
s: X > W spelniajace warunek ztozenia 7 e s = idy, ktéry zapewnia przypisanie
kazdemu punktowi bazy x € X doktadnie jednego elementu widkna P x Z x U. W
teorii wiazek zwykle rozpatruje sie ciecia rézniczkowalne. Do opisu dynamiki
uktadéw mechatronicznych konieczne jest jednak rozwazanie cie¢ bardziej
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ogolnych. Istotnie, nietrudno stwierdzi¢, ze kazde ciecie wiazki (E, 7, X) modelu
uktadu mechatronicznego oznacza nic innego jak uzaleznienie parametrow,
zaburzen lub sterowan od stanu x uktadu. Zatem kazde sprzgzenie zwrotne p(x),
z(x), u(x) w uktadzie mechatronicznym, odpowiada pewnemu cieciu jego wiazki E.
Poniewaz sprzezenia zwrotne rozwazane w niniejszej rozprawie moga by¢ nieciagte
(typu bang-bang), musimy rozpatrywac¢ ciecia przedziatami rézniczkowalne.

Z drugiej strony, mozliwosci ciecia wiazki (E, 7, X) uktadu mechatronicznego sa
ograniczone zatozonymi przestrzeniami funkcji 71P), 77(Z), I{U), okreslajacymi
inkluzje modelu uktadu. Jezeli mamy rozwigzanie x(t) réwnan modelu ze
sprzgzeniami - zwrotnymi  p(x), z(x), u(x), to powinny zachodzi¢ relacje
p(x(t)el(P), z(x(t)el(Z), u(x(t))el(P). W ogblnym przypadku niezupeinej
inkluzji modelu uktadu trudno by bylo znalez¢ sprzezenia zwrotne spetniajace takie
warunki, a ich istnienie nie bytoby zagwarantowane. Dlatego rozpatrujac sprzezenia
zwrotne w uktadach mechatronicznych, bedziemy zwykle zaktadali zupetnosé
opisujacych je inkluzji.

Dodatek 5: (Ograniczenia w modelach ukfadéw mechatronicznych)

Okreslone w Paragrafie 1.5 ograniczenia na zaburzenia z uktadu mechatronicznego
sa — jak fatwo zauwazy¢ — najlepiej dostosowane do sytuacji stale dziatajacych
zaburzen. W przypadku inkluzji zupetnych ograniczenia takie oznaczaja nic innego,

jak ograniczonosé normy |z| = sup |z(t)|, gdzie ||| jest pewna norma w przestrzeni
t>tg

Z albo ograniczenia analogicznej normy  |zj| = sup |z (t)|, i = 1,....k dla kazdej ze
>1p

sktadowych zaburzen. Obszerne oméwienie uktaddéw z zaburzeniami ograniczonymi
co do modutu mozna znalez¢ w literaturze (Gutowski [18]).

W literaturze rozwaza si¢ jednak czesto rowniez zaburzenia znikajace w
nieskonczonosci czasowej tzn. dzialajace gtéwnie w pewnym ograniczonym
odcinku czasu. Tego typu zaburzenia (zwykle nalezace do pewnych unormowanych
przestrzeni funkcyjnych, na przyktad przestrzeni funkcji catkowalnych z kwadratem
L%([to, +)) moga modelowaé zaburzenia w realnych ukladach takie jak:
wymuszenia sejsmiczne budynku albo obciazenia dynamiczne mostu spowodowane
przejezdzajacym pociagiem. Zatozenie tego typu ograniczen bywa dos¢ dogodne w
analizie teoretycznej, ale ma istotne wady, jezeli chodzi o aspekt praktyczny.
Przynalezno$¢ do przestrzeni L%([to, +o0) nie wyklucza bowiem duzych wartosci
chwilowych, wykraczajacych poza obszar prawdziwosci stosowanych modeli. Poza
tym na ogét nie wiadomo, jaki bedzie faktycznie czas trwania zaburzen (na przyktad
sejsmicznych). Jesli ten czas bedzie znaczaco wiekszy od typowych statych
czasowych uktadu, wolwczas zatozenie ograniczonosci co do modutu, bedzie
bardziej uzasadnione.
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Pozostajac w Klasie inkluzji zupetnych i ograniczen co do modutu, mozna jednak
modelowa¢ uktady z zaburzeniami zanikajacymi w nieskonczonosci. Istotnie, jezeli
na przykiad dla uktadu liniowego o macierzy A chcemy zamodelowa¢ zaburzenia z
zanikajace w czasie, mozemy zastosowaé asymptotycznie stabilny dynamiczny
model zaburzen, czyli rozpatrywac uktad rozszerzony nastepujacej postaci:

{)’(zAx+ Bz,

. _ 1)
2-Cz e{D(W)-z:|w|<a},

gdzie C jest macierza stabilna, natomiast D macierza liniowo zalezna od wektora
niestacjonarnych zaburzen w ograniczonych co do modutu. Jezeli norma zaburzen w
bedzie odpowiednio mata, wowczas zaburzenia z beda niestacjonarnymi
zaburzeniami zanikajacymi w czasie. W ten sposob, pozostajac w klasie uktadéw z
zaburzeniami ograniczeniami co do modutu, mozna wygenerowaé szeroka Kklase
zaburzen znikajacych w czasie t—— +oo.

Warto tez zauwazyé, ze przyjete w Paragrafie 1 ograniczenia na zaburzenia
dopuszczaja skokowe zmiany ich wartosci, co 0znacza zatozenie nieograniczonego
widma takich zaburzen. Antyoptymalne strategie takich zaburzen wyznaczane
metoda funkcji Lapunowa zwykle wykorzystuja mozliwos¢é takich zmian. To
sprawia, ze uzyskiwane wyniki analizy stabilnosci uktadéw beda dostateczne, ale
nie zawsze niekonieczne. Realne zaburzenia maja bowiem ograniczone widno, a
wieC ograniczona szybko$¢ zmian wartosci w czasie. Gdyby zatozy¢
rézniczkowalnos¢ zaburzen z po czasie, mozna by byto uwzglednia¢ w modelu
uktadu réwniez ograniczenia na pochodna dz/dt. Oznaczatoby to traktowanie
realizacji zaburzen jako ograniczonych elementow w pewnej przestrzeni Sobolewa.
Nie wiadomo jednak jak mozna by w metodzie funkcji Lapunowa bezposrednio
uwzgledni¢ takie ograniczenia. Mozemy jednak rowniez i w tym przypadku
postuzy¢ si¢ dynamicznym modelem zaburzen, ktéry sam z siebie begdzie
gwarantowat ograniczonos¢ zaburzen i ich pochodnych. Dla ukiadu liniowego o
macierzy A model taki moze mie¢ nastgpujaca postac:

{)‘(zAx+Bz

. _ )
2-Cze{Dw:w eI'(W)},

gdzie C jest macierza stabilna, natomiast zaburzenia w sa ograniczone co do
modutu. Poniewaz dla ograniczonych zaburzen w, dynamika zaburzen z gwarantuje
ich asymptotyczna zbieznos¢ do pewnego ograniczonego obszaru granicznego,
zaburzenia z beda ograniczone, pod warunkiem, ze ich wektor poczatkowy z,
nalezat do zbioru granicznego.

Skoro ograniczono$¢ zaburzen w co do modutu implikuje taka sama
ograniczonos¢ zaburzen z, to model (2) gwarantuje roéwniez ograniczonosé¢
pochodnej zaburzen z. Wynika to z nastepujacego oszacowania:
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|2 = |z + Dw] < [Cz| + [Dw] < [C] 2] + |- [w] < {[C]- 7 +[D-Jw] .~ 3

Zaburzenia w sa tu tylko pewna pomocnicza wielkoscia, ktora nie wystepuje
realnie, lecz tylko w modelu. Dlatego ich ewentualnie skokowe zmiany nie ktoca si¢
juz z fizyka, albowiem na uktad realny, ktérego stan modelowany jest wektorem X,
oddziatuja tylko zaburzenia z, ktére sa juz ograniczone i maja ograniczona
pochodna.

Dodatek 6: (Zbiory rozmyte w opisie wiasnosci ukfadéw mechatronicznych)

Najogolniej rzecz ujmujac, zbidr rozmyty)z to obiekt matematyczny okreslony
przez pare niepustych zbioréw (X, X) nalezacych do pewnej przestrzeni (na
przyktad euklidesowej) E, przy czym X < X. Zbiory X, X nazywaja sic
odpowiednio: ograniczeniem dolnym i ograniczeniem goérnym zbioru rozmytego
X =(L, )T). Powiemy, ze x € E catkowicie nalezy do zbioru rozmytego X, jezeli
X € X, natomiast do niego nie nalezy, jezeli x ¢ X . Jezeli zas xeX —X,

bedziemy méwili o czesciowej przynaleznosci punktu x do zbioru rozmytego X .

R&znice zbiorow X — X nazywa sie rozmytym brzegiem zbioru X = (L, )T). Jezeli
X = X, wowczas pojecie zbioru rozmytego jest tozsame z pojeciem zbioru
rozumianym w zwyklym sensie teoriomnogosciowym.

W teorii zbiorow rozmytych, aby okresli¢ liczbowo stopien przynaleznosci
punktéw do zbioru rozmytego, wprowadza sie tzw. funkcje przynaleznosci, ktéra z
zasady odwzorowuje przestrzen E w przedziat jednostkowy [0,1]. Jezeli funkcja

f: E —— [0,1] jest funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego X =(1, )T), to
wowczas fix=1, f|E_>?zO, natomiast f(x) € (0,1) dla x e X — X . Innymi stowy,

funkcja przynaleznosci znika poza zbiorem rozmytym i osiaga maksymalna wartosé
1 na jego ograniczeniu dolnym, natomiast przyjmuje wartosci posrednie na
rozmytym brzegu tego zbioru. Wartos¢ funkcji f(x) okresla wiasnie stopien
przynaleznosci punktu x do danego zbioru rozmytego, przy czym wartosci skrajne 0,
1 oznaczaja odpowiednio zupetny brak przynaleznosci i catkowita przynaleznos¢
punktu x do tego zbioru. Zaleznie od sposobu definiowania funkcji przynaleznosci i
rodzaju przestrzeni E, uprawia si¢ teorie r6znego rodzaju zbioréw rozmytych. W
szczeg6lnosci moga to by¢ teorie tzw. fuzzy sets lub rough sets (czyli zbiorow
przyblizonych). W niniejszej rozprawie nie bedziemy dokonywali wyboru ktérejs z
wersji tych teorii, poniewaz nie bedziemy istotnie korzystali z pojecia funkcji
przynaleznosci, poprzestajac na ograniczeniach gérnych i dolnych rozwazanych
zbioréw. Funkcje przynaleznosci mozna jednak rozwaza¢ w bardziej precyzyjnej
analizie stabilnosci.
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Jest jasne, ze pojecie zbioru rozmytego jest uzyteczne w sytuacjach, w ktérych
niemozliwe jest dokonanie ostrego rozgraniczenia migdzy pewnymi klasami
obiektow. Problem ten pojawia si¢ praktycznie zawsze, gdy mamy do czynienia z
jakas realna klasyfikacja oparta na danych empirycznych. Klasyfikacja polega w
swej istocie na orzekaniu o okreslonych cechach jakosciowych obiektow badan.
Dlatego kwestia rozmycia odnosi sie w szczeg6lnosci do kazdej analizy jakosciowej,
ktorej wnioskowanie opiera si¢ na niepetnej informacji o przedmiocie.

Niepetnos¢ informacji w analizie jakosciowej modeli uktadéw dynamicznych
wynika z faktu, ze na og6t nie znamy dokiadnie rozwiazan réwnan modelu.
Gdybysmy badali analitycznie lub numerycznie jedna trajektorie, moglibysmy
okresli¢ jakosciowo oraz ilosciowo jej obraz geometryczny (czyli powiedzie¢, gdzie
znajduja sie wszystkie punkty trajektorii) oraz jej wiasnosci czasowe (mowiace 0
tym gdzie znajduje sie aktualny punkt trajektorii w dowolnej chwili t > t). Poniewaz
analiza jakosciowa wykorzystuje jedynie informacje o funkcjach (réwnaniach)
opisujacych dynamike danego uktadu (ale ich nie rozwiazuje) oraz odnosi sie z
zasady do catych rodzin trajektorii zwykle nieprzeliczalnych, nieuniknione jest
»,rozmycie” wnioskowania jakosciowego. Jezeli chodzi o geometrie trajektorii,
analiza jakosciowa zwykle szacuje, gdzie (w jakim obszarze) na pewno znajduja sie
wszystkie trajektorie przynalezne do okreslonej klasy (na przyktad startujace z
pewnego obszaru) oraz gdzie ( przez jaki obszar) zadna z tych trajektorii na pewno
nie przebiega. Zwykle oba te obszary nie wypetniaja catej przestrzeni stanu. Ta
pozostata czgs¢ przestrzeni to wiasnie strefa rozmycia, odnosnie ktorej dana metoda
analizy jakosciowej nie wypowiada sie jednoznacznie.

Jezeli chodzi o wiasnosci czasowe trajektorii sytuacja wyglada podobnie. Analiza
jakosciowa moze okresla¢, gdzie w danej chwili t > t; na pewno znajduja si¢
aktualne punkty wszystkich trajektorii startujacych w chwili t, z danego obszaru
oraz moze okresla¢, gdzie na pewno zaden z aktualnych punktdéw trajektorii
przynaleznych do rozwazanej klasy jeszcze nie dotart. W pozostatej czesci
przestrzeni stanu, odpowiadajacej rozmyciu, moga ale nie musza znajdowac sig
aktualne punkty pewnych trajektorii z rozwazanej klasy.

Z rozmyciem w analizie jakosciowej mamy do czynienia réwniez wtedy, gdy
szacujemy z gory i/lub z dotu pewne zbiory w przestrzeni stanu za pomoca innych
zbiorow przynaleznych do pewnej wyrdznionej klasy. W metodzie funkcji
Lapunowa wyrézniona klasa zbioréw stanowia elipsoidy (okreslone przez macierz S
funkcji Lapunowa) oraz zbiory od nich pochodne, na przyktad

B(S, ¢) = {x: ||x||§ =xTsx <c?}, B[S, c] =0B(S,¢) = {x: ||x||§ =xTsx =c?},
B(S, €1, €2) = {x:cy <[ < c23+ BIS, €1, Co] = {x: ¢y < x| < €3

BIS, 1, €2) = {x:cy < |[x[g < c2}, B(S, €1, Co] = {x:¢q < X||g < 73
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Podobnie, jezeli dany obszar X , taki ze 0 € int X, szacujemy za pomoca elipsoid
B(S, ¢), ¢ >0, to dogodnie jest wprowadzi¢ nastepujace oznaczenia:

X (S, ¢) = X(S) — maksymalna elipsoida B(S, c) wpisana w X
X (3,¢)= X (S) — minimalna elipsoida B(S, c) opisana na X

(X(S), X(s)) — zbior rozmyty aproksymujacy z gory i z dotu obszar X za pomoca
elipsoid klasy B(S, c).

Zbior X moze by¢ na przyktad obszarem asymptotycznym X, lub obszarem
proceséw przejsciowych X.. Punkty przestrzeni stanu, nalezace do ograniczenia

dolnego X(S) (albo do R" - )_((S)) na pewno naleza (nie naleza) do

aproksymowanego zbioru X. Z kolei punkty nalezace do brzegu X (S)-X(S) zbioru

rozmytego moga naleze¢ lub nie naleze¢ do obszaru X. Im mniejsze jest to rozmycie,
tym doktadniejszy jest opis obszaru X za pomoca elipsoid B(S, c).

Rozmycie spowodowane elipsoidalna aproksymacja zbioréw stanowi granice
doktadnosci opisu jakosciowych wiasnosci badanych uktadéw za pomoca jednej
kwadratowej funkcji Lapunowa. Mozna ta dokladnos¢ zwigkszyé, stosujac
jednoczesnie wiele funkcji Lapunowa, czyli tzw. wielowymiarowe funkcje
Lapunowa. Wiasnosci uktadu wewnatrz brzegu rozmytego trzeba juz badac¢ inng
metoda, na przyktad za pomoca symulacji numerycznych.

Rodzina elipsoid {B(S, c): ¢ > 0} jest wyr0zniona przez sama metode
optymalnych funkcji Lapuowa. Jednak w wielu praktycznych sytuacjach mamy
rowniez klasy zbiorow wyr6znione przez techniczne wymagania odnosnie uktadow
mechatronicznych. Woéwczas bedziemy mieli problem odwrotny, mianowicie
problem aproksymacji elipsoid B(S, ¢) za pomoca zbioréw wyrdznionej klasy.

Jesli {X(r): r > 0} bedzie rodzina zbioréw (o niepustym wnetrzu) takich, ze

(i) v (rl < r2):> X(rl)c X(rz) (uporzadkowanie),
r.rn

(i) U X(r)=E (zupetnos¢), to
r>0
X(r) = X(r(S, ¢)) —maksymalny zbidr X(r) wpisany w dana elipsoide B(S, c)
X (F)= X (F(s,c)) — minimalny zbiér X(r) opisany na elipsoidzie B(S, c)
(X(r(S,c), X(r(S,c))) — zbidr rozmyty, aproksymujacy z gory i z dotu elipsoide
B(S, ¢) za pomoca zbioréw z rodziny {X(r): r > 0}.
Parametr r:({X(r): r > 0}, c ) — ([0, +x), <), bedacy w istocie izomorfizmem
zbioréw dobrze uporzadkowanych, mozna interpretowac jako uog6lniony promien

(parametr skali) zbioréw rodziny X(r). Zupelno$¢ oznacza tu, ze zwiekszajac r
mozna dowolnie zwigksza¢ zbiory X(r), ktore stopniowo wypetniaja cata przestrzen.



284 Dodatki

Dodatek 7: (Réwnowaznosé norm w przestrzeni stanu)

Definicje stabilnosci w sensie Lagrange’a, Poincare’go i Lapunowa podane w
Rozdziale 2 wykorzystuja pojecie normy w przestrzeni stanu ukladu, przy czym nie
jest sprecyzowane, jaka jest ta norma. Powstaje wiec naturalne pytanie, czy tego
rodzaju stabilnosci zaleza od wyboru normy? Innymi stowy, czy stabilnos¢
udowodniona przy zatozeniu jednej normy (na przyklad Euklidesowej) bedzie
zachowana dla innej normy w przestrzeni stanu? Twierdzaca odpowiedz nha
powyzsze pytania wynika z tzw. rownowaznosci horm w skonczenie wymiarowych
przestrzeniach wektorowych. Takimi bowiem przestrzeniami sa przestrzenie stanu
rozwazanych tu uktadéw dynamicznych. Powyzsza kwestie rozstrzyga nastepujace

Twierdzenie 1. Jezeli ||{|s. |IF|l. sa pewnymi normami w przestrzeni R", to istnieja
state dodatnie z, v, zalezne od tych norm, takie ze dla kazdego x € R" zachodza
nierbwnosci:

X< Xl < vIKl, < v. # (1)

Dowod: Wystarczy zauwazyc¢, ze wartosci wspotczynnikow g, v wyznaczonych
wedtug nastepujacych wzoréw:

= ], /Iy v = sup e /I - @
x#0

spetniaja warunki podane w tezie twierdzenia. Istnienie skonczonych wartosci u, v
wynika z faktu, ze optymalizacje po przestrzeni R"-{0} mozna w powyzszych
wzorach ograniczy¢ do sfery jednostkowej {x: x|, =1}, czyli do zbioru zwartego.

Latwo tez zauwazy¢, ze parametry u, v Sa okreslone przez wartosci wiasne
pewnych macierzy symetrycznych. .

Podane wyzej twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem tzw. twierdzesi o
wifozeniu (jednej przestrzeni w druga) rozpatrywanych w analizie funkcjonalnej. Z
podanej nierdwnosci bezposrednio wynika, ze normy w przestrzeni R" sa
rébwnowazne, poniewaz generuja ta sama topologie (czyli rodzine zbioréw
otwartych) oraz bornologie (czyli rodzing zbioréw ograniczonych). Oznacza to, ze
przy zmianie normy zachowana jest wiasno$¢ ciagtosci i ograniczonosci. Moga przy
tym zmieni¢ sie jedynie charakterystyki ilosciowe tych wiasnosci jakosciowych
Zatem rodzaje stabilnosci bazujace na pojeciu ciagtosci (na przyktad SLP) lub
ograniczonosci (na przyktad SLG) beda inwariantne, jako wiasnos¢ uktadu
dynamicznego, ze wzgledu na zmiane normy, czyli beda wiasnosciami
topologicznymi (bornologicznymi).

Powyzszy wniosek jest zgodny z klasyczna ,.filozofia”, wedtug ktdrej stabilnos¢
uktadu w jakimkolwiek sensie powinna by¢ wilasnoscia samego ukiadu, a nie
narzedzia, jakim sie ja opisuje i bada. W szczegolnosci wiec stabilnos¢ nie powinna
zaleze¢ od normy. Jednak to z pozoru oczywiste stwierdzenie nie jest catkiem
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stuszne. W niniejszej rozprawie propagowana jest inna filozofia. Norma jest
wszakze pewnym arbitralnym narzedziem, ktére przyktada si¢ do danego modelu w
celu zbadania jego wilasnosci. Wcale nie musi tak by¢, ze zastosowanie kazdej
normy musi dawac¢ taki sam wynik badania. Normy sa réwnowazne topologicznie,
ale nigdzie nie jest powiedziane, ze musimy stosowa¢ definicje stabilnosci i innych
wiasnosci jakosciowych, ktore sa wiasnosciami topologicznymi. To niepotrzebne
ograniczenie mozliwosci badawczych. Rezygnacja z takiego ograniczajacego
zatozenia daje w istocie wieksze i bardziej precyzyjne mozliwosci badawcze.
Zaleznos¢ pewnej wiasnosci jakosciowej od normy nie $wiadczy o tym, ze dana
wiasnosé¢ nie jest wylacznie wiasnoscia uktadu, lecz tylko o tym, ze zalezy od
topologii.

Podobna sytuacje mamy na przyktad w przypadku ciagtosci funkcji. Ta sama
funkcja moze by¢ lub nie by¢ ciagta w ro6znych topologiach. Dob6r odpowiednich
topologii méwi nam wiele o danej funkcji. Podobnie w przypadku normy powstanie
wowczas kwestia jej optymalnego doboru do celu badania. Co wiecej, okazuje sie,
ze rézne normy, chociaz sa réwnowazne topologicznie, moga sie tez istotnie réznié
pod wzgledem mozliwosci przeprowadzenia réznych oszacowan.

Dodatek 8: (Ciggfa zaleznos¢ wskaznika stabilnosci od parametrow)

W analizie stabilnosci i dowodzie niektorych twierdzen istotna jest wilasnosé
ciagtosci wskaznika stabilnosci okreslonego wzorem

y(S.p)=-sup iM] (1)

xex\{o  X'Sx

od parametréw p ukladu oraz parametréw macierzy funkcji Lapunowa S. W
ogdlnym przypadku taka ciagtos¢ nie zawsze zachodzi. Pokazemy jednak, ze przy
mato ograniczajacych zatozeniach (zwykle spetnionych przez modele uktadéw
mechatronicznych) wskaznik ©(S,p) jest ciagta funkcja parametrow p. W tym celu
wykazemy nastepujacy

Lemat 1: Dla dowolnych rzeczywistych i ciagtych funkcji f(x), g(x)=0 okreslonych
na zbiorze X e R" 0 zwartym domknieciu, wskaznik

5(p)= Sug([f(X)+ p-g(x)] 2)

jest funkcja ciagta parametru p € R. #

Dowod: Na mocy przyjetych zatozen wskaznik (2) istnieje. Nie zmniejszajac
ogdblnosci mozemy zatozy¢, ze &p)> Ap*). Wtedy, korzystajac z wiasnosci operacji
supremum [D13] tatwo przeprowadzi¢ nastepujace oszacowania:
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8(p)-5(p*)=sup[f(x)+ p-g(x)]- sup[f (x)+ p*-g(x)]=

=X5t)1<p[f(><)+ p*g(x)+(p-p*)- g(X)]—XSl)J(p[f(X)+ p*g(x)]<
sxsuglf(m p*g(X)]+fu§ [(p—p*)- g(X)]—Xsug [£(x)+ p*glx)]<

<|p-p*-suplg(x)<L-[p-p*

gdzie L jest pewna stata dodatnia < co. Biorac modut obu stron pierwszej i ostatniej
nieréwnosci, dostajemy ostatecznie oszacowanie:

6(p)-5(p*f<Llp-p*, (3)
ktore swiadczy o tym, ze wskaznik &p) jest funkcja ciagta a nawet funkcja
Lipschizowska (ze stata Lipschiza L =sup|g(x)|). ¢

X0

Powyzsza wiasnos¢ ciagtosci mozna tatwo uogdélni¢ na przypadek wielu parametrow
tzn. na funkcje postaci: f(X) + p1-gi(X)+...+ p-gk(X) (Ossowski [57]).

Innego uogblnienia mozna dokona¢ rozpatrujac funkcje argumentu X o
wielomianowej zaleznosci od parametru p, czyli na funkcje postaci: f(x) + p-
01(X)+...+ p“g(x). Dla wykazania ciagtosci wskaznika (2) w takim przypadku
wystarczy skorzysta¢ z algebraicznej podzielnosci wielomianu p' — (p* )' przez
jednomian p' - p*.

Rozpatrywane w niniejszej rozprawie modele uktadéw mechatronicznych bgda
zwykle opisane przez funkcje postaci F(x,p) = Fo(X) + pr-F1i(X)+...+ pe-Fi(X), gdzie p;
beda parametrami (najczgsciej ttumienia i sztywnosci oraz wzmocnienia) ukladu
mechatronicznego. Z dowiedzionej wyzej wiasnosci wynika ciagla zaleznosé
wskaznika zbieznosci (1) od parametrow p uktadu.

Powyzszy wynik mozna tez wuogdlni¢c na klase liniowych uktadéw
niestacjonarnych o liniowej zaleznosci funkcji modelu od sktadowych zaburzen.
Aby to wykazaé, wystarczy po wykonaniu operacji supremum wzgledem
niestacjonarnych zaburzen przy obliczaniu wskaznika zbieznosci, zaliczy¢ do
zestawu parametréw rdéwniez parametry ograniczen na te zaburzenia. Otrzymamy
woweczas hastepujacy wzor na wskaznik stabilnosci uktadu:

T T
xTSAX ‘x SClx‘ ‘x SCkx‘
o+t

SN O

7 (S, mncri) = —SUD

X0 xTSx X TSx X TSx

ktory bedzie oczywiscie ciagta funkcja parametrow a,..., ax.
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Podane wyzej stwierdzenia o ciagtosci wskaznika stabilnosci wzgledem
parametrow sa w pewnym sensie szczeg6lnym przypadkiem nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 1: Jezeli funkcja f(x, y) jest ciagta w pewnym obszarze XxYcR™x R" i
jednostajnie ciagta wzgledem X, to w obszarze X ciagta jest réwniez funkcja

F(x) =sup [f(xy)]. #(5)
yeY

Dowod: Z zatozen wynika, ze dla kazdego yeY i >0 istnieje taka &Xy) >0, ze jezeli
‘xl —xz‘ <o(y), to dla kazdego zachodzi nieréwnos¢ f(xl,y)— f(xz,y) <¢. Nie

zmniejszajac ogollnosci, mozemy przyjaé, ze F(xl)zF(xz). Wtedy zachodzi
oszacowanie:

FO) - F(x?) =sup[f (<t y)]-sup [f (x%,y)] < sup [ (xE,y) - f(x%,y)]<

yeY yeY yeY
<sup f(xl,y) —f (x2,y) <supe=¢
yeY yeY
Biorac modut obu stron powyzszej nierdbwnosci mamy

oszacowanie‘F(xl) - F(xz)‘< ¢ . Dla zamknigcia dowodu trzeba jeszcze wykazac,

ze istnieje niezerowa wielkos¢ 6 = inf 5(y)>0. To jednak wynika z jednostajnej
yeY

ciagtosci funkcji f. .

Wynika z tego wniosek, ze wskaznik stabilnosci jest ciagta funkcja parametrow

macierzy S. Mamy bowiem

-l 3] gl VTP

x20 X SX y#0 yTy

gdzie P jest pierwiastkiem macierzy S. W szczeg6lnosci wynika stad wniosek, ze
dla lokalnie stabilnych uktadéw quasiliniowych istnieje nieskonczenie wiele
macierzy funkcji Lapunowa w poblizu optymalnej macierzy dla czegsci liniowej.
Mamy bowiem

7(S+aQ)=—sup

x#0)

[xT (S+a-Q)F(x p)] _ _sup{XTSF(X, p)+a-xTQF(x, p)}
x#0

XT(S+a-Q)X XTSX+a-XTQX

Ciagtos¢ wskaznika stabilnosci wzgledem parametrow macierzy S jest dla uktadéw
liniowych oczywista, gdyz wskaznik ten jest algebraiczna funkcja tych parametrow.
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Dodatek 9: (Uwagi o funkcjach Lapunowa)

Funkcja Lapunowa w klasycznym rozumieniu jest pojeciem odnoszacym si¢ do
pewnego uktadu dynamicznego

x =F(x,t), f(0,)=0, x € R" (1)

w pewnym otoczeniu U punktu stacjonarnego x = 0. Z zatozenia, funkcja Lapunowa
dla takiego uktadu jest dodatnio okreslona funkcja V(x, t) klasy C' wzgledem
zmiennych x, t w otoczeniu U, spelniajaca dodatkowe warunki niezbedne dla
dowodow podstawowych twierdzen dotyczacych stabilnosci rozwazanego uktadu.
Tezy tych twierdzen pozwalaja wnioskowa¢ o stabilnosci ukladu (w sensie
Lapunowa lub stabilnosci asymptotycznej). Wybér funkcji Lapunowa dla danego
uktadu na og6t nie jest jednoznaczny. Funkcja Lapunowa jest jedynie narzedziem
umozliwiajacym badanie jakosciowych wtasnosci rozwiazan uktadu dynamicznego
bez koniecznosci ich znajdowania.

Warunki naktadane na funkcje Lapunowa dla danego uktadu zaleza nie tylko od
rodzaju badanej stabilnosci, ale rowniez w istotny sposéb od tego, czy rozpatrujemy
funkcje jawnie zalezne lub niezalezne od czasu. Jawna zaleznos¢ od czasu w
przypadku niestacjonarnym pozwala niekiedy lepiej dostosowa¢ funkcje Lapunowa
do dynamiki ukfadu. Dzieki temu mozna uzyska¢ lepsze oszacowania wiasnosci
stabilnosci. Jednak w przypadku uktadéw mechatronicznych, w ktérych mamy na
0go6t do czynienia z niestacjonarnymi zaburzeniami z przynaleznymi do pewnych
nieprzeliczalnych klas funkcji ograniczonych 77Z), jawne uzaleznienie funkcji
Lapunowa od czasu (a zatem z koniecznosci dopasowane do wybranej realizacji
zaburzen z €7(Z)) jest mato przydatne. Do tego trzeba by bowiem z gory zna¢
aktualna realizacje zaburzen ukladu. Wynik takiej analizy nie byiby wiec
praktycznie uzyteczny, bo nie mozna zbada¢ wszystkich realizacji. Dlatego w
niniejszej rozprawie rozpatrywane sa tylko stacjonarne funkcje Lapunowa, czyli
niezalezne od czasu. Poniewaz cze$¢ stacjonarna uktadu mechatronicznego jest z
zatozenia uktadem liniowym o statych wspodtczynnikach, zawsze mamy
zagwarantowane istnienie takich funkcji Lapunowa dla uktadéw mechatronicznych
przy dostatecznie matych zaburzeniach.

Ograniczenie rozwazan do kwadratowych funkcji Lapunowa niezaleznych od
czasu jest wigc wyrazem pewnej ogolnej filozofii, wedtug ktorej narzgdzie do
badania danego uktadu powinno by¢ zalezne od ukladu jako catosci, a nie od jego
chwilowej realizacji. Zatem funkcja Lapunowa powinna by¢ stacjonarna i najlepiej
dopasowana do uktadu oraz do klasy 7{Z) wszystkich realizacji zaburzen.
Rozszerzenie metody optymalnych funkcji Lapunowa na przypadek funkcji
zaleznych od czasu nie jest jednak niemozliwy i by¢ moze wskazany.

Wybor niestacjonarnej funkcji Lapunowa moégtby by¢ uzasadniony na przyktad
wtedy, gdyby zaburzenia skupiaty sig ,,w poblizu” pewnej ich nominalnej realizacji.
Wtedy badane bytyby wiasnosci uktadu nominalnego za pomoca takiej funkcji, a
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nastepnie uzyskane wyniki bytyby ekstrapolowane na wszystkie realizacje zaburzen.
Wymagatoby to jednak dowiedzenia twierdzen zapewniajacych zasadnos¢ takiego
postepowania. Wazne jest bowiem, czy pogorszenie si¢ oszacowan na skutek
ekstrapolacji nie bytoby wieksze niz to, co mozna by uzyska¢ stosujac stacjonarna
funkcje Lapunowa dopasowana do catej klasy zaburzen.

Brak og6lnej metody wyznaczania funkcji Lapunowa dla uktadéw dynamicznych
niekoniecznie jest wynikiem niedostatecznego rozwoju teorii. Znajomosé¢ funkcji
Lapunowa dla danego uktadu dostarcza jednak pewnej informacji (réwniez
ilosciowej) na temat uktadu. Jesli niemozliwe jest znalezienie scistych rozwiazan dla
danego uktadu, to réwnie dobrze uzyskanie czesciowej, lecz doktadnej informaciji
ilosciowej 0 zachowaniu si¢ rozwiazan moze nie by¢ mozliwe. Dobierajac mniej lub
bardziej przypadkowe funkcje w nadziei, ze beda funkcjami Lapunowa dla danego
uktadu, zawsze mozemy jednak uzyska¢ pewne oszacowanie wiasnosci stabilnosci
uktadu.

Dodatek 10: (Gry rdézniczkowe)

Z gra rézniczkowa mamy do czynienia wtedy, gdy réwnanie r6zniczkowe, opisujace
jakis obiekt dynamiczny, zalezy od czynnikoéw dwojakiego rodzaju: sterowas u
(sprzyjajacych osiagnicciu korzystnych wartosci pewnego wskaznika jakosci J) oraz
zaburzen lub zaktdcen z (przeciwdziatajacych osiagnieciu dobrej jakosci J). Sama
gra rézniczkowa jest zatem procesem, jaki rozgrywa si¢ miedzy sterowaniami i
zaburzeniami w czasie ruchu opisanego réwnaniem:

x =F(x,z,u),, 1)

gdzie x € X < R" jest wektorem stanu ukladu, natomiast zaburzenia i sterowania sa
w ogo6lnosci funkcjami czasu, przynaleznymi do okreslonych klas funkcji. Zwykle
zaktada sie, ze z e I(Z2) = {z:[ty, +o0) — Z}, u eI (U) = {u:[to, +0) — U}, gdzie Z,
U sa pewnymi zbiorami zwartymi w odpowiednich przestrzeniach R¥, R™.

Wskaznikiem jakosci J jest zwykle pewien globalny funkcjonat (catka) zalezny
od catego przebiegu ruchu x(t) w okreslonym odcinku czasu lub migdzy
okreslonymi stanami (poczatkowym i koncowym) oraz od catego przebiegu funkcji
zaburzen i sterowan z(t), u(t). W niniejszej rozprawie bedziemy rozwazali gry
rozniczkowe, w ktdrych funkcja jakosci bedzie lokalna, a wigc zalezna tylko od
chwilowych wartosci x(t), z(t), u(t).

Przyjmijmy, nie zmniejszajac ogolnosci, ze pozadana jest maksymalna wartos¢
wskaznika J. Oznacza to, ze sterowania powinny maksymalizowa¢ wskaznik J,
natomiast zaburzenia powinny go minimalizowaé. Sterowania i zaburzenia
wystepuja tu wiec w roli dwdch graczy o przeciwstawnych interesach (wygrana
jednego jest przegrana drugiego), ktorzy realizuja swoje strategie. Strategia sterowan
czy zaburzen jest okreslony algorytm doboru ich przebiegu w czasie (uzaleznionego
na og6t od przebiegu x(t) oraz od zachowania sie ,,przeciwnika”). W przypadku
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lokalnego wskaznika jakosci strategie sterowan i zaktdcen beda zalezne jedynie od
chwilowych (aktualnych) wartosci X, u, z. W ustaleniu optymalnych strategii istotna
role odgrywa (jak w szachach) ,,pierwszenstwo posuniecia”, czyli znajomosé lub
nieznajomos¢ strategii (ruchu) przeciwnika. Jesli zaburzenia sa znane (mierzone),
wowczas optymalna strategie sterowan mozna wyznaczy¢ z zagadnienia

min max J . )
z u

W przypadku lokalnej funkcji jakosci J bedzie to na og6t sprzezenie zwrotne
u = u(x, z). W przeciwnym razie, jesli musimy dobra¢ sterowanie nie wiedzac nic o
zaburzeniach, musimy zatozy¢ najbardziej niekorzystna (antyoptymalna) strategic
zaburzen z = z(x, u), ktéra mozna wyznaczy¢ z zagadnienia

max minJ . 3
u z

Podane zagadnienia optymalizacji roznia si¢ tylko kolejnoscia operacji min i
max. W przypadku znanych zaburzen sterowania (czynnik maksymalizujacy
wskaznik J) sa w uprzywilejowanej pozycji, gdyz moga dostosowac swoja strategie
do posunie¢ przeciwnika (zaburzen). W drugim przypadku uprzywilejowane sa
zaburzenia (czynnik minimalizujacy jakos¢ J). Zatem musi by¢ [D13]

max minJ < minmaxJ . 4)
u Z Z u

Na ogét jakos¢ ruchu osiagnieta bez znajomosci strategii zaburzen jest wiec
mniejsza niz wtedy, gdy zaburzenia sa znane. Jezeli zachodzi réwnos¢, moéwimy, ze
w grze osiagany jest punkt siodtowy ( McKinsey [43]).

Dodatek 11: (Podstawowe nieréwnosci rézniczkowe)

W niniejszej rozprawie do analizy jakosciowej uktadéw mechatronicznych
wykorzystywane sa réznego rodzaju nierdwnosci rézniczkowe. Ponizej omdwione
Sa najwazniejsze z nich.

Twierdzenie 1: Jezeli pochodna zupetna funkcji V(x)=x'Sx =||x||§ dodatnio
okreslonej na trajektoriach uktadu dynamicznego x = F(x) spetnia nieréwnosé¢

V >-20V (lubV <-2), (1)
to dla rozwiazan x(t) uktadu zachodzi nastepujace oszacowanie:
[x®)]g > [x(to)]s e 7). (b [x(®)]g <[x(to)|s €Y. #(2)

Dowdd: Pierwsza z podanych nieréwnosci (2) wynika z nastepujacych oszacowan:
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V> -20V Dlzilnv >-20=> 13 iInV =20+p(t)=>
VvV dt p(t)>0dt

V(t)

= IV (t) -V (tg) = IN—2 = 20 (t — tg) + }go(r)dr > 20(t—ty) =
V (t) 0

=V (1) 2V (to)e 27710 = x(t)| > [x(to)]-e ¢ 10
Analogicznie przebiega dowod dla drugiej nieréwnosci. .

Twierdzenie 2: Wskazniki o, ¥ mozna wyznaczy¢ z nastepujacych formut
analitycznych:

T T
U=O‘(S)=—iﬂf@,y:y(S):_supLF(X). #(3)
x#0 X' Sx x#0 X' SX
Dowadd:
. , ‘ .
!2—20: inf !Z—Za:az—linf lz—inf X SF(x)
\Y x=0V 2xz0V x20 xTSx
. . . -
V<o msuplaymy=-tsup Y =sup XX iF(X). ¢
v x#0 x#0 x=0 X SX
Rozwiazania rownania X = A(t)x spetniaja dla kazdego t > t, nastepujaca
Nierownos¢ Wazewskiego: (Gutowski [17], Wazewski [115])
t t
[xolexp) - J () |<[x(0)] <[xo] exp) - Ja(r)dr . @
) to

gdzie A(t), A(t) oznaczaja odpowiednio: najmniejsza i najwigksza wartos¢ wiasna
macierzy symetrycznej [A(t) + AT(t)]/2. W szczegdblnosci, gdy macierz A jest stata,
to wskazniki

A= Jin (A+AT)I2), A= dpax (A+AT)/2) (5)

nie zaleza od czasu, a rozwiazania uktadu spetniaja dla kazdego t > tq nastepujaca
nieréwnosé:
||xo||exp[— At —to)] < [x()] < ||x0||exp[— Alt—to)]. (6)

Praktyczna uzyteczno$¢ nierownosci Wazewskiego w badaniu stabilnosci uktadéw
dynamicznych jest jednak ograniczona.
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0o 1
Przykiad 1: Stabilna macierz A =[ 1 J , opisujaca liniowy oscylator ttumiony,

ma wartosci wiasne 4;,, = (-1t i \/§ )/2. Zatem wskaznik stabilnosci jest rowny %.

0 0
Jednak macierz (A +AT)/2= [0 J ma wartosci wiasne rowne 4,,=0, —1.

Z nieréwnosci Wazewskego (6) wynikaja nastepujace oszacowania dla
rozwiagzan réwnania X = AX :

[xole 7 <[x@®)] <[xo- (7

Jak widaé, oszacowanie to niewiele wnosi o wiasnosciach stabilnosci uktadu i
zbieznosci jego trajektorii, bowiem gwarantuje tylko ograniczono$¢ rozwiazan, a
wiec stabilnos¢ w sensie Lagrange’a.

Dodatek 12: (O zbieznosci i rozbieznosci wykfadniczej wedfug normy)

Dla wykazania istnienia rozwiazan uktadu dynamiczne nastepujacej postaci:
x=F(x,t)t>ty,x eR",F(0,t)=0 (1)

w otoczeniu punktu stacjonarnego x = 0 zwykle naktada sie¢ na funkcje F tzw.
warunek Lipschiza nastepujacej postaci:

[Flxa,t) - Fbea,t) < Lxa = x| @)

gdzie L > 0 nazywa sie stata Lipschiza. Warunek ten powinien zachodzi¢ dla kazdej
pary punktéw z pewnego otoczenia punktu x=0 oraz dla kazdego t>t,. Funkcja
spetniajaca warunek Lipschiza jest, oczywiscie, ciagta. Z kolei, jezeli funkcja F jest
rozniczkowalna i ma w pewnym otoczeniu poczatku uktadu wspotrzednych
ograniczone pochodne czastkowe wzgledem wspbtrzednych x, to jest lipschizowska.
Warunek Lipschiza zachowuje sig, oczywiscie, przy zmianie normy, ale ulega przy
tym odpowiedniej zmianie stata Lipschiza.

Okazuje sie, ze warunek Lipschiza naktada réwniez istotne ograniczenia na
szybkos¢ ewentualnej zbieznosci lub rozbieznosci rozwiazan w otoczeniu punktu
stacjonarnego. MOwi o tym nastepujace

Twierdzenie 1: (Sastry [96]) Jesli funkcja F uktadu (1) spetnia warunek Lipschiza w
punkcie X ze stata Lipschiza L i jest kawatkami stata ze wzgledu na t, to rozwiazanie
X(t) uktadu spetnia lokalnie nastepujace oszacowanie:

[xoe™H710) < ()] < xlle -1, #(3)
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Dowdd: Poniewaz ||x||2 —x"x,to

d 2
S| 2 <2

:2XTiX
dt

d d
LaN o

Zatem

d
< EX = ||F(x, t)|| (4)

d
<

a stad, na mocy warunku Lipschiza [F(x,t)| < L|x| mamy ‘%”x” < L|x||. Rozwijajac

modut, dostajemy ostatecznie:

d
=l Ixl=<1]. (6)

Rozwiazanie powyzszych nierébwnosci z warunkiem poczatkowym X(tg)=Xo, daje
teze twierdzenia. .

Z podanego twierdzenia wynika, ze dla typowych uktadéw dynamicznych
(ktorych funkcja modelu spetnia warunek Lipschiza), rozwiazania nie moga zbiegac
szybciej niz wyktadniczo wedtug danej normy (o ile w ogole zbiegaja do punktu
stacjonarnego), ale nie moga tez rozbiega¢ si¢ szybciej niz wyktadniczo, przy czym
oszacowaniem wskaznika zbieznosci (rozbieznosci) jest stata Lipschiza L

Graniczne szybkosci zbieznosci (rozbieznosci) wedtug normy sa, jak wykazano
w tekscie Rozprawy, osiagalne dla uktadéw liniowych stacjonarnych i niektdrych
uktadow quasiliniowych, ale tylko dla odpowiednio dobranych norm. Zatem badanie
wiasnosci stabilnosci uktadow za pomoca wskaznika zbieznosci zdefiniowanego w
Rozdziale 3 i poszukiwanie optymalnej funkcji Lapunowa oznacza w istocie
poszukiwanie oszacowan najszybszej mozliwej zbieznosci rozwiazan. To jest jakby
wyciaganie z ukladu jego najlepszych stron, potencjalnych mozliwosci, ktore
ujawniaja sie dopiero po uzyciu wiasciwego narzedzia, przyrzadu obserwacji, jakim
jest wiasciwa norma w przestrzeni stanu.

Zbieznos¢ (stabilno$¢) wyktadnicza wedtug normy rozwiazan modeli uktadéw
dynamicznych nie jest wiec niczym unikalnym i stanowi oszacowanie wlasnosci
trajektorii uktadéw dynamicznych. W przypadku uktadéw o zmiennej strukturze (o
funkcji F przedziatami ciagtej) ta zbieznos¢ jest zachowana, bowiem w kazdym z
obszaréw ciagtosci funkcja F spetnia warunek Lipschiza, cho¢ moze z inna stata L.

Dodatek 13: (Wfasnosci supremum i infinium funkcji wielu zmiennych)

W analizie stabilnosci metoda funkcji Lapunowa i wskaznika stabilnosci czgsto
wykorzystuje si¢ pewne wiasnosci operacji supremum oraz infnium funkcji wielu
zmiennych. Wtasnosci te precyzuje nastepujace
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Twierdzenie 1: Dla dowolnych funkcji rzeczywistych f(x), g(x) okreslonych dla
kazdego x € X cR" zachodza nastepujace oszacowania:

sup | f(x)+ g(x)]< sup[f (x)]+ sup[g(x)]] (1)
XxeX XeX XeX

inf [£(x)+ glx)]> inf [# (x)]-+ inf [g(x]]] 2
sopT760- 5t s [T i o) ®
sup [ (x)- gx)]> sup [f(X)]—stg( [g(]]| #(4)

Dowod: Trzy pierwsze nierdwnosci sa oczywiste. Z kolei nierdwnos¢ czwarta
wynika z pierwszej. Mamy bowiem nastgpujace oszacowanie:

sup[f (x)]= sup[f (x)- () +g()]< sup[f(x)-g()]+ sup[g(x]]= (4).  »
XeX xeX XeX xeX
Powyzsze nieréwnosci sa przydatne do znajdowania oszacowan roznych
wskaznikow wyrazajacych sie za pomoca operacji sup i/lub inf dla pewnych funkcji
opisujacych dynamike uktadéw mechatronicznych w okre$lonych obszarach
przestrzeni stanu. W szczegblnosci nierdwnosci pierwsza i trzecia nadaja si¢ do
szacowania z dotu wskaznika stabilnosci ( lub zbieznosci wyktadniczej) dla uktadow
quasiliniowych z zaburzeniami. Ten fakt byt wielokrotnie wykorzystany w
rozwazaniach niniejszej rozprawy. Z kolei nieréwnos¢ (4) jest przydatna do
szacowania wskaznika stabilnosci uktadow z modyfikacja parametréw lub do
wykazania ciagtosci wskaznika stabilnosci wzgledem parametréw [D8].

Twierdzenie 2: Dla dowolnej funkcji rzeczywistej f(x, y) okreslonej dla kazdego
(X, y) € XxY < R"xR" zachodzi nastepujace oszacowanie:
sup inf f(x,y)< inf sup f(x,y). # (5)
xeX YeY yeY xeX
Dowad:
inf f(x,y)< f(x,y)= inf f(x,y)< sup f(x,y)=
yeY yeY xeX

= sup inf f(x,y)< sup sup f(x,y)= sup inf f(x,y)< sup f(x,y)
xeX YeY XeX xeX xeX YeY xeX

= inf sup inf f(x,y)< inf sup f(x,y)=
yeYxex yeY YeY xeX

= sup inf f(x,y)< inf sup f(x,y)
xeX YeY yeY xex
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Definicja 1: Funkcja rzeczywista f(x, y) okreslona dla x € Xc R™, y € Y& R" ma
punkt siodtowy w (Xo, o) € X x Y, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

i) (X, Yo) < f(Xo, Yo) dla kazdego x € X,
i) f(Xo, y) >f(Xo, Yo) dlakazdegoy €Y. #

Twierdzenie 3: Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby dowiedziona
wyzej nierownos¢ ,,minimaksowa” byla roéwnoscia, jest posiadanie punktu
siodtowego przez funkcje f(X, y).

Dowdd: [D10] .

Filozofia nieréwnosci (5) jest nastepujaca: mamy pewna ,,jakos¢” opisana
funkcja f i dwa przeciwstawne czynniki, z ktérych jeden chce ta jakos¢
maksymalizowa¢ za pomoca swoich oddziatywan x, a drugi minimalizowa¢ za
pomoca oddziatywan y. Jesli czynnik maksymalizujacy x dziata najpierw (czyli
moze dostosowac si¢ do kazdej strategii czynnika minimalizujacego y), to osiagnigta
zostanie wyzsza jakos¢, niz w przypadku, gdy czynnik maksymalizujacy dziata po
czynniku minimalizujacym. Mamy wiec tu do czynienia z pewna gra. Strategia
kazdego z graczy jest dobdr odpowiedniej wartosci X lub y. Jesli jest kolejnos¢ sup
inf, to osiagana jest wyzsza efektywnos$¢ czynnika minimalizujacego, bo jego
strategia dostosowana jest do kazdego x czyli do kazdej strategii przeciwnika
(czynnika maksymalizujacego). Jezeli jest odwrotna kolejnos¢ operacji (inf sup), to
osiagana jest wyzsza efektywnos¢ czynnika maksymalizujacego, bo wtedy z kolei
jego strategia uwzglednia kazda strategie przeciwnika, czyli kazde y. W teorii
uktadéw mechatronicznych czynnikami konkurencyjnymi beda niekontrolowane
zaburzenia i sterowania a funkcja ,,zysku” — szybkos¢ zbieznosci wyktadniczej
trajektorii uktadu dynamicznego. Zwykle sterowania beda staraty sie
maksymalizowa¢ szybkos$¢ zbieznosci, natomiast niekontrolowane zaburzenia — ja
minimalizowac.

Réwnos¢ zamiast nierdwnosci minimaksowej oznacza pewna niezalezno$é
wiasnosci funkcji od poszczegblnych zmiennych, na przykiad, gdy ekstremalna
wartos¢ jednej zmiennej nie zalezy od drugiej zmiennej. W szczegdlnosci rownosé
taka bedzie zachodzié, jesli funkcja bedzie postaci f(x, y) = g(x) + h(y).

Na koniec wykazemy rownos$é, ktéra ma zastosowanie na przyktad do obliczania
wskaznika zbieznosci wyktadniczej uktadow w wielowymiarowych przestrzeniach
stanu.

Twierdzenie 4: Dla dowolnej funkcji rzeczywistej f(x, y) okreslonej dla kazdego
(X, y) € XxY < R™xR" zachodzi oszacowanie:

sup sup f(x,y)= sup sup f(x,y)| # (6)
xeX yeY yeY xeX
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Dowad:
sup f(x,y)> f(x,y)= supsup f(x,y)> sup f(x,y)=
yeY xeXyeY xeX
= sup sup sup f(x,y)=> sup sup f(x,y)=> sup sup f(x,y)> sup sup f(x,y)
yeY xeXyeY yeY xeX xeXyeY yeY xeX
Dowdd nieréwnosci odwrotnej jest analogiczny. Stad wynika teza. .

Dodatek 14: (Wskazniki oceny w/asnosci ukfadéw mechatronicznych)

Uktady mechatroniczne sa pewnego typu ukladami sterowania. Dlatego kwestie
oceny ich wiasnosci i doboru wskaznikow optymalizacji sa analogiczne jak dla
uktadéw sterowania. Przewaznie jest tak, ze wymagania stawiane realnemu
uktadowi sterowania formutujemy najpierw werbalnie, a potem staramy sie wyrazi¢
je za pomoca formut matematycznych, co jest konieczne do przeprowadzenia jego
optymalizacji. To ttumaczenie wymogow praktyki na jezyk teorii bywa czasem
trudne, a jezeli mozliwe, to czesto prowadzi do probleméw matematycznych. Z
kolei dogodne matematycznie, lecz arbitralnie przyjete kryteria oceny bywaja
nieprzettumaczalne bezposrednio na wiasnosci  uzytkowe ukiladu. Wyhér
wiasciwych kryteridw jest wigc pewnym niejednoznacznym kompromisem.

Najczesciej stosowane kryteria optymalnosci uktadéw sterowania mozna w
ogdlnosci podzieli¢ na kryteria funkcjonalne i kryteria funkcyjne (lokalne). Kryteria
(wskazniki) funkcjonalne, wyrazane zwykle za pomoca catki z kwadratowych
funkcji wektorow stanu i sterowania, odnosza si¢ do trajektorii uktadu. Wartos¢
wskaznika funkcjonalnego jest trudno przettumaczalna na uzytkowe (a zwiaszcza
chwilowe) wtasnosci uktadu i zalezy od catej historii ruchu uktadu. Chociaz istnieja
skuteczne algorytmy znajdowania sterowan optymalnych w takim sensie, to jednak
powazna wada takiego sterowania jest to, ze uklad zaprogramowany na realizacje
okreslonej trajektorii optymalnej moze by¢ bardzo wrazliwy na zaburzenia i
zaktocenia. Taki uktad wytracony z trajektorii optymalnej w zasadzie musi w catosci
wyliczy¢ nowa trajektorie i nowe sterowanie.

Kryteria funkcyjne, zwykle wyrazane za pomoca funkcji od aktualnych wartosci
stanu i sterowan, maja tg zalete, ze uktad w kazdej chwili i dla kazdego stanu potrafi
okresli¢ sobie optymalna wartos¢ sterowania, a wigc zawsze i wszedzie ,,wie”, co
ma robi¢. Wytracenie uktadu z jakiejs trajektorii nie stanowi wtedy problemu. Poza
tym wyznaczenie optymalnego sterowania z kryterium optymalizacji funkcji jest
zadaniem stosunkowo prostym i najczesciej rozwiazywalnym analitycznie, co jest
rzadko mozliwe w przypadku wskaznikéw funkcjonalnych (Jedynie tzw. problem
liniowo-kwadratowy sterowania uktadu liniowego z kwadratowym funkcjonatem
jakosci, jest rozwiazywalny w tym sensie, ze prowadzi do macierzowego réwnania
Riccatiego).



Dodatki 297

Wskazniki funkcjonalne sa bardziej adekwatne w sytuacjach, gdy uktad
rzeczywiscie ma za zadanie realizowa¢ konkretne trajektorie, czyli w zasadzie
wykonywa¢ zadania sterowania programowego (w ukladzie otwartym). Z kolei
wskazniki funkcyjne, poniewaz nie wyrdzniaja zadnej trajektorii, odpowiadaja
bardziej wymaganiom odnoszacym sig¢ do nieprzeliczalnych klas trajektorii, a wigc —
wymaganiom jakosciowym, stawianym wobec uktadu sterowania.

Poniewaz uktadom mechtronicznym rozpatrywanym w niniejszej rozprawie,
stawiane sa wymagania odnosnie stabilnosci, zastosowanie do nich lokalnego
(punktowego) kryterium optymalnosci w postaci maksymalizacji szybkosci
zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu, jest w petni uzasadnione. Istotny jest
przy tym fakt, ze w metodzie funkcji Lapunowa takie kryterium nie determinuje
jednoznacznie sterowania. Sterowanie jest bowiem zalezne od parametréw funkcji
Lapunowa, ktére mozna dalej optymalizowaé. Mamy wiec tu dwuetapowy problem
optymalizacyjny. W pierwszym etapie wyznaczana jest tylko struktura optymalnego
sterowania (sprzezenia zwrotnego), a wiec klasa sterowan sparametryzowana
elementami macierzy funkcji Lapunowa. W drugim etapie dopiero nastepuje
optymalizacja parametréw tej struktury, a wiec wybor konkretnego sterowania.
Zatem do lokalnego kryterium optymalnosci nalezy jeszcze doda¢ jakies praktyczne
kryterium optymalizacji parametrow sterowania (czyli parametréw macierzy funkcji
Lapunowa). lIstnieje tu duza swoboda wyboru, dzieki czemu mozna optymalnie
projektowac uktady mechatroniczne dostosowane do roznych funkcji uzytkowych.

Dodatek 15: (Energia cafkowita ukfadu jako funkcji Lapunowa)

Realne uktady mechaniczne dysypatywne, na przyktad liniowe uktady drgajace z
ttumieniem zupelnym, stopniowo traca swoja energie przy braku zewnetrznych
wymuszen. Uklady takie sa wigc asymptotycznie stabilne. Mowia o tym
odpowiednie twierdzenia (Sastry [96]). Jednak energia catkowita nie jest dla nich
zbyt dobra funkcja Lapunowa, bowiem pochodna zupetna energii na 0got nie jest
funkcja ujemnie okreslona. Aby to pokazac, obliczmy pochodna zupetng funkcji
energii catkowitej liniowego uktadu drgajacego (5.1.2) o macierzach M, P, Q:

dE _d B(XTMx)%(qux)}:xwmXquz_zXTpx. o)

dt o dt
W szczegblnosci pochodna zupetna energii catkowitej liniowego oscylatora

ttumionego o jednym stopniu swobody (opisanego rownaniem mX+ 2ax +kx=0)
zalezy od kwadratu predkosci jak nastepuje:

E :%(m)‘(z + kx2)/2 = mxX + kxx = x[mx + kx]: —Za(X)Z- (2)

Poniewaz predkos¢ ruchu moze osiaga¢ wartos¢ zero dla niezerowego potozenia,
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pochodna energii, nie jest funkcja okreslona ujemnie, lecz tylko funkcja niedodatnia.
Dlatego na podstawie funkcji energii mozna wnioskowac tylko o stabilnosci uktadu
w sensie Lapunowa ale nie 0 asymptotycznej stabilnosci, o ktéra nam tu chodzi. Dla
wykazania asymptotcznej stabilnosci trzeba w takim przypadku stosowaé mato
dogodna analitycznie zasade LaSalle’a (Sastry [96]).

Jak mozna zinterpretowaé fakt, ze energia nie jest dobra funkcja Lapunowa dla
uktadu mechanicznego? Fizycznie mozna by ttumaczy¢ to nastepujaco: jesli uktad
jest stabilny w sensie Lagrange’a tzn. wykonuje ruch ograniczony w przestrzeni
potozen, musza istnie¢ na trajektoriach uktadu punkty zawracania, w ktorych zeruja
sie niektdre sktadowe predkosci ruchu. Jezeli ttumienie jest proporcjonalnos¢ do
predkosci, pochtanianie (dysypacja) energii mechanicznej w poblizu takich punktéw
maleje w pewnych chwilach do zera. Geometrycznie oznacza to, ze trajektorie
uktadu sa styczne w pewnych punktach do poziomicy energii, ktéra w przypadku
uktadéw liniowych jest pewna wielowymiarowa elipsoida. Jest jasne, ze taka
osobliwa sytuacje tatwo jest zaburzy¢é. Mozna przypuszczaé, ze dokonujac
nieznacznego obrotu i/lub deformacji odpowiedniej elipsoidy statej energii mozna
sprawi¢, by wszystkie trajektorie wchodzity do jej wnetrza. Wtedy taka forma
kwadratowa bytaby juz dobra funkcja Lapunowa.

Powyzsza sugestia moze postuzy¢ do szybkiego znajdowania suboptymalnych
funkcji Lapunowa dla uktadéw o wielu stopniach swobody. Co wiecej, okazuje sie,
ze dla kazdego stabilnego liniowego uktadu stacjonarnego mozna znalez¢ forme
kwadratowa, ktdra bedzie dla niego funkcja Lapunowa (Rozdziat 5).

Dodatek 16: (Kryterium stabilnosci Hurwiza a kryterium Kharitonova )
Rozwazmy uktad dynamiczny opisany ponizszym réwnaniem:

x(M +ax(D oha, x+ax=0, x=x;. 1)

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci macierzowej Frobeniusa

[0 1 0o - 0 |
0 0 1 - 0
x=Ax=| 0 Polex 2)
: 0 0 1
|—8n —ap - 8y —a|

Wielomian charakterystyczny ukladu (1) oraz powyzszej macierzy A ma
nastepujaca postac:

W(2) = A"+ a ™ + .+ aid + . 3)

Dla stabilnosci uktadu (1), (2) istotne jest, aby pierwiastki tego wielomianu lezaty w
lewej poiptaszczyznie zespolonej.
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Kryterium Hurwiza mowi, ze uktad (1) (lub (2)) jest stabilny, (czyli wielomian
(3) ma pierwiastki w lewej potptaszczyznie zespolonej), wtedy i tylko wtedy, gdy
dodatnie sa wszystkie wyznaczniki gtéwne nastepujacej macierzy (Gutowski [17]):

a, 1 0 0 0 0
dz3 ay @ 0 0 0
dg aq 4z dy 1

(4)

Stabilnos¢ wielomianu mozna wiec bada¢ bez znajdowania jego pierwiastkdw.
Mniej znane jest kryterium stabilnosci Kharitonowa, ktére odnosi si¢ do uktadow
(wielomiandéw) o parametrach przedziatowych, czyli takich, ktore sa state, ale ich
wartosci sa znana z doktadnoscia do pewnego przedziatu domknietego.
Wielomian przedziatowy stopnia n ma nastepujaca postac:

p(s.a) =[0G 1+[0;, 01 s+ +[g;,0,]-s", (5)
i wyznacza nieprzeliczalna klase wielomianéw o statych wspdétczynnikach. Dla
stabilnosci  uktadu o parametrach  przedziatowych i o wielomianie

charakterystycznym (5) istotne jest, aby wszystkie wielomiany nalezace do klasy (5)
bylty stabilne. Wtedy powiemy, ze wielomian (5) jest stabilny.

Kryterium Kharitonowa moéwi, ze wielomian (5) o parametrach przedziatowych
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z czterech ponizszych wielomianéw
(zwanych wielomianami Kharitonwa) o statych wspétczynnikach jest stabilny.

P"(S)=U|6+Q1_'S+q§r-sz+q§-s3+q;.s4+qg.s5+...
pF(s)=qg + 0 -s+0q3 -s2+q3 -sS+qz st +qd 50 e
p+_(3):qa+ql_'3+q2_~82+q§-33+qz-s4+q5_.35+... (6)

++ + + - 2 + 3 + 4 +
p*t(s)=ag +ai -s+az -s*+q3 s +qf st gl s0 4o

Kryteria Hurwiza i Kharitonowa sa z natury swej kryteriami jakosciowymi,
albowiem orzekaja o czym$ (o stabilnosci) bez koniecznosci znajdowania
pierwiastkéw odpowiednich wielomianéw lub rozwiazywania rownan.

Twierdzenie Kharitonowa jest w istocie twierdzeniem o0 skonczonej
rozwiazalnosci (za pomoca czterech krytycznych cie¢ odpowiedniej wiazki)
zagadnienia stabilnosci liniowej inkluzji rézniczkowej w klasie funkcji statych o
wartosciach w zbiorze zwartym. Zagadnienie stabilnosci niestacjonarnego ukiadu
liniowego (0 nieznanych, lecz statych wspo6tczynnikach), czyli zagadnienie
odpowiedniej inkluzji, sprowadza sie do badania stabilnosci czterech uktaddw
zwyczajnych o wspoétczynnikach statych i okreslonych.
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Rzadko si¢ o tym pamigta, ze warunki Kharitonowa stabilnosci sa adekwatne
jedynie w sytuacji, gdy nieznane parametry uktadu sa state w czasie i od siebie
niezalezne. Jednak w rzeczywistych uktadach dynamicznych ani jeden, ani drugi
warunek na ogo6t nie jest $cisle spetniony. Bywa tak, ze nie mozna pominaé¢ zmian
parametrow uktadu w czasie oraz niezaleznosci tych zmian. Parametry wielomianu
charakterystycznego macierzy ukiladu sa bowiem zwykle jedynie funkcjami
pewnych niezaleznych  parametréw  fizycznych  ukladu  podlegajacych
niekontrolowanym zmianom. Tak si¢ dzieje w szczegdlnosci w przypadku uktadéw
mechanicznych. Na przyktad wspoétczynniki wielomianu charakterystycznego
macierzy ukladu drgajacego o wielu stopniach swobody sa ztozonymi funkcjami
sztywnosci i ttumien uktadu. Zatem na og6t mozemy si¢ spodziewaé, ze ha
podstawie kryterium Kharitonowa dostaniemy dos¢ konserwatywne warunki
stabilnosci w przypadku statych, nieznanych parametréw ukfadu, a w przypadku
parametréw zmiennych w czasie w ogéle nie mozemy skorzysta¢ z tego kryterium.
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Podsumowanie gtownych wynikow Rozprawy:

= Opis modeli uktadéw mechatronicznych w jezyku inkluzji ré6zniczkowych.

= Matematyczny opis obiektywnych (realnych) ograniczen na zaburzenia,
zaktocenia i sterowania w uktadach mechatronicznych.

= Objasnienie istoty wiasnosci ilosciowych i jakosciowych uktadow
dynamicznych.

= Filozoficzna analiza poréwnawcza metod badania uktadéw dynamicznych:
metody ilosciowe a jakosciowe, metody posrednie a bezposrednie, metody
numeryczne.

= Sprecyzowanie pojecia wiasnosci (stabilnosci) uktadu dynamicznego, jako
modelu uktadu mechatronicznego, oraz zasad optymalizacji tych wiasnosci.

= Sformutowanie koncepcji: wskaznika stabilnosci, wskaznika zbieznosci i
sredniego wskaznika zbieznosci, jako podstawowych narzegdzi badania i
opisu wiasnosci jakosciowych uktadéw dynamicznych.

= Formalne i operacyjne uogolnienie pojecia minimalnej czesci rzeczywistej
wartosci wiasnej macierzy uktadu liniowego (jako wskaznika stabilnosci) na
przypadek uktadéw nieliniowych i niestacjonarnych.

= Sformutowanie metody optymalnych funkcji Lapunowa zapewniajacej
sformalizowane i jednolite ujecie zagadnien stabilnosci szerokiej klasy
uktadow stacjonarnych i niestacjonarnych, zaleznych od parametréw
niepewnych lub przedziatowych, uktadéw z zaburzeniami, zaktéceniami i
sterowaniami.

= Sformutowanie i zastosowanie koncepcji wielowymiarowych funkcji
Lapunowa do nadania stabilnosci ztozonych uktadéw nieliniowych.

= Wprowadzenie i zastosowanie pojecia typu zbieznosci wykfadniczej oraz
bifurkacji stabilnosci do globalnego opisu wiasnosci stabilnosci uktadow
dynamicznych.

= Nakreslenie mozliwosci zastosowania zbioréw rozmytych do opisu, analizy i
syntezy uktadéw mechatronicznych.

= Koncepcje algorytméw genetycznych i procedur przydatnych do
wyznaczania i optymalizacji macierzy kwadratowych funkcji Lapunowa
oraz optymalizacji sterowania adaptacyjnego.

= Ocena wptywu na wiasnosci uktadow roznego rodzaju nieliniowosci takich
jak: histereza, strefa nieczutosci, luz, op6znienie, zaburzenia, zaktocenia
pomiarowe, ktore moga wystapi¢ w wielowymiarowych modelach realnych
uktaddw sterowania.

= Ogolny opis ruchu poslizgowego w wielowymiarowej przestrzeni stanu.

= Uzyskanie wielu oryginalnych rozwiazan (wynikéw) scistych lub
oszacowan dla roznych zagadnien i klas uktadéw dynamicznych
(dyskretnych oraz ciagtych).
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= Okreslenie i zastosowanie pojecia kanonicznej oraz regularnej funkcji
Lapunowa do badania stabilnosci uktadéw wielowymiarowych.

= Znalezienie i zastosowanie $cistych (regularnych) rozwiazan algebraicznego
réwnania Lapunowa dla macierzy dowolnego wymiaru parzystego.

= Opis koncepcji optymalnych sterownikdw neuronowych i komputerowych
oraz algorytmow adaptacyjnych sterowania, opartych na wynikach
uzyskanych metoda optymalnych funkcji Lapunowa.

Waznym wynikiem Rozprawy, podwazajacym utarte opinie, jest wykazanie, ze:

= analiza jakosciowa jest mozliwa bez ustalania parametrow uktadu i
macierzy funkcji Lapunowa.

= dla wielu waznych uktadéw wielowymiarowych mozliwe jest sciste
wyznaczenie optymalnych funkcji Lapunowa bez obliczen numerycznych.

= mozliwe jest $ciste wyznaczenie wskaznikéw stabilnosci i zbieznosci dla
wielu nietrywialnych uktaddw nieliniowych i niestacjonarnych.

= mozliwe jest wyznaczenie jawnych zaleznosci wskaznikow stabilnosci od
pewnych istotnych parametrow dla wielu uktadéw wielowymiarowych,
nieliniowych i niestacjonarnych.

Na uwagg zastuguja oryginalne pojecia typu stabilnosci i bifurkacji stabilnosci
wprowadzone w Rozdziale 5. Pojecia te nie sa bowiem réwnowazne lokalnym
opisom uktadéw dynamicznych i bifurkacjom rozumianym w klasycznym sensie
(Arrowschmith [4]) i chociaz odnosza sig¢ do okreslonego punktu stacjonarnego, nie
sa efektami lokalnymi, lecz dotycza zbieznosci wyktadniczej trajektorii uktadu w
catej przestrzeni stanu. Nie mozna wigc bada¢ bifurkacji stabilnosci na podstawie
przyblizenia rownan uktadu (ich postaci kanonicznej) w otoczeniu punktu
stacjonarnego.

Przedstawiony w Rozprawie sposob zapisu wiasnosci stabilnosci uktadéw oraz
bifurkacje stabilnosci stanowia ogélny sformalizowany i bardziej wnikliwy opis
jakosciowych wiasnosci uktadéw dynamicznych z zaburzeniami. W szczegd6lnosci
na podstawie podanej systematyki typow stabilnosci (zbieznosci) wyktadniczej i
dopuszczalnych przejs¢ miedzy nimi, mozna dokona¢ klasyfikacji bifurkacji
stabilnosci w uktadach nieliniowych i niestacjonarnych.

Uzasadnione jest wiec podjecie dalszych badan w zakresie zastosowania tych
poje¢ do opisu i analizy wiasnosci stabilnosci ztozonych uktadéw dynamicznych
(nieliniowych i niestacjonarnych), a w szczeg6lnosci — modeli uktadéw
mechatronicznych. To jednak wykracza juz poza istote zastosowan metody
optymalnych funkcji Lapunowa, czego dotyczy niniejsza rozprawa.
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Uwagi koncowe

W Rozprawie eksploatowana jest metoda bezposrednia Lapunowa oraz szereg pojeé¢
takich jak: wyktadnicza stabilnos¢ wedtug normy, kwadratowa stabilnose,
kwadratowa funkcja Lapunowa, wskaznik stabilnosci, wskaznik zbieznosci
wyktadniczej, ktore stanowia zestaw podstawowych elementéw opisanej metody
analizy i syntezy uktadow mechatronicznch, wobec ktorych stawia si¢ réznorodne
wymagania odnosnie wiasnosci stabilnosci. Stosowane w Rozprawie rodzaje
stabilnosci w potaczeniu z kwadratowymi funkcjami Lapunowa wydaja sie
najbardziej odpowiednie do badania i opisu wiasnosci jakosciowych liniowych,
quasiliniowych i niestacjonarnych modeli uktadéw mechatronicznych o dominujacej
czesci liniowej stacjonarnej. Podobnie, zdefiniowane wskazniki stabilnosci i
zbieznosci wyktadniczej okazaty si¢ dobrym uogolnieniem wskaznika zbieznosci
dla uktadow liniowych stacjonarnych.

Opisana metoda optymalnych funkcji Lapunowa rodzi okreslone problemy
obliczeniowe dla uktadéw o wielu stopniach swobody, ale daje tez duze mozliwosci
uzyskiwania analitycznych $cistych lub przyblizonych wynikdw (oszacowan).
Zagadnienia teoretyczne opisanej metody nie sa jeszcze w pelni zbadane, a jej
aspekty obliczeniowe wymagaja dopracowania.

Myslac o uogdlnieniach lub modyfikacjach opisanej metody, mozna rozwazy¢
inne (niz wyktadnicza) rodzaje stabilnosci asymptotycznej oraz szersze klasy funkcji
Lapunowa (na przyktad formy kwadratowe plus catka z nieliniowosci, albo funkcje
wymierne). Wiadomo, ze tego rodzaju modyfikacje sa mozliwe i przydatne, ale
zakres ich stosowalnosci, bedzie ograniczony do wezszych klas modeli uktadéw.
Poza tym wiaze si¢ to z pewnymi trudnosciami wyznaczania struktury optymalnych
sterowan. Podobnie, rezygnacja z kwadratowych funkcji  Lapunowa
prawdopodobnie  wykluczy mozliwos¢ uzyskania jakichkolwiek rozwiazan
analitycznych i tak zgrabnego opisu wiasnosci uktadéw za pomoca normy czy
iloczynu skalarnego, okreslonego przez kwadratowe funkcje Lapunowa.

Warto dodaé, ze wiele okreslen, koncepcji i twierdzen sktadajacych sie na
metode optymalnych funkcji Lapunowa nie jest istotnie uzalezniona od specyfiki
uktadéw mechatronicznych oraz ich modeli. Specyfika ta odgrywa role gtéwnie w
sformutowaniach i wyborze zagadnien, nazewnictwie oraz interpretacji
uzyskiwanych wynikéw. Z tego wzgledu opisana metoda oraz wigkszosé
przedstawionych w Rozprawie rozwazan i wynikéw szczeg6towych zachowuje
swoja aktualnos¢ w odniesieniu do szerokiej klasy uktadéw dynamicznych, a nie
tylko modeli uktadow mechatronicznych.

Rozwazania ogdlne (Rozdziaty 1-4) poparte wynikami szczeg6lnymi (Rozdziaty
5-10) niniejszej rozprawy pozwalaja teraz na dokladniejsze sformutowanie
koncepcji metodologii analizy i syntezy uktadow mechatronicznych, ktéra
zarysowalismy w Paragrafie 3.6.
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Uwagi koncowe

Metodologig analizy i syntezy uktaddw mechatronicznych, wynikajaca z metody
optymalnych funkcji Lapunowa, mozna stresci¢ w nastgpujacych punktach:

Opis analityczny modelu uktadu w jezyku inkluzji rézniczkowych,
Okreslenie realnych ograniczen zaburzen, zakidcen i sterowan i ich
mierzalnosci,

Werbalne okreslenie praktycznych wymagan jakosciowych odnoscie
realnego ukfadu. Wyrazenie tych wymagan w jezyku zbioréw rozmytych
oraz lokalnych (funkcyjnych), a nie funkcjonalnych kryteriow.

Woypisanie ogdlnej formuty na wskaznik zbieznosci wyktadniczej uktadu,
Wykonanie pierwszego etapu optymalizacji, czyli wyznaczenie struktury
antyoptymalnej strategii zaburzen i zakil6cen oraz optymalnej strategii
sterowan w postaci sprzezen zwrotnych zaleznych od parametréw nie
okreslonej jeszcze macierzy S funkcji Lapunowa,

Podstawienie otrzymanych sprzezen zwrotnych do modelu dynamiki
uktadu,

Whioskowanie jakosciowe na podstawie samej postaci modelu uktadu
zamknietego, bez ustalania parametréw uktadu i funkcji Lapunowa,
Wypisanie ogdlnej formuty na wskaznik zbieznosci wyktadniczej uktadu
zamknietego,

Analiza jakosciowa wskaznika zbieznosci  wyktadniczej uktadu
zamknietego,

Wyznaczenie zaleznosci (Scistej lub oszacowania) wskaznika zbieznosci
uktadu zamknietego od istotnych parametréw uktadu,

Whioskowanie jakosciowe na podstawie otrzymanej formuty,

Woyrazenie przyjetych kryteriow optymalnosci uktadu za pomoca funkcji
(danych jawnie lub w postaci procedury numerycznej) zaleznych od
parametréw macierzy S,

Przeprowadzenie optymalizacji (analitycznie lub numerycznie) parametrow
macierzy S wzgledem przyjetych kryteriéw,

Wyznaczenie ostatecznej postaci (struktury) modelu uktadu zamknietego,
wartosci wskaznikow optymalizacji oraz optymalnych sterowan,

Badanie analityczne i/lub numeryczne tego modelu,

Konfrontacja otrzymanych wynikéw z danymi empirycznymi.

Podana lista punktéw jest orientacyjna i na pewno wymaga jeszcze dopracowania.
W zaleznosci od konkretnego przypadku pewne punkty moga by¢é pominigte albo
rozwiniete.

Opisana wyzej metodologia moze stanowié¢ podstawe paradygmatu okreslajacego
zasady formutowania, budowania i badania modeli oraz syntezy sterowan dla klasy
uktadéw mechatronicznych rozwazanych w niniejszej rozprawie (Rozdziat 1).
Wysitek w kierunku opracowania takiego paradygmatu wart jest podjecia.
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Summary

The subject of this dissertation, encompassing selected theoretical topics of
mechatronics, is focused on qualitative analysis of models of mechatronic systems.
The main aim of this work is to provide a universal method of such an analysis and
demonstrate its usefulness.

A unified formalized approach to the qualitative analysis of dynamical and
control systems based on the second method of Lyapunov and the conception of the
stability index is presented. The idea of quadratic Lyapunov functions optimisaton in
the state space as well as in the space of parameters is formulated. The conception of
multidimensional optimal Lyapunov functions is described. General aspects of
numerical algorithms of Lyapunov functions optimization are discussed in details.

The presented approach is applied to stability analysis of a wide class of
dynamical systems (linear stationary systems with determined or interval
parameters, quasi-linear systems, non-stationary systems with uncertain parameters
or undetermined excitations) as well as to synthesis of optimal control systems with
disturbances. In particular, the problem of semi-active and active modification of
mechatronic systems with perturbations and uncertain parameters is studied. Special
attention is paid on the stability analysis of non-linear vibrating systems with non-
stationary perturbations and dry friction. Furthermore, the impact of the typical real
non-linearities such as finite amplification, saturation or hystheresis on the
mechatronic systems performance is discussed. Exact solutions to certain
multidimensional problems are presented.

The concepts of rough sets and differential inclusions are applied to robust
stability analysis and control synthesis of mechatronic systems

The dissertation can be divided into the two main parts: introduction to the
method of optimal Lyapunov functions (Chapters 1 — 4) and applications of the
method (Chapters 5 — 10). However, the main theoretical conceptions and original
results are contained in Chapters 3 - 9.

The Appendixes 1-16, including additional descriptions, discussions,
explanations and generalization of certain topics associated with the main subject of
the dissertation, make it more self-contained.





