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1. Wstep

1.1 Modelowanie ciagte i dyskretne w mechanice materiatow

Rozpatrywane w niniejszej pracy metody numeryczne, metcetaaitéw skoczo-
nych (MES) i metoda elementéw dyskretnych (MED), wykorzystuja dweaedodej-
Scia w modelowaniu materiatéw. Metoda elementowhsizmnych jest metoda dyskre-
tyzacyjna, stosowana w celu rozwiazania numerycznego modelu ciagtégoerada
elementéw dyskretnych jest otrzymana beapdnio poprzez opis matematyczny ma-
teriatu jako Grodka dyskretnego.

1.1.1 Ciagtle i dyskretne modele materiatéw

Budowa ciat statych charakteryzuje sie swoista struktura. W przypadku niektérych
materiatéw, np. skat, ich ziarnista struktura czesto jest widoczna gotym okiem, a w
przypadku innych materiatéw, np. metali, ich struktura (mikrostruktura) ujawnia sie
przy obserwacji pod mikroskopem. Rysunek 1.1a,b przedstawia przyktadowe mikro-
struktury metalu i skalty obserwowane pod mikroskopem optycznym. Obecnhie obser-
wacje mana prowad# w skali nano, a nawet na poziomie czastek elementarnych.
Na rys. 1.1c przedstawione sa krysztaly ztota obserwowane pod mikroskopem elek-
tronowym. W przypadku metali i skat ziarna, tworzace strukture ciata, sa ze soba
powiazane sitami kohezji, natomiast w przypadku materiatéw sypkich, np. suchego
piasku (rys. 1.1d), mamy do czynienia z ziarnami (czastkami) nie powiazanymi ze
soba.

Ze wzgledu na sposoéb traktowania struktury materiatu fizyczne modele materiatéw
mazna ogolnie podzieti na:

e modele ciagte (kontinuum),
e modele dyskretne.

Modele ciagte pomijaja nieciagdai lub pustki wystepujace w materiale oraz ziarnista
i molekularna strukture materiatu, unaac go za srodek ciagty w sensie makro-
skopowym. Zaktada sige ponadtpe ciagt&t osrodka jest zachowana réwai@od
obcigeniem.

W modelowaniu matematycznynsimdka ciagtego ciato traktuje sie jako obiekt
geometryczny w przestrzeni euklidesowej, ktérej punkty identyfikuje sie z czastecz-

kami materialnymi ciata [82, 181]. W stosunku do tak wyidealizowanego ciata de-
finiuje sie ciagi&C w sensie matematycznym. Zaktada sie ciggharystepujacych

1



2 1. Wstep

a) b)

C) d)
Rys. 1.1. Struktura materiatu — a) mikrostruktura metalu obserwowana pod mikroskopem
optycznym, b) mikrostruktura piaskowca obserwowana pod mikroskopem optycznym, c)
krysztatly ztota obserwowane pod mikroskopem elektronowym, d) ziarna piasku.

w teorii funkcji z mazliwym wyjatkiem na skaczonej liczbie wewnetrznych po-
wierzchni nieciagtéci, oddzielajacych obszary ciagte.

W przeciwighstwie do modeli ciagtych modele dyskretne uwzgledniaja nieciagto-
Sci materiatu lub jego rozdrobnienie, traktujac go jalevonlek zt@ony z obiektéw
dyskretnych. Mana budowa modele dyskretne uwzgledniajac strukture materiatéw
na r&nych poziomach obserwacji. Obecnie corazscigj przedmiotem zaintereso-
wania jest struktura materialu jak réwaiéunkcjonalnoé elementéw tej struktury w
mozliwie matej skali. Maliwost projektowania materiatéw i struktur atomowych
wzmaga zainteresowanie tymi metodami mechaniki, ktére prowadza do modelowa-
nia materiatdbw na poziomie nanostruktury lub na poziomie atomowym, jak np. na-
nomechanika i dynamika molekularna. W metodzie elementéw dyskretnym materiat
modeluje sige jako zhiér elementéw (czastek) sztywnych oddziatujacych miedzy soba
poprzez sity kontaktu.

Przy prze$ciu od modelu fizycznego do matematycznego opisuje sie odpowied-
nimi réwnaniami obowiazujace i zatone prawa i zasady fizyki. W modelowaniu
materiatéw poddanych obdaniom gtéwnym zadaniem jest odpowiednie sformuto-
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wanie zwiazku konstytutywnego, charakteryzujacego zachowanie sie materiatu. Kon-
struowanie ogélnych zwiazkéw konstytutywnych jest zagadnieniem bardzorgton.

W tworzeniu modeli konstytutywnych w mechanice kontinuum popularne jest podej-
scie fenomenologiczne. Polega ono na znalezieniulimie zwartej formy zapisu
zaleznacsci zaobserwowanych w eksperymentach przeprowadzanych w skali makro-
skopowe;.

W modelach dyskretnych zachowanie makroskopowe materiatu otrzymuje sie po-
przez przyjecie odpowiednich modeli oddziatywania miedzy obiektami modelu dys-
kretnego. Modelowanie nazszym poziomie pozwala na opracowanie modelu kon-
stytutywnego dla poziomu bezg@dnio wyszego. Wykorzystywane jest to w mode-
lowaniu wieloskalowym, w ktérym opisuje sie zachowanie materiatéw w wielu ska-
lach. Model konstytutywny materiatu w metodzie elementéw dyskretnycmmtrak-
towat jako dyskretny model mikromechaniczny, ktéry zdefiniowany jest przez zwiazki
konstytutywne dla oddziatywania kontaktowego miedzy elementami dyskretnymi.

1.1.2 Numeryczne metody rozwigzywania zagadnieciagtych

Modele matematyczne, opisujacgeradek ciagty, sa najcieiej uktadami rowna cat-
kowych lub r&niczkowych czastkowych. Wynika to stagk w césrodku ciagtym wy-
stepujace zmienne sa zafe od co najmniej jednej zmiennej przestrzennej oraz czasu
(jeSli badany obiekt jest zmienny w czasie). Model matematyczny jest uzupetniony
odpowiednimi warunkami brzegowymi i poczatkowymi. W rezultacie otrzymuje sig
do rozwiazania zagadnienie brzegowe lub brzegowo-poczatkowe.

Jedynie w prostych zagadnieniach ztiwe jest Sciste rozwiazanie analityczne
otrzymanego problemu matematycznego. Nd&ciEg rozwiazanie wymaga stosowa-
nia metod przybfionych. W praktyce wykorzystuje sie najéegj przyblzone me-
tody numeryczne. W wyniku model matematyczny przybiera @odtgra mana
nazw& modelem numerycznym danego obiektu.

Metody numeryczne oparte sa na pewnej procedurze dyskretyzacyjnej, ktora trans-
formuje problem ciagly (uktad o nieskozonej liczbie stopni swobody) do problemu
dyskretnego, w ktérym mamy do czynienia z ukladem réwonaskaczonej liczbie
niewiadomych. W zagadnieniach brzegowo-poczatkowych lub brzegowych dla zagad-
nienia ciagtego przeprowadza sie zwykle najpierw dyskretyzacje przestrzenna, prowa-
dzaca do dyskretnego zagadnienia poczatkowego, ktGre rozwiazuje sie, wprowadza-
jac dyskretyzacje czasowa, umliwiajaca przyblzone catkowanie réwnawzgledem
czasu.

Do numerycznych metod przybbnego rozwiazywania ciaglych zagadnie
brzegowo-poczatkowych zaliczamy metodgnié@ skarczonych — MRS [205], me-
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tode elementéw brzegowych — MEB [39], metode elementéwhskonych — MES
[138, 137, 315, 22], rinorodne metody bezsiatkowe, jak np. metode czastek rozmy-
tych @ng. SPH — smoothed particle hydrodynamics) [171], metode punktéw swo-
bodnych [126], metode punktéw materialnych, zwana réwnietoda ,czastki w ko-
marce"@ang. material point method lub particle-in-cell-method) [295, 296].

Istota metody rdnic skarczonych [205] jest zastapienie pochodnych odpowied-
nimi ilorazami r&nicowymi okré&lonymi na dyskretnym zbiorze punktéw. Metode
réznic skarczonych poczatkowo stosowano do réwmézniczkowych (sformutowa-
nie lokalne), pézniej rozszerzono zakres jej zasto$omaazagadnienia sformutowane
w postaci wariacyjnej (sformutowanie globalne). W standardowym sformutowaniu
MRS stosowano regularna (kwadratowa, prostokatna lubctzena) siatke weztow.

W zaawansowanych sformutowaniach stosuje sie dowolna siatke weztéw [170]. llo-
razy ré&nicowe mana zbudowana dowolnie wygenerowanych punktach, dzigki temu
to sformutowanie MRS mmna zalicz¢ do metod bezsiatkowych [206]. Zaleta MRS
jest prostota sformutowania i tats@o implementacji. Sformutowanie MRS dla do-
wolnych siatek pozwala wyeliminowaproblemy z dyskretyzacja skomplikowanych
ksztattow geometrycznych. W dalszym ciagu jedna z wad jest kiopotliwe zadanie
warunkéw brzegowych typu von Neumanna. Metodanié skanczonych jest szeroko
stosowana w mechanice ptynéw. Jest rOwrsi®sowana w mechanice ciat statych, np.
znany program do rozwiazywania zagadnmegeomechaniki FLAC [79] jest oparty na
metodzie ranic skarczonych.

W niniejszej pracy jako metoda dyskretyzacji zagadnienia ciaglego bedzie stoso-
wana metoda elementoéw skezonych. Idea metody elementéw Bkaonych jest po-
dziat rozpatrywanego obszaru ciagtego nafglamna liczbe podobszaréw (elementéw
skahczonych) potaczonych ze soba w punktach weztowych oraz aproksymacja rozwia-
zania w obszarze elementéw za pomoca funkgciji interpolacyjnych (funkcji ksztattu) i
wartosci w weztach [138, 137, 315, 18]. Rownania metody elementévicdanych
otrzymuje sie ze sformutowania catkowego (globalnego) zagadnienia, korzystajac z
zasady wariacyjnej lub z metody residuéw (resztg@raych. W metodzie wariacyjnej
wykorzystuje sie stabe sformutowanie analityczne, np. rdwnanie zasady prac przygo-
towanych lub definiuje sie problem minimalizacji pewnego funkcjonatu. Metoda resi-
duéw waonych przeksztatca lokalne sformutowanie zagadnienia brzegowego w cat-
kowa postéa staba. Do przybtionego rozwiazania zagadnienia minimalizacji stosuje
sie metode Ritza, a do stabej postaci stosuje sie metode Galerkina. Metoda Galerkina
jest metoda bardziej ogélnazinetoda Ritza, mamna ja stosowaréwniez wtedy, gdy
nie mazliwe jest zdefiniowanie zagadnienia minimalizacji i nie istnieje sformutowanie
wariacyjne (staba postatrzymuje sie wéwczas z metody residuéwzemych). MES
jest metoda stosunkowo najbardziej uniwersalna i wszechstronna. Do zalet MES na-



1.1. Modelowanie ciagfte i dyskretne w mechanice materiatow 5

lezy tatwast dyskretyzacji skomplikowanych ksztattéw, tatsémkreslenia warunkow
brzegowych i fatwét adaptacyjnego zageszczania i rozrzedzania siatki.

Metoda elementéw brzegowych [39] polega na sprowadzeniu uktadu mowza
niczkowych z zadanymi warunkami brzegowymi do uktadu révoatkowych, okre-
Slonych na brzegu rozpatrywanego obszaru. W odiehiu od metody elementéw
skahczonych i metody rnic skaiczonych, jej stosowanie nie wymaga dyskretyzaciji
wnetrza obszaru, a jedynie jego brzegu. Jest to giéwna zaleta tej metody. Metoda
elementéw brzegowych dobrze reprezentuje nieskone obszary. Niestety jej wady,
takie jak trudnéci w zastosowaniu do zagadniaieliniowych i grodkéw niejedno-
rodnych, ograniczaja nziwosci jej wykorzystania.

Jedna z niedogodBoi w stosowaniu metody elementéw skaonych jest koniecz-
nost generacji odpowiedniej siatki elementéw, co w przypadku skomplikowanych troj-
wymiarowych geometrii nie jest proste dla niektérych typéw elementéw. W analizie
duzych deformacji siatka elementéw ulega nadmiernym dystorsjom, co powoduje ko-
nieczn&t nieraz wielokrotnego przesiatkowania domeny obliczeniowej. Unikniecie
tych probleméw to jeden z powoddw rosnacej populéonanetod bezsiatkowych.
Istnieje wiele metod bezsiatkowych. Parey wspomniano o bezsiatkowej metodzie
roznic skarczonych [206]. Innymi metodami bezsiatkowymi jest metoda czastek roz-
mytych @ng. SPH — smoothed particle hydrodynamics) [171], metoda punktéw swo-
bodnych [126], metoda punktéw skezonych éng. fnite point method) [214] i bez-
siatkowa metoda Galerkinarig. element free Galerkin method) [24]. Wspodlna ce-
cha metod bezsiatkowych jest tre lokalna aproksymacja poszukiwanej funkcji jest
oparta jedynie na warkziach tej funkcji (lub wartsciach dziatajacych na nia opera-
toréw, np. pochodnych) w poszczegdlnych wybranych punktach obszaru. Ta aproksy-
macja nie wymaga istnienia jakiejkolwiek sztywnej struktury weztéw, ani &lkrea
jakichkolwiek potaczé miedzy weztami. Wezly moga bygenerowane regularnie i
rownomiernie lub w sposéb dowolny z mavoscia lokalnego zageszczania. Jedna
z zalet metod bezsiatkowych jest tatsidokalnego zageszczania dyskretyzacji po-
przez dodawanie punktéw. W metodach bezsiatkowych stosunkowo tatwe jestzéwnie
wprowadzenie nieciagéei materiatu. Z tych powodéw metoda czastek rozmytych i
metoda punktéw swobodnych jest stosowana do symulacji zniszczenia materiatu pod
obcigzeniem uderzeniowym. Metoda czastek rozmytych zostata poczatkowo rozwi-
nieta dla probleméw dyskretnych w astrofizyce [66]. P6zniej zostata zastosowana
jako metoda dyskretyzacyjna do zagad@nigagtych. Czesto zalicza sie ja do szerokiej
klasy metod czastek materialnych. Niektére z metod czastek materialnych sa oparte
o model dyskretny i spetniaja zatenia pozwalajace traktowge rowniez jako szcze-
g6lna odmiane metody elementéw dyskretnych [171].
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1.1.3 Numeryczne metody rozwigzywania zagadniedyskretnych

W wyniku modelowania dyskretnego otrzymuje sie bézpdnio dyskretny prze-
strzennie model matematyczny, w ktérym zmienne sa jedynie funkcjami czasu. W
Zwiazku z tym rozwiazanie humeryczne tego zagadnienia uzyskuje sie bez potrzeby
stosowania przestrzennej procedury dyskretyzacyjnej, wprowadzajac jedynie dyskre-
tyzacje czasowa.

Typowa metoda numeryczna, wykorzystujaca béepdnio dyskretny model fi-
zyczny, jest metoda elementéw dyskretnych [57]. Terminem metoda elementéw dys-
kretnych okréla sie klase metod, w ktérych materiat jest reprezentowany przez zbior
elementéw/czastek/blokéw o skezonych rozmiarach, oddziatujacych miedzy soba.
Czesto metody elementéw dyskretnych, zwlaszcza metody wykorzystujace elementy
dyskretne o ksztalcie kuli, okéa sie jako metody czastekr(g. particle methods) P.
Cundall dla sformutowanej przez siebie metody elementoéw dyskretnych stosuje termin
wdistinct element method” [53].

Nie kazdy model dyskretny mana zalicz¢ do metod elementéw dyskretnych.
Przyjmuije sie [56]ze algorytm metody elementéw dyskretnych:

e musi opisyw& skaiczone (dae) przemieszczenia i obroty elementéw dyskret-
nych,

e musi pozwalé na rozdzielenie potaczonych elementéw,

e musi wykrywa automatycznie istniejace i powstajace nowe pary kontaktujacych
sie elementéw dyskretnych.

Czastki (elementy dyskretne) mogacbglowolnego ksztattu — (i) w zagadnieniach
dwuwymiarowych: walce o podstawie kotowej (rys. 1.2a) [57, 255] lub eliptycz-
nej [282], graniastostupy o podstawie bedacej dowolnym wielobokiem (rys. 1.2b)
[52, 59], (i) w zagadnieniach tréjwymiarowych: kule [53, 255, 167, 110], elipso-
idy [288, 131] lub wiel&ciany [54, 106]. Mana te stosowa elementy dyskretne o
dowolnie nieregularnym ksztalcie zdefiniowane matematycznie lub utworzone przez
potaczenie na sztywno lub spxécie czastek sferycznych (rys. 1.3) [185, 198]. Sto-
sowanie ranych ksztattéw jest uzasadnione tyre, czastki (ziarna, bloki) w @hych
materiatach moga méenieregularny ksztatt i stosowanie elementéw dyskretnych o
ksztattach zblionych do ziaren rzeczywistych umliwia lepsza reprezentacjémdka
dyskretnego [185]. W [186] pokazanre aczkolwiek podstawowe efekty wystepujace
w oSrodku granularnym nmma uchwyat przy zastosowaniu elementéw dyskretnych

1Termin metody czastek obejmuje zazwyczaj roverbezsiatkowe metody czastek, np. metodg SPH,
stosowane jako metody dyskretyzacyjne w rozwiazaniu numerycznym zafjaigigych [171].
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a)

Rys. 1.3. Tworzenie nieregularnych ziaren z czastek sferycznych [185].

o ksztalcie sferycznym, to zastosowanie elementéw o ksetaleisferycznym popra-
wiato zgodn@&t ilosciowa z wynikami eksperymentalnymi. Zaleta walcowych i sfe-
rycznych elementéw dyskretnych jestzduefektywn&t numeryczna osiagana dzigki
tatwemu wykrywaniu kontaktu miedzy czastkami. Nieregularne czastki wymagaja
bardziej skomplikowanego i kosztowniejszego obliczeniowo algorytmu wykrywania
kontaktu [298, 297].

Rozmiary elementéw dyskretnych zaéeod poziomu modelowania. Metody ele-
mentéw dyskretnych (czastek) mma stosow@ jako metode modelowania na pozio-
mie atomowym, mikroskopowym, mezoskopowym lub makroskopowym. Elementy
dyskretne (czastki, bloki) moga reprezentévearebne ciata materialne, jak np. atomy
lub czastki, ziarna materiatu sypkiego lub rozdrobnionego, jak r@&mvmiega repre-
zentowd& ziarna struktury materiatu lub pewien podobszarodka ciagtego, bedac
szczegOllnym rodzajem dyskretyzacii.

Metoda elementéw dyskretnych traktuje nafaej modelowany problem jako za-
gadnienie dynamiki. Ruch czastek jest zgodny z zasada dynamiki Newtona dla bryt
sztywnych — modelem matematycznym w metodzie elementéw dyskretnych sa rowna-
nia ré&niczkowe zwyczajne, rownania Newtona dla ruchu postepowego oraz réwnania
Eulera, j&li w danym sformutowaniu rozpatruje sie ruch obrotowy. Modelowanie dys-
kretne mana réwnie stosowa do rozwiazywania zagadriestatycznych [284].
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W zalezncsci od modelowanego problemu czastki (elementy dyskretne) moga od-
dziatywat migdzy soba inego rodzaju sitami. Na poziomie makroskopowym moga
to byt sity oddziatywania kontaktowego wtacznie z sitami tarcia, sity spggn¢kohe-

Zji lub adhezji) lub sity grawitacji (w symulacji zjawisk astrofizycznych). Na poziomie
atomowym (molekularnym) moga to bsity oddziatywania elektrostatycznego, sity
jadrowe lub sity van der Waalsa.

Waznym, a czesto jedynym mechanizmem oddziatywania migedzy czastkami, jest
oddziatywanie przez kontakt przy zderzeniu czastek. Ze wzgledu na sposéb traktowa-
nia kontaktu zderzajacych sie czastek metody elementéw dyskretnyatarpodzielt
na metody ,sztywnego” (nieodksztatcalnego) kontaking, hard contact) [144, 97]

i metody ,miekkiego” (odksztalcalnego) kontaktang. soft contact) [57, 289]. W
metodach sztywnego kontaktu, zwanych révznieetodami sterowanymi zdarzeniami
(ang. event driven method), na podstawie rowmachu wyznacza sie moment naj-
wczesniejszego zderzenia pary czastek. Dla tej pary wyznacza sie padiaastek

po zderzeniu na podstawie zasady zachowania pedu i przyarstm wspoétczynniku
restytucji. Zaktada sie nieodksztatcaladkontaktujacych sie czastek i zaniedbuje sie
czas zderzenia (przyjmuje sie czas zderzenia réwny zeru), dlatego metoda nadaje sie
do modelowania problemow, w ktérych rzeczywisty czas zderzenia jest bardzo krotki.
W metodzie kontaktu sztywnego nie okle sie sity kontaktu. Standardowe metody
sterowane zdarzeniami dziataja dobrze w przypadku matej liczby Zuepreiczas

gdy dla duzej liczby zderza, co ma miejsce przy dym zageszczeniu czastek, rozwia-
zanie mae tract stateczngt. Opracowano ulepszone sformutowania metody sztyw-
nego kontaktu, ktére lepiej radza sobie z problemami wielokrotnych zol¢84g.

W metodach miekkiego kontaktu [57] dopuszcza sie pewna penetracje elementéw
(ograniczenia kontaktowe sa wprowadzone za pomoca funkcji kary), zoaroakto-
wac jako efekt rownowany odksztatceniu sig czastek wskutek zderzenia. W metodzie
tej wprowadza sie model dla oddziatywania kontaktowego, w kierunku normalnym jak
i stycznym do ptaszczyzny styku. Mpa réwnig wprowadzt model dla momentu od-
dziatlywania kontaktowego. W metodach kontaktu miekkiego zderzenie trwa pewnien
czas, zaleny od modelu kontaktu [167]. Metody miekkiego kontaktu sa doktadniejsze
w rozpatrywaniu jednoczesnych zdenzmiedzy wieloma czastkami.

Oddziatywanie miedzy elementami dyskretnymi/czastkamzen@wnie wyste-
powat bez zderze miedzy czastkami, jak np. w modelach rozpatrywanych w dyna-
mice molekularnejgng. MD — molecular dynamics) [98, 164]. Przedmiotem analizy
w dynamice molekularnej jest ruch ukladu czastek/atoméw. Oddziatywanie miedzy
nimi okresla sie na podstawie przyjetego potencjatu oddziatywania. Model matema-
tyczny stanowia réwnania rdiczkowe zwyczajne, opisujace ruch czastek zgodnie
z zasada dynamiki Newtona. Dynamika molekularna stanowi standardowe narze-
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dzie w badaniach zachowania sie gazow, cieczy i ciat statych na poziomie moleku-
larnym. tatwo jest dostosowae metode do badania uktadow dyskretnych makro-
skopowych [290]. Standardowo dynamika molekularna wykorzystywana jest do obli-
czeh parametrow materiatowych, takich jak wspotczynnik dyfuzji, cieptosetae i
przewodn@&c, a take do badania struktur krystalicznych i reakcji chemicznychzMo
liwe jest réwnie badanie wiaciwosci mechanicznych materiatéw polikrystalicznych
[148]. W modelowaniu molekularnym nana stosow@ réwniez modelowanie sta-
tyczne. W pracy [284] badano przemieszczenia w strukturze pojedynczego krysz-
tatlu na poziomie pojedynczego atomu, wykorzystujac Emiejdyskretne oparte na
statyce molekularnej. W modelowaniu numerycznym dyskretna strukture atoméw
zamieniono na siatke pseudolementéw, reprezentujacych oddziatywanie molekularne
migedzy atomami-weztami.

W niniejszej pracy bedzie stosowana i rozwijana metoda elementéw dyskretnych
oparta na modelu dyskretnym, wykorzystujacym czastki cylindryczne w zagadnie-
niach ptaskich i kuliste w zagadnieniach tréjwymiarowych. Metoda ta jest oparta na
idei zaprezentowanej po raz pierwszy przez P. Cundalla w [57]. Metode z@ano
wykorzystywa do modelowania na poziomie mikro-, mezo- lub makroskopowym.
Metoda mae byc wykorzystana do modelowania materiatéw granularnycbrod-
kéw rozdrobnionych, jak réwniedo modelowania skat i gruntéw. Czastka zeae-
prezentowa rzeczywiste ziarno materiatu lub pewien konglomerat ziarn, jak rG@vnie
reprezentow@ pewien przypisany jej obszasmdka ciagtego, stanowiac szczegolna
metode dyskretyzacjissodka. W modelu bada sie ruch postepowy i obrotowy cza-
stek pod wptywem sit zewnetrznych oraz wzajemnego oddziatywania czastek. Wza-
jemne oddziatywanie obejmuje sity kontaktowe w kierunku normalnym i stycznym
do powierzchni styku oraz oddziatlywanie o charakterze momentu. Sity kontaktowe
uwzgledniaja sity spigyste, sity tumienia i tarcie, naiwe jest rownig wprowadze-
nie wiaza pochodzacych od sit spéjeoi. Przyjecie odpowiedniego modelu oddzia-
tywania kontaktowego pozwala uzyskaazadane zachowanie makroskopowe mate-
riatu. Uwzglednienie maiwosci zrywania wiaza miedzy czastkami unziiwia mo-
delowanie powstawania i propagacji peknig materiale. Jest to metoda o wszech-
stronnych maliwoSciach w zastosowaniu do modelowania probleméw z wystepuja-
cymi nieciagt@ciami. Jest metoda powszechnie uznana w modelowaniu skat, gruntéw
i materiatéw granularnych.

Przyktadem modeli dyskretnych nie zaliczanych do metod elementéw dyskretnych
sa modele sieciowafig. lattice), w ktorych ciato state modeluje sie jako przestrzenna
konstrukcje pretowa lub belkowa. Modele sieciowe utiviiaja analize procesu pe-
kania na poziomie mikrostruktury [17, 33, 147], jak rownga stosowane do modelo-
wania materiatow rozdrobnionych [38].
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Innym przyktadem modelowania numerycznego, wykorzystujacego modelowanie
dyskretne, jest metoda sztywnych elementéwnskonych [153], w ktérej uktad cia-
gly jest zastapiony uktadem bryt sztywnych potaczonych ze soba niémaelemen-
tami sprgystymi i ttumiacymi. Réwnania opisujace ruch sztywnych elementéva-sko
czonych sa oparte na réwnaniach dynamiki ciata sztywnego, dlatego iclt poata-
matyczna jest podobna do réwnatosowanych w metodzie elementéw dyskretnych,
wykorzystujacej elementy o dowolnym ksztatcie. W metodzie sztywnych elementow
skahczonych, w sformutowaniu przedstawionym w [153], nie rozpatrywanalimo
wosci oddziatywania kontaktowego miedzy elementami. W zatiu metoda miata
stuzy¢ idealizacji wiekszych c&ei konstrukciji, ktérych odksztatcenia mma byto za-
niedb&. Potaczenia za pomoca elementéw gpsgych z zataenia byly trwate, nie
przewidywano maliwosci ich zerwania, dlatego metoda sztywnych elementéviisko
czonych nie mogta lystosowana do symulacji odksztalce nieciagt&ciami wywo-
tanymi powstawaniem i propagacja szczelin.

1.1.4 Wady i zalety modeli ciagtych i dyskretnych

Kazdy z opisywanych modeli i kala z metod ma swoje zalety w modelowaniu wy-
branych zagadnig jak réwnig swoje ograniczenia. Standardowe modele ciagte nie
sa odpowiednie do zagadnhiew ktérych procesy zachodza pod wptywem zjawisk wy-
stepujacych w matej skali. W modelowaniu zagadéniematej skali dynamika mole-
kularna wykorzystujaca modele dyskretne jest naturalnym sposobem modelowania.

Duze trudnéci wystepuja przy stosowaniu modelowania ciagtego w zagadnieniach
Z nieciagt&ciami, problemach lokalizacji odksztafcéub mechaniki pekania. Pro-
blemy, w ktérych wystepuje ostabienie materiatu, z matematycznego punktu widzenia
sa zle sformutowaneafg. ill-posed). Konieczne jest stosowaniendrodnych metod
regularyzacji, jak sformutowania nielokalne [227], sformutowania gradientowe [61],
model Grodka Cosserat [278] lub modele lepkoplastyczne [68].

Do rozwiazania probleméw z nieciagciami opracowano specjalne sformutowa-
nia metody elementéw skazonych, np. [42]. W sformutowaniach uwzgledniajacych
silne nieciagt§ci, standardowa interpolacja, stosowana w metodzie elementdw sko
czonych, jest wzbogacona o specjalne funkcje opisujace nieciagte pola aproksymo-
wanych zmiennych [60, 203]. Mimo dych maliwosci tych metod, do zagadifiez
licznymi powierzchniami nieciagiziami, w ktérych nastepuje rozdzielenie badanego
obszaru ciagtego na wiele oddzielnych podobszaréw, lepiej nadaja sie modele dys-
kretne, nie wymagajace kiopotliwych zath zwiazanych z ciagkria stosowanych
funkcji w obszarze opisywanym modelem. klisvosci modelowania dyskretnego sa
wykorzystywane w metodzie elementéw dyskretnych. Metoda ta w naturalny sposéb
uwzglednia istniejace i powstajace pod olzeisiem nieciagisci. Doskonale nadaje
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sie do modelowania materiatéw granularnych, rozdrobnionych, gruntéw i skat. W
efektywny sposéb modeluje problemy pekania.

Modele dyskretne prowadza zazwyczaj daylth modeli obliczeniowych, co sta-
wia wysokie wymagania mocy obliczeniowej i pociaga za soba dtugie czasy dhlicze
Ogranicza to w znacznym stopniu misvoSci stosowania metody elementéw dyskret-
nych. W niektérych przypadkach modelowanie ciagtezebyc bardziej efektywne.
Wielkost modelu obliczeniowego w metodzie elementéw dyskretnych wynika z ko-
nieczné&ci stosowania elementéw o zidinych rozmiarach. W metodzie elementéw
skahczonych w wigksz&ci zagadni@ mazna stosow@ siatki o zmiennej geséai, co
pozwala zoptymalizow@awielkos¢ modelu obliczeniowego.

Prostota sformutowania metody elementéw dyskretnych, opierajacej sie na przyje-
ciu prostych ksztattéw elementéw i prostych modeli oddziatywania kontaktowego, jest
z jednej strony zaleta, jednak z drugiej stronyamm@granicza mazliwosci uzyskania
doktadnego rozwiazania, zwtaszcz&liehodzi o sity. Inna wada metody elementow
dyskretnych jest trudréd wyznaczenia parametréw mikroskopowych dla zadanych
wiasndaci makroskopowych.

Wobec wymienionych wad i zalet modelowania ciagtego i dyskretnego naturalnym
jest dgenie do faczenia tych odmiennych pdaejv celu wykorzystania zalet obydwu
sposobéw modelowania i badanie zfiwoSci wzajemnego uzupetniania sie. Wprowa-
dzajac pewne elementy modelowania dyskretnego do modeli ciagtyzhammpra-
wi¢ mazliwosci modelowania nieciagssi. Takim przyktadem jest wbudowanie dys-
kretnego elementu szczeliny do modelu metody elementévwezkmych. Dyskretny
model szczeliny mze byt reprezentowany poprzez element ggsty lub kontaktowy
o odpowiednich wiaciwasciach. Préba potaczenia zalet modelowania ciagtego i dys-
kretnego sa niektére metody bezsiatkowe, jak np. metoda czastek rozmytych (SPH) i
metoda punktéw swobodnych oraz modelowanie wieloskalowe, w ktérych na niskich
poziomach stosowane sa modele dyskretne, a na poziomasizych modele ciagte.

Innym pode$ciem umaliwiajacym wykorzystanie zalet modelowania ciagtego i
dyskretnego jest integracjazidych podejc w jednym modelu numerycznym z e
woscia ich réwnoczesnego wykorzystania vemgch podobszarach modelu.

W niniejszej pracy zostanie przedstawione sformutowanie unifikujace metode ele-
mentoéw sk@czonych i metode elementéw dyskretnych.

1.1.5 Jawne i niejawne metody catkowania wzgledem czasu

Model matematyczny dynamiki odksztatcalnegeramlka ciagtego po dyskretyzaciji
przestrzennej, np. za pomoca metody elementévincta@nych, oraz model matema-
tyczny césrodka dyskretnego, np. otrzymany metoda elementéw dyskretnych, stanowia
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zagadnienie poczatkowe opisane przez uktad rémndaniczkowych zwyczajnych z
odpowiednimi warunkami poczatkowymi. Rozwiazanie problemu wymaga catkowa-
nia tych rowna wzgledem czasu. W rozwiazaniu numerycznym stosuje sie metody
przyblizonego catkowania. Najc&eiej stosowane metody przybiinego catkowania
zagadnié poczatkowych naf@ do klasy metod @hicowych [122]. Metody rani-
cowe wprowadzaja dyskretyzacje czasowa — przglia rozwiazania wyznaczane sa
jedynie w pewnych punktach (chwilach czasu) mateych do przedziatu rozwiazania.

Metody catkowania mzna podzieli na metody jawne (otwarte, ang. explicit) i
niejawne (zamkniete, ang. implicit):

e metody jawne zaktadaja spetnienie révimachu na poczatku kroku czasowego i
ekstrapoluja rozwiazanie w czadie,

e metody niejawne prébuja (zazwyczaj iteracyjnie) sgetdiwnanie ruchu na Keu
kroku.

Zaleta metod jawnych (otwartych) jest niewielki koszt wyznaczenia nowego przy-
blizenia (w kolejnej chwili czasu). Kolejne wagiti poszukiwanych funkcji uzyskuje
sie bezpérednio poprzez rozwiazanie uktadu rovinatrzymanych po zastosowaniu
schematéw rdnicowych. Rozwiazanie jawne jest szczegdlnie tatvgé gastosuje sie
diagonalizacje macierzy mas. Wowczas uktad réivistES rozprzega sig i nie ma po-
trzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy dla wyznaczenia rozwiazania
uktadu rowna algebraicznych. Wada tych metod jest warunkowa stadi|nogra-
niczajaca dtugst kroku catkowania, co sprawiae rozwiazanie wymaga stosowania
duzej liczby krokéw catkowania.

Zaleta metod niejawnych (zamknietych) jest ziwoSt zbudowania algorytmu
bezwarunkowo stabilnego. Koszt otrzymania nowego przghia jest jednak znacz-
nie wigkszy. Rozwiazanie niejawne wymaga zazwyczaj zastosowania procedury itera-
cyjnej. Konieczn&t uzyskania zbiencsci na kroku rozwiazania jest jedna z z niedo-
godndaci schematéw niejawnych, gelyv wielu przypadkach, np. w zagadnieniach z
kontaktem lub w problemach silnie nieliniowych, moga wystamioblemy ze zbie-
noscia rozwiazania iteracyjnego.

Do zalet metod jawnych nata mate wymagania wobec pamieci komputera, dzieki
temuze nie buduje sie macierzy sztywstd uktadu. Zt@ondt obliczeniowa, zaréwno
czasowa jak i pamieciowa, jest liniowa w zatesci od liczby stopni swobody, co w
metodach niejawnych jest naj&oiej niemaliwe. W przypadku daych modeli za-
lety metod jawnych przewzaja nad ich wadami i niedogodsmami, co sprawiaze sa
chetnie wykorzystywane w praktyce do analizy zagaulnizynierskich, prowadza-
cych do dazych modeli obliczeniowych.
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Metoda elementéw skazonych z jawnym catkowaniem réwmauchu jest po-
pularnym narzedziem w wielu zastosowaniach praktycznych, jak np. analiza kon-
strukcji poddanych obcmeniom uderzeniowym, symulacja proceséw ttoczenia blach
i inne. Mazliwosci zostana przedstawione w aplikacjach zawartych w niniejszej pracy.
Jawne algorytmy catkowania sa standardowa metoda rozwiazania w metodzie elemen-
tow dyskretnych, ktora jest szeroko wykorzystywana w rozwiazywaniu zagadnie
geomechaniki.

1.2 Celizakres pracy

Celem niniejszej pracy jest opracowanie sformutbweoretycznych i algorytmow nu-
merycznych dla dwéch ahych metod numerycznych, wykorzystujacych jawne cat-
kowanie rowna ruchu wzgledem czasu:

e metody elementéw skwmzonych,
e metody elementéw dyskretnych,

ich implementacja w programie komputerowym oraz zastosowanie w analizie prak-
tycznych probleméw imynierskich.

Rozpatrywane zagadnienia praktyczne malélo r&nych dziedzin nowoczesnej
techniki. Analizowane beda

e procesy technologiczne, takie jak

— procesy przerobki plastycznej objétiowej na zimno,
— procesy tloczenia blach,
— procesy odlewania metali technika traconego modelu,

oraz
e zagadnienia geotechniki, gtbwnie procesy urabiania skat.

Dostepn& dwu ré&nych metod numerycznych daje miigvoSc wyboru najbar-
dziej odpowiedniego modelu dla rozpatrywanego zagadnienia. Metoda elementéw
skahczonych zostanie zastosowana do badanigchuodksztatoe metali w procesach
przerébki plastycznej, sametoda elementéw dyskretnych zostanie wykorzystana do
modelowania piasku w symulacji wytwarzania formy piaskowej oraz do modelowania
skat w symulacji proceséw urabiania skat.

Jednym z gtéwnych celéw niniejszej pracy jest rovimigtegracja metody elemen-
téw skahczonych i metody elementéw dyskretnych — opracowanie jednolitego algo-
rytmu numerycznego dla obydwu metod oraz opracowanie zintegrowanego programu
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MED/MES. Celem integracji jest unabwienie jednoczesnego wykorzystania mode-
lowania ciagtego i modelowania dyskretnego vemgch cz&ciach lub ranych pod-
obszarach tego samego modelu. Pozwoli to twoigytymalne modele numeryczne z
modelowaniem dyskretnym w podobszarze, gdzie moga wystaeciagtéci i dys-
kretyzacja za pomoca elementéw Bkaonych tam, gdzie stosowanie elementéw dys-
kretnych mogtoby b§ nieefektywne. Dzigki temu nzma w sposéb efektywny za-
stosowé@ obydwie metody, wykorzystujac ich zalety i unikajac ich wad. Przyktadem
modelu wykorzystujacego zintegrowane modelowanie jest model skrawania skaty, w
ktorym narzedzie skrawajace jest dyskretyzowane za pomoca elementdezgko
nych, cz& obszaru skaly, podlegajaca rozdrobnieniu, jest modelowana za pomoca
elementow dyskretnych, a pozostata&zaie podlegajaca rozdrobnieniu, za pomoca
elementéw skoczonych.

Wspolny schemat calkowania w obydwu metodach numerycznych rozwijanych
W niniejszej pracy utatwia ich wspélna implementacje w jednym programie nume-
rycznym. Dzigki wspélnemu algorytmowi rozwiazania riiwe bedzie stworzenie
wspolnych procedur dla obydwu metod. Konieczne bedzie r@&wpeacowanie spe-
cjalnych algorytméw. W celu unaiwienia modelowania rinych podobszaréw tego
samego materiatu za pomocangch metod niezbedne bedzie opracowanie specjal-
nych algorytmow sprzegajacych, pozwalajacych na przeniesienie oddziatywania mie-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania nigo@anych niefizycznych efektow
odbicia fal na potaczeniu podobszaréw MES i MED.

Rozpatrywane zagadnienia mechaniki charakteryzuja signdiuzmianami geo-
metrii badanych obiektéw i nieliniowym zachowaniem materiatéw. Badanezsm+6
rodne materiaty poddane Zonym procesom fizycznym. Rozpatrywane sa metale i
polimery poddane diym odksztatceniom, badane sa przeptywy materiatu granular-
nego oraz deformacije i zniszczenie skat. W zagadnieniach tloczenia blach rozpatruje
sie ksztalttowanie c&gi z zastosowaniem nowoczesnych materiatow jakimi sa:

e blachy spawaneafig. TWB — tailor welded blanks),
e blachy powlekane polimerem.

W celu modelowania nieliniowego zachowania sie materiatdw zostana implemen-
towane nastepujace modele konstytutywne:

e model dla daych odksztatce spreysto-plastycznych metali, izotropowy oraz z
anizotropia plastyczna,
e spraysto-lepkoplastyczny model dla zigch odksztatae polimeréw,

e mikromechaniczne modele dla modelowania piasku i skat metoda elementow dys-
kretnych.
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W celu zastosowania modelu elementéw dyskretnych do modelowania skat zosta-
nie opracowany spos6b wyznaczania parametrow modelu mikroskopowego na podsta-
wie wynikéw testow laboratoryjnych, préby jednoosiowegpiskania i proby brazy-
lijskiej. Zostana przedstawione metody wyznaczarsgednionych wielkseci makro-
skopowych takich, jak odksztatcenia i napegia dla modelu dyskretnego w metodzie
elementow dyskretnych.

Bardzo wanym elementem opracowywanych algorytméw numerycznych zaréwno
w metodzie elementéw skazonych, jak i w metodzie elementéw dyskretnych jest al-
gorytm analizy kontaktu. W diych zagadnieniach analizowanych za pomoca metody
elementéw skiczonych, takich jak symulacja ttoczenia blach czy analizydui pro-
bleméw z geomechaniki metoda elementéw dyskretnych, bardzoeyast efektywne
i niezawodne wykrywanie kontaktu.

W niniejszej pracy zostanie opracowany witasny algorytm, zliweajacy analize
zagadnié kontaktowych:

e miedzy brzegami obszaréw dyskretyzowanych elementanficamnymi,
e miedzy elementami dyskretnymi,

e miedzy elementami dyskretnymi a brzegiem obszaru dyskretyzowanego elemen-
tami skarczonymi.

Rozpatrywane zagadnienia wymagaja specjalnych sformatmagoziomie ogol-
nym algorytmu oraz na poziomie elementéw s&ponych. Implementowany zostanie
specjalny algorytm catkowania réwmalla sformutowania mieszanego metody ele-
mentéw sk@czonych, pozwalajacy unikbeblokady objetéciowej w problemach z
matascisliwoscia oraz dajacy stabilne rozwiazanie dla elementéw tréjkatnych i czwo-
rosciennych z liniowa interpolacja przemieszczeniasn@nia. Pozwoli to zwiek-
szy¢ mazliwosci analizy daych odksztatoe sprgysto-plastycznych w problemach
przerébki plastycznej. W celu efektywnej analizyzgtah odksztatoe sprezysto-
plastycznych w zagadnieniach ksztaltowania blach zostanie implementowany spe-
cjalny tréjkatny element powtokowy bez obrotowych stopni swobody.

Modelowanie procesow urabiania skat wymadmedzie szeregu nowych i orygi-
nalnych rozwiazad. W symulacji urabiania skat bedzie badana interakcja skaty i na-
rzedzia urabiajacego, rozpatrzony zostanie proces rozdrabniania skaty pod wplywem
narzedzia urabiajacego, jak rowniegdzie analizowany stan narzedzia, stan rmgre
oraz proces zywania narzedzia w trakcie urabiania. Dla badaniayzia narzedzi
urabiajacych zostanie opracowany specjalny algorytm,alimiajacy badanie ewolu-
cji ksztaltu narzedzia. W opracowanym modelu uwzglednione beda efekty termiczne,
zostanie uwzgledniona generacja ciepta wskutek tarcia na powierzchni kontaktu na-
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rzedzia i skaty, bedzie badany proces przeptywu ciepta w skale i narzedziu. Wptyw
temperatury narzedzia zostanie wziety pod uwage w ocenie \&ili@go zaycia.

Wszystkie algorytmy numeryczne zostaly implementowane w programie nume-
rycznym Simpact/Stampack rozwijanym przez autora od wielu lat we wspotpracy
z Miedzynarodowym Centrum Metod Numerycznych weyhnierii w Barcelonie,
CIMNE (katal. Centre Internacional de Metodes Numeérics en I'Enginyeny. In-
ternational Center for Numerical Methods in Engineering).

1.3 Plan pracy

W rozdziale 1 przedstawiono motywacje podjecia ninigjgzacy badawczej oraz jej

cel i zakres. Przedstawiono gtéwne zataia modelowania ciagtego i dyskretnego w
mechanice materiatéw. Oméwiono metody numeryczneaste do rozwiazania pro-
blemoéw sformutowanych w ramach obydwu pdtejSzczegd6ina uwage zwrécono na
metode elementéw skozonych z jawnym catkowaniem réwmauchu oraz metode
elementow dyskretnych. Przedstawiono wady i zalety modeli ciagtych i dyskretnych
oraz korzyci wynikajace z ich integracji. Krotko oméwiono gtéwne cechy jawnego
schematu catkowania, stosowanego w obydwu metodach numerycznych. Zawarty we
Wstepie przeglad literatury ograniczono do pokazania rozwoju i stazadsgo roz-
patrywanych metod numerycznych wraz z pracami nad ich integracja. Literatura do-
tyczaca bardziej szczeg6towych zagadnjiest przedstawiona w poszczegoélnych roz-
dziatach pracy.

W rozdziale 2 przedstawione jest sformutowanie metody elementoiczkoych
jako metody rozwiazania zagadnienia ruchu ciata odksztalcalnego. Kroétko opisano
wybrane elementy skmzone. Nastepnie omoéwione sa schematy catkowania réw-
nah MES w czasie, ze szczegélnym uwzglednieniem algorytmu jawnego, bedacego
podstawowym schematem rozwiazania stosowanym w niniejszej pracy. Rozdziat 3
zawiera podstawowe sformutowania wybranych modeli konstytutywnygivanych
w modelowaniu zagadniepraktycznych przedstawionych w niniejszej pracy. W roz-
dziale 4 sformutowanie metody elementow Bkmonych jest rozszerzone na zagad-
nienie kontaktowe.

W rozdziale 5 rozwinigto specjalne sformutowanie metody elementoviczkn
nych dla probleméw z matgcisliwoscia, oparte na sformutowaniu mieszanym ze
specjalnym algorytmem catkowania. Sformutowanie eliminuje szkodliwy efekt blo-
kady objet&ciowej wystepujacy w standardowym przemieszczeniowym sformutowa-
niu MES i niestabiln&t cisnienia w standardowym sformutowaniu mieszanym MES.
Poprawn&t sformutowania jest pokazana w praktycznych przyktadach przerébki pla-
stycznej objetsciowej na zimno. Wszechstronne miiwosci rozwinietego programu
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numerycznego w zastosowaniu do symulacjzoloych proceséw ksztattowania blach
ukazuje rozdziat 6.

Rozdziat 7 rozpoczyna c&g pracy p&wiecona metodzie elementéw dyskretnych
oraz zintegrowanej metodzie elementoéw dyskretnych hekonych. W rozdziale 7
przedstawiono podstawowe sformutowanie metody elementéw dyskretnych obejmu-
jace réwnania ruchu oraz model oddziatywania kontaktowego miedzy elementami
dyskretnymi. W rozdziale 8 przedstawiono teoretyczne zrafeci miedzy wielko-
Sciami mikro- i makroskopowymi w modelach opartych na metodzie elementéw dys-
kretnych.

Tematem rozdziatu 9 jest integracja metody elementéwhakonych i metody
elementéw dyskretnych bedaca numeryczna realizacja hybrydowego modelowania
dyskretno-ciagtego. W niniejszej pracy rozwinigto algorytm spepga obydwu me-
tod numerycznych, posiadajacy wszechstronneliwosci stosowania nych metod
w obszarach oddzielnych jak réwaiev réznych czéciach tego samegamdka. W
integracji metody elementéw skozonych i metody elementéw dyskretnych wykorzy-
stano wspdlne elementy obydwu metod. Jednym ze wspélnyci zedézowanych w
obydwu modelach jest poszukiwanie i wyznaczanie oddziatywania kontaktowego. W
rozdziale 10 opisano implementowany numeryczny algorytm poszukiwania kontaktu
w zintegrowanym systemie metody elementowrskamnych i metody elementow dys-
kretnych. Niezawodri& i numeryczna efektywrsg algorytmu wykrywania kontaktu
jest bardzo wanym aspektem w analizie dych problemoéw.

W rozdziale 11 badane sa efekty falowe wystepujace w modelach metody elemen-
téw skarczonych, metody elementéw dyskretnych oraz w modelach hybrydowych me-
tody elementéw skaczonych i metody elementéw dyskretnych. Gtéwnym przedmio-
tem bada sa odbicia fal na wewnetrznej nieciagh, wystepujacej przy potaczeniu
obszaréw modelowanych, za pomocamgch metod.

Rozdziat 12 ukazuje przyktad zastosowania metody elementéw dyskretnych do
modelowania materiatéw granularnych. Metoda elementéw dyskretnych jest zasto-
sowana do modelowania piasku w numerycznym modelu procesu wytwarzania formy
w odlewaniu technologia traconego modelu. W modelu tym wykorzystano rawnie
hybrydowe modelowanie metodami elementéw dyskretnychfickonych.

Rozdziaty 13—-17 pokazujazdorodne maliwosci wykorzystania metody elemen-
téw dyskretnych oraz hybrydowej metody elementéw dyskretnych ictanych w
modelowaniu skat i zagadrieurabiania skat. Podstawowe zagadnienia zwiazane z
modelowaniem skat metoda elementéw dyskretnych sa tematem rozdziatu 13. Przed-
stawiono w nim sposoby dyskretyzacji probek skaty i praktyczne wyznaczanie para-
metréw modelu dyskretnego poprzez symulacje podstawowych préb laboratoryjnych,
préby jednoosiowegéciskania oraz proby brazylijskiej. W rozdziale 14 wykorzy-
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stano metode elementéw dyskretnych i hybrydowa metode elementdwzskyych i
dyskretnych do symulacji probleméw mechanicznego urabiania skat. Pokazano mo
liwosci metody elementéw dyskretnych w modelowaniu zniszczenia skat, charkatery-
zujacego sig licznymi nieciaggoiami.

W rozdziale 15 rozszerzono sformutowanie elementdéw dyskretnych na zagadnie-
nia przeptywu ciepta. W rozdziale 16 potaczono algorytm analizy termicznej z al-
gorytmem metody elementow dyskretnych dla zagadniehu formutujac algorytm
metody elementéw dyskretnych dla zagadniermomechanicznych. Algorytm ten
wykorzystano w modelowaniu procesu urabiania skat jako zagadnienia termomecha-
nicznego, w ktérym efekty cieplne maja istotne znaczenie. Kolejnym rozszerzeniem
rozwijanego modelu numerycznego jest wprowadzenie w rozdziale Aytizujako
dodatkowego efektu w mechanicznym i termomechanicznym modelu oddziatywania
kontaktowego miedzy skata a narzedziem urabiajacym. Rozwinigty algorytm nume-
ryczny zastosowano do praktycznego przykladu skrawania skaly.

Praca zawiera dwa dodatki prezentujace wybrane podstawowe réwnania i definicje
dotyczace opisu ruchu ciata odksztalcalnego (dodatek A) i bryly sztywnej (dodatek B).

1.4 Stosowana notacja

W pracy w zapisie réwrazostanie wykorzystana notacja tensorowa oraz notacja al-
gebraiczna (macierzowa). Notacja tensorowa zostanie zastosowana gtéwnie w zapisie
podstawowych réwrtapraw fizyki. W wyprowadzeniu dyskretnych rownanetody
elementow skczonych oraz metody elementow dyskretnych notacja tensorowa zo-
stanie zastapiona notacja macierzowa, wygodniejsza przy formutowaniu algorytméw
numerycznych. Ze wzgledu na zwasttazapisu notacja tensorowa zostanie zastoso-
wana najczgciej w postaci absolutnej.

W stosowaniu notacji tensorowej i macierzowej zostana przyjete nastepujace za-
sady:

1. Wielkosci skalarne oraz sktadowe tensorow i wektoréw zostana zapisane pochyta
czcionka normalng, npy, K, &, b;,ci, Aij, Bij,Cij, Diju , 0ij -

2. Symbole tensoréw i wektoréw w notacji tensorowej zostana zapisane pogrubiona
czcionka pochyta, npe,b,c,A,B,C,D,o.

3. Symbole macierzy i wektorow w notacji macierzowej beda zapisane pogrubiona
czcionka prosta, npa,b,c,A,B,C,D,o. W notacji macierzowej niektére tensory
rzedu drugiego, np. tensory napegia czy odksztatcenia, sa odwzorowane przez
wektory kolumnowe, a tensory czwartego rzedu, np. tensor konstytutywny, sa
odwzorowane przez macierze.
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4. lloczyn skalarny wektoroéw

a=a-b (1.2)
jest ro(wnowany nastepujacemu wyzaniu w notacji macierzowej:
a=a'b. (1.2)
5. lloczyn wektorowy
c=axb 1.3)
W notacji macierzowej jest zastapiony nastepujacym wagmaém:
c=ab, (1.4)

gdzied to antysymetryczna macierz stowarzyszona z wektaem{a; ,a,ag} ',
zdefiniowana w nastepujacy sposob:

0 —-a @&
a= as 0 —a1 | . (1.5)
—a 0

6. lloczyn tensorowy dwoéch wektoréw (diada) w niniejszej pracy zapisywany jest w
nastepujacej postaci:

A=ab, (wnotacji wskaznikowej A;j; = ajb;). (1.6)
W notacji macierzowej mmna go zapisajako:
A=ab'. (1.7)

Analogicznie do réwnania (1.6) iloczyn zewnetrzny dwdch tensorévesaggo
rzedu zapisuje sie w nastepujacej postaci:

D =AB, (w notacji wskaznikowej Djjq = AijBu) . (1.8)
7. Proste nasunigcie (iloczyn wewnetrzny) dwéch tensordw jest zapisywane jako:
C=A-B, (wnotacji wskaznikowej Ci; = AxBxj). (2.9)
Réwnowane wyraenie w notacji macierzowej jest nastepujace
C=AB. (1.10)
8. Pelne nasuniecie dwdch tensoréw jest zapisywane jako:
B=D:A4, (wnotacji wskaznikowej Bjj = Dijk : Au)- (2.11)

W notacji macierzowej operacje kontrakcji dwéch tensoréw wgrsie przez od-
powiednio zdefiniowana operacje nmemia macierzowego (wektorowego), np.

|§:DA_\, (1.12)

gdzieKi Bto wektory kolumnowe zawierajace sktadowe tensoréw drugiego rzedu
A i B, aD to macierz zawierajaca skladowe tensora czwartego redu
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1.5 Przeglad literatury — rozwéj badah i stan wiedzy

Zakres niniejszej pracy jest szeroki i obejmuje wiele zagadnidziedziny mechaniki i
metod numerycznych. W pracy tej rozpatruje sie dwsngmetody numeryczne: me-
tode elementéw skwzonych, oparta na jawnym catkowaniu rovirachu wzgledem
czasu oraz metode elementoéw dyskretnych, wykorzystujaca walcowe i kuliste czastki.
Przeglad literatury zostanie ograniczony do probleméw ogdlnych zwiazanych z wy-
mienionymi metodami, wlacznie z pracami nad ich integracja. Przedstawiony zosta-
nie rozwoj rozpatrywanych metod numerycznych i opartego na nich oprogramowania.
Przeglad literatury dotyczacej bardziej szczegétowych zagadmgdzie dokonany w
dalszych rozdziatach w ramach rozwiazywania rozpatrywanych zagadnie

1.5.1 Metoda elementéw skisczonych z jawnym catkowaniem réwna ruchu

Poczatki nieliniowego sformutowania metody elementéwhsizonych siegaja drugiej
potowy lat szétdziesiatych ubiegtego wieku. Pierwszy nieliniowy program MES,
MARC, pojawit sie na rynku w roku 1969 i do dzisiaj jest jednym z programow o
najszerszych nmmiwosciach [194]. Zaréwno MARC jak i inne najbardziej znane pro-
gramy nieliniowe MES takie, jak ANSYS [7], ABAQUS [2], ADINA [1] wykorzy-
stywaly sformutowanie z niejawnym rozwiazaniem zaréwno nieliniowego problemu
statyki, jak i dynamiki.

Komercyjne programy MES z jawnym catkowaniem réwnaichu pojawity sie
dopiero pod koniec lat osiemdziesiatych. Wyrosty one na bazie Smézjszych prac
badawczych nad algorytmami wykorzystujacymi jawne algorytmy catkowania fdwna
ruchu [23]. Jednymi z pierwszych prac w tej dziedzinie byly prace Belytschki ze
wspétautorami [20, 19, 25]. Sformutowania teoretyczne prezentowane w tych pracach
zostaly implementowane w programie numerycznym WHAMS [21].

Momentem przetomowym w rozwoju programéw MES z jawnym catkowaniem
réwnah ruchu byto pojawienie sie programu DYNAS3D, ktérego pierwsza wersja po-
wstata w Lawrence Livermore National Laboratory w roku 1976 [99]$Wiadczenia
uzyskane podczas stosowania DYNA3D pokaza#y/,ze wzgledu zaréwno na efek-
tywnost, jak i dokladn&t rozwiazania wskazane jest stosowanie prostych liniowych
sformutowa elementéw. Elementy wgzego rzedu, obok znacznego kosztu oblicze-
niowego, wprowadzaly nierealistyczny szum numeryczny z powodu stosowania dia-
gonalnej macierzy mas w zagadnieniach propagaciji fal [101]. Program DYNA3D by}
nieustannie rozszerzany, jego kolejne wersje zawieraty nowe modele materiatéw, nowe
algorytmy analizy kontaktu oraz nowe opcje pozwalajace modé&awae zagadnie-
nia.
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Oryginalnym przeznaczeniem DYNA3D byto modelowanie zjawisk zwiazanych z
zastosowaniami militarnymi, przede wszystkim symulacja asbiauderzeniowych
pochodzacych od wybuchéw jadrowych i badanie odpschschronéw podziemnych
na obcigenia uderzeniowe. Z czasem znaczny wysitek zostatevip w rozwiniecie
mozliwosci zastosowa cywilnych, takich jak np. numeryczne badanie wytrzyma-
tosci pojazdéw na zderzeniar{g. crashworthiness) oraz symulacja proceséw prze-
rébki plastycznej [102]. Jednym z gtdbwnych zastosbwstata sie symulacja procesow
ksztaltowania blach.

Do 1988 r. DYNA3D byt programem ogo6lnie dostepnyang. public domain).

W 1988 r. na jego bazie gtéwny twdrca programu J. Hallquist rozpoczat rozwija-
nie programu komercyjnego LS-DYNA, ktéry jest do dzisiaj jednym z najviej-
szych programéw MES wykorzystujacych jawny schemat rozwiazania [101]. Program
DYNAZ3D jest w dalszym ciagu rozwijany w Lawrence Livermore National Laboratory

i zostat wzbogacony o liczne nowe alwvosci [70].

Ogodlnie dostepna wersja programu DYNA3D stata sie podstawa do rozwoju in-
nych programéw komercyjnych MES wykorzystujacych jawne catkowanie wzgledem
czasu takich, jak PAM-CRASH/PAM-STAMP [221, 222], MSC Dytran [195], RA-
DIOSS [234], ktére nalm do najwaniejszych programéw na rynku oprogramowa-
nia inzynierskiego. Rozwdj tych programéw zostat zainicjowany w drugiej potowie
lat osiemdziesiatych. Pierwszym krokiem w rozwoju programu PAM-CRASH firmy
ESI byla pomgina analiza wytrzymakei uderzeniowej Volkswagena Polo w 1985 r.
Pierwsza wersja programu RADIOSS pojawita sie w roku 1986.

Sukces rynkowy programow MES opartych na jawnym schemacie catkowania réw-
nah ruchu zachecit niektérych producentéw standardowego oprogramowania MES,
opartego na niejawnych schematch rozwiazania, do stworzenia wersji swojego opro-
gramowania wykorzystujacego jawne schematy, w ten sposéb powstat Dytran [195] i
Abaqus Explicit [3], ktérego pierwsza wersja pojawita sie w roku 1991.

W 1990 r. w CIMNE w Barcelonie zostat zainicjowany rozwéj oprogramowania
Simpact/Stampack. Poczatkowo program zastosowano do obliczenia wytrggmato
uderzeniowej nadwozi autobuséw. Nastepnym zastosowaniem byta symulacja proce-
séw tloczenia blach. Autor prawie od samego poczatku, poczawszy od roku 1993,
brat udziat w rozwoju oprogramowania bedac jednym z jego gtéwnych autoréw. Po-
czatkowo program byt tworzony w jezyku Fortran 77, w drugiej potowie lat dziewie
dziesiatych oprogramowanie zostato catkowicie przeprogramowane na jezyk Fortran
90/95, dzieki czemu nmiwe byto wprowadzenie wielu nowoczesnych elementéw
programowania, takich jak np. obiekto®o W programie zostato wprowadzonych
wiele nowych sformutowa teoretycznych. Gtowny nacisk w tamtym okresie poto-
zono na rozwoj meliwosci symulaciji wieloetapowych proceséw ksztattowania blach
[253, 217]. Autor niniejszej pracy zaprojektowat strukture programu ziiwmjaca
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wszechstronne modyfikacje modelu w trakcie analizy, dzieki czenuliwmjest mo-
delowanie wieloetapowych proceséw ksztattowania, w ktérych nastepuja zmiany na-
rzedzi (powierzchni kontaktowych), paenia blachy i warunkéw brzegowych kine-
matycznych i obcizeniowych. W celu efektywnego modelowania blachy w ttoczeniu
blach zostat implementowany efektywny element powtokowy bez obrotowych stopni
swobody. Specjalny model réwnowreego modelu progéw ciagowych zostat opra-
cowany i zbadany przez autora [245]. Ponadto opracowano specjalny algorytm do
symulacji okrawania wyttoczki i wycinania otworéw. Stwierdzorme w symulacii
sprezynowania powrotnego nastepujacego po usunieciu wyttoczki z prasy, zastosowa-
nie sformutowania jawnego nie jest efektywne. Optymalne rozwiazanie daje pota-
czenie modelu numerycznego jawnego w symulacji ttoczenia z niejawnym modelem
numerycznym procesu syowania powrotnego. W programie Stampack autor im-
plementowat niejawny algorytm analizy dla analizy sgyigowania powrotnego [250].

Réwnoczénie autor rozwijat maliwosci programu w modelowaniu innych zagad-
nien, np. przerdbki plastycznej objéttiowe]j. We wspbtpracy z prof. O.C. Zienkiewi-
czem i prof. R.L. Taylorem wprowadzono specjalne algorytmy catkowania wzgledem
czasu stabilizujace liniowe elementy czwsc@nne [314]. Autor rozszerzyt mly
wosci modelowania w programie procesow przerébki plastycznej wprowadzajac algo-
rytm sprzgonej analizy termomechanicznej. Z jawnym rozwiazaniem réwmnahu
dla zagadnienia dynamicznego zostato sponge rozwiazanie problemu termicznego,
réwniez wykorzystujace jawne catkowanie wzgledem czasu [253, 262]. Dzieki im-
plementacji wymienionych algorytmow program Stampack stat sie jednym z niewielu
programoéw, ktéry jest w stanie analizogvatozone problemy ttoczenia blach. Wyniki
uzyskane za jego pomoca doréwnywaty, a nawet przeesty doktadnscia, wyniki
uzyskane za pomoca innych uznanych programéw komercyjnych [129, 94].

Obecnie programy metody elementéw Bkponych z jawnym catkowaniem réw-
nan ruchu sa nie kwestionowanym narzedziem projektowargnierskiego w takich
dziedzinach jak modelowanie konstrukcji poddanych absdom uderzeniowym, za-
réwno konstrukcji budowlanych, jak i pojazdéw mechanicznych oraz konstrukcji lot-
niczych. Inna wana dziedzina zastosowarzemystowych jest symulacja proceséw
przerobki plastycznej, gldwnie proceséw ttoczenia blach. W tej dziedzinie programy
te sa nie tylko efektywne, ale daja bardzo doktadne wyniki. Mimepbecnie wzro-
sty mazliwosci programéw niejawnych w zastosowaniu dazaioych problemoéw tto-
czenia blach, dzigki zweryfikowanej doktadmd wynikéw, uzyskiwanych za pomoca
programéw jawnych, ich pozycja w zastosowaniu do ttoczenia jest na pewno nieza-
grozona.

Chocia ogdlne podstawy teoretyczne sformutowania jawnego metody elementéw
skahczonych sa jm doktadnie zbadane, wa@arwaja prace badawcze nad ulepsze-
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niem i rozwojem algorytméw numerycznych, wprowadzeniem nowych sformitowa
elementéw i nowych modeli konstytutywnych. Nowe wymagania pojawiaja sie w
zwiazku z wprowadzaniem nowych materiatéw i nowych proceséw technologicznych.
W niniejszej pracy zostana przedstawione oryginalne prace autora nad algorytmem
stabilizujacym liniowe elementy trojkatne i czw@eenne w analizie proceséw pra-

wie niescisliwych, zwigkszajace naiwosci analizy przerébki plastycznej objéto-

wej. Zostana przedstawione algorytmy urfiwiajace symulacje ztoonych wieloeta-
powych proceséw ksztattowania blach. Bedziepgezedstawione modelowanie proce-
s6w ksztattowania z nowoczesnych materiatéw, blach spawanych laserowo oraz blach
powlekanych polimerem.

1.5.2 Metoda elementéw dyskretnych

Metoda elementéw dyskretnych obejmuje klase metod numerycznych opisujacych dy-
namiczne zachowanie zbioru oddziatujacych miedzy soba czastekozskyych roz-
miarach o dowolnym ksztalcie.

Sformutowanie elementéw dyskretnychvykorzystujace czastki walcowe (w 2D)
lub sferyczne (w 3D) zostato po raz pierwszy zaproponowane przez Cundalla i Stracka
[57]. Przedstawiony algorytm zostat implementowany w latach 1979-80 w progra-
mie BALL&TRUBALL, ktéry byt wykorzystywany gtéwnie do modelowania mate-
riatbw granularnych. Rozwinieciem programu BALL& TRUBALL sa komercyjne pro-
gramy PFC2D i PFC3D (PFC = Particle Flow Code), ktérych pierwsza wersja zostata
wprowadzona na rynek w 1994 roku przez firme Itasca,zoata przez P. Cundalla
[124, 125].

Firma Itasca od 1980 r. rozwija rowigrogram elementéw dyskretnych UDEC,
wykorzystujacy elementy o ksztalcie wielobokéw (dla zagaumiaskich) [52]. Roz-
winieciem tego programu na zagadnienia trojwymiarowe przy zastosowaniu elemen-
téw wielosciennych jest program 3DEC, ktéry zostat wprowadzony na rynek w 1988
roku [54, 106]. W programach UDEC i 3DEC elementy dyskretne mog@atiakto-
wane jako elementy sztywne lub odksztatcalne.

Poczawszy od roku 2000 autor pracowat nad implementacja algorytmu metody
elementéw dyskretnych, wykorzystujacej jako elementy dyskretne czastki walcowe
lub sferyczne w programie metody elementéwrstaonych Simpact/Stampack [255].
Dzieki wsp6lnemu algorytmowi catkowania réowmeuchu wzgledem czasu byto mo
liwe opracowanie jednolitego oprogramowania metody elementéwczkmych i ele-
mentéw dyskretnych. Szczegdlly implementacji sa opisane w niniejszej pracy. Al-

2p Cundall stosuje termin ,distinct element method” w odniesieniu do swoich sformfitovesody
elementéw dyskretnych wykorzystujacych elementy sferyczne jak raveléamenty o ksztatcie wielo-
bokéw i wieldsciandw.
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gorytm jest podobny do zaproponowanego przez Cundalla i Stracka [57], niemniej
jednak zawiera wiele oryginalnych rozszerzgak np. maliwosc modelowania za-
gadniéh przewodnictwa ciepta i zagadhiesprzgonych termomechanicznych, model
kontaktu termicznego, uwzgledniajacego generacije i wymiane ciepta, model kontaktu
uwzgledniajacy zeycie z algorytmem zmiany ksztattu wskutekzyuaia, a ponadto
algorytm metody elementéw dyskretnych zawiera spenge z metoda elementéw
skahczonych, umaliwiajace jednoczesne stosowanie zintegrowanego modelowania
dyskretno-ciagtego. Szczegoly zintegrowanego algorytmu sa przedstawione w niniej-
szej pracy.

Obecnie metoda elementéw dyskretnych jest uznanym narzedziem w modelowa-
niu zagadnié z nieciagt&ciami o r@nej skali, od skali atomowej do skali makrosko-
powej, praktyczne zastosowania obejmuja modelowanie geomateriatéw, tak kohezyj-
nych jak i niekohezyjnych, skat [117, 59], betonu [110] i materiatéw granularnych
[167]. Metody elementdéw dyskretnych weziga rozwijane. Wprowadzane sa nowe
mazliwosci modelowania. W [59] zaproponowano nowy doktadniejszy opis oddziaty-
wania kontaktowego miedzy elementami dyskretnymi oparty na modelackyspe
plastycznych z mechaniki kontinuum. Metoda elementéw dyskretnych jest mwnie
wykorzystywana w modelowaniu wieloskalowym do wyznaczenia zachowania makro-
skopowego materiatu [59, 145]. Bardzo burzliwy postepnmeobserwow@w roz-
woju i zastosowaniach metod dynamiki molekularnej [236]. Obecny poziom rozwoju
metod elementéw dyskretnych i przeglad ich zasto$omazna znalez w [48, 145].

W wielu osrodkach badawczych pracuje sie nad rozwojem programoéw opartych na
algorytmach metod elementéw dyskretnych. s/ programéw nmmna wymient
SDEC [67], YADE [304], ELFEN [76] oraz DEMAT [14].

W Polsce prace nad rozwojem metody elementdéw dyskretnych sa stosunkowo nie-
liczne. Naley wymienic udoskonalenia w opisie zjawiska zderzenia i oddziatywania
kontaktowego w sformutowaniu metody elementéw dyskretnych w pracy habilitacyj-
nej J. Leszczfiskiego [167].

1.5.3 Integracja metody elementdéw skiaczonych i dyskretnych

MozliwoSt wykorzystania w jednym modelu zaletzrych metod, a jednocgeie
unikniecia ich wad, jest motywacja do integracjznych metod numerycznych, np.
metody elementéw skmzonych i metody rfnic skaxczonych [149, 150, 151], me-
tody elementéw skiczonych i metody elementéw brzegowych [287, 239, 275] oraz
metody elementéw skmzonych i metody czastek rozmytych (SPH) [266]. W mode-
lach hybrydowych konkurujace ze soba metody sa traktowane jako metody wzajemnie
uzupetniajace sie.
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Integracja metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych jest
aktualnym problemem badawczym [196, 232, 307]. Jest to szczegdlny przypadek re-
alizacji modelowania dyskretno-ciagtego. Potaczenie dwoézhych podec umazli-
wia opracowanie optymalnego modelu, wykorzystujacego zalety obydwu metzal, du
efektywndat i doktadn&t metody elementéw skazonych w modelowaniu odksztat-
cen, ktére mana uzna za ciagte oraz naturalne uwzglednienie za pomoca metody
elementow dyskretnych nieciagid istniejacych w badanej strukturze lub powstaja-
cych w niej pod wptywem obcienia.

Ztozone modelowanie dyskretno-ciagte jest obecnie przedmiotem wielu prac ba-
dawczych w dziedzinie modelowania wieloskalowego, taczacego modelowanie cia-
gle z modelem dyskretnym opartym na sformutowaniach dynamiki molekularnej
[303, 32]. Hybrydowe modele MED/MES moga raiedwniez zastosowanie w tego
typu modelowaniu, metoda elementéw dyskretnyclzenoy¢ uzyta do modelowania
materiatu w skali mikro- lub mezoskopowej, a metoda elementéictkanych umi-
liwia modelowanie materiatu w skali makroskopowe;.

Mimo wielu prac w dziedzinie integracji jest waaviele do zrobienia. Jak dotych-
czas nie istniejegaden komercyjny program urnéwiajacy jednoczesne stosowanie
metody elementéw dyskretnych i metody elementéwasizonych. W publikowanych
pracach w modelowaniu hybrydowym MED/MES najseigj stosuje sie dwa zde
programy, np. w [232] w hybrydowym modelu tunelu zastosowano program metody
elementow dyskretnych PFC2D i program metody elementovincdanych FLAC.
Podobnie sprzpno programy metody elementéw dyskretnych PFC3D i metody ele-
mentéw skaczonych FLAC w modelu hybrydowym w [307]. W [264] przedstawiono
koncepcje modelowania hybrydowego MED/MES przy wykorzystaniu kodéw nume-
rycznych PFC2D i ANSYS.

Modelowanie dyskretno-ciagte za pomoca oddzielnych programéw MES i MED
wiaze sie z pewnymi ograniczeniami i jego realizacja jest klopotliwa. W niniejszej
pracy zostanie przedstawiony zintegrowany program MED/MES, w ktérym imple-
mentowano metode elementéw dyskretnych i metode elementéicakoych. Sta-
nowi to dwza zalete przedstawianego algorytmu w stosunku do innych prac. W in-
tegracji wykorzystano wspoélne cechy obydwu sformutbyvav tym m.in. wspoélny
algorytm rozwiazania oparty na jawnym catkowaniu réiwmachu.

Hybrydowe modelowanie metoda elementow fekaonych i dyskretnych jest
przedstawione w niedawno opublikowanej pracy [196], podsumowujacejSwiege
sze prace, np. [197, 219]. W pracy tej stosuje sie pczejod modelu ciagtego do
dyskretnego, uwzgledniajace defragmentacje materiatu poddanegaetioia ude-
rzeniowym. Poczatkowo stosuje sie model ciagty i dyskretyzacje elementami sko
czonymi, ktére przy zniszczeniu sa rozlaczane i traktowane jak elementy dyskretne.
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Stosowane sa elementy dyskretne, odpowiadajace ksztattem elementuwrraskon
w dyskretyzacji poczatkowej — wieloboczne (w 2D) lub wigd@nne (w 3D). Ele-
menty dyskretne w sformutowaniu przedstawionym w [196] mogztitaktowane jako
odksztatcalne — wtedy sa dyskretyzowane za pomoca element@ezskoych.

Koncepcja integracji w niniejszej pracy jest odmienna. Stosuje sie metode elemen-
tow dyskretnych wykorzystujaca elementy cylindryczne (w 2D) lub sferyczne (w 3D).
Wstepny etap prac nad sformulowaniem przedstawionym w niniejszej pracy przedsta-
wiono w [216, 251]. W zawartym tam sformutowaniu modelowanie dyskretne i ciagte
byto stosowane do oddzielnych &g uwzglednionych w modelu. W niniejszej pracy
zostanie zaprezentowane sformutowanie o znacznie szerszydiwogriach. Dzigki
specjalnemu sprzeniu podobszaréw MED i MES, modelowanie dyskretne i ciagte
mozna zastosowado r&nych podobszaréw tej samej éeg Metody sprzeenia za-
stosowane w niniejszej pracy oraz otrzymane réwnania dla zagadnieniaepege
charakteryzuja sie pewnym podobstwem do metod i réwnarozwinietych w pra-
cach [240, 248, 249], gdzie rozpatrywano uktadyzoioe z czgci odksztatcalnych i
sztywnych. Czgci sztywne wprowadzatly dodatkowe wigzy kinematyczne, ktdre byty
uwzgledniane za pomoca metody nanikéw Lagrange’a lub metody funkcji kary.
Rozpatrywane obecnie uktady charakteryzuja sie znacznie wiekszanzézia. Mo-
del sklada sie z licznego zbioru sztywnych elementéw dyskretnych, ktére sa potaczone
miedzy soba oraz z cgeiami dyskretyzowanymi za pomoca elementéwhsizonych.
Mozliwosci wykorzystania rozwinietego modelu sprepego sa przedstawione szcze-
gotowo w dalszej cZi niniejszej pracy.
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Wstep

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie sformuhiavanetody elementéw
skahczonych jako metody numerycznej dla rozwiazania nieliniowego zagadnienia ru-
chu ciata odksztatcalnego. Przedstawione zostanie lokalne i wariacyjne sformutowanie
problemu ruchu ciata odksztalcalnego. Nastepnie zostanie wprowadzona przestrzenna
procedura dyskretyzacyjna. Podane zostana rjepsze zateenia dla wybranych
elementow skidczonych stosowanych w niniejszej pracy. Jako nastepny etap rozwia-
zania problemu zostanie przedstawiona dyskretyzacja czasowa i jawny schemat cat-
kowanie rowna MES wzgledem czasu. Zaprezentowane sformutowania teoretyczne
sa podstawa algorytmoéw numerycznych implementowanych we wlasnym programie
numerycznym.

2.1 Definicja problemu ruchu ciata odksztatcalnego

Rys. 2.1. Ruch ciata odksztalcalnego

Przedmiotem rozwzah bedzie ruch ciata stateg# (rys. 2.1) podlegajacego odksztat-
ceniu w przedziale czasu od 0 @o Ruch rozpatrujemy w w przestrzeni euklidesowej
E"sd, gdziensg = 2 lub 3, z wprowadzonym karteZjskim uktadem wsp6trzednych
0 jednostkowych wektorach bazowyeh i =1 ..., ng. Cialo 8 w pewnej chwili

t € [0,T] zajmuje obszafQ! UT!) C E™d, gdzielt = dQ' jest brzegiem obsza@'.

27
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Ciato poddane jest dziataniu sit objétmowych b oraz powierzchniowych na czéci
brzegul'};,. Na czgéci brzegu™ |, zadane sa kinematyczne warunki brzegowe. Zaktada
sie przy tym,zel't NI, =0 orazlL, UTY =T, gdziel; i 'Y oznaczaja domknigcia
zbiorow 'L i L.

Wspétrzedne punktéw materialnych w konfiguracji ciata w chwi# 0 (material-
nej) zostana oznaczoie

X=Xea, XecQ°, (21)

a wspohrzedne punktéw materialnych w konfiguracji ciata w chwii (0,T] (od-
ksztatconej lub przestrzennej) zostana oznaczone przez

x=xe, xcQ, (2.2)

gdzieQ® = QourliQt=qQturt.

Ruch asrodka ciagtego mmna opisywa na wiele ranych sposobéw [208, 22, 181].
Podstawy opisu &odka ciagtego poddanegozayun przemieszczeniom i odksztatce-
niom oraz podstawowe pojecia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzenia
dyskretnych réwna metody elementéw skazonych do zagadmienieliniowych sa
podane w dodatku A. W niniejszym rozdziale zostanie przyjety opis materialny z ak-
tualna konfiguracja przestrzenna (odksztatlcona) jako konfiguracja odniesienia, zwany
uaktualnionym opisem lagrangeowskim.

Aczkolwiek w opisie tym konfiguracja odniesienia jest konfiguracja odksztal-
cona, to ruch opisuje sie poprzez odwzorowanie- x(X,t), pola przemieszczenia
u =u(X,t), predkéci v = v(X,t) i przyspieszenia = a(X,t) bedace funkcja wspot-
rzednych materialnyclX [22]. Przemieszczenie = u(X,t) jest zdefiniowane jako:

uX,t)=xX,t)-X (2.3)

a predkast v = v(X,t) i przyspieszenie = a(X,t) sa odpowiednimi pochodnymi ma-
terialnymi:

v(X,t) = d"gf’t) =u (2.4)
a(X,t) = Jv(X,t) _ %u(X,t) s 25)

ot ot2

Dla opisu procesow fizycznych charakteryzujacych ciato w ruchu wprowadza sie
zmienne w czasie pola odpowiednich wiedko skalarnych, wektorowych i tensoro-
wych zdefiniowanych w obszarze i na brzegu danego ciata. Podstawowe definicje sa
podane w dodatku A.
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2.2 Sformutowanie lokalne zagadnienia ruchu ciata odksztaidnego

Opis matematyczny ruchu ciata odksztatcalnego prowadzi dadréaenia brzegowo-
poczatkowego, ktérego sformutowanie lokalne (mocne) w konfiguracji odksztatconej
jest dane przez nastepujacy uktad réwngor. [181],

e zasada zachowania masy

p(X,1)I(X,t) = po(X), XcQ® te[0,T] (2.6)

réwnania ruchu (réwnania Cauchy’ego)

O-0+pb=pa, xcQ' tel0,T] (2.7)

naprgeniowe warunki brzegowe

no=t, xell tc[0T] (2.8)

przemieszczeniowe warunki brzegowe

u=u, xcll,tc[0T] (2.9)

warunki poczatkowe
u=uy, v=vy, X€Q t=0, (2.10)

gdzie p jest gestécia masyJ jest wyznacznikiem tensora gradientu deformdgji
o tensorem napesh Cauchy’egon jest wektorem normalnym do powierzchii
skierowanym na zewnatrz ciat

Celem analizy jest wyznaczenie pola przemieszczeniau(X,t) spetniajacego
uktad réwnad (2.7)—(2.10). Uktad rowrfa(2.7)—(2.10) musi by uzupetniony odpo-
wiednim réwnaniem konstytutywnym pozwalajacym wyzndcayX,t). Stosowane
W niniejszej pracy modele konstytutywne sa przedstawione w rozdziale 3.

2.3 Sformutowanie stabe zagadnienia ruchu ciata odksztatoa¢go

Sformutowanie stabe réwnowee réwnaniom (2.7)—(2.9) ma nastepujaca posta
por. [23]:

/azaedgz/p(b—a)-audg+ ¢ Sudr, 2.11)
ot o} ry
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gdzieu jest dowolnym kinematycznie dopuszczalnym polem przemieszczimiast

jego wariacja (zwana polem wirtualnego lub przygotowanego przemieszczedia), a
wariacja tensora matych odksztatcedefiniowanego réwnaniem (A.14) przy przyje-
tej wariacji pola przemieszcaedu. Réwnanie (2.11) wymza zasade prac przygoto-
wanych, ktéra okrgla warunek réwnowagi dynamicznej jako warunek régaigrac
przygotowanych sit wewnetrznych i zewnetrznych. Warunki brzegowe (2.8) i (2.9) sa
uwzglednione w réwnaniu (2.11) — warunki brzegowe przemieszczeniowe (2.9) po-
przez zataenie kinematycznej dopuszczahoo poladu, a warunki brzegowe napre-
zeniowe (2.8) poprzez wiaczenie pracy przygotowanej aeci@ na brzegu do ze-
wnetrznej pracy przygotowanej.

2.4 Dyskretyzacja przestrzenna rowna ruchu

Forma staba réwrfaruchu (2.11) stanowi wygodna baze teoretyczna dla rozwinie-
cia sformutowania metody elementéw $kaonych w wersji przemieszczeniowej
[138, 137]. Réwnania ruchu w metodzie elementéwislamnych sa najcagiej otrzy-
mywane w postaci semidyskretnej poprzez wprowadzenie dyskretyzaciji przestrzennej
w stabym sformutowaniu zagadnienia ruchu.

Wyprowadzenie réwrfa MES zostanie przedstawione w notacji macierzowej.
Réwnanie (2.11) w notacji macierzowej @@ zapisa w nastepujacy sposob:

/ 5quUdQ+/ 5eTon—/ suTpbdQ— [ suTtdr =0, (2.12)
Qt Qt Qt ry

gdzie tensor napegnia Cauchy’ego i tensor matych odksztatea reprezentowane
przez wektoryo i €, ktére maja nastepujace sktadowe:

0= {011 Oz 033 012 013 Op3}' (2.13)
e = {€11 &2 €33 2617 2613 263} . (2.14)

Dokonujemy dyskretyzacji przestrzennej obfiQQ dzielac ja nang nie pokrywaja-
cych sie elementéw

e=Ng|

Q= [J Qe (2.15)
e=1

Zaktadamy,ze kinematycznie dopuszczalne pole przemieszczenize g interpo-
lowane jako
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u(xX) =NX)re, xe Qe, (2.16)

gdzie N jest macierza funkcji interpolacyjnych (funkcji ksztattu)rajest wektorem
uogdlnionych parametrow weztowych. W ogoinym przypadku uogdlnione paramtery
weztowe moga mie chrakter przemieszcadub innych wielk&ci np. obrotéw. Za-
ktada sige,ze funkcje ksztattu zapewniaja kinematyczna dopuszc&alpola prze-
mieszczenia (wlacznie z ciadgicia) dla dowolnych warei uogolnionych parame-
tréw weztowych. Wariacja pola przemieszczenia jest dana zeyiam

ou(x) =N(x)Ore, XeQe. (2.17)

Zwiazek miedzy liniowymi odksztatcenianaii przemieszczeniami w notacji alge-
braicznej mana zapisa jako

e=Lu, (2.18)
gdziel jest macierza-operatorem zdefiniowana w nastepujacy sposéb

%

o 0
17}
0 0—)(2
L= 0% | (2.19)
9 9
0X2 Xm
0 0
o0
0X3 X1
0 0
0 o 9%

Wariacje liniowego odksztatcenia przy uwzglednieniu réwn2.18), (2.16) i
(2.17) mana zapisaw nastepujacej postaci:

0e =Bdore, x€Qe, (2.20)
gdzie macierz-operatd@ jest dana wzorem
B=LN. (2.21)

Wstawiajac zalendsci (2.16)—(2.20) do réwnania (2.12) zasade prac przygotowanych
dla uktadu dyskretyzowanego ma zapisa w nastepujacej postaci:
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e=Ng| €=Neg|

S (3re)" (/ pNTNdQe> fot 3 (Ore) (/ BTone>

e=1 Qe e=1 Qe
e=Ng| €=Neg|

-5 (Ore)" </ NprdQe> -5 (3re)" </ NTtdre> =0. (2.22)
e=1 Qe e=1 FeNlo

Réwnanie (2.22) mzna zapisaw nastepujacej postaci
(8r)" (MF +F"—F*Y) =0, (2.23)

gdzie wprowadzono definicje globalnej macierzy ivggglobalnych wektoréw uogol-
nionych parametrow (przemieszégeveztowychr oraz weztowych sit zewnetrznych
i wewnetrznych,F™ i F& ktére otrzymuje sie poprzez Zenie macierzy masne
oraz odpowiednich elementowych wektoroyy fint i f Xt

€hel ) €hel €hel €hel
r= A rfe. FU'= Af", F= A M= A me, (224)
e=1 e=1 e=1 e=1

gdzie A jest standardowym operatorem agregacji globalnych wektaravacierzy
(zob. [119]), a elementowy wektor sit wewnetrznyichf, elementowy wektor sit ze-
wnetrznychf & oraz elementowa macierz mas sa dane nastepujacymi wzorami:

Fint — / BTodQ., (2.25)
Qe

Foxt_ / N pbdQe-+ / NTtdre, (2.26)
Qe el g

Me = / pNTNAQe. 2.27)
Qe

Réwnanie skalarne (2.23) musidgpetnione dla dowolnych wariacji przemiesztze
weztowychdr, skad wynikaze musi by spetniony nastepujacy ukfad réwna

MF +FMt — Fe&Xt= 0, (2.28)
lub, w innej postaci
Mi = F&t_ Fint, (2.29)

Réwnania (2.28) lub (2.29) sa dyskretyzowanymi przestrzennie réwnaniami ruchu (lub
réwnowagi dynamicznej) bedacymi podstawowymi réwnaniami stosowanej w niniej-
szej pracy metody elementow siazonych.
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2.5 Dyskretne rownania ruchu z uwzglednieniem ttumienia

Ttumienie mana uwzglednt jako cz&t wewnetrznych sit weztowych lub wprowa-
dzic je jawnie do réwna ruchu (2.29) przez dodanie cztou reprezentujacego sity
ttumienia

M + Cf = F&t— Fint, (2.30)
Macierz ttumieniaC maze byc przyjeta jako proporcjonalna do macierzy bezwtadno-
sciM

C =M (2.31)
Jest to szczegdlny przypadek ttumienia Rayleigha

C=aK+pM, (2.32)

gdzie K jest macierza sztywrsgi. Tlumienie zdefiniowane réwnaniem (2.31) jest
otrzymane z wyrzenia (2.32) przez przyjecie = 0, co fizycznie oznaczae wyzsze
postacie drga sa stabo ttumione [49]. Z drugiej strony przyje@de=0i a # 0 po-
wodowatoby silne ttumienie waszych czes&ri drgah. Chocia macierz sztywngci

w sformutowaniu jawnym nie jest obliczana, implementacja petnego ttumienia Rayle-
igha jest maliwa przy zastosowaniu nastepujacej formuty:

m:int AFint
K=~

or A (2.33)

2.6 Wybrane elementy skaéczone

2.6.1 Elementy brytowe

W niniejszej pracy obszarsnodka ciagtego jest dyskretyzowany za pomoca prostych
elementéw skoczonych. W zagadnieniach dwuwymiarowych: osiowosymetrycz-
nych, ptaskiego stanu odksztalcenia oraz ptaskiego stanu zeapaesa stosowane
3-wezlowe i 4-wezlowe izoparametryczne elementy trojkatne i czworokatne. W za-
gadnieniach tréjwymiarowych sa stosowane 4-weztowe i 8-wezlowe elementy czwo-
roscienne i szgcicscienne.

Interpolacje przemieszcag2.16) mana zapisaw nastepujacy sposob

n

u(x) =NX)re= .ZiNi(X)ui’ (2.34)
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gdzieN; orazu; sa odpowiednio funkcja ksztattu i przemieszczeniewgo weztaj =
1,...,n, njest liczba weztéw. W 3-weztowych elementach trojkatnych wykorzystuje
sie liniowe funkcje ksztattu

N1:E7 N2:r’7 N3:1_E_r’7 (235)

gdzieé i n sa wsp6trzednymi powierzchniowymi, por. [315]. Element ten bedzie na-
zywany w tej pracy Trlgng.triangle — tréjkat). W 4-weztowych izoparametrycznych
elementach czworokatnych pole przemieszczenia dyskretyzuje sie za pomoca bilinio-
wych funkcji ksztattu [315]:

Ni(E,n) = 2 (A+E&)(L+nm), (2.36)

gdzieé; i n; sa wspo6trzednymi naturalnymi itym wezle o wartéci +1. Element ten
bedzie nazywany w tej pracy Qar{g. quadrilateral — czworokat).

W 4-weztowych elementach czwd@tiennych stosuje sig liniowe funkcje ksztattu:
lefy N2:r’7 N3:Z7 N4:1_E_r’_67 (237)

gdzie &, n i  sa wspo6trzednymi objesziowymi, por. [315]. Element ten bedzie
nazywany w tej pracy Telafg. tetrahedron — czwogzian). W 8-weztowych izopa-
rametryczncyh elementach Se@sciennych pole przemieszczenia jest interpolowane
za pomaoca tréjliniowych funkcji ksztattu o nstepujacej postaci [315]:

Ni(&,n,0) = 21+ E&)(L+nm)(1+14), (2.38)

gdzieé&;, ni i ¢ sa wspotrzednymi naturalnymi digtego wezta, przyjmujacymi war-
tosci +1. Element ten bedzie nazywany w tej pracy lhd. hexahedron — s&eio-
Scian).

Proste liniowe elementy skazone charakteryzuja siezhuefektywnécia w anali-
zie nieliniowej. Wada ich jest mniejsza doktadomd elementéw z funkcjami ksztattu
wyzszego stopnia, jednak pgdana doktadréd rozwiazania mpna uzyska stosujac
odpowiednio gesta dyskretyzacje w miejscach wystepowarigatiugradientéw od-
ksztatcenia i napzenia. Przedstawione w tym rozdziale sformutowanie metody ele-
mentéw sk@czonych nazywa sie sformutowaniem przemieszczeniowym, w ktérym
dyskretyzuje sie pola przemieszczenia i jego pochodnych. Zagadnienia odksztatcenia
charakteryzujacego sige catkowita lubzduniescisliwoScia wymagaja stosowania sfor-
mutowania mieszanego (hybrydowego) elementéwiskonych, w ktérych dyskrety-
Zuje sie pola przemieszazeraz pola @nienia hydrostatycznego lub odksztatcenia.
Sformutowania te zostana przedstawione w rozdziale 5.
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2.6.2 Element powtokowy bez obrotowych stopni swobody

Standardowe elementy gkczone stosowane w modelowaniu powtok maja zazwy-
czaj przemieszczeniowe i obrotowe stopnie swobody [43]. Stopnie swobody o charak-
terze obrotowym sprawiaja spore trudabw analizie probleméw z dymi obrotami
— konieczne jest stosowanie specjalnych sformufoj@a0].

W niniejszej pracy przedstawione zostanie sformutowanie tréjkatnego elementu
powlokowego bez stopni obrotowych, zwanego BSihg. Basic Shell Triangle),
ktérego wersja liniowa zostata opracowana w [211], a implementacja w nieliniowym
sformutowaniu dynamicznym z jawnym catkowaniem réwmachu wzgledem czasu
zostata zrealizowana przy wspétudziale autora [209, 210, 218]. Element BST jest pro-
stym i efektywnym obliczeniowo elementem skaonym, a jednocaaie dajacym
doktadne wyniki w w skomplikowanych problemach nieliniowych takich jak zagad-
nienia tloczenia blach.

Element BST jest oparty na zaeniu kinematycznym Kirchhoffa dla powtok,
zgodnie z ktorym predist odksztatcenia w dowolnym punkcie powlolei =
{&x, &y, 26/ }T mozna wyraze poprzez parametry definiujace predkmdksztatce-
nia powierzchnsrodkowej, ktére jest rozimne na stan odksztatlcenia membranowego
e™={&y, &y, 2&y}" oraz stan odksztalcenia zgieciowage- {Ku, Kyy, 2Ky} ':

e=eMtzx, (2.39)

gdziez jest odlegt&cia rozpatrywanego punktu powtoki od jej powierzchrodkowej
mierzona wzdha osizlokalnego uktadu karteziskiegox = {xyz}, zdefiniowanego na
powierzchnisrodkowej w ten sposélag osiexi y sa styczne do powierzchgsiodkowej
powtoki.

Sformutowanie elementu BST wprowadza dyskretyzacje powierZstuukowej
powtoki tréjweztowymi elementami tréjkatnymi ze standardowymi liniowymi funk-
cjami ksztaltuN(x):

x=NxX)x®, xeA®, (2.40)

gdziex(® jest wektorem wspétrzednych weztowych elemert) jest obszarem ele-
mentu. Pole predksci v(x) wewnatrz elementu nze byt wyrazone w podobny spo-
s6b poprzez prediszi weztowev(®:

v=NXx)v®, xeA®. (2.41)

Predk&ci odksztatcenia membranowego a wyrazt w zalendsci od predkéci
weztowych w nastepujacy sposob:

eM=Bnv®. (2.42)
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Liniowa interpolacja pola prediszi (2.41) daje stata pred&p odksztatcenia mem-
branowego w elemencie. Macierz-operaBy; jest tazsama z macierza dla elementu
o statym odksztalceniu CSTafig. Constant Strain Triangle) [138]. Element powto-
kowy jest elementem mieszanym z niezalgm polem predkéci odksztatcenia zgie-
ciowego. Sformutowanie dla c&ei zgieciowej wykorzystuje w sposéb typowy dla
metody objetéci skaczonych éng. Finite Volume Method) [212] twierdzenie o dy-
wergencji, z ktérego uzyskuje sie nastepujacazai dla predk&ci odksztatcenia
zgieciowego

/ k dA = / QOv,dr | (2.43)
A© ree
gdzie
oV,
ng O Ix
Q=10 ny|, DOv= , (2.44)
oV,
Ny Ny it
ay

v, jest predk&cia ugiecia powloki (normalna do powierzctinodkowej), I'(® jest
brzegiem elementuny i ny sa sktadowymi jednostkowego wektora normalnego do
brzegu elementu wzdiiosi lokalnychx i y, odpowiednio, por. rys. 2.2. Zastosowana

Rys. 2.2. Grupa sasiadujacych elementow definiujaca element BST.

interpolacja pola predisa odksztalcenia zgieciowegoe jest nieciagta na brzegach i
stata wewnatrz elementu. Uwzgledniajac to zalie w réwnaniu (2.43) otrzymuje

sie

. 1
(& _ _*
€ =5 |, Qv.ar. (2.45)
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Réwnanie (2.45) wyrza predk8ci odksztatcenia zgieciowego w funkcji gradientu
predkdaci ugiecia powtoki wzdta brzegéw elementu. Catki wzditbrzegu elementu
w réwnaniu (2.45) mpna obliczg w sposéb jawny przyjmujacSuedniona wartet
gradientu predkeci wzdhez brzegu elementu na podstawie wadiopoliczonych dla
dwu sasiadujacych elementéw. W wyniku tegeradnienia predid odksztatcenia
zgieciowego w elemencie (e) rooa przedstawijako

k(® = Bpv(PY, (2.46)

gdziev(P® jest wektorem predisa weztéw grupy elementéw pokazanych narys. 2.2,
sktadajacej sie z elemente) i elementow sasiednich

VP = (Vi Vj Vi Vi Vi Vi } T (2.47)

Wstawiajac wyraenia (2.42) i (2.46) do réwnania (2.39) otrzymuje sie prédkad-
ksztatcenia w dowolnym punkcie powtoki w funkcji weztowych presi&ioprzemiesz-
czeniowych bez potrzeby stosowania weztowych prédkobrotowych. W ten sposéb
unika sie wprowadzenia obrotowych stopni swobody.

2.7 Dyskretyzacja rownah ruchu po czasie

Rozwiazanie zagadnienia dynamiki opisanego rownanien®@)2.8dpowiednimi wa-
runkami poczatkowymi i brzegowymi polega na przeprowadzeniu catkowania tego
réwnania wzgledem czasu. Catkowanie wzgledem czasu odbywa sie w sposéb przy-
rostowy, w ktérym odksztatcone konfiguracje sa wyznaczane dla kolejnych ghwil

to, ..., tho1, thy thea, ..., T, gdziety = Aty, ty = th_1 + Ay, aAt, jest dlugdcia kroku
catkowania, an jest numerem kroku catkowania.

2.7.1 Calkowanie niejawne rowna ruchu

Schematy niejawne rozwiazania wykorzystuja réwnanie (2.30) napisane dla nieznanej
konfiguracji w chwili czasu,, 1 = t, + At, dla ktérej poszukuje sie rozwiazania przy
Zznanym rozwiazaniu w chwil,:

Mi;I'H»l_'_CI;I'H»l - Fﬁfl_ Flr?_::_l (248)

Po prawej stronie réwnania (2.48) znajduje sie cztonzzsleod poszukiwanego roz-
wiazaniar 1

le = ir?}rl(rn—s-laon-lrl) (2.49)
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Rozwiazanie réwnania (2.48) wymaga zastosowania odpowiedniej procedury iteracyj-
nej:

(K1 . (k41 i 4 K
MY - cr ) = R —Ft (e 6, (2.50)

gdzie indeksyk) i (k+ 1) okreslaja kolejne iteracje.

Mozna stosow@rézne schematy iteracyjne w celu wyznaczenia rozwiazania. Zwy-
kle niejawna procedura rozwiazania wykorzystuje linearyzacje wektora sit wewnetrz-
nych wokét pewnego punktu, np. wokét stanu odksztatceniaShémego poprzez,qi)1

i K K
dF'm(l’( ) 6( ) )5 ©

i k+1 k+1 i k k 5
Fmt(rg:l)7 51:1)) = Flnt(rgl+)170§1+)1)+ n(+k]). ntl n+1
drn+l
i k k k k
= F'”t(réll,oéll)+Kﬁl15r§]+)1, (2.51)
gdzie
m:int(r(k) o.(k))
k ’
KW, = e (2.52)
al’n+1

jest tzw. styczna macierza sztywsm. Przy uwzglednieniu réwima(2.50) i (2.51)
schemat iteracyjny Newtona—Raphsonazmazapisa

= (k+1 . (k+1 Kk K i Kk K
M CHY K,y = P P o) 25

Z réwnania (2.53) wyznacza sig iteracyjna popra\ﬂkéle, za pomoca ktérej kory-
guje sie rozwiazanie

D) _ 09 5K (2.54)

(
r n+ n+1

n+1
az do uzyskania ppadanej zbienasci w réwnaniu (2.50).

Rozwiazanie réwna (2.53) i (2.56) wymaga rozwiazania uktadu rowirelgebra-
icznych, co w przypadku symulacji dych rzeczywistych probleméw me wymaga
bardzo dtugich czaséw oblicaeNiekiedy moga sie pojawiproblemyze zbiendscia
procedury iteracyjnej. W symulacji zagadnikontaktowych dodatkowym problemem
jest zmiana aktywnych powierzchni kontaktu w trakcie iteracji. Tych wad nie maja
procedury rozwiazania oparte na schematach jawnych.

Jesli cztony uwzgledniajace efekty inercyjne i lepkie w réwnaniu (2.30) sa mate,
mazna je zanieddaotrzymujac réwnanie réwnowagi quasi-statycznej. Réwnanie to
zapisane dla nieznanej konfiguracji w chwili czagu ma nastepujaca posta

Fati—Fni1=0. (2.55)
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Warunek réwnowagi (2.55) jest podstawa niejawnego schematu rozwiazania zagad-
nienia quasi-statycznego. Podobnie jak w przypadku modelu dynamicznego niejawne
rozwiazanie zagadnienia quasi-statycznego wymaga zastosowania procedury iteracyj-
nej, np. danej réwnaniem analogicznym do réwnania (2.53):
k k int/, (K k

KEH)-l 5rr(w21 = Fﬁfl - Fmt(rr(1-|)-17°—r(1-|)-1) ) (2.56)
z ktérego wyznacza sie iteracyjna popra\ﬁdqé“fﬂl stuzaca do otrzymania kolejnego
przyblizenia rozwiazania zgodnie z réwnaniem (2.54). Iteracje prowadzi sie do otrzy-
mania rozwiazania spetniajacego warunek (2.55)zagana dokfadrszia.

2.7.2 Schemat jawny catkowania réwna ruchu

Algorytmy jawnego catkowania wykorzystuja postdyskretnych rownaruchu (2.30)
zapisanych dla znanej konfiguracji w chwtjli

M#¥,+ Cip = F& — Fint, (2.57)

Z réwnania (2.57) wyznacza sie rozwiazanie dla nastepnej chwili= t, + At ;.
Typowym algorytmem jawnego catkowania w czasie jest schenzaiag@entralnych
ze zmiennym krokiem catkowania:

in = Mp*(F&'—FM™_Crp), gdzie Mp =diagM, (2.58)
Ptz = Fno1jo+Pnbtnp,  gdzie Atniqp = 3(Atg+Atyea), (2.59)
M+1 = TInt+ .rn+1/2Atn+1- (2.60)

Algorytm catkowania pozwala na stosowanie zmiennego kroku catkowania.

Model elementéw skiiczonych mae posiada zaréwno przemieszczeniowe, jak
i obrotowe stopnie swobody. W przypadku obegriastopni swobody obydwu ro-
dzajow konfiguracja odksztatcona w chwili jest okré&lona przez przemieszczenia
rn, wszystkich weztéw oraz przez odpowiednie macierze obrotestdjace potaenie
katowe weztéw posiadajacych obrotowe stopnie swobody. #dya kroku czasu ob-
licza sie aktualne prapieszenia i predlazi liniowe i katowe, nastepnie przyrostowe
przemieszczenia i obroty, ktére gaudo uaktualnienia konfiguracji. Catkowanie réw-
nah ruchu obrotowego zostanie przedstawione dla metody elementéw dyskretnych w
rozdziale 7.

Macierz mas zdefiniowana réwnaniem (2.27) jest zwana macierza konsystentna.
Przy stosowaniu macierzy konsystentnej réwnania ruchu sazpred catkowanie
wymaga odwracania macierzy wadym kroku catkowania. Zastapienie macierzy
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konsystentnej macierza mas skupionych (diagonalna) daje bardyowdmost efek-
tywnaoSci rozwiazania — réwnania ruchu sa roz@age i nie ma potrzeby odwracania
zadnej macierzy. Zastosowanie macierzy diagonalnej w niewielkim stopniu wptywa
na rozwiazanie. Macierz konsystentna daje gérne oszacowanieSaiantasnych,
macierz mas skupionych daje czgstiodrgd wtasnych, ktére sa néze nk czest&ci
rzeczywiste [49]. Macierz mas skupionych nedoy¢ otrzymana w rany sposéb. Naj-
prostszym sposobem jest rownomierne ragliie masy elementu na definiujace go
wezly — jest to sposéb wystarczajacy dla prostych elementéw, jak np. liniowy element
tréjkatny lub czworécienny.

2.7.3 Stabiln&t schematu catkowania réwna ruchu

Schemat catkowania numerycznego réwmachu wzgledem czasu jest stabilnyslie

przy dowolnych warunkach poczatkowych i braku okefazewnetrznych, po dowol-

nie wielu krokach catkowania wszystkie przemieszczenia sa ograniczone. Schemat
jawny catkowania metoda zéic centralnych jest stabilny pod warunkiemg krok
catkowaniaAt nie jest dhzszy nz pewien graniczny krok zwany krokiem krytycz-
nym At

ax

gdzie wmayx jest najwysza czestwia wiasna uktadu dyskretnego. kuwa dowiée, ze
najwyzsza czestt uktadu dyskretnego elementéw skaonychwmay jest niewieksza
niz najwyzsza z czgstxi drga wiasnych pojedynczych elementéw systemiy, [26]

Wnax < W, 0gdzie Wi =maxa®, i=1,...,n5;,e=1,...,ne (2.62)
ie

NSo; Jest liczba stopni swobody elementu,na — liczba elementéw skwzonych.
Ograniczenie (2.62) pozwala oszacdwejwyzsza czeskt catego uktadu wyznacza-
jac czestéci whasne dla pojedynczych elementéw. Dla prostych elementéwzegia
na czestéci wiasne mana otrzyma w jawny spos6b [119]. W innych przypadkach
maozna ja oszacowaza pomoca przyktonych wzoréw lub rozwiazazagadnienie
wiasne.

Réwnanie (2.61) jest prawdziwe przy zagmiu zerowego ttumienia. Siew ukta-
dzie wystepuje ttumienie, krytyczny krok jest dany nastepujacym zeyriem:

Mgy — wiax(m—z), (2.63)

gdzie parameté, okreslajacy wielk&t ttumienia, stanowi stosunek wielka wyste-
pujacego ttumienia do ttumienia krytycznego, dla drgavobodnych o czes$0i twhnax.
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2.7.4 Wady i zalety jawnych metod catkowania réwna ruchu

Efektywndst metod jawnych opiera sie na @liwosci wzycia diagonalnej macierzy
mas, dzieki czemu w kroku opisanym réwnaniem (2.58) nie ma potrzeby kosztownego
numerycznie odwracania macierzy. W réwaniach dyskretnych algorytmu jawnego
zbedne jest konstruowanie globalnej macierzy sztysghnao zmniejsza zapotrzebo-
wanie programéw komputerowych na pamiflastepna zaleta jawnego schematu cat-
kowania wzgledem czasu, zdefiniowanego rownaniami (2.58)—(2.60), jest jego nieite-
racyjny charakter, dzieki czemu nie wystepuja problemy zezriogeia rozwiazania
nieliniowego. Podstawowa wada metod jawnych jest ich warunkowa stabiirspo-
wodowane tym ograniczenie diugm kroku catkowania, co prowadzi zazwyczaj do
duzej liczby krokéw potrzebnych do rozwiazania problemu. W przypadkzyciu
modeli numerycznych zalety metod jawnych nafiej przewaaja nad ich wadami,
dzieki czemu programy oparte na jawnym catkowaniu rdwnechu chetnie sa sto-
sowane w analizie zimnych probleméw imynierskich, jak symulacja zdenzgojaz-

dow, czy symulacja ttoczenia blach.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono podstawowe sformatoe metody elemen-

téw skaczonych wykorzystywane w niniejszej pracy. Przedstawiono sformutowanie
teoretyczne zagadnienia ruchu ciata odksztalcalnego. Wprowadzono réwnania opi-
sujace zagadnienie ruchu w postaci lokalnej (silnej) i wariacyjnej (stabej). Przedsta-
wiono procedure dyskretyzacyjna prowadzaca do semidyskretnych méminhu w
metodzie elementéw skazonych. Przedstawiono podstawowe zettua elementéw
skahczonych stosowanych w niniejszej pracy do dyskretyzacji obiektow tréjwymiaro-
wych oraz powtok. Do dyskretyzacji powtok w niniejszej pracy jest stosowany ele-
ment BST posiadajacy tylko przemieszczeniowe stopnie swobody, co zapewaia du
efektywndt obliczeniowa i czyni go odpowiednim do rozwiazywaniaych zagad-

nieh. W kahcowej czé&ci rozdzialu oméwiono jawne i niejawne schematy catkowania
dyskretnych réwn@a ruchu wzgledem czasu. Szczegoélna uwage zwrdécono na cechy
schematéw jawnych, ktére sa podstawa algorytméw numerycznych stosowanych w
niniejszej pracy. Przedstawione sformulowania teoretyczne zostaly implementowane
we wilasnym programie numerycznym.
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Wstep

Aczkolwiek wyprowadzone w rozdziale 2 réwnania ruchu nie wgajazadnych za-
lozen o zwiazku konstytutywnym ok&tajacym naprzenia, analiza procesu defor-
macji ciata odksztalcalnego wymaga uzupetnienia specyfikacji ruchu takiego ciata o
odpowiednie zwiazki konstytutywne. Ogdlnie mma stwierd#i, ze zwiazki konsty-
tutywne wyraaja zalgncst miedzy odksztatceniem a napemiem, lub miedzy ich
predkdéciami. W niniejszym rozdziale przedstawione sa wybrane zwiazki konstytu-
tywne, wykorzystywane w modelowaniu zagadnraktycznych przedstawionych w
niniejszej pracy.

3.1 Zwiazki konstytutywne dla materiatu sprezystego

Model materiatu liniowo spigystego opisuje z zadowalajaca doktasicia zachowa-
nie r&nych materiatéw, w tym skat i metali, w zakresie matych odkszfatdd/iele
materiatéw, np. elastomery, zachowuje sig nieliniowo syfigie w zakresie diych
odksztatca.

Mozna wyodrebri dwie ogéine koncepcje sformutowania modeli materiatu spre-
zystego:

e model hipospraysty,
e model hiperspreysty.
Obydwa podéjcia sa réwnie wykorzystane do opisu efektéw spystych w imple-

mentowanych modelach materiatu sprgto-plastycznego.

3.1.1 Hipospragyste modele konstytutywne

Hipospraysty zwiazek konstytutywny w og6lgoi jest pewna funkcja okstajaca
zwiazek miedzy dowolna obiektywna miara preg&onaprgeniac atensorem pred-
kosci deformacjid zdefiniowanym przez réwnanie (A.23)

o= flo,d). (3.1)
Dla szerokiej klasy materiatéw hiposgsgstych mana przyjg& zalendst liniowa:
o=C:d, (3.2)

42
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gdzie C jest tensorem czwartego rzedu o sktadowych bedacychrstytzmodutami
sprezystymi.

Mozliwe sa r@ne definicje obiektywnych pochodnych namegia. Jedna z nati-
wych definicji jest pochodna stosowana w sformutowaniu modelu hippggego w
niniejszej pracy pochodna Jaumanna—Zaren]'ltryp. [18, 267])

C=0-® 0+0®. (3.3)

Stosujac pochodna Jaumanna—Zarem?tgwiqzek konstytutywny (3.2) mee byt za-
pisany jako

o=C:d. (3.4)

Dla materiatu izotropowego tensor stycznych modutéw zpsychC’ mozna wyra-
Zi€ przez state Lamégb i u

C’=A11+2ul, (3.5)

gdzieli I sa odpowiednio tensorami jednostkowymi drugiego i czwartegdu.

3.1.2 Zwiazki konstytutywne dla materiatu hipersprezystego

Materiatem hipersp@ystym jest nazywany materiat posiadajacy pewien potencjat
sprezysty, ktory jest geskria energii wewnetrznej bedaca skalarna funkcja wybra-
nych tensora odksztatcenia. Potencjat gpsgy mae by wyrazony jako funkcja ra-
nych miar odksztatcenia, np. tensora odksztalcenia Greena-LagraBgéénsora
odksztatcenia Almansiego, albo tensora gradientu defornfadpla materiatu hiper-
sprezystego napenia otrzymuje sie przezzoiczkowanie potencjatu sprgstego, w
konfiguracji przestrzennej mamy

oyY(e
o=p ‘gi ). (3.6)
a w konfiguracji materialnej
OY(E o0Q(F

Wychodzac ze zwiazkéw hipersasestych (3.6) lub (3.7) uzyskuje sie réwnanie dla

materiatu hipospigystego (3.2). Odwrotne przeksztatcenie w ogélnym przypadku
maze byt niemaliwe, poniewa nie dla wszystkich materiatéw istnieje potencjat spre-

zysty.
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3.2 Dekompozycja odksztatce sprezysto-plastycznych

W klasycznej teorii plastyczrsai postuluje sie addytywny rozktad wybranej miary
odksztatcenia spmgysto-plastycznegoamodka ciagtego. Green i Naghdi postulowali
addytywny rozktad tensora odksztatcenia Greena-Lagranga §a sggzysta i pla-
styczna

E=E®+EP. (3.8)

W modelach hiposp@ysto-plastycznych postuluje sie addytywny rozktad tensora
predkéci deformacijid

d=d°+d. (3.9)

W §lad za Lee [165] przyjmuje sie obecnie zazwyczaj,najbardziej ogélna forma
dekompozycji odksztatéespreysto-plastycznych na c&gspreysta i plastyczna jest
multyplikatywny rozktad tensora gradientu deformaciji
_dx dx oX .
F=o = oy =F P (3.10)

Z fenomenologicznego punktu widzenf&€ ! jest interpretowany jako tensor definiu-
jacy odksztatcenie zwiazane z odmaiem materiatu — wprowadza sie beznapre
niowa konfiguracje odcimona (rys. 3.1). Odksztatcenie definujace @Beigj miedzy

Rys. 3.1. Multyplikatywny rozktad tensora gradientu deformaciji.

konfiguracja odniesienia (materialna) i konfiguracja ezona jest zdefiniowane przez
plastyczny tensor deformadi®

FP=FeL1.F. (3.11)

Konfiguracja odciaona oznaczona prze%jest zdefiniowana lokalnie, tylko w pew-
nym otoczeniu rozpatrywanego punktu materialnego. Ponadto konfiguracja ta nie jest
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zdefiniowana jednoznacznie, istnieje nigskzenie wiele takich konfiguracji zdia-
cych sie miedzy soba o dowolny obrét ciata sztywnego.

3.3 Model materiatu hiposprezysto-plastycznego z anizotropia
wiasciwasci plastycznych

W programie numerycznym implementowano model materiatu dpipmysto-
plastycznego dla powtoki dyskretyzowanej elementem BST, opisanym w podrozdziale
2.6.2, z uwzglednieniem anizotropii vileiwasci plastycznych.

Model materiatu hipospmgysto-plastycznego formutuje sie zaktadajac hipaspre
sty zwiazek typu (3.2) dla csei sprgystej tensora predkei odksztatcenia i uzupet-
niajac odpowiednimi warunkami i prawami. Hipospysto-plastyczny model mate-
riatu jest zdefiniowany przez nastepujacy ogéiny uktad rGwna

e Addytywny rozktad tensora predkoi odksztalceniad postulowany roéwna-
niem (3.9).

e Hipospreyste rownanie konstytutywne (zatmno pochodna Jaumanna)
o=C:d°. (3.12)
e Warunek uplastycznienia
f(o,9) =0, (3.13)
gdzieq oznacza wektor parametréw wewnetrznych.
e Prawo plynigcia

.09(0,0)
p_ ’
d"=y—F

jesli @ = f, mamy do czynienia ze stowarzyszonym prawem ptynigcia.

(3.14)

e Prawo umocnienia
q=—vh(s,q). (3.15)
e Warunki obcigenia/odcigenia (warunki Kuhna-Tuckera)
y>0, f(0,9)<0, yf(o,9)=0 (3.16)
z warunkiem konsystentsoi

yf(o,q) =0. (3.17)
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W sformutowaniu omawianego modelu tensor preatkaleformacjid jest tazsamy
z tensoreme obliczanym z réwnania (2.39). Addytywny rozktad tensora prédko
deformaciji na cz& spreysta i plastyczna nama zapisaw postact:

& —e° 1P, (3.18)

Model jest sformutowany dla powtoki, dla ktérej przyjeto hipoteze Kirchhoffa-Love'a.
Pozwala to zalpyC, ze w kadym punkcie powioki panuje ptaski stan napggia

z trzema niezerowymi sktadowymi tensora nagmia, o = {011,022,012}". Dla
opisu deformacji powtoki przyjeto lokalny uktad wspotzednych kartagjach x =
{x1,%2,%3}", ktorego osiex; i x» leza w ptaszczyznie powtoki. Odpowiadajacy réw-
naniu (3.12) hiposp@ysty zwiazek konstytutywny

o= Ce® (3.19)

wiaze przyjeta pochodna obiektywna tensora nagmga z trzema sktadowymi czei
sprezystej tensora predkei deformacjie® = {&$,,£5,,2¢5,} 7. MacierzC jest tenso-
rem modutéw spreystych dla ptaskiego stanu napepia uwzgledniajacym zaenie
o zerowych napeniach normalnych do powierzchsriodkowej powtoki ¢33 = 0).

W modelu przyjeto anizotropowy warunek uplastycznienia Hilla z r. 1948 [111]
przy zat@eniu anizotropii normalnej. Zatono,ze w rozpatrywanych przyktadach
wiasciwasci materiatu powtoki w jej ptaszczyznie stycznej zna uzna za nieza-
lezne od kierunku, natomiast sa one znaczaamedod widciwosci w kierunku po-
przecznym (normalnym) do powierzchni powtoki. W modelu zalwo ponadto izo-
tropowe wzmocnienie z efektywnym odksztatceniem plastyczelyjako parametrem
wewnetrznym § = {eP}).

Odpowiadajace tym zaieniom kryterium Hilla ma nastepujaca pasfall]:

2R 2(1+R
f(0,8P) = \/Ufl—kagz— ].—i——R011022+ %0%2— op(e?) =0 (3.20)

R jestsrednim wspétczynnikiem Lankforda wyznaczonym wedtug wzoru

Ro+ 2R45+ Rao
4

Ry, Rys 1 Rgp sa wspoétczynnikami Lankforda dla kierunkéw oklanych katami 6,
45° i 90° wzgledem kierunku walcowania blachy. Dla materiatu izotnpgo, gdy
R= 1, warunek Hilla (3.20) jest fsamy z warunkiem Hubera-Misesa.

R— (3.21)

1w dalszej czéci podrozdziatu zostanie zastosowana notacja algebraiczna.
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Napregzenie uplastyczniajacey jest funkcja efektywnego odksztatcenia plastycz-
nego ¢P. W implementowanym modelu funkcje te @@ aproksymowaprzez:

e krzywa z liniowym umocnieniem
O’p|(§p) :GYQ—FHEp, (3.22)

gdzieH jest modutem wzmocnienia;

e krzywa potegowa Ludwika-Nadaia
o =K(go+€P)", (3.23)

gdzieK, ni & sa statymi materiatowymi;
e krzywa tamana dana przez zbikiirpunktéw(ap“,ap), i=21...,N.

Czest plastyczna prediszi odksztalcenia wyznacza sie na podstawie stowarzyszo-
nego prawa plastycznego ptyniecia

Py
& =Yg (3.24)

gdziey mnaznik plastycznego ptyniecia, ffunkcja plastyczngci okreslona réwna-
niem (3.20), przy czym spetnione sa warunki (3.16) i (3.17).

Predk&t odksztatcenia wzdfigrubdei powtoki £33 nie wehodzi bezpgrednio
do sformutowania. Mpna ja wyznaczy w zalendsci od innych sktadowych, c&e
sprezystass; ze zwiazku

£53 = —V(e111+€5,), (3.25)
a czg&t plastyczng’, z warunku niezmienriad objetosci przy plastycznym plynieciu
£hy = —(e5) +2hy). (3.26)

W symulacji ttoczenia blach nzma przyj&, ze odksztatcenia sprgste sa pomijalnie
mate w stosunku do wystepujach odksztatggastycznych i zmiane gruboi mazna
wyliczat biorac pod uwage tylko warunek statej obfgtomateriatu (elementu).

Warunek uplastycznienia sformutowany przez Hilla w 1948 r. dobrze oddaje za-
chowanie materiatu charakteryzujacego sie wspétczynnikami Lankforda wigkszymi
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od jednéci i zawodzi w przypadku matych waioi tego wspotczynnika charaktery-
stycznych np. dla aluminium. Aby usunaady warunku uplastycznienia Hill zapro-
ponowat kolejne udoskonalenia [113, 114, 115].

Jedna z trudréci w implementacji numerycznej modelu hipospysto-
plastycznego jest konieczém stosowania algorytmu catkowania nage@ zachowu-
jacego obiektywngt réwnania konstytutywnego. Uaktualnianie naggewymaga
catkowania w punkcie materialnym

thi1
Ont1=0n+ odt, (3.27)
tn

przy czym naley uwzglednt definicje odpowiedniej pochodnej obiektywnej, np.
(3.3) oraz raniczkowe réwnanie konstytutywne (3.2) dla wybranej pochodnej. Na
podstawie réwnania (3.3) pochodna materialna, ktérejayaleyc w réwnaniu (3.27)

w notacji algebraicznej wyea sie w nastepujacy sposob:

6=0-0w— 0o, (3.28)

gdzie;jest dane réwnaniem (3.19).

Istnieje wiele ranych algorytméw catkowania réwnania hipoplastycznego, ktére
w przyblizeniu lub w petni zachowuja obiektywso [84]. Gtéwnym problemem w
tych algorytmach jest catkowanie obrotu naqag[121].

Ze wzgledu na fatwa uaktualniania napmeh w sformutowaniu modelu
hiposprgysto-plastycznego dla elementu powtokowego wygodnie jest @rayspor-
obrotowy (korotacyjny) uktad wsp6trzedny, obracajacy sie zgodnie ze spineRo-
chodna Jaumannejljest réwnowana pochodnej wzgledem czasu we wsp6trzednych
korotacyjnycher, por. [271]. Wobec tego catkowanie hipospystego réwnania
konstytutywnego w uktadzie korotacyjnym @byc przeprowadzone w uproszczony
sposob:

tn 1
Oy = OR, + / " ordt (3.29)
th

gdzie wszystkie wielksci sa wyraone w uktadzie korotacyjnym. Stosujac w réwna-
niu (3.29) metode punktérodkowego, napeenia prébne w spaystym predyktorze
otrzymuje sie z nastepujacej zafesci:

ORet; = OR, + (C&) g o . (3.30)
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Naprezenia prébne uzyskuje sig, zaktadajae, przyrost odksztatcenia ma charakter
sprezysty. Dla tak otrzymanych napreéh prébnych sprawdza sie warunek plastyczno-
ci

f(oR:,.ER) <0 (3.31)

biorac funkcje plastyczrazi f dana réwnaniem (3.20). Slewarunek (3.31) jest spet-
niony przyjmuje sie

ORni1 = ORy » (332

w przeciwnym wypadku stosuje sie do fazy plastycznego korektora, w ktérym sprowa-
dza sie napenia na powierzchnie plastycau. W implementowanym algorytmie
wykorzystano procedure powrotu na powierzchnig plastysandla ptaskiego stanu
naprgenia rozwinieta w [268].

3.4 Model materiatu hipersprezysto-plastycznego

Ktopotliwego catkowania napegh mozna unikng w modelu spreysto-plastycznym
zaktadajac wystepowanie hiperspystdsci.  Algorytm numeryczny dla modelu
hipersprgysto-plastycznego implementowany dla elementéw brytowych, przedsta-
wionych w podrozdziale 2.6.1, jest oparty na sformutowaniu przedstawionym w
[87, 88, 90, 89]. Sformutowanie to urnliwia analize daych sprgysto-plastycznych
odksztatc@ materiatu izotropowego przy zaeniu, ze cz&t spreysta odksztatde

jest mata, co jest w petni uzasadnione dla metali. Algorytm numeryczny zostat imple-
mentowany w postaci opracowanej w [87] dla materialéw ze wzmocnieniem liniowym
i nieliniowym danym analitycznie oraz rozszerzony przez autora dla krzywej umochie-
nia danej przez zbiér punktéw.

W opisie duzych odksztatde spreysto-plastycznych w modelu zaktada sie multy-
plikatywny rozktad tensora gradientu deformaEjna cz&t sprezysta F € i plastyczna
FP, dany réwnaniem (3.10), wprowadzajacy beznagm®wa konfiguracje psred-
nia. Podstawowe zwiazki modelu definiuje sie w konfiguracgrpdniej, a nastepnie
transformuje sie je do konfiguracji odksztatconej lub oryginalne;j.

W konfiguracji péredniej, analogicznie do rowndgA.12) i (A.13), definiuje sig
odpowiednie tensory odksztatceni’, E°iE

E° = 1(Cc-1), gdzie C=F°® .F®, (3.33)
EP = 1(1-b""), gdzie B° = FP .FP", (3.34)
E = LC-b") (3.35)
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spetniajace addytywna zaledst
E = E°+ E". (3.36)

Stosujac do tensoréw®, EP i E operacjgpull-backz konfiguraciji péredniej na konfi-
guracje oryginalna otrzymuije sie odpowiednie tensory Greena-Lagrange’aysiyre
plastyczny i catkowity

EP=1(CP—1), gdzie CP=F° FP, (3.37)
E®=1(C—CP), gdzie C=F' F, (3.38)
E=3(C-1), (3.39)

spetniajace zalnast

E=E®+EP. (3.40)

Z kolei operacjgush-forwardha konfiguracje odksztatcona, zastosowana do tensorow
E°®, EPi E, daje odpowiednie tensory Almansiego: sqysty, plastyczny i catkowity
e®=1(1-b%"), gdzie b* =F° .F®' (3.41)
eP=1b°"—bY), gdzie b 1=FT.F 1 (3.42)
—1-p7Y, (3.43)

réwniez zwiazane addytywna zaledscia
e=e+eP. (3.44)

Zwiazki addytywne zachodza réwiiella odpowiednich tensoréw predia odksztat-
cenia w konfiguracji oryginalnej, oedniej i odksztatconej:

E = E°+EP, (3.45)
D = D°+DP, (3.46)
d — d°+dP. (3.47)

Tensory predksci odksztatcenia w konfiguracji oryginalnd, E® EP uzyskuje sie
jako pochodne materialne tensoréw Greena-Lagrandge'&®, EP. W konfiguraciji
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posredniej i odksztatconej tensol), D° i D orazd, d® i dP uzyskuje sie poprzez
zastosowanie pochodnej Lie do tensoréw odksztalc&niB®i EP oraze, e®i eP:

5:$v(5)7 EGZXU(ETG)’ D—p:DfU(E_‘p)’ (3.48)
d=Y%e), d®=%,(e%), d°=%,(eP). (3.49)

Zwiazki kinematyczne dla odksztafte predk&ci odksztatce na dowolnej z trzech
rozpatrywanych konfiguracji moga bydefiniowane na tej konfiguraciji lubzeizy-
skane przez odpowiednia operapjdl backlub push forward zastosowana do zwiaz-
kéw kinematycznych, wyprowadzonych dla jednej z dwéch pozostatych konfiguracii.

Podstawowe zalmdsci konstytutywne réwnie formutuje sie w konfiguracji po-
Sredniej [87, 88]. Postuluje sig istnienie funkcji energii swobodhej

W =¢°(E®) +¥P(Q), (3.50)

gdzie i gP sa cz@ciami sprgysta i plastyczna energii swobodnej,(iajest to
zbior odpowiednich parametrow wewnetrznych. Wprowadza sig potencjat plastycz-

nego plynieciaG(S(E®),Q) oraz warunek plastyczsa F (S(E®),Q). Na podstawie
nierbwndsci Clausiusa-Duhema

S:D-¥>0 (3.51)
mazna otrzyma wyrazenie na napzenia analogiczne do réwnania (3.7):

— OU%(E®

W og6inym przypadku postuluje sie niestowarzyszone prawo ptyniecia w postaci

0G
P =ioe (3.53)

Model uzupetniony jest poprzez warunki obrémia-odcigenia oraz prawo ewolucii

parametréw wewnetrznych.

Wszystkie zalencsci konstytutywne mzna przetransformovéado konfiguracii
oryginalnej lub odksztatconej [87], w szczeg&aofunkcje energii swobodnej mana
wyrazic w konfiguracji odksztatlconej jako

W=y ) +yP(q,b° ), (3.54)
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gdzie g to odpowiednie zmienne Wewnetrznebé’f1 jest lewym tensorem Fingera
danym réwnaniem (3.4%) Dla funkcji energii swobodnej w postaci (3.54) otrzymuje
sie wyrazenie na tensor naprenia Kirchhoffa

oYe(e,b )

56 (3.55)

T=po

Do konfiguracji odksztalconej nzoa przetransformoveapotencjat plastyczny(g [
funkcje plastycznego ptynieci&

(5.Q) =9(r,0.b° ), (3.56)

(5.Q) = f(z,q,6° ). (357)
Prawo plastycznego ptynigcia w konfiguracji odksztatlconej ma nastepujacg posta

. dg
dP = y—=2 . 3.58
e (3.58)
Kompletny opis modelu konstytutywnego jest zawarty w [87F ahszerne oméwie-

nie jest zamieszczone w [88, 90].

Uproszczenie modelu dla matych odksztateprgystych

Dla matych odksztatdespreystych sprysty tensor Fingerlae*1 jest w przyblzeniu
réwny tensorowi jednostkowemu, dlatego ma go op8cic w rownaniach (3.54)—
(3.57). Uktad réwna definiujacych uproszczony model w konfiguracji odksztatconej
jest nastepujacy:

e addytywna dekompozycja tensora Almansiego

e—=e®tel, (3.59)
o funkcja energii swobodnej
¥ =% +vP(a), (3.60)
e hipersprgyste réwnanie konstytutywne
0y°(e®)
T= P05y (3.61)

e warunek plastyczr&zi
f(z,9) =0, (3.62)
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e stowarzyszone prawo plastycznego plyniecia
df(z,q)

P_ P_ s

d"=%,e’ =y o (3.63)
e prawo umocnienia

qu = —}'/h(T,C]), (364)
e warunki obcigenia/odcigenia

y>0, f(s,9)<0. yf(o,q)=0. (3.65)

W modelu hiperspystym nie ma potrzeby potugiwania siezniczkowa postacia
zwiazku konstytutywnego, a wiec obiektywsigest zapewniona automatycznie.

Dzieki temu,ze odksztatcenia sprgste sa mate, funkcje spmgstej energii swo-
bodnej przyjeto w postaci

Ye=Atr(e®)?+pu(e®: e®) (3.66)

gdzieA i u sa statymi Lamégo. Przy tej postaci potencjatu spsgego tensor napreh
Kirchhoffa t otrzymuje sig z nastepujacej zat@sci

T= 01gieee) = A tr(e®) +2u e (3.67)

Zalozono warunek uplastycznienia Hubera-Misesa z izotropowym wzmochnieniem

(@={e"}):

f(2,8%) = /3dev(r) : dev(r) — 0 (&P) = O, (3.68)

gdzie eP jest efektywnym odksztatceniem plastycznym. Model impletowano z
trzema alternatywnymi krzywymi umocnienia, (i) z krzywa z umocnienieniem linio-
wym dana réwnaniem (3.22), (ii) z krzywa z umocnieniem nieliniowym dana réwna-
niem (3.23) i (iii) z krzywa zdefiniowana przez zbior punktéw.

Czgt plastyczna energii swobodngf dana jest réwnaniem

yP= 1H(eP)? (3.69)
dla krzywej umocnienia danej rownaniem (3.22) lub réwnaniem

K

YP = m(a+ )", (3.70)

jesli krzywa umocnienia dana jest réwnaniem (3.23).
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Implementacja numeryczna modelu

Algorytm numeryczny dla przedstawionego sformutowania modelu konstytutywnego
wyznacza napzenia i uaktualnia wszystkie zmienne dla przyrostowej zmiany konfi-
guracji odksztatconej o@" w chwili t, do Q"1 w chwili t,.1. W konfiguracjiQ",
zdefiniowanej przez tensor deformadji, znane sa zmienne definiujace stan odksztat-
cenia bﬁfl i gn. ZNajomat rezystego tensora Fingebfﬁ1 wystarczy do zdefinio-
wania sprgystej cz&ci odksztatcenia danej rozktadem multyplikatywnym (3.10). W
wyniku rozwiazania réwnania ruchu otrzymuje sie przyrostowe pole przemigszcze
Au. Celem algorytmu jest wyznaczenie nowego tensora defornfriacji oraz uaktu-
anienie zmlennycrbe i g, co pozwoli wyznacz§ naprgenia w nowej konfiguraciji
Qnit -

Pde przyrostowych przemieszdzéu pozwala wyznaczy gradient deformaciy’
dla odksztatcenia przyrostowego

f=I+0-Du, (3.71)

ktéry z kolei umaliwia wyznaczenie tensora gradientu deformdgji.; dla nowe;j
konfiguracji Q"1

Fria= f F. (3.72)

Algorytm numeryczny uaktualnienia zmiennych stanu dla nowej konfiguracji skltada
sie z dwdch etapow — sprgstego predyktora i plastycznego korektora. Na etapie spre-
zystego predyktora zaktada sige plastyczne deformacje sa zamwooe, tzn. tensor
gradientu deformacji plastycznej sig nie zmierﬁél(f = F}). Przy liczeniu prébnego
tensora gradientu deformacji sgaseste; F’en 1 korzysta sie z nastepujacej zateSci

FoR = Foya - (FEHTR)_l = fFo- (F) "= [ F} (3.73)

otrzymanej z rbwnania opisujacego rozktad multyplikatywny tensora gradientu defor-
magcji (3.10). Wyraenie (3.73) wykorzystuje sie do wyznaczenia prébnegozgpre
stego tensora Fingera:

e—1 TR

b =T b (3.74)

a nastepnie prébnego spystego tensora Almansiego

TR
eﬁ+1TR— 5 ( benj-l ) s (375)
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co pozwala policz§ probne napriaaniarﬁfl z rébwnania (3.67).

Rzeczywiste napmenia wyznacza sie w drugim etapie algorytmu numerycznego,
plastycznym korektorze. Warunek plastycgaiof < O jest sprawdzony i przeprowa-
dza sige korekcje f@i f > 0. Ostateczna ward sprgystego tensora Fingera wyznacza
sie z zalendsci [87, 88]:

1 T

_ R
il t= b1 +2A mnyg. (3.76)

Czilon 2A n,. 1 jest obliczany korzystajac z niejawnego algorytmu. Po ablidu rze-
czywistej wartéci sprgystego tensora Fingels H*l wyznacza sig ostateczna war-
toSC sprezystego tensora Almansiego

e, =1 (1 - begjl) (3.77)

oraz naprgeniatn, 1 z rownania (3.67).

3.5 Modele konstytutywne dla polimerow

W niniejszej pracy analizowane jest ksztattowanie opakomnfalachy stalowej pokry-

tej powtoka polimeru. Jako polimer stosuje sie PET, czyli poli(tereftalan etylenu). W
celu wiasciwej reprezentacji whkciwaosci materiatu implementowano specjalne mo-
dele spreysto-lepkoplastyczne przeznaczone do modelowania polimerow.

Rysunek 3.2 przedstawia slwiadczalne krzywe naprenie—odksztatcenie dla jed-
noosiowegdciskania PET dla mhych predkéci odksztatcenia przy statej temperatu-
rze 25C, zaczerpnigete z [69]. Widoczny jest wptyw predkicodksztatcenia na wia-
Sciwasci mechaniczne PET. Wdaiwasci mechaniczne polimeréw silnie zageréw-
niez od temperatury i énienia (czgci kulistej tensora napzenia) [292]. W niniejszej
pracy zat@ono,ze zmiany temperatury w badanych procesach odksztatcenia sa sto-
sunkowo niewielkie i temperatura jest traktowana jako zadany parametr.

PET jest semikrystalicznym polimerem o strukturzezplaej z frakcji amorficznej
i krystalicznej. Wtasnsci polimeru zalea od stopnia krystalizacji. Wptyw tempera-
tury uwidacznia sie w przypadku polimeru amorficznego zwlaszcza przy przekracza-
niu temperatury zeszklenia. Temperatura zeszklenia rozpatrywanego polimeru, amor-
ficznego PET, wynosi ok. 8C. Temperatura zeszklenia nie jest stata, zal®.in.
od cinienia hydrostatycznego. Procesy ksztattowania opakavidachy powlekanej
polimerem sa projektowane w ten sposéb, by proces odbywat sie dla polimeru w stanie
amorficznym poriej temperatury zeszklenia.

Krzywe &ciskania, przedstawione narys. 3.2, sa typowe dla polimeru amorficznego
ponizej temperatury zeszklenia. Krzywe te posiadaja wyrazna granice plaségtzno
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natychmiastowym ostabieniem, nastepnie wystepuje zakres stabilnego ptyniecia oraz
umocnienia materiatu, zwiazany z uporzadkowanientdghdéw czasteczek polimeru

wzdtuz kierunku obciaenia.
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Rys. 3.2. Déwiadczalne krzywe naprenie—odksztatcenie dla jednoosiowégiskania PET
w temperaturze 2%, wedtug [69].

Istnieje wiele ranorodnych modeli konstytutywnych dla polimeréw opartych na
podepciu fenomenologicznym lub mikromechanicznym. Do najbardziej popularnych
modeli fenomenologicznych nalg modele zaproponowane przez Boyce i in. [36],
Arrude i Boyce [10], Arrude i in. [11]5cisliwy model Leonova zaproponowany przez
Tervoorta [280], oraz model sformutowany przez Bergstroma i Boyce [29]. W ninigj-
szej pracy zastosowano model Arrudy-Boyce [10] &rei&liwy model Leonova [280].

3.5.1 Model Arrudy-Boyce

Ztozone widciwasci sprgysto-lepko-plastyczne polimeréw reprezentuje sie przez
réznorodne ztaone modele reologiczne, przedstawiane jako szeregowe i réwnole-
gte potaczenia spmyn i tumikéw. Schemat reologiczny odpowiadajacy modelowi
Arrudy-Boyce jest przedstawiony na rys. 3.3. Zbudowany jest on przez szeregowe
potaczenie sp@yny (e), reprezentujacej zachowanie gyste, i elementu Kelvina-
Voigta (p), reprezentujacego wtasud reologiczne (plastyczne).

Opis dwych odksztatce niesprgystych wykorzystuje multyplikatywny rozktad
(3.10) tensora gradientu deformagjina cz&C sprezysta F € i plastycznaFP.

Tensor napregenia Cauchy’egeo jest wyznaczany z nastepujacej zalesci:

1 2UPE®+ A%r[E9I), (3.78)

gdzie J€ = det[F€|, u®i A€ sa statymi Lamégo, & © jest tensorem odksztatcenia
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Rys. 3.3. Schemat reologiczny modelu Arrudy-Boyce.

Hencky’ego, obliczanym przy wykorzystaniu rozktadu (3.10)

V€ jest lewym tensorem rozciagniecia, otrzymanym przez eazklolarny tensord €,
por. réwnanie (A.6):

F®=R®.U®=V®.R°®. (3.80)
Czest plastyczna tensora predi@ deformacii jest dana nastepujacym réwnaniem:

yp

d® = T devlo’], (3.81)

gdzier jest zastepczym napreniem,

T = \/dev[o*] : dev[o*], (3.82)
o* jest naprgeniem sterujacym plastycznym ptynieciem:
a*:a—J—leFe.ap.FeT, (3.83)

gdzieo® jest naprgeniem w sprgynie modelujacej umocnienie materiatu. Prestko
plastycznego ptyniecia

—AE* T \%6
ka6 (1_<s+app> )] 589

AE* — energia aktywacji plastycznego ptynigcia dla stanu bezaapiowego,yo —
mnoznik predkéci plastycznego ptyniecia, — parametr wraliwosci na cénienie,p

yP = yoexp
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— ciSnienie s— wytrzymat&t nascinanie kg — stata Boltzmannaj — temperature bez-
wzgledna. Ostabienie po uplastycznieniu jest uwzglednione przez przyjecie rownania
ewolucji dla wytrzymat&ci naScinanies

é,:h(l—i) P, s0) =%, (3.85)

So — poczatkowa wytrzymahd nascinanie sss— kohcowa wytrzymatét nascinanieh

— modut ostabienia. Napzenia reprezentujace opér materiatu w wyniku umocnienia
przy duwzych odksztatceniach sa wyznaczane przy zastosowaniu modelu nieliniowe;j
sprezystécei dla elastomeréw [36, 10]:

o = udeVB®|, (3.86)
gdzie:
BP — FP. FpT (3.87)

U jest modutem sp@ystdsci nieliniowej obliczanym z nastepujacego réwnania

A . [ AP
u—m(ﬁ)L 1(I>’ (3.88)

gdzie ur i AL sa statymi materiatowymigir ma charakter modutu, & jest pewnym
charakterystycznym wydieniem zwanym blokujacymafg. locking), AP jest efek-
tywnym (zastepczym) wydaeniem

AP = \/tr[B"]/3, (3.89)

aL(x) jest funkcja Langevina dana przez
1
L(x) = coth(x) — ok (3.90)

3.5.2 Modelsciliwy Leonova

Uogolnionyscisliwy model Leonova jest zbudowany z pewnej liczby elementéw Ma-
xwella potaczonych réwnolegle (rys. 3.4). Zostat on zaproponowany w [280] przez
Tervoorta, ktory rozdzielit napmenie w elemencie Maxwella nasciienie i cz&¢ de-
wiatorowa. Taki element zostat przez niego nazwany ,elementem Leonova”, a caly
model scisliwym modelem Leonova. Wzmocnienie odksztatlceniowe materiatu jest
reprezentowane przez nieliniowa spyae réwnolegta do elementéw Leonova (rys.
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Rys. 3.4. Schemat reologiczny modétisliwego Leonova: a) z trzema elementami Leonova,
b) z jednym elementem Leonova.

3.4). Uogdlniony model Leonova mewymaga& wyznaczenia wielu parametréw w
zaleznasci od liczby zastosowanych elementéw Leonova. W wielu przypadkach wy-
starczy ayc jednego elementu Leonova z réwnolegta nieliniowa zgng reprezentu-
jaca wzmocnienie odksztatceniowe (rys. 3.4b). W takim przypadku tensorzeaise
Cauchy’egos mozna podziefi na naprgenie w elemencie Leonowe i naprgenie
reprezentujace wzmocnienie materiafti

o=0"+o" (3.91)

Do obliczenia napreenia reprezentujacego wzmocnienie materiahzmaostosowg,
podobnie jak w przypadku modelu Arrudy-Boyce, model wykorzystujacy funkcje
Langevina. Napreenie w elemencie Leonowe jest rozicone z kolei na cZ&g spo-
wodowana odksztatceniem objétiowyme” oraz cz&t dewiatorowas

ot =0'+0 (3.92)

Dewiator naprgeniac 9 jest naprgeniem sterujacym plynieciem plastycznym, ktére
jest opisane za pomoca hieniutonowskiego prawa

1
p_ — _d
d” = 2n o (3.93)
z lepkdscian obliczana wedtug réwnania
n = AroLed/T0) (3.94)

0sinh(req/ro) ’

gdzie 1 jest stata materialowa o charakterze napng, aTeqjest naprgeniem za-
stepczym
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ZmiennaA jest obliczana z nastepujacego rownania:
A= Aoexp[— + EP_ D] , (3.96)
gdzieAg jest stata materialow#H — energia aktywacjiR— uniwersalna stata gazowa,

6 — absolutna temperaturp,— ciSnieniem,u — parametrem wiiwosci na cénienie,
D — parametrem ostabienia, ktérego zmiany Slaeastepujace réwnanie ewoluciji

: D
D=h (1— D—> Vo (3.97)

gdzie h jest modutem ostabieni®., — wartdscia graniczna parametru ostabierjg;-
efektywna predkécia plastycznego plyniecia.

Podsumowanie

W tym rozdziale przestawiono sformutowania modeli konsiyutych materiatow
implementowanych przez autora w programie numerycznym i wykorzystywanych w
modelowaniu zagadniepraktycznych. W pracy rozpatrywane sa zagadnienia od-
ksztatcania metali, polimeréw oraz skat. Przedstawione modele konstytutywne dla
osrodka ciagtego moga bystosowane do opisu matych deformacji skat w zakresie
sprezystym oraz daych deformacji metali i polimeréw w zakresie spystym i nie-
spregystym. W modelowaniu skat gtéwny nacisk w tej pracy oo na wykorzy-
stanie modelowania dyskretnego, dlatego nie wprowadzono zaawansowanych modeli
konstytutywnych dla skat.

Na poczatku rozdzialtu oméwiono zasady tworzenia modelizgstgch w oparciu
o zal@enie hipo- i hipersp@ystdci. Obydwie koncepcje sa nastepnie wykorzystane
w sformutowaniu modeli sp@ysto-plastycznych. Zakenie hipospreystdsci wyko-
rzystano w sformutowaniu modelu dla Zch odksztatce spreysto-plastycznych
metali, szczegblnie ksztattowanych blach. Model implementowano dla powtok dys-
kretyzowanych elementami BST. W modelu uwzgledniono anizotropie normalna dla
odksztatca plastycznych. Hiperspzgstdt zatwono w sformutowaniu modelu dla
duzych odksztatde spreysto-plastycznych metali. W opisie kinematykizgah od-
ksztatcé wykorzystano multyplikatywny rozklad tensora gradientu deformacji. Po-
stet funkcji spreystej energii swobodnej przyjeto zaktadajae,czé&t spreysta od-
ksztatcé jest mata, co jest w petni uzasadnione dla metali.

W kohcowej cz&ci rozdziatu przedstawiono sformutowania dwoch znanych z li-
teratury modeli spigysto-lepkoplastycznych dla polimeréw, modelu Arrudy-Boyce i
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scisliwego modelu Leonova. Modele dobrze reprezentujdeiecsci reologiczne po-
limeréw amorficznych pouaej temperatury zeszklenia. Beda one wykorzystywane do
modelowania powtoki polimerowej blachy, nowoczesnego materialu stosowanego w
przemysle opakowa produktéw spaywczych.

Poprawn&t implementaciji i dziatania opisanych modeli konstytutywnych zostana
pokazane w przyktadach zamieszczonych w nastepnych rozdziatach niniejszej pracy.



4. Ruch uktadu ciat odksztatcalnych
w zagadnieniu kontaktowym

Wstep

W wielu praktycznych zastosowaniach modelowanie warunk@edowych wymaga
uzglednienia warunkéw kontaktu. Warunki kontaktu sa dodatkowymi wiezami w
zagadnieniu ruchu ciata odksztatcalnego. Zagadnienia kontaktowe sa w dalszym
ciagu istotnym przedmiotem batlazaréwno w dziedzinie sformutoviateoretycz-

nych [265], jak i w dziedzinie numerycznych algorytmoéw [159, 302]. Celem obec-
nych prac badawczych nad zagadnieniami kontaktowymi jest formutowanie zaawan-
sowanych modeli kontaktu uwzgledniajacyctemérodne zjawiska fizyczne, jak tar-

cie, smarowanie, zycie, generacja i wymiana ciepta, czy kohezja. Uwzglednienie
fizycznej natury zjawisk w kontakcie prowadzi do modelowania kontaktu na poziomie
mikroskopowym [272].

W niniejszej pracy sformutowano algorytm kontaktu pozwalajacy badane
przypadki kontaktu, wystepujace w zintegrowanym modelu metody elementdw sko
czonych i metody elementéw dyskretnych. W zagadnieniu kontaktowym ukfadu ciat
odksztatcalnych rozpatrywany bedzie kontakt z tarciem. W metodzie elementow dys-
kretnych rozpatrywane beda bardziejzdoe modele kontaktu, uwzgledniajace kohe-
zje, generacje i wymiang ciepta orazzyuie.

W niniejszym rozdziale przedstawione uprzednio sformutowanie metody elemen-
tow skaczonych zostanie rozszerzone na zagadnienie kontaktowe. Rozdziat zawiera
sformutowanie teoretyczne ciagtego zagadnienia kontaktowego, jego dyskretyzacije
oraz implementacje w rozwijanym programie numerycznym.

4.1 Sformutowanie zagadnienia kontaktowego z tarciem

Rozpatrujemy uktad sktadajacy sie z dwdchdksztatcalnych cia3b i 22, ktore
moga sie ze soba kontakto®A (rys. 4.1). Ciata podlegaja odksztatceniu w przedziale
czasu[0,T]. Kazde z dwdch cialZ®, a = 1,2, zajmuje w chwilit € [0, T] obszar
Q@ v przestrzeni euklidesowdj™d, gdziensg = 2 lub 3. Q@ jest domknieciem

1Dla uproszczenia ograniczam rozzeaia do uktadu dwoch ciat. Zagadnienieana tatwo uogoélri
na kontakt wielu ciat.

2W prezentowanym sformutowaniu nie bedzie rozpatrywane zagadnienie tzw. autokontaktu, w kté-
rym kontakt zachodzi miedzy dwiemazrdymi strefami brzegu tego samego ciata.

62
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Rys. 4.1. Uktad potencjalnie kontaktujacych sie ciat odksztatcalnych.

zbioru otwartegdQ (@, ktérego brze@Q@! oznaczymy przef (@t

Q@Et—@tyr@  a—12 (4.1)

Zaklada sig,ze w kadym punkcie brzegu ciald®, a = 1,2, mazna zdefiniowa
jednoznacznie jednostkowy wektor normalny do brzegu, skierowany na zewffitrz

Pdozenie dowolnego punktu materialnego cia#®, a = 1,2, rozpatrywane w
inercyjnym kartezjaskim uktadzie odniesienia w konfiguracji materialnej, jest okre-
slone przez wektax(®, potazenie punktu materialnego w konfiguracji odksztatconej
jest dane wektorem'®, a jego przemieszczenie — wektoren?

u®x@ 1) = x@x@ 1) —x@ (4.2)
Zaktada sieze w poczatkowej chwili = 0 ciata\V) i 22 sa roztaczne
QWOnQRO— g, (4.3)

Kontakt mechaniczny zachodzi, gdy dwa ciata fizycznie oddziatywuja poprzez swoje
powierzchnie brzegowe. Oznacza te,zachodzi

rL=rnret.Lo. (4.4)

Wspolna czgt brzegéw dwdch ciaf! jest zwana powierzchnia kontaktu. Na gde
pozostatego brzegh®!\ I't, a = 1,2, wyrénimy czét ", na ktérej sa zadane
przemieszczenia Wéa)t, podlegajace zadanym obze&niom. Podsumowujac, brzeg
(@t sktada sie z c&g M, r@tirt

r(a)t — r_L(la)t U Fé_a)t U Fé . (45)
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Zaktada sie ponadtae czéci brzegu Sa)t, I'((f‘)t i [l sa roztaczne

R Ar =@ art=r@nrt=o. (4.6)

Powierzchnia kontaktu zazwyczaj nie jest znangriori — strefa kontaktu musi
byc znaleziona w kadej konfiguracji odksztatconej. Do badania kontaktu wygodne
jest wprowadzenie funkcfi okreslajacej odstep miedzy dwoma ciatami mierzony od
okreslonego punktu na powierzchni jednego z ciat

g(x®) = (x¥ _ 2. @ (52 47)
gdziex™ e Wt

x@er@: |x®_x@| = min [|xM-x@. (4.8)
X@er@p

Definicja (4.8) okréla, ze punktx® jest punktem najbli§ potozonym od rozpatry-
wanego punktu (Y spdsrod wszystkich punktéw powierzchRi?t. Tak zdefiniowana
funkcja musi by nieujemna

gx®)>0 dla x® er@t (4.9)
w tym dla strefy kontaktu

gxM) =0 dla xWert, (4.10)
a poza obszarem kontaktu

gxM >0 da xMer®t_rt, (4.11)

W sformutowaniu ciagtym problemu kontaktu wystarczy ogranicggnetracje punk-
tow naleacych do brzegu jednego z ciat przez powierzchnie brzegowa drugiego ciata,
dlatego nie jest konieczne definiowanie funiggi ().

Ograniczenia kontaktowe dotycza réwnieddziatywania kontaktujacych sie ciat.
Oddziatywaniet jednego z ciat na drugie maoa roztayt na dwie sktadowe — nor-
malnaty i stycznats do powierzchni styku

te=tn+ts=tn'Y +1s. (4.12)

W standardowym sformutowaniu zagadnienia kontaktowego nie uwzgledniajacym sit
adhezji (lub kohezji) oddziatywanie w kierunku normalnym do powierzchni styku ma
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charakter nacisku. Przy przyjetym zwrocie wektora normalnego @@anacisku jest
niedodatnia w obszarze kontaktu

ty<0 dla xPer! (4.13)

i znika poza obszarem kontaktu

th=0 da x®er®-_rt. (4.14)

Ograniczenia dla funkcji odstepu miedzy ciatami i oddziatywania w kierunku nor-
malnym mana zebra w nastgpujacej postaci [159, 302]:

Warunki (4.15) sa znane jako warunki Kuhna-Tuckera dla kontaktu w kierunku nor-
malnym.

Oddziatywanie kontaktowe w kierunku stycznyry) powodowane tarciem, prze-
ciwdziata palizgowi charakteryzowanemu przez wzgledna prédker punkcie
styku vs. Przyjmujacg =0 i g = 0 predk&t pcslizgu w punkciex® pokrywajacym
sie z punktemx (V) jest dana réwnaniem

vs=0?(x@) - (xD)y. (4.16)

Zagadnienie tarcia mzma sformutowa analogicznie do zagadnienia plastyczno-
Sci z niestowarzyszonym prawem plyniecia [188]. Przy zahym modelu tar-
cia Coulomba zagadnienie tarcia mma opisa przez nastepujacy uktad réwma
[160, 159, 265, 302]:

e funkcja p&lizgu

¢ =||ts|| — H|tnl, (4.17)
gdzieu oznacza wspétczynnik tarcia Coulomba,
e prawo palizgu

Is

ve— A
° || 2s]|

(4.18)

e warunki Kuhna-Tuckera okstajace warunki pglizgu, przylegania i wzajemnego
wykluczania sie przylegania i gbizgu

$<0, A>0, ¢A=0. (4.19)
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Sformutowanie lokalne zagadnienia brzegowo-poczatkowego dla uktadu dwéch
kontaktujacych sie ciat odksztatcalnych®, a = 1,2, dane jest przez uktad rowna
(2.6)-(2.10), zapisanych dla uktadu dwdch ciat, uzupetniony o warunki kontaktu dane
réwnaniami (4.15), (4.17)—(4.19):

p@(X@ 1)3(x@ t) = p@(x@),  x@ Q@0 te(oT],

0.¢@ +p(a)b(a) =p@q@ x@ Q@ te[0,T],
n@ . o@ = @ @ er@®  tefoT),
u® = @ x@er@ . teloT),
u@ — uéa)7 @ — véa)7 X® Q@0 o, (4.20)
g>0, t,<0, t,g=0, xMert, te[0,T],
—A ”55” , xMert, te[0,T],
¢=|Itsll—u|tn|§0, xWery,  teloT],
A>0, ¢A=0, x®ert, te[0,T].

4.2 Zasada prac przygotowanych dla zagadnienia kontaktowego

Sformutowanie wariacyjne réwnowae problemowi danemu uktadem réwnanie-
réwndasci (4.20) ma postadwaéch sprzeonych nieréwnsci wariacyjnych [279]. Gdy
znana jest powierzchnia kontakftfi mozna napisaréwnanie wariacyjne, wyezajace
zasade prac przygotowanych dla uktadu dwéch ciat odksztatcalnych, z uwzglednie-
niem pracy przygotowanej oddziatywania kontaktow@y. [159, 302]:

(/fo @0 + a<>:5e<a>dg—/ fob(a)-éu(a)dQ—/ §<a>-5u<a>dr>
Q@ Q@ r(sat

- Zl</ré 1@ 5@ dr) —o0, (4.21)

a=

oW,

gdziet%a), a= 1,2, sa intensywn&iami oddziatywania kontaktowego spetniajacymi

warunki kontaktowe, @u®, a= 1,2, sa wirtualnymi przemieszczeniami spetniaja-
cymi przemieszczeniowe warunki brzegowe.

Ostatni czton w réwnaniu (4.21), wyzajacy prace wirtualna sit kontaktu, mea
przeksztatl@d w nastepujacy sposob [159]:
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2 .
MW = — Z(/ t(ca)~5u(a)dl'> - —/ 1Y 5udr — [ £2. 5u@dr
a1 r rt r

_/rétgl). [514(1) (x(1)> _ou®? (5(2)(x(1))>} dar
- _ /r (tn 09+ tsOus)dr . (4.22)

Réwnanie (4.21) wraz z dotaczonymi warunkami kontaktowymi jest wygodna pod-
stawa matematyczna dla budowania algorytméw numerycznych do analizy zagadnie-
nia kontaktowego.

4.3 Dyskretyzacja przestrzenna zagadnienia kontaktowego

Whprowadzajac dyskretyzacje przestrzenna obsz&8&hi Q@ zgodnie z réwnaniami
(2.15) i (2.16), aproksymuje sie powierzchnie brzegowe kontaktujacych sie ciat przez
zbiér elementow skitczonych, ktére moga iBykrawedziemi lulscianami elementéw
skahczonych dyskretyzujacych wnetrze ciat:

n®
F@— re. (4.23)
e=1

gdziel @ jest aproksymacja powierzchiit?, a—= 1,2, z&n{ jest liczba element6w

uzytych w aproksymacji. Powierzchnia ciata jest interpolowana za pomoca standardo-
wych funkcji ksztattu

Nns

x@ = lei (x(a))xi(a), x@ e Féa), (4.24)
i=

gdziel'éa) jest powierzchnia pewnego elementu dyskretyzujacegaiir#e, a = 1,2,

xi(a) to wspotrzedne weztdw definiujacych elementiskamny, N; — funkcje ksztattu,

Nhs jest liczba weztéw definiujacych element skaony. W algorytmie implemen-
towanym w niniejszej pracy powierzchnie kontaktowe sa aproksymowane trojkatami
lub czworokatami, a w zagadnieniach dwuwymiarowych dwuweztowymi segmentami
liniowymi.

W sformutowaniu dyskretnym warunki kontaktowe olee sie nieraz dla po-
wierzchni aproksymowanych [160]. Naj&gej jednak warunki kontaktowe sa okre-
Slone tylko dla weztéw, co pozwala unikingatkowania po powierzchni kontaktu. Po-
dejscie to jest wykorzystywane w niniejszej pracy. adadczenie pokazujee przy
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odpowiednio gestej dyskretyzacji jest ono wystarczajaco doktadne. Kontaldlakre
sie badajac pofenie weztéw dyskretyzujacych jedna z powierzchni wzgledem aprok-
symaciji drugiej powierzchni. W tym kontsgie funkcja odstepu/penetracji (4.7) jest
zdefiniowana dla danego wgzhél)

g(xgl)) _ (xgl)_;(Z)).n(Z)(f(Z))’ (4.25)

gdziext € 9 oraz

¥@er@: | xP-x@)= min [z -x@||, (4.26)
x@er@

gdzie@ jest skaczonym zbiorem punktoéw dyskretyzujacych powierzchHig, a
x@ jest najblzszym punktem na aproksymaciji powierzchff).

W sformutowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego warunki (4.15) sa zapi-
sane dla kadego wezla ze zbior@ w nastepujacej postaci:

g >0, R <o, REPaaEd)=o, (4.27)

gdzie Fn(xsl)) jest sktadowa normalna catkowitej sity kontaklu(l) dziatajacej na

weze’rxgl)

FY — Fot Fo—Fon® 4 Fe, (4.28)

Fs — sktadowa styczna sity kontaktu(? — jednostkowy wektor normalny do aprok-
symowanej powierzchni kontaktowdj?. Sily kontaktu zastepuja powierzchniowe
oddziatywanie kontaktowe w pewnym otoczeniu wezia.

Spetnienie warunku (4.2Y)w ogolnym przypadku nie wyklucza penetraciji we-
zt6w dyskretyzujacych powierzchnig® przez aproksymacije powierzchhitl). W
sformutowaniu dyskretnym warunek braku penetracji malsprawdzt obustronnie,
albo dopécic pewna penetracje weztéw jednej z powierzchni.

W sformutowaniu dyskretnym zagadnienia kontaktowego warunki przylega-
nia/paslizgu (4.17)—(4.19) sa réwrdeokreslone dla weztow:

¢ =||Fs||— u|Fnl , (4.29)
Fs

Ve— —A ’ (4.30)
) [IFsl]

$<0, A>0, ¢A=0. (4.31)
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Catkowita praca przygotowana oddziatywania kontaktow&@ég w sformutowa-
niu dyskretnym mpe byt okreslona jako suma prac przygotowany@w,); sit kon-
taktu w poszczeg6inych weztach

Nc

oW = 3 (5we) (4.32)

gdzie n; jest liczba weztéw znajdujacych sie w kontakcie w daneyitih
Praca przygotowana sit kontaktu w jednym wedle, moze byc wyznaczona z
zaleznasci analogicznej do réwnania (4.22)

Swe = —FY - (5u — sut?), (4.33)

du — przemieszczenia przygotowane badanego wez8y @ — przemieszczenia
przygotowane rzutu badanego wezta na aproksymowana powierzchnie drugiego ciata.

Biorac rownanie (4.24) przemieszczenie przygotowane punidunozna zapisa
W nastepujacej postaci:

Nns
Su? = ZlNi (x?)5u? (4.34)
i=

Wstawiajac (4.34) do (4.33) otrzymuije sie

Swe = FY. <—5u<1> +.nzani (x@ )5u<2>> (4.35)
is
co mazna przedstavijako
dwe = duc' fe, (4.36)
gdzie
uc = {u® u(12) uéﬁl}T (4.37)
fo={—F" Ny(x@)FY . N(x@)FENT (4.38)

Wstawiajac zalencsci dyskretyzacyjne do réwnania (4.21), zasade prac przygoto-
wanych dla dyskretyzowanego zagadnienia kontaktowegmmaapisa w nastepu-
jacej postaci, poréwnaj réwnanie (2.23):

(8r)" (M + FM — F&— Feo) = 0. (4.39)
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gdzie globalna macierz ma4, globalne wektory uogélnionych przemieszoaegzto-
wychr oraz wezlowych sit zewnetrznych i wewnetrzny&H! i F®! sa zdefiniowane
réwnaniami (2.24)—(2.27), a globalny wektor sit oddziatywania kontaktowego otrzy-
many przez odpowiednia agregacje wektorow oddziatywania kontaktowego zwiaza-
nych z kontaktem poszczegélnych weztow

Nnc
Feont _ A fic 7 (4_40)
i=1

gdzief® sa dane réwnaniem (4.38) jest liczba weztéw bedacych w kontakcie. We-
zty znajdujace sie w kontakcie sa nieznanariori i musza bg wykrywane za pomoca
procedury wykrywania kontaktu opisanej w rozdziale 10. Réwnanie (4.39) jest spet-
nione dla dowolnych przemieszéeerzygotowanychdr spetniajacych kinematyczne
warunki brzegowe, co daje nam nastepujacy uktad réwna

M = F&— Fnt 4 peont (4.41)

Sktadowe wektora sit kontaktowych musza spetniaarunki kontaktowe dane réwna-
niami (4.27), (4.29) i (4.31).

4.4 Regularyzacja ograniczé kontaktowych

Rozwiazanie zagadnienia ruchu opisanego réwnaniem (4.4g)yaniczeniami kon-
taktowymi (4.27), (4.29) i (4.31) nme by¢ uzyskane za pomoca nastepujacych metod
[159, 302]:

e nieoznaczonych mmxmikéw (czynnikéw) Lagrange’a,
e metody funkciji kary,

e rozszerzonej metody manikéw Lagrange’a (bedacej kombinacja zwyktej me-
tody mnanikéw Lagrange’a i metody funkcji kary).

W niniejszej pracy stosuje sie metode funkcji kary. W sformutowaniach jawnych me-
tody elementéw skitczonych jest to metoda najéagej stosowana ze wzgledu na ta-
twosC jej implementacji w jawnym schemacie rozwiazania réiwnechu. W metodzie
funkcji kary ograniczenia kontaktu sa spetnione tylko w sposéb przytwi, dopusz-

cza sie nieznaczne naruszenie wiezéw. Metoda funkcji kary jest ravmnétoda re-
gularyzacji warunkéw kontaktowych, gayisuwa niejednoznaczsd zalendsci od-
dziatywania kontaktowego od wielkoi geometrycznych.
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Rys. 4.2. Zalendst sity tarcia od pélizgu: a) prawo Coulomba, b) regularyzowane prawo
Coulomba.

Metoda funkciji kary dla kontaktu w kierunku normalnym sprogadie do przyje-
cia nastepujacej zatadsci liniowej dla naciskur,

Fn=kng, (4.42)

gdziek, jest parametrem kary. Warunek (4.2W dalszym ciagu obowiazuje, co ozna-
cza, ze zalgnost (4.42) jest okrslona tylko dlag < 0. W ten sposéb naruszone zostaje
ograniczenie kinematyczne dla kontaktu w kierunku normalnym (4.2Femny od-
step g, ktory maze wystapt miedzy kontaktujacymi sie ciatami, bedzie nazwany pe-
netracja. W interpretacji fizycznej metoda funkcji kary jest rownoweawstawieniu
pomigdzy kontaktujace sie ciata elementéw gpsgych przeciwdziatajacych penetra-
cji, parametik, jest sztywn&da tych spreyn.

Zastosowana regularyzacja ogranitz@ntaktowych (4.29)—(4.31) dla tarcia po-
lega na dopuszczeniu §lizgu dla sity tarcia mniejszej od wa#oi granicznej. Moe
to byt uzasadnione fizycznie jako uwzglednienie miki@myow w obszarze kon-
taktéw dla tarcia nierozwinietego. Klasyczny model tarcia Coulombanadrak-
towat jako analogie do modelu sztywno-idealnie plastycznego materiadurerpu-
laryzowany model tarcia Coulomba mwa uzné jako analogiczny do spzgsto-
plastycznego modelu materiatu (rys. 4.2). Prekocslizgu vs moze bye roztozona

na czét odwracalna (sp@sta)vée') i nieodwracalna (plastycznagip')
vs=0 1o (4.43)

Sprezysta cz€E jest okrélana przy wykorzystaniu warunku

v = % jesli - ¢ <0. (4.44)
S



72 4. Ruch ukfadu ciat odksztatcalnych w zagadnieniu kontaktowym

Widat z powyzszego,ze ks spetnia role analogiczna do modutu Younga (rys. 4.2).
Niesprgysta cz& predk&ci pclizgu jest wyznaczna z wyzania (4.18), ktére teraz
okresla jedynie czg& niesprgysta predksci paslizgu

o™ 2 s iesi p—o. (4.45)
|| Fs|

4.5 Obliczanie sit oddziatywania kontaktowego

Dla weztéw, dla ktorych stwierdza sig istnienie kontakgu< 0), oblicza sie sktadowa
normalna i styczna oddziatywania kontaktowego na podstawie zwiazkéw przedstawio-
nych w podrozdziale 4.4. Site oddziatywania w kierunku normalfrablicza sie na
podstawie réwnania (4.42). Wielkd penetracji weztdw naruszajacych ograniczenia
kontaktowe zaley od wartd@ci parametru kark,. Aby zminimalizow& penetracje
parametr kary powinien liymazliwie duzy, niemniej jednak zbyt dia wart&t para-
metru kary mae wptyng& na zmniejszenie krytycznego kroku catkowania. W&irto
parametru kary mme byt przyjeta na podstawie lokalnej sztywawd kontaktujacych
sie ciat, np. [103]. Parametr kary w implementowanym algorytmie kontaktu ustala sie
na podstawie kryterium stabilgoi dla uktadu masyn ze sprgyna o sztywnsci k.
Masa jest masa skupiona w wezle bedacym w kontakcie, a sz§vapogyny repre-
zentuje parametr kary. Maksymalna wa&tt@arametru kary ustala sie tak by nie zostat
zmniejszony krok catkowania catego uktadu dyskretnAgoKorzystajac z rbwnania
(2.61) i uwzgledniajac czesto drgah wtasnych uktadu masy ze spima

kn

—4 /2 4.46
w o (4.46)

stabilny parametr kary jest dany przez niero&mno

4m
<—. 4.47
o < 72 (4.47)

Przyjety model jesécisty dla przypadku kontaktu jednostronnego (kontaktu odksztat-
calnego ciata ze sztywna powierzchnia). Stanowi on réavdigbre oszacowanie dla
kontaktu dwoch ciat odksztatcalnych.

Analogia miedzy modelem tarcia a modelem plastyéznpozwala nam zastoso-
wat algorytm wyznaczania sity tarcia analogiczny do wyznaczania napig& w ma-
teriale spregysto-plastycznym. Schemat tego algorytmu jest przedstawionygjoni

(i) Obliczenie granicznej sity tarcia

Fa® = u|R|. (4.48)
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(i) Obliczenie przyrostowego slizgu
Dugjip = vt (4.49)
(iii) Obliczenie prébne;j sity tarcia
F¢ = FO9 4 kugp, (4.50)
Fie — ¥ _n(n.FY), (4.51)

F2 jest sita tarcia wyznaczona w poprzednim kroku.

(iv) Obliczenie nowej sity tarcia

Fstrial dla HFStriaIH < |:Smax7
Fhev _ Fold _ (4.52)
S FrsnaxHFsOIdH dia ||Fstr|al|| > Fsmax.
s

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zaprezentowano sformutowanie tgorele zagadnienia kon-
taktu z tarciem dla uktadu ciat odksztalcalnych. Podano ograniczenia kontaktowe dla
kontaktu bez tarcia oraz z tarciem. Przedstawiono sformutowanie lokalne i globalne
zagadnienia kontaktowego. Sformutowanie globalne przedstawiono w postaci rowna-
nia wyrazajacego zasade prac przygotowanych z dodatkowymi ograniczeniami. Prze-
prowadzono dyskretyzacje przestrzenna typowa dla metody elementdwezskych

oraz dostosowano warunki kontaktowe do zagadnienia dyskretyzowanego. W roz-
wiazaniu numerycznym regularyzowano warunki kontaktowe stosujac metode funk-
cji kary. Przedstawiono algorytm numeryczny obliczania sit oddziatywania kontakto-
wego.

Przedstawione sformutowanie jest standardowym modelem kontaktu z tarciem sto-
sowanym w modelowaniu metoda elementowrskamnych. Bardziej zaawansowane
modele kontaktu w metodzie elementéw skponych byly tematem innych prac au-
tora, np. [256, 257, 258]. Zagadnienie modelowania i analizy kontaktu przedsta-
wiono stosunkowo obszernie, gdproblem kontaktu jest viemym elementem niniej-
szej pracy ze wzgledu na przedstawione zastosowania praktyczne, np. ttoczenie blach,
jak réwniez ze wzgledu na znaczenie modelowania kontaktu w metodzie elementéw
dyskretnych. W metodzie elementéw dyskretnych model kontaktu zostanie rozsze-
rzony na zagadnienie kontaktu z kohezja, wymiany ciepta oraycia.



5. Sformutowanie metody elementéw skaczonych
dla probleméw z matascisliwoscia

Wstep

Nie&cidliwo&t lub matascisliwose, wystepujaca w procesach odksztatcania niektorych
materiatéw, np. elastomeréw, sprawia pawa trudn&ci numeryczne w analizie me-
toda elementéw skwzonych. Matascisliwost jest réwnie typowa dla spreysto-
plastycznego odksztatcania metali przy maty$naeniu. Elementy skawzone oparte

na standardowym sformutowaniu przemieszczeniowym MES, przedstawionym w pod-
rozdziale 2.4, ulegaja tzw. blokadzie objgtmwej @ng. volumetric locking), ktora
przejawia sie nadmierna sztywsma elementow na odksztalcenia. Blokada obje-
toSciowa elementéw przemieszczeniowych wynika z niemasci Scistego opisania
przez funkcje ksztattu elementu pola przemiesaczharakteryzujacego sie odksztal-
ceniem o niezmiennej objetoi (izochorycznego) w catym elemencie [315, 119, 22].

Blokade objetéciowa mana wyeliminowa stosujac metode elementéw ékao-
nych oparta na sformutowaniu mieszanym, w ktérym wprowadza sie niwalater-
polacje dla pola przemieszczenia$ienia [315, 119]. Specjalne metody zredukowa-
nego lub selektywnego catkowania w obszarze elementu [315, 119] dajace poprawnie
dziatajace elementy czteroweztowe czworokatne (dla zagadivieiwymiarowych) i
oSmioweztowe sZgicscienne (dla zagadrietréjwymiarowych) sa réwnovzme od-
powiednim elementom uzyskanym w wyniku zastosowania sformutowania miesza-
nego [119].

Niestety nie wszystkie kombinacje funkgji interpolacyjnych dla przemiesecze
ciSnienia sa dopuszczalne. W przypadku elementéw z réwnym stopniem interpola-
Cji przemieszcze i ciSnienia, np. czteroweztiowych czworokatéw Q1/P1 (z biliniowa
interpolacja przemieszczenia saienia), 8mioweztowych elementéw szedscien-
nych H1/P1 (z tréjliniowa interpolacja przemieszczeniagngenia) oraz najprostszych
elementéw tréjweztowych tréjkatnych Trl/P1 i czteroweziowych czoiennych
Tel/P1 z liniowa interpolacja przemieszhzeisnienia, pojawia sie problem oscylacji
cisSnienia, co jest traktowane jako niestabinonodelu numerycznego. Stabibicele-
mentow opartych na sformutowaniu mieszanym 8kag warunki stabilngci zwane
warunkami Babuski-Brezziego [13, 119]. Aby wyeliminawaiefizyczna oscylacje ci-
Snienia w elementach nie spetniajacych warunkéw Babuski-Brezziego, konieczne jest
zastosowanie specjalnych metod stabilizacji. W niniejszej pracy przedstawiona zo-
stanie metoda stabilizacyjna zwana metoda kroku czastkoveegp ftactional step),

74
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metoda predk&ci czastkowejdng. fractional velocity) lub metoda CB%g. charac-
teristics based split), ktdra zostata wprowadzona do zagadméehaniki ciata statego
przy wspéludziale autora [314, 260]. Metoda ta, rozwinieta w mechanice ptynéw
[312, 313], jest oparta na specjalnym algorytmie catkowania réwoahu potaczo-
nym z ich dekompozycja.

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie lokalne i stabe zagadnienia
mechaniki ciata statego, bedace podstawa mieszanego sformutowania metody elemen-
tow skaczonych, otrzymanego za pomoca metody Galerkina. Przedstawiono catko-
wanie otrzymanych réwmaMES wzgledem czasu. Nastepnie oméwiono zagadnienie
stabilngci sformutowania mieszanego i podstawowe metody stabilizacji. Przedsta-
wiono metode stabilizacji metoda czastkowego kroku catkowania, ktéra zastosowano
W niniejszej pracy w celu otrzymania poprawnie dziatajacych liniowych elementéw
tréjkatnych (w zagadnieniu dwuwymiarowym) i czw&oiennych (w zagadnieniach
trojwymiarowych). Dziatanie metody jest pokazane w zastosowaniu do zagadinie
zych deformacji spmysto-plastycznych metali, zachodzacych przy abeigu ude-
rzeniowym oraz w problemach przerébki plastycznej na zimno.

5.1 Sformutowanie mieszane metody elementéw skozonych

5.1.1 Sformutowanie lokalne

Rozpatrzymy zagadnienia brzegowo-poczatkowe odksztatcania ciala statego zdefinio-
wane przez uktad rowima(2.7)—(2.10). W celu uzyskania sformutowania mieszanego
wykorzystamy dekompozycje tensora nag@eCauchy’egoo na cz@&t dewiatorowa

si cisnienie hydrostatyczng

o=s5—1p. (5.1)

Biorac pod uwage zwiazki (5.1) i (A.16) réwnanie (2.7) na zapisa w postaci:

D-S—Dp—l—pb:p%, xecQ' te[o,T]. (5.2)
Podobnie réwnanie (2.8) nana zapisa uwzgledniajac rozktad (5.1) w postaci
n-(s—1p)=t, xecll te[0,T]. (5.3)

Wyprowadzajac sformutowanie mieszane w mechanice ptyndw, réwnanie zacho-
wania pedu (5.2) uzupetnia sie réwnaniem zachowania masy. W mechanice ciata
statego analogiczne réwnanie ama uzyska biorac zwiazek konstytutywny dla ci-
Snienia, ktéry w postaci przyrostowej mma zapisa w nastepujacej postaci:

p=—K(&o— &), (5.4)
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gdzie K jest modutem sztywrkei objet&ciowej, ktéry mana wyrazt za pomoca
statych Lamégo jako:

K=A+ % u, (5.5)
a &y jest predk&cia odksztatcenia objgitiowego
Eol=0-v, (5.6)

é\‘,’ol jest czécia niespreysta odksztatcenia objgtoiowego. W przypadku modelu pla-
styczndci z potencjatem ptyniecia zaleym od drugiego niezmiennika napea J,,
np. dla modelu przedstawionego w podrozdziale 3.4, zacl”icfg,zi Oiréwnanie (5.4)
upraszcza sie

£+D-v:0. (5.7)

Dla materiatu niécisliwvegoK — o i rGwnanie (5.7) mana zapisa jako
O-v=0, (5.8)

co wyraza warunek nigcisliwosci.

Sformutowanie lokalne rozpatrywanego zagadnienia brzegowo-poczatkowego jest
dane przez nastepujace réwnania:

e rOwnanie zasady zachowania pedu (5.2),

e zwiazek konstytutywny dla gnienia (5.7),

e naprgeniowe warunki brzegowe (5.3),

e przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9),

e warunki poczatkowe (2.10).

5.1.2 Sformutowanie stabe

Sformutowanie stabe bedace podstawa mieszanego sformutowania elemeniBw sko
czonych mana otrzyma stosujac metode Galerkina. Mrax réwnanie (5.2) przez
kinematycznie dopuszczalne funkcje Wagof?ve:a}kuje‘lc otrzymane wyenie w ob-
szarzeQ!, a nastgpnie catkujac przez ézgotrzymuje sie

/s:DinQ+/ pD-iSdQ:—/ p@-z’;dg+/pb-$dg+/ todr.  (5.9)
ot Qt Qt ot ot re.



5.1. Sformufowanie mieszane metody elementéwiskonych 77

Mnozac réwnanie (5.7) przez funkcje prébﬁej catkujac po obszarz@' otrzymuje
sie

/E)(Ejum.v) dQ = 0. (5.10)
ot \K

Réwnania (5.9) i (5.10) stanowia sformutowanie stabe stanowiace podstawe sformuto-
wania mieszanego elementéw skaonych dla zagadnienia lokalnego zdefiniowanego
w podrozdziale 5.1.1.

5.1.3 Réwnania metody elementéw skwzonych

Do réwna (5.9) i (5.10) wprowadzamy dyskretyzacje przestrzenna typowa dla ele-
mentow skdiczonych, aproksymujac wektorowe pole prestitov i pole cénieniap
za pomoca zalnasci

v = Nyv, (5.11)
p = Npp, (5.12)

gdziev i p oznaczaja wektory nieznanych parametrow weztowyd, aN, — macie-

rze funkcji interpolacyjnych spe}majacych kinematyczne warunki brzegowe. Zakta-
damy ponadtoze funkcje probne i p maozna wyraz€ za pomoca tych smaych funkciji
ksztattu jako:

v = Nyov, (5.13)
p = Nydp. (5.14)

Whprowadzajac zalndsci (5.11), (5.12), (5.13) i (5.14) do rowmg5.9) i (5.10) przy
wykorzystaniu dowolnsci dv i dp otrzymuje sie w zapisie macierzowym nastepujacy
uktad réwna, por. [315]:

</ N\,pNVdQ> /BTsdQ+ (/ BTmN dQ>p+/ NJng+/ NTEdr,

(5.15)

(/ NTlN dsz)gtp —(/QNngBdQ>v. (5.16)

IProcedura dyskretyzacyjna zostanie przedstawiona w notacji macierzowej.
2Macierze funkcjiNy i Np sa macierzami globalnymi z odpowiednimi podmacierzami bedacymi ma-
cierzami funkciji ksztattu poszczegdlnych elementow.
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Roéwnania (5.15) i (5.16) stanowia uktad rovinsformutowania mieszanego metody
elementow skidczonych. Wprowadzajac oznaczenia:

M — / NT oNy dQ (5.17)
M = /NTlN dQ, (5.18)
Q = /QBTmdiQ, (5.19)
- /Q NTEdr + /r N7 gdQ, (5.20)
- /Q BTsdQ, (5.21)

réwnania (5.15) i (5.16) nmna zapisa w nastepujacej postaci:
M— = —-F'+Qp+RY, (5.22)

M

al&al2

= Q'v. (5.23)

5.1.4 Catkowanie rownad ruchu wzgledem czasu

Rozwiazanie rowna (5.22)—(5.23) wymaga zastosowania wybranej procedury catko-
wania wzgledem czasu. Zaktadajge, znane jest rozwiazanie tego uktadu rowma
pewnej chwilit, € [0, T] okreSlone poprzez i pn, poszukiwé@ bedziemy rozwiazania
Vne1 i Pre1 W chwili th, g =ty + At

W tym celu zastapimy wystepujace w réwnaniach (5.22)—(5.23) pochodne wzgle-
dem czasu wyrzeniami r&nicowymi

dv Av

=& (5.24)

dp _ Ap

= & (5.25)
gdzie

AV = Vpi1—Vn, (5.26)

Ap = Pni1—Pn, (5.27)



5.1. Sformufowanie mieszane metody elementéwiskonych 79

i zatozymy, ze réwnania rdnicowe otrzymane po wstawieniu (5.24) i (5.25) do (5.22)—
(5.23) sa spetnione doktadnie przy czionach po prawej stronie réwnania wzietych w
pewnej chwilit,, ;. =ty + &At, gdzieé; € [0,1], co oznaczymy indeksem+- ¢;

Av
N —Frie, T (QP)nye, T Ry, (5:29)
~ Ap
Ma = Q@Wnig (5.30)
Wspotczynniki &, i = 1,2,3 zwane sa parametrami niejaviabschematu catkowa-

nia. Dla dowolnej zmienn& 0znaczaja kombinacje liniowa wagti tej zmiennej na
poczatku i na kbcu kroku:

8y = an(1— &)+ &ani1. (5.31)

Przyjmujacé; = 0 otrzymuje sie jawna metode catkowania Euleéfas 0.5 daje me-
tode trapezow, a prz§ = 1 mamy niejawna wsteczna metode Eulera, por. [152].

Do catkowania réwna (5.29) i (5.30) zastosowano nieiteracyjny algorytm oparty
na jawnym schemacie catkowania réwnania (5.29), przyjméjae &3 = 0 i niejaw-
nym catkowaniu rownania (5.30), przyjmujge = 1. Schemat zastosowanego algo-
rytmu jest nastepujacy:

1) Obliczenie predkeci w chwili ty, 1 z rownania (5.29)
Vi1 = Vn+OtM 1 (—FY 4+ Qpn+RY) . (5.32)
2) Obliczenie przemieszcaalla chwilit, 1

Unt1 = %At(vn +Vni1). (5.33)

3) Obliczenie Gnieniap,,, ; z rownania (5.30)

Pni1=Pn+ AN Q1. (5.34)

Rozwiazanie réwna (5.32)—(5.34) jest szczegdlnie tatwesljezastosuje sie diagona-
lizacje macierzyM i M. Uktady réwna (5.32) i (5.34) rozprzegaja sie wtedy i nie ma
potrzeby kosztownego numerycznie odwracania macierzy dla wyznaczenia rozwiaza-
nia uktadu réwna algebraicznych.
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5.2 Stabilizacja sformutowania mieszanego

5.2.1 Stabiln&t i podstawowe metody stabilizacji

Sformutowanie mieszane daje poprawne wyniki dla wielu elementéw, np. czterowe-
ztowych czworokatéw Q1/PO0 (z biliniowa interpolacja przemiesadzstatym cénie-
niem) oraz 8mioweztowych elementéw sgeicsciennych H1/PO (z tréjliniowa inter-
polacja przemieszchd statym cénieniem w elemencie) [119]. Niestety nie wszystkie
kombinacje funkcji interpolacyjnych dla przemiesztzecisSnienia sa dopuszczalne.

W przypadku elementéw z rownym stopniem interpolacji przemiesezczénienia,

np. czteroweztowych czworokatéw Q1/P1 (z biliniowa interpolacja przemieszczenia
i ciSnienia), 8mioweztowych elementéw sgeicsciennych H1/P1 (z tréjliniowa in-
terpolacja przemieszczenia baoienia) oraz najprostszych elementéw tréjweziowych
tréjkatnych Tr1/P1 i czteroweztowych czw@mennych Tel/P1 z liniowa interpola-
cja przemieszcdei cisSnienia pojawia sie problem oscylacjbnienia, co jest trakto-
wane jako niestabilr&@ modelu numerycznego. StabiBioelementéw opartych na
sformutowaniu mieszanym olgkja warunki stabilngci zwane warunkami Babuski-
Brezziego [13, 119], ktére nima sprowadzi do prostego warunku [315, 22]:

Ndof > Np , (5.35)

gdzie ngof jest liczba niewiadomych w wektorag an, — liczba niewiadomych w
wektorzep. Liczby niewiadomych odnosza sie do catego uktadu dyskretnego, ktéry
tylko w szczeg6lnym przypadku me by pojedynczym elementem.

Dla elementéw opartych na sformutowaniu mieszanym nie spetniajacych warun-
kow stabiln&ci Babuski-Brezziego konieczne jest stosowanie specjalnych metod sta-
bilizacji. Szczegdlnie wane ze wzgledéw praktycznych jest stabilne sformutowanie
dla prostych elementéw, tréjkatnych (2D) i czwéeotennych (3D). W praktycznych
zastosowaniach mamy zazwyczaj do czynienia ze skomplikowanymi geometriami,
mimo dwego postepu w automatycznej generacji siatek elementéwcskaoych,
wciaz jest niemaliwa nawet przy zastosowaniu kodéw komercyjnych, automatyczna
dyskretyzacja skomplikowanych geometrii przzyuiu tylko elementéw s&eidscien-
nych.

Metody stabilizacji czesto sprowadzaja sie do dodania stabilizujacych czionéw do
réwnania zasady zachowania masy. Brezzi i Pitkdranta [37] zaproponowali dodanie
cztonuhK ,, gdzieh jest wymiarem charakterystycznym elementurgizonego, &
jest zdefiniowana wzorem

Kp :/ OTNpONp Q. (5.36)
Q
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Hughes i in. [120] uzyskat stabilizujacy czton poprzez dodanie réwnania zasady za-
chowania pedu pomzonego poprzez wspoétczynnik zdefiniowany jako

~—DONp, (5.37)

gdzie a jest dopasowujacym parametretm—~ wymiarem charakterystycznym ele-
mentu sk@czonego, au — lepkdscia. Ta procedura stabilizacyjna jest nazywana me-
toda GLS ang. Galerkin Least Squares).

5.2.2 Stabilizacja metoda czastkowego kroku catkowania

W niniejszej pracy zastosowano metode stabilizacji zwana metoda kroku czastkowego,
ktora jest oparta na specjalnym schemacie catkowania wzgledem czasuhrowna

tody elementéw skitczonych w sformutowaniu mieszanym. Rozpatrywane bedzie za-
gadnienie brzegowo-poczatkowe dane przez réwnanie zasady zachowania pedu (5.2),
zwiazek konstytutywny dla gnienia (5.7), napaeniowe warunki brzegowe (5.3),
przemieszczeniowe warunki brzegowe (2.9) oraz warunki poczatkowe (2.10). Do réw-
nan (5.2) i (5.7) wprowadzimy dyskretyzacje czasowa zastepujac pochodne wzgledem
czasu wyraeniami r@&nicowymi. Rozwiazanie przyrostowe dla przyrostu od chtili

do chwilit,, 1 bedzie wyznaczone z nastepujacych rofwna

Av

PE = U Snrg— UPnyg, +Pbniegs s (5.38)
1Ap
RE :—D'UnJrEl. (539)

W powyzszych réwnaniach zostaly wprowadzone trzy parametry niejgagno

1,82,&3 € [0,1]. Wskaznikin+ ¢, i = 1,2, 3 dla dowolnej zmiennej oznaczaja kom-
binacje liniowa wart&ci tej zmiennej na poczatku i nafkeou kroku analogiczna do

okreslonej réownaniem (5.31).

Podstawa stabilnego schematu catkowania réw(Ba38) i (5.39) wzgledem czasu
jest nastepujacy rozktad réwnania (5.38):

" — v,
At

p = D'sn+53+pbn+53> (540)

Vpeg— U

= —OPng,. (5.41)
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gdziev* jest zwana predima czastkowa. Naky zwrécic uwage ze réwnania (5.40)
i (5.41) daja w sumie réwnanie (5.38).

W réwnaniu (5.39) zaktadamy; = 1, a nastepnie wstawiajac réwnanie (5.41)
otrzymujemy

1pa—p . At o

Wprowadzajac do rowma(5.40), (5.41) i (5.42) dyskretyzacje pre@koi cisnien
analogiczna do ok#&tonej réwnaniami (5.11) i (5.12), a nastepnie stosujac standar-
dowa metode Galerkina otrzymuje sie nastepujacy uktad rbwmecierzowych [46]:

V¥ —Vp

At = Rie—Fhig: (5-43)
Vi1 —V*
M —e— = Qbn.g,, (5.44)
N % — —Q"V +AtHpy.g,. (5.45)
gdzieH jest standardowa macierza dla dyskretnego operatora Laplace’'a
H —/ ONT L 0N, d (5.46)
a Ppo T '

Pozostate wektory i macierze sa zdefiniowane réwnaniami (5.17)—(5.21).

Do réwnan (5.43)—(5.45) mpna zastosowanastepujacy jawny schemat rozwiaza-
nia:

1) obliczenie predksci czastkowej z réwnania (5.43)

V' =vp+ At M HRY—FY), (5.47)
2) obliczenie dnieniapp,1 z rownania (5.45)

Pr1 = Pn—At M~HQT v* + At H py), (5.48)
3) obliczenie predkeci kahcowej z rownania (5.44)

Vni1=V"—At M 'Qpny1. (5.49)
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Po obliczeniu predk&ci mazna wyznacz§ przemieszczenia punktéw weztowych z
zalezndsci

Uny1 = Up+ % At (Vn +Vn+1) . (5.50)
W réwnaniu (5.47) zatpono &3 = 0, a w rownaniu (5.48) przyjetd, = 0, co ozna-
cza w pehi jawny schemat rozwiazania uktadu réwiia.43)—(5.45). Rozwiazanie to
charakteryzuje sie wszystkimi zasadniczymi zaletami schematéw jawnych, ktére zo-
staty oméwione wczZmniej. Rozwiazanie jawne wprowadza rowniggraniczenie na
krok catkowaniaAte: dane réwnaniem (2.61), por. [119]. Rozwiazanie w pehni jawn
jest maliwe dla probleméw z matacisliwoscia. Dla probleméw z idealna 1Sieisli-
woscia nalgatoby zastosowaschemat mieszany, w ktérym réwnania (5.44) i (5.45)
rozwiazuje sie za pomoca schematu niejawnego, przyjmizjac0.

WyjaSnienie skuteczrszi powyzszego algorytmu w eliminaciji blokady objétno-
wej mazna otrzyma rozpatrujac réwnanie zachowania masy dla petnéjaiiiwosci:

0=— Q" V' +AtHpy,s,. (5.51)

Eliminujac predk&E czastkowar* z rownah (5.44) i (5.51) dlaéz = 1 otrzymuje sie
nastepujace rownanie:

— Q" Va1 +At(H-Q™™'Q) pny1 =0. (5.52)
Zastepuje ono standardowe réwnanie
Q" Vni1=0 (5.53)

otrzymane z réwnania (5.23) ze standardowego sformutowania mieszanegma Mo
dowiest [47], ze wystepujaca w réwnaniu (5.52) podmaci€zM —1Q —H jest za-
wsze dodatnio ok&ona, co zapewnia gadana stabilizacje sformutowania miesza-
nego.

5.3 Przyktady numeryczne

5.3.1 Uderzenie preta cylindrycznego w sztywna ptaszczygn

Jest to czesto aywany przyktad testowy dla weryfikacji programéw do symula-
cji obciazen dynamicznych, doskonale sprawdzajacy popra&wmaodelowania od-
ksztatcenia spmysto-plastycznego materiatu [100]. Miedziany pret cylindryczny
0 promieniu 3.2 mm i diugeci 32.4 mm, poruszajacy sie z pre@k@m 227 m/s,
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uderza w sztywna plaszczyzne
(rys. 5.1). Wiasnsci materiatu
sa hastepujace:  modut Younga
E = 117 GPa, wspotczynnik Pois-
sonav = 0.35, granica plastyczisai
oy = 0.4 GPa, modut wzmocnienia
izotropowegoH = 0.1 GPa. Ana- V0227 i
lizowano okres 80us od chwili
uderzenia, w ktérym to czasie osia-
gniety zostaje stan quasi-statycznej
réwnowagi. Przy modelowaniu
odziatywania preta i sztywnéjciany
zatazono kontakt bez nmiwosci
oderwania. I

Zagadnienie analizowano jako za-
gadnienie dwuwymiarowe 0SiowosyRys. 5.1. Uderzenie cylindrycznego preta w
metryczne i petne zagadnienie trojsztywna ptaszczyzne — definicja geometrii i warun-
wymiarowe stosujac @he sformuto- kéw brzegowych.
wania i r&&ne elementy skwzone.
Rysunek 5.2 przedstawia wyniki osiagniete w dwuwymiarowej analizie osiowosyme-
trycznej za pomoca przemieszczeniowych elementéw czworokatnych. Przedstawiono
kohcowy ksztalt preta po 8Qs od chwili uderzenia wraz z rozktadaménienia oraz
efektywnego odksztatcenia plastycznego. Przedstawione rozwiazanie jest obarczone
btedem z powodu blokady objgtciowe;.

Poprawne rozwiazanie uzyskane w dwuwymiarowej analizie osiowosymetrycznej
za pomoca sformutowania mieszanego z elementami czworokatnymi Q1/PO z bili-
niowa interpolacja przemieszdze ciSnieniem statym w elemencie pokazano na rys.
5.3. Rozwiazanie to bedzie glyto do oceny poprawrsei rozwiazé uzyskanych za
pomoca innych metod.

Efekt blokady objetéciowej widoczny jest rowniew rozwiazaniu przedstawio-
nym na rys. 5.4, uzyskanym w analizie dwuwymiarowego zagadnienia osiowosyme-
trycznego za pomaoca przemieszczeniowych elementéw tréjkatnych.

Zastosowanie sformutowania mieszanego z elementami trojkatnymi eliminuje
szkodliwy efekt blokady obje&xziowej (rys. 5.5), ale uzyskany rozktadsmienia
(rys. 5.5b) charakteryzuje sie oscylacjami z powodu niestaiinsformutowania
mieszanego dla elementéw trojkatnych z liniowa interpolacja przemigszcignie-
nia. Dopiero zastosowanie stabilizacyjnej metody czastkowego kroku catkowania w
sformutowaniu mieszanym z elementami tréjkatnymi daje poprawne rozwiazanie bez
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efektéw blokady objetaciowej i z rozktadem &inienia bez oscylacji (rys. 5.6). Sta-
bilizacja metoda czastkowego kroku catkowania daje réwpieprawne wyniki dla
elementéw czworokatnych Q1/P1, co pokazuje rys. 5.7. Poprandmatania algo-
rytmu stabilizacyjnego w zastosowaniu do sformutowania mieszanego z elementami
czwordsciennymi z linowa interpolacja przemieszczeniaSnania jest pokazana na
rys. 5.8.

Zgodnat rozkladow csnienia hydrostatycznego i efektywnego odksztatcenia pla-
stycznego otrzymanych przy zastosowaniu dyskretyzaciji liniowymi tréjkatami, czwo-
rokatami i czworécianami w ramach stabilizowanego sformutowania mieszanego
potwierdza skuteczrso i poprawn& metody stabilizacyjnej. Poprawsometody
mozna stwierdzi poprzez iléciowe poréwnania dla wybranych parametréw geome-
trycznych, promienia podstawy w miejscu uderzenia i ddajodksztatconego cylin-
dra, przedstawione w tabeli 5.1. Wyniki uzyskane przy zastosowaniu stabilizowanego
sformutowania mieszanego sa zgodne z wynikami uzyskanymi za pomoca elemen-
tow nie wykazujacych blokady objegtoiowej w standardowym sformutowaniu mie-
szanym.

Tabela 5.1Poréwnanie wynikéw dla @nych sformutowa

Typ elementu Sformutowanie Promieh kohcowy | Dlugost kohcowa
4-wezt. czworokat Stand. mieszane 7.10 21.47
4-wezt. czworokat | Miesz. stabilizowaneg 7.10 21.47
3-wezt. tréjkat Miesz. stabilizowang 7.07 21.47
4-wezl. czworécian | Miesz. stabilizowang 7.14 21.64

a) b) <)

Rys. 5.2. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie przemieszczeniowe, elementy czworokatne: a) odksztalcona siatka elementéw,
b) rozktad cénienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.
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a) b)

c)
Rys. 5.3. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-

mutowanie mieszane, elementy czworokatne: a) odksztalcona siatka elementéw, b) rozktad
cisSnienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.
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a) b)

c)
Rys. 5.4. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-

mutowanie przemieszczeniowe, elementy trojkatne: a) odksztatcona siatka elementoéw, b) roz-
ktad cisnienia, c) rozklad efektywnego odksztatcenia plastycznego.

W

a) b)

c)
Rys. 5.5. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-

mutowanie mieszane, elementy trojkatne: a) odksztalcona siatka elementéw, b) rozktad ci
nia, c) rozkiad efektywnego odksztatcenia plastycznego.
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a) b) c)

Rys. 5.6. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane stabilizowane, elementy trojkatne: a) odksztalcona siatka elementéw, b)
rozktad cénienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.7. Uderzenie preta cylindrycznego — model dwuwymiarowy osiowosymetryczny, sfor-
mutowanie mieszane stabilizowane, elementy czworokatne: a) odksztatlcona siatka elementéw,
b) rozktad cénienia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.

a) b) c)

Rys. 5.8. Uderzenie preta cylindrycznego — model tréjwymiarowy, sformutowanie mieszane
stabilizowane, elementy czwosoienne: a) odksztalcona siatka elementéw, b) rozkismiesi

nia, c) rozktad efektywnego odksztatcenia plastycznego.
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5.3.2 Zgniatanie poprzeczne walca

Przyktad ten ma na celu zweryfikowa-
nie rozwinietej metody w zastosowaniu do
prostego procesu przerdbki plastycznej na
zimno. Walec stalowy o diudgezi 100
mm oraz promieniu 100 mm jest zgniatany
miedzy dwiema ptaskimi ptytami réwno-
legtymi do jego osi (rys. 5.9), odlegio
miedzy ptytami na koniec procesu wynosi
100 mm. Wiasnsci materiatu sa nastepu-
jace: modut Youngd&E = 2.17-10° MPa, o

. . . ... Rys. 5.9. Zgniatanie poprzeczne walca — de-
wspoétczynnik Poissonay = 0.3, gestét finicja geometrii
783 kg/n?, poczatkowa granica plastycz-
nosci gyg = 170 MPa, modut wzmocnie-
nia H = 30 MPa. Tarcie na powierzchniach kontaktu materiatu z ptytamiséne
jest wspotczynnikiem tarcia Coulomhba= 0.2.

W modelowaniu wykorzystano symetrie i rozpatrywadwiartke walca. Analize
przeprowadzono stosujac nastepujace modele:

e dyskretyzacja elementami smennymi Q1/P0, opartymi na standardowym sfor-
mutowaniu mieszanym,

e dyskretyzacja elementami ssgennymi Q1/P1, opartymi na stabilizowanym sfor-
mutowaniu mieszanym,

e dyskretyzacja czwolziennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
towaniem mieszanym (siatka zgrubna, 4090 elementéw),

e dyskretyzacja czwolziennymi elementami liniowymi ze stabilizowanym sformu-
towaniem mieszanym (siatka gesta, 22186 elementéw).

Poczatkowa siatka elementéw $kazonych szgciennych oraz poczatkowa zgrubna
siatka elementdéw czwosciennych sa przedstawione odpowiednio na rys. 5.10a i b.
Predkdt ruchu ptyt wynosi 2 m/s, kaicowa odlegtéc ptyt wynosi 100 mm.

Wyniki analizy w postaci odksztatconych siatek z rozktadem efektywnego od-
ksztatcenia plastycznego i&tiienia hydrostatycznego dla Sz&nnych elementow
Q1/P0, opartych na standardowym sformutowaniu mieszanym, przedstawiono na rys.
5.11. Wyniki te sa wynikami uzyskanymi za pomoca poprawnie dziatajacego sformu-
towania, stabilnego i pozbawionego wad blokady olgetowej, stanowd beda punkt
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Rys. 5.10. Zgniatanie poprzeczne walca — model MES: a) siatka heksaedryczna, b) siatka
tetraedryczna.

odniesienia dla wynikow uzyskanych za pomoca stabilizogarsformutowania mie-
szanego.

Wyniki uzyskane za pomoca stabilizowanego sformutowania diaych dyskre-
tyzacji przedstawiono na rys. 5.12-5.14. Ma zauwayC podobiéstwo rozktadéow
efektywnego odksztatcenia plastyczneg@ésnignia otrzymanych za pomoca stabilizo-
wanego sformutowania z rozktadami na rys. 5.11, przyjetymi jako punkt odniesienia.
Zbieznost rozwiazé mazna réwnig dostrzec poréwnujac rozktadyscienia wzdta
linii ABCDEA zdefiniowanej na rys. 5.15a, pokazane na wykresie na rys. 5.15b.

a) b)

Rys. 5.11. Zgniatanie poprzeczne walca, sformutowanie mieszane z siatka elementéw sze-

sciennych Q1/P0, odksztalcone siatki z rozkladem: a) efektywnego odksztalcenia plastycz-
nego, b) csnienia.
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Rys. 5.12. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformutowanie mieszane z siatka ele-
mentéw szeciennych Q1/P1, odksztatcone siatki z rozktadem: a) efektywnego odksztatcenia
plastycznego, b) &nienia.

1.3266e+08
l? B322e+07
1.9983e+07
--36355e+07
--9.2693e+07

- -1.4903e+08
--2.0537e+08
-26171e+08
IVE 1806e+08

-3.7438e+08

a)

Rys. 5.13. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformutowanie mieszane ze zgrubna

siatka elementéw czwosgiennych (4090 elementéw), odksztatcone siatki z rozktadem:
a) efektywnego odksztalcenia plastycznego, bjienia.

a) b)

Rys. 5.14. Zgniatanie poprzeczne walca, stabilizowane sformutowanie mieszane z gesta siatka

elementéw czworgciennych (22186 elementow), odksztalcone siatki z rozkladem: a) efek-
tywnego odksztatcenia plastycznego, §nienia.
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Rys. 5.15. Zgniatanie poprzeczne walca — poréwnanie rozkiaaieciia dla ranych sformu-
towan: a) definicja liniiABCDEA b) rozktad cénien wzdhe linii ABCDEA

5.3.3 Wyciskanie przeciwbiene cylindra

Przedmiotem analizy jest proces wyciskania na zimno naczynia cylindryczriggd-o
nicy zewnetrznej 30 mm i gruleci Scianki 5 mm (rys. 5.16). Materiatem vggiowym

jest walec o dtugsci 30 mm isrednicy 30 mm. Stempel &ednicy 20 mm ma za-
dany skok 28 mm. Wiasissi materiatu sa nastepujace: modut Youlige 3.24- 10°

MPa, wspéiczynnik Poissona = 0.3, gestét p = 8120 kg/nt , poczatkowa gra-
nica plastycznsci gyg = 300 MPa, modut wzmocnieniel = 50 MPa. Tarcie okre-
Slone jest wspétczynnikiem tarcia Coulompa= 0.1. W modelu procesu pominieto
efekty cieplne. Definicja przyktadu jest podobna do przyktadu testowego komercyj-
nego programu MARZAutoForge [182].

Osiowosymetryczna analize przeprowadzono stosujac stabilizowane sformutowa-
nie mieszane z dyskretyzacja trojkatnymi elementami liniowymi oraz standardowe
sformutlowanie mieszane z dyskretyzacja biliniowymi elementami czworokatnymi
Q1/P0. Poczatkowe siatki elementéw 8kmonych sa przedstawione narys. 5.16b,c.

Uzyskane wyniki dla siatki czworokatow przedstawiono na rys. 5.17 w postaci
odksztalconej konfiguracji z rozkladem efektywnego odksztatcenia plastycznego na
réznych etapach formowania. W podobny sposéb przedstawiono na rys. 5.18 wyniki
analizy uzyskane dla siatki elementéw trojkatnych.

Uzyskane rozktady efektywnego odksztalcenia plastycznego (rys. 5.18 i 5.17)
sa zgodne z rozktadem otrzymanym z programu MAR@oForge [182] jak row-
niez odpowiadaja znanemu rozktadowi umocnienia materiatu naczynia wyciskanego
przeciwbienie [72]. Rozktad odksztatcenia plastycznego wskazuje na zwigkszajace
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Rys. 5.16. Wyciskanie przeciwtiire: a) definicja geometrii, b) poczatkowa siatka czworoka-
tOw, ¢) poczatkowa siatka tréjkatow.

sie umocnienie materiatu wzdtwysokdsci w kierunku od obrzea do dna osiagajac
maksimum w pobfiu przegcia Scianki w dno. W kierunku normalnym do bocznej
Scianki naczynia wystepuja znacznamice umocnienia — materiatdecy w poblzu
powierzchni wewnetrznej jest bardziej umocniony.

Analize przeprowadzono stosujac okresowa zmiane siatki aby unidmgniego
znieksztatcenia elementéw skezonych. Rysunek 5.19 przedstawia zmiany siatki na
kolejnych etapach analizy. Na rys. 5.19a pokazano nowa siatke wygenerowana na
pewnym etapie analizy, ta sama siatka jest pokazana na rys. 5.19b §mioeagn
odksztatceniu, w momencie generacji nowej siatki elementévictanych, ktéra jest
pokazana na rys. 5.19c. Zmiana siatki elementéwhskonych wymaga zmapowa-

Rys. 5.17. Wyciskanie przeciwkiee — ewolucja ksztattu z rozktadem efektywnego odksztat-
cenia plastycznego (siatka czworokatna, standardowe sformutowanie mieszane).
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Rys. 5.18. Wyciskanie przeciwkiee — ewolucja ksztattu z rozktadem efektywnego odksztat-
cenia plastycznego (siatka trojkatna, stabilizowane sformutowanie mieszane).

a) b)

c)
Rys. 5.19. Wyciskanie przeciwliae — adaptacyjna zmiana siatki: a) poczatkowa siatkd

kohcowa siatkan, c) poczatkowa siatka+ 1.

nia wszystkich zmiennych z weztéw i punktéw catkowania starej siatki (rys. 5.19b)
na wezly i punkty catkowania w nowej siatce (rys. 5.19c). W algorytmie przeniesie-



94 5. Sformutowanie MES dla problemow z maigiSliwoscia

nia zmiennych miedzy kolejnymi siatkami elementéw fsémonych implementowano
algorytm SPR &ng. superconvergent patch recovery) [315]. Poréwnanie rys. 5.19b

i 5.19c pokazuje poprawne dziatanie tego algorytmu, aczkolwieknaa@aobserwo-

wat pewne rozmycie gradientéw odksztatcenia, nieuniknione gdy gesta odksztatcona
siatke zastepuje sie nowa réwnomierna siatka elementéiaczkaych.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie meteldynentéw skaczo-

nych dla probleméw z matgcisliwoScia materiatu sprawiajacych zii problemy nu-
meryczne, objawiajace sie wystepowaniem blokady obgtwvej w sformutowaniach
przemieszczeniowym MES oraz niestab#in@ cénienia hydrostatycznego w niekto-
rych elementach skmzonych opartych na sformutowaniu mieszanym MES. Rozwi-
nieta metoda stabilizacji, zwana metoda kroku czastkowego, psedézastkowe] lub
metoda CBS, skutecznie eliminuje wady elementéw mieszanych z jednakowa interpo-
lacja pél przemieszczenia igienia. Dzigki temu maiwe jest zastosowanie siatek
tréjkatnych i czwor&ciennych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych
geometrii.

W rozdziale tym przedstawionozezastosowanie rozwinigtego algorytmu do sy-
mulacji prostych przyktadéw testowych przerébki plastycznej na zimno. Wyniki sy-
mulacji numerycznych potwierdzaja popravgbmpracowanych sformutoviiateore-
tycznych. Uzyskano dobre wyniki, co pozwala stwietjzie opracowany program
numeryczny jest dobrym i efektywnym narzedziem dla tego typu zast@sowa

Poréwnanie wynikéw analizy metoda kroku czastkowego z wynikami otrzyma-
nymi za pomoca innej metody stabilizacyjnej, zwanej FA@d. Finite Increment Cal-
culus), przedstawiono w pracy [254]. Wyniki otrzymywane za pomoca obydwu metod
sa w zasadzie poréwnywalne, a metoda kroku czastkowego jest prostsza metoda.

W rozpatrywanych w niniejszej pracy modelach przerébki plastycznej dla uprosz-

czenia pominigto efekty termiczne. Rozszerzenie przedstawionego sformutowania na
zagadnienia termomechaniczne przedstawiono w [241, 261].
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Wstep

Ttoczenie jest wana metoda przerébki plastycznej stosowana do ksztattowania cze-
&ci z blachy. Mimo wprowadzania nowych materiatéw i rozwoju nowych technologii
tloczenie blach jest w dalszym ciagu podstawowym procesem technologicznym w pro-
dukcji czesci karoserii w przensle samochodowym oraz w wytwarzaniu wielu &zie
metalowych w innych sektorach przemystu. Programy MES, wykorzystujace jawne
catkowanie réwna ruchu wzgledem czasu, staty sie bardzo popularne w zastosowa-
niu do symulacji procesoéw ksztattowania blach [107, 103, 253]. Analiza rzeczywi-
stych czé&ci o bardzo skomplikowanej geometrii prowadzi do bardzoydh modeli,

ktére wymagaja dzych mocy obliczeniowych i efektywnych algorytméw rozwiaza-
nia. Programy jawne charakteryzuja sigdwefektywn&cia rozwiazania na pojedyn-
czym kroku przyrostowym i matymi wymaganiami pamieci. Nieiteracyjny algorytm
rozwiazania jest niezawodny w dziataniu. Aczkolwiek z powodu warunkowej sta-
bilnosci numerycznej jawnego schematu catkowania ddadaoku catkowania jest
ograniczona i konieczne jest stosowanie@juiczby krokéw catkowania, to jednak

w przypadku daych modeli obliczeniowych zalety tej metody przeam nad jej
wadami i to czyni te metode popularna w zastosowaniu do rzeczywistych proceséw
tloczenia.

Rozwijany przy wspétuadziale autora [213, 246, 210, 217, 209, 250, 253, 262, 218]
i prezentowany w niniejszej pracy program Simpact/Stampack spetnia w pehi za-
awansowane wymagania stawiane przeytkownikéw przemystowych [247] i jest
z powodzeniem wykorzystywany do symulacji rzeczywistych procesow ttoczenia. W
niniejszym rozdziale sa zawarte przyktadowe symulacje numeryczne pokazujace mo
liwosci programu.

Konkurencja i coraz wieksze wymagania techniczne i ekonomiczne prowadza do
poszukiwania nowych rozwiaagechnologicznych i nowych materiatéw, ktére wyma-
gaja opracowania nowych modeli teoretycznych i implementowania ich w programie
numerycznym. W niniejszym rozdziale przedstawiono praktyczne zastosowanie pro-
gramu do modelowania i symulacji proceséw ksztattowania wykorzystujacych dwa
rodzaje nowoczesnych materiatéw, ttoczenia blach spawarsef. (TWB — tailor
welded blanks) oraz wytwarzania puszek z blach pokrytych polimerem. Blachy spa-
wane zostaty stosunkowo niedawno wprowadzone do produkcji elementéw karoserii
samochodowych. Daja one miwoSt zréznicowania grubsci i wiasnéci blachy,

95
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dostosowujac ja do rzeczywistych wymagkonstrukcyjnych. Pozwala to znacznie
zmniejsz¢ mase karoserii oraz zmniej€zywzycie materiatu.

Blachy pokryte warstwa polimeru sa nowym materiatem w produkcji opakowa
W niniejszym rozdziale przedstawiono nagmiejsze aspekty praktyczne, zwiazane z
z procesem produkcji i stosowaniem nowego materiatu. Krétko opisano proces wy-
twarzania puszek i wkciwasci materiatu istotne dla tego procesu. Omoéwiono wia-
Sciwdsci mechaniczne laminatu stal-polimer, gtbwna uwage zwrdcono rscimiesci
polimeru. Przedstawiono gtéwne zakmia i sformutowanie teoretyczne modelu nu-
merycznego laminatu, szerzej oméwiono model konstytutywny polimeru.5r8go
r6znorodnych modeli stosowanych do polimeréw wybrano dwa alternatywne modele,
model Arrudy-Boyce BciSliwy model Leonova. W modelowaniu procesu wytwarza-
nia puszek wane jest uwzglednienie wzliwosci materiatu na predisd odksztatcenia
i temperature. Modele teoretyczne zostaly implementowane przez autora w programie
numerycznym. Artykut przedstawia wyniki numeryczne wstepnych testéw. Przepro-
wadzono symulacje osiowegaiskania polimeru w celu wyznaczenie statych materia-
towych polimeru. Wyznaczone state materialowe zostaty wykorzystane w symulacji
tltoczenia puszki cylindryczne,j.

6.1 Modelowanie procesu gtebokiego ttoczenia blach

Symulacja numeryczna pozwala przewidzimchowanie ttoczonej blachy w trak-
cie catego wieloetapowego procesu technologicznego. Do najbardziej interesujacych
moazliwosci analizy numerycznej w zastosowaniu do tloczenia blaclzaale

e ksztalt wyttoczki w czasie ksztattowania i po spypowaniu powrotnym,
e rozktad odksztatae lokalnych w blasze,
e rozktad grub&ci blachy,
o lokalizacja odksztatd®— mazliwoSt peknigcia blachy,
e stwierdzenie mpliwego pofatdowania blachy,
e okreslenie obszar6w zarysowanych poprzez progi ciagowe,
e okreslenie wymaganej sity ttoczenia,
e okreslenie zuzycia narzedzi.
Dzigki wynikom uzyskanym w symulacji nzoa zoptymalizowa projektowany pro-

ces technologiczny, skrdcicykl projektowania oraz zmniejszykoszty zwiazane z
uruchomieniem produkciji.
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matryca

Rys. 6.1. Typowy model gtebokiego tloczenia blachy

W typowym modelu procesu gtebokiego ttoczenia (rys. 6.1)algdnia sie ksztat-
towana blache oraz tlocznik, sktadajacy sie z matrycy, stempla i dociskacza. Narze-
dzia zasadniczo moga byraktowane jako sztywne, chav niektérych przypadkach
gdy nacisk dociskacza jest nieréwnomiernyzadane jest uwzglednienie w modelu
jego odksztatcalreri. Osiagniecie ok&onego ksztattu przez wyttoczke jest wymu-
szone poprzez oddziatywanie kontaktowe blachy z narzedziami, ktérych kinematyka
jest okr&slona. Wzajemne przemieszczenie stempla i matrycy jest zadane wedtug rze-
czywistego procesu ttoczenia, przyjmujac np. nieruchoma matryce i zadajac prze-
mieszczenie stempla. Przy modelowaniu dociskacza sa dwaiwo&ci: zadanie
okreslonej szczeliny pomiedzy dociskaczem a matryca lub pozostawienie swobody
ruchu dociskacza przy zadanej sile dociskacza. W przypadku sterowaniaestiera
dociskacza w modelu dynamicznym konieczne jest wprowadzenie odpowiedniego ttu-
mienia w celu eliminacji oscylacji i uzyskanie mlawie statej wart&ci sity oddzia-
tywania miedzy blacha i dociskaczem. W przypadku sztywnego dociskaczaamo
zatazyC, ze jego ruch jest ograniczony do ruchu postepowego, albaneglednt
rowniez mazliwost jego obrotu na skutek niezréwnoremia momentéw sit oddziaty-
wania z blacha i przytoonych do dociskacza sit zewnetrznych.

Oddziatywanie kontaktowe miedzy blacha a narzedziami odgrywa kluczowa role w
procesie tloczenia [291, 310]. W trakcie procesu zmieniaja sie warunki geometryczne
kontaktu. Algorytm kontaktu powinien efektywnie wykry@&ontakt oraz okrdat
wartcst sit oddzialywania kontaktowego w kierunku stycznym i normalnym. Algo-
rytm analizy kontaktu implementowany przez autora w programie Stampack i przed-
stawiony w rozdziale 10 daje bardzo dobre wyniki rovmie symulacji ttoczenia.
Algorytm ten umaliwia uwzglednienie zmiany grulsei blachy, co ma dry wptyw
na rozkiad sit tarcia w obszarze styku miedzy blacha a narzedziami.

Ze wzgledu na sposéb traktowania ruchu modele procesu ttoczeriaanm-
dzielic na quasi-statyczne i dynamiczne. W modelach dynamicznych uwzglednia sie
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efekty inercyjne, a w modelach quasi-statycznych zaniedbuje sig je. Stosowanie mo-
delu quasi-statycznego jest uzasadnione w przypadku stosunkowo wolnych proceséw
ksztaltowania.

W przypadku modelu dynamicznego ze wzgledu na efektga/nbliczeniowa roz-
wiazanie wykorzystujace jawne catkowanie rovirmraichu wzgledem czasu wedhug
rownah (2.58)—(2.60) zyskato dia popularng w zastosowaniu do symulacji pro-
cesow tloczenia. W przypadku modelu quasi-statycznego preferowane sa niejawne
metody rozwiazania zagadnienia nieliniowego, aczkolwieklme jest réwnie wy-
korzystanie jawnego schematu rozwiazania, np. [136]. Opracowano wiele schematéw
niejawnych dla rozwiazania rowhanieliniowych zagadnienia quasi-statycznej row-
nowagi. Jeden z naiwych schematéw jest zdefiniowany réwnaniami (2.55) i (2.56).

Chocia rozwiazania niejawne uznawane sa za dokladniejszerarwiazania
jawne, poréwnanie @nych rozwiaza jawnych i niejawnych z wynikami ekspery-
mentalnymi [129, 306] pokazujee rozwiazania jawne nie ustepuja doktasicia roz-
wiazaniom niejawnym. W przypadku gych zagadnie zalety metod jawnych, takie
jak wysoka efektywngt rozwiazania dla pojedynczego kroku, nieiteracyjny schemat
rozwiazania oraz mate wymagania pamigeci przaaja na wadami tych metod, jak
np. warunkowa stabilréd i sprawiaja,ze metody jawne dominuja w komercyjnych
programach do symulacji ttoczenia blach [222, 101].

Efektywndst obliczeniowa metod jawnych w zastosowaniu do proces6w ttoczenia
blach mae by zwiekszona poprzez algorytmiczne skalowanie masy lub zwigksze-
nie predk&ci narzedzi w procesie ksztattowania. Obydwie metody zwiekszaja efekty
inercyjne. Wychodzi sie z zatenia,ze w stosunkowo wolnych procesach ksztatto-
wania efekty inercyjne sa tak matee nawet ich zwigkszenie nie wprowadzaych
zmian do rozwiazania. Natg jednak pamieta ze zwiekszenie efektéw inercyjnych,
na skutek skalowania masy lub skalowania prédkojest dopuszczalne jedynie w
pewnych granicach [45].

Zastosowanie przestawionej paxey metody zwigkszenia efektywsc rozwia-
zania jawnego poprzez algorytmiczne zwiekszenie efektéw inercyjnych jest iemo
liwe w przypadku analizy speynowania powrotnego. Sprgnowanie powrotne jest
odksztatceniem wyttoczki pod wptywem naped wewnetrznych, po usunigciu wy-
tloczki z prasy. W modelu niejawnym spygowanie powrotne jest traktowane jako
ttumione drgania swobodne &m, zob. [250]. Po usunigciu ograniéz&ontakto-
wych wyttoczka podlega drganiom pod wptywem niezréwnpergych napreen we-
wnetrznych. Odpowiednio dobrane ttumienie doprowadza do zanikuhdrgaia-
gniecia quasi-statycznej rownowagi. Aby wythérdrgania, odpowiadajace nagni
szej (podstawowej) czestoi drgad wlasnych, naley analizow& przedziat czasu co
najmniej zblzony do okresu podstawowych digatasnych. Jgi zastosowalibymy
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skalowanie mas, to uzyskalibmy zwiekszenie krytycznego kroku catkowania wy-
znaczanego z réwnania (2.61), ale jedngoie nastapitoby wydizenie okresu drga
podstawowych, w zwiazku z czym liczba wymaganych krokéw catkowania pozosta-
taby bez zmian. Poniewaokres podstawowych drgavtasnych mae byc znacznie
diuzszy ni czas trwania operacji ksztattowania, analiza symewania powrotnego

za pomoca metody dynamicznej jest czesto nieefektywna. Efektywnym rozwiazaniem
jest zastosowanie modelu dynamicznego w analizie operacji ksztaltowania w potacze-
niu z modelem quasi-statycznym w analizie ggrgwania powrotnego [250].

Blacha w procesie ttoczenia poddana jeskattemu procesowi odksztatcania, cha-
rakteryzujacemu sie dymi przemieszczeniami i dymi odksztatceniami. W mo-
delu numerycznym blacha jest zdyskretyzowana elementamcgskaymi brytowymi
lub powtokowymi [217, 91]. Elementy skazone ayte do dyskretyzaciji blachy po-
winny dobrze modelowaztozony stan odksztatcenia blachy, a jednérie musza
sie charakteryzowaduza efektywn@&cia obliczeniowa. Elementy powtokowe aczkol-
wiek oparte na uproszczonej kinematyce sa efektywniejsze obliczeniowo i dominuja w
praktycznych zastosowaniach symulacji numerycznej procesow ttoczenia blach. Nie-
mniej jednak zastosowanie elementéw powtokowych nie zawsze jegdivweo Uzycie
elementow brytowych jest konieczne w przypadku operacji ksztattowania, w ktérych
mamy petny tréjwymiarowy stan nagrenia w materiale, jak np. w operacji wyciaga-
nia, stanowiacej jeden z etapéw w procesie wytwarzania puszek.

Oddanie skomplikowanych zmian ksztattu blachy wymaga odpowiednio drobnej
siatki elementéw skicczonych. Zastosowanie bardzo drobnej siatki elementow-sko
czonych dla catej blachy i w trakcie catego procesu doprowadzitoby do modelu nume-
rycznego o bardzo dej liczbie niewiadomych, wymagajacego dtugich czaséw obli-
czeh. Opracowano efektywne algorytmy numeryczne, pozwalajace na automatyczne
zageszczanie siatki tylko w obszarach aejukrzywiznie i dzych gradientach od-
ksztatca.

Bardzo drobna siatka elementéw Skaonych bytaby potrzebna dla oddania stanu

odksztatcenia blachy przechodzacej przez progi ciagowe. Pan@wmienie krzywi-

zny wystepujace w przekrojach progéw ciagowych sa zazwyczaj mniegpeamie-

nie krzywizn innych czgci, wymiary elementéw skazonych dla analizy odksztat-
cenia blachy w progach ciagowych bylyby znacznie mniejsze od wymiaréw wymaga-
nych dla innych szczeg6téw geometrii. Dla rozwiazania tego problemu stosuje sie mo-
del tzw. efektywnego progu ciagowego, w ktérym prog ciagowy jest reprezentowany
przez linie lgaca na powierzchni narzedzi, z oki@na wart8cia sity oporu progu cia-
gowego. Site te rozktada sie na wezly elementéwhskonych przecinajacych linie
progu efektywnego. W pewnych przypadkach jednak doktadmmalizy uzyskana

za pomoca modelu z efektywnymi progami ciagowymiz@d\c nie wystarczajaca i
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wtedy konieczne jest dokladne modelowanie geometrii progéw ciagowych [245].

Modelowanie odksztatcenia materiatu w procesie ttoczenia wymaga stosowania od-
powiednich modeli konstytutywnych [217]. Wytworzona w trakcie walcowania tek-
stura materiatu blachy sprawiae wtasngci blachy cechuja sie anizotroposaia,
ktéra musi bg uwzgledniona w sformutowaniu teoretycznym.

W przyktadach numerycznych przedstawionych w niniejszym rozdziale stosowano
dyskretyzacje elementami brytowymi oraz powtokowymi. Jako element brylowy sto-
sowano czteroweztowy element dla zagadnisiowosymetrycznych z selektywnym
catkowaniem nap@en. Przy dyskretyzacji elementami brytowymi stosowano izotro-
powy hiperspreysto-plastyczny model materiatu przedstawiony w podrozdziale 3.4.

Przy dyskretyzacji elementami powtokowymi BST w symulacji procesow ttocze-
nia blach stosuje sie model konstytutywny materiatu Bpsto-plastycznego z izo-
tropowymi wtasn&ciami sprgystymi i anizotropowymi wiaciwcsciami materiatu w
stanie plastycznym.

Element skaczony stosowany w modelowaniu procesow tloczenia musivioy
starczajaco doktadny, a jednoénée efektywny obliczeniowo. Ksztattowane blachy
maozna modelowa za pomoca elementéw brytowych, niemniej jednak ze wzgledu na
efektywn@&t obliczeniowa czgciej sa stosowane elementy powtokowe.

Element BST ma po trzy przemieszczeniowe stopnie swobody w wezle, co zapew-
nia duza efektywn&t obliczeniowa i czyni go odpowiednim do stosowania vzyith
modelach przemystowych proceséw ttoczenia blach.

6.2 Symulacja wielozabiegowego ksztattowania cag karoserii

Rzeczywisty proces ksztattowania ézez blachy sktada sie zazwyczaj z wielu
operaciji, takich jak wyttaczenie, przettaczanie, okrawanie kotnierza, wycinanie otwo-
row, zaginanie krawedzi. W symulacji konieczne jest uwzglednienie nastepujacych po
sobie operaciji, jak rownesprgynowania powrotnego c&ei, wystepujacego migdzy
operacjami i po zak@zeniu calego procesu wytwarzania.

Struktura programu numerycznego Stampack zostata przez autora zaprojektowana
tak, by w sposéb tatwy uwzglednivielozabiegowy proces ksztattowania, wprowadza-
jac po kadej operacji dowolne modyfikacje, takie jak dodawanie i usuwanie dowol-
nych czéci modelu zdefiniowanych przez grupy elementéw i pojedyncze elementy,
zmiany warunkéw brzegowych kinematycznych i olzeigiowych, zmiane definicji
warunkéw kontaktowych. Zostat opracowany rowngpecjalny algorytm do usuwa-
nia czeci blachy przy okrawaniu i wycinaniu otworéw [218]. Ponadto zostat opraco-
wany modut programu do niejawnej analizy sprgowania powrotnego [250].
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Mozliwosci programu autora w zakresie symulacji wielozabiegowego procesu
ksztattowania zostana pokazane na przykladzie symulacji ksztalttowania btotnika sa-
mochodu osobowego, przyktadu testowego prezentowanego na konferencji NUMI-
SHEET 2002 [306]. Analizowany proces ksztaltowania sktada sie z nastepujacych
zabiegOw (operaciji): wyttaczania (ciagnienia), okrawania, zaginania krawedzi, po kté-
rych nastgpuje analiza sgygowania powrotnego.
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a) b)

Rys. 6.2. Ksztattowanie btotnika samochodowego: a) geoampaizedzi do operacji wytta-
czania, b) ksztalt wykroju blachy.

Geometria narzedzi do operacji wyttaczania oraz ksztattrejukblachy sa poka-
zane narys. 6.2. Materiatem wsadowym jest blacha o @eilith7 mm ze stali o wy-
sokiej wytrzymat&ci o nastepujacych wtasecach mechanicznych: modut Younga
E = 2.2188- 10° MPa, wspotczynnik Poissona = 0.3, o krzywej umocnienia da-
nej réwnaniem (3.23) o nastepujacych parameti@ch 627.5 MPa, g5 = 0.008155
i n=0.246. Wiasn&ci anizotropowe blachy sa zdefiniowane przez wspoétczynniki
LankfordaRy = 2.619, Rys = 1.861 i Rgg = 2.166. Tarcie miedzy blacha a narze-
dziami jest okrélone przez wspétczynnik tarcia Coulompa= 0.147.

Blache zdyskretyzowano za pomoca ponad 146 000 tréjkatnych elementéw powto-
kowych BST. Symulacje wyttaczania prowadzono przyjmujac pretkachu stempla
10 m/s. Analiza wymagata okoto 83 000 krokéw catkowania wzgledem czasu. Czas
obliczen na komputerze PC z procesorem Xeon 3.4 GHz wyniést 25 godz. 30 min.
CPU. Otrzymany ksztatt wyttoczki oraz rozktad gr&ieo blachy po operacji wytta-
czania pokazano narys. 6.3.

Nastepna operacja jest okrawanie kotnierza. Rzut linii ciecia na ptaszczyzne nor-
malna do kierunku ruchu narzedzi jest przedstawiony na rys. 6.4a. W symulacji okra-
wania nie symuluje sie doktadnie procesu rozdzielenia materiatu, przeprowadza sie
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078795
nraar

Rys. 6.3. Ksztattowanie btotnika samochodowego — wyttaezaa)i ksztalt czgci po operacii
wytlaczania; b) rozktad grulsei (znormalizowanej wzgledem grudim poczatkowej).

jedynie rozdzielenie blachy wzdtdinii ciecia oraz usuwa sig zbedna ézg modelu.

W programie Stampack autor opracowat specjalny algorytm rozdzielenia materiatu
doktadnie wzdtz dowolnie przebiegajacej linni ciecia. Ksztatt szepo usunigciu
okrawanego materiatu jest pokazany na rys. 6.4b.

a)

Rys. 6.4. Ksztaltowanie btotnika samochodowego — okrawaajiezut linii ciecia na ptasz-
czyzne normalna do kierunku ruchu narzedzi; b) ksztalcizgo operacji okrawania.

Ostatnia symulowana operacja ksztattowania jest zaginsaddatku pozostatego
po operacji ciecia. Materiat jest zaginany poprzez specjalne narzedzia zaginajace.
Podstawowa trudrszia w symulacji jest dobre oddanie zachowania materiatu przy
malym promieniu giecia. Ksztalt c&ei po operacji zaginania krawedzi jest pokazany
narys. 6.5a, zagieta krawedz jest pokazana wyrazniej na rys. 6.5b.
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Po usunieciu c&gi z ttocznika nastepuje spgste odksztatcenie powrotne (spre-
zynowanie) czgci, prowadzace do zmiany jej geometrii. Spngowanie powrotne
zalezy od wiasn&ci mechanicznych materiatéw oraz od przebiegu procesu ksztattowa-
nia. Celem projektowania jest zminimalizowanie efektu spngwania lub takie za-
projektowanie procesu ksztattowania, aby ttoczon&cpe sprgynowaniu osiagneta
pozadany ksztatt wyrobu Kewowego. Symulacja sprgnowania powrotnego zostata
przeprowadzona przy zastosowaniu quasi-statycznego modelu niejawnego. Wyniki
analizy sprgynowania powrotnego przedstawiono na rys. 6.6. Rysunek 6.6a przed-
stawia geometrie przed (kolorem szarym) i po ggr@waniu (kolorem czerwonym).

Na rys. 6.6b pokazano wyniki analizy spygowania powrotnego w postaci rozktadu
przemieszcze w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny rysunku.

b)

Rys. 6.5. Ksztattowanie btotnika samochodowego — zaginanawédzi: a) ksztalt c&ei po
operacji zaginania krawedzi; b) widok zagietej krawedzi.

a) b)
Rys. 6.6. Ksztattowanie btotnika samochodowego —aprewanie powrotne: a) ksztat cag
przed (kolor szary) i po spegnowaniu powrotnym (kolor czerwony); b) rozktad przemiesz-
czeh w kierunku osi (normalnej do ptaszczyzny rysunku).
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6.3 Symulacja ttoczenia blach spawanych

W celu zmniejszenia masy pojazdu i efektywniejszego spatiegmaga wytrzy-
matasciowych, w latach 90-tych ubiegtego wieku do produkcji elementéw karoserii
wprowadzono blachy spawane laserem sktadajace sie z komponentanep géubo-

§ci i réznych wtasnéciach wytrzymatsciowych [285, 220].

6.3.1 Charakterystyka wiasciwasci ttocznych blach spawanych

Blacha spawana ze wzgledu na zmizowanie wiaciwasci lub grub&ci blach skia-
dowych, jak réwnie oddziatywanie samej spoiny, odksztatca sie w sposéb odmienny
anizeli materiat jednorodny [224]. Symulacja ttoczenia blach spawanych wymaga spe-
cjalnego modelu uwzgledniajacego stavdsci spoiny [252, 225].

Materiat w strefie spoiny ma odmienna mikrostrukture, cazn@otatwo zauwa-
zyc obserwujac pod mikroskopem przekréj ztacza spawanego. Na przekroju ztacza
spawanego pokazanego na rys. 6.7znetatwo wyranic spoine oraz strefy wptywu
ciepta. Ze wzgledu na przetopienie laserowe w obrgbie spoiny materiat w strefie ztacza

Rys. 6.7. Mikrofotografia strefy spawanego laserowo ztacza.

charakteryzuje sie wasza wytrzymat&cia i mniejsza odksztatcalécia od materiatu
rodzimego [5]. Powoduje to zmniejszenie odksztatcatmdolachy w strefie spoiny w
procesie tloczenia. Innym efektem wystepujacym w ttoczeniu blacmejd@rubéci

i réznych wiasnéciach mechanicznych jest przemieszczanie sie spoiny w strong mniej
podatnego (grubszego lub bardziej wytrzymatego) materiatu.

Ttoczndt blachy spawanej zatg od orientacji spoiny wzgledem kierunku maksy-
malnego odksztalcenia gtéwnego (rys. 6.8). Gdy maksymalne odksztalcenie gtéwne
jest prostopadte do spoiny, pekanie wystepuje w stabszym materiale réwnolegle do
spoiny (rys. 6.8a). & spoina jest réwnolegta do kierunku maksymalnego odksztat-
cenia gtéwnego, ograniczona ttocgpoiny jest czynnikiem decydujacym i pekanie
nastepuje prostopadle do spoiny (rys. 6.8b). Przy dobrepg@lspoiny nie powinno
nastapt rozdzielenie materiatu w samej spoinie w kierunku wzdm [293].
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a) b)

Rys. 6.8. Pekanie blachy spawanej: a) wzdiooiny, b) w poprzek spoiny.

6.3.2 Model MES blachy spawanej

a) b)

Rys. 6.9. ldealizacja geometrii blachy spawanej: a) model pieciostrefowy b) model tréjstre-
fowy.

W prostym podejdu blachy spawane nzma analizowa z pominieciem spoiny
wprowadzajac sztywne potaczenia miedzy skladowymi blachami, niemniej jednak do-
ktadniejsza analiza wymaga stosowania modelu blachy spawanej, uwzgledniajacego
specyficzne witasrszi i geometrie zlacza spawanego. Idealizujac geometrie blachy
spawanej mana wyodrebrii piec stref, reprezentujacych materiat rodzimy blach sktfa-
dowych, strefy wplywu ciepta oraz spoing (rys. 6.9a). W uproszczonym $cidej
spoinge oraz strefe wptywu ciepta mua traktowa tacznie (rys. 6.9b). Zasieg spoiny
i stref wptywu ciepta mana ustali na podstawie obserwacji mikrostruktury ztacza
spawanego (rys. 6.7).

W dyskretyzacji blach spawanych mma zastosowardzne elementy skiczone
[252, 238]. Najprostsze podmijie polega na dyskretyzacji uproszczonej geometrii z
rys. 6.9a i 6.9b elementami brylowymi, w wyniku czego otrzymuje sig siatke elemen-
tow skaczonych przedstawiona narys. 6.10a,b. Rozwiazanie to jediweo aczkol-
wiek maze byt niezbyt praktyczne, gdyelementy brytowe nie sa efektywne oblicze-
niowo w modelowaniu tloczenia blach. W badaniach numerycznych przedstawionych
W hiniejszej pracy stosowano dwa inne modele. W pierwszym z nich stosuje sig ele-
menty powtokowe o rbnej grubéci i réznych wlasnéciach mechanicznych wedtug
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wyréznionych stref w modelu strefy potaczenia (rys. 6.10c,d). Przedstawiony wcze-
Sniej trojkatny element BST jeszuwany w tym modelu. Element powtokowy strefy
potaczenia dobrze reprezentujezmé wiasnéci wyodrebnionych stref, ale przy sto-
sunkowo matych wymiarach poprzecznych spoiny oraz stref wplywu ciepta wymaga
to stosowania drobnej siatki elementéw w tej strefie, co z kolei wptywa na zmniej-
szenie krytycznego kroku catkowania. Wysoka efekty@zmmumeryczna przy wystar-
czajacej doktadrisci mazna uzyska reprezentujac spoine za pomoca elementéw bel-
kowych (rys. 6.10e). W tym przypadku krok catkowania nie jest uwarunkowany wy-
miarami poprzecznymi, decydujacy o kroku catkowania wymiar (ddopelementu
belkowego mae byt znacznie wigkszy. WtasBoi sprgysto-plastyczne spoiny i stref
wptywu ciepta oraz ich dziatanie wzdtuinii potaczenia sa dobrze reprezentowane
przez elementy belkowe. Odksztatcenie spoiny w kierunku poprzecznym do linii po-
laczenia jest zaniedbane w tym modelu. To uproszczenie jest uzasadnionezetym,
przy dobrej jak&ci spoin nie obserwuje sie probleméw zwiazanych z nadmiernym
odksztalceniem spoiny w kierunku poprzecznym [293].

<) d)

e)

Rys. 6.10. Rane modele MES blach taczonych: a) dyskretyzacja elementami brytowymi
modelu pieciostrefowego, b) dyskretyzacja elementami brylowymi modelu tréjstrefowego, c)
dyskretyzacja elementami powtokowymi modelu pieciostrefowego, d) dyskretyzacja elemen-
tami powtokowymi modelu tréjstrefowego, €) model powtokowo-belkowy.

6.3.3 Wyznaczenie wiasrii mechanicznych spoiny

Modelowanie blachy spawanej wymaga przyporzadkowania odpowiednim strefom
tego ztacza wiasrszi mechanicznych. Jedna z mtisvoSci jest okrélenie teoretyczne
wiasnaci mechanicznych spoiny i strefy wptywu ciepta na podstawie termomecha-
nicznej symulacji spawania blach [316]. Symulacja termomechaniczna procesu spa-
wania uwzgledniajaca przemiany fazowe zachodzace w spoinie i strefie wplywu cie-
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pta pozwala oszacowawlasndci wytrzymat@ciowe ztacza, jak réwniepozwala
otrzymat rozktad napreeh rezydualnych, ktére moga byvprowadzone jako warunki
poczatkowe w analizie ttoczenia blachy spawanej.5\Wiadczenie pokazujee na-
prezenia resztkowe po spawaniu sa stosunkowo niewielkie w stosunku dazeapre
wywotanych odksztatcaniem blachy przy ttoczeniu, dlategamaoje zaniedk@nie
wprowadzajac zbyt diego btedu. Wiasriei wytrzymatéciowe ztacza nuna nato-

miast otrzyma alternatywnie na drodze 8wiadczalnej. Jednym ze sposobow jest
przeprowadzenie specjalnych testow rozciagania dla probek wycietych z blachy spa-
wanej [5]. Innym sposobem oszacowania widsmavytrzymat@&ciowych jest wy-
korzystanie zalencsci miedzy twardscia a wytrzymatscia materiatu — im wysza
twarddt tym wyzsza wytrzymaitsc materiatu. W niniejszej pracy podobnie jak w
pracach [225, 252] zailwno,ze naprgenia uplastyczniajace materiatu sa wprost pro-
porcjonalne do jego twardei. Pozwala to wyznaczynaprgenia uplastyczniajace w
spoinieay"*""z zalendéci:

spoina_ ablacha“ H\spona

przy znajoméci naprgenia uplastyczniajacego materiatu rodzimeg"2 oraz mi-
krotwarddci materiatu rodzimeg@HVP?aha graz spoinyuHVSPP"a  Spoina oraz
strefa wptywu ciepta maja wasza twardsc niz materiat rodzimy (rys. 6.11). Po-
miary mikrotward&ci w przekroju ztacza spawanego pozwalaja réwnigznaczyg
geometrie spoiny oraz strefy wptywu ciepta.

Rys. 6.11. Rozklad mikrotwardoi na przekroju poprzecznym ztacza blach grédid,,2 i 1,5
mm ze stali w gatunkach DX54D+Z oraz H260YD+Z.
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6.3.4 Symulacja ttoczenia wyttoczki z wykroju spawanego

b)

Rys. 6.12. Tioczenie blachy spawanej H260YD+Z/DX54D+Z: a) wyttoczka rzeczywista,
b) ksztatt wyttoczki otrzymany w symulacji numerycznej.

a) b)

Rys. 6.13. Rozklad odksztalcgtownych na tle granicznej krzywej ttoczenia: a) dla blachy
ze stali DX54D+Z, b) dla blachy ze stali H260YD+Z.

Przeprowadzono symulacje ksztattowania wyttoczki pokegaa rys. 6.12a. Wy-
kréj blachy wytej do ttoczenia ma ksztalt prostokata o wymiarach £4M0 mm,
sktada sie z dwoéch blach sktadowych ze stali DX54D+Z o gsebd.5 mm oraz
H260YD+Z o grub&ci 1.2 mm zespawanych wzdtosi symetrii rbwnolegtej do krot-
szego boku catego wykroju. Rysunek 6.12a pokazzgew probach laboratoryjnych
wykonanych w PoIitechnicéIaskiej w trakcie ttoczenia nastepowato pekani@sie]
blachy.
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Przeprowadzono symulacje ttoczenia przyjmujac model blachy spawanej, sktada-
jacy sie w catéci z elementéw powtokowych, uwzgledniajacy spoine, strefy wptywu
ciepta oraz materiat rodzimy jak pokazano narys. 6.10c. Na podstawie préb rozciaga-
nia probek blach stalowych oraz pomiaréw twasdaztacza spawanego wykonanych
w Politechniceélaskiej przyjeto nastepujace krzywe umocnienia Grazinie wspot-
czynniki anizotropii:

e dla blachy DX54D+Z
materiat rodzimy:o = 519(¢ + 0.022)%2°6 MPa,R = 1.83,
strefa wplywu cieptao = 723(¢ 4 0.043)°3%6 MPa,R= 1.83,

e dla blachy H260YD+Z
materiat rodzimy:o = 598(& + 0.038)%224 MPa,R = 1.56,
strefa wptywu cieptao = 792 £ 4 0.041)°3% MPa,R= 1.56,

e dla spoiny:o = 896(¢ +0.052 %31 MPa,R = 1.5.

Szerok@&t spoiny przyjeto 0.7 mm, grubo elementéw powtokowych dyskretyzuja-
cych spoine przyjeto jakérednia grubsci blach sktadowych, 1.35 mm. Szer&ko
stref wplywu ciepta przyjeto 0.4 mm dla blachy DX54D+Z oraz 0.3 mm dla blachy
H260YD+Z.

Wynik symulacji numerycznej w postaci ksztattufltamwego blachy z zaznaczo-
nym miejscem moliwego pekania blachy pokazano na 6.12b. Miejsce pekania wy-
znaczono na podstawie rozktadéw odksztalg&wnych w wyttoczce, zestawionych z
granicznymi krzywymi ttoczenia dla blach sktadowych (diagramy FLD — ang. forming
limit diagrams) pokazanymi narys. 6.13. Prémie czéci punktéw, odpowiadajacych
odksztatceniom gtéwnym dla blachy ze stali H260YD+Z paejygranicznej krzywej
tloczenia, wskazuje na nawoSt pekania blachy w miejscu reprezentowanym przez
te punkty. Miejsce pekania wyttoczki, zaznaczone na rys. 6.12b, odpowiada miejscu
pekania rzeczywistej wyttoczki pokazanej na rys. 6.12a. Wiecej wynikéw ekspe-
rymentalnych i numerycznych dla badanej wyttoczkizma znalez w [224, 252].
Zgodnat wynikdw numerycznych z wynikami laboratoryjnymi potwierdza prawidto-
WoSt zataen przyjetych w modelowaniu blachy spawane;.

W badaniach laboratoryjnych zaobserwowano pewien rozrzut wynikéw. Dla tego
samego wsadu w cgei prob wystepowato pekanie, a w &g otrzymywano po-
prawna wyttoczke. Jest to przejaw losdeo charakteryzujacej pekanie blachy w
procesach tloczenia. Stochastyczny charakter procesu ttoczenia blach zostat uwzgled-
nieniony w pracach [140, 139].
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6.3.5 Numeryczna symulacja wyttaczania miseczki cylindrycznej z blachy
spawanej

Przeprowadzono symulacje numeryczna wyttaczania miseczki cylindrycznej z bla-
chy spawanej. Wyniki numeryczne poréwnano z badaniami eksperymentalnymi prze-
prowadzonymi w PoIitechnicéIaskiej. Wykrojka o ksztatcie kotagrednicy 100 mm,
wycieta jest z blachy spawanej w ten spostdspoina pokrywa sie Zednica. Roz-
patrywano wyttaczanie blach spawanych wykonanych z dwoézhyeh materiatow,
stali DC04 o grubsci 1 mm oraz stali DX54D+Z o grusai 1.5 mm, jak réwnie z
jednakowych blach sktadowych z pomszych materiatow.

W obliczeniach numerycznych stosowano nastepujace krzywe umocnienia oraz
wspétczynniki anizotropii:

e dla blachy DC0410 = 524(¢ +0.022) %21 MPa,R = 1.86

e dla blachy DX54D+Z:0 = 519(¢ + 0.022)°%2%6 MPa,R = 1.83
e dla spoiny:o = 740(¢ + 0.024)%3%* MPa.

Spoing modelowano za pomoca elementéw belkowych o przekroju kwadratowym
1 mmx1mm.

DoSwiadczalne i numeryczne wyniki wyttaczania miseczki cylindrycznej z wy-
krojki spawanej z jednakowych blach skltadowych przedstawiono na rysunku 6.14.
Ksztatt wyttoczki uzyskany w symulacji numerycznej zgadza sie z ksztattem wy-
tloczki rzeczywistej. Mana tatwo zauwayc zmniejszona podatso na odksztatcenie
wzdtuz spoiny.

a) b)

Rys. 6.14. Wytlaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojki spawanej z jednakowych blach
sktadowych: a) wyttoczka dawiadczalna, b) ksztalt wyttoczki z symulacji numeryczne;.
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a) b)
Rys. 6.15. Wyttaczanie miseczki cylindrycznej z wykrojki spawanejznygh blach sktado-
wych: a) wyttoczka dewiadczalna, b) ksztatt wyttoczki z symulacji numeryczne;.

Rysunek 6.15 przedstawia eksperymentalne i numeryczne iwygtikaczania mi-
seczki z blachy spawanej z dwéctzngch materiatéw. W tym przypadku zaréwno w
rzeczywistej wyttoczce, jak i w symulacji numerycznej, zna zaobserwowaogra-
niczona odksztatcalr® strefy spoiny oraz jej przemieszczenie w kierunku grubszej
(mniej podatnej na odksztatcenie) blachy sktadowej. Wyniki numeryczne zgadzaja sie
bardzo dobrze z wynikami dwiadczalnymi.

6.4 Symulacja ksztattowania blach pokrytych polimerem

6.4.1 Opis zagadnienia technicznego

Ostatnie lata przyniosty dzy postep w technologii opakowa Producenci puszek
zmuszeni sa do poszukiwania nowych materiatéw i nowych technologii, aby sprosta
konkurencji ze strony innych technologii. Jednym z nowych materiatéw sa blachy po-
kryte warstwa polimeru. Maja one de perspektywy w produkcji puszek do aerozoli,
napojéw i innych produktéw sgywczych (rys. 6.16). Blachy pokryte polimerem sa
wprowadzane na rynek przez firme Corus, znanego producenta stali. Blachy te sa no-
woczesnym materiatem, faczacym zalety blach stalowych, takie jak 3atksztatto-
wania, dobre wtasrizi mechaniczne wyrobu, niski koszt, tatwy recykling z zaletami
nowoczesnej powtoki polimerowej, takimi jak wysokie walory estetyczne, ochrona
antykorozyjna, lekkst produktu przy jednoczesnej ziej sztywn&ci oraz eliminacja
dodatkowych operacji naktadania warstw ochronnych na puszke.
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Rys. 6.16. Puszki z blachy pokrytej polime-Rys. 6.17. Struktura laminatu stal-polimer.
rem.

Blache powlekana polimerem rmaa traktowd jako laminat, sktadajacy sie z pod-
toza stalowego o grulsgi 0.12—-0.2 mm, pokrytego z obu stron warstwami polimeru o
grubdsci 0.02-0.03 mm (rys. 6.17). Podiwjest blacha stalowa chromowana lub cy-
nowana. Stosowanym polimerem jest PET, czyli poli(tereftalan etylenu). W produkcji
laminatu bardzo wanym problemem jest uzyskanie dobrej przyczegmnavarstwy
polimeru do podiaa stalowego.

Proces ksztaftowania

Puszki na produkty spywcze, napoje i aerozole wytwarzane sa ndcie w wielo-
etapowym procesie ksztaltowania. Podstawowe procesy to proces gtebokiego ttocze-
nia potaczony z przettaczanieranlyg. DRD — draw-redraw) oraz proces gtebokiego
tloczenia potaczony z przettaczaniem i wyciaganiemg DWI — draw and wall iro-

ning) pokazane schematycznie na rys. 6.18. W procesie wyciagamia ifoning)
uzyskuje sie znaczne pocieniesigianki puszki zazwyczaj w kilku etapach. Powtoka
polimerowa zmienia wiasrszi technologiczne blachy. Pojawiaja sie nowe problemy,
takie jak zapewnienie integralfoi powtoki polimeru oraz zachowanie przyczepcio
polimeru do stali w trakcie procesu ksztattowania.

Charakterystyka laminatu stal-polimer

Wiasciwasci mechaniczne i technologiczne laminatu stal-polimerzzetel widciwo-

§ci materiatow sktadowych i ich wzajemnego oddziatywania [237]. Polimery i metale
réznia sie znacznie wtasgoiami mechanicznymi (rys. 6.19). Polimery charaktery-
zuja sie zazwyczaj znaczniezszym modutem speystdci i nizszymi naprgeniami
uplastyczniajacymi i metale. Z rys. 6.19 wida ze wydhzenie graniczne stali jest
wieksze nz odksztatcenie, przy ktérym nastepuje uplastycznienie polimeru (PET),
jest jednak mniejsze od maksymalnego wydtnia polimeru. Odksztatcanie poli-
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a) b)

Rys. 6.18. Procesy ksztattowania puszek: a) ttoczenie ztaczeiniem (DRD - draw redraw),
b) tloczenie z przettaczaniem i wyciaganiem (DWI - draw and wall ironing).
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Rys. 6.19. Krzywe napegnie—odksztatcenie materiatéw sktadowych laminatu.

meru pokrywajacego podie stalowe jest odmienne od odksztatcania swobodnego
polimeru. PET na podiu metalu mana odksztaté znacznie bardziej niswobodna

folie polimeru, problem lokalizacji nie wystepuje dzieki adhezji pomiedzy polime-
rem i metalem. Przy pewnym poziomie odksztatcenia niejednoiidndksztatcania
plastycznego uwidacznia sie w mechanizmie odksztatcania warstwy kontaktowej —
w rezultacie wyksztaici sie niejednorodny stan odksztatcenia i maepig w poblzu
powierzchni styku metalu i polimeru. Nte dogt do delaminaciji lub rozerwania war-
stwy polimeru (w zalendsci od adhezji i wlasr&ei polimeru). Zachowanie spojgci
miedzy obydwoma materiatami jest niezbedne w prawidtowym procesie ksztattowania
laminatu.



114 6. Symulacja procesow ttoczenia blach

6.4.2 Numeryczny model laminatu stal-polimer

Numeryczny model laminatu stal-polimer powinien uwzglednistotne czynniki
wplywajace na wiasriei technologiczne laminatu, w tym v@wasci mechaniczne
metalu i polimeru oraz zjawiska zachodzace w warstwie kontaktowej stal-polimer.
Globalny model laminatu sktadasie bedzie z trzech modeli lokalnych:

e model konstytutywny stali,
e model konstytutywny polimeru,
e model konstytutywny warstwy kontaktowej.

Wiasciwasci mechaniczne polimeru silnie zaée od predkséci odksztatcenia i tem-
peratury, a napzenie uplastyczniajace zale ponadto od &nienia (czéci kulistej
tensora napzenia) [292]. W niniejszej pracy zatono,ze zmiany temperatury sa sto-
sunkowo niewielkie i zastosowano uproszczony model, w ktérym temperatura jest da-
nym parametrem. Bardziej zaawansowany model wymaga zastosowanizosgge
termomechanicznego opisu problemu. Zmiany temperatury maja znaczenie gtéwnie w
operacji wyciagania, w niniejszej pracy ograniczymy sie do pierwszej operacji ksztat-
towania puszki — ttoczenia, w ktorej zmiany temperatury sa stosunkowo mate. Dlatego
mozna zatayc, ze analiza izotermiczna jest wystarczajaco doktadna.

Warstwa polimeru jest modelowana za pomoca modeli opisanych w podrozdziale
3.5, a odksztatcanie stali jest opisywane za pomocazgsi@-plastycznego modelu
przedstawionego w podrozdziale 3.4. Warstwa kontaktowa polimer—metal jest mode-
lowana przy zateeniu doskonatej przyczepsci obu materiatéw. Zakenie to jest
stuszne, j6li w procesie ksztalttowania nie nastepuje zerwanie wiezéw adhezyjnych w
warstwie kontaktowe;.

6.4.3 Symulacja jednoosiowegéciskania polimeru

Doswiadczalne krzywe naprenie—odksztatcenie uzyskane w prébach jednoosiowego
Sciskania pokazane na rys. 3.2 zostana wykorzystane do kalibracji modelu Arrudy-
Boyce orazscisliwego modelu Leonova dla PET — polimeru stosowanego jako war-
stwa pokrywajaca w blasze stosowanej do produkcji puszek. W celu wyznaczenia sta-
tych materialowych przeprowadzono analégskania pojedynczego elementu. Mo-

del konstytutywny implementowano dl&amioweztowego elementu brytowego Q1/PO.
Jest to element oparty na sformutowaniu mieszanym z liniowa interpolacja pola prze-
mieszcza i statym polem napzenia w elemencie. W tym elemencie nie wystepuje
zjawisko blokady objeteciowej. Stale materialowe znaleziono metoda prob i bie-
déw. Najpierw przeprowadzono analize &iieoSci rozwiazania na zmiany poszcze-
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golnych parametréw, a nastepnie zmieniano je aby uzysidowalajaca aproksyma-
cje krzywych déwiadczalnych. Wyznaczone state materiatowe dla modelu Arrudy-
Boyce podano w tabeli 6.1, a d&iliwego modelu Leonova w tabeli 6.2.

Tabela 6.1. State materiatowe dla modelu Arrudy-Boyce

E v AE* Yo S Sss h ap HR AL
(MPa) - ) sl (MPa) (MPa) (MPa) - (MPa) -
115108 033 3231019 10 85 41 200 0.08 7 2.5

Tabela 6.2. State materiatowe dzsliwego modelu Leonova

E v AH Ao To Do h u HrR AL
(MPa) - (@moth st (MPa) - - - (MPa) -

1.15810° 0.33 2010° 41102 070 173 120 0.047 86 29

Aproksymacja krzywych daviadczalnych uzyskana w analizie numerycznej z
uzyciem wzynaczonych parametréw jest pokazana na rys. 6.20a i b w zestawieniu
z krzywymi daéswiadczalnymi. Analize przeprowadzono dlamgch predkéci od-
ksztatcenia. Mana zaobserwovia ze obydwa modele, model Arrudy-Boyce oraz
scisliwy model Leonova, pozwalaja uzyskaodobny charakter krzywej nagenie-
odksztatcenie oraz dobrze reprezentuja zatet wtasnéci od predkéci odksztatce-
nia.

6.4.4 Symulacja ttoczenia puszki cylindrycznej

Przeprowadzono symulacje numeryczna pierwszego etapu wytwarzania puszki, tto-
czenie wyttoczki cylindrycznej z wykrojki &rednicy 150 mm z blachy pokrytej po-
limerem. Stalowe podie o grub&ci 0.2 mm jest pokryte od strony wewnetrznej
warstwa polimeru o grutszi 0.02 mm, a od strony zewnetrznej warstwa polimeru o
grubdsci 0.03 mm.Srednica stempla wynosi 79 mm, a jego promiel.4 mm. Ma-

tryca ma posta piescienia oSrednicy wewnetrznej 79.76 mm i promieniu 1.2 mm.
Wiasnaci mechaniczne blachy sa zdefiniowane przez granice plas§azno= 240

MPa, wytrzymal&C na rozciaganidry, = 360 MPa, parametr umocnienie= 0.17,
maksymalne wydizenieA, = 32%.
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Rys. 6.20. Numeryczne i wiadczalne krzywe naprenie—odksztatcenie: a) model Arrudy-
Boyce, b)scisliwy model Leonova.

Polimer modelowano za pomoca modelu Arrudy-Boyce z paramgtpodanymi
w tabeli 6.1. Zataono doskonata przyczepstomiedzy stala a polimerem. Wspét-
czynnik tarcia Coulomba ustalony w badaniach laboratoryjnych przeprowadzonych w
IPU (Lyngby, Dania) wynosi 0.12. Sita dociskacza w procesie produkcyjnym wynosi
18 kN. Rysunek 6.21 pokazuje model MES. Analize przeprowadzon@wdiartki
geometrii. Warstwe stali i pokrycia polimerowego dyskretyzowano 8-weztowymi ele-

mentami brytowymi Q1/PO0.

a) b)

Rys. 6.21. Model MES gtebokiego ttoczenia puszki z blachyrpt polimerem.

Wyniki symulacji numerycznej sa przedstawione na rys. 6.B¥isunek 6.22a
przedstawia ksztatt wyttoczki otrzymany w symulacji, a rys. 6.22b przedstawia roz-
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ktad grubdci wzdtz tworzacej otrzymany w symulacji zestawiony z grétia zmie-
rzona w badaniach procesu rzeczywistego. W symulacji otrzymano nieco wieksze
pocienieniescianki u podstawy oraz nieco wieksza wyssikavyttoczki, co sie wige

Z mniejszym pogrubieniem w goérnej &g puszki. Ranice miedzy wynikiem sy-
mulacji a pomiarami w eksperymencie moga&spowodowane zbyt mata wastma
przyjetego wspéitczynnika tarcia.

0.3

0.28 ;
i X
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g 020 eksperyment - 5
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2 024 A
2 ey /
E \ L
5 022 \\M /
0.2 i
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a)

Rys. 6.22. Symulacja ttoczenia puszki: a) ksztatt wyttoczki, b) rozktad drtibvezdhez two-
rzacej

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione szerokigliwosci rozwijanego pro-
gramu w zastosowaniu do symulacji rzeczywistych proceséw ksztattowania blach.
Przedstawiono oryginalne sformutowania teoretyczne, rozwiniete przy wspotudziale
i implementowane przez autora umtizviajace analize dzych odksztatce spreysto-
plastycznych blach. Mdiwosci zastosowaprzemystowych zilustrowano na przykta-
dzie wieloetapowego procesu ksztattowaniasczgaroserii. W niniejszym rozdziale
pokazano réwnie modelowanie nowoczesnych materiatbw stosowanych w ttocznic-
twie, blach spawanych laserowaywanych w produkcji elementéw karoserii samo-
chodowych oraz blach powlekanych polimerem, nowego materialu wprowadzanego
do produkcji puszek. Dla blach spawanych omoéwiono sposéb modelowania ztacza
spawanego. Doktadso modelu i jego efektywr& numeryczna pokazano analizu-
jac wybrane przykfady testowe, ktére réwnibyty badane eksperymentalnie. Dla
modelowania blachy powlekanej polimerem implementowano znane z literatury za-
awansowane modele polimeréw, model Arrudy-Boyéeisliwy model Leonova.

Model numeryczny ksztattowania blach powlekanych polimerem zostat opraco-
wany przez autora w ramach europejskiego projektu badawczego POLYCOAE. Cze
otrzymanych wynikow zostata opublikowana w [244]. Praca nad modelowaniem blach
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spawanych jest obecnie kontynuowana przez autora w ramach europejskiego projektu
badawczego SIM-TWB.

Pokazane przyktady symulacji ksztattowania blach pokazuja pop&winefek-
tywnost sformutowa teoretycznych, takich jak np. sformutowania elementéwhsko
czonych, modeli konstytutywnych i algorytmu analizy zagadnienia kontaktowego oraz
duza przydatng&t praktyczna programu.



7. Sformutowanie metody elementéw dyskretnych

Wstep

Niniejszy rozdziat rozpoczyna c&gpracy pégwiecona metodzie elementéw dyskret-
nych oraz zintegrowanej metodzie elementéw dyskretnych fickanych. W meto-
dzie elementéw dyskretnych materiat jest modelowany jako zbiér sztywnych ciat, zwa-
nych elementami dyskretnymi, oddziatywujacych miedzy soba poprzez sity kontaktu
zarbwno w kierunku normalnym jak i stycznym do powierzchni styku. W oddzia-
tywaniu kontaktowym mana uwzgledri sity spojnéci (kohezji) miedzy elementami
oraz maliwo&t zerwania tych wiezéw. Metoda elementéw dyskretnych doskonale na-
daje sie do modelowania materiatdw charakteryzujacych sig istotnymi niesiiaia
mikrostruktury oraz nieciagkziami w postaci zniszczenia. Umliwia symulacje po-
wstawania i propagacji pekriie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie teoretyczne metody elemen-
tow dyskretnych. W sformutowaniu metody elementéw dyskretnych stosowanym w
niniejszej pracy wykorzystuje sie sztywne elementy o ksztalcie kuli (w zagadnieniu
trojwymiarowym) lub walca (w zagadnieniu dwuwymiarowym). Algorytm metody
elementow dyskretnych wykorzystujacy sztywne elementy cylindryczne lub sferyczne
po raz pierwszy zostat zaproponowany przez Cundalla [57, 55]. W niniejszej pracy
wykorzystywany jest wtasny algorytm, implementowany w programie metody ele-
mentoéw sk@czonych Simpact, opartym na jawnym catkowaniu rofvnechu [255].

Metoda elementéw dyskretnych jest w istocie podobna do metody sztywnych ele-
mentéw skaczonych [153], w ktérej uktad ciagty jest zastapiony uktadem bryt sztyw-
nych potaczonych ze soba niexkimi elementami sp@ystymi i ttumiacymi. W opisie
matematycznym otrzymuje sie podobne réwnania ruchu jak w metodzie elementéw
dyskretnych. Wystepuje istotnaadica w koncepcji modelowania. Metoda sztyw-
nych elementéw skczonych w postaci przedstawionej [153kgi do zmniejszenia
liczby stopni swobody w modelu numerycznym w poréwnaniu do metody elemen-
téw odksztatcalnych i nie byla stosowana do modelowania materiatu na poziomie mi-
kroskopowym. Nie formutowano zagadnienia kontaktowego dla uktadu bryt sztyw-
nych. Nie uwzgledniano w niej nzeiwosci zerwania potacZemiedzy sztywnymi
elementami skiaczonymi. Nie byto maliwoSci modelowania powstawania i propaga-
cji szczelin.

119
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7.1 Roéwnania ruchu swobodnego pojedynczego elementu dyskretnego

Rozpatrujemy dowolny ruch swobodny pojedynczego elemerglrdinego bedacego
ciatem sztywnym o ksztalcie walca lub kuli (rys. 7.1). Opis ruchu dowolnego ciata
sztywnego jest zamieszczony w dodatku B. Réwnania ruchu rozpatrywanego ele-
mentu dyskretnego sa szczeg6lnym przypadkiem ogélnych mowunehu przedsta-
wionych w dodatku B.

ext
Ic

Rys. 7.1. Ruch sztywnej czastki.

Ruch opisywany jest wzgledem nieruchomego uktadu wspditgeh OX; X,Xs.
OgdIne réwnanie ruchu dowolnego ciata sztywnego w postaci stabej dane jest réwna-
niem (B.14). Jako punkt odniesienia (biegun) wybieramy punkt pokrywajacy sie ze
srodkiem masy elementu dyskretnegoPrzy tym zataeniu zasada prac przygotowa-
nych dla rozpatrywanego ciata sztywnego vaaaie nastepujacym réwnaniem:

(miic — F&Y) - Suc+ (Jo-@ +w x Jo-w —TE") - 3¢ =0, (7.1)

gdzieduc — przemieszczenie przygotowasedka masype — elementarny (przygo-
towany) obrétm— masa ciata sztywnegd,®* — wypadkowa sit zewnetrznych zdefi-
niowana réwnaniem (B.10)&* — wypadkowy moment sit zewnetrznych wzgledem
biegunaC zdefiniowany réwnaniem (B.11)lc — tensor bezwtadrsa zdefiniowany
réwnaniem (B.13)@ — wektor predkéci obrotowej.

W rozpatrywanym zagadnieniu réwnanie (7.1)ana jeszcze bardziej ugoc. W
przypadku ciata sztywnego o ksztatcie kuli, jak rowanve przypadku dowolnego ciata
sztywnego poruszajacego sie w ptaszczyznie, znika catonJc - w, dzieki czemu
réwnanie (7.1) upraszcza sie do postaci:

(miic — F®) - Suc+ (Jo- @ — TEY) - 69 = 0. (7.2)
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Poniewa wariacjeduc i d¢ sa niezalene, spetnienie réwnania (7.2) wymaga spet-
nienia dwoch rowna:

mic = F®°, (7.3)
Jo-w = T, (7.4)

ktére sa szczegd6lnym przypadkiem rowiidewtona—Eulera (B.15)—(B.16). ROéwna-
nia (7.3) i (7.4) opisuja odpowiednio ruch postepowy i ruch obrotowy ciata sztywnego
o ksztalcie kuli (3D) lub walca (2D).

7.2 Roéwnania ruchu uktadu elementow dyskretnych

W metodzie elementéw dyskretnych mamy do czynienia z uktadéeriu elementow

— ciat sztywnych, ktérych ruch jest wynikiem obzénia zewnetrznego i wzajemnego
oddziatywania miedzy soba poprzez reakcje kontaktowe o charakterze sit jak row-
niez momentéw skupionych. Dodatkowe ograniczenia kontaktowe miedzy elemen-
tami dyskretnymi w implementowanym sformutowaniu sa spetnione w pizshili

za pomoca metody funkcji kary.

Zatozymy, ze ruch jest badany w nieruchomym ukfadzie kartegi@gm X. Ruch
obrotowy poszczegdinych elementéw dyskretnych jest opisywany wzgledem uktadéw
inercyjnych, ktérych poczatek pokrywajacy siesredkiem masy poszczeg6inych ele-
mentéw jest traktowany jako chwilowy biegun ruchu obrotowego. Wykorzystujac
réwnanie (B.14) zasade prac przygotowanych dla ukksdelementéw o ksztalcie
kuli (3D) lub walca (2D) mana zapisaw nastepujacej postaci:

i[(mai — F®) - Sui+ (i @i — ) - 6¢;] + OW° =0, (7.5)

gdzie OW° jest praca przygotowana oddzialyiviontaktowych wszystkich par ele-
mentow w kontakcie, &y, Ji, uj, @i, Fi T, sa wprowadzonymi wcagiej wielko-
Sciami odnoszacymi sie detego elementu dyskretnegoy jest masa-tego elementu
dyskretnegé, J; — tensorem bezwtadsd wzgledem uktadu centralnego (o poczatku
pokrywajacym sie zérodkiem masy; — przemieszczeniesrodka masyw; — pred-
koscia katowa,F®t — wypadkowa sita od obczgnia zewnetrznego (bez oddziatywa-
nia kontaktowego), & — wypadkowym momentem od obziia zewngtrznego
(bez oddziatywania kontaktowego).

1w dalszych rozwzaniach zostanie opuszczony indéksvskazujacy na wybér bieguna dla opisu
ruchu obrotowego.
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Praca przygotowana oddziatytv&ontaktowychdW¢ jest suma prac przygotowa-
nych oddziatlywania kontaktowego we wszystkich parach kontaktujacych sie elemen-
tow dyskretnych:

1 N nc
C

2 (7.6)
i=1j=1

gdzie dwjj jest praca przygotowana oddziatywania kontaktowego myigdym i j-

tym elementem, ag liczba elementéw bedacych w kontakcig-&ym elementem
dyskretnym. Wspotczynnik /2 w réwnaniu (7.6) wynika z faktize przy zastosowa-
nym sumowaniu kada para kontaktowa wystepuje dwukrotnie. Praca przygotowana
oddziatywania kontaktowego miedgtym i j-tym elementem jest suma prac przygo-
towanych sit i momentéw oddziatywania kontaktowego:

oW = Ff - (Suf — duf) + Tij - (3¢ — S¢y), (7.7)

gdzieFi‘J? — catkowita sita oddziatywania kontaktowego miedzym a j-tym elemen-
tem dyskretnympuf — przemieszczenie przygotowane punktu mabdego da-tego
elementu bedacego w kontakcig-tym eIementemgSujC — przemieszczenie przygoto-
wane punktu naleacego dg-tego elementu bedacego w kontakcietym elementem,
Og; i d¢; — przygotowane obrotiytego i j-tego elementu dyskretnego. W stosowanym
sformutowaniu metody elementéw dyskretnych zastosowano regularyzacije oghanicze
kontaktowych za pomoca funkcji kary, w zwiazku z tym przemieszczenia przygoto-
wane nie musza spettiaviezéw geometrycznych dla kontaktu (wiezy te sa spetnione
w sposob przybliony).

Zgodnie z zasadami akcji i reakcji sity i momenty, z jakimi oddziatywuja na siebie
kontaktujace sie elementy, sa réwne co do w&ritd przeciwnie zwrécone. Biorac to
pod uwage réwnanie (7.7) raoa zapisa w postaci:

OWj = —F - ouf — F - ouf — Tjj - 5¢; — Tj - Ogp;. (7.8)
Na podstawie réwnania (B.1) réwnanie (7.8)na przeksztat€ido postaci
OWjj = —Fjj - (Oui + 09 x 57) — Fi - (Ouj + 8¢, x sf) — Tij - 09 — Tji - O¢p; . (7.9)

Korzystajac z jawnej postaci wyrania na prace przygotowana oddziatywania kontak-
towego (7.9) oraz wiasisgi iloczynu mieszanego wektor6w zasade prac przygotowa-
nych dla uktadu elementéw dyskretnych (7.5)zna zapisa w nastepujacej postaci

N ng ngG ne;
Zl mii; —F™ =% Ff |- Sui+ (Ji-0i =T =5 Tjj =y s°x Ff |- ¢,
i= j=1 =1 =1

= 0.
(7.10)
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Wprowadzajac wypadkowe sity i momenty dziatajacatyaelement

nG

F = Fiext+ Z Fi(j: — Fiext_i_Ficont’ (7.11)
=1
nG ne;

T=T+ 3 Tj+y sfx Ff =T+ T, (7.12)
=1 =1

réwnanie (7.10) mena zapisaw postaci

i[(mﬁi—Fi)'5”i+(«’i'(bi—Ti)'5¢i]_0- (7.13)

Réwnanie (7.13) zostanie zapisane w notacji algebraicznej
5rT(Mf —R)+ 89" (J2 —T) =0, (7.14)

gdzier jest wektorem zawierajacym przemieszczesiadkéw mas elementow dys-
kretnych, or — wektorem przemieszcaegorzygotowanychp® — wektorem obrotéw
przygotowanychf — wektorem predk&ci obrotowychM — macierza mas elemen-
tow dyskretnych,J — macierza sktadowych tensora bezwtasltipR — wektorem sit
wypadkowych,T —wektorem wypadkowych momentow wzgledénadkéw mas ele-
mentow,

r = {ui...un}", (7.15)

& = {Ouy... duy}', (7.16)

3P = {06¢;... Sy}, (7.17)

Q = {w1...on}, (7.18)
[ mils.s

M = , (7.19)
i my 13,3
3

J = , (7.20)
L JN

R = {Fi...R\}", (7.21)

N = {Ty... T\}". (7.22)
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Poniewa réwnanie (7.14) musi liyspetnione dla dowolnych przemieszai@brotéw
przygotowanych, otrzymuje sie nastepujacy uktad rdwopisujacych ruch uktadu
elementow dyskretnych o ksztatcie kuli (3D) lub walca (2D)

Mi = R, (7.23)
e =T. (7.24)

7.3 Model oddziatywania kontaktowego elementow dyskretnyctz
tarciem bez kohezji

Sity i momenty oddziatywania kontaktowego sa liczone zgednizastosowanym
modelem konstytutywnym kontaktu. W opisywanym sformutowaniu metody elemen-
tow dyskretnych dostepne sa nastepujace modele oddziatywania kontaktowego:

e model oddziatywania kontaktowego z tarciem bez kohezji,

e model oddziatywania kontaktowego z odpdsn@ na rozciaganie (z kohezja).

W obydwu modelach nwiwe jest uwzglednienie ttumienia oraz wtaczenie oddzia-
tywania momentowego. W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawiony model
oddziatywania kontaktowego z tarciem bez kohezji oraz bez uwzglednienia oddziaty-
wania momentowego.

Rys. 7.2. Rozkfad sity kontaktu na sktadow®ys. 7.3. Model oddziatywania kontaktowego
normalnai styczna. pomiedzy czastkami.

Site oddziatywania kontaktowegBji miedzy dwoma elementami dyskretnyiii
tym i j-tym mazna roztayc na sktadowa normalna i styczna do powierzchni styku,
odpowiednio( Fy)ij i (Fs)ij (rys. 7.2)

Fif = (Fn)ij + (Fs)ij = (Fo)ijnj + (Fs)i (7.25)
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gdzien; jest jednostkowym wektorem prostopadtym do powierzchnistgepatry-
wanych czastek, skierowany na zewnatrz czastkj. W dalszych rozwzaniach dla
uproszczenia oznadz@puszczone zostana indeksyraz j. Sity oddziatywania kon-
taktowego w kierunku normalnym i stycznyrf, i Fs, Sa wyznaczane na podstawie
przyjetego modelu kontaktu pomiedzy elementami dyskretnymi.

Schemat reologiczny modelu oddziatywania kontakowego z tarciem bez kohezji
jest pokazany na rys. 7.3. Model ten zdefiniowany jest poprzez state moduly sztyw-
nosci w kierunku normalnynk, i stycznymks, wspoétczynnik tarcia Coulombg i
wspotczynnik ttumienia wiskotycznego dla oddziatywania kontaktowggo

Zgodnie z przyjetym modelem sita oddziatywania kontaktowego w kierunku nor-
malnymF, jest suma sktadowej sprgstej F.¢ i sity ttumienia F¢

Fo=FS+FJ. (7.26)

Czest spraystaFS jest proporcjonalna do modutu sztywstw kierunku normalnym
ks i do penetracji (przenikania) powierzchni zewnetrznyctpedgywanych czastely
w miejscu styku

Fe— kg, (7.27)

Dla czastek o ksztatcie kuli lub walca wzajemna penetracjemaavyznacz§ z réw-
nania

g=d-—ri—rj, (7.28)

gdzie d jest odlegtécia Srodkow czastek, & i r; sa ich promieniami. W rozpa-
trywanym modelu wyklucza sie sity kohezji, wigc oddziatywanie kontaktoweemo
zachodzt tylko przy Sciskaniu w kierunku normalnym §& g < 0). Jeli g > 0, od-
dziatywanie kontakowe nie wystepujés{= 0). Przyjety model oddziatywania jest
identyczny z przedstawionym w podrozdziale 4.4 modelem kontaktu ciat odksztatcal-
nych z regularyzacja za pomoca funkcji kary.

Wiaczenie ttumienia do modelu oddziatywania kontaktowego ma na celu zapew-
nienie rozpraszania energii kinetycznej zderzajacych sie czastek i zmniejszenie wyste-
pujacych w uktadzie drga W opisywanym modelu zatono dziatanie sit ttumiacych
dla kontaktu w kierunku normalnym. Przyjetre ttumienie w oddziatywaniu kontak-
towym ma charakter wiskotyczny (lepsciowy) i jest proporcjonalne do wzglednej
predkaci czastek w kierunku prostopadlym do powierzchni styku

Y = CaVin, (7.29)
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przy czym predk&t v, Wyznacza sie w nastepujacy sposéb

Vin = Uy - Rj. (7.30)
gdziev, jest wzgledna predigmia w punkcie styku:

v = (v + @) x 1) — (vi+ i xrf), (7.31)

v i vj sa predkéciami liniowymi Srodk6w mas czastelw; i j sa predkéciami kato-
wymi czastek, a° i r{° sa wektorami taczacynsrodki mas z punktami kontaktu.

WielkoSt ttumienia mae byt okreslona poprzez odniesienie do ttumienia krytycz-
nego. Wspoétczynnik thumienia,, wystepujacy w réwnaniu (7.29), raoa zdefiniowa
jako proporcjonalny do wsp6tczynnil@,, wyznaczajacego ttumienie krytyczne

Cn = aF Cer, (7.32)

z parametremx® > 0, bedacym wspotczynnikiem proporcjonadob Dla ukiadu
dwoch elementéw dyskretnych o masanhi m potaczonych sp@yna o sztywnéci
k. ttumienie krytyczne jest ok&done wspoétczynnikient,, danym nastepujaca zale
noScia, por. [277],

mim Kq

Cor=2 .
CIr m+m

(7.33)

Ttumienie zalene od predkéci wzglednej kontaktujacych sie czastek, dane réwna-
niem (7.29), rozprasza energie zderzajacych sie czastek, a nie wyhamowuje czastek
swobodnych.

Oddziatywanie kontaktowe w kierunku stycznym w omawianym modelu jest zwia-
zane z wystepowaniem tarcia przeciwdziatajacegslipgowi w miejscu styku. Po-
Slizg jest charakteryzowany poprzez sktadowa styazgavzglednej predksci styka-
jacych sie punktéw dwoch czastek

Vs = Uy — (Vr- i) . (7.34)

Dla sity oddziatywania stycznego miedzy elementami dyskretngaprzyjeto re-
gularyzowany model tarcia Coulomba przedstawiony w podrozdziale 4.4 dla kontaktu
pomiedzy ciatami odksztatcalnymi. W modelu tym wymagane jest spetnienie naste-
pujacych warunkow:

¢:HFSH_H“:T1’ <0, (7-35)
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;o _ A

A>0, ¢A=0, (7.37)

gdzie u jest wspétczynnikiem tarcia Coulomblg, jest parametrem kary, ktéry e
byt interpretowany jako sztywi$o oporu przylegania. Algorytm numeryczny dla wy-
znaczenia sihFs zgodnie z warunkami (7.35)—(7.37) jest podobny do algorytpit 0
sanego réwnaniami (4.48)—(4.52).

Przedstawiony model oddziatywania kontaktowego jest stosunkowo najprostszym
modelem stosowanym w metodzie elementéw dyskretnyctzliwe jest wykorzysta-
nie innych modeli, jak np. model Hertza dla oddzialywania w kierunku normalnym
i bardziej skomplikowane modele tarcia [65, 104, 105]. Bardziej rozbudowane mo-
dele daja wigksze natiwosci modelowania, lecz niedogodswia w ich stosowaniu
jest konieczn&t wyznaczenia wiekszej liczby parametrow.

7.4 Model oddziatywania kontaktowego z odpornécia na rozciaganie

Modelowanie materiatu skalnego lub innych materiatéw chamizujacych sie spoj-
noscia wymaga uwzglednienia rmlovosci przenoszenia naggh (sit) rozciagajacych

w modelu oddziatywania kontaktowego elementéw dyskretnych. W wielu innych za-
stosowaniach sformutowanie zagadnienia kontaktowego wymaga rdwigeowa-
dzenia odporngci na rozciaganie [256, 31], ktéra @@ mi& ograniczona warkd i
maze zosté zniszczona przy pewnym obgzeniu.

Odpornd&t na rozciaganie obejmuje dwa zjawiska, adhezje (przyleganie) i kohe-
Zje (spojnéL). W prezentowanym modelu obydwa te zjawiska fizyczne traktowane
sa jednolicie. Ogolne §ciste matematycznie sformutowanie zagadnienia kontaktu z
adhezja zostato podane w [256]. W niniejszej pracy model kontaktu z odgmano
zostanie wprowadzony w prosty sposob poprzez rozszerzenie standardowego modelu
kontaktu regularyzowanego za pomoca funkcji kary na zakres naipkgntaktowych
rozciagajacych. Oznacza tog wyraenie na site kontaktowa w kierunku normalnym
(7.27) jest réwnie wazne dlag > 0. Przy czynnym wiazaniu kohezyjnym liniowa
zalezncst opisuje oddziatywanie w kierunku normalnym i stycznym:

Fne = kl"lg7 FS = kS”Sa (738)

gdzie: F¢ — sita oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnyfg,— sita od-
dziatywania kontaktowego w kierunku stycznymg, — sztywn&t potaczenia kontak-
towego w kierunku normalnynks — sztywn&t potaczenia kontaktowego w kierunku
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Ruf- R

a) b)

Rys. 7.4. Spreysto idealnie kruchy model kontaktu: a) sita kontaktu w kierunku normalnym,
a) sita kontaktu w kierunku stycznym.

stycznym,g — wzgledne przemieszczenie w kierunku normalnym w miejscu styku,
—wzgledne przemieszczenie w kierunku stycznym.

Przy pewnym poziomie obcienia rozciagajacego IWrinajacego nze nastai
ostabienie wiaza prowadzace do cieiowego lub catkowitego odspojenia. Zate-
sci dla oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnym i stycznym w implemen-
towanym modelu sa pokazane na rys. 7.4. W modelu tym nastepuje natychmiastowe
zerwanie wiazania i natychmiastowy spadek sity do zera w momencie przekrocze-
nia granicznej wytrzymakzi potaczenia przez ktorakolwiek z sit obliczonych wedtug
réwnah (7.38). Taki model nazywany jest spysto-idealnie kruchym. Kryterium
odspojenia mpna zapisaw nastepujacy sposoéb:

gdzie: R, — wytrzymat@&t potaczenia kontaktowego w kierunku normalnyiRa,— wy-
trzymatdst potaczenia kontaktowego w kierunku stycznym. Powierzchnia zniszczenia
(odspojenia) zgodna z warunkami (7.39) jest pokazana narys. 7.5.

F
Ry

Rys. 7.5. Powierzchnia zniszczenia dla gysto-idealnie kruchego modelu oddziatywania
kontaktowego.
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W przypadku braku spéjrsai (po zerwaniu wiaZzg model kontaktu uwzglednia
standardowe oddziatywanie kontaktowéeciskajace w kierunku normalnym oraz tar-
cie w kierunku stycznym zgodnie z regularyzowanym modelem tarcia Coulomba. Mo-
del oddziatywania kontaktowego po zerwaniu wigest catkowicie zgodny z mode-
lem oddziatywania kontaktowego bez kohezji przedstawionym w podrozdziale 7.3.

Opisany model jest najprostszym modelem oddziatywania kontaktowego ze spéj-
noscia. Maliwe jest stosowanie bardziej skomplikowanych modeli, np. uszkodzenie
idealnie kruche mzna zasta@i stopniowa degradacja sztywsw i wytrzymataci po-
taczenia charakteryzujaca model styrgty z uszkodzeniemafg. elastic damage mo-
del) [216, 110] lub model wykorzystujacy sformutowanie sygto-plastyczne z osta-
bieniem [216, 31, 59]. W pracy [59] wprowadza sie modele zgmt®-plastyczne do
modelowania oddziatywania w warstwie kontaktowej miedzy wielokatnymi elemen-
tami dyskretnymi w przekonanizge wprowadzenie na poziom mikroskopowy modeli
sprawdzonych w mechanice kontinuum must d@ najmniej tak dobre wyniki jak
w ich oryginalnym sformutowaniu. Ckwiadczenia autora [216] wskazuja jedna,
stosowanie bardziej skomplikowanych modeli ha poziomie mikroskopowym aczkol-
wiek daje poprawne wyniki, nie wprowadza nowych jagmwo zachowa makro-
skopowych materiatu. Z tego powodu w niniejszej pracy ograniczymy sie do modelu
kontaktu sprgysto-idealnie kruchego. Rte kombinacje warfei parametréw tego
modelu daja meliwost modelowania rbnych zachowa makroskopowych materia-
téw, typowych zaréwno dla materiatéw kruchych, jak i podatnych. zNweosci te
zostana przedstawione w dalszej&@goracy.

7.5 Model oddzialywania momentowego pary elementéw dyskrmeych

Moment oddziatywania kontaktowego charakteryzuje przezigdnie wzglednemu
obrotowi kontaktujacych sie elementéw dyskretnych. W ogélnym przypadku moment
maze dziat& w przypadku potaczenia kohezyjnego, jak révnie przypadku kon-
taktu bez kohezji. W niniejszej pracy ograniczymy sie do przypadku kontaktu z tar-
ciem bez kohezji.

Moment oddziatywania kontaktowegqf miedzy dwoma elementami dyskretnymi

i-tym i j-tym mazna rozt@yc na sktadowa normalna i styczna do powierzchni styku,
odpowiednio(Ty)jj i (Ts)jj

Tii = (Tn)ij + (Ts)ij = (Tn)ij mj + (Ts)i , (7.40)

gdzien; jest jednostkowym wektorem prostopadtym do powierzchnistgdepatry-
wanych czastek, skierowanym na zewnatrz czastji W dalszych rozwzaniach dla
uproszczenia oznadz@puszczone zostana indeksyrazj.
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Moment przeciwdziata wzglednemu ruchowi obrotowemu charakteryzowanemu
wzgledna predkecia obrotowae

W =0 — o], (7.41)

ktéra mana réwnie roztazyc na sktadowa normalna i styczna do ptaszczyzny styku,
®m i @t

wr:wrn+wrszwn‘ni+wrs. (742)

Sktadowa normalna nzma wyznacz§ przez rzutowanie wektor@, na jednostkowy
wektor normalnyn;,

Wn = Wy - N, (7.43)
wtedy sktadowa styczna otrzymuje sie na podstawie rownania (7.42) jako
(!)rs = wr — wrnni . (744)

Model momentowego oddziatywania kontaktowego zm sformutowa analo-
gicznie do modelu tarcia ftizgowego. Dla oporu przeciwdziatajacego wzglednemu
obrotowi wokét osi normalnej do powierzchni styku ama zapisa nastepujace wa-
runki Kuhna-Tuckera ok&ajace warunki pslizgu, przylegania i wzajemnego wyklu-
czania sie przylegania i ghzgu:

(pn SO, )\nZO, (pnAnZO, (745)
gdzie A, jest okréslona przez niestowarzyszone prawd@zgu:

Ty

®m=Ap— 7.46
n nHTnH ( )

a @, jest dane réwnaniem
@n = || Tnl| — an|Fnl, (7.47)

a, jest wspotczynnikiem o wymiarze dtugo charakteryzujacym wiell& granicz-
nego momentu tarcia wokét osi normalnej do powierzchni styku. Zato przy tym,
ze moment ten jest proporcjonalny do normalnej sity kontdktu

Analogicznie mana zapisa warunki Kuhna-Tuckera dla oporu przeciwdziataja-
cego wzglednemu obrotowi wokét osizigcej w powierzchni styku

%SO, Aszoa %AS:O7 (748)
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gdzieAs jest okreslona przez niestowarzyszone praw@zgu:

Ts
Wrs = As—, 7.49
s S||TS|| ( )
a @ jest dane rébwnaniem
@ = ||Ts| — as|Fl, (7.50)

as jest wspotczynnikiem o wymiarze diugo charakteryzujacym wiell& granicz-
nego momentu oporu przeciwdziatajacemu wzglednemu obrotowi wokét zeside
w ptaszczyznie styku. Podobnie jak dla obrotu wokét osi normalnejzoaio, ze
moment oporu jest proporcjonalny do normalnej sity kontakfu Jest to zateenie
zgodne z modelem tarcia tocznego stosowanego w praktygaiarskiej.

Implementacja numeryczna modelu oddziatywania kontaktowego wymaga regula-
ryzacji warunkow kontaktu danych przez (7.45)—(7.47) i (7.48)—(7.50). Regularyzacja
polega na wprowadzeniu wspdtczynnikéw kdd§ i kit do praw pélizgu (7.46) i
(7.49)

Tn == kLOt <wrn - An£> 5 (751)
[Tl |

7 rot Ts

Ts: kS ((!)rs_)\s—> . (752)
|ITsl]

Po regularyzacji modele oddziatywania kontaktowego sa analogiczne doystare
plastycznego modelu materiatu z niestowarzyszonym prawem ptynigcia, a wspotczyn-
niki kary spetniaja role modutéw sprestdci.

7.6 Tlumienie zewnetrzne

Opisane wczaiej ttumienie uwzglednione w modelu oddziatywania kontaktowego
mozna traktowa jako ttumienie wlasne (wewnetrzne) materiatu. Oprécz tego w mo-
delu mana zdefiniowa ttumienie, majace charakter ttumienia zewnetrznego, repre-
zentujace op6r &odka, w ktorym poruszaja sie czastki — elementy dyskretne. Tiu-
mienie to rozprasza energie kinetyczna wszystkich czastek, bez wzgledu na to, czy
znajduja sie w kontakcie z innymi czastkami lub obiektami.

W réwnaniach ruchu z dodanym ttumieniem catkowite sity i momenty dziatajace na
pojedynczy element dyskretny zdefiniowane réwnaniami (7.11) i (7.12) sa rozszerzone
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o cztony wynikajace z tumieniaf P i 79"

F; = F® 4 Foy Foa (7.53)
T, = T+ T4 10 (7.54)

W przyjetym modelu wprowadzono ttumienie zewnetrzne, zaréwno wiskotyczne (lep-
koSciowe) jak i niewiskotyczne (nielep&oiowe). Cztony uwzgledniajace ttumienie
sa dane nastepujacymi wyeniami:

¢ dla ttumienia wiskotycznego

FO™ — _oMmo;, (7.55)

T = o' Jwi; (7.56)

e dla ttumienia niewiskotycznego

Vi

: (7.57)
[vi]

Fidémp — _anthFie>¢_|_Ficth

Tidanp _ _anerTiext_’_Ticont”

(O
_— (7.58)
il

gdziea't, &', «™ti ™" sa odpowiednimi wspotczynnikami ttumienia. Na podstawie
rownan (7.55)—(7.58) mpna zauwayc, ze zaréwno ttumienie wiskotyczne, jak i nie-
wiskotyczne przeciwdziata ruchowi czastek, sity ttumienia sa skierowane w kierunku
przeciwnym do predieci czastek. Ranica miedzy przyjetymi w modelu rodzajami
ttumienia jest w okrgleniu wielkaci oporu. Ttumienie wiskotyczne jest proporcjo-
nalne do predkeci czastek, natomiast ttumienie niewiskotyczne jest wyznaczane jako
utamek dzialajacej na czastke wypadkowej sity i wypadkowego momentu. Dysypo-
wana energia nie zatg w tym przypadku od predisai.

Zatozenie odpowiedniej wielkeci ttumienia jest bardzo istotne do uzyskania quasi-
statycznego zachowania sie materiatu, reprezentowanego przez zbiér czastek.

7.7 Catkowanie réwnan ruchu

Rownania ruchu (7.23) i (7.24) sa catkowane w czasie przygasianiu jawnego al-
gorytmu r&nic centralnych. Operacja catkowania réwnania ruchu postepowego (7.23)



7.7. Catkowanie rowraruchu 133

w kroku n-tym wykonywana jest wedtug nastepujacego schematu:

fn = M7IR,, (7.59)
I;n+l/2 = f‘n71/2‘|‘i;nAta (7.60)

Dwa pierwsze kroki w schemacie catkowania réwnania ruchu obrotowego (7.24) sa
analogiczne do rowre(7.59) i (7.60):

Q,=J"1T,, (7.62)
Rni12=Rp 172+ ol (7.63)

Dla ptaskiego ruchu obrotowego catkowity kat obrgiudlai-tego elementu nie byc
wyznaczony w sposob analogiczny jak wektor przemieszczenia:

(#i)n+1 = (hi)n+ (Q)ns1/20L. (7.64)

W przypadku ruchu tréjwymiarowego, paenie katowe nie mee byt zdefiniowane
zadnym wektorem, gdypredkat katowaw; w 0gélnym przypadku nie neebyc cat-

kowana, por. [9]. Poteenie katowe ruchomego uktadu wspétrzednychwiazanego
z datem sztywnym wzgledem nieruchomego uktadu odniesi¥niaozna okrélic za
pomoca macierzy obrotA ;

X=AiX. (7.65)

Macierz obrotuA; moze by uaktualniana wedtug nastepujacego algorytmu, por. [9,
28]

A@; = (@i)ny1/20t, (7.66)
sin||Agi|| =~ 1—cos|Ag| T

AA; = cos||Ag;||1+ SAQ; + A@Ag; , (7.67)
| ' [Agif A2 IR

(Ai)n+1 :AAi (Ai)na (7-68)

gdzieAe = {ApyApyAd,}T 0znacza wektor przyrostowego (matego) obratd, jest

macierza przyrostowego obrotu,&i; jest antysymetryczna macierza zhea do za-

pisu iloczynu wektorowego w notacji macierzowej, zdefiniowana rownaniem (1.5).
Nalezy podkrelic, ze znajomé&t catkowitego obrotu czastki kulistej lub cylin-

drycznej zazwyczaj nie jest potrzebna,; dla wyznaczenia siti momentéw oddziatywania

kontaktowego wystarcza znajostopredkdci obrotowej.
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7.8 Stabilncst schematu catkowania

Niedogodn&da w stosowaniu jawnych schematow catkowania réfivnachu wzgle-
dem czasu jest ich warunkowa stabBacmumeryczna oméwiona w rozdziale 2.7.3.
Ograniczenia i rownania (2.61), (2.62) i (2.63) obowiazuja réwnie przypadku
przedstawionego schematu catkowania réwmaetody elementéw dyskretnych.
Zgodnie z (2.61) dtugg kroku catkowania\t jest ograniczona przez wiel&o kroku
krytycznegoAte,, ktéry zaleey od najwyzszej czestsci drgah wiasnych systemu dys-
kretnegowmax-

Doktadne wyznaczenie najgzej czesteci wtasnejwmax Wymagatoby rozwiaza-
nia zagadnienia drgawtasnych catego systemu mas (czastek), potaczonyclryspre
nami o sztywnéci okreslonej dla kontaktu miedzy czastkami. Spyay wystepowa-
yby tylko miedzy stykajacymi sie czastkami. W posigijs przyblzonym zagadnienie
drgah wiasnych mae byt zdefiniowane oddzielnie dla kdej czastki

mifi +kiri =0, (7.69)
gdzie

ri = {(Wi » (Wi, (Wi, (B, (By)i, (82)i}T (7.70)
m; jest diagonalna macierza mas (bezwiatijo

m; = diag(m; ,my ,my ,1; 1 1), (7.71)

akj sa macierzami sztywsa uwzgledniajacymi spigystdt kontaktéw ze wszyst-
kimi stykajacymi sie czastkami sasiednimi. Rownanie (7.70) definiuje wektpiy;
dla czastki kulistej w przestrzeni tréjwymiarowej. Dla s#a walcowej w zagadnieniu
ptaskim odpowiednie wektory sa zdefiniowane jako:

mi = dlag(m 7m 7Ii) 9 ri = {(UX)i >(UY)i 7(92)i}T' (772)
Réwnanie (7.69) prowadzi do nastepujacego zagadnienia wlasnego
kiri:)\jmiri, (7.73)

gdzie wart&ci wtasneA; (j = 1,...,6 w zagadnieniu przestrzennym,j i= 1,2,3 w
zagadnieniu ptaskim) sa kwadratami czéstavtasnych drga swobodnych:

Aj =t (7.74)

W zagadnieniu przestrzennym, 3 z 6 cz@stov; odpowiadaja drganiom liniowym, a
3 pozostate drganiom obrotowym.
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Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono sformutowanie metolynentéw dyskret-

nych o ksztalcie walca (2D) lub kuli (3D). Przedstawiono réwnania ruchu pojedyn-
czego elementu oraz ukladu elementéw oddziatujacych miedzy soba sitami kontaktu.
Ruch czastek/elementéw dyskretnych jest opisany za pomoca nédymamiki ciata
sztywnego. Réwnania ruchu sa catkowane w czasie za pomoca jawnego schematu cat-
kowania zapewniajacego wysoka efektywhmumeryczna rozwiazania na poszcze-
golnych krokach czasowych. Schemat catkowania jest identyczny jak schemat cal-
kowania réwna ruchu w metodzie elementéw skezonych, co umdiwia wspdlna
implementacje i integracje metod elementéwrskaonych i dyskretnych. Podolie

stwo sformutowa teoretycznych wystepuje rownmisv przypadku modelowania kon-
taktu. Model oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi jest podobny do modelu
kontaktu miedzy ciatami odksztatcalnymi. W metodzie elementéw dyskretnych im-
plementowano model oddziatywania kontaktowego z tarciem bez kohezji oraz model
Z kohezja. Pierwszy z modeli jest wykorzystywany w niniejszej pracy do modelo-
wania materiatdbw granularnych, a drugi w modelowaniu skat, ktore bedzie tematem
nastepnych rozdziatéw.



8. Zaleznosci miedzy mikro- i makroskopowymi
wielkosciami w metodzie elementéw
dyskretnych

Wstep

Modelowanie za pomoca metody elementéw dyskretnychnad¢raktowa jako mo-
delowanie materiatu na poziomiezszym od makroskopowego, w zatesci od wy-
miaréw elementéw w skali mezo-, mikro- lub nanoskopowej. Gknee wisciwasci
makroskopowe materiatu modelowanego za pomoca elementéw dyskretnych sa uzy-
kane przez przyjecie odpowiedniego modelu oddziatywania kontaktowego pomiedzy
elementami dyskretnymi. Przeniesienie odpowiedzi materiatu w skali mikro na odpo-
wiedz w skali makro oraz okséenie zalendsci makroskopowej odpowiedzi materiatu

od parametréw definiujacych stan materiatu wsaziej skali sa bardzo waymi aspek-

tami modelowania dyskretnego wzsiej skali oraz modelowania wieloskalowego.
Ze skala makroskopowa zazwyczaj zwiazany jest model ciagly materiatu, dlatego za-
leznosci migdzy wielk&ciami mikroskopowymi i makroskopowymi raoa traktowa

jako przegcie miedzy modelem dyskretnym i ciaglym (rys. 8.1).

osrodek dyskretny > osrodek ciagly
(poziom mikro) (poziom makro)

l {

o ©
g €
model konstytutywny model konstytutywny
w skali mikro w skali makro

Rys. 8.1. Przégie od skali mikroskopowej do skali makroskopowej (od modéiwodka dys-
kretnego do modeluavodka ciagtego).

136
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Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawieniezimmsci poréwnania wyni-
kéw zastosowanego modelowania mikroskopowego z opisem makroskopowym oraz
sposobu wyznaczenia efektywnych wtascianakroskopowych materiatu modelowa-
nego za pomoca metody elementéw dyskretnych. Beigepa poziom makroskopowy
umazliwia zweryfikowanie modelu mikroskopowego poprzez poréwnanie zmiennych
makroskopowych obliczonych z wagitiami zmierzonymi w badaniach laboratoryj-
nych.

Wyznaczenie efektywnych wielkai i wtasndgci makroskopowych materiatéw nie-
jednorodnych mee byt dokonane za pomocazidych analitycznych i numerycznych
metod homogenizacji idredniania [190, 235, 146, 161]. Z powodu zatoej w mo-
delu sztywnéci kul (walcow) trudno jest bezgeednio zastosovtaw metodzie ele-
mentéw dyskretnych metody matematycznej teorii homogenizacji [279] rozwinigte
dla materiatow porowatych lub kompozytowych. W niniejszym rozdziale wykorzy-
stane zostana znane z teorii homogenizacji metd&igdniania oraz koncepcja re-
prezentatywnego elementu objgt@mwego. Pozwoli to wprowadziosrodek ciagty
rownowany dyskretnemu &rodkowi modelowanemu za pomoca metody elementéw
dyskretnych.

8.1 Sformutowanie problemu

Rozpatrzymy zbior elementéw dyskretnych zajmujacycletof, Q ograniczona po-
wierzchniall (rys. 8.2), odksztatcajacy sie quasi-statycznie pod wptywem prayto
nego obcigenia i przy zadanych warunkach brzegowycRrzyjmujemyzeelementy
dyskretne oddziatywuja miedzy soba przez sity w kierunku normalnym i stycznym,
z mazliwoscia wystepowania sit spéjgoi. Oddziatywanie miedzy elementami dys-
kretnymi jest opisane jednym z przedstawionych véceej modeli kontaktu. Model
elementow dyskretnych stanowi model w skali mikroskopowej.

Zatozymy, ze mana zdefiniowa osrodek ciagly, zajmujacy te sama obj&®,
rownowany rozpatrywanemuavodkowi dyskretnemu. Z&podkiem ciagtym zwia-
zemy makroskopowy model materiatu. Ciglbbmozna uwaat za ciagte wzgledem
pewnej wielkdci fizycznejQ wtedy, gdy wielk@&t ta mae byt zdefiniowana w ka
dym punkciex € Q. Ciagte pola makroskopowych wiel&i moga bg wprowadzone
przy zastosowaniu znanych meto#éredniania, wykorzystujacych koncepcje repre-

1przez quasi-statyczne odksztatcanie rozumiemy powolny proces deformaciji, w ktérym efekty iner-
cyjne sa pomijalnie mate i z dq doktadnécia mana przyj& stan réwnowagi. Otrzymuije sie wyrenia
na naprgenia makroskopowe przy tych identycznych zaisiach jak w mechaniceSmdka ciagtego.
W dynamice molekularnej, jak rowriiev niektérych pracach z metody elementéw dyskretnych [161],
wprowadza sie napeenia makroskopowe dla uktadu w ruchu, tzw. naprga wirialne, niemniej jednak
sens fizyczny tej miary nie jestzsamy z mechanicznym napaniem z mechaniki kontinuum [311].



138 8. Zalendsci miedzy wielkéciami mikro- i makroskopowymi

reprezentatywny
element objgtosciowy
(RVE)

wielko%
mikreskepowe>.

Y LA L

wielkosci
makroskopowe

osrodek ciagly

Rys. 8.2. Przégie od skali mikro- do skali makroskopowej (od modelu dyskretnego do cia-
gtego) poprzez srednianie na reprezentatywnym elemencie objgtovym.

zentatywnego elementu objétiowego @ng. RVE — representative volume element)
[44, 200]. Metoda ta polega na przyjeciu dlazélego punktur € Q otaczajacego go
reprezentatywnego elementu obfgtmwego o objeteci V, w ktorej zostanie sred-
niona dana wielkst Q wedtug wyraenia:

Q= <Q>—\%/\/Qd\/. (8.1)

Otrzymana w ten spos@rednia(Q) zostanie przypisana rozpatrywanemu punktowi
x. J&li zatazymy, ze wielkd&t Q jest stata dla kadego elementu dyskretnego i dla
p-tego elementu wyno$pP, catke w wyraeniu (8.1) mana zastayii poprzez odpo-
wiednia sume

Q=(Q=y ¥ VeQs 82
pE

Idea przejcia od &rodka dyskretnego doSmdka ciagtego zostata schematycznie
przedstawiona na rys. 8.2.

2Czasem metody te zaliczane sa do metod homogenizacji, jednakyraoekrélic, ze nie sa to
metody oparte na matematycznej teorii homogenizacji.
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Rozmiar reprezentatywnego elementu olfetowego powinien by na tyle day,
by nie wystepowaly fluktuacje typowe dlazsizej skali (rys. 8.3). Z kolei nie po-

zakres efektow
osrodek

niejednorodny

mikroskopowych

usredniona wlasnos$¢

zakres RVE osrodek
B = jednorodny

_—
-

rozmiar elementarnej objgtosci
Rys. 8.3. Okrd8enie rozmiaru reprezentatywnego elementu olggitiwego.

winien byt zbyt duzy, aby uzyskane wiellk&xi makroskopowe nmma byto traktowa

jako wielkasci lokalne (j&li pole danej wielkéci nie jest jednorodne). Rozmiar repre-
zentatywnego elementu objétdowego powinien by réwniez znacznie mniejszy od
wymiaréw makroskopowych cial@ (d <« L). Ksztaitt reprezentatywnego elementu
maze by dowolny — réwnanie (8.1) jest stuszne dla dowolnego ksztattu. W metodach
homogenizacyjnych, wymagajacych rozwiazania zagadnienia brzegowego, przyjmuje
sie zazwyczaj element kwadratowy (2D) lub szenny (3D), dla ktérego tatwiej za-

dat odpowiednie warunki brzegowe. W naszym przypadku zostanie przyjety repre-
zentatywny element objetoiowy o ksztatcie walca (2D) lub kuli (3D) Zzodkiem
pokrywajacym sig z rozpatrywanym punktem Specjalnego traktowania wymagaja
punkty lezace na brzegu i w jego pobli, dla ktérych reprezentatywne elementy wy-
chodza poza obszar ciafa

8.2 Wielkosci mikroskopowe i makroskopowe

W poprzednim rozdziale zostaty wprowadzone dwie skale — rakapowa i makro-
skopowa. W skali mikroskopowej mamy do czynienia z uktadem elementéw dyskret-
nych, charakteryzowanym pewnym zbiorem parametréw mikroskopowych oraz mi-
kroskopowych zmiennych stanu, zdefiniowanych w punktach charakterystycznych dla
mikrostruktury. W skali makroskopowej mamy do czynienia z réwnowan érod-

kiem ciagtym, charakteryzowanym przez pola zmiennych makroskopowych uzyska-
nych przez procedurestedniajaca.

Parametry mikroskopowe zaig po czgci od wyboru modelu materiatu w skali
mikroskopowej. W niniejszym rozdziale zostanie zatoy spreysto-idealnie kruchy
model oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi z kohezja i tarciem opisany w
podrozdziale 7.4.
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WielkoSci mikroskopowe mzna podzielt na nastepujace grupy:

e parametry geometryczne ifizyczne

r — promien kuli (3D) lub walca (2D), rozmiar elementéw dyskretnych
p — gest&t masy
n — porowat@&t (stopiér upakowania),

e parametry konstytutywne

kn — sztywndt kontaktu w kierunku normalnym

ks — sztywnat kontaktu w kierunku stycznym

R, — wytrzymat@&t wiazania kohezyjnego w kierunku normalnym
Rs — wytrzymat&t wiazania kohezyjnego w kierunku stycznym

U —wspoitczynnik tarcia Coulomba,

e zZmienne stanu

g — przemieszczenie wzgledne w kierunku normalnym

us — przemieszczenie wzgledne w kierunku stycznym

F, — sita oddziatywania kontaktowego w kierunku normalnym
F; - sita oddziatywania kontaktowego w kierunku stycznym
kohezja (istnienie lub brak kohezji).

Stan makroskopowy nzma opisé za pomoca nastepujacych wielki

e parametry geometryczne i fizyczne

L — wymiar charakterystyczny rozpatrywanego obiektu (w przypadku skat wyste-
puje efekt skali, a wiec parametr ten m@omiet znaczenie w opisie makroskopo-
wym materiatu)

o — Usredniona gesf masy,

e parametry konstytutywne

C — tensor wtasngei konstytutywnych

alternatywnie wiasriei konstytutywne moga layokreslone przez inne parametry,
np.

E — modut Younga

v —wspoitczynnik Poissona

0. — wytrzymait&t na jednoosiowesciskanie

o; — wytrzymatat na jednoosiowe rozciaganie

T — wytrzymatat nascinanie,
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e zZmienne stanu

e —wybrany tensor odksztatcenia
o — tensor napmenia sprzeony energetycznie z tensorem odksztatcenia

Zestaw parametréw opisujacych makroskopoweSeitaicsci konstytutywne jak i
zmiennych stanu zaty od wyboru modelu konstytutywnego. Parey podano tylko
najwaniejsze parametry. Pominieto parametry opisujace ttumienie wewnetrzne ma-
teriatu, zaktadajacze beda rozpatrywane jedynie stany quasi-statyczne, przy czym
ttumienie bedzie parametrem pomocniczym pozwalajacym wyelimia@fekty dy-
namiczne.

8.3 Makroskopowe naprgenia w modelu dyskretnym

8.3.1 Tensor naprgenia dla pojedynczego elementu dyskretnego

Usredniony makroskopowy tensor napggia zostanie wyprowadzony w sposéb po-
dobny do zastosowanego w [154, 161]. W pierwszym kroku zostanie policArag-u
niony tensor napeniao, dla pojedynczej czastki (elementu dyskretnego) o ksztaicie
kuli (3D) lub walca (2D) o objetsciV, i brzeguS,, bedacej w kontakcie i, sasied-
nimi czastkami. W tym celu zostanie wykorzystane vgmsie (8.1) dla transponowa-
nego tensora nap?zeniaorFT)

1
o= [ TV (83)
pVp

Whprowadzajac tensor jednostkowly= [Jx maozna napisa nastepujaca #saméc
(por. [161]):

o' =0x-0"=0-(x0)—x(0-0). (8.4)

Wstawiajac tasamaét (8.4) do réwnania (8.3) otrzymuje sie
;1
0= O-(xo)dv — [ x(O-0)aVv | . (8.5)
Vo \ NV, Vo
Przy zataeniu réwnowagi statycznej i braku obzénia masowego zgodnie z réwna-

niem (2.7) druga catka w rownaniu (8.5) jest rowna zeru:

a;—vip ’ O -(xo)dV. (8.6)
p
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Stosujac do réwnania (8.6) twierdzenie Gaussamaoprzeksztat€i catke objeto-
Sciowa na catke powierzchniowa

ol = \71p/;p(x o)-nds, 8.7)

gdzie n jest skierowanym na zewnatrz jednostkowym wektorem normalnym do po-
wierzchniS,. Wykorzystujac nastepnie definicje wektora naenga ¢ zgodnie z row-
naniem (A.28) otrzymuje sie

1 n
T— = [ xtdS. 8.8
B=y /pr (8.8)
Biorac pod uwageze obcigenie powierzchniowe jest zbiorem sit skupionych
F; dziatajacych na mata powierzchnds., catke w réwnaniu (8.8) mana zapisa w
postaci sumy

T 1T F e 1T e
= — = F°©. 8.9
% VpcgGC5& = VloczxxC (69)

Transponujac réwnanie (8.9) otrzymuje sie vagmie na tensor napreniac,

Npc

==Y FCxc. (8.10)
Vpc: ¢

Op

Wyrazajac wektor potzenia punktu kontaktu . jako sume wektora pokenia Srodka
masy rozpatrywanej czastki (elementu dyskretneg@a)raz promienia-wektora tacza-
cego Srodek masy z punktem kontakifi

Xc=Xp+S; (8.11)

otrzymuije sie

1 (¥ c 1% c.C
ap:\Tp Cle xp+\7pcle Sp - (8.12)

Przy zat@eniu réwnowagi statycznej pierwsza suma znika

Npc
Y FC=0 (8.13)

c=1
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co daje ostatecznie nastepujace vigrgie naSredni tensor napeenia dla pojedyn-
czego elementu dyskretnego przy zaoiu quasi-statycznej réwnowagi i braku ob-
ciazenia masowego

Npc

1
op=-Y FCs5. (8.14)
Vp czl P

Petne wyraenie na tensor nagrenia przy uwzglednieniu ruchu elementéwana
uzysk& podstawiajac do drugiej catki w réwnaniu (8.5) wzeaie] - o wyznaczone
z rébwnania (2.7) [161]. Otrzymane wyrenie (8.14) jest cAgia petnego wyrzenia
definiujacego tensor naggnia. Stanowi ono wystarczajaco dobre przdsiie ten-
sora napreenia w stanach quasi-statycznej réwnowagi oraz w procesach stosunkowo
wolnych, w ktérych energia kinetyczna jest stosunkowo mata w poréwnaniu do energii
odksztalcenia [175].

Identyczne wyraenie na tensor namenia dla pojedynczego elementu dyskret-
nego mana otrzyma stosujac alternatywne metody, np. budujac odpowiedni poten-
cjat [175].

W wyprowadzeniu wyrzenia na tensor zaniedbano oddziatywania momentowe w
kontakcie. Wiaczenie tych oddziatywgest maliwe, ich wprowadzenie wymaga sto-
sowania sformutowania Cosserat w opisie wiglkianakroskopowych [62, 71].

Zatozenie dotyczace réwnowagi i braku oddziatywanomentowych ma jeszcze
jedna konsekwencje dla otrzymanego wedtug (8.14) tens@dniego napaenia —
przy spetieniu tych zaken bytby on symetryczny. W praktyce, w modelu dynamicz-
nym réwnowaga jest spetniona tylko w przyt#iu, w zalendsci od zastosowanego
ttumienia.

8.3.2 Wsredniony tensor naprezenia

Po wyznaczeniu napzeh dla pojedynczych elementésy, wybiera sie pewien obszar
reprezentatywny REVdng. representative volume) o objémV, w obszarze ktérego
dokonamy kolejnego &rednienia w sposo6b olgieny réwnaniem (8.2). Wstawiajac
wyrazenie (8.14) do réwnania (8.2) otrzymuje sie

1o
r— — C.C
o={(0)= V2 Cle Sp - (8.15)

W wyrazeniu (8.15) przeprowadza sie sumowanie po wszystkich elementach dyskret-
nych (czastkach), ktérycérodki mas lea w obszarze&rednianiaV. Nie uwzglednia
sie przy tym, czy czastka 2g catkowicie wewnatrz obszaru czyztezegciowo ley
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poza obszarem. Gdyby uwzgledrprzy wrednianiu tylko cz& objetci cza‘lstki\7p
lezaca wewnatrz obszaky, otrzymalibysmy

— 1 Mpe

= V, FCs C 8.16
pZ/ pr Z ( )

8.4 Makroskopowe odksztatcenia w modelu dyskretnym

Jako makroskopowa miara odksztatcenia przyjety zostanmgesyczny tensor od-
ksztatceniae, zdefiniowany réwnaniem (A.14), spzgny energetycznie z tensorem
Cauchy’ego. Podobny wybor zostat dokonany w [235].ZMee jest przyjecie innych
miar np. tensora gradientu deformacji [16].

Podobnie jak dla napreh przyjety zostaje pewien obszar o obfatoV, dla kto-
rego zostanie przeprowadzonsrednianie wybranej miary odksztatcenia. Stosujac
réwnanie (8.1) do srednienia tensora matych odkszt@leew obszarze o objefwiV,
otrzymuje sie

=)= / cdV. (8.17)

Wstawiajac réwnanie (A.14) do réwnania (8.17) waeaie na &redniony tensor od-
ksztatcenia mpna zapisa w postaci:

_ v/ [<5“> (_x> ] v/ (Ou+ul)dv.  (8.18)

Za pomoca twierdzenia Gaussa catke olfeimwva w réwnaniu (8.18) nzma zamiert
na catke powierzchniowa. Dla jednego elementu tengpmraamy

gdzien; jest skiadowa Jednostkowego wektora normalnego do povheizirzegowej
obszaru @rednianiaS. tacznie wyraenie na @redniony tensor odksztatcenia zma
zapis& w postaci:

:v/ (Ou +u0) d\/—V/ (un +nu) dS. (8.20)

Caltke powierzchniowa w réwnaniu (8.20) mm wyznacz§ w sposob przybliony
poprzez sume po wszystkich elementach przecinajacych powierzchnie brz&gowa

:V/Z un+nu) Z ugny+ nuy) X, (8.21)
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gdzieng jest liczba elementéw dyskretnych przecinajacych powtaniz brzegowaS,
jest czécia powierzchnB zwiazana Z-tym elementem, przecinajacym powierzchnig
brzegowa, proporcjonalna do pola powierzchni przeciecia i przeskalowana tak, by

Y =S, (8.22)

ny jest wektorem normalnym do powierzchni brzegowaj,— wektorem przemiesz-
czenia punktu powierzchni brzegowejswodku powierzchng.

W homogenizacji czesto stosuje sie warunek Mandela—Hilla [112], ktéry mowi,
ze Bredniona praca na poziomie mikroskopowym jest réwna iloczynowi aprze
nych energetyczniesuednionego napeenia i odksztatcenia. Dla naszego przypadku
maozna napisa ten warunek w nastepujacej postaci:

NnGj

1 X g
vi; (leﬁ - Ou; —I—JZIS x Fjj ‘5¢i> = (0): (O¢). (8.23)

J

8.5 Makroskopowe widawosci materiatu w metodzie elementéw dys-
kretnych

Makroskopowy zwiazek konstytutywny, czyli zal®st miedzy makroskopowym na-
prezeniemo a makroskopowym odksztatceniesm

o=C:¢& (8.24)

wyznacza tensor efektywnych wtaswo konstytutywnyctf. Makroskopowe zwiazki
konstytutywne w zakresie sprgstym dla prostych regularnych konfiguracji elemen-
tow dyskretnych, jak na przyktad przedstawione na rys. 8.4maaizyska teore-
tycznie [175]. W przypadku losowej konfiguraciji elementéw dyskretnych praco-
wanych rozmiarach w warunkach nieliniowego zachowania materiatu, konieczne jest

35
33

Rys. 8.4. Regularne konfiguracje cylindrycznych elementéw dyskretnych (wedtug [175]).
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zastosowanie metod opartych na numerycznej symulacji. Z powodzorepw mo-
delu sztywn@ci kul (walcéw) nie ma mziwosci bezp&redniego poréwnania z wyni-
kami uzyskanymi w matematycznej teorii homogenizacji dla materiatow porowatych
lub kompozytowych [279].

W [189] zaproponowano metode numerycznego wyznaczania stycznego tensora
konstytutywnegaC w oparciu o przybiona przyrostowa postaéwnania (8.24):

Ao=C:Ae (8.25)

Alternatywnym sposobem stosowanym w [146] jest kondensacja macierzy s&gwno
otrzymanej dla reprezentatywnego elementu oBgtavego, w trakcie ktérej konden-
sacji podlegaja elementy macierzy odpowiadajacezogi® stopniom swobody.

Znajomdat efektywnego tensora konstytutywnegTq'est niezbedna w wieloskalo-
wegj analizie, gdy na poziomie makroskopowym obliczamy macierz sztgainow
podegciu stosowanym w niniejszej pracy nie wprowadzamy tak rozumianej analizy
wieloskalowej, w zwiazku z tym nie wystepuje koniecagnavyznaczania efektyw-
nego tensora konstytutywnego. Konstytutywne widsnmakroskopowe zostana zde-
finiowane przez zbiér podstawowych statych materiatowyeh: modut Youngay —
wspotczynnik Poissonag, — wytrzymatat na Sciskanie,a; — wytrzymat&t na roz-
ciaganie.

Podsumowanie

Model materialu w metodzie elementéw dyskretnych posiadaycetodelu mezo-

lub mikromechanicznego. W niniejszym rozdziale przedstawiono metodyspiae;
nizszego poziomu na poziom makroskopowy, ativaajace wyznaczenie makrosko-
powych tensoréw odksztatcenia, napggia oraz tensora konstytutywnego. Pszi

od skali mikroskopowej do skali makroskopowej zostatlo dokonane przez zastosowanie
uSredniania po obszarze reprezentatywnego elementu stigiego. Wyznaczenie
wielkosci usrednionych umziwia poréwnanie wynikéw modelowania w skali mikro-
skopowej z wartgciami mierzalnymi w skali makroskopowej. Proceduseedniajaca
zostata wprowadzona do programu numerycznego. Jej dziatanie zostanie przedsta-
wione w rozdziatach pokazujacych przyktady symulacji metoda elementéw dyskret-
nych.



9. Integracja metody elementow skaczonych
| metody elementéw dyskretnych

Wstep

W wielu przypadkach optymalnym rozwiazaniem w modelowamimerycznym jest
integracja metod modelowania ciagtego i dyskretnego w taki sposéb, byagicne-
delu wykorzystywana byta metoda elementow fekonych (MES), a w pozostatej
czesci metoda elementéw dyskretnych (MED).

W hybrydowych modelach nzma w r@&ny sposéb wykorzystyviauzupetiajace
sie metody modelowania:

1. R&ne metody stosowane sa w oddzielnych obszarach, do modelowaniai6
materiatow, oddzielne obszary moga oddziatgwasiedzy soba poprzez kontakt.

2. R&ne metody stosowane sa wznych czéciach tego samegémdka, do mode-
lowania tego samego materiatu podlegajacegmyi procesom.

W niniejszej pracy opracowano algorytm untiviajacy oba wymienione powagj
sposoby taczenia metody elementow dyskretnych hekonych. Prace autora nad
integracja obydwu metod zostaly zapoczatkowane w [251, 216], gdzie przedstawiono
wykorzystanie metod elementéw dyskretnych i elementéowiskonych do modelo-
wania r@&nych &rodkéw, oddziatujacych miedzy soba kontaktowo. Niniejsza praca
pokazuje znacznie wigksze mliwosci stosowania zintegrowanej metody elementéw
skahczonych i dyskretnych, zwtaszcza w odniesieniu do podobszaréwzsprzgh,
bedacych cZgzia tego samegoSomdka. W tym przypadku nzma dostrzec podo-
bienstwo idei oraz stosowanych metod sesgia do metod przedstawionych w pracy
doktorskiej autora [240] oraz w artykutach [248, 249], gdzie model konstrukcji skia-
dat sie z czgci odksztatcalnych, dyskretyzowanych elementamiskonymi, oraz
czesci sztywnych. CzZgi sztywne wprowadzaja do catego uktadu dodatkowe zwiazki
kinematyczne. Podobnie, w przypadku spesgia podobszaréw dyskretyzowanych za
pomoca elementéw skazonych i modelowanych za pomoca elementow dyskretnych,
zaktada sie dodatkowe zwiazki kinematyczne na wspdélnym brzegu obydwu podobsza-
réw. Dodatkowe zwiazki kinematyczne uwzglednia sie w réwnaniach ruchu za po-
moca metody mnmikéw Lagrange’a lub metody funkcji kary. W efekcie otrzymuje
sie sprzgony uktad réwna ruchu elementéw skmzonych i dyskretnych.

Przy stosowaniu mnych metod w rdnych podobszarach tego samego ciata baczna
uwage naley zwroct na zjawiska zachodzace na potaczeniu. Wprowadzos@ate

147
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bitralnie granica pomiedzy podobszarami niezmaaktdcé proceséw zachodzacych
w catym ciele, np. w zagadnieniu dynamicznym nie powinna stah@rzeszkody,
powodujacej nierzeczywiste odbicia fal.

W hybrydowym modelu mzemy mi€ do czynienia ze znacznaarfica wymiarow
charakteryzujacych modele dyskretne, rozmiary elementdviczkmych moga by
znacznie wieksze od rozmiaréw elementéw dyskretnych. W tym przypadku fale o wy-
sokiej czestotliwéci drgah nie mogtyby przenikn@z obszaru MED do obszaru MES,
granica miedzy tymi obszarami stanowitaby sztuczna bariere powodujaca fatszywe
odbicia takich fal. Jednak fale o niskiej czggstodrgah powinny by transmitowane
przez granice bez zaktdoe Obszar dyskretyzowany elementami ismonymi powi-
nien zapewré odpowiednia oporrit falowa dla fal o niskiej czessai drga, nato-
miast sposéb potaczenia obszaréw MED i MES powiniet ki, by fale o wysokiej
czestotliwaci ulegaty thumieniu i rozproszeniu. Dla polepszenia wigsndtumia-
cych i rozpraszajacych, oprécz zwyklego potaczenia obszaréw MED i MES poprzez
dobrze dopasowane brzegi, implementowano réavalgorytm potaczenia z c&egio-
wym zachodzeniem obszaréw i stopniowym pszéggm miedzy ranymi modelami.

9.1 Zagadnienie kontaktowe w hybrydowym modelu elementow
skohczonych i dyskretnych

W przypadku modelu, w ktérym stosuje sie metody elementowctanych i ele-
mentéw dyskretnych w podobszarach roztacznych, reprezentujacyoh ndateriaty,
oddziatywanie miedzy tymi podobszarami peonastepow@przez kontakt miedzy
elementami dyskretnymi i brzegiem obszaru dyskretyzowanego elementamieko
nymi (rys. 9.1). W ogélnym przypadku model oddziatywania kontaktowego miedzy
elementem dyskretnym i brzegiem obszaru dyskretyzowanego elementamzsko
nymi maze uwzglednia kohezje/adhezje, ttumienie, tarcie,zyaie, generacje i wy-

Rys. 9.1. Kontakt miedzy elementem dyskretnym a brzegiem obszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skéiczonymi.
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miane ciepta. W niniejszym rozdziale przedstawimy krétko model kontaktu z tarciem
bez kohezji analogiczny do modelu oddziatywania kontaktowego elementéw dyskret-
nych przedstawionego w podrozdziale 7.3.
Wzgledna predkat w punkcie styku jest obliczana zgodnie z nastepujacgaale
Scia:
Nn

vy =(vc+wc XFr)— ZlviNi (9.1)

gazie vc + wc x r jest predkécia elementu dyskretnego w punkcie styBuy;N; jest
predkdscia punktu naleacego do brzegu obszaru dyskretyzowanego elementami sko
czonymi w miejscu styku z elementem dyskretnym, vizgrza za pomoca pred&ci
weztowych v; i odpowiednich funkcji ksztaltN;, n, jest liczba weztéw elementu
skohczonego dyskretyzujacego brzeg podobszaru MES. Psgdkeglednav, moze
byc roztazona na sktadowe w kierunku normalnym i stycznym,i vys.

Analogicznie jak w przypadku kontaktu miedzy dwoma elementami dyskretnymi
lub dwoma ciatami odksztatcalnymi, site kontaktu miedzy elementem dyskretnym i
brzegiem obszaru ciagtegomozna roztay¢ na sktadowa normalnA, i stycznaFs,
ktére wyznaczamy stosujac odpowiednie konstytutywne modele oddziatywania kon-
taktowego. Sktadowa normalna sity kontalyjest wypadkowa sity spaystej RS i
sity ttumienia F 2

Fo— Fe4Fd. (92)

Sktadowa spreysta normalnej sity kontaktg® jest proporcjonalna do sztyw&o kon-
taktu w kierunku normalnyri,, i penetracji czastki-elementu dyskretnego przez brzeg
obszaru dyskretyzowanego elementamifskaonymig

Fr = kng. (9:3)
Penetracja jest wyznaczana z zardsci
g=d-—r, (9.4)

gdzied jest odlegt&ciasrodka elementu dyskretnego od brzegu j@st promieniem
elementu dyskretnego. W implementowanym modelu zaktada sie ttumienie typu lep-
kiego

Fnd == CnVrn (95)

gdzie ¢, jest wspotczynnikiem ttumienig, jest sktadowa normalna wzglednej pred-
kosci w punkcie styku. Site styczn#is wyznacza sie wedtug regularyzowanego mo-
ddu tarcia Coulomba przedstawionego w podrozdziale 7.3.
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Wyznaczona w opisany sposob sigest sita oddziatywania na element dyskretny.
Reakcje oddziatujaca na brzeg podobszaru MES rozktada sie na wezly elememtu sko
czonego wedtug warkei funkcji ksztattuN; w punkcie kontaktu

Fi=—FN;, i=1,...n,. (9.6)

W oddziatywaniu kontaktowym miedzy elementem dyskretnym a brzegiem podob-
szaru dyskretyzowanego elementamifskzonymi mana w tatwy sposéb uwzgledni
opor toczenia adaptujac model oddziatywania momentowego przedstawiony w pod-
rozdziale 7.5.

9.2 Zintegrowany algorytm hybrydowej metody elementéw
skohczonych i dyskretnych dla podobszaréw roztacznych

Procesy mechaniczne w obszarze modelowanym metoda elemskiidczonych sa
opisane réwnaniem ruchu (2.29), a w obszarze modelowanym metoda elementéw dys-
kretnych — rownaniami (7.23) i (7.24). Zintegrowany algorytm hybrydowej metody
elementow skczonych i dyskretnych w podobszarach roztacznych taczy rozwiaza-
nia dla obydwu podobszaréw, uwzgledniajac oddziatywanie kontaktowe miedzy ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem podobszaru dyskretyzowanego elementaimieko
nymi. Uktad rozwiazywanych réwiemazna zapisa w nastepujacej postaci:

M = F_FN L F o (9.7)
MDi;D = FD+FD-F7 (9-8)
‘]DS'ZD == TD +TD-F' (99)

W réwnaniach (9.7)—(9.9) wprowadzono indeksy glla oznaczenia wielked zwia-
zanych z podobszarem dyskretyzowanym elementanficdamymi oraz indeksyn,”

— dla wielkosci zwiazanych z obszarem reprezentowanym przez elementy dyskretne,
For i Tor Sa wektorem zawierajacym sity i momenty oddziatywania &ktdwego na
elementy dyskretne bedace w kontakcie z brzegiem podobszaru ME®&akaje od-
dziatywania kontaktowego na brzeg podobszaru MES mumrte zgodnie z réwnaniem
(9.6) sa zawarte w wektor£&.,. Réwnania (9.7)—(9.9) sa uzupetnione odpowiednimi
warunkami poczatkowymi.

Struktura réwna ruchu w metodzie elementéw gkezonych i dyskretnych oraz
schematy ich catkowania sa podobne. Ulatwia to opracowanie jednolitego algorytmu
rozwiazania. Opracowany schemat rozwiazania dla krojast nastepujacy:

1. Obliczenie sit obcizenia zewnetrznego i wewnetrznych dla podobszaru MES,

(F&)n, (FE)n.
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2. Obliczenie obcizenia (sit i momentéw) dla podobszaru MEBy ) i (Tp)n.

3. Obliczenie oddziatywania kontaktowego miedzy elementami dyskretnymi i brze-
giem podobszaru MES-; ¢)n, (Tor)n i (Feo)n-

4. Wyznaczenie kroku catkowania
Atn+]_ - min[(Atgr)n+l, (Atgr)n+1] 5 (910)

gdzie (Atf)n1 1 (AtS")n11 sa krytycznymi krokami catkowania dla podobszaréw
MES i MED,

Aty 12 = %(Atn +Athi1). (9.11)

5. Catkowanie wzgledem czasu rovinaichu w podobszarze MES

(Fe)n =M1 [(F&Yn— (FM)n+ (Feo)n] » (9.12)
(Fe)ns12 = (Fe)n—1/2+ (Fe)nlthyao, (9.13)
(rF)n+1 = (rF)I’l + (fF)n+1/2Atn+l- (9-14)

6. Catkowanie wzgledem czasu rovinauichu w podobszarze MED

(Fo)n = My [(Fo)n+ (Forn] (9.15)
(fo)nt1/2 = (Fo)n—1/2+ (Fo)n Btnya)2, (9.16)
(rD)n+l = (rD)ﬂ—i_(fD)thl/ZAtthla (9.17)
(2o)n = 3 (To)n+ (Toe)n] , (9.18)
(Rp)nt1/2 = (QD)nfl/Z‘F(QD)nAthrl/Z- (9.19)

9.3 Integracja metod elementéw skbczonych i elementéw dyskretnych
dla podobszaréw sprzgonych

9.3.1 Sformutowanie problemu

Rozpatrywany bedzie ruch ciata odksztatcalnego zajmujacego ofszdarzegienT
(rys. 9.2a). W obszarz@ zostana wyodrebnione roztaczne podobsZaryw ktérym
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e D
] b

a) b)

Rys. 9.2. Integracja MED i MES: a) rozpatrywane ciato odksztatcalne, b) hybrydowy model
MED/MES.

cialo bedziemy rozpatryviajako cGsrodek ciagly, ora®),, w ktérym ciato bedziemy
traktowa jako aésrodek dyskretny (rys. 9.2b):

Q=0:UQs, (9.20)
przy czym

Brzegi podobszarow®, i Q- zostana oznaczone odpowiedhigi .. Podobszar®.
i Qp stykaja sie na powierzchmi., = NN . Czet wspodlna brzegow,, i I'e nie
ndezy do brzegu :

r - r,:U rD\r,:_D. (922)

Podobszaf, zostanie zdyskretyzowany za pomagaelementéw skioczonych:

e=Ne
Q= J Q.. (9.23)

e=1

Analogicznie do réwnania (2.16) wprowadzamy interpolacje pola przemieszazenia
ue(x,t) =N(x)re(t), xe€Qe. (9.24)

poprzez macierz funkcji ksztattN oraz wektor uogoélnionych przemieszézelemen-
tow re. Ré&niczkowanie wzgledem czasu wyemia (9.24) daje odpowiednie aprok-
symacje pola prediszi i przyspieszeniau: i i.. Stosujac standardowa agregacje
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(2.24) otrzymuije sige globalne wektory uogélnionych przemiedzcaeedkéci i przy-
spieszé weztowych dla obszaru MES, odpowiedmiQrci .

W podobszarzé), zostanie wprowadzony gesto upakowany zbiér elementéw dys-
kretnychD = {di}, i = 1,nqe bedacych kulami (w zagadnieniu tréjwymiarowym) lub
kotami (w zagadnieniu dwuwymiarowym). Suma obszaréw zajmowanych przez ele-
menty dyskretn€, jest podzbiorem zbior@,

. i=Nge

Q= JdcQ. (9.25)

i=1
Obszary zajmowane przez elementy dyskretne moga sie ze sobg, stikaie prze-
cinaja sie

(V1<) <Nge,i # j)diNd; =0. (9.26)

Ograniczenie (9.26) nm@ byc naruszone przy obdeaniu dziatajacym na elementy.
Dla elementéw stykajacych sie zaktadamyzingoSt wprowadzenia wiazakohezyj-
nych.

Konfiguracja i ruch w podobszarze modelowania dyskretnego jest opisany przez
globalny wektor przemieszcagpredk&ci i przyspieszi uktadu elementow dyskret-
nychr,, fp i I, oraz globalne wektory predkd i przyspieszé katowych®2, i 2.:

o = {udi “‘udnde}T7 fD = {ildi ...ildnde}T, fp= {iidi ...ildnde}T, (9.27)
Qo= {04 ... 04}, Ro={04.. Ody} - (9.28)

Podobszary MES i MED sa ze soba spaage poprzez dodatkowe wigezy kinema-
tyczne nataone na elementy dyskretne stykajace sie z brzedigm Elementy te
tworza podzbiéD,

Do = {di ‘0= 0}7 (9.29)
gdzieg; jest odlegtécia brzegu elementu dyskretnego od brzEgu

gi = min [lxg —x[|—ri, (9.30)
gdziexq — wspotrzedneérodka masy elementu dyskretnegps- jego promi@. Przy
idealnym potaczeniu dwa zée obszary powinny liyidealnie dopasowane, jednak

nieraz to wymaganie przy stosowaniu dyskretyzacji MED i MESeby¢ trudne do
spetienia, dlatego dopuszcza sie pewna niedokkidna styku podobszaréw

Dor={di:g <e}, (9.31)

gdziee jest zat@ona tolerancja.
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9.3.2 Wiezy kinematyczne sprzegajace podobszary MED i MES

Rys. 9.3. Zalenosci kinematyczne w sprzeniu podobszaréw MED i MES.

Sprzgenie podobszaréw dyskretyzowanych elementamnstanymi i modelowa-

nych elementami dyskretnymi jest zapewnione przez dodatkowe kinematyczne ogra-
niczenia (wiezy) wynikajace z zatenia,ze punkty elementéw dyskretnych stykajace
sie z brzegiem podobszarem MI:‘:d‘gfi sa zwiazane kinematycznie z punktem styku
ndezacym do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciagtedays. 9.3):

Xl :xgl _xgzo, Vd| 6 DD_F,ng r,:_D. (9.32)
Réwnanie wigzéw (9.32) nze byc w réwnowany sposob zapisane dla przemiesicze
Xi=ug —u;=0. (9.33)

Wykorzystujac réwnania (B.1) i (9.24) oraz wtageoiloczynu wektorowego otrzy-
muje sie wariacje réwnania wiezéw (9.33) w nastepujacej postaci:

Nw
SXi = Oug, — 5§ x 8pg — 5 Nj(x8)duej =0, (9.34)
=1

gdzie dug i dugj sa przemieszczeniami przygotowanymi (wariacjami) odpdwi@
srodkéw masy elementéw dyskretnydhe Dy | weztow elementéw dyskretyzuja-
cych brzed o, Nj — funkcjami interpolacyjnymi dla punktu stykdg, — wektorami
elementarnych (przygotowanych) obrot()wsgla— wektorami taczacymsrodki mas
elementow dyskretnych z punktem styku z brzegiem podobszaru MES.

Wstawiajac do réwnania (9.33) interpolacje pola przemiesz(a24), a nastepnie
rézniczkujac otrzymane réwnanie wzgledem czasu otrzymuje sie dodatkowe zwiazki
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kinematyczne dla predkai i przyspiesze:

Nw

Xi = ug —sG x@qg — » Nj(xg)ue =0, (9.35)
=1

Xi = ﬁdi —sgi X (bdi +wg X wd. X Sd| Z N u,:J = (9.36)

gdzieuy sa predkéciamisrodkéw masy elementow dyskretnydhe Dy ¢, @ ¢ — pred-
koSciami katowymi,u.; — predk&ciami weztow elementow dyskretyzujacych brzeg
Io.r. Zaleznosei (9.35) i (9.36) mana réwnig otrzyma bezp&rednio przy wykorzy-
staniu zalendsci kinematycznych dla ruchu ciata sztywnego (B.2) i (B.3).

Zwiazki (9.34)—(9.36) mpna zapisa w notacji macierzowej w nastepujacej po-
staci:

5 = Oug — % 004 — N(XE)dr:£ =0, (9.37)
Xi = Ug _hs'giwdi - Ne(Xg)f: 0, (9:38)
Ki = Ug —F0q +6Oqdq s — N¥(x0)8i¢ =0, (9.39)

gdzies; i @q sa antysymetrycznymi macierzami stowarzyszonymi z wektosg i
Wg;, sthacyml do zapisu iloczynu wektorowego w notacji macierzowej, zdefiniowa-
nymi rownaniem (1.5).

Roéwnania wiezéw (9.33) nmma zapisa tacznie dla wszystkich elementéw dys-
kretnych zwiazanych ograniczeniami:

x =0, (9.40)

gdziex ={x;.--- Xndc}T- Nyc jest liczba elementéw dyskretnych zwiazanych dodatko-
wymi zalezndsciami. Podobnie dodatkowe ograniczenia kinematyczne (9.37)—(9.39)
mazna zapisa globalnie:

ox=0, x=0, x=0, (9.41)

gdziedx = {0x1---Oxng} s X ={X1--- Xng} '+ X = {X1-- X }'- W celu jaw-
nego zapisu zwiazkéw (9.41) przy uwzglednieniu wzea (9.37)—(9.39) w wektorach
globalnych przemieszcae , wyodrebnimy podwektor,. zawierajacy przemieszcze-
nia uq, elementéw zwiazanych dodatkowymi ograniczeniadiiq D), oraz pod-
wektor rp, zawierajacy przemieszczenig elementow nie zwiazanych dodatkowymi
ograniczeniami @ ¢ Dy¢). W ten sam sposob zostana podzielone globalne wektory
predkdsci i przyspieszer, i i'p:

o = {rDU7rDC}T7 o= {l;DU7|;DC}T7 o= {fDu,ch}T- (9.42)
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Analogicznie dla wielkéci opisujacych ruch obrotowy wyzaimy wielkasci zwia-
zane dodatkowymi ograniczeniami, oznaczone indeksaii,,oraz niezwiazane do-
dakowymi ograniczeniami (niezatee), oznaczone indeksanmy)”:

5‘1’0 - {5<I)DU75<I)DC}T7 SZD = {SzDU>Sch}T> QD = {QDMQDC}T- (9-43)

Wprowadzajac odpowiednie globalne wektory i macierze, zwiazki (9.4 Znmaapi-
s& w postaci:

Oy = Orpc — SOPpc — NOre =0, (9.44)
X:fDC_éSzDC_NfFZO, (9.45)
X:FDC_éQDC"i_HDC_Ni;F:Oa (9-46)

gdzie macierz globaln4 jest otrzymana przez agregacje macieigiy wektor ITpc
otrzymuje si¢ przez agregacje wektord@w; @qsj, a macierzN zawiera funkcje
ksztattu.

9.3.3 Réwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda
mnoznikéw Lagrange’a

Do rozwiazania ukfadu réwifiez dodatkowymi ograniczeniami rana zastosowaal-
ternatywnie:

e metode mnenikéw Lagrange’a,

e metode funkcji kary,

e metode rozszerzonych mmuikéw Lagrange’agng. augmented Lagrange multi-
pliers method).

W niniejszej pracy zostana wykorzystane dwie z tych metod: metodamiktov La-
grange’a oraz metoda funkcji kary.

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wiezami (9.40),
uwzglednionymi za pomoca metody namkOw Lagrange’a, jest dana nastgpujacym
réwnaniem:

3] (Mefe 4+ FIN— F&Y 1 611 (Mpfp — Fo) + 3®] (JpRp — Tp) + XA =0,
(9.47)

gdziel jest wektorem nieznanych mmoikéw Lagrange’a, majacych fizyczna inter-
pretacje sit wiezOwpr i dr, sa kinematycznie dopuszczalnymi przemieszczeniami
przygotowanymi, ad®, sa przygotowanymi obrotami elementarnymi. Czépn' A
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wyraza prace przygotowana wiezéw. Uwzgledniajac w réwnaniu (9.47) podziat wek-
toréw globalnych okrglony réwnaniami (9.42) i (9.43) oraz postavariacji wiezOw
(9.44) otrzymuije sie:

ST (Mefe+FM — F&Y 1+ 51 (Mpufou — Fou) + 8 1 (Mocf oc — Foc)
+5<I’gc (JDCQ DC — TDC) + 5<I’-[|)—U (‘]DUQ DU — TDU)
—orINTA +or] A —5®] .S\ =0. (9.48)

Réwnanie (9.48) mzna zapisaw postaci nastepujacego réwnania macierzowego:

e Y [[M: 0 0 0 0 —NT] :,F Fet_ Fint
5 ou OMpy, O O O O rzz Fou
ST oc 0 OMoc O 0O I g (1 Fee —0.
5., 0 0 0 J 0O O QD“ Tou
3Poc | 0 0 0 0 3 -5 | )\DC Toc
\ (9.49)

Poniewa réwnanie (9.49) musi liyspetnione dla dowolnej wariacji, wyzanie w
nawiasie musi by réwne zeru. Po uzupetnieniu dodatkowymi ograniczeniami dla
przyspiesze (9.46) otrzymuje sie nastepujacy uktad rovweha uktadu sprzeonego:

M 0 0 0 0 —NT7(f ) Fext _ it

0 Moy O 0 O O Fou Fou

0 O Mpc O 0 I I'dc Foc

0O 0 0 % 0 O Qoo [ ) Tou ' (9-50)
0 0 0 0 &} -9 Qoc Toc

N 0 I 0 -S o0 || g § S

Réwnanie (9.50) zawiera niewiadome typu kinematycznego i niewiadome o charak-
terze sit, czyli mnaniki Lagrange’a. Réwnania te mogadbyozwiazywane bezpo-
Srednio wzgledem tych niewiadomych poprzez zastosowanie odpowiedniej procedury
catkowania. Alternatywny spos6b wykorzystuje eliminacje mmkdw Lagrange’a.

oraz zmiennych zalmychr,. i £,. przed procesem catkowania. Po wykonaniu od-
powiednich przeksztatdealgebraicznych z (9.72) nana otrzyma nastepujacy uktad
rownan:
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[M e+ N™MocN — N™Mpc8 (Joe + 8TMpe8) *8TM DCN} Fe = FO_Fint | NTE
+N"MocHoc —~ N"Moc8 (Joc + 8Mocd) ™ (Toc + 8 Foc + 5 Moclloc).

Moufou = Fou, (9.51)

‘]DUSIDU = TDU7

ktéry maze byc catkowany wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu catkowania
taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.3.4 Réwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkciji
kary

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.40),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, jest dana nastepujacym réwnaniem:

ST (Mek + FIN— F&Y 4 8T (Mofp — Fo) + 6®F (30 — Tp) + X korx =0,
(9.52)

gdzie kpr jest diagonalna macierza, ktérej elemehty, sa wart&ciami dyskretnej
funkcji kary. Metoda funkcji kary, w przeciwistwie do metody mranikéw La-
grange’a, zapewnia spetnienie réwnania wigzéw tylko w przgnliu. Réwnanie wig-
zOw jest spetnione doktadnie dla wastd funkcji karyky: — oo, niemniej jednak war-
tosC funkcji kary musi bg ograniczona ze wzgledu na jej wptyw na krytyczny krok
catkowania. Podobnie jak w przypadku ogranitzentaktowych maksymalna war-
tosC parametru kary dla wiez6w sprzegajacych ustala sie na podstawie ni&@wno
(4.47). Uwzgledniajac w réwnaniu (9.52) podziat wektoréw globalnych &kre
réwnaniami (9.42) i (9.43) oraz postavariacji wiezéw (9.44) otrzymuje sie:

SrT (Mefe+FM — F&Y 1+ 51 (Mpufou — Fou) + 8 ke (Mocf oc — Foc)
+5<I’gc (JDCQ DC — TDC) + 54’;, (‘]DUQ DU T TDU)

— 3 NTKoex + Or ) koex — 3®! . STkoey = 0. (9.53)

Réwnanie (9.53) mzna zapisa w postaci nastepujacego réwnania macierzowego:
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(5r: Y /[M: 0 0 0 07 (fe FOU_ FN . NTkpex )
Orpy 0 Mpy, 0 O 0 Fou Fou
Orpe 0O OMpp O 0 Foc — < Foc—Kkpex =0.
0Py, 0O 0 0 s O Qo Tou
0Poc | 0 0 0 0 ¢ | SZDC \TDC+éTkDFX

(9.54)

Poniewa réwnanie (9.54) musi liyspetnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzglednienia réwnaprzegajacych wiezéw) wyzanie w
nawiasie musi by réwne zeru, co daje nastepujace rownanie:

M 0 0 0 O (Fe ([ F&C—FM L NTKpex )
0 Mpgy 0 O 0 Fou Fou
0 OMyp O 0 Foc = Foc — KoeX . (9.55)
0 0 0 Jy O Qo Tou

| 0 0 0 0 | | 2o Toc + STkoex )

Réwnanie (9.55) mze byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.4 Uproszczone sprzemie obszaréw MED i MES

9.4.1 Sformutowanie uproszczonego modelu sprzenia

Rys. 9.4. Uproszczone speanie podobszaréw MED i MES.
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W podrozdziale 9.3.1 zalono, ze zgodnie z réwnaniami (9.21) i (9.25) elementy
dyskretne moga sie co najasj styka& z brzegiem podobszaru dyskretyzowanego ele-
mentami skaczonymi. Sprzegajace wiezy kinematyczne malm na punkty nale-
zace do elementéw dyskretnych, stykajace sie z brzefigmOtrzymane réwnania,
zwlaszcza w postaci zredukowanej (9.51), majgcdtkomplikowana posta W imple-
mentacji numerycznej wykorzystano uproszczone sformutowanie oparte zauziato

ze srodki elementéw dyskretnych mogaée na brzegu -, (rys. 9.4). Dopuszcza

sie tym samym pewna penetracje elementéw dyskretnych w obsariednak przy
maych rozmiarach elementéw dyskretnych w poréwnaniu do rozmiaréw elementow
skahczonych wprowadzany jest stosunkowo maty bfad.

PodzbiérD, . zawierajacy elementy dyskretne, dla ktérych zostana&bme do-
datkowe warunki kinematyczne, ma okr&lic w nastepujacy sposob:

Dor= {di (6= 0}7 (9.56)
gdzieg jest odlegt@ciasrodka masy elementu dyskretnego od brzEgu

&=, min |lxq—x||, (9.57)

gdziexq — wspotrzednesrodka masy elementu dyskretnego. W praktyce odiégto
srodkéw masy elementéw dyskretnych od brzegu bedzie sprawdzana przgriato
tolerancjie

Dor={di:& <e¢}. (9.58)

Dodatkowe kinematyczne ograniczenia (wiezy), sprzegajace podobszary MES i
MED, wynikaja z zataenia,ze srodki elementéw dyskretnychzace na brzegu pod-
obszaru MES 4, sa zwiazane kinematycznie z pokrywajacym sie punkteezacym
do zdyskretyzowanego brzegu podobszaru ciagigo

Xi = Xg —Xe=ug —ue(xe) =0, Vd € Dpr,xe€lep, (9.59)
Ny
Oxi = Oug — Z N;j(x¢)Ougj =0, (9.60)
=1
. . r]W .
Xi = Ug— Z NJ (xF)qu = Ov (961)
=1

Nw
Xi = ug— Z Nj(xg)itgj = 0. (9.62)
=1
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Zwiazki kinematyczne (9.59)—(9.62) rmaa zapisaw postaci macierzowej:

Xi = Ug —N°(xg)ref=0, (9.63)
Oxi = Oug —NE(x5)or° =0, (9.64)
Xi = Ug—N°(xg)ig=0, (9.65)
Xi = Ug — N&(x8)dr€ = 0. (9.66)

Zaleznasci (9.63)—(9.66) mmna zapisa tacznie dla wszystkich elementéw dyskret-
nych ze zbiorDy - W postaci

X = roc—Nr=0, (9.67)
Ox = Orpc—Nor. =0, (9.68)
Xi = foc—Nfe=0, (9.69)
Xi = foc—Nig=0. (9.70)

9.4.2 Réwnania ruchu dla uproszczonego modelu sprzenia MED/MES —
metoda mnaznikéw Lagrange’a

Zasade prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.67),
uwzglednionymi za pomoca metody nemikOw Lagrange’a, mzna zapisaidentycz-

nie jak w réwnaniu (9.47). Po uwzglednieniu podziatu wektoréw globalnychshiae
nego rownaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji rownania wiezéw (9.68) otrzy-
muje sie réwnanie:

ST (Mefe+FM — F&Y 151 (Mpufou — Fou) + 8 T (Mocf oc — Foc)

+0®] (Jo2o —To) — SrINTA +3r] A =0 (9.71)
rownowane nastepujacemu uktadowi réwna
[Me 0 0 0 —NT7J(fe Fet _ Fint
0 Mpy O O O Fou Fou
O 0 MDC O I i;DC — FDC . (972)
o 0 0 J 0 2 T
| -N 0 1 0o o | (A 0

Réwnania (9.72) moga lsyrozwiazywane bezfoednio wzgledem tych niewiado-
mych poprzez zastosowanie odpowiedniej procedury catkowania. Bardzo wygodnym
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sposobem rozwiazania jest eliminacja mnikéw Lagrange’ah oraz zmiennych za-
leznychr,c przed procesem catkowania. Otrzymuje sie w ten sposéb magty
zredukowany uktad rownma

(Me+NTMoeN) e = FEU— FIN - NTFpc,
Mpufpy = FDU7 (9-73)
JDQD - TD .

ktéry maze byt catkowany wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu catkowania,
taczacego rownania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.4.3 Réwnania ruchu dla uproszczonego modelu sprzenia MED/MES —
metoda funkcji kary

Zasade prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.67),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, mma zapisa identycznie jak w
réwnaniu (9.52). Po uwzglednieniu podziatu wektoréw globalnych &krego réow-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postaci wariacji rGwnania wiezéw (9.68) otrzymuje sie
réwnanie:

ST (Mefe+FM — F&Y 151 (Mpufou — Fou) + 8 T (Mocf oc — Foc)
+3®] (325 —To) — 3rINTKpex + Or Lckorx = O. (9.74)

Na podstawie spetnienia réwnania (9.74) dla dowolnych, kinematycznie dopuszczal-
nych (bez uwzglednienia réwhaprzegajacych wiezéw) przemieszitzezygotowa-
nych, otrzymuje sie nastepujacy uktad rovina

Me O 0 O Fr F&— FIM L NTkpex
0 Mpyz, O O :r:DU _ Fou ‘ (9.75)
0 0 My O l'oc Foc — KoeX
0 0 0 & 2, To

Réwnanie (9.75) mze byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).
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9.5 Sprzgenie podobszaréw MED i MES z podobszarem przejciowym
MED/MES

9.5.1 Sformutowanie problemu

Iy
NVAVAVA
CRRIRAR. TR
5'§'4lvv;ms\ N\
/

X

Rys. 9.5. Hybrydowy model MED/MES z podobszarem paziejvym.

Rozpatrywany bedzie ruch ciata odksztatcalnego zajmgaabszarQ (rys. 9.5),
z wyodrebnionymi podobszarafi, w ktorym ciato bedziemy rozpatrywigako Gsro-
dek ciagty, orax),, w ktérych ciato bedziemy traktowgako csrodek dyskretny:

Q=0:UQ,. (9.76)

W przeciwigstwie do zataen przyjetych w podrozdziale 9.3.1 podobsz&yi Q,
nie sa roztaczne. Podobszar wspélny

QD-F — QF ﬂ QD # 0 (9.77)

jest podobszarem, w ktérym stosuje sie modelowanie dyskretno-ciagte o zmiennym
udziale obydwu modeli, zapewniajace stopniowe @a@ej miedzy obydwoma mode-
lami, podobnie jak w algorytmie sprzenia modelu ciagtego i dyskretnego w [303].
Praca przygotowan&W w catym obszarz€ zostanie zapisana jako liniowa kombi-
nacja pracy przygotowanej modelu ciagted i pracy przygotowanej modelu dys-
kretnegodW,

W = W+ (1—a)dW , (9.78)
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gdzie funkcjax jest zdefiniowana w nastepujacy sposob
0 daxeQy\Qpe,

a(x) = % da x € Qp¢, (9.79)

1 da x € Q:\ Qpe.

Rys. 9.6. Parametry definiujace funkcje skalujaca

W obszarze modelowania dyskretno-ciagt€o- funkcjao zmienia sig liniowo od

zera na powierzchrt Effo) do jednéci na powierzchni'é‘_xfl) (rys. 9.6). Powierzch-

nia I'é‘_’fo) rozdziela podobszar modelowania dyskretno-ciagtego odlsxharu mo-
delowania dyskretnego:

% =reny. (9.80)

Powierzchnid E,‘fl) rozdziela podobszar modelowania dyskretno-ciagtego odipod

szaru modelowania ciagtego:

r=Y _r,na:. (9.81)
Definicja parametréwg(x) i L(x) definiujacych warté funkcji «(x) w podobsza-
rze modelowania dyskretno-ciagtego dla problemu dwuwymiarowego jest pokazana

graficznie na rys. 9.6. Parameffx) jest najmniejsza odlegéuia punktu x od po-
wierzchnil (@=0);

g(x) = | ¥ —x||, (9.82)
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gdzie

x€Qur,x@er®0: xO_x[|= min 1l —x]. (9.83)

a=0
xO@eries

ParametiL (x) jest dlug&cia odcinka prostej, pokrywajacej sie z wektoref — x,
zavartego w podobszarz@, ;.

W podobszarzeQ): przeprowadzamy dyskretyzacje za pomoca elementéwi-sko
czonych zgodnie z réwnaniami (9.23)—(9.24), aproksymujac pola przemieszczenia,
predkdci i przyspieszeniaye, uc i i, poprzez funkcje ksztatth i wektory uogoélnio-
nych przemieszcze predk&ci i przyspiesze weztowychre, re i .. W podobszarze
Q, stosujemy model oparty na metodzie elementéw dyskretnyckz&lzajmowany
przez zbiér elementéw dyskretny€h= {d; }, i = 1, nge jest podzbiorem zbior@,

1=Nde
Qo= J dcQs. (9.84)
i=1
Konfiguracja i ruch ukfadu elementéw dyskretnych sa opisane przez wektory prze-
mieszcz@, predk&ci i przyspieszer,, Iy, i I, oraz wektory predksd i przyspieszé
katowych®, i 2.
W czesci wspolnej podobszaro®, i Qr, w podobszarz€),., stosowane jest za-
réwno modelowanie za pomoca elementéwrskaonych jak i za pomoca elementéw

dyskretnych. Podobsz&, - zapewnia stopniowe prZge miedzy obydwoma sposo-
bami modelowania.

9.5.2 Wiezy kinematyczne sprzegajace podobszary MED i MES

Podobszary dyskretyzowane elementamigizonymi i modelowane elementami dys-
kretnymi sa ze soba spizgne w podobszarz@,... Sprzgenie podobszaréw MES i
MED jest zapewnione przez dodatkowe kinematyczne ograniczenia (wiezy), wynika-
jace z zataenia,ze elementy dyskretnedace w podobszarZ®, ., tworzace podzbiér

DD-F — {d| xdi c QD-F} (985)
sa zwiazane kinematycznie ze zdyskretyzowanym podobszarem ciaglym
Xi = Xd¢ —Xe=ug —ue(xp) =0, V0 € Dpe,xe€ Qpp, (9.86)

My
Oxi = Oug — y Nj(x¢)dug; =0, (087)
=1
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Mw
Xi = wg - Z Nj(xe)u =0, (9.88)
=1

nw

Zalezndsci mledzy przemieszczeniami przygotowanymi, pr&dk® i przyspiesze-
niem elementu dyskretnego a odpowiednimi wiglkiami weztowymi ograniczaja-
cego go elementu skezonego mana zapisaw notacji macierzowej w postaci:

Xi = Ug —N(xg)ref =0, (9.90)
Oxi = Oug —NE(x%)orf =0, (9.91)
i = g — NGO =0, (9.92)
Xi = Ug — N&(x8)di€ = 0. (9.93)

Rdéznica miedzy zwiazkami kinematycznymi (9.90)—(9.93) a stosowanymi poprzednio
zwiazkami (9.63)—(9.66) polega na tyae w (9.90)—(9.93) elementy skozone dys-
kretyzuja obszaf,, a w (9.63)—(9.66) elementy shazone byly cz&cia dyskretyzacji
brzegule.

Zalezndasci (9.90)—(9.93) mzna zapisatacznie dla wszystkich elementéw dyskret-
nych ze zbiorlD,.- w postaci

X = Tfoc—Nre=0, (9.94)
dx = Orpc—NOre=0, (9.95)
Xi = foc—Nf:=0, (9.96)
Xi = foc—Nfe=0. (9.97)

Dodatkowe ograniczenia kinematyczne, sprzegajace podobszary MED i MES, zo-
stana wprowadzone do uktadu révinapisujacego uktad sprzeny za pomoca dwoch
alternatywnych metod:

e metody mnanikéw Lagrange’a,
e metody funkcji kary.

9.5.3 Réwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda
mnoznikéw Lagrange’a

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.94),
uwzglednionymi za pomoca metody nmamikéw Lagrange’a przy zaieniu (9.78),
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jest dana nastepujacym réwnaniem:

cSrF(MFrFJrE”t eXt)+5r (Moo —Fp) + @] (3525 —Tp) +8x X =0,
(9.98)

gdzie globalne macierzd ., M, i J, oraz globalne wektorf™, F™', Fy i T, sa uzy-

skane przez zipenie odpowiednich macierzy mas i wektoréw elementowych (MES
i MED), uwzgledniajacych wkiad MES i MED do catkowitej pracy przygotowanej
zgodnie z zateeniem (9.78):

fint — / «BTadQe, (9.99)
Qe

fext_ / aNTpbdQe+ aNTtdre, (9.100)
Qe MeNlg

Me = / apNTNAQe, (9.101)
Qe

fo = (1—a)fy, (9.102)

I’ﬁdi = (:I.—Ot)mdi , (9.103)

Jo = (1—a)dq, (9.104)

To=1—a)Tq. (9.105)

Uwzgledniajac w réwnaniu (9.98) podziat wektoréw globalnych élamy row-
naniami (9.42) i (9.43) oraz postavariacji rownania wiezow (9.95), otrzymuje sie
réwnanie:

5|"F (M FrF + IElnt ext) _|_ 5I’DU (M DUI‘DU FDU) + 5|’DC ( DCI’DC FDC)

+3®] (3o —Tp) — 3rINTA 4 8r] A =0, (9.106)
ktére inaczej mana zapisa jako:

Fe

T — —_
Oore Me 0 0 0 —NT - ot _ Fi
5rDU 0 DU _0 0 0 _r_DC B EDU _o.
6r D-IC- O O DC _O I Sl . EDC
5] O 0 0 Jb O N T (9.107)
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Poniewa réwnanie (9.107) musi leyspetnione dla dowolnej wariacji, wyzanie w
nawiasie musi by rowne zeru. Po uzupetieniu dodatkowymi ograniczeniami dla
przyspiesze (9.97) otrzymuije sie nastepujacy uktad rovweha uktadu sprzeonego:

(M 0 0 0 —NTT(fe Fo _ gt
0 Mpy O O O Fou =
0 0 oc 0 | foc p =94 Foc : (9.108)
O 0 0 Jp O 2, T,

| -N 0 1 0 0 || 0

Podobnie jak w przypadku réwnania (9.72) zastosowany zostanie schemat rozwia-
zania réownania (9.108), wykorzystujacy eliminacje mmi&béw Lagrange’ak oraz
zmiennych zalenychr . przed procesem catkowania. Przeprowadzajac odpowiednie
przeksztatcenia algebraiczne otrzymuje sie rownanie analogiczne do réwnania (9.51):

(Me+NTMpeN) e = FE = F 4+ NTFope,
MDUFDU = IEDu7 (9-109)
J—DQD = -FDa

do ktérego mana zastosowacatkowanie wedtug schematu jawnego, taczacego row-
nania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.5.4 Réwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkciji
kary

Zasada prac przygotowanych dla spagego uktadu MED/MES z wigzami (9.94),
uwzglednionymi za pomoca metody funkcji kary, jest dana nastepujacym réwnaniem:

ST (Mef e+ Ff = FE) 4 818 (Mofo — Fo) + 397 (35820 — To) + 8X Tkorx = O,
(9.110)

gdziekor jest diagonalna macierza, ktorej elementy sa viaiami dyskretnej funkcji
—int ext

kary, a globalne macierad , Mo i Jp oraz globalne wektorf. ", F-™, FoiTo sauzy-
skane przez zipenie odpowiednich macierzy mas i wektoréw elementowych (MES
i MED), uwzgledniajacych wkiad MES i MED do catkowitej pracy przygotowanej

zgodnie z zateeniem (9.78), danych réwnaniami (9.99)—(9.105). Po uwzglednieniu
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podziatu wektoréw globalnych ok&onego réwnaniami (9.42) i (9.43) oraz postaci
wariacji réwnania wiezow (9.95) otrzymuje sie réwnanie:

5|’T (M e+ Ent ext) + 5rDU (M oulou — FDU) + 5r—|§c (MDCFDC _ EDC)

+0®! (JpRp —To) — OrINTkoex + OrJkoex = O, (9.111)
ktére mana zapisaw nastepujacej postaci macierzowej:
SreY'/[Me O 0 07 (F F M NTkorx
Orpy 0 MDU 0 0 F'ou _ IEDU _0
Orpe 0 0 Mp O Foc EDC — KpeX ‘
50, 0 0 0 J] 2 T (9.112)

Poniewa réwnanie (9.112) musi ltyspetnione dla dowolnych kinematycznie dopusz-
czalnych wariacji (bez uwzglednienia réwnaprzegajacych wiezéw) wyzanie w
nawiasie musi by rowne zeru, co daje nastepujace réwnanie:

M 0 0 O Fr Fo— FM 4 NTKorx
0 Moy 00 :r:D“ - ED“ . (9.113)
0 0 M 0 I’DC FDC — kDFX
O 0 0 J 2, T,

Réwnanie (9.55) mee byt catkowane wzgledem czasu za pomoca jawnego schematu
catkowania, taczacego réwnania (2.58)—(2.60) i (7.59)—(7.66).

9.5.5 Réwnania ruchu dla sprzgonego modelu MED/MES — metoda funkciji
kary z ttumieniem

W metodzie funkcji kary jednocseie z sitami korygujacymi naruszenie réwnania
wiezéw o charakterze sprgstym mana wprowadd sity o charakterze ttumiacym,
przeciwdziatajace naruszeniu ograniczeedk&ciowych (9.96), dziatajace tylko na
potaczeniu i nie ttumiace ruchu, ktéry nie powoduje zmiany w spetnieniu ogrdnicze
kinematycznych. Dla sprzenego uktadu MED/MES z wiezami (9.94) ara napisa
zasade prac przygotowanych w nastepujacej postaci:

5r (MFrF_H;mt ext>_|_5r (MDFD—ED)+5<I’I (EDS.ZD—-FD)

+0x "Korx +0x " Corx =0, (9.114)
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gdzie C, jest diagonalna macierza, ktorej elementy sa véaidmi wspotczynnikdw
ttumienia. Po uwzglednieniu podziatu wektoréw globalnych, ékmeego réwnaniami
(9.42) i (9.43), oraz postaci wariacji réwnania wiezow (9.95), otrzymuje sie rownanie:

5"1— (Mp-rl;: + IE'Fnt - Eth) + 5r-[l)-u (MDUFDU - IEDu) + 5"-[')—(: (MDCFDC - IEDc)
+6®] (I — To) — SrINT (Koex + Cork) + 05 e (KoeX +Cork) = 0. (9.115)
Na podstawie spetnienia réwnania (9.115) dla dowolnych kinematycznie dopuszczal-

nych (bez uwzglednienia réwhaprzegajacych wiezéw) przemieszitz#zygotowa-
nych otrzymuje sie nastepujacy uktad révina

M 0O 0 O e FE M 1 NT (Koe + CorX)
0 Mg O O fou | | Fou
0 0 My O[] foc [ ] Foc—korx —Cork
O 0 0 3 2, T (9.116)

W podobny sposéb ttumienie me byt wprowadzone do réwma(9.52) i (9.74).

9.6 Implementacja zintegrowanej metody MED/MES

Algorytm numeryczny zintegrowanej metody elementéwrskonych i dyskretnych
zostal implementowany w programie numerycznym Simpact/Stampack [253, 262,
255, 216, 251]. Otrzymano program numeryczny aliwgajacy stosowanie hybrydo-
wych modeli w r&norodny sposéb taczacych metode elementéw dyskretnych z me-
toda elementéw skwzonych.

W implementacji wykorzystano wspdlne cechy obydwu sformufowa
podobna postaréwna ruchu,

algorytm catkowania réwrfaruchu wzgledem czasu,

algorytm wykrywania kontaktu,

modele konstytutywne dla zagadnienia kontaktu.

Uniwersalny algorytm analizy kontaktu jest jednym zamwgch elementéw zintegro-
wanego programu. Zastosowany algorytm wykrywania kontaktu zostanie przedsta-
wiony w rozdziale 10. Algorytm kontaktu uraliwia sprzgenie metod elementéw
skahczonych i dyskretnych w przypadku ich stosowania w oddzielnych obszarach, do
modelowania rdnych materiatbw. Gdy obie metody sa stosowane mnyéh cze-
Sciach tego samegadsmdka do modelowania tego samego materiatu, podlegajacego
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r6znym procesom, sprzenie jest uzyskane przez dodatkowe wiezy kinematyczne. W
programie numerycznym zostaly wykorzystanen® sposoby uwzglednienia wiezéw
kinematycznych.

Podsumowanie

Motywacja pracy przedstawionej w niniejszym rozdziale bybavatorskie modelowa-
nie dyskretno-ciagtego. Dzigki zastosowaniu zintegrowanej metody elementow sko
czonych i dyskretnych stworzono model numeryczny, w ktérym pewngccsg dys-
kretyzowane elementami skozonymi, a inne sa modelowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementéw dyskretnych zedoyc wykorzystana tych cagiach, w
ktérych modelowanie za pomoca elementéwiskamnych jest trudne i nieefektywne,
np. dla zagadni®z nieciagt&ciami. W ten sposéb nzoa wykorzysta zalety obydwu
metod, otrzymujac doktadny model fizyczny i efektywny model numeryczny.

W niniejszym rozdziale przedstawionozrte sposoby integracji MED/MES. Al-
gorytmy integrujace zostaly implementowane w programie numerycznym, ktéry w
jednolity sposéb realizuje algorytmy metody elementowhsizonych i dyskretnych.
Stanowi to dua zalete w stosunku do innych prac, w ktérych wykorzystywano dwa
rozne programy numeryczne [264, 307]. Oryginalnym elementem niniejszej pracy sa
algorytmy sprzegajace podobszary modelowane za pomoca elementéw dyskretnych
z podobszarami dyskretyzowanymi za pomoca elementéwegkmych. Sprzzenie
jest uzyskane przez dodatkowe wiezy kinematyczne zoale na elementy dyskretne.
Spetnienie ogranicekinematycznych jest zapewnione przyaiu metody mnani-
kéw Lagrange’a lub z wykorzystaniem metody funkcji kary. Zaproponowarie ré
nych metod sprzzenia ma na celu zbadanie popragciodziatania ranych algoryt-
mow. Algorytmy sprzegajace powinny ualiwiac przeniesienie oddziatywania mie-
dzy obydwoma obszarami bez wprowadzania nigganych, niefizycznych efektéw
odbicia fal na potaczeniu podobszarow MES i MED. Weryfikacja dziatania algoryt-
mow sprzegajacych bedzie przedstawiona w rozdziale 11.
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w zintegrowanym systemie MED/MES

Wstep

Zagadnienie kontaktowe jest wraym problemem rozpatrywanym w ramach obydwu
metod: metody elementéw shozonych i metody elementéw dyskretnych, jak row-
niez w przypadku ich integraciji. W zintegrowanym sformutowaniu metody elementéw
skahczonych i metody elementéw dyskretnych zamy mi€ nastepujace przypadki
kontaktu:

e kontakt miedzy ciatem odksztalcalnym i ciatlem sztywnym,

e kontakt miedzy dwoma ciatami odksztatcalnymi,

e kontakt miedzy elementami dyskretnymi,

e kontakt miedzy elementami dyskretnymi i ciatem odksztatcalnym.

W algorytmie numerycznym rozpatruje sie kontakt dla ukltadu dyskretnego. W przy-
padku ciat odksztatcalnych i sztywnych w zagadnieniu kontaktu rozpatruje sie brzeg
dyskretyzowany elementami powierzchniowymi. W implementowanym algorytmie w
zagadnieniu dwuwymiarowym brzeg jest dyskretyzowany dwuweziowymi segmen-
tami liniowymi, a w zagadnieniu tréjwymiarowym powierzchnia kontaktowa jest
aproksymowana elementami tréjkatnymi lub czworokatnymi. W implementowanym
sformutowaniu metody elementéw dyskretnych zaktada steelementy dyskretne
maja ksztatt cylindra (2D) lub kuli (3D).

Ogodlnie mana okrélic dwa podstawowe zadania wykonywane w algorytmie kon-
taktu:

1. Wykrywanie kontaktu
Warunki kontaktu nie sa znamepriori, w zwiazku z tym kontakt miedzy obiektami
i strefa kontaktu musza lBywyznaczane w kalym kroku rozwiazania.

2. Obliczanie sit kontaktu

Jesli kontakt jest wykryty, sity oddziatywania kontaktowego sa przgioe w miej-
scu styku, a wielkéci sit sa okrélane zgodnie z przyjetym modelem konstytutyw-
nym kontaktu.

Algorytmy obliczania oddziatywania kontaktowego zostaly przedstawione w roz-
dziatach 4 i 7. Niniejszy rozdziat jest paviecony algorytmowi wykrywania kontaktu.

172
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W przypadku obiektow dyskretyzowanych elementamifsizonymi procedura wy-
krywania kontaktu wyznacza aktualna strefe kontaktu miedzy brzegami obszaréw dys-
kretyzowanych, zZaw przypadku modeli wykorzystujacych elementy dyskretne po-
szukuje sie pary elementow dyskretnych bedace aktualnie w kontakcie. W modelach
zintegrowanych ciagto-dyskretnych wyznacza sie ponadto kontakt miedzy elementami
dyskretnymi oraz brzegiem obszaréw dyskretyzowanych elementaimiaaymi.

Istnienie kontaktu okr&éa sie na podstawie zachodzacej wzajemnej penetracji mig-
dzy kontaktujacymi sie obiektami. W przypadku kontaktu miedzy dwiema powierzch-
niami dyskretyzowanymi elementami glazonymi warunki kontaktu bada sie w po-
szczegOlnych wezlach. Zazwyczaj jedna z powierzchni jest przyjeta jako powierzchnia
slave druga jakamaster W algorytmie kontaktu bada sie penetracje weztéw dyskrety-
zujacych powierzchniglaveprzez aproksymacije powierzchmiaster Aby wykluczyc
penetracje badanych powierzchni, konieczne jest révbalanie penetracji weztow
dyskretyzujacych powierzchnipasterprzez aproksymacje powierzchsiave

W przypadku kontaktu miedzy elementami dyskretnymi, w sformutowaniu sto-
sowanym w niniejszej pracy, mamy do czynienia z badaniem wzajemnej penetraciji
walcow lub kul. W modelu hybrydowym, w ktérym spesnie miedzy obszarami
dyskretyzowanymi elementami skezonymi i elementami dyskretnymi jest zapew-
nione przez oddziatywanie kontaktowe, bada sie penetracje elementow dyskretnych
(walcow lub kul) przez powierzchnie dyskretyzowana elementamictanymi (od-
cinkami prostymi w zagadnieniu ptaskim lub elementami tréjkatnymi lub czworokat-
nymi w modelu tréjwymiarowym). Problem ten rmoa traktowa jako uogolnienie
wykrywania kontaktu miedzy wezlem a powierzchnia — w przypadku elementu dys-
kretnego wezet utsamiany zé&rodkiem elementu ma przypisany skaony wymiar
— promieh. Z podobnym przypadkiem memy mi€ do czynienia réwnie w anali-
zie kontaktu miedzy ciatami odksztatcalnymi, gdy jedno z ciat jest traktowane jako
powloka. Doktadne sprawdzenie warunkow kontaktu dla powtoki wymaga uwzgled-
nienia jej grub&ci. Wykrywanie kontaktu mana sprowadzi do problemu wykrywa-
nia penetracji kuli/walca érodku w wezle dyskretyzujacym powierzch§igndkowa
powtoki i promieniu rownym potowie grutszi powtoki.

Podsumowujac, rozpatrywane przypadki kontaktu w zintegrowanym systemie me-
tody elementéw skiiczonych i dyskretnych nzma podzieli na dwie grupy:

e kontakt kuli lub walca o promieniu > 0 z aproksymowana powierzchnia,
e kontakt dwoch kuli lub walcéw o danych promieniachr, > O.
Za najwaniejsze wymagania stawiane algorytmom wykrywania kontaktanao
uzn& efektywn&E numeryczna i niezawodso. Koszt obliczeniowy zwiazany z wy-

krywaniem kontaktu mze byc w wielu przypadkach bardzo @y zwtaszcza w ana-
lizie metoda elementdw dyskretnych, gdzie operacje poszukiwania kontaktu zajmuja
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okoto 90% catego czasu obliczeniowego. ZBaie do wysokiej efektywrsei algo-
rytmu sktania do przyjecia zaten upraszczajacych, ktére moga pogoisriezawod-
no&t algorytmu, przez co rozumiemy movoSt niewykrycia kontaktu w pewnych
sytuacjach. Niektore algorytmy posiadaja tzw. ,strefe martvesig( dead zone), w
ktérej zawodzi algorytm kontaktu. Me to wystagi przy skomplikowanej geome-
trii i nieregularnej dyskretyzacji. e trudn&ci w wykrywaniu kontaktu sprawiaja
ostre krawedzie i nama. Dobry algorytm wykrywania kontaktu powiniendgfek-
tywny obliczeniowo, a jednoceie powinien niezawodnie wykryw&ontakt miedzy
badanymi obiektami.

W zintegrowanym programie metody elementéw fetaonych i metody elemen-
téw dyskretnych zostat opracowany przez autora uniwersalny algorytm wykrywania
kontaktu, pozwalajacy badgpenetracje miedzy powierzchniami dyskretyzowanymi
elementami skaczonymi, pomiedzy elementami dyskretnymi oraz pomiedzy elemen-
tami dyskretnymi i brzegiem obszarow dyskretyzowanych elementamicgkaymi.
Algorytm ten opiera sie na sortowaniu przestrzennym obiektow, poprzedzajacym wia-
Sciwe sprawdzanie kontaktu. Ogoélne zadnia oraz niektére szczegoty tego algorytmu
zostana przedstawione paa;j.

10.1 Porzadkowanie przestrzenne

Proste podétie do wykrywania kontaktu miedzy wieloma obiektami (weztami, ele-
mentami skaczonymi, elementami dyskretnymi), polegajace na sprawdzenis mo
liwosci kontaktu kadego obiektu ze wszystkimi obiektami, bytoby bardzo nieefek-
tywne. Ziazondt obliczeniowa takiego algorytmu jest rzed®y gdzien jest liczba
badanych obiektéw. Dziatanie takiego algorytmu dlaykh wartécin bytoby prak-
tycznie niemaliwe. Opracowano mne metody bardziej efektywnego poszukiwania
kontaktu. Przeglad metod wykrywania kontaktu, stosowanych w metodzie elemen-
tow dyskretnych oraz w metodzie elementéw iskzonych, mana znalez w [298] i

[162]. Cecha wspdlna tych metod jest przestrzenne posortowanie (uporzadkowanie)
obiektoéw, poprzedzajace véleiwe sprawdzenie kontaktu, por. [298]. Posortowanie
zbioru umaliwia fatwe zidentyfikowanie znajdujacych sie w pahblielementéw —
sprawdzenie maiwosci kontaktu ogranicza sie tylko do tak znalezionego sasiedztwa.

Jako najczgciej stosowane metody porzadkowania przestrzennego obiektéw
maozna wymient:
e réwnomierny podziat obszaru obliczeniowego (w jezyku angielskigwa sie r@-
nych terminéw dla tej metody, np. grid method, bins) (Léhner [163]),

e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew
dwajkowych (binarnych) (Knuth [142], Bonet [34]),
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e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew
czworkowych éng. quad-tree) w zagadnieniu 2D i 6semkowya@ng. octree)
w zagadnieniu 3D (Knuth [142], Samet [263]),

e adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur stoséw
(Williams [298]).

Ponizej przedstawione zostana gtéwne zasady sortowania przestrzennego w wy-
branych metodach na przyktadzie sortowania zbioru punktéw.

Roéwnomierny podziat obszaru obliczeniowego
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Rys. 10.1. Rbwnomierny podziat obszaru obliczeniowego.

Przestrzé fizyczna zajmowana przez zbior punktow dzieli sie na réwne komorki
prostokatne (w zagadnieniu ptaskim) lub na prostopsménne (w zagadnieniu tréj-
wymiarowym), np. [163]. Na rys. 10.1 pokazano podziat obszaru dwuwymiarowego
na komorki prostokatne. Kaa komorka jest identyfikowana dwoma (w zagadnie-
niu dwuwymiarowym) lub trzema (w zagadnieniu tréjwymiarowym) liczbami catko-
witymi. Nastepnie poszczeg6lnym komérkom przyporzadkowywanezsgdew jej
obszarze punkty. Po uporzadkowaniu fatwo zidentyfikoweaace w pobku siebie
punkty, biorac punkty z komaorki zawierajacej dany punkt i punkty z komoérek sasied-
nich. Efektywn&t tej metody zaley od dobrania optymalnego rozmiaru komorek i
optymalnej liczby obiektéw przypadajacych na pojedyncza komoérke. Metoda dziata
dobrze w przypadku réwnomiernego razémia obiektéw w przestrzeni. Dla nieréw-
nomiernego rozktadu przestrzennego obiektéw bardziej efektywne magadipdy
oparte na adaptacyjnym podziale przestrzeni.
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Adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzysganstruktur drzew binar-
nych

10

11 13,14 /\
S17

°16

a) b)
Rys. 10.2. Porzadkowanie przestrzenne z wykorzystaniem struktur drzew dwojkowych:
a) adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego, b) drzewo dwdjkowe.

Przestrza zawierajaca sortowane obiekty dzielona jest rekurencyjnie na prosto-
katne (lub prostopadézienne w 3D) podobszary zawierajace co nagy\2 obiekty
(rys. 10.2a). i liczba obiektéw przekracza 2, dany podobszar dzielony jest na 2
mniejsze podobszary. Podziat dokonywany jest ha og6t naprzemiennie réwnolegle do
0SiX, Yi z por. [34]. Przestraefizyczna wraz z obiektami nze byc przedstawiona
w postaci drzewa binarnego (rys. 10.2b). Struktura drzewa binarnego pozwala na
tatwe zidentyfikowanie obiektéw ¥acych w dowolnym podobszarze poprzez przej-
Scie drzewa z gory na dét. Ztondt obliczeniowa takiego poszukiwania jest rzedu
Nlog, N. Struktury danych oparte na drzewach binarnych sa efektywnym narzedziem
uporzadkowania przestrzennego dla nieréwnomiernie zorlgch obiektow.

Adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego z wykorzystaniem struktur drzew czwor-
kowych i 6semkowych

Inna efektywna metoda porzadkowania nieréwnomiernie rozmieszczonych w prze-
strzeni obiektoéw wykorzystuje struktury drzew czwérkowych (dla zagadpligskich)

i 6semkowych (dla zagadmietrojwymiarowych). Gtéwna idea porzadkowania z wy-
korzystaniem struktury drzew czworkowych jest przedstawiona na rys. 10.3. W tej
metodzie dwuwymiarowa przestfzéizyczna obejmujaca porzadkowane obiekty jest
dzielona rekurencyjnie na prostokatne podobszary, zawierajace cozehpvgbiekty

(rys. 10.3a). i liczba obiektéw przekracza 4, dany obszar jest dzielony na cztery
rowne podobszary i obiekty sa przyporzadkowane nowym podobszarom. Podteiat ko
czy sie, gdy w danym podobszarze jest nie wiecejiobiekty. Podzielona w ten
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Rys. 10.3. Porzadkowanie przestrzenne z wykorzystaniem struktur drzew czworkowych:
a) adaptacyjny podziat obszaru obliczeniowego, b) drzewo czworkowe.

sposO6b przestrhewraz z przyporzadkowanymi obiektami jest reprezentowana przez
strukture drzewa czwdrkowego (rys. 10.3b). Struktura drzewa czwoérkowego pozwala
tatwo zidentyfikow& obiekty lezeace w danym podobszarze przeszukujac strukture
drzewa z gory w dét. Zipondt obliczeniowa poszukiwania ta metoda jest rzedu
Nlog, N.

Przyjmujac jako zasade rekurencyjny podziat przestrzeni trjwymiarowej na pod-
obszary zawierajace co najagj osiem obiektéw, otrzymuje sie metode porzadkowa-
nia z wykorzystaniem struktury drzewa 6semkowegéli Jiezba obiektéw w danym
podobszarze przekracza 8, dzieli sie go na 8 podobszaréw, ktorym przyporzadkowuije
sie obiekty lgace w dzielonym podobszarze. Podziah&oy sie w momencie uzy-
skania podobszaréw z dostatecznie mata (nie wiekszgnliczba obiektéw. Tak
podzielona przestroez przyporzadkowanymi obiektami reprezentuje sie za pomoca
struktury drzewa 6semkowego. Obiektgdee w danym podobszarze identyfikuje sie
przeszukujac strukture drzewa z géry w dét. ZBact obliczeniowa poszukiwania za
pomoca tej metody jest rzedilogg N.

10.2 Algorytm wykrywania kontaktu

10.2.1 Ogélna idea algorytmu

Opracowany algorytm kontaktu uwzglednia wszystkie zidentyfikowane w rozdziale
10 przypadki kontaktu wystepujace w zintegrowanym programie metody elementéw
skahczonych i dyskretnych, dajace sie sprowadi dwoch ogdinych przypadkow:

e kontakt kuli lub walca o promieniu > 0 z aproksymowana powierzchnia,

e kontakt dwoch kuli lub walcéw o danych promieniachr, > 0.



178 10. Numeryczny algorytm wykrywania kontaktu

Biorac pod uwage stosowana dyskretyzacje powierzchni, algorytm wykrywania kon-
taktu identyfikuje nastepujace kontaktujace sig pary obiektéw:

e W zagadnienieniu ptaskim

— (walec o promieniu > 0)—(odcinek prostej),
— (walec o promieniu; > 0)—(walec o promieniu, > 0);

e W zagadnienieniu tréjwymiarowym

— (kula o promieniu > 0)—(tréjkatny lub czworokatny element powierzchni),
— (kula o promieniur; > 0)—(kula o promieniu, > 0).

Identyfikacja sasiednich obiektow w implementowanym algorytmie wykorzystuje
dwie alternatywne metody sortowania przestrzennego: réwnomierny podziat prze-
strzeni i adaptacyjny podziat przestrzeni z wykorzystaniem struktur drzew czwérko-
wych (2D) i 6semkowych (3D). Sortowanie przestrzenne adyan kroku bytoby
kosztowne numerycznie. Opracowany algorytm wykrywania kontaktu zakiza,
zmiany konfiguracji w jednym kroku catkowania sa stosunkowo niewielkie. Pozwala
to zatazyc, ze lista potencjalnie kontaktujacych sig par obiektowzenbyc utrzymy-
wana przez pewien czas i wykorzystywana w wykrywaniu aktualnie kontaktujacych
sie obiektow.

Opracowany algorytm wykrywania kontaktu @by przedstawiony jako dwu-
etapowy (dwupoziomowy):

Etap I. Globalne poszukiwanie kontaktu

Obiekty (elementy dyskretne, wezly, elementy powierzchniowe) sa sortowane prze-
strzennie za pomoca jednej z dostepnych metod sortowania (implementowano sorto-
wanie za pomoca réwnomiernego lub adaptacyjnego podziatu przestrzeni). Nastep-
nie tworzona jest lista obiektéw potencjalnie kontaktujacych sigdeu obiektowi
przypisuje sie pewne otoczenie i obiekty znajdujace sie w tym otoczeniu traktuje sie
jako mogace by w kontakcie z rozpatrywanym obiektem. Poniewayb6r poten-
cjalnie kontaktujacych sie obiektow nastepuje 8pd wszystkich obiektéw etap ten
nazywa sigglobalnym poszukiwaniem kontakt@lobalne poszukiwanie kontaktu i ak-
tualizacja listy potencjalnie kontaktujacych sie obiektow sa przeprowadzane co pewna
liczbe krokéw catkowania, okstona na podstawie monitorowania zmian konfiguracji
obiektow.

Etap Il. Lokalne sprawdzenie kontaktu

W kazdym kroku catkowania wzgledem czasu przeprowadza sie sprawdzenie kryte-
rium kontaktu dla wszystkich par znajdujacych sie 1$&i& par potencjalnie kontak-
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tujacych sie obiektéw. Poniewaprawdzenie to przeprowadza sie tylko dla obiektéw,
ktére znajduja sie w sasiedztwie, etap ten nazywdaokiginym poszukiwaniem kon-
taktu

10.2.2 Globalne poszukiwanie kontaktu

W5sréd obiektéw, dla ktérych poszukuje sie kontaktu, viyiidny obiekty typumaster

oraz obiekty typwslave Obiektami typumastermoga by elementy skbczone dys-
kretyzujace powierzchnie kontaktu lub elementy dyskretne o ksztatcie kuli lub walca.
Jako obiekty typislavemoga wystepowawezty siatki dyskretyzujacej brzeg obszaru
dyskretyzowanego elementami skaonymi lub elementy dyskretne. W przypadku
poszukiwania kontaktu miedzy elementami dyskretnymi ten sam zbiér elementéw
dyskretnych stanowi jednocgeie zbiér elementow typmasteri slave Na etapie
globalnego poszukiwania kontaktu identyfikuje sie pary potencjalnie kontaktujacych
sie obiektow typumasterz obiektami typwslave Przez potencjalnie kontaktujace sie
obiekty rozumiemy obiekty ktérych odstep nie przekracza pewnej matej oélggto
Globalne poszukiwanie przeprowadza sie wedtug nastepujacego schematu:

1. Sortowanie przestrzenne obiektow typaster W podzielonym adaptacyjnie lub
réwnomiernie obszarze obliczeniowym algorytm uporzadkowania przestrzennego
(rys. 10.4) przypisuje danemu obiektowi komorki, ktére moga sie przecna
objetcscia zajmowana przez dany obiekt.

2. Dla kadego obiektu typslaveidentyfikuje sie znajdujace sie w jego otoczeniu
obiekty typumaster wykorzystujac informacje zapisane przy sortowaniu prze-
strzennym obiektéw typmaster

3. Dla kadej zidentyfikowanej pary obiektéwaster—slavesprawdza sie warunek
odlegicsci z zatl@ona tolerancj@ (rys. 10.5a). Jéi ten warunek jest spetiony
para obiektow jest dodawana do listy potencjalnie kontaktujacych sie obiektow.

Wielko&¢ parametruc ma wpltyw na dtugéc listy par potencjalnie kontaktuja-
cych sie obiektéw i czes#o jej aktualizacji. Im wigkszy parametyy, tym diuzsza
lista potencjalnie kontaktujacych sie obiektéw i mniejsza czestditia aktualizacii,
i odwrotnie —im mniejszy parameti,, tym krétsza lista potencjalnie kontaktujacych
sie obiektéw i wigksza czestotlivgo jej aktualizacji. Dhzsza lista par potencjalnie
kontaktujacych sige obiektéw wplywa negatywnie na czas lokalnego poszukiwania kon-
taktu, wigksza czestotliv@ aktualizacji listy zwigksza czas pwiecony na globalne
poszukiwanie kontaktu. Konieczne jest przyjecie takiej wanitparametruty, ktéra
zminimalizuje taczny czas globalnego i lokalnego poszukiwania kontaktu. Na pod-
stawie wielu analizowanych przyktadéw w naszych obliczeniach metoda elementéw
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Rys. 10.4. Sortowanie przestrzenne obiektow tymasterz wykorzystaniem a) rownomier-
nego podziatu obszaru obliczeniowego, b) adaptacyjnego podziatu obszaru obliczeniowego.

dyskretnych przyjmowano na oggh = (0.1 0.5)r, gdzier jest przecietna warfzia
promienia elementéw dyskretnych.

Czest&C globalnego poszukiwania kontaktu (aktualizacji listy par potencjalnie
kontaktujacych sie obiektow) jest ustalana na podstawie monitorowania maksymal-
nego sktadowego przemieszczenia elementéw dyskretnych, akumulowanego od ostat-
niej aktualizaciji listy Jgli akumulowane przemieszczenie wzdtlowolnej osi wspét-
rzednych przekroczy wiell&d parametrucy (rys. 10.5b), wtedy przeprowadza sie
globalne poszukiwanie kontaktu i aktualizuje sig liste par potencjalnie kontaktujacych
sie obiektow.

a) b)

Rys. 10.5. Sprawdzanie par potencjalnie kontaktujacych sie obiektéw: a) graniczny odstep
w globalnym poszukiwaniu kontaktu b) maksymalne przemieszczenie pomiedzy kolejnymi
uaktualnieniami listy par potencjalnie kontaktujacych sie obiektéw.
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10.2.3 Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu

Lokalne sprawdzenie istnienia kontaktu odbywa sie dla par obiektéw riygpster—
slave znajdujacych sie nadcie par potencjalnie kontaktujacych sie. W przypadku
braku adhezji kontakt miedzy obiektami zachodzglijgest stwierdzona wzajemna
penetracja. Penetracje te sprawdza sie przez prosty warunek

g<o, (10.1)

gdzie g jest zdefiniowane réwnaniem (4.25) dla pary obiektéw (elementctany,
wezel), rownaniem (7.28) dla pary elementéw dyskretnych lub réwnaniem (9.4) dla
pary (element skiiczony, element dyskretny).

Jesli wiazania kohezyjne sa aktywne, oddziatywanie miedzy obiektanzienza-
chodzt réwniez jesli g > 0. Warunek (10.1) jest zastapiony przez

9 < Omax; (10.2)

gdzie gmax jest maksymalnym (granicznym) odstepem miedzy obiektatpbwiada-
jacym catkowitemu zerwaniu wiezéw kohezyjnych, ktéry must lopliczony dla da-
nego modelu konstytutywnego i przyjetych parametréw modelu.

Obliczenie funkcjig dla pary elementow dyskretnych wedtug réwnania (7.28) jest
bardzo proste. Podobnie tatwo wyznaczydla pary (element skazony, wezet) lub
(element skaczony, wezet), gdy element gkerony jest dwuweztowym segmentem w
zagadnienieu ptaskim lub tréjkatem w zagadnienieu przestrzennym. Trudniejsze jest
wyznaczenie odlegkzi g w przypadku stosowania elementu czworokatnego. Cztery
wezty nie musza et w jednej ptaszczyznie. Dla wyznaczemjavediug wyraenia
(4.25) konieczne jest iteracyjne rozwiazanie zagadnienia minimalizacji zdefiniowa-
nego réwnaniem (4.26).

10.3 Implementacja komputerowa — aspekty programistyczne

Implementacja komputerowa algorytmu wykrywania kontaktykevzystuje dyna-
miczne struktury danych, pozwalajace efektywnie reprezerit@ndeniajace sie wa-
runki kontaktu. Struktura danych w programie numerycznym Simpact/Stampack wy-
korzystuje takie struktury danych jak:

e dynamicznie alokowane wektory,

e listy z dowiazaniami (listy powiazane, ang. linked list),
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e struktury drzew: binarnych, czwérkowyclar{g. quadtree), ésemkowyctaiig.
octree).

Dynamiczna lista reprezentujaca zbiér elementdéw dyskretnych jest przedstawiona
schematycznie narys. 10.6. Program numeryczny jest kodowany w jezyku programo-

ball head ---=

Rys. 10.6. Schemat listy elementéw dyskretnych.

wania Fortran 90. Struktura danych dla pojedynczego elentlskretnego wykorzy-
stywana jako pojedynczy obiekt listy z dowiazaniami jest zdefiniowana w nastepujacy
sposob:

TYPE ball
INTEGER (kind=4) :: &
1lnode, & ! node label
matno ! material ID
REAL (kind=8) :: &
radius, & ! ball radius
mass ! ball mass

TYPE (ball), POINTER :: next
END TYPE ball

Lista z dowiazaniami pozwala na tatwe dodawanie i usuwamiezacych ja obiek-
tow. Struktura danych pojedynczego elementu dyskretnego zawiera informacje o ety-
kiecie wezta, promieniu i masie elementu dyskretnego, numer identyfikacyjny mate-
rialu oraz wskaznik do nastepnego obiektu—elementiseidi

Lista zawierajaca pary potencjalnie kontaktujacych sie elementéw dyskretnych jest
utworzona z obiektdw o nastepujacej strukturze:

TYPE contact
TYPE (ball), POINTER :: c_balll, & ! 1st ball in the contact pair
c_ball2 ! 2nd ball in the contact pair
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INTEGER (kind=4) :: &

bflag, & ! contact bond flag, O - no bond, 1 - bond is active

broken ! contact bond broken flag, 1 - broken, O - otherwise
REAL (kind=8) :: &

fn, & ! normal contact force

ft(3), & ! tangential contact force

gap0, & ! initial gap/penetration

r01(3), & ! vector center of bl to contact point at t=0

r02(3), & ! vector center of b2 to contact point at t=0
TYPE (contact), POINTER :: &

c_blclist, & ! next cont. around 1st ball

c_b2clist & ! next cont. around 2nd ball

next ! pointer to next contact in global list

END TYPE contact

Dwie listy, lista elementéw dyskretnych i lista par poteihaja kontaktujacych
sie elementéw dyskretnych, sa ze soba powiazane, wskazriilll i c_ball2
Z obiektu definiujacego pare kontaku wskazuja na obiekty z listy elementéw dyskret-
nych. Powiazanie w przeciwnym kierunku jest stworzone przez wskazniKiist,
ktére sa dodane do struktury obiektu—elementu dyskretnego, wskaznik ten wskazuje
na obiekt z listy kontaktujacych sig par, ktory jest poczatkiem lokalnej listy par kontak-
tow, w ktorych wystepuje dany element dyskretny. Zmodyfikowana struktura obiektu
listy elementéw dyskretnych jest pokazana gepi dodano jeszcze jeden parametr
okreslajacy wielk&t zwzycia, wykorzystany w modelu kontaktu zezygiem.

TYPE ball

INTEGER (kind=4) :: &
1lnode, & ! node label
matno ! material ID

REAL (kind=8) :: &
radius, & ! ball radius
mass, & ! ball mass
wear, & ! wear thickness

TYPE (contact), POINTER :: b_clist ! header of contacts around ball
TYPE (ball), POINTER :: next
END TYPE ball

Powiazane listy elementéw dyskretnych oraz par poterigjdtontaktujacych sie
elementow sa przedstawione schematycznie na rys. 10.7. Powiazania miedzy li-
stami oraz listy par kontaktéw dla kdego elementu dyskretnego sa przedstawione
narys. 10.8.

Przedstawiona struktura bazy danych algorytmu metody elementow dyskretnych
pozwala efektywnie weryfikowaaktualnie kontaktujace sie elementy, dodauvali-
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ball head -~

contact head ...

null ="
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Rys. 10.8. Schemat lokalnej listy kontaktow.

minowat elementy dyskretne. Eliminacja elementéw dyskretnych jest wykorzysty-
wana na przyktad w analizie zycia, czastki—elementy dyskretne sa usuwane ze zu-
zywanej powierzchni j@i akumulowane zzycie (reprezentujace gtebdiozuzytego
materiatu) przekroczy rozmiasiiednice) elementu dyskretnego. Eliminacja i dodawa-
nie obiektéw do listy par potencjalnie kontaktujacych sie obiektéw nastepuapdoka
razowo gdy stwierdza sie odpowiednio niertiwost lub mazliwost kontaktu miedzy
dwoma elementami tworzacymi pare.

Podsumowanie

W tym rozdziale opisano implementowany numeryczny algorptiszukiwania kon-

taktu, obejmujacy wzystkie nztiwe przypadki zagadnienia kontaktowego w zintegro-
wanym systemie metody elementéw Bkaonych i metody elementéw dyskretnych.
Algorytm kontaktu jest bardzo veaa cz&cia rozwinietego systemu numerycznego.
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Zagadnienie kontaktowe wystepuje we wszystkich problemach praktycznych anali-
zowanych w niniejszej pracy: w symulacji ttoczenia przedstawionej w rozdziale 6
wystepuje kontakt miedzy blacha oraz elementami ttocznikéw, w symulacji przerébki
plastycznej objetsciowej w rozdziale 5 wystepuje kontakt miedzy przerabianym ma-
teriatem a narzedziami, we wszystkich przyktadach praktycznych w rozdziatach 11—
17, w ktérych stosuje sie model elementéw dyskretnych, wystepuje kontakt miedzy
elementami dyskretnymi, a w niektérych przypadkach réwrhientakt miedzy ele-
mentami dyskretnymi i brzegiem obszaréw dyskretyzowanych elementaimizio
nymi. Podstawowymi wymaganiami stawianymi algorytmom poszukiwania kontaktu
jest niezawodn& i numeryczna efektywrss algorytmu.

W niniejszym rozdziale opisano gtéwne zaémia i niektére szczegoty implemen-
tacji komputerowej algorytmu wykrywania kontaktu rozwinietego w niniejszej pracy.
Opracowany algorytm wykorzystuje dwuetapowa procedure poszukiwania kontaktu.
W pierwszym etapie, zwanym globalnym poszukiwaniem kontaktu, tworzy sie liste
potencjalnie kontaktujacych sie par. Poszukiwanie globalne poprzedzone jest prze-
strzennym uporzadkowaniem obiektéw. W algorytmie zastosowano uporzadkowanie
za pomoca réwnomiernego i adaptacyjnego podziatu obszaru obliczeniowego. Me-
toda wykorzystujaca podziat rownomierny jest gtéwnie przeznaczona dla obiektéw
réwnomiernie roztaonych w przestrzeni. W przypadku nieréwnomiernego rozktadu
przestrzennego obiektéw bardziej efektywne sa metody oparte na adaptacyjnym po-
dziale przestrzeni. Poszukiwanie globalne, najbardziej czasochtonstaatgerytmu,
przeprowadzane jest co pewna liczbe krokéw catkowania. Mdyka kroku wykony-
wany jest etap drugi algorytmu, poszukiwanie lokalne, sprowadzajace sie do doktad-
nego sprawdzenia kontaktu par znajdujacych sie§tdiutworzonej w poszukiwaniu
globalnym.

Opisany algorytm implementowano w rozwinietym programie numerycznym przy
wykorzystaniu zaawansowanych struktur programistycznych, wykorzystujacych listy
z dowiazaniami, struktury drzew binarnych, czwérkowych i 6semkowych. Niezawod-
nost i numeryczna efektywrd kontaktu zostata uwidoczniona w praktycznych przy-
ktadach, w ktorych poszukiwano kontaktu nawet dla okoto 200 000 obiektéw w pro-
blemach zajmujacych nawet okoto jednego miliona krokéw catkowania.



11. Zagadnienia odbicia fal w zintegrowanych
modelach metody elementow dyskretnych
i skonczonych

Wstep

Propagacja fal napzeh jest typowym zjawiskiem obserwowanym w rozwiazaniu dy-
namicznego problemu mechaniki modelowanego zaréwno za pomoca metody elemen-
toéw dyskretnych, jak i metody elementéw gkzonych opartej na jawnym catkowaniu
réwnah ruchu. Rozchodzeniu fal towarzysza typowe efekty falowe jak interferencja,
rozpraszanie, cagiowe lub catkowite odbicia na brzegach lub na granissodkow,
zatamanie na granicysoodkéw, ugiecie (dyfrakcja) na napotykanych przeszkodach.

Przy modelowaniu rinorodnych problemoéw czesto jest konieczne wprowadzenie
nie istniejacych brzegévzeby ogranicz§ modelowany obszar, np. w zagadnieniach
z geomechaniki lub elektromagnetyzmu, rozpatruje sie zagadnienie w ograniczonym
obszarze chow rzeczywist§ci mamy do czynienia z&odkiem nieskbczonym (o
rozmiarach znacznie wigekszych od lokalnie rozpatrywanego obszaru). Sztuczny brzeg
zakiéca rozchodzenie sig fal powodujac nierzeczywiste odbicia. Problem teay nale
rozwiaz& wprowadzajac specjalne absorpcyjne warunki brzegowe — zapewniajace po-
chtanianie energii fal wychodzacych z obszaru.

Czesciowe odbicie fali nastepuje réwaiena powierzchni nieciagézi wlasnéci
materiatu, np. na granicy dwéchadych &rodkéw charakteryzujacych siezrdymi
oporndciami (impedancjami) falowymi. W modelowaniu hybrydowym dyskretno-
ciagtym na potaczeniu obszaru ciagtego i dyskretnego r&wigstepuje nierzeczy-
wista nieciagtec, ktéra mae powodowa odbicia fal. Konieczna jest eliminacja lub
minimalizacja tego zjawiska.

W niniejszym rozdziale beda badane efekty falowe wystepujace w modelach me-
tody elementéw skiiczonych, metody elementéw dyskretnych oraz w modelach hy-
brydowych metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych. Beda
badane odbicia fal na brzegu obszaru oraz na wewnetrznej niestagi potaczeniu
obszaréw modelowanych za pomocamgch metod. Beda przedstawione sposoby eli-
minacji odbicia fali na sztucznej granicy obszaru poprzez odpowiednio zdefiniowane
warunki brzegowe. Nastepnie beda badanegliwosci zminimalizowania odbicia na
granicy obszaréw MES i MED przy wykorzystaniuzréych metod potaczenia. Jest to

186
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jedno z najwaniejszych probleméw w stosowaniu hybrydowych modeli MES i MED
oraz istotny rozdziat niniejszej pracy.

11.1 Odbicie fali na brzegu swobodnym i utwierdzonym

Badanie odbicia fali na brzegach oraz na nieciggéeh wewnetrznych zostanie prze-
prowadzone na dwuwymiarowym obszarze prostokatnym o wymiamaetl mm i

b = 60 mm przedstawionym na rys. 11.1a. Lewy krétszy brzeg Q) jest swobodny

a prawy krétszy brzegk(= 0) jest utwierdzony. Dimsze boki maja zablokowany ruch

w kierunkuy. W zagadnieniu zakono ptaski stan napzenia. Przyjeto spmysty
model materiatu charakteryzowany przez modut Youiga 2- 10! Pa i wspétczyn-

nik Poissonav = 0.3. Gestét materiatu wynosip = 7800 kg/n?. Rozpatrywane
beda dwa rane modele numeryczne — wykorzystujace metode elementdicatio

nych (rys. 11.1b) oraz metode elementéw dyskretnych (rys. 11.1c). W modelu MES
przeprowadzono dyskretyzacije tréjkatnymi elementami o statym odksztatceniu stosu-
jac siatke przedstawiona na rys. 11.1b. W modelu elementéw dyskretnych przyjeto
regularna konfiguracje elementéw dyskretnych przedstawiona na rys. 11.1d.

| 1

X
— -

T Z
a)

DEXTTRTRIRRTRITA] D<A TR DRI PRI

brzeg swobodny brzeg utwierdzony
b)

brzeg swobodny szczegol A brzeg utwierdzony
c)

szczegOl A

d)

Rys. 11.1. Propagacija fali: a) definicja geometrii, b) dyskretyzacja elementafrizkoymi,
c) dyskretyzacja elementami dyskretnymi, d) szczeg6t dyskretyzacji elementami dyskretnymi.
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Na brzegu swobodnym wzbudzony zostaje pojedynczy impuls fali podjuprzez
zadanie poczatkowego przemieszczenia w kierunkgodnie z rGwnaniem:

271X
0= A (cosT + 1) (11.1)

w obszarze & x < L/2, przyjmujacA = 0.01 mm iL = 20 mm. Rozkitad przemiesz-
czenia poczatkowego wzdtosix pokazano narys. 11.2a. Wzbudzony impuls falowy
o dlugcsci A = L przebiega wzdta preta (rys. 11.2b,c) z predkciac zalezna od wia-
snasci spreystych i bezwtadngci csrodka

C=4/—, (11.2)

gdzieK jest modutem spm@ystéci objet@ciowej, ap jest gestécia grodka. Impuls
falowy przemieszcza sie w kierunku utwierdzonego brzegu. Na utwierdzonym brzegu
nastepuje odbicie fali — reakcja utwierdzenia generuje impuls biegnhacy w kierunku
przeciwnym do impulsu padajacego (rys. 11.2d,e). Impuls ten jest przesuniety w fazie
o rmwzgledem impulsu padajacego. Na swobodnymdkoréwnie nastepuje odbicie

(rys. 11.2f,g), w tym przypadku nastepuje odbicie bez zmiany fazy.

Podobny problem rozchodzenia sig fali rozpatrywano stosujac metode elementéw
dyskretnych. W modelu elementéw dyskretnych przedstawionym na rys. 11.1c,d za-
stosowano elementy dyskretne o promienig 0.1 mm. Uwzgledniajac porowa$o
dla przyjetej konfiguracji elementdéw dyskretnych= 0.2146, przyjeto gesé mate-
riatu szkieletups, = p/(1— n) = 9930 kg/n?. Dla oddziatywania migdzy elementami
dyskretnymi zataono kontakt z kohezja bez movosci zerwania wiaza kohezyj-
nych. Sztywné&t oddziatywania kontaktowego dobrano tak, by uzgstepdkat roz-
chodzenia sig fali te sama jak w modelu ciagtym, uzyskano teH#a2.2- 10 N/m.
Analogicznie jak w modelu MES wzbudzono pojedynczy impuls poajuprzez za-
danie przemieszczenia poczatkowego w kierunkuxasgjodnie z wyraeniem (11.1),

w obszarze X x < L/2. Podobnie jak w modelu MES wzbudzony impuls rozcho-
dzi sie wzdtz osix (rys. 11.3), odbija sie na utwierdzonym brzegu ze zmiana fazy i
przemieszcza sie w strong brzegu swobodnego, na ktérym odbija sie bez zmiany fazy.
Otrzymany przebieg zjawisk falowych w modelu dyskretnym MED jest identyczny
jak w modelu MES opartym na modelowaniu ciaglym, co pozwala nam frzz@

dla rozpatrywanego zjawiska sa to modele réwrovea
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a)t=0s
b)t=5-10"6s
c)t=1.-10"°s

d)t=1,25-10"5s

e)t=17-10"°s

f)t=2,25-10"5s

g)t=255-10"°s

Rys. 11.2. Przemieszczanie sig pagitago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami skaczonymi z lewym kacem swobodnym a prawym utwierdzonym — profil fali.
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i
a)t=0s
.
b)t=5.106s
i
c)t=1.-10"°s

..n,l

d)t=1,25-10"°s

e)t=17-10"°s

f)t=2,25-10"°s

—qr

g)t=255.10"°s

Rys. 11.3. Przemieszczanie sie pamttago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym koem swobodnym a prawym utwierdzonym — profil fali.
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11.2 Absorpcyjne warunki brzegowe

Przy modelowaniu mnorodnych probleméw z geomechaniki mamy do czynienia z
osrodkami, ktére w analizowanej skali sa najlepiej reprezentowane fakalki nie-
ograniczone. Przyktadowo przyjmuje sige konstrukcje podziemne znajdujace sie
na duzej gtebokéci sa otoczone nieskozonym &rodkiem, a konstrukcje powierzch-
niowe znajduja sie na nieskozonej poétprzestrzeni (rys. 11.4a). Ze wzgledu namo
liwosci obliczeniowe przy budowaniu modeli numerycznych rozpatruje sie jedynie
ograniczony obszar, obejmujacy z pewnym zapasem analizowany obiekt (rys. 11.4b).

/

a) b)

Rys. 11.4. Przykfad zagadnienia z geomechaniki: a) model fizyczny z nieograniczonym ob-
szarem, b) model numeryczny z obszarem ograniczonym.
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Tak wprowadzony sztuczny brzeg w analizie dynamicznej zakidzchodzenie sig
fal, powodujac nierzeczywiste odbicia. Problem ten male®zwiaz& wprowadzajac
specjalne absorpcyjne warunki brzegowe — zapewniajace pochtanianie energii fal wy-
chodzacych z obszaru. Ra efektywn@&C pochtaniania energii zapewniaja tzw. konsy-
stentne warunki brzegowe, zaproponowane w [176]. Moga oco&ipyowadzone przy
zastosowaniu metody elementéw brzegowych [301]. Wada konsystentnych warunkéw
brzegowych jest mdiwo&C ich stosowania jedynie w metodach analizy dynamicznej
w dziedzinie czestotlinwgci.

W wielu przypadkach wystarczajaco dobre pochtanianie energii wychodzacych fal
zapewniaja lepkie warunki brzegowe zaproponowane w [177] dla metod analizy dy-
namicznej w dziedzinie czasu. Poréwnanie efekty®andepkich i konsystentnych
warunkéw brzegowych zamieszczone jest w [155]. Lepkie warunki brzegowe [177]
sprowadzaja sie do olgkenia roztaonego na brzegu obaania w kierunku normal-
nym i stycznymty i ts, danych za pomoca zaiosci o typowej dla lepkséci postaci

ts = —pCsVs, (11.4)
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gdzie: p — gestéc masy,v, i Vs —normalna i styczna sktadowa predkiona brzegucy

i cs— predkdt rozchodzenia sie fali dylatacyjnejdinania. Obcigenie odpowiadajace
absorpcyjnym warunkom brzegowym dane zaf&ciami (11.3) i (11.4), mze by
zadane jednocsaie z obcigeniem innego rodzaju, np. z obzéniem zapewniajacym
rownowage statyczna rozpatrywanego modelu.

Lepkie absorpcyjne warunki brzegowe zostaly implementowane w zintegrowanym
programie MED/MES prezentowanym w niniejszej pracy. EfektySgrioh dziatania
zostanie pokazana dla zdefiniowanego w podrozdziale 11.1 przyktadu, ktérego geo-
metria jest pokazana na rys. 11.1a. W definicji problemu zastapiono utwierdzenie
krétszego brzegu po prawej stronie wprowadzenienzeabsorpcyjnych warunkéw
brzegowych. Tak jak poprzednio wzbudzony jest pojedynczy impuls falowy przez za-
danie poczatkowych przemieszézasedtug zalendsci (11.1) w obszarze @ x<L/2,
przyjmujacA = 0.01 mmiL =20 mm (rys. 11.5a). Zagadnienie rozwiazano nume-
rycznie stosujac wprowadzone poprzednio modele MES i MED.

Rysunek 11.5 przedstawia wyniki analizy dla modelu MES. Wzbudzony impuls
falowy przemieszcza sie od brzegu swobodnego w kierunku brzegu z absorpcyjnymi
warunkami brzegowymi (rys. 11.5b). Po doju do tego brzegu (rys. 11.5c) ener-
gia jest pochtaniana i wskutek tego nie nastepuje odbicie (rys. 11.5dndjedynie
zaobserwow@nieznaczne odbicie wskutek niedoskosatdtumienia, energia fali od-
bitej jest jednak nieznaczna w poréwnaniu do energii fali padajace;j.

a)t=0s

b)t=5-10"°%s

Rys. 11.5. Przemieszczanie sig pamiego impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowa-
nego elementami skazonymi z lewym kécem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na
prawym brzegu — profil fali.
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Profil rozchodzacego sie zaburzenia otrzymany w analizie metoda elementéw dys-
kretnych przedstawiono na rys. 11.6. Réwmie tym przypadku mpna zaobserwo-
wat efektywne ttumienie fali na brzegu, na ktérym zadano warunki absorpcyjne (rys.
11.6c¢). Odbicie praktycznie nie wystepuje (rys. 11.6d).

alt=0s

ffl{n,,

d)t=1,3-10"5s

Rys. 11.6. Przemieszczanie sig pattago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z lewym koem swobodnym oraz z warunkiem absorpcji na prawym
brzegu — profil fali.

11.3 Odbicie fali na powierzchni granicznej dwéch érodkow

Powierzchnia graniczna dwoéctsrodkéw mae stanowé powierzchnie nieciagzi
wlasndaci zwiazanych z rozchodzeniem sie fal. Wiasriocsrodka wptywajace na
rozchodzenie sig fal okstone sa w zwiezty sposéb za pomoca impedancji (ofEmifo
falowejz[128]:

- 11.5
z=—, (11.5)

gdzie: o — naprgenie wywotane w danym punkcié&simdka przez fale napreniowa,
c — predkd&c fali sprezystej. W przypadku pomijalnego ttumienigrodka oporngt
falowa mana wyrazt jako iloczyn predksci fali i gestéci:

zZ=cp. (11.6)
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Przy uwzglednieniu zalmcsci (11.2) wyraenie (11.6) dla fali podknej mana
przedstawd w postaci

z=/Kp. (11.7)

Na granicy &rodkéw r&niacych sie oporrgziami falowymi, fala mee ulegé za-
tamaniu oraz cZciowemu lub catkowitemu odbiciu. Zatamanie wystepuje dla fali
padajacej pod pewnym katem. W przypadkuzelyo kata padania fala ulega catko-
witemu odbiciu. Zwykle jednak na granicy dwdckrodkow fala ulega zatamaniu i
czesciowemu odbiciu.

W przyktadzie numerycznym bedziemy rozpatrywali fale padajaca prostopadle do
powierzchni granicznej miedzy dwoma&rodkami o oporngci falowejz; i z jak po-
kazano schematycznie na rys. 11.7. W tym przypadku nie mamy do czynienia z
zatamaniem fali, wystepuje natomiast sewe odbicie. Fala padajaca prostopadle
na granice dwoch warstw ulega rozbiciu na fale odbita i przechodzaca (rys. 11.7).

A / falapaﬂ) fala przechodzaca

fala odbita TA
osrodek 1 (z) RA I I oSrodek 2 (zp)

Rys. 11.7. Czgiowe odbicie fali na granicy dwéchsoodkow.

llo& energii zwiazanej z odbiciem lub prgejem do drugiego &rodka jest uzale
niona od oporngci falowej Ggrodkéw. Energia fali jest proporcjonalna do jej ampli-
tudy. Prawo transmisji energii fali Aoodka o oporngci z; do csrodka o oporngei z,
maozna wyrazt za pomoca nastepujacych zatesci [6, 95, 50]:

Ar=AR, (11.8)
Ar=AT, (11.9)

gdzie: A) — amplituda fali padajacej (ang. inciden), Ag — amplituda fali odbitej R,
arg. reflected, A1 — amplituda fali przechodzacefJ ( ang. transmitted, R — wspot-
czynnik odbicia fali,T — wspotczynnik transmisji (przepuszczaho fali. Wspot-
czynniki odbicia i transmisji wyrzaja sie nastepujacymi wzorami [50]:
L7
-+’

(11.10)

. 27
Hn+2z

(11.11)
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Wspétczynnik odbicia falR przyjmuje wart&ci od—1 do+1, a wspotczynnik trans-
misji T wartcsci od 0 do+2. Jako amplitudy charakteryzujace poszczegélne fale
mazna wzig amplitudy przemieszczenia czastkrodka, amplitude predkoi czastki
oSrodka lub amplitude wzbudzonego przez fale nagnga. W przypadku stosowania
amplitudy naprgenia wspétczynnik odbicia wyza sie wzorem [50]:

H—7

. 11.12
L +2 ( )

Powyzsze rozwaania zostana zilustrowane przyktadem numerycznym. Rozpa-
trzymy podobny problem jak zdefiniowany w rozdziale 11.1. Rozpatrzymy propagacje
impulsu fali podhznej wzdtz osix w obszarze prosotokatnym o szerskbl mm i
dtugasci 60 mm. Obecnie zatymy, ze obszar bedzie sie sktadat z dwoch réwnych
podobszaréw ztaczonych w ptaszczyzwie- 30 mm. Dla podobszaru po lewej stro-
nie przyjeto wiasnsci sprgyste materiatu dane przez modut Yourigja= 2- 10! Pa
i wspétczynnik Poissona; = 0.3. Dla podobszaru po prawej stronie przyjeto wia-
snosci sprgyste materiatu dane przez modut Youriga= 1- 10" Pa i wspdtczynnik
Pdssonav, = 0.3. Gest&t materiatu w obydwu podobszarach jest taka sama i wy-
nosi py = p» = 7800 kg/nt. Zgodnie ze wzorem (11.7) impedancja falovgaoalka 1
WYynosi:

2.1011.7800 kg kg
=/K ~ 3,606- 10’
A= viip= ¢ 31— 2v \/3(1 203 s sm’
a da osrodka 2:
1-101.7800 kg . kg
2=V Kapz \/ 3(1— 2v \/3(1 2.03) s 2 729010 s

Teoretyczne wspétczynniki odbicia i przepuszczdciazgodnie ze wzorami (11.10) i
(11.11) sa nastepujace:

-2 3,606—2,550

=0,171,
z+2  3,606+2,550

27 2-3,606

= =1171
L+2 3 606+ 2,550

Rozpatrywane beda dwazde modele numeryczne — model MES (rys. 11.8),
wykorzystujacy metode elementéw $kazonych dla dyskretyzacji obydw&mdkow
oraz hybrydowy model MED/MES (rys. 11.9), wykorzystujacy metode elementéw
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dyskretnych w érodku 1 oraz metode elementéw Bkaonych w &rodku 2. W mo-
delu MES przeprowadzono dyskretyzacije tréjkatnymi elementami o statym odksztat-
ceniu.

Wyniki symulacji numerycznej dla modelu MES przedstawiono na rys. 11.8.
Rysunki 11.8b i ¢ przedstawiaja profil przemieszczajacego sie impulsu falowego od
brzegu swobodnego do powierzchni granicznej w potowie dtagilsadanego obszaru.
Rysunek 11.8c przedstawia profil impulsu przechodzacego powierzchnie graniczna
miedzy dwoma srodkami. Na rys. 11.8d widguz impuls odbity i przechodzacy.
Wyznaczone wspétczynniki odbicia i przepuszczabiona podstawie wynikow nu-
merycznych zgodnie ze wzorami (11.8) i (11.9) sa nastepujace:

R— AR 1,71-10° _ 0171, T= Ar 1,173-10°°

A 1.10°5 A~ 1.105 =117

10 P P I

a) dyskretyzacja elementami siazonymi

b)t=0s

c)t=5.10"°s

T, .M H\n%

d)t=75-106s

e)t=11-10"°s

Rys. 11.8. Przemieszczanie sie pamttago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi z odbiciem na niecidgiiosztywn&ci materiatu — profil fali.
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a) zintegrowany model elementéw dyskretnych ifskapnych

b) potaczenie podobszarow dyskretyzowanych
za pomoca elementéw dyskretnych i sikaonych

c)t=0s
.MMMMMMHW S
d)t=5-10"%s
e)t=8-10°s
M, T,

fit=1,1-10"5s

Rys. 11.9. Przemieszczanie sie pamttago impulsu falowego wzdhpreta dyskretyzowanego
elementami dyskretnymi i sk@zonymi z odbiciem na powierzchni nieciagéd (nieciagtat
dyskretyzacji i sztywnsci) — profil fali.

Otrzymane wartsd numeryczne wspoétczynnikéw odbicia i przepuszczatip0,171
i 1,173, odpowiednio, zgadzaja sie bardzo dobrze z przewidywanymi§eéatoi teo-
retycznymi, 0,171 1,171, odpowiednio.

Rysunek 11.9a przedstawia hybrydowy model MED/MES, w ktérym zastosowano
metode elementéw dyskretnych 8rodku 1, a metode elementéw skaonych za-
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stosowano w srodku 2. Granice obydwu podobszaréw przedstawiono na rys. 11.9b.
Potaczenie uzyskano za pomoca metody nieslkrg/ch mnanikéw Lagrange’a sto-
sujac uproszczone sformutowanie opisane w podrozdziale 9.4.2. Przyjeto identyczne
parametry modelu elementow dyskretnych jak wyznaczone w podrozdziale 11.1 dla
przyktadu przedstawionego na rys. 11.3. Uzyskano wtedy potwierdzamigropa-

gacja fali w modelu metody elementdéw dyskretnych byla identyczna jak w modelu
metody elementéw skmzonych. Oznaczato t@e impedancja falowa modelu ele-
mentow dyskretnych jest waaiwie dobrana.

Na brzegu swobodnym wzbudzono impuls fali pasitej (rys. 11.9c), ktéry prze-
mieszcza sie w kierunku granicy srmdkiem 2. Na granicy&vodka 1i 2 (rys. 11.9d)
nastepuje czesciowe odbicie i rozdzielenie fali padajacej it axbita i cz&C prze-
puszczona (rys. 11.9e). Otrzymane numerycznie ®artwspotczynnikéw odbicia i
przepuszczalrazi

AR 1,74-10°° Ar  1,175-10°°

R= N =105 =0,174, T= N =—1105
zgadzaja sie dobrze z przewidywanymi wéa@ami teoretycznymi, 0,171 1,171, od-
powiednio.

Przyktad ilustrujacy cZgciowe odbicie na potaczeniu podobszaréow MES i MED
o réznych wiasnéciach pokazuje nmiwe niepaadane efekty falowe na potaczeniu
podobszaréw MES i MED w przypadku, gdy impedancja obydwu obszaréw jest zle
dobrana.

=1,175

11.4 Badanie r@nych metod potaczé podobszarow dyskretyzowanych
elementami dyskretnymi i skahczonymi

W przypadku stosowania zdych metod modelowania (MES i MED) w obszarze jed-
norodnym parametry powinny bytak dobrane by dawaly jednakowa impedancje w
wyodrebnionych podobszarach.Slléen warunek jest spetniony, to na granicy mie-
dzy obszarami MES i MED nie powinno nastepdavalbicie fal, j&li dyskretyzacja w
obydwu podobszarach jest wystarczajaco gesta w stosunku ddsdhigh. W [155]
pokazanoze dla wisciwej reprezentacji propagacji fali, wymiar charakterystyczny
elementuAl, musi byt mniejszy nz 0.1-1/8 dtugéci fali A odpowiadajacej najwar
szej czestotliwsci drgad o istotnej energii, wystepujacych w badanej falizioej:

A< (11.13)

— 10

Charakterystyczny wymiar dyskretnego modelu MES, 1 mm, spetnia warunek (11.13)
w stosunku do dtuggei badanego impulsd = 20 mm. Warunek ten jest rowrdie
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spetniony przez wymiar charakterystyczny w obszarze modelowanym przez elementy
dyskretne. Odlegh miedzy elementami dyskretnymi wynosi 0.2 mm.

Mozliwe nierzeczywiste odbicia moga dgpowodowane niedoskonatsami me-
tody potaczenia dwdéch mhiych podobszaréw. Celem testéw numerycznych przedsta-
wionych ponkej jest sprawdzenie dziataniazrych metod potaczenia w przypadku,
gdy mamy odpowiednio dobrana impedancje i wystarczajaco gesta dyskretyzacije dla
badanej dtugsci fali. Przeprowadzono préby dla czterecnmgch potacze:

e metoda mnanikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréw (sformutowa-
nie uproszczone przedstawione w podrozdziale 9.4.2),

e metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréw (sformutowanie uprosz-
czone przedstawione w podrozdziale 9.4.3),

e metoda mnenikéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw (sformutowa-
nie przedstawione w podrozdziale 9.5.3),

e metoda funkgciji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw (sformutowanie przedsta-
wione w podrozdziale 9.5.4).

W testach badano propagacije fali w obszarze jednorodnym o véeisisbh danych
przez modut Young& = 2- 10 Pa, wspotczynnik Poissona= 0.3 i gesté&t mate-

riatu p = 7800 kg/n?. W badanym obszarze wyodrebniono dwa réwne podobszary, w
ktérych zastosowano dwazide modele (rys. 11.10). W jednej potowie obszaru zasto-
sowano metode elementéw dyskretnych a w drugiej potowie metode elementdw sko
czonych. W metodzie elementéw dyskretnych zastosowano wyznaczonénigjze
parametry zapewniajace impedancje odpowiadajaca impedancji modelu ciagtego. Dla
wiezéw sprzegajacych podobszary MES i MED zaloo taka sama waiéo funkcji

kary jak dla oddziatywania kontaktowego miedzy elementami dyskretnymi, spodzie-
wajac sieze bedzie to w najmniejszym stopniu zmienigasndgci falowe.

Rysunki 11.11i11.12 przedstawiaja odpowiednio wyniki uzyskane za pomoca me-
tody mnanikéw Lagrange’a i funkcji kary dla modelu bez zachodzenia na siebie pod-
obszaréw MES i MED. Mana zaobserwowzabrak odbt fali na powierzchni granicz-
nej, coSwiadczy o poprawrsei dziatania obydwu metod spzsnia obszaréw MES i
MED.

Rysunek 11.13 przedstawia model hybrydowy MED/MES z obszarem&giaej
wym (z zachodzacymi na siebie podobszarami MES i MED). Strefa§wipgya ma
szerok@&c (mierzona w kierunku rozchodzeni fali) 5 mm. W tym pasie udziat sztyw-
nosci MES i MED zmienia sige liniowo w ten sposdte nastepuje stopniowe praeje
od jednego do drugiego sposobu modelowania. Rysunki 11.14 i 11.15 przedstawiaja
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Rys. 11.10. Badanie propagacji fali: a) hybrydowy model MED/MES, b) potaczenie podob-
szarow MED i MES.
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a)t=0s
b)t=8-10"°s
c)t=2.10"°s

Rys. 11.11. Przemieszczanie sig¢ pamego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu podobszaréw MES i MED za
pomoca metody mramikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie podobszarow.

wyniki uzyskane dla tego modelu odpowiednio za pomoca nyetodaznikéw La-
grange’a i funkcji kary.

W rozwiazaniach przedstawionych na rysunkach 11.14 i 11.15 ni€woidiac fali
przy przegciach z jednego obszaru do drugie@wiadczy to o poprawrszi dziatania
tych algorytméw, ale nie dostarcza argumentow za stosowaniem algorytméw, ktore
sa bardziej skomplikowane w stosunku do poprzednio testowanych (bez zachodzenia
podobszaréw na siebie), ktére rownigdawaty poprawne wyniki. Zalety algorytmoéw
sprzegania z zachodzacymi na siebie podobszarami beda widoczne w nastepnych te-
stach, w ktérych bedziemy batlarétsze fale.
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b)t=8-10"6s

c)t=2-10"5s

Rys. 11.12. Przemieszczanie sige paaiego impulsu falowego wzdtupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu podobszaréw MES i MED za
pomoca metody funkcji kary bez zachodzenia na siebie podobszaréw.

fixed edge

free edge

a)

b)

Rys. 11.13. Badanie propagacji fali: a) hybrydowy model MED/MES z obszarenépiaej
wym, b) powiekszenie strefy potaczenia.

W dotychczasowych testach numerycznych w obu podobszaraBfy MMES,
dyskretyzacja byta wystarczajaco gesta w stosunku do daidmdanej fali. W za-
tozeniach zintegrowanego systemu MED/MES jestzlimSt stosowania go w mo-
delach wieloskalowych, w ktérych metode elementéw dyskretnych wykorzystuje sie
do modelowania wybranych podobszaréw w skali mezo lub mikro, natomiast pozo-
staty obszar jest modelowany w skali makroskopowej za pomoca metody elementéw
skahczonych. W tego typu modelach w obszarze modelowanym za pomoca metody
elementéw dyskretnych mmemy mi&€ do czynienia z drganiami o tak wysokiej cze-
stotliwosci, ze odpowiadajaca jej dtugo fali bedzie krétka w stosunku do rozmiaru
elementéw skiczonych w obszarze MES. Wtedy drgania te nie beda mogiyoby
wzorowane w obszarze MES. Obszar MES powinien natomiast zapedpowiednia
impedancje dla fal o niskiej czestotlisoi — te fale powinny przenikaz obszaru MED
do MES. Metoda sprzenia obydwu obszaréw powinna z kolei zapewniazprasza-
nie fal o wysokiej czestotlingci wychodzacych z podobszaréw MED tak, aby nie
wystepowaly nierzeczywiste odbicia na granicy podobszaréw MED/MES.



202 11. Zagadnienia odbicia fal w zintegrowanych modelach MED/MES

a)t=0s
b)t=8-10"°%s
c)t=2-10"%s

Rys. 11.14. Przemieszczanie sig¢ pamtego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szaréw MES i MED za pomoca metody nmmkéw Lagrange’a.
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a)t=0s
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b)t=8-10"°%s
c)t=2.10"°s

Rys. 11.15. Przemieszczanie sie pamiego impulsu falowego wzdtupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szarow MES i MED za pomoca metody funkcji kary.
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W celu zbadania efektéw falowych dla fal o mszej czestotliwgci poshzono sie
poprzednio stosowanymi modelami hybrydowymi MED/MES. Na brzegu swobodnym
zostat wzbudzony impuls fali podinej o dtug&ci A =4 mm (rys. 11.16a). Dys-
kretyzacja w obszarze MED (odlegbmiedzy elementami dyskretnymi wynosi 0.2
mm) spetnia warunek (11.13), natomiast w tym przypadku warunek ten nie jest spel-
niony przez rozmiary elementéw shezonych. Zbadano propagacje wzbudzonego
impulsu wzdhz osix (rys. 11.16b) i prz&jcie tego impulsu przez granice podobsza-
row MED/MES dla czterech mnych potacze:

e metoda mnenikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréw (rys. 11.16c),
e metoda funkgcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréw (rys. 11.16d),

e metoda mnenikdéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw (rys. 11.16e),
e metoda funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw (rys. 11.16f).

Mozna zauwayt (rys. 11.16b)ze impuls dochodzacy do potaczenia podobszaréw
MED i MES sktada sie z podstawowej czestotlsedi z drgan o wyzszej czestotli-
wosci. Maze to sie wiaza z niezbyt doktadna reprezentacja fali w badanym modelu
dyskretnym. Przy przemieszczaniu sie impuls ulega pewnemu rozproszeniu. Przyktad
ten pozwala nam zbadaachowanie sig potacznia przy p&eii fal o r&nej czestotli-
wosci. Fala odpowiadajaca podstawowej czestofievalrgah przechodzi przez pota-
czenie we wszystkich badanych sposobach gemia (rys. 11.16c—f). W wieksgoi
badanych przypadkéw pojawiaja sie odbicia fal, odpowiadajacych drganiorasrejy
czestotliwgci (rys. 11.16c-e). Jedynie w przypadku zachodzacych na siebie podob-
szaréw, sprzeonych za pomoca funkcji kary, odbicia te sa minimalne (rys. 11.16f).
Jest to najbardziej madane zachowanie sie spregia podobszaréw MED/MES. Po-
zwala to przypuszcza ze metoda ta wykazuje najlepsze #dawdsci rozpraszajace
(absorpcyjne) dla drgao wyzszej czestotliwgci, przepuszczajac jednoé&rée fale o
nizszej czestotliwsci.

W nastepnym przyktadzie zbadamy p&z¢ impulsu przez potaczenie zachodza-
cych na siebie podobszaréw MED i MES sprapych za pomoca funkcji kary z dodat-
kowym ttumieniem w obszarze pragjowym z MED do MES, wedtug sformutowa-
nia przedstawionego w podrozdziale 9.5.5. Na prawym brzegu calego obszaru zamiast
utwierdzenia wprowadzono absorpcyjne warunki brzegowe (rys. 11.17a@ndvia-
obserwowa rozproszenie drgao wyzszej czestotliwgci w obszarze przegiowym
(rys. 11.17c) — tlumienie wzmacnia ten efekt. Fale zsmej czestotliwsci przecho-
dza do obszaru MES, przemieszczaja sie w kierunku prawego brzegu, na ktérym sa
catkowicie pochtaniane (rys. 11.17d,e). Przykilad ten pokazuje poprawnie dziatajacy
hybrydowy model MED/MES z ttumieniem drgao wyzszej czestotliwgci na gra-
nicy podobszaréw MED i MES oraz pochtanianiem energii na sztucznym brzegu z
wprowadzonymi absorpcyjnymi warunkami brzegowymi.
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a)t=0,5-10"%s
b)t=4-10"°s
c)t=6,5-10"%s, nie zachodzace obszary, metoda mmikdw Lagrange’a
d)t =6,5-10"% s, nie zachodzace obszary, metoda funkcji kary

JJ h—

e)t=7,5-10"%s, zachodzace obszary, metoda amikéw Lagrange’a

f)t =7,5-10%s, zachodzace obszary, metoda funkcji kary

Rys. 11.16. Przemieszczanie sige pamego impulsu falowego wzdiupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szaréw MES i MED za pomoca metody funkcji kary.
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a)t=0,5-10"%s

b)t=4.10"6s

c)t=7,5-10"°%s

d)t=1,15-10"5s

e)t=17-10"°s

Rys. 11.17. Przemieszczanie sige paaiego impulsu falowego wzdtupreta dyskretyzowa-
nego elementami dyskretnymi i skezonymi przy potaczeniu zachodzacych na siebie podob-
szarow MES i MED za pomoca metody funkcji kary, ttumienie dodane w obszarze potaczenia,
na prawym kacu warunek absorpciji.

Z punktu widzenia hybrydowego modelowania MED/MES gtéwnyriagsieciem
w powyzszym rozdziale jest zbadanie pi&eip fali przez potaczenie obszaréw MED
i MES. Celem przeprowadzonych badayto okrelenie optymalnej metody sprzg
nia, pozwalajacej na przepuszczenie fal o niskiej czestdiliwe obszaru MED do
obszaru MES i zapewniajacej dysypacje fal o wysokiej czestdiiiydym samym
wyeliminowanie nierzeczywistego odbicia fal, o dhégozbyt matej dla ich wisci-
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wej reprezentaciji w obszarze dyskretyzowanym MES. W zintegrowanym programie
MED/MES implementowano cztery metody spregia obszaréw MED i MES:

e metoda mnenikéw Lagrange’a bez zachodzenia na siebie obszaréw,
e metoda funkcji kary bez zachodzenia na siebie obszaréw,
e metoda mnenikéw Lagrange’a z zachodzeniem na siebie obszaréw,
e metoda funkgcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw.

Testy numeryczne pokazafye przepuszczaliso fal o niskiej czestotliwgci jest po-
prawnie modelowana we wszystkich metodach spea@. Najlepsze whgiwosci
thumiace dla fal o wysokiej czestotlivdai wykazuje metoda sprzenia za pomoca
funkcji kary z zachodzeniem na siebie obszaréw MED i MES.AM&csti te mazna
jeszcze poprawiprzez wprowadzenie ttumienia w obszarze Baigwym.

Powyzszy rozdziat pokazuje poprawne dziatanie jednego zniegszych elemen-
téw w hybrydowym modelu MED/MES.

Podsumowanie

W powyzszym rozdziale rozpatrywano zagadnienia zwiazane z propagacja fal w pro-
blemach modelowanych za pomoca metody elementéw dyskretnych, metody elemen-
tow skaczonych oraz w sprzenych modelach MED/MES. Szczegélna uwage zwré-
cono na odbicia fal na brzegach i na granicy podobszaréwzigyah modelach dys-
kretnych. Analiza przyktadéw testowych pokazaa,stosowane modele MED i MES
poprawnie przedstawiaja zagadnienie propagaciji fali i odbicia na brzegu swobodnym
i utwierdzonym.

Rozwiazano problem pochtaniania energii drgaa sztucznym brzegu, stosowa-
nym dla ograniczenia analizowanego obszaru. W tym celu implementowano absorp-
cyjne warunki brzegowe, oparte na lepkim modelu zaproponowanym w [177]. Wyko-
nane testy numeryczne pokazaty efekty@ntego sformutowania zaréwno na brzegu
obszaru modelowanego elementamifskaonymi, jak i na brzegu obszaru modelowa-
nego elementami dyskretnymi. Absorpcyjne warunki brzegowe zapewniaja pochfania-
nie energii fal wychodzacych na zewnatrz obszaru.

Przeprowadzono badania efektéw falowych na powierzchni nieGeaighaystepu-
jacej miedzy &rodkami o ranej oporn&ci falowej. Uzyskano jakciowo i ilosciowo
poprawne modelowanie praeja fali przez powierzchnie nieciagi. Uzyskane nu-
merycznie wartsci wspoétczynnika odbicia i przepuszczadeosa zgodne z przewidy-
wanymi teoretycznie.



12. Modelowanie procesu wytwarzania formy
piaskowej w odlewaniu technologia traconego
modelu

Wstep

Rozdziat ten przedstawia przyktad wykorzystania metodgneteéw dyskretnych do
modelowania materiatdw granularnych. Jest to jedno z najbardziej typowych zasto-
sowah metody elementéw dyskretnych [57, 41, 81, 167, 199, 15, 282, 298]. W ni-
niejszym rozdziale modelowanie materiatéw granularnych pokazano na praktycznym
przyktadzie procesu wytwarzania piaskowej formy w odlewaniu metoda traconego
modelu. W rozpatrywanym procesie nastepuje zasypywanie piaskiem modelu sty-
ropianowego umieszczonego w skrzynce oraz zageszczanie piasku przez wibracje. W
modelowaniu zostana réwmevykorzystane mdiwosci stosowania modeli hybrydo-
wych. Razem z elementami dyskretnymi reprezentujacymi piasek do dyskretyzaciji
zasypywanego modelu zostana zastosowane elemerfigz=ke.

12.1 Opis procesu odlewania technologia traconego modelu

Odlewanie metoda traconego modelu, zwana réavnietoda zgazowywanego mo-
delu, metoda wypalanych modeli lub metoda petnej formyg( LFC — lost foam
casting lub EPC — expendable pattern casting), jest technologia, w ktorej stosuje sie
jednorazowy model ze spienionego polistyrenu (styropianu), pozostajacy w formie
piaskowej w trakcie zalewania [223]. Model jest wytapiany i zgazowywany przez
ciekly metal. Metal wypelnia wneke formy, zastepujac model i odwzorowujac jego
ksztatt. Metoda ta ma liczne zalety w poréwnaniu z innymi technologiami odlew-
niczymi. Do zalet naley m.in. maliwost uzyskania odlewu o dej doktadn@ci
wykonania, brak potrzeby stosowania obrébki mechanicznej odlewu, wyeliminowa-
nie rdzeni, maliwost wykonania odlewéw o skomplikowanych ksztattach. Metoda
traconego modelu daje tym samymzgduswobode projektantowi, niedostepna w in-
nych technologiach odlewniczych. Z drugiej jednak strony metoda ta stwarza mwnie
pewne trudnéci, do ktérych zaliczaja sie problemy zwiazane z wytworzeniem odpo-
wiedniej formy piaskowej.

Proces wytwarzania formy rozpoczyna sie od umieszczenia modelu na warstwie
piasku. Model jest zasypywany do catkowitego pokrycia suchym, sypkim piaskiem.
Piasek w celu zageszczenia poddaje sie wibracji. Po zageszczeniu piasku farena mo
byt zalewana metalem.

207
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Zageszczanie formy piaskowej poprzez wibracje jest jednymzniggzych eta-
poéw procesu odlewania metoda traconego modeluzemiee zasadniczy wptyw na
jakost odlewu. Wibracja ma zapewniodpowiednia i réwnomierna gestopiasku
oraz doprowadzi do wypetnienia przez piasek wszystkich wnek wokoét modelu. Do-
datkowym problemem, ktéry nze wystapt w trakcie wytwarzania formy piaskowe;,
jest maliwost odksztatcenia sie modelu styropianowego, prowadzaca do defektow
ksztattu odlewu. Nie istniejgciste reguty dobrania odpowiednich parametréw i spo-
sobu wibracji, dlatego proces wibracji ustala sie metoda préb i btedow.

12.2 Gléwne zataenia modelu numerycznego

Celem opracowanego modelu matematycznego jest symulagiagur@asypywania
formy piaskiem oraz zageszczania piasku poprzez wibracje. Zjawiskami fizycznymi,
z ktérymi mamy do czynienia, jest przeptyw materialu sypkiego (piasku) wokoét sztyw-
nych lub odksztatcalnych obiektéw (model, skrzynka) pod wptywem sikeigci oraz
drgah skrzynki.

Sparod r&nych maliwosci modelowania, wiacznie z modelami ciagtymi, wydaje
sig, ze model numeryczny zbudowany w oparciu 0 metode elementéw dyskretnych
stanowi najlepsze narzedzie do badania zageszczania piasku. W trakcie tego procesu
drgania podtaa wzbudzaja ruch czastek, poprawiajacy ich upakowanie, co daje w
efekcie wzrost gestzi. Trudno bytoby uwzgledaiefekt poprawy upakowania ziaren
piasku stosujac sformutowanie w oparciu o mechanéaka ciagtego.

Opracowany algorytm metody elementéw dyskretnych dajelimost stosowania
czastek o rdnych wymiarach, co pozwala uwzgledmozktad wielkci ziaren piasku,
aczkolwiek nie pretenduje sie do reprezentacji pojedynczych ziaren piasku poprzez
czastki modelu numerycznego. Testy numeryczne pokazajmodel sktadajacy sie
z czastek znacznie wigkszychzriiarna piasku oddaje dobrze makroskopowe cechy
ruchu materiatu sypkiego. W modelowaniu numerycznymydsie do stosowania
mazliwie duzej liczby elementéw o jak najmniejszych wymiarach, jednak zbytdu
model mae prowad#i do bardzo dtugich czaséw oblidze

Integracja metody elementéw dyskretnych i metody elementovicgiamych po-
zwala zastosowamodel hybrydowy, w ktérym zostanie uwzgledniony styropianowy
model dyskretyzowany elemenatmi skaonymi. Dzigki temu madiwe bedzie bada-
nie odksztatcania modelu w trakcie zasypywania piaskiem oraz w trakcie zageszczania
piasku przez wibracje.

12.3 Okreslenie parametrow modelu elementéw dyskretnych

Jako gtowny parametr makroskopowy, charakteryzujacy kias@arunkach zagesz-
czania przez wibracje, nzoa uzna kat naturalnego usypu [180]. Kat naturalnego
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usypu zaley od wzajemnej ruchlingci czastek (ziarn), ktéra jest uwarunkowana si-
tami spéjnaci i oporami tarcia. W produkcji formy w technologii odlewania metoda
traconego modelu stosuje sie suchy sypki piasek, co uzasadnia pominigcie sigsp6jno
(kohezji) w modelowaniu oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi. Uwzgled-
niony bedzie opor tarcia gtizgowego i tocznego. Poréwnanie wynikéwssoad-
czalnych i numerycznych dla testu, wyznaczajacego kat naturalnego usypu, pozwoli
dobr& parametry tarcia @izgowego i tocznego dajace zadane zachowanie makro-
skopowe zbioru elementéw dyskretnych modelujacych piasek.

Testy numeryczne wykazatye najistotniejszymi parametrami mikroskopowymi
majacymi wptyw na wielkéC kata naturalnego usypu sa wspotczynniki rozwinie-
tego tarcia pslizgowego i tocznego. Mma zaniedb@a wptyw parametréw funkcji
kary, charakteryzujacych spmgsta cz&¢ oddziatywania miedzy czastkami. W ruchu
zdominowanym przez sity ciosci, z ktérym mamy do czynienia w badanym za-
gadnieniu, wspotczynniki te nie maja znaczacego wptywu na ruch makroskopowy.
Wielko&t ttumienia dla oddziatywania kontaktowego dobrano tak, by uzyskeasi-
statyczna konfiguracje keowa. Oddziatywanie sprgste i ttumienie ma wpltyw na
przemieszczenia piasku poddanego wibracji. Parametry funkcji kary i wspotczynniki
tlumienia beda dokfadniej badane w testach numerycznych przedstawionych w pod-
rozdziale 12.1.

Przeprowadzono proste badanigdtdczalne, majace na celu wyznaczenie kata
naturalnego usypu dla zaych rodzajéw piasku, stosowanych wzngch odlewniach
do produkcji form w procesach odlewania metoda traconego modelu (rys. 12.1).
Otrzymano wartsci kata usypu w zakresie od 280 36, przy czym najrisza war-
toSC 25— 26° charakteryzuje sztuczny materiat sypki Cerabead o regutaksztatcie
ziarn.

W celu weryfikacji modelu numerycznego przeprowadzono symulacje tych testow,
stosujac model dwuwymiarowy (rys. 12.2). Piasek byt reprezentowany przez zbiér
10700 elementéw walcowych o promieniu od 0.3 do 1.35 mm; przyjety rozmiar cza-
stek w modelu numerycznym jest okoto czterokrotnie wigkszy od rzeczywistego roz-
miaru ziaren piasku. Rozklad wielgoi czastek przyjeto zgodnie z rzeczywistym roz-
ktadem wielk&ci ziaren piasku, uzyskanym w analizie sitowe;.

W modelowaniu oddziatywania kontaktowego elementéw dyskretnyclzaaéo
model z tarciem bez kohezji, opisany w rozdziale 7.3, potaczony z modelem tarcia
tocznego opisanego rownaniami (7.48)—(7.50) z regularyzacja dana réwnaniem (7.52).
Uwzglednienie oporu toczenia pozwala uzyskardziej realistyczny model materiatu
sypkiego [156]. W modelu uwzgledniono ttumienie oddziatywania kontaktowego,
dane réwnaniem (7.29), oraz wprowadzono minimalne ttumienie niewiskotyczne, zde-
finiowane réwnaniami (7.57) i (7.58).
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a) b)

Rys. 12.1. Déwiadczalne wyznaczanie kata naturalnego usypu piasku: a) piasek rzeczywisty,
b) piasek sztuczny.

a) b)
Rys. 12.2. Numeryczne wyznaczanie kata naturalnego usypu piasku: a) konfiguracja poczat-
kowa, b) konfiguracja kiccowa.

Zbiér parametrow definiujacych model elementéw dyskrdtngst nastepujacy:
gest&e p, sztywn& kontaktu miedzy czastkank, i ks, wspotczynnik tarcia Co-
ulombap, wspétczynnik ttumienia kontakté, parametry definiujace kontakt miedzy
czastkami a powierzchniami innych obiektéw — sztyainih i k2, wspétczynnik tarcia
Coulomba P, wspoétczynnik ttumienia w kontakcie miedzy czastkami a j@ach-
niami &P, parametry definiujace tarcie toczne miedzy czasteczkaar miedzy cza-
steczkami i powierzchniami sztywnynag i k°, wspétczynniki ttumienia zewnetrz-
nego ™ i ™. W modelu tarcia tocznego zalano, ze wspbtczynnikas mozna wy-
razic poprzez bezwymiarowy wspétczynniki promieh mniejszego z kontaktujacych
sie elementéw jako
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as=e&r. (12.1)

Kohcowym wynikiem symulacji byta pryzma piasku o danym kacie usypu (rys.
12.2b). Badajac wptyw mnych parametréw modelu na wieliokata usypu stwier-
dzono,ze najwigksze znaczenie maja wspotczynniki tarcialipgowego i tocznego
miedzy elementami dyskretnymi. Obliczenia przeprowadzono dla szerokiego prze-
dziatu wart&ci wspotczynnikdwu i e przy ustalonych wartriach pozostatych pa-
rametrow podanych w tabeli 12.1. Zatmo,ze parametry ok&ajace op6r toczenia
po powierzchni sa rowne parametrom definiujacym tarcie toczne miedzy elementami
dyskretnymi.

Tabela 12.1. Parametry modelu do wyznaczania kata naturalnego usypu piasku.

p kn k & Kh K e gp g™ g™
kg/m®*  N/m N/m N/m N/m

2400 7104 7.10* 10 2-100 2.100 035 095 003 03

Rys. 12.3. Konfiguracja pryzmy piasku przyznych wart@ciach wspétczynnikéw tarcia po-
slizgowego i tocznego.

Zmieniajac wspoétczynnik tarcia plizgowegou w zakresie 0.2-0.5, oraz wspot-
czynnik charakteryzujacy tarcie toczag zakresie 0-0.45 uzyskano katy naturalnego
usypu w zakresie od 2210 39 (rys. 12.3). ZalenoSt kata naturalnego usypu piasku
od wspotczynnikéw tarcia @hizgowego i tocznego pokazano graficznie na rys. 12.4.
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Rys. 12.4. Zalenost kata naturalnego usypu piasku od wspotczynnikow tarcsizgowego
i tocznego.

12.4 Eksperymentalne i numeryczne badanie ruchu piasku pod
wptywem drgah

Przeprowadzono symulacje numeryczna przemieszczanjaiasku w poziomych
rurach (rys. 12.5) umieszczonych w skrzynce odlewniczej i zasypanych piaskiem pod
wptywem drga skrzynki w kierunku pionowym, o czestotliwol 50 Hz i amplitudzie
przyspieszenia 150% przyspieszenia grawitacyjnego. Wynikifbedawiadczalnych
przedstawia rys. 12.6.

W analizie numerycznej badano ruch piasku jedynie w rurze o najwiekszej
nicy. Wykorzystano model dwuwymiarowy, w ktérym zastosowano 64 000 czastek
walcowych o ranej srednicy (rozktad wielksci ziaren przyjeto proporcjonalnie do
wynikow analizy sitowej piasku rzeczywistego). Wyniki analizy numerycznej sa po-
kazane narys. 12.7. Przykfad ten wykorzystano do wyznaczenia w@&ifomienia i
sprezystego oddziatywania miedzy czastkami. Wspoétczynniki ttumienia i funkcji kary
dobierano tak, by uzyskazgodn&t wynikow numerycznych z wynikami éwiad-
czalnymi. Zgodnét te mana zauwayc poréwnujac rysunki 12.6i12.7.

a) b)

Rys. 12.5. Zestaw rur stosowanych w eksperymencie: a) definicja geometrii, b) widok rur.
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6 cm

at=0s b)t=5s

15cm

ct=20s dt=40s

10 cm

Rys. 12.6. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibracjéwiddczenie.

7 cm

at=0s b)t=5s

11cm 17 cm|

ct=20s dt=40s

Rys. 12.7. Ruch piasku w rurach poziomych wzbudzony przez wibracje — wyniki numeryczne.
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Symulacja przeptywu piasku poddanego wibracji ujawnia jedna z gtéwnych wad
metody elementéw dyskretnych — dtugi czas oblicziéa dizych modeli analizowa-
nych w diugim przedziale czasu. Analiza ruchu 64 000 czastek w czasie 40 s wy-
magata okoto okoto 750 tys. krokéw catkowania, co zajeto okoto 60 godz. CPU na
komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz.

12.5 Eksperymentalne i numeryczne badania odksztatcania metu w
trakcie zasypywania i zageszczania

Przeprowadzono badania&ioadczalne i numeryczne odksztatcania modelu styro-
pianowego w procesie produkcji formy piaskowej. W badaniach wykorzystano model
czesci o bardzo prostej geometrii, w ksztalcie odwroconej litery L. Ksztatt i ustawie-
nie modelu miaty utatwd wystapienie dazych odksztatce w trakcie zasypywania go
piaskiem (rys. 12.8a). Podczas wibracji piasek wypetnia wneke pod pozioma péika i
wyréwnuije nieco naciski na model zmniejszajac jego odksztatcenie (rys. 12.9a).

a) b)
Rys. 12.8. Odksztatcony model po zasypaniu piaskiem: syvdalczenie, b) symulacja.

a) b)
Rys. 12.9. Odksztatcony model po wibracji: a#eadczenie, b) symulacja numeryczna.
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Podobne odksztatcenie modelu otrzymuje sie w przeprowadzonej symulacji nume-
rycznej. Wyniki numeryczne sa przedstwione na rys. 12.8b i 12.9b. Na rys. 12.8b
przedstawiony jest odksztalcony model z niezapetniona piaskiem wneka pod pozioma
potka, a rys. 12.9b pokazuje ksztatt modelu i wypetnienie formy piaskiem po wi-
bracji. Wskutek drga piasek przemiit sie, wypetniajac przestraevokét modelu i
zmniejszajac jego odksztatcenie. Rysunki 12.8 i 12.9 pokazuja bardzo dobra &godno
miedzy wynikami analizy numerycznej i wynikami baddcswiadczalnych.

Analiza numeryczna byta przeprowadzona przyaiu modelu taczacego metode
elementow dyskretnych i metode elementéwrskamnych. Model styropianowy zo-
stat zdyskretyzowany czworokatnymi elementami, modelujacymi ptaski stan odksztat-
cenia. Gestst styropianu wynosp = 12 kg/n?, styropian jest traktowany jako mate-
riat liniowo sprgzysty, charakteryzowany przez modut Yourfga- 6.4 MPa i wspot-
czynnik Poisson& = 0.35.

12.6 Symulacja zasypywania i zageszczania piasku dla modelu
tréjwymiarowego

Badano déwiadczalnie i numerycznie zasypywanie trojwymiarowego modelu o
ksztatcie piescienia z pozioma p6tka, pokazanego narys. 12.10. Piasek dodawano do
skrzynki odlewniczej warstwami, a miedzy sypaniem kolejnych warstw skrzynke pod-
dawano wibraciji. Dla zaznaczenia warstw stosowano odpowiednio zabarwiony piasek.
Na rys. 12.11a pokazano przekréj rzeczywistej formy piaskowej z widocznymi war-
stwami piasku. W analizie numerycznej uzyskano podobneenie warstw piasku,
co jest widoczne narys. 12.11b.

Przykiad ten wykorzystano do zbadania efekty@eicmumerycznej opracowanego
algorytmu wykrywania kontaktu przedstawionego w podrozdziale 10.2. W przykia-
dzie badano kontakt miedzy #da liczba elementéw dyskretnych —ka warstwe pia-
sku modelowano za pomoca 25 tysiecy czastek, ickavrym etapie model liczyt 175

$100

b)

Rys. 12.10. Trojwymiarowy model: a) definicja geometrii, b) styropianowy model.
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a) b)

Rys. 12.11. Przekroj przez forme z widocznymi warstwami piasku: ayviamczenie, b) sy-
mulacja numeryczna.

tysiecy czastek. Jako miare efektyviaoprzyjeto czas CPU 1000 krokéw catkowa-
nia w kahcowej fazie wibracyjnego zageszczania pierwszej warstwy piasku. Efek-
tywnost dwuetapowego algorytmu zale od czestotliwéci przeprowadzania i efek-
tywnasci globalnego poszukiwania kontaktu oraz efektysaidokalnego wykrywania
kontaktu. Obydwa czynniki zat@ od doboru wprowadzonego w podrozdziale 10.2.2
parametrucy. Parametr ten stanowi kryterium dla uznania dwéch elementdw |
potencjalnie kontaktujacych sig i umieszczenia ich geidi par obiektow sprawdza-
nych w etapie lokalnego wykrywania kontaktu. Im wigksza w&trtparametriciy,
tym dhuzsza lista potencjalnie kontaktujacych sie par elementéwznamczekiwa
diuzszego czasu wymaganego dla lokalnego sprawdzenia kontaktu. Z drugiej strony
wieksza wartét ¢y, pozwala zmniejszy czestotliwat globalnego poszukiwania kon-
taktu. Mazna oczekiwg, ze istnieje pewna optymalna wastocy,, dla ktérej czas
wykrywania kontaktu jest najmniejszy.

Na rys. 12.12a zilustrowano wptywy, na efektywn&t wykrywania kontaktu. Ba-
dania przeprowadzono w zakresig = 0.079R— 0.47R, gdzieR = 29 mm jestsred-

20 T T T 400000 1200
1s0F L czas CPU (1000 krokow) ——
liczba pot. par kont. (dlugosc listy) ----
liczba posz. glob./1000 krokow --- - / = 1000
g 2150 / 300000 2 -
g z P T ~ S £ 800
Z 2 < 5 2
2 E X - = §
S100F 2100 - o 200000 E 2 60
2 e} . -7 Z g
=] Py & =]
3 g o 3 5
Z = xR 3 S 400
3 550 100000 Z 5
50 - 200
0 0
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0
CollR 25 50 75 100 125 150 175
liczba elementow dyskretnych (tys.)

Rys. 12.12. Efektywn& numeryczna algorytmu wykrywania kontaktu: a) wptyw parametru
Ciol, b) zalendst czasu obliczie od liczby elementdw.
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nim promieniem elementéw dyskretnych stosowanych w modelu. Jedna z krzywych
pokazuje zmiane liczby globalnego poszukiwania kontaktu (odwrotnie proporcjonalna
do czestotliw&ci) przypadajaca na badane 1000 krokéw catkowania. Druga z krzy-
wych pokazuje zmiang diugoi listy potencjalnie kontaktujacych sie par elementow.
Trzecia krzywa pokazuje czas CPU dla badanych 1000 krokéw catkowaniac \edla
poczatkowo ze wzrostem parametiy|, czas CPU maleje dzieki temme zmniejsza

sie liczba globalnego poszukiwania kontaktu. Jedngmizejednak wydtaa sie lista
potencjalnie kontaktujacych sie elementéw, co powodegeod pewnej warki cy

czas CPU zaczyna rosnadMinimalna wart&t czasu CPU uzyskano dig, = 0.155R.

Na rys. 12.12b pokazano zmiang czasu CPU wraz ze wzrostem liczby elementéw
dyskretnych. Czasy CPU olgiano dla 1000 krokéw catkowania w fazie wibracyj-
nego zageszczania piasku po zasypaniu modelu kolejnymi warstwami piasku. Dzigki
temu zbadano zmiane czasu wykrywania kontaktu dla liczby elementéw rosnacej od
25 do 175 tysiecy co 25 tysiecy. Uzyskano prawie liniowa zmiane czasu CPU, co
Swiadczy jestze opracowany algorytm wykrywania kontaktu jest rz¢dluPozwala
to spodziewa sie dobrej efektywrci numerycznej tego algorytmu rowaie jeszcze
wiekszych modelach.

Mimo efektywnego algorytmu numerycznego ogolny czas ohfigest dtugi. Dla
petnego modelu liczacego 175 tysiecy elementéw analiza przedziatu czasu 3 s wymaga
okoto 170 tys. krokéw i zajmuje okoto 48 godz. CPU komputera z procesorem Xeon
3.4 GHz.

Podsumowanie

W tym rozdziale pokazan@e metoda elementéw dyskretnych jest bardzo dobrym
narzedziem do modelowania przeptywow materiatdw granularnych. Analiza procesu
wytwarzania formy piaskowej w odlewaniu technologia traconego modekerog
wykorzystana do bardziej racjonalnego projektowania procesu wytwarzania formy
piaskowej. Numeryczna symulacja pozwala przewicziezliwost wystapienia de-
fektéw formy, polegajacych na niedostatecznym zageszczeniu piasku i ztym wypet-
nieniu piaskiem wnek wokét modelu.

Przedstawione przyktady pokazuja rownimazliwosci stosowania modeli hybry-
dowych. Razem z elementami dyskretnymi, reprezentujacymi piasek, zastosowano
metode elementow skazonych do dyskretyzacji zasypywanego modelu styropiano-
wego. Dato to maliwost badania deformacji modelu w trakcie zasypywania i za-
geszczania przez wibracje. Wyniki analizy numerycznej przedstawione w niniejszym
rozdziale sa poréwnane z wynikami baddcswiadczalnych. Mpna zaobserwowia
dobra zgodngt poréwnywanych wynikow.
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Zastosowanie modelowania w praktyce do wyznaczania optymalnych parametréw
procesu produkcji form, np. kierunku, czestotlsen amplitudy i czasu drgawy-
maga dalszych prac badawczych. Istotnym ograniczeniem jest rbwais obli-
czeh. Aczkolwiek algorytm numeryczny charakteryzuje siga@fektywn@cia ob-
liczeniowa, analiza procesu zageszczania piasku jest dlugotrwata, co w chwili obecnej
ogranicza zastosowanie metody do stosunkowo prostych geometrii. W p&rjiszio
planowane sa prace nad wprowadzeniem ohfiadevnolegtych.

Wigcej wynikéw numerycznych uzyskanych przez autoramaoznalez w [259].
Wyniki prac nad modelowaniem procesu wytwarzania formy piaskowej zostaty row-
niez opublikowane w jezyku polskim w [242, 243]. Praca zostata wykonar&ciago
w ramach europejskiego projektu badawczego GRD1-2000-25243: Shortening Lead
Times and Improving Quality by Innovative Upgrading of the Lost Foam Process.



13. Modelowanie skat metoda elementéw
dyskretnych

Wstep

Metoda elementéw dyskretnych jest powszechnie uznawanaddkonale nadajaca

sie do modelowania skat [57, 41, 199, 298]. Model materiatu skalnego zbudowany
za pomoca elementéw dyskretnych zna traktowa jako fizycznie zgodny ze struk-
tura polikrystaliczna i ziarnista, charakteryzujaca rzeczywiste skaty. W prosty sposéb
maozna réwnie uwzglednt nieciagtdci istniejace i powstajace w trakcie odksztatca-
nia skaty.

Zasadniczym problemem w modelowaniu materiatu jest doktadne oddarSeiwta
wosci makroskopowych materiatu. Model materialu w metodzie elementow dyskret-
nych jest zdefiniowany przez zbiér parametrow mikroskopowych (por. rozdziat 8.2),
ktérych nie mana wyznacz§ w sposéb bez@redni za pomoca pomiaréw, ani za po-
moca rozwaah teoretycznych. Metody homogenizacjiSredniania przedstawione w
rozdziale 8 pozwalaja znaleprzegcie od modelu mikroskopowego do makroskopo-
wego dla zakresu liniowego, podczas gdy zachowanie sie skat w trakcie odksztatcania
charakteryzuje sie wystepowaniem efektow nieliniowych.

W niniejszym rozdziale zostana zbadane makroskopowe w8asnmateriatu mo-
delowanego za pomoca metody elementéw dyskretnych na podstawie symulacji
dwéch podstawowych testow laboratoryjnych stosowanych do wyznaczaraiwta
wosci skat: proby jednoosiowediziskania oraz proby poprzecznegmskania (proby
brazylijskiej). Wyniki déwiadczalne zostatyayczone przez laboratorium zaktadéw
Sandvik Mining and Construction (dawniej Voest-Alpine Bergtechnik) w Zeltweg
(Austria).

Nieznane parametry dowolnego modelu numerycznego mogavhgnaczone za
pomoca metod analizy odwrotnej, ktéra najazej jest formutowana jako problem
optymalizacji [226, 96, 40, 166]. Przedstawienigmgch metod identyfikacji para-
metréw modeli materiatéw nmma znalez np. w [192]. W niniejszej pracy do wy-
znaczenia parametréw modelu mikroskopowego (elementéw dyskretnych), przy za-
danych wtasngciach makroskopowych, zostana wykorzystane bezwymiarowe-zale
nosci miedzy parametrami mikroskopowymi i makroskopowymi zaproponowane na
podstawie analizy wymiarowej w [117]. Postgch zalegndsci zostanie ustalona na
podstawie symulacji préby jednoosiowe§oiskania dla pewnego przedziatu warto-

219
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sci parametréw mikroskopowych. Zalebci te zostana zastosowane w celu dobra-
nia parametrow mikroskopowych do modelu skaly o zadanyclsaasciach me-
chanicznych. Dla przyjetych parametrow mikroskopowych zostana przeprowadzone
sprawdzajace symulacje proby jednoosiowégiskania oraz proby brazylijskiej.

W niniejszym rozdziale zostana réwaigastosowane i zweryfikowane algorytmy
obliczenia napreeh makroskopowych w modelu metody elementéw dyskretnych,
przedstawione w rozdziale 8.

13.1 Podstawowe wisciwoSci mechaniczne skat

W niniejszym rozdziale bedzie rozpatrywane modelowanidyskaieztej, bedacej
zbiorem mineratdw o mniej wiecej jednakowym stadzie i podobnej budowie geolo-
gicznej. Skate zwiezta charakteryzuja drobne, na ogét niewidoczne spekama, du
spéjnaéct, mata porowatst, matascisliwost oraz stosunkowo nieda anizotropia.

W praktyce stosuje sie wiele wielkoi, charakteryzujacych wtaset mechaniczne
skat, czesto zwiazanych z konkretnymi badaniami laboratoryjnymi prébek materiatu
skalnego. Do najwaniejszych metod badania slwiadczalnego skat naa:

e préba jednoosiowegsciskania,

e proba poprzecznegsriskania (test brazylijski),
e proba trjosiowegéciskania,

e badanie wytrzymaleci skat nascinanie.

W niniejszej pracy beda badane &tawasci skat wyznaczane na podstawie proby jed-
noosiowegasciskania oraz préby brazylijskiej. Testy te rajedo testéw zalecanych

do oceny podatr&zi skat na mechaniczne urabianie [201]. Procesy mechanicznego
urabiania skat beda badane w dalszepczeracy.

13.1.1 Proba jednoosiowegéciskania

Préba jednoosioweggciskania polega na obaianiu prébki skaly zwieztej, w ksztat-

cie prostopadiscianu lub walca, sitdciskajaca wzdin osi podhznej prostopadto-
scianu lub tworzacej walca, réwnomiernie wzrastajacd@osiagniecia sity niszcza-

cej prébke. Rysunek 13.1 przedstawia prébke walcowa umieszczona migdzy ptytami
prasy wytrzymat&ciowej i poddana prébie jednoosiowegmiskania.

Normy zazwyczaj zalecaja stosowanie probek w ksztatcie walca, np. [230]. W
przypadku trudnsci z odwierceniem probek w ksztalcie walca dopuszcza sie prébki
prostopadtécienne. Zalecansrednica prébek walcowych wynosi od 42 do 54 mm
[230]. Badania wytrzymafci nasciskanie wykonuje sie dla prébek o smudo(sto-
sunku wysokéci prébkih do srednicy jej podstawyl, od 1 do 3. Normy zalecaja
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a) b)

Rys. 13.1. Proba jednoosiowegaskania: a) przed zniszczeniem probki, b) podczas niszcze-
nia prébki (zdjecia myczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltweg, Austria).

zazwyczaj, aby smukst prébki wynosita co najmniej 2. ISRM [123] rekomenduje
probki o smukt&ci 25— 3, a polska norma PN-G-04303 [230], podobnie jak norma
ASTM D2938 [12], zaleca probke o smuklti 2. Niemniej jednak niektére normy za-
lecaja lub dopuszczaja stosowanie probek o rownej wysok&rednicy (o smukisci

1), np. norma DIN 52105 [83], polska norma dla materiatéw kamiennych PN-EN 1926
[228] lub norma ONORM B 3124 [204]. 3k stosunek dtuggci doSrednicy probki
jestrény od 2, ASTM [12] okréla wspétczynnik korygujacy, ktéry trzeba zastosowa
do wartci wytrzymatdci wyznaczonej w probie. WytrzymaionasSciskanie zwykle
wzrasta wraz ze zmniejszaniem sige wysatigprobkih [281]. Polska norma PN-G-
04303 [230], w przypadku badania prébek o sméktaéwnej 1, zaleca pomaenie
obliczonego wyniku przez 8/9. Préba przedstawiona na rys. 13.1 jest wykonana dla
probki o rownej wysokéci i srednicy.

Jedynym powodem stosowania smukiych prébek jeskzlmwost wytworzenia
stanu jednoosiowegéciskania wsrodkowej czgci probki. Przy prébkach o smu-
ktoSci mniejszej od 2 w digj czeéci probki wystepuje tréjosiowy stan napemia
wskutek nieréwnomiernego rozktadu sit kontaktu z powodu tarcia miedzy prébka a
ptytami maszyny wytrzymakrciowej. Polerowanie powierzchni prébki i stosowanie
odpowiednich smaréw nz@ zmniejszg tarcie i jego wptyw na niejednorodso na-
prezenia w préobce. Stosowanie prébek o réwnej wysakosrednicy w zastosowaniu
do skat poddanych urabianiu mechanicznemuenim¢ uzasadnione tynze tak wy-
znaczona wytrzymakt nasciskanie stanowi lepszy parametr dla Gkeaia podatno-

Sci skat na urabianie mechaniczne lub skrawaniezgdystepujacy w takiej prébce
stan napreenia jest bardziej zidony do stanu napzenia w skale pod naciskiem na-
rzedzia skrawajacego [93].
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Rys. 13.2. Typowe krzywe napgnie-od- Rys. 13.3. Wyznaczanie modutu Younga z
ksztatcenie dla jednoosiowedeiskania dla krzywej naprgenie—odksztatcenie dla jedno-
skat: a) kruchych (piaskowiec), b) potkru-osiowegdsciskania.

chych (zlepieniec kwarcytowy), c) podatnych

(wapien).

Bezparednim wynikiem préby jednoosiowedftiskania jest zalnosc miedzy
sifa Sciskajaca a zmiana odle§to ptyt maszyny wytrzymakciowej. Po przeska-
lowaniu tej krzywej, dzielac site przez przekrdj oraz wylicze§aednie odksztatcenie
osiowe na podstawie przemieszczenia piyt, otrzymuje sie charakterystykgevipre
odksztatcenie. Nafgy pamiet&, ze nie mana tak otrzymanej krzywej traktowgako
cechy materiatowej. Jest ona funkcja sdavcsci skat, jak rownie geometrii i roz-
miaru probki oraz metody dwviadczalnej i cech maszyny wytrzyméagiowej [118].

Przebieg krzywych napeenie—odksztatcenie i wielkb wyréznionych faz po-
zwala zakwalifikowé skaty jako kruche, pétkruche lub podatne. Typowe krzywe
odksztatcenia dla @hych typéw skat przedstawiono na rys. 13.2, biorac jako przy-
ktadowe krzywe dla piaskowca, zlepiea kwarcytowego i wapienia. Skaty kruche
cechuje dma wytrzymat&t nasciskanie, stosunkowo maty zakres odksziatoge-
sprezystych i mate odksztatcenia odpowiadajace zniszczeniu. W stanie pozniszcze-
niowym w przypadku skat kruchych nastepuje zazwyczaj nagly spadek wytrz§onato
prawie do zera. Skaty pétkruche wykazuja mniej cechagmtych, charakteryzuja sie
wieksza odksztatcaldmia. Stosunek odksztaftérwalych do spreystych wzrasta.
Skaty podatne sa w dym stopniu odksztatcalne, odksztatcenie jest gtéwnie trwate i
nieodwracalne.

Charakterystyki napeenie—odksztatcenie pozwalaja wyznacppdstawowe wia-
snasci skaty modut Young& oraz wytrzymat8€ nasciskanieog. J&li w prébie jedno-
osiowegosciskania mierzone sa odksztatcenia w kierunku poprzecznyrmanukre-
slic wspétczynnik Poissona. Wytrzymat@&t nasciskanie oblicza sie wedtug wzoru:

Oc = P”Aax, (13.1)
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w ktorym Prnax — Wartcse sity, przy ktorej nastapito zgniecenie probki- powierzch-
nia przekroju poprzecznego prébki.

State spreyste, modut Young#& oraz wspoétczynnik Poissona wedtug zalece
ISRM [123], mana wyznacz§ jako:

e parametry styczne w punkcie odpowiadajacym &kmeemu poziomowi napeen
wzgledem doraznej wytrzymaioi nasciskanieo; np. dla 050,

o jako wartdsciSrednie obliczone dla c&ei charakterystyki napreniowo—odksztat-
ceniowej, ktéra mana w przyblzeniu uzna za liniowa,

e jako parametry sieczne mierzone od zerowego poziomu nepig do poziomu
ustalonego wzgledem wytrzymd&i nasciskanieg,, zazwyczaj dla Boc.

W niniejszej pracy state spzgste wyznaczano jako parametry styczne w punkcie od-
powiadajacym 0.5 wytrzyma#ei naSciskanieg, stosujac przy tym przyktenie réz-
nicowe zaproponowane w [127]:

Aoy 0.60. — 0.40, . Ae &(0.60c) — &(0.40c) (13.2)
Agy  £4(0.60;) — £4(0.40;)’  Dgs £4(0.60;) — £4(0.40;)’ '

gdzie g, jest odksztatceniem osiowym (podiyym), a; jest odksztatceniem promie-
niowym (poprzecznym). Metoda ta jest przedstawiona graficznie narys. 13.3.

13.1.2 Probasciskania poprzecznego

a) b)

Rys. 13.4. Prébadskania poprzecznego (préba brazylijska): a) przed zniszczeniem proébki, b)
po zniszczeniu prébki (zdjeciayczone przez Sandvik Mining and Construction w Zeltweg,
Austria).
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Prébasciskania poprzecznego, zwana proba brazylijska lub préba rozciagania po-
Sredniego, stzy do wyznaczania wytrzymaei skat na rozciaganie. Polega ona na
sciskaniu i roztupywaniu wzdfusrednicy ptaskich prébek walcowych (rys. 13.4).
Warunki wykonywania proby brazylijskiej sa olglene m.in. w zaleceniach ISRM
[80], normie ASTM D3967 [58] i polskiej normie PN-G-04302 [229]. Zalecenia za-
warte w cytowanych normach sa podobne. Zgodnie z polska norma prébka skalna
stosowana w probie brazylijskiej jest ptaskim kk&m oSrednicyd = 42— 54 mm i
grubdsci (wysokéci) h rownej potowiesrednicyd (h/d = 0.5).

Metoda wykorzystuje fakize w prébce walcowegciskanej wzdta Srednicy, wy-
twarza sie niejednorodny dwuosiowy stan naprga, ktory w czgci Srodkowej cha-
rakteryzuje sie napeeniem gtéwnynsciskajacym w kierunku zgodnym z kierunkiem
przytozenia sity oraz prostopadiym do niego nagmgiem gtdwnym rozciagajacym,
trzy razy mniejszym od napzeniaSciskajacego. Skata ulega peknieciu, gdy nz@re
nie rozciagajace osiaga wastowytrzymatlsci na rozciaganie.

Naprezenie rozciagajace prostopadte &tednicy w przybkeniu wynosi

2P

O-xx:ﬁ7

(13.3)
gdzie P to wielkost sity Sciskajacej. Podstawiajac do wzoru (1323} P;, gdziePs
jest sita powodujaca zniszczenie probki, wyznacza sigayynatdse na rozciaganies.

Znajomat wytrzymataci na jednoosioweéciskanie oraz wytrzymaei na roz-
ciaganie pozwala okgic kruch&t skaly. Stosunek wytrzyma8oi nasciskanie do
wytrzymatdsci na rozciaganie jest czesto stosowanym parametrem dslekiae kru-
chdsci [92]. Dla typowych kruchych skat parametr ten ma wsrjgonad 15, a typowe
podatne skaty charakteryzuja sie wai@mmi ponzej 9.

13.2 Przygotowanie modelu prébki skalnej

Pierwszym krokiem w analizie metoda elementéw dyskretijgshzastapienie mo-
delowanego srodka zbiorem elementéw dyskretnych. W metodzie elementéw dys-
kretnych przyjmuje sie zazwyczaj nieuporzadkowana losowa konfiguracje elementéw
dyskretnych o zrinicowanym rozmiarze, co pozwala uniknggularnej struktury ele-
mentéw dyskretnych i daje model charakteryzujacy sig izotropia. Zbiér elementow
dyskretnych powinien jak najlepiej wypettigrzestrza. Stopié wypetnienia prze-
strzeni, charakteryzowany porowéatia, ma istotny wptyw na wtas8oi mechaniczne
modelu [35, 117].
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Wypehienie obszaru dwuwymiarowego kotami lub przestrzeni tréjwymiarowej
kulami o r&nejsrednicy jest d&t trudnym zadaniem — trudniejszynezmygenerowa-
nie siatki elementéw skazonych i mae by czasochtonne. Istniejazibe algorytmy
generowania zbioru cylindrycznych (2D) lub kulistych (3D) czastek (elementow dys-
kretnych) wypetniajacych modelowany obszar. Ogélnieznzoje podziel na algo-
rytmy zwane geometrycznymi i dynamicznymi.

W algorytmach geometrycznych nowe czastki sa generowane biorac przy wzigciu
pod uwage pofzenia i rozmiaréw istniejacych auczastek. W algorytmie zapropono-
wanym w [74] czastki o losowym rozmiarze sa generowane w losowyclzgoiach
tak, by nie wystepowato naruszenie obszaru zajmowanego przez inne czastki. W meto-
dzie opracowanej w [173] czastki o losowym rozmiarze sa umieszczane tak by byly w
kontakcie z czastkami wygenerowanymi wsaej. W [75] zastosowano metode po-
stepujacego brzegaiig. advancing front method) dla generacji upakowanego zbioru
elementéw dyskretnych. Istnieja algorytmy geometryczne, ktére generuja cylindry
lub kule korzystajac z pomocniczej siatki elementowrskamnych. Algorytm zapro-
ponowany w [51] wykorzystuje triangulacje Delaunaya dla losowo wygenerowanych
punktow w dyskretyzowanym obszarze. W trojkaty wpisuije sie kota (w 3D w czworo-
Sciany wpisywane sa kule), a nastepnie wypetnia sie pusta prZe&iami (kulami
w 3D) o srodkach w wierzchotkach trojkatow (czwémanéw w 3D). Omoéwione al-
gorytmy sa bardzo efektywne, jednak zbiory tak wygenerowanych cylindréow lub kul
nie sa dostatecznie gesto spakowane dla modelowania skat.

W algorytmach dynamicznych luzna konfiguracja elementéw jest modyfikowana
tak, by otrzyméa geste upakowanie przy zastosowaniu metod opartych na rozwiaza-
niu zagadnienia dynamicznego. Najprostszym algorytmem tego rodzaju jest metoda
osadzania czastek pod wptywem grawitacji, polegajaca na generowaniu swobodnych
czastek w polu grawitacyjnym. Pod dziataniem sityz&igsci luzno wygenerowane
czastki opadaja wypetniajac stopniowo modelowany obszar. Brzeg modelowanego ob-
szaru stanowi ograniczenie kontaktowe dla opadajacych czastek. Wada tej metody jest
czasochtonn&t oraz nieréwnomierrgd wypetnienia spowodowana zdica obcize-
nia czastek. Konieczna jest procedura relaksacyjna polegajaca na usuniecremiacia
i umoazliwieniu akomodacji czastek w warunkach braku obeigia zewngetrznego.

Lepsze wyniki daje algorytm ,fill and expand”, polegajacy na wypelnieniu prze-
strzeni czastkami o mniejszym rozmiarze w stosunku do oczekiwanego rozmiaru ko
cowego, a nastepnie stopniowym zwigkszaniu ich rozmiaréw, w trakcie ktérego ich
pozycja ulega zmianie pod wplywem wzajemnego oddziatywania kontaktowego. Me-
toda ta jest wielokrotnie szybszazninetoda grawitacyjnego osadzania czastek. Me-
toda ta jest standardowa metoda generacji modelu w programie PFC2D i PFC3D [124],
wykorzystywana np. w [108]. Wada metod dynamicznych jest konigtzpmwadze-
nia kosztownej czasowo analizy dynamicznej.
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W przyktadach numerycznych w niniejszej pracy stosowano metode osadzania gra-
witacyjnego czastek oraz nowa metode, oparta na rozwiazaniu zagadnienia optymali-
zacyjnego, zaproponowana w [215]. ldea tej metody jest przedstawiona graficznie
na rys. 13.5. Korzystajac z pomocniczej nieregularnej siatki (rys. 13.5a), genero-

a) b) C)

Rys. 13.5. Generacja czastek walcowych metoda zaproponowana w [215]: a) pomocnicza
siatka, b) luzna konfiguracja poczatkowa, c) gesto upakowana konfiguracjewa.

wana jest luzna konfiguracja czastelsrodkach pokrywajacych sie z weztami siatki
(rys. 13.5b). Gtéwna idea algorytmu zaproponowanego w [215] jest uzyskanie gesto
upakowanej konfiguracji czastek (rys. 13.5c) poprzez rozwiazanie problemu optyma-
lizacyji z funkcja celu zdefiniowana jako

n ne Np Nk
qb:ZlZeﬁ-JerZbﬁ- (13.4)
i=1j=1 i=1j=1
Z ograniczeniami
ej >0, bj=>0, (13.5)

gdzien jest liczba czasteky jest liczba krawedzi siatki pomocniczej, wychodzacej z
wezta bedacegérodkiem czastki, n, jest liczba czastek tworzacych brzegranka
dyskretnegon jest liczba krawedzi powierzchni ograniczajacej modeloyobszar,
na ktére mana zrzutowé prostopadle czastkezgca w pobku brzegug; jest odste-
pem miedzy powierzchniami dwéch czastekdeych na wspdlnej krawedzi zdefinio-
wanym przez nastepujace réwnanie

8j = [lxi— x| —ri—rj, (13.6)

gdziex; i x; sa wektorami potpenia Srodkow czastek; i rj sa promieniami czastek,
bi; jest odlegtécia powierzchni czastki od brzegu

bij = ||lxi — xij|| —ri, (13.7)
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gdziexij jest rzutem prostopadtym weztamasegment dyskretyzujacy brzeg.
Zmiennymi decyzyjnymi sa pokeniasrodkow czastekxy, ..., x,}" oraz ich pro-
mienie {ry,...,r,}'. Problem minimalizacji funkcji®, zdefiniowanej réwnaniem
(13.4) z ograniczeniami (13.5), jest rozwiazywany w [215] za pomoca iteracyjnego
algorytmu Levenberga-Marquardta [168, 183].
Po znalezieniu konfiguracji kmowej zgodnie z opisana powsgj procedura w mo-
delu materiatu skalnego lub innego materiatu spoistego dla pary czasteitykaja-
cych sie ze soba, dla ktorych zachodzi

ej=0 (13.8)

zaktada sig istnienie wiazania kohezyjnego. W praktyce jeduadte zastosowanie
warunku (13.8) datoby niezbyt gesta&igowiaz@ miedzy czastkami i dlatego przyj-
muje sie pewna tolerancje dla przyjecia wiazania kohezyjnego miedzy czastkami

8j < &ol (13.9)

W niniejszej pracy przyjmowaney = (0.02— 0.1)rmin, gdziermin promieh najmniej-

szej czastki w modelu. Zakmna tolerancja musi ltyuwzgledniona w pézniejszej
analizie przy liczeniu odstepu/penetraciji elementéw dyskretnych. Dla kontaktujacych
sie par, dla ktérych przyjeto istnienie wiazania kohezyjnego, réwnanie (7.28) jest zmo-
dyfikowane w nastepujacy sposob:

g=d-r;—rz—emp, (13.10)

gdzieey; jest poczatkowym odstepem miedzy czastkami 1 i 2. Zmodwfdae row-
nanie (13.10) w niniejszej pracy jest rownistosowane przg < 0, tzn. gdy istnieje
poczatkowa penetracja. Jest tortiwve przy innych metodach przygotowania prébek,
np. przy stosowaniu metody osadzania grawitacyjnego. Stosujac wtedyemjga
zmodyfikowane (13.10) nama wyeliminow& poczatkowe napegnia w prébce. Jest

to proste i efektywne rozwiazanie problemu, ktéry sprawia sporo ktopotow w analizie
metoda elementéw dyskretnych, por. [35, 117].

13.3 Bezwymiarowe zalenoSci miedzy parametrami mikro-
i makroskopowymi

Okreslone widciwosci makroskopowe materialu modelowanego za pomoca ele-
mentow dyskretnych sa uzyskane przez przyjecieseiwgego modelu oddziatywa-
nia kontaktowego pomiedzy elementami dyskretnymi wraz z odpowiednio dobranymi
parametrami definiujacymi ten model. Modelowanie skat wymaga przyjecia modelu
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kontaktu uwzgledniajacego sity spopm. W niniejszej pracy jest stosowany model
sprezysto-idealnie kruchy, przedstawiony w rozdziale 7.4. Model oddziatywania kon-
taktowego mana uwaat za model mikroskopowy materiatu. Parametry definiujace
model oddziatywania kontaktowego wraz z innymi parametrami charakteryzujacymi
model elementéw dyskretnych nazywane beda parametrami mikroskopowymi.

Dla dobrania parametréw mikroskopowych zostanie wykorzystana koncep-
cja bezwymiarowych zalmcsci miedzy parametrami mikro- i makroskopowymi
przedstawiona w [117]. Na wstepie zostanie przyjety zbiér parametréw mi-
kroskopowych definiujacych model mikroskopowy (poréwnaj podrozdziat 8.2):
{Kn, ks, Rn, Rs, @™t a™" ,r.n, p,L,V}.  W5sr6d parametréw uwzgledniono para-
metry charakteryzujace tlumienie niewiskotyczne (taki typ ttumienia bedzie sto-
sowany w modelu)a™ i a™" oraz predké& dbciazaniaV. Spdrod poda-
nych parametréw mikroskopowych mwa wyodrebréi parametry majace wptyw
na wiasn@&ci sprgyste materiatu, charakteryzujace poczatkowy okres odksztatcania
{Kn, ks, r,n,a™t a™ o LV},

Paszukiwane beda zatadcsci okreslajace zwiazek migdzy parametrami mikrosko-
powymi i wlasndciami makroskopowymi, takimi jak modut Youn@a wspotczyn-
nik Poissonav, wytrzymal&t na Sciskanieg, oraz wytrzymal6c na rozciaganie
og;. Wykorzystane zostanie znane z analizy wymiarowej twierdzarBuckinghama
[158], ktére méwi,ze kada fizycznie znaczaca zalest funkcyjna dlan zmiennych
Y(Q1,Qz,...,Qn) mazna w spos6b réwnovwzay wyrazt poprzez funkcjgn —r bez-
wymiarowych parametrowb(s, 1, ..., Th-r ), gdzier jest liczba wymiaréw podsta-
wowych, an—r jest maksymalna liczba niezaleych parametréw. W naszym przy-
padkur = 3 (m, kg, s).

Na podstawie twierdzenia Buckinghama zna przyjg [117], ze odpowiedz
materiatlu w zakresie sprgstym jest zalena od 6 bezwymiarowych parametréw
{ks/Kn,n,r/L,a™ a™ V/\/k./p}, @ zniszczenie probki jest funkcja 9 bezwymia-
rowych parametrowkar /Rn, Rs/Rn, Ks/Kn, N, /L, tt,a™t, a™" v /+/ka/p}.

Paiewa bedzie analizowany problem quasi-statydzmisty parametréw mma
usung V /+/ka/p oraz wspdtczynniki ttumienia™ i a™'. Zaktadajacze wielkost
elementéw dyskretnychjest mata w stosunku do wymiaréw prodkir < L), mazna
zaniedba wptyw parametru /L. Jest to zalpenie analogiczne do przyjmowanych w
teorii homogenizacji, por. podrozdziat 8.1. W ten sposélkzmaoprzyj&, ze makro-
skopowe wiasngci modelowanego materiatu sa odlane nastepujacymi ogolnymi
zaleznacsciami [117]:

1Aby warunek quasi-statyczad byt spetniony obcizenie musi bg realizowane z mata prediaia.
Czas jego wprowadzenia musibgttuzszy od podstawowego okresu dngavobodnych. Ttumienie musi
byt dobrane tak, by byto zldbne do ttumienia krytycznego.
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ks
E = kyPe (E,n> , (13.11)
v=29 (ﬁ n) (13.12)
- Vv kn’ ’ "
_Rog, (ko Rk
Oc =~ ¢°<Rn’Rn’kn’n>' (13.13)

Porowat&C n wystepujaca w zafndsciach (13.11)—(13.13) zalg od rozktadu
rozmiaréw elementéw dyskretnych, ktéry, postugujac sie terminami technicznymi sto-
sowanymi do materiatéw rozdrobnionych, ama okrélic jako granulacje lub uziar-
nienie. W [305] uznanoze lepsza miara granulacji jest stosumgi/rmax, okresla-
jacy stosunek wielk&ei najmniejszego i najwiekszego elementu dyskretnego. W [305]
zachowano réwnie wptyw wielkosci elementéw dyskretnych, stosujac odwrémo
parametru /L. W ten sposob zamiast zatesci (13.11)—(13.13) w [305] zapropono-
wano:

ks L rmi

E—k@. (= = _mn 13.14
kn E<kn’r’rmax ) ( )

ks L rmi

_ & (K L Tmin
v=29, (kn, = rmax) , (13.15)

Rn ,<an’ Rs ks L rmin>

O=—@ | —,=—,—,—, . 13.16
¢ o\ Ry Rk 17 Fmax ( )

W niniejszej pracy zakres badania wlasaoograniczono do materiatu o ustalo-
nym rozktadzie wielk&ci elementéw dyskretnych, dlatego ta zmiana nie wptywa na
przedstawione pomej wyniki. Posta zalendsci bezwymiarowych (13.11)—(13.13)
zostanie ustalona na podstawie symulacji numerycznych préby jednoosiéeisga-
nia dla szerokiego zakresu wastd parametrovk,, ks, R, i Rs. Celem bedzie okgte-
nie wptywu parametréw mikromechanicznych w modelu elementéw dyskretnych na
zachowanie makroskopowe otrzymywane w modelu.

13.4 Symulacja préby jednoosioweg8dskania

Préba jednoosiowegsdskania standardowych prébek materiatu skalnego o stosunku
wysokdsci dosrednicy 2 : 1 byla z powodzeniem symulowana za pomoca metody ele-
mentéw dyskretnych w [283]. W niniejszej pracy zostanie przeprowadzona symulacja
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a) b)

Rys. 13.6. Model prébki skalnej do symulacji préby jednoosigesciskania: a) obszar mo-
delowany za pomoca elementéw dyskretnych, b) powigekszenie fragmentu modelu z zaznaczo-
nymi aktywnymi wiezami miedzy elementami.

préby sciskania prébki o wysol&i réwnejsrednicy i wynoszacej 50 mm, zgodnie z
procedura stosowana w laboratorium zaktadéw Sandvik Mining and Construction w
Zeltweg (Austria) [93], ktére dostarczyto wyniki eksperymentalne.

W symulacji numerycznej zastosowano dwuwymiarowy model, odpowiadajacy
ptaskiemu stanowi napzenia. Rysunek 13.6a przedstawia model prébki o wymiarach
50 x 50 mm skfadajacy sie z 4979 elementéw dyskretnych, o rozmiarach charaktery-
zowanych w promieniem z przedziatlu od 0.262 do 0.653 mm. Granulacja (uziarnie-
nie) zbioru czastek pokazana jest na rys. 1%B7edni promié czastek wynosi 0.37
mm. Rysunek 13.6b pokazuje fragment probki w powigkszeniu z zaznaczonymi ist-
niejacymi wiazaniami kohezyjnymi miedzy elementami. Ma zauwayc, ze zbioér
czastek jest gesto upakowany — wspotczynnik porodeita, wynosi 0.097. Przy za-
tozonej gestéci objetGciowej skatyp’ = 2580 kg/nt, gest&t materiatu skaty wynosi
p=p'/(1—n)=2580/(1—-0.097) kg/m® = 2857 kg/ni. Przyjeta gestt odpowiada
gestéci piaskowca badanego &lwiadczalnie i numerycznie w dalszej ézgpracy.

Prébke umieszczono miedzy dwiema réwnolegtymi sztywnymi ptytami i poddano
Sciskaniu, przy wymuszonym ruchu ptyt w kierunku pionowym, ze stata pgmiko
0.125 m/s, ktéra ustalono jako wystarczajaco nigledy procesciskania mana byto
traktowa jako quasi-statycznySciskanie prowadzono do zniszczenia probki i kon-
tynuowano symulacje w zakresie pokrytycznym (pozniszczeniowym). Dla przepro-
wadzonych analiz wyznaczano krzywe na@ngie—odksztatcenie. Namenie wyzna-
czano na podstawie siciskajacej otrzymanej przez zsumowanie wszystkich sit od-
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Rys. 13.7. Rozklad wiell&i czastek.

dziatywania kontaktowego w kierunku normalnym miedzy j@dnptyt i czastkami
probki.

Przeprowadzono szereg symulacji badajac wptyw parametréow mikroskopowych na
post& zniszczenia materiatu. W pracy [117] stwierdzome, stosunek parametréw
okreslajacych oddziatywanie miedzy czastkami w kierunku normalnym i stycznym ma
decydujacy wptyw na stopfekruchagci modelowanej probki skalnej. Rysunek 13.8
przedstawia krzywéciskania uzyskane przy zdym stosunku sztywrszi oddziaty-
wania kontaktowego w kierunku normalnym i stycznykg/k, = 0.2 i ks/k, = 1.75
oraz zat@onym jednakowym parametrzg = 200 MPa. Pozostate parametry mi-
kroskopowe byly nastepujace: wytrzymstonviazania miedzy czastkami w kierunku
normalnym i stycznynR, = Rs = 25 kN/m, wspotczynnik tarcia Coulomba miedzy
czastkamiu = 0.839, oraz wspotczynnik ttumienia nielepkiegd” = 0.2. Krzywa
&iskania uzyskana przy matym stosurligdk,, pokazana na rys. 13.8a, charaktery-
zuje zachowanie materiatu bardziej kruchega materiat reprezentowany krzywa z
rys. 13.8h.

Fizyczna interpretacja tego faktu jest przedstawiona na rys. 13.9 i 13.10 prezen-
tujacych ewolucje zniszczenia probki w obydwu rozpatrywanych modelach. Ciem-
nym kolorem zaznaczono czastki, w ktérych wystapito zerwanie co najmniej jednego
wiazania kohezyjnego. Rysunek 13.9 pokazuje typowe kruche zniszczenie materiatu,
natomiast rys. 13.10 — zniszczenia pétkruche (bardziej ciagliwe). Poréwnanie oby-
dwu modeli potwierdza fizyczne obserwacjs makroskopowe kruche zniszczenie
otrzymuje sie przy wystepowaniu mikropekaigspowodowanych rozciaganiem, na-
tomiast przy wystepowaniu mikropekgigspowodowanyctscinaniem otrzymuje sie
wiasndgci makroskopowe odpowiadajace materiatom podatnym. Przy matej sztyw-
nosci w kierunku stycznym w stosunku do sztyveigow kierunku normalnym, przy
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Rys. 13.8. Zalendst naprgenia od odksztatcenia w symulacji préby jednoosiowamiskania:
a) ks/kn = 0.2 b)ks/ky = 1.75.

niewiele r&niacych sie przemieszczeniach wzglednych w kierunku stycznym i nor-
malnym, otrzymuje sie wigksze sity w kierunku normalnym. Przy zetou takiej
samej wytrzymatsci wiazania w obydwu kierunkach w modelu pokazanym na rys.
13.9 wystepuja mikropeknigcia spowodowane rozciaganiem. Odwrotnie na rys. 13.10
— pojawiajace sie pekniecia powstaja wskutek przekroczenia wytrzgaiailascina-

nie.

Zmieniajac stosuneks/k, w zakresie od 0.1 do 2 przeprowadzono symulacje préby
Sdskania w celu uzyskania zalecsci (13.11)—(13.13) dla danej prébki, czyli dla usta-
lonegon. Obliczenia wykonano dla trzech wasto wspotczynnikek,: 2-108, 5-10°
i 1.5-10%° Pa.

Otrzymane zalendsci sa pokazane narys. 13.11i 13.12. Rysunek 13.11 przedsta-
wia zalendsci okreslajace state spegsteE i v, odpowiadajace réwnaniom (13.11) i
(13.12), z& rys. 13.12 przedstawia zalest okreslajaca wytrzymalst nasciskanie
0., odpowiadajaca réwnaniu (13.13). Idealne spetnieniezzatbedacych podstawa
zaleznascei (13.11)—(13.13) oznaczatol®e na wykresach na rys. 13.11i 13.12 wy-
kresy dla ranych wart&ci k, pokrywatyby sie. Widzimy,ze szczegdlnie w zate
nosciach dla statych sprgstych przedstawionych na rys. 13.11, zaloie to jest
spetnione tylko w przybfieniu. Mana to wyttumacz§ tym, ze opréczks/k, i n
inne parametry maja rowriewptyw na wart&¢ modutéw spreystychE i v. Przy
ustalaniu parametréw mikroskopowych dla zalesci (13.11) i (13.12) zakwono, ze
dotycza one wisciwasci materiatu przed wystapieniem jakichkolwiek znisZtaea-
zah kohezyjnych miedzy elementami dyskretnymi. Tymczasem spos6b wyznaczania
modutu YoungeE i wspétczynnika Poissona zgodnie z procedura olgona rowna-
niami (13.2) oznaczae do wyznaczenia waioi E i v, wykorzystywany jest poziom
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a)=0.0016's b) = 0.0018 s

c)=0.0020's d)=0.0040's

Rys. 13.9. Ewolucja zniszczenia probki w symulaciji préby jednoosiovgeigkania dla
ks/kn=0.2.

obcigenia, w ktérym mae wystepowa dct znaczne uszkodzenie materiatu na sku-
tek zerwania niektérych wiahamiedzy elementami, co nana zaobserwovizana rys.
13.9b,ci13.10b. Uszkodzenia, ktére wystepuja przed zniszczeniem, zmieniaja nachy-
lenie krzywej napreenie—odksztatcenie, oznaczaze réwnie zalezndsci okreslajace
wiasndaci spreyste naleatoby bada przy uwzglednieniu parametréw decydujacych o
zerwaniu wiaza kohezyjnych. Sformutowanie bezwymiarowych zalesci dla wia-

sndsci spregystych wymaga dalszych prac. Rysunek 13.12 pokazdezalendsci
(13.13) przy statych parametraéhR/R,, Rs/R, i n dla ré&nych k, dost dobrze sig
zgadzaja. Oznacza tage zbiér parametréw wptywajacych na zniszczenie, zostat do-
brze zidentyfikowany.

Otrzymane zatendsci bezwymiarowe zostana wykorzystane w analizie odwrotnej
w celu przyblzonego okrélenia parametréw mikroskopowych zapewniajacych uzy-
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a)=0.0008 s b)=0.0014 s

c)=0.0020 s d)=0.0032s

Rys. 13.10. Ewolucja zniszczenia probki w symulacji proby jednoosiovéeipiania dla
ks/kn = 1.75.

skanie zadanych wiassm makroskopowych modelowanego materiatu skaty. W tym
przypadku rozpatrywany byt model piaskowca badanego w laboratorium firmy San-
dvik w Zeltweg, charakteryzujacego sie nastepujac§radnimi parametrami: modut
YoungaE = 18690 Pa, wspotczynnik Poissoma= 0.18, wytrzymal& nasciskanie

o. = 127 MPa, wyznaczone w prébie jednoosiowégiskania oraz wytrzymakt na
rozciaganie wyznaczona w prébie brazylijskigj= 12.3 MPa.

Dla wyznaczenia parametréow modelu wykorzystano symulacje proby jednoosio-
wegoSciskania oraz proby brazylijskiej. Jako pierwsza przeprowadzono prébe jed-
noosiowegasciskania. Posfono sie prébka materiatu przedstawiona na rys. 13.6.
Wykorzystujac zalendsci przedstawione na rys. 13.11 i 13.12, dobrano wstepnie pa-
rametry mikroskopowek,, ks oraz R,, tak aby uzyska oczekiwane wartsci para-
metréw makroskopowycl, v oraz g.. Wartdsci parametréw mikroskopowych po-
prawiono za pomoca kilku prébnych analiz. Nastepnie przeprowadzono symulacje
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Rys. 13.11. Bezwymiarowe zaleosci miedzy parametrami mikro- i makroskopowymi okre-
Slajace state spegste: a) zalenost dla modutu Younga, b) zatedst dla wspétczynnika Po-

issona.
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Rys. 13.12. Bezwymiarowa zai@ost miedzy parametrami mikro- i makroskopowymi okre-

Slajaca wytrzymalst nasciskanie.

proby brazylijskiej i sprawdzono wytrzymao na rozciaganie. Aby zmniejszyréz-

nice miedzy otrzymana waroia a wartécia rzeczywista skorygowano nieznacznie
parametry mikroskopowe, sprawdzajac, czy nie spowodowano zkgf dmiany wy-
trzymaldsci naSciskanie. W ten sposéb ustalono zbiér parametrow mikroskopowych:
kn = 1.61129- 10'° Pa, ks = 0.2k, = 0.3222-10'° Pa,u = 0.8, R, = Rs = 2.9- 10*

N/m.

Wyniki symulacji préby jednoosiowegéciskania dla podanych parametréw mi-
kroskopowych sa przedstawione na rys. 13.13 dla kolejnych faz zniszczenia prébki
wraz z rozkladem napzenia w kierunku obcizenia. Naprgenia obliczano zgodnie
z opisanym w rozdziale 8 algorytmensnedniania na reprezentatywnym elemencie
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a)t=0.0014s b)t = 0.0016 s

Sy (Pa)

2.0583e+07
I-5.31759+UE
F-3.1218e+07
--0.7118e+07

- -B.30189e+07
r-1.0882e+08

- -1.3482e+08

-1 B0TZe+08
-1 BfRZe+08

-2.1252e+08

)t =0.0018s d)t=0.0020s

Rys. 13.13. Ewolucja zniszczenia probki wraz z rozktadem remig w kierunku obcizenia
w symulacji préby jednoosiowedsziskania.

objetaésciowym. Rysunek 13.13 przedstawia wyniki uzyskane dla elementu objeto-
Sciowego 0 promieniu Brmax, gdzie rmax jest promieniem najwiekszego elementu
dyskretnego w modelu prébki. Zaeast wyniku wsredniania od rozmiaru reprezen-
tatywnego elementu objetoiowego jest pokazana na rys. 13.14. Ava zauwayc,

ze dla reprezentatywnego elementu olfetowego o promieniu .Brmax Napreenia

w dwéch blisko siebie polmnych punktach vérodku prébki sa zltione do siebie
oraz sa zawarte w przedziale, w ktérym wadonaprgeh zmieniaja sie w niewiel-

kim stopniu. Ma&na uzn4, ze tak wyznaczone nagenia srednione sa dobra miara
makroskopowa stanu nagenia w analizowanym modelu dyskretnym.

Na rys. 13.15 poréwnano numeryczne iSddadczalne krzywe napgenie—
odksztatcenie. W reprezentacji wynikéw numerycznych wykorzystano nevpiae
makroskopowe obliczone za pomoca metoégedniania oragrednie napeenia wy-
liczone na podstawie wypadkowej sity kontaktu miedzy probka a jedna &gikkaja-
cych. Obydwa sposoby daja niemal identyczne regmm@. Krzywe otrzymane w ana-
lizie wykazuja dza zgodné&t w czesci liniowej z krzywa eksperymentalna. Oznacza
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to, ze w modelu elementéw dyskretnych uzyskano doktadna &@nmdutu Younga

E. Modut Younga wyznaczony zgodnie z formuta (13.@)nosiE = 18650 MPa, a
wspoétczynnik Poissona wyznaczony zgodnie z vegrdaem (13.2) wynosiv = 0.19.

We wzorach (13.2) odksztatcenie osiowe obliczano na podstawie zmiany édiiegto
ptyt Sciskajacych prébke (zatono, ze jest ona réwna zmianie wysd@ probki),

a odksztatcenie poprzeczne wyznaczano w potowie wysmkarobki. Wyznaczona

na podstawie krzywej numerycznej przedstawionej na rys. 13.15 wytrzgmat
Sciskanieag. wynosi 116 MPa. W prébie laboratoryjnej wyznaczono krzywdyie

nie w zakresie przedzniszczeniowym. W analizie numerycznej otrzymano kompletna
krzywa naprgenie—odksztatcenie o przebiegu typowym dla zniszczenia kruchego ob-
serwowanego w badaniach&wiadczalnych.
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Rys. 13.14. Zaleno&t naprgen usrednionych Rys. 13.15. Krzywe nsprenie—odksztatce-
od wielkcsci reprezentatywnego elementu obiie dla probysciskania.
jetosciowego.

13.5 Symulacja testu brazylijskiego

Zaktadajac parametry mikroskopowe ustalone w probie jesioavegosciskania prze-
prowadzono symulacje préby poprzecznégskania (proby brazylijskiej) zgodnie z
procedura opisana w rozdziale 13.1.2. Cylindryczna probke do symulacji proby bra-
zylijskiej otrzymano z probki stosowanej w symulacji proby jednoosiowagskania
poprzez usuniecie elementéw dyskretnych, ktorgaobdki wykraczaty poza okrag o
Srednicy 50 mm.

Prébke umieszczono miedzy dwiema ptytami réwnolegtymi do jej osi i poddano
sciskaniu poprzez wymuszony ruch plyt ze stata prédin12.5 m/sSciskanie pro-
wadzono do zniszczenia probki oraz analizowano zachowanie probki po zniszczeniu.
Ewolucje zniszczenia prébki oraz ewolucje rozktadu nagrev prébce w kierunku
réwnoleglym i prostopadlym do kierunksciskania przedstawiono odpowiednio na
rys. 13.16 i 13.17. Rozktad nameh w prébce w zakresie przedzniszczeniowym,
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a)=0.0010s b)=0.0014 s
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| Syy(Pa)

1.0411e+07
I-1 42868+07
-3.8983e+07
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- 1.3777e+08
1.8247e+08
1.8717e+08
-2.11868+08

c)=0.0016s d)=0.0018 s

Rys. 13.16. Ewolucja zniszczenia prébki wraz z rozktadem reggmig w kierunku obcizenia
w symulacji préby brazylijskiej.

przedstawiony na rys. 13.16a-c i 13.17a-c, jest zgodny ztigmmeym rozktadem na-
prezen w trakcie préby poprzecznediskania [308]. Postazniszczenia otrzymana

w analizie metoda elementéw dyskretnych, przedstawiona na rys. 13.16d i 13.17d,
jest zgodna ze zniszczeniem obserwowanym w prébach laboratoryjnych, pokazanym
narys. 13.4b.

Napreenia przedstawione na rys. 13.16 i 13.17 obliczano zgodnie z opisanym w
rozdziale 8 algorytmema&iedniania, stosujac reprezentatywny element objgiary
0 promieniu 25rmax, gdziermax jest promieniem najwiekszego elementu dyskretnego
w modelu prébki. Rysunek 13.18 przedstawia zal&t wyniku usredniania od roz-
miaru reprezentatywnego elementu objeiowego dla trzech blisko siebie patp
nych punktéw w miejscu wystepowania maksymalnych regirgv kierunku prosto-
padtym do kierunku obcizenia. Mana zauwayc, ze dla reprezentatywnego elementu
objetcsciowego o promieniu réwnym co najmniej5emax Napregenia w badanych
punktach sa zhbkione. Pozwala to uzaze tak wyznaczone naprgnia sa dobra miara
makroskopowa stanu nagenia w rozpatrywanym modelu dyskretnym.
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2.4512e+07
1.0671e+07
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Rys. 13.17. Ewolucja zniszczenia probki w symulacji préby brazylijskiej wraz z rozktadem
napregenia w kierunku normalnym do kierunku oboéia.

Rysunek 13.19 przedstawia zmiane sigskajacej w czasie. W poczatkowym
okresie mana obserwuje sie pewne oscylacje sity, wynikajace ze stosowania dyna-
micznego modelowania proby. Nastepnie nastepuje prawie liniowy wzrost sity niemal
do samego zniszczenia. Zniszczenie nastepuje bardzo szybko od momentu inicjacji
pekniecia, po osiagnieciu maksymalnej wadiosity nastepuje bardzo szybki jej spa-
dek praktycznie ado zera. W modelu dobrze oddany zostat kruchy charakter znisz-
czenia probki piaskowca, obserwowany w warunkach laboratoryjnych.

Wartcst sity Sciskajacej odpowiadajaca zniszczerfu= 1.319 MN, odczytana z
wykresu na rys. 13.19, pozwala wyznacayytrzymat&C skaty na rozciaganiey.
Zgodnie z réwnaniem (13.3) otrzymuje sie

2R 2:1319-1° N

%= Thd = m1.005 m rooMPa

http://rcin.org.pl
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Rys. 13.18. Zalenost naprgeh usrednionych time (s)

od wielkdsci reprezentatywnego elementu otRys. 13.19. Zalenost sity od czasu w prébie
jetoSciowego w symulacji proby brazylijskiej.brazylijskie;.

Uzyskana numerycznie wad8bjest nieco wysza odsredniej wartéci 12.3 MPa wy-
znaczonej w laboratorium. Wyznaczenie parametrow mikroskopowych, zapewnia-
jacych doktadna zgod®so parametréw makroskopowych wyznaczonych wméch
proébach, jest trudnym zadaniem. W niniejszej pracy uzyskane numerycznéeiarto
wytrzymatdsci nasciskanie i na rozciaganie, = 116 MPa ig; = 16.8 MPa uznano

za dobre przyblienie eksperymentalnych wast o, = 127 MPa io; = 12.3 MPa.
Dob6r parametréw modelu elementéw dyskretnych wymaga dalszychi badkt6-

rych pomocne moga lgymetody analizy odwrotnej, oparte na technikach optyma-
lizacyjnych [192, 226, 96, 40, 166]. Zagadnienie dopasowania wynikow symulacji
numerycznych do mnych préb laboratoryjnych nzoa potraktowa jako zagadnienie
optymalizacji wielokryterialnej z przypisanymi wagami dla funkcji celu zdefiniowa-
nych dla poszczegélnych préb.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono modelowanie numeanyczkat metoda ele-
mentéw dyskretnych. Przeprowadzono identyfikacje mikroskopowych parametrow
modelu dla zadanych wiassci makroskopowych skaty wyznaczonych w dwéch pod-
stawowych testach laboratoryjnych, w prébie jednoosiovssiskania oraz prébie po-
przecznegéciskania (prébie brazylijskiej). Przy doborze parametrow modelu elemen-
tow dyskretnych wykorzystano bezwymiarowe zaleésci miedzy parametrami mikro-
skopowymi i widciwasciami makroskopowymi, zaproponowane w ogélnej postaci
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na podstawie analizy wymiarowej. Postgch zalendsci w formie wykreséw zo-

stala otrzymana na podstawie symulacji préby jednoosioveeggikania dla pewnego
przedziatu wartsci parametréw mikroskopowych. Uzyskane wyniki eksperymen-
tow numerycznych pokazatgze dla wtasnéci sprgystych materiatu obserwuje sie
pewne rozbiendsci, spowodowane prawdopodobnie gtéwnie wptywem progresyw-
nego uszkodzenia zaniedbanego w rozavaach teoretycznych. Bardziej dokfadne
sformutowanie problemu wymaga dalszych bad&alezncsci miedzy parametrami
mikroskopowymi i makroskopowymi postyty do dobrania wstepnych wagoi pa-
rametréw mikroskopowych dla zadanych sgavosci makroskopowych. Parametry

te nastepnie skorygowano w prébach numerycznych. Uzyskane parametry pozwalaja
z dwza doktadnécia modelowa skaty o danych wiasrsgiach mechanicznych. Po-
kazaty to przeprowadzone symulacje préby jednoosiovgsigkania oraz préby bra-
zylijskiej dla badanego daviadczalnie piaskowca. Uzyskano dobra zg&inowy-

nikami eksperymentalnymi, zaréwno pod wzgledem wyznaczonych parametrow jak i
postaci zniszczenia skaly. Przeprowadzone analizy numeryczne zostaty wykorzystane
do sprawdzenia algorytméw obliczenia nagag makroskopowych przedstawionych

w rozdziale 8. Uzyskane algorytmy pokazuja popraseriych algorytmaéw.

Cze&t wynikéw przedstawionych w niniejszym rozdziale zostata uzyskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technology Innovation in Under-
ground Construction.



14. Modelowanie proceséw mechanicznego
urabiania skat

Wstep

Metoda elementéw dyskretnych jest doskonatym narzedziemadtelowania rdnych
procesow urabiania skat [117]. Modele skrawania skat wykorzystujace metode ele-
mentoéw skaczonych, np. [231], napotykaja na trudaeow modelowaniu nieciagéei
powstajacych przy odspajaniu widra. Zastosowanie specjalnych procedur, np. elimi-
nacja zniszczonych elementéw, pozwala modefowawisko propagaciji pekniecia,
niemniej jednak dswiadczenia autora w stosowaniu obydwu metod numerycznych,
daja podstawy do stwierdzenize metoda elementéw dyskretnych pozwala znacznie
tatwiej niz metoda elementéw skozonych modelow@aprocesy charakteryzujace sige
wystepowaniem wielu peknigtrudnych do okrgleniaa priori, tak jak to ma miejsce

w procesach skrawania skat.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana za#ia numerycznego modelo-
wania procesow urabiania skat i praktyczne wykorzystanie modelu do symulacji wy-
branych przyktadéw mechanicznego urabiania skat. W dalszégcagiejszej pracy
model zostanie rozszerzony poprzez uwzglednienie efektéw cieplnych w procesach
urabiania (skrawania) skat oraz efektowzyaia narzedzi urabiajacych.

14.1 Procesy urabiania skat i gruntow

Urabianie skat i gruntdw obejmuje szeroki zakres prac w @bmie podziemnym i
odkrywkowym oraz w budownictwie naziemnym i podziemnym, zwiazanych z odspo-
jeniem (oddzieleniem) kawatkow skaty od calizny i ich rozdrabnianiu, odspojeniem
warstwy gruntu, przemieszczaniem i tadowaniem urobku. Urabianie skat zwieztych w
gornictwie i budownictwie podziemnym odbywa sie mechanicznie za pomoca specja-
listycznych maszyn jak wrebiarki, gtowice urabiajace [133], hydraulicznieyziem
materiatéw wybuchowych lub innych niemechanicznych metod [141]. Urabianie skat
luznych w warunkach gérnictwa odkrywkowego odbywa sie za pomaongegd ro-
dzaju koparek i tadowarek. W robotach ziemnych w budownictwie urabianie gruntu
wykonuje sie za pomoca takich maszyn jak koparka, tadowarka, spycharka, zrywarka
(rys. 14.1a), réwniarka i inne.

W niniejszym rozdziale rozwiniety zintegrowany system metody elementoi- sko
czonych i metody elementow dyskretnych zostanie zastosowany do modelowania pro-
bleméw mechanicznego urabiania skat zwieztych, w ktérych nastepuje skrawanie

242
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a) b)

Rys. 14.1. Narzedzia do urabiania skat: a) zrywak, b) gtowica urabiajaca pogtebiarki.

skaly. Przedstawiona zostanie symulacja skrawania skatpaega naa ptaskiego
oraz symulacja urabiania skaty pod woda przez gtowice pogtebiarki (rys. 14.1b).

14.2 Zjawiska zachodzace w procesie skrawania skat
Rysunek 14.2 przedstawia laboratoryjny test skrawania skalgwnym zjawiskiem

zachodzacym w procesie skrawania jest formowanie i odspajanie sie odtamkéw skal-
nych (elementéw wibra).

Rys. 14.2. Laboratoryjna préba skrawania skaty.

Rysunek 14.3 przedstawia schematycznie skrawanie skagrmeptaskim. Prze-
bieg procesu skrawania skat zayeod rodzaju skat i ich wisciwacsci mechanicznych,
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geometrii i ustawienia ostrza, oraz predkoskrawania [133]. Ustawienie nawzgle-
dem skaty i wzgledem kierunku skrawania ddome jest przez kat natarcia i kat
przytozeniaB, kat ostrza jest parametrem charakteryzujacym geometrie narzedzia.

a) b)

Rys. 14.3. Skrawanie skaly nem ptaskim: a) widok réwnolegly do kierunku skrawania,
b) widok prostopadty do kierunku skrawania;— kat natarciaB — kat przytaenia, s - kat
bocznego wykruszania skaty.

Tworzenie sie wibra jest zainicjowane w strefie zraigenia w poblku ostrza na-
rzedzia skrawajacego (rys. 14.3). Strefa zzdmnia tworzy sie wskutek znacznych
naciskbw w miejscu kontaktu ostrza ze skata. Wywotane tym naciskiem zeapag
Sciskajace prznosza oddziatywanie narzedzia na dalssa skaty. Na granicy strefy
zmiazdzenia powstaja mikropekniecia. Wskutek zwiekszenia nacisku, wywotanego
ruchem naa, pekniecia propaguja do powierzchni swobodnej, prowadzac do odspo-
jenia wiéra. Odspojenie wiéra nastepuje poprzez oderwani&duianie. Dla skat
kruchych typowym mechanizmem odspajania wiéra jest odrywanie (rys. 14.4a), aw
skrawaniu materiatébw podatnych wystepuje widr ciagly (rys. 14.4b). Wystepowanie
widra ciagtego ma niekorzystny wptyw nazwvanie sie nay skrawajacych.

a) b)

Rys. 14.4. Mechanizmy skrawania: a) z widrem odrywanym, b)a@evn ciagtym.
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14.3 Analityczne modele skrawania skat

Proste modele analityczne zostaty zaproponowane dla opiawakia skat [294]. Jed-
nym z wczéniejszych modeli jest zaproponowany przez Evansa [73] model skrawania
za pomoca nma klinowego. W modelu zakmno, ze peknigcie i odspojenie nastepuje
pod wptywem napresh rozciagajacych a linia odspojenia ma ksztatt tuku kotfa (rys.
14.5a). Sita skrawania otrzymana przy tych zalsiach dana jest nastepujacym wzo-
rem:

_ 20rdwsin3 (90— a)

Fo= , 14.1
¢ 1-sni(90-a) (14.1)

gdzie gy jest wytrzymat&da na rozciaganied jest glebok&cia skrawaniay jest sze-
rokoscia n@a, aa jest katem natarcia.

a) b)
Rys. 14.5. Modele skrawania skat: a) Evansa, b) Nishimatsu.

Innym prostym modelem skrawania skaly jest model zaproponpwezez Nishi-
matsu [202], ktéry zalpyt, ze odspojenie wibra nastepuje wskufaknania wzdta
ptaszczyzny jak pokazano na rys. 14.5b. Otrzymana sita skrawajest okreéslona
nastepujacym wzorem:

21,dwcosp

= DA sn(@ o a)’ (14.2)
gdzie 1, jest wytrzymat@&da nascinanie,d jest gteboké&cia skrawaniaw jest szero-
koscia naa, @' jest katem tarcia skaly o powierzchnigzapg jest katem tarcia we-
wnetrznego skatyy jest katem natarcia, mjest wspétczynnikiem rozktadu napne-
nia otrzymanym z badedoswiadczalnych. W przypadku nieznajosed potrzebnych
parametréw, Nishimatsu wyznaczat je z nastepujacyclzaedei:

0tOc

2/ oi(oc—30t) ’

T, = (14.3)
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02 — 4af

tang =
¢ 400t

(14.4)

14.4 Gloéwne zal@aenia modelu numerycznego skrawania skat

W modelu skrawania skat rozpatrywany bedzie uktad mechayisktadajacy sie
Z narzedzia skrawajacego oraz fragmentu skaly. Badany bedzie przebieg procesu skra-
wania z uwzglednieniem nastepujacych zjawisk:
e oddzialywanie kontaktowe narzedzia urabiajacego ze skata,

e inicjacja i propagacja peknieskaty.
Skata bedzie modelowana w dwojaki sposob:

e caly rozpatrywany fragment skaty modelowany za pomoca metody elementéw dys-
kretnych,

e Czet skaly oddziatujaca z narzedziem i podlegajaca zniszczeniu modelowana za
pomoca metody elementéw dyskretnych, astzgardziej oddalona od trajekto-
rii narzedzia modelowana za pomoca metody elementévaczkamych; odydwa
podobszary beda potaczone ze soba wiezami kinematycznymi opisanymi w roz-
dziale 9.

W niniejszym rozdziale nie beda uwzglednione efekty cieplne i efekty@a na-
rzedzia, efekty te beda rozpatrywane w nastepnych rozdziatach pracy.

Skaty zwiezte beda modelowane za pomoca B3m®-idealnie kruchego modelu
oddziatywania miedzy elementami dyskretnymi. Parametry modelu elementéw dys-
kretnych zostana ustalone przy wykorzystaniu metod i wynikéw przedstawionych w
rozdziale 13. Uwzglednienie kohezji w modelu elementéw dyskretnych wrazii-mo
woscia zerwania wiazakohezyjnych umgliwi symulacje inicjacji i propagaciji peka-
nia skaty.

Narzedzie urabiajace modelowane jest w jeden z nastepujacych sposobow:

e ciato odksztatcalne dyskretyzowane za pomoca elementofcgkaych,
e ciato sztywne dyskretyzowane za pomoca elementéviicianych,
e cialo sztywne dyskretyzowane za pomoca elementéw dyskretnych.

Model ciata odksztatcalnego, zastosowany do narzedziazliwia badanie rozktadu
naprgen w narzedziu, a w przypadku uwzglednienia efektéw cieplnych rémimaela-
nie rozktadu temperatury. Model ciata sztywnego zaniedbuje rozktad repgma-
liwia jedynie ewentualne badanie rozkladu temperatury.
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W modelu oddziatywania miedzy narzedziem a skata uwzglednia sie naciski w
kierunku normalnym, jak i oddziatywanie w kierunku stycznym. Oddziatywanie w
kierunku stycznym jest opisane za pomoca modelu tarcia Coulomba. Generacja ciepta
wskutek tarcia jest rozwana w termomechanicznym modelu skrawania skaty pre-
zentowanym w dalszej c&ei pracy. Model oddziatywania miedzy narzedziem a skata
zostanie réwnie wzbogacony o uwzglednienie efektéwzygia narzedzi.

14.5 Wyznaczenie parametrow mikroskopowych dla skaty

Symulacji skrawania skaty za pomoca metody elementéw dyrsfch wymaga
uprzedniego wyznaczenia prametréw mikroskopowych, ktére zapewnia odpowiednie
makroskopowe wisciwasci skaly. Zbior parametréw mikroskopowych ama wyzna-
czyt przeprowadzajac symulacje podstawowych testow laboratoryjnych (préby jed-
noosiowegosciskania i proby rozciagania) i stosujac metody przedstawione w roz-
dziale 13.

Przedmiotem badebyt piaskowiec o nastepujacych wkase@mch mechanicznych:
modut YoungeE = 14 GPa, wytrzymalt na jednoosiowéciskanieg. = 60 MPa.

Rys. 14.6. Zniszczenie probki skaty w prébi®ys. 14.7. Numeryczny model proby jedno-
jednoosioweg@ciskania. osiowegosciskania.

Zniszczenie probki skaty w ggie pokazano na rys. 14.6. Dla badania numerycz-
nego przygotowano prébke 169109 mm (rys. 14.7) skladajaca sie z 2100 walcow
o losowo generowanym promieniu 1-1.5 mm. Upakowanie prébki charakteryzuje sie
porowatdcia 13%.

Metoda iteracyjnego poprawiania wynikoéw ustalono nastepujacy zestaw parame-
trow mikroskopowych dla modelu spgsto-idealnie kruchego: sztywsokontaktu
w kierunku normalnym i stycznyrk, = ks = 20 GPa, wspétczynnik tarcia Coulomba
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u = 0.839 oraz wytrzymaigt wiazania na obcigenie w kierunku normalnym i stycz-
nym, odpowiedniadR, = 0.1 MN/m i Rs = 1 MN/m. Ttumienie nielepkie ok&one
jest przez wspétczynniki ttumienia™ = a™" = 0.2.
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Rys. 14.8. Symulacja préby jednoosioweggciskania: a) zniszczenie probki, b) krzywa
naprgenie—odksztatcenie.

Wyniki symulacji dla tych parametréw pokazano na rys. 14.8.slRgk 14.8a
przedstawia zniszczenie probki. Czastki z zerwanymi wiazaniami sa oznaczone in-
nym kolorem. Poréwnanie rysunkéw 14.8a i 13.1 pokazzgezniszczenie otrzymane
w symulacji numerycznej jest podobne do zniszczenia obserwowanego w prébie la-
boratoryjnej. Krzywa napzenie—odksztatcenie pokazana na rys. 14.8b odpowiada
pozadanym wiasr&ciom mechanicznym.

W rozdziale 13 wyznaczano wytrzymatoskaty na rozciaganie za pomoca testu
posredniego rozciagania (préby brazylijskiej), natomiast w niniejszym rozdziale wy-
trzymatast skaly na rozciaganie zostanie wyznaczona w symulacji proby bezgpo
niego rozciagania. Wyniki tej symulacji dla parametréw ustalonych w pigihakania
pokazano na rys. 14.9. Rysunek 14.9a przedstawia zniszczenie prébki z peknieciem
w kierunku prostopadiym do kierunku obz&nia (czastki z zerwanymi wiazaniami sa
oznaczone innym kolorem). Krzywa napemie—odksztatcenie jest pokazana na rys.
14.9b. Maksymalne napzenie,o; = 12.7 MPa, jest wytrzymatscia na rozciaganie.

14.6 Symulacja skrawania skaty n@aem ptaskim

Prébka o wymiarach 109 109 mm, reprezentujaca piaskowiec, modelowana 2100
elementami dyskretnymi o promieniach 1-1.5 mm z parametrami wyznaczonymi w
rozdziale 14.5, zostatazyta w symulacji skrawania za pomocazaoptaskiego mo-
delowanego za pomoca 6800 tréjkatnych elementévackmnych. System é-skata
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Rys. 14.9. Symulacja préby beZpedniego rozciagania: a) zniszczenie probki, b) krzywa
naprgenie—odksztatcenie.

Rys. 14.10. Skrawanie skaty rem ptaskim — hybrydowy model MES i MED.

jest pokazany na rys. 14.10. Kat natarcia wynosi, 80gtebok&t skrawania 30 mm.
Oddziatywanie narzedzia ze skata jest modelowane za pomoca kontaktu z tarciem, z
zatazona sztywnécia w kierunku normalnym i stycznyki = kI = 20 GPa. Wartét
wspbiczynnika tarcia Coulomia dla oddziatywania narzedzia ze skata przyjeto 0.4

na podstawie danych z literatury dla pary§iagowej stal/piaskowiec w warunkach
tarcia suchego [85].

Spezysto-plastyczne whxiwacsci materiatu narzedzia sa zdefiniowane przez naste-
pujace parametry: modut Youndga= 2-10° MPa, wspotczynnik Poissona= 0.3,
napregenie uplastyczniajacg, = 600 MPa oraz modut wzmocnienia 300 MPa. Skra-
wanie odbywato sie ze stata zadana prédi® naa 4 m/s. Przebieg procesu skrawa-
nia z mechanizmem zniszczenia skaly jest przedstawiony narys. 14.11. Otrzymany w
analizie numerycznej mechanizm tworzenia sig widra jest typowy dla skrawania skaty
kruchej.
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a)t =0.0015s b)t =0.0025s

c)t =0.0065s d)t=0.012s
Rys. 14.11. Przebieg procesu skrawania skafeno ptaskim.
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Rys. 14.12. Rozktad napren zastepczych w e
nozu. Rys. 14.13. Przebieg czasowy sity skrawania.

Modelowanie npajako ciata odksztatcalnego pozwala otrzyewazktad napreeh
(rys. 14.12). Suma wszystkich sit oddziatywania kontaktowego w kierunku poziomym
w analizowanym czasie daje przebieg czasowy sity skrawania (rys. 14.13).

Wartost sity skrawania otrzymana w analizie numerycznej zostanie poréwnana z
wartosciami sity skrawania uzyskanymi z wzoréw analitycznych (14.1) i (14.2). Dla
danych wiasnsci wytrzymat@ciowych skaty ¢; = 12.7 MPa) i parametréw skrawa-
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nia (gtebok&t skrawaniad = 0.03 m i kat natarciax = 30°) z rownania (14.1) otrzy-
muje sie site skrawania przewidywana przez model Evansa

| 2.127-10°.0.03-1-Sin30°

: N =0.762-10° N.
1-sn30

Fe

W przebiegu czasowym sity skrawania uzyskanym numerycznie mamy kilka cykli
odpowiadajacych odspajaniu kolejnych odtamkéw widra, camaczobacz§y poréw-
nujac rys. 14.11i14.13. Obliczona wastdeoretyczna, 362- 10° N, zgadza sie di
dobrze z wartécia maksymalna pierwszego cyklu, ok8 aL0° N, odpowiadajaca od-
spojeniu drugiego odtamka wiéra (dla chwili= 0.0065 s).

W celu wyznaczenia sity skrawania wedtug modelu Nishimatsu policzone zostana
najpierw wytrzymat&t nascinaniet, ze wzoru (14.3) i kat tarcia wewnetrznegae
wzoru (14.4)

127.60 607 —4-12.77

= MPa=228 MPa, ¢@=arctan————— =16".
Y 2/127(60—3-127) 4-60-127

Powstawieniu danych do wzoru (14.2) otrzymuje sig site skrawania dla modelu Ni-
shimatsu o wartgci

2.228.10°-0.03-1-cos 16
F= : N = 0.69-10° N.
(141)(1—sin(17° 4+ 16° — 30r))

Warto&t ta podobnie jak w przypadku modelu Evansa zgadza $g digbrze z war-
toSciami numerycznymi sity skrawania odpowiadajacymi odspajaniu odtamkow widra
w poczatkowej fazie skrawania.

14.7 Ddawiadczalna weryfikacja modelu skrawania skat

Eksperymentalna weryfikacja modelu skrawania skat zostakgppowadzona poprzez
poréwnanie wynikow symulacji skrawania pojedynczynmzexm gtowicy urabiaja-

cej kombajnu chodnikowegalig. roadheader) z wynikami dwiadczalnego bada-

nia skrawania przeprowadzonego w laboratorium Sandvik Mining and Construction
w Zeltweg (Austria). Schemat stanowiska badawczego jest przedstawiony na rys.
14.14a. Blok skalny jest urabiany za pomocazktavego n@aa zamocowanego do
gtowicy obrotowej. Przeprowadzono badanie skrawania piaskowca o wytrzsenato
nasciskanieo; = 127 MPa i wytrzymaléci na rozciaganies; = 12 MPa. Przebieg
skrawania jest przedstawiony na rys. 14.14b. Widoczne jest typowe dla skrawania
skat kruchych odtupywanie elementéw widra.

Model numeryczny wykorzystywany do symulacji przedstawionego testu skrawa-
nia jest pokazany na rys. 14.15a. Blok skalny jest modelowany za pomoca 30 750
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Rotating Tool

Testblock
a)

Rys. 14.14. Déwiadczalne badanie skrawania skat: a) schemat stanowiska do badania skra-
wania skat, b) przebieg proby skrawania (schemat i zdjerjezone przez Sandvik Mining
and Construction GmbH, Zeltweg, Austria).

<:j 25000
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Rys. 14.15. Numeryczna symulacja testu skrawania skaty: a) numeryczny model, I&) posta
zniszczenia skaly w trakcie skrawania, c) przebieg czasowy sity skrawania.

elementdéw dyskretnych o promieniu= 1 — 1.5 mm. Parametry mikroskopowe dla
skaty o danych wiasrsziach mechanicznych badano w podrozdziale 13.4. Korzy-
stajac z otrzymanych tam wynikéw oraz postugujac sie odpowiednimi parametrami
bezwymiarowymi omowionymi w podrozdziale 13.3 dla modelu elementow dyskret-
nych przyjeto nastepujacy zbidr parametrow mikroskopowykiGh= 1.61129. 101°
Pa,ks = 0.2k, = 0.3222-10%° Pa,u = 0.8, R, = Rs = 1-10° N/m. Narzedzie skra-
wajace traktowano jako sztywne, co pozwolito uwzglgdmi modelu jedynie jego
powierzchnie. W modelu oddziatywania kontaktowego miedzy skata a narzedziem
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przyjetok, = ks =5-10'° Pa iy = 0.5. Tlumienie w modelu zostato uwzglednione w
oddziatywaniu kontaktowym przy zateniu jego wartsci jako 0.9 ttumienia krytycz-
nego oraz dodatkowo jako niewiskotyczne ttumienie zdefiniowane wspétczynnikami
a™ =™ =0.2.

Rysunek 14.15b przedstawia otrzymana w symulacji numerycznej (pasiaz-
czenia skaty w trakcie skrawania. Ma zauwayC, ze uzyskano postazniszczenia
zgodna z obserwowana w&leiadczeniu. Rysunek 14.15c pokazuje przebieg czasowy
sity skrawania otrzymany w analizie numerycznej. Wattsity pokazana na rysunku
odpowiada szerolszi skaty réwnej odlegfeci miedzy kolejnymi przéciami narze-
dzia skrawajacego w dwiadczeniu. Na wykresie widoczne sa bardzeedskoki sity
typowe dla skrawania skat kruchych. Gwattowne spadki véaitsity skrawania za-
chodza w trakcie odtupywania sie odtamkéw wiéra. Przebieg czasowy sity skrawania
otrzymany w analizie skrawania jest zgodny z przebiegiem czasowym sity skrawania
rejestrovanym w probie dwiadczalnej. Niestety dwiadczalne przebiegi czasowe
nie zostaty udostepnione do publikacji. Dla potrzeb publikacji zostata udostepniona
jedynie wart&t srednia, wynoszaca okoto 7000 N. Jak pokazano na rysunku 14.15c
uSredniona wartet sity skrawania, otrzymana w analizie numerycznejgtddobrze
zgadza sie zérednia wartscia sity skrawania wyznaczona w&wiadczeniu.

14.8 Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy
urabiajacej pogtebiarki

700

760

P L 1400

Rys. 14.16. Schemat pracy glowicy urabiajgsys 14 17. Model skrawania skaly pojedyn-
cej pogtebiarki czym ostrzem glowicy urabiajacej pogtebiarki

150,

Pogtebiarki éng. dredgers) nalm do maszyn urabiajacych skaly za pomoca gto-
wic wielonarzedziowych. Glowica urabiajaca pogtebiarki jest pokazana na rys. 14.1b.
Rysunek 14.16 przedstawia schemat pracy gtowicy urabiajacej. Trajekt@iawo
nika ze zt@enia ruchu postepowego oraz ruchu obrotowego gtowicy.
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Symulacja procesu urabiania przy uwzglednieniu catej gtowicy wymagataby zbyt
duzego modelu obliczeniowego. W niniejszej pracy przeprowadzono symulacje skra-
wania skaly pojedynczym ostrzem glowicy urabiajacej pogtebiarki stosujac model
przedstawiony narys. 14.17. Obszar urabianej skaty jest modelowany za psaitoca
Sle upakowanych 92000 elementéw dyskretnych o losowo generowanych wymiarach
(o promieniach w przedziale 1-1.5 mm). Ponievegchy geometryczne zbioru ele-
mentéw dyskretnych sa takie same jak dla probki skalnej badanej w podrozdziale 14.5,
przyjeto takie same jak wyznaczone tam parametry modelu mikromechanicznego dla
piaskowca.

N6z urabiajacy, traktowany jako ciato sztywne, zdyskretyzowano za pomoca 9400
elementow dyskretnych o promieniu 0.7 mm. Oddziatywanie kontaktowe miedzy na-
rzedziem a skata jest modelowane przy zefuu sztywnéci kontaktu w kierunku
normalnym i stycznynk! = k! = 50 GPa. Wart& wspdétczynnika tarcia Coulomba
u" dla oddziatywania narzedzia ze skata przyjeto 0.34 natpuds danych z litera-
tury dla pary p8&lizgowej stal/piaskowiec przy chtodzeniu woda [85].

Predk&t liniowa gtowicy urabiajacej wynosi 0.2 m/s, a pred@&oobrotowa
1.6204 s, co przy odlegiéd ostrza skrawajacego od osi obrotu gtowicy 0.7 m daje
predkat skrawania 1.134 m/s.

Rysunek 14.18 przedstawia wyniki symulacji w postaci przebiegu zniszczenia
skaty przy skrawaniu. Pokazane jest formowanie sie i odrywanie odtamkéw widra
przy przegciu naa.

Symulacja skrawania w czasie 0.13 s wymagata okoto 550 000 krokéw catkowania
i zajmowata okoto 30 godz. CPU na komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz.

Do tego samego problemu zastosowano hybrydowy model oparty na zintegrowanej
metodzie elementoéw dyskretnych i elementéwiskamnych. Poprzednio stosowany
model zostat zmodyfikowany poprzez zastapienie elementamicgkaymi elemen-
tow dyskretnych w podobszarze, w ktérym nie wystepuja pekniecia (14.19). Pozwo-
lito to zmniejszyt liczbe elementéw dyskretnych z 92 000 do 48 000. Podobszary MES
i MED zostaly sprzeone za pomoca przedstawionych uprzednio algorytméw sprze-
gajacych, wykorzystujacych metode funkcji kary lub metode mil@w Lagrange’a.
Obydwie metody zostaly sprawdzone w tym przypadku i obydwie daty poprawne wy-
niki. Zniszczenie skrawanej skaty, otrzymane za pomoca modelu hybrydowego, poka-
zane jest na rys. 14.19.
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a)t=0.01s b)t=0.2s

c)t=0.47s dt=0.57s

Rys. 14.18. Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy urabiajacej pogtebiarki
—model MED.

a)t=0.15s b)t=0.44s

Rys. 14.19. Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy urabiajacej pogtebiarki
— hybrydowy model MED/MES (sprzgnia za pomoca algorytmu opartego na metodzie funk-
cji kary).
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Rys. 14.20. Symulacja skrawania skaty pojedynczym ostrzem glowicy urabiajacej pogtebiarki
— rozktad napreen zastepczych w hybrydowym modelu MED/MES (sjzegia za pomoca
algorytmu opartego na metodzie namikow Lagrange’a).

Rysunek 14.20 przedstawia rozktad nagfezastepczych w dwéch chwilach czasu
w hybrydowym modelu skrawania skaty. Napegia w podobszarze skaly, w ktérym
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stosowano model dyskretny, oktene sa za pomoca procedur§redniajacej opisa-

nej w rozdziale 8. Narzedzie jest traktowane jako cialo sztywne, a wiec kolor nie
mazadnego znaczenia fizycznego. Rozktad nzgrgharakteryzuje sie znaczna kon-
centracja nap@n w poblizu ostrza narzedzia zgodnie z opisem procesu skrawania
w rozdziale 14.2. Poréwnanie naped w podobszarach, w ktérych stosowane sa
r6zne modele pokazujee pola napreeh wyznaczane w odmienny sposéb sa zgodne,
potwierdza to poprawrd stosowanych metod numerycznych oraz poprawnch
sprzgenia.

Rysunek 14.21 przedstawia poréwnanie przebiegéw czasowych sity skrawania
uzyskanych w symulacji przy wykorzystaniu modelu elementéw dyskretnych oraz
przy wykorzystaniu modelu hybrydowego. Dla obydwu modeli zamieszczono krzywe
o réznym poziomie filtracji. Wida, ze w obu przypadkach otrzymuje sie przebiegi
czasowe o0 podobnych oscylacjach i zbliych amplitudach. &tednione przebiegi
czasowe wykazuja bardzo zi zgodné&t. Potwierdza to zgodi$do wynikéw uzy-
skiwanych za pomoca obydwu modeli. Zastapieniesczebszaru obliczeniowego
w modelu elementéw dyskretnych podobszarem dyskretyzowanym elementdmi sko
czonymi nie zmienia zasadniczo wynikow, a wplywa na zwigkszenie efek§eino
obliczen. Symulacja przégia narzedzia wymagajaca okoto 550 tys. krokéw zajmo-

3.5e+006 , : ,
MED
MES-MED
3e+006 - MED usredn —-+-- |
MES-MED usredn ---x---
2.5e+006

2e+006

force (N)

1.5e+006

1e+006
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time (s)

Rys. 14.21. Przebieg czasowy sity skrawania.
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wata okoto 16 godz. CPU na komputerze z procesorem Xeon 3.4 GHz. Jest to prawie
dwa razy krécej ri analiza z myciem modelu zbudowanego tylko z elementéw dys-
kretnych.

Podsumowanie

W tym rozdziale opracowano modele numeryczne skrawania skanaystujac me-
tode elementéw dyskretnych oraz hybrydowa metode elementéw dyskretnych i ele-
mentoéw skaczonych. Metode elementéw dyskretnych zastosowano w modelowaniu
skaty podlegajacej zniszczeniu w procesie urabiania. Metoda elementaezskych
pozwala w fatwy sposéb symulowagroces odspajania wiéra i dezintegracje skaty
przy skrawaniu. W modelowaniu skaty wykorzystano metody dobierania parametrow
modelu elementéw dyskretnych na podstawie symulacji proby jednoosicsoisia@-
nia i préby rozciagania.

W modelowaniu skrawania skaty wykorzystan@mé maliwosci modelowania
hybrydowego taczacego metody elementéw dyskretnych i elementoacztaych.
W jednym z przyktaddw narzedzie byto traktowane jako ciato odksztatcalne i zasto-
sowano w jego dyskretyzacji metode elementéwhskzonych. Umaliwito to wyzna-
czenie naprzen w narzedziu pod wptywem oddziatywania ze skata. W innym przykta-
dzie metode elementéw skozonych zastosowano do dyskretyzacji&igskaty nie
ulegajacej zniszczeniu. Pozwolito to zwigkézgfektywn&E obliczeniowa modelu.
W przyktadzie tym zweryfikowano algorytmy speamia obydwu metod rozwiniete w
rozdziale 9.

Symulacja numeryczna skrawania skat pozwala oszatovielkost sity skrawa-
nia. W przyktadzie skrawania skaty nem ptaskim poréwnano site otrzymana w sy-
mulacji numerycznej z sita obliczona na podstawie prostych modeli teoretycznych.
Analiza numeryczna daje wagai sity skrawania zbkone do przewidywateoretycz-
nych.

Cze&t wynikéw przedstawionych w niniejszym rozdziale zostata uzyskana w ra-
mach projektu europejskiego TUNCONSTRUCT: Technology Innovation in Under-
ground Construction. Wyniki dawiadczalne zostaty udostepnione przez Sandvik Mi-
ning and Construction w Zeltweg (Austria).

Prace nad weryfikacja poprawse modelu skrawania sa kontynuowane w ramach
projektu TUNCONSTRUCT. We wspétpracy z Sandvik Mining and Construction
przewidywane jest poréwnanie sit skrawania otrzymanych w symulacji numerycznej i
laboratoryjnych testach skrawania. W ramach projektu sa r@wmiawvadzone prace
nad rozwojem tréjwymiarowego modelu numerycznego.



15. Sformutowanie metody elementow
dyskretnych dla problemdéw termicznych

Wstep

W niniejszym rozdziale sformutowanie elementéw dyskrelngostanie rozszerzone

na zagadnienia przeptywu ciepta. Réwnanie przewodzenia ciepta zostanie zastoso-
wane do materialu modelowanego przez zbior kontaktujacych sie miedzy soba ele-
mentéw dyskretnych. W dalszej &g pracy algorytm analizy termicznej zostanie
potaczony z algorytmem metody elementéw dyskretnych dla zagadmidu, dzieki
czemu maliwa bedzie analiza sprzenych zagadnietermomechanicznych. Analiza
termomechaniczna zostanie wykorzystana w symulacji proceséw urabiania skat, co
jest gtébwna motywacja rozwijania w niniejszej pracy termicznego i termomechanicz-
nego sformutowania metody elementéw dyskretnych. W literaturzenmanale&
jedynie nieliczne prace pokazujace niwvosci metody elementéw dyskretnych w za-
gadnieniach termicznych i termomechanicznych [130, 157].

15.1 Sformutowanie problemu przewodzenia ciepta dla&odka
dyskretnego

Rozpatrywany bedzie problem nieustalonego przewodzeepaciv Grodku dyskret-

nym bedacym zbiorem elementéw dyskretnych o ksztalcie walca w zagadnieniu dwu-
wymiarowym lub kuli w zagadnieniu tréjwymiarowym. Podstawowym zalgiem
upraszczajacym, przyjetym w modelu dyskretnym przewodzenia ciepta, jegezato
nie, ze r&nica temperatury wewnatrz elementu dyskretnego jest niewielkaznano
przyjac, ze temperatura w catej objétti elementu dyskretnego jest stata. Jest to uza-
sadnione przy niewielkich rozmiarach elementu dyskretnego i czesto jest wykorzysty-
wane w praktyce w modelu ciata o skupionej pojestia@ieplnej [276]. Inne przyjete
zatazenia sa nastepujace:

e wymiana ciepta miedzy sasiadujacymi elementami dyskretnymi odbywa sie na po-
wierzchni styku (tylko w przypadku istnienia kontaktu),

e wymiana ciepta z otoczeniem @ sie odbywa poprzez konwekcje (dla czastek
swobodnych lub znajdujacych sie na powierzchni obszaru modelowanego elemen-
tami dyskretnymi),

e uwzglednia sie mdiwost istnienia wewnetrznych i zewnetrznych zrédet ciepta.
259
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15.2 Rdéwnanie bilansu ciepta

Rys. 15.1. Schemat problemu przewodnictwa ciepta dla elementu dyskretnego.

Do opisu zagadnienia przewodzenia ciepta w rozpatrywar§md&u zostanie wy-
korzystane réwnanie bilansu ciepta. Dla pojedynczego elementu dyskretnego (rys.
15.1) mana napisa réwnanie bilansu ciepta w nastepujacej postaci:

pVich = Qi, (15.1)

gdziep — gest@&e, V; — objet&e elementu dyskretnego,— ciepto wissciwe, 6 — tem-
peratura elementu dyskretnegQ; jest suma wszystkich strumieni ciepta dla rozpa-
trywanego elementu (rys. 15.1):

Ne
Q=Y QP+ QPP (15.2)
=1

gdzie: Qﬁ-‘)”d — strumieh ciepta przejmowanego/oddawanego miedzy kontaktujacymi
sie elementami dyskretnyniii j, n. — liczba elementoéw dyskretnych kontaktujacych
sig zi-tym elementemQ®! — zadany strumigciepta dostarczonego z zeantQﬁe”
— strumié ciepta generowanego przez wewnetrzne zrodto ciepfel’ — strumie
wymiany ciepta z otoczeniem.

Réwnania bilansu ciepta (15.1) dla wszystkidtczastek mana zapisatacznie w

postaci macierzowej
CO =0, (15.3)

gdzie C jest diagonalna macierza skupionych pojestiaieplnych,® — wektorem
temperaturQ — wektorem strumieni ciepta
mcC 0
C= s 92{91...9|\|}T, QZ{Q]_...QN}T. (15.4)
0 mnC
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15.3 Zwiazki konstytutywne dla strumieni ciepta

Strumieh ciepiaQﬂ-onOI wymienianego miedzy elementami dyskretnyiroraz j mozna
przyjat jako proporcjonalny do @hicy temperatur miedzy kontaktujacymi sie elemen-
tami

QM= —hnd(g; — gy), (15.5)

gdzie: nc — liczba elementow dyskretnych kontaktujacych sigtym elementem,
heond _ wspétczynnik przejmowania ciepta miedzy elementami dytsiymi. Na styku
dwoch czastek zammno skok temperatury, co naletraktowa jako makroskopowo
obserwowana nice temperatur mierzona w pewnej matej odlégtad powierzchni
styku. Jest to uproszczenie przyjmowane zwykle w numerycznym modelu kontaktu
termicznego [302]. Ttumaczy sie to tyme kontaktujace sie powierzchnie zazwy-
czaj nie przylegaja do siebie idealnie, lecz stykaja sie wierzchotkami nie&nivno
Wolna przestrzie jest zazwyczaj wypetniona ptynem o mniejszej przewddnoiepl-
nej niz przewodné&t cieplna stykajacych sie ciat. W wyniku tego w cienkiej warstwie
obejmujacej powierzchnie kontaktu powstaje zazwyczaj znaczny gradient tempera-
tury. Traktujac te warstwe jako bardzo cienka, zastepujemy ja powierzchnia. Dla
strumienia ciepta przeptywajacego przez te powierzchnie przyjmuje sie zwiazek kon-
stytutywny dany rownaniem (15.5).

Zwiazek (15.5) mana traktowa jako dyskretny model przewodzenia ciepta cha-
rakteryzowany przez wspoétczynnik przejmowania cidd. Wymiana ciepta mie-
dzy kontaktujacymi sig elementami dyskretnymi modeluje przewodzenie ciepta przez
ciato state. Wartst wsp6tczynnikah® powinna by tak dobrana, aby makrosko-
powy przeptyw ciepta w srodku dyskretnym byt réwnoweay przeptywowi ciepta
opisanego rownaniami przewodzenia ciepta dleodka ciagtego. Postulujac réwno-
waznast opisu dyskretnego i ciagtego mma wyznacz§ parametry modelu dyskret-
nego.

Jako zwiazek konstytutywny dla gesto strumienia cieptg w ciele statym stosuje
sie zwykle prawo Fouriera

00

g=-A a (15.6)
gdzie: A —wspotczynnik przewodzenia ciepbes- kierunek przewodzenia ciepta. Sto-
sujac rownanie Fouriera (15.6) dla przeptywu miedzy dwoma element&noidiach
oddalonych da, strumiéh ciepta miedzy kontaktujacymi sie elementami dyskretnymi
maozna w przyblzeniu zapisaw postaci:

(6-9)), (15.7)

ol

Qicjond - —A
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gdzieA jest pewna fikcyjna powierzchnia wymiany ciepta.

Poréwnujac réwnania (15.5) oraz (15.7) na uzyska oszacowanie wspotczyn-
nika przejmowania ciepta miedzy elementami dyskretny¥#d w zalezndsci od
wspbétczynnika przewodzenia ciepta

heond ~ A g. (15.8)

Dla regularnej konfiguracji elementéw dyskretnych przedstawionej narys. 8 Zzamo
przyjet: A= 2r-1m orazd = 2r, gdzier jest promieniem czastek (elementow dyskret-
nych). Po uwzglednieniu tego w réwnaniu (15.8) otrzymuje sie:

heond~ A - 1m. (15.9)

Dla regularnej konfiguracji elementéw dyskretnych przedstawionej na rys. 8.memo
przyjet: d = 2r orazA = 2r/+/3-1m, gdzier jest promieniem czastek (elementow
dyskretnych). Po uwzglednieniu tego w réwnaniu (15.8) otrzymuije sig:

heond~ A /v/3- 1m. (15.10)

Wyznaczanie wspotczynnika przejmowania ciepta miedzy elementami dyskretnymi
hcondjest rozpatrywane w prezentowanych w niniejszym rozdziatgkgadéw nume-
rycznych.

Strumienie wymiany ciepta z otoczeniem poprzez konwekcjeshkige za pomoca
réwnania

QO™ = —Ah™(6 — 6a), (15.11)

gdzie: h®°" — wspétczynnik przejmowania ciepta, nazywany réwnigspétczyn-
nikiem wnikania ciepta,6; — temperatura otaczajacego czynnika (ptyn®%)~ po-
wierzchnia wymiany ciepta z otoczeniem zwiazanatgym elementem (cZ&& po-
wierzchni ciata proporcjonalna do rozmidrtego elementu). Wspéiczynnik przejmo-
wania cieptah®", okreslajacy intensywn& konwekcyjnej wymiany ciepta, jest za-
lezny od rodzaju otaczajacego ptynu, od prestiia kierunku przeptywu ptynu wzgle-
dem powierzchni ciata, ne@ on by réwniez funkcja temperatury powierzchni ciata
[299]. W zagadnieniach i przykladach przedstawionych w niniejszej pracy stosowano
stata wart&€ wspotczynnikah®™,

15.4 Warunki poczatkowe i brzegowe

Zagadnienie nieustalonego przewodzenia ciepta opisaneariem (15.3) wymagaja
zadania odpowiednich warunkéw poczatkowych i brzegowych. Warunki poczatkowe
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sa wart@ciami temperatury w chwili poczatkowgj= 0
0(0) = 0Op. (15.12)

Warunki brzegowe dla zagadnienia nieustalonego przeptywu ciepta opisywanego
uktadem réwna moga by okreslone dla temperatur lub dla strumieni ciepta.

Warunek brzegowy dla temperatury ema zapisa
Bi(t) = Bi(t), (15.13)

gdzie ) (t) jest znana temperatuigtego elementu dyskretnegozicego na brzegu
modelowanego &odka dyskretnego. Warunek brzegowy dla temperaturystksse
jako warunek brzegowy | rodzaju.

Warunki brzegowe dla strumienia ciepta mog lokreslone w r@ny sposoéb:

e Zadany punktowy strumieciepta (warunek Il rodzaju)

QL) = Qi(t), (15.14)

gdzieQ (t) jest znana funkcja czasu. Szczegblnym przypadkiem jest zerowy catko-
wity strumien ciepta odpowiadajacy izolowanej cieplnie powierzchni zewnetrznej
(adiabatyczne warunki brzegowe)

Q™) = 0. (15.15)

e Konwekcyjna wymiana ciepta z otoczeniem (warunek Il rodzaju) slkrea przez
strumieh QF°" zdefiniowany réwnaniem (15.11).

Zastosowanie warunkow brzegowych na powierzchni ciata modelowanego elemen-
tami dyskretnymi wymaga wykrycia elementéw znajdujacych sie na powierzchni.
W modelach materiatéw granularnych, jak rownie modelach skat podlegajacych
zniszczeniu, nastepuje zmiana geometrii zlwmScia zmiany brzegu obszaru. De-
finicja warunkéw brzegowych, np. wymiany ciepta z otoczeniem, musi uwzglednia
taki przypadek. W zwiazku z tym wykrywanie zewnetrznych (brzegowych) elemen-
tow dyskretnych musi ki elementem algorytmu rozwiazania nazégm kroku. W
rozwijanym algorytmie numerycznym implementowano algorytm wykrywania ele-
mentéw legacych na brzegu oparty na podobnych zasadach jak prezentowany w pra-
cach [63, 64].
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15.5 Catkowanie rownania przeptywu ciepta wzgledem czasu
Réwnanie przeptywu ciepta (15.3) jest catkowane za pomagagametody Eulera
onl_e"!4 %Q”. (15.16)

Podobnie jak jawny schemat catkowania réwmachu w metodzie elementéw sko
czonych i dyskretnych, jawny schemat catkowania réwnania przeptywu ciepta wedtug
réwnania (15.16) jest stabilny warunkowo:

At < Mt (15.17)

Czas krytyczny dla tego schematu zna oszacow@awyrazeniem na czas krytyczny
dla jednowymiarowego przeptywu ciepta [119]

Dy~ M (15.18)

gdzie lmin jest minimalna odlegieda miedzysrodkami elementéw dyskretnych,—
jest dyfuzyjnécia cieplna zdefiniowana w nastepujacy sposob
A
a=— ’
pc
gdzie gest&c masyp, ciepto wigciwec i wspotczynnik przewodnictwa cieplnego
sa parametrami materiatlu modelowanego elementami dyskretnymi.

(15.19)

15.6 Przyktady numeryczne

15.6.1 Wewnetrzna generacja ciepta w nieskwzonej tarczy

Nieskaczona tarcza o gruoi 200 mm (rys. 15.2) poczatkowo znajduje sie w tempe-
raturze OC. Poczawszy od chwiti= O ciepto jest generowane wewnatrz catej objeto-
§ci tarczy z nateeniemqg = 200000 W/ni. Zewnetrzne powierzchnie tarczy (niegko
czone ptaszczyzny) sa utrzymywane ciagle w temperatui@e \Wtasn&ci materiatu

sa nastepujace: ciepto videiwec = 1970 J/(kg K), wspotczynnik przewodzenia cie-
ptaA = 5.2 W/( mK), gestét p = 2500 kg/nt. Przyjete wiasngd cieplne materiatu
odpowiadaja wtasrkziom piaskowca. Analize przeprowadzono za pomoca metody
elementéw skibczonych oraz metody elementéw dyskretnych. W modelu numerycz-
nym (rys. 15.2) rozwzano pasmo tarczy o szerdkd 25 mm oraz wykorzystano sy-
metrie wzgledem ptaszczyzrsyodkowej tarczy. W modelu elementéw sikaonych
modelowany obszar zdyskretyzowano za pomoca 10 elementéw czworokatnych. Wy-
niki symulacji w postaci rozktadu temperatury w chvtibi= 2000 s dla modelu MES
pokazano narys. 15.3a.
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W modelu elementdéw dyskretnych zastosowano 100 elementéw dyskretnych uto-
zonych regularnie w weztach siatki kwadratowej (rys. 15.3b). Przyzpaiej gestsci
objetdsciowej skatyp = 2500 kg/n?, gestét materiatu skaly w porowatym modelu
elementow dyskretnych wynogim = p/(1—n) = 2500/(1— 0.2146) kg/m® = 3183
kg/m3®. Wspoiczynnik przejmowania ciepta miedzy elementami dgtsimi hcond
przyjeto zgodnie z rownaniem (15.9H°" = ) . 1m = 5.2 W/K. Uzyskany dla mo-
delu elementéw dyskretnych rozktad temperatury w chingti 2000 s przedstawiony
jest narys. 15.3b. Jest on praktycznie identyczny jak uzyskany w modelu MES. Ewo-
lucja pola temperatury dla obydwu modeli jest przedstawiona na rys. 15.3znaVlo
zaobserwowa doskonata zgodrsd poréwnywanych wynikow.

P
- )
g=200000W/m* o
L | 3 >
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@ 200
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Rys. 15.2. Wewnetrzna generacja ciepta w niéskonej tarczy — model elementéw siazo-
nych.
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Rys. 15.3. Wewnetrzna generacja ciepta w niéslamnej tarczy: a) rozktad temperatury w
modelu MES w chwili t=2000 s, b) rozktad temperatury w modelu MED w chwili t=2000 s,
c¢) ewolucja rozktadu temperatury w modelach MES i MED.
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15.6.2 Niestacjonarny przeptyw ciepta w nieskiaczonej tarczy

Nieskaczona tarcza o gruoi 200 mm (rys. 15.4) poczatkowo znajduje sie w tempe-
raturze OC w chwili czasu = 0, temperatura na obydwu ptaszczyznach brzegowych
tarczy wzrasta do 10 i jest utrzymywana stale w tej wysokm. Wihasndci cieplne
materiatu tarczy sa identyczne jak w przyktadzie opisanym w rozdziale 15.6.1, ciepto
wiasciwec = 1970 J/(kg- K), wspétczynnik przewodzenia ciepfa= 5.2 W/( m-K),
gestd&t p = 2500 kg/nt. W modelu numerycznym (rys. 15.4) modelowano pasmo
tarczy o szerokéci 25 mm oraz wykorzystano symetrie wzgledem ptaszczgrag-
kowej tarczy. Zagadnienie niestacjonarnego przeptywu ciepta analizowano stosujac
model elementéw skwzonych oraz model elementéw dyskretnych. W modelu ele-
mentéw ska@czonych rozpatrywany obszar zdyskretyzowano za pomoca 10 elemen-
tow czworokatnych (rys. 15.4). W modelu elementéw dyskretnych podobnie jak

y
- D
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Rys. 15.4. Niestacjonarny przeptyw ciepta w nieszonej tarczy — model elementéw $ko
czonych.
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Rys. 15.5. Niestacjonarny przeptyw ciepta w nieSkponej tarczy: a) rozklad temperatury w
modelu MES w chwilt = 3000 s, b) rozktad temperatury w modelu MED w chwi 3000 s,
c¢) ewolucja rozktadu temperatury w modelach MES i MED.
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poprzednio zastosowano 100 elementéw dyskretnyckoualgch regularnie w weztach
siatki kwadratowej (rys. 15.5b). Wedtug tych samych zatoprzyjeto gestst mate-
riatu skaly pm = 3183 kg/n¥ oraz wspdtczynnik przejmowania ciepta miedzy elemen-
tami dyskretnymihc®"d = 5.2 W/K.

Poréwnanie rozktadu temperatur w chwili= 3000 s uzyskanych za pomoca ana-
lizy MES i MED jest pokazane na rys. 15.5a i b. k@ zauwayc bardzo dobra
zgodnd&t wynikéw uzyskanych mnymi metodami. Poréwnanie ewolucji rozktad
temperatury w obydwu modelach dlazriych chwil czasu pokazano na rys. 15.5c.
Zaobserwowa mazna dza zgodné&t poréwnywanych wynikéw.

15.6.3 Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta

W przyktadach przedstawionych w rozdziatach 15.6.1 i 15.6.2 stosowano modele wy-
korzystujace regularna konfiguracje elementow dyskretnych. W niniejszym rozdziale
przyjmiemy geometrie odpowiadajaca geometrii probki skalnej rozpatrywanej w roz-
dziale 14.5. W modelu zagadnienia przeptywu ciepta metoda elementéw dyskretnych
wykorzystamy stosowany w rozdziale 14.5 model elementow dyskretnych charaktery-
zujacy sie nieregularnym losowym upakowaniem.

Kwadratowa tarcza (rys. 15.6) o wymiarach X8 mm i grub&ci 10 mm, znaj-
dujaca sie poczatkowo w temperaturze zerowej, jest poddana statemu doptywowi cie-
pta rbwnomiernie rozteonemu na jednej z ptaszczyzn bocznych. Gagstimptywa-
jacego strumienia ciepta wynosi 1850 WinPPozostate boki i powierzchnie tarczy sa
izolowane. Wiasngci termiczne materiatu odpowiadaja wtasoimm piaskowca i sa
takie same jak w przyktadach przedstawionych w rozdziatach 15.6.1 i 15.6.2, ciepto
wiasciwec = 1970 J/(kg- K), wspotczynnik przewodzenia ciepfa= 5.2 W/(m-K),
gestd&t p = 2500 kg/nd.

Obliczenia przeprowadzono stosujac modele elementévincdanych i elemen-
toéw dyskretnych. W modelu elementow skaonych zastosowano strukturalna siatke
elementéw czworokatnych. Siatka elementéwrgkamnych wraz z rozktadem tem-
peratury w chwilit = 2000 s jest przedstawiona na rys. 15.7a. Model elementéw
dyskretnych wraz z rozktadem temperatury jest przedstawiony na rys. 15.7b. W ana-
lizie metoda elementow dyskretnych przyjeto géstmaterialtupm = p/(1—n) =
2500/(1— 0.13) kg/m® = 2870 kg/ni. W obliczeniach sprawdzono wasim wspot-
czynnika przejmowania ciepta miedzy elementami dyskretnymi z zakresu wyznaczo-
nego przez rownania (15.9) i (15.10). Wyniki przedstawione na rys. 15.7b uzyskano
dla wspétczynnika wyznaczonego z réwnania (15:93"9= A - 1m= 5.2 WIK.

Ewolucja rozktadu temperatury otrzymana w analizie metodami elementdiw sko
czonych i dyskretnych jest przedstawiona na rys. 15.8zmdazaobserwoviaduza
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zgodndt poréwnywanych wynikéw. Mena uzné, ze dla danego modelu elementéw
dyskretnych przyjeta wargd wspotczynnika przejmowania ciepta miedzy elementami
dyskretnymi dobrze reprezentuje makroskopowe wiashoieplne materiatu skaty
traktowanej jako srodek ciagly. Wyznaczone wiassw cieplne dla modelu dyskret-
nego prébki skalnej zostana wykorzystane w termomechanicznej symulacji procesu
skrawania w rozdziale 16.

g=1850W/m’
—

108

108

Rys. 15.6. Kwadratowa tarcza ze statym dopltywem ciepta.

Rys. 15.7. Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta — rozktad temperatury w chwili
t = 2000 s: a) w modelu MES, b) w modelu MED.

Podsumowanie

W tym rozdziale pokazanaze metoda elementéw dyskretnych meobyt z powo-
dzeniem wykorzystana réwriedo zagadnie przeptywu ciepta. Przedstawiono sfor-
mutowanie modelu dyskretnego oparte na zasadzie bilansu ciepta dla pojedynczego
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Rys. 15.8. Kwadratowa tarcza ze statym doptywem ciepta — rozktad temperaturyzesitiu
Poréwnanie wynikow MES i MED.

elementu oraz wyprowadzono réwnania przeptywu ciepta dladikklementow dys-
kretnych. Rozwiazanie zagadnienia cieplnego w czasie otrzymano przy wykorzystaniu
jawnego schematu catkowania.

Poprawn&t dziatania modelu elementéw dyskretnych w zagadnieniach przeptywu
ciepta zweryfikowano poréwnujac wyniki uzyskane za pomoca metody elementéw
dyskretnych z wynikami uzyskanymi za pomoca metody elementovicgkmych.
Poréwnania pokazuja da zgodnét poréwnywanych wynikéw. W modelowaniu
metoda elementéw dyskretnych zastosowano zaréwno regularne, jak i nieregularne
konfiguracje elementéw dyskretnych. Przyktady testowe pozwolity réavmieeryfi-
kowat metode wyznaczania parametréw modelu dyskretnego dajacymi zadane wia-
snaci cieplne materiatu. Dla zadanego wspétczynnika przewodzenia ciepta mate-
riatu wyznaczono wspotczynnik przejmowania ciepta miedzy elementami dyskret-
nymi. Stwierdzonoze oszacowanie wspétczynnika przejmowania ciepta dla regu-
larnych konfiguracji elementéw dyskretnych stanowi dobre przgbiie dla nieregu-
larnych konfiguracji elementéw dyskretnych. Rozwinigte w niniejszym rozdziale sfor-
mutowanie elementéw dyskretnych dla zagadrpezeptywu ciepta, w dalszej czei
pracy zostanie wykorzystane w modelowaniu sporgich zagadnie termomecha-
nicznych za pomoca metody elementéw dyskretnych.



16. Termomechaniczna analiza proceséw
urabiania skat

Wstep

Procesy urabiania i skrawania skatma rozpatrywa jako sprzgone zagadnienie ter-
momechaniczne, w ktérym procesom mechanicznym towarzysza efekty cieplne, a zja-
wiska termiczne maja wptyw na wiassa i procesy mechaniczne. W niniejszym roz-
dziale metoda elementéw dyskretnych zostanie zastosowana do numerycznego mode-
lowania zagadnienia termomechanicznego. Do rozwijanego algorytmu zostanie wpro-
wadzono maliwost analizy sprzeonej taczacej algorytm analizy dynamicznej przed-
stawiony w rozdziatach 7 i 14 z algorytmem analizy termicznej przedstawionym w
rozdziale 15.

Termomechaniczna analiza procesu urabiania skat w dalsAgjicrRiejszej pracy
umazliwi uwzglednienie temperatury jako istotnego czynnika wptywajacego ng-zu
cie narzedzi urabiajacych.

16.1 Efekty cieplne w skrawaniu skat

W skrawaniu skat wystepuja istotne dla wytrzyn&doi trwatosci narzedzi efekty
cieplne. W trakcie skrawania, na skutek ciepta generowanego przy tarciu narzedzia
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Rys. 16.1. Przebiegi czasowe temperatury na ostrza skrawajacego: a) typowy przebieg
czasowy temperatur dla ciagtego urabiania skat [174], b) typowy przebieg czasowy temperatur
dla cyklicznego strugania skat — wptyw predkiskrawania na temperature ostrza [133].

270
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skrawajacego o skate, nastepuje znaczny wzrost temperatury ostrza [132, 133, 207].
W typowym przebiegu czasowym temperatury na ostrzan(oys. 16.1a) nuna wy-

réznic poczatkowy okres wzrostu temperatury, w ktérym ciepto pochtaniane przez
narzedzie jest wigksze od ciepta odprowadzanegajoaosiagniecia pewnej tempe-
ratury, w przyblzeniu ustalonej, w ktérym proces absorpcji ciepta jest w réwnowa-
dze z procesem odprowadzania ciepta na skutek przewodzenia i wymiany z otocze-
niem [174]. W skrawaniu cyklicznym przebieg czasowy temperatury charakteryzuje
sie oscylacjami. Typowe przebiegi czasowe temperatury na ostzaipray skrawa-

niu cyklicznym pokazano na rys. 16.1b. Wzrost temperatury narzedzia skrawajacego
zalezy od r&nych czynnikéw, takich jak wiassoi termiczne materiatu narzedzia i
skaty, parametry procesu skrawania, w tym prédkaity skrawania, wymiana ciepta

z otoczeniem, naturalna, jak réwmigvymuszona przez zastosowanie dodatkowego
chtodzenia. Zalenost temperatury od predkei skrawania pokazano na rys. 16.1b.
Wraz ze wzrostem predkoi skrawania zwieksza sie przyrost temperatury [133, 174].

16.2 Termomechaniczny model skrawania skat

Termomechaniczny model skrawania skat jest pokazany sdiernée na rys. 16.2 z
rozdzieleniem zjawisk opisywanych w sformutowaniu problemu mechanicznego oraz
uwzglednianych w zagadnieniu termicznym. Zagadnienie mechaniczne i zagadnienie
termiczne sprzgone sa poprzez zjawisko generacji ciepta. Ciepto generowane na sku-
tek tarcia narzedzia o skate jest wyznaczane w rozwiazaniu problemu mechanicznego
i traktowane jako zrédto ciepta w zagadnieniu termicznym.

war. brzeg. absorpcyjne

war. brzeg
absorpcyjne

war. brzeg. absorpcyjne

a) b)

Rys. 16.2. Termomechaniczny model skrawania skat: a) schemat problemu mechanicznego,
b) schemat problemu termicznego.
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Generowane ciepto jest absorbowane i przewodzone przez narzedzie i skate. Prze-
bieg zjawisk cieplnych zaly od wtasn&ci termicznych materiatu narzedzia i skaty.

W modelu problemu termicznego dla procesu skrawania ciat uwzgledniona zosta-
nie réwnieg wymiana ciepta z otoczeniem oraz wymiana ciepta w kontakcie miedzy
ostrzem skrawajacym i skata.

Sprzgenie w rozpatrywanym zagadnieniu termomechanicznym jest dwustronne —
rozwiazanie zagadnienia termicznego ma wplyw na proces mechaniczny. Pod wptly-
wem temperatury zmieniaja sie wtaseo mechaniczne materiatu narzedzia oraz po-
wstaja odksztatcenia i nagnia spowodowane rozszerzanm cieplna.

Model numeryczny skrawania skat jako zagadnienia termomechanicznego zostanie
stworzony w oparciu o przedstawione we wezejszych rozdziatach sformutowa-
nie metody elementéw dyskretnych. W analizie zagadnienia mechanicznegy nale
uwzglednt dodatkowo generacje ciepta w zagadnieniu kontaktowym. Zagadnienie
termiczne w ujeciu modelowania dyskretnego jest opisane za pomoca réwnania prze-
ptywu ciepta przedstawionego w rozdziale 15.

16.3 Model kontaktu termomechanicznego

Rys. 16.3. Kontakt termomechaniczny miedzy dwoma elementami dyskretnymi: a) schemat
problemu mechanicznego, b) schemat problemu termicznego.

Model kontaktu w zagadnieniu termomechanicznym uwzgbedwidziatywanie
mechaniczne miedzy kontaktujacymi sie obiektami, generacje ciepta na skutek tarcia
oraz wymiane ciepta na skutekariicy temperatur migdzy powierzchniami stykaja-
cych sie ciat. Oddziatlywanie mechaniczne jest opisane w podrozdziale 7.3. Dysypacja
energii na skutek tarcia jest olglena réwnaniem

D= Fol, (16.1)

gdzie Fs jest sita tarcia, a! nieodwracalna cAgia wzglednej predkeci pdlizgu.
Ciepto przejete przez kontaktujace sie ciata jesbcigedysypowanej energii

Q¥"=xD, gdzie x<1. (16.2)
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Strumien cieptaQ9%" generowany wskutek tarcia jest pochtoniety przez kontaktij
sie ciata:

Q%"= Q"+ QI (16.3)

gdzieQ}*"i Q9" sa to strumienie ciepta pochtonigte przez poszczegolie Gadziat
strumieniaQ%"na strumienie?*"i Q3°" mozna zapisawprowadzajac wspotczynnik
podziatu cieptax

le]en: aQoen, Qgen: (1— a)Qoen, (16.4)

Wspodtczynnik podziatu cieptar okresla sie zazwyczaj przyjmujac waruneke w
obszarze rzeczywistego kontaktu (styku) dwdéch ciat temperatura na obu stykajacych
sie powierzchniach powinna byjednakowa [4, 78]. Doktadne rozwiazanie tak po-
stawionego problemu dla pary ciat poruszajacych sie wzgledem siebie prowadzi do
rozbudowanego wyeenia na wspoétczynnik podziatu ciepta [4]. Pokazuje areopo-

dziat generowanego ciepta zajeod r&nicy aktywndci cieplnej (efuzyjnéci ciepl-

nej) obydwu materiatove:

£=+/PCA, (16.5)

gdzie: p — gest&C masyc — ciepto widciwe,A —wspotczynnik przewodnictwa ciepl-
nego. Efuzyjné&t cieplna zwana réwnieinercja cieplna jest parametrem charaktery-
zujacym odpowiedz (op6r) materiatu na wprowadzone zaburzenie (zrédio ciepta) do
uktadu cieplnego.

W zastosowaniach praktycznych ema przyj& uproszczone zakenie,ze podziat
ciepta generowanego wskutek tarcia jest proporcjonalny do efuasijimeplnej kon-
taktujacych sie ciat:

A _ & _ P1C1A1 (16.6)
R & P2C2A2 '

Wykorzystujac wyraenie (16.6) z rowna(16.4) i (16.3) otrzymuje sie wyzanie na
wspotczynnik podziatu ciepta [191]

(16.7)

1
o= .
14 \/p2C2A2/p1C1As

W modelu numerycznym niespetnione jest zaoie o réwnéci temperatur w
miejscu styku dwoch ciat. Pomiedzy kontaktujacymi sie ciatami nastepuje przeptyw
ciepta proporcjonalny do ahicy temperatur, ok&ony réwnaniem (16.8).
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Strumienie wymiany ciepta w kontakcie z innym ciatem dtaesie za pomoca
réwnania

QCOI’]I — _Ahcont(el _ 9(:) , (168)

gdzie: h®" — wspotczynnik wymiany ciepta w kontakci@¢ — temperatura kontaktu-
jacego sie ciata w miejscu styki-zym elementemA — powierzchnia wymiany ciepta
z otoczeniem zwiazanaiztym elementem (cZ& powierzchni ciata proporcjonalna
do rozmiarui-tego elementu). Fizyczne uzasadnienie zahego skoku temperatury
w warstwie kontaktowej podano w podrozdziale 15.3.

16.4 Ro6wnania metody elementdéw dyskretnych dla sprzenego
zagadnienia termomechanicznego

Réwnania ruchu uktadu elementéw dyskretnych (7.23) i (7.@#e&one z rowna-
niem przewodnictwa cieplnego dla modelu dyskretnego (15.3)

Mf =R, (16.9)
=T, (16.10)
CO =0, (16.11)

wraz z odpowiednimi warunkami poczatkowymi i brzegowymi stanowia uktad réwna
opisujacych zagadnienia termomechaniczne w ujeciu metody elementéw dyskretnych.
Réwnania (16.9)—(16.10) sa spzppe z rownaniami (16.11) poprzez uwzglednienie
nastepujacych efektéw sprzegajacych:

e generacja ciepfa na skutek tarcia w kontakcie miedzy elementami dyskretnymi,

e dylatacja cieplna i wywotane nia nagemnia.
16.5 Catkowanie rowna ruchu dla zagadnienia sprzgonego
Uktad réwnan (16.9)—(16.11) opisujacy zagadnienie termomechaniczne jest rozwiazy-
wany poprzez naprzemiennang. staggered) catkowanie w czasie. Rozwiazanie dla

n-tego kroku catkowania odbywa sie w nastepujacy sposob:

() réwnania ruchu (16.9) i (16.10) sa catkowane w czasie za pomoca jawnego sche-
matu r&nic centralnych danego réwnaniami (7.59)—(7.66) przy zaia stalej
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temperatury; w rozwiazaniu problemu mechanicznego uwzglednione sa dodat-
kowe oddziatywania miedzy czastkami wynikajace z rozszer&airmeplnej oraz
obliczany jest strumigciepta, generowanego na skutek tarcia w kontakcie, wedtug
réwnania (16.2).

(i) Rownanie przeptywu ciepta (16.11) jest catkowane za pomoca jawnej metody Eu-
lera wyraonej przez réwnanie (15.16); problem termiczny jest rozwiazywany dla
niezmiennej konfiguracji gemetrycznej modelu; strumigepta generowanego na
skutek tarcia obliczony w etapie (i) jest uwzgledniony jako jedno ze zrédet ciepta;
temperatura czastek wyznaczona w rozwiazaniu zagadnienia cieplnego jest z kolei
przekazana do rozwiazania zagadnienia mechanicznego w nastepnym kroku.

Schemat catkowania zagadnienia termomechanicznego jest warunkowo stabilny.
Krok catkowania jest ograniczony krokiem krytycznykh,:

Ater = min(AtTech Aplerm) (16.12)

gdzie AtTeeh jest krokiem krytycznym dla rozwiazania zagadnienia meiczaego
okreslonym réwnaniem (2.61), Ate™ jest krokiem krytycznym dla rozwiazania za-
gadnienia przeptywu ciepta okstonym réwnaniem (15.18).

16.6 Termomechaniczna analiza urabiania skaty przy pogtebniu

Proces skrawania skaly pojedynczym ostrzem gtowicy urabéjpogtebiarki zdefi-
niowany w rozdziale 14.8 zostat rozpatrzony jako proces termomechaniczny. Zasto-
sowano taki sam jak poprzednio model geometryczny wraz z przyjetymi uprzednio
parametrami definiujacymi wtasgo mechaniczne. W analizie badano przebieg kilku
cykli sktadajacych sie z dwéch etapow, skrawania oraz fazy swobodnego ruchu narze-
dzia w wodzie. Dla etapu skrawania prowadzono analize termomechaniczna badano
mechaniczne zniszczenie skaly oraz generacje i przeptyw ciepta w ukladzie sktada-
jacym sie ze skaty i narzedzia zanurzonych w wodzie, dziatajacej jakanlek chto-
dzacy. Dla etapu swobodnego ruchu narzedzia prowadzono analize termiczna w celu
wyznaczenia zmian temperatury narzedzia chtodzonego woda.

Wyniki analizy sa pokazane na rys. 16.4-16.6. Rysunek 16.4 przedstawia ostrze
noza w trakcie skrawania wraz z rozktadem temperatury. Wikdiszczenie typowe
dla kruchej skaty podobne do przedstawianego wuigg w rozdziale 14.8. Na rys.
16.4 zaprezentowano réwaievzrost temperatury narzedzia. Nagsya temperatura
wystepuje na powierzchni ostrza w miejscu, gdzie sa najwigksze naciski przy krusze-
niu skaly. Rozktad temperatury narzedzia skrawajacego w fazie swobodnego ruchu
pokazany jest narys. 16.5. Zmiany w rozkladzie temperatury w tej fazie sa wywotane
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chtodzeniem woda i rozptywem ciepta w narzedziu. Rysunek 16.6 pokazuje cykliczne
Zmiany temperatury na ostrzu, charakteryzujace sie wzrostem temperatury w trakcie
skrawania oraz spadkiem temperatury w czasie ruchu swobodnego przy chtodzeniu
woda. Charakter uzyskanych w analizie zmian temperatury jest zgodny z przebiegiem
czasowym temperatury w ostrzu w rzeczywistym procesie urabiania, przedstawionym
narys. 16.1. Rysunek 16.6 pokazuje zmiany temperatury w trakcie poczatkowych
cykli. Maksymalne temperatury w poszczegoinych cyklach rosna. W analizowanym
czasie nie osiagnieto jeszcze stanu quasi-stacjonarnego, w kté§endlepta gene-
rowanego i odprowadzanego w czasie jednego cyklu rownawee. Wymagatoby to
wydtuzenia analizowanego przedziatu czasu.

a)t=0.01s b)t=0.2s

c)t=0.47s d)t=0.57s

Rys. 16.4. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy urabia-
jacej pogtebiarki — rozktad temperatury wzrdych chwilach pierwszego cyklu skrawania.
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a)t=0.63s b)t=0.93s

c)t=1.23s dt=1.83s

Rys. 16.5. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy urabia-
jacej pogtebiarki — rozktad temperatury wzrtych chwilach chtodzenia po pierwszym przej-
§ciu ostrza.
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Rys. 16.6. Termomechaniczna analiza skrawania skaty pojedynczym ostrzem gtowicy urabia-
jacej pogtebiarki—zmiana temperatury narzedzia w czasie trzech cykli skrawania i chtodzienia.
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Podsumowanie

Metode elementéw dyskretnych wykorzystano do modelowapiaggonego pro-
blemu termomechanicznego. Algorytm analizy termomechanicznej oparty zostat na
sprzgeniu wczéniej rozwinietych modeli dyskretnych dla problemu mechanicznego
oraz problemu termicznego. Rozwiazanie sparego uktadu réwnfajest zrealizo-
wane za pomoca haprzemiennego schematu catkowania ndwelau i réwania prze-
wodnictwa ciepta.

Opracowany algorytm zostat zastosowany do symulacji problemu skrawania skat
jako zagadnienia termomechanicznego. Przeprowadzono symulacije kilku cykli skra-
wania skaly pojedynczym ostrzem pogtebiarki. Zdg cykl sktadat sie z etapu skra-
wania i ruchu swobodnego narzedzia. W trakcie calego cyklu narzedzie byto poddane
chtodzeniu woda. Uzyskana zmiana temperatury zgadza sie z przebiegiem czasowym
temperatury narzedzia skrawajacego w cyklicznym skrawaniu skaty. Uwzglednienie
efektéw cieplnych w procesie skrawania stwarzalimemst doktadniejsze modelowa-
nie zwycia narzedzia skrawajacego.



17. Modelowanie i symulacja zaycia narzedzi do
urabiania skat

Wstep

W niniejszym rozdziale rozpatruje siezeie Scierne narzedzi do urabiania skat. Zu-
zycie jest to proces stopniowego ubytku materiatu z warstw wierzchnich ciata statego
pod wptywem ranorodnych czynnikéw. Zmiana ksztattu narzedzia na skutek ubytku
materiatu z powierzchni wptywa negatywnie na efekty@mproceséw urabiania skat.

W niniejszym rozdziale rozpatruje sie zcie narzedzi jako jeden z efektéw
uwzglednianych w symulacji skrawania (urabiania) skal. Celem jest prognozowa-
nie intensywnéci oraz formy zmiany geometrii narzedzi. Przedstawione we wcze-
Sniejszych rozdziatach sformutowanie metody elementéw dyskretnych zostato wzbo-
gacone o model zaycia. Zwycie scierne rozpatruje sie jako jeden z efektéw towa-
rzyszacych tarciu miedzy narzedziem a urabiana skatazraale duzym stopniu od
efektow termicznych. Wzrost temperatury narzedzia wskutek absorpcji generowanego
przez tarcie ciepta prowadzi do przyspieszonego ubytku masy narzedzia. Zastosowa-
nie termomechanicznego sformutowania metody elementéw dyskretnychliwmao
uwzglednienie efektéw termicznych w modelowanizycia.

17.1 Podstawowe informacje o zzyciu

Ze wzgledu na mechanizm zycia mazna wyr&nic nastepujace grupy procesow zu-
zycia: zwzycie Scierne (abrazyjne), zycie adhezyjne, zycie zmeczeniowe, zycie
chemiczne i elektrochemiczne (korozyjne)zycie kawitacyjne oraz inne rodzaje zu-
zycia [86].

Zuzycie Scierne (abrazyjne) wystepuje w obszarze tarcia miedzy dwoma ciatami
pod wptywem wystajacych nieréwioi powierzchni tracej twardszego materiatu lub
znajdujacych sie w obszarze tarcia luznych lub utwierdzonych czdstiekniwa.
W5réd mechanizméw ayciasciernego mena wyr@nic m.in. mikroskrawanie, bruz-
dowanie, odrywanie nieréwisai, rysowanie.

Zuzycie adhezyjne jest zwiazane z adhezja powierzchni tracych, wystepuje w mi-
kroobszarach plastycznego odksztatcenia warstwy wierzchniej, a zwtaszczanajwy
szych wierzchotkdéw chropowatoi. Powstaja wéwczas lokalne potaczenia adhezyjne
tracych powierzchni. Zzycie nastepuje przy niszczeniu tych potatdedéremu towa-
rzyszy odrywanie czastek materiatu.

279
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Zuzycie zmeczeniowe jest rodzajemzygia, w ktérym miejscowa utrata spéjno-
§ci i zwiazane z nia ubytki materiatu sa spowodowane zmeczeniem materiatu w wy-
niku cyklicznego oddziatywania napeh kontaktowych w warstwach wierzchnich
kontaktujacych sie elementéw. Zmeczeniowe mikropekniecia powierzchniowe prze-
chodza nastepnie w makropekniecia, a viaémvym efekcie nastepuje odrywanie od
powierzchni kawatkéw metalu. Szczegdblnymi rodzajamiyamia zmeczeniowego sa
zwzycie przez tuszczenialg. spalling) oraz gruzetkoweag. pitting).

Zuzycie chemiczne wystepuje wskutek reakcji chemicznych zachodzacych miedzy
wspotpracujacymi materiatami lub wskutek reakcji (np. utleniania) migdzywa-
nym materialem a otoczeniem, w ktorym zachodzi proces tarcia.

Procesy zmycia sa bardzo skomplikowane, zzeod wielu czynnikéw, czesto
mamy do czynienia z jednoczesnym wystepowaniezmyéh mechanizméw zycia.

17.2 Zuzycie narzedzi do urabiania skat

W trakcie pracy narzedzia do urabiania skat i gruntéw ukegagsami bardzo szyb-
kiemu zwyciu. Rysunek rys. 17.1 przedstawia przyktadowe narzedzia, zeby zrywaka
i noze gtowicy urabiajacej pogtebiarki — nowe oraz w zaawansowanym stadizya zu
cia. Zwzycie narzedzi ma bardzo niekorzystny wptyw na efektySgnarocesu urabia-

nia [178, 179].

Rozwaajac zzywanie sie narzedzi do urabiania skat rozpatruje sie system trybo-
logiczny sktadajacy sie z narzedzia urabiajacego (skrawajacego) oraz skaly zwieziej
lub luznej. Miedzy skata zwigzta a narzedziem dodatkowo moga wystgposkamki
skruszonej skaty. W takim systemie moga wystepow@ne mechanizmy zycia.

W procesie urabiania nzemy mi€ do czynienia z obcimeniem uderzeniowym na-
rzedzia prowadzacym do zycia zmeczeniowego. W oddziatywaniu narzedzi i skaty
wystepuje intensywne tarcie, ktére meopowodowa zuzycie Scierne lub adhezyjne.

a) b) c)
Rys. 17.1. Zaycie narzedzi do urabiania skat: a) zrywak z nowym zebem, b) zeby zrywaka o
réznej postaci zeycia, ¢) nowy i zayte naze gtowicy urabiajacej pogtebiarki.
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Zuzycie scierne wystepuje zwtaszcza gdy skata charakteryzuje sig tivardécia
oraz duza zawartécia kwarcu (dwutlenku krzemu Sp Przy duzych sitach tarcia
ciepto generowane nze spowodowa dwzy wzrost temperatury narzedzia, nawet do
ok. 550-800C [286]. Przy tak wysokich temperaturach neavystapt duzy spadek
twarddsci narzedzia i zwigkszone zycie o charakterze zycia adhezyjnego.

Na zwzywanie sie narzedzi w procesach urabiania/skrawania skat ma wptyw wiele
czynnikéw, do najwaniejszych mana zaliczg [286]:

1. Wilasné&ci skat

wiasndci mechaniczne (wytrzymado, twardac, odporn&t na pekanie),
wilasndci Scierne,

struktura, nieciagfeci, ksztatt ziaren,

wlasndci termiczne.

2. Charakterystyka narzedzi

wiasndci mechaniczne narzedzi (wytrzymadptwardée),
zalezncst wtasn&ci mechanicznych od temperatury,
wilasndci termiczne,

e geometria narzedzia.

3. Parametry procesu urabiania/skrawania

e ustawienie narzedzi wzgledem skaty (gtebsikekrawania, katy przykenia i
ataku),

e predkdt ruchu narzedzia (skrawania),
e sity skrawania,
e generacja ciepta, chtodzenie.

Jednym z waniejszych czynnikéw wptywajacych nazycie jest stosunek twardo-
Sci narzedzia i skaly. W celu zmniejszeniazycia, narzedzia do urabiania wykonuje
sie z materiatéw o niwie duzej tward&ci. W wielu przypadkach sa to specjalne
gatunki stali. Czesto stalowe narzedzia posiadaja ostrza w postaci wkladek z tward-
szych materiatow, takich jak wegliki spiekane lub diament [30]. Narzedzia wykonane
z takich materiatéw charakteryzuja sie wieksza odpscimna zaycie i wieksza efek-
tywnoscia — pozwalaja na stosowanie zggych parametréw procesu urabiania, np.
wyzszych predksci skrawania skaty. Materiaty o wysokiej twagd charakteryzuja
sie zazwyczaj wieksza kruchoia. Dodatkowa wada specjalnych materiatéw jest ich
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wysoka cena zwigkszajaca koszt narzedzia. W praktyce stosowanie specjalnych mate-
riatdbw w konstrukcji tych narzedzi ogranicza sie do urabiania skatzejduvard@ci
i wysokiej abrazyjnéci lub do zastosowawymagajacych bardzo dej efektywngci
urabiania.

Zuzycie narzedzi urabiajacych przejawia sie czesto znacznymi zmianami ksztattu.
Zmiana ksztattu zaley od warunkéw urabiania/skrawania. @& formy zaycia
ostrza klinowego nza urabiajacego pokazano na rys. 17.2 [133]. Koncentracja zu-
zycia mae nastepow@na powierzchni przyteenia (rys. 17.2a), powierzchni natarcia
(rys. 17.2b,c) lub facznie na powierzchni natarcia i przginia (rys. 17.2d). Opisane

Rys. 17.2. Formy zzycia ostrza klinowego [133].

formy zmiany ksztattu mzna zaobserwow@na rzeczywistych narzedziach przedsta-
wionych na rys. 17.1b i c. W przypadku zeba zrywaka przedstawionego po lewej
stronie na rys. 17.1b zycie wystepuje tacznie na powierzchni natarcia i przgto

nia, natomiast w przypadku zeba po prawej stronie rys. 17.1b oraz w przypagku no
gtowicy urabiajacej pogtebiarki na rys. 17.1czygie nastepuje na powierzchni przy-
lozenia.

Zuzycie powierzchni przylpenia wraz z zaokragleniem krawedzi skrawajacej jest
dominujace w procesie skrawania skat kruchych [133]. Ma to zwiazek z mechani-
zmem formowania wiéra, ktéry ma charakter odrywany, odpryskowy. W efekcie po-
wierzchnia natarcia ostrza jest jedynie cyklicznie poddawana pftig, natomiast
na powierzchni przytpenia wystepuije ciagly proces tarcia ostrza o powierzchnie ob-
robiona skaty w obecrszi dwzych naciskéw powierzchniowych na skutek sqyrgo-
wania powrotnego obrobionej powierzchni. W przypadku skrawania skat podatnych
lub urabiania gruntéw e wystepowa w sposéb dominujacy zycie powierzchni
natarcia [178].
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17.3 Kinetyka zwzycia

Zuzycie jest bardzo zimnym procesem fizycznym, co powodujg prognozowanie
intensywn@ci zwywania jest zagadnieniem trudnym. Jako miare prédknlzycia
przyjmuje sie zazwyczaj pred&p ubytku masy lub obje&zi. Réwnania opisujace
kinetyke zwrycia mana podzielt na dwie grupy: réwnania teoretyczne i réwnania
empiryczne [187, 269, 109, 233].

Roéwnania empiryczne stanowia formuty analityczne opisujace wynikifbada
Swiadczalnych. Opisuja one predkazycia z dobra doktadrszia w zakresie warun-
kow odpowiadajacych opisywanym &lwiadczeniom. Zakres stosowania tych formut
jest jednak najcZAeiej ograniczony do konkretnych materiatéw i addmmych warun-
koéw wspétpracy [187, 269].

Réwnania teoretyczne wykorzystuja podstawy zjawisk fizycznych zachodzacych
przy zwzyciu. Podstawa wielu modeli teoretycznychzycia sa modele budowane
w ramach mechaniki kontaktu [8, 273, 193], mechaniki zniszczenia [274, 116], jak
réwniez w oparciu o0 modele zjawisk na poziomie atomowym [309].

Réwnania teoretyczne opisujacezgaie maja czesto postaozbudowanych funk-
cji o wielu parametrach. Prostota i stosunkowo dobra dokisdmoszerokim zakre-
sie mechanizméw zycia jest zaleta fenomenologicznej formuty Archarda [8]. Mo-
del zwzycia Archarda zaktadae predk&c zuzycia mierzonego jako grubo warstwy
usunietego materialw jest proporcjonalna do naciskow normalnygloraz predkéci
paoslizgu vs i odwrotnie proporcjonalna do twarélo zuzywanej powierzchni

. ths
— ks 17.1
W=k, (17.1)

gdzieH jest pewna miara twardai (w jednostkach énienia), ak jest wyznaczana
doswiadczalnie bezwymiarowa statazyeia. Réwnanie Archarda zostato wyprowa-
dzone poczatkowo dla zycia adhezyjnego [8], niemniej jednak podobne réwnanie

maozna zastosowado opisu zaycia sciernego [233]. Wprowadzajac do réwnania
(17.1) pewien model tarcia, np. model Coulomba

ts = Uy, (17.2)

gdzie 1 jest wspotczynnikiem tarcia, predso zuzywania mana uzalenic od mocy

dysypacji sit tarcieD:
s k tsVs . _D
W= IH kH , (17.3)

gdzieD = tvs orazk = k/pu.
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Predk&t zwzycia zaley w duzym stopniu od temperatury — w wysokiej tempe-
raturze nastepuje spadek twasdbmateriatu prowadzacy do zwiekszonegayatia.
Whplyw temperatury na predkod zuzycia mae by uwzgledniony przez prosta adap-
tacje réwnania Archarda (17.1). Podobnie jak w [191, 134}naouwzgledri zmiane
twarddsci H wraz ze wzrostem temperatuéy

H=H(8). (17.4)

Uwzgledniajac zalenct (17.4) w réwnaniu (17.1) otrzymuije sie

= kH(B) , (17.5)
a na podstawie réwma(17.4) i (17.3) mamy
s T tSVS _ T D
W= kH(e) = k—H(e) : (17.6)

W [191] zaleenast (17.4) traktowana jest nie tylko jako funkcja o&l@aca zmiane
twarddsci, ale jako wspoétczynnik charakteryzujacy prestkoraz mechanizm ay-
cia. FunkcjaH = H(6) jest skalowana tak by uzyskagodn&t predkéci zwzycia z
danymi déwiadczalnymi uzyskanymi dlazaych temperatur.

17.4 Algorytm numeryczny analizy zwzycia

Celem opracowywanego algorytmu numerycznego jest badaeiesywnéci zuzy-

cia oraz ewolucji ksztattu wskutek zycia narzedzi do urabiania skat. W analizie
numerycznej zeycie jest zazwyczaj traktowane jako rozszerzenie sformutowania za-
gadnienia kontaktowego przez uwzglednienie kumulagjiyzia na wspétpracujacych

w kontakcie powierzchniach [191, 135, 143]. Zazwyczaj jako metoda numeryczna
stosowana jest metoda elementéwiskaonych [191, 135, 143], ale w analiziezzu

cia z powodzeniem stosowane sa modele dyskretne, oparte np. na metodach dynamiki
molekularnej [309], jak rownizwykorzystujace metode elementéw dyskretnych [77].
Metody dyskretne wprowadzaja nowe mtivoSci w symulacji ubytku masy spowo-
dowanego zmyciem.

W niniejszej pracy przedmiotem modelowania jest proceyaa narzedzi do ura-
biania/skrawania skat. Badany system sktada sie z narzedzia oraz ze zwigztej lub luz-
nej skaty. W poprzednich rozdziatach zostato przedstawione modelowanie urabiania
skat przy zastosowaniu metody elementéw dyskretnych lub zintegrowanej metody ele-
mentéw dyskretnych i skwzonych. W modelowaniu zycia, podobnie jak poprzed-
nio, skata bedzie modelowana za pomoca metody elementéw dyskretnych z uwzgled-
nieniem sit kohezji dla skat zwieztych i bez uwzglednienia kohezji dla skat luznych.
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Narzedzie mpe byc traktowane jako ciato odksztatcalne lub jako ciato sztywne mo-
delowane elementami skozonymi lub elementami dyskretnymi. Gtéwnym mode-
lowanym zjawiskiem bedzie wzajemne oddziatywanie narzedzia i skaty prowadzace z
jednej strony do zniszczenia skaly a z drugiej strony wywotujazgwenie narzedzia.

W modelu, w zalendsci od potrzeb, mzna uwzgledri efekty cieplne, takie jak gene-
racja ciepta wskutek tarcia, przewodzenie ciepta przez materiat narzedzia i skaty oraz
wymiana ciepta z otoczeniem. Analiza termiczna bedzie prowadzona w przypadku
wystepowania wysokich temperatur mogacychawigtyw na intensywnst zwzycia.

Zuzycie w modelu jest uwzglednione poprzez obliczanie skumulowanenaizu
na powierzchni narzedzia wedtug réwnania

W= /v‘vdt. (17.7)

Catkowanie w czasie dane réwnaniem (17.7) jest wprowadzone do modelu oddziaty-
wania kontaktowego miedzy narzedziem a skata. Prgdkazyciaw jest obliczana
wedtug rowna (17.1) lub (17.5).

Zuzycie ma wptyw na przebieg zjawisk mechanicznych i termicznych, zmieniona
geometria narzedzia zmienia warunki odspajania wiora, ktéremu towarzyszy wigksze
tarcie, powodujace zwiekszone nagrzewanie narzedzia [207].

W analizie zazycia wystepuja zjawiska zachodzace w czasieznadpredkécia.
Mozna wyré&nic trzy skale czasu dla zjawisk mechanicznych, dla zjawisk cieplnych
(na proces wzrostu temperatury reoprzypada wiele cykli procesu mechanicznego)
oraz dla zjawisk zmycia ktére zachodza w diszym czasie zipojedyncze cykle skra-
wania lub czas osiagniecia ustalonego rozktadu temperatur. Analiyaiauv czasie
rzeczywistym bytaby nienmiwa, dlatego w analizie zostanie wprowadzone skalowa-
nie majace na celu algorytmiczne ,przyspieszenie” procegycial.

Rozktad skumulowanego zucia na powierzchni stanowi informacje o ewolucji
ksztaltu narzedzia. W implementowanym algorytmie ewolucja ksztaltu narzedzia
nastepuje automatycznie. Elementy dyskretne (czastki materialu) sa usuwane z po-
wierzchni narzedzia @i skumulowane zzycie dla danej czastki przekracza §egd-
nice. Czastki sa usuwane w dowolnym momencie — zmiana ksztaltu narzedzia naste-
puje w sposOb stopniowy w trakcie catej symulacji. Dla uzyskania zmiany ksztattu,
odpowiadajacej rzeczywistym stopniomzygia narzedzi do urabiania, naleprze-
prowadz€ symulacije wielu cykli pracy.

Implementowany algorytm analizy zycia ma maliwost uwzglednienia wptywu
temperatury na predko zuzycia. Ciepto generowane wskutek tarcia jest obliczane w
trakcie rozwiazania problemu mechanicznego. Z rozwiazaniem problemu mechanicz-
nego jest sprzmna analiza termiczna procesu absorpcji i przewodzenia ciepta przez
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narzedzie i skate. W wyniku otrzymuje sie rozktad temperatur w narzedziu i skale.
Temperatura wptywa na twardonarzedzia zgodnie z rbwnaniem (17.4), a w dalszej
kolejnasci na predkst zuzycia zgodnie z réwnaniem (17.5). Sliezuzycie nastepuje

w ustalonych warunkach pracy przy niewiele zmieniajacej sie temperaturzaamo
przyjat réwnanie na predi zwzycia (17.1) ze stata twardoia.

17.5 Wyznaczanie parametrow modelu zeycia

Okredenie ilosciowe zizycia wedtug réwnania (17.1) lub (17.5) wymaga znajémio
parametrow modelu, tzn. wspoétczynnikazyuaia k oraz zalenej od temperatury
twarddsciH = H(6).

W prezentowanym w niniejszym rozdziale przyktadzie numerycznym jest analizo-
wane zuycie na@a gtowicy urabiajacej pogtebiarki. Twarsiomateriatu naa wedtug
informacji dostarczonej przez producenta narzedzia podana jest w tabeli 17.1 w skali
Brinella. Mazna zaobserwowvia ze tward&t badanej stali zmniejsza sie znacznie w
temperaturach powgj 300C.

Tabela 17.1. Zalencst twarddsci Brinella od temperatury

Temperatura| 0°C | 200°C | 300°C | 400°C | 500°C | 600°C
HB (N/mn¥) | 515 | 509 498 457 375 247

Wspodtczynnik zaycia k charakteryzuje wiasrsei Scierne (odporn& na zwzycie)
pary wspotpracujacych materiatéw. Zayeon od bardzo wielu czynnikéw charaktery-
zujacych oba materiaty. Nie ma mwvosci okreslenia prostej zafnasci wspotczyn-
nikak od tych czynnikéw, dlatego jedynym sposobem jego wyznaczenia sa odpowied-
nie badania dewiadczalne.

Typowa metoda dewiadczalna do pomiaru wspétczynnikazyuia jest badanie
za pomoca urzadzenia typu ,trzpi@a tarczy” @ng. pin-on-disk). W badaniu tym
mierzy sie zaycie trzpienia (prébki) z badanego materiatu wskutek wspotpracy z ob-
racajaca sie tarcza (przeciwprébka) z matergierajacego. Wspoétczynnik zycia
dla badanego materiatu @ glowicy urabiajacej pogtebiarki zostat wyznaczony na
stanowisku badawczym, w ktérym role trzpienia spetniat sam adlok skalny spet-
niat role przeciwprébki (rys. 17.3). Badania wykonane byly w laboratorium ZFS w
Stuttgarcie. Tarcie rm o skate nastepowato przy posuwisto-zwrotnym ruchzano
wzgledem nieruchomego bloku skalnego. W probie rejestrowane byly sity dziatajace
na n@, temperatura oraz mierzone byly zmiany geometrii. W wyniku badania oszaco-
wano wielk&t wspoétczynnika zaycia na@ak we wspotpracy z badanym piaskowcem
jako zawarty w przedziale 0.005-0.01.
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Rys. 17.3. Stanowisko do laboratoryjnych badalpornéci na zaycie w ZFS (Zentrum
Fertigungstechnik Stuttgart).

17.6 Termomechaniczna analiza urabiania skaty przy pogtebianiu
z uwzglednieniem zaycia

Model urabiania skat za pomoca pojedynczego ostrza gtowialiajacej pogte-
biarki, wykorzystywany w rozdziatach 14.8 i 16.6, zostanie obecnie rozszerzony o
uwzglednienie zeycia narzedzi. Zastosowano ten sam model skaty jak poprzednio,
sztywne narzedzie jest modelowane za pomoca 9400 elementéw dyskretnych o réw-
nym promieniu 0.7 mm. Parametry oddziatywania kontaktowego miedzy narzedziem
a skala przyjeto jak w rozdziatach 14.8 i 16.6. Dodatkowo przyjeto wspotczynnik zu-
zycia wedtug badaopisanych w rozdziale 17.3 oraz zai@ od temperatury twardo
wedtug tabeli 17.1. Zzycie zostato algorytmicznie przeskalowane 20000 razy. Przy-
jeto podobne jak poprzednio parametry modelu termicznego oraz parametry procesu
skrawania.

Proces skrawania byt analizowany jako proces termomechaniczny,sei cxglu
w fazie skrawania narzedzie bylo nagrzewane, a w nastepnggicag fazie swo-
bodnego ruchu w wodzie, narzedzie byto chtodzone przez oddawanie ciepta wodzie.
Chtodzenie woda odbywato sie réwmier trakcie skrawania.
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a)t=0.01s b)t=0.2s

c)t=04s dt=0.65s
Rys. 17.4. Termomechaniczna analiza urabiania skaly przy pogtebianiu z uwzglednieniem
Zuzycia — posta zniszczenia skaty.

a)t=0.01s b)t=0.2s

c)t=04s dt=0.65s
Rys. 17.5. Termomechaniczna analiza urabiania skaly przy pogtebianiu z uwzglednieniem
zuzycia — rozktad temperatury w zdych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawania.
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Wyniki analizy numerycznej sa przedstawione na rys. 17.4-17.8. ®ostsz-
czenia skaly przy odspajaniu odtamkow wiéra pokazana jest na rys. 17.4. Rozktad
temperatury w rdnych chwilach pierwszego cyklu pracy w fazie skrawania pokazany
jest narys. 17.5, a zmiana temperatury wskutek chtodzenia woda w fazie swobodnego
ruchu jest widoczna narys. 17.6. Rysunek 17.7 pokazuje skumulowayeigma po-
wierzchni narzedzia w mhych chwilach w pierwszym cyklu pracy w fazie skrawania.
Ewolucja ksztattu narzedzia wskutekzygia jest zaprezentowana narys. 17.8.

a)t=0.68s b)t=0.78s

c)t=148s dt=2.00s

Rys. 17.6. Termomechaniczna analiza urabiania skaty przigpigiu z uwzglednieniem zu-
zycia — rozktad temperatury w ma w réznych chwilach pierwszego cyklu w fazie chtodzenia
w czasie swobodnego ruchu w wodzie.

Podsumowanie

W niniejszym rozdziale rozszerzono sformutowanie metodyeleéw dyskretnych o
mozliwost modelowania zzycia narzedzi do urabiania/skrawania skat. Opracowany
algorytm pozwala na okgétenie rozktadu zzycia na powierzchni narzedzia oraz ba-
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a)t=0.01s b)t=0.2s

c)t=04s dt=0.65s

Rys. 17.7. Termomechaniczna analiza urabiania skaly przy pogtebianiu z uwzglednieniem
zuzycia — skumulowane zycie na powierzchni narzedzia wardych chwilach pierwszego
cyklu pracy.

a) ksztalt poczatkowy b) ksztalt po pierwszym cyklu

Rys. 17.8. Termomechaniczna analiza urabiania skaly przy pogtebianiu z uwzglednieniem
zuzycia — ewolucja ksztattu narzedzia wskutekycia.

danie zmiany ksztaltu narzedzia wskutekytia. Przedstawiono zastosowanie opra-
cowanego algorytmu do praktycznego przyktadu badantycia n@a gtowicy ura-
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biajacej pogtebiarki. Problemy zycia nalea do najtrudniejszych probleméw w pro-
jektowaniu i eksploatacji elementéw maszyn. Nawet badania laboratoryjne nie moga
byc w prosty sposéb przeniesione na prognozowaniy@a w rzeczywistych warun-
kach pracy. Dlatego uzyskane wyniki numeryczne nalgaktowd jako pomocny
element w og6lnym zrozumieniu problemuzygia, bardzo wanego zagadnienia w
projektowaniu i eksploatacji narzedzi do urabiania skat.



Whioski kohcowe. Elementy oryginalne pracy

Glownym osiagnieciem pracy jest jednolite sformutowanmimeryczna implemen-
tacja dwoch metod numerycznych, metody elementévaskonych i metody elemen-
tow dyskretnych, wykorzystujacych dwazrfe podecia w modelowaniu materia-
tow: modelowanie ciagte (MES) i modelowanie dyskretne (MED). W pracy pokazano
wszechstronne natiwosci obydwu metod, przedstawiajac ich wady i zalety.

Metoda elementéw skmzonych ma wszechstronne atiroSci w modelowaniu
materiatéw charakteryzujacych sig nieliniowym zachowaniem przychu odksztat-
ceniach i przemieszczeniach. Najlepiej nadaje sie do zagadmiektorych nie
wystepuja nieciagieci materiatu oraz nieciagoi pol przemieszczei odksztatca.
Uwzglednienie nieciagkri w metodzie elementéw skozonych jest ktopotliwe i wy-
maga stosowania specjalnych sformutéwa

Metoda elementéw dyskretnych w tatwy sposéb uwzglednia nie@augistniejace
lub powstajace w materiale pod wptywem olmEia Doskonale nadaje sie do mo-
delowania materiatéw rozdrobnionych i skat. Niedoga&lria w stosowaniu metody
elementow dyskretnych jest ktopotliwa procedura dobrania odpowiednich parametréw
modelu oddziatywania migdzy elementami dyskretnymi, aby otrzypwmeadane wia-
Sciwaosci makroskopowe. W pracy przedstawiono procedure doboru parametréw mo-
delu w oparciu bezwymiarowe zaiecsci miedzy parametrami mikro- i makrosko-
powymi. Inna wada metody elementéw dyskretnych jest bardzo dtugi czas dblicze
Jednym z celéw rozwinietego w niniejszej pracy hybrydowego modelowania wyko-
rzystujacego metode elementéw dyskretnych inslzonych jest uniwienie efek-
tywniejszego modelowania i skrécenie czasu oblicze

W niniejszej pracy wykorzystano sformutowanie metody elementévactanych
Z jawnym schematem catkowania révimraichu wzgledem czasu. Gtéwna zaleta sche-
matu jawnego jest nieiteracyjny charakter rozwiazania, brak potrzeby rozwiazywania
uktadu réwna oraz mate zapotrzebowanie na paini®Vada jest warunkowa stabil-
nost rozwiazania ograniczajaca krok catkowania. W przypadkeydu zagadnie
zalety przewaaja nad wadami, dlatego jest to bardzo popularna metoda w zastoso-
waniu do zt@onych probleméw rzeczywistych, takich jak przedstawione w niniejszej
pracy problemy tloczenia blach.

Jawny schemat catkowania réwnauchu pozwolit na jednolite ujecie w jednym
algorytmie dwéch metod modelowania — metody elementéwckonych i metody
elementéw dyskretnych. Unifikacja obydwu metod mglelo najwaniejszych ele-
mentéw oryginalnych pracy. Doste@toobydwu metod pozwala na stworzenie opty-
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malnego modelu numerycznego, w ktérym pewnesczenoga bg dyskretyzowane
elementami skiaczonymi, a inne moga lsyreprezentowane poprzez elementy dys-
kretne. Metoda elementéw dyskretnych zedy¢ zastosowana do tych g, w kté-
rych modelowanie za pomoca elementéwrskzonych jest trudne i nieefektywne, np.
dla materiatéw i zagadniez nieciagt&ciami. W ten sposéb obydwie metody trakto-
wane sa jako wzajemnie uzupetniajace sie.

Sprzgenie metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych na-
stepuje poprzez oddziatywanie kontaktowe elementéw dyskretnych z brzegiem ob-
szaru dyskretyzowanego elementamifskonymi lub przez nakenie specjalnych
wiezoéw kinematycznych pomiedzy brzegami podobszaréw dyskretyzowanych ele-
mentami skaczonymi i elementami dyskretnymi. Algorytmy sprzegajace sa bardzo
waznym elementem zintegrowanej metody elementéwhskonych i dyskretnych.
Poprawné&t dziatania sprzeenia zbadano w zagadnieniach propagac;ji fali, sprawdza-
jac czy potaczenie dwdch rdych obszaréw nie powoduje niefizycznego odbicia fali.

Dla zintegrowanego algorytmu metody elementéw felzmnych i dyskretnych
opracowano uniwersalny algorytm poszukiwania kontaktu obejmujacy wszystkie
przypadki kontaktu miedzy ciatami odksztatcalnymi, miedzy elementami dyskretnymi
oraz miedzy elementami dyskretnymi i brzegiem ciata odksztalcalnego. Algorytm ce-
chuje sie niezawodrseia i duiza efektywn@cia obliczeniowa.

Obecnie nie istniejgaden komercyjny program numeryczny taczacy obydwie me-
tody w ujeciu prezentowanym w pracy. Programy komercyjne oferujalimasc
modelowania jedynie elementami dyskretnymi lub elementamhct@nymi. W
przypadku dysponowania tylko takimi programami stosowanie modeli hybrydowych
dyskretno-ciagtych jest natiwe, ale realizacja jest bardzo ktopotliwa.

Elementy oryginalne wystepuja réwaiev sformutowaniach teoretycznych oby-
dwu rozwijanych metod. W ramach metody elementéwhskonych opracowano spe-
cjalne sformutowanie eliminujace blokade obfgtimwa w zagadnieniach charaktery-
zujacych sie matgcisliwoscia. Dzieki temu dostepne sa poprawnie dziatajace liniowe
elementy tréjkatne i czwoBzienne, pozwalajace tatwiej dyskretyz@sskompliko-
wane geometrie wystepujace w praktycznych zagadnieniach.

W sformutowaniu metody elementéw dyskretnych implementowano niestandar-
dowe dla tej metody algorytmy analizy termicznej i termomechanicznej. Opracowano
i implementowano algorytm kontaktu z tarciem izzgiem uwzgledniajacy efekty
cieplne.

W czesci przedstawiajacej aplikacje opracowanych algorytméw numerycznych
przedstawiono oryginalne zaawansowane modelsonlych zagadnieinzynierskich.
Metode elementéw skmzonych zastosowano do symulacji proceséw ksztattowania
na zimno metali, w tym zaréwno przerébki plastycznej olfjetowej jak i zagadnie
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ttoczenia blach. Opracowany algorytm urfiwia symulacje dowolnie skomplikowa-

nych czéci i proceséw. Zostato to potwierdzone przez analize wybranych przykta-
déw przerébki plastycznej objetoiowej oraz ksztattowania blach. Mavosci mode-
lowania tloczenia blach pokazano na przyktadzie symulacji wieloetapowego procesu
ksztattowania blach, obejmujacego ttoczenie, okrawanie, zawijanie brzegayspre
wanie powrotne. Przedstawiono modelowanie nowoczesnych materiatdw stosowanych
w tlocznictwie, jakimi sa blachy spawane laserowo oraz blachy powlekane polimerem,
nowoczesny materiat w przerslg opakowa. Wymagato to opracowania zaawanso-
wanych modeli konstytutywnych. Dla modelowania polimeréw implementowano mo-
dele Arrudy-Boyce oragcisliwy model Leonova.

Metode elementéw dyskretnych zastosowano do modelowania materiatéw sypkich
oraz skat. Modelowanie&rodkdéw sypkich przedstawiono na przyktadzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania metoda traconego modelu.
Parametry modelu dla piasku dobrano na podstawie kata naturalnego usypu.

Parametry modelu elementéw dyskretnych dla skat dobierano na podstawie sy-
mulacji laboratoryjnych prob wytrzymadgiowych, préby jednoosiowediriskania i
préby brazylijskiej. W symulacji numerycznej uzyskano mechanizm zniszczenia skat
zgodny z obserwowanym w eksperymentach. Celem analizy jest ustalenie parametrow
modelu oddziatywania kontaktowego (mikroskopowych) zapewniajacydadzme
zachowanie makroskopowe materiatu. Analiza wymiarowa wskazuje zéiwo&C
otrzymania bezwymiarowych zaedsci miedzy parametrami mikroskopowymi i ma-
kroskopowymi. Przeprowadzenie symulacji dla pewnego zakresu parametréw mikro-
skopowych pozwala otrzynaaego typu zalendsci utatwiajace ustalenie parametréw
mikroskopowych. Stosunkowo tatwo jest przeprowadalibracje modelu dla jednej
préby wytrzymat&ciowej, np. prébysciskania. Trudniejsze jest uzyskanie zgdmno
z dwoma lub wiecej rodzajami testow. W niniejszej pracy znaleziono rozwiazanie w
sposéb przybtiony zgodne z wynikami préb§ciskania i proby brazylijskie;.

Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skat pokazano symulacje pro-
ceséw urabiania skat. Procesy te modelowano bardzo wszechstronnie uwzgledniajac
efekty cieplne: generacje ciepta wskutek tarcia oraz przewodzenie ciepta w narzedziu
i skale, oraz uwzgledniajac zycie Scierne narzedzi skrawajacych.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstawierzéivmo§ci unifikacji
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji procesu wytwarzania formy
piaskowej metoda elementdéw dyskretnych zostata wykorzystana do modelowaniu ma-
teriatu sypkiego, a metoda elementéw 8&monych zostata wykorzystana do dyskre-
tyzacji odksztatcalnego modelu ze styropianu. W modelu urabiania skat, metode ele-
mentéw dyskretnych zastosowano do modelowania skaty podlegajacej rozdrobnieniu,
a metode elementéw skozonych zastosowano w obszarze, gdzie materiat skaty nie
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ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemoéwziynierskich ilustruje meliwosci opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytméw numerycznych implementowanych w pro-
gramie komputerowym. Naty jednak podkrglic, ze w trakcie pracy badawczej nie
poszukiwano zastosowalla algorytmOw numerycznych, ale przeciwnie, praktyczne
problemy z ranych dziedzin techniki stwarzaty zapotrzebowanie na opracowanie za-
awansowanych sformutovigeoretycznych i nowych algorytméw numerycznych.

Podsumowujac, jako elementy oryginalnezma wymient:

¢ Jednolite sformutowanie dwuzaych metod numerycznych:

— metody elementéw skazonych,
— metody elementéw dyskretnych,

wykorzystujace schemat rozwiazania oparty na jawnym catkowaniu rovucdu,
umazliwiajace hybrydowe dyskretno-ciagte modelowanie zagadmechaniki.

e Algorytmy sprzgenia podobszaréw dyskretyzowanych elementamhckonymi
i reprezentowanych przez elementy dyskretne.

e Niezawodny i efektywny algorytm wykrywania kontaktu dla zintegrowanego algo-
rytmu metody elementéw skazonych i dyskretnych.

e Specjalne sformutowanie metody elementéwrskamnych dla probleméw z mata
Scisliwoscia.
e Implementacja algorytméw numerycznych dla zdaych modeli konstytutyw-
nych:
— sprezysto-plastyczne modele dlazich odksztatoe metali,
— sprezysto-lepkplastyczne modele dla polimeréw.

e Sformutowanie i implementacja metody elementéw dyskretnych dla zagetimie
micznych i termomechanicznych.

e Opracowanie i implementacja algorytmu analizyzytia narzedzi do urabiania
skat.

e Rozwinigcie witasnego programu numerycznego pydh maliwoSciach analizy
ztozonych probleméw rzeczywistych, o miwosSciach poréwnywalnych z pro-
gramami komercyjnymi, a pod niektérymi wzgledami przeszajacego inne pro-
gramy:
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— efektywny schemat rozwiazania,
— bogata biblioteka elementéw shozonych z elementami dyskretnymi jako spe-
cjalny typ elementéw,
— réznorodne modele konstytutywne,
— mozliwost analizy r@norodnych problemoéw fizycznych:
x analiza zagadnienia dynamiki,
* analiza termiczna,
* sprzgona analiza termomechaniczna,
— mozliwost zadawania rfnorodnych warunkéw brzegowych i wiezéw kinema-
tycznych,
— efektywny algorytm analizy zagadnienia kontaktowego,
— adaptacyjna zmiana siatki,
— mozliwost dowolnej zmiany modelu w trakcie obliaze
* usuwanie i dodawanie elementow,
* zmiana warunkow brzegowych,
*x zMmiana procedury rozwiazujacej.
e Analiza ztwonych zagadnie techniki wymagajacych stosowania zaawansowa-
nych metod modelowania za pomoca wlasnego programu numerycznego

— symulacja nowoczesnych i skomplikowanych probleméw tloczenia blach:

x symulacja wieloetapowego ksztattowania,
x symulacja tloczenia blach spawanych,
x symulacja ttoczenia blach pokrytych polimerem, nowoczesnego materiatu
w przemysle opakowa,
— symulacja przerébki plastycznej objgétowej na zimno,

— symulacja procesu wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania me-
toda traconego modelu,

— symulacja proceséw urabiania skat z uwzglednieniem efektéw cieplnych oraz
zwzycia narzedzi urabiajacych.

Przedstawiona tematyka ma przed soba bardzo dobre perspektywy rozwoju. Me-
toda elementéw dyskretnych ma bardzazeunmaliwosci zastosowa praktycznych.
W najblizszym czasie autor planuje wykorzystanie rozwinietego oprogramowania
MED/MES do symulacji zagadnieurabiania skat przy degniu tuneli we wspot-
pracy z Sandvik Mining and Construction. Przewidywane jest szersze wykorzystanie
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modelowania tréjwymiarowego, co spowoduje konie&rmwigkszenia efektywrsti
obliczeniowej. Planowane sa prace nad ulepszeniem algorytmoéw, jak mwyie-
rzystanie innych m»iwosci skrécenia czasu obliczem.in. zastosowanie oblicaze
wspotbienych.

Rozwiniecia wymaga rownezagadnienie okgenia zalencsci miedzy modelem
mikromechanicznym a charakterystyka makroskopowa materiatu. W dalszych pracach
autor planuje wprowadzenie nowych modeli oddziatywania kontaktowego miedzy ele-
mentami, m.in. modele uwzgledniajace legkouszkodzenie, plastyczsoz ostabie-
niem. Spodziewane jest dzigki temu rozszerzenie zakresu modelowanych materiatow.
Istnieje réwnig potrzeba uwzglednienia anizotropii wiasaomateriatowych.

Dyskretne modelowanie fizyczne oraz hybrydowe modelowanie dyskretno-ciagte
jest obecnie przedmiotem wielu prac badawczych w dziedzinie modelowania materia-
tow w mikro- i nanoskali oraz w modelowaniu wieloskalowym. Wiele jest publikaciji,

w ktérych taczy sie modelowanie ciagte z modelem dyskretnym opartym na sformu-
towaniach dynamiki molekularnej. Metoda modelowania dyskretnego przedstawiona
W niniejszej pracy mee byc tatwo rozszerzona na podobne zastosowania.



A. Opis ruchu osrodka ciagtego

A.1 Podstawowe pojecia w opisie ruchu &rodka ciagtego

W niniejszym dodatku zostana przedstawione podstawy o@sulka ciagtego pod-
danego daym przemieszczeniom i odksztatceniom. Zaprezentowane zostana podsta-
wowe pojecia i definicje w zakresie potrzebnym do wprowadzenie dyskretnychméwna
metody elementdéw skwzonych do zagadmienieliniowych w rozdziale 2. Przedsta-
wione zostanie lokalne i wariacyjne sformutowanie zagadnienia ruchu ciata odksztal-
calnego. Wprowadzone zostana definicje podstawowych tensoréw opisujacych stan
odksztatcenia i napeenia. oraz podstawowe pojecia stosowane w modelowaniu kon-
stytutywnym &rodka ciagtego.

Zagadnienie ruchu ciata odksztatcalnego zostato sformutowane w podrozdziale 2.1.
Ruch &rodka ciagtego nmna opisywa na wiele ranych sposobéw [208]. Podsta-
wowymi sposobami opisu sa opis materialny zwany lagrangeowskim oraz opis prze-
strzenny zwany eulerowskim. W opisie materialngtadzi sie zmiane parametrow
fizycznych poszczegoélnych czastek, konfiguracja materialna jest konfiguracja odnie-
sienia. Ruch ciafa jest zdefiniowany przez odwzorowanie

x=x(Xt), (A.1)

gdzieX — wspétrzedne materialne, — wspétrzedne przestrzenne. Opis przestrzenny
postuguje sie konfiguracje aktualna (przestrzenna) €&laozpatrujac przebieg zja-
wisk w ustalonym punkcie przestrzeni. Wszystkie zjawiska opisuje sie za pomoca
wspotrzednych przestrzennych. Ruch ciata jest zdefiniowany przez odwzorowanie

X=X(x,t). (A.2)

Istnieja inne maliwoSci wyboru sposobu opisu ruchu. Jako konfiguracje odniesienia
dla opisu ruchu mzna wybr& dowolna konfiguracje, zastosowanie opisu material-
nego z aktualna konfiguracja przestrzenna jako konfiguracja odniesienia prowadzi do
uaktualnionego opisu lagrangeowskiego. Potaczenie koncepcji opisu materialnego i
przestrzennego prowadzi do uogoélnionego opisu lagrangeowsko-eulerowskiego (
Arbitrary Lagrangian-Eulerian description) [172, 27], w ktérym bada sie zjawiska w
punktach ruchomej konfiguracji odniesienia.

Dla opisu procesow fizycznych charakteryzujacych ciato w ruchu wprowadza sie
zmienne w czasie pola odpowiednich wiedko skalarnych, wektorowych i tensoro-
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wych zdefiniowanych w obszarze i na brzegu danego ciata. Ruch ciata jest charakte-
ryzowany przez pola przemieszczenia, prestko przyspieszenia.

Pole przemieszczenia moze byt zdefiniowane w konfiguraciQ® (opis mate-
rialny)

x=X+u(X,t) (A.3)
lub w konfiguracji odksztatconep' (opis przestrzenny)
X=x—u(x,t). (A.4)

Stan odksztatcenia jest opisywany za pomoaay6h miar odksztatcenia. Jednym
z podstawowych tensorow opisujacych stan deformacji jest gradient deforifiacji

ox
F= X (A.5)

Korzystajac z rozktadu biegunowego tensBimozna przedstawiw postaci
F=R-U=V-R, (A.6)

gdzie R jest tensorem obrotu, &i Vsatensorami symetrycznymi okienymi przez
gradient deformaciji

U2=F'.F, (A.7)
V2=F.F", (A.8)

Wstawiajac (A.4) do (A.5) otrzymuije sie gradient deformagjiwyrazony przez gra-
dient przemieszczenia

du
F=1+—. A.9
tox (A.9)

Za pomoca gradientu deformacji definiuje sie prawy i lewy tensor odksztatcenia
Cauchy’ego-Greena, odpowiedni@'i b,

C=F.F, b=F F", (A.10)

oraz tensor odksztatcenia Cauchy’ego (zwany réwnensorem odksztatcenia Fin-
gera)c

c=F1 . Fl_p1 (A.11)
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Odksztatcenie mze byt mierzone za pomoca tensora odksztatcenia Greena-
Lagrange’a E zdefiniowanego w konfiguracji materialnej

du du\" ou\' [du
ox) "\ax) "\ax) \ox
Tensor odksztalcenia Almansiegojest miara odksztatcenia zdefiniowana w konfigu-
racji odksztatconej

du ou\" ou\' [du

(5)+ (o) - () '(E)]' A1)

Jesli gradienty pola przemieszczeni(/dx) sa mate, mpna opécic ostatni sktadnik
w (A.13), otrzymujac tensor matych odksztaioe opisie przestrzennyne

1|(/0u du\"
e=1 [<E> ; <E> ] | (A.19)
Mozna pokaza (np. [267]),ze tensory odksztatcenia Greena-Lagrange'a i Alman-
siego sa zwiazane nastepujaca zatscia

1
E:%(C—I)::E . (A.12)

e= (I—c):%

NI

E=F".¢-F. (A.15)

W opisie lagrangeowskim jest stosowane materialne pole psgdk@X,t) i mate-
rialne pole przyspieszenid(X,t)

du(X,t)

V(th) = ot )

(A.16)

AXt) = av(;f’t) _ ‘92‘;(5"). (A.17)

Przestrzenne pola predim i przyspieszenia sa zwiazane z odpowiednimi polami la-
grangeowskimi nastepujacymi zatesciami [267]:

v(xvt) = V(Xat)|X:x_u(x7t)> (A.18)
a(x,t)=AX)|x_y_puxy)- (A.19)

Mozna pokaza [267], ze przestrzenne pole przyspieszenia jest materialna pochodna
przestrzennego pola predic

v(x,t) =a(x,t). (A.20)
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Pochodna materialna wzgledem czasu wistk@rzestrzennej jest pochodna czasowa
wyznaczona dla ustalonej czastki ciata (a nie dla ustalonegaui® w przestrzeni).
Materialna pochodna oznacza sie nagri@ przez kropke nad symbolem zmiennej
rézniczkowanej, np.v. Z drugiej strony przestrzenne przyspieszenieelmt wyra-
zone przez przestrzenna predkeov nastepujacy sposéb

a(x,t):%%—bv(x,t), (A.21)

gdzie tensorL jest przestrzennym gradientem pregho

|
L= =y or —FF (A.22)
Pierwszy czton w wyrzeniu (A.21) jest pochodna lokalna, a drugi czton jest jest skia-
dowa konwekcyjna.
Czesto stosuje sie rowrmigozktad gradientu predkei na cz& symetrycznad,
tensor predksci deformacji oraz na c&g antysymetryczne, tensor chwilowej pred-
koSci obrotowej (spin)

L=d+e, d=31L+L"), o=31@-LT) (A.23)

NI

Tensor predksci deformaciji d nie jest pochodna czasowadnego tensora od-
ksztatcenia. Mana otrzyma nastepujacy zwiazek miedzy pochodna materialna ten-
sora odksztatcenia Greena-LagrangE,a tensorem predién deformaciji d [181]:

E=F.d-F, d=F " -E-F' (A.24)
Wykorzystujac (A.15) w (A.24) otrzymuje sie

d:F-T-{%[FT-e-F]}-F—l. (A.25)
Powyzsze wyraenie jest nazywane pochodna Lie tensora odksztatcenia Almansiego

d:.,%ve. (A26)

Pochodna Lie przestrzennego tensenazgledem pola prediszi v moze byc zdefi-
niowana jako (por. [184])

0
Zya =g (9'a). (A-27)

gdzie¢* i @. oznaczaja odpowiednio operacje ,pull-back” i ,push-fordiar
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A.2 Miary napre zenia

Rozpatrzmy elementidpowierzchni odksztatcanego ciata w odksztalconej konfigura-
cji Q! (rys. A.1). Wektor sity @ dziatajacej na element powierzchri chozna zapisé

Rys. A.1. Wektory sit wykorzystywane w definicji miar napegia.
w nastepujacy sposob [181]
dP =tdl =n-odr, (A.28)

gdziet jest zwane wektorem najgnia, n jest wektorem normalnym do powierzchni,
a o jest tensorem napzenia Cauchy’ego. Mriac tensor napegnia Cauchy’egeo
przez stosunek gesta w konfiguracji nieodksztatconej i odksztatcommej/p otrzy-
muje sie tensor napzenia Kirchhoffar

Po
T=—0. (A.29)
p
Mozna pokazé, ze stosunek gestoi pp/p jest rowny wyznacznikowd tensora gra-
dientu deformacjiF

J=detF= % (A.30)

Tensory napreenia Cauchy’ego i Kirchhoffa sa tensorami ditomymi w konfiguracji
przestrzennej. Do najcgeie wywanych tensoréw naprenia w konfiguracji mate-
rialnej nalea pierwszy i drugi tensor nagnia Pioli-Kirchhoffa. Pierwszy tensor
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naprgenia Pioli-KirchhoffaT (zwany réwnig nominalnym) definiuje sie odnoszac
wektor sity @ do elementarnej nieodksztatlconej powierzchrg ¢tys. A.1)

dP = N-Tdry, (A.31)

gdzie N jest jednostkowym wektorem normalnym w konfiguracji mateeal Nie-
kiedy pierwszy tensor napzenia Pioli-Kirchhoffa jest zdefiniowany jako transpozy-
cja tensora zdefiniowanego réwnaniem (A.31), np. [18] zgthmiast réwnania (A.31)
wprowadza sie jego definicje za pomoca réwnania

dP=T-Ndry. (A.32)
Zastosowanie transformadji~* do wektora @ daje wektor sity powierzchniowej#l

dP=F1'.dp, (A.33)
ktéry umazliwia wprowadzenie drugiego tensora nagngia Pioli-KirchhoffaS

dP = N-Sdrp. (A.34)

tatwo mana otrzyma zwiazek miedzy pierwszym i drugim tensorem naprga
Pioli-Kirchhoffa oraz tensorem nagenia Cauchy’ego, por. [181]

S=T-(FYH', T=S-F", (A.35)
) 1

T=JF "o, a:jF-T, (A.36)
—1 —I\T 1 T

S=JFlto (FY, 6=ZF- S F. (A.37)

J
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W niniejszym dodatku zostana przedstawione podstawy opishurciata sztywnego.
Zaprezentowane zostana podstawowezai, definicje oraz réwnania dla kinema-
tyki i dynamiki brylty sztywnej. Zawarte w dodatku réwnania sa wykorzystane w
sformutowaniu metody elementow dyskretnych przedstawionym w rozdziale 7.

B.1 Kinematyka ciata sztywnego

Rys. B.1. Ruch ciata sztywnego

Rozpatrujemy dowolny ruch ciata sztywneg® w przestrzeni euklidesowej z
wprowadzonym kartezfeskim uktadem wspotrzednyd®X; X, X3 (rys. B.1). Zat@my,
ze w pewnej chwilit ciato zajmuje obsza®!, gdzie Q! jest domknigciem zbior@"
ograniczonego brzegiem'. Kazdy ruch ciata sztywnego nana traktowé jako zto-
zenie ruchu postepowego dowolnego punktu odniesiériaz oraz obrotu wzgledem
pewnej osi przechodzacej przez ten punkt [169, 270]. Zgodnie z ta zasada przemiesz-
czenie przygotowanéu dowolnego punktu ciata sztywnego @ przedstawi jako
zlozenie przemieszczenia przygotowanego dowolnie obranego pBritg %) dup
oraz elementarnego obrofig wokét osi przechodzacej przez obrany puRkt

Ou =dup+90¢ xs, (B.1)

gdzie s jest poprowadzonym z punkt® promieniem-wektorem rozpatrywanego
punktu ciata sztywnego. Podobnie predkalowolnego punktu ciata sztywnego jest
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réwna sumie predkzi obranego biegurdoraz predkéci w chwilowym ruchu obro-
towym ciata wokot osi chwilowej przechodzacej przez biegun

U=Uup+S=Up+wXS. (B.2)

Predk&t katowa w nie zaley od wyboru biegun#. Rdézniczkujac zalendst (B.2)
wzgledem czasu otrzymuje sie wyemie na prz§pieszenie rozpatrywanego punktu

U=lp+S=lp+®wxs+®X(wxSs). (B.3)
B.2 Roéwnania ruchu swobodnego ciata sztywnego

Dla otrzymania réwn@aruchu ciata sztywnego nzna wykorzysta warunek réwno-
wagi dynamicznej wyrzony przez zasade prac przygotowanych. Analogicznie do
réwnania (2.11) mena napisa

/ pil-5udQ—/ pb-5udQ—/t-5udF+5\Nim:O, (B.4)
ot ot rt
gdzie SWM — praca przygotowana sit wewnetrznygh;- gestaét, b — zadane obcia-
zenie objetéciowe,t — zadane obcigenie powierzchniowe. Uwzgledniajac zerowa
prace sit wewnetrznych w ciele sztywnym i wstawiajac zatéci (B.1) i (B.3) do
réwnania (B.4) otrzymuje sie
/g;tp(up+s) (Bup+ 3¢ x 5)dQ — /Qtpb (Bup+ 3¢ x 5)dQ
—/tt-(5up+5q)><s)dl':0. (B.5)
-

Wykorzystujac wiasngci iloczynu mieszanego wektoréw, réwnanie (B.5)zma
przeksztat@ do postaci

[/ p(i&p+§)dg—/ pbdQ—/ tdr] - Sup
ot ot rt
+[/ps><(iip+§)dQ—/psxbdQ—/sxtdr}-5(p:0. (B.6)
Ql Qt rt
Wprowadzajac nastepujace zatesci:

/ pdQ = m, (B.7)
Qt

/sde:sCm, (B.8)
Qt
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up+5Sc =lic, (B.9)
/pmm+/tw:F, (B.10)
Qt rt

/ psxbdQ+/s><tdF:Tp, (B.11)
Qt rl

§=0XxXs+®Xx(wxs), (B.12)
/jﬁ§1—snd9:ah, (B.13)
Qt

gdziem— masa ciata sztywnegeg — wektor taczacy punkt odniesierifaze srodkiem
masyC, F —wypadkowa sit zewnetrznyclfp — wypadkowy moment sit zewnetrznych
wzgledem biegun®, 1 — jednostkowy tensor drugiego rzedli — tensor bezwtadno-
§d, réwnanie (B.6) mana zapisaw nastgpujacej postaci:

(n]iic—F)-5MP+(SCXﬁpm—FJp-(b—Fw XJp-w—TP)-5¢:0. (B.14)

Poniewa wariacjedup i d¢ sa niezalene, spetienie réwnania (B.14) wymaga spet-
nienia dwoch rowna:

miic — F (B.15)
scxipm+Jp-@+wx Jp-@w = Tp. (816)

Réwnania (B.15) i (B.16) nazywane sa rownaniami Newtona-Eulera, rownanie (B.15)
opisuje ruch postepowy, a rownanie (B.16) — ruch obrotowy.
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Modelling and simulation of complex problems of nonlinear mebanics
using the finite and discrete element methods

Summary

This thesis presents a unified formulation and computer implementation of two
numerical methods, the finite element method (FEM) and the discrete element method
(DEM), based on two different approaches to material modelling, namely continuous
modelling and discrete modelling, respectively. Comprehensive capabilities of the two
methods are extensively presented. Both advantages and disadvantages of the methods
are discussed.

FEM provides an efficient solution to problems involving linear and nonlinear con-
tinuous material behaviour in domains of finite dimensions. However, taking into
account discontinuities requires special FE formulations.

In the discrete element method, material is represented by a collection of discrete
elements interacting with each other with contact forces. The elements are treated as
rigid, and their deformation is localized at contact points. Discrete elements can have
arbitrary shapes. In this work, cylindrical (in 2D) or spherical (in 3D) elements are
employed. In this model all kinds of discontinuities are treated in a simple way. The
discrete element method is a suitable tool to model granular materials as well as soils
and rocks.

A contact model for the discrete element interaction can be regarded as a microme-
chanical model. The required macroscopic behaviour is obtained by taking adequate
constitutive models for contact interaction. The procedure to obtain undimensional
relationships between micro- and macroscopic constitutive parameters has been pre-
sented in the thesis. Also, averaging procedures to obtain macroscopic stresses and
strains for discrete element models have been developed.

In both the discrete element and finite element formulations presented in this thesis
the solution scheme is based on the explicit time integration scheme. Explicit time
integration of equations of motion is characterized with an efficient non-iterative solu-
tion at a single step. Using the diagonal lumped mass matrix in the explicit dynamic
finite element formulation leads to a decoupled system of algebraic equations which is
then solved without necessity for any matrix inversion. The explicit time integration
scheme is conditionally stable which limits the time step length and usually leads to
large number of time steps.

Efficient solution scheme and small memory requirements made explicit FE codes
very popular in solving large industrial problems, one of the main applications being
simulation of metal forming processes. This thesis includes examples of advanced
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bulk and sheet metal forming simulations. Formulation of the finite element method
presented in this thesis have various original elements. One of the most important
developments is a special stabilized formulation for mixed finite element formulation.
The stabilization is obtained by employing the fractional step (or CBS) method, a
special time integration scheme combined with a split of equations of motion. This
algorithm allows us to use linear triangular and tetrahedral elements free of volumetric
locking and giving stable pressure solutions for problems with small compressibility.

The finite element code developed has been applied to an analysis of real industrial
problems of sheet forming involving several operations: deep drawing, trimming, and
flanging with subsequent springback. The material models implemented in the pro-
gram allow us to analyse forming of advanced materials, like tailor welded blanks and
polymer coated metal sheets. The Arruda—Boyce and compressible Leonov models
have been implemented for polymer modelling.

One of the most serious drawbacks of the discrete element method is a necessity to
use large numbers of elements, which is prohibitive in models involving large domains.
In such cases numerical methods based on continuous models, like the finite element
method, are more efficient. In many cases combining the discrete and finite element
methods allows us to create an optimal model taking advantages of each method and
avoiding their disadvantages. The common solution algorithm allowed us to develop
a framework for the coupled DEM/FEM formulation. Integration of the two different
numerical methods is one of the most important results of the thesis. Different methods
can be applied simultaneously in different parts of the model. Different models can
be used for different materials or can be applied in different subdomains of the same
material undergoing different physical processes. Discrete elements can be used in
the areas where a discontinuous deformation, like fracturing, occurs. In the other
parts which can be assumed continuous, more efficient would be the finite element
modelling. Thus, the two methods can be treated as complementary.

The coupling of the finite element and discrete element methods is provided by the
contact interaction between the discrete elements and boundary of the finite element
subdomains or by an imposition of special kinematical constraints for the interfacial
discrete and finite elements. The constraints can be imposed by the Lagrange mul-
tipliers or the penalty method. The coupling algorithms are a very important part of
hybrid DEM/FEM models. The interface between the FEM and DEM subdomains
can introduce an artificial internal boundary causing unrealistic wave reflections. The
correct performance of the coupling method in the presence of wave propagation has
been demonstrated in different numerical benchmarks.

A numerical efficiency of the discrete element method depends on the efficiency
of the contact detection algorithm. A special contact algorithm for the coupled
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DEM/FEM formulation has been developed. Contact search is performed at two pha-
ses. In the first phase, a global search is carried out. A list of potential contacting
objects is created. This search is performed at certain intervals. In the second stage,
called a local search, contact conditions for the pairs of objects on the list created in the
global search are verified. The developed algorithm implemented in the DEM/FEM
code demonstrated its efficiency and robustness.

The discrete element method has been applied to modelling of granular materials
and rocks. The possibilities of modelling granular materials have been shown by the
simulation of manufacturing of a sand mould in the lost foam casting process. In the
application to granular material, the repose angle has been taken as the main macro-
scopic property. Microscopic parameters yielding an adequate repose angle have been
determined by simulation of emptying of a hopper. The repose angle as a function of
translational and rotational friction has been studied.

The discrete element models of rocks have been calibrated by performing simula-
tions of the unconfined compression and Brazilian tests. The numerical simulations
have shown that material failure and basic mechanical properties are properly repro-
duced by the discrete element model. The use of the elastic perfectly brittle contact
model for the discrete element interaction allows us to study initiation and propaga-
tion of fractures in rocks under loading. Force—displacement characteristics typical
for brittle rocks have been obtained in numerical simulations. The failure mechanism
reproduced in simulations agrees very well with that observed in the laboratory.

After establishing model parameters, the discrete element method and the combi-
ned discrete/finite element method have been applied to rock cutting problems. The
numerical model of rock cutting has been validated using theoretical formulas and
experimental values of the cutting force. Numerical results show a good agreement
with results of the laboratory test of rock cutting with a single pick of a roadheader
cutterhead.

The rock cutting simulations have been extended to take into account thermal ef-
fects and wear of rock cutting tools. Rock cutting process has been analysed as a
thermomechanical coupled problem. An evolution of tool shape due to abrasive wear
has been studied. The influence of temperature on wear processes has been taken into
account. These capabilities demonstrated an advanced level of the software develope-
ment achieved in this work. Simulations of numerous engineering problems presented
in the thesis show practical importance of the work presented in the thesis.
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Modelowanie i symulacja komputerowa zt@onych zagadni@ mechaniki
nieliniowej metodami elementéw skaczonych i dyskretnych

Streszczenie

Niniejsza rozprawa przedstawia jednolite sformutowanie i numeryczna implemen-
tacje dwoéch metod numerycznych, metody elementéwickonych (MES) i metody
elementéw dyskretnych (MED), wykorzystujacych dwané podejcia w modelowa-
niu materiatbw: modelowanie ciagte i modelowanie dyskretne. Schemat rozwiazania
w obydwu metodach wykorzystywanych w pracy opiera sie na jawnym catkowaniu
réwnah ruchu wzgledem czasu. W pracy pokazano wszechstronzéwoéci oby-
dwu metod, przedstawiajac ich wady i zalety.

Metoda elementéw skmzonych ma wszechstronne atirosci w modelowaniu
materiatéw charakteryzujacych sig nieliniowym zachowaniem przychu odksztat-
ceniach i przemieszczeniach. Klopotliwe i wymagajace stosowania specjalnych sfor-
mutowah jest uwzglednienie nieciagioi w metodzie elementéw skozonych. In-
nym zagadnieniem sprawiajacymzguproblemy numeryczne jest a@sliwost ma-
teriatu, powodujaca bledne rozwiazania objawiajace sie wystepowaniem blokady ob-
jetasciowej lub niestabilngcia cénienia hydrostatycznego w niektorych elementach
skahczonych. Przedstawiona w pracy metoda stabilizacji, zwana metoda kroku czast-
kowego (lub inaczej metoda predi@ czastkowej lub metoda CBS) skutecznie eli-
minuje wady elementéw mieszanych z jednakowa interpolacja pol przemieszczenia i
cisnienia. Dzieki temu maiwe jest zastosowanie siatek tréjkatnych i czwsmien-
nych bardzo wygodnych w modelowaniu skomplikowanych geometrii.

W metodzie elementdéw dyskretnych materiat jest modelowany jako zbiér sztyw-
nych ciat, zwanych elementami dyskretnymi, oddziatywujacych miedzy soba poprzez
sity kontaktu. Model oddziatywania kontaktowego mna traktowa jako model mi-
kromechaniczny materiatu. W pracy przedstawiono procedure doboru parametrow
modelu w oparciu o bezwymiarowe zalesci miedzy parametrami mikro- i makro-
skopowymi. Metoda elementéw dyskretnych doskonale nadaje sie do modelowania
materiatow charakteryzujacych sie istotnymi nieciggiami mikrostruktury oraz nie-
ciagtasciami w postaci zniszczenia.

Gtowna wada metody elementow dyskretnych jest bardzo dtugi czas dhlicze
Dzieki rozwinietemu w pracy potaczeniu metody elementéwaskzonych i dyskret-
nych osiagnieto mdiwost efektywniejszego modelowania i skrécenia czasu ohticze
Integracja metody elementéw skezonych i metody elementéw dyskretnych jest jed-
nym z nowatorskich elementéw pracy.
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W pracy przedstawiono praktyczne wykorzystanie opracowanych algorytméw nu-
merycznych do rozwiazania skomplikowanych zagaameynierskich. Metode ele-
mentéw skadczonych zastosowano do symulacji proceséw ksztattowania na zimno
metali, w tym zaréwno przerobki plastycznej obfgtmwej jak i zagadnie ttoczenia
blach. Przedstawiono modelowanie nowoczesnych materiatéw stosowanych w ttocz-
nictwie jakimi sa blachy spawane (tailor welded blanks) oraz blachy powlekane poli-
merem nowoczesny materiat w przestgy opakowa, co wymagato opracowanie za-
awansowanych modeli konstytutywnych.

Metode elementéw dyskretnych zastosowano do modelowania materiatéw sypkich
oraz skat. Modelowanie&nodkéw sypkich przedstawiono na przyktadzie zagadnie-
nia wytwarzania formy piaskowej w technologii odlewania metoda traconego modelu.
Jako zastosowanie praktyczne modelu w mechanice skat pokazano symulacje proce-
s6w urabiania skat. Urabianie skat modelowano bardzo wszechstronnie uwzgledniajac
efekty cieplne: generacje ciepta wskutek tarcia oraz przewodzenie ciepta w narzedziu
i skale oraz uwzgledniajac zycie scierne narzedzi skrawajacych.

Zagadnienia geotechniczne wykorzystano do przedstawienzéivmogci unifikacii
i integracji obydwu metod numerycznych. W symulacji procesu wytwarzania formy
piaskowej metoda elementdéw dyskretnych zostata wykorzystana do modelowaniu ma-
teriatu sypkiego, a metoda elementéw 8&monych zostata wykorzystana do dyskre-
tyzacji odksztatcalnego modelu ze styropianu. W modelu urabiania skat, metode ele-
mentéw dyskretnych zastosowano do modelowania skaty podlegajacej rozdrobnieniu,
a metode elementéw skozonych zastosowano w obszarze gdzie materiat skaty nie
ulega zniszczeniu.

Symulacja praktycznych problemoéwziynierskich ilustruje meliwosci opracowa-
nych modeli teoretycznych i algorytméw numerycznych implementowanych w pro-
gramie komputerowym.





