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Rozdzial 1. Wprowadzenie

1.1 Wstep

Na poczatku studiowania mechaniki os$rodkéw ciagltych pewne
trudnosci moze nam sprawi¢ wdrozenie si¢ do korzystania z rachunku
tensorowego oraz zdobycie umiejetnosci poprawnego postugiwania si¢
zapisem indeksowym i absolutnym. Trudno$ci te wynikaja na og6t
z nieznajomosci podstawowych pojec 1 twierdzen z algebry liniowej oraz
z braku odpowiedniego przygotowania w zakresie algebry i analizy
tensorowe;j.

Teoria tensoréw jest teoria matematyczna, ktéra pozwala podaé
jednolity jezyk stuzacy do opisu wilasnosci mechanicznych, termicznych,
optycznych, elektrycznych i magnetycznych osrodkéw materialnych, w tym
krysztatow 1 tekstur. Tensory wystepujace w tych dziedzinach sa
wykorzystywane do jawnego lub mniej jawnego opisu odwzorowan
liniowych 1 wieloliniowych, jak réwniez do opisu poje¢ symetrii
1 niezmienniczosci.

Pojecie tensora mozna wprowadzi¢ na wiele sposobow. Klasyczne
ujecie rachunku tensorowego jest opisem uktadéw wspotrzednych i operacji
rozniczkowych. Tensory jako obiekty geometryczne sa wowczas
definiowane odpowiedniego wymiaru tablicami liczb, ktore nazywamy
reprezentacjami tensora w danym uktadzie wspotrzednych. Przy zmianie
uktadu wspotrzednych transformuja si¢ one w zadany sposob. Jest to tak
zwana definicja transformacyjna tensora, [9], [26]. Z drugiej strony,
z algebry liniowej wynika, ze tensory mozna wprowadza¢ jako operatory
liniowe  stuzace do opisu odwzorowan wieloliniowych, [13], [30].
Uogdlniajac pojecie wektora mozna tensor definiowa¢ jako element
przestrzeni liniowej odpowiedniego wymiaru, [25], [30].

Literatura dotyczaca rachunku tensorowej jest do$¢ bogata.
Wymienimy zatem jedynie podstawowe opracowania z tej dziedziny np. [1],
[12], [16], [20], [28], [37], [40], [43]. W wigkszo$ci monografii dotyczacych
mechaniki o$rodkéw ciaglych na ogdét materiat podstawowy jest rowniez
poprzedzony wstgpem dotyczacym rachunku tensorowego [24], [25], [38].

Przedstawiony w tym opracowaniu material zawiera podstawy
rachunku tensorowego w zakresie maksymalnie zblizonym do potrzeb
mechaniki osrodkow ciaglych. Uktad materiatu, jak rowniez podane w nim
informacje tworza pewna cato$¢ i pozwalaja uzyska¢ wiedzg z algebry
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1 analizy tensorowej w zakresie niezb¢dnym do swobodnego studiowania
mechaniki osrodkéw ciagtych bez konieczno$ci uzupehniania jej innymi
zrodtami. Zakres przedstawionego rachunku tensorowego jest ograniczony
do potrzeb ze strony mechaniki osrodkow ciaglych.

Kazdy dzial mechaniki ma swoj specyficzny aparat matematyczny.
Podstawowym aparatem matematycznym, ktory jest stosowany
w mechanice osrodkéw ciagtych, jest rachunek tensorowy. Rachunek
tensorowy, dzigki swej zwigzto$ci, umozliwia uproszczenie zapisu
skomplikowanych operacji matematycznych bedacych odzwierciedleniem
geometrycznie zlozonego charakteru zjawisk fizycznych i zajgcie sig strona
fizyczna tych zjawisk. A zatem, aby zajaé si¢ strona fizyczna mechaniki
osrodkow ciaglych, nalezy opanowaé podstawy rachunku tensorowego.

Przedstawiony w tym opracowaniu material stanowi systematyczne
ujecie wykladow z podstaw i zastosowania rachunku tensorowego, jakie od
wielu lat prowadzone sa przez autorke¢ w ramach Studium Doktoranckiego
przy Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN.

1.2. Podstawowe pojecia i postulaty w mechanice oSrodkow
ciaglych

Mechanika osrodkow ciqglych jest dziedzina, ktora sytuuje si¢ na
skrzyzowaniu mechaniki teoretycznej, fizyki i matematyki. Powstata ona
w wyniku przyjecia pewnych hipotez wzorowanych na newtonowskiej
mechanice punktu materialnego. Wyr6znia si¢ jednak niezalezna
aksjomatyka, specyficznymi metodami badan 1 odrgbnym aparatem
matematycznym.

Mechanika osrodkéow ciaglych zajmuje si¢ badaniem praw
makroskopowych ruchéw odksztalcalnych obiektow materialnych i opisem
zachowania si¢ tych obiektow rzadzonych przez te prawa. Ze wzgledu na
materialistyczne pojmowanie nieskonczono$ci materii nie moga istnie¢
prawa absolutne 1 dlatego w mechanice osrodkow ciagtych wprowadza sig
pewne obiekty modelowe dla ograniczonego zakresu zagadnien, przy
wykorzystaniu metody abstrakcji, poprzez odrzucenie czynnikdéw, pojgc
1 relacji nieistotnych. Kazdy model sformutowany w mechanice o§rodkow
ciagtych musi mie¢ sprecyzowany zakres stosowalnosci i doktadnosci.
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Kryteriami stusznos$ci konstrukcji modelowych, jak tez i zrodlem ich
inspiracji, sa eksperymenty. Eksperyment bez teorii, jako czyste
gromadzenie faktow, jest na ogot bezuzyteczny. Nalezy zatem teorig
weryfikowaé w eksperymencie i na odwrot.

Mechanika osrodkow ciaglych zwana jest rowniez fenomenologiczng
mechanikq cial odksztatcalnych.

Fenomenologia — z greckiego phainomenon — zjawisko, logos-nauka
jest filozoficzna nauka o fenomenach w sensie kantowskim, tj.
o zjawiskowej, empirycznej stronie  rzeczywistosci.  Zadaniem
fenomenologii ma by¢ ,czysty opis” zjawisk rezygnujacy z ich
przyczynowego wyjasnienia. Teorie fenomenologiczne pozwalaja zbadaé
wiele zjawisk otaczajacego nas $wiata, tzn. poznaé przyczyny ich
powstawania 1 sposob ich ewolucji bez koniecznosci posiadania wiedzy
o zjawiskach zachodzacych na poziomie molekularnym.

Fenomenologia w mechanice osrodkéw ciaglych polega na takim
zastosowaniu teorii abstrakcji, gdy nie wnika si¢ W szczegoty
mikroproceséw zachodzacych w materiale na poziomie molekularnym, czy
pojedynczego krysztalu opisujac jedynie tzw. zjawiska makroskopowe,
obserwowane na poziomie agregatow, polikrysztaldéw. Fenomenologiczna
czarna skrzynka, do ktorej z jednego konca wkladamy dane mikroskopowe,
pozwala z drugiego konca - wyciaga¢ wnioski o charakterze
makroskopowym.

Mechanika osrodkow ciaglych, ze wzgledu na rozbudowany
formalizm, jest rowniez uwazana za dzial matematyki. Matematyka jest
jezykiem, ktorym postuguje si¢ mechanika osrodkow ciaglych 1 jest
wykorzystywana w niej do:

e formulowania pojec 1 relacji migdzy nimi,

e sprowadzania rozpatrywanych zagadnieh do  poprawnie

sformutowanych probleméw matematycznych,

e Scislego lub  przyblizonego rozwiazywania  probleméw
matematycznych, przy wskazaniu dokladno$ci przyblizonego
rozwiazania,

e selekcji rozwiazan z punktu widzenia mechaniki.

Zwiazek matematyki z mechanika ma podloze historyczne. Kazdy
dziat mechaniki ma swd; specyficzny aparat matematyczny. I tak, np.
w mechanice bryly sztywnej wykorzystywany jest rachunek wariacyjny,
w mechanice cieczy — rGwnania rozniczkowe.
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Podstawowym aparatem matematycznym, ktéry jest stosowany
w mechanice osrodkéw ciaglych jest rachunek tensorowy.

W mechanice osrodkéw ciaglych, stosujac metodg abstrakcji, z gory
rezygnujemy ze Scislego definiowania niektorych poje¢ przyjmujac je jako
pierwotne wzorujac si¢ na mechanice punktu materialnego.

Przez analogie do newtonowskiej mechaniki punktu materialnego
w mechanice o$rodkow ciaglych postuluje sig, ze

e przestrzen fizyczna, tzn. otaczajaca nas przestrzen w ktorej
odbywa si¢ ruch obiektu materialnego, jest modelowana punktowa
przestrzenia euklidesowa;

e istnieje czas bezwzgledny, pozwalajacy w zbiorze wszystkich
zdarzeh wyrdzni¢ zdarzenia roéwnoczesne z punktu widzenia
wszystkich obserwatorow w przestrzeni fizycznej. Z tych dwdch
zalozen wynika istnienie absolutnego wuktadu inercjalnego
z kartezjanska siatka;

e spehliona jest zasada przyczynowos$ci i determinizmu zjawisk.
Zasada ta nie jest spetniona w mechanice statystycznej;

e istnieje pojecie czqstki materialnej. Jest to najmniejsza czg$¢
osrodka  materialnego do  ktorego  odnosi  si¢  opis
fenomenologiczny (dla gazu bedzie to porcja przewyzszajaca
wymiarem odleglo§¢ swobodnego przebiegu molekut, dla
monokrysztatu - cze$¢ znaczne wigksza od charakterystycznego
wymiaru siatki krystalicznej, dla polikrysztatu - czg§¢ znacznie
wigksza od wymiaru ziaren krystalicznych itp.);

e istnieje pojecie ciala jako bytu abstrakcyjnego, ktoremu przypisuje
si¢ pewne cechy wspdlne dla wielu obiektéw przyrody. Jedna
z nich jest masa ciata, inna jest miejsce zajmowane przez cialo w
przestrzeni fizycznej — geometria ciata. Proces zmiany miejsca
zajmowanego przez cialo z uptywem czasu nazywamy ruchem
ciata. Ruch 1 deformacja ciala sa skutkiem oddziatywan
zewngtrznych typu mechanicznego 1 termicznego. Miarg tych
oddziatywan sa sily i momenty.

Cialo, rozumiane jest jako zbior czastek wraz z oddziatywaniami,
podczas ruchu zajmuje w przestrzeni fizycznej obszary zwarte [15]
(w sensie topologicznym) co wyraza si¢ jako hipoteza ciqglosci. Oznacza
ona, ze Ww obszarze zajmowanym aktualnie przez cialo dowolnemu
punktowi przestrzeni fizycznej odpowiada pewna czastka materialna. Punkt
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obszaru, w ktorym znajduje si¢ w danej chwili czastka, nazywamy punktem
materialnym, caty za$ obszar zajmowany przez cialo nazywamy obszarem
materialnym. Z aksjomatu ciagtosci wynika, ze dwie rézne czastki nie moga
znajdowa¢ si¢ jednoczesnie w jednym i tym samym punkcie przestrzeni
fizycznej 1 odwrotnie, jedna i ta sama czastka nie moze znajdowaé si¢
réwnocze$nie w dwoch roznych punktach przestrzeni fizycznej. A zatem
miedzy czastkami ciata a punktami obszaru zajmowanego przez to ciato
zachodzi jedno-jednoznaczna zalezno$¢. Zatozenie to jest dalekie od
rzeczywistosci. Swiadczy o tym chociazby taki fakt, ze np. dla zelaza

stosunek gestosci do gestosci jader atomowych wynosi okoto 107" co
$wiadczyloby raczej o tym, ze w kazdym punkcie mamy ,,pustkg”, ktora jest
niezwykle energiczna.

W mechanice osrodkow ciagtych wystgpuja takie wielko$ci fizyczne
jak gestos¢, energia, praca itp. sa to skalary wymiarowe zwane rowniez
tensorami rz¢du zerowego. Sa one okreslone przez przypisanie im tylko
wartosci liczbowej zaleznej oczywiscie od przyjetych jednostek. Podanie
jedynie wartosci liczbowej nie wystarczy do okreslenia takich wielko$ci
fizycznych jak predkos¢, sita, strumien ciepla itd. Konieczne jest dla nich
podanie kierunku w przestrzeni. Takie wielko$ci nazywamy wektorami lub
tensorami pierwszego rzedu. W mechanice o$rodkow ciaglych wystepuja
rowniez takie wielkosci fizyczne jak naprezenie w czastce, odksztatcenie
otoczenia czastki. Do opisu matematycznego tych wielkosci nalezy
wprowadzi¢ takie obiekty geometryczne, ktére nazywamy fensorami
drugiego rzedu. Mozna je wprowadzi¢ przez uogoélnienie pojecia wektora.
Szczegdlna role w mechanice o$rodkow ciaglych odgrywaja tensory
symetryczne drugiego rzedu. Im wiasnie poswigcimy najwigcej uwagi.
Modelujac przestrzen fizyczna tréjwymiarowa punktowa przestrzenia
euklidesowa mozemy, dla potrzeb mechaniki o$rodkéw ciagtych,
ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania jedynie tensorow euklidesowych, ktére sa
elementami przestrzeni liniowych utworzonych z tréjwymiarowych
wektorowych przestrzeni euklidesowych.

1.3. Wybrane elementy logiki matematycznej i rachunku
zdan

Matematyka jest nauka aksjomatyczno - dedukcyjna. Jest zatem nauka
w ktorej przyjmuje si¢ bez okreslania pojecia pierwotne oraz bez dowodu
twierdzenia zw. aksjomatami, a nastepnie kazde inne pojecie, ktore nie jest
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pojeciem pierwotnym definiuje si¢ za pomoca poje¢ pierwotnych, a kazde
twierdzenie, ktore nie jest aksjomatem dowodzi si¢ zgodnie z prawami
logiki, [27].

Przedmiotem logiki sa zwiazki migdzy zdaniami. Zdaniem nazywamy
wypowiedz orzekajaca. Mozna jej przypisa¢ (w ramach danej nauki) jedna
z dwoch ocen: prawda albo fatsz — wartosci logiczne zdania. Logika ustala
warto$¢ logiczna zdan zlozonych na podstawie ustalonych uprzednio
wartosci logicznych zdan sktadowych.

W logice matematycznej wystgpuja nastgpujace funktory:
negacja (zaprzeczenie),
koniunkcja (iloczyn logiczny),
alternatywa (suma logiczna),
implikacja (wynikanie),

= rownowaznos¢ ( =).

Poza funktorami w logice matematycznej wystepuja dwa zwroty —
zwane kwantyfikatorami:

dla kazdego x - kwantyfikator ogdlny (duzy) /A,

U<>Z

istnieje takie x - kwantyfikator szczegotowy (maty) V .

Kwantyfikatory te utatwiaja $ciste, jednoznaczne wypowiadanie zdan.

Formgq zdaniowq (funkcja zdaniowa) z jedna zmienna okreslona na
dziedzinie D, nazywamy takie wyrazenie zawierajace t¢ zmienna, ktore
staje si¢ zdaniem, gdy na miejsce zmiennej podstawimy dowolny element
zbioru D. Jezeli formeg zdaniowa z jedna zmienna poprzedzimy
kwantyfikatorem odnoszacym sig do tej zmiennej to otrzymamy zdanie.

Dwa zdania o tej samej warto$ci logicznej nazywamy réwnowaznymi.

W logice matematycznej postugujemy si¢ nastgpujaca notacja:

ac A element a nalezy do zbioru 4,

a¢gA=~aec A element a nie nalezy do zbioru 4 = nieprawda
jest, ze element a € 4,

a=pf z a wynika [/,

a<sp z a wynika f iz f wynika «,

V p(a) istnieje takie a, ze zachodzi ¢(a),
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\/Ago(a) istnieje takie a nalezace do 4, ze zachodzi ¢(a),
1
V @(a) istnieje 1 jest jedno takie a, ze zachodzi ¢(a),
1
\/A(p(a) istnieje 1 jest jedno takie a nalezace do A4, ze
zachodzi ¢(a),
A p(a) dla kazdego a zachodzi ¢(a),
/\A o(a) dla kazdego a nalezacego do 4 zachodzi ¢(a).

Zbior N ={xeAd;p(x)} lub N={xe A|¢)(x)} jest  zbiorem
wszystkich tych x nalezacych do A4, ktore spetniaja¢p(x) .

Tloczynem kartezjanski dwoch zbiorow A,B - nazywamy zbior

Ax B, ktorego elementami sa uporzadkowane pary utworzone z elementow
zbiorow A,B. Niech zbior A4 bedzie zbiorem elementéw a,b,c,..., za$

zbidr B bedzie zbiorem elementow Xx,),z,.... Iloczynem kartezjanskim
tych zbiorow A x B jest zbidr uporzadkowanych par (a, x), (b, y),(c, 2)...

Sumgq prostq dwoch zbiorow A,B nazywamy zbior U =A4@ B,

ktorego elementy mozna w sposob jednoznaczny przedstawi¢ w postaci
sumy elementow zbiorow A,B. Jezeli element u €U to istnieje

jednoznaczny rozktad tego elementu na u, 1 u, taki, ze u=u, +u,
1 u, €A, u, €B.1tak np. przestrzen tensorow drugiego rzgdu jest suma

prosta przestrzeni tensorOw symetrycznych 1 przestrzeni tensorow
antysymetrycznych.

Zaprzeczenie zdan (Prawa de Morgana):
zaprzeczenie alternatywy

~(pvg=(=p)A(~q);
zaprzeczenie koniunkcji
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~pAg=(~p)V(~q);
zaprzeczenie implikacji
~(p=9=pr(~9);

zaprzeczenie zdania z kwantyfikatorem

~Npla)=V ~gla) ,
~Vp(a) /N ~pa).

Regula odrywania (najcze¢sciej stosowane prawo logiki)

Jezeli prawdziwe sa: implikacja p = ¢ oraz poprzednik p, to mozna
z tej implikacji oderwa¢ nastgpnik ¢ nadajac mu samoistny byt 1 przyjac
jako zdanie prawdziwe.

Prawo przechodnosci implikacji

Jezeli prawdziwe sa dwie implikacje: p =g 1 ¢ = r to prawdziwa
jest implikacja p = r.

Warunek konieczny i warunek wystarczajqcy

Jezeli prawdziwa jest implikacja p = ¢ to moéwimy, ze p jest
warunkiem wystarczajacym dla ¢, natomiast ¢ jest warunkiem
koniecznym dla p. Warunek wystarczajacy moze nie by¢ warunkiem
koniecznym. I tak np. symetria tensora drugiego rzedu jest warunkiem
wystarczajacym na to aby jego wartos$ci wlasne byty rzeczywiste. Symetria
tensora nie jest jednak warunkiem koniecznym na to aby warto$ci wlasne
tensora byly rzeczywiste. Warunek konieczny moze nie by¢ warunkiem
wystarczajacym. I tak np. zerowanie si¢ pierwszej pochodnej funkcji jedne;j
zmiennej jest warunkiem koniecznym na to aby istniato ekstremum funkcji.
Warunek ten nie jest jednak warunkiem wystarczajacym. W punkcie
zerowania si¢ pierwszej pochodnej moze istnie¢ punkt przegecia. Jezeli
warunek konieczny jest jednocze$nie warunkiem wystarczajacym to
wowczas mowimy, ze jest to warunek konieczny 1 wystarczajacy.

Kazde twierdzenie matematyczne mozna wypowiedzie¢ w postaci
implikacji: jezeli zatozenie to teza. W twierdzeniu zatozenie stanowi
warunek wystarczajacy na to, aby teza tego twierdzenia byla prawdziwa.
Zaltozenie to nie stanowi warunku koniecznego.
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Twierdzenia matematyczne maja roznorodna budowe.

Jezeli twierdzenie Z =T  jest twierdzeniem prostym, to
twierdzenie 7 = Z  jest twierdzeniem odwrotnym
twierdzenie ~ Z =~ T jest twierdzeniem przeciwnym , za$
twierdzenie ~T =~ Z jest twierdzeniem przeciwstawnym.

Twierdzenia proste i przeciwstawne maja taka sama warto$¢ logiczna,
rowniez twierdzenia odwrotne 1 przeciwne maja taka sama warto$¢
logiczng. Dowod twierdzenia prostego mozna zastagpi¢c dowodem
twierdzenia przeciwstawnego.

Kwadrat logiczny stanowi zamknigty uklad implikacji Rys.1. Na
przekatnych kwadratu znajduja si¢ twierdzenia przeciwstawne. Implikacje
zaznaczone na koncach tej samej przekatnej sa réwnowazne. Na jego
bokach natomiast sa twierdzenia odwrotne i przeciwne. Prawdziwo$¢ dwdch
implikacji przy koncach jednego boku kwadratu zapewnia prawdziwos¢
wszystkich czterech.

Z=2T odwrotne I'=>7Z

przeciwne
&

~Z=~T ~T=>~7

Rys. 1. Zamknigty uktad implikacji.
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Z kwadratu logicznego wynika, ze
Z=T)Ye(+~T=>~2).
Zamknigty uktad twierdzen stanowi kazda z dwoch par:
{(Z=>T1 ~Z=>~T},{T=>7Z 1 ~T=>~7}.

Z prawdziwos$ci wszystkich twierdzen stanowiacych uktad zamknigty
wynika prawdziwos$¢ wszystkich twierdzen do nich odwrotnych.

Znajomos¢ przedstawionych elementéw logiki pozwoli nam w sposob
precyzyjny formutowaé pewne twierdzenia i wyciaga¢ z nich wiasciwe
wnioski.
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Przestrzen jako pojgcie pierwotne jest jedna z form istnienia materii.
Pod pojeciem przestrzeni we wspotczesne] matematyce rozumie si¢ zbior
dowolnych obiektow, migdzy ktorymi ustalone sa pewne zwiazki.
Przestrzenia fizyczna natomiast nazywamy otaczajaca nas przestrzen
w ktorej zachodza zjawiska fizyczne.

W wyniku bezposredniej obserwacji otaczajacych nas przedmiotéw
i relacji migdzy nimi powstata koncepcja geometrii euklidesowej. Byta ona
podstawa myslenia tworcow mechaniki Newtona 1 stata si¢ podstawa fizyki
klasycznej, przyrodoznawstwa 1 techniki. Geometria euklidesowa
odzwierciedla dwie relacje migdzy obiektami: relacj¢ liniowosci i relacje
prostopadiosci. Z pierwsza zwiazana jest koncepcja przestrzeni liniowej, za$
z druga pojecie iloczynu skalarnego.

W ten sposob powstal matematyczny model punktowej przestrzeni
euklidesowej &,, ktérej elementami sa punkty jako obrazy cial uzna-

wanych za nieruchome 1 zaniedbywalnie mate. Zbior uporzadkowanych par
punktow przestrzeni punktowej z dodawaniem, mnozeniem przez liczbe
11loczynem skalarnym tworzy przestrzen euklidesowq wektorowq 3., [2].

W mechanice osrodkéw ciagtych postuluje sig, ze przestrzen fizyczna
jest modelowana przestrzenia euklidesowa punktowa ¢&,;, ktdéra mozna

odwzorowa¢ w przestrzen euklidesowa wektorowa 3,. Przestrzen

euklidesowa wektorowa jest zatem przestrzenia, ktorej elementami sa
wektory 1 jest przestrzenia liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych
z pewnym prawem kompozycji wewngtrznej zwanej iloczynem skalarnym.

Przestrzen fizyczna jest przestrzenia jednorodna 1 izotropowa.
Jednorodnos$¢ przestrzeni jest rtOwnowazna zatozeniu, ze prawa fizyczne nie
zaleza od miejsca wystapienia zjawiska. Izotropowos$¢ natomiast oznacza,
ze wszystkie kierunki w przestrzeni sa réwnowazne. Z tych dwoch
wlasnosci wynika réwnowazno$¢ wszystkich przestrzennych ukladéw
wspotrzednych uzytych do opisu badanego zjawiska. Niezmienniczo$¢ praw
fizycznych przy zmianie przestrzennych ukladéw wspotrzednych mozna
wyrazi¢ stosujac rachunek tensorowy. Zgodnie z podstawowa wlasnoscia
rachunku tensorowego nie zachodzi potrzeba wiazania si¢ z jakimkolwiek
uktadem wspotrzednych.

W celu zdefiniowania przestrzeni euklidesowej wektorowej jako
tworzywa przestrzeni tensoroOw euklidesowych nalezy wprowadzi¢ pojgcie
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struktury algebraicznej, najprostszych struktur algebraicznych jakimi sa
grupa i ciato oraz pojecie przestrzeni liniowej, [13], [18], [30].

STRUKTURA ALGEBRAICZNA nazywamy zbior zlozony ze
skonczonej liczby zbiorow oraz ze skonczonej liczby odwzorowan
iloczynéw kartezjanskich tych zbioréw w te zbiory. Odwzorowania
wchodzace w sktad struktury nazywamy dziataniami.

2.1 Pojgcie grupy i ciala

Do najprostszych struktur algebraicznych naleza grupa i ciato.
Grupq nazywamy strukturg algebraiczna (G, O), gdzie G jest zbiorem
niepustym, a dziatanie ¢ jest odwzorowaniem
0:GxG—>G,
(g.h)eGxG = gOhed.
Dziatlanie to spetnia nastepujace aksjomaty:
a) wlasno$¢ tacznosci
A g1<>(g2<>g3)=(g1<>g2)<>g3;

gl’ gz, g3€G

b) e —eclement neutralny grupy
v A e0g=gle=g; (2.1)
ecG geCG

c) h—element odwrotny do g
A Vv &0h=hlg=e

geG heG
Jesli grupa spetnia ponadto warunek
A g%h=h0g (2.2)
g, heG

to nazywamy ja grupa abelowa (grupa przemienna).

Przyklady grup:

1) (Z, +) addytywna grupa liczb catkowitych (e =0,h=- g);

2) (R+)(R-{0},-) addytywna (e =0, # = —g) i multiplikatywna
(e =1, h= gil) grupy liczb rzeczywistych;

3) Zbiér wszystkich obrotow przestrzeni wokot ustalonej osi jest
grupa.
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Dziataniem w grupie jest sktadanie obrotow.

Kazdy obrét mozna opisaé wersorem k skierowanym wzdluz osi
obrotu i katem « o ktory zachodzi obrot wokot osi. Kat o jest liczony w
kierunku, ktory jest dodatnim wzgledem wersora &.

Ztozeniem dwoch obrotow o katy @ 1 f jest obrét o kat (a+ ).

Obrotami wzajemnie przeciwnymi nazywamy dwa obroty w przeciwnych
kierunkach o ten sam kat.

Jezeli obrot wokot osi o kierunku & o kat @ oznaczymy przez R, to
RiR] =R
R/R“ =R,
Grupa jest jedna z najprostszych struktur algebraicznych.
Cialem nazywamy struktur¢ algebraiczna (K, +, -), gdzie
odwzorowania
+KxK >K; (2 f)eKxK=>a+fek,
SKXK K (@, f)eKxK > a-fek
sa odwzorowaniami spetniajacymi nast¢pujace aksjomaty:
a) (K, +) jest grupa abelowa;
b) (k-10 }, ) jest grupa abelowa, gdzie {0 | jest elementem
neutralnym grupy (7(, +); (2.3)
¢) rozdzielnos¢ wzgledem dodawania

o i Sex a-(f+y)=a f+a-y.

Strukture algebraiczna o powyzszych wiasnosciach nazywa si¢ czgsto
ciatem przemiennym.

Przyklady cial:
1) (fW, +, ) ciato liczb wymiernych;
2) (QQ, +, ) ciato liczb rzeczywistych;
3) (C, +, ) ciato liczb zespolonych C =R xR .
Dzialania w C sa okreslone nastgpujaco:
(a,b)+(a'"b')=(a+a', b+b"),
(a,b)-(a'b")=(aa'-bb', ab'+a'b), dla (a,b),(a’b")eC.
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Cialo K nazywamy algebraicznie domknigtym (lub zupelnym) jesli
kazdy wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach z ciala X ma w ciele
K miejsce zerowe. (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Ciato (C, +, ) - liczb zespolonych jest cialem algebraicznie domknigtym.

2.2. Przestrzenie liniowe

Bardziej ztozona struktura algebraiczna niz grupa 1 cialo jest struktura
algebraiczna zwana przestrzenia liniowa. Badanie tej struktury jest
przedmiotem dziatu algebry, ktory nosi nazwe algebry liniowe;.

Przestrzeniq liniowq [ nad cialem K nazywamy strukturg
algebraiczna (L, + K+, ) dla ktorej:
a) (L, +) jest grupa abelowa;
b) (7(, +, ) jest ciatem;
c) mnozenie elementdw zbioru £ przez elementy zbioru K
KXL—>L
(a, A)e KxL=>a-A=a A€ L (znak mnozenia zostal opuszczony)

spelnia aksjomaty:

A A a(d+B)=aA+aB,
aek A, Ber
A A (0(+,6’)A:aA+,BA,
a,feX AeL
(2.4)
A A alpa)=(ap)4,
a, feX AeL

14=A1= A, 1-elementneutralnyciata K.
leX AeK

Przestrzenia liniowa nazywamy zatem dowolny zbiér £ o okreslone;j
powyzej strukturze. Na ogot nie precyzujemy czym sa elementy tego zbioru.
Przestrzen liniowa L nazywamy przestrzenia n — wymiarowa
1 oznaczamy przez L, , jezeli istnieje w niej liniowo niezalezny uklad rzedu

n i nie istnieje liniowo niezalezny uktad rzedu wigkszego od n.
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Uktadem liniowo niezalenym rzedu n nazywamy kazdy zbior n
elementow 4, 4,,..., 4, € L, taki, ze z rOwnosci

a'Ad+a’ A, +..+a"A, =0

wynika, ze

Bazq w przestrzeni £, nazywamy kazdy liniowo niezalezny uktad n

elementow
A,4,,.,4,€L,.
Jezeliukiad 4,,4,,...,4, €L, jestbazaw L ,to
1
Vv A=ad'A+a’ A, +..+a"4,. (2.5)

VAN
Ader, "€

al,a?

Uktad A4,4,,...,A, generuje wigc cala przestrzen [,. Elementy

a',a’,...,a" ek przyporzadkowane sa elementowi A4 w bazie
A,4,,...,A, wsposob jednoznaczny.

Powyzsze zapisy sa prostsze jezeli skorzystamy z konwencji
sumacyjnej Einsteina. Zgodnie z ta konwencja kazdy jednomian w ktérym
dwukrotnie powtorzony jest pewien indeks, raz na poziomie dolnym i drugi
raz na poziomie goérnym nalezy rozumie¢ jako sume¢ jednomianow
powstajacych z danego przez wpisanie zamiast powtarzajacego si¢ indeksu
wszystkich jego wartosci od 1 do n (n — wymiar przestrzeni). Powtarzajacy
si¢ indeks nazywamy niemym. Nazw¢ indeksu niemego mozna zmieniac.
Reguta ta ma charakter czysto mnemotechniczny.

Ciag elementow 4,,4,,...,4, mozna zapisa¢ jako A4, (i —od 1 do n).
Indeks i nazywamy swobodnym.

Korzystajac z konwencji sumacyjnej Einsteina mozemy napisac, ze

A=d'A+a’ A, +..+a"A, =a' 4, =a" A,

PRZESTRZENIE SPRZEZONE
Dwie przestrzenie liniowe o tym samym wymiarze i nad tym samym
cialem: £, 1 M, nad cialem K nazywamy wzajemnie sprzgzonymi

(dualnymi) £, =M, , jezeli na iloczynie kartezjanskim tych przestrzeni
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okreslone jest odwzorowanie zwane operacja sprzegajaca, ktore jest forma
biliniowa niezdegenerowana.
Operacja sprzggajaca kazdej parze elementéw przyporzadkowuje skalar

Ln an _>K’
(4,a)elL, xM, =(A4,a)eK .

Przyporzadkowanie to jest liniowe wzgledem elementow przestrzeni L,
1 elementow przestrzeni M, oraz spelnia nastgpujace warunki :

jesli (4,a)=0  dlakazdego elementu AL, ,to a=0,

jesli (4,ay=0  dlakazdego elementu aeM, ,to A=0.

W definicji tej obie przestrzenie wystgpuja rownowaznie. Mozemy zatem
napisaé L, =M, lub £, =M",. Stad wynika, ze dla kazdej przestrzeni

liniowej spetniona jest réwnos¢ (L£',)* =L, .

Pomimo, Ze przestrzenie sprzgzone (dualne) wystgpuja w  definicji
rownowaznie, to jedna z nich jest zwykle wyrdzniona z ro6znych powodow.
Moze np. wystgpowaé czgsciej. Nazywamy ja woOwczas przestrzenia
podstawowa. Oznaczymy ja przez N, a jej elementy bedziemy oznaczaé
przez x, (xeN). Baza w tej przestrzeni bgda elementy e,. Elementy

przestrzeni do niej sprzgzonej bgdziemy oznacza¢ przez ¢, (ce N'). Bazg

w tej przestrzeni bgda stanowily elementy &“. Elementy przestrzeni
podstawowej nazywane sa czesto wektorami, za$ elementy przestrzeni
sprzezonej kowektorami.

Operacja sprzgzenia (X,g) przypomina iloczyn skalarny i1 bedzie z nim
utozsamiana dla przestrzeni euklidesowych (x,¢)=x-¢.

Nalezy jednak pamigtaé, ze w odroznieniu od iloczynu skalarnego operacja
sprz¢zenia oznacza mnozenie elementdéw z dwoch roéznych przestrzeni
liniowych. Elementy x,g nazywamy ortogonalnymi, gdy x-g=0.
Niezdegenerowane mnozenie skalarne oznacza, ze w N nie istnieje wektor
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niezerowy ortogonalny do catej przestrzeni #°, i analogicznie w N° nie
istnieje kowektor niezerowy ortogonalny do catej przestrzeni V.
Podstawa wielu stwierdzen i dowodow jest nastepujacy fakt:

jezeli ciag wektorow e, e,....,e, jest dowolna, ustalong bazaw NV, a

a,,0,,....,a, jest dowolnym ciagiem liczb (elementem R") to

istnieje dokladnie jeden kowektor geN® taki, ze ¢-e, =a,

(i=12,..,n).
Dowadd tego faktu wynika z rownos$ci wymiardw przestrzeni dualnych oraz
z zalozenia, ze operacja sprzg¢gajaca dwie przestrzenie dualne jest
niezwyrodniala.
Z podanego faktu wynika rowniez nastepujacy wazny wniosek:
dla kazdej bazy e, w przestrzeni N istnieje dokladnie jedna baza &’ w
przestrzeni sprzezonej N ° taka, ze (D.1)

e,-e' =¢’-e =5/, (2.6)

Zdefiniowana tym wzorem baze¢ &’ nazywamy zwykle kobaza bazy e,.
Par¢ baz e,,&’nazywamy dualna para baz. Operowanie dualnymi parami
baz znacznie upraszcza niektore dowody 1 rachunki. Np.
X-g= (xiei)'(gjsj) = x[gj (ei '8'/) = xigjé‘; = xigi'

1

x'=x-g', ¢, =¢-e,.

2.3. Odwzorowania struktur algebraicznych

Poza strukturami algebraicznymi interesuja nas odwzorowania
pomigdzy tymi strukturami. Nie beda to dowolne odwzorowania ale
odwzorowania, ktore beda posiadaly pewne wlasnosci. Begda one
mianowicie zachowywaly wlasnosci tych struktur. Te szczegolne
odwzorowania nosza nazweg morfizmow lub homomorfizméw struktur
algebraicznych, [13].

Dla grup, gdy (G,9),(#,9)sa dwiema grupami, to odwzorowanie

f:G— H nazywamy homomorfizmem grup, jezeli

N f(goh)=1(g) ¢ f(h)
g neg
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Odwracalny  (bijektywny)  homomorfizm  grup  nazywamy
izomorfizmem. Natomiast izomorfizm grupy na siebie nazywamy
automorfizmem.  Homomorfizm  grupy w  siebie  nazywamy
endomorfizmem. Tak wigc automorfizm jest to odwracalny (bijektywny)
endomorfizm.

Podobne odwzorowania mozna zdefiniowa¢ dla ciat oraz przestrzeni
liniowych.

ODWZOROWANIA PRZESTRZENI LINIOWYCH

Niech £, 1 %, beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad tym
samym ciatem % .
Odwzorowanie L:L, — N, nazywamy odwzorowaniem liniowym

(homomorfizmem), jezeli

A LlaA+pBB)=aL(4)+BL(B). 2.7)
a,feX A, Ber,

Bijektywny  homomorfizm  przestrzeni liniowych nazywamy
izomorfizmem. Dwie przestrzenie liniowe £, 1 %, nad tym samym cialem

K nazywamy izomorficznymi jezeli istnieje izomorfizm tych przestrzeni na
siebie. Innymi slowy istnieje wzajemnie jednoznaczne liniowe
przyporzadkowanie elementom zbioru £, elementéw zbioru & .

[zomorficzne przestrzenie liniowe sa nierozrdznialne. Sa one relacjami
tej samej teorii. Kazde zdanie wypowiedziane w terminach jednej
przestrzeni daje si¢ jednoznacznie ,,przettumaczy¢” na jezyk przestrzeni
izomorficznej. Kazde dwie przestrzenie liniowe tego samego wymiaru sa
izomorficzne.

Przyklad:
Kazda przestrzen £, nad cialem ® (liczb rzeczywistych) jest
przestrzenia izomorficzng z przestrzenia

R"=RXRXRX..XR .

Jezeli elementy A, (i =12,..., n) tworza bazg w L , to
1 .
A v A=d'4.
Ael deq®
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Reprezentacje¢ 4 w bazie 4, tworzy ciag skalarow o’ (al,az,...,a”)
z ® utozsamianych z elementami przestrzeni ®".

Roznica migdzy samym elementem Ae £, a uktadem skalaréw o'
nalezacych do ® jest bardzo istotna. A mianowicie, kazdy uktad skalarow

i

a' zawierajacy przynajmniej jeden element o #0 jest reprezentacja
zadanego elementu 4 w pewnej bazie. Baz takich jest nieskonczenie wiele,
jezeli przynajmniej dwa skalary o' sa rozne od zera. Tzn., ze

A A vV A=akBk A#0.
AeLa'eR B,eLl

FORMA LINIOWA
Szczegdlnym przypadkiem odwzorowania liniowego L: L, — N, jest

odwzorowanie, gdy m=1 i przestrzen N, =%N,=K . Zachodzi wtedy
réwnos¢

L:L, >N, =%

L(A)=¢(d)=aeX.

Odwzorowanie tej postaci nazywamy formq liniowq ¢ nad
przestrzenig liniowa L.

ODWZOROWANIE BILINIOWE
Niech £,,N, 1 M, beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym

cialem X .

Odwzorowanie
B:LXN, —>M,
(A, a)e LXN, = B(A, a)e M,

nazywamy biliniowym, jesli

B(4+B,a)=B(4,a)+B(B, a)
B(4,a+b)=B(4,a)+B(4,b) (2.8)
B(#4,a)=B(4, Ba)=pB(4,a)

dla kazdego S X , dlakazdego A4,B e L, idlakazdych a,benN .
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FORMA BILINIOWA
Jezeli przestrzeh M, jest ciatem K (k=1), to odwzorowanie

B:LXN, >M =K

(A,a)e LxN, = B(A,a)ek
nazywamy formq biliniowq. W ten sposob mozna definiowaé
odwzorowania wieloliniowe i formy wieloliniowe.

SUMA PROSTA PRZESTRZENI LINIOWYCH

Najprostszym przyktadem budowania, w oparciu o znane przestrzenie
liniowe nad tym samym ciatem ¥ , nowej przestrzeni liniowej jest suma
prosta.

W celu zdefiniowania sumy prostej podajemy definicj¢ sumy
algebraicznej, [13].

Niech V, 1 V, beda podzbiorami przestrzeni liniowej £,. Zbior

Vi+V,={A4+4,eL,; 4 €V, 4,€V, |

nazywamy sumgq algebraiczng podzbiorow V, 1V, .

Sumg algebraiczna podprzestrzeni V, 1 V, nazywamy suma prosta
V, ®@V,, jezeli kazdy element sumy daje si¢ jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci sumy elementdéw przestrzeni V, 1 V,.

Sumgq prostq przestrzeni liniowych £, 1 N, nad tym samym cialem

K nazywamy przestrzen M, =L DN, powstajaca z iloczynu

kartezjanskiego L xN, przez zdefiniowanie w tym zbiorze operacji
dodawania i mnozenia przez elementy ciata K tak, ze

A A A a(A,a)+ﬂ(B,b)=(aA+ﬂB,aa+ﬂb),
A,Berl, a,beN, a,fek

M, - przestrzen liniowa. (2.9)
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Kazdy element przestrzeni £ @ N, daje si¢ jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci sumy elementow przestrzeni £, 1 N, . Wymiar
przestrzeni £, ® N, wynosi n+m.

ILOCZYN TENSOROWY PRZESTRZENI LINIOWYCH
Iloczynem tensorowym przestrzeni liniowych £, 1 %, nad tym

samym cialem X nazywamy przestrzen liniowa M,, =L ® N, powstajaca
z iloczynu kartezjanskiego £ x N, . Wymiar przestrzeni £, ® N, wynosi
n-m.
Przyporzadkowanie
X:LXN, >LIOIN,,
(A,a)e LXN, = AQaec L, ON,
jest przyktadem odwzorowania biliniowego.
Spenia zatem nastgpujace aksjomaty:

A A A®(a+b)=A®a+ A®b,
Ael, a,benN,

A A (4+B)®a=A®a+B®a, (2.10)
A,Ber, aeN,

VAN VAN A aA®b=AQab=a(A®b).
Aerl, bewN,, aek

2.4. Przestrzenie euklidesowe

Przestrzeniq euklidesowq wektorowq >, nazywamy n — wymiarowa

przestrzen liniowa (2.4) nad cialem liczb rzeczywistych ® ., w ktorej
dodatkowo jest zdefiniowana operacja iloczynu skalarnego. Elementami
przestrzeni sa wektory a, b,... [29].

Hloczynem skalarnym nazywamy forme biliniowa taka, ze
-2, x2 >R,
(a, b)e3n x), =a-beR.
Jest to prawo kompozycji przyporzadkowujace dwoém wektorom
skalar (liczbg). Odwzorowanie to spetnia nastgpujace aksjomaty:

1. A ab=b-a,
a,bed,

2.11)
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2. A a-(b+c):a~b+a~c, (a+b)~c:a~c+b'c,
a, b,ced,

3. A A aa-b=ala-b)=a-(ab),
a,bed, aeR

4. A a-a20 i a-a=0 dla a=0.

aed,

Normg — modulem wektora a nazywamy liczbe a o wlasnosciach:
a=la|=(a-a),
|a|20 |a|:0 dla a=0,
o] =aal
A |a + b| < |a| + |b| (nierowno$¢ Schwartza) .
a,bed,

Wektor a, dla ktérego |a| =1 nazywamy wersorem.

Kat ¢, ktory jest katem migdzy wektorami a i b wyznaczamy ze
wzoru

cos @ =ﬂ, 0<ep<r. (2.12)
al[p
Jezeli wektory e, (i=12..n) sa baza w 3

to generuja one cala

przestrzen.

W mechanice osrodkoéw ciaglych interesuje nas gldwnie przestrzen
euklidesowa tréjwymiarowa 3, (3, dla n=3) tzn. przestrzen wektorowa
euklidesowa, w ktorej baza jest dowolna trdjka liniowo niezaleznych
wektorow. Jezeli wektory e, (e,,e,,e;) sabazaw 3, to

1
a=a'e, +a’e, +a'e, =a'e,.
aed, o, a? a*eR

Trojke liczb «', przyporzadkowana jednoznacznie wektorowi a
w bazie e,, nazywamy reprezentacjq wektora a w tej bazie. Jezeli baza e,
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jest ustalona, to wektor a mozna utozsami¢ z jego reprezentacja, tzn.
z trojka liczb «'. Nalezy pamietaé, ze te trojki liczb przyporzadkowane
temu samemu wektorowi w roznych bazach beda inne. Zachodzi zatem
zaleznos$¢

/\ v a=ao + + ,
a¢({éa3 a, ﬂ’ 7€R gk€33 gl IBgZ 7g3

a wigc kazda trdjka liczb takich, ze przynajmniej jedna z nich jest r6zna od
zera, moze by¢ reprezentacja zadanego wektora w odpowiednio dobranej
bazie.

Przestrzen euklidesowa 3, jest przestrzenia liniowa, posiada zatem

wszystkie wlasnos$ci przestrzeni liniowych.
Dla przestrzeni euklidesowej 3, operacja iloczynu skalarnego jest

forma biliniowa, a wigc moze by¢ uznana za operacje sprzggajaca
przestrzen euklidesowa ze soba sama.
Jezeli 3, jest przestrzenia sprz¢zona (dualna) do przestrzeni J,, to

przestrzenie te sg izomorficzne. Na tej podstawie przyjmuje sig, ze 3,"=3,.

Pomimo przyjecia takiego zalozenia pozostawiamy, ze wzgledow
rachunkowych, pojecie bazy 1 kobazy jako baz w tej samej przestrzeni
euklidesowej 3, .
Kobaza bazy e, nazywamy taka baze e’, dla ktorej

_ . (1 dla i=],

e,-e/ =05’ (delta Kronecker'a) 6,/ = .

0 dla i#j
Macierz g,, = e, -e, nazywamy macierzq metryczng. Dla danej bazy

e, jej kobaza e’ jest wyznaczona jednoznacznie
e/ =g’e,, (gdzie g’ =e’-e"). (2.13)

Wspotczynniki g =e’-e* rozkladu kobazy e’ w bazie e,
wyznaczamy z uktadu réwnan liniowych Cramer'a
gjkgkm = é‘jm'
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Kobaza e’ jest baza w J,. Mozna zatem wektory e, roztozyc¢

w kobazie e"
e, =g,e" (2.14)
Ze wzordw (2.13), (2.14) wynikaja pewne wlasnosci macierzy
g’ i g, .Sato wspotczynniki rozktadu jednej bazy w drugiej. Shuza one
do podnoszenia i opuszczania indeksow.
Dowolny wektor a €3, mozna rozlozy¢ w bazie e, lub kobazie e/, a
mianowicie
a=a"-e, =a,-¢.
Po wykorzystaniu wzoréw na rozktad jednej bazy w drugiej
otrzymujemy, ze
k __ k _ Jk
a"=a-e =a.g”,
! (2.15)
a;=a-e, =a gy

Wybodr bazy w 3, jest dowolny. Jezeli h  stanowi inna bazg od e, , to
jezeli
h,-h=5"

wowczas wektory h” sa kobaza do h,, . Kazdazbaz e, e’, h_, h” generuje

cala przestrzen. Wektor a mozna wowczas roztozy¢ w kazdej z tych baz
_ ~a _~ wh _ Lk _ j i _ j
a=ah,=a,h” =a'e, =ae’, h,=g.e =g, ¢
Stad wynika, ze

€= (ei 'ha)ha = (ei 'hﬂ)hﬁ = gia h, = 8ip hﬂ,

. ‘ . ‘ (2.16)
¢/ =(e/-h, )b =(e/ -0 )h, = g/uh" = g” h,,.
Wspotczynniki rozktadu wektorow jednej bazy w drugiej sa
iloczynami skalarnymi odpowiednich wektoréw bazowych, ktére mozna
uzna¢ za definicjg tych obiektow liczbowych. Jezeli bazy sa ustalone, to ich
iloczyny skalarne sa niezmiennikami.
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Iloczyn skalarny dwoch wektorow a1 b €3, realizuje sig
nastepujaco:

a-b :akek .leem :akﬂmek .em :akﬂmgkm :ajej .ﬂmem :ajlgmej .em :ajﬂmgjm =

=a,e' e, =a,f"e’ e, =a, "5 =, =’ ;.

Przestrzen euklidesowq punktowq £, o wymiarze n definiuje si¢ jako
zbior elementow (punktow) takich, ze kazdej uporzadkowanej parze
punktow 4, Be &, przyporzadkowany jest jednoznacznie wektor AB €d,.
Przestrzen euklidesowa punktowa &, zwigzana jest z przestrzenig
euklidesowa wektorowa D, przez zadane odwzorowanie:

E,XE, I,
(4,B)e &, x&, :Eean :
Odwzorowanie to spetnia nastgpujace aksjomaty:
AB=—BA
4 Beg,

_ —  —

AB=AB+BC
4 B,Ceg,

A N Vv O
Oeg, Xeg§, Xxe§,

gdzie x — promien wektor punktu X wzgledem wybranego punktu O.

Obierajac w &, punkt O mozna zdefiniowaé jedno-jednoznaczne
przyporzadkowanie

i€, 53, L,e(X)=0X =x 2.17)

pomigdzy punktami z &, a wektorami z J,,.
Przestrzen &, nie jest przestrzenia liniowa. Mozna jednak przeniesé

do niej struktury przestrzeni wektorowej jako odpowiednie operacje na
promieniach wodzacych. Struktura ta zalezy od wyboru punktu O.
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Reperem w przestrzeni punktowej £, stowarzyszonej z 3, nazywamy
kazda parg (0; e, ), gdzie O € &, , e, €J, . Punkt O jest punktem zaczepienia
repera, za$ wektory e, sabazaw J, .

Baza e, jest ortonormalna, gdy e, -e, =0,. Wektory bazy sa

wowczas wzajemnie ortogonalne i sa wersorami.
W mechanice o$rodkow ciaglych przyjmuje sig, ze przestrzen fizyczna
jest modelowana trojwymiarowa punktowa przestrzenig euklidesowa &, z

reperem (O; ei) (1i=1,2,3).
Przestrzen euklidesowa punktowa &, definiuje si¢ czasem jako zbior
RP=RXRXR , gdzie ® jest ciatem liczb rzeczywistych.
Wybierajac w 3, baz¢ ortonormalna i, (i, -i, =0,) otrzymujemy
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
Wiy R’

Co (2.18)
ik‘//(x):(x'll’x'lzsx'lz)-

Odwzorowanie
dj:ik wo ,p: & SR

jest izomorfizmem &, w ®° zaleznym od repera (O; i k) wzgledem struktur
przeniesionych z 3, [30].
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3.1. Przestrzenie tensorowe

Podstawowym obiektem naszych zainteresowan z punktu potrzeb
mechaniki osrodkow ciaglych sa tensory euklidesowe [25], [30].

Tensory euklidesowe sa elementami przestrzeni liniowych
utworzonych z przestrzeni euklidesowych wektorowych. A zatem
tworzywem tych przestrzeni sa przestrzenie euklidesowe 3, .

W  naszych rozwazaniach ograniczamy si¢ do przestrzeni
euklidesowych 3, — przestrzeni trojwymiarowych i przestrzeni tensorowych

utworzonych z tych przestrzeni.
Jako jeden z przykltadow odwzorowan przestrzeni liniowych byt
wprowadzony iloczyn tensorowy tych przestrzeni. Mozna zatem

rozpatrywaé réwniez iloczyny tensorowe dwoch przestrzeni wektorowych
. o . @
euklidesowych 3,13, .
0@ ) ,
Tloczynem tensorowym 3,® 3, nazywamy przestrzen 7, o wymiarze

3.3=3% =9, ktdérg otrzymujemy w wyniku odwzorowania

n @
®:9;x3
(

393 3= 4y
) (2) 1 @ (.1

bed,®3,=1,.

1

(a,b)ed,x3, =

&

Jest to odwzorowanie biliniowe (2.8).
Tensorem euklidesowym o walencji 2 (rzgdu 2) nazywamy kazdy
element przestrzeni liniowej 7, (T € ‘Tz)

Tensory postaci T =a®b # b ®a nazywamy diadami albo tensorami
rozkladalnymi. Nie kazdy tensor drugiego rz¢edu mozna przedstawi¢ w
postaci diady. Kazdy natomiast jest kombinacja liniowa diad. Wynika to z
faktu, ze w przestrzeniach wektorowych 3, istnieja bazy. W kazdej z

ESORNCY ‘o
mnozonych tensorowo przestrzeni 3,1 3, moga by¢ rdzne.

. . e . . o O, @
Niech e, 1 h, beda réznymi bazami odpowiednio w 3,1 3, .
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Uktad dziewigciu diad postaci e, ®h, jest baza w T,. Z definicji

przestrzeni 7, wynika wowczas, ze
1

A A NV T=T"e®h,. (3.2)
Ter &®h« T"eR
2

(O]
Na og6t przyjmuje sig, ze w kazdej z przestrzeni 3,1 3, bazy sa te same.
Niech e, ie’ (ee/ =5’) beda baza i kobaza, wowczas cztery uktady
dziewigciu nastgpujacych diad:

e,Qe;,, e ®e, ¢ ®e, e Qe
i,j=1,2,3
sq czterema réznymi bazami (polibazami) w T,. Polibazy, w ktorych
wystepuja wektory nalezace do jednej bazy 1 jej kobazy nazywamy
polibazami prostymi. Oczywiscie nie tylko polibazy sa bazami w T,.
Dowolny ukfad dziewigciu tensorow liniowo niezaleznych H, mozna
przyjaé jako baze w T,. Mozna wéwczas napisa¢ T=T"H, (k=1,2,...,9).
W polibazach prostych tensor T € 7, mozna w sposob jednoznaczny
przedstawi¢ w postaci
A T=T"¢®e =T e®e =T"¢®e =T¢ ¢,
TeT, (3.3)
i, j=12,3.

Uktady dziewigciu liczb T7,7°;,T/,T, nazywamy sktadowymi lub

reprezentacjq tensora T w odpowiedniej polibazie. Sktadowe te nie sa
niezalezne. Ze wzoréw na rozktad bazy w kobazie (2.13) i na odwroét (2.14)
otrzymujemy, ze na przyktad

T =1'g"=T,g"¢" =T'x g", (3.4)
T,»j :Tikgkj :Tklgkiglj :Tk/gki'

Wyboér bazy w przestrzeni euklidesowej jest dowolny. Jezeli h,, i h”
sa inna niz e, i e/ baza i kobaza w J,, to polibazami prostymi w T, sa
wowczas uktady diad:
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h,®h,, h, ®h’ h*®h,, h* ®h’ (o, f=1273),
z ktérych kazda generuje cata przestrzen 7,. Tensor T € 7, mozna zatem
przedstawi¢ réwniez w postaci

T=T“h,®h,;=T"sh, ®W/ =T,"h“®h,=T,h" ®h”.

Latwo pokaza¢, ze migdzy sktadowymi tensora T w rdznych polibazach
(2.16) zachodza zaleznosci:

T =(h“-e,)(0" -e,) 7 = g% g, T,

J

f”’ﬁ = (ha ~ei)(hﬁ .ej) TV = g% 25, T (3.5)

TENSOR METRYCZNY
Istotna role¢ w rachunku tensorowym odgrywa tensor metryczny G.
Jest to tensor drugiego rzedu G € 7, o wlasnosciach

G:(ei -ha)e,. ®h” =(e, -hﬂ)ei ®h, =(¢ -ef)ei Re, :(h“ -hﬂ)ha ®h, =
=5 e ®e =6"sh, ®h, (3.6)
G=¢,®e =h, ®h” =¢ ®¢' +e, e’ +e, ®e’ =h, ®h' +h, ®h’ +h, AN,

W dowolnej polibazie prostej mieszanej, tzn. utworzonej z wektorow bazy 1
kobazy, tensor metryczny G ma reprezentacj¢ w postaci delty Kronecker’a
o. (D.1).

ij

Tworzac iloczyny tensorowe wigcej niz dwoch — przestrzeni
euklidesowych otrzymujemy przestrzenie tensorowe tensorow wyzszego
rzedu.

Tensorem euklidesowym rzedu p (o walencji p) nazywamy kazdy
element przestrzeni liniowej 7, o wymiarze 3”, ktora powstata z iloczynu

tensorowego p przestrzeni euklidesowych 3, , a mianowicie

n @ O (»)
T,=3,83,03,0...03, =

")
T

R~

n
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Stad wynika, ze przestrzenie:
T =® owymiarze 3°=1 jest przestrzenia liczb rzeczywistych,

T =3, owymiarze 3'=3 jestprzestrzenia euklidesowa wektorowa,
T,=3,®3, owymiarze 3’ =9 jest przestrzenia tensoréow drugiego
rzedu.

A zatem liczby mozna nazywac tensorami rzedu 0, a wektory tensorami
rzedu 1.

Przyporzadkowanie

o @ O (»)
ERERER NN E N

jest przyporzadkowaniem p — liniowym. Kazdemu ciagowi p elementéw
a, ea(:) przyporzadkowujemy element
a,®a,®.®a, eT,. (3.7)

Tensory tej postaci nazywamy fensorami rozkltadalnymi. Nie kazdy
element 7, jest tensorem rozkladalnym. Drugi typ tensorow stanowia

a,a,,...,a,;

tensory bedace kombinacja liniowa tensorow rozktadalnych. Jezeli w kazde;j
przestrzeni 9(3” wezmiemy taka sama baze e, i kobaze ¢’ (e,-e/ =3), to

polibaza prosta postaci
e ®e, ®e' ®...Qe¢,

p

Jestbazaw T,.

Zachodzi wowczas roOwnosé

I ‘ ,
A A V T=T'."e®e ®e ®..Q®e,.
TeT, e®eQ.. e, i, m J

p

Tensory sq zatem jednoscig bazy (polibazy — stowarzyszenia bazowego)
i sktadowych w tej bazie.
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Dwa tensory A i BeT, sa sobie rowne, jezeli w tej samej polibazie
maja takie same skladowe, tzn., ze A, *=B';* w polibazie
e, Qe ®...Qe, .

3.2. Dzialania na tensorach

Odwzorowania liniowe przestrzeni liniowych dotycza réwniez
przestrzeni tensorowych.

Na tensorach o dowolnej walencji (dowolnego rzgdu) mozna
dokonywa¢ odpowiednich operacji o ile nie sa one sprzeczne z definicja
tensora.

Dzialania na tensorach mozna rozpatrywa¢ jako odwzorowania
przestrzeni tensorowych.

a) lloczyn tensorowy (iloczyn zewnetrzny) przestrzeni tensorowych
jest odwzorowaniem biliniowym
®: T xT, >T,9T, =1,

p+q’

(3.8)

ktore dla tensoréw rozktadalnych (3.7) realizuje si¢ w nastgpujacy sposob:

®: c®d®...®he‘Tp
a®b®..®geT,

}:>c®d®...®h®a®b®...®gefl‘p+q.
Jezeli tensory A,BeT, 1 C,DeT_,to

(@ A+BB)R(yC+ED)=ayAQC+alA@D+ByBOC+LEBRD.

Dla tensorow nierozktadalnych dowolnym tensorom Te 7, i PeT_,

ktore w odpowiednich polibazach prostych maja postac

T=T'ne Qe ®..Qe",
P

P=P, "¢ ®e"®...Qe,.

su

q
operacja ich iloczynu tensorowego jest tensorem postaci
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S=T®P=T', .P, "¢ Qe ®. . Qc" Qe Re"®...Re, .

ptq
liczby

Operacja iloczynu tensorowego nie jest przemienna. Na o0got
TOP#PXT.

Przyklady:
1) Iloczyn tensorowy dwoch wektorow u, v 3,
u®v=u'e,®v,e" =u'v, e ®e"
jest tensorem drugiego rz¢du zwanym diada.

2) lIloczyn tensorowy tensora drugiego rzedu T i wektora u
TeT,, ued,

T®u=T'e' ®e, ®u"e, =T u" ¢ ®e¢, e,
jest tensorem trzeciego rzedu.

Operacja iloczynu tensorowego realizuje si¢ zatem przez dopisanie do
siebie stowarzyszen bazowych i wymnozeniu liczb — reprezentacji tych
tensorow w wybranych polibazach.

b) ZweZenie tensora (kontrakcja)
Operacja zwezenia tensora T e T P jest odwzorowaniem liniowym
T,>7,,

(u,v) (u,v)y  (v,p)
~ T, T,,, ~ =~

2

(3.9)

(Ter,)= (%r” e sz}

Operacja zwegzenia dla tensora rozktadalnego (3.7) realizuje si¢ w
nastepujacy sposob:
v. )

a®b®...®f®...®d®...®h;>(f-d)(a@b@...@ h)
1 2 v " Y4 1 2 p-2
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i polega na wymnozeniu skalarnym wektorow stojacych na miejscach v, u

w ciaggu p wektoréw. Jest to operacja przemienna, poniewaz iloczyn

skalarny jest przemienny. Jest to rowniez operacja liniowa, poniewaz
(v, p) vop) (v.m)

(¢ A+pB)=aA+fB.

Dla tensorow nierozktadalnych, dla dowolnego tensora T € T, postaci

T=T"" ., ne®e Q. Qe ®. 0 ®. Q"
(u,v)

T =T"."..n (e# -ev)el. ®e' ®..Qe"=T";." v..5, e ®e®.. Q"=
=T  pne ®e ®.. . Qe

A zatem dla dowolnego tensora T € 7, danego w polibazie prostej
operacji zwegzenia po parze indeksow (u,v) dokonujemy wymnazajac
skalarnie wektory ze stowarzyszenia bazowego stojace na miejscach u i v.

W reprezentacji tensora dokonujemy sumowania po parze powtarzajacych
si¢ wskaznikéw. Dla tensora o walencji p>2 operacja zwezenia nie jest
jednoznaczna 1 wymaga podania indeksow 1 v po ktorych dokonujemy

zwezenia.

_pt _(p-Dp
2 21(p-2) 2
Rzad otrzymanego tensora jest o 2 nizszy od rze¢du tensora zwg¢zanego.

Jezeli wynik zwgzenia jest tensorem o walencji nie mniejszej niz 2 mozna
dokona¢ dalszych zwezen.

Dla tensoréw rzedu p mozna dokonaé

zZwezen.

Przyklady:
1) Dla tensora trzeciego rzedu T € T, operacji kontrakcji (zwgzenia)

mozna dokona¢ na trzy sposoby. W wyniku zwgzenia otrzymuje
si¢ trzy r6zne wektory.
Jezeli T=T'"e,®e’Qe,, to w wyniku zwezenia otrzymujemy
nastgpujace trzy wektory:
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>
~.
—

’I‘]= T =Tlt ek,

(k)
T,=T =T"/e,

R o
TL=T=T (e,»ek)@e’ =T'; g,e' =T"ie.

2) Zwegzenie tensora drugiego rzedu T eT, jest okreSlone
jednoznacznie i daje skalar T e®, ktéry nazywamy $ladem

tensora T = #(T), a mianowicie

i (T)=(T/ ¢ ®e,)=T/ =T + T} + T3, (3.10)
Tensory bezs$ladowe tzn. tensory, dla ktorych ¢ (T) =0 nazywamy
dewiatorami.

Nastgpne operacje na tensorach sa ztozeniem dziatan iloczynu
tensorowego 1 zwezenia.

¢) Nasunigcie tensorow (iloczyn wewnetrzny tensorow)
Jest to odwzorowanie
T,xT, —>T,

p+q-2"

(3.11)
ktore jest ztozeniem odwzorowan (3.8) 1 (3.9):

(u.v)
®:TpXQ;—>Tp+q i~ :pr—)‘fpw,z
(1)

(A,B)eT,xT, > A®BeT,

g2 O0<u<p p+l<v<p+gq.
Nasunigcie dwoch tensoré6w zwane réwniez ich iloczynem
wewngtrznym jest tensorem, ktory otrzymujemy dokonujac zwegzenia
iloczynu zewnetrznego tych tensoréw wzgledem wskaznikéw, z ktorych
jeden nalezy do jednego tensora a drugi do drugiego. W wyniku nasunigcia
tensorow A € T) 1 B e T, mozna uzyska¢ p-q réznych tensordw o

(#.v)

walencji p+¢g—2 postacit W=T®&®P.
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(p. p+)
Nasunigcie, w ktorym pu=p, v=p+1 A®B=AB nazywamy
nasunigciem prostym. Jest to nasuni¢cie dokonane po najblizszych
indeksach. Na ogéot A B=#BA, operacja nasunigcia prostego nie jest

przemienna.

Nasunigciem pelnym dwoch tensoréw nazywamy odwzorowanie:
T,xT,—>T,, p=gq. Jest to procedura g — krotnego nasunigcia tych

tensorow wedtug wzoru:

+1-q, p+1)\p+2-q, p+2)...\p, p+
(p+1-g. p+1)(p+2-4. p+2)...(p. p+4) 612)

A-B=A®B.

Gdy p =g nasunigcie pelne A-B jest skalarem, ktoéry nazywamy

iloczynem skalarnym tych tensorow. Przestrzen tensoréw, po zdefiniowania
iloczynu skalarnego, staje si¢ przestrzenia euklidesowa.

Przyklady:
1) Nasunigcie tensora drugiego rzedu T € 7, 1 wektora ae3;.

W wyniku ich nasunigcia otrzymujemy dwa rézne wektory:
(v.3)

b =T®a
(1,3) (2,3)
b” =T®a, b?® =T®a.
(2.3)
Nasunigcie T®a=T-a=Ta jest jednoczesnie prostym i petlnym
nasuni¢ciem tensora T 1 wektora a.

2) Nasunigcia dwoch diad T=a®b 1 P=c®d mozna dokona¢ na
cztery sposoby:
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(2,v)

W=a®b®c®d 1<u<2i3<v<4

W =(a-c)b®d, W? =(a-d)b®c, W =(b-c)a®d, W* =(b-d)a®c.
W wyniku nasunigcia prostego tych diad otrzymujemy tensor W<,
Nasunigciem pelnym tych diad jest skalar (a-c)(b-d).

TWIERDZENIE 3.1
Jezeli odwzorowanie £:7,—T, jest liniowe, to istnieje okreslony

Jednoznacznie tensor L e 7, taki, ze
AN LT)=L-TeqT,. 3.13
Oy HT)=L-Teq, (3.13)
Z twierdzenia tego wynika, ze liniowe odwzorowanie (£:7, = T,)

mozna utozsami¢ z tensorem L o walencji p+¢. Odwzorowanie to
realizuje sig przez nasunigcie petne (3.12) tensoréw L 1 Te T,

L(T) = Li/'.rkm...n Tkm...n ei ® ej ® eee ® er .
q
Kazdy endomorfizm (:7, — T, realizuje tensor L o walencji

parzystej (2p).

Przyklady:
1) Odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej w przestrzen liczb
rzeczywistych
$:7 1,
aeT =3,
¢ (a) =aeTy =R

Jezeli odwzorowanie jest liniowe, to
V. A gla)=va=a".

VED; a€ed;

Wektor v dla kazdego operatora ¢ jest okreslony jednoznacznie.
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2) Odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej w przestrzen
wektorowg
L:T, — T, =3,53,
L(a) =bed,.
Odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej 3, w siebie
nazywamy endomorfizmem albo afinorem. Istnieje tensor A € 7, okreslony
jednoznacznie taki, ze

Vv A rla)=A-aeT =3,.
AeT, aeq

Afinory 3, —— 3, oznaczamy przez A.

Afinory — odwzorowania liniowe przestrzeni wektorowych 3,
begdziemy utozsamiaé z tensorami drugiego rzg¢du (tensorami o walencji 2).

Afinor A jest afinorem tozsamosciowym, jezeli /\3 A-a=a wowczas
aed;

A =1 inazywamy go tensorem jednostkowym A =1. Mozna pokazac, ze
tensor metryczny (3.6) jest afinorem tozsamosciowym G =1.

TWIERDZENIE 3.2
Jezeli odwzorowanie B:T,xT —T, jest biliniowe, to istnieje

okreslony jednoznacznie tensor L € T taki, ze

ptgq+m

B(A,B)=L-(A®B)eT,.
Jest to pelne nasunigcie (3.12) tensora L i tensora A ® B.

d) Transpozycja tensora
Operacja transpozycji tensora T € T, po parze indeksow jest operacja
(uv)
liniowa odwzorowujaca przestrzen tensorow 7, w siebie r T, >T,.
Dla tensoréw rozktadalnych operacja transpozycji realizuje si¢ przez
przestawienie wektoréw stojacych na miejscach x4 1 v w ciagu p

wektorow, a mianowicie

(u,v)
T

(f@...®a®...®b®...®dj =($®...®b®...®a®...®d} (3.14)
H v P H 4 P
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Wynik takiego odwzorowania nazywamy izomerem.
Operacji transpozycji dla tensora o walencji p mozna dokonaé na

p -1
{ ]=—(p 5 )p sposoby.

2
Dla tensoréw nierozktadalnych operacji transpozycji dokonujemy
przez przestawienie w polibazie wektorow znajdujacych si¢ na miejscach
Hiv

(1,v)

TV =7, ¢ @e,®.8¢®. 2 =[1"."¢@e'®. @e,@. B

1

Dla tensora drugiego rzedu operacja transpozycji jest okre$lona
jednoznacznie

T' :(Z'/ei ®ej)T: T'ie' Qe,.

Czes$cia symetryczng tensora T po parze (,v) nazywamy tensor

(#,v)

n“”:%a4TT), (3.15)

za$ jego czescig antysymetryczng tensor
(u,v)

Tﬂ”:%G—TT) (3.16)

Z tych dwoch roéwnosci wynika, ze
T=T,“" +T,“". (3.17)

Tensor T nazywamy tensorem symetrycznym po parze (u,v), gdy
zachodzi rownos¢

(u,v)

T =T (3.18)

1 nazywamy go tensorem antysymetrycznym po tej parze, gdy
(u.v)

T" =-T. (3.19)
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Tensor symetryczny po kazdej parze nazywamy tensorem absolutnie
symetrycznym. Tensor antysymetryczny po kazdej parze nazywamy
tensorem absolutnie antysymeytrycznym.

Dziatania liniowe zachowuja wlasnosci symetrii i antysymetrii.
Wynika stad, ze przestrzen liniowa tensorow o tej samej walencji T P jest
suma prosta (2.9) podprzestrzeni liniowych tensoréw symetrycznych i
tensorow antysymetrycznych po parze (u,v)

_ g (uv) ()
T, =T ®@T,.

3.3. Tensory drugiego rzedu

Tensory drugiego rzedu (o walencji 2) sa elementami przestrzeni
T, =3, ®3, utworzonej z iloczynu tensorowego dwoch przestrzeni

euklidesowych wektorowych. Odgrywaja one zasadnicza role w
zastosowaniach.

Przestrzen tensorow drugiego rzedu jest przestrzenia liniowa. Takie
operacje wewngetrzne jak suma tensordéw, jak rdwniez ich proste nasunigcie
nie wyprowadzaja poza ten zbior.

Jezeli A,BeT,,to A+BeT, i ABeT,

Tensory symetryczne sa grupa ze wzgledu na operacj¢ dodawania
(7,,+) @.1).
Dla tensora A
element neutralny grupy 0 —tensor zerowy,

element przeciwny grupy - A.

Tensory drugiego rzedu nalezace do 7, nie sa grupa ze wzgledu na
operacj¢ prostego nasunigcia, poniewaz nie dla kazdego tensora A €T,

istnieje tensor przeciwny A~ = X taki, ze

AX=XA=G =1, 1-elementneutralny grupy, gdy istnicje A" .
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Zbior tensorow

1
={AeT,; V ATA=AA"'=1 3.20
N { < P AleT } ( )

2

stanowi grupe tensorow nieosobliwych.
Jest to grupa ze wzgledu na operacj¢ prostego nasunigcia. Jesli
AeT, 1 BeT,,toABeT,. Tensorem neutralnym grupy jest tensor

jednostkowy 1, za$ tensorem przeciwnym jest tensor odwrotny A~ =X .

Przestrzen tensorow drugiego rzedu T, jest przestrzenia 9-cio
wymiarowa. Przestrzen macierzy kwadratowych M, jest rdwniez
przestrzenia 9-cio wymiarowa. Przestrzenie te sa izomorficzne, [30].

Ustalajac w 7, pewna polibazg e, ®e’ (3.3) mozemy odnie$¢
wszystkie tensory do tej polibazy. Uktad liczb 4'; taki, ze A= 4'je, ®e’
jest uporzadkowany przez dwa indeksy 1 moze by¢ utozsamiany z macierza
kwadratowa (Ai j).

Odwzorowanie A < (Ai j) jest izomorfizmem o wlasnos$ciach:
A+B < (4)+(B))
AB < (4)(B))
ATC)(A,-j)T:(Ajil (3.21)
g = (Aij )(Ajk )

Utworzony izomorfizm mozna wykorzysta¢ do przeniesienia szeregu
faktow z teorii macierzy do teorii tensorow o walencji 2. Odwzorowanie

A& (Ai j) zalezy od wyboru polibazy.

TENSORY PODOBNE, MACIERZE PODOBNE
Dwie macierze (Ai ,-) i (A“ p) sa podobne, jezeli
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(4))=(e")la"s)(&")

(gai)(giﬁ)zéa/”a gdZie gia:ei'haa gﬁjzhﬁ.ej’
h, i h” inna baza i kobaza w 3.

Niezmienniczos¢ wzgledem relacji podobienstwa [41]

1-A=tr(A)=4' = 4%,

det A :é[2tr(AAA)—3tr(AA)trA+(trA)3]= det(4';)=det (47 525

Potega tensora drugiego rzedu jest zdefiniowana nastgpujaco:

n

2 n—1 n o m n+m n nm
A=AA A=AA AA=A (Aj =A. (3.23)

TWIERDZENIE 3.3
Odwzorowanie liniowe 3, —— 3, jest zadane przez zadanie afinora

A na dowolnej bazie e, wd,. Wynika to z tzw. fundamentalnej
tozsamosci dla dowolnego operatora L i dowolnej bazy [31].

Jezeli e, i e’/sabazaikobazaw J,,to
aé\33 a=a'e, gdzie a'=a-e'.
Stad wynika, ze
A-a=d A-e = (A-ei ®ei)~a
1 ostatecznie otrzymujemy afinor A w postaci

A=A-e ®e'. (3.24)

Gdy A =1 wbéwczas
1=1-¢ ®e =¢, Qe =¢ ®e'+e,e’ +e,Qe’.

Dla bazy ortonormalne;j (e, -e,=0,) zachodzi rownos¢

A=A-e; Qe,.
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WARTOSCI WEASNE I WEKTORY WEASNE
Dowolny wektor a o dlugosci a 1 wersorze kierunkowym v pod

wplywem afinora A jest odwzorowany w inny wektor b = Aa =aA”, ktory
rozni si¢ od a zarowno dlugoscia jak rowniez kierunkiem. I tak, wektor a
doznaje wydluzenia A,

bl _[asl_day]_

, =|Av|= (vATAv)2 (3.25)
Al
oraz zmienia swoj kierunek
v-Av  VAv
cos @ = cos(v,Av) = W = 7 (3.26)

Wektor AY = Av nazywamy skladowq wektorowq tensora A dla
kierunku v, za$ skalar 4" = v-Av = vAv nazywamy skladowq normalng
tensora A dla kierunku v . Jest to rzut wektora A"’ na kierunek v. Jezeli
wersor p jest ortogonalny do v (m-v=0), to rzut wektora A" na
kierunek p - A"* =pAv = vA'n nazywamy skladowq styczng tensora A
dla pary kierunkow (v,p). Na ogot

RAYV = VAR .

Definicja

Kazdy wektor a=#0 spelniajacy rownanie A-a=A4a, Ae®R
nazywamy wektorem wlasnym tensora A odpowiadajacym liczbie 4; liczbe
A nazywamy wartosciq wlasnq tensora A.

Wektor wlasny a pod wplywem afinora A nie zmienia swojej
orientacji. Z (3.26) wynika wowczas, ze @ =0, cosp=11 A, =VAv.

Z réwnosci (A—Al)a =0 (réwnanie jednorodne) wynika, ze jezeli
maja istnie¢ niezerowe wektory a spelniajace t¢ rowno$é, to tensor
(A—Al) musi by¢ osobliwy, (det (A—A1)=O). Oznacza to, ze zeruje si¢
wyznacznik macierzy
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A'-4 A’ A’
A4 4°-4 4 |=0 (3.27)
A, A7 47 -4

Przyrownujac do zera wyznacznik otrzymujemy réwnanie trzeciego
stopnia na warto$§¢ wlasna 4. Wartosci wlasne tensora A pokrywaja si¢
zatem z pierwiastkami rzeczywistymi rownania charakterystycznego

A-1,4-1,4-11,=0, (3.28)
gdzie (3.22)

1,=tr(A), 1I, :%(Zr(;&j—(n’ (A))ZJ, 11, = det(A)

Z algebry liniowej wynika, Zze réwnanie trzeciego stopnia posiada co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, [23]. Rzeczywistym wartosciom
wlasnym odpowiadaja wowczas rzeczywiste wektory wlasne. Wyznaczamy
je z nastegpujacego uktadu réwnan jednorodnych

(A' =AW, + A’v, + A’v, =0,
AV, + (4, = Ay, + A,’v, =0,
AV, + AV, + (47 — A, =0,

gdzie przyjeto, ze a = av . Nalezy pamigtac, ze |v| =1.
Z fundamentalnej tozsamosci (3.24) wynika, ze jezeli

Ae =A'e, Ae,=Ae,, Ae,=Ae,,
to otrzymujemy tensora A w postaci
A=Ae,®e' =A4'e Qe +4°e,®e’+4°e,®e’.  (3.29)

Macierz reprezentacji tensora ma wowczas posta¢ diagonalna, poniewaz
wektory bazy sa wektorami wlasnymi dla tensora A .
Posta¢ (3. 29) tensora A nazywamy jego rozktadem spektralnym.
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Podprzestrzen ® 3, nazywamy podprzestrzeniq inwariantng tensora A,
jezeli
A\ Aae®.
acp

Nie nalezy sadzi¢, ze podprzestrzen inwariantna sklada si¢ z wektorow
wlasnych. Podprzestrzen ® moze nie zawiera¢ zadnego wektora wlasnego.

Podprzestrzeniq wlasnq tensora A dla wartosci wlasnej 4 nazywamy
zbior rozwigzan rownania

Aa= Aa,
N,={aed;;Aa= Aa}.

Jest to zbiér wektoréw wlasnych tensora A odpowiadajacych wartosci
wlasnej A4 wuzupeliony wektorem wlasnym zerowym. Podprzestrzen
wlasna tensora A jest podprzestrzenig inwariantng tensora A.

TWIERDZENIE 3.4

Wektory wlasne tensora A odpowiadajace warto$ci wlasnej A sa
wektorami wlasnymi dowolnego wielomianu od A . Jezeli

m

p(A)=a, 1+, A+...+a, A, a, cR (3.30)
to odpowiadajaca jemu warto$¢ wlasna spetnia réwnos¢
p)=a, 1+, A+...+a, 1.

Dla tensora nieosobliwego potegi moga by¢ ujemne.

Dowdd tego twierdzenia wynika z faktu, ze wektor wlasny tensora jest
wektorem wlasnym dowolnej jego potegi, a mianowicie

A'a=A""Aa=AA""a=.... =A4"a. (3.31)
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Dla n=2 wzor (3.31) przyjmuje postac
A’a=AAa=A(Aa)=Ada= A(Aa)=A4"a.

Ponadto, warto$¢ wlasna dla dowolnej potegi tensora jest taka sama potega
warto$ci wlasnej tensora.

Z punktu widzenia potrzeb mechaniki o$rodkéw ciaglych interesuja
nas tensory drugiego rzgdu, ktére spelniaja réwnos¢

A=A" = aAb=bAa. (3.32)
Sa to tensory symetryczne.

TWIERDZENIE 3.5

Dla kazdego tensora symetrycznego drugiego rzedu rdwnanie
charakterystyczne posiada trzy pierwiastki rzeczywiste. Wektory wlasne
odpowiadajace r6znym wartosciom wtasnym sa ortogonalne.

Symetria tensora jest warunkiem wystarczajacym, ale nie koniecznym.
Moga istnie¢ niesymetryczne tensory o rzeczywistych warto$ciach
wlasnych, n. p.

_ O

(Aij ):

S © R
o { ~
N

Wielomian charakterystyczny tego tensora (A - a)3 =0 ma potrdjny
pierwiastek rzeczywisty 4 = .

Jezeli tensor A jest symetryczny i ma potrdjny pierwiastek, wowczas
jest tensorem postaci A = a1, tzn.

100
(4,)=cl0 1 0]
00 1

Takie tensory nazywamy tensorami kulistymi.
Kazdy tensor symetryczny mozna przedstawi¢ w postaci sumy tensora
kulistego P 1 dewiatora D (7D = 0)
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A=P+D,

gdzie P = %(trA)l , (trP=trA, poniewaz tr1=3) 1 D=A—-P. Rozklad
ten jest jednoznaczny.

TWIERDZENIE 3.6
Twierdzenie Cayley’a-Hamiltona
Kazdy tensor drugiego rzgdu jest pierwiastkiem swego wielomianu

charakterystycznego
3 2
A=1,A+II,A+1,1. (3.33)

Dowod tego twierdzenia wynika z wielomianu charakterystycznego
(3.28) 1 z twierdzenia 3.4.

PROJEKTORY
Wazna i prosta klase afinorow stanowia projektory.

Niech przestrzen J,= M @ N jest sumg prosta dwoch podprzestrzeni M, N,

wowczas
/\ a=a +a,; aeM, a,eN.

aed;
Tensor P, drugiego rzedu jest projektorem na M réwnoleglym do N,
jezeli
P a=a,.
Jezeli ae M, to projektor dziata jak operator tozsamo$ciowy

Pa=a Dla agM P a=0.
Posta¢ projektora zalezy od wymiaru podprzestrzeni M . Jezeli M jest
podprzestrzenia jednowymiarowa, to projektor ma postaé

P =e, Qe (3.34)

Zachodzi wowczas nastgpujaca rownos¢

P, a=(e1 ®e1)a=(el 'a)el =a'e =a,.
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Dla podprzestrzeni M o wymiarze 2 wybieramy dowolna bazg w M , n. p.
e ie,. Wowczas

a,=a'e+a’e, a,=ae,,
Pe =e¢, Pe,=e,, Pe =0
Stad wynika, ze
P =(e, ®e')+(e, ®e?). (3.35)

Definicja
Projektor P, nazywamy ortogonalnym, gdy M L N tzn.

/N a, -a, =0.

aed,

Kazdy projektor mozna wowczas zapisa¢ w postaci:
P=n,®n +n,®n,, n,n =3,

lub

P=n,®n,, n,—baza ortonormalna.

Kazdy projektor ortogonalny jest symetryczny.

TWIERDZENIE 3.7

Twierdzenie o rozkladzie spektralnym (widmowym) tensora
symetrycznego drugiego rzedu, afinora A mozna sformutowaé w
nastgpujacy sposob.

Kazdy tensor symetryczny A €T, daje sie przedstawi¢ w postaci
kombinacji liniowej projektorow ortogonalnych, wzajemnie ortogonalnych

A=4P+...+4P, r<3.
Dla jednokrotnych wartosci wlasnych przestrzenie wektorow

wlasnych sa jednowymiarowe i wektory wlasne okre§lone sa z doktadno$cia
do znaku (»=3). Projektory ortogonalne sa woéwczas postaci:
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P=v®v, Av =4V,
P, —_— ®v11’ AvZ :AII VII;

N/ yiig )i/ yiig
P.=v" ®v", Av' =4,V

1 rozktad spektralny ma posta¢

A=AV OV +4,v" @V + 4,v" @v", (3.36)

Dla podwojnej wartosci  wlasnej podprzestrzen wlasna jest
dwuwymiarowa, poniewaz dla tensoréw symetrycznych krotno$é
algebraiczna jest réwna krotnosci geometryczne;j.

Jezeli A, = A, # A,;, wowczas

A=A, P+ A, vV" @V, (337)
gdzie
P=v®v +v®v”.

Wektory wiasne v’ i v” stanowia wowczas dowolna baze

ortonormalna w dwuwymiarowej podprzestrzeni wlasnej @, .
Dla potrojnej wartosci wiasnej, gdy 4, =4, = A4, =4

A=Al, P =1,

gdzie
Pl — VI ®VI +vII ®VH +VIH ®VIH — l.ll ®u[ +"[1 ®u[1 +ul]1 ®HHI-

Dowolna baza ortonormalna jest baza wektoréw wiasnych.
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4.1. Tensory ortogonalne

Automorfizmami przestrzeni tensorowej 7, nazywamy wszystkie
odwracalne przeksztalcenia linowe tej przestrzeni na siebie: 7,——T,.
Przestrzen T , Jest przestrzenig otrzymang z iloczynu tensorowego p

przestrzeni wektorowych 3,
P
T, :(?33:33 ®3,08...03,.

Automorfizmy T p$>‘1" , musza zachowa¢ struktur¢ 7,. Beda to
zatem automorfizmy generowane przez automorfizmy przestrzeni
3, —>3,.

Automorfizmami 3, —~— 3, nazywamy afinory odwracalne, ktore

zachowuja strukture przestrzeni euklidesowej wektorowej tzn. iloczyn
skalarny

(A-a)-(A-b)=a-b=AA" =1. (4.1)

Afinory o tej wlasno$ci nazywamy afinorami ortogonalnymi. Be¢dziemy je
oznaczac przez Q . Tensory ortogonalne

0={QeT; QQ"=1}; detQ =#I, (det(Q))’=1.  (4.2)

stanowia grupg ze wzgledu na proste nasunigcie.
Tensory o wiasnosci det (A) ==*1 nazywamy tensorami unimodularnymi

U={AeT,;det(A)=%1}; UcHc N cT,.
TWIERDZENIE 4.1

Kazdy tensor ortogonalny mozna przedstawi¢ w postaci
Q=m ®n +m,®n, +m, n,. (4.3)
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Wynika to z fundamentalnej tozsamosci (3.24) A = Ae, ®e' dla bazy

ortonormalnej n; (n;-n; = o,) iafinora Q
Q=Qn,®n,=m,®n,, gdzie Qn,=m,.

Kazdy wektor a
a=an, +a,n, +a,n,

jest odwzorowany w wektor Q a o postaci
Qa=aqQn +a,Qn,+a,Qn,=am +a,m,+am,.
TWIERDZENIE 4.2
Dla kazdego tensora Q € 6 (ortogonalnego) istnieje taka baza

ortonormalna n, itakikat ¢,0< <27, Ze

Q:det(Q){ n, ®n, +cosp(n, ®n, +n, ®n, )+sing(—n, @n, +n, ®n, )}, (4.4)

1 0 0
Q ;det(Q) 0 cosp —sing |.
0 sing cose

Gdy det (Q)=1, to Q e®R (R — wlasciwa grupa ortogonalna lub grupa
obrotow)

®R=Q eT;QQ =1, det(Q)=1}. (4.5)
TWIERDZENIE 4.3

Witasciwg grupq ortogonalnq ® nazywamy podgrupg pelnej grupy
ortogonalnej @ sktadajaca si¢ z tensoroOw postaci

Rf:k®k+cosgo(l@l+n®n)+singo(n®l—l®n), (4.6)
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gdzie Kk, I, n, — baza ortonormalna; k — wektor obrotu; ¢ — kat obrotu; R/
- tensor obrotu. Wersor k jest okreslony z doktadnoscia do znaku =1; I, n
— dowolne wersory tworzace z k baze¢ ortonormalng prawoskr¢tna.
Podzbiér R, = R, skladajacy sig z tensoréw o tym samym wersorze k
stanowi podgrupe grupy ®,
RYRY =R?7"Y,
le =R/’.
27 202

il 222
Niech 7 jest liczba catkowita. Podzbior: 1, R, , R, " , R, " stanowi
podgrupg skonczona grupy ®,. Jest to grupa cykliczna o generatorze

2

R/ rzedun, R C R, .

Tensory Q dla ktorych det (Q) =—1 nazywamy tensorami odbicia M.
Zbior tensoréw ortogonalnych 9 takich, ze

M={Q €0, det(Q)=—1} (4.7)

nie tworzy podgrupy grupy 6. Mamy wéwczas rownos¢ =R UM (suma
zbiorow).

Oznaczmy przez 1 inwersje, tzn. odwzorowanie takie, ze
Ia=-a, I=-1. Z ogodlnej postaci tensora ortogonalnego wynika, ze
tensor odbicia jest postaci:

M=IRY.
Tensor I, zdefiniowany jako I, =IR; definiuje odbicie lustrzane
wzgledem plaszczyzny prostopadiej do k. Wektorowi a postaci
a=ak+a,l+a;n,
I, przyporzadkowuje wektor
I,a=IR a=R/(-a)=R/(-gq k-a,1-a;n)=—a k+a,1+an, (4.8)

poniewaz R7l=-1, Rin=-n.  Tensor M=IR?=IR{" jest
kompozycja obrotu wokoét k o kat ¢ —7 1 odbicia lustrzanego wzglgdem
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ptaszczyzny ortogonalnej do k. Laczny wynik nazywamy obrotem
lustrzanym wokot k o kat ¢.

W mechanice osrodkéw ciaglych istotna rolg przy opisie deformacji osrodka
odgrywa rozklad tensora drugiego rzedu nieosobliwego na tensor
ortogonalny 1 tensor symetryczny. Jest to rozktad biegunowy (polarny)
tensora

TWIERDZENIE 4.4
Kazdy tensor drugiego rzgdu A nieosobliwy (detA #0) mozna w

sposob jednoznaczny przedstawi¢ w postaci
A=QU=VQ, (4.9)

gdzie tensory drugiego rzedu U 1 V sa tensorami symetrycznymi
1 dodatnio okreslonymi, za$ tensor Q jest tensorem ortogonalnym.
Z rozktadu (4.9) wynika, ze

2 2
U=A"A, V=AA'. (4.10)

Tensory te sa dodatnio okreslone, poniewaz dla dowolnego a speliony jest
warunek

aA"Aa = (Aa)-(Aa)>0.

Tensor Q wyznaczamy z rOwnania
-1 -1

Q=AU=VA. (4.11)

Tensory U 1 V sg tensorami wzajemnie obroconymi. Migdzy nimi zachodza
nastgpujace zaleznosci:

V=QUQ i U=Q"AQ.

Jezeli tensor A jest tensorem osobliwym, wowczas z rownosci
det A =+tdetU==detV

wynika, ze tensory U 1 V sa roOwniez tensorami osobliwymi 1 tensor Q
(4.11) nie jest wyznaczony jednoznacznie.
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Tensor U jest tensorem symetrycznym, a zatem mozna go przedstawic
w postaci jego rozktadu spektralnego (3.36)

U = Uln[ ®nl +U][n[l ®nI[ +UII[nII[ ®nlll .
Z rozktadu biegunowego (4.9) wynika wowczas, ze

A:llen[ ®n1 +(J1[Qn[[ ®n][ +(]111inll ®rl111 :l]Im[ ®n1 +(]11m11 ®n11 +(]1111111[ ®n111’

gdzie m; =Qn, .
Z twierdzenia o rozktadzie biegunowym korzystamy w mechanice
osrodkow ciagtych przy rozkladzie tensora gradientu deformacji F.

4.2. Automorfizmy przestrzeni tensorowych

Automorfizmy Q przestrzeni 3;, Q €6, gdzie 6 jest pelna grupa
ortogonalna, generuja automorfizmy przestrzeni tensorow o walencji
p—1,.

P
Z faktu, ze 7,=3,83,8...03;, :(?33, wynika, ze reprezentacja

P
grupy 6 w przestrzeni 7, jest odwzorowanie

®Q=(Q®Qe..8Q) (4.12)

Automorfizm T, powinien zachowywac relacjg tensorow rozktadalnych.

TWIERDZENIE 4.5
Odwzorowanie liniowe przestrzeni 7, na siebie okreslone na

tensorach rozktadalnych jako odwzorowanie
p
(?Q:c@...@a@...@d—)Qc®...®Qa®...®Qd,

gdzie Q jest afinorem ortogonalnym, jest automorfizmem 7,.
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A zatem

(%Q*(c@...@a@...@d)=Qc@...@Qa@...@Qd. (4.13)

J4
Czegsto opuszcza sig przed Q wyrazenie C>1§

Dla tensorow nierozktadalnych, gdy T=T" e ® e, ®... e,

tensor T po zastosowaniu automorfizmu przechodzi w nowy tensor B
postaci

P y oo y
B=0Q*T=7".,Qe ®Qe, ®..0Qe" =T" .¢Qe,®...0c", (414)

M

gdzie e, =Q e, nowa baza w 3,. Tensory T i B maja te same skladowe

ale w innych (obréconych) polibazach.
Zbior @, < T,nazywamy przestrzenia tensorowa, jezeli jest

podprzestrzenia liniowa 7, stateczna wzglgdem automorfizmow, tzn.
p
N R®Q*Aec,
Ae®, 1 Q’ p
gdzie Q jest dowolnym automorfizmem 3, .

GRUPA AUTOMORFIZMOW T ,— ( grupa permutacji c; )

Definicja
Permutacja tensora T nazywamy odwzorowanie

c:7,—>T,, p=2

okreslone dla tensorow rozktadalnych przepisem [30]
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ox(a,®2,®...0a )=a,,®a,,®..0a,, (4.15)

gdzie dla permutacji o przyjeto nastgpujace oznaczenia:0:<i, k,...,q>

oznacza, 7¢
oc()=i, o(2)=k,...,o(p)=q.

Przyklad:
Permutacja o = <2, 4,3, 1> tensora c ®a®b ®d daje tensor

ox(c®a®b®d)=a®d®bRec.

Zbior wszystkich permutacji 7, na siebie jest grupa ze wzgledu na
dziatanie kompozycji. Grupg tg¢ oznaczamy przez o,. Zawiera ona p!
permutaciji.

Dla tensorow dowolnej postaci, gdy T=T" e, ®e, ®...®e"

permutacja T jest okre§lona na polibazie

oxT=T" sox(e,®e,®...®c"). (4.16)

Kompozycje permutacji o, 10, oznaczamy przez

-1 -1 -1
0, =0,x0,x%(...). Permutacja odwrotna ¢; co=co=e, gdzic e -

permutacja tozsamosciowa.

Przyklad:
0,=(2,1,4,3),0,=(1,3,4,2), 0,=(2,43,1).

Transpozycje [i, j] 1<i< j<p nazywamy permutacja o €o, taka,
ze

oi)=j, o(j)=i, olk)=k;, k+ik=].

Transpozycja jest szczegdlnym przypadkiem permutacji cyklicznej
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0':[1', j,k,...,sJ

i, jkoosl=link s il=[k,.... 5,0, j]=...

Permutacja cykliczna rodzi cykliczna podgrupg grupy o, .

4.3. Grupy symetrii tensorow

Automorfizmy T, sa generowane albo przez afinory ortogonalne
Q €0cT, (4.12) albo przez permutacie oeo, (4.15). W wyniku tych

odwzorowan T,——T, dowolny tensor T € T, jest odwzorowany w inny

tensor T* .Naog6t T # T*.

GRUPA SYMETRII TENSORA WZGLEDEM Q €0
Tensor T w wyniku automorfizmu rodzonego przez Q przechodzi w
tensor

1
T = (@Q)*T. (4.17)
P
Na ogétdla Q #1

T"‘:(&)Qj*TiT. (4.18)

Jezeli dla danego tensora TeT P istnieja takie Q €6, ze w (4.18)

zachodzi rownos¢, to tensory Q stanowia podgrupe 6. <@ grupy 6 (4.2).
Faktycznie

1) Jezeli (G?)Q)*T=T L to

(50 o) fapr-(ouror
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»—-®‘g

T o 2 _
2) Jezeli (@Q}*T—Tl( Q j*T—T,to

foa)r-{iapr

Definicja
Podgrupe 6, grupy 6 okreslong jako

9T={QEH;((%QJ*T=T} (4.19)

nazywamy grupq symetrii tensora T e T, Tensor T jest inwariantny
wzgledem automorfizmow Q €6,. Grupa symetrii tensora @, nie jest pusta.

Tensor T nazywamy izotropowym, gdy 6, =0.

Tensor T nazywamy hemitropowym, gdy 6, =R,

Jezeli 8, #R, 6,#0,to tensor T nazywamy anizotropowym.

Tensor T jest catkowicie anizotropowy, gdy

0, = {1} dla p nieparzystego,

0, = {1, - 1} dla p parzystego.

Definicja
Grupa symetrii zbioru tensoréw a€3d;, A€ T,,..., Te T, (o roznych
walencjach) nazywamy cz¢$¢ wspolna grup symetrii wszystkich tensoréw z
tego zbioru
0,4 1=0,00,N...N0O; (4.20)

Whioski:

Tensory hemitropowe o walencji parzystej nie istnieja.

Tensory izotropowe o walencji nieparzystej nie istnieja.

Symetria tensora jest rownowazna pewnym warunkom natozonym na
jego reprezentacje.
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Definicja
Dwie bazy e, i h, nazywamy izometrycznymi wzgledem podgrupy

0 < 6, jezeli istnieje takie Q €l zee =5 Qh,.

Polibazy e, ® e’ ®..®e, 1 h, ® h” ®...®h, sa izometryczne
wzgledem § przy tym samym Q , jezeli pary baz e,,h, ; e, h,... sa
izometryczne.

Podgrupa 006 Jest grupa symetrii tensora TeT, (67 = 49T) wtedy
i tylko wtedy, gdy reprezentacje T w polibazach izometrycznych wzgledem

0 sa takie same.
Tensor T jest izotropowy wtedy i tylko wtedy, gdy jego reprezentacje
we wszystkich polibazach typu: n, ®n,®...®n,, (n,— baza

ortonormalna) sa takie same. Dwie dowolne bazy ortonormalne sa
izometryczne wzgledem 6.

GRUPA SYMETRII WEWNETRZNEJ TENSORA

Definicja
Grupa symetrii wewngtrznej tensora TeT, nazywamy podgrupg

grupy o, —automorfizméw zadanych przez permutacje
S,= {Jeap;axTzT}. (4.21)

Tensor T nazywamy absolutnie symetrycznym, gdy S, =0 ,.

Gdy T €T, jest tensorem drugiego rzgdu (o walencji 2), to o,— grupa
permutacji jest dwuelementowa

e= <1, 2>, o= <2, 1>, T symetryczny gdy S, =o,.

Dla tensorow 4 — tego rzedu TeT, grupa o, jest 4!=24
elementowa.
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Permutacje

(1,2,3,4), (2,1,3,4), (1,2,4,3), (3,4,1,2)
generuja podgrupe &,. Tensory dla ktoérych S,=6, maja duze
zastosowanie w mechanice. (Tensory Hooke'a).

PEENA GRUPA SYMETRII TENSOROW
Symetria tensora moze by¢ rozpatrywana wzgledem automorfizméw
T, rodzonych przez 6 tensory ortogonalne — symetria zewngtrzna tensora

1 wzglgdem automorfizméw rodzonych przez o ,— permutacje (4.21) —

symetria wewngtrzna tensora. Mozemy potaczy¢ te dwie grupy. Utworzmy
zgrup 6 1 o, dla 7, nieuporzadkowane pary

(G,Q)I(Q,G) ceo,, Qe0, (4.22)

ktore tworza grupg .
Dziataniem w grupie jest nastgpujace dziatanie:

(6.Qxlo.Q )=l60.QQ)

Grupg X nazywamy iloczynem prostym grup 60,0, 1 zapisujemy

W postaci
2=0x0,=0,x0 (nie jest to iloczyn kartezjanski!!!).

Definicja
Pelna grupa symetrii tensora T e T, nazywamy podgrupg grupy X

o wlasnos$ciach

5, = {(a, Q)e;ox Ké Qj . T} - T}. (4.23)

4.4. Przyklady grup symetrii

Rozpatrzymy teraz jako przyktady grupy symetrii tensorow o réznych
walencjach (4.19).
1) Grupa symetrii wektora n
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0,={Qef;Qn=n }.

Z faktu, ze kazdy tensor ortogonalny mozna przedstawi¢ w postaci

(4.3):
Q=m ®n +m,®n, +m; ®n,,
wynika, ze gdy n, =n Qn=n,to
Q=n®n+m, ®n, +m; ®n,,
gdzie Qn, =m, .
Stad wynika, ze
6,={LR?,1,}, kin

Jest to dowolny obrot wokot kierunku n oraz odbicie wzglgdem
plaszczyzny w ktoérej lezy kierunek n (plaszczyzny prostopadiej do
kierunku K)

kL n
2) Grupa symetrii pary liniowo niezaleznych wersorow n, m (4.19)

0, . :{Qeé’;ann,Qm:m }
Q(n+m):Qm+Qm:n+m.

Podprzestrzen rozpigta na wektorach n i m jest podprzestrzenia

wilasna Q
Q=n®n+m®mzQIXI

nlm, lln, lLm

0,,=1L1,}
Jest to odbicie wzgledem plaszczyzny prostopadtej do kierunku 1.

3) Grupa symetrii trzech wersorow liniowo niezaleznych n, m, |
gn, m,l = {1 }

4) Grupa symetrii diady n ® n (4.19)
m,1 1L n

6 s, :{Qeﬁ;Qn®Qn:Qn®nQT :n®n}
Qn=xn.



4.4. Przykiady grup symetrii 67

Stad wynika, ze
9n®n ={19_19In’1k9Rf}9 k—l-n.
Grupa 6, jest bogatsza od 6, o odbicie lustrzane I .

5) Grupa symetrii diady n®m n=m (4.19)
0.5, = {Qe@;Qn@Qm:n@)m}
Qn®Q m=n®m.
Mnozac lewostronnie przez n 1 prawostronnie przez m poOwyZsze
wyrazenie otrzymujemy
@Q)Qm-m

(mQm)Qn=n,
m, n —kierunki gtéwne Q,
Stad wynika, ze
(nQnjmQ m)Qm-Qn)=m-n,
(1Q nfmQm)=1,
sign(nQn): sign(QO): £=1=l1,
poniewaz Q zachowuje iloczyn skalarny.
Wektory wlasne m,n odpowiadaja tej samej wartoSci wlasnej &.

Podprzestrzen rozpigta na m, n jest podprzestrzenia wlasna; n,,n, — para
ortonormalna lezaca w tej ptaszczyznie

Q=&(n,®n +n,®n,)+vn,®n;, n,Ln i n,Ln,

0n®m = t9nl®n2 = {1’ -1, In;} :

6) Grupa symetrii tensora drugiego rzedu A € 7,
0,-{Qe0:QAQ" =A |.
To znaczy, z2 QA=AQ, AQ '=Q" A. Rozwiazan nalezy

poszukiwa¢ tylko wsrod tych Q , ktore przeksztalcaja na siebie przestrzenie
wlasne A .
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Gdy AeT, (tensor symetryczny) wowczas z jego rozkiadu

spektralnego (3.36)
A=4n ®n +4,n,®n,+4,n,dn,
wynika, ze
a) gdy A #A,#4,# 4
0,={1,-11,,1,.1, }.

Jest to grupa symetrii trzech diad n, ®n, (4.19). Odbicia wzglgdem

ptaszczyzn prostopadtych do trzech osi uktadu.

b) gdy 4, =4, # 4,
HA z{la_la n
c) gdy 4 =4, =4, 0,=0.

Dwa tensory A,BeT, bedziemy nazywaé zgodnymi, jezeli istnieje

R |

baza ortonormalna p, taka, ze
A=dpOp +4,p,0N0 +4,0, 0,
B=Bp ®p +B,1,Op, +B,p, Op,
Niektore z 4, moga by¢ sobie rowne 1 tak samo dla B,.
Dwa tensory A,BeT, bedziemy nazywa¢ wspdlosiowymi, gdy

przestrzenie wlasne tych tensorow pokrywaja sig. (Gdy wartosci wlasne sa
jednokrotne lub dla wartosci wielokrotnych jezeli 4, =4, to B, =B5,).

Dwa tensory zgodne nie bgdace wspotosiowymi bedziemy nazywaé
czesciowo wspolosiowymi, gdy wszystkie przestrzenie wilasne jednego
naleza do przestrzeni wlasnych drugiego.

Whioski:

1) Dwa tensory symetryczne A, Be T, sa zgodne =6, 6, = {1, - 1}.
2) Dwa tensory symetryczne A, BeT,’ sa wspolosiowe =60, =0,.

3) Dwa tensory sa czesciowo wspétosiowe =60, 0, lub 6, C 0,.



Rozdzial 5. Tensory czwartego rz¢du — liniowa teoria
sprezystosci

5.1. Rozklad spektralny tensorow czwartego rzedu

Rozpatrujemy klasyczne cialo sprezyste, dla ktoérego tensor matych

odksztalcen & zwigzany jest z tensorem naprezen Cauchy’ego o liniowym
prawem Hooke’a [7], [17], [31], [32]

=S¢, ¢=C-o,
. =5

ij ijmn

(5.1)

gmn > gkl = Cklmn O-mn b

gdzie S jest tensorem sztywnosci, za§ C jest tensorem podatnosci.
Spetniona jest migdzy nimi nastgpujaca zaleznos¢:

SoC=CoS=I°, C. S

ijmn = mnkl = S C

ijmn

mnkl = Iys'kz; (IS )ijkl = %(51‘1( 0,+6,6 jk)

Obszar stosowalno$ci prawa Hooke’a okresla warunek graniczny typu
Mises’a postaci ([21], [22])
cHo <],

gdzie H jest tensorem granicznym.

Tensory S,C 1 H sa tensorami czwartego rzedu. Sa to elementy
przestrzeni T,, T, =3, ® 9, ®3, ®3,,3" — wymiarowe;j.

Posiadaja one jednak pewne symetrie wewngtrzne (4.21) i zewngtrzne
(4.19), przy czym kolejnos¢ ich rozpatrywania jest dowolna.

Symetrie wewngtrzne sa symetriami ze wzgledu na permutacje dla

*
rozpatrywanych tensoréw. Grupa symetrii (4.21) o, dla tensorow
czwartego rzedu typu Hooke’a jest postaci:

c'=(1,2,3,4), 0°=(2,1,34), o°=(1,2,43), ¢*=(3,412) 5, co.,.
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Oznacza to, ze zachodza nastepujace rownosci dla sktadowych tych

tensorow
C

ijmn

=C

jimn

=C

ijnm

= Cmm“’
d (5.2)

Smnkl = Snmkl = Smnlk = Sklmn'

*

Tensory S,C i H sa inwariantne wzglegdem o,. Fakt ten wynika z
symetrii tensorOw odksztatcenia 1 napr¢zenia oraz z istnienia potencjatu.
Tensory S 1 C wystgpuja w prawie Hooke’a jako operatory liniowe
odwzorowujace T, =T, ; (T, — przestrzen tensoréw symetrycznych

drugiego rzedu, tensory bezwymiarowe odksztatcenia i tensory naprezenia
odniesione do napr¢zenia charakterystycznego). Tensor H bedzie miat
charakter operatora liniowego, jesli bedziemy rozpatrywac stowarzyszone
prawo ptynigcia. Tensor H wystepuje w formie kwadratowej. W formie
kwadratowej beda wystepowaly rowniez tensory S 1 C w wyrazeniu na

gestos¢ energii sprezystej [35], [36]

29=¢6-S-¢6=0-C-020,
(5.3)
20 =€,8160 = CpS i O+

Poszukujemy ekstremum energii sprezystej na kuli (sferze
jednostkowej & - & =1), (ekstremum warunkowe) wyrazenia (5.3)

w(e)=¢-S-e-Ale-e-1),
0

=——=28-¢-21e=0=>8S-¢=1¢,
Ve = o (5.4)

w-w=1,
S-w=Aw (A—mnoznik Lagrange'a).

Warunek konieczny na istnienie ekstremum na kierunku w prowadzi
zatem do zagadnienia na stany wilasne [8], [35].

Dla deformacji &€ w kierunku w
E=ew,

eS-w=elw,
S-e=A¢e=0.
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Prawo Hooke’a na stanach wlasnych ma posta¢ proporcjonalnosci
naprezenia 1 odksztalcenia. Hooke w 1678 r. oglosit swoje prawo w formie
,,ut tensio sic vis” (ceiiinosssttuv). Stad tytul pracy [31].

Z teorii operatoréw liniowych wynika, ze réwnos$¢ (5.4)

S-w=Aw

jest zagadnieniem na warto$ci wlasne i stany wilasne dla tensora S.

Unormowane rozwigzanie w (w - tensor symetryczny drugiego rz¢du)
dla warto$ci A nazywaé bedziemy spreiystym stanem wlasnym, za$
skalar A modulem sztywnosci. Pojecie operatora liniowego, standow
wlasnych i elementéw wiasnych sa pojeciami z algebry liniowej [8], [31],
[42].

Tensor S, jako operator wystgpujacy w prawie Hooke’a,
odwzorowuje przestrzen tensoréw symetrycznych drugiego rzedu T,°
W przestrzen tensorow symetrycznych

S:7,° > T,°,
T, =symd, ® I, .

Przestrzen T, jest przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym
a-f=a,p;.
Wréémy w tym miejscu do twierdzenia dotyczacego ogolnej postaci
liniowego odwzorowania przestrzeni tensorowych (3.13).

TWIERDZENIE 5.1
Niech L:®, > @ jest liniowym odwzorowaniem przestrzeni

tensorowej @, w przestrzen tensorowa @, gdzie p i g oznaczaja walencje

tensoréw, wowczas
1

V. A r£(A)=L-A=Bee.
LeT,,, Ae®, a

A zatem liniowe odwzorowanie przestrzeni tensorowych utozsamiamy
z tensorem o walencji p+q. Realizuje si¢ ono przez pelne nasunigcie
tensorow L 1 A.
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Przestrzen @, jest przestrzenia liniowa 37— wymiarowa z iloczynem

skalarnym jako petne nasunigcie dwoch tensorow A 1 B.
Norma tensora jest pelne nasunigcie tensora na siebie podniesione do
potegi Vs

N =

Al=(A-A)2.

W przestrzeni T, istnieje baza ortonormalna H,,(H, -H, =9,,),

ktora generuje cala przestrzen 7, a mianowicie
1
NV A=4,H,, 4, =A-H,.
AeT, 4,eR
Stad wynika, ze
L-A=4L-H,=(L-H, ®H,)A,
(5.5)
L=L-H, ®H,.

W ogolnym przypadku w przestrzeni 7, istnieje baza H, i kobaza

H', takie, ze H, -H' =5,'. Baza H, generuje cala przestrzen T,
1

A A=A"H, gdzie A-H =AH, H=A-H=4'=4.
AeT, 4*eR

Otrzymujemy zatem, ze

A" = A -H,
L-A=L(4H,)=4L-H,=(L H ®H)A.

Operator L jest okreslony jesli jest on okreslony na bazie H,

L=L-H, ®H". (5.6)
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Rownosé ta jest fundamentalnq toisamosciq dla danego operatora
liniowego L idowolnej bazy [31].

Z tej tozsamosci wynika, ze operator jest zadany, jesli jest zadany na
tensorach bazy (mozna wprowadzi¢ baze ortonormalna (5.5)).

Jesli operator L odwzorowuje T, > T, (p=q) wowczas L e T,, i dla
takich operator6w ma sens zagadnienie na warto$ci wtasne i1 stany wlasne.

Gdy p =1 wowczas L € 7, 1 jest afinorem odwzorowujacym J3,—3,,
L=A.

Z fundamentalnej tozsamosci wynika wowczas, ze

A=Ap, O,
gdzie p, jest baza ortonormalna w J;.

Jezeli p, jest baza wektorow wiasnych dla A wowczas otrzymujemy
rozklad spektralny tensora A (3.36)

A=A4n,Op +4,0, p, +4pn, Opy,.

Gdy p =2 operator L € T, 1 odwzorowuje przestrzen tensoréw rze¢du
drugiego w przestrzen tensoréw drugiego rzedu (‘1’25 —T,° ) Takim
operatorem jest tensor sztywnosci S w prawie Hooke’a (5.1).

Z fundamentalnej tozsamosci (5.6) dla przypadku, gdy L=S wynika,
ze

S=S-v,®v,,
gdzie v, jest baza ortonormalna w szeSciowymiarowe] przestrzeni

T,%, (k=L1L,..,VI).
Operatorem tozsamos$ciowym jest tensor I — tensor jednostkowy
czwartego rzedu

ILA=A,  1=(1,324)181,
L =0 0

ijkm ik ~ jm*

(5.7)

Przestrzen T,° jest symetryczna, zatem rozpatrujemy cze$é

symetryczng I°
(Is)ijkm = %(5% O + 03 O )»

(IS )ijkm 4, = %(51-/( Oj + 04, 0 )Akm = %(Azf +4; )
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Korzystajac z fundamentalnej tozsamosci (5.5) otrzymujemy, ze
P=I"v,®v,=v,®V,=V,®V,+...+V,, ®V,, +V, ®V, +Vv, ®V,,.

Jest to rozklad spektralny I°, gdzie v, jest dowolna baza

ortonormalng w T,° .

Z ogoblnej teorii operatoréw liniowych w przestrzeniach z iloczynem
skalarnym wynika, ze dla operatorow o symetriach, ktore posiada S istnieje
sze$¢ rzeczywistych wartosci wlasnych 4,,...4,,, ktorym odpowiada szes¢

okreslonych co do znaku wzajemnie ortogonalnych, unormowanych
tensorow wilasnych w,,...w .

Dla kazdego k zachodzi woéwczas rownos¢

S-w, =4, w,, k=1,1...VI (nie sumowac’).

Dla bazy w,, ktora jest baza tensoro6w wiasnych, z fundamentalnej
tozsamosci (5.5) dla operatora S wynika, ze

S=S-w,Qw, =4, w,®w, +...+4, W, Ow,,. (5.8)

Jest to rozktad spektralny tensora sztywnosci S [6], [31], [32], [35],
[42].

Dla tensora podatnos$ci zagadnienie na warto$ci wlasne ma wowczas
postaé

Cw, = ka .
ﬂ’k

Oznacza to, ze tensory sztywnosci 1 podatnosci maja takie samy stany
wlasne, za$ ich wartos$ci wlasne sa réwne wzajemnej odwrotno$ci. Rozktad
spektralny tensora podatnosci ma zatem postac

1 1
C:C-wk®wk:7w,®w,+...+—wV,®wV,. (5.9)
1 Vi
Rozktady spektralne (5.8) i (5.9) rozpatrywanych tensoréw sa wyznaczone
jednoznacznie, gdy wszystkie wartosci A, sa jednokrotne.
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Wykorzystujac rozktad spektralny tensora S (5.8), energi¢ sprezysta
mozna wyrazi¢ przez jego wartosci wlasne. Z rozkladu spektralnego S oraz
rozkltadu & w bazie w, , a mianowicie

E=e,W,+...+e, W,, EW, =¢
wynika, ze

S-¢ :(/1, W, OwW,+...+4,w, ®WV,)-8 =Alew, +...+A,e,wW,.
Stad otrzymujemy wyrazenie na energi¢ sprezysta w postaci
20 =¢-S-e=(Le, W, +..+ A, e, W, )= e +...4 L, e}, (5.10)

Energi¢ sprezysta w takiej postaci, bez wprowadzenia pojecia standow
wiasnych, podat Lord Kelvin (W. Thomson w 1856 r.) [44]. Z tego wzgledu
Rychlewski [35] zaproponowal aby moduty sztywnosci A, nazywaé

modulami Kelvina. Kazdy ciag (ﬂ,,.../i,,,; w ,,...WV,), gdzie A, sa statymi
nieujemnymi, a wersory w,, okreslone z doktadnoscia do znaku tw,, sa
baza ortonormalng w T,°, opisuje pewien teoretycznie mozliwy materiat
sprezysty.

5.2. Projektory, moduly Kelvina

Przestrzen inwariantna dla operatora S
Podprzestrzeh M, — T,° nazywamy inwariantna dla S jezeli
AN S-AenM.
AeMg

Podprzestrzen M, moze nie zawiera¢ zadnego tensora wlasnego.

Podprzestrzenie wlasne
Zbior N, rozwiazah réwnania S-A=AA jest zbiorem tensoréw

wilasnych dla operatora S odpowiadajacych wartosci wilasnej A

uzupelniony wektorem zerowym jest podprzestrzenia inwariantng dla S.
Nazywac ja bedziemy podprzestrzeniq wlasnq
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N, ={AeT,*;S-A=1A }. (5.11)

Nie kazda podprzestrzen inwariantna dla operatora S jest
podprzestrzenia wlasna. Podprzestrzenie wlasne odpowiadajace réznym
wartoSciom A, sa ortogonalne. Podprzestrzenie wlasne sa przestrzeniami

inwariantnymi.

Istotng rol¢ w teorii odwzorowan liniowych odgrywaja projektory
ortogonalne. Sa to tensory czwartego rz¢du — najprostsze , po operatorze
tozsamosciowym (5.7), operatory liniowe. Poszukamy ich tensorowe;j
postaci.

Przedstawimy przestrzeh 7,° w postaci sumy prostej podprzestrzeni
ortogonalnych

=2 ®...0¢, (5.12)

S . r s .
Dowolny tensor A € 7,” mozna wowczas przedstawi¢ jednoznacznie

W postaci
A=A +A,+...+A,, A, e?,.

Tensor A, € @, jest czgscia tensora A. Istnieje tensor czwartego rz¢du

P, , ktory realizuje to przyporzadkowanie
P -A=A,. (5.13)

Tensor o tej wlasno$ci nazywamy ortogonalnym projektorem T," na
podprzestrzen @, . Jest to tensor, ktory na elementach A e®, dziata jak

tensor jednostkowy (operator tozsamosciowy), za§ elementom nie
nalezacym do @, przyporzadkowuje tensory zerowe

A dla Ae?,
P A=
0 dia Ag¢e,.

Jest to tensor izotropowy.
Niech P, bedzie projektorem na podprzestrzen wlasng

@, odpowiadajaca wartos$ci wlasnej 4, .
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Z fundamentalnej tozsamosci (5.5)
L=L-w, ®w,

wynika, ze projektor P, ma posta¢
P =P w,Q0w,+..+P -w,Qw,.
Z definicji projektora P, otrzymujemy, ze

P, =w, ®w,, (nie sumowac)

P=w,Q®w,, P=w,0w,,....Pi=w,Ow,.
Dla operatora tozsamosciowego (5.7) zachodzi zatem réwno$¢
I’=P +P,+...+P,. (5.14)

Rozpatrywalismy dotychczas sytuacjg, gdy przestrzenie wlasne &,
byty jednowymiarowe (ﬂk zA dlak=#l )

Niech A, bedzie [ — krotnym pierwiastkiem (/ — krotng wartoscia
wlasng tensora S). Dla operatorow o symetrii tensora S wynika, ze

krotno$¢ algebraiczna pokrywa si¢ z krotnoscia geometryczna. Przestrzen
wlasna @, odpowiadajaca wartoSci wlasnej A, jest rOwniez [ — wymiarowa.

Niech w,,w,,...,w, beda dowolna baza w ®,. Z fundamentalnej
tozsamosci dla projektora (5.5)

P =P -w,®Ow,+..+P, -w, QOw,+P, -w, Ow, +P -w,6 QOw,

oraz z faktu, ze
P-w,=w,....., P-w=w,
Pow,=0, P-w,=0

wynika posta¢ projektora P, , a mianowicie

P,=w,®w,+...+w,Qw,, (5.15)
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Projektor P, okreSlony jest jednoznacznie. Nalezy podkresli¢, ze
poszczegolne diady w, ® w, nie sg okreslone jednoznacznie.

Rozktad I° dla wielokrotnych modutéw sztywnosci przyjmuje postaé
=P +P+..+P,  p<6, (5.16)

( p— liczba roznych modutéw Kelvina).

Mozemy zatem podac glowny wzor strukturalny liniowej teorii
sprezystosci.

TWIERDZENIE 5.2

Dla dowolnego sprgzystego cialta S istnieje dokladnie jedno
ortogonalne roztozenie przestrzeni tensorow symetrycznych drugiego rzedu
na podprzestrzenie @,

T, =00 ®..00, p<6, ¢, Lo,
1 dokfadnie jeden ciag modutoéw Kelvina 4, <4, <...< 4, taki, ze

S=4P +...+4,P (5.17)

p b
gdzie tensor P, jest projektorem ortogonalnym na podprzestrzen @,.

Rozktad ten jest jednoznaczny ([6], [32], [35], [36], [42]).
Dla tensora podatnosci C rozktad spektralny (5.9) bedzie miat

wowczas postac

1 1
C=—P +...+—P . 5.18
ﬂ,l 1 ﬂ, Y2, ( )

p

Podprzestrzen  ®, tworza wszystkie stany wilasne dla S
odpowiadajace wartosci wlasnej A, . Jezeli S 1 C sa zadane, to moduty A,
1 projektory P, wyznacza si¢ w standartowy sposob. Projektory P,
nazywane sa projektorami materialnymi, a podprzestrzenie B,
podprzestrzeniami materialnymi.
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WYZNACZANIE MODULOW KELVINA

Zagadnienie na wartosci wlasne 1 stany wilasne dla operatora S (5.4)
sprowadza si¢ do rdGwnosci

Sw=iw  (S—AI°)-w=0. (5.19)

Jest to uktad rownan liniowych jednorodnych. Aby istniaty niezerowe
rozwiazania, tensor (S -A1° ) musi by¢ osobliwy, tzn. det (S -A1° )= 0.
Powstaje pytanie: Jak policzy¢ wyznacznik dla tensora czwartego rzedu?

W przestrzeni T,° (sze$ciowymiarowej) wybieramy dowolna baze
ortonormalna

ve, K=1,11,...,VI; ViV, =0y .
Dla tensora L e T, det(L)=det(L,, ), gdzie
Ly =vg-L-v, =L, (5.20)

Macierz L, jest macierza kwadratowa, symetryczna 6 X 6 otrzymana
z tensora L 1 dowolnej bazy v,.
Stad wynika, ze

det(S—ﬁ,IS)=det[vK S.v, —Av, I -vL]=det[vK S-v, =0, -

Warunek  det (S —Ar° ) =0 sprowadza si¢ do rownania
charakterystycznego 6 — tego stopnia dla 4

Ava X +a, ' +...+a;A+a,=0. (5.21)

Wspolczynniki a, tego réwnania sa funkcjami od niezmiennikow
tensora S 1tym samym nie zaleza od wyboru bazy [45].

Gdy v, =w,, gdzie w, sa stanami wlasnymi, macierz S,
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Sy, =We-S-w,

jest macierza diagonalna.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze tensory w, 1 —w, sa fizycznie
roznymi tensorami. Nie istnieje takie Q, ktore odwzorowuje w — —w.
Teorie uwzgledniajace znak sa teoriami silnie nieliniowymi.

Wspodlczynniki wystepujace w réwnaniu charakterystycznym mozna

wyrazi¢ przez moduty Kelvina.
Z ro6wnania

det(wK ‘S-w, —/15KL)=O
w bazie stanow wlasnych wynika, ze

A, —A 0 e 0
0 A=A - 0
T == A A=Ay (A= 4y)=0.

0 0 o Ay =2
Po uporzadkowaniu wyrazen przy odpowiednich potggach A

otrzymujemy  wspOlczynniki @, wyrazone przez A, A,,...,4,.

Wspoélezynniki w réwnaniu charakterystycznym sa niezmiennikami dla
tensora S. I tak np.

a, =det(S)=21,,...,2,,.

WYZNACZANIE PROJEKTOROW
Jezeli rownanie charakterystyczne (5.21) ma p r6znych A,

pierwiastkow, to rozktad spektralny dla tensora S ma postac (5.17)

S=4P+..+4,P,.
Kazde z A, spelnia rdwnanie charakterystyczne (5.21), mamy zatem p
rownan
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A+a+...+a,=0,
A +a, 2, +...+a,=0,
X+a X +...+a,=0.

Mnozac odpowiednio pierwsze rOwnanie przez P,, drugie przez P, ..., p
przez P, i dodajac stronami otrzymujemy rownanie tensorowe

(/1?1’] +17,P2+...+/1‘;Pp)+a] (ifP] +/1§,P2+...+/1;Pp)+...+a6(l’] +P2+...+Pp)=0,

ktore ma postac¢ uogdlnionego rownania Cayle’a-Hamilton’a (3.33)

6 5
S+a,S+...+a;S+a,1° =0,

poniewaz z (5.17) wynika, ze
S=A P+ AP+ P

Aby wyznaczy¢ projektory P, P,,..., P, nalezy rozwiaza¢ tensorowy

uktad p réwnan liniowych :

P +P, +...+P =1,

AP+ +4,P =8,

(o-1) (p-1) (p-1) (p-1)
AP+, P+ +4, P =S.

Wyznacznik podstawowy jest postaci wyznacznika Vandermonda
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1 1
A, ﬂ,p
=| 2 A= -
A :I 1£ﬁ<a£p(la lﬂ).
(p-1) (p-1)
A, ﬂ,p

Z zalozenia A, # A, dla a # f azatem A= 0. Stad wynika, ze

(8=2,1%)0...0(8 =2, ,15)o(S =4, 1%)o...0(S - 2,1°)

— a+1

¢ (ﬂ“zx _ﬂ“l)"'(ﬂ“a _ﬂ‘afl)(ﬂ’a _ﬂ“oﬁl)"'(ﬂ’a _ﬂ’p) ’
A, =S-P

a a’

Jezeli dla danego materialu, dla danego S istnieje p parami réznych
modutow Kelvina A, # 4, gdy k#1[, to odpowiada im p podprzestrzeni
wlasnych wzajemnie ortogonalnych. Oznaczajac przez ¢, wymiar

podprzestrzeni wlasnej @, odpowiadajacej A, otrzymujemy rownos¢
g, +4q,+...+4q,=06. (5.22)

Wyrazenie <q1 +q,+...+¢q p> Rychlewski [31] zaproponowat nazwac

pierwszym indeksem strukturalnym. Jezeli wielomian charakterystyczny
ma 6 roznych jednokrotnych pierwiastkow, wowczas wszystkie przestrzenie
wlasne sa jednowymiarowe 1 pierwszy indeks strukturalny ma postac
(1+1+1+1+1+1).

Z rozkladu spektralnego wynika, ze jesli sa znane moduly Kelvina

Ay-s A,, to znany jest tensor sztywnosci S jezeli zadane sa projektory

P,,....P, . Projektory P,,...,P, sa tensorami rzgdu czwartego. Nie znana
jest baza zupelna niezmiennikéw dla takich tensoréw [31], [45].
Dla jednokrotnych modutow Kelvina A, projektor P, ma posta¢ diady

stanow wiasnych
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P, =w, ®w, (nie sumowac),

a zatem ciag (/1,,...21,,; W,,...,w,,) dla w, okreslonych z doktadnoscia do
znaku *w, opisuje pewien teoretycznie mozliwy materiat S (5.8).

Tensory w, sa symetryczne, unormowane w, -w, =1 i ortogonalne
W, W, =0,,.

Tensor symetryczny drugiego rzedu w dowolnej bazie ma 6

sktadowych istotnie r6znych. Dla 6 tensoréw mamy 6 x 6 =36 sktadowych.

6

Warunki ortonormalno$ci stanowia ( J:IS warunkow +6 warunkow

2
unormowania. Razem mamy 15+6=21 warunkow. Pozostalo zatem
36—-21=15 wielkoSci niezaleznych.

Tensor sztywnosci S ze wzgledu na symetri¢ wewnetrzna ((4.21) ze
wzglgdu na permutacje) ma istotnie roznych 21 sktadowych. Wsrod S,
(34 = 81) istotnie réznych jest 21.

Rozmaito$¢ ciat sprezystych jest opisana lokalnie w sposob ciagly przez
6 +15=21 parametréw tworzacych trzy grupy :

I. 6 modutéw Kelvina — niezmiennikow, wielko§ci wymiarowych
majacych wymiar napre¢zenia,

II. Z 15 wielko$ci wydzielamy 12 wielkos$ci bezwymiarowych
zwigzanych z w,, niezmiennikow zwanych dystrybutorami
sztywnosci, ktore oznaczamy przez k, .

III. 3 wielkosci, ktére sa zwigzane z umiejscowieniem probki
w laboratorium np. : katy Eulera. Nie sa to niezmienniki.

Mozemy zatem napisaé 6 +(12+3)=21.

Sprawa dystrybutoréw jest sprawa ztozona, poniewaz dystrybutory
maja nie reagowa¢ na znak *w,. Powstaje pytanie: Jak zadaé te
dystrybutory aby otrzymac¢ jednoznacznie okreslony materiat sprezysty S ?
Sprawg t¢ dla kazdej symetrii materiatu nalezy rozpatrywac niezaleznie.

Jezeli material posiada jakakolwiek symetrie wowczas liczba
niezaleznych skladowych tensora S maleje. Pojawiaja si¢ wielokrotne
moduly Kelvina, wielowymiarowe przestrzenie wlasne. Maleje zatem liczba
dystrybutorow jak réwniez liczba katow Eulera.
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W wyrazeniu
</11""» A3 Kist o5 K13 @ P ¢3>
nalezy napisac

(s Asrein s 5 01+ 0,) (5.23)

Wyrazenie [p +1+ u] Rychlewski [31] nazwal drugim indeksem
strukturalnym. Spelnione sa nierownosci

p<6, t<12, u<3;  p+t+u<?2l. (5.24)

Dalsza dyskusja materiatow sprezystych jest mozliwa jezeli nalozy si¢
pewne warunki symetrii na S (symetrii ze wzglgdu na automorfizm
rodzony przez tensory ortogonalne Q €6) (4.19).

Reasumujac, mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie postawione przez
prof. Rychlewskiego w Instytucie Mechaniki w Moskwie, gdzie wyglosit w
1983 r. referat na seminarium : ,,O prawie Hooke’a” [31]. Pytanie to
brzmiato: ,,Co jeszcze mozna dopowiedzie¢ do prawa Hooke’a, po
klasycznych pracach Neumanna i Voighta?”. Odpowiedz brzmi, ze mozna.

Zatozmy, ze w dwoch roznych laboratoriach badano dwie probki
1 otrzymano zbior danych: S, i S, swi- Skladowe S, , przy przypadkowym
ustawieniu probki nie stanowia statych materialowych. Przy zmianie bazy
zmieniaja si¢ skfadowe. Czy badane probki opisane przez S, i S, jer S&Z
tego samego materiatu? Odpowiedzi ogélnej nie znamy. Nie znamy
kompletu statych materiatlowych, tzn. kompletu niezmiennikow opisujacych
tensor S z doktadnos$cia do sztywnego obrotu [45].

Jezeli usytuowanie probki wzgledem laboratorium okreslaja 3 katy

Eulera, to funkcjonalnie zupetlna baza niezmiennikow ortogonalnych,
opisujacych lokalnie w sposob ciagly rozmaitos¢ réznych od siebie
materiatow powinna zawiera¢ 21—3 =18 niezmiennikow.
Konwencjonalne podejscie nie okresla postaci takiej bazy dla materialu
postaci ogolnej. Klasyczna klasyfikacja tensorow sztywnosci wedlug
symetrii wnosi tym mniej informacji im wg¢zsza jest grupa symetrii 1 nie
daje nic wowczas gdy rozwazany material symetrii nie posiada. Nalezy si¢
spodziewac, ze liczba materiatow o sterowanej symetrii bgdzie narastac.
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Moduly sztywnosci i dystrybutory stanow wlasnych sq jednakowe dla
dowolnych dwdch cial 7 tego samego materiatu.
Zawieraja one w sobie cala informacj¢ o makrostrukturze ciata, ktora

jest wystarczajaca do opisu jego sprezystego zachowania.
Przyklad bazy w T,° generowanej przez baze e, w I, (ek e = 5k,) :

v, =¢ ®e, v,=¢,8e,, Vv, =¢,Qe,

1
7 :ﬁ(ez e, +e, ®e2),
\7 :L(eI Re, +e,Qe,),

2

1

Vy =—=
Vi \/5

Jest to baza (polibaza) ortonormalna w T,° .
Jezeli Sy, , skladowe tensora S w polibazie e, ® e, ®e, e, tzn.

(e2 e, +e ®e2).

S=S5,,¢e,®e, B¢, Ve,

to macierz Sy, = v, -S-v, bedzie miata postac :

Sl]ll S]122 Sll33 \/581123 \/581113 \/581]12
S221] S2222 S2233 \/582223 '\/5822]3 ﬁSZZIZ
S3311 S3322 S3333 \/583323 \/583313 \/583312 . (525)
282323 282313 282312
symetryczna 28,515 2S5
L 281212 a

W fizyce krysztalow jest popularna macierzowa forma opisywania prawa
Hooke’a [39]
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MODULY SZTYWNOSCI
Z twierdzenia spektralnego dla tensora podatnosci C (5.9)
C :Lwl Ow, +LWH Qw, +...+LWV1 Qw,,

[ v/ Vi
wynika, ze [31]:
a)

gdzie K jest modutem sztywnosci objetosciowej.

b) Jezeli n jest kierunkiem w 3, , to

LG@n-C-n@nz(n'w’.n)Z +(n'Wu'n)2 " +(“'WV1'H)2 _

E(n) A A A
(n) \? m) \? () \? (5.27)
P )
= + +.ot ,
A Ay Ay

gdzie £ (n) jest modutem Young’a dla kierunku n.
c)Jezeli n 1 m sa dwoma kierunkami ortogonalnymi w J,, to

m n) —m®m- C~n®n=(n'w’ 'n)(m'wl m) b4 (n-w,, n)(m-w, -m) _

Efn) 4 Ay
(nn) (mm (nn) (mm (5 . 2 8)
W 4. .+WV1WV[
A 4

gdzie v jest wspolczynnikiem Poissona w kierunku m przy rozciaganiu
w kierunku n.
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d)

(n'wl'm)z+(n'wll'm)2+ _,_(n“’VVJ‘m)2 _

L=m®n-C-m®n=
4G ﬂ’l /111 ﬂ’VI

(nm) 2 (nm) 2 (nm) 2 (5'29)
RGN
=24 4> L 44—
/11 /111 /1!/1

gdzie G jest modulem Scinania (modutem Kirchhoffa).

Whioski:

Do modutu sztywno$ci objetosciowej (5.26) nie wchodza stany wlasne
dla ktorych #rw =0, stany dewiatorowe.

Do modutu Young’a E (n) (5.27) nie wchodza stany wtlasne, dla

ktorych  sktadowa normalna dla kierunku n  jest zerowa
()
(WK =N-W,-n zoj.

Do modutu Poissona (5.28) nie wchodza stany wiasne dla ktorych albo
(mm) (nn)
m-w, - m=0 albon-w,-n=0 [WK =0, w, = O].

Do modulu $cinania (5.29) nie wchodza stany wtasne, dla ktorych
m-w, -n=0 (sktadowe styczne dla stanow wlasnych, dla pary kierunkow

m, N s Zerowe ).

5.3. Tensor stanu granicznego - energetyczne stany wlasne

Prawo Hooke’a (5.1), ktore byto tematem poprzednich rozwazan,
opisywato zachowanie sprezyste ciala w otoczeniu stanu naturalnego, tzn.
stanu bez napre¢zen 1 odksztalcen. Przy zatozeniu matych odksztatcen mozna
bylo przyjaé, ze zalezno$¢ naprgzenie - odksztatcenie jest liniowa.
Sprezysto$¢ objawia sig¢ w odwracalnosci tego prawa.

Granicg stosowalno$ci prawa Hooke’a okre§la warunek stanu
granicznego.
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Kwadratowy warunek stanu granicznego
c-H-o<lI (5.30)

jest uogolnieniem warunku granicznego zaproponowanego przez Mises’a
[22] w postaci

s-H-s<1,

gdzie s jest dewiatorem tensora napr¢zenia o , za$ tensor H jest tensorem
czwartego rzedu zwany fensorem stanu granicznego

o=s+o0l; 3o=tr(c)

Jezeli o bedzie stanem bezpiecznym, to
6 -H-o =0. (5.31)

Stad wynika, ze H - o =0io nalezy do jadra operatora H.

Warunek Mises’a s-H-s<1 jest warunkiem jaki otrzymujemy z
ogolnej postaci (5.30) przy zatozeniu, ze stan hydrostatyczny o =o1 jest
stanem bezpiecznym (5.31)

*
o =cl=H-1=0.
Otrzymujemy wowczas, ze
c-H-o=(s+10)-H-(s+ol)=s-H-s, gdy H-1=0.

Przyjecie stanu hydrostatycznego za stan bezpieczny  jest
przeniesieniem zatozenia z ciatl izotropowych na ciala anizotropowe.
Zatozenie to nie ma zadnego fizycznego uzasadnienia w przypadku ciat
anizotropowych. Bedziemy zatem rozwaza¢ warunek stanu granicznego w

postaci

c-Ho<l = H, 0,04 <1,
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przy zatozeniu, ze H ma te same symetrie co S 1 C ze wzglgdu na
permutacje, oraz ze

c-H-c2>0.

Stany bezpieczne beda zalezaly od przyjetego typu symetrii
zewnetrznej H (symetrii ze wzgledu na automorfizmy Q €8) (4.19).

Poszukujac ekstremum wyrazenia o-H-0 na sferze jednostkowej
o-0=1 otrzymujemy warunek konieczny na istnienie ekstremum w
postaci [35]

i(G-H-O'—Lz(o"a—l)j:o.
oo V4

Stad wynika, ze
H.o=—o (5.32)

2

4

OtrzymaliSmy zatem zagadnienie na wartosci wlasne 1 stany wilasne dla
tensora H.

Z algebry liniowej, teorii operatoréw biliniowych wynika, ze tensor H
o zalozonych symetriach wewnetrznych jako operator liniowy ma sze$¢
rzeczywistych wartosci wlasnych, ktorym odpowiada szes¢ rzeczywistych
stanow wlasnych &, .

Przenoszac na tensor H wszystkie fakty dotyczace tensora sztywnos$ci
(5.17), przez analogi¢ mozemy napisa¢ rozklad spektralny tensora H, a
mianowicie

H=L2R]+...+L2Rm, m<6, (5.33)

Zl Zm
gdzie R,,...,R,~ sa tensorami czwartego rzg¢du, projektorami
ortogonalnymi na podprzestrzenie wlasne ®,,...,®,. Spelniaja one

rownosc¢
I°=R,+...+R

m*
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Jezeli R, jest podprzestrzenia wlasna, na ktora projektor R, rzutuje o, to
T, =R, ®R,®...®R, (suma prosta).

Wielkosci g, 7,,. .., %, Sa granicznymi warto§ciami zakresu sprezystosci.

Jezeli oznaczymy przez o, rzut o na ®,, tzn.
o =R,-0 1 0 -0, =0, -0, (i —nie sumowac),

wowczas z rOwnosci
I’'-0c=R,-0+...+R O

m

otrzymujemy, ze
o=0,+0,+...+0,,.

Warunek stanu granicznego (5.30) przyjmuje wowczas postac

a-H.a:GIZ'fl +...+"'"Z'fm <l,  0,0,=0,i%j.  (534)
1 m

Warunek ten opisuje wngtrze elipsoidy sze$ciowymiarowej w T,° .
Jezeli y, > woOwczas przestrzeh ®, jest przestrzenia stanow
bezpiecznych.

Przyjecie pewnego stanu naprgzenia o’ za stan bezpieczny wymaga
dyskusji jaka zostata przeprowadzona dla stanow pasywnych w zakresie
odksztalcen sprezystych, [14].

Nalezy podkres$li¢, Zze nie zaktadaliSmy zadnej zalezno$ci migdzy
tensorem sztywnos$ci S (podatnosci C) i tensorem stanu granicznego H.

Wroémy do ciat izotropowych — materiatu izotropowego. Ponad sto lat
temu pojawita si¢ praca Hubera pt.: ,,Wlasciwa praca odksztatcenia jako
miara wyt¢zenia materiatu” w mato znanym Czasopismie Technicznym,
XXII, we Lwowie w 1904 roku [11]. W pracy tej autor podal warunek
graniczny dla ciat izotropowych w postaci
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s-s<2k%, (5.35)

gdzie ,,k” jest granica plastyczno$ci przy czystym $cinaniu. Jest to jeden
z klasycznych warunkéw, ktory lezy u podstaw matematycznej teorii
plastycznos$ci. Sam autor stat si¢ prekursorem Polskiej Szkoly Mechaniki
ciat odksztalcalnych. Niezaleznie, warunek w tej postaci podali Mises
w 1913 roku [21] i Hencky w 1924 roku [10].

Rychlewski zajmujac si¢ anizotropowym prawem Hooke’a , dotart do
listu Maxwella [19] pisanym do Thomsona w 1856 roku, w ktéorym
Maxwell sformutowat warunek podany pdzniej przez Hubera. W liscie tym
Maxwell napisal: ,I have strong reason for believing that when
a’+ B +y>— By—ya—apf reaches a certain limit= R_ then element will
begin to give way”.

Warunek s-s<2k’ znany jest w literaturze jako warunek Hubera —

Mises’a — Hencky’ego. Rychlewski [33] zaproponowat aby nazwaé go
warunkiem Maxwell’a — Hubera — Mises’a. Warunek ten ma sens
energetyczny. Gestos¢ energii sprezystej dla ciata izotropowego przyjmuje
postac

¢(0):lo-e(0):§02 +£s-s, (5.36)

gdzie K — jest modutem sztywnos$ci objgtosciowej (5.26), natomiast G — jest
modutem $cinania (5.29).
Z wyrazenia na energi¢ (5.36) wynika, ze

Ho1+s)=p(a1)+d(s),

tzn., ze calkowita energia jest suma energii zmiany objgtosci i energii
dystorsji — tzn. zmiany ksztaltu. W sformutowaniu Hubera wystepuje tylko
cze$¢ energii zwiazana ze zmiang postaci ¢(s).

A zatem warunek graniczny

Z¢(s)£ 1. (5.37)
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2

przyjmuje posta¢ warunku Hubera (5.35) dla & =2k—G. Beltrami [3] jako

warunek graniczny przyjal warunek w postaci ograniczenia na wartos¢ calej
energii sprezystej ¢(o).

Powstaje jednak pytanie. Jak uogo6lni¢ warunek Maxwell’a — Hubera
— Mises’a na ciala anizotropowe? Z anizotropowego prawa Hooke’a (5.1)

wynika, Ze wyrazenie na energi¢ ¢ = %O‘ -C-0,dla o0=0l+s, przyjmuje

postac
2¢=(c1+s)-C-(c1+s)=0’1-C-1+s-C-s+201-C-s  (5.38)

i nie jest suma energii zwiazanej ze zmiana objetosci o°1-C-1 i energii
zwigzane] ze zmiang ksztattu s-C-s. Czlon 1-C-s powoduje, ze
odpowiedz materiatu na napr¢zenia dewiatorowe jest kulista. Burzynski [5]
w 1928 roku proponowal obejscie tego problemu twierdzac, ze nie ma
fizycznych powodow, aby energia nie byta suma ¢( 0'1) 1 ¢(s). Warunek
Burzynskiego jest rtOwnowazny zatozeniu, ze

1-C-s=0. (5.39)

Ciala o tych wlasno$ciach nazywamy objetosciowo izotropowymi. Warunek
Burzynskiego (5.39) naktada pewne wigzy na tensor podatnosci C. Liczba
niezaleznych zmiennych (sktadowych) tensora C z 21 redukuje si¢ do 16.

Problem energetycznego warunku granicznego zostal rozwiazany
catosciowo w 1984 r. przez Rychlewskiego [33].

STANY ENERGETYCZNIE ORTOGONALNE
Rozpatrujemy przestrzen tensorow symetrycznych drugiego rzedu

T,°, 0 i & sa elementami tej przestrzeni. Zakladamy, ze naprezenia

odniesione sa do pewnego naprezenia charakterystycznego 1 sa
wielkosciami bezwymiarowymi, podobnie jak &.

Definicja

Dwa stany naprezenia « i B sa energetycznie niezaleine, jesli
energia jest addytywna funkcja tych standow tzn., ze
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dla+B)=dla)+d(B) (5.40)
Ze wzoru na energi (5.3)
2¢=(a+p)-C-(a+p)=a-C-a+p-C-p+2 a-C-f=¢(a)+¢(f)+2 a-C- B

wynika, ze musi woéwczas by¢ spetniony warunek a-C- g =0.

Dla liniowej sprezystosci rozdzielno$¢ energetyczna oznacza, ze naprgzenia
«a nie pracuja na deformacjach C - B spowodowanych napr¢zeniami f# ina
odwrot.

Definicja

Dwa stany naprgzenia a i f  nazywamy  energetycznie
ortogonalnymi, jezeli jedno z nich nie pracuje na odksztalceniach
spowodowanych przez drugie 1 na odwroét, co oznacza, ze

alf=a-C-B=0. (5.41)

Dwa stany energetycznie ortogonalne b¢dziemy oznaczaé przez L; a LS.
Odwzorowanie

(@, 8)»a-C-p=p-C-a
jest forma biliniowa, symetryczna i dodatnio okreslona. Moze wigc by¢
przyjete jako definicja iloczynu skalarnego (2.11) zwanego energetycznym

aef=pea=a-C-p. (5.42)

Energia sprezysta dla o wyraza si¢ woOwczas przez energetyczng norme o,
tzn., ze

¢(O‘)=%O‘-C-O‘=%O“O’. (5.43)

Kazdy rozktad przestrzeni 7,° na sumg prosta

T, =£,®E .98,
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taka, ze &, J._Eﬂ dla a#f (dowolne dwa elementy z roznych

podprzestrzeni sa energetycznie ortogonalne) nazywamy rozkladem
energetycznie ortogonalnym przestrzeni T,° dla rozpatrywanego ciata

sprezystego.
Dla dowolnego o zachodzi rdownos¢

c=0,+...+0,, 0,€&, 0,0,=0 dla a=p

1 energia sprezysta ¢ daje si¢ roztozy¢ na sumg energii

#(o)=¢(0,)+4(0,)+...+ (o, ). (5.44)
Takich rozkladow moze by¢ wiele.
GLOWNY ROZKEAD ENERGII SPREZYSTEJ

TWIERDZENIE 5.3
Dla dowolnego ciata sprezystego, zadanego tensorem podatnosci C,
istnieje doktadnie jedno roztozenie energetycznie ortogonalne i ortogonalne

przestrzeni T,°

T, =P0P2®..02, p<6
takie, ze

P 1P i @mi@n dla m#n
1 doktadnie jeden ciag parami roznych statych

AseeisAyy A, £, dla m#n

takich, ze

C:LP1 +LP2+...+LP/J,
A A,
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gdzie P, jest ortogonalnym projektoremna @, k=12,...,p.

Z rozkladu spektralnego tensora C wynika, ze stany wlasne
odpowiadajace roznym warto§ciom wlasnym sa ortogonalne, tzn. ze

W, W, =0, k#l

jezeli

1 . .
C-w, =—w, (nie sumowac).
ﬂ’k

Jezeli r6wnos¢ t¢ pomnozymy stronami przez w,, [ # k to otrzymamy, ze

w,-w,=w,-C-w, =iwk -w, =0.
k

A zatem stany wlasne C s3a rowniez stanami energetycznie
ortogonalnymi. Rozklad energii na sume¢ energii na stanach wilasnych
tensora C nazywamy glownym rozkladem energetycznie ortogonalnym
[33].

Dowolny stan naprgzen o mozna rozlozy¢é na elementy
podprzestrzeni @,

c=0,+...+0,, 0,-0,=0dla k#I]

gdzie 0, =P, -0 € ®, jest rzutem O na podprzestrzen @ . Stad wynika, ze

N | —

1
(0-1 'O-I)E: G, :(O"PI'O-) .

Energia sprezysta dla o, wyraza si¢ wowczas wzorem
2
c51

O =12, p,
2 P

1
¢(O'1):50-1 -C-0,=

ktéry otrzymujemy z rozktadu spektralnego tensora C
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C:LP1+LP2+...+LP

ﬂ1 /12 /’i’p g

w nastgpujacy sposob. Mnozac przez o, obie strony rownosci
otrzymujemy, ze
1 1 o’ .
C.o=—Poc=—0, i 0,-C-0,=—-, (besumowania)
/11 ﬂ’l 2“1
1 o’
o)=-0,-C-.0,=—-.
#o))=501Co =7
Glowny rozklad energii sprezystej odpowiadajacy rozktadowi przestrzeni
T,° na podprzestrzenie wlasne @, dla tensora C przyjmuje postaé

(D(O')=¢(O'1+...+O') #o,)+do,)+.. +¢( ) 2/11 ;2 ;7 (5.45)

Wzorem ciat izotropowych mozna przyjac, ze warunek graniczny (5.34) jest
postaci

1 1 1
h_l¢(o-1)+Z¢(02)+--~+Z¢(o-p):

2 62 o 2
—+—=—+..+-2-<1 (540)
ky kK k

P

k2
dzie h, =—=2
g « =5y

o

jest graniczna warto$cia energii spr¢zystej dla naprgzenia

O, , a mianowicie

1 16> 1
h_cD(G“):h_z,z =70 (5.47)

Przestrzen @, jest przestrzenia stanow bezpiecznych jesli k, — .

Warunek graniczny (5.46) wiaze w pewien sposob wlasnosci sprezyste ciata
z jego wlasno$ciami w stanie granicznym. Tensory S i H sa wowczas
wspolosiowe.
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INTERPRETACJA ENERGETYCZNA WARUNKU MISES’A
Mises [22] proponujac warunek graniczny w postaci

s-H-s<1

podkreslit, Zze warunek ten nie ma interpretacji energetycznej. Rychlewski
dowiddt, ze dowolna miara kwadratowa naprg¢zenia o-H-o ma
jednoznacznie okre§lony sens energetyczny.

TWIERDZENIE 5.4
Dla dowolnego spregzystego ciata zadanego tensorem podatnosci C
1 tensorem stanu granicznego H istnieje doktadnie jedno energetycznie

ortogonalne rozlozenie przestrzeni TZS [33]:

T =H,®@H,®D..®H,, 06, H LH, k=l
1 doktadnie jeden ciag parami roznych statych

h,hy,..., h;

v

ho#h, h<..<h,

taki, ze dla dowolnego stanu napr¢zenia o
o=0,t0,+...+0,, O,€¥H,,
1 1 1
O'-H-O'=h—¢(0'l)+h—¢(0'2)+...+h—¢(0'u), (5.48)
1 2 v

gdzie

%o-.c-o-:¢(o-1)+¢(0'2)+...+¢(0'0)=¢(0').

Rozpatruje si¢ zatem dwie formy kwadratowe dodatnio okreslone :

c-Co>0i0-Ho02>0.
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Zaktadamy, ze operator liniowy L o symetriach wewngtrznych
tensorow C i H dziatajacy z 7,° w T,°, elementowi «eT,’

przyporzadkowuje element o = L e .
Z definicji energetycznego iloczynu skalarnego wynika, ze :

Lea=L-(C-a)=(L-C)-c.
Forma biliniowa ¢ e L ® # jest forma symetryczna, poniewaz
aeLef=a-(CoLoC)-B. (5.49)

Ma =zatem sens =zagadnienie na energetyczne stany wlasne
1 energetyczne wartosci wlasne

1
I =—y. 5.50
4 2 (5.50)

Istnieje energetycznie ortogonalny ciag stanow wilasnych

X Xoseos X X ® 20 = O
ktore odpowiadaja rzeczywistym warto§ciom wiasnym

1 1 1
2h 20" 2h,
Rozktad spektralny dla L otrzymujemy korzystajac z tzw. fundamentalnej
tozsamosci (5.6).
Jezeli tensory M), stanowia energetycznie ortogonalng bazg w 7,° tzn.

n,*N, =36, ,to

1

A\ \% a=om +...+ N

aeTZS al,az,...,a6

gdzie o, =aem, «a,€R.
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Operator L jest okre$lony na 7,° jezeli jest okreslony na bazie 1, . Wynika
to z faktu, ze

Lea=Le(gM, +.. +0,M,)=c; Lo, +.. +o, Len, =(Lem, @, +.. + L1, ®1), )00
Otrzymujemy ostatecznie, ze
L=Len, ®n,+...+Len,®n;,. (5.51)
Operatorem tozsamosciowym jest tensor L =S, poniewaz
Sea=(SoC)a=I'a=a (5.52)
Dla operatora S fundamentalna tozsamos¢ (5.51) ma postac
S=Mm, 0N, +...+MN,ON,. (5.53)

Rownos¢ ta jest spetniona dla dowolnej bazy ), .

Jezeli jako bazg energetycznie ortonormalna w 7,° przyjmiemy
energetycznie ortogonalne stany wlasne m, =y, otrzymujemy rozklad
spektralny L

1 1
L=—y®y+..+—yx. ®y., 5.54
2h12’1 X 2h62'6 Xs ( )

ktory jest jednoznaczny dla jednokrotnych warto$ci L
k

Tensor czwartego rzedu H,
H, =% ®y, (niesumowac)

rzutuje energetrycznie element a € 7,° na podprzestrzen #,
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H ea= (Zk ®Zk)'a =,
gdzie
a =(x, ea)y, e,

Tensor H, nazywamy projektorem energetycznie ortogonalnym.

o L 1 . .
Jezeli energetyczne warto$ci wiasne LT nie sa jednokrotne, to
k

energetycznie  ortogonalne  podprzestrzenie wlasne H, nie sa
jednowymiarowe. Rozktad spektralny L (5.54) ma woéwczas postac

L=LH1+LH2+...+LHK, K <6. (5.55)
2h, 2h, 2h,

Warunek Misesa ¢ - H-o (5.30) mozna przedstawi¢ w postaci
c-H-o=0ce(ScHoS)eo. (5.56)

Operator L (5.49) dla warunku Misesa ma zatem posta¢ L = (S oHo S).
Z rozktadu spektralnego L (5.55) wynika, ze

1 1 1 1
0-H.0=00(SoHoS)eG=——0eH, 0 +.. +——OeH _e0=——0®C +..+—— 00 =
2h 2h 2h 2h

1 K 1 K

222,0"0‘ +--+2;lq'q =;¢(q)+---+hl¢(q)a

K 1 K

gdzie c=0,+...+0,_1 ¢(0,)= %O‘k ¢ 0, (bez sumowania).

A zatem dowolny kwadratowy warunek stanu granicznego mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy z pewnymi wagami energii
sprezystych dla energetycznie ortogonalnych czgéci naprgzenia.
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WYZNACZANIE WARTOSCI WEASNYCH I ENERGETYCZNIE
ORTOGONALNYCH STANOW WEASNYCH
Z réwnosci (5.50)
1

SoHoS =— S.C=1°
( )ex VL

wynika, ze
1
SoH-y=— 4.
4 2hl

Po nasunieciu z lewej strony tensora C, (S o C =1°) otrzymujemy, Ze

H- y=—C-y (5.57)
CO oznacza, Ze

(H—ﬁCJ-;(:O:(ZhH—C)-Z:O.

Tensor [H - ﬁ Cj jest tensorem osobliwym, tzn. det(H - ﬁ CJ =0.

Warunek ten sprowadza si¢ do rownania charakterystycznego na 4. Po
wyznaczeniu energetycznych wartosci wlasnych 7, stany energetycznie

ortogonalne ), wyznacza si¢ z rOwnania (5.57).

ZALEZNOSCI MIEDZY TENSORAMI C i H

Tensory C 1 H sa tensorami czwartego rzedu o tych samych
symetriach. Z twierdzenia o rozkladzie spektralnym wynika, ze mozna je
przedstawi¢ w postaci (5.18), (5.33)

C:i P,+L P,,+...+L P, p<6,

A4 2,

gdzie P, sa projektorami ortogonalnymi na podprzestrzenie wlasne @, oraz
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H=L R,+L2R”+...+L R,, m<6,

2

Zl ZZ //i’m

gdzie R, sa projektorami ortogonalnymi na podprzestrzenie wlasne ®, .
Podprzestrzenie @, i ®, na ogot sa rozne.
Twierdzenie o energetycznej interpretacji formy kwadratowej

o -H .o nie zaklada zadnej zaleznosci H od C, czyli zalezno$ci wtasnos$ci
materialtu w stanie granicznym od wlasnosci materialu w zakresie

sprezystym.

W ogbélnym przypadku rozktad energii na stany energetycznie
ortogonalne r6zni si¢ od rozktadu na stany wilasne tensora C. Stany wlasne
C sa ortogonalne i energetycznie ortogonalne. Na ogot nie zachodzi
wynikanie odwrotne.

Lemat
Rozklad na stany energetycznie ortogonalne 7,° =& ® &, ®...® &, jest

rozkltadem ortogonalnym = jezeli podprzestrzenie te sa inwariantne dla
operatora C.

Dwa tensory A i B €T, nazywamy zgodnymi jezeli istnieje w T,°
baza w,, w, -w,=7,,, zlozona ze stanow wlasnych tensoréw A i B,

taka, ze

A=a, W, QW,+a, W, W, +...+a, W, dw,,

B=[wW,QOwW,+8,wW,0wW,+..+B,wW, Qw,.

Nalezy zauwazy¢, ze niektore o, moga by¢ sobie rowne 1 podobnie £, .
Roéwnoscei te moga zachodzi€ dla réznych standw wlasnych. Podprzestrzenie
wlasne moga zatem by¢ zupetnie inne.

Jezeli «, 1 p, sa jednokrotne to podprzestrzenie wlasne sa

jednowymiarowe 1 takie same. Tensory A 1 B sa woéwczas wspaolosiowe.
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Beda one rowniez nazywane wspdlosiowymi jezeli dla wielokrotnych
wartosci wlasnych beda miaty te same podprzestrzenie wlasne.
Tensory A 1 B sa czesciowo wspolosiowe jezeli podprzestrzenie
wlasne jednego zawieraja si¢ w podprzestrzeniach wlasnych drugiego.
Jezeli tensory S 1 H sa wspolosiowe to rozklad energetycznie
ortogonalny jest ortogonalny.

5.4. Grupy symetrii tensorow czwartego rzedu

Z definicji grupy symetrii dla tensora o dowolnej walencji (4.19)
wynika, ze dla tensorow czwartego rzedu T grupa symetrii zdefiniowana
jest nastepujaco:

0,={0€0;Q*T=T}, (5.58)

gdzie Q jest tensorem ortogonalnym drugiego rzedu (4.2) - automorfizmem
trojwymiarowej euklidesowej przestrzeni wektorowej. Generuje on
automorfizmy w przestrzeni czterowymiarowej

Q*T=T"Qe, ®Qe, ®Qe, ®Qe,.

Tensorami czwartego rzedu sa: tensor sztywnosci S, tensor podatnosci C
1 tensor stanu granicznego H. Mozna zatem rozpatrywaé symetri¢ tych
tensorow.

Klasyfikacja materiatéw liniowo-spr¢zystych ze wzgledu na symetrig
prowadzi do o$miu klas symetrii. Podziat materiatlow liniowo-sprgzystych
wedhug symetrii nie ma nic wspdlnego z krystalografia [39]. Wynika on
z whasnosci tensoréw euklidesowych symetrycznych czwartego rzedu
(z liniowosci prawa Hooke'a i wilasnos$ci przestrzeni euklidesowe;]
trojwymiarowej).

Dwiema granicznymi klasami symetrii sa:
e pelna anizotropia — brak jakiejkolwiek symetrii - grupa symetrii
O.g = {la_l}a
e izotropia — pelna symetria — grupa symetrii jest catkowita grupa
O, =0.
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Pozostale sze$¢ klas symetrii w kolejno$ci wzrostu symetrii to:

1) symetria monokliniczna - symetria pryzmy o podstawie
nieregularnej,

2) ortotropia - symetria pryzmy o podstawie prostokatne;j,

3) symetria trygonalna — symetria pryzmy o podstawie foremne;j
trojkatne;j,

4) symetria tetragonalna - symetria pryzmy o podstawie kwadratowej,

5) symetria transwersalna — symetria cylindryczna,

6) symetria kubiczna - symetria sze$cianu.

Grup symetrii dla poszczegdlnych klas materiatow poszukujemy
korzystajac z rozktadu spektralnego tensora sztywnosci S (5.17)

S=4P +.4P, p<6

z ktorego wynika, ze jezeli Q € Oq, to
Q*P, =P,. (5.59)

Oznacza to, ze grupa symetrii tensora S jest grupa symetrii zbioru jego
projektorow P,
O = OB mOPH m....mOPp.

Liczba projektorow P, zalezy od liczby r6znych modutow Kelvina. Gdy

wszystkie moduty Kelvina sa jednokrotnymi pierwiastkami rdéwnania
charakterystycznego wowczas przestrzenie wilasne sa jednowymiarowe, zas
projektory ortogonalne sa postaci

P.=0,0,.
Warunek (5.59) jest w tym przypadku réwnowazny warunkowi
Q* (0, ®0,)=Q*0, ®Q*0, = (Q(’OKQT)®(Q('0KQT) =0, ®,.

e, ;. . . T __
Z ostatniej rownosci wynika, ze Q®,Q =t o, .
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Korzystajac z podanych warunkow symetrii mozna dla
poszczegolnych klas symetrii  wyprowadzi¢ posta¢ ortogonalnych
projektorow P, oraz poda¢ dla nich odpowiednia grupg symetrii. Mamy
zatem, ze [14]

1) dla symetrii monoklinicznej O; ={1,-11,}, gdzie e, jest
wersorem normalnym do plaszczyzny symetrii, I, jest tensorem
ortogonalnym  opisujacym  lustrzane  odbicie = wzgledem
plaszczyzny o wersorze normalnym e, ;

2) dla ortotropii Og ={1,-LI,,I }, gdzic e 1 e, sa wersorami

normalnymi do plaszczyzn symetrii;
2

k=—
3) dla symetrii trygonalne;j Ojl’ ={L-LR,* I} (k=1, 2), gdzie e
jest kierunkiem osi symetrii, e, normalng do ptaszczyzny symetrii

prostopadiej do podstawy pryzmy, RY ortogonalnym tensorem

€

opisujacym obrot wokot kierunku e, o kat o ;

s
4) dla symetrii tetragonalnej 0:1’ ={L-LIL, I, ,R,*}k=123),
gdzie e, jest osig symetrii, za$ e,,e, sa normalnymi do ptaszczyzn
symetrii;
5) dla symetrii transwersalnej O;r ={L-1L1,.I, ,R? }(p e <0,27z> ,
gdzie e, jest osia symetrii, za$ e,,e, sa normalnymi do plaszczyzn
symetrii;

Vi

k=
6) dla symetrii kubicznej O(j’1 ={1,—1,Iel,Ie2,Relz,Rezz}(k=l,2,3),
gdzie e e, sa kierunkami osi symetrii i sa normalnymi do
plaszczyzn symetrii.

Ze wzrostem symetrii zmienia si¢ posta¢ pierwszego (5.22) 1 drugiego
(5.23) indeksu strukturalnego. Pierwszy z nich moéwi o wymiarach
podprzestrzeni wiasnych, drugi za$ o liczbie parametrow opisujacych dana
klase symetrii 1 ich charakterze.

Materiat o pelnej anizotropii jest opisany przez 21 istotnie roznych
parametréw, ktore redukuja si¢ do dwoch dla izotropii.
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6.1. Funkcje tensorowe argumentu tensorowego

W mechanice o$rodkow ciagtych na ogdt jedne wielkosci fizyczne,
ktére maja charakter tensorowy, zaleza od innych wielkosci fizycznych
rowniez o charakterze tensorowym. Zaleznosci te maja charakter funkcji lub
funkcjonatow. I tak na przyktad do domknigcia uktadu réwnan mechaniki
osrodkéw ciaglych nalezy, dla kazdego osrodka, poda¢ zwiazki wiazace
stan napr¢zenia z wielko$ciami charakteryzujacymi deformacjg. Sa to tzw.
rownania konstytutywne (prawa fizyczne, prawa stanu). Istnieje zatem
konieczno$¢ budowania funkcji przyporzadkowujacych jednym tensorom
drugich.

W rachunku tensorowym mozna wprowadza¢ pojgcie funkcji
podobnie jak to si¢ robi w analizie matematyczne;j.

Jezeli dany jest zbior tensorow D < 7, i kazdemu tensorowi X e D

przyporzadkowujemy jednoznacznie tensor Y € G < 7, to méwimy, ze

na zbiorze D okreslona jest funkcja tensorowa argumentu tensorowego
fiT,—T,

Y = £(X). (6.1)

Ogolnie mozna rozpatrywaé funkcje tensorowe od wielu zmiennych
tensorowych réznego rzedu
Y =f(X,Z,u,a). (6.2)

Gdy wszystkie tensory sa skalarami otrzymujemy, jako przypadek
szczegllny, zwykla funkcje rzeczywista od wielu zmiennych rzeczywistych.

Rozwazamy przyporzadkowanie
Y=f(X;H,,H,,...H,), (6.3)

gdzie X - zmienny tensor, H, - tensory parametryczne. W szczegdlnym
przypadku mamy zalezno$¢ (6.1)

Y = /(X).



108 Rozdzial 6. Funkcje tensorowe

Gdy w przestrzeniach 7, 1 T, wybrane sa polibazy np. polibazy

proste, wowczas funkcja tensorowa od argumentu tensorowego jest

rownowazna uktadowi 37 funkcji rzeczywistych od 37 zmiennych
rzeczywistych:

YV = (X)), (6.4)
gdzie
X=X,. e ®e®.Q¢ Qe cT,

Y=Y".,e®e Q. Qe" ®e" cT,.

Forma powyzszej zalezno$ci zalezy od wybranych baz w 7,1 T, oraz
od postaci funkcji f.

Szczegdlne przypadki:

a) Funkcja tensorowa argumentu skalarnego

Gdy
Y = f(x), xe® np. Y=f(trX) (6.5)

mamy do czynienie z funkcja tensorowa argumentu skalarnego. Funkcja ta

jest rownowazna uktadowi 37 funkcji rzeczywistych od jednej zmiennej
rzeczywistej

Yo' =f7.. (x). (6.6)
Jako argument skalarny mozna przyjaé czas t, wowczas
Y. = fr, ().

W zagadnieniach termodynamicznych jako zmienna stanu wystepuje
temperatura.

b) Funkcja skalarna argumentu tensorowego

Jest to funkcja postaci

y=f(X), (6.7)
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np' y=ﬂ"X,(XE‘TZ), yZXLX (XGTZ, LE(T4).
Tensor L jest w tej funkcji tensorem parametrycznym.

Funkcja (6.7) jest rownowazna jednej funkcji rzeczywistej od 37
zmiennych rzeczywistych

y=f(X,..."s). (6.8)
¢) Funkcje tensorowe dla tensorow drugiego rzedu

W przypadku, gdy zarowno wartos$¢ funkcji jak roéwniez jej argument
sa tensorami drugiego rzedu

Y=7(X)dla X,Yed,, (6.9)

rozpatrujemy funkcje, ktére w mechanice o$rodkow ciaglych wystepuja
najczescie;j.

Migdzy przestrzenia tensorow drugiego rzgedu T, 1 przestrzenig
macierzy kwadratowych M, zachodzi izomorfizm, a zatem zaleznos¢

funkcyjna (6.9) migdzy tensorami drugiego rzg¢du jest rOwnowazna funkcji
macierzowej

¥y =f/x,. (6.10)

Jest to jednoczesnie uktad 9 funkcji rzeczywistych od 9 zmiennych
rzeczywistych. Przyktadami tego typu funkcji sa:

Y=X’, Y=L-X,
gdzie L € T, 1 jest tensorem parametrycznym.
6.2. Grupy symetrii funkcji tensorowych

Pojecie grupy symetrii dla tensora zostalo wprowadzone juz wczes$niej
w rozdziale 4 (4.19).
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A zatem mozemy okresli¢ grupg symetrii dla tensora X — O, 1 grupg

symetrii dla tensora Y —>O,. Sa to tensory ortogonalne spetniajace
warunki:

0, =1Qe0;Q*X =X},

(6.11)
0, ={Qe0;Q*Y=Y}.
Definicja
Grupq symetrii funkcji (6.1)
[T, > T,
nazywamy zbidr tensoréw ortogonalnych O,
0, ={Qe0;Q* f(X)= f(Q*X)}. (6.12)

Innymi slowy, do grupy symetrii funkcji f naleza takie tensory

ortogonalne, ktére powoduja, ze wynik dzialania funkcji na odwzorowanym
przy ich pomocy argumencie jest taki sam jak wynik odwzorowanej przy
ich pomocy wartosci funkcji. Grupy symetrii funkcji nie nalezy myli¢
z grupami symetrii wartosci funkcji.

Jezeli

ST > T,

wowczas do grupy symetrii funkcji naleza tensory ortogonalne spetniajace
warunek

0, ={Q<0;Qf(X)Q" = f(QXQ")}.

Jezeli O, =0, funkcja [ jest funkcjq izotropowaq, jezeli O, =R,
funkcja f jest funkcjq hemitropowq. W pozostatych przypadkach funkcje
f nazywamy anizotropowa.

Funkcjami izotropowymi sa np. funkcje

Y=X?, Y=tX.

Przyktadem funkcji anizotropowej jest prawo Hooke'a €¢=C-o.
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ZASADY CURIE

Kazda funkcje mozna interpretowac jako prawo, jej argument jest
wowczas przyczyna, zas jej warto$¢ skutkiem.

Gdy funkcja f jest funkcja izotropowa, wowczas jej skutek jest nie
mniej symetryczny niz przyczyna

0,0, cO. (6.13)

Gdy funkcja f jest funkcja izotropowa 1 wzajemnie jednoznaczna,
woweczas skutek jest tak samo symetryczny jak przyczyna

0,=0,.

W og6lnym przypadku, gdy O, # O, wowczas zachodzi nastgpujaca
zaleznos$¢

Oy, N0, cO,. (6.14)

Oznacza to, ze skutek jest nie mniej symetryczny niz symetria prawa

1 przyczyny.
Fakty powyzsze znane sa w literaturze jako zasady Curie, [34].

Definicja
Funkcjg tensorowa
Y=f(X;H,H,,..H,), H €7, (6.15)

nazywamy izotropowa, gdy tensory H, sa postaci H, =/4,1.

Definicja
Funkcjg tensorowa
Y=f(X;H,,H,,..H),)

nazywamy izotropowa, gdy ma ona t¢ sama posta¢ we wszystkich uktadach,
tzn., ze
Y'=f(X";H, ,H,,.H).
Obie definicje sa rtownowazne.
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6.3. Podstawowe twierdzenia o reprezentacji funkcji
tensorowych izotropowych

TWIERDZENIE 6.1

Funkcja skalarna argumentu tensorowego (6.7) jest izotropowa wtedy
i tylko wtedy, gdy moze by¢ przedstawiona w postaci funkcji trzech
niezmiennikow podstawowych swego argumentu, tzn., ze funkcja
izotropowa

y=r(X), Xe1,’
przyjmuje postac
y=f Uy, 1, 1,), (6.16)

gdzie [,,Il,,Ill, sa niezmiennikami tensora X (3.28). Wynika to

z faktu, ze dla funkcji izotropowej posta¢ funkcji we wszystkich uktadach
jest taka sama.

W ogblnym przypadku mozna rozpatrywac funkcje skalarne od wigcej
niz jednego argumentu tensorowego.

TWIERDZENIE 6.2
Funkcja skalarna od dwoch argumentéw tensorowych drugiego rzedu

y=f(XZ), X,YeT,’ (6.17)
jest izotropowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy moze by¢ przedstawiona w postaci
v=fU,,1,,1,;1,,1,,1,;I,,,1,,,1,,,1V,,), (6.18)

gdzie niezmienniki wspolne dla tensorow X 1 Z sa zdefiniowane
nastepujaco:

I, =tXZ, I, =tX’Z, Il _=tXZ?, IV,, =trX’Z". (6.19)

Liczba zmiennych niezaleznych w (6.17) redukuje si¢ wowczas do 10
niezmiennikéw podstawowych tensorow X i1 Z.
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Powyzsze dwa twierdzenia maja wazne znaczenie w mechanice
osrodkow ciaglych. Korzysta si¢ z nich np. przy formutowaniu warunkow
granicznych dla ciat izotropowych.

Istotna role w mechanice o$rodkéw ciaglych odgrywaja funkcje
tensorowe, ktorych zbiorem argumentéw 1 wartosci sa tensory symetryczne
drugiego rzedu

Y=/(X)dla X,YeT,’ (6.20)
Z definicji potggi tensora (3.33) wynika, Zze dowolna potgga tensora

drugiego rzedu jest z nim wspotosiowa. Tensor X" jest wspolosiowy
z tensorem X, przy czym w uktadzie osi gtéwnych tensory te maja postac:

X,00 X,"00
(x)=| 0x,0 | - (X")=[ 0x,"0
00X, 00X ,,"

Dla tensorow drugiego rz¢du zachodzi wzér Cayley-Hamiltona (3.33)
X =1, X*+1 ,X+1I,1,

ktéry pozwala wyrazi¢ dowolna potege tensora X"przez X°,X i 1 ze
wspolczynnikami zaleznymi od niezmiennikow tensora X -1, ,17, 111 .

TWIERDZENIE 6.3
Funkcja tensorowa

Y=/£(X)dla X,YeT,’.

jest izotropowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy moze by¢ przedstawiona
W postaci tensorowego trojmianu kwadratowego

Y=k 1+kX+kX?, 6.21
0 1 2
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gdzie wspotczynniki k,,k,,k, sa funkcjami trzech podstawowych
niezmiennikow tensora X -—171,,/1,,1lIl, lub jego warto$ci glownych
X,,X,,X,,.-Twierdzenie to jest konsekwencja twierdzenia Cayley-
Hamiltona w przypadku funkcji izotropowych rozwijalnych w szeregi.
Funkcja (6.21) jest okreslona jezeli dana jest posta¢ trzech funkcji
skalarnych &,k ,k,.

Twierdzenie to jest zasadniczym momentem catej teorii funkcji
izotropowych.

Podobnie jak dla funkcji skalarnych argumentu tensorowego tak
réwniez dla funkcji tensorowych drugiego rzedu mozna rozpatrywaé
funkcje od wigcej niz jednej zmienne;.

TWIERDZENIE 6.4
Funkcja tensorowa

Y=/((X,Z) dla XY, ZeT,’ (6.22)
jest izotropowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy moze by¢ przedstawiona w postaci

Y=a,1+bX+b,Z+c X +c,XZ+ZX)+c,Z° +d,(X*Z+ZX") 6.23)
+d,(XZ? + Z*X) + e,(X2Z? + Z*X?), '
gdzie: a,,b,,b,,c,,c,,c;,d,,d,,e, sa funkcjami od 10 niezmiennikéw

tensoréw X 1 Z 1 niezmiennikow (6.19).

Funkcje tensorowe izotropowe mozemy tworzy¢ korzystajac z
najprostszych dziatan algebry takich jak mnozenie tensorow przez liczbg,
dodawanie, potegowanie:

Y =kX,
Y =k 1+ kX,

Y =k 1+ kX +k, X7,
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Dochodzimy w ten sposob do idei szeregu potegowego
Y=k, 1+ kX' (6.24)
i=1

Uwaga: Szeregi maja sens tylko wowczas, gdy kazdy z 9 szeregow dla
sktadowych jest zbiezny.

W ten sposéb mamy mozliwo$¢ uogdlnienia rozwijalnych w szeregi
funkcji elementarnych jednej zmiennej na tensory. Na przyktad, dla funkcji
wyktadniczej

i ) xi
y=f(x)=¢ =1+Z?,
=l °
mozemy napisac, ze
Y=/(X)=¢€* :1+ZT. (6.25)
-1 L

Symbol f bedzie dalej oznaczal wyjsciowa funkcje np.

sin(..),/(..), In(.).

TWIERDZENIE 6.5
Osie gtowne tensora Y bedacego funkcja izotropowa tensora X
pokrywaja si¢ z osiami gtéwnymi tensora X, przy czym jezeli

Y=/(X)da X,YeT,,
to wartosci gléwne tych tensoréw zwiazane sa zwiazkami

Y, =f(X), Y, =X ). Yy =f(Xy).
Uwaga:
a) Twierdzenie jest stuszne oczywiscie tylko wowczas , gdy osie
glowne istnieja,
b) Nie nalezy sadzi¢, ze w ukladzie osi nie gtdbwnych maja miejsce
np. zwiazki:
Y, = f(X,,), Y, =e" iinne tego typu.
Gdy szereg tensorowy jest uogolnieniem funkcji elementarnej takiej
jak e“,In(..),sin(..) to wspotczynniki w szeregu k, sa liczbami.
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Dla tensorow mozemy wprowadzi¢ szeregi ogdlniejsze w postaci

Y:ko(X1:X117X111)1+Zkf(XnXuaXu[)Xia (6.26)

=)
ktore odpowiadaja funkcjom izotropowym postaci:
Y=/(XX,,X,,X,).
6.4. Wzor Sylwestra-Lagrange’a
Dane sa trzy dowolne funkcje:
o(X,, X, X)), wX,, X, X)), (X, X, Xy)

Funkcja

f(t) :f(t;XvI’)(II"XvHI) =
(t _‘Xu)(t _)(111) ¢i (t _)(;11)(t —)(1) " (t —X; )(t _)(11)
X X)X, X)X XK= X)) Ky X)Xy~ X,)

ma nastepujaca wlasnosc
JX X, Xy X)) = (X, Xy, Xy ),
JX s X Xy, X)) = (X, Xy, X ), (6.27)
JX s Xy Xy, X ) = (X, Xy, X ).

Stad wynika, ze funkcja tensorowa izotropowa

X=X, DX-X,,1) " X=X, DX-X,1) ) X=X, DX-X, 1 P (628)

YZf(X) B (XI _XII)(XI _Xm) (Xn _XIII)(XII _XI) T()(m _XI )(Xm _Xn)

majaca w osiach gldéwnych postac:
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Y] :¢(X1=X11>X111)a
Y11 ZW(XI:XU:XH/): (6.29)
Yi=xX,,X,;,,X,)

przeprowadza wartosci gtowne tensora X w wartosci gtowne tensora Y
wedtug z gory zadanego prawa dla kazdej wartosci Y,,Y,,Y,, (6.27).

Whiosek ten ma zasadnicze znaczenie dla eksperymentatora. Istotnie,
wystarczy stwierdzi¢, ze tensory X 1 Y sa zwiazane zalezno$cia izotropowa
1 ze zwiazki Y,.,Y,.Y, z X,,X,,X, maja wykryta w doSwiadczeniu
posta¢, aby wykorzystujac podany wzor wypisa¢ zwiazek tensorowy stuszny
w dowolnym uktadzie.

Podany wzor (6.28) nosi nazwe¢ wzoru Sylwestra-Lagrange'a.

Wzor Sylwestra-Lagrange’a mozna wykorzysta¢ do wykrycia
zaleznosci wspotczynnikow k,k ,k, od niezmiennikow tensora X we

wzorze (6.21)
Y =k, 1+ kX +k,X?
jezeli zadany jest ksztalt funkcji Y = f(X).

Bezposrednie rozwinigcie funkcji w szereg (o ile jest rozwijalna)
1 wykorzystanie wzoru Cayley-Hamiltona prowadzi do skomplikowanych
rachunkow. Wykorzystujac natomiast wzor Sylwestra-Lagrange'a, po
uporzadkowaniu ~ wyrazéw przy odpowiednich potegach tensora
otrzymujemy, ze

_ XNXfX) X XS XXX
(X} _)(11)()(1 _XIH) ()(11 _)(111)()(11 _X[) (Xm _X[)()(IH _)(}1)

0

_ &t X)) Xt X)X X+ X))
(/YI _AX}[)CX} _)(IU) (/YH _/YIH)(XH _/Y]) (/Y[U _/Y])(XHI _AXU)’

—k

(6.30)
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X)) X))
’ (XI _XII)(X[ _Xm) (XII_XIII)(XII_XI) (X[H_XI)(X[II_X[[)‘

Z faktu, ze migdzy niezmiennikami i warto$ciami gtownymi tensora
X zachodza zaleznosci

Iy=X,+X,+Xy, I =_()(1)(11 + X Xy +X111X1): (6.31)
I[[X :X1X11X111

wynika, Zze wspolczynniki & ,k,,k, mozna roéwniez wyrazi¢ przez
niezmienniki.

Postgpowanie powyzsze ma znaczenie dla praktyki przy wykrywaniu
postaci zwiazkow konstytutywnych.

EFEKTY POYNTINGA I KELVINA
W mechanice osrodkéw ciaglych bardzo istotna role odgrywa
tensorowy trojmian kwadratowy (6.21)

Y =k, 1+ kX +k,X? (6.32)

dla tensorow drugiego rzedu symetrycznych, tzn. gdy X, YeT,’.
Roéwnanie tensorowe (6.32) jest wowczas réwnowazne ukladowi
szesciu roéwnan skalarnych na sktadowe
Yij =k0§lj +k1Xij +k2Ximej
w przypadku, gdy
Y=Y'je ®e’,
X=X".e, ®e".

Kazdy z tensorow X,Y mozna rozlozy¢ na czgs¢ kulista 1 czg$¢
dewiatorowq

1 1
X:TX1+DX, Y:?Y1+DY (6.33)

1 zastapi¢ wyjsciowy zwiazek tensorowy przez dwa rOwnania:
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° zaleznos¢ skalarna migdzy $ladami tensorow X 1Y
trY =3k, + k,orX + k,trX?

s (6.34)
1, =3ky+k1,+k,2II, +1,)
° oraz zalezno$¢ tensorowa migdzy ich dewiatorami
D" =(k, + 2k,)D* +k,{(D")? —(%1,(2 +§11X)1}. (6.35)

Teorie, w ktorych k&, #0 sa nazywane teoriami tensorowo-
nieliniowymi. Uwzgledniaja one tzw. efekty drugiego rzedu.
W calym szeregu teorii nalezy postawi¢ w (6.32) warunek

Y=0dla X=0,tzn.,ze f(0)=0
z ktorego wynika, ze zachodzi rownos¢

k,(0,0,0)=0.

Nawet w tym przypadku, gdy tensor X jest dewiatorem (#X=0)
tensor 'Y moze mie¢ czg$¢ kulista (7Y #0). Ze zwiazku migdzy czg¢$ciami
kulistymi tych tensorow (6.34) wynika, ze

1, =2k,1I . (6.36)

Taka sytuacj¢ nazywamy efektem Poyntinga.
Gdy k, =0 tensorowy trojmian kwadratowy (6.32) przyjmuje postac

Y=k,1+kX (6.37)

1 jest zwiazkiem tensorowo liniowym. Ze wzgledu na zalezno$¢
wspotczynnikow k,,k, od niezmiennikow tensora X jest on jednak w
dalszym ciagu zwiazkiem nieliniowym od skladowych tensora X. Taki
zwiazek nazywamy quasiliniowym.
W tym przypadku migdzy czg¢sciami kulistymi 1 dewiatorami tensorow
X,Y zachodza zaleznosci (6.34), (6.35)
1, =3k, +kl1,, (6.38)

D" =kD". (6.39)
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TWIERDZENIE 6.6

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby zalezno$¢ migdzy
tensorami byta quasiliniowa jest podobienstwo ich dewiatorow (6.39).

Twierdzenie to ma wazne znaczenie dla zastosowan. W badaniach
eksperymentalnych wystarczy sprawdzi¢, ze zachodzi zwiazek

u¥ =u*, (u -parametr Lode go) (6.40)

aby pokazaé, ze zwiazek fizyczny jest quasiliniowy.
Parametr Lode'go dla tensora Y jest zdefiniowany nastgpujaco

(D'u=D"')+(D"'u—D"m) _ ) Y, =Y,
D' —D"m Y, -Y,
Analogicznie parametr Lode'go definiuje si¢ dla tensora X.
Mozna pokaza¢, ze jezeli parametry Lode go dla dwodch tensorow sa
sobie rowne (6.40), wowczas spelnione sa réwnosci
D', _ D'y _ D"
D* D*y D'u
tzn., ze zachodzi podobienstwo dewiatorow 1 zwiazek fizyczny jest
quasiliniowy.
Jezeli w zwiazku quasiliniowym (6.37) (k, =0) wspotczynnik

-1.

p=

=kl

ky=k,(I,,1I,,II,) zalezy od niezmiennikow tensora X, wowczas moze

zaj$¢ sytuacja, ze dla 7, =0 mamy z (6.38)
1, =3k,(0,11,,1II , ) # 0. (6.41)

Sytuacje¢ taka nazywamy efektem Kelvina.

TWIERDZENIE 6.7
Zwiazek tensorowy Y = f(X) jest liniowy i jednorodny ze wzgledu

na sktadowe tensora X wtedy i tylko wtedy, gdy w (6.34) 1 (6.35)
k, =cl,,c = const, k, = const, k, =0.
Zwiazek o tej postaci zapisuje si¢ zwykle w sktadowych jako

Y, =rXéo, +2uX A, u = const. (6.42)

ijo
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Jest to najprostsza mozliwa zalezno$¢ izotropowa migdzy dwoma
tensorami.

Przyklad:

Jezeli przyjmiemy, ze

Y,=0,,X,=¢,

to otrzymujemy prawo Hooke'a (5.1) liniowej sprezystosci dla ciat
izotropowych.

Nasze rozwazania dotyczyly funkcji tensorowej jednego argumentu

tensorowego. W zastosowaniach musimy uzalezni¢ niekiedy tensor Y od
kilku tensorow X, np. tensor napr¢zenia zalezy od tensora deformacii,

tensora pr¢dkosci deformacji oraz innych tensordw nie majacych charakteru
mechanicznego.
Jest zatem sens rozpatrywac¢ funkcje tensorowe postaci

Y=F(X,,X,,..X,;H, ,H,,..H ),

gdzie H, tensory parametryczne.

Mozna pokazaé, ze jezeli wszystkie tensory sa symetryczne, to niezaleznych
tensoré6w moze by¢ tylko 6, a niezaleznych dewiatoréw tylko 5.

6.5. Funkcje tensorowe potencjalne

Funkcj¢ izotropowa

Y =f(X)

nazywamy potencjalng, jezeli istnieje funkcja skalarna W od
niezmiennikow tensora X - 7, ,1I,,11I, taka, ze

y oW
T 0X,
Funkcje skalarna W =W (I ,,1l . ,1ll , ) nazywamy potencjatem.

Wykonujac rézniczkowanie potencjatu po sktadowych tensora X
otrzymujemy nastgpujace wyrazenie

(6.43)
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_ow _ow ol oW ol oW oMl
Pox, ol X, oll, aX, olll, oX,

Po wykorzystaniu wzoré6w na pochodne niezmiennikéw tensora X po
jego sktadowych

oIl ,

oy _ 5 ol _

ox. 7 X,

y

X, —1,6 = X, Xy — 1 X, — 15, (644)

ijo
i

funkcj¢ potencjalng (6.43) sprowadza si¢ do tensorowego trdjmianu
kwadratowego

ow ow ow ow 7 ow ow

Y = ~1 1+ — X + X?. (6.45
( X ) (8HX x 6IIIX) olll , (6.45)

—1,
or, ‘o, oIl ,

W tym tensorowym trojmianie kwadratowym wspotczynniki &,k .k,

zaleza tylko od jednej funkcji skalarnej W. Jest to zatem przypadek
szczegllny ogolnej postaci tensorowego tréjmianu kwadratowego (6.32).

Gdy potencjal nie zalezy od trzeciego niezmiennika, to powyzszy
zwiazek tensorowy jest zwiazkiem quasiliniowym. Taka sytuacja ma
miejsce, gdy rozpatrujemy stowarzyszone prawo plynigcia dla warunku
plastyczno$ci Hubera-Misesa.
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7.1. Pola skalarne, wektorowe i tensorowe

Przestrzen euklidesowa punktowa jest jednym z podstawowych
modeli matematycznych przestrzeni fizycznej — formy bytu materii. Model
ten jest fundamentem fizyki klasycznej. Podstawowym narz¢dziem
mechaniki osrodkow ciaglych sa pola tensorowe na podobszarach
przestrzeni euklidesowej. Pojgcie przestrzeni euklidesowej wektorowej 3,
bylo juz wprowadzone wczesniej (patrz Rozdziat 2. Struktury algebraiczne).
Jest to przestrzen liniowa nad ciatem liczb rzeczywistych, ktorej elementami
sa wektory z dodatkowa operacja iloczynu skalarnego. Wprowadzilismy
rowniez przestrzen euklidesowa punktowa ¢, , jako zbidr zwiazany z >,
przez zadane odwzorowanie

gn X gn aan;

(4,B)e &, x&, :Eean :
Odwzorowanie to spetnia nastgpujace aksjomaty:

AB=—BA

4, Beg,
AB=AB+BC
A B, Ceg,
A v O0X=x,

Oeg, Xeg, Xeg&,
gdzie x —promien wektor punktu X wzgledem wybranego punktu O .
Obierajac w &, punkt O mozna zdefiniowa¢ jedno-jednoznaczne
przyporzadkowanie pomigdzy punktami z &, a wektorami ze

n

stowarzyszonej przestrzeni J,

0¢:8n _)an’ ow(X):O_‘X::X
(7.1)
o a5, Lo (x)=0+x=X.
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Punkt O nazywamy poczatkiem w &, przy odwzorowaniu ,¢ . Wektor
Ogo(X ) =0X =x nazywamy promien wektorem (promieniem wodzacym)
punktu X przy odwzorowaniu ,¢ .

Przestrzen &, nie jest przestrzenia liniowa. Mozna jednak przenies¢
do niej struktury przestrzeni wektorowej jako odpowiednie operacje na
promieniach wodzacych.. Struktura ta zalezy wyboru punktu O. Ostatni
symbol dodawania w (7.1) nie jest dodawaniem w zwyklym sensie.
Sumowanie to oznacza, ze punkt O jest poczatkiem wektora x , za$ jego
koncem jest punkt X.

Reperem w przestrzeni punktowej &, stowarzyszonej z 3, nazywamy
kazda pare (O, e,), gdzie O € £,, e, €3,. Punkt O jest punktem zaczepienia
repera, zas wektory e, sabazaw 3, .

Baza e, jest ortonormalna, gdy e -e, =0,. Wektory bazy sa
wzajemnie ortogonalne.

W mechanice o$rodkow ciaglych przyjmuje sig, ze przestrzen fizyczna
jest modelowana trojwymiarowa punktowa przestrzenig euklidesowa &, z

reperem (O, e,) (1=1,2,3).

Przestrzef euklidesowa punktowa &, definiuje si¢ czasem jako zbior
R’ =RxRxR , gdzie R jest ciatem liczb rzeczywistych.

Wybierajac w 3, bazg ortonormalna i, (i, -i, =0,,) otrzymujemy
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie

: . 9 - 1{3
iy l// 3 . . . (72)
iAl//(X): (X'l]’ X 1, X'la)-
Odwzorowanie
D=, yo ,p: &> R’ (7.3)

jest izomorfizmem &, w R’ zaleznym od repera (0, ik) wzgledem struktur
przeniesionych z 3.

Nalezy starannie odréznia¢ przestrzen punktowa od przestrzeni wektorowej
1 obie od przestrzeni liczbowe;.
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Definicja
Polem tensorowym na podzbiorze D c &, nazywamy odwzorowanie
f:D->T,
(7.4)
XeD= f(X)eT,.

Odwzorowanie to przyporzadkowuje w sposob jednoznaczny punktom X
nalezacym do obszaru D tensory rze¢du q.

Polem tensorowym nazywamy zatem funkcje¢ tensorowa okreslona na
podzbiorze przestrzeni euklidesowej punktowe &,.

W szczeg6lnos$ci mamy :

f(X)=p(X)er pole skalarne ,

f(X)=ved, pole wektorowe,

f(X)=TeqT, pole tensorowe o walencji 2.

Przyktadem pola tensorowego o walencji 1- pola wektorowego na &, jest
pole promienia wodzacego z O. Jest to odwzorowanie &, — J;.
Jedno-jednoznaczna zalezno$¢ migdzy punktami z &, a wektorami z 3,
(7.1) ustalona poprzez przyjgcie poczatku w &, pozwala kazdemu polu

tensorowemu na przestrzeni punktowej przyporzadkowaé funkcje tensorowa
argumentu wektorowego

7.2. Uklady wspolrzednych kartezjanskich w &,

W zastosowaniach mechaniki osrodkéw ciaglych pewne informacje
dotyczace wielkos$ci tensorowych uzyskujemy w postaci liczbowej. A zatem
na pewnym etapie naszych rozwazan jesteSmy zmuszeni do pewnej
arytmetyzacji teorii. W przestrzeniach tensorowych T, uzyskiwaliSmy taka

arytmetyzacj¢ wprowadzajac bazy. W odpowiednich polibazach tensory
punktowe byty reprezentowane uktadem 37 liczb.
Arytmetyzacj¢ opisu podzbiorow w &, 1 pdl tensorowych na &,

uzyskujemy wprowadzajac w &, uklady wspotrzednych.
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W przestrzeni euklidesowej punktowej &, mozna zawsze wprowadzi¢

absolutny uktad prostokatnych wspéitrzednych kartezjanskich. Przestrzen
fizyczna modelowana przestrzenia euklidesowa punktowa jest ponadto
przestrzenia jednorodna 1 izotropowa. Jednorodnos¢ przestrzeni jest
rbwnowazna zatozeniu, ze prawa fizyczne nie zaleza od polozenia
obserwatora lub S$cislej od miejsca wystapienia zjawiska. Natomiast
izotropowos¢ oznacza, ze wszystkie kierunki w przestrzeni sa rtOwnowazne.
Z tych dwoch wlasnosci wynika rownowaznos¢ wszystkich przestrzennych
uktadow wspotrzednych uzytych do opisu badanego zjawiska. A zatem
wybor uktadu wspotrzednych jest dowolny.

Definicja
Uktadem odniesienia w &, nazywamy kazda uporzadkowana

czworke punktow {O;P,P,,P,} taka, ze wektory OP sa liniowo
niezalezne. Punkt O jest poczatkiem uktadu odniesienia {O; P, P,,P,}.
Uktad odniesienia nazywamy ortogonalnym, gdy

OP,-OP, =0 dla i# ],

1 ortonormalnym (lub kartezjanskim), gdy
OF -OP, =6, .

Pojgcie uktadu odniesienia jest $ciSle zwigzane z pojgciem repera w &;.
Reperem w &, nazywaliSmy par¢ {O;e,} zlozona z punktu O - punktu
zaczepienia repera 1 bazy (tzn. liniowo niezaleznej trojki uporzadkowanych
wektoréw e, € 3,).

Jezeli przyjmiemy, ze e, =OP; to reper {O;OP} nazywamy reperem
uktadu odniesienia {O;P,,P,,P,} .

Biorac uklad odniesienia {O;P,P,,P} 1 jego reper {O;e,} (e, =OP;)
mozemy dowolny punkt X € &, przedstawi¢ w postaci
X=0+x=x'e,.
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Zdefiniowane w ten sposob liczby x' nazywamy wspdtrzednymi punktu X
w ukfadzie odniesienia {O; P, P,,P;}. Gdy e, -e, =0, to wspolrzedne x!

nazywamy kartezjanskimi.
W dalszych rozwazaniach baz¢ ortonormalng bgdziemy oznacza¢ przez i,
za§ wspotrzgdne kartezjanskie przez z,. Sam uklad wspotrzgdnych
kartezjanskich oznacza¢ bgdziemy przez {z,} z reperem kartezjanskim
{0;i, } Rys. 2.

Obserwator w konfiguracji kartezjanskiej {z,} przestrzen punktowa
&, traktuje jak przestrzen liczbowa ® xR x® =® ’(uklad trzech liczb),

a przestrzen tensorow o walencji q jak przestrzen 37 uktadow liczb.
Postugujac si¢ uktadem kartezjanskim bedziemy wszystkie indeksy pisa¢ na
jednym, dolnym poziomie. W dalszym ciagu obowiazuje konwencja
sumacyjna Einsteina.

Jezeli ustalony jest uktad wspoOlrzednych {z,} poprzez zadanie repera

{0;i, }, wowczas punktowi P e &, przyporzadkowana jest trojka liczb z, ,

ktore sa sktadowymi promien wektora p=OP w bazie i,

pP=2z,0,,

gdzie z, =p-i,.
D
I'}

1
3 P '/.i:

Z 7

Rys. 2. Zmiana uktadu wspotrzednych kartezjanskich.
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Z jednorodnosci 1 izotropowosci przestrzeni &, wynika, ze mozna roOwniez
wprowadzi¢ inny uktad kartezjanski {z"»} z reperem {O";i"n}.
Punktowi P e &; odpowiadajg wowczas dwa rézne promien wektory:

p=OP i p"=0"P. Zwykle przyjmuje sie, z¢ O=0" (pomija si¢
translacjg) 1 wowczas

p:p :Zkik :Z*mi*m. (7.5)

W ten sposob jednemu punktowi P € &, zostaly przyporzadkowane dwie
trojki liczb.

Z geometrii analitycznej wiadomo, ze dwie bazy ortonormalne sa
zwiazane ze soba nastgpujaca zaleznoscia

in=a,i, (7.6)
gdzie macierz transformacji jest macierza kosinusow kierunkowych,
a mianowicie

o, =im-i, =cos(i m,i,). (7.7)

Rownos¢ i’ =«,,i, mozna odwréci¢ i roztozy¢ bazg i, w bazie i'u.
Mamy wowczas zalezno$¢

. ok

iy =i n.
Z warunku

i, =fna,i, =04l
wynika, ze macierz «,, posiada nastgpujace wlasnosci:
B =645

Ay = Bion-
Macierz odwrotna jest rGwna macierzy transponowanej. Macierz o
tych wlasno$ciach nazywana jest macierzq ortogonalng. Ostatecznie
otrzymujemy, ze

(7.8)

. .* o . .*
i, =a,i, =cos(i,,i,)i,. (7.9)
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Nie wszystkie z dziewigciu sktadowych macierzy «,, sa niezalezne. Mozna
pokaza¢, ze tylko 3 sa dowolne (porownaj katy Eulera w mechanice ciata
statego).

Znajac rozktad jednej bazy w drugiej mozna wyprowadzi¢ wzor na
transformacj¢ sktadowych wektora p przy zmianie uktadu wspotrzednych

(7.5). Spetnione sa nastepujace zaleznosci:
Z'm=a,,z,,
(7.10)
Z, =0, 7 m.
W przestrzeni tensoréw drugiego rz¢du, dla baz ortonormalnych,
polibazami beda diady:
i, ®i,, i'n®i.
Sktadowymi tensora T €7, w ukladzie kartezjanskim {z, } bedzie macierz
T,, taka, ze jezeli
T=T7,i, ®i,,
to
T,=i,-T-i,.
Macierz sktadowych tensora T przy zmianie uktadu wspotrzednych (7.6)
transformuje si¢ w nastgpujacy sposob:

T*mn =amkaank/. (711)
Tensor T w nowej polibazie ma wowczas postaé
T:T*mni*m ®i*n. (712)

Macierze T, i T ' nazywamy skladowymi tensora T odpowiednio
w ukladzie kartezjanskim {z, } i {z"n}.

Otrzymane wzory transformacyjne sa wynikiem przyjetych definicji
tensoréw 1 moga by¢ réwniez traktowane jako definicje tych obiektow
geometrycznych. Jest to tzw. definicja transformacyjna zgodnie z ktora np.
tensorem drugiego rzedu nazywamy taki obiekt geometryczny, ktory w
dowolnym ukladzie wspoOtrzednych kartezjanskich {z,} zadany jest
macierza liczb T, ktdre przy zmianie uktadu wspotrzednych (7.10)

transformuja si¢ zgodnie ze wzorem (7.11).
Definicja transformacyjna pozwala, przy znajomosci sktadowych tensora w
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jednym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich, wyznaczy¢ sktadowe tego
tensora w dowolnym innym uktadzie kartezjanskim, o ile znany jest sposob
przejscia od jednego uktadu do drugiego [9].

7.3. Wspolrzedne krzywoliniowe

W  konkretnych zagadnieniach mechaniki o$rodkow ciaglych
wygodniej jest czasami postugiwa¢ si¢ nie uktadem wspotrzednych
kartezjanskich, ale ukladem wspotrzednych np. walcowym lub sferycznym.
Wspotrzedne  ogolniejsze niz  kartezjanskie bedziemy nazywali
wspotrzednymi krzywoliniowymi.

Rachunek tensorowy, w swym tradycyjnym ujeciu, zwykle
rozpoczyna si¢ od uktadu wspolrzednych, co stwarza problem z pokazaniem
niezaleznosci tensorow od uktadu uwazana za istot¢ rachunku tensorowego.
W ujgeiu prezentowanym w tym wykladzie pojgcia tensorow, funkcji
tensorowych itd. bylo wprowadzone bez jakichkolwiek ukladoéw
wspolrzednych. Tylko w ten sposob idea niezaleznosci od uktadu byta we
wiasciwy sposob wykazana.

Wprowadzajac uktady wspotrzednych chcemy nawiaza¢ do podejscia
klasycznego oraz umozliwi¢ arytmetyzacjg teorii, o ile jest to konieczne.

Definicja
Kazdy homomorfizm x obszaru D przestrzeni euklidesowej

punktowej &, na obszar G  ®*

x:D—>G
nazywamy uktadem wspotrzednych w D , a trojke liczb
(x'(P),x*(P),x'(P)} =x"(P), PeD (7.13)

nazywamy wspétrzednymi (krzywoliniowymi) punktu P w ukladzie {x*}.
Jedna klas¢ uktadéw wspodhrzednych stanowia wczesniej wprowadzone
uktady kartezjanskie.

W ukladzie kartezjanskim {z,} dowolnemu punktowi PeD

przyporzadkowana jest trojka liczb {z ,z,,z,}. Sa to sktadowe wektora
(7.5)

p=0OP=zi,.
Na punktach P € D mozna zada¢ trzy dowolne funkcje
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x* =x"(Py=x"(z,,2,,2,). (7.14)
Jezeli jakobian przeksztatcenia jest r0zny od zera, tzn. jezeli
k
J=det(Zy 20, (7.15)
0z

m

to punktowi P € D mozna przyporzadkowac¢ jednoznacznie trzy inne liczby
{x',x>,x’} i zaleznoé¢ x* od z, mozna odwréci¢. Otrzymujemy
wowczas, ze

z, =z, (x',x7,x°). (7.16)
W ten sposob w przestrzeni punktowej &, zostal wprowadzony uktad

wspotrzednych krzywoliniowych {x*} Rys. 3.

-3
X
el D

23 g,

x!

7

Rys. 3. Uktad wspoétrzednych krzywoliniowych.

Geometrycznym odpowiednikiem uktadu wspotrzednych {x*} w D
jest nastepujacy zbior linii 1 powierzchni:
x* linia nazywamy obraz w D zbioru
{(x',x*,x*);x' =const,i#z kY c D,
x”, x? powierzchnia nazywamy obraz w D zbioru
{(x',x*,x*);x" =const,i# p,i#zqycD.

Jest oczywistym, ze linia x* jest cze$cia wspolna dwoch powierzchni.
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Zdefiniowany w ten sposob zbior linii i powierzchni nazywamy siecia
geometryczng ukladu {x*}. Linie x* nazywamy osiami ukladu
krzywoliniowego, Rys.3.

LOKALNA BAZA I KOBAZA . MACIERZ METRYCZNA
Z wzajemnie jednoznacznej zalezno$ci migdzy sktadowymi x* i z

m

(7.16) wynika, ze promien wektor p= 5P (7.5) mozna przedstawi¢ w
postaci
p=z,i,=z,(x"i,. (7.17)

Réwnanie  wektorowe  linii x* uktadu  wspotrzednych
krzywoliniowych ma zatem posta¢ p=p(x*) dla wybranego k i przy
ustalonych pozostatych dwoéch wspotrzednych, np. dla k=1 réwnanie
p =p(x') jest rOwnaniem parametrycznym krzywej x'.

Z geometrii rézniczkowej wynika, ze wektory styczne do linii uktadu
otrzymuje si¢ w wyniku rézniczkowania rownania wektorowego (7.17) linii
po parametrze zmiennym wzdhuz tej linii. Mamy zatem, ze

_op _0z,;
k™

Wersory i, sa state dla uktadu.

(7.18)

Trojke wektorow g, (7.18) zalezng od punktu P € D nazywamy bazq

lokalnq uktadu. Wektory te sa funkcja punktu 1 zmieniaja si¢ przy przej$ciu
od punktu do punktu. W ten sposob uktad wspodtrzednych krzywoliniowych

{x*} okreslony zostat przez reper lokalny {P;g, (P)}.
Definicjg wektorow bazy lokalnej g, mozna traktowac jako ich rozktad w

bazie uktadu kartezjanskiego i, . Wykorzystujac rownos¢

oz, 0z, ox"
= = 5}71”
oz, ox" oz,
otrzymujemy z (7.18) rozktad bazy uktadu kartezjanskiego w bazie lokalne
k
i =, (7.19)
0z

m

Wektory bazy lokalnej g, (7.18) uktadu krzywoliniowego nie sa na
og6t wersorami ani tez wektorami wzajemnie ortogonalnymi. Mozna je
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lokalnie unormowa¢, wprowadzajac w ten sposob bazg figyczng g, . Jest to
lokalna baza jednostkowa ‘g(k)‘ =1. Otrzymujemy ja dzielac kazdy z
wektorow bazy g, przez jego dtugos¢

g = Bt (nie sumowaé po k). (7.20)

2.
Dhtugosci h, = |g k| wektorow bazy lokalnej g, nazywamy parametrami
Lamego siatki krzywoliniowe; .

Macierzq metryczng ukladu krzywoliniowego {x*} nazywamy
macierz utworzong z iloczyndéw skalarnych wektorow bazy lokalnej (7.18)

8u=28c"8 - (7.21)

Jest to macierz symetryczna, poniewaz iloczyn skalarny jest przemienny. Na
diagonalnej tej macierzy znajduja si¢ kwadraty parametréw Lamego. Jezeli
baza lokalna jest baza ortogonalna, wowczas macierz metryczna jest
macierza diagonalna. Jezeli baza jest baza ortonormalna, woéwczas macierz
metryczna jest macierza jednostkowa.
Wektory bazy lokalnej g, nie sa na ogdt wzajemnie ortogonalne. Mozna

zatem wprowadzi¢ lokalnie inna trojke wektoréw g’ zwanych bazq dualng
lub kobazq takich, Ze spetniona jest rownos¢

g'-g, =5". (7.22)
Z rownosci tej wynika, ze dla kazdych dwoch wektoréw bazy istnieje
wektor z kobazy ortogonalny do nich. Wprowadzajac za Siedovem [38]
oznaczenie

g,.8,]1=g, xg, (iloczyn wektorowy)

mozna wektory kobazy przedstawi¢ w postaci

o 88 o _[808] o _[8:8] (7.23)

9g ) )
VE VE ¢ VE
gdzie g =det(g,,).

Rozktadajac wektory bazy w kobazie otrzymujemy interpretacje
macierzy metrycznej. Rownos¢ g, =g,g' oznacza, ze sthuzy ona do

obnizania indeksOw 1 jest macierza wspotczynnikéw rozktadu wektorow
bazy w kobazie.
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Macierza odwrotna do macierzy g, begdzie macierz g™ =g" -g", ktora
jest macierza wspotczynnikdéw rozktadu wektorow lokalnej kobazy w bazie
g”" =g™g, 1shizy do podnoszenia indeksow.

WSPOERZEDNE KONTRA I KOWARIANTNE

Wektory bazy i1 kobazy stanowia dwie trojki wektorow liniowo
niezaleznych. Kazda z nich generuje przestrzen wektorowa 3,. Dowolny
wektor z tej przestrzeni mozna zatem jednoznacznie roztozy¢ w tych bazach

v=v'g =vg’. (7.24)
Liczby v* nazywamy sktadowymi kontrawariantnymi wektora v, za$
liczby v, sktadowymi kowariantnymi tego wektora. Migdzy tymi
sktadowymi zachodza nastepujace zaleznosci:
vt :gklvla Vi :glkvka

ktore wynikaja ze wzorow na rozktad jednej bazy w drugie;.

Dla tensora drugiego rzgdu T eT,, w zaleznosci od lokalnego

stowarzyszenia bazowego, otrzymujemy cztery rézne macierze reprezentacji
tensora

T=T"g, g, =T,g" ®g =T"g, ®¢' =T,'g" ®g,. (7.2

Macierz T" nazywamy macierza sktadowych kontrawariantnych tensora
T € 7,, macierz T,, macierza sktadowych kowariantnych, dwie pozostate

macierze sa nazywane skladowymi mieszanymi tensora. Migdzy tymi
sktadowymi zachodza nastgpujace zwiazki

Ty =T"g gy =T gy = Tkngnl' (7.26)

Z zaleznos$ci (7.26) wynika istotna rola macierzy metrycznej przy przej$ciu
od jednej reprezentacji tensora do drugie;j.

Jezeli uktad {x*} jest uktadem wspotrzednych kartezjanskich, to jego
lokalna baza staje si¢ baza calego uktadu, jest ortonormalna i baza pokrywa
si¢ z kobaza. Nie ma woéwczas roznicy migdzy skladowymi kontra
1 kowariantnymi. Macierz metryczna jest wowczas macierza jednostkowa

8u :5kl'



Rozdzial 8. Rozniczkowanie i calkowanie pol
tensorowych

Polem tensorowym o walencji q (rzedu q) na podzbiorze D c &,
nazywamy odwzorowanie

f:D->T,
PeD= f(P)eT,

Odwzorowanie to przyporzadkowuje w sposob jednoznaczny punktom
obszaru D tensory rzgdu q.

Do opisu podzbioréw w przestrzeni euklidesowej punktowej stuza nam
uklady wspolrzednych. W przestrzeni euklidesowej] mozna zawsze
wprowadzi¢ absolutny uktad prostokatnych wspotrzednych kartezjanskich
{z,} .-Wybor uktadu wspoétrzednych jest dowolny Rozdziat 7.

Uktadem wspétrzgdnych {z,} w D nazywamy kazdy homomorfizm

obszaru D na obszar G  ®°, a trojke liczb
{2,(P),2,(P), z;(P)} = z,(P) e R’

nazywamy wspotrzednymi kartezjanskimi punktu P w tym uktadzie.

Poza uktadami kartezjanskimi mozna wprowadzi¢ inne uktady
wspotrzednych tzw. krzywoliniowe.

W przypadku uktadow kartezjanskich reperem w przestrzeni punktowej &,

bedzie para {O;i, }, gdzie O jest poczatkiem ukladu wspotrzednych {z,},
zas wektory 1, stanowia baz¢ ortonormalna w >3, (i, i, =0,)).
Wspotrzednymi punktu P beda trojki liczb

z, =0P-i, =p-i,. (8.1)

Dowolny tensor T € T, w bazie i, mozna przedstawi¢ w postaci

T=T, .i, ®i, ®i, ®i, ®..0i, ®i,. (8.2)

i
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Pole tensorowe T o walencji q, po wyborze uktadu wspotrzednych,

jest rownowazne uktadowi 3¢ funkcji rzeczywistych od trzech zmiennych
rzeczywistych, a mianowicie

T="T(P),
T

ikd.mn = Ti/'kl...mn (Z,, )

gdzie T € T, i, j,k,d,...mmnp=123.

Pola tensorowe tak interpretowane mozna rozniczkowac 1 catkowaé
o ile sa spetnione zatozenia dotyczace rdzniczkowania i calkowania funkcji
rzeczywistych od wielu zmiennych rzeczywistych.

8.1. Operacje rozniczkowe na polach tensorowych

Klasyczne okreslenie pochodnej funkcji rzeczywistej jednej zmiennej
rzeczywistej jako granicy stosunku przyrostu wartosci funkcji do przyrostu
argumentu nie moze by¢ adoptowane do funkcji tensorowych, poniewaz nie
jest zdefiniowane dzielenie tensoroéw przez tensory.

Powszechnie przyjete sa dwa sposoby uogdlnienia definicji pochodnej na

funkcje tensorowe:

a) uogolnienie pochodnej wykorzystujace pojecie stycznosci i przyblizenia
liniowego - co prowadzi do tzw. rézniczki Frechet'a,

b) uogodlnienie pochodnej wykorzystujace pojgcie pochodnej kierunkowej,
co prowadzi do tzw. rdzniczki Gateaux.

GRADIENT POLA TENSOROWEGO
Dane jest pole tensorowe T(P) rzedu q okreslone na podobszarze

Dc &,

T=T(P), PeD, TeqT,
Rozpatrywane pole jest na 0ogo6t polem niejednorodnym, tzn. zmienia swoja
warto$¢ przy przejsciu od punktu do punktu.

Lokalng zmienno$¢ tego pola mozna okresli¢ definiujac pochodna
kierunkowa pola w kierunku wersora p
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. TP+ap)-T(P d
0 TP = [y TE W -TP) _ 4
a—0 a
Jezeli istnieje granica tego wyrazenia dla kazdego p, to

2, T(P) = %TP (am)|,.o =[DT, ().

gdzie T, jest juz funkcja tensorowa argumentu wektorowego promien

T(P + o) ,_p-

wektorow wzgledem punktu P.

Pochodna kierunkowa pola tensorowego rzgdu q jest réwniez tensorem
rzedu q. Ostatni wzor mozna rowniez zapisac

or = gradT - p. (8.3)
ou

Definicja

Gradientem pola tensorowego T(P) € T, nazywamy pole tensorowe

VT(P) = gradT(P)=DT,(0)eT,,, .

Ze wzoru na pochodna kierunkowa (8.3) wynika, ze zaré6wno lewa jak
1 prawa strona roOwnosci jest tensorem (- tego rzedu. ROwno$¢ ta jest
prawdziwa dla dowolnego kierunku p. Z twierdzenia o dzieleniu tensoréw

(Dodatek) wynika wowczas, ze gradT jest tensorem o walencji q+1.
N- tym gradientem pola tensorowego T(P) nazywamy pole

V'T=V(V"'T)eT,,

Operacja gradientu podnosi rzad tensora o 1. Gradient pola tensorowego jest
miarg niejednorodnosci pola.

Przyklady:

POLE SKALARNE ¢(P)

Jedna z geometrycznych charakterystyk pola skalarnego jest istnienie
powierzchni  ekwipotencjalnych, tzn. powierzchni statosci  pola
@(P) = const.

Gradient pola skalarnego (8.3) jest polem wektorowym, grad¢ € T, = >;.
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Mozna pokazac, ze:
a) predkos¢ zmiany pola skalarnego jest najwigksza w kierunku
okreslonym wektorem grade,

b) wektor grade jest prostopadly do powierzchni ekwipotencjalnej,
¢) predkos¢ zmiany pola skalarnego w dowolnym kierunku p jest
okreslona przez gradg - p.

Powyzsze fakty wynikaja z wlasnosci iloczynu skalarnego. Gradient pola
skalarnego jest wektorem. Pochodna kierunkowa (8.3) pola skalarnego jest
rowna rzutowi wektora grade na kierunek p. Mamy zatem, ze

gradep-p = |grad(0| cos(gradp,p) .
Lewa strona tej rownosci jest najwigksza, gdy

cos(gradp,p) =1.

Taka rownos$¢ jest spetniona dla wektorow rownolegtych , tzn. , Ze woéwczas
grad¢||u . Tym samym wlasnos$¢ a) pola skalarnego zostata udowodniona.
Jezeli kierunek p  jest wersorem stycznym do powierzchni

ekwipotencjalnej, wowczas pole skalarne w tym kierunku nie ulega zmianie.
Ze wzoru na pochodna kierunkowa tego pola otrzymujemy, ze

gradp-p = 0.

Iloczyn skalarny dwoch wektoréow zeruje si¢ dla wektoréw prostopadiych.
Skoro wektor p byl styczny do powierzchni ekwipotencjalnej to wektor

gradp jest do niej prostopadly. W ten sposob zostata udowodniona
wlasno$¢ b). Wiasnos¢ ¢) wynika z samej definicji pochodnej kierunkowe;.

POLE WEKTOROWE v(P)
Gradient pola wektorowego jest polem tensorowym o walencji 2,

gradv=PeT,. (8.4)
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Tensor P posiada wszystkie wiasnosci tensora drugiego rzedu. Jest on na
og6t tensorem niesymetrycznym. Mozna dokonaé¢ jego symetryzacji,
zwezenia itd.

Definicja

Dywergencjq pola wektorowego v nazywamy pole skalarne
otrzymane z pola tensorowego P (8.4) przez dokonanie na nim operacji
zZwezenia

divv = P = orP = tr(gradv). (8.5)

Jezeli ponadto pole wektorowe v jest gradientem pola skalarnego
v = gradg , to skalar

divv = divgradp = Ap (8.6)

nazywamy laplasjanem pola skalarnego ¢ .
Operacja dywergencji obniza rzad pola tensorowego o 1.

Definicja
Na polu wektorowym v mozna okresli¢ inng operacj¢, zwana rotacjq
tego pola. Rotacja pola wektorowego jest wektorem
rotv =1u. (8.7)
Jest to pole wektorowe u, ktére jest wektorem dwoistym do pola P’
(Dodatek).
(w), =&V, - (8.3)
Operacja rotacji nie zmienia rz¢du pola.
Operacje dywergencji i rotacji mozna zdefiniowac dla dowolnego pola
tensorowego, przy czym nie sa one wowczas okreslone jednoznacznie.
Jezeli T(P) jest polem tensorowym rzgdu q, to i-tq dywergencjq tego
pola nazywamy pole tensorowe rzedu g-1 postaci

(i) (D)

divT =gradT, 1<i<gqg. (8.9)
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Takich dywergencji moze by¢ q. Mozna si¢ umowié, ze pierwsza
dywergencje (i=1) nazywamy dywergencja pola.
Jezeli T(P) jest polem tensorowym rzedu q, to i-ftq rotacjq tego pola

nazywamy pole tensorowe rzedu q, ktore jest dwoiste do tensora gradT

wzgledem i-tej sktadowej tensora T.
Z pojeciem gradientu, dywergencji i rotacji pol tensorowych zwiazane
sa nastgpujace definicje:

a)

b)

d)

Pole wektorowe v(P) nazywamy potencjalnym w obszarze
D c &, ,jezelina D okreslone jest pole skalarne ¢(P) takie, ze
w kazdym punkcie P € D spelniona jest rownos¢

v=grady.
Pole wektorowe v(P) nazywamy solenoidalnym w obszarze
D c &,, jezelina D okreslone jest pole wektorowe u(P) takie,

ze w kazdym punkcie P € D spelniona jest rownos¢
vV =rofu.
Pole wektorowe v(P) nazywamy bezwirowym w obszarze

D c &, ,jezeli w kazdym punkcie P e D

rotv = 0.
Pole wektorowe v(P) nazywamy nierozbieznym (bezzrodtowym)

w obszarze D ¢ &,, jezeli w kazdym punkcie P € D
divv = 0.

Z powyzszych definicji wynikaja nastgpujace wnioski:

kazde pole potencjalne jest polem bezwirowym -
rotv =rotgrade =0,

kazde pole solenoidalne jest polem bezzrodtowym -
divv = divrotu =0 .

Mozna udowodnié, zZe sa prawdziwe nastgpujace rownosci:

div(ev) = edivv + vgrad g,

div(u x v) = vrotu —urotv,
rot(uxv)=(v-grad)u—(u-grad)v +udivv — vdivu,
divgrade = Ag,
rotrotv = graddivv — Av.
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8.2. Rozniczkowanie pol tensorowych w ukladach
kartezjanskich

Do opisu podobszaréw D w przestrzeni euklidesowej punktowej &,
wprowadzamy uktady wspotrzednych. W przestrzeni euklidesowej &,
mozna zawsze wprowadzi¢ absolutny uktad wspoirzednych kartezjanskich.
Mozna  réwniez  wprowadzi¢  wspdlrzedne  ogolniejsze  zwane
wspotrzednymi krzywoliniowymi.

Pole tensorowe, po wyborze ukladu wspotrzednych, reprezentowane
jest uktadem funkcji rzeczywistych od trzech zmiennych rzeczywistych.
Pola tensorowe tak rozumiane mozemy rdézniczkowac o ile sa spelnione
zatozenia dotyczace rézniczkowania funkcji rzeczywistych.

Sposéb  rézniczkowania pol tensorowych, jako wuktadu funkcji
rzeczywistych od trzech zmiennych rzeczywistych, zalezy w sposob istotny
od wyboru uktadu wspoétrzednych. Rozniczkowanie tych pol jest najprostsze
w uktadach kartezjanskich ze wzgledu na istnienie absolutnej bazy.

W ukladzie wspolrzednych kartezjanskich {z,} o reperze (O;i,)

punktowi P e D przyporzadkowane sa trojki liczb z, nazywane
wspotrzednymi kartezjanskimi punktu P w tym uktadzie.

-

Jezeli wektor p = OP jest promien wektorem punku P wzgledem punktu
O to wspotrzednymi kartezjanskimi punktu P sa liczby
zp =Py, i =0y
Pole tensorowe rzgdu q T(P) w bazie ortonormalnej i, jest
reprezentowane ukladem 37 funkcji rzeczywistych od trzech funkcji
rzeczywistych I, ., =T . (z p).

Pola tensorowe w ten sposob rozumiane mozna rézniczkowaé wzgledem
zmiennych przestrzennych z, .

Definiujemy operator ro6zniczkowy nabla, ktéry w ukladzie
wspotrzednych kartezjanskich ma postaé

v=""0i . (8.10)
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Stad wynika, ze

gradT:VT:a—T®im. (8.11)
oz,
Jezeli
T=T7, .i, ®i,®..0i ®i_,
wowczas
vT =1, ,.,1,®1,®..Qi Qi ®i,, (8.12)

gdzie przez przecinek oznaczono rdézniczkowanie po zmiennych
przestrzennych. W uktadach kartezjanskich baza jest stata i wychodzi poza
znak rézniczkowania.

Dla pola T(P) mozna wyznacza¢ dalsze gradienty tego pola. Kazdy

nastgpny podnosi rzad tensora o 1. Tensorem rz¢du q+2 begdzie tensor

V(VT) =T, i, ®i,®..0i ®i ®i, ®i,.

l..rs>mn

Laplasjanem tego pola nazywamy tensor o walencji q postaci

AT=V*T=T

kL.rs>mm

iy Oy ©.. 81, &, =(Ty, o1 Hy v o33 )1y, Oy @O, B

Dla pola skalarnego ¢(P) = ¢(z,,) otrzymujemy z (8.10), ze

oo . . . .
V(pz%lm =@, i, =@, i, +¢,,i, +9,,i,, (8.13)
A(D =0 TP TP, 5. (8'14)

Dla pola wektorowego v(P)=v(z,)=v,(z,)i, gradient pola jest

tensorem

w-Loi -v,
oz,

1 macierz pochodnych czastkowych v,, jest macierza reprezentacji tensora

®i, =v,, i, ®i, (8.15)

drugiego rzedu w bazie i, .
Stosujac operacje zwezenia gradientu pola wektorowego — pola
tensorowego drugiego rzedu Vv, otrzymujemy skalar zwany dywergencja
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pola wektorowego v
divw=VV=v , =V, +V,,,+V;,,. (8.16)

Dla pola tensorowego T(P) o walencji ¢ mozna wyznaczy¢ q roznych
dywergencji, i-ta dywegencja pola T(P) nazywamy tensor rzedu g-1

postaci
(i,q+1)

VT =T,

kl...i..us>i ik ® il ®..® iu ® is'
Rotacjq pola wektorowego v nazywamy wektor u dwoisty do
gradientu pola
u=rotv=Vxv=g_ v, i (8.17)

m*

Wektor ten ma sktadowe
1otV = (V3,5 =Vy,3 i+ (V,5=V3, )i, + (v, =V, )i, (8.18)

ktore si¢ zeruja jezeli gradient pola wektorowego jest tensorem
symetrycznym.

Dla pola tensorowego T(P)o walencji ¢ mozna wyznaczy¢ q réznych
rotacji, i-ta rotacja pola T(P) nazywamy tensor rzgdu q postaci

roltT =¢..T

Jmi~ kl..i..us>m ik ® il ® ® iu ® is ® i_j .
8.3. Rozniczkowanie pol tensorowych w ukladach
krzywoliniowych

W przestrzeni fizycznej, ktora jest modelowana przestrzenia
euklidesowa punktowa mozna zawsze wprowadzi¢ uklad kartezjanski. W
konkretnych zagadnieniach mechaniki wygodniej jest czasami postugiwaé
si¢ ogblniejszymi uktadami zwanymi krzywoliniowymi (punkt 7.3).

Ukfadem wspotrzegdnych w obszarze D c 3, nazywamy kazdy

homomorfizm {x"}obszaru D na obszar G — ® *, a trojki liczb
x'(P),x*(P),x*(P)y =x"(P),  PeD
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nazywamy wspotrzednymi (krzywoliniowymi) punktu P w tym uktadzie.
Jedna klasg¢ uktadow stanowity uktady kartezjanskie w ktorych kazdemu
punktowi P przyporzadkowano trojki liczb z, (P). Na punktach P mozna

zadac trzy dowolne funkcje
" =x"(P)=x"(z,,2,,2,) =x" (z,). (8.19)

Jezeli jakobian przeksztalcenia J

k
J= det(gi) £0

m

to zalezno$¢ (8.19) jest odwracalna 1 punktowi PeD mozna
przyporzadkowaé trzy inne trojki liczb x*(P) i w ten sposob zostal
wprowadzony uktad wspdirzednych krzywoliniowych.

Z geometrii rozniczkowej wynika, Ze jezeli rownanie wektorowe linii
uktadu ma postac

p=0OP=z,i,=z,(x"i,,

to wektory styczne w punkcie P do krzywych uktadu wspoétrzednych dane
s wzorami

_ 0P _ Oy (8.20)

= =—"7 .
k k k ~m
ox ox

Trojke wektorow g, okreSlonych w  punkcie P nazywamy baza lokalng
uktadu.
Uktad krzywoliniowy okreslony jest przez reper naturalny uktadu
{P;g,(P)}, ktory jest reperem lokalnym.
Wektory g, stanowia bazg w ;. Kazda z baz g, 1 i, mozna roztozy¢
w drugiej. Definicj¢ wektorow g, mozna traktowac jak ich rozkltad w bazie
i, . Odwracajac zaleznos¢ (8.20) otrzymujemy , ze

o

1 —_—— . 8-21
lm 62 gk ( )

m
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Baza dualna lub kobaza do bazy g, nazywamy bazg , ktora spetnia rownos¢

/ !
g g, =0%.
Pole tensorowe T(P), po zadaniu uktadu krzywoliniowego, mozna

rozniczkowaé po zmiennych przestrzennych x*. W tym celu korzystamy z
operatora nabla, ktoéry w tym przypadku ma postaé

vzé%cggk. (8.22)

Stad wynika, ze

0
Vo =gradp=-L-g" = ¢, g",
Ox
_ _ OV ok k
Vv-gradv-a—k®g =v, ®g", (8.23)
X

oT
Vngradeax—k@gk =T, ®g".

Aby wyrazi¢ operacj¢ gradientu przez skladowe pdl tensorowych w
uktadach krzywoliniowych nalezy wyznaczy¢ pochodne

m ov m oT
v(x )’k:('ix_k’ T(x ),kzax—k-

W tym miejscu pojawia si¢ istotna réznica migdzy rézniczkowaniem
pol tensorowych w uktadach kartezjanskich i w uktadach krzywoliniowych.

Rézniczkujac  pole  tensorowe w  uktadach  kartezjanskich
rozniczkujemy jedynie reprezentacjg tego pola w bazie absolutnej i, , ktora
jest stala. Rozniczkujac pole tensorowe w uktadach krzywoliniowych
musimy pamigta¢, ze baza g, i kobaza g' sa bazami lokalnymi i zmieniaja
si¢ przy przejsciu od punktu do punktu. Nalezy zatem zrézniczkowaé
rowniez wektory bazy i1 kobazy, tzn. wyznaczy¢ pochodne
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g, ; og

. 8.24
o ox* (8.24)
Z definicji wektorow bazy lokalnej (8.20) wynika, ze
2 2

k"ot B oxFox™ o™

Taka rownos¢ drugich pochodnych jest cecha przestrzeni riemanowskich.
Mozna zatem napisaé, ze rozkltad pochodnej bazy w bazie bgdzie miat
postac
g,
ox*

Wielkosci troj-indeksowe I''.x sa symetryczne po parze indeksow m,k

=T'ug, (8.26)

(8.25). Sa one nazywane symbolami Christoffela 11 rodzaju. Symbolami
Christoffela 1 rodzaju nazywamy wielkosci

1—‘n,mk = gnlrri'tk .
Symbole Christoffela wyznaczamy z (8.20) 1 (8.21)

og 0 0z 0’z 0’z ox'
== —j )= —1i = 2 . 8.27
ox* ot (6x"’ ) oxox™ " oxtox" oz, & (8.27)

Z porownania (8.26) 1 (8.27) otrzymujemy, ze

822n axl
rm =—— . (8.28)
oxFox™ oz,

Pochodna wektorow kobazy wyznaczamy korzystajac z definicji

gm ’ g” = 5m *
Rézniczkujac obie strony tej rownosci otrzymujemy zalezno$¢

og"
ox*

0g,,

ot =0

g"+g,
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z ktorej wynika, ze
é'g” Egm n / n ! n n
gm - —__kg = —] mkgl g = —] mk51 =—] ik«

Mnozac obie strony tej rownosci przez g* otrzymujemy, ze
og
ok
Ostatecznie wzor na pochodna wektorow kobazy przyjmuje postac
og"
ox"

n

g g, r="Tng"

=-TI" g". (8.29)

Symbole Christoffela nie transformuja si¢ jak obiekt o walencji 3. Mozna je
jednak wyrazi¢ przez pochodne macierzy metrycznej
g =8,°8,. (8.30)
Jezeli wprowadzimy oznaczenia
OZ g,
ook = ko° gmokE K °
ox ox
to rozniczkujac macierz metryczna (8.30) otrzymujemy
gmn’k = gm’k'gn +gm 'gn’k :
Poniewaz g,,, =g,,,, to zachodzi rownos¢

gmn ok +gkm ’n_gnk m 2gm : gn k= 2gmrtikgl .
Stad wynika, ze

1 m
F}ik :E(gmn’k_'_gkm’n_gnk’m )gl .

POJECIE POCHODNEJ KOWARIANTNEJ
W definicji gradientu pola tensorowego (8.23) wystepuja pochodne
tego pola wzgledem zmiennych przestrzennych. Dla pola wektorowego
v(P)
Vv=v, ®g". (8.31)
Znajac pochodne po zmiennych przestrzennych wektorow bazy (8.26)
1 kobazy (8.29) mozemy wyznaczy¢ ich gradienty. Mamy mianowicie, ze
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Ve, =g,.®g =T,8 ®¢",
(8.32)
Vg'=g",®g' =-T;g' ®g".
W celu wyrazenia gradientu pola wektorowego (8.31) przez jego
sktadowe w ukltadzie krzywoliniowym przedstawiamy go w bazie

v=v"g .

Po zrézniczkowaniu tego wyrazenia otrzymujemy

ov ov" nog, o m o' m
ax_kz axk gm +v a)gC_k: axk gm +v Frfzkgl :(y-i_v I_‘rik)gl (833)

Wyrazenie wystgpujace w nawiasie nazywamy pochodnq kowariantng
wektora v od jego sktadowych kontrawariantnych. Wprowadzamy

nastgpujace oznaczenie
!

;. _ oV i
v ’k=(8xk +v"0).

Wz6ér na gradient pola wektorowego (8.31) przyjmuje teraz postac

Vv=1v'; g ®g". (8.34)

. . . . l .
Ze wzoru tego wynika, ze macierz pochodnych kowariantnych v';,

jest reprezentacja tensora drugiego rzedu. Macierz samych pochodnych
czastkowych taka reprezentacja nie jest.

Gdy uktad wspoétrzednych krzywoliniowych staje si¢ ukladem
kartezjanskim, woéwczas symbole Christoffela (8.28) zeruja si¢ i pochodna
kowariantna jest rowna pochodnej czastkowe;.

Dla pola skalarnego pochodna kowariantna jest réwna pochodnej
czastkowej

Dok = Qs



8.4. Operacje catkowe na polach tensorowych 149

Ze wzoru na gradient pola wektorowego (8.34) wynika, ze

divv=VV=vl;k g, -gk =vl;k 51k =Vk;k-
(8.35)
rotv=v,; g" xg".

Znajac pochodne wektorow bazy 1 kobazy po zmiennych
przestrzennych uktadu krzywoliniowego mozemy wyznacza¢ gradienty
dowolnych pol tensorowych i wyrazaé je przez sktadowe tych pol w tych
uktadach. Jezeli np.

T — T”1ngm ®gl‘l
to z (8.23) wynika, ze

VI=T, ®g =(T".g,®g"),® =T".;,g,0g" ®g",
gdzie

(Tm"gm ®gn)’k :Tmn’k gm ®g" +Tm”gm’k @" +Tm”gm ®gn’k =
:Tmn’k gm ®gn +Tmn1—‘r1nkgl ®gn _Tmngm ®F/:1vgx =(Tnn’k+T[n1—:"l? _ijrlin)gm ®gn =
I 8, ®8

Przez ; ($rednik) oznaczono pochodna kowariantna.

Korzystajac z przedstawionego algorytmu mozna wyraza¢ gradienty
dowolnych pdl tensorowych przez ich skladowe w ukladzie
krzywoliniowym.

8.4. Operacje calkowe na polach tensorowych

Dla pdl tensorowych mozna rozpatrywaé catki krzywoliniowe,
powierzchniowe 1 objgtosciowe, ktére sprowadzaja si¢ odpowiednio do
catek riemanowskich pojedynczych, podwojnych i potrdjnych, gdyz znane
z analizy matematycznej twierdzenia calkowe maja réwniez zastosowanie
w przypadku pdl tensorowych.
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I. CALKI KRZYWOLINIOWE
W przestrzeni fizycznej &, dany jest ‘tuk L -(krzywa
regularna) opisany rOwnaniem parametrycznym
z, =z,(a), dla o <a<a,. (8.36)

Funkcja wektorowa p(a)=z,(a)i, jednej zmiennej rzeczywistej jest
odcinkami ciagla i r6zniczkowalna.

Elementem zorientowanym tuku L nazywamy wektor elementarny
dp(a) =dz, (a)i, skierowany stycznie do tuku w kierunku zgodnym z jego
parametryzacja. Jego dlugo$¢ nazywamy elementarnq dlugosciq tuku dl .

Z réwnania parametrycznego tuku (8.36) wynika, ze

iz, =t e, (8.37)
da
gdzie wielkos$ci % sa sktadowymi wektora stycznego do tuku L.
a
Elementarna dlugo$¢ tuku d/ wyznaczamy ze wzoru
1 1 1
dl = [dp(e)- dp(@))? = (dz,dz,)? = (P2 Fiys g (8.38)
da da

Stad wynika, ze catkowita dlugos$¢ tuku L jest rowna calce

¢ ldz, dz
L:!dl:jl,/d—;d—;da.

a

Ia. CALKA KRZYWOLINIOWA PIERWSZEGO RODZAJU
- CALKA KRZYWOLINIOWA PO LtUKU NIEZORIENTOWANYM

Calka krzywoliniowa z pola tensorowego T(P)eT7, po tuku

niezorientowanym L nazywamy calke krzywoliniowa z tego pola po
elementarnej dtugos$ci tuku (8.38)

_[le .
L
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Catka ta, po wyborze uktadu wspotrzednych, jest rownowazna uktadowi 3¢
catek riemanowskich pojedynczych postaci

i dz dz. *
T (2,)AL =Ty (z,()———)dax. (8.39)
'[ M ’ ;!: i ’ da da

W wyniku catkowania nie zmienia si¢ rzad tensora. Mamy tyle catek jaki
jest wymiar przestrzeni tensoré6w o walencji g, tzn. 37.

Ib. CALKA KRZYWOLINIOWA DRUGIEGO RODZAJU
- CALKA KRZYWOLINIOWA PO LUKU ZORIENTOWANYM

Cala krzywoliniowa z pola tensorowego T(P)eT, po tuku

zorientowanym (8.37) L nazywamy catke postaci
jT@@.
L

Calka ta jest rownowazna ukladowi 37" catek riemanowskich
pojedynczych

‘¢ dz
J.T;jkl--m” (ZP )er = J.T;'jkl...mn (Zp (0{)) d_c;da . (840)

L a
W wyniku catkowania otrzymujemy tensor o walencji q+1.

W szczego6lnosci mozna rozpatrywaé calki krzywoliniowe postaci

Takich catek w zaleznosci od indeksu v moze by¢ q. Dokonujemy
zwezenia tensora T z wektorem dp . Takich zwgzen moze by¢ tyle jaka jest
walencja tensora T .

Kazda z tych catek jest rownowazna uktadowi 37" catek riemanowskich
pojedynczych
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“ dz,
[Tt 22, = [T (2, ()~ der

L

Przyklad:
Catke krzywoliniowa po krzywej zamknigtej z pola wektorowego
v(p) postaci

V) -dp = v e, = [ o@)Cida (41)
da

L L

nazywamy cyrkulacjq pola wektorowego po tej krzywe;j.

II. CALKI POWIERZCHNIOWE
Plat powierzchniowy S w przestrzeni fizycznej &£, opisuje funkcja

wektorowa od dwoch zmiennych. Réwnanie parametryczne ptata S ma
postaé

p=p@p)=z(a, P, (a,<a<a,, [<p<p,) (842)

gdzie linie «,f tworza wuktad krzywoliniowy wspotrzednych
powierzchniowych.

Wektory elementarne skierowane stycznie do linii o 1 linii f
w kierunku zgodnym z ich parametryzacja oznaczamy przez dp i dp® .

Ich skladowe w ukladzie kartezjahskim sa zwigzane z parametryzacja
zalezno$ciami

a, dz,? =Frap (8.43)

Jezeli przez dS oznaczymy pole powierzchni elementarnego ptata, to
elementem zorientowanym tego plata nazywamy wektor dS o sktadowych
dS, =n,dS, gdzie wektor n jest wersorem prostopadtym do elementarnego

ptata dS.
Korzystajac z wlasnos$ci iloczynu wektorowego mozemy napisac, ze
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dS =dp" xdp® .
W sktadowych (8.43) mamy zalezno$¢

oz,
ds, = &,,dz,"dz =gy " % %) dadp, (8.44)

a op

ktéra okresla zorientowany element powierzchni. Dla powierzchni
zamknigtej parametryzacj¢ «,f dobieramy tak, aby wektor dS, byt

skierowany na zewnatrz obszaru zamknigtego.
Pole dS powierzchni ptata elementarnego jest réwne dlugosci
wektora dS , tzn., ze

&, Cz; &z, Oz,

1
3 0 2 (0] (@)
dS= (dSk dS}()2 _(gkiidzi de gkmndzm dZn )2 (gklj kmn ~ _ oa 8ﬂ oo aﬁ)2 ﬂ

Wykorzystujac wtasnos¢ symbolu permutacyjnego (D.5)

E1ii€tmm = OO — 0,0,

im™~ jn in~ jm

pole dS mozemy przedstawi¢ w postaci

82 1 1
5=y, 5 B0 B s 15,5 -6, 1 B EEara gp
600 o OB = Cnm) e 08 ba OB 545

i i_J___g_z
S wdpoads cudpiadp ‘rP=Acpred)

Calkowite pole plata jest zatem réwne calce

a B,
j ds = [ [ A, p)dadp.

a B
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ITa. CALKA POWIERZCHNIOWA PO PLACIE
NIEZORIENTOWANYM

Calka powierzchniowa z pola tensorowego T o walencji q po ptacie
niezorientowanym nazywamy catke od tego pola po elemencie powierzchni
tego plata (8.45)

deS.

Catka ta, po wyborze uktadu wspoirzednych, jest rownowazna uktadowi
37 catek podwojnych riemanowskich postaci

a
[T (2,)dS = [ [Ty 0 (2, (0, ) Alet, B)dedP. (8.46)
N a B
Nalezy podkresli¢, ze w tym przypadku mamy tyle calek jaki jest wymiar

przestrzeni tensoro6w o walencji q, tzn. 37.
IIb. CALKA POWIERZCHNIOWA PO PLACIE ZORIENTOWANYM

Catka powierzchniowa z pola tensorowego T(P) o walencji q po
placie zorientowanym nazywamy catkg powierzchniowa postaci

jT@ds.
S

Po wyborze uktadu wspotrzednych, catka ta jest rownowazna ukladowi 37*'
catek podwojnych riemanowskich

TS, = | [T o B0, o datp. 847
. ijkl...mn \“ p r 5 ijkl...mn \“ p s rut 80{ aﬂ . .

Nalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku catek jest tyle jaki jest wymiar
przestrzeni tensoréw rzedu q+1, tzn. tensorow o rzad wyzszym niz pole
tensorowe catkowane T .

Dokonujac zwezenia tensora T z elementem wektorowym plata dS
(8.44) uzyskujemy q roznych catek powierzchniowych
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(u,9+1)

jT ® dS, (<u<q)
N

z ktorych kazda jest rownowazna uktadowi 3" calek riemanowskich
podwdjnych postaci

9 oz, bz,
:!j]—:jkl...r“.mn (Zp )dS; = ;!.l !l]—;jkl...r“.mn (Zp (aﬁ ﬂ))grut aa 8ﬂ dadﬂ (848)
Przyklady:

a) Catke powierzchniowa z pola wektorowego v(p) po powierzchni
zamknigtej postaci

5 &z, 0z,
fV(P) dS = ka (z,)dS, = j /! vz, (a. B)ey 8—2 ;ﬁ dadp

nazywamy strumieniem wektora v przez powierzchnig.

b) Catke powierzchniowa z pola wektorowego v(p) po powierzchni
zamknigtej postaci

Eﬁv(p) x dS

N
nazywamy cyrkulacjq wektora v po powierzchni zamknigtej. Jest ona
réwnowazna trzem catkom

§gkijvide = §8k,-jvl-l’lde.

S N

III. CALKA OBJETOSCIOWA
Obszarem regularnym V w przestrzeni fizycznej &, nazywamy

obszar ograniczony skofnczona liczba platow powierzchniowych S,

przecinajacych si¢ wzdluz krzywych regularnych L, 1 zadany
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parametrycznie jako funkcja od trzech zmiennych stanowiacych
wspolrzgdne krzywoliniowe w tym obszarze (réwnanie parametryczne
bryty)

p=p@p.7)
lub w sktadowych

Zk =Zk(a’ﬂ57/)'
(v, <a<a,, B<PB<B 7 <r<y,).

Jezeli przez dV oznaczymy elementarna objgto$¢, to jest ona rowna
wyznacznikowi z macierzy utworzonej ze skltadowych elementarnych
wektorow stycznych do linii uktadu krzywoliniowego.

Trzy wektory elementarne skierowane stycznie do krzywych «, S,y

iz =gy, ae,® =Frap i, =ZCray
o op oy

sa liniowo niezalezne.
Elementarna objgto$¢ dV jest wowczas rowna wyznacznikowi macierzy ze
sktadowych tych wektorow

av = det(dz,",d=, @, dz2, @) = det( Crda, Prap, Cigyy -
oa op oy
_det(Ze P Poyig ap ay
oa Of Oy
Jezeli wprowadzimy oznaczenie
0z, 0z, Oz
det(_ks_ko_k) = J(aaﬂay)a
oa Of Oy

gdzie J(a, B,y)jest jakobianem przejScia od zmiennych z, do zmiennych

parametrycznych «, 3,y to otrzymujemy, ze
dV =J(a, B,y)dodfdy (8.49)
1 catkowita objetos¢ bryly wyznaczymy z catki potrdjnej riemanowskiej
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a, B3
[av =[] [ (e B.y)dadpdy.
4 a iy

Calka objetosciowa z pola tensorowego T(P) rzedu q po objetosci
V' nazywamy catke postaci
[Tar,
Vv

ktéra, po wyborze uktadu wspotrzednych, jest rownowazna uktadowi 37

catek riemanowskich potrdjnych
a; Br7;

[Ty (z,)dV = [ [ [T (2, (a0, Boy)Jdadfidy.  (8.50)
v a B
Operacje catkowe na polach tensorowych mozna zatem sprowadzi¢ do
catek pojedynczych, podwojnych i potrojnych przy zatozeniu ciaglosci
funkcji podcatkowych.

8.5. Twierdzenia calkowe

W mechanice osrodkow ciagtych czesto korzysta si¢ nastepujacych
twierdzen catkowych:

TWIERDZENIE 8.1

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego dotyczy przejscia od calki
objetosciowej do catki powierzchniowej po powierzchni zamknigte]
ograniczajacej dana objetosc.

W tradycyjnej postaci twierdzenie to ma postac¢

J-divvdeﬁv-ndS,
14 N

(8.51)
([virs @V = §in,dS)

gdzie n jest wersorem normalnej zewngtrznej do powierzchni S. Catkg tej
postaci nazywamy strumieniem wektora przez powierzchnig S .
Twierdzenie to mozna uog6lni¢ 1 rozpatrzy¢ catkg¢ z gradientu pola
wektorowego
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[ gradvdv =fv @nds
v s

J.vl.,j dVv = §vinde.
s

vV

W mechanice osrodkéw ciaglych interesuja nas catki z dowolnych pol
tensorowych. Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego mozna zastosowaé do
calek objgtosciowych z pola tensorowego. Niech T(P) bedzie polem

tensorowym o walencji q. Twierdzenie Gaussa — Osrogradskiego ma
wowczas postac

[gradtav = §T@nds = fT®dS. (8.52)
4 S N

W wybranym ukladzie kartezjanskim jest to uktad 37" catek (8.47)

J-T:'jkl..mp o dV = §7—:'jkl“.mpnrdS = §7—;jkl.“mpdSr‘
v s s

Jako przypadki szczegolne rozpatrujemy catki:

j graddV = §(pnds, ( j 0, dV = §¢nidS = §(pdSl. )

Vv S

J.rotvdeiﬁnxvdS, (J.el.jkvk,j dV:§8gknjvde).
N Vv

Vv N

Dla przypadku ptlaskiego wzér Gaussa-Ostrogradskiego przyjmuje postac
wzoru Greena, ktory dotyczy przejScia od catki powierzchniowej po
powierzchni plaskiej do catki krzywoliniowej po krzywej plaskiej
zamknigtej ograniczajacej dang powierzchnig.

TWIERDZENIE 8.2

Twierdzenie Stokesa daje mozliwo$¢ przejscia od calki
krzywoliniowej po krzywej przestrzennej zamknig¢tej do catki
powierzchniowej po powierzchni rozpigtej na tej krzywej. Dla catki z pola
predkosci wzor ten ma postac
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§V-dp =In-r0tVdS, (§vidzi :J.ni -(rotv),dS =J.l’l.8
L s

i%ijk
L N N

Vis,;dS ). (8.53)
Calke tej postaci nazywamy cyrkulacjq pola wektorowego v po krzywej
L.

TOZSAMOSCI GREENA

Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego mozna pokazac, ze
spetnione sa dwie tozsamo$ci — zwane pierwsza i druga tozsamos$cia

Greena.

PIERWSZA TOZSAMOSC GREENA ma postaé

I(pAl//dV = it;goz—wdS —'[grad(p - gradydV (8.54)
Vv N n Vv

lub w zapisie indeksowym
oy
[ov..av =§o=dS ~[p.y..dV .
Vv N 6” 14

Lewa strong tej tozsamosci mozna przeksztatci¢ do postaci

J.gpy/,iidV = I[((Dl//al )9,‘ _(051‘ l//’i ]dV = J.(wl//’i)’i dV - J-¢’i!//’i dV
V V Vv V
Z twierdzenia Gaussa —Ostrogradskiego (8.52) wynika, ze

[Gov v =fow.nds = [pLas. (8.55)
V S S n

gdzie wielkos¢ %—W okresla predkos¢ zmiany pola skalarnego w
n

w kierunku normalnej zewngtrznej n do powierzchni S .

Po podstawieniu réwnosci (8.55) w miejsce catki po objetosci
w przeksztatconej lewej stronie tozsamosci (8.54) otrzymujemy prawa
strong pierwszej tozsamosci Greena.
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DRUGA TOZSAMOSC GREENA jest konsekwencja pierwszej
tozsamosci Greena i ma postac

0 0
[(ory —ypp)y = o=~y ~yds. (8.56)
: < n on

Zamieniajac w pierwszej tozsamosci Greena (8.54) ¢ na y otrzymujemy
jt//AgpdV = §wg—¢dS - Igmdgo -gradydV .
Vv N n 14

Po odjgciu stronami od pierwszej tozsamosci Greena (8.54) ostatniej
rownosci otrzymujemy druga tozsamos$¢ Greena.

Twierdzenia catkowe maja zastosowanie w mechanice o$rodkow ciagtych
przy wyprowadzaniu lokalnych zasad zachowania.



Rozdzial 9. Czasoprzestrzen fizyki klasycznej

Definicja

Czasoprzestrzeniq fizyki klasycznej nazywamy zbior N, ktorego
elementami sg zdarzenia (P,¢), pary uporzadkowane (punkt, chwila).
Zbior I\ otrzymujemy z iloczynu kartezjanskiego

N =& XT
9.1)
Peg,, teT = (P,t)eN.
Przestrzen euklidesowa punktowa &, jest modelem matematycznym
przestrzeni fizycznej. Przestrzeh &, nie jest przestrzenia liniowa. Mozna
wprowadzi¢ stowarzyszona z &, przestrzen euklidesowa wektorowa 3,

ktora to jest przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym (2.11). Nalezy
teraz zajac si¢ osia czasu T .

9.1. Miary czasu

Czas, zgodnie z definicja podana przez Newtona, biegnie w jednym
kierunku, stale 1 jednostajnie. Matematycznie pojgcie czasu mozna
wprowadzi¢ odwzorowujac o$ czasu — zbior T na o$ liczb rzeczywistych

® [30].

Definicja
Miarq czasu nazywamy odwzorowanie

T:TXT >R,
9.2)
t,t, €T = 7(t,t,) ER,,

ktore spelnia nastgpujace aksjomaty:

a) AT T(t),t,) = —1(t,,1)),

t,tH€
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b) A ot ;) = 7(t,1,) + 7(1,. 1), 9.3)

t.ty €T

c) A A 7(0,)=aeR.

teT aeR

Warto$¢ z(¢,,¢,) (9.2) nazywamy odstgpem czasowym chwil ¢, 1 ¢,
W mierze 7.

Zbiér T, po wprowadzeniu miary 7, jest zbiorem uporzadkowanym.
Chwil¢ ¢ nazywamy wcze$niejsza od chwili ¢, (t, <t,), jezeli
7(t,,t,) > 0.

Miara czasu 7 jest okre$lona jednoznacznie, gdy zadana jest jej
warto$¢ dla dwoch dowolnych chwil ¢,,¢,. Wielko$¢ 7(¢,,¢,) nazywamy
WOWCZas wzorcem czasowym.

Dla zadanego 7, ustalajac w zbiorze 7" chwilg poczatkowa ¢, =0,
mamy jednoznaczne okreslone odwzorowanie osi czasu T na o$ liczb
rzeczywistych ® .

Jezeli odwzorowanie

7,: T >R
jest okreslone jako odwzorowanie

7,(H=7(0,)=aer, (9.4)

wowcezas kazdej chwili €T przyporzadkowana jest liczba o € ® 1 08
czasu modelujemy osia liczb rzeczywistych. Takie przyporzadkowanie jest
mozliwe gdy zostata wybrana miara czasu 7 i1 wybrano chwile poczatkowa
t,.

Dwie dowolne miary czasu 7, 1 7, zwiazane sa zaleznoscia

7, =01, PeER.

Jezeli f >0 to miary czasu 7, 1 7, maja jednakowy zwrot. Gdy £ <0 to
miary czasurz, 1 7, maja Zwrot przeciwny.
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W mechanice osrodkéw ciaglych postuluje si¢, ze dowolny proces
dynamiczny odbywa si¢ w pewnej chwili czasowej oraz w pewnym miegjscu
przestrzeni fizycznej. Przestrzen fizyczna modelujemy przestrzenia
euklidesowa punktowa &, zas$ o§ czasu T osia liczb rzeczywistych. W ten
sposob konstruujemy czasoprzestrzen fizyki klasycznej & = &, x T . Jest to
przestrzeh czterowymiarowa do ktorej przestrzen euklidesowa &, 10§ czasu
wchodza na réznych warunkach.

Na zbiorze N mozna okresli¢ dwa nastepujace dzialania:
a) Dla dwoch dowolnych zdarzen definiujemy ich odstgp czasowy.

b) Dla dwoéch zdarzen rownoczesnych (zdarzen o odstgpie czasowym
rownym zero) definiujemy odleglo$¢ tych zdarzen.

9.2. Odleglosci zdarzen

Dwa dowolne zdarzenia na ogét ro6znia si¢ miejscem zajmowanym
w przestrzeni fizycznej jak réwniez chwila w ktorej dane zdarzenia
zachodza. Przestrzen fizyczna 1 o§ czasu wchodza do definicji
czasoprzestrzeni (9.1) w istotnie r6zny sposob. Na dowolnych zdarzeniach
mozna zdefiniowa¢ odwzorowanie zwane ich odstgpem czasowym, za$
odlegtos¢ zdarzen jest zdefiniowana jedynie dla zdarzeh rownoczesnych.

ODSTEP CZASOWY DWOCH DOWOLNYCH ZDARZEN
Kazdej dowolnej parze zdarzen (P,t,)e N 1 (Q,t,)eN
przyporzadkowujemy liczbg

QO NXN >R,
(9.5)
ol(P,1),(0,1,)]=7(4,1,) €R,

ktora nazywamy ich odstgpem czasowym.
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Dwa zdarzenia (P,t))e N 1 (Q,t,) € N nazywamy réwnoczesnymi, jezeli
t, =t,, tzn., ze odstgp czasowy tych zdarzen z(¢,,¢,) = 7(¢,,t,) = 0. Naleza
one wowczas do podzbioru N, = &; x{t,}, ktory jest przekrojem czasowym

zbioru % . Sa to zdarzenia, ktore zachodza w tej samej chwili - w chwili ¢,.

ODLEGLOSC ZDARZEN ROWNOCZESNYCH
Kazdej dowolnej parze zdarzen rownoczesnych (P,t)eN,

1 (0.t))eN, przyporzadkowujemy wektor, ktorego diugos¢ nazywamy
odlegtoscia tych zdarzen

w[(P,tl),(Q,tl)]=‘Pb eR. 9.6)

Z podanych odwzorowan (9.5) i (9.6) wynika, ze do zbioru N
przestrzen euklidesowa 1 0§ czasu wchodza na r6znych warunkach. Odstgp
czasowy zostal zdefiniowany dla dwoch dowolnych zdarzen, za$ odlegtos¢
zdarzen zostata zdefiniowana jedynie dla zdarzen rownoczesnych. Bardzo
istotng cecha zbioru N jest mozliwo$¢ utozsamiania punktoéw w réznych
przekrojach czasowych. Dwa zdarzenia moga zachodzi¢ w tym samym
miejscu w przestrzeni euklidesowej, ale w roznych chwilach czasowych.

Jezeli

(})52‘1)6‘7\/‘1‘1 4 (Q:tz)ewtza
to rowno$s¢ P = oznacza, ze w tych zdarzeniach punkty te sa w tym

samym miejscu w przestrzeni euklidesowej, ale w roznych chwilach
czasowych.

9.3. Automorfizmy czasoprzestrzeni

Mozna rozpatrywa¢ odwzorowania czasoprzestrzeni V' w siebie

W.N—->N,
9.7
W:.:ExT =& XT.
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Kazde odwzorowanie iloczynu kartezjanskiego &, x T w siebie sktada si¢ z

dwoch odwzorowan:

U:ExT > &,
(9.8)
Vi€, xT > T.
A zatem odwzorowanie (9.7)
W:E,XxT = &, xT.
ma postac
W(P,t)={U(P,t),V(P,t)} . (9.9)

W  mechanice osrodkéw ciaglych interesuja nas automorfizmy
czasoprzestrzeni N . Sa to odwzorowania (9.9) liniowe, odwracalne
czasoprzestrzeni N na siebie zachowujace strukturg¢ czasoprzestrzeni.
Zachowuja one zatem odstgpy czasowe dowolnych zdarzen (9.5)
1 odlegtosci zdarzen rownoczesnych (9.6).

Musza by¢ woéwczas spelnione nastgpujace warunki:

eW (P,1,)),W(0,t,)] = pl(P,1,),(Q,t,)] = 7(¢,,1,).
(9.10)

ylw (P,t,),W(0,1)]= L yl(P.t,),(0.1,)] = PQ

gdzie przez L, oznaczono automorfizm w 3,. Przy takim odwzorowaniu

b

zdarzenia roéwnoczesne przechodza w réwnoczesne 1 zachowana jest
odlegtos¢ zdarzen réwnoczesnych.
Z réwnosci (9.9)

W(P,t)={U(P,t),V(P,t)}

wynika, ze dla ustalonej chwili ¢ odwzorowaniu U(P,t) (9.8) mozna
przyporzadkowa¢ odwzorowanie

U, & xith > &,. (9.11)
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Jest to jednoparametrowa rodzina odwzorowan zalezna od parametru ¢.
Analogicznie, dla ustalonego punktu P odwzorowaniu V'(P,¢) mozna

przyporzadkowa¢ odwzorowanie

V,: {PxT — T. (9.12)

Jest to rowniez jednoparametrowa rodzina odwzorowan zalezna od
parametru P .
Odwzorowanie (9.9) mozna wowczas przedstawi¢ w postaci

W(P,1)={U,(P),V,(1)}. (9.13)
Z zachowania odstepoéw czasowych wynika, ze

™V (tl)DVQ (2,)) =7(t,t,).

Odwzorowanie V, nie zalezy zatem od punktu P.
Automorfizmami osi czasu 7 sa wigc przeksztatcenia postaci

Ve(t)y=t =t+a, (9.14)

gdzie a € ®. Liczba a charakteryzuje automorfizm.
Z zachowania odleglo$ci zdarzen rownoczesnych wynika, ze

U,(P).U,(Q) =Q,(PQ). 9.15)

gdzie tensor Q, jest tensorem ortogonalnym drugiego rzgdu (4.2).

9.4. Obserwator przestrzeni i uklad odniesienia

Aby poda¢ posta¢ automorfizmu czasoprzestrzeni N na siebie nalezy
poda¢ definicje¢ uktadu odniesienia oraz obserwatora, [30].
Mamy wprowadzi¢ obiekt, ktory obserwuje przestrzen -euklidesowa
punktowa 1 zwiazana z nig algebr¢ tensorowa. Minimalne ciato, ktdére moze
by¢ obserwatorem sktada sig z czterech czastek: y,, vy, ¥,, 75 -
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Definicja
Obserwatorem (O przestrzeni &, nazywamy zbidr o czterech

uporzadkowanych  elementach  { ., 7, ¥, X5 }={ Xo; %:} -(najprostszy
sympleks w &, ma cztery wierzchotki).

Klas¢ odwzorowan
Ko Xit = &5

nazywamy konfiguracjq x obserwatora O w &,. Jest to odwzorowanie

czastek na punkty w przestrzeni euklidesowej &,

B=x(x), B =x(z) (9.16)

Punkt P =x(y,) nazywamy wumiejscowieniem obserwatora w
konfiguracji « .
Konfiguracje x nazywamy nieosobliwa, gdy wektory

K(ZO)K(ZI‘):POPiea3 9.17)
sa liniowo niezalezne.

Definicja
Ukladem odniesienia w £, nazywamy kazda uporzadkowana czworke

punktow

0, X} =123 (9.18)

N
taka, ze wektory OX, =X, sa liniowo niezalezne. Punkt O nazywamy

poczatkiem uktadu odniesienia.
A zatem kazda nieosobliwa konfiguracja obserwatora jest uktadem
odniesienia.

Uktad odniesienia jest ortogonalny, gdy

0X.-0X,=0 dla i# .
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Z pojgciem uktadu odniesienia jest $cisle zwiazane pojgcie repera w &, .
Reperem w &, nazywamy parg {F,;p.} zlozona z punktu P, zaczepienia

repera 1 bazy p, €3, - trojki wektorow liniowo niezaleznych.

Reper {F,;p,;}, gdzie p, = F,P. nazywamy reperem ukladu odniesienia
(PP}, (9.16).
Biorac uklad odniesienia {F,;P} 1 jego reper {F,;p,} mozemy dowolny

punkt X € &, przedstawi¢ w postaci

P X =x=x'p, (9.19)
lub w postaci symboliczne;j
X=P+x=P, +x'p,. (9.20)

Ostatnia rowno$¢ nie oznacza dodawania punktéw 1 wektorow. Oznacza ona
jedynie, ze punkt X jest koficem wektora x o poczatku w punkcie F,.

Liczby x' nazywamy wspétrzednymi punktu X w ukladzie odniesienia
{P);P}.
Dwa ukfady odniesienia {F,;P} 1 {R,;R;} o reperach {P,;p,}

i {R,;r;}, gdzie p,=FP 1 r,=R,R, moga by¢ dwiema rdéznymi
konfiguracjami tego samego obserwatora lub konfiguracjami dwoch
roznych obserwatorow.

Ruch obserwatora sklada si¢ zatem z przeniesienia go z punktu F, do

punktu R, oraz z liniowego odwzorowania wektorow p, w wektory r, przy
pomocy afinora A . Tym samym zmiana ukladu odniesienia okreslona jest

przez tensor A iwektor ¢ = PR, .
Wracajac do automorfizméw w N zauwazmy, ze odwzorowanie (9.11)

U, & x{t} > &,

ma zachowywac odlegtosci zdarzen rownoczesnych (9.15)
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U,(P).U,(0) =Q,(PQ).

Jezeli przyjmiemy, ze punkt P =0 jest poczatkiem uktadu
odniesienia, za$ punkt X jest dowolnym punktem nalezacym do &,, to
z (9.15) wynika, ze

U,(0),U,(X)=Q,(0X). (9.21)

Odwzorowanie U, (9.11) mozna przedstawi¢ w postaci:

U,(0)=0+c,
(9.22)
U,(X)=U,0+x)=U,(0)+Q,(0X)=0+¢+Q,x,
gdzie
X=0+x
co oznacza, ze OX =Xx.
Jezeli przyjmiemy nast¢pujace oznaczenie
U O+x)=0+x"
to rownos$¢ (9.22) mozna zapisac jako zaleznos¢
x"=Q,x+c. (9.23)

na

Automorfizm N —>N (9.7) mozna traktowa¢ jako zmiang
obserwatora. Jeden obserwator widzi dane zdarzenie fizyczne w chwili t w
punkcie X - zdarzenie (X,?). To samo zdarzenie inny obserwator widzi w
chwili ¢*w punkcie X - zdarzenie (X, t).

Zmiana obserwatora jest zwigzana ze zmiang punktu w przestrzeni
euklidesowej punktowej &, (wektora w ;) 1 z przesunigciem na osi czasu.
Jedno-jednoznaczna zalezno$¢ migdzy punktami w &, a wektorami w I,

jest ustalona poprzez przyj¢cie uktadu odniesienia. Ostatecznie automorfizm
czasoprzestrzeni ' mozna przedstawi¢ w postaci
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X'(1) = Q(Ox(1) + (1),
t"=t+a. (9.24)

Jest to najbardziej ogodlna jedno-jednoznaczna transformacja
czasoprzestrzeni V' na siebie (9.7), ktéra zachowuje :
e kolejnos¢ zdarzen,
e odlegtos¢ zdarzen rownoczesnych (odlegtos¢ miedzy dowolna para
punktow w &),

e odstepy czasowe dowolnych zdarzen.

Nalezy odr6zni¢ zmiang obserwatora od zmiany ukladu wspotrzednych,
przy ktérej zmieniaja si¢ jedynie wspotrzedne punktu. Sam punkt pozostaje
bez zmian.

Automorfizmy czasoprzestrzeni N na siebie sa wykorzystywanie w
mechanice przy definiowaniu wielko$ci obiektywnych.



Dodatek

W mechanice o$rodkéw ciagltych przestrzen fizyczna rozpatrujemy
jako przestrzen euklidesowa punktowa P e &;, ktora mozna zawsze

odwzorowa¢ w przestrzen euklidesowa wektorowa 3, (po wyborze punktu

Oe &, bedacego poczatkiem promien wektora OP), za$§ przestrzen
wektorowa J, mozna odwzorowaé w przestrzeh liczbowa R’ =R xR xR,
(po wyborze bazy e, w 3,). Przestrzen ®’ jest zbiorem wszystkich

uporzadkowanych uktadéow (x',x°,x’) skladajacych si¢ z 3 liczb
4 .
rzeczywistych  x',x*,x’ e®, OP=x'e,+x’,+xe,=x'e,. Ostatnia
rowno$¢ wynika z konwencji sumacyjnej Einsteina. Wektor jest zatem
obiektem geometrycznym jedno indeksowym w ustalonej bazie e,

— .
OP =x= x'. W przestrzeni euklidesowej zawsze mozna wprowadzi¢ baze

ortonormalna 1 wowczas mozemy pisa¢ wszystkie indeksy na jednym
-
poziomie OP = x,e,. W dalszym ciagu obowigzuje konwencja sumacyjna.
Baza e, jest ortonormalna, gdy

€ e =0,

gdzie &, jest deltq Kroneckera zdefiniowana nastgpujaco:
1 dla i=j,
4 :{0 dla i#].

Jest to wielko$s¢ dwu indeksowa, tak jak macierz kwadratowa

o wymiarze 3x3. W zapisie macierzowym ma ona posta¢ macierzy
diagonalne;j

(D.1)

(D.2)

i

—_
S,
N—
Il
=i
S = O
- o O
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Poza delta Kronekera, wazna role w mechanice osrodkéw ciagtych

odgrywa wielko$¢ trdj indeksowa ¢, , zwana symbolem permutacyjnym

albo alternatorem Levi-Civita'. Wielkos$¢ ta zdefiniowana jest nastepujaco:

0
=1+1 . (D.3)
-1

Eit

Symbol &, przyjmuje warto$¢ 0 jezeli i=j lubj=k lub k=i
Przyjmuje on warto$¢ +1 jezeli ijk otrzymuje si¢ z 123 w wyniku parzystej
liczbie przestawien (permutacji). Symbol &, przyjmuje warto$¢ -1
wowcezas, gdy ijk otrzymuje si¢ z 123 w wyniku nieparzystej liczbie
przestawien.

Symbol  permutacyjny (D.3) jest wielkoScia  absolutnie

antysymetryczng, poniewaz

Ep =€ =€ =~y = Exy = —Eyy- (D.4)
Dla symbolu permutacyjnego ¢, (D.3) spelnione sa nastepujace
rownosci:

Eg Egp = 6,

Enjie Enjt =20, 5 (D.5)

mn

Eik Eimn = O O — 0 140k

ijk

Korzystajac z wilasnosci symbolu ¢, (D.4), wyznacznik dowolne;j
macierzy kwadratowej (4,,) o wymiarze 3x3 mozna przedstawié w

postaci:

rst*Tir< " js

det(4,, )= é &b AL A,
lub
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gi/'k det(Amn) = 81‘st AirAjs Akt‘ (D6)
Symbol permutacyjny &; mozna rowniez wykorzysta¢ do zapisu

objgtosci  czworo$cianu  rozpigtego na trzech wektorach liniowo
niezaleznych wu,v,w przez ich skltadowe w bazie ortonormalnej. Mamy

wowczas, ze
V=¢uuy,w,. (D.7)
Jezeli rozpatrujemy iloczyn wektorowy dwoch wektorow u 1 v
wW=uxv, (D.8)

to tatwo udowodni¢, ze dla sktadowych tych wektorow w tej samej bazie
ortonormalnej spetniona jest rOwnos¢
W, = Ell V- (D.9)

1 1

Z definicji symbolu ¢, (D.3) wynika, ze w,-u, =wy, =0. A zatem

wektor w jest prostopadty do obu wektorow u 1 v.
Z drugiej strony, z (D.9) wynika, Ze

WW, = E Wl V. (D.10)

Lewa strona tej rownosci jest rowna kwadratowi dlugosci wektora w,
. . 2 . . ,
poniewaz |w| =ww,. Strona prawa, zgodnie ze wzorem (D.7), jest rowna

objgtosci czworoscianu rozpigtego na tych wektorach. Jest to iloczyn pola
podstawy 1 wysokos$ci. Oznacza to, ze iloczyn wektorowy jest wektorem,
ktorego dlugos¢ jest rowna polu réwnolegtoboku rozpigtego na wektorach
uiv.

Tensory euklidesowe sa elementami przestrzeni utworzonych
z przestrzeni euklidesowych wektorowych 3,. Przestrzen tensoréw rzedu p

(o walencji p) 7', jest otrzymana z przestrzeni 3, w wyniku p-krotnego

iloczynu tensorowego J;. A zatem mamy, ze
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T,=3;09;0.03;.

Tensory drugiego rz¢du sa wigc elementami przestrzeni 7, =3, e J; .
Jezeli tensor A € T,, to w ustalonej bazie ortonormalnej e, mozna napisac,
ze

A=4e e, . (D.11)

Tensor drugiego rzegdu A e7, w ustalonej bazie mozna zatem
traktowac¢ jak wielkos¢ dwu indeksowa 4;. Podobnie mozna rozpatrywaé

tensory o dowolnej walencji.
O rzedzie tensora bedzie nas informowata liczba wolnych indekséw.
Wielko$¢ L, jest reprezentacja tensora czwartego rzedu, natomiast

wielko$¢ L, =L, + L, + L5, jest reprezentacja tensora drugiego rzedu.

W zapisie indeksowym w ustalonym uktadzie kartezjanskim mozemy
napisac.
Dla wektorow

X<,

U-veR S uy,,

uveT, Suy,;. (D.12)
Dla tensorow

1<9,.

A& 4, (D.13)

Lo Ly,.

Dla tensorow drugiego rzgdu mozna rozpatrywac nastepujace

operacje:
tr1=9, =3,
rA=4, R,

det A =det(4;) eR.,
Alel, (AT)U. =4,
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2
A=AA€eT,

n—1

A=AAeT,
Ix=x
Ax=A-xeT, =3,
y-Ax=x-A".y=
A-(y®Xx)er
AR®XeT,

ABeT,

A-Be®
A®BeT,

800 0

U R R
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A A

ip*Tpj°

(A A =A A A A

ip“pj im* mn

OyX; = X,

A.x.

/A

(D.14)

Yidyx

U}

Jezeli tensor drugiego rzedu spetnia warunek

QQ"'=Q'Q=1

=

QmiQmj = QimQjm = 511 >

to taki tensor nazywamy temnsorem ortogonalnym. Zachodzi woOwczas

réwnos¢é

Q' -Q.

Dla tensoréw drugiego rzgdu 1 tensorow czwartego rzedu mozna dokonaé

nastepujacych operacji:

L-AeT,
1e1T,
I-A=A
A-LeqT,
TrL e ®
1-L-1e®
LT

8000000

L;‘jklAkl >
(I)ijkl = 5;'1;5‘

jI

é‘iké‘lekl = Aij
L. A

(D.15)

ij°

iij >

iij 2

(LT );,-k/ = Lk/g,' .
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Gdy
LHeq,,
to
L-Heg N LyHy, (D.16)
L ° H € (Z:t = LijmnHmnkl .

Symbol permutacyjny &, (D.3) mimo, ze jest wielkoscia trdj

indeksowa, nie jest reprezentacja tensora trzeciego rzedu.
Zgodnie z transformacyjna definicja tensora, tensor T rzedu p o
sktadowych T ) w uktadzie {x,k}, w innym uktadzie kartezjanskim {x,}

...........

zwiazanym z {x, } zalezno$ciami

Xi=a,x, (D.17)

ma sktadowe T;wu , przy czym

~

T, =aco..«a o Tl (D.18)

rs..tu risjt tm~"un” ij..mn >

gdzie macierz ¢,, jest macierza ortogonalna.
Mozna pokaza¢, ze symbol permutacyjny &, podlega regutom

transformacji tensora (D.18) tylko dla transformacji reprezentujacych obroty
uktadu, gdy det(¢r,,)=+1. Nie podlega tym regutom dla odbi¢, gdy

det(r,,, ) = —1. Fakt ten wynika z definicji wyznacznika macierzy (D.6). Gdy
w (D.6) przyjmiemy, ze A, = ¢, to otrzymujemy wzor na transformacjg

symbolu permutacyjnego

&y detla,, )= ¢,,0,0,0,, (D.19)

ir~ js

Obiekty geometryczne o tych witasno$ciach nazywa si¢ pseudotensorami.
I tak na przyktad pseudoskalarem bedzie wielkos¢ (D.7), pseudowektorem
bedzie iloczyn wektorowy dwoéch wektoréw (D.8). Pseudowektor
u, = &, A, nazywamy wektorem dwoistym do tensora A4, i zalezy on tylko

od czesci antysymetrycznych tensora A . Mamy mianowicie, ze
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u=Ay = Ay, u, =4y - 45, uy=4,-4,.
Wektor dwoisty do tensora symetrycznego jest wektorem zerowym.
Wtlasnos$¢ t¢ mozna uogo6lnic.
Niech T,S,W € T, sa trzema tensorami drugiego rz¢du, wowczas
a) jezeli T-S=T,5,=0 dla kazdego S, to tensor T =0 (est
tensorem zerowym),
b) jezeli T-S=T,S, =0 dla kazdego S symetrycznego (S"=8), to
tensor T jest tensorem antysymetrycznym (T" =-T),
c) jezeli T-W=TW, =0 dla kazdego W antysymetrycznego

(W' =-W), to tensor T jest symetryczny (T" =T).

Kazdy tensor T e 7,mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy
jego czesci symetrycznej 1 antysymetrycznej

T=TY+T,

gdzie
T = %(T +T7), T = %(T ~-T"). (D.20)

Wykorzystujac podane powyzej fakty mozemy napisac, ze
T-S=(TY+T“)- (S +8“)=T% .8 + T .8, (D.21)
poniewaz
T .8 =T .8% =0. (D.22)

W mechanice o$rodkow ciagtych z podanych wtasnosci korzysta sig
przy dowodzie symetrii tensora naprgzenia.

W mechanice osrodkow ciagltych korzysta si¢ rowniez z tak zwanego
twierdzenia o dzieleniu tensoréw. Przy definiowaniu operacji na tensorach
nie zdefiniowali§my operacji dzielenia tensora przez tensor. Zostata
natomiast zdefiniowana operacja nasunig¢cia dwdch tensorow.
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Jezeli dane sa dwa tensory LeT,, A €T,, to mozliwe dziatania na
tych tensorach zostaty podane w (D.14) 1 (D.15).
I tak w wyniku ich petnego nasunigcia L - A otrzymujemy tensor rzedu dwa
(L4, )- Wykorzystajmy tg wiasnosc.

Niech rozpatrywana przez nas fizyczna wielkos¢, w danym
prostokatnym uktadzie kartezjanskim, jest opisana uktadem 3* =81 liczb
L, . Zakladamy, ze przy zmianie uktadu wspotrzednych, wielkos¢ L, 4,

1

dla dowolnego tensora 4,, transformuje si¢ jak tensor drugiego rzgdu.

Mozna wowczas pokaza¢, ze liczby L, sa skladowymi tensora czwartego

rzedu. Nalezy pokazaé, ze skltadowe te transformuja si¢ wedlug wzoru
(D.18). Wlasno$¢ ta znana jest jako twierdzenie o dzieleniu tensorow.
Korzysta si¢ z niej przy dowodzie, ze gradp=v (gradient skalara jest

wektorem), gradv = A (gradient wektora jest tensorem drugiego rzedu).
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