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Nie w c h o d z ą c tu bl iżej w n a t u r ę p o d s t a w y z j a w i s k , e l e k t r y c z n e m i z w a n y c h , oznacza się n a z w ^ 

elektryczności n i e t y l k o ogó ł t y c h ż e , a le także s a m ^ p o d s t a w ę o w e g o s t a n u c i a ł , w k t ó r y m o n e 

w s p o m n i a n e z j awi ska p r z e d s t a w i a j ą . P o n i e w a ż e l e k t r y c z n o ś ć n a d o b r y c h p r z e w o d n i k a c h n a e l e k t r y -

z o w a n y c h o k a z u j e s ię , j ak w i a d o m o , n a ich p o w i e r z c h n i , k t ó r e j k a ż d a czą s t eczka e l e k t r y c z n e przy-

c iągan ie l u b o d p y c h a n i e o b j a w i a , w i e l k o ś ć t a k o w e j siły (O, od j a k i e j k o l w i e k cz^isteczki powie rzc l in i 

pochodz^icej i w od leg łośc i = 1 c z y n n e j , u w a ż a się za m i a r ę n a g r o m a d z o n e j t a m ż e e l e k t r y c z n o ś c i , 

a i l o r azem o t r z y m a n y m z dz ie len ia t e j ilości przez w ie lkość p o w i e r z c h n i , w y s t a w i a s ię n i e j a k o gęstość 
e l e k t r y c z n o ś c i na te jże cząs teczce , od k tó r e j to gęs tośc i tak z w a n e napięcie e l e k t r y c z n e czyli natężenie 
jej siły zawis ło . P rzez t ak ie z a t r z y m a n i e z w y k ł y c h p o j ę ć z d a w n i e j s z e j fizyki n ie p o p a d n i e m y w s p r z e c z -

n o ś ć z dz is ie j szemi w y o b r a ż e n i a m i o n a t u r z e z j a w i s k reszty w a l n y c h d z i a ł a c z ó w w p r z y r o d z i e , k t ó r e 

się w ściśle r ó w n o w a ż n i k o w y c h s t o s u n k a c h n a w z a j e m przeobraża j f i ( m e t a m o r f o z u j j i ) , ani leż z n a j -

w y ż s z e m p r a w e m n a t u r y , stateczność materyi i siły ( m i m o wszys tk ich t a k o w y c h m e t a m o r f o z ) o r z e k a -

(1) Pod wyrazem siła nie rozumiemy coś samoistnego, byt swój poza rzeczami materyalnemi lub bez nich majgcego 
am tez ostaleczng już przyczynę zjawiska, lecz uważamy j^ za miarę wielkości ruchu, a mechanika analityczna nazywi 
j? spólczynnikiem różniczkowym dru{?iego rzędu z drogi i czasu w ruchu nie jediiosiajnie zmiennym. 
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j^ceni , a u ł a t w i a m y sobie b a r d z o u jęc ie w y p a d k ó w rozl icznych doświadczeń w m a t e m a t y c z n e wzory 

i t o r u j e m y d rogę do w y p r o w a d z a n i a na jogóln ie j szych p raw za p o m o c y r o z u m o w a ń ana l i tycznych, 

jak się to z rozwiązania d a n e g o tu zagadnien ia okaże . 

Gdy odosobn iony p r z e w o d n i k m a pos tać kul i i przez udzielenie zostanie n a e l e k t r y z o w a n y m , na tę -

żenie e lek t ryczne w k a ż d e m miejscu jego powierzchn i jest zupełnie j e d n a k i e , j ak gdyby był dokoła 

okryty c i e n i u c h n § w a r s t e w k ą , j e d n o s t a j n i e nape łn iony j ak imś f izycznym dz ia łaczem, k tó rego naj -

mnie jsze cząsteczki w dzia łaniu s w o j e m s tosu ją się do p r a w a , w z o r e m /"(w) orzeczonego, a ma-

jącą g rubość wszędzie j e d n a k ą i r ó w n ą różnicy p r o m i e n i kul spó ł ś rodkowych , k tórych powie rzchn iami 

ogranicza się z wierzchu i ze spodu . W takim b o w i e m razie działania wszys tk ich po jedynczych cząstek 

w każdym punkc i e przes t rzen i , zamknię te j do lną powierzchn ią o w e j w a r s t e w k i , znoszą się zupe łn ie , 

jak to s t an r ó w n o w a g i e l ek t ryczne j w y m a g a . Jeśl i w zakres działalności tak nae l ek t ryzowane j kuli 

dos tan ie się d ruga ku l a m e t a l o w a , czy to e l ek t ryczna , czy w n a t u r a l n y m jeszcze (nie e l ek t rycznym) 

stanie zostająca, n a t y c h m i a s t dla powsta łe j inf luencyi n o w y stan r ó w n o w a g i a t em s a m e m inne u ł o -

żenie się elektryczności na obu ku lach nas tąpić mus i . Mianowicie dokoła osi, idące j przez ś rodki 

obydwóch kul , uk ład ten będzie symet ryczny , a to wsku tek tego, że w r ó w n y c h o d s t ę p a c h ką towych 

dokoła tejż€ osi gęs tość e lek t ryczna jest j e d n a k a i zmienia się j e d y n i e z o b w o d a m i kół , leżących n a 

tych ku lach pros topadle do w s p o m n i a n e j osi. Dla oznaczenia więc mie jsca j ak iegoś p u n k t u , w k tó rym 

gęstość elektryczności znać c h c e m y , po t rzeba tylko wynaleźć równoleżn ik , na k tó rym ten p u n k t leży, 

p rowadząc od niego do ś rodka kuli p r o m i e ń , który z l ini ją d o ś r o d k o w ą obu ku l , t. j . z ich stałą osią 

ką t w mowie b ę d ą c y zamyka . Kąt ten zwykliśmy obliczać w t en sposób , iż j ego w a r t o ś ć = 0 

o d p o w i a d a najbl iższym, a wa r to ść = 1 8 0 " na jodlegle jszym dwu na te j osi leżącym p u n k t o m 

o b y d w ó c h kul . 
Podanie sposobu wynalezienia gęstości elektrycznej w każdym punkcie powierzchni tak na jednej jak i na 

drugiej kuli, znając wielkość ich promieni i ilość elektryczności na nich, jest przedmiotem niniejszych 
wywodów analitycznych, k tó rych rozpoczęcie n iecha j jeszcze poprzedzi ta u w a g a , że na o b u odoso-
bn ionych ku lach o b y d w a ga tunk i e lekt ryczności a n a w e t te o b y d w a ga tunk i na tej s a m e j kul i znaj-
d o w a ć się mogą , co w r a c h u n k u p rzec iwnemi znaczkami jakości oznaczać się będz ie , rozumiiejąc pod 
gęstością u j e m n ą — k gęs tość elektryczności d rug iego g a t u n k u , przec iwną te j , k tó rą z ^ Ą - k p rzy j ę to ; 
tudzież, że na rozpraszanie się e lekt ryczności w przes t rzeń otaczającą żadnego tu wzg lędu mieć nie 
będz iemy, j ak gdyby izolowanie było n a j z u p e ł n i e j s z e m ; nareszcie, że wszystkie l i tery w nas t ępu jącym 
r a c h u n k u użyte oznaczają te s ame ilości, co i w m o j e m dawnie j w y d a n e m dziele : « Yortrdge aber 
hóhere Physikn. L e m b e r g , 1857, do k tó rego dla ła twiejszego o r i e n t o w a n i a się odsy łam szanownego 
czyte lnika . 

Głównym w a r u n k i e m ułożenia się e lektryczności do równowag i j es t takie rozpos ta rc ie się j e j na 
obydwóch danych ku lach , iż wszelkie działania obecnych elektryczności w każdym w e w n ę t r z n y m 
punkc i e tak j e d n e j j ak i d rug ie j kul i da ją ostatecznie w y p a d k o w ę = 0 . Lecz przyjąć w y p a d e k całego 

działania = 0 , znaczy tyle, co funkcyę , przez Gaussa Potencyałem o b e c n y c h działaczów nazwaną , 

uznać za ilość sfa^ą. 

Oznaczywszy więc l i t e rami Vi i Ya po tencya ły e lektryczności , odpowiedn ie p ierwszej i d rugie j kul i , 

a l i te rami Cj i C-2 dwie ilości s tałe , k tó rych war tość później da się oznaczyć, dla każdego p u n k t u we-

wną t rz p ierwszej kul i leżącego, mus i być 

(1) V i - f - V 2 = C i , 

a dla każdego, w e w n ą t r z d r u g i e j kuli po łożonego , tak samo 

gdyż p u n k t a w e w n ę t r z n e j e d n e j kuli są zarazem w obec kuli d rug ie j p u n k t a m i zewnę t r znemi . 
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Lecz w e d ł u g u s t ę p u , Filf(er Yortrag, w s p o m n i a n e g o wyżej dzieła m e g o , potencyał w punkc i e 
zewnąt rz kuli o p r o m i e n i u a w odległości r od j e j ś rodka leżącym, m a war to ść 

(3) 

a że dla p u n k t ó w zewnęt rznych i dla tego 

t r zyma jąc się te j s a m e j co t am m e t o d y , także 

(4) 

czyli położywszy 

nareszcie 

(5a) 

T y m s a m y m s p o s o b e m dla p u n k t u w e w n ą t r z tej kul i leżącego o t r z y m u j e m y 

Ghcgc więc rozwięzać dane zagadnien ie , należy w z n a j o m y m , gęs tość wyslawiaj^icym wzorze (ohacz 
E i l f t e r Yor t r ag n" 24 i 25) 

(6) 

uwzględn iwszy tę okoliczność, iż d la symet rycznego uk ładan ia się e lek t rycznośc i na obu ku l ach do 
koła stałej ich osi, gęstość k jest ty lko funkcy^i z m i e n n e j ilości O, a od k§ta nachy len ia iv wca le nie 
zależy, zatem J,i także n a s t ę p u j ą c ą f o r m ę 

(7) 

mieć może, zamias t p o d w ó j n y c h całek J i , J^ . . . J^i położyć należycie oznaczone war tośc i im 
o d p o w i e d n i e . 

Pon ieważ d la 

tudzież dla 
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i t ak s a m o 

p o d ł u g w z o r u L e ż a n d r a (*). 

(1) Można łatwym sposobem wyprowadzić ten ważny wzór jak następuje : Wiadomo, że całka nieoznaczona 

a całka oznaczona 

Wedłng lego wzoru rozwińmy wyraz 

zaś będzie, a otrzymamy : 

Że zaś nielylko dla ® = 0. lecz także dla ® = 2- , slaje się t = 0 , wioc całka powyższa kilka razy przez wyższy) 
granicę co przechodzić musi; zatem potrzeba nam wykonać całkowanie naprzód od © = 0 do ^ = — potem 
znowu od ® = - + £ do = i wypadki tych obydwóch całkowali zsumować, wystawiając sobie przez £ iłość 
nieskończenie mał?. Zrobiwszy to mamy 

a zatme 
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w i ę c także 

a w s k u t e k t ego 

czyl i k ł a d ą c 

(10) 

Z tego zaś wynika najprzód, że 

tudzież, biorąc ilości 15 i C w znaczeniu obrotu, także 

Majgc te wyrazy, niechaj będo współrzędne sferyczne jednego punktu, równolegle odpowiednio do osi x, ij, z 

cos f , s i n c o s u, sini}/sin?', 

a drugiego punktu lak samo 

pcosO, psin6costy, psinOsin?<\ 

Odległość u tych dwóch punktów od siebie wynajduje się z równania 

które po wykonaniu działań wskazanych, z przyczyny, iż także 

bezpośrednio do znajomego wzoru trygonometrycznego 

prowadzi. 
<1 

Wartość ułamku - da sięłalwo zamienić na całkę oznaczony, gdyż według powyższych rozwinięć 
u 
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u w z g l ę d n i w s z y zaś j e s z c z e , że ilości nawiasowe n i c z e m i n n e m n i e s§ , j a k ty lko w s p ó ł c z y n n i k a m i 
w r o z w i n i ę t y m u ł a m k u n a s t ę p u j ą c y m 

za tem ogó ln i e rzecz b i o r ą c 

Z tego wypada, iż 

Skoro stanie się O, wartość kąta X = 0, a 

gdy zaś 0 = 0, kąt X = a 

Obydwa ostatnie wyrazy można jak wiadomo rozwinąć w szeregi dostaw wielokrotnycli łuków; co uczyniwszy 
otrzymuje się, ze względu na 

bezpośrednio 

a że całka nieoznaczona 

całka więc oznaczona 

oczywiście także 

W skutek tego mamy właściwie 

tudzież tak samo 
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nareszc ie 

( l i ) 

W z ó r (8), z p r z y c z y n y , że 

s t a j e się p r o s t s z y m , d a j ^ c : 

(12) 

a p o t e n c y a ł o w e w y r a z y (Ba) i (S^) p r z y j m u j ą p o s t a ć : 

(13„] 

(13.) 

Nie p o t r z e b u j e m y tu oznaczać w s z y s t k i c h i lości Ao, Ai , A2.. . gdy poszed łszy za p r z y k ł a d e m P o i s s o n a , 

p o ł o ż y m y 

(14) 

i u w z g l ę d n i m y , iż d la p u n k t ó w l eżących na s t a ł e j osi o b u k u l , <|; = 0 , 

z a t e m L u = l , a 

(15) 

a narcszcift 

Jeżeli tylko m różni się wartości? swoj§ od m', odpadną tu wszystkie wyrazy z wyjątkiem pierwszego (o czem nie-
trudno się przekonać, zamieniwszy iloczyny dostaw na ich summy) i otrzyma się bezpośrednio wzór Leżandra 
(Legendre) 
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okazuje się. Różn iczku jąc więc r ó w n a n i e (1-i), będzie na jp rzód 

a wsku tek tego 

(16) 

ze względu zaś na wyraz p o d n° 11 

(17) 

jeżeli po w y k o n a n i u różniczkowania po łożymy x—\; 

czyli 

( 1 8 ) • 

Teraz aby d o j ś ć d o rozwiązan ia d a n e g o zagadnienia wypada oznaczyć n a j p r z ó d f{x) a p o t e m x). 
Rozróżniwszy więc i lości , odnoszące się do obu kul p r zydanemi im skaźn ikan i i , o>trzymamy dla 
tychże kul n a s t ę p u j ą c e wyrazy : 

względem p o t e n c y a ł o w e g o p u n k t u zewnę t rznego , 

(19) 

(20) 

tudzież 

(21) 

(22) 
względem po tencya łowego p u n k t u w e w n ę t r z n e g o . 

Gdy każdy p u n k t w o b u k u l a c h jes t względnie p u n k t e m z e w n ę t r z n y m i z a r azem także w e w n ę t r z n y m , 
o b y d w a zasadnicze r ó w n a n i a (1) i (2) p rzypuszczone j r ó w n o w a g i e l e k t r y c z n e j p r z e c h o d z ą w nas tę -
p u j ą c e ogó lne wyrazy : 

(23) 

(2 i ) 

między k t ó r e m i i s tn ie je zawisłość, w y r a ż o n a w r ó w n a n i a c h 

czyli ri r i w razie <;/ = O, gdzie b oznacza w z a j e m n § odległość obydwóch ś rodków kul . 
Z przyczyny przy ję te j r ó w n o w a g i e lekt rycznej , u ł a m k i w o b u r ó w n a n i a c h (23) i (24) tylko właści-

w e m i być m o g ^ , oczem też z r y s u n k u ł a two wykreś l i ć się da jęcego , nie t r u d n o się p rzekonać . 
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Funkcya leż x) w razie gdy -̂  = 0, zamienia się n a F (0 , x) = f { x ) ; gdy zaś na F(7r, 
/•(— x}; a lbowiem w t y m ostatnim przypadku 

zatem 

a 

W skutek tego powyższe równania s tają się prostszenii i zamienia ją się na na s t ępu j ące : 

(25) 

C20) 

Rozwiązanie tych dwóch szczególniejszych r ó w n a ń prowadzi także do oznaczenia war tośc i 
obydwóch funkcyj , k tóre t amtym równan iom ogólniejszym zadość czynią. Uskutecznić zaś to m o ż n a , 
za pomocą zwyczajnej me tody el iminacyi z uwzględnieniem, że r.̂  j ak to r y s u n k i e m ła two okazać, 
inne jes t w równan iu (-25) a zupełnie inne w (26); tudzież, że n - f r.2 = 6. Po wydzieleniu więc r j 
z t amtego a r , z tego równan ia , o t r zymuje się 

(27) 

(28) 

Widocznem tu jes t , że r i przybierać może wszystkie możliwe wartości między -f - ^ — ^i ' 
zaś r , tak samo wszystkie możl iwe wartości między -{-a. i —a.i. Dla e l iminowania więc funkcyi /"s, 

połóżmy — = w równaniu (28) i pomnóżmy je przez r ^ ^ , a będzie 

(29) 

o d e j m u j ą c zaś to osta tnie od (27) 

(30) 

czyli dla tego, że 

także 

(31) 
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Kłaclęc zaś nareszcie 

(32;, 

W e d ł u g metody rozwi jan ia wyrazów w szeregi, używane j w teoryi r ó w n a ń różn icowycł i , można 
na jp rzód wynaleźć funkcy ję , k tóra zadosyć uczyni r ó w n a n i u 

(33) 

po t em funkcy ję , k tó ra ma się tak s a m o względem r ó w n a n i a 

(34) 

a nareszcie przez z s u m o w a n i e tych o b y d w ó c h o t rzymać owg. f u n k c y j ę , k tóra uczyni zadość ró -

w n a n i u (32). 
Rozwi ja jąc funkcy ję równan ia (33) w szereg r o s n ą c y c h po tęg głoski a^ o t rzyma się 

za tem dla 

także 

zk^d bezpośrednio w y p a d n i e 

(35) 

Przyjąwszy tedy^ że 

a w ięc 

(30) 

tudzież 
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będz ie po pods t awien iu w (35) z uwzg lędn i en i em wzoru (36) 

11 

zkgd 

za tem 

a ze względu na 

także 

czyli 

a że wyżej 

po łoży l i śmy, os ta tecznie 

(36) 

W y r a z ten os ta tn i wskazu je , że szereg o t r zymany jes t szeregiem z w r o t n y m , m a j ą c y m za swą funkcyję 

ułamkoiuą rodzącą wyraz kształtu mianowic ie pos tęp g e o m e t r y c z n y , bo można r o z -

łożyć ową f u n k c y j ę na ułamki czękiowe, k tó rych mianownik i będą d w u m i a n a m i , szykującemi się 

w g e o m e t r y c z n y m pos tęp ie . Uważając zaś wyraz (36) z innego s t anowiska , n i e t r u d n o w n im d o -

pa t rzyć linijoioego równania różniczkowego, k tó re jak w i a d o m o m a tę własność , iż każde d w a w y p a d k i 

j e g o rozwiązania s u m o w a n e , dają z n o w u n o w e rozwiązanie , t . j . że, gdy 

d la 

tudzież dla 

także dla 

zawsze być m u s i . 

Kładąc p rze to 

i zarazem także 

Nietylko więc każdy z p ie rwias tków tego równan ia 

ale także ich s u m a a - f - a ' czyni zadość powyższemu r ó w n a n i u (3G). 

Położywszy zaś ca łk iem ogó ln ie An = Pa"4-Qt5"> rozumie j ąc pod P i Q p ierwias tk i równania43G) 

i uwzględniwszy , że 
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ol rzyniu je się lakże 

a 

czyli 

(37) 

(38) 

Lecz ponieważ i];o= 1, w i ę c dla n = 0, w y p a d a z tego os ta tn iego r ó w n a n i a najprzód, że 

a następnie, że 

za t em 

a wprowadz iwszy te war tośc i do (37), 

Maj^c wzgigd na to , że h — a i przeds tawia s u m ę o b y d w ó c h p ie rwias tków, zaś a^- iloczyn tychże; 
za tem — AJ, tudzież z czego znowu 

okazu je się nareszcie 

(39) 

a 

(40) 

P o s t ę p u j ą c tym s a m y m s p o s o b e m w r ó w n a n i u (34), o t r z y m u j e się tak s a m o 

gdzie 

a ze względu na 

lakże 
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ż a l e m 

d l a tych zaś o s t a t n i c h w a r t o ś c i 

a na reszc ie 

(41) 

F u n k c y a p r z e t o , u r z e c z y w i s t n i a j ą c a r ó w n a n i e (32), b ę d ^ c w e d ł u g t e g o , co wyżej p o w i e d z i a n o , 

s u m ^ o b y d w ó c h f u n k c y j (40) i (41) , m a n a s t ę p u j ą c ą p o s t a ć (') 

(42) 

(') Przeprowadzone lu rozwiązanie równania (32) byłoby jeszcze ogólniejszem. gdyby równanie 

rozwinięte i do wyrazu (42) dodane zostało, co według metody 1'oissona tak się uskutecznia : 
Kładce w (I) 

otrzymuje się 

czyli 

a dla to jest wyrażajgic pierwiastki tego równania głos-

kami ni i [i, ponieważ i , \>.in= l, także 

zatem 
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T ^ s a m § d r o g § d o j d z i e m y też d o f u n k c y i m i a n o w i c i e do w y r a z u : 

(43) 

k tó ry ze w z g l ę d u n a r ó w n a n i a : 

t udz ież na t ę oko l i czność , że d l a 

t akże 

przypuściwszy zaś, że 

oczywiście także 

a kładąc jeszcze 

nareszcie 

z tego równania widać, że funkcyja w mowie będąca jakąś potęgą być musi. Kładę więc 

wskutek czego 

to jest 

jest 

Dla niezależności piewiastków m, p. od innych ilości, tudzież dla tego, że 

a więc 
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i d la t ego też b e z p o ś r e d n i o 

a z t^d na reszc ie 

w y p a d a , p o w y k o n a n e m p o d s t a w i e n i u i na l eży t em u p r o s z c z e n i u p o s t a ć n a s t ę p u j ą c ą p r z y b i e r a : 

( 4 4 ) 

Te raz n i e t r u d n o o z n a c z y ć o w § o g ó l n ą f a n k c y j ę , p o d a n ą p o d l iczbą (14) , r o z w i n i ę t ą w szereg r o s n ą c y c h 

p o t ę g z m i e n n e j gdy się n a j p r z ó d k a ż d y w y r a z s u m y S, m a j ą c y p o s t a ć ^ ^ ^ , p o d ł u g w z o r u 

na l eżyc i e r o z w i n i e i u w z g l ę d n i , że 

co tylko wtedy być może, jeśli . Ze względu na to 

, zatem [obacz (II)] 

a całkiem ogólnie rzecz biorąc, nareszcie 

(IV) 

gdzie L znowu może być funkcy? ilości a?, która nie zmieni się, gdy zamiast x położymy 

Wyrażenie ostatnie (IV), otrzymane dla funkcyi f{x) należałoby dodać do powyższego rozwiązania, aby ono ogól-
niejszem się stało. W zagadnieniu jednak naszem należy połużyć L = 0, unikając tak zwanych ilości urojonych 

które sę mu zupełnie obce, a któreby w przeciwnym razie okazać się musiały, gdyż według przypuszczenia - = x 
n 

dla a r = r , 03 = 1, a funkcyja 

zawiera zatem w sobie wartość urojoną. 
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F u n k c y j a ta os ta tecznie tak się wyraża : 

P o tych anal i tycznych w y w o d a c h , m a j ą c fo rmułk i na wszys tk ie ilości do rozwiązan ia danego za-
g a d n i e n i a n i ezbędn ie po t r zebne , pozosta je tylko jeszcze, bl iżej okreś l ić w a r t o ś ć i lości s ta łych Ci , Cg, 
co bez t rudnośc i usku teczn ić m o ż n a . Gdy się b o w i e m ilość e lek t rycznośc i na j e d n e j kuli przez Ei 
a na drugie j przez Eg wyrazi , m a m y 

a ze wzg lędu na 

tudzież n a 

czyli 

także 

za tem 

położywszy zaś w (42) x = 0, nareszcie i to bezpoś r edn io 

(4G) 

to jes t 

i również tak s amo 

z k tó rych to d w ó c h os t a tn i ch r ó w n a ń obie ilości stałe Gi i C2 bez t r u d n o ś c i oznaczyć się dadzą , 
sko ro tylko ilości Ei , E^ l iczbami sa w y r a ż o n e i współczynnik i STu, S i , S u na leżyc ie ob l i -
czone zos tana . 

D W . U R B A Ń S K I . 
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