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(Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu dnia 13 września 1879 roku. ) 

R I E M A N N W V . 185i, w swej rozprawie habili tacyjnej p. t. lleber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonornetrische Reihe, podał zupełnie now^ delinicyę całki określonej i dał zarazem 
pierwszy w swym rodzaju przykład funkcyi przerywającej się nieskończony liczbę razy w przedziale 
tak małym j a k się podoba, a jednak nadaj§cej się do całkowania w tym samym przedziale. Fakt ten 
zwrócił na się powszechny uwagę matematyków z tego mianowicie względu, że prawdziwość twier-
dzenia o istnieniu pochodnej oznaczonej dla każdej funkcyi ciygłej została przez to w swych podstawach 
zachwiany. Od czasu wszakże Riemanna w badaniach tego przedmiotu wcale naprzód nie postą-
piono; bo zamiast szukać przyczyn ogólnych tego rodzaju osobliwości, ograniczono się tylko do 
poszukiwania coraz nowszych funkcy j nieciągłych i całkowalnych, lub też funkcyj ciągłych majycych 
pochodne nieciągłe (Hankel, Schwarlz , Weierstrass, Du Bois Reymond, Thoma?, Darboux, Dini, etc.)-

Mniemam że w pracy niniejszej niedostatek ten uzupełniłem, to jest że kwestyę różniczkowania 
i całkowania funkcyi rzeczywistej j e d n e j zmiennej rzeczywistej rozstrzygnąłem w całej ogólności. 

I. — R Ó Ż N I C Z K O W A N I E 

§ 1. 

ilość zdążajyca nieograniczenie ku zeru nazywa się nieskończenie małą. 
Wartość bezwzględna nieskończenie małej jest nieoznaczoną; ona bowiem iest zawsze większą od 

zera i mniejszy od wszelkiej innej liczby oznaczonej : a oznaczoną mogłaby być tylko wtedy, gdyby 
była równa pierwszemu lub drugiej . 
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1 TAMIĘTNIK T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCH W PAllYŻU. — TOM XII. 

Znak nieskończenie małe j j e s t , ogólnie mówiąc , także nie oznaczony; jeżeli j ednak nieskończenie 
mała jesl dowo lną , to można o niej założyć, że w dążeniu sweni do zera, zmienia się sposobem 
ciągłym, i tym sposobem zapewnić stałość czyli oznaczoność j e j znaku. 

§ 2. 

Jeżeli każdej dowolne j wartości zmienne j x odpowiada war tość zmienne j to mówi się, że y jest 
funkcyą zmienne j i wyraża się to anal i tycznie, pisząc : 

y = f { x ) . 

Niech więc f{x) oznacza funkcyę rzeczywistą zmiennej rzeczywistej x, e i e' niech będą liczbami d o -
datnemi nmiejszemi od jedności , i 8 nieskończenie małą dowolną zmieniającą się sposobem ciągłym. 

Ponieważ na e i e' można wybrać wszelkie liczby dowolne zawarte między O i 1, to f{x~z'S)\ 
są k tóremikolwiek z wartości funkcyi odpowiada jących przedziałowi zmiennej niezależnej 

ogran iczonemu w^artościami x — S i 
Otóż, różnica : 

jako funkcya ilości <J przy dowolnie wybranych t i może być tylko : a lbo nieskoi i rzenie małą , 

a lbo oznaczoną, albo nareszcie nieoznaczoną. 

Jeżeli różnica f{x - f tS) — f{x — jes t nieskończenie małą , funkcya f i x ) nazywa się cingła 

w punkc ie x. 

Jeżeli zaś ta lóżnica jest oznaczoną, to nie może jednocześnie zależyć ani od wartości bezwzględnej 
ilości (5, ani od E i E', jako od wielkości n ieoznaczonych; lecz że może piY.ytem. zależy ćod znaku ilości (5, 
jako oznaczonego, to posiada wogóle dwie tylko różnice wartości, z k tórych każda odpowiada i n n e m u 
znakowi nieskończenie małej 5, i które odróżniają się mięcizy sobą samym tylko znakiem. Funkcya 
f{x) nazywa się wtedy przerwaną \[ih nieciągłą w punkcie x. 

W przypadku nareszcie t rzecim, t. j . gdy różnica f { x 1 ^ ) — f {x — t'6) jest nieoznaczoną, f u n k -

cya f{x) nazywa się nieoznaczoną w punkcie x. 

Jeżeli różnica f{x Ą-1^) — f {x — jes l nieskończenie małą dla wszelkiej wartości zmienne j 

zawarte j w przedziale od x=a do x = b, b>a, i jeżeli prócz tego różnice 

są także nieskończenie małe przy 5 d o d a t n e m , to mów i się że funkcya f {x) j es t ciągłą w prze-

dziale od x ^ a (\o x = b. 

Może się zdarzyć , że funkcya f{x) z rywa swą ciągłość lub s taje się nieoznaczoną w niektórych 

pnnktach przedziału b — a. i liczba tych p u n k t ó w może być znowu skończoną lub nieskończenie 

wielką. 
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o RÓŻNICZKOWANIU I CAŁKOWANIU FUNKCYI R Z E C Z Y W I S T E J . 3 * 

Nareszcie, fiinkcya f [ x ) może być przerywany lub nieoznaczony, we wszystkich p u n k t a c h , to jest 
w całym przedziale od x = a do x= b. 

Wogóle , jeżeli granice wyrażeń : 

nazwiemy znaczerdami funkcyi f{x), to wed ług tego czy różnica 

w przedziale od x=a do x jest zawsze nieskończenie mały lub nie jes t , f u n k c y a f ( x ) nazywać 
się hęćzie Jednoznaczną a]ho dwuznaczna. 

W ten sposób wszystkie funkcye rzeczywiste j edne j zmiennej rzeczywistej rozdzielają się na dwie 
wielkie klassy : do klassy funkcyj jednoznacznych należy tylko ciygłe , a do klassy f u n k c y j d w u -
znacznych należy przerywane i nieoznaczone (*). 

(•) Winieiieni w tern miejscu zwrócić uwagę na nader ważnyi okoliczność, dotyczgcgi możliwości rozwijania funkcyj 
w szeregi trygonometryczne. 

AYiadoino jest po-wszeclinie, że podstawę toj możliwości dla funkcyi rzeczywistej i peryodycznej stanowi twier-
dzenie wyrażające się równaniem : 

w którem 

i które ma mieć miejsce niezależnie od tego czy funkcya f{x) jest w punkcie x cijgłgi czy przerwań?,. W tym 
ostatnim jednak przypadku twierdzenie to jest nieprawdziwe. Jeżeli bowiem funkcya f{x) jest przerwań? w punk-
cie X, będzie : 

rozumiejąc przez c i c' slałe dowolne dodatne. 

Jakoż, jeżeli funkcya f{x) zrywa swg ciągłość w punkcie x, to oznaczając przez o i o' nieskończenie małe do-
datne, pierwsza część uważanego równania wyrazi się właściwie w ten sposób : 
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1 T A M I Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCH W PAllYŻU. — TOM X I I . 

§ 4. 

Jeżeli teraz w różnicy 

założymy t = i , t ' ~ O, i uważać będziemy stosunek 

to oczywista, że o s tosunku tym może b y ć mowa w razie tylko jednoznaczności funkcyi f{x-). Dla 
funkcyj dwuznacznych w punkc ie x s tosunek ten jest zawsze albo nieskończenie wielki , a lbo n ie 
oznaczony. 

Stosunek — ( f i ^ ) nazywa się pochodn^i funkcy i f{x). 
o 

w rozważaniu p o c h o d n e j przedstawić się mog§ trzy tylko na s t ępu j ące przypadki : 

1" albo s tosunek / l £ z h i l z i / l £ 2 zależy od nieskończenie ma łe j S, i wtedy p o c h o d n a funkcyi f{x) 

jest nieoznaczony wraz z 5; 

A jeżeli teraz zamiast zmiennej a wprowadzimy zmiennę {i tak§, ażeby dla całki pierwszej bjio x — x — — 
a dla całki driig;icj a — x = 2,3, to powyższe wyrażenie przyjmuje jeszcze postać następujcie? : 

Otóż, za pomocgi podstawienia (2n 1)[3 = z, wyrażenie to przechodzi na 

czyli 

Ponieważ nieskończenie małe o i o' nie majg żadnego związku ani pomiędzy sob? ani też z liczbą ii, to należy 
wogóle położyć 

c. b. d. d. 
Ten wynik dowodzi oczywiście że szereg trygonometryczny przedstawia fankcyę f ( x ) tylko w punktacli ciąułuści, 

i że w pnnktacli nieciągłości staje się nieoznaczonym, podczas gdy funkcya f{x} przyjmuje pierwszy all)0 drugj 
z dwóch wartości granicznych f{x — 0) i f{x -[- 0). 
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o RÓŻNICZKOWANIU I CAŁKOWANIU FUNKCYI RZECZYWISTEJ . 5 

2® albo s tosunek + — A ^ ) należy tylko od samego znaku nieskończenie małe j S, i w tedy 

pochodna funkcyi f{x) m a d w a różne i oznaczone znaczenia, odpowiada jące d w o m różnym znakom 

nieskończenie ma łe j S; 

3° albo wreszcie stosunek + ~ ^^^^ nie zależy wcale od ilości i w t e d y pochodna funkcyi/"(a:) 

ma tylko jedno oznaczone znaczenie. 

§ 5. 

Przykłady osobliwości ob ję tych przypadkami i a-̂ i™ sy tak często przyt raf ia jące się, że zby-

tecznem byłoby powtarzanie ich tu ta j dla wyjaśnienia kwestyi pros te j zreszty przez się samy. P o -

nieważ j ednak przykładu osobliwości obję te j przypadkiem nigdzie dotąd nie pokazano, to sydzo, 

że takowy będzie tu nawet pożytecznym. 

Szereg nieskończony 

w którym h j e s t u ł amkiem właśc iwym doda tnym i k liczby większy od jedności , przedstawia 

funkcyę taky właśn ie osobl iwość posiadajycy. 

Szereg ten j e s t oczywiście zbieżny i oznaczony dla wszelkiej wartości zmienne j x. Aby się zaś 
przekonać, że f u n k c y a który przedstawia jest ciygły, zna jdu jemy najprzód, w iadomym sposobem, 
różnicę 

Zakładamy nas t ępn ie 

czyli 

przez co na tura nieskończenie małe j S ani się odmien i ani się uszczególni, jeśl i tylko ilość X będzie 
nieoznaczony co do wartości bezwzględnej i stały co do znaku . 

Dla krótkości kładziemy jeszcze 

gdzie ponieważ dla n skończonego jest p,i = 0, a dla n = grn, to będzie odpowiednio , 

dla ). skończonego lub nieskończenie małego , 

Na mocy tych oznaczeń fo rmuła poprzedzajyca napisze się w ten sposób : 

( 1 ) 
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a Z p o w o d u że dla n skończonego 

można w niej m pierwszych wyrazów opuścić , t. j . położyć 

Otóż, ponieważ szereg nieskończony 

ma s u m m ę zawsze skończoną, to przez dobranie odpowiednio wielkiej liczby m, można uczynić 
różnicę 

mniejszą od wszelkiej wielkości d a n e j . Różnica ta posiada zatem na tu rę nieskończenie małe j , i funkcya 
przedstawiona szeregiem jes t ciągłą. 

Stosunek O l Ż Ł l Z y , czyli pochodna funkcyi f { x ) , wyraża się na mocy Ubrmuły (1) i n o -

wego oznaczenia ilości szeregiem nieskończonym nas tępu jącym : 

W przypadku kiedy M > 1, wyrazy tego szeregu nietylko że nie male ją , ale dążą do zawierania 
w sobie ilości dowolnej ),, jako granicy ku które j zmierza p,^. Pochodna za tem funkcyi ciągłej f[x) 
zawiera w sobie pa rame t r dowolny l , a za poś redn ic twem tego p a r a m e t r u zależy istotnie od nie-
skończenie małe j (5 (-). 

("-) l^odobn? osobliwość przedslawia także funkcya wyrażająca się szeregiem nieskończonym 

albowiem jeżeli założymy 

10 znajdziemy postępuj?e droggi vvskazan§ wyżej, 
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o R Ó Ż N I C Z K O W A N I U I C A Ł K O W A N I U FUNKCYI R Z i : C Z Y W l S T E J . 7 

Przeciwnie, gdyby w znalezionem wyrażeniu pocbodnoj założyć 1, wyrazy szeregu dążyce do 
posiadania pa rame t ru X malałyby nieoznaczenie, a skutkiem tego wp ływ tego parametru na pochodnę 
zniósłby się zupełnie. 

Tak więc funkcya dana posiada pocbodnę oznaczony lub nieoznaczoną, s tosownie do tego czy /</. < 1. 

czy też h k ^ \ . 

W przypuszczeniu że X jest nieskończenie małe , mamy ogólnie 

i fo rmuła poprzedzająca przechodzi na nas tępu jącą : 

którą otrzymać również można przez zastosowanie zwykłych prawideł różniczkowania do szeregu 

danego . 

Godnem jest także uwagi , że jeżeli k jest l iczbą całkowitą i x wyraża się f o r m u ł ą w k t ó r e j 

pierwsze względem k di q ca łkowi te , ostatni szereg p rzy jmuje war tość skończoną i oznaczoną, 
L rzeczywiście, pon ieważ dla n ' ; > q , = k^^-tptr jest zawsze wielokrotnością TT, a sku tk iem tego 

to szereg ucina się na wyrazie włącznie, i posiada s u m m ę skończoną i oznaczoną 

Odpowiedni wynik dla ), skończonego ma postać 

to jes t zawiera w sobie p a r a m e t r dowolny X, co s twierdza prawie dotykaln ie zależność znalezionej 
pochodne j od nieskończenie małe j S. 

W E I E R S T R A S S (•'') us i łował także podobną funkcyę zróżniczkować; lecz że w sposobie pos tępowania 
opuścił z uwagi konieczną tu dowolność ilości otrzymał tylko wynik szczególny, który z tego 
p o w o d u prawdziwej istoty rzeczy wyjaśnić nie mógł 

(3) Crelle, Journal, 78, Du Hois I>EYM0iND. Yersuch emer classification der icillkurlichen Funcłionen. Str. 21». 
W E I E R S T R A S S szuka pochodnej w punkcie ARO funkcyi 

w klórej 6 jest liczbgi mniejszą od jedności, a jest liczbą nieparzystą więks2ą od jedności, - zaś jest stosunkiem 
okręgu kola do średnicy. 
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§ 6. 

W poszukiwaniu funkcy j mających pochodne nieoznaczone, nie potrzeba iść tak daleko jakby to 
zdawało się wynikać z przykładu poprzedzającego. Jakoż, m a m y np . 

dla każdej wartości x\ a jeżeli założymy = \ , będziemy mieli, >również dla każdej 
wartości x : 

Ponieważ wyraz ^ ^ ^ ^ ^ ) , j a k o równy zeru, może być dodany do funkcyi jakiejkolwiek 
\ ni J m='JD 

bez sprowadzenia zmiany j e j wartości , to dodając go do funkcyi mającej pochodnę jednoznaczną, 
war tość tej funkcyi pozostanie tą samą , podczas kiedy pochodna j e j s tanie się n ieoznaczoną. Tym 
sposobem możemy przekształcić każdą funkcyę mającą pochodnę oznaczoną, na tę samą funkcyę 
ma jącą pochodnę nieoznaczoną. 

I I . — C A Ł K O W A N I E 

Kiedy już znany jest warunek różniczkowalności i wszelkie osobliwości różniczkowaniu towarzy-
szące są także znane i uporządkowane , to należy się spodziewać że zadanie znalezienia w a r u n k u cał-
kowalności powinno się dać również w zupełności rozwiązać. 

Tak też i jes t w istocie, j ak to zaraz zobaczymy. 

Dla znalezienia tej pochodnej WEIEHSTRASS wprowadza następujące oznaczenia : 

gdzie m jest liczbg całkowitsi dodatn? i nieograniczenie rosnąc?, a a„j jest najbliższy całkowitgi liczby 

2" 

a zaiem także 

l>onieważ według oznaczenia 1" jest zawsze 

to wynika oczywiście że różnica —a-o jest stale odjemng a różnica x" — o-o jest stale dodatng, i że z powiększaniem 
się liczby m wartości bezwzględne obydwóch malejg nieograniczenie. Różnice te odpowiadaj?! właśnie naszej nieskoń-
czenie małej 6. 

Oczywisl?i jest rzec^j że natura ich pozostanie w swej mocy jeżeli zamiast oznaczenia ii" pizyjmiemy następujące ; 

byleby tylko było 

albowiem różnice 

będę i w tym także przypadku zachowywać stale swe znaki i nieograniczenie maleć gdy m rośnie bez granic. 
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§ 
« Weźmy pomiędzy a i h szereg wartości rosnących Xu od a aż do h, i oznaczmy 

» dla krótkości X i — a przez Xi—Xi przez b — przez niech będą prócz tego a 
» liczbami doda tnemi mnie jszemi od jednośc i . S u m m a 

» zależy oczywiście od wyboru przedziałów Si i u ł amków n. Jeżeli ona , niezależnie od tego wy-
» b o r u , posiada własność zdążania nieoznaczonego ku pewne j stałej granicy A, gdy Si wszystkie 
» jednocześnie zmierzają k u zeru granica ta nazywa się całką okreś loną funkcyi f{x))), w prze-
dziale od x = a do x = b. 

Tę wyborną definicyę całki okreś lonej podał był U I E M A N N jeszcze w r. 1851 (^).*Lecz przyznać na -
leży że ani on sam ani też n ik t po nim nie ot rzymał z niej wszystkich poży tków jakie tu osiągnąć 
się da ją . 

Ponieważ granica s u m m y S nie zależy od wyboru u ł a m k ó w si, to zakładając S j ^ O i zastępując 
znakiem dx, cały szereg S można będzie wyrazić j e d n y m znakiem s u m m o w a n i a : 

Otóż, oznaczoność całki wymaga nadto , aby jej war tość A nie zależała od tego, k tóre z dwóch 

znaczeń 

funkcyi f{x) zna jdu je się pod znakiem całkowania . Warunk iem przeto j edynym całkowałności 
funkcyi f { x ) , w przedziale od x—a do x=b, jest równanie : 

Z równan ia tego wynika bezpośrednio , że wszystkie funkcye jednoznaczne są ca łkowalne , i że 

funkcye nie ca łkowalne należą tylko do dwuznacznych . 

i 2. 

A ż e b y t e r a z w klassie f u n k c y j dwuznacznych oddziel ić ca łkowalne od n ieca łkowalnych , rozdzie-
l imy j e najprzód na takie, k tórych własność calkowalności od granic ca łkowania zależy, i k tórych n ie 
zależy. Niecałkowalnemi ka tegoryi pierwszej będą oczywiście : 

1° funkcye dla k tórych różn ica 

Otóż, W E I E R S T R A S S otrzymał wartość pochodnej w założenia r — i ; a że wartości r , jako zawartych między ^ i 1, 

jest nieskończenie wiele, zatem wynik WEiERSTRASsa jest tylko jednym z pomiędzy nieskończenie wielu możliwycii» 
1 

odpowiadających wszystkim wartościom r zawartym między 2 ^ 

(5) Gesamm. inath. Werke. Ueber die Darstellbarkeit einer Function durcheine trigonometrischeReihe. Str. 225. 
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jes t różi iy od zera i z a c h o w u j e znak stały w całym przedziale ca łkowania ; 

2° funkcye dla k tórych e l emen t pierwszej części równan ia w a r u n k o w e g o , t . j . 

s taje się w przedziale ca łkowania p rzyna jmn ie j raz jeden nieoznaczonym lub nieskończenie wielkim^ 

byleby tylko te e lementy nieoznaczone lub nieskończenie wielkie nie znosiły się wza jemnie w prze-

dziale ca łkowania . 

Dla funkcy j zaś kategoryi drugie j można w równaniu w a r u n k o w e m granicę niższą a zastąpić 
zmienną x i wyższą b zmienną + skutk iem czego równan ie to przybierze postać prostszą : 

^ 3. 

Ażeby dać wyobrażenie o s tosowaniu tego twierdzenia, wskażemy na kilka ciekawych p r z y p a d k ó w . 
Pierwszy z nich przedstawia funkcya R i E M A N N a («), kształtu 

gdzie s jest liczbą d o d a t n ą , a znak {nx) jest nadmia rem liczby nx nad je j najbliższą całkowitą . 

Funkcya ta posiada zatem tę osobl iwość, że dla każdej wartości 

gdzie ]) nieparzyste i p ierwsze względem m a m y zawsze 

dla każdej zaś innej wartości x jes t 

(6) Gesamm. math. Werke. Ibidem sU'. 228. 

C) Z równania mamy a że p jest całkowitą nieparzyslą, więc także 

ogólnie , 

I 

albowiem nie wiemy czy liczba • jest bliższgi całkowitej czy leż całkowitej 

Aby tę węipliwość rozstrzygnąć dodajemy najprzód do wartości ilość i odejmujemy drugi raz ilość a'5 
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W a r u n e k przeto całkowalności sprowadza się tu do równania 

k t ó r e m u staję się zawsze zadość; a lbowiem ilość ^ jes t nieskończonością dowolną , a s u m m a 

nie jest dowolną nawet i wtedy gdy się s ta je nieskończonością , t. . gdy s < 1. 

Całką określoną od = 0 do x = x uważane j teraz funkcyi jest : 

szereg zbieżny i jednoznaczny dla wszelkiej wartości x 

Wtedy, jeżeli o jest dodatne, będzie odpowiednio : 

a zatem także 

l'odobna osobliwość, przy tej samej wartości x, miejsca mieć nie może dla innych skaźników oprócz 
kształtu + a że ona miejsca mieć także nie może dla żaduego skaźnika przy x wymiernych nieprzywiedlnych 
z mianownikami nieparzystemi i przy x niewymiernych, to mamy wogóle : 

1® przy X wymiernych nieprzywledlnycli z mianownikami parzystemi '•2q: 

2" przy X pozostałych : 

(8) Jeżeh ). oznacza licztję całkowitą, to z samego określenia znaku (y) wynika bezpośrednio : 

Oznaczając zatem przez m całkowitą najbliższą liczby y, mieć będziemy, niezależnie od tego czy m < y, czy 
też m > y . 

Ponieważ więc 

to oczywiście : 
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§ 4. 

Za drugi przykład weźmiemy funkcyę 

gdzie Z jes t ca łkowi te i większe od jednośc i , s stałe mniejsze od jedności , a znak E (A"^) jes t najbliższą 
ca łkowi tą liczby k''Kx w niej się mieszczącą. 

Ta funkcya przedstawia znowu taką osobliwość, że dla każdej wartości 

gdzie p pierwsze względem k a q całkowite , jes t zawsze 

d la każdej zaś inne j wartości x : 

W a r u n e k całkowalności sprowadza się w t y m razie do równania 

k t ó r e m u staje się zadość, a lbowiem jes t s < 1. 

Całką tej funkcyi w przedziale od x = 0 do x=x j es t : 

Funkcyę zadań? przedstawić także można w ten sposób : 

Zakładając teraz i — z'o, o > O, wyrazy objęte pierwszym znakiem summowania będ? dla 

obydwócli podstawień jednakowymi. Z przyczyny jednak że dla podstawienia pierwszego jest — = 
= a dla podstawienia drugiego — — = i , otrzymuje się bez trudności 

Dla każdej innej wartości x będzie znow u oczywiście 
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szereg zbieżny i jednoznaczny dla każdej wartości x 

Jeżeli 5 = 5 i ^ = 2 , szereg ten, podzielony przez 2, przedstawia znaną funkcyę SciiwARTza ( " ) . 

' § 5-

Jeżelibyśmy teraz chcieli znaleźć warunki całkowalności funkcyi zadanej przez szereg nieskończony 

którego współczynniki Cn są nieoznaczone, a k większe od jedności , to stosując powyższe twier-
dzenie, znajdujemy najprzód : 

Zakładając następnie, podobnie jak w § 5 rozdziału poprzedzającego, 

('«) Całka ę ^ ——— może się oczywiście wyrazić w ten sposób : 
Jo {y-mY 

w każdej z lycłi E{y) -J- 1 całek liczba E(?/) pozostaje stał?, a mianowicie : w całce pierwszej jest ona równa zeni,^ 
w calce drugiej równa jedności, w całce trzeciej równa dwójce, i t. d. aż nareszcie w całce E(y) + 1 równa E(i/). 
Na tej zasadzie mamy : 

a więc 

Jeżeli teraz weźmiemy pod uwagę że 

to oczywiście 

(»') Archioes des Sciences physiques et naturełles N'' 189, str. 33. 
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olrzymamy łatwo : 

a ponieważ dla n skoiiczonego jest pn = 0, to ł)ędzie także, dla in całkowitego i do ta tnego jak iego-
kolwiek : 

Tym sposobem warunek całkowalności funkcyi zadanej sprowadza się do równania : 

k t ó r e m u , z przyczyny nieoznaczoności czynników 

sta je się zadość jeżel i j e s t : 

rozumie jąc przez {^ j^ l l l j war tość bezwzględną ilości 

Podobn ie p o s t ę p u j ą c znaleźlibyśmy łatwo, że funkcyę dane przez szeregi : 

można zawsze całkować, jeśli tylko wyrażenia im odpowiednie 

dążą do zera gdy m nieograniczenie rośnie. 

Gałki f unkcy j w paragraf ie niniejszym przytoczonych mają tę osobliwość, że pochodne ich zawie-
r a j ą w sobie pa rame t r nieoznaczony, i zamieniają się na funkcyę zadane dopiero wtedy gdy w a r -
tość lego param.etru jest z e r em. 

§ 6. 

Co się zaś tyczy funkcy j których własność całkowalności od granic ca łkowania zależy, to ciekawy 
przykład funkcyi n ieca łkowalnej od do x = x, i ca łkowalne j od x,= a do x=x, przedstawia 
szereg n ie jednos ta jn ie zbieżny w sąsiedztwie x = 0 

którego s u m m a r ó w n ą jes t xe—'c\ 
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Oznaczając przez sumnnę p ierwszych m jego wyrazów a przez Rm(^) resztę , m a m y 

Ponieważ możl iwość istnienia całki / f{x)dx zależy tu oczywiście od możliwości istnienia 
J o 

całki qr I ''l\m(x)dx , to należy przedewszystkiem zbadać czy e l e m e n t p ierwszej części równania 
.t/o 

warunkowego całki ostatniej , t, j . 

slaje się w przedziale całkowania p rzyna jnmie j raz jeden nieoznaczonym lub n ieskończenie wie lk im, 

czy też się nie s taje . Otóż, zakładając (w- | -1 . ' i )m=x = / , ła two jes t zauważyć że e lement ten 

dla wartości x= qr{—^ ) ma postać 
\ /n - f i 

a więc z powodu że X, c i t są n ieoznaczonemi, staje się istotnie nieoznaczonym gdy c ma wartość 
skończoną. Szereg zatem f { x ) od -̂ = 0 do x=x ca łkowanym być nie może, podczas gdy od 

= a do x — x jes t c a ł k o w a l n y m ; a lbowiem jeżeli a i x ma ją ten sam znak, to szereg jest j edno-
stajnie zbieżny w przedziale ca łkowania , a jeżeli a i x ma ją znaki p rzec iwne , to e lementy nieozna-
czone pierwszej części równania w a r u n k o w e g o znoszą się wzajemnie , z p o w o d u że szereg przedstawia 
l i inkcyę nieparzystą. 

Przeciwnie , funkcya dana przez szereg : 

który także jest n ie jednos ta jn ie zbieżny w sąsiedztwie jc = 0, jest j e d n a k ca łkowalną od do 
x=x, i t em bardziej od x=:a do x = x, czego ła two jest dowieść, pokazując że w pierwszej części 
równania w a r u n k o w e g o e l e m e n t ó w nieoznaczonych lub nieskończenie wielkich nie ma . 

Warszawa duia 25 sierpnia 1879 roku. 
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