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BIFURKACIE, CHAOS 1 FRAKTALE W DYNAMICE WAHADLA

Od Autora

Opracowanie materiatu przedstawionego w tym zeszycie zostalo poprzedzone bogatym
doswiadczeniem dydaktycznym, studiami literatury naukowej na temat zjawisk drgan chaotycznych
w ukiadach fizycznych oraz publikacjami serii oryginalnych prac naukowych w migdzynarodowych
czasopismach naukowych. Dodatkowym, ale bardzo istotnym do$wiadczeniem byly seminaria,
referaty lub krotkie seric wykladow, przedstawiane zaréwno w [PPT PAN, jak i na wyZszych
uczelniach dla tych srodowisk naukowych, ktorych zainteresowanie zjawiskami drgan chaotycznych
w prostych deterministycznych ukladach nie bylo poprzedzone systematycznymi studiami na ten
temat. Ograniczony czas seminarium lub referatu na konferencji naukowej dawal tu bodzce do
przemyslenia, jakg wybra¢ metode referowania materialu tak, by trafil on do wyobrazni i
przekonania sluchaczy w sposob prosty, a zarazem pobudzit ich zainteresowanie i zachecsl do
glebszego studiowania przedmiotu. Ten kierunek myslenia doprowadzil do spostrzezenia, ze w tej
nieuchwytnej matematycznie dziedzinie dobra metoda jest przedstawienie zaréwno zagadnien
podstawowych, jak 1 =zaawansowanych, przy maksymalnym wykorzystaniu interpretacji
geometrycznej. Interpretacja ta postuguje si¢ w duzej mierze rysunkami: zarowno wykresami
schematveznymi, jak i graficzng interpretacjg wynikéw obliczen komputerowych.

Po wygloszeniu referatdw na temat wilasnych wynikow w dziedzinie drgan chaotycznych na
konferencjach krajowych, czesto padalo pytanie o literatur¢ podstawowa na te tematy. Chodzilo
oczywiscie o ksiazke dostepng w Polsce, i to ksiazke nadajacy si¢ do wstepnego zapoznania si¢ z
przedmiotem. Najczgsciej odpowiadatam wtedy, Ze najlepiej zaczaé od ksiazki F. Moona pt. Chaotic
vibrations, an introduction for applied scientists and engineers [1], aczkolwiek zdawatam sobie
sprawe, Ze ksigZka ta nie jest powszechnie dostgpna w Polsce. Poza tym jest ona doé obszerna, a
przedstawiony materiat jest tak poszatkowany na duza liczbe rozdziatow, ze przestudiowanie jej
wcale nie jest latwe. Istnieje jednak pierwsza wersja tej ksigzki o mniejszej objetoéei. Otéz, jak pisze
prof. Moon we wstepie, bodzcem do napisania tej ksiazki bylo zaproszenie Instytutu Podstawowych
Probleméw Techniki PAN w roku 1984 do wygloszenia 8 godzin wykladow na temat drgan
chaotycznych, i ze ksigzka ta jest wlasnie rozszerzeniem tematu tych wykladow. Tak wigc. pierwsza,
krotsza wersje ksiazki F. Moona mozna znalez¢ w zeszycie Prace IPPT 28/1985 pt. Chaos w
nieliniowej mechanice [2], zawierajacym prace przygotowane na konferencje szkoleniowa pod tym
samym tytulem, ktdra odbyla si¢ w Jablonnie w dniach 12-17 sierpnia 1984 r.

W latach pozniejszych ukazaly si¢ polskie thumaczenia niektorych ksiazek opartych na materiale
petnych cykli wykladow, przewaznie na studiach doktoranckich. Wymieni¢ tu przede wszystkim
ksiazke H.G. Schustera pt. Chaos deterministyczny [3) oraz E. Otta pt. Chaos w ukladach
dynamicznych [4], obie ukierunkowane na studia fizyczne. Warta uwagi jest ksiazka J. Kudrewicza



pt. Fraktale i chaos [5]. Z powszechnym zainteresowaniem spotkata si¢ ksiazka popularno-naukowa
I. Stewarta pod intrygujacym tytulem Czy Bdg gra w kosci? [6].

Przedstawione rozwazania na temat ksigzek dostgpnych w Polsce zaréwno na rynkach
ksiggarskich, jak i w bibliotekach naukowych, jak rowniez wilasne doswiadczenia dydaktyczne
doprowadzily do wniosku, ze warto pokusi¢ si¢ o upowszechnienie wiedzy na temat drgai
chaotycznych w deterministycznych prostych oscylatorach przez opracowanie publikacji ujmujacej
tematyke w zupetnie inny sposob niz klasyczne ujecie podrecznikowe. Ten inny sposob polega m.in.
na:

e skierowaniu uwagi czytelnika na jeden, a w dalszej kolejnosci na nastepne, dobrze znany
deterministyczny model dysypatywnego ukfadu drgajacego o jednym stopniu swobody; model, ktory
moina sprowadzi¢ do modeln fizycznego kulki poruszajgcej si¢ po wyznaczonym torze pod
dziataniem znanych i ciaglych w opisie matematycznym sif. A poniewaz trudno o bardziej znany
uklad drgajacy zbadany doswiadczalnie niz wahadlo matematyczne poddane dziataniu zewngtrznego
periodycznego wymuszenia, przedstawiony zeszyt dotyczy wlasnie tego ukfadu;

¢ przypomnieniu najpierw wiasnosci uktadu liniowego, a dalej stabo nieliniowego, przez pryzmat
wynikéw badan do$wiadczalnych i komputerowych, bez stosowania wzoréw i przeksztalcen
matematycznych. Nastgpnie, w miarg zwigkszania amplitudy wymuszenia i zblizania si¢ do zjawisk o
charakterze chaotycznym, wyjasnieniu i interpretowaniu pojawienia sig takich zjawisk jak bifurkacje
lokalne, granice obszaréw przyciagania itd., réwniez w interpretacji geometrycznej. Nie odrywamy
tu uwagi czytelnika pokazujac np. pelng klasyfikacje roznych typow statecznosei i niestatecznosci
punktéw réwnowagi (osobliwych), czy pelnej listy roinorodnych typéw bifurkacji. Czytelnik
obserwuje tylko te zjawiska, ktore si¢ pojawiaja w rozwazanej dynamice wahadla;

e oddzieleniu od tekstu podstawowego tych fragmentéw, ktére moina omingé przy pierwszym
czylaniu. Fragmenty te (pisane mniejszg czcionka) zawierajg rozszerzenie materiatu, przedstawiajac
zardwno uwagi na temat tych probleméw, ktore nie wystepuja w dynamice wahadla, jak i pewne
dodatkowe uwagi teoretyczne, odsyltajac czytelnika do odnosnej literatury;

e ujeciu w ten prosty sposdb réwniez zaawansowanych probleméw i najnowszych wynikéw
dotyczacych zwiazku miedzy teoretycznym pojeciem globalne;j bifurkacji a fraktalna strukturg granic
obszarow przyciagania, zjawiskiem chaosu przejsciowego i wrazliwoscia na warunki poczatkowe;

s polaczeniu w jedna calos¢ koncepciji drgan chaotycznych i fraktali, poprzez pokazanie fraktalnej
struktury dziwnego (chaotycznego) atraktora.

Czgéc przedstawionych wynikéw zostata opublikowana w czasopismach Infernational Journal
of Bifurcation and Chaos, Nonlinear Dynamics oraz Computer Assisted Mechanics and
Engineering Sciences w latach 1997-2001, a cze& zostala wykonana dla potrzeb niniejszego
opracowania. Wszystkie obliczenia komputerowe i graficzne opracowanie wynikéw wykonane
zostaly przez dr Elzbietg Tyrkiel, wspotautorke niniejszej publikacii.

Wanda Szemplinska-Stupnicka



1. Wahadlo matematyczne: réwnanie ruchu, drgania liniowe i nieliniowe

Przeprowadzmy doswiadczenie poshugujac si¢ wahadlem przedstawionym na rys. 1. Wahadto to
sktada si¢ z cigzkiej, metalowe]j kulki o masie m, zawieszonej na sztywnym i bardzo lekkim precie o
dtugosci /. Pret ten osadzony jest na poziomej osi 0. Tak wige kulka moze poruszaé si¢ po okrggu w
plaszczyznie pionowej, a jej polozenie mozemy okreslic podajac kat odchylenia preta od dolnego
polozenia - oznaczony jako x. Na uklad dzala sila cigzkosci kulki mg, sity oporu ruchu P, oraz
moment sit zewngtrznych przylozonych do osi obrotu M(7). Tak zbudowany model mechaniczny
stwarza dobre przyblizenie zaréwno wahadla matematycznego, jak i urzadzen technicznych jakie
widzimy w otaczajacym nas $wiecie.

Zamiast przeprowadzania doswiadczenia fizycznego dogodnie jest postuzyé sig
»doswiadczeniem komputerowym”. Jak zobaczymy ponizej, podejscie komputerowe daje nam
mozliwos¢ zbadania réwniez, bardzo istotnych w ogdlnej analizie, rozwiazan niestatecznych, tj. tych
rozwiazan, ktorych nie mozna zrealizowa¢ w zadnego typu doswiadczeniu.

Aby zrealizowaé podejscie komputerowe do zbadania dynamiki wahadia, musimy zna¢ prawo
rzadzace ruchem, t.j. rownanie ruchu wahadla. Rownanie to znajdziemy bezposrednio stosujac do
masy m, potraktowanej jako punkt materialny, drugie prawo Newtona:

md=F, (1

gdzie @ - przyspieszenie liniowe, a F* - suma sit zewnetrznych.

W modelu wahadta przedstawionego na rys. | réwnanie ruchu przybiera postac:

o -mgsinx - F, + M) 3 (2)
dr’ l

Zalozymy przy tym, Ze przylozony moment sit zewngtranych jest harmoniczng funkcja czasu:
M(r)= Mycoswr,
natomiast opdr powietrza oraz inne opory ruchu sg proporcjonalne do predkosci ruchu kulki:
—dx
PK=h—.
dr
Aby medukowaé liczbe niezaleznych parametréw w réwnaniu ruchu, wprowadzimy bezwymiarowy czas 1 i
bezwymiarowy czgsto$¢ wymuszenia @, przyjmujac je w postaci:
— w
1=18dh, w==,
2
gdze wielkodé ﬁo = J% Jjest czpstoscig wlasng matych drgan wahadta.

/

Wprowadzenie oznaczen

h M,
h=——r—o), F= _.—U_‘
mlfd, mgl
pozwoli sprowadzié réwnanie (2) do postaci bezwymiarowe), w ktdrej czestosc wiasna matvch drgan wahadla zostanie
zredukowana do wartosci réwnej 1.
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Rys. 1. Model wahadla matematycznego

Po przeksztatceniach réwnanie ruchu (1) przybiera forme réwnania rozniczkowego drugiego rzedu
z harmonicznym wymuszeniem zewngtrznym:

X+ ysinx +hx = Fcoswt, (3)
gdzic sfz%, sall ol

W rownaniu tym wspolczynnik h jest wspélczynnikiem tlumienia, a F oraz @ reprezentuja
odpowiednio amplitude i czgstos¢ sity wymuszajacej.
Przypomnijmy teraz, ze przy bardzo matych odchyleniach wahadla od dolnego polozenia
funkcje sinx mozna zasiapi¢ przez jej pierwszy wyraz w rozwinieciu Taylora:
sinx=x, gdze x - bardzo male,
a tym samym nieliniowe rownanie (2) staje si¢ réwnaniem liniowym:
i+ Qx+ i = Fcoswt. (4)
Pamigtamy, Ze liniowe réwnania rozniczkowe o statych wspélczynnikach posiadajg rozwiazania
analityczne w zamknigtej formie, a zatem ich zbadanie nie sprawia trudnosci. Zanotujemy tu
najwazniejsze wlasnosci ruchu ukladu (4):
e przy F =01 h=0, po odchyleniu od polozenia rownowagi x = x = 0 uklad wykonuje ruch
drgajacy sinusoidalny z czgstosciq €2y, przy ktérym czas jednego ,,wahniecia”, t.j. okres ruchu
periodycznego, wynosi:



2z,
20
e przy F =0, ale przy matym tlumieniu (4> 0, male), drgania te (drgania wlasne) stopniowo

Io

zanikajg i po diuzszym okresie czasu uklad powraca do stanu rownowagi, t.j. do x =X =0;
e przy malym thumieniu i F >0, po zaniknieciu drgan wlasnych, ukiad wykonuje drgania
harmoniczne o czestosci sity wymuszajacej:
x(t)=acos(@w! +@).
gdzie a,@ - pewne stale wyznaczane analitycznie. Przy rezonansie, t.j. gdy czgsto$¢ drgan ukladu
@ jest bliska czgstosci whasnej, amplituda g osiaga najwigkszg wartosé - rys, 2, krzywa @

W ukladzie liniowym obowigzje zasada superpozycji, zgodnie z ktora ogdlne rozwiazanie nieautonomicznego
rownania (3) sklada sig z rozwigzania uktadu autonomicznego i catki szczegdlnej réwnania petnego:
- Jr r
x(f)= Ade ? cos(f2;t+O)+acos(wt +@),

gdzie stale 4 | @zler od warunkdéw poczatkowych, a stale a i @ s3 wyznaczone przez parametry uktadu:
a=alw,F.h), ¢@=plw.F.h).
Pierwszy czlon rozwiazania reprezentuje tu drgania wlasne, a drugi czlon - drgania wymuszone.

Przy nieco wigkszych wartoseiach x, gdy funkcje sinx mozna aproksymowa¢ dwoma wyrazami
szeregu Taylora, rbwnanie (3) przybiera postac:

5c'+lv‘:+.()%x—%.(2%x3=Fcasmr.

Uklad staje sie .slabo nieliniowy” i nie posiada juz rozwigzan w postaci zamknigtej. W wielu
ksiazkach po$wieconych drganiom nieliniowym ukiady takie badano za pomoca analitycznych metod
przyblizonych (np. [7], [8]). W ukladzie tym, w poblizu gléwnego rezonansu, drgania ukladu nadal
sa bliskie drganiom sinusoidalnym o czestosci wymuszenia. Pojawiajg si¢ jednak pierwsze efekty
nieliniowosci - krzywe rezonansowe, t.j. krgwe amplitudowo-czestoSciowe zaczynaja byc
pochylone w lewo, w kierunku mniejszych czgstosei - rys. 2, krzywa@. Widzimy tu, ze w zakresie
czestodel wymuszenia
@) <w<@;,

kazdej wartodci czgstosci odpowiadaja az trzy wartosci amplitud. Jednak tylko dwie z nich,
ozmaczone linig ciagla, moga realizowa¢ si¢ w ukladzie, tj. mozemy je obserwowaé w

doéwiadczeniu zarowno komputerowym, jak i fizycznym. Natomiast czgs¢ krzywej amplitudowo-



czestosciowej oznaczona na rys. 2 linig przerywang odpowiada ,rozwiazaniu niestatecznemu”;
rozwiazanie to nie moze by¢ zrealizowane w do$wiadczeniu.

amplituda
>

(O} (1)) 1 czgsms%
Rys. 2. Krzywe rezonansowe ukiadu liniowego (D oraz stabo nieliniowego (2)

Obserwujemy tu wige nagle, skokowe zmiany typu drgan - przy zmniejszaniu czgstosci wymuszenia
dla wartosci @, a przy zwigkszaniu czestosci dla wartosci @, , nastgpuje skok amplitudy drgan. W
rzeczywistosci skokowi temu towarzyszy, trwajacy pewien czas, nieustalony ruch przejsciowy
ukladu, po ktérym ustalaja si¢ drgania sinusoidalne z tq sama czgstoscia, ale z amplitudg wyznaczong
przez nowa galaZ rozwiazania statecznego.

Warto przypomniet, 2 w ukladzie nieliniowym zasada (liniowej) superpozycji nie obowiazuje, zatem drgan
nieustalonych nie maina juz interpretowa¢ jako sumy drgan wiasnych i drgan wymuszonych. Dlatego wprowadzamy tu
nazwe ruch przejsciowy. Wprawdzie moima umaé, Zz pojecie drgan wymuszonych nadal obowiazuje, jednak przy
ruchu ukladu silnie nieliniowego uZywany jest powszechnie termin ,ruch na atraktorze”. Sens tego okreslenia
omawiany bedzie w dalszej czedci pracy.

Te i inne nagle zmiany charakteru drgan w ukladach nieliniowych, okredlane terminem
bifurkacje, graja bardzo waima rolg w nieliniowej dynamice i sa rowniez przedmiotem analiz
teoretycznych. W szczegolnosci, zjawiska towarzyszace przechodzeniu przez punkty snd i snB
okreslane sa jako bifurkacje siodlowo-wezdowe.



Aby jasno przedstawi¢ istote ,,rozwiazan niestatecznych” oraz zjawisk bifurkacji, postuzymy sie
interpretacja geometryczng, ktéra pozwoli sprowadzi¢ rozwiazanie periodyczne do rozwigzania

statego w czasie.

2. Metoda mapy Poincarégo

Zacmijmy od roznych form graficznego  przedstawienia rozwigzan  periodycznych.
Przyzwyczajeni jestesmy do wykresow przebiegu wychylen w funkcji czasu x = x(f) - rys. 3a. Na
razie zaktadamy, e okres badanych drgan jest rowny okresowi wymuszenia 7 = 277/ . Pelniejszy
obraz otrzymamy obserwujgc trajektorie tego ruchu w przestrzeni stanéw, t.j. tréjwymiarowej
przestrzeni o wspoirzednych ( x, x,1 ), lecz analiza obrazu tréjwymiarowego jest bardzo niedogodna.
Zamiast tego mozemy obserwowaé rzut tej trajektorii na plaszczyzng x - X, otrzymujac w ten

sposdb portret fazowy - tys. 3b.

@ XA (b)

()

Rys. 3. Graficzna ilustracja ruchu periodycznego; (a) przebieg czasowy, (b) portret fazowy

Jezeli rozwiazanie x(¢) jest sinusoidalne w czasie (jak na rys. 3a), to portret fazowy ma ksztah elipsy
- 1ys. 3b. Jezeli interesuje nas przede wszystkim okres rozwiazania, to mozemy jeszcze bardziej
uprosci¢ jego interpretacje geometryczna, obserwujac jedynie obraz uzyskany jakby ,przez
stroboskop”, t.j. notujac wartosei ( x,x ) w odstgpach czasu rownych okresowi wymuszenia 7. Tym
samym, zamiast rozwigzan w czasie cigglym, ograniczamy si¢ do obserwacji ciggu czasowego
wartosci dyskretnych:

x(0), x(T), x(21),......,x(rT) T _2_3:_

x(0), x(T), X27T),......,x(nT) @
W rezultacie, zamiast pefnego portretu fazowego rozwiazania T-periodycznego, zaobserwujemy
tylko jeden punkt. Punkt ten, ktérego wspolrzedne - wychylenie Poincarégo x,, oraz predkosé x, -
zaznaczone s na rys. 3b, nazywamy mapq Poincarégo rozwiazania T-periodycznego (rys. 4a).



» —

Xp Xp

Rys. 4. Mapa Poincarégo rozwigzania: (@) T-periodycznego, (b) 27-periodycznego

PrzejdZmy tferaz do rozwiazaf periodycznych, ktorych okres nie jest réwny okresowi
wymuszenia. Jesli badane rozwiazanie ma okres 27, a my nadal obserwujemy wartosci x() i ¥(1) w
odstgpach czasu 17, to mapa Poincarégo bedze skladaé si¢ z dwoch punktow (rys. 4b). Ogélniej,
mapa Poincarégo rozwiazania o okresie nT bedzie zawierala n punktow. Zwréémy jednak uwage,
ze mapa Poincarégo informuje nas tylko o okresie rozwiazania, lecz nie daje zadnych informacji, jak
skomplikowany jest przebieg rozwiazania w czasie ciaglym.

W tym momencie nasuwa si¢ pytanie: czy jest mozliwe, by w tak prostym, deterministycznym,
thumionym ukladzie, jakim jest rozpatrywane wahadlto wymuszane sila periodyczna, pojawily sie
drgania nieperiodyczne, ktorych mapa Poincarégo nie bedzie zawiera¢ skoficzonej liczby punktow,
lecz przeciwnie, by liczba tych punktéw rosla (teoretycznie) do nieskoficzonosei, w miarg jak czas
obliczen t — o« ? Odpowiedz brzmi: tak. W dalszych rozwazaniach zobaczymy, ze mapa Poincarégo
majaca te wlasno$¢ reprezentuje drgania chaotyczne.

Metoda mapy Poincarégo, ktora sprowadza rozwiazanie T-periodyczne do rozwiazania stalego w
plaszczyimie fazowej x, ~ X, jest bardzo dogodna do wyjasnienia pojgcia statecznosci rozwiazan.

3. Stateczne i niestateczne rozwigzania periodyczne (atraktory i siodla)

Fizyczny sens pojecia ,rozwigzanie niestateczne” latwo uchwyci€, jezeli rozpatrzymy
rzeczywiste rozwigzanie stale, np. rozwiazanie reprezentujgce poloZenie réwnowagi wahadla
thumionego, na ktére nie dziala sila zewnetrzna, t.j. jezeli F = 0 w réwnaniu (3). Rozwiazanie to,
majace spetnia¢ warunki X =0, x = const , otrzymamy z warunku:

sinx =0,

Warunek ten jest spetniony dla dwoch polozen wahadla:
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1) x=0 - reprezentuje dolne polozenie rownowagi (pozycja wiszaca), przy ktérym energia
potencjalna ukiadu osigga minimum;

2) x=+n - reprezentuje géme polozenie wahadia (pozycja odwrdcona), przy ktorym energia
potencjalna ukiadu osiaga maksimum.

W oparciu o codzienne doswiadczenie nie mamy watpliwosci, ze rownowagi wahadla w potozeniu
odwr6conym nie da sig zrealizowac¢ do$wiadczalnie, i to jest zasadnicza fenomenologiczna cecha
rozwigzania niestatecznego. Oczywiscie, wszelkie prawa mechaniki i teorii stateczmosei ruchu
potwierdzaja ten wniosek, t.j. wykazuja, Ze rozwigzanie reprezentujace odwrocone polozenie
wahadla jest niestateczne.

Sformutujmy teraz warunki statecznosci i niestatecznosci rozwigzania T-periodycznego
reprezentowanego przez punkt S w plaszczyznie fazowej x, — X, (rys. 5), rozpatrujac zachowanie
si¢ trajektorii ruchu startujgcego przy = 0 z punktéw w poblizu punktu S. Na rys. 5a i 5b wszystkie
trajektorie startujace w poblizu punktu S z biegiem czasu daza do tego punktu. Moima wigc
powiedzie¢, ze punkt S przycigga wszystkie trajektorie ze swego otoczenia. Skoro punkt §
reprezentuje rozwigzanie periodyczne, to mozna sformutowac to ,przyciaganie” nastgpujaco: jezeli
do rozwiazania periodycznego dodamy dowolne (male) zaburzenie poczatkowe & (1), to
zaburzenie to bedzie malalo z uptywem czasu (6 (1) > 0 gdy 1 — ).

Punkt S na rys. 5a i 5b, reprezentujacy rozwigzanie x = x(f) , kiory speinia wymienione warunki,
jest rozwiqzaniem statecznym asymptotycznie i nazywany jest atraktorem.

Zupelnie inaczej przebiega trajektoria w poblizu punktu D przedstawionego na rys. 6. W tym
przypadku trajektorie startujace w poblizu punktu D oddalaja si¢ od niego. Taki punkt,
reprezentujacy rozwiazanie periodyczne, jest rozwiqzaniem niestatecznym i nazywany jest siodlem.

Widzimy tu pewne szczegOlne linie, ktére zdajg sie przecinaé w punkcie D; jedna para,
0znaczona W,“}, W,{Z) , dazy z czasem do punktu D, a druga para, oznaczona W,f”, %2) , ucieka
bezposrednio z tego punktu przy t — o . Te szczegolne linie to rozmaitosci punktu siodlowego D,
W;u), H{,m reprezentuja rozmaito$ci stateczne, podczas gdy 14’,:‘1), W,fz) - rogmaitosci

niestateczne.

Pelng klasyfikacje statecznych i niestatecnych punktéw réwnowagi (lub punktow osobliwych) wraz z analiz
matematyczna znale?¢ moima w licanych ksiazkach na temat drgan nieliniowych lub rownan réiiczkowych
zwyczajnych, op. Drgania nieliniowe w ukladach fizycznych [8], Drgania i fale [9), Rownania roiniczkowe rwyczajne
[10] rozdz 8. Matematyczna analiza rozmaitosci przedstawiona jest np. w ksiazee Wstep do teorii gladkich ukladéw

dvnamiczmyeh [11]
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Rys. 5. Przyklady statecznych rozwiazai T-periodycznych - atraktordw; (a) ,,ognisko™ (b) ,,wezef’

-
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Xp

Rys. 6. Przyklad niestatecznego rozwigzania T-periodycznego - siodla; H’s“'zl, W,f"n reprezentujg

odpowiednio stateczne i niestateczne rozmaitosci siodta D.
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Zwro¢my uwage, 2e rozmaitosei stateczne l'l{,m_. H{,‘ ® na rys. 6 rozgraniczajg dwa obszary - po
jednej ich stronie wszystkie trajektorie ucickajg w prawo, po drugiej - w lewo. Tu nasuwa si¢ pytanie
- czy trajektorie te nie daza do jakichs dwach roznych atraktorow? W tym momencie warto wrocié
do rys. 2, k_rzywa@. Tu wlaénie w zakresie czestosci @, — @, uklad posiada dwa rozwiazania

stateczne (dwa atraktory) - S, i S, oraz jedno rozwiazanie niestateczne typu siodto - D,,.

| 1 | L | I

0.4 05 06 0.7 0.8 09 @

Rys. 7. Obszary istnienia roznych atrakloréw (oznaczonych litera S8) na plaszczyznie parametrow
kontrolnych F-w@, h=0.1



14

Zanim zajmiemy si¢ dalsza analizg roli, jaka odgrywajq rozmaitosci stateczne punktu siodtowego
w sytuacji wspolistnienia réznych atraktoréw, musimy poznaé obszary istnienia tych atraktorow
uktadu (3) na plaszczyimie parametréw kontrolnych F - @ - rys. 7. Z rysunku tego odczytujemy, ze
bifurkacje siodtowo-weziowe snA i snB (patrz rys. 2) wyznaczajg granice istnienia atraktoréw S, i
S, tylko w malym zakresie parametru wymuszenia F (0.12 < F < 0.15). Przy F > F, (F; =015)
oba atraktory, rezonansowy S, i nierczonansowy S,, nadal wspélistnieja w pewnym zakresie
czgstosci az do wartosci amplitudy wymuszenia F = F, (F, = 048), ale ,.znikanie” atraktora S,
zachodzi tu w inny sposob, poprzez bifurkacjg oznaczona sb i graniczng linie cr.

4. Bifurkacje

Przyjrzyjmy si¢ teraz zachowaniu si¢ ukladu przy F > Fj, ale nadal przy F<F,. Aby
odpowiedzie¢ na pytanie, jakim naglym zmianom, t.j. bifurkacjom, podlegaja atraktory S, i S, w
tym zakresie parametréw, sporzadzamy metoda komputerowa wykres bifurkacyjny przy
F =035=const, przyjmujac jako parametr bifurkacyjny czgstos¢ wymuszenia @ - rys. 8.
Poshugujemy si¢ tu zmowu metodg mapy Poincarégo, w ktorej rozwiazanie T-periodyczne przy
Zmiennej czestosei @ i stalym F widzimy jako pojedyncza linig. Klasyczny wykres bifurkacyjny
ilustruje przemiany tylko jednego wybranego atraktora w funkcji wybranego parametru
bifurkacyjnego. My pokazujemy tu na jednym rysunku dwa wykresy bifurkacyjne - jeden w funkcji
malejacych wartosci @, drugi w funkeji rosnacych wartosci @.

Pierwszy wykres bifurkacyjny zaczynamy od atraktora S, dla @ = 0.8. Przy zmniejszaniu @
(kierunek oznaczony strzalkami pelnymi) wystepuje najpierw bifurkacja zZlamania symetrii - sb.
Polega ona na tym, ze atraktor symetryczny S, traci stateczno$c, t.j. znika i zostaje zastgpiony przez
par¢ atraktorow S,I i Sf , niesymetrycznych wzgledem x = 0 (rys. 9a). Poniewaz nasz wykres
bifurkacyjny $ledzi przemiany tylko jednego atraktora, na rys. 8a widzimy tylko jeden z atraktorow
niesymetrycznych, oznaczony jako S,2 . Przy dalszym zmniejszaniu @ dochodzimy do nowej
bifurkacji - bifurkacji podwojenia okresu - pd: T-periodyczny niesymetryczny atraktor traci
statecznos¢ i zostaje zastgpiony przez atraktor o okresie 27 (rys. 9b), reprezentowany przez 2 linie
na wykresie bifurkacyjnym. Widzimy to dokladniej na powigkszonym fragmencie wykresu
bifurkacyjnego, oznaczonym prostokgtern - rys. 8b. Ta bifurkacja zapoczatkowuje kaskade
bifurkacji podwojenia okresu, ktére zachodzg coraz czgdeiej, t.j. rd2nice miedzy czgstosciami

kolejnych bifurkacji sq coraz mniejsze. Dlatego zwykle jestesmy w stanie zaobserwowac nie wiecej
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Rys. 8. Wykres bifurkacyjny, F = 0.35; (a) przy zmniejszaniu oraz zwigkszaniu parametru

bifurkacyjnego @, (b) powiekszony fragment wykresu oznaczony prostokgtem na rys. 8a, przy

zZmniejszaniu parametru @
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Rys. 9. Ilustracja bifurkacji ztamania symetrii (a) oraz bifurkacji podwojenia okresu (b) na
plaszezyimie fazowej

niz 2-3 kolejne bifurkacje tego typu, a dalej ruch oscylacyjny ukiadu staje si¢ chaotyczny. Na
powigkszonym fragmencie wykresu bifurkacyjnego (rys. 8b) wystepuje on w formie waskiego
zaczernionego paska, obejmujacego maty zakres wychyled x (-2.50 < x < -2.28). Jest to tzw. chaos
oscylacyjny, ktéry mozna wprawdzie zaobserwowac i zbadaé przy uzyciu metod komputerowych,
lecz praktycznie nie jest on wykrywany w doswiadczeniach fizycznych. Symbol cr na rys. 7 i 8a jest
skrotem od stowa ,kryzys™ (crisis) i odnosi si¢ do scenariusza znikania tego atraktora chaotycznego
[15]. Zjawisko chaosu oscylacyjnego i scenariusz kryzysu tego atraktora rozwazane beda szerzej w
nastepnym zeszycie.

Droga do chaosu (,route to chaos”) poprzez kaskade bifurkacji podwojenia okresu obserwowana byla w wielu
ukladach fizycmnych, a jej podstawy matematycme opracowane zostaly przez Feigenbauma; stad tez czgsto nazywana
jest Feigenbaum cascade of period doubling bifurcations. Problem ten omawiany jest szczegdtowo w kilku ksigzkach
poéwigconych dynamice nieliniowe;j, np. [1, 4, 12].

Na drugim wykresie bifurkacyjnym (rys. 8a), sporzadzonym przy zwigkszaniu parametru @

(kierunek oznaczony strzatkami pustymi), zaczynamy obserwacje od atraktora nierezonansowego
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S, . Atraktor ten istnieje az do bifurkacji siodtowo-wgzlowej snA przy w =, ~0.74. Czestosc
tej bifurkacji w4 jest wigksza od czgstosci kryzysu cr atraktora rezonansowego @, , @gnq > @cr »
a wige w zakresie czgstosel w,, <@ <@g,y istnieja oba atraktory. Oczywiscie, w ukladzie realizuje
si¢ zawsze tylko jeden z nich, i to zaleznie od warunkoéw poczatkowych.

5. Obszary przyciagania wspolistniejgcych atraktorow

Dochodzimy tu do zagadnienia obszardw przyciggania wspélistniejqcych atraktorow. Obszar
przyciqgania atraktora S jest to zbiér warunkow poczqtkowych x,(0),%,(0), kére prowadzq do
tego atraktora. Zbadajmy te obszary przyciagania droga symulacji komputerowej - najpierw przy
parametrach F = 0.20, @ = 0.75. Na rys. 10a obszar przyciagania atraktora nierezonansowego S,
zaznaczony jest kolorem czamym, a atraktora rezonansowego S, - kolorem bialym. Wszystkie
trajektorie startujace z warunkéw poczatkowych obszaru czamego daza do atraktora S,, a z
obszaru bialego - do atraktora S, .Widzimy, ze oba obszary rozdzelone sg gladka, jednowymiarowg

linig, i Ze linie te przechodza przez siodlo D,. Rozmaitosci tego punktu siodlowego - stateczna

W,m, W'? i niestateczna W;,U), A narysowane s3 na osobnym rysunku (rys. 10b) w tej samej
skali. Widzimy, Ze rozmaitosci stateczne siodta D, pokrywaja si¢ z granicami obszaréw przyciagania
atraktorow S, i S,. Stateczne rozmaitosci punktu siodlowego wyinaczajq granice obszardw
przyciggania wspdlistniejgcych atraktorow.

Obszary przyciagania uzyskane metodg symulacji komputerowej przy parametrach wymuszenia
F = 027, @ = 0.73 przedstawione s3 na rys. 1la. Réznig si¢ one zasadniczo od tych
przedstawionych poprzednio na rys. 10a. Teraz oba obszary - czamy i bialy - nie sq juz rozdzielone
gladka, jednowymiarows linia. Wrecz przeciwnie, przy dokladniejszej obserwacji zobaczylibysmy, ze
czarne ,,palce” obszaru przyciagania atraktora S, wchodzgce teraz w obszar bialy skiadajg sie z
bardzo wielu kropek. O takich granicach obszarow przyciagania bedziemy moéwic, ze sq fraktaine,
ale na razie podchodzimy do tego terminu tylko intuicyjnie.

Spojrzmy teraz na rys. 11b, na ktérym przedstawiono rozmaitosci punktu siodlowego D, . Tutaj
rozmaitosci stateczne i niestateczne przecinajg si¢, a liczba tych przecigé wzrastalaby w miarg
uplywu czasu obliczen (dazac do nieskonczonodei przy f— ). Ten wynik, nawet bez obliczer
obszaréw przyciggania, sugeruje, ze granica tych obszar6w musiata ulec zasadniczej zmianie, czyli
bifurkacji.
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Rys. 10. F=0.20, w = 0.75; (a) obszary przyciagania atraktorow S, (czarny) i S, (bialy);

(b) stateczne (linie cienkie) i niestateczne (linie grube) rozmaitoscei siodla D,
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Rys. 11. F=0.27, w=0.73; (a) obszary przyciggania atraktoréw S, (czamy) i S, (biaty):
(b) stateczne (linie cienkie) i niestateczne (linie grube) rozmaitosci siodla D,
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6. Globalna bifurkacja homokliniczna

W ten sposéb dochodzimy do pojecia globalnej bifurkacji homoklinicznej punktu siodlowego.
Jezeli przyjmiemy, ze parametr p. jest krytycznym parametrem bifurkacyjnym, to dla p < p,
rozmaitosci stateczne i niestateczne punktu siodlowego nie przecinaja sie, dla p= p. stajg sie
styczne, adla p > p. przecinajg sig, przy czym jedno przecigeie pociaga za soba nieskoriczonq liczbe
przeciec przy  — o« .

Odsylajac Czytelnikéw do bogatej literatury na temat globalnych bifurkacji, np. [11-14,16,17],
ograniczymy si¢ tutaj do najistotniejszych dla nas wnioskéw:

e po przekroczeniu bifurkacji globalnej odpowiedniego punktu siodtowego, granice obszaréw
przyciagania wspolistniejacych atraktoréw staja sie fraktalne i uklad staje si¢ chaotyczny, t.j.
wykladniczo wrazliwy na warunki poczatkowe;

¢ bifurkacje globalne nie sq jednak warunkiem wystarczajacym dla pojawienia si¢ w ukladzie
chaosu trwalego; w naszym przykladzie ten chaos trwaly, czyli atraktor chaotyczny pojawia sig
dopiero przy amplitudach wymuszenia F > F , w obszarze parametrow F, @ w ksztalcie litery V
(obszar oznaczony kolorem szarym na rys. 7);

« bifurkacje globalne zapewniaja jedynie wystapienie w ukladzie chaosu przejSciowego.

Dia ilustracji wrazliwosci na warunki poczatkowe i chaosu przejsciowego wybieramy inny
przyklad, przy ktérym nasz ukiad (wahadio) posiada 3 wspolistniejace atraktory [18]. Taka sytuacja
pojawia si¢ w obszarze waskiego paska parametrow F - @ (obszar zakropkowany na rys. 7). Pojawia
si¢ tutaj dodatkowo zupelnie nowy rodzaj ruchu periodycznego wahadla, ruchu bedacego
superpozycja ruchu obrotowego (rotacji) i oscylacyjnego. Ze wzgledu na symetrig przestrzeni
fazowej odpowiada mu para atraktorow rozniacych sie kierunkiem rotacji (przeciwnie lub zgodnie z
ruchem wskazowek zegara) - S,«fm, S(Z)R . Tak wigc nawet poza obszarem trwalego chaosu wahadlo
przekracza juz barierg¢ potencjatu wykonujac pelne obroty. Jest to jednak nadal ruch periodyczny o
okresie wymuszenia 7' = 2nt/w.

Najpierw pokazujemy portrety fazowe 3 wspadlistniejacych atraktoréw S,,, ng, Sfm (rys. 12a)
oraz przebiegi czasowe afraktorow oscylacyjno-rotacyjnych (rys. 12b). Nastepnie przedstawiamy
obszary przyciagania tych atraktorow w plaszezyzmie x,(0)-%,(0) - rys. 13. Widzimy, 2e obszary
te sa silnie ,wymieszane”, to znaczy majg silnie fraktalng strukture. W tym przykladzie nie
udowadniamy fraktalnosci tych obszaréw poprzez pokazanie, ze ukiad przekroczyt prog
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Rys. 12. (a) portrety fazowe trzech wsplistniejacych atraktoréw S, , Sor. Sor przy F=10.50,
@ =0.58; (b) przebiegi czasowe atraktorow oscylacyjno-rotacyjnych S};p . S%R.



Rys. 13. Obszary przyciagania trzech wspolistniejacych atraktorow (szary - S, , czary - Sj)x.
bialy - Sox); F=0.50, @=0.58

odpowiedniej bifurkacji globalnej. lecz skupiamy si¢ na obserwacji wrazliwosei ukladu na warunki
poczatkowe.

Wybieramy warunki poczatkowe z prosiokata polozonego w poblizu x,(0),,(0) =0 (rys. 13) i
badamy przebiegi wychylen w czasie x = x(r) przy bardzo bliskich sobie wartodciach warunkdw
poczatkowych. Trzy wybrane przyklady rezultatow tych badan przedstawione sq na rys. 14. W
kazdym z nich, w pierwszym etapie ruch ukladu jest wyraznie nieregularny i mozna go
interpretowac jako przypadkowa kombinacje ruchu oscylacyjnego i obrotu wahadla w obu
kierunkach. W fazie koncowej uklad wykazuje juz ruch periodyczny na jednvm z trzech

wspolistniejacych atrakiorow.
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Rys. 14. Trzy przebiegi czasowe ruchu ukladu przy bardzo bliskich wartosciach warunkow
poczatkowych, F=0.50, @ =0.58 (strzatki wskazuja kierunki obrotéw wahadla);
(@) x(0)=-0220, £(0)=0010, (b) x(0)=-0218, £(0)=0010, (c) x(0)=-0220, %(0)=0.000
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Na podstawie tych badan mozna powiedzie¢, ze:

o uklad jest wrazliwy na warunki poczatkowe, gdyz przebiegi czasowe x = x(f) startujace z bardzo
bliskich warunkéw poczatkowych sa zupelnie rozme i moga prowadzi¢ do réznych atraktorow;

e czas trwania ruchu przejsciowego jest nieprzewidywalny; przy tym samym wspolczynniku
thumienia i bardzo bliskich warunkach poczatkowych mozemy otrzymaé zupeinie rozne czasy
trwania tego ruchu;

e ruch przejsciowy ma charakter ,ruchu trwatego”, t.j. przez pewien czas nie wykazuje on ani

wygasania, ani wzrastania wychylen w czasie, a przejécie do ruchu na atraktorze nastgpuje nagle.

7. Chaotyczny ruch trwaly (dziwny atraktor, atraktor chaotyczny)
Omoéwiny teraz chaotyczny ruch trwaly, ktéry wystepuje w obszarze w ksztalcie litery V,

ograniczonym liniami bifurkacji siodlowo-weztowej snA i kryzysu er (obszar zaznaczony kolorem
szarym na rys. 7), w zakresie parametr6w wymuszenia:

F>F, Doy <O <Wgy,
gdzie ukiad nie posiada zadnego atraktora periodycznego.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw wykresom bifurkacyjnym przy F > Fy (F = 0.6), przy zmniejszaniu
parametru @ - rys. 15. Wykres rozpoczynamy od wartosci @ = 0.80, przy ktorej T-periodyczny
atraktor rezonansowy S, jest jedynym atraktorem. Podobnie jak na rys. 8 widzimy, ze ten
symetryczny atraktor ulega najpierw bifurkacji zlamania symetrii (sb). Potem nastgpuje, ledwo
widoczna na rysunku w przyjetej skali, kaskada bifurkacji podwojenia okresu, i ostatecznie kryzys
(er) oznaczajacy koniec istnienia tego atraktora.

Dalej, przy @ < w,, na wykresie pojawia sig obszar calkowicie zaciemniony i obejmujacy caly
zakres ruchu wahadta od -n do +r. Wynika z tego, ze istniejacy tu atraktor nie jest periodyczny, oraz
2e nie ogranicza si¢ do ruchu oscylacyjnego, lecz obejmuje réwniez peine obroty wahadta. W
obszarze tym widzimy jednak ,,0kno periodyczne”, w ktorym istnieja dwa T-periodyczne atraktory
oscylacyjno-obrotowe S(')R, ng - takie same jak te zilustrowane na rys. 12a,b. Przy czgstosci
odpowiadajacej bifurkacji siodlowo-wezlowej snA, z obszaru zaciemnionego wylania sig T-
periodyczny oscylacyjny atraktor nierezonansowy S, . Przy tych parametrach ukladu nie wystgpuje
zjawisko histerezy: taki sam wykres otrzymujemy przy zwigkszaniu parametru bifurkacyjnego @.
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Rys. 15. Wykres bifurkacyjny przy F = 0.6, obejmujacy wszystkic wspolistniejace atraktory
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Rys. 16. Przebieg czasowy wychylenia przy chaosie trwalym, F= 0.6, @ = 0.69; strzalki
wskazujg kierunki obrotow wahadla
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Omawiany wykres bifurkacyjny pokazuje jednoczesnic oba wspolistniejace niesymetryczne
atraktory & 52 oraz oba atraktory oscylacyjno-obrotowe SbR, S(Z)R. Zostal uzyskany poprzez
superpozycje trzech klasycznych wykresow bifurkacyjnych ilustrujacych przebieg poszczegolnych
atraktorow.

Skoncentrujemy teraz uwagg na charakterze ruchu w tym ,,zaciemnionym™ na wykresie
bifurkacyjnym (rys. 15) obszarze parametru @. Rysunek 16 pokazuje wycinek przebiegu czasowego
x=x(r) przy F = 0.6, @ = 0.69. Podobnie jak fragmenty przebiegu czasowego na rys.14. ruch ten
wyglada jak nieregulama kombinacja ruchu oscylacyjnego i obrotowego, przy zmieniajacych sig
kierunkach obrotow. W obecnym przypadku charakter tego ruchu jest trwaly, t.j. utrzymujacy si¢ w
dowolnie dhugim czasie, jest wigc ruchem na atraktorze.

Nast¢pnie znajdujerny mapg Poincarégo tego przebiegu czasowego i badamy jego strukture (rys.
17a). W trakcie obliczen latwo zauwazy¢, ze liczba punkiow tego atraktora na plaszezyinie x,, - £,
stale rosnie ze wzrostem czasu obliczen. Ponadto punkty te majg wyraZnie zorganizowang strukture,
zdaja si¢ ukladaé wzdtuz pewnych, prawie rownoleghych linii.

Przyjrzyjmy si¢ blizej tej strukturze badajgc powigkszenia pewnego fragmentu atraktora.
Uzywamy tu terminu ,,powigkszenie™, ale nie chodz tu o powigkszenie typu fotograficznego, przy
ktorym liczba i wielkosE ziaren pierwotnego materiatu fotograficznego pozostaje niezmieniona.
Wybieramy maly obszar z rys. 17a (oznaczony jako prostokat w poblizu x, = x, = 0.1), w ktorym
punkty zdaja si¢ ze soba zlewa¢, i wykonujemy obliczenia od poczatku kontynuujac je tak dhugo, by
olrzymaé wyrazny obraz wewngtrznej struktury tego fragmentu atraktora. Na rys. 17b widzimy
znowu bardzo duza i stale rosnaca liczbg punktéw poukiadanych wzdtuz prawie rownoleglych linii,
Chcac zajrzeé jeszcze glebiej w strukture badanepo atraktora chaotycznego wykonujemy jeszcze
jedno, dalsze , powickszenie” tego fragmentu z rys. 17b, w ktorym punkty sg tak silnie zaggszczone,
ze zdajg si¢ zajmowaé pewng powierzchnie. [ znowu, na rys. 17¢, widzimy te sama, powtarzajaca si¢
zorganizowana strukture, t.j. duza liczb¢ punktéw utozonych wzdhuz prawie rownoleglych linii.

Atraktor, ktérego mapa Poincarégo zawiera nieprzeliczalng liczb¢ punktéw (w realizacji
numerycznej jest to oczywiscie liczba skoficzona) tak zorganizowanych, ze w miare ,,powigkszania”
obrazu wciaz widzimy te sama ,,strukture zanurzong w strukturze”, nalezy do kategorii obiektow
geometrycznych samopedobnych o wymiarze niecatkowitym (utamkowym), t.j. jest fraktalem. W
dynamice nieliniowej, atraktor majacy strukture fraktalng okredlamy terminem dziwny atraktor. W
literaturze czgsto spotykamy okredlenie, ze dziwny atraktor ma struktur¢ zblizong do struktury

zbioru Cantora [1,4,5].
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Rys. 17. Mapa Poincarégo atraktora chaotycznego; (a) caly atraktor; (b), (¢) - kolejne
powigkszenia tragmentOw atraktora
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Pozostaje pytanie zasadnicze: czy dziwny atraktor na rys. 17c jest rowniez atraktorem
chaotycznym, tzn, czy ruch na nim jest wykladniczo wrazliwy na warunki poczatkowe. Badania
oscylatordw z wymuszeniem periodycznym pozwalaja odpowiedzieé twierdzaco na to pytanie, tzn,
w tej klasie ukiadéw dziwnoé¢ atraktora pociaga za soba jego chaotycznosé. Gdybysmy bez badania
struktury geometrycznej atraktora chcieli zbadaé te sprawe, to nalezaloby obliczy¢ wykladniki
Lapunowa ukiadu. Jezeli najwickszy wykladnik Lapunowa jest dodatni, to uklad jest wykiadniczo
wrazliwy na warunki poczatkowe.

Omdwienie wykladnikow Lapunowa odkladamy jednak do dalszych rozwazan, a obecnie
ograniczamy sig do zilustrowania wrazliwosci na warunki poczatkowe poprzez pokazanie
przebiegow czasowych x =x(¢) przy dwoch bardzo bliskich wartosciach x(0) 1 %(0), oraz przy
dwoch rozmych wielkosciach kroku catkowania - rys. 18a,b.

(a)

-

120

+T

(=]
T

-
120 140 220

Rys. 18. Ilustracja wrazliwosci przebiegu wychylen w czasie na warunki poczatkowe: (a) linia
czarna - x(0) = 0.606, x(0)=-0.242, linia szara - x(0)=0.610, x(0)=-0242; (b) linia czama -
fkc = 100, linia szara - ke = 300 (Ikc - liczba krokéw na cykl).
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Widzimy, Ze przy bardzo malej réZnicy warunkow poczatkowych (A4 x=0004,4 x=0000)
przebiegi czasowe x = x(f) poczatkowo si¢ pokrywaja, lecz przy dhuzszym czasie obliczen krzywe
si¢ rozbiegajg, przy czym ta rozbieznoé¢ ma charakter nagly (rys. 18a). Podobng sytuacjg
obserwujemy na rys. 18b, ilustrujacym przebiegi czasowe przy zastosowaniu rézmych wielkosci
kroku catkowania w procedurze numerycznej. Jezeli przyja¢, ze kazdy kolejny krok catkowania
wprowadza pewne warunki poczatkowe dla kroku nastgpnego, to oba wykresy (rys. 18a i 18b)
ilustruja t¢ sama ceche odpowiedzi ukladu - wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe.

Wrailiwosc trajektorii ruchu na warunki poczgtkowe, a w konsckwencji - nieprzewidywalnos¢

tego ruchu w dluiszym czasie, stanowi istotg ruchu chaotycznego.

8. Fraktale - geometryczne obiekty samopodobne

Przy omawianiu obszaréw przyciagania roznych atraktoréw oraz struktury geometrycznej
wielokrotnie uzywalismy terminu fraktale bez prob matematycznej definicji i tylko w kontekscie
Zjawisk dynamiki nieliniowej. Termin ten pojawil sie w matematyce niezaleznie od dynamiki
nieliniowej; zostat wprowadzony przez B. Mandelbrodta [20,21] i dotyczyt obiektow
geometrycznych, ktére majg strukture samopodobnq i wymiar ulamkowy (fractal). Dla ilustracji tych
poje¢ przypomnijmy, ze w geometrii euklidesowej znamy jedynie obiekty o wymiarach catkowitych
0, 1,2, 3 (punkt ma wymiar 0, linia - wymiar 1, powierzchnia - wymiar 2 i obj¢tosc - wymiar 3).

Pojecie wymiaru mozna rozszerzy¢é stosujac nastgpujacg procedure: rozpatrzmy odcinek linii o
dhugosei | i podzielmy go na N réwnych czesci. Jeden element tego podziatu ma dhugosc r, a
catkowitg dlugo$¢ odcinka mozemy wyrazié jako:

Nr =1 |

1
1

Analogicznie dla kwadratu o powierzchni 1 mamy zalezno$é:
Nr? =1 .
a dia kostki (szescianu) o objetosci 1:

nr?

Uogolniajac takie postgpowanie na inne obiekty geometryczne i stosujac podzialy na bardzo male

=1

elementy (» — 0 ) mozemy napisac:

a stad:
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. InN(r)
= :l—rynn ln(]_x r] ' )

Tak przyjete pojecie wymiaru zaklada wigc, Ze nasz obiekt geometryczny ma cechy
samopodobieristwa, t . jego struktura jest niezmienna, niezaleznie od skali obserwacji.

Wyjasnimy to na przykladzie wspomnianego wczesniej zhioru Cantora (rys. 19). Domknigty
odcinek [0, 1] podzielmy na 3 rowne czgéei i usunmy srodkowy odcinek (1/3, 2/3), pozostawiajac
jego punkty brzegowe. Nastgpnie zrébmy to samo z pozostatymi dwoma odcinkami, pozostawiajac
cztery mniejsze odcinki itd. W granicy otrzymamy zbidr Cantora. Ma on nieprzeliczalng liczbe
punktéw i nie jest nigdzie gesty (tzn. zaden punkt zbioru Cantora nie posiada otoczenia w calosci

nalezacego do tego zbioru).
3
=T 3 = e |
1 1
N ° . N ° .
o m . H H =
I AR NN BB ik nl [T 1

Rys. 19. Cztery pierwsze iteracje zbioru Cantora

W trakcie opisanej procedury prowadzacej do zbioru Cantora w kazdej skali (czyli niezaleznie
od wielkosci r) widzimy tg¢ sarng strukturg - odcinek podzielony na 3 czgsci z usunigta czgscia
$rodkowag (N=2 i r=1/3 narys. 19). Wymiar tego zbioru obliczymy podstawiajagc w réwnaniu (6)
N=21ir=1/;

2
D::]~I-1—'50.63.
In3

O strukturze tego zbioru mozemy powiedzie¢, Ze ,zajmuje wiecej miejsca niz punkt, ale mniej niz

linia™: 0<PD<l1.



31

Literatura

(1

2]

3]

[4]

(5]
(6]

(7]

[8]

9]
[10]
(1]
(12]

[13]
[14]

[s)

[16]

[17]

(18]

191

[20]
21]

F.C. Moon, Chaotic Vibrations, An Introduction for Applied Scientists and Engineers. lohn Wiley &
Sons, Chichester 1987.

Chaos w nieliniowej mechanice. Praca IPPT 28/1985, praca zbiorowa pod red. W. Szemplifiskiej-
Stupnickiej, Warszawa 1985.

H.G. Schuster, Deterministic Chaos: an Introduction. Physik-Verlag, Weinheim 1984 (wydanie
polskie: Chaos deterministyczny, PWN, Warszawa 1993).

E. Ott, Chaos in Dynamical Systems. Cambridge University Press, Cambridge 1993 (wydanie polskie:
Chaos w ukladach dynamicznych, WNT, Warszawa 1997).

J. Kudrewicz, Fraktale i chaos. WNT, Warszawa 1993.

1. Stewart, Does God Play Dice? The New Mathematics of Chaos. Penguin Books, London 1990
(wydanie polskie: Czy Bdg gra w kosci? Nowa matematyka chaosu, PWN, Warszawa 1994).

W Szemplinska-Stupnicka, The Behavior of Nonlinear Vibrating Systems; vol I - Fundamental

Concepts and Methods: Applications to Single-Degree-of-Freedom Systems. Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht, 1990.

Ch. Hayashi, Nonlinear Oscillations in Physical Systems. Princeton University Press, Princeton, N.J.
1964, 1985 (wydanie polskie: Drgania nieliniowe w uktadach fizycznych, WNT, Warszawa 1968).

Drgania i Fale. Praca zbiorowa pod red. S. Kaliskiego. PWN, Warszawa 1986.
R. Gutowski, Réwnania rézniczkowe zwyczajne. WNT, Warszawa 1971.
W. Szlenk, Wstep do teorii gladkich ukladéw dynamicznych. PWN, Warszawa 1982.

L.M.T. Thompson, H.B. Stewart, Nonlinear Dynamics and Chaos. John Wiley & Sons, Chichester
1986.

S. Wiggins, Global Bifurcations and Chaos: Analytical Methods. Springer-Verlag, New York 1988.

S. Wiggins, Introduction to Applied Nonlinear Dvnamical Systems and Chaos. Springer-Verlag, New
York, 1990.

E. Tyrkiel, W. Szemplinska-Stupnicka and A. Zubrzycki, On the boundary crises of chaotic attractors
in nonlinear oscillators, Computer Assisted Mech. Engng. Sci., 7, 743-755, 2000.

W. Szemplifiska-Stupnicka, E. Tyrkiel and A. Zubrzycki, The global bifurcations that lead to transient

tumbling chaos in a parametrically driven pendulum, [nt. J. Bifurcation and Chaos 1(9), 2161-2175,
2000.

W. Szemplifiska-Stupnicka, E. Tyrkiel and A. Zubrzycki, On the stability ,,in the large” and unsafe
initial disturbances in a nonlinear oscillator, Computer Assisted Mech. Engng. Sci., 8, 155-168, 2001.

W. Szemplifiska-Stupnicka and E. Tyrkiel, The oscillation-rotation attractors in a forced pendulum and
their peculiar properties, to be published in /nt. J. Bifurcation and Chaos, 2001.

W. Szempliniska-Stupnicka and E. Tyrkiel, Common features of the onset of structurally stable chaos in
nonlinear oscillators: a phenomenological approach, to be published in Nonlinear Dynamics, 2001.

B. Mandelbrodt, The Fractal Geometry of Nature. W.H. Freeman, San Francisco 1982.

The Science of Fractal Images. Praca zbiorowa pod red. H.O. Peitgen i D. Saupe. Springer-Verlag,
New York 1988.



32

Spis tresci

O Anitora .o snimsiiaians s

1. Wahadto matematyczne: réwnanie ruchu, drgania liniowe i nieliniowe ............ccccoarnvmvinrinienn.

2. Metoda mapy POINCATEO ......oovoveeeirrerrerereeesrctrmsaeresassesssesss e sasssssnsssresnssessssssesaessssmsansessens

S. Obszary przyciagania wspolistniejacych atraktorOW ..........cc.civviviecereierinineienssessiresssensienes

6. Globalna bifurkacja homokliniczna ............cc.coeeieeeervennnn. T R N,

7. Chaotyczny ruch trwaly (dziwny atraktor, atraktor ChaOtYCZIY) ......cccovevcurmmrireinescrisirnecens

8. Fraktale - geometryczne obiekty samopodobne .........ccccouiiiiiccnmncinisscs et srassienas

LLATETATUTA «...veueeeeseissessssssascassessessesessmassssnsssassessessassessenseesessssssenascasensensennsessessssrnsrnnrnessssasesas

10

14

17

20

24

29





