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PODSTAWOWE RÓWNANIA TEORII OŚRODKÓW WIELOSKŁADNIKOWYCH 
MIKRONIEJEDNORODNYCH 

Zbigniew P. Baczyński 

1. WSTĘP 

Celem .pracy jest wyprowadzenie równań dynamicznych dla 
ośrodków utworzonych· z wielu materiałów /faz/ nazywanych też 
s~ładnikami w ujęciu fenomenologicznym. 

Fenomenologiczna koncepcja ośrodka wieloskładnikowego pole­
ga na przyjęciu, że ośrodek składa się z wielu różnych skład­
ników "wymieszanych" z sobą idealnie, tj. w taki sposób, że 

w każdym miej.scu zajętym przez ośrodek zawierają się wszystkie 
jego składniki. Prżyjęcie to jest uzasadnione interpretacją 
pojęć "cząStka" i "miejsce" w mechanice ośrodków ciągłych, 
które· są po-jęciami pierwotnymi teorii. W szczególności "cząstkę" 
ośrodka ciągłego interpretujemy jako zbiór mikroelementów /mole­
kuł/, które w każdej chwili zajmują z jednej strony obszar ma­
kroskopowo tak mały · by zjaWiska i ~łaaności makroskopowe można 
było uważać za ciągłe, · a obszar zajmowany przez cząstkę ciała 
za punkt geometryczny. Z drugiej strony jednak zbiór mikroeleme­
ntów tworzących cząstkę musi zawierać·tak dużą ich liczbę by 

. . . 

można by·ło do _- niego zastosować prawa fizyki statystycznej l dla 
ciał stałych krystalicznych obszar taki powinien być. rz~du 

10-5 cm3/. Tak więc określenie: "miejsce zajęte przez kilka . 
składników jednocześnie" należy interpretować jako niewielki 
obszar, w którym .znajdują się jednocześnie wszystkie składniki. 

Oznaczymy przez .I\ liczbę wszystkich · składników, z których 
składa się rozpatrywany ośrodek. Założymy następnie, że w pewny­
ch przedziałach czasu mogą występować także części ośrodka zło­
żone tylko z jednego składnika względnie kilku /niekoniecznie 
wszystkich/ wymieszanych ze sobą _ idealnie. Przyjęty w ten sposób 
model ośrodka opisuje również zjawiska wzajemnego "przenikania 
się" różnych składników /dyfUzję/, "zespalania się" składników 
oraz ich "seg~egację". 
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2. RÓWNANIA DYNAMIKI S·PRĘiYSTEGO CIAŁA PROSTEGO . Z DODATKOWYMI . 

STOPNIA!II SWOBODY . 

Punktem ~jścia do teorii ośrodka wieloskładnikowego są 
równania_ dynamiki dla ciała sprężystego prostego ~ wewnętrznymi 

stopniami swobody. Równania takie podane-zostały mię~zy innymi 
w monografii C •. ·Woźniaka [1] • 

Oznaczmy przez: 
xk; . /k=1,2,3/, -współrzędne przestrzenne; 
xK, /Kr=1 ,2,3/, - współrzędne·. Lagranga 'a, li!- -c B/; 

t, . - czas, . /t • T./; . . 
~ K . . · . V '/X , t/, - zmienne dynami.czne, /6. =1, 2, ••••••••••••• ,M/ • . 
. Poszuici!'any układ ll :f'W:lkcji f'!XA, t/ je.st określony w prze­

strzeni bazowa·j B x ~. Zmienne dYnamiczne - są .podstawowymi nie . 
wiadomymi każdego zagadnienia dynamiPznego tzn. gdy· są one 
znane, wówczas wszystkie . ińnę · wielkośoi występujące w teorii . 
można bez trudu . wyliczyć przez dzia~ania algebraiczne i różni-
czkowanie. . . 
. . · Zakła~amY, że funkcje rf.'/xK, t/ przy ~eskończfimie małych · 
przesunięciach -ek ;!. obrotach ~kl przestrzeni odlrl.esienia . danych 
wzorami: 
l l 1r. . lr . k kl 'kl lk 

1 x----· x- + .. + .. ~, . .. . = - .. , 
transformują .się liniowo i wtedy 

l l ot ex k ex . kl dQ l l 2 y ---·V + • sk +-e sk!l y:~, · oe,~=1,2, ••••• ,K , 

gdzie S~ i S~ SCl atałym~ lniezależnymi Od <Ck i ~kl / danymi d.La 

każdego przypadku ciała z wewnętrznymi stopniami swobody. 
S tałe te charakteryzują własności transformacyjne zmiennych 
dyna~icznych y~IXK,t/. . · . 

.2ć ·.-:riania ruchu ci.ała sprężystego prostego mają postać: 

/3 / 

gdzie: 

K • 31 . 
tcx,K +.bO( =. ńlO( - avoc ' . 

·t~K ~ - · 'd~ Ol . ·. jest uogólnionym tenserem napręża~ 
0~ ,K nia Pioli.-Kirchhoffa; · 

.·H' . dL , 
m =.::: -;-ex jest uogolmoonym pędem; 

r:J. o~ . 
b -()(. 

jest uogólnioną siłą zewnętrzną., 
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a fUnkcja Lagrange·a zależy od współrzędnych materialnych, . O( 
czasu, oraz od rozkładu zmiennych .dynamicznych V w ·nieskoń-

.czenie małym otoczeniu punktu IXK,tl przestrzeni bazowej, 
c·zyli 
l 4/ . L = L/xK' t; yO(; f',~ V O(' 

Funkcja ta określa własności dynamiczne sprężystego ciała 
prostego, które są własnościami iokalnymi ponieważ fUnkcja 
ta zależy tylko od jednego p~nktu przestrzeni bazowej B x !. 

Silne prawa zachowania pędu, momentu pędu i energii mają 
postać: 

S..O(~ a O, 
-Je avcx 

15/ sCXR l ()L . . n . + oL ~L • . 
lkl1 ay.cx rp Cly«,K V~,K + Cif' Vfl" • 0

• 

A.o 
ot· 

Równania te narzucają pewne dodatkowe ograniczenia na zmienne 
dynamicz~e i zachodzą nawet wtedy gdy nie są spełnione równa­
nia ruchu • 

. Z niezmiennic~ości funkcjonału dział~nia względem przestrze­
ni odniesienia wy~ikają całkowe prawa zachowania jako słabe 
prawa zachowania dla dowolnej części obszaru B• i przedziału 
czasu T., które przyjmujemy w post~ci: 

t t . . 

[ n oc ] 
1 J;~n ex K n ex · J ~ moc dB = {J~k t ex dAK + J ~ bOt dB/dt, 

· B• to oA• ~ 

16/ 
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Wielkości występujące po lewych stronach równań /6/ stanowią 
kolejno: zmiany pędu, momentu pędu i energii, od chwili t

0 
do chwili t;. Wielkości po prawych stronach tych równań są 
kolejno: źród~ami /przyczynami/ zmiany pędu, momentu pędu 
i energii. Powyższe słabe prawa zachowania zachodzą wtedy gdy 
są spełnione równania ruchu. 

Z zasady względno·śei Galileusza /równania ruchu muszą mi.e6 · 
tą samą postać we wszystkich inercjalnych układach odniesie­
nia/ wynika, że suma uogólnionych pędów powinna być pochodną 
pewnej dowolnej funkcji Fk tzn. 

/7/ ex dL • 
Sk aycx =· F k 

Równanie /7/ i silne prawa zachowania stanoWią warunki ogra­
niczające postać Lagrange'anu • 

.3. RÓWNANIA DYNAMIKI OŚRODKA N-SKŁADNIKO\VEGO 
Z równań dynamicznych dla ciała sprężystego prostego z wewnę­
trznymi stopniami swobody do równań ośrodka wieloskładnikowe­
go przechodzi się formalnie przez odpowiednią interpretację 
zmiennych dynamicznych. 

Oznaczmy przez Xa, /a=I,II, ••••••• ,N/, cząstkę ośrodka 
nałeżącą do składnika "a" i niech Ba będzie zbiorem tych 
cząstek. Przyporządkujmy cząstkom X

8
-e· Ba w sposób jednoznacz-

. ny liczby XK~ B, które będą współrzędnymi Lagrange'a cząstek 
Xa. Obszar B ~ożna interpretować jako pewien obszar w przest­
rzeni odniesienia, który w danej chwili t ~ ~ wypełniają idea­
lnie "wymieszane" z sąbą cząstki Xa każdego ze składników B

8 
rozważanego ośrodka. Niech dalej ruch cząstek Xa poszczegól­
nych składników "a" ośrodka wieloskładnikowego opisują funkcje 

/8/ K /a=I,II, ••••••• ,N/, X -(:B, t-c!, 
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gdzie xk są współrzędnymi miejsca zajętego · przez cząstkę xK 
składnika "a" w chwili t. Jak zwykle przyjnri.ljemy, że V~ są 
ciągłe i różniczkowalne wraz ze swymi pochodnymi odpowiednią 
l~czbę razy oraz, że zachodzi warunek · 

/9/ det V~,K -# o, dla . każdego t • T 

Funkcje V~/XK,t/ przy nieskończenie małych przesunięciach 
i .obrotach przestrzeni odniesienia transformują się zgodnie 
z wzorem 
/10/ 

Funkcje ~!;xK,t/ przyjmujemy jako .zmienne dynamiczne ośrodka 
wieloskładnikowego. Tym samym możemy przyjąć, że 

/11/ 
N . . . 

v~ . = ) a::! b~+ Ja-J lf~/xK' t/ 

Liczba zmiennych dynamicznych wynosi więc M=JN, a liczba 
dodatkowych stopni swobody jest M-J. 

Zporównailia powyższego przekształcenia z ogólną transfor­
macją zmiennych dynamicznych dla ~:!.. ała sprężystego prostego 
·można stwierdzić, że współczynnikl transformacji zmiennych 
dynamicznyc~ są: 

/12/ 

Przedstawiając funkcję Lagrange'a w postaci 

/1J/ 

oraz wprowadzając definicje uogólnionego naprężenia i uogól­
nionego pędu; 

/14/ ' t K df' 
ak =-- :ffik ' vTa,K 
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df ~L 
mak-~' V a 

dochodzimy do równań ruchu dla ośro·dka wieloskła~ikowego 
w postaci: 

K • dL 
115/ tak ,K + bak- ~ak+ ~! = 0• . 

gdzie bek = ~k+Ja-J b~ są uogólnionymi składowymi sił obję­
tościowych składników "a". 

Z zasady względności Galileusza i silnych praw zachowania 
wynika, że: 

/16/ 
L = ~ pS-b txK! V.~ Vbk - ~/XK; V.~; Y~,K/' 

-e - ~txK; v~ - y~; v!,x: Vbk,L; ~klm v~,K v~,L fc,M/ 

Własności . ośrodka wieloskładnikowego jako układu dynamicznego 
są więc określone energią wew: . trzną oraz funkcjami pab/XK/ 
charakteryzującymi "rozkład masy" ·tego ośrodka. Pierwsżą część 
funkcj·i Lagranga 'a można traktować jako energię . kinetyczp.ą 
ośrodka wieloskładnikowego. 

Słabe prawe ~schowania dla ciała sprężystego wieloskładni­
kowego mają postać: 
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4. ZLINE.tt..-qYZOWANA TEORIA OŚRODKA WIELOSKŁADNIKOWEGO MIKRO­

NIEJEDNORODNEGO, ZAGADNIENIE _STATYCZNE. 

Przyjmiemy obecnie, że ruch cząstek ~a poszczególnych 
składników "a" ośrodka wieloskładnikowego opisują funkcje 

/18/ xk s 8~ xK + u!;xK;, 
gdzie u! jest wektorem· przemieszczenia składników "a". Wtedy 
energia sprężysta ma postać: 

/19/ -e = ~ ~K; /x! - ~ xek,K; x!,K ~k;L; 

; -eklm x!,K xt,L ~,M~ 

Jeśli .· wyrażenie powyższe rozwiniemy w sżereg względem· wektora 
przemieszczenia u!txK; i zachowamy w tym rozwinięciu człony 
liniowe to okaże się,. że 

/20/ -e · =~tzK;'eabK;'eabKt;'eabK L;/ 
' ' 

czyli, że energia sprężysta ośrodka . wieloskładnikowego zależy 

o:d współrzę~ch Lagrange 'a· i pewnych miar odkszt.ałcenia. Te 
miary odkształcenia definiuje się przez przemieszczenia i ich 
pochodne w następujący sposób: 

' df 8 abK .. uaK - ubK ' 

/21/ 'eabKL it uaL,K + ~K,L 

, " W W N · eabK,L ~ ub,L +~NLM ua,K + -ewn uc,M 

Udowodniono w pracy, że· powyższe miary odkształcenia dadzą 
aię "!Yrazić przez miary następuj ąc·e: 

I. •. •·• . eaKL = ueK,L .+ ~aL,K ' 

1221 n .... 

III. • • 
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gdzie eaKL jest klasyczną miarą odkształcenia dla tej samej 
fazy, eabK jest różnicą przemieszczeń dla różnych faz, a eabK,L 
jest różnicą gradientów dla różnych faz. W:obec tego energia 
sprężysta zależy teraz od tych mi~r, czyli 

/23/ -<: ~ of:.fiA-; eaKL; 8abK; aab~L;/ 
1'worząc następnie ż powyższych miar jednorodną kwadratową 

· funkcję przemieszczeń otrzymamy ostatecznie wyrażenie na 

energię sprężystą ośrodka wi~~oskładnikowego 

1 abKIIDl 1 . abcdKL 
-e = 2 A · 8 aKL ebMN + 2 B eabK ecd.L t 

/24/ l ..abcd.KLMN .· · · 1 abcdKLM 
+ 2 u-· eabK,L ecdM,N + 2 D . eaKL ebcM + 

1 abcKLMN · . 1 ·....abcdKLM . . · . 
+ - E . e ebcM N' +. - J! · e.abK ecdL M . ' 2 . al{L. ' 2 . ' 

ga=ie stałe · A·, :a, C, D, E, F są tenserami sztywności sprężystej 
ośrodka wieloskładnikowego. 

Uogólnione naprężenie jakie wywołuje w ośrodku wieloskładniko~ 
wym , obecność składnika "a" wyraża się wzorem 

/ 25/ t · K df ..... ~;;....;..,..-
. aL - ~uL 

a,K 
Jeśli we wzorze /25/ wyrazimy energię sprężystą oś.rodka przez 
wprowadzone miary odkształcenia, · t.o otrzymamy. uogólnione prawo 
Hooica dla . ciał-a Wieloskładnikowego mikroniejednorodnego, 

/26/ 

Naprężenie całkowite w dowolnym przekroju ~iała wieloskładni-
kowego jest sumą naprężeń wywołanych obecnością wszystkich 
składników tj. . N . 

t K ~~. t K 
L a aL /27/ 

.Jeśli przyjąć, że ciało utworzone jest tylko z jednego 
składnika to stan naprężenia wyraża się przez klasyczną miarę 
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,:;i!cształcćtUa dla ciała jed.noskładni l<o v - ·7=-;o, zaś pozostałe 

miary odkształcenia znikają. Jest wtejy 

/28/ d f 
tKL == AKLMN ;m 

Przy założeniu, źe przemieszczenia wszystkich składników 
o~rodka w danym miejscu są te same tzn., źe uaK = ubK' wtedy 
/II/ i /III/ miara odkształcenia znika i otrzymuj-emy następu­
jący związek fizyczny: 

/29/ :t;aKL i! AaKLMN-~-

Wtedy AaKLMN jest tenserem sztywności fazowej dla składników 
"a". Sposoby wyznaczania tenserów sztywności fazowej były 
tematem prac między innymi E. Krłfnera [?] i C. Eimera [3] • 

Dalszym i oddzielnym zagadnieniem będzie wyznaczanie 
następnych- tenserów szt~ości dla danychrzeczywistych struk­
tur ~iał wieloskładqikowych. 
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