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PODSTAWOWE ROWNANIA TEORII OSRODKOW WIELOSEZADNIKOWYCH
MIERONIEJEDNORODNYCH

Zbigniew F. Baczyrski

1. WSTEP

Celem pracy jest wyprowadzenie réwnan dynamicznych dla
osrodkéw utworzonych z wielu materiadw /faz/ nazywanych tez
skadnikami w ujeciu fenomenologlcznym.

Fenomenologiczna koncepcja oérodka wieloskXadnikowego pole-
ga na przyjeciu, Ze osrodek skada si¢ z wielu réinych skiad-
nikéw "wymieszanych" z sobg idealnie, tj. w taki sposéb, Ze
w kazdym miejscu zejetym przez osrodek zawiersajgq sie wszystkie
Jego sk%adniki. Przyjecie to jest uzasadnione interpretacjg
pojeé "czastka"™ i "miejsce" w mechanice osSrodkéw ciggtych,
ktére sa pojeciami pierwotnymi teorii. W szczegdlnosci Mczastke"
osrodka ciggtego interpretujemy jako zbidr mikroelementéw /mole=-
kut/, ktére w kazdej chwili zajmujq z jednej strony obszar ma-
kroskopowo tak maty by zjawiska 1 wleenosci makroskopowe mozna
byto uwazaé za ciqgle,'a obszar zajmowany przez czgstke clalas
za punit geomeiryczny. Z drugiej strony jednak zbiér mikroeleme-
ntéw tworzacych czastke musi zawieraé' tak duzg ich liczbe by
mozna byZo do niego zastosowad prawa fizyki statystyczne]j /dla
ciat statych krystalicznych obszar taki powinien byé rzedu
10'5 cm3/. Tak wigc okreslenie: "miejsce zajete przez kilka
sktadnikéw jednoczesnie" nalezy interpretowaé jako niewielki
obszar, w ktérym znajduja sie jednoczesnie wszystkie sktadniki.

Oznaczymy przez I liczbe wszystkich skZadnikéw, z ktérych
sktada sie rozpatrywany oérodek. Zaozymy nastepnie, Ze w pewny-
ch przedziatach czasu mogg wystepowaé takze czesci osrodka zlo-
tone tylko z jednego sktadnika wzglednie kilku /niekoniecznie
wszystkich/ wymieszanych ze sobg idealnie. Przyjety w ten sposdb
model osrodka opisuje réwniez zjawiska wzajemnego "przenikania
sig" réznych sktadnikdéw /dyfuzjé/, "zespalania sie" skZadnikdw
oraz ich "segregacje".
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2. ROWNANIA DYNAMIKI SPREZYSTEGO CIA%LA PROSTEGO Z DODATKOWYMI
) STOPNIAMI SWOBODY .

Punktem wyjécia do teorii osrodka wieloskZadnikowego sg
réwnania dyzamiki dla ciaa spregzystego prostego z wewngtirznymi
stopniami swobody. Réwnania takie podane-zostaly migdzy innymi
w monografii C. Wozniaka [1].

Oznaczmy przez:
xk, /k=1,2,3/, - wspéirzedne przeatrzenne°
XK /k=1,2,3/, - wspéirzedne Lagrange’ a, /IK't B/;

t, - czas, /t & T/;
?“/xK.t/, - zmienne dynamiczne, /A =1,2,.cc000csce0sesM/0

Poszukiwany ukad M funkcji ?UVXK,t/ jest okreslony w prze-
strzeni bazowej B x T. Zmlenne dynamiczne s3 podstawowymi nie.
wiadomymi kazdego zagadnienia dynamicznego tzn, gdy sg one
znane, wéwczas wszystkie inne wielkos$ci wystepujace w teorii
mozna bez trudu wyliczyé przez dziaiania algebraiczne i rézni-
czkowanie, . . , _

Zakadamy, Ze funkeje q“?xz,t/ przy nieskoficzenie maXych
przesunieclach €~ 1 obrotach €™~ przestrzeni odniesienia. danych
wzoramis - '

/1/ Foee 2* 4 @ +<ek1:1 = —'elk,

tranaformujq aie liniowo i wtedy
/2/ g 7%+ 55T s g, /o(,p-‘l E—

gdzie Sk i Soﬁ sq staiymi /niezaleznymi 0d <¥ i~¢k1/ danymi dia
kazdego przypadku clata z wewnetrznymi stopniami swobody.
Staze te uharakteryzuja wiasnosci transformacyjne Mniennych
dyramicznych ¥ /X ot/ :

2éwnania ruchu ciala spreiysiego prostego majg postad:

K . 3L
/3;’ t +b, =h =
o, K [V S a?a ’
Zdzie: ‘toF 55 -'-ééa - jest uogdlnionym tensorem napreze-
) Y",K nia Pioli-Rirchhoffa;
By &< Ti?i jest uogdélnionym pedem;
b, - jest uogdlnionag sitg zewnetrzng,

o
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a funkcja Lagrange a zalezy od wspdirzednych materialnych,
czasu, oraz od rozkiadu zmiennych dynamicznych qo‘w nieskon-
czenie matym otoczeniu punktu /XE,t/ przestrzeni bazowej,
czyli

/4/ L = L/X%,t; ?oﬁ ?oixg éoy

Funkcja ta okredla wtasnosci dynamiczne sprezystego ciaza
prostego, ktdre sq-wlaénoéciami iokalnymi poniewaz funkcja
ta zalesy tylko od jednego punktu przestrzeni bazowej B x T.

Silne prawa zachowania pedu, momentu pedu i energii majg
postad:

5l 58/ a?u?-ﬁ q Fpﬂ*??'??ﬁ 0,

3L

— )

ot

Réwnania te narzucajg pewne dodatkowe ograniczenia na zmienne
dynamiczne i zachodzg nawet witedy gdy nie sg speinione réwna-
nia ruchu.

.Z niezmienniczoSci funkcjonaiu dziaania wzgledem przestrze-
ni odniesienia wynikaja catkowe prawa zachowania jako sZabe
prawa zachowaniae dla dowolnej czgsci obszaru B® 1 przedziatu
czasu T, ktére przyjmujemy w postaci:

t, %
1 &
o - X, K o
U‘sk m,, dB] - J:(fsk to ah + [SX b aB/at,
B® %o oA®

/6/
% %
U;Em]mu ?P aB]to ’\_[ c{fﬁgltmx qﬁ Ay +
a:g“s;ﬂ] b, qP_ dB/dt,



- =

: ty oty
ca - K . .ﬂ .
/6/ ["g!/m“? - L/cw:lto -\i’:{‘f! Ty q“aax +~£E°‘? dB/dt

Wielkosci wystepujace po lewych stronach réwnar /6/ stanowig
kolejno: zmiany pedu, momentu pedu i energii, od chwili to

do chwili t,. Wielkosci po prawych stronach tych réwnad sg
kolejno: Zrdédtami /przyczynami/ zmiany pedu, momentu pgdu

i energii. Poﬁyﬁsze stabe prawa zachowania zachodzg wtedy gdy
sg speinione réwnania ruchu. '

Z zasady wzglednosci Galileusza /réwnania ruchu muszg mieé
tg samg postadé we wszystkich inercjalnych uk*adach odniesie-
nia/ wynika, Ze suma uogdélnionych pgdéw powinna byé pochodng
pevnej dowolnej funkcji Fk tzn.

/17 e

3y
Réwnanie /7/ 1 silne prawa zachowania stanowig warunki ogra-
niczajace postaé Lazrange anu.

3. ROWNANIA DYNAMIKI OSRODKA N-SKEADNIKOWEGO
Z réwnan dynamicznych dla ciala spresystego prostego z wewng-
trznymi stopniami swobody do réwnai osrodke wieloskladnikowe-
go przechodzi sie formalnie przez odpowiednig interpretacje
zmiennych dynamicznych.

Oznaczmy przez Xos /8=I,II,.00e0044,0/, czaastke osrodka
natezgcyg do sktadnika "a" i niech B, bedzie zblorem tych
czgstek. Przyporzqdkujmy czgsticom K < 3B W sposéb jednoznacz-

.ny liczby X € B, ktdre beda WSpolrzenn,ml Lagrange a czastek
Xa. Obszar B mozna interpretowad Jg&o pewlien obszar w przest-
rzeni odniesienia, ktdry w danej chwili t < T wypeiniajg idea-
lnie "wymieszane" z sgbg czgstki Xa kazdego ze skladnikéw I?»a
rozwazanego o$rodka. Niech dalej ruch czastek X, poszczegbl-
nych skXadnikéw "a" oérodka wieloskadnikowego opisuja funkcje

/8/ ?k/X B PTRET |2 9 SRR, 7 XK ¢ B, tc B,
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gdzie £ 8g wepbirzednymi miejsca zajetego przez czastke IK
gktadnika "a" w chwili t. Jak zwykle przyim:jemy, Ze qg 83
cigg¥e i rézniczkowalne wraz ze swymi pochodnymi odpowiednig
liczbe razy oraz, 2e zachodzi warunek

/9/ . det'qg g #0, dla kazdego t e T

Funkcje ?E/XK,t/ przy nieskoficzenie maXych przesunieciach
i obrotach przestrzeni odniesienia i{ransformujg sie zgodnie
£ WZorem

/10/ 'R SRTE, L0 SR TR I, SRV

Funkcje qﬁ/xx.t/ przyjmujemy jako zmienne dynamiczne osrodka
wielosk¥adnikowego. Tym samym moZemy drzyjac, Ze

N
m/ I|l°"= E Sl?-r—Ba-B ‘F:/xx't/

Liczba zmiennych dynamicznych wynosi wigc M=3N, a liczba
dodatkowych stopni swobody jest M-3.

Z pordwnania powyzszego przeksztaicenia z ogdélng transfor-
macja zmiennych dynamicznych dls .iala sprezystego prostego
-mo%na stwierdzié, Ze wspbiczynniki transformacji zmiennych
dynamicznyck =3

; ¥
X
e/ Sy =% Ssa-s Bizecs »  SF =2 $ness

Przedstawiajgc funkeje Lagrange'a w postaci
/137 L = /X%t Pes Ve g3 Yo/

oraz wprowadzajac definicje uogdélnionego naprezenia i uogél-
nionego pedu;

; K . JL , K _ S K
714/ by B - Sh—,  t. ty ’Snaa,-; L™
8,k



£ i o
114/ Dak = '373' ' L Sk+33-3 By

dochodzimy do réwnafi ruchu dla oérodka wieloskXadnikowego
w postaci:
/15/ s K sb,-m, + 3L o0
ak ,K * “ak ak aqE T
a

gdzie b, = Sk+3&-3 by ©a uogélnionymi skadowymi il obje-
todciowyck skXadnikéw "a",

Z zasady wzglednosScli Galileusza i silnych praw zachowauia

wynika, ze:
e o o
< =</X% Jg - Y5 ?g,x Yok, ®kin ?E,K ?%,L e,/

Wiasnos$ci osSrodke wielosktadnikowego jako ukiadu dynamicznego
sg wigc okreslone energis wew:  irzng oraz funkcjami Pﬁb/IK/
charakteryzujgeymi "rozictad masy" -tego osrodka, PlerwszZa czesé
funizeji Lagrange'a mozna traktowad jeko energie kinetyczng
oérodka wielosktadnikowego.

Stabe prawe cechowania dla ciaXa sprezystego wieloskzadni-

kowego majg postaé:
—"‘--f PPy . 4B = f t K +f b, dB
dt Bx; ?bk A:E;' .ak S B!:a ak "~
/177 —d—frab' @:ft K2 aa b dB
2% Y Yok Ya1, Jy ok ’i‘?] K K[’; agk ﬁl ’

d 1.,ab Sk K =~k "k
Rl AL Jt oy e
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4. ZLINEARXZOWANA TEORIA OSRODKA WIELOSKEZADNIKOWEGO MIERO-
NIEJEDNORODNEGO, ZAGADNIENIE STATYCZNE.
Przyjmiemy obecnie, Ze ruch czgstek X poszczegblnych
skradnikdw "a" osSrodka wieloskadnikowego opisujg funkcje

/18/ = = 85 1F 4 uf/x,

gdzie u§ jest wektorem przemieszczenia sktadnikéw "a"., Wiedy
energia sprezysta ma postaé:

/19/ < =.eE:K; /x§ - 1§/ Xex, K xﬁ,x Tpk , 1L}
3 Cxlnm ‘g,x ‘%.L ":,nﬂ

Je$li wyrazenie powyzsze rozwiniemy w szereg wzgledem wektora
przemieszeczenia ui/XK/ i zachowamy w itym rozwinieciu czony
liniowe to okaze slg, %Ze

o © = e/X5 i oqnrts Sang, 13/
czyli, %e energla sprezysta osrodka wielosktadnikowego zalezy
od wspdirzednych Lagrange'a-i pewnych miar odksztatcenia. Te

miary odksztalcenia defininje sie przez przemieszczenia i ich
pochodne w nastegpujgcy sposdb:

£
"eapk S Ugg - Upg s
/21/ e prr, = Ytk * TK,L *
¥ ¥ N
a1k, L &€ *mx Yb,L *~°§iu Ya,k * °mKL Ye,M

Udowodniono w pracy, ze powyisze miary odksziaXcenia dadzg
sie wyrazic przez miary nastepujgce:

Ioo-a-- . eEKIJ = BK'L + qaL’K ’

/22/ III..' e&bK = uaK - uhK ']

... €abk,L ~ “ak,L ~ YbK,L °



gdzie e pr jest klasyczng miarg odksztaicenia dla tej same]
fazy, e jest réinicy przemieszczed dla réinych faz, a e

abk : abk,L
jest réznicg gradientéw dla réimych faz. Wobec tego energia
sprezysta zalezy teraz od tych miar, czyli

/23/ < =</15 €.xLi abk’ ‘ab&,ﬁ/
Tworzac nastepnie z powygszych miar jednorodng kwadratowg
funkcje przemieszczerd otrzymamy ostatecznie wyrazenie na
energie sprezystg oérodka wicloskXadnikowego

= % J!Lalbll.'leil- " % prchL

®akT, CvMN ®abk ®car *

+ ] gabodrmm
2
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' 1 abcdKIM
®abE,L ScaM,§ * 5 D ®aKL ®bey *

/24/

~abcdKIM _ | :
¥ ®abk Scdl,M

1 abcKIMN o
*3 E° ®akT ®bed, ¥ * 3
guzie.stale-l, B, C, D, E, F sg tensorami sztywnosci sprezystej
osrodke wieloskZadnikowego.

Uogélnione naprezenie jakie wywoiuje w osrodku wieloskadniko-

wym obecno$¢ skiadnika "a" wyraza sie wzorem

K df Jde
125/ Yau =T
’ . ;
Jeéli we wzorze /25/ wyrazimy energie sprezysta osrodka przez
wprowadzone mialy odksztaicenia, to otrzymamy uogdlnione prawo

Hooka dla cialse ﬁielnskladnikowego mikironie jednorodnego,

£ .
/26/ *aky, 9"" Berrcan Scait * Cakncamm Ccam,n

Naprezenie catkowite w déwolnym przekroju ciata wielosk*adni-
kowego jest sumg naprezed wywolanych obecnoscig wszystkich
sktadnikéw t].

: N
K daf K
21/ . h = :B ta1,

.Jesli przyjgé, Ze ciato uitworzonme jest tylko z jednego
skZadnika to sten napreZenies wyraza sie przez klasyczng miarg
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caksztaXcstiie dla ciesls jednoskIadrniko:=30, zas pozostake
miary odksztaicenia znikajg. Jest wiedy

/28/ $or af S

Przy zaXozeniu, %e przemieszczenia wszystkich skZadnikodw
oérodka w danym miejscu sg te same tzn., Ze Ugp = Upps wiedy
/II/ i /III/ miara odksztaXcenia znika i otrzymujemy nastgpu-
jacy zwligzek fizyczny:

/29/ I U

Wtedy AaKIMﬁ Jest tensorem sztywnosci fazowej dla skXadnikdw
"a", Sposoby wyznaczania tensoréw sziywnosSci fazowej byty
tematem prac migdzy innymi E. Krd¥nera([2] i C. Eimera[3].

Dalszym i oddzielnym zagadniéniem bedzie wyznaczanie
nastepnych tensoréw sztywnosci dla danych rzeczywistych struk-
tur ciat wieloskZadnikowych.
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