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Hiejsce teorii porowatosci Biota
w mechanice osrodkoéw ciggiych

R.Solecki

1. W 1941 r. M.A.Biot opublikowal /1/ swa liniowg teorie
deformacji ciala porowatego zawierajacego piyn lepki, =
w latach pézniejszych zajgl si¢ = & za& nim i inni autorzy
- problemem propagacji akuetycznej w takim oérodku /rer.
np. /2/ /. Z drugie]j strony w ostatnim dziesiecioleciu roz-
winela sie, zapoczatkowana we wspoiczesnym Uujeciu przez
.C.Truesdella /3/, teoria dyfuzji cial odéksztalcalnyck.
Zéawaé by sig¢ mogilo, Ze zlinearyzowana teoria dyfuzji piy-
nu lepkiezo i ciala sprezystego powinna byé iientyczna
z teorig Biota. Tak jednak, jak to stwierdzonc /por. mp.
/4//, nie jest. W niniejszej pracy postaracy =sie odpowie-
dzieé na pytanie: jakie Jest miejscé teorii Bioiz W mecha-
nice osrockéw ciggiych? Za kryterium peprewnosci omawianyeh
zZwigzkéw uwazaé bedziemy zgodnosé z podstavswymi casadami
ktbérych speinienia 2gda sie /por /5/ / <& rownan komstytu-
tywnych opisujgcyeh dane cialo.

2. Zaczniemy od krétkiego przypomnienia podstaw liniowe}
teorii Biota. Biot zakiada, ze kazdy punkt przestrzeni jest
rownoczesnie zajety przez czgstke ciata sprezystego oraz
przez czgstke plynu. Otrzymany w ten sposoéb scregat charak-
teryzuje sie energig potencjalng W = W grad u , div U/
gdzie u i U o2znaczajg odpowiednio wuktory przemieszcze-
nia ciala stalego i piynu. Wychodzgc z takiego zalozenia wy-
prowadza Biot zwigzki konstytutywne, ktore w przypadku izo-
tropii prz- jmujs nastepujacg postaé
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(2.1.2) S,y = B /Q ey + R ey /S.ij =D S'i;r

Oznaczylismy tutaj przez 513 ’ éij tensory napreZe-
nia, przez eij' eij - tensory odksztaicenia infinitezy-
malnego odnoszace sie do ciata "™" /cialo stale/, lub tez
do ciala "2" /piyn/. Wszystiie skladowe odnies$lismy do wspdi-
rzednych kartezjanskich., W dalszym ciagu ograniczymy sie do
badania ciaia jednorodnego zakladajac, ze wielkosci A, N,
Q@ i R sa state. Zauwazymy od razu, ze réwnania konstytu-
tywne (2.1) nie speimiajq zasady wspbélobecnosci. Zasada ta
nie zada coprawda, aby w ostatecznych zwigzkach wystepowaly
te same zmienne, jednakZe usuniecie niektérych wielkosci mo-
ze byé spowodowane jedynie wymogami zasad mechaniki, warun-
kow symecril coy tez zasady produkeji entropii. W pracy Bio-
ta zwiazki (2.1)wynikajgq natomiast z definicji potencjaiu W
oraz z definicji zaleZnosci miedzy W, a 613.

Postugujac sie zwigzkami (2.1) mozna zapisaé w nastepu-
jace) postaci wyprowadzone przez Biota réwnania ruchu
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(2.2.2) Oij,j = ?‘12 u,+ 5322 Ui z

gdzie :fH1, .?12, _§52_ sq wspélczynnikami zwigzanymi
z gestosSciami ciala stalego i piynu.



3.Przytoczymy teraz roéwnaniez ruchu agregatu dwéch
oérodkéw dyfundujacych pomijajgc siiy masowe i zakladajac,
%e spelniony jest postulat zachowania masy dla kazdego
z tych odrodkéw oddzielnie /por.np. /6/ /. Mamy

. /1/
(3-1.1) -37.'1 = S)AI - dal, L]

gizie I jest wektoren oporu dyfuzji, ¢{Y , S{¥ zas
naprezeniami czgstkowymi. W celu upodobmema [2 2)do .,;.’I

- ozgwigzemy ten uklad rowna:ﬁ wzgleden “i oraz U. ‘Otrzymane
zwiqzki zapiszemy w nastepujace postaci

(3.2 Pyu= 9T ST+ $nn ®

ij,d ' 1:1 -

A e
32_2) .922 1: 922? é‘“j 3223 é 493

gdzie oznaczylismy
g*l 2

(3.3). I=%§/. E’=-5%_" , 5

9)2/ = 019 Poo - 27

Poréwnujac (3.2)z (3.1) widziny, e nalezaloby przyisé % wal-
8zym cig:l:

Gty Y- Tliy= Pq /L 35+ 3 8,5/ =



(3.4.2) é’?{ + Mgy = 0 /8 513 +T a,li / =
% 1 1 2
= Preck Sigt Paeay+ P ohe Sy

Tutaj ¢3gg/, céégj sa nowo zdefiniowanymi naprezeniami
czgstkowymi speiniajacymi zasade wspdlobecnosci, ,f]ij jest
za$ pewna funkcja ktérej dywergencja jest oporem dyfuzji

(3.5) Pl g5 05

Wystepujgce w(3.4)wspéiczynniki fenomenologiczne
okreélone sg przez nastepujace zwigzki

2
(3.6) Xq= 7/ 911 Pk + P11 P12 ﬁ/' oo '-f%;ﬂ,

i a1 7 91 9220 + 41 912 ';‘313"
B 7 G g+ PG B 0 P _35’_15:);;&“,
(5= '3‘2/ 911 §22° * Q11 P22 T"E/ %

Podstawiajac (3.4)i(3.5)d0(3.2) otrzymujemy

) .. //
(3.7.1) Myo= Paq o= 855 o

(3.7.2) o= P Ty - {% s
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Uzyskaliémy zatem formalng identyczno$é réwnah’ ruchu
dwoch osrodkéw dyfundujgcych z réwnaniami ruchu mieszaniny
Biota. Musimy teraz wyjasnié czy nie zachodzi sprzecznosé
miedzy zwigzkami (3. 4}wynikajqcymi z teorii Biota, a uzyska-
‘nyni formalnie réwnaniami ruchu (3,7)

1° Zatézmy na razie, ze ciaio ™™ aest 1zotropowym cia-
tem sprezystym, ciato "2" za$ - piynem. W przypadku ruchu
takiej mieszaniny obowigzujg réwnania konstytutywne uzyska-
" ne przez A.E.Greena i T.R.Steela /7/. Réwnania te czynig
zado$é zadaniu niezmienniczoéci i zasadzie wspdiobecnosei,

a ograniczenia nalozone na wystepujace w nich wspéiczynniki
fenomenologiczne wynikajg z zastosowania nieréwnosci entro-
pii. 0t6%z w przypadku zlinearyzowanym, zgodnie z tg praca, -
‘%adne z naprezed czgstkowych nie zalezy ani od réznicy pred-
. kojci skladnikéw mieszaniny ani od pochodnych tensora od-
ksztalcenia; opér dyfuzji natomiast od tych wielkoSci zale-
zy. T . = '

W tym przypadku, z rozwigzania réwnania (3.5)wynika, ze
i tensor r‘iﬁ musi zalezeé od tej roéznicy, a zatenm

/w zwiazku z zalozeniami odnoénie 6‘51/ " 6 / spelnie-
nie zwiazkéw (3.4)nie jest mozliwe. :

" 2° Jesliby obydwa ciala byly izotropowymi ciatami spre-
systymi wéwczas zgodnie z praca /4/, opér dyfuzji zalezalby
ponownie od podanych poprzednio wielkosci, a zatem i w tym

- przypadku speinienie zwigzkéw (3.4) nie jest mozliwe.
Doszlismy tym samym do wniosku, Ze w teorii Biota pomi-
niety jest opér dyfuzji. W konsekwencji zwiazki(3.4) nalezy

uwazaé za réwnania konstytutywne dla naprQZen czastkowych
2V 3/2/
i

} §° Nalezy teraz wyjasnié, przyjmujgc'za dopuszczalne
pominigcie oporu dyfuzji, mieszanine Jjakich dwéch cial moz-
na opisaé¢ zwizzkami (3.4). Jednym z nich jest niewgtpliwie
izotropowe, jednorodne cialo spreiyste rrzy czym naprezenie
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w takim ciele. opisane jest w przypadku infinitzzymalnej de-
formacji jak wiadomo zwigzkiem typu

| 1
(5.3) éi;j =3L1 €k Sij + 2}.11 °i;j

Drugie z tych ¢ial opisane jest, w przypadiu gdy pierwsze
z nich nie wystepuje, zwiazkiem konstytutywnym typu

3.9 by By

Zachodza trzy alternatywy:
I/ Ciazo "2™ moze byé, zgodnie z zarozeniami Biota, ideal-
nym /sprezystym/ piynem Stowzssa o réwnaniu konstytutywnym

8010} éij = -T_f gij'

Jednaikze zadanie jednoczssnezo speinienia réwnania zacho-
wania masy oraz wyzixajacezo z(3.9) i (3.10) zwigzku T =
= - 2 ei‘k wraz z zatozeniem ¢ nieskonczenie malych defor-
macjach i predkosciach prowadzl, v latwo sprawdzié, do |
nagtepuiacego réwnania stanu

(3.11) J_'f.' = ;3.2 ln9 + Cy C = const.

Ciato "2" moze byé wiec bardzo szczegdlnym przypadkiem
piynu piezotropowego.

11/ Cialo "2" moze byé rdéwniez dowolnie poruszajacym sie
ciatem sprezystym dla ktdrego wspdiczymnik Lamé m = O.
III/ Cialo "2 moze byé wreszcie dowolnym cialem sprezystym
0 ograniczeniach nalozonych na stan deformacji.

Zalbzmy

(3.12) .eja‘d = 'f/x‘l ,xz,xj,'ﬁ/ S'i:] gdzie e = % e i



Wéwezas
(5013) 613 = /51 + 2;-'-/ e gij'
a to jest istotne wzér typu(3.8) z (3.12) vynika, ze

(3.14) Uy =0 gly i=3j,

a wiec

G.15) Uy = U/xyat/, Ty =Ty/x,,0/, T ='03/x3,t/,

oraz

2
U./x,,8/
(3.16) egj,i = g——%—;ﬂ-— / nie sumowaé po "i"/.

0%y

Podstawmy teraz (3.4) 1i(3.16) do (3.7) uwzgledniajgc, ze
. =0

i
2

- 1 1 LIRS .
BathAl  (gRgeelif, (RR0y Hils PR Jul mu

waé po"i"/
(3.17.2) % - Pe‘!- + [3 el +'F 3201'.
/nie sumowaé po "i'/
Uktad réwnan (3.17.2) jest rozprzezony z uwagi na U3
kazde z rdéwnan tego ukladu jest niejedncrodnym réwnaniem
falowym. Wielkosci Ui mozna zatem bez trucu wyeliminowaé
z (3.17.1). Zauwazmy jednakze, ze z(3.15)i z (3.17.1)wynikaja
dodatkowo ograniczenia ktérym podlesaja funkcje
ta.j_/’:t,l ,xz,zj,t/ + Musza byé mianowicie speinione warunki
1 e . 1 - - namn
.(3-13} {319 33,1* ['Lae 13,5 filx,[,t/ /nie sumowaé po "i"/

gdzie r_i/xi,'b/ s dowolnymi funkcjami swoich argumentéw
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