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Uwagi dotyczgce rozwigzard pewnych zagadnierd

dynamicznych termo-lepkosprizystodci

W.K. Nowacki B.Raniecki

I. Wstep

W niniejszej pracy przedstawiono sposéb otrzymania roz-
wigzania szczegdélnego podstawowych réwnan termoaprezystoéci[iéﬂ
oraz termo-lepkosprezystoscl dla pewnej dosé szerokiej klasy
zagadnied. Zatozono brak si masowych,zrédex ciepta oraz

jednorodne warunki poczgtkowe dla pola temperatur i dla
wielkoéci charakteryzujgcyeh stan odksztaXcenia.

Rozwigzanie szczegdélne dla osrodka sprezystego uzyskano
wykorzystujac pewngy metodg¢ operatorowg. Uzyskane rozwigzanie
wyréznia sig swg prostotg,ze wzgledu na to,ze wyraza sig¢
poprzez caxki z pola temperatury i jego gradientéw. W ten
sposéb,na innej drodze w stosunku do ogélnie stosowanych
metod,zaistniata mozliwosé sprowadzenia pewnych dynamieznych
zagadnier, termosprezystosci do odpowiednich dynemicznych
zagadnien teorii spreizystosgci. Ogélnie stosowane metody wyma-
gaja wielokrotnege catkowania oraz znajomosci podstawowego

rozwigzania. To ostatnie jednakze znane jest zaledwie dla



niewielu konfiguracji ciaXa. Dlatego tez otrzymane ponizej
rozwigzanie szczegdlne,ktére uzyskano na drodze jednokrotne-
go catkowania po czasie posiada niewgtpliwie pewne zalety
w stosunku do ogélnych metod.

iastepnie rozwigzanie szczegélne dynamicznych zagadnied
termo~lepkosprezystodci otrzymano wykorzystujgc amalogie
sprezysto-lepkosprezysts. Wykonujge jednostronng transforma=-
cj¢ Laplace ‘a na rezultatach uzyskanych dla ciat spre¢zystych
przedstawiono rozwigzanie szczegdélne w przestrzeni transfor-
mat dla oérodkéw opisanych wielomianowymi operatorami réi-
niczkowymi fj]. vla dwéch podstawowych modeli tj. dla modelu
Maxwella i wodelu Voigta obliezono retransformaty. Uzyskane
w ten sposéb rozwi.zania szczegdélne podstawowych réwnad dla
tych modeli wyrdiniajg si¢ podobnie jak dla odrodka sprezy-
stego prosta formg /réwniez niezaleznie od konfiguracji ciata/
Jest to przede wszystkim istotne dla modelu Maxwella,w ktérym
zaburzenia propaguja sig ze skoriczona predkoscig. W zwigzku
z-tym uzyskane rozwigzanie szczegdlne dla tego modelu pozwala
/podobnie jak dla odrodka spryzystego/ na wypowiedzenie kilku
ogélnych uwag dotyczieych stanu odksztatcenia w pewnym prze-

dziale czasu.



2. Sprowadzenie dynamicznych zagadnien
termospre¢zystoscl do zagadnied ze

- staty temperaturs

Rozwigzanie podstaw.wych réwnad dynamicznej niesprz¢zo-

nej termosprezystocei bez siz obje¢tosciowych [1,2}

/2.1/ sz?r %Wcﬁr% -/22- 2(, #= m;?m//"

moze by( poszukiwane w postaci sumy dwéch funkcji

—>I i

/2.2/ 22,.-_ U +r«

p 4
gdzie tunkcja % spelnia niejednorodne réwnanie /2.I1/,
niezaleznie od zaXozonych warunkéw brzegowych i poczgtkowych,

—

natomiast funkcja %~ spelnia jednorodne réwnanie
2504 At
/2.3/ Vv u #2 foz&:/c/iw iw* /5 ZZ

z odpowiednio zmodyfikowanymi warunkami brzegowymi i pocza-
tkowymi.

Jezeli rozkad tempersatury 7ﬂ spetnia jedncrodne réw-
nanie przewcdnictwa rouriera,ktére zapiszemy w nastgpujsce]

postaci

2
/2.4/ <, 2 277
L 7-afv?T=0
MU
gdzie k jest wspdczynnikiem dyfuzyjnosci ciepta, &= (2
2
Jjest prydkoscig propagacji fal podtuznych oraz .22,=§§ to

analogicznie dc metody Goodiera [4] dla quasistatycznych



=T
zagadnier,szczegélnie rozwigzanie %~ /-rzy nizej przedsta-
wionych warunkach/ mozna otrzymaé w drodze tezpodredniego

catkowania.
—~7
Rozwigzanie ¥ réwnaonia /2.1/ byedziemy poszukiwali
w postaci

/2.5/ f?ifmz/ﬁ

Podstawiajge 2.5/ do /2.1/ otrzymamy

2+ —~
/2.6 o b G R 2. 7 , “'P..
/ oCQfBA#’/I)/Dz 2 V/ﬁp * .'0
,f;,é'

4
gdzie D;_: ot
Stosujgc do obu stron réwnania /2.6/ kolejno operatory
2
-%’-—D, i D‘g oraz dodajjc otrzymane réwnania z wykorzysta-

niem /2.4/ otrzymujeuy

#v (Do-afril DG~ FD Graal 25 TT-0

Zatem rozwiazanie szczezdlne ostatniego réwnania mozna otrzy-

mué przyimujge
) 2P
se.8) LT _ fff@@’:- cca,z /u N/@ )

skad

- F- 3l -Lé—flf
129/ @=Lt TN, ;Lﬁ‘“/:ﬂa T +4,
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Drogg bezposredniego podstawienia funkeji /2.9/ do réwnania
/2.6/ otrzymemy,Ze na to aby /2.9/ byto catks szczegélng

réwnania /2.6/ funkeje Q i ié powinny speiniaé nastepu=-

Jjace réwnania :

v’ - § g - 32xZu 2alTy4 )

A+2/u
g1

W przypadku jednorocdnych warunkéw coczgtkowych dla

7—’ mozemy podstawié _é=é= 0 ywéwezas

/2.10/

- . A 2
.11/ ()= %x&/[/-exp/%@)/]ﬂ@fﬁ@
0

s
Zatem przy jednorodnych warunkach poczatkowych dla / oraz
przy powyzszych zazozeniach odnognie 7-, mamy nastg¢pujzce
ogéne rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego dla rdéwnal dyna-

micznej teorii temospr;zystoéci $

J2.12/ ﬁ:fmd g,‘T 2;‘;2;\ Zk /[ /- e»;p/ aiftz) ,/ vl 7?7}/

oraz dla odksztaicer

-

-1/ £y Z/L‘M"‘é/[{ y/—‘é—z// (X7 7=, 27

gdzie § oznaczono pochodng kowariantng.



Wykorzystujge prawo Duhamel ‘a - Neumann’a

/2.14/ 6; =gy b+ & -(33 +2/<)j7"ac 7

f:' .

gdzie 9"'g /5? ’ ?? - tensor metryczny,

otrzymamy naste¢pujgce rozwigzanie w naprgzeniach
J)\ +2,

R;‘= 5}?"":‘\ Z/H-A “% y//é"/o/wrféf)/*
/2.15/ -rZ/u?/(—ﬁd/[»{ t’x/a/—afz/iz/] Tep (X g)z/‘o—
~(33+25) gy ¥1p

Wzgledna zmiana objgtosci w danym punkcie ciata

wynosi

4 P
P “fy_ - ..
16/04(;/5 == ﬁ”aiféxp/%z)//@;/df.
Réwnanie to otrzymano wykorzystujge réwnanie przewodnictwa
/2.4/ oraz 7-’/4); 0/= 0.
vatkowanie po czasie w wyzej przedstawionym rozwigzaniu

mozna 2z ratwoscig wykonadé biorac pod uwage,ze ogélne rozwig=

zanie réwnania przewodnictwa /2.4/ z warunkami

M(P)g,;v‘/\/(P/[?" %)=0
/2.1T/ 77(6);0)=0

/gdzie P jest punktem powierzchni ciata/ moze byc przed-

stawione w postaci
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gdzie (0) 1 A ss funkcjemi wiasnymi i wartosciami wtas-

/2.19/

nymi odpowiedniego zagadnienia na wartosci wkasne.

Ponizej podamy dwie uwagi dotyczgce rozwizzania ogdélnych
réwnari, przy powyzszych zatoZeniach oraz przy zaiozeniu jedno-
rodnych warunkéw poczatkowych. Uwagi te bedg odnosity sig do
przedzaXu czasu o< ‘f(?'l* gdzie ZL*=£? - = czas nadej-—
gcia do danego punktu ciata Q pierwszej fali niosgcej
oddziatywanie brzegu, 7p -odlegloéé migdzy punktem Q

oraz najblizej poizczonym punktem powierzchni eciaza.

Z powyzszych rozwazarn wynika, ze:

I° pole wektorowe przemieszczenia jest polem
potencjelnym,zatem w kazdym punkcie ciaXo
doznaje czystego odksztaXcenia.

2°  jezeli temperatura w kazdym punkcie powierz-
chni cia%a 'I'"(}?i-)>,0 to w kazdym punkcie
wngtrza ciafa w przedziale czasu O < T ( £%
wzgle¢dna zmiana objitosecl é; jest zawsze
mniejsza od zera. Jest to niewgtpliwie
charakterystyczny efekt dynamicznej rozsze-

rzalnodei cieplnej ciata. ,



ialezy podkreglié,ze podobng do wyzej przedstawionej
metod¢ uzyskania rozwigzania szczegdélnego izi.zastosowali
dla zagadnienia jednowymiarowego A.Singh i F.Puri w pracy
[11] .

Wykorzystujse wyzej przedstawiony sposdb,rozwizzanie
wielu jednowymiarowych zasadnier dynamicznych moZna sprowa-
dzi¢ do obliczenia skoriczonej ilosci catek z temperatury
i jej pochodnych. W ten sposéb mozna otrzymaé syntetyczne
ujgcie wielu wezedniej rozpatrywanych zagadnier,ktére bedg
wynikaly z nich jako przypadki szczegdlne [6 - 12] .

Przypadek péiprzestrzeni,nieograniczonego osrodka
z pustk:s kulista oraz nieograniczonej ptyty na sprezystynm

pod¥ozu reozwazonc szczegdtowo w pracy [IBJ .

3. Rozwigzanie szczegdlne réwnar
termo-lepkosprezystodei
Przedstawny réwvnanie stanu dla ciaXa lepkosprezystego

ukadem révmar [BJ $
7(D) 4 = G, (D)ey

4=3K(e-3<T)

gdzie l.j:'f' i €7 sg OdeWiEdniO dewiatorami tensora naprgzed
5'? i odksztazcenl 5?- , & P{D) ng Q,{D) sa odpowiedniego

rz¢du operatorami rézniczkowymi.

/3.1/



We wzorach /3.I/ w celu uzyskania prostych foramul przyjeto,
ze ogrodek zachowuje si¢ vrzy wszechstronnym sciskaniu jako
ciaxo sprezyste.

Jezeli na zwigzkach /3.I/ wykonaé jednostronng transf{-:r-
macjg¢ Laplace’a i zaXozyc,ze w ciele nie wystgpujo przemie-

szeczenia i napr¢zenia w czasie fsﬁO to otrzymamy

JL'=2:Z 2
/3.2/ s s —
d=3k(é-3:T)
Z /3.1/ i /3.2/ wynika,ze operatory tedgce uogdlnieniem

statych Lame 50 po wykonaniu transformacji przyjmujg postad

(5] :
2 @i/ = 2=,
733/ (p) =2}—?§% , Ap)= /(-3%&&(70).

W celu znalezienia rozwigzania szczegélnego podstawo-
wych rdéwnan termo-lepkosprezystosci,bez si masowych oraz
zrédetr ciepta,przy zatozeniu jednorodnych warunkdéw poczgtko=-
wych dla pola temperatur oraz stanu odksztaXcenia dokonamy
jednostronnej transformacji Laplace’a na odpowiednich roz-
wigzaniach szczegélnych termosprezystosei /2.12/,/2.15/ oraz
/2.16/.

Po wykonaniu transformacji,na podstawie analogii
sprezysto-lepkosprezystej [5] ,rozwigzania szczegdlne

w przestrzeni transformat przyjmg postac:
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3X(p) +2pe(P) W m )]
M) e+ 51 dizﬂf?[ﬁ—"—"?—;@ /(X’P)/
‘[33,(')")*2/“(292]}7;‘,-0"’?/"’?;0}
/3.4/
a7_ _ 3Alp)+ap) ac-af 7,
0" 5 (p)+ 20(p) [ g;m/ 71" F)
+ 24P
(Re p>.% ) ; alp)= ML
Oznaczmy
-4 4 .
L _:f_' =%2{‘£.)3
{f : f
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Rozwigzania szczegdélne przyjmujg nastepujgcg postacé ogdélng:

7.6/, Kok {:{%)xfrm’ 77x7¢)
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6 ~3K5F gy (9= Tlrd)- 3Rag, Thogs
+ 3Xa;£7§/£) x To(x01)

7
/3.6y ¢

6™ - 3% 1 () » T2,

przy czym gwiazdkg oznaczono operacj¢ splotu.
Ponizej przedstawimy dokiadng postac rozwigzania dla
odrodka Voigta i iBxwella.

Dla tego modelu .funkcje/u_(f’) -3 JT{P) przyjmujg postad
filp)= ppii
Ap) =K-§ e

gdzie Z oznacza wspéXezynnik lepkosei.

/317

Podstawiajgc /3.7/ do /3.5/ po wykonaniu retransforma-
¢ji Laplace’a otrzymamy:

(=i lt-¢"
| f 2 At
18 L) =4?;-%£;[J’ﬁ)—{ﬁ+3)€' ¥
110=2(8)T1-(t-8)e "]

przy czym 0ZNaczZono przez ;\*"///q, - czas opdinienia,
Y
624 :(/%P}“- pPredkodé propagacji fal poprzecznych oraz
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Wstawiajge /3.8/ do /3.6/ ostateczna postaé rozwigzar

szczegbélowych przyjmie formg

o 3k¢kf[ 1-e zy/;mz Thm ) dr
53 4 -3}7%:/'91"3)/6’\'/0[/9/{‘U/Wﬂkm”}ﬂ’w

C' Aocécz- / ([ {-(4- ;\*,éyex/y[ At -227 xT2)d 7=

6. 3%
4/ 3f3k

Obliczajgc granicg wyrazen /3.2/ i /3.10/ przy‘%ﬁ*f?
otrzymamy odpowiednie rozwigzania szczegélne dla osrodka

sprezystego /2.12/ 1 /2.15/.

/3.10/

- Bkafg Tard peaer

W odrodku ilaxwella ﬁmkcje/?{)o)i E(;O) sg okreslone
nastepujgeo

/3.11/ /5-(7*’)=75‘§% y Ap)= K-/t

gdzie 7\"’5//4{ -oznacza czas relaksacji, g -wspéezynnik
lepkosci.
Podstawiajgc zwigzld /3.II/ do réwnan /3.5/ oraz wyko-

nujac retransformacj¢ Laplace’a otrzymamy:
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%ﬁ(é): -koé(fﬁffﬁ) /E?f% "€9f1 /)
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Uwzgl;dnlaaﬁc w wyrazeniach /3.6/ wzory /3.I12/ otrzy-

gdzie

mamy rozwigzanie szeczegdlne w nastepujacej postaci

- 9%4/}im’ T 2)d? - ’*’(ﬁ = /[[* L)ple)
A }ef’*{é z')]}m/ TIxm )l

- EZ?; Y I
/3.14/ _[;(+ng(/<,_ )]gf/ / Thsolar -y They)-
ﬁf)/[gﬁﬂweﬂﬂ T ()T

/3.15/ 3 Kt plET) g n s
o ot el e i

/3.13/
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Latwo mozna cprawdzic,ze podobnie jak w modelu Voigta,
dokonujge przejscia granicznego w /3.I3/ - /3.15/ przy
X' — o0 otrzymujemy odpowiednie wyrazenia rozwigzad
szczegélnych dla owrodka sprezystego /2.12/,/2.15/ i /2.16/.
- FoniewaZz zaburzenia w osrodku .axwella propagujz sieg
ze skoinczong predkogeig,to wzory ,3.I3/ do /3.I15/ przedsta-
wiaja ogbélne rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego dla rdéwnarn
réwnowagi dynamicznej w tym osrodku /przy zatozeniach oméwio-
nych we wst¢pie/. 5g one takze rozwizzaniem ogélnym dla
oérodka nieograniczonezo.
ronadtc na podstawie wzoréw /3.14,,/3.15/ mozna wycig=
gnzé nastepujgce wnioski natury fizycznej,ktdére w zasadzie
pokrywajs si¢ z wypowiedzianymi wnioskami dotyczgcymi
ovrodka sprgZystezo /por. punkt 2 /.

TP uwfekty dynamicznej rozszerzalnusci cieplnej
csrodka .axwella powodujg,ze wzglidna zmiana
otjetosel e jest zawsze mniejsza od zera
w przedziale czasu O <% <é-/iz' jezeli tylko -
temperatura w kazdym punkcie powierzchni ciaa
Jest wi;ksza od zera /z wtasnosci révnania prze-
wodnictws wynika,ze réwniez wéwczas temperatura
w kazdym punkecie wng¢trza ciata bedzie wigksza
od zera.

2° Jezeli temperatura w kazdym punkcie powierzchni
ciata jest wiiksza od zera oraz ponadto

?n?ﬁ?nw/zm)ﬁ w rozwazanym puakcie wnetrza cisla



to 6;/(0 dala O<t<c X

Podobnych wnioskdw nie :Ezna byto wyciggnaé w prazypad-
ku modelu Voigta,ze wzgledu na to,Ze rdéwnania ruchu dla tego
modelu sg typu paratolicznegQ.

W celu znalezienia rozwizzania ogélnego,do funkeji
okreslonych wzorami /3. 9/ /3.10/ oraz /3.I3/ i /3.1I5/ nalezy
doda¢ jeszcze funkeje Tl fF" ,spetniajice jednorodne
réwvnania podstawowe lepxospryzystoaci z odpowiednio zmodyfi=-
kowanymi warunkami brzegowymi. Zatem przedstawiono tu sposéb
sprowadzenia rozwiazania pewnych zagadnier termo-lepkospreg-
zystogei do rozwigzania odpowiednich zagadnieri dynamicznej
teorii lepkosprgzystodei. -

Opierajgc sig¢ na powyzszym sposobie postepowamia,

W pracy [14] yprzedstawiono w mozliwie najogélniejszej posta-
el rozwigzanie zagadnienia propagacji jednowymiarowych fal
termo-lepkoaprgﬁyatoséi w pélprzestrzeni'dla modelu Voigta

i Maxwella /przy zaXozeniach oméwionych we wstgpie/.
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