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PLASKIE PLINIECIE STACJONARNE OSRODKA TYPU COUTOMBA
% UWZGLEDNIENIEM SIE BEZWEADNOSCI I SIL MASOWYCH

Czestaw Szymanski

1. Wstep

Przedmiotem przedstawionej pracy jest analiza roéwnan me-
chanicznych osrodka jednorodnego i izotropowego typu Coulom-
ba w przypadku, gdy proces deformacji osrodka traktowany jest
Jjako plaski sztywno-plastyczny proces dynamiczny. Pod poje-
ciem procesu dynamicznego rozumiemy tuta]j tasi proces defcr-
macji, w ktorym przyspieszenia czastek osrodka sz tak wysokie,
ze w réwnaniach ruchu nalezy uwzglednié cziony inercyjne,

w odréznieniu od procesu quasistatycznego, gdzie te czlony
sie pomija. W pracy rozpatrzony zostat przypadek procesu
stacjonarnego. Jako rownanie konstytutywne opisujace proces
deformacji przyjeta zostala izotropowa zaleznosé miedzy ten-
sorami naprezenia i predkosci odksztaicenia w postaci quasi-
liniowego zwigzku miedzy tymi tensorami /zalozenie wspdlosio-
wosci tych tensordw/. Ponadto zalozono, Ze w procesie plynig-
cia osrodek Jjest niescisliwy.

Model matematyczny, ktoérego kinematyka opisana jest wyze]
wymienionym réwnaniem konstytutywnym i warunkiem niescisliwos-
ci, przyjety Dbyt w pracach : i.J.Iszlinskiege /7/ oraz
A.J.Jenike i R.T.Shielda /8/ i omawiany byt w pracach :
A.J.M.Spencera /14/, A.Dreschera, K.Kwaszczynskiej, Z.liroza
/2/, L.S.Zagajonowa /17/ i J.Mandela /10/.

Analiza réwnan mechanicznych, opartych na teorii sztywno-
-plastycznego piyniecia materiaidw typu Treski wzglednie ili-
sesa, rowniez dla przypadku plaskiego stanu odksztalcenia
i przy uwzglednieniu w réwnaniach ruchu sit bezwladnoseci,



przeprowadzona zostala w pracy A.J.M.Spencera /13/. Rozwig-
zanis konkretnych zagadnien brzegowych typu dynamicznego
/niefalowego/, w oparciu o teorie osrodka sztywno-plastycz-
nego typu Treski wzzlednle Misesa, podane zostaly w cytowa-
nej wyzej pracy Spencera /13/ i ostatnio w pracach J.Najara
/11/ i W.3zczepinskiego /15/.

Dla osrodixéw typu Coulomba analizy réwnan mechanicznych,
vrzy podejsciu dynamicznym do zagadnien mechaniki ‘oérodka,
przenrowadzone zostaly w pracach: S.S.Grigoriana /6/ i /5/
/2 warunkiem plastycznosci Schleichera/dla ogolnego przypad-
¥u trojwymiarowego ruchu niestacjonarnezgo, L.S.Zagajnowa
/17/ dla plaskiego ruchu stacjonarnego i w pracy G.A.Geniewa
/4/ dla plaskiego ruchu stacjonarnego i niestacjonarnego ru-
chu jednowymiarowego /przy duzych zaloieniach upraszczajg-
cyeh/.

Zalozenie procesu deformacji jako procesu sztywno-plas-
tycznego wzglednie sprezysto-plastycznego piyniecia przy po-
dejsciu dynamicznym prowadzié moZe do znacznych odchylen
w stosunku do rzeczywistego zachowania sie odrodka i wydaje
sig¢, ze dla oSrodka ziarnistego bardziej realistyczny jest
model matematyczny ciala sprezysto/lepkoplastycznego zapro-
ponowany przez W.Olszaka i P.Perzyne /12/ dla gruntu.

Przyjety w obecnej pracy model sztywno-plastycznego piy-
niecia dla osrodka Coulomba stanowi pierwsze przybliZenie
i pozwala w sposdéb stosunkowo prosty przeprowadzié analize
réwnan opartych na tym modelu i uwzgledniajacych sily bez-
wiadnosci w réwnaniach ruchu.

Wyprowadzone w pracy rownania majg postaé¢ niezmienniczych
zaleznosci pomiedzy wielkosSciami niezmienniczymi, okreslajg-
cyml stan naprezenia i pole predkos$ci przemieszczed i zapi-
sane sg w ukiadzie wspoirzednych krzywoliniowych nieortogo-
nalnych, odpowiednioc unormowanych do postaci naturalnej.
Taka postaé réwnsi mechanicznych spotykana jest w pracach
C.Caratkeodory ego, E.Schmidta, H.Hencky ego, H.Geiringer,
L.¥.Kaczanowa, J.Rychlewskiego i innych autordéw przy zagad-



nieniach quasistatycznych teorii plastycznoseci i posiugiwa-
niu sie szezegdlnymi wyrdznionymi siatkami wspéirzednych
krzywoliniowych.Podobny sposéb zapisu réwnan mechanicznych,
w odniesieniu do ukladu wspéirzednych krzywolioniowych nie-
ortogonalnych w postaci nabturalnej stosuje P.P.Teodorescu
/io/ ala plaskich stanéw teorii spreizystosci oraz J.Zawidzki
/18/ dla pkaskich standéw teorii sztywno-plastycznego piynie-
cia osrodka izotropowego niejednorodnego.

Przyjeta w obecne]j pracy metoda analizy i zapisu rownax
jest efektywna przyrajmnie]j dla zaiczonego modelu kinematycz-—
nego osrodka. Pozwala ona w prosty sposéb przejsé od zapisu
réownan w dowolnym ukladzie wspéirzednych krzywoliniowych do
ich zapisu zardwno w niezmienniczych /dla ustalonego zagad-
nienia brzegowego/ siatkach wspoélrzednych jak siatka trajek-
torii naprezen gidwnych, siatka trajektorii maksymalnych od-
ksztalcen postaciowych, siatka linii poslizgu Couwlomba i
siatka charakterystyk,jak réwniez do zapisu rownan w konkret-
nym ukadzie linii wspoirzeanych z zaloZong parametryzacjg.

Istotnym punktem pracy jest podanie metody badania typu
révnan roézniczkowych czgstkowych quasiliniowych i wyprowadza-
nia rownan ich charakterystyk - metody zilustrowanej na przy-
k¥adzie rownan rdzniczkowych wynikafacych z zaloionego mode-
lu mechanicznego osrodka. W oparciu o wyprowadzone rdwnania
rézniczkowe modelu w odniesieniu do dowolnego ukladu wspdi-
rzgdnych nieortogonalnych /w plaszczyznie ruchu/, przyjetego
w postacl naturalnej,oraz na podstawie definicji charakterys-
tyk roéwnan rézniczkowych czastkowych, peodanej przez r.Couran-
ta i D.Hilberta /1/, wyprowadzenie rdéwnan charakterystyk
/kierunkéw charakterystycznych i odpowiednich zwizzkow réi-
niczkowych wzdiuz linii charakterystycznych w piaszezyznie
zmiennych niezaleznych/ sprowadza sie do wykrycia prostych
zalezZnoscl algebraicznych miedzy katemi wzajemnego nachyle-
nia linii wspéirzednych i katami nachylenia kierunku gléwne-
goEﬂ wzgledem 1linii wspdéirzednych. Wychodzge z innych przes-
tznek, podobng metode wyprowadzania réwnan charakterystyk
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podat J.Zawidzki /18/. Analizujac réwnania rézniczkowe ptas-
kidgo stanu quasistatycznego piyniecia stacjonarnego osrodka
plastycznego niejednorodnego, autor ten z goéry zalozyl pos-
taé zwigzku miedzy wzajemnym nachyleniem Y  linii wspéi-
rze¢dnych i katem nachylenia »  wiekszego naprezenia gléw-
nego do jednej z linii wspdirzednych w postaci zaleznosci
1p=2J} i przy tym zwigzku wyprowadza kryteria pozwalajgace
ustalié typ badanych réwnan rézniczkowych oraz,w przypadku
hiperbolicznodci ukladu,zwigzki rézniczkowe wzdiuz dwéch
spo$rod trzech rodzin charakterystyk.

2.5formulowanie rdéwnan

W pracy rozpatrzono oSrodek ciggiy typu Coulomba w ptas-
kim stanie plyniecia ustalonego przy uwzglednieniu w réwna-
niach ruchu sil masowych i przyspieszenia. Przyjeto zaloze-
nia niescisliwo$ci osrodka i wspdlosiowosci dewiatoréw na-
prezenia i predkosci odksztalcenia. Matematyczne sformulowae
nie zaozen i réwnan problemu mozemy zapisaé w postaci:

1/ Zalozenie ruchu plaskiego stacjonarnego
Jesli plaszczyzna x=covwt jest plaszczyzng ruchu, /¥,y/
sg wspélrzednymi kartezjanskimi w ptaszczyinie ruchu, to
/Tys.1/4

T=7 CR e
/A7 V=T (%, Y) (_g;= ’ -g=0);

Rys.1



w5
2/ Zalozenie nieécisliwosci osrodka:
/2/ g: wvv:\t . A«LU _l; =0 g

3/ ZaloZenie wspblosiowos$ci dewiatoréw naprezenia i
predkosci odksztalcenia:

/3/ D=2T,

gizie T i D dewiatory tensoréw naprezenia T i pred-
koSci odksztalcenia D
4/ Warunek plastyczno$ci Coulomba /por.rys.2/:

A e)simg [ 4(5-5) e dy ]

*L— - p- -—-‘/—H=ccfg(f--)
{ - —--»-—-J‘

Rys.2

Z zalozen 1/ - 4/ wynika, ze stan odksztalcenia okreslony
jest przez dwie funkcje \r‘(ﬂ,t&') ) u"s(xnj) :



v, duy W, W
fax'_ﬁ— ) %’W ' Tgfﬁ*ﬁ?“’

za$é stan naprezenia mozna okreslié réwniez przez dwie inne
funkcje: przez tzw. "sprowadzone" naprezenie Srednie
G{K,%ﬁ‘fﬁ-‘x‘zl{’ i kat nachylenia ¢{x,«§) napreze-
nia 'Ef1 zZ 0sig X-0w /rys.3/:

]
)
6, &
\4
7 Hocy)
/
/
¢
3 .a’i\ - X
Rys.3
6, = H-6 (4- Amy 05 29) , 6’,;= H—G(Ho&'mtfwﬁld’)l
/6/ . :
gzzh—s , “.';’mf!a‘mkff.whid), T‘J{O’ x>0,
gdzie
6=p+H =-Y(g+s,),
17/ P

H”d-‘i“f i
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Te cztery funkcje V,(Xy) , V,l(ﬂ,ﬂp , BY) h X,y
winny speiniaé:
1° réwnania ruchus

/8/ DivT+gF =¢gd |

-

gizie F - sila masowa, Q - gestosé, q - przyspieszenie,
2° warunek niescisliwosci:

/9/ TV 2z — v+ =(

3° warunek wynikejacy z zalozenia wspbéiosiowoéci dewiato-
réw -']-3 ',T :

/10/ "

'

Uwzgledniajgc, Ze przyspieszenie QO  przy naszych zatoZe-
niach wyraza si¢ wzorem:

- 04 T

]

mozemy ukiad réwnan /8/ - /10/ na podstawie /6/ i /5/ zapi-
saé w postaci:

((h-nimq 0 26) = - Aim ¢ nion 20 2+

- . % v,
+1qu(m2¢—-ml¢%¢)+q( ‘aﬂ 1—%%\ gFy
pin g mim 16 22 (4+mqm2¢)a§—€+
¢ 3¢ ? oV, o
/12/] + 18 /wv\q (COO z¢§ *pim 29 ﬂ)-g(vx-é_}1.u‘jﬁ)=gru
L AL
X ?“ﬁ
Ve _ OV Pv, _
\ Mi‘t’(‘@‘; 'Tgif‘*)-c.oo1¢(-.é—+—%)-0



Wyznaczajace z tych czterech réwnah cztery niewiadome funkeje
G(*,a}, ¢(Xq),1&{1ﬂ) i l%(x.g) otrzymamy na podstawie
/6/ skiadowe tensora naprezenia T oraz bezposrednio z row-
nan /12/ sktadowe wektora predkosci T faw konsekwenc ji
réwniez sktadowe /5/ tensora predkoéci odksztalcen D /.
Zatwo jest stwierdzié przy pomocy badania odpowiedniej for-
my czwartego stopnia typ réwnan /12/. Na ogdl jest to typ
hiperboliczny, moZe sie jednak okazaé, Ze dla pewnych posta-
ci funkcji niewiadomych typ réwnan moZe przej$é w postaé pa-
raboliczng. Czestokroé jednak zachodzi potrzeba zapisania
réwnan w innym ukiadzie wspodirzednych krzywoliniowych ze
wzgledu na to, Ze warunki brzegowe zadane sg wzdluz brzegdw
krzywoliniowych, a ponadto tatwie] Jjest zbadaé osobliwosci
réwnah w takich siatkach, na ogél krzywoliniowych, jak siat-
ki naprezen giéwnych , siatki trajektorii maksymalnych na-
prezen stycznych, siatki linii pos$lizgu. Réwniez ze wzgledu
na metode calkowania réwnat typu hiperbolicznego czy parabo-
licznego zachodzi potrzeba zapisania rdéwnan w odniesieniu

do siatki linii charakterystycznych, ktdéra na ogdit, ale nie
zawsze, pokrywa sie z siatka linii poslizgu. Dlatego tez ce-
lowe jest zapisanie réwnan problemu w dowolnym krzywolinio-
wyn ukiadzie wspéirzednych, z ktérych mozna otrzymaé jako
szczegdlne przypadki zapisy réwnan w okreslonych siatkach
linii wspéirzednych.

3. Rbownania problemu w dowolnym ukladzie wspdi-
 rzednych krzywoliniowych w ptaszczyznie ruchu

Zapisane w ukladzie kartezjanskim w ptaszczyiznie ruchu
réwnania problemu w postaci /12/ przedstawiajq zapis skalar-
ny réwnan ruchu, warunku niesci$liwosci osrodka i warunku
wspdtosiowosci dewiatoréw napreZenia i predkosci odksztalce-
nia przy zalozeniu, Ze ruch jest ptaski i stacjonarny oraz
ze stan naprezemia Jjest ogranicgony warunkiem granicznym
Coulomba. Réwnania te, zapisane w postaci niezmienniczych
zwiazkéw niezaleznych od uktadu wspéirzednych, maja postaé:



/13/ DLquqF=g5, div¥=0, D=2T

ZatoZenia ruchu piaskiego i stacjonarnego ograniczajg pole
wektora predkosci warunkami:
i '

14/ w0 %rl, a0,

JjeSli o8 % - 6w ma kierunek normalny do ptaszczyzny ruchu.
Zatozenie, %ze stan napreZenia jest stanem granicznym Coulom-
ba wyraza si¢ zwigzkiem:

115/ %‘-(Gi—ﬁzﬁb’c“'-f['%(sﬁeﬂﬂdﬂ ¢] .

Podamy obecnie zapis skalarny réwnah /13/ w dowolnym ukla-
dzie wspblrzednych krzywoliniowych, obranych w ptaszczyznie
ruchu, wykorzystujac zatozenia /14/ i /15/. Wprowadzamy

wspbirzedne krzywoliniowe é ,q /por.rys.4/ przez zwigzki:

£

Rys.4



- 10 -

/16/ E=f(y), m=ymly)

[ analogicznie jak w pracy EP.Teodorescu /16/ 7, za$ 0%

=% obieramy w kierunku normalnym do ptaszczyzny ruchu.
Dla celow analizy ukladu réwnan problemu wydaje sie celowe
opisanie charakteru siatki linii wspéirzednych przez ich
krzywizroy:

e 2%

/12/ % Bs, o %" Qs 0

wyrazone jako funkcje diugosci tukéw A, , 4, linii § ' M
oraz przez kxat W miedzy stycznymi do tych linii /rys.4/:

/18/ o=j5-.c,

traktowany jako funkcja A, i A, .

Jdest to w pewnym sensie niezmienniczy opis siatki linii
wspdirzednych krzywoliniowych.

Tensor naprezenia okreslié mozna jednoznacznie przez dwie
wielkosci przy przyjetych zalozeniach: przez "sprowadzone"
naprezenie Srednie:

/19/ €= p+ H,
gdzie /por.rys.2/:
120/ b~ % (6,+6,)=-2(5,+5+5,) , H=cdtq ¢

oraz przez nachylenie osi gléwnej do linii wspdlrzednych.

Przyjmiemy jako te druga wielko$é kat nachylenia ¢
/por.rys.3/ do osi x-ow,



-1l =

/21/ d=9(a .4),

gdyz zawsze mozna przejsé do kata nachylenia 4’1 ludb ¢x do
linii wspéirzednych krzywoliniowych przez wzory /por.rys.4/i

/22/ b9 Wb Pap-d,
$+9 =w=prx .

Wystepujgce w réwnaniach wielkosSci tensorowe i wekborowe
wWyraZamy przez skladowe fizyczne wzgledem aed.nostkowych wek-
torow stycznych 6 i 'é: do linii wspéirzednych

m =whnt i 3; comt odpow:.ednlo. Odnosnie wektoréw pred-

kosci F i sity masowe] F stosowaé bedziemy dualny zapis:
badz okreslaé bedziemy te wektory przez dwie skiadowe fizycz-
ne ne osiach é; i é: badiz tez przez ich moduly i katy
nachylenia wzgledem linii wspoirzednych lub osi x-ow.

Mamy wiec /por.rys.5 i 6/:

- 5 sin (B- 5)-' Mm(5-=€}* Z
/23/ (U-U i S l ML &t M0 ‘J-

] =U(m53+/.~im5j U'b+UJ

/24/

[M(ﬁ-?ﬁ -e*‘_/y'w.:(x--r;) é:}

AMm W A G
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- X

Rys.>

Sktadowe wektora przyspieszenia o= (lie_:+ Ouzé:_ wyTrazamy

poprzez operacje rdzniczkowania skiadowych wektora predkos-
ci V. Stosujac wzory transformacyjne pomiedzy wspdirzed-
nymi ksrtezjanskimi i wspoirzednymi kontrawariantnymi cbiek-
tow tensorowych i wektorowych przy przejsciu od ukladu wspoi-
rzednych kartezjanskich do ukiadu wspéirzednych krzywolinio-
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wych, a nastepnie przedhodzgc do sktadowych fizyecznych tych
obiektéw i zastepujac operacje rodzniczkowenia w kierunku

X i przez operacje roézniczkowania wzgledem diugosci
ukéw A, 1 A, 1linii wspéirzednych E i M+ PO sze-
Tregu :‘.mudnych obliczen dochoaz...my do nastepujgcych wzorow
pa DivT , wektor przyspieszenia 0 , sile masowa F' i
d,LU V 1 warunek wspoéiosiowosci redukujacy sie przy naszych
zalozeniach do jedrego zwigzku.
Fodamy wzory na wyZe] wymienione obiekty tensorowe:

(D{UT-(DiUT)i?B:*r(DiUT}Zé: =

e [mw(( [1+ioacp con 2] 2+
" {aysw + My wo[ﬁ(d"c‘)‘@]? "ST ¢
. + (s o) ({54 wor2(p-a) (o-h) %fg:
\ - {enimg o [2(80)- ]+ (6-H)eoseo) 32 4

_9~A{mwamq{mn2ﬁ ‘ﬁ*— *Mﬂlzﬁ’ﬂ aﬂffﬂé' t

A ,mw@{cmmmqm[zgs $)- &)J}je—'
- [44mm g 00 2 ($-u)] %—fi)*

+tren o) (s Aimeg onftpo-oo] (oK} B2«

(smqwﬁ( )(S-H)] alt

\ +28 pm @ &ncf{f-"""‘[‘?(ﬁ"b)'q o, "“’"2(45 )_’i—f}ﬁ
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Przyspieszenie ¢, :

3,={(b1'%i U*%%:)_;uu[ tmco(v._ U }*U( = 23’6]]-9}
/26-1/
+{{1;4%%j+u12_i)+gs_ﬂ_é{g( % +U"% +bmw(u__w ]z
lub
(a‘m;'\:-.’wﬂ{’”;“(ﬁ'ﬁ[ ' -(5'3)E mi%(é-at)_ﬂ-r—:];-
s ¥ eon (- 8 [pim (p- 51— ot _4}%]}3. .

1

1 {Am(ﬂ di)[ ([5 5)3—1{ +M-n(5g) ov ]
N e )

2

S8ita masowa

1271/ F=FEFe ﬁlmﬁ} w0apF, ) (aima Freost )2
lub
Jar-2 FeFer Fee o i (BT pain (X007 .

Dalej div 7V

/28-1/ dib’?=:a_g‘i t ’a_v"+ - [ {g: coowg- (5-@ coaca_ﬁ_]

95y 04, MnQ

1ub

l ﬁé)——m J—.c) J
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Warunek wspdétosiowosci dewiatoréw D i T /

(=
"
V)
3|

=

p¢(wﬁﬂ—~+wmﬂ¢m ¢
U M[Z‘t"(&*ﬁ)}ﬁz{ + UZMZ (‘b‘ﬁjraa‘f} E

[eon [19-rm] B+ con 2809 2

/29-1/ %

+ A [20- (] 2B 4yt 2 (90 X .

lub

( {w [2¢ ([sus;]ﬁ fumlch'(/sf;;]g_f%

/29=-2/ 1

-{wa[ ara)]~—~+r_rm[2¢ -(£d) j’o.

6

Zestawienie roéwnan zagadnienia

Tak wiec rdéwnania /13/ sprowadzaja sie do uktadu czterech
révman skalarnych, zapisanych w ukladzie wspbdirzednych krzy-
woliriowyech / E“ vr /, W postaci:

1

(DivT) +gF = ga

s | PTV+gFt -l
div ¥ =0
| warunlku wspoéiosiowosci dewiatorédw D i T
gdzie:

(DirT)' ¢ (DivT) okreélone z wyrazenia /25/,
o' i a® okreslone z wyrazenia /26-1/ lub /26-2/,
F' { F* wyrazone wzorami /27-1/ lub /27-2/ ,
div 7 wyrazone wzorami /28-1/ lub /28-2/ ,



& 46, %

warunek wspdlosiowosci dewiatordw 5 = AT y Wyrazony
jednym réwnaniem skalarnym w postaci /29-1/ lub /29-2/.

4, Dalsza transformacja réwnan

Zauwaiyé nalezy, Ze przy naszych zaltozeniach skladowe
fizyczne a't i a’ wektora przyspieszenia -Q.. daja sie
wyrazié przez pochodne wspoirzednych wektora predkosci TJ"

i nachylen ot i [3 linii wspéirzednych g » N do
osi x-ow, brane w jednym kierunku - w kierunku stycznym do
odpowiadajacej linii wspolrzednej, ‘a mianowicie:

of przez pochodne w kierunku A, ,

Q* przez pochodne w kierunku A,
Jest to mozliwe dla kazdej siatki wspdéirzednych krzywolinio-
wych z wyjatkiem siatki trajektorii maksymalnych odksztaicen
postaciowych.
Jesli

/31/ $-ot %—’E— ; ﬁ-d>#--r,7£

to z warunku niescisliwos$ei /28-1/ lub /28-2/ oraz warunku
wspotosiowosci tensoréw /29-1/ lub /29-2/ mozna wyrazié po-
chodne sktadowych prgdkodci o, /36 lub U/ , 98 /9%; oraz
pochodne 3« /94., 8/5/30 o xc...‘1 ,2/ odpowiednio przez pochodne
w Jjednym kierunku. Po obliczeniach otrzymamy:

( {U 20 [coocmmcofiga? ¢A]B g:

v
BAA_ M

1

+vlw02co +Mh2&)t<j7(¢"& (s )gj1+

/52-1/ :
-¥_. {(U W @) +2 0" mn' [OO’JO\HMGJ tﬁi (¢-w)]]§£;

":(UﬂZU‘[mm—Mmﬁch@-ﬁ i_'a_u_
T [f,me Amlcotgz 4‘)5}]

(U (Ve YAR 278 +

%
2L

e

__.._:J ) (u’m“cm W)+ pm'w l: COA =AM @ ‘Gj 2(¢ pﬁ_g.:j_



= o' v[[m 1(S-0) +in 2 (8+0Y1g 2($-0)] 'g_i *

i ﬁn_w@mmmw{mz (3-&)«%[4‘0002(5-:.:)]&52 (d)—,.:)})%%{} ,
o, uﬂ[mz (p-8)-mm 2 (P-S}t‘)z [¢-/5)] %%: v
(sim 2(p5) [reon2(p 5] 5206 1) <]

W kazde] siatce wspdéirzednych z wyjatkiem siatki trajektorii
maksymelnych odksztalcen postaciowych, dla ktdérej nie sg
speinione werunki /31/, rownania problemu moZna zapisaé

w postacl /30/ z tym, ze skiadowe przyspieszenia af ia
nalezy zastapié w tych réwnaniach wyrazenismi /32-1/ i /32-2/
zamiast wyrazen /26-1/ lub /26-2/. Rownania problemu odnie-
cione do siatki trajektorii maksymalnych odksztaicen posta-
ciowych, tj. gdy zachodzg warunki:

/32-2/ )

\ Mhm

-nc——— i ¢>-

rozpatrzymy w dalszej czesci pracy.
5. Cherakterystyki révman rézniczkowych problemu

W tej czesci pracy rozpatrzymy zagadnienie istnienia cha-
rakterystyk ukladu /50/ réwnan roézniczkowych problemu.
Liniz charanterystyczna problemu, zgodnie z definicjg stoso-
wang w pracy R.Couranta i D.Hilberta /1/, bedzie tzika linia
/rodzina linii/ w plaszczyznie ruchu, wzdiuz kbérej istnieje
zwiazek roézniczkowy, bedacy kombinacjq liniowg réwroan probls-
mu i zawlerajacy pochodne funkeji niewiadomych tylko w kie-
runku tej linii. Z metody poszukiwania charakterystyk i od-
powiednich zwigzkéw rodzniczkowyck wynika, Ze jedng parsg
zwigzkow rézniczkowych bedq réwnania ruchu zspisane w siatce
linii poslizgu /linii speiniajgcych warunek Coulomba/ tworza-
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cych jedna pare charakberystyk; drugg pare stanowié beds
odpowiednie kombinacje warunkow niescisliwoscl i wspdiosio=
wosci dewiatordw zapisane w siatbce maksymalnych odksztaicen
postaciowych, W zwiszkxu z Tym zastanowimy sie obecnie, przy
jakisj siatce wspodirzednych xaide z rownan ruchu zawieraéd
bedzie pochodue funkeji niewiadomych SA,A;), & (4, 4,)
tylko w jednym kieruniu odpowiadajacej linii wspoéirzednych.
Potrzeba na to, aby skiadowe wektora DLv | wzdluz linii
wspdlrzednych zawieraiy pochodne tylko w jednym kierunku,

a mianowicis (DWW T)* - pochodne w kierunku ., i
(.'Dt;U‘T)2 - pochodne w kierunku A, ,bowiem przyspieszenia
na ogodt dajg sie Tax wyrazié przez pochodne w kierunku odpo-
wiednich linii wspdirzednych. Z roéwnania /25/ mamy:

(Di vT)'= hmﬂw@ liffwncrcm 2(p- 4>)1
.f{m 0+ smg s [2 (400~ ] 22 )+

+(4- mo)(({smq t0n 2 ¢r/5) E—H)} +
{

P PN ooo[ ($-)-0] + (5~ H)wow} 9“’

2

-8 manw Mmcf{&nﬂ/ﬁ-tﬁ)g—a{.&nl 2(-4)-03] S%)]]

(1)11;'1’) IIAmwﬁmcoq-m(pr 1,5 )- ‘“’J}ﬁ ¢

- ]_dmmq- ¢4 2(¢~¢)].§;_D +

+ (4~ cr ) @- (E'/y'm ¢ cos [2 (ﬂ'-‘i’l-co]-r(G-H)wowz%i—’; +
) +

\ £ 28 MM e Amy {om|2 a2 (p-o)-w]2t +/ym2¢} }]

+ {e’a&n ¢ 092 (P-at) +(6- H}} L

- . |
Warunkami [ Dwv T) zawierata pochodne w kierunku A,
zag aby (Div)® - pochodne w kierunku 4, , sas
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AW+ MM wolZ ($-)-w]= 0,

/341 f omm((wol (-« wj (s- Honm}%—=O
) AAM[Z('? -w]=0

3
oraz

{ 008 0 + HMY 0 [2 {3—*5)-@]:0

sfmqwol.?(ﬂ “#) -] #(s-H ;mw}g—fz =3,

/34=2/
am 2 (p-4)-w] =0 |

skad otrzymamy:
/35, C-D=2{,u. < ‘:p'-d: =M P,.-¢=#

gdzie AM=Yt~ | Stwierdzamy, ze

- T
tf)-_,g;:(u;-"—k—_ fS-#):(u#-lf—- )
czyli spelniony jest warunek /%1/. Widzimy wiec, ze siatka
wopbirzednych pokrywa sie z liniami poslizgu./Jako linie
poslizgu definiujemsy te linie, wzdiuz xtorych speiniony jest
warunek Coulcmba /por.rys.2/ /. Zgodnie z definicja charakte-
rystys siatka ta tworzy jedna z dwu par charakterystyk rdéwnan
résriczkowych. PoniewaZ mamy co najwyzej dwie pary rdznych
charakterystyk rzecsywistych, poszukamy drugiej pary.
Zbadany kisdy dwa cstatnie z rdéwnan /30/ dadza sig przeksztal-
cié do postaci dwu rownan, z ktorych kazde zawiera tylko po-
chodne w jednym kierungu odpowiedniej linii wspoXrzednych.
Znovu  dobierzemy odpowiednia siatke linii wspodirzednych.
Rozpatrzmy pare rowaan /28-1/ i /29-1/, ktore przepiszemy
w innej postaci:
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(2 A (v 5o )

+[%%+;§ﬂ_bo{vmu§g+u‘9*>]
136§ { oo [19- ()] BLr con 2 (o) 5"7*“
) srain [28-0p) B erioim2 (69 B ]
{ [w(“/g}_,.f.a,woz(éndj*

-&.

+ Uism [2 -b-'{d.*/}}] E%z +u'lom 2(d-£) 'EJT;} =
Uktad tych réwnah mozemy zastapié rownowaznym ukladem:
Lwon [20-(rp] %%? mz(ﬁ—é)%f—: +
- %{U’WZ (¢'-L}§'Lj+ U’[wow co's?(ﬁ"f’}*anwo'}nz(’,”:@]g%}+

Ok, 2
/36-2/ ~con 2 (¢ x}%‘; + —w°jﬁs‘ (u wocog—1 +y 5%)0

2 1
2 o [W—(nuﬁ}] -‘é-«g—z + 008 2(¢-.t) %ﬂ—; +
. ’ 0k
s gu’-mz(fa—cngf; AL wo?{4'-=<)+2mmmz(¢zc)]§gj v

30 | s 2(p-d) 9f 4 %d
- S s &)
wo2j5¢-a e (U W@ gy HY 34) g,

Aby uklad révnahn /36-2/ zawieral pochodne funkeji niewiado-
mych, kazdae tylko w rierunitu jedne] odpowilednie] wspoirzednej,
potrzeba spelnienies warunidw:

/37/ 0s2($-£)=0, w2(p-9)=0

skad wynikaja zaleinosci

/38/ ¢>-J,=%, /5‘¢"LT- “”'zi
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Zatem w tym przypadku otrzymujemy, ze siatka linii wspdl -
rzednych § , m  pokrywa sig z siatkq trajektorii maksy-
malnych odkszbtatcen postaciowych /por.rys.9//siatka maksy-
malnych naprezen stycznych/. Zgodnie =z definicjq charakte-~
rystyk siatka ta tworzy drugg 2z par c¢taral” rystyk réwnan
réZniczkxowych problemu.

Rozpatrujac pare rownahn /28-2/ i /29-2/ przy reprezentacji
wektora ¥  przez jego modut V i nachylenie ) ’
otrzymujemy ten sam wynik /38/. W przypadku'przejécia od
osrodka Coulomba.do oérodka Treski / ¢ = g, M =-%L /
ukiad analogicznych réwnai problemu wykazuje osobliwosci,
ktore wymagaja odrgbnej analizy. W tej pracy zajmowaé sig
tyn nie bedziemy.

5. Réwnania problemu zapisane w szczegdlnych
wyrdznionych ukladach wspéirzednych

Obecnie podamy zapis skalarny réwnaf problemu w szcze-
gbélnych ukladach linii wspdirzednych.

1/Siatka trajektorii naprezehn gléwnych /siatka izostat/

Rys.?

W réwnaniach /30/ nalezy przyjaé /rys.7/:



=

] B S
/39/ s, fedeg ;. @zpdeg
. . - - -
a2 ponadto wprowadzimy oznaczenia: e1 = {’1 ’ e£= L

- dla wersordéw stycznych do tych trajektorii.

Podstawiajac wartosci /39/ do wyrazeh /25/ 1lub /33/ ma Div T,
do wzordéw /32-1/ lub /32-2/ na skiadowe fizyczne przyspiesze-
nia @ , do wzoréw /28-1/ lub /28-2/ na div # , Ao we-
runku wspdlosiowosci dewiatoroéw /29-1/_’_’ lub /29-2/ i do wyra-
zen /27-1/ lub /27-2/ na sile masowa [ , sprowadzamy ukiad
réwnah problemu /30/ do postaci:

(gG(dMﬂq)ZGM?§;+QH‘gv-UI_O'L)Z" J 2R ]__;
A 34

=0(c0s ¢ F, +m'm¢r ),

25" : 3 v 7" 1,20
7401/ E(HWQ’)‘?E’M({ 1-9[ A v Bv )42, Uf]

DR R T g
! ~pd
CLApEY od y O UI—B‘E =0
92, 95 3%, 4 ’
lub przy reprezentacji wektora v przez par¢ /[v,d / - de
postaci:
36

9, (4 ng) Zﬁ'mc{f Ba. 191;10002[5 ¢) = -Uxﬁ-wt..(ﬂ-ﬁﬂ# ] chme -8},

3 . o DU ot are DT .
. (4*mq) 2y 22 gu[ 26-4) 22 - sin2(574) 38 |-gFavn(1-4)
c0s (J- ¢)§z-um(a- -B- +pm(S- )-hm( M_gg:{}
- e

M

RUY
124

}
ov .
l\ fwn(é'd:) L PRLLC d’¢}%~ +eon (8- ¢""X,“VW(5'¢'}'

I
o

2

W



Przy zapisie dwu pierwszych 2z réwnan /30/ /réwnan ruchu/
korzystaliémy ze wzordw /32-1/ i /32-2/ na skladowe fizycz—
ne wektora przyspieszenia if zamiast wzordw /26-1/ .1b
/26-2/, gdyz obie grupy wzordw s réwnowazne przy speinieniu
warunkéw /31/, ktére w tym przypadku /por./39/ / maja postaé:

7 r
$-2=0#T1 , p-d=3#7T .

Zauwazmy , %e rdwnania /40-1/ lub /40-2/ zawieraja pochodne
funkeji niewiadomych w obu kierunkach: pierwszej i drugiej
trajektorii naprezen zgiéwnych., Nie moga wiec byé na 03oi
charakterystykami ukladu réwnan problemu,

2/ Siatka linii poslizgzu _
Jako pojecie "linia poslizgu" przyjmujemy umownie, zZe jest
to linia wzdluz ktore]j spelniony jest warunek Coulomba lub
inacze] sie wyrazajgc: za "linie poslizgu Coulomba" uwazamy
linie odpowiadajace punktowi stycznosci x6:r Mohra z ich
obwiednia. Dla te] siatki wspoélrzednych nalezy przyjgé
/Tys.8/ ¢ '
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) P

PIA 9« Bp

r = O — T m— R e— = :
Ay : AT 8L Ay ! (kastit)

Podstawiajac wartosci /41/ do wyrazenia /33/ na Div T 5
do wzordw /32-1/ luv /32-2/ na skladowe przyspieszenia o
oraz do wzordéw /27-1/ lub /27-2/ na sktadowe sily masowej
F’ y Wreszcie do wyrazen /28-1/ lub /28-2/ na dow? i do
warunkéw wspbéiosiowosci dewiatow /29-1/ lub /29-2/ i zes-
tawizjgc na tej podstawie rowmania problemu /30/, otrzymamy

ukzad czterech rownalr skalarnych w postacis

‘(35%”15%2("'%%}*6{( K ’7;:,22(& ( -y 5 )
2 4 2 . )
T [ aa: % E;"]}‘&;—L%}M(‘P:M]t 'wo(d‘?x}!;}‘

(& 25 dq 20 8L Yeg{ (v 2

lau vt (4 b’ 2u) a¢ ﬂ

/421 /

ot 1
(3;2 D

35, /y,n,‘,{u ws M G4 n2M
fovt 4 1 2941 7ot
o T it ok i ov 4
|5 sl PV S (o s )2 ] ‘
{EE‘ +os 2 —iI‘-Uz/y_,nz a._‘%?_jﬂyiwaz 4. ad:

lub przy reprezentacji wektora U  przez pare /U , § /s
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(E-stij 2((&%?')+QL5—-{5002(5—¢)%1-
[4+Aam2{u.m-12(¢ Ma f emz/wn[@w ,

J}M\ﬂ 26}.«
Ll 29
{%}Tzeat% 2"/1. 942\ 2 wq,(u_{om?.(é' ¢j

fm2-2/ == (u.[d Am~(umm2(5*¢)] } emzﬁMn[’I(qﬁ W],

{/ym[ (8-01) 3} e fcr-@‘(ajgz;- {sim [(5-0) 1] gg ;
treos [(5-9) o] -] <0

(s (600 2 - i (50022 ) onff 0] 32
'UM [(S‘¢]2u] -g—-f:} =

Dwa pierwsze z roéwnan /42-1/ lub /42-2/ zawieraja pochodne
funkcji niewiadomych, kazde tylko w jednym kieruniku odpowia-
dajacej linii poslizgzu. Dwa pozostale z typh réwnan zawiera-
ja pochodne wielkosSci okreslajacych wektor predkosci, kazde
w obu kisrunkach. Oznacza to, Ze linie poslizgu stanowia
jedna z par charakterystyk sposréd czterech linii charakte-
rystycznych rdéwnan problemu. Oczywiscie speinione sg tu wa-
runki /31/, ktére uzasadnialy przyjecie do obliczen sklado-
wych przyspieszenia wzordw /32-1/ lub /32-2/. Mamy bowiem:
T
- =T T i
/43/ (u' o2 H
dla ¢ #0.
¥ Y T
-z i Gre—
prézpytT 7
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3/ Siatka trajektorii maksymalnych odksztaZcehn postacio=-
wych / a jednoczesnie maksymalnych naprezen stycznych/

Dla tej siatki wspdirzednych mamy /rys.9/:

( /5 ‘bf-—- " w:/ﬁ- =%
2L _ OB

i =_1_=3ﬁ Bw k=42
114/ Gt ik T 7 (k=4,2)
-)‘-"'-' -h—_-,
24;- 1,?'.‘ 5 ezgs'b,.z’-

W tym przypadku nie jest speilniony warunek /31/ gdyz

a T
45/ Prdng g Preeg

i nie mozemy tutaj stosowaé wzordw /32-1/ i /32-2/, pozwala-
Jjacych wyrazié przyspieszenia przez pochocne w kierunlu odpo-
wiadajgcej trajektorii. V¥ tym przypadku na podstawie warun-
ku niescisliwosci skladowe wektora przyspieszenia a, i Q,
dajg sie wyrazié przez pochodne skladowych vi i u"‘ wekto-
ra prgdkoécl/lub modulu V i nachylenia & / w kierunku
atowarzyszonej trajektorii z dang, tj.
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af przez pochodne w kierunku s,

0* przez pochodne w kierunku 8, 8
Wobec tego w obliczaniu wyrazenia na skladowe Q‘ y A
wektora przyspieszenia korzystamy ze wzordw /26-1/ lub

/26=2/ otrzymujac:

3 [U’ dar 1'843) N A, )J

*,r“’ ry A Yol i 7w
/46-1/ o g
o= [U aoz ao.)”’ (BA.‘ v o, )] ;
1lub p y B T 5
(o' vsinfi6-0 oinfl5-0)- ]3¢ w5 E] 35}
+ ws{m[ (3-4)+ ) J{wj L( §-¢J+§J g—l’;—vo&n[(&'«ﬁ);ﬁl}}-gf—} ,
/46'2/< anarm{w}; {cm 5¢J--’1]3'f - am [(cw }%L
F AW 5“ + d f'T - j'." 'a—d;
{ +Uram|(9-4) ]( ( 3) ] - +Ueos (cf é)+ &]a g

Podstawiajac wartoéci /44/ do wyrazenia /33/ na Div T ,
przyjmujac wyrazenia /46-1/ lub /46-2/ na skladowe przyspie-
szenig Ei , dalej obliczajac na podstawie /44/: wyrazenia
/27-1/ 1lub /27-2/ na skiadowe sily ¥ , wyraienia /28-1/
lub /28-2/ na div ¥ i wreszcie wprowadzajac wartodci /44/
da warunku wspdlosiowosci tensoréw D i T danego réwna-
niem /29-+1/ lub /29-2/, mozemy réwnania rdézniczkowe problemu
zapisaé w postaci /po pewnych przeksztaiceniach dwu ostat-
nich réwnah /30/ /
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04, 3_44 A, 942-1: P,
=g 02 ($-Z) F, + aim (¢-IyF, T,
147/, [ aai‘_zsmq %Aé,)*mqg%]*'ev‘(%iw*%g)s
=e[coo(¢+1:.)§+m(¢*%)% ,
%:' + U’?—‘i—z =0

lub przy reprezentacji wektora 4 przez pare / v,8/
w postacit

(35, #2605 g B i B Jsgusinfsfp-Efofite 2 21

- v [J—(¢-’f">}%§;]= oF coo[X-(¢-T)] ,

-

[ -15mng g_f.z)-mﬁa g.g;}efm[‘(¢f%;-a]{mg(¢f§;-q%+

L

/47-2/ : ]
rummn[(0D)-6] 38 =0 Foan( )]

03 [ 8-(4- T 2% - vt [6-(+-T)] 20,

T o . i _
cos | ($+7)-6] 55 4 UMn[(é-r%)_JJ%%zza

Dwa ostatnie z révman//47-1/ wzglednie /47-2/ stenowig kom=-
binacje liniowe warunku nieécisliwoéci /28-1/ lub /28-2/
i warunku wspélosiowoéci dewiatoréw D i T /29-1/ lub
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/29-2/ odpowiadajgce uxladowi réwnan /36-2/, podanemu w § 5.
Zauwainy Ze w trzecim i czwartym z réwnahn /47-1/ lub /47-2/
wystepujg tylko pochodne w jednym kierunku odpowiadajacej
trajektorii, za$ dwa pierwsze z tych réwnan zawieraja pochod-
ne funkeji niewiadomych w obu kierunkach. Wynika stad, Ze
trajektorie maksymalnych naprezei stycznych tworza jedng

z par charakterystyk uktadu réwnan rézniczkowych problemu
tzw. "kinematyczne charakterystyki"réwnah,

Poprzednio stwierdzilismy, Ze drugg 2z par sposrdd czterech
linii charakterystycznych tworzd linie poSlizgu. A zatem
uktad réwnan rézniczkowych /30/ posiada dwie pary réiznych
charakterystyk, ktorymi sg linie poslizgu Coulomba i trajek-
torie maksymalnych odksztalceh postaciowych. Poniewaz mamy
uklad czterech rdéwnan rdézniczkowych problemu, odpowiednia
forma charakterystyczna jest forma czwartego stopnia; przeto
ukiad posiada co najﬁytej cztery rodziny réznych linii cha-
rekterystycznych. Stwierdziliémy, ze jedng pare tworzg linie
poslizgu, zas$ drugg pare trajektorie maksymalnych odksztalcen
postaciowych. Sg to wige Jedyne mozliwe cztery rodziny linii
charakterystycznych, na ogdl rdiznych, z wyjatkiem pewnych
szczegdlnych przypadkéw gdy na funkcje niewiadome narzucone
53 pewne specjalne postacie zaleznosci funkeyjnych od zmien-
nych niezaleznych.

Stwierdzamy, Ze dwa ostatnie z réwnan /47-1/ majg postaé
identyczna ze zwiazkami Geiringer dla kinematycznych charak-
terystyk w zagadnieniu statycznym /+t.Jj.przy pominieciu przys-
pieszen/.

4/ Siatka wspéilrzednych biegunowych /T, 6 /

W tym ukladzie wspélrzednych mamy /por.rys.10/:

T T
°{=6 H /5=8+TJ wzz_ '
.q.__"." --b'qb
/48/ ¢=9+1P > 24.-:!., » ez"’& ¥
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2.8 B .49

\ o9s, or ! 94 r 98 ¢
2k 28 0 o _4 28 4
%y, Or 9, r 230 " r
op .26+ N_g .4 3AG+P 4
5% or o9, r 96 r’

\ 2. 2(6+¥) 2 26 .4 (39,
-ez" or r' 3a, r\oe

Rys.10

Zauwaimy, Ze tutaj, w cvuroznieniu od siatek linii wspoirzed-
nych rozpatrywanych poprzednio, mamy z gory okreslong geo-
metrig linii wspélrzednych, niezaleznie od warunkéw brzego-
wych zagadnienia, a -ponadto ustalone polozenie i orientacje

siatki wzgledem uktadu x,y /t.zw."prauktadu" w rozpatrywa-
nym problemie/.
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Podstawiajac /48/ do wyrazenia /25/ lub /33/ na skladowe
Div T, do wzoréw /26-1/ lub /26-2/ na przyspieszenie @ do
wzoréw /27-1/ lub /27-2/ na sile masowa F , dalej do Wyras
zeh /28-1/ lub /28-2/ na div v oraz do warunkuwspélosiowos-
¢i dewiatoréw /29-1/ lub /29-2/, mozemy uktad /30/ réwnan
problemu zapisaé w postaci czterech rdéwnan skalarnych, zna-
nych w literaturze przy postugiweniu sie wspdéirzednymi bie-
e ‘: % 4 96
[ (rim g eos2y) 52~ dimy S 2Y 5 +
i T 2
126 pimgg [pin 29 32 -4 cos 29 (4L 4]+
2
oY, v, 1 ; [
ro(vgg+ 2 5F)- L(wo@&w@" )+3a],
1491/ mmyg A2y ———-—(4+an rmZt]’)
+1omq[co521pl +4-an2¢( )] ‘

_B(U 3_‘79_+lr9__1.1’.9_ Q[éwnBF -con OF ),_Ugv]

rar r 26
W 4 DU
3 "T o 70,

oV, 4 v, U, Y
i 19 (G0 352 (S £ 30 simy Ty B

lub przy reprezentacji wektora predkosci v przez Jjego
modut v i nachyleniu & do osi x-éw:
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Przy wyprowadzaniu réwnshd /49-1/ i /49-2/ postugiwalismy

sie wzorami /26-~1/ lub /26-2/ dla skiadowych wektora przys-
pisszenia s , aczkolwiek mogliémy korzystaé ze wzordw
transformacyjnych /32-1/ lub /32-2/ pozwalajgcych wyrazié
sktadowe 0O i af przez pochodne skladowych wektora pred-
koSci w jednym kierunku kazda / o’ przez pochodne w kierunku
lipnii o, af przez pochodne w kierunku linii ¢ /. Jest

to mozliwe, gdy:z warunki /%1/ sg na ogdl speilnione:

750/ ¢—.¢=(6+LP)‘9=W#%- ﬁ";”(g*“g)’(f;*%’%'?’#%

Nierownosci we wzorach /50/ na ogbdl sg speilnione, z wyjat-
kiem specjalnych rozwigzan na funkcje ¥ (r,0) , a mianowi-
cie gdy u)E{mL , kiedy to linie wspbéirzednych =, O
staja sie trajektoriami meksymalnych odksztaiceh postacio-
wych. Kazde z réwnan /50-1/ lub/50-2/ zawiera pochodne
funkcji niewiadomych w obu kierunkach linii wspéirzednych
biegunowych. Oznacza to, Ze wspdéirzedne te na ogdl nie moga
stuzyé za siatke linii charakterystycznych z wyjatkiem pew-~
nych szczegdlnych przypadkow. Tych szczegbdlnych przypadkéw
w pracy tej rozpatrywaé nie bedziemy.
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5/ Siatka wspdéirzednych kartezjenskich /x,y/
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Dla tej siatki nalezy przyjaé w roéwnaniu /30/ /por.rys.11/:
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Podstawiajac te wyrazenia do réwnain problemu /30/ i wymie-
nionych tam wzoréw otrzymamy:

: A - ’ 26
(/I-/wnc(ooo2¢)7&; -y mm 29 By ¥
*zamq(mw‘a—‘t-mztﬁa(ﬁhe( a,a— —.;'t'—) =gF

M({A»m2 (i+mqm2¢)%

/52-1/ B¢l 9y, ’c)u'
\ 2.6'Mmf(coo2¢> +.om295’ (“Bx , ‘J



91& +§£& & )
w0y
'E'u‘ v, i'9 "dL‘; 3
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Réwnania /52-1/ majq postaé znanych zwigzkéw zapisanych

w ukladzie kartezjanskim, Natomiast w reprezentacji /52-2/

sa rzadzie]j spotykane. W literaturze réwnania te wyprowadza

sie na elementarnej drodze przez bezpo$rednie podstawienie

wyrazeh na sktadowe tensora nspreZenia, okre$lone przez

dwie funkcje & i ¥ /por.wzér /6//, i wyrazeh na przycpie-

czenie, wyrazone przez dwie skladowe wektora prpdkofei VW,
'L-]j , do réwnaid ruchu a nastepnie do waruniu nieScifliwos-

¢l i wspélosiowobci dewiatordw napreienia i vpredrosci ode

ksztalcenia, Otrzymuje sie te samg postaé rownah.
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7. Zakonczenie

Koncepcja wykonania pracy zostala zasugerowana przez
Doc.Z,Mroza. Autor wyraza swoje podziekowanie Doc.Z.Mrozowi
za rady i wskazodwki udzielone przy opracowywaniu tematu pra~
cyl
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