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PRZEDMOWA.

Inicjatywa do napisania przeze mnie podrecznika Geometrji
analitycznej wyszta z Kota matematycznego stuchaczy Uni-
wersytetu Poznanskiego.

Piszac ten podrecznik, staratem sie utrzyma¢ w nim wy-
klad, przynajmniej w pierwszych szeSciu Rozdziatach, na takim
poziomie, aby byt on dostepny dla czytelnika, ktéry, poza
ogbélnem wyksztatceniem S$redniem, specjalnego przygotowania
matematycznego nie posiada. Jedyne moze odstepstwo od
tej zasady stanowi stosowanie przeze mnie Teorji wyznacz-
nikéw, jednak ograniczam sie tu tylko do rzeczy najprostszych,
z ktéremi czytelnik, zupetnie nie znajacy Teorji wyznacznikdw,
z fatwoscig moze sie sam zapoznad.

Wszystkie rysunki wykonata moja zona, jak réwniez moja
zona okazata mi pomoc przy czytaniu korekty.

Dr. Franciszek Wiodarski.

W Poznaniu, 3-go grudnia 1923 r.
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I. Nauki matematyczne. — 1. Cztowiek, zyjac i obserwujac
wszystko to, co oddziatywa na jego zmysty, robi pewne spo-
strzezenia, ktore notuje w swej pamieci i ktdre pozniej tworza
zbidér jego wiadomosci. Te wiadomosci, utrzymywane w stanie
chaotycznym, nauki nie stanowig, stanowia one dopiero ma-
terjat naukowy. Nauka powstaje wtedy, gdy cztowiek zdo-
byty materjat naukowy ujmuje w pewien systemat.

Réznorodnos$¢ obserwowanych przez cztowieka zjawisk,
i skutkiem tego réznorodnosé poczynionych przezen spostrze-
zen, utrudnia ujecie catego nagromadzonego materjatu nau-
kowego w ramy jednej nauki. Dlatego tez cztowiek dzieli
zdobyty materjat naukowy na czesci i kazdg takg czes¢ ujmuje
w ramy nauki specjalnej. Wtedy nie potrzebuje on juz
wigza¢ z sobag faktéow, ktére on przy dokonywaniu podziatu
materjatlu naukowego na czesSci zaliczyt do czesci roznych,
pozostaje mu tylko uja¢ w systemat fakty, zaliczone do jednej
i tej samej czesci.

Za podstawe podziatlu materjalu naukowego na rézne
czesci, z ktorych kazda, ujeta w systemat, tworzy specjalng
nauke, przyjeto podziat zjawisk, wzglednie wiasnos$ci zjawisk,
do ktdérych ten materjat naukowy sie odnosi, ha grupy, przy-
czem do jednej grupy zalicza sie zjawiska, wzglednie wia-
snhosci zjawisk, posiadajace pewne cechy wspdlne. | te wlasnie
cechy wspdlne pewnej kategorji zjawisk, wzglednie wiasnosci
zjawisk, stanowia wieZ logiczng, taczaca rézne fakty naukowe
w jeden organizm, tworzacy pewng hauke. Dlatego tez
w definicji jakiejkolwiek nauki podaje sie zazwyczaj przed-
miot jej badan, t. zn. okresla sie zjawiska, wzglednie wia-
snosci  zjawisk, ktorych badaniem dana nauka sie zajmuje.

F. Wiodarski, Gcom. anal. pt, cz. I. 1

*Qy



- 2.

2. Kazdej powstatej w ten sposéb nauce mozna pod-
porzadkowac¢ pewna odpowiadajacg jej nauke matematyczna.
W tym celu nalezy postepowaé w spos6b nastepujacy.

Pewne fakty danej nauki przyjmujemy zgory jako préw-
dziwe: nazywajg sie one wtedy pewnikami. Wszystkie po-
zostate fakty, ktore wtedy noszg nazwe twierdzen, wypro-
wadzamy z pewnikéw za pomocg rozumowania logicz;nego,
t. zn. wykazujemy, iz prawdziwos¢ pewnikéw pocigga za
sobg prawdziwosé twierdzen: wtedy te twierdzenia nazywaja
sie dowiedzionemu Przyczem z chwilg przyjecia pew/nych
faktéw danej nauki za pewniki, przestajemy je juz uwazac
za fakty, odnoszace sie do pewnych psychologicznie okireslo-
nych poje¢, uwazamy je natomiast za zaleznosci, zachodzace
pomiedzy pewnemi kategorjami objektéw roznych, psycholo-
gicznie nieokre$lonych. Wtedy réwniez dowiedzione w op>arciu
0 takie pewniki twierdzenia tez nie beda sie juz odnositiy do
pewnych psychologicznie okreslonych pojeé, lecz tylko do
pewnych objektéw psychologicznie nieokreslonych. Zbior
w ten sposob ustalonych pewnikéw oraz dowiedzionych za
pomocg nich twierdzen tworzy nauke matematyczng, odpo-
wiadajgcag danej nauce niematematycznej.

3. MéwiliSmy tu o tworzeniu nauki matematycznej,, (od-
powiadajgcej jakiej§ nauce niematematycznej. Nauke rma\te-
matyczng moznaby jednak stworzy¢ zupetnie niezaleznie od
jakiejkolwiek nauki i nawet wogéle nie opierajgc sigj na
zadnych psychologicznie okreslonych pojeciach. Mozmaiby
mianowicie przyjaé, iz bedziemy rozpatrywali kilka kate;go;>rji
psychologicznie nieokreslonych objektéw, nadaé¢ tym objektcom
rézne nazwy, nastepnie ustali¢ pomiedzy nimi pewne zCaleez-
nosci, przyjaé te zaleznosSci jako pewniki i na tych pewnilkaich
zbudowa¢ nauke matematyczna.

4. Pewniki nauki matematycznej nie mogg, oczywitsccie,
by¢ wybrane zupetnie dowolnie, albowiem musza one sspeel-
nia¢ pewien warunek, mianowicie: pomiedzy tymi pewnikcaumi
nie moga istnie¢ sprzecznosci. | to jest jedyny warumuek
konieczny, jakiemu pewniki nauki matematycznej musza cz ynnie
zado$¢. Poza tym warunkiem koniecznym istnieje jeszetze
inny warunek, ktérego spetnienie nie jest konieczne, a bylUko



bardzo pozadane, mianowicie wzajemna niezalezno$¢ pew-
nikdéw, t. zn. zaden pewnik nie powinien twierdzi¢ tego, co
moze by¢ dowiedzione na mocy pozostatych pewnikéw.
Pewnik, ktéryby tego warunku nie spetniat, bytby jako pewnik
zbyteczny i mogtby byé podany, jako twierdzenie.

5. Z tego, co powiedzieliSmy o naukach matematycznych
woglle, wynika wiec, iz przedmiotem badan jakiej$ nauki
matematycznej nie sg wcale psychologicznie okreslone pojecia,
lecz zaleznosci, zachodzace pomiedzy pewnymi psychologicznie
nieokreslonymi objektami. Cechg charakterystyczng jakiej$
nauki matematycznej, wyrdzniajacg ja z posrod innych nauk
matematycznych, jest zbidér jej pewnikow.

Pomimo to, iz, jak powiedzieliSmy przed chwilg, przed-
miotem badan jakiej$ nauki matematycznej sg zaleznosSci,
zachodzace pomiedzy pewnymi psychologicznie nieokreslonymi
objektami, otrzymane w tej nauce wyniki moga by¢ stoso-
wane rowniez do poje¢ psychologicznie okreslonych. Moga
one mianowicie by¢ stosowane do wszelkich kategorji pojeé
psychologicznie okreslonych, jezeli tylko pomiedzy temi
kategorjami mozna ustali¢ zaleznosci, jakie na mocy pew-
nikéw danej nauki matematycznej zachodza pomiedzy roz-
patrywanemi w niej kategorjami objektow psychologicznie
nieokreslonych. Jezeli wiec przy tworzeniu danej nauki
matematycznej punktem wyjscia byly zaleznosci, zachodzace
pomiedzy pewnemi kategorjami poje¢ psychologicznie okres-
lonych, to wyniki, otrzymane w danej nauce matematycznej,
w pierwszej linji moga by¢ stosowane do tych wiasnie pojeé
psychologicznie okreslonych.

Stosowanie jednak wynikéw, otrzymanych w jakiej$ nauce
matematycznej, do poje¢ psychologicznie okreslonych wogole
ma pewne granice, a to skutkiem niedoskonatosci odpowied-
niiosci, zachodzacej pomiedzy rozpatrywanymi w tej nauce
matematycznej psychologicznie nieokreslonymi objektami oraz
pojeciami psychologicznie okreslonemi.

6. Z rozwazan powyzszych wynika wiec, iz najwtasciwszg
definicjg jakiej$ nauki matematycznej byloby wymienienie
wszystkich pewnikow, na ktorych sie ta nauka opiera. Za-
zwyczaj jednak postepuja inaczej, wymieniaja mianowicie te
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pojecia psychologicznie okreslone, ktore byly punktem wyjscia
dla danej nauki matematycznej. | przytem czesto zamiast
powiedzie¢, iz wymienione pojecia sg punktem wyjscia dla
danej nauki matematycznej, moéwig wprost, iz dana nauka
matematyczna zajmuje sie badaniem tych pojec.

Il. Geometrja. — 1 Geometrja jest to nauka matema-
tyczna, dla ktérej punktem wyjscia sg wiasnosci przestrzenne,
t. zn. zaleznos$ci, zachodzgace pomiedzy elementami ztozonego
pojecia przestrzeni.

Chociaz wiec przedmiotem badann Geometrji, jako nauki
matematycznej, sga psychologicznie nieokreslone objekty, to
jednak otrzymane w niej wyniki mogag by¢ stosowane do
pojeé¢ psychologicznie okreslonych, wynikajgcych z pojecia
ztozonego przestrzeni. Poza tem, oczywiscie, mogg one by¢
stosowane do wszelkich poje¢ psychologicznie okreslonych,
0 ile tylko pomiedzy temi pojeciami mozna ustali¢ zalez-
nosci, jakie na mocy pewnikéw Geometrji zachodza pomiedzy
rozpatrywanymi w niej objektami.

2. Objektom psychologicznie nieokreslonym, stanowiacym
przedmiot badann Geometrji, moznaby nadaé¢ nazwy dowolne,
moznaby np. oznaczy¢ je za pomocg liter. Poniewaz jednak
celem Geometrji jest otrzymanie takich wynikdéw, ktdére mogtyby
by¢ stosowane do poje¢ przestrzennych, przeto rozpatrywa-
nym w Geometrji objektom nadajemy takie same nazwy,
jakie posiadajg odpowiadajgce im pojecia przestrzenne. Dla
tej samej przyczyny réwniez na oznaczenie zaleznosci, za-
chodzacych pomiedzy rozpatrywanymi w Geometrji objektami,
uzywamy tych samych wyrazen, jakich uzywa sie na ozna-
czenie zaleznosci odpowiednich, zachodzgacych pomiedzy o<d-
powiadajgcemi tym objektom pojeciami przestrzennemi.

A wiec rozpatrywane w Geometrji psychologicznie nieokre-
Slone objekty nazywamy punktami, prostemi, ptaszczyznarmi,
1t d. Zachodzace pomiedzy nimi zaleznosci wyrazamy, mo-
wigc, iz pewne punkty leza na pewnych prostych lub tez w pew-
nych ptaszczyznach, pewne proste przechodza przez pewnie
punkty lub tez lezg w pewnych ptaszczyznach, pewne plaszz-
czyzny zawieraja pewne punkty lub tez pewne proste, i t. (d.
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Zawdzieczajac przyjeciu w Gcometrji takiej wiasnie ter-
mnologji, stosowanie otrzymanych w niej wynikéw do pojeé
pizestrzennych nie przedstawia naog6t trudnosci. Pewne
tmdnosci moga istnie¢ tylko w tych przypadkach, gdy w obrzy-
nanych wynikach wystepuja objekty, ktére zostalty wprowa-
dzone do Geometrji nie jako odpowiedniki pewnych pojeé
p-zestezennych, ~ecz ze wzgledu na potrzeby Geometrji, jako
niuki matematycznej.

Zdarzajg sie jednak przypadki, iz, pomimo przyjecia w Ge-
onetrji takiej terminologji, jakie$ twierdzenie geometryczne
nozna zastosowa¢ do pojec¢ przestrzennych nietylko uwazajac
rozpatrywane w tem twierdzeniu objekty za odpowiedniki pojeé
przestrzennych, posiadajgcych takie same nazwy, lecz réwniez
i w jaki$ inny sposéb, t, zn, uwazajac rozpatrywane w tem
twierdzeniu objekty za odpowiedniki pojeé przestrzennych
0 nazwach innych,

3, Czesto przy rozwazaniach geometrycznych postuguja
sie rysunkiem. Znaczenie jednak rysunku w Geometrji nie
jest bynajmniej takie, abySmy ze spostrzezen, wynikajacych
z obserwacji rysunku i dotyczacych zaleznosci, jakie zachodza
pomiedzy pewnemi pojeciami przestrzennemi, mogli juz wypro-
wadza¢ definitywne wnioski co do badanych w Geometrji
objektéw psychologicznie nieokre$lonych, bedacych odpowied-
nikami tych pojeé¢ przestrzennych. Spostrzezenia takie moga
conajwyzej by¢ dla nas wskazdéwka, jakich zaleznosci pomiedzy
rozpatrywanymi w Geometrji objektami mozna sie spodziewac.
Definitywne za$ wyprowadzenie wniosku o istnieniu w Geo-
metrji tych zaleznosci wymaga dowodu, t, zn, wymaga wyka-
zania, iz wymienione zaleznosci wyptywaja jako logiczna
koniecznos$é z tych zaleznosci, o jakich jest mowa w pewnikach
Geometrji oraz w dowiedzionych juz jej twierdzeniach.

Poza tem znaczeniem rysunek w Geometrji posiada row-
niez znaczenie illustracji do naszych rozwazan, ulatwiajacej
ich zrozumienie.

I1l. Punkty, proste, ptaszczyzny wdasciwe i niewdascivwe. —
1. Tworzac nauke matematyczng, ktorej wyniki majg by¢ sto-
sowane do pewnej kategorji poje¢ psychologicznie okres$lonych,
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winnismy zaréwno przy ustalaniu pewnikoéw tej nauki jak tez
i przy dalszem jej rozwijaniu zachowywaé odpowiednio$¢ po-
miedzy badanymi w tej nauce psychologicznie nieokreslonymi
objektami a pojeciami psychologicznie okreslonemi, nalezgcemi
do danej kategorji poje¢c. Moze sie jednak okazaé, iz, ze
wzgledu na budowe wewnetrzng danej nauki matematycznej,
pozytecznem bytoby poczynienie w niej takich uog6lnien,
ktére wywotatyby pewien rozdzwiek pomiedzy dang nauka
matematyczng aokategorjg poje¢ psychologicznie okreslonych,
do ktorej ta nauka matematyczna ma by¢ stosowana. W takich
razach decydujacym dla nas bedzie wzglad na dobro danej
nauki matematycznej, jako takiej, kwestje za$ wiekszej lub
tez mniejszej harmonji pomiedzy tg naukg matematyczng
a kategorjg poje¢, stanowigcg dziedzine jej zastosowan, po-
zostawiamy na dalszym planie. Postepujgc w ten sposob, my
wprawdzie chwilami bedziemy zatracali stycznos¢ z rozpatry-
wang kategorjg pojec¢, jednak, ogolnie biorac, wyniki, otrzy-
mane w zbudowanej w ten spos6b nauce matematycznej,
w pewnych granicach beda moglty by¢ do tej kategorji pojeé
stosowane.

2. Dla takich wiasnie wzgledéw zostaty wprowadzone d
Geometrji objekty, noszgce nazwy punktow niewtasci-
wych albo nieskohczenie dalekich (albo punktow,
lezgcych w nieskonczonosci), prostych niewtasciwych
albo nieskonczenie dalekich (albo prostych, lezacych
w nieskonczonosci) i ptaszczyzny niewtasciwej albo
nieskonczenie dalekiej (albo ptaszczyzny, lezacej
w hnieskoriczonosci). Sa to objekty, ktérym w dziedzinie pojec
przestrzennych nie odpowiadajg pojecia, zwane punktami,
prostemi i ptaszczyzna, i ktore zostaly wprowadzone do Ge-
ometrji ze wzgledu na dobro Geometrji, jako nauki mate-
matycznej.

Punkty, proste i ptaszczyzny, rozpatrywane w Geometrji
elementarnej, t. zn. odpowiadajace pojeciom przestrzennym,
noszacym takie same nazwy, w odréznieniu od wymienionych
przed chwilg objektdw nowych nazywamy punktami, pro-
stemi i ptaszczyznami witasciwymi albo lezg-
cymi w skohczonosci.
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Poniewaz punkty, proste i ptaszczyzna niewtasciwe w Geo-
metrji elementarnej rozpatrywane nie sg, my za$ w rozwa-
zaniach naszych, poswieconych Geometrji analitycznej, z nauk
geometrycznych bedziemy uwazali za znang tylko Geometrje
elementarng oraz Trygonometrje ptaska, t. zn. bedziemy sie
opierali tylko na wynikach, otrzymanych w tych dwu naukach,
przeto chcac w wymienionych rozwazaniach oprécz punktow,
prostych i ptaszczyzn witasciwych rozpatrywac réwniez punkty,
proste i ptaszczyzne niewlasciwe, musimy najpierw te objekty
okreslic.

3. W Geometrji elementarnej kazda prosta wiasciwg
uwazaliSmy za pewien zbiér punktéw wilasciwych. Tutaj
kazdag prostg wtasciwag tez uwazamy za pewien
zbidér punktéw, lecz juz nie samych punktow
wtasciwych, a punktéow witasciwych i jednego
punktu niewtasciwego.

Dwie ro6zne proste wtasSciwe uwazamy za
posiadaj gce ten sam punkt niewtasciwy wtedy
i tylko wtedy, gdy sa one do siebie réwnole-
gte, t zn. gdy lezga w jednej ptaszczyznie wiasciwej i przy-
tem nie posiadajg punktu witasciwego wspolnego.

0 prostych wiasciwych réownolegtych méwimy, ze posia-
dajg jeden i ten sam kierunek, albo tez, ze ich kierunki sg
jednakowe; natomiast o prostych nierownolegtych méwimy,
ze posiadajg kierunki rézne. Mozemy zatem powiedzie¢, ze
dwie proste wilasciwe posiadajg
punkt niewtasciwy wspélny wte-
dy i tylko wtedy, gdy ich Kie-
runki sg jednakowe.

Wezmy pod uwage jakakol-
wiek prostag wiasciwg a (rys. 1).

Przez dowolny punkt wtasciwy O,
nie nalezacy do prostej a, prze-
sunmy prostg wtasciwg b, rowno-
legta do prostej a, oraz prosta wiasciwg c, nieréwnolegta
do prostej a, ktérej punkt przeciecia sie z prostg a oznaczmy
przez P. Jezeli teraz prosta c bedzie sie obracata okoto
punktu 0 w pewnym kierunku statym, dazac do prostej b,
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jako do potozenia granicznego, to punkt przeciecia sie pro-
stej c z prostg a bedzie sie poruszat po prostej a w pewnym
kierunku statym (zajmujac kolejno potozenia P\ P*“,...), dazac
do punktu niewtasciwego prostej a, jako do potozenia gra-
nicznego.

Podczas wymienionego ruchu punkt P oddala sie nie-
ograniczenie od kazdego dowolnie wybranego punktu witasci-
wego A prostej a (jezeli bowiem punkt P podczas wy-
mienionego ruchu nie przechodzi przez punkt A, to w takim
razie oddala sie on nieograniczenie od punktu A juz od
samego poczatku ruchu; jezeli za$ punkt P podczas wy-
mienionego ruchu przechodzi przez punkt A, to oddala sie
on nieograniczenie od punktu A poczawszy od chwili przejscia
przez punkt A).

Dlatego tez punkt niewtasciwy prostej wta-
§ciwej uwazamy za punkt, ktorego odlegtos¢
od kazdego punktu wtasciwego tej prostej jest
nieskonczenie wielka.

Punkt niewtasciwy uwazamy za dany, jezeli
jest dana jaka$ prosta wtasciwa, do ktérej
ten punkt nalezy.

Punkt niewtasciwy uwazamy za lezgcy
w pewnej ptaszczyznie wtasciwej, jezeli w tej
ptaszczyznie lezy jaka$ prosta wtasciwa, za-
wierajagca wymieniony punkt.

Jezeli wiec prosta wiasciwa i ptaszczyzna wilasciwa sg
do siebie roéwnolegte, to punkt niewtasciwy danej prostej
wiasciwej nalezy do danej ptaszczyzny wiasciwej, albowiem
w rozpatrywanym przypadku w danej ptaszczyznie wiasciwej
istniejg proste wiasciwe, roéwnolegte do danej prostej wia-
sciwej, a zatem posiadajgce z nig punkt niewlasciwy wspdlny.
Jezeli natomiast prosta wilasciwa w pewnej ptaszczyznie wia-
Sciwej nie lezy i nie jest do niej rdwnolegta, to w takim
razie punkt niewlasciwy tej prostej wiasciwej w danej pta-
szczyznie wiasciwej nie lezy, albowiem w rozpatrywanym
przypadku w danej ptaszczyznie wlasciwej niema prostej wia-
sciwej, réwnolegtej do danej prostej wiasciwej.
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Mozemy wiec powiedzie¢, ze: Punkt niewtasciwy
danej prostej wtasciwej lezy w danej ptaszczy-
znie wtasciwej wtedy i tylko wtedy, gdy dana
prosta wtasciwa albo jest zawarta w danej pta-
szczyznie wtasciwej albo tez jest do niej
réwnolegta.

Poniewaz w kazdej ptaszczyznie wiasciwej proste wia-
Sciwe istnieja, kazda za$ z tych prostych wiasciwych posiada
jeden (i tylko jeden) punkt niewtasciwy, przeto kazda pita-
szczyzna wihasciwa oprocz punktéw wiasciwych zawiera takze
punkty niewtasciwe.

Og6t punktéw niewtasciwych, lezgcych
w jednejptaszczyznie wtasciwej, nazywamy
prostg niewtasciwag. A wiec w kazdej ptaszczyznie
wiasciwej mamy jedng i tylko jedna prostag niewlasciwa.
Z definicji prostej niewtasciwej wynika, iz prosta niewlasciwa
jest utworzona z samych punktéw niewlasciwych, t. zn. nie
zawiera ani jednego punktu witasciwego.

Jezeli 2 ptaszczyzny wiasciwe sa rownolegte, to wtedy
w kazdej z nich istniejg proste wiasciwe, réwnolegte do jakiej$
prostej wiasciwej, wzietej dowolnie w drugiej ptaszczyznie.
Stad mozemy wyprowadzi¢ wniosek, iz kazdy punkt nie-
wiasciwy, lezacy w jednej z tych dwu ptaszczyzn, lezy réwniez
w drugiej plaszczyznie, a zatem te 2 ptaszczyzny posiadaja
te sama prosta niewlasciwg. Jezeli natomiast 2 ptaszczyzny
wiasciwe nie sg réwnolegte, to wtedy w jednej z nich istniejg
proste wiasciwe, rdéwnolegte do jakiej$ prostej wihasciwej,
lezacej w drugiej ptaszczyznie, tylko w tym przypadku, gdy
ta ostatnia prosta wlasciwa jest réwnolegta do prostej wia-
sciwej, wspdlnej obydwu ptaszczyznom. Stad wynika, iz
2 ptaszczyzny wiasciwe nieréwnolegle oprécz pewnych punktéw
wiasciwych posiadaja wspdlnie jeden i tylko jeden punkt
niewtasciwy, mianowicie punkt niewtasciwy prostej wiasciwej,
wspdélnej obydwu ptaszczyznom.

Mamy wiec: Dwie ro6zne ptaszczyzny wtasci-
we posiadajg te samg prostg niewtasciwg
wtedy i tylko wtedy, gdy sa do siebie réwno-
legte.
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Prosta niewtasciwg uwazamy za dana, je-
zeli jest dana jaka$ ptaszczyzna wtasciwa, do
ktérej ta prosta nalezy.

Ogét wszystkich punktéw niewtasciwych
nazywamy ptaszczyznag niewtasciwg. A zatem
oprdcz ptaszczyzn wiasciwych mamy jednag i tylko jednag
ptaszczyzne niewtasciwg. Z definicji ptaszczyzny niewtasciwej
wynika, ze ptaszczyzna niewtasciwa jest utworzona z samych
punktéw niewlasciwych, t. zn. nie zawiera ani jednego punktu
wiasciwego.

4, W Geometrji elementarnej mamy zaleznos¢, iz jezeli ¢
dane dwa punkty rézne, to istnieje wtedy jedna i tylko jedna
prosta, do ktérej te punkty nalezg. Przez punkty i proste
rozumiemy tam oczywiscie punkty i proste wiasciwe. Czy
mamy te zalezno$¢ réwniez i teraz, gdy przez punkty i proste
rozumiemy nietylko punkty i proste wiasciwe, lecz réwniez
punkty i proste niewtasciwe? Chcac na to pytanie odpo-
wiedzie¢, musimy rozpatrze¢ dwa przypadki, mianowicie gdy
jeden z punktéw danych jest punktem wiasciwym, drugi
za$ niewtasciwym, oraz gdy obydwa punkty dane sg punk-
tami niewtasciwymi.

Powiedzenie, iz sg dane dwa punkty rézne, z ktorych
jeden jest punktem wiasciwym, drugi za$ niewtasciwym,
jest rownoznaczne z powiedzeniem, iz jest dany jakis punkt
wlhasciwy oraz jaka$ prosta wlasciwa, zawierajgca punkt
niewlasciwy, ktéry uwazamy za dany. W tym przypadku
istniejg dwie mozliwosci: albo dany punkt wiasciwy nalezy
do danej prostej wiasciwej, albo nie nalezy.

Jezeli dany punkt wiasciwy nalezy do danej prostej
wiasciwej, dana prosta wiasciwa posiada wtedy te wilasnosé,
iz zawiera obydwa punkty dane. | przytem dana prosta
wiasciwa jest wtedy jedyng prosta, posiadajgca te wiasnosc,
albowiem wszelka inna prosta, przechodzaca przez dany
punkt wiasciwy, jest prosta wiasciwg (gdyz zawiera punkt wia-
sciwy, mianowicie dany punkt wlasciwy), nieréwnolegta do
danej prostej wiasciwej (gdyz posiada ona z dang prosta wia-
Sciwg punkt whasciwy wspolny, mianowicie dany punkt wtasci-
wy), a zatem nie przechodzaca przez jej punkt niewlasciwy.
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Jezeli za$ dany punkt wilasciwy nie nalezy do danej
prostej witasciwej, to wtedy prosta wlasciwa, przechodzgca
przez dany punkt wilasciwy i rownolegta do danej prostej
wilasciwej, posiada te wilasnos$é, iz zawiera obydwa punkty
dane. | jest ona wtedy jedyng prostg, posiadajacg te wias-
nosé, albowiem wszelka inna prosta, przechodzgca przez
dany punkt wiasciwy, jest prostg wiasciwa, nieréwnolegta do
danej prostej wiasciwej (gdyz, jak wiemy z Geometrji ele-
mentarnej, przez dany punkt wiasciwy, lezacy zewnatrz danej
prostej witasciwej, przechodzi jedna i tylko jedna prosta
wiasciwa, réwnolegta do danej prostej wiasciwej).

Widzimy wiec, ze: gdy sa dane dwa punkty (rézne),
z ktérych jeden jest punktem wiasciwym, drugi za$ nie-
wiasciwym, to istnieje wtedy jedna i tylko jedna prosta, do
ktérej te punkty naleza.

Pozostaje nam wiec jeszcze rozpatrzeé przypadek, gdy
sa dane 2 rézne punkty niewtasciwe, czyli, innemi stowy, gdy
sg dane 2 r6zne i nierdwnolegle proste wlasciwe, zawierajgce
punkty niewtasciwe, ktore uwazamy za dane. Zgéry mozemy
powiedzieé, ze jezeli w tym przypadku istnieje™ prosta, za-
wierajgca obydwa punkty dane, to jest ona prosta niewtasciwa,
albowiem kazda prosta wlasciwa zawiera tylko jeden punkt
niewtasciwy. Chodzi wiec o to, czy w rozpatrywanym przy-
padku istniejg proste niewtasciwe, zawierajgce obydwa punkty
dane, i jezeli tak, to ile takich prostych istnieje.

W rozpatrywanym przypadku mamy 2 mozliwosci: albo
2 dane proste wiasciwe, rézne i nieréwnolegte, lezg w jednej
ptaszczyznie wiasciwej, albo nie leza.

Jezeli one lezg w jednej ptaszczyznie wiasciwej, to prosta
niewltasciwa tej ptaszczyzny wiasciwej zawiera obydwa punkty
dane. | przytem jest ona jedyng prostg niewlasciwg, posia-
dajaca te wiasnosé. Jezeli bownem prosta niewtasciwa jakiejs$
innej ptaszczyzny wiasciwej zawiera obydwa punkty dane, to
ta plaszczyzna wiasciwa jest wtedy Townetegta do kazdej
z dwu danych prostych wiasciwych, a zatem jest ona takze
réwnolegta do ptaszczyzny wiasciwej, w ktdérej dane proste
whasciwe lezg, dwie za$ plaszczyzny wilasciwe rownolegte po-
siadajg te samg prostg niewlasciwa.
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Jezeli natomiast 2 dane proste wiasciwe, rézne i nie-
réwnolegte, nie leza w jednej ptaszczyznie wihasciwej, to prosta
niewtasciwa ptaszczyzny wiasciwej, zawierajgcej jedng z dwu
danych prostych wasciwych i réwnolegtej do drugiej z tych
dwu prostych, zawiera obydwa punkty dane. 1 jest ona je-
dyng prostg niewtasciwa, posiadajgca te wiasnosé, jezeli bowiem
prosta niewlasciwa jakiej$ innej ptaszczyzny wiasciwej zawiera
obydwa punkty dane, to ta ptaszczyzna wiasciwa jest wtedy
réwnolegta do wymienionej ptaszczyzny wilasciwej, a zatem
posiada z nig prosta niewlasciwag wspdélna.

A wiec, rozumiejgc ogélnie przez punkty i proste zaréwno
punkty i proste wiasciwe, jak tez punkty i proste niewtasciwe,
mozemy powiedzie¢, ze:

a) Jezeli sg dane 2 punkty r6zne, to istnieje
wtedy jedna i tylko jedna prosta, do ktorej te
punkty nalezsa.

Tak samo z tatwoscia moglibySmy sie przekonaé, ze
ogolnie istniejg zaleznosci:

b) Jezeli sg dane 3 punkty ré6zne, nie nale-
zgce do jednej prostej, to istnieje wtedy jedna
itylko jedna ptaszczyzna, do ktérej onenalezg;

c) Jezeli sa dane punkt i prosta, nie nale-
zgce do siebie, to istnieje wtedy jedna i tylko
jedna ptaszczyzna, do ktérej one nalezg.

Oprocz takich zaleznosci, jak a), b), c), ktére mielisSmy
juz w Geometrji elementarnej, mamy teraz, o czem #tatwo
mozemy sie przekona¢, i inne zaleznoSci:

d) Dwie ptaszczyzny rdézne zawsze PpoOSii

daja jedna i tylko jednag prostag wspélng;

e) Trzy ptaszczyzny rb6zne, nie zawierajgce
jednej prostej, zawsze posiadajg jeden i tylko
jeden punkt wspélny;

f) Ptaszczyzna i prosta, nie nalezgce do
siebie, zawsze posiadajg jeden i tylko jeden
punkt wspolny;

g Dwie proste rézne, lezgce w jednej
ptaszczyznie, zawsze posiadajg jeden i tylko
jeden punkt wspolny.
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5. W Geometrji elementarnej rozpatruje sie proste row-
nolegte, prosta i ptaszczyzne wzajemnie roéwnolegte, ptasz-
czyzny rownolegte. Oczywiscie sg to proste i ptaszczyzny
wiasciwe. Tutaj wiasnos¢ dwu prostych, wzglednie dwu
ptaszczyzn, wzglednie prostej i ptaszczyzny, ktorg nazywamy
ich wzajemng rownolegtoscia, rozciggamy rowniez na ele-
menty niewlasciwe. Mianowicie réwnolegtemi nazywamy
jakiekolwiek 2 proste, posiadajgce punkt niewtasciwy wspéliny,
wzglednie jakakolwiek prostg i jakgkolwiek plaszczyzne,
posiadajace punkt niewtasciwy wspélny, wzglednie jakie-
kolwiek 2 ptaszczyzny, posiadajace prosta niewtasciwg
wspblng (nakrywanie sie 2 prostych, wzglednie nalezenie
prostej do ptaszczyzny, wzglednie nakrywanie sie dwu
ptaszczyzn, uwazamy za przypadek szczegélny réwno-
legtosSci). Na mocy tej definicji 2 proste niewtasciwe zawsze
sg do siebie rownolegte, prosta niewtasciwa jest réwnolegta
do kazdej prostej wiasciwej, lezacej z nig w jednej ptasz-
czyznie wilasciwej, prosta niewlasciwa jest réwnolegta do
kazdej ptaszczyzny (zaréwno wiasciwej, jak tez i niewlas-
ciwej), ptaszczyzna niewlasciwa jest réwnolegta do kazdej
prostej (zaréwno wiasciwej, jak tez i niewlasciwej), ptasz-
czyzna niewtasciwa jest rownolegta do kazdej ptaszczyzny
(zaréowno wiasciwej, jak tez i niewlasciwej).

6. Wprowadzenie do Geometrji elementéw niewtasciwych,
t. zn. punktdéw, prostych i ptaszczyzny niewlasciwych, czesto
utatwia nam rozumowanie, jak réwniez pozwala na wypo-
wiadanie réznych wnioskéw w formie ogolnej.

Jezeli np. w jakiem$ rozumowaniu geometrycznem wy-
stepuja 2 ptaszczyzny rozne, to na mocy zaleznosci d) mozna
stad wywnioskowaé, ze istnieje wtedy jedna i tylko jedna
prosta, nalezgca do tych ptaszczyzn, i ewentualnie mozna te
prostg wprowadzi¢ do rozwazan. Gdybysmy zas elementéw
niewtasciwych do Geometrji nie wprowadzili, to wtedy,
w razie wystgpienia w jakiem$ rozumowaniu geometrycznem
dwu ptaszczyzn roznych, moglibysSmy wywnioskowaé, iz te
ptaszczyzny albo posiadajg prostg wspoélna, albo tez nie po-
siadajg, mogtaby wiec zaj$¢ potrzeba rozpatrywania kazdego
z tych dwu przypadkéw oddzielnie. Dzieki wiec wprowa-
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dzeniu do Geometrji elementéw niewtasciwych mozemy cza-
sami unikng¢ rozbicia jakiegos rozumowania na kilka czesci.

Korzy$¢, wynikajacg z wprowadzenia do Geometrji ele-
mentéw niewtasciwych, mozna do pewnego stopnia poréwnaé
z korzyscia, wynikajaca z wprowadzenia do Algebry liczb
zespolonych. Dzieki wprowadzeniu do Algebry liczb zespo-
lonych mamy np. twierdzenie ogélne, iz kazde rownanie
algebraiczne stopnia 2-ego posiada 2 pierwiastki, jak réwniez
mozemy podaé rozwigzanie ogdlne takiego rownania. Gdy-
byS§my za$ liczb zespolonych do Algebry nie wprowadzili,
to zaréwno nie mielibySmy wymienionego twierdzenia ogo6l-
nego, dotyczacego liczby pierwiastkéw réwnania kwadrato-
wego, jak tez i nie mielibySmy rozwigzania ogélnego takiego
rownania.

AVA Zwrot prostej, odcinka, promienia, peku promier
kata. — 1. ZaznaczyliSmy juz wyzej, ze w rozwazaniach
naszych Geometrje elementarng bedziemy uwazali za znana.
Istniejg jednak takie podreczniki Geometrji elementarnej,
w ktérych pewne wiasnosci utworéw geometrycznych, nale-
zgce do zakresu tej Geometrji, wcale nie sg omawiane lub
tez sag omawiane bardzo pobieznie. W wielu np. podre-
cznikach Geometrji elementarnej nie rozpatruje sie wcale
zwrotow prostej, odcinka, promienia, peku promieni i kata,
chociaz powinny one by¢ tam rozpatrywane. Dla tej wiasnie
przyczyny oraz ze wzgledu na to, ze w naszych rozwazaniach
wymienione zwroty beda odgrywaly pewng role, poswiecimy
im tu stéw pare.

2. Przyjmijmy np. jako pewnik, ze na prostej istniej
2 wprost sobie przeciwne porzadki nastepstwa
punktéw, i te porzadki nazwijmy zwrotami prostej.

Jezeli wiec sg dane na prostej 2 punkty A i B, to przy
jednym zwrocie tej prostej punkt B nastepuje po punkcie A,
przy drugim za$ jej zwrocie punkt A nastepuje po punkcie B.
Ogo6t punktéw prostej, ktére przy pierwszym z wymienionych
jej zwrotdw nie wyprzedzajg punktu A i jednocze$nie nie
nastepuja po punkcie B, a zatem ktdére przy drugim zwrocie
prostej nie wyprzedzajg punktu B i jednocze$nie nie naste-
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puja po punkcie A, nazywamy odcinkiem prostej, posia-
dajacym punkty krancowe A i B.

Dwa wprost sobie przeciwne zwroty prostej okre$lajg
na kazdym odcinku, zawartym w tej prostej, dwa wprost
sobie przeciwne zwroty odcinka.

Ogét punktdw prostej, ktoére przy pewnym zwrocie prostej
jakiego$ jej punktu nie wyprzedzajg, a zatem ktore przy
drugim zwrocie prostej po punkcie A nie nastepuja, nazywamy
promieniem. Pierwszy z wymienionych zwrotéw prostej
okre$la na rozpatrywanym promieniu pewien zwrot, Kktory
nazywamy zwrotem promienia. Poniewaz przy tym
zwrocie punkt A jest pierwszym punktem promienia, przeto
ten punkt nazywamy punktem poczgtkowym albo tez
wprost poczatkiem promienia. Mowimy tez, ze rozpatry-
wany promien wychodzi z punktu

Chociaz kazda prosta, wzglednie kazdy odcinek, posiada
2 zwroty, to jednak czasami jeden zwrot prostej, wzglednie
odcinka, bedziemy wyrézniali.

Chcac wyroznic np. ten zwrot prostej, przy ktéorym pewien
punkt D tej prostej nastepuje po innym jej punkcie A, bedziemy
oznaczali rozpatrywang prostg symbolem AB. Gdybysmy zas
chcieli wyr6zni¢ drugi zwrot rozpatrywanej prostej, t. zn. zwrot,
przy ktérym punkt A nastepuje po punkcie D, to oznaczylibys-
my te prostg symbolem . Jezeli natomiast zadnego zwrotu
rozpatrywanej prostej nie wyrozniamy, to oznaczamy ja wtedy
dowolnie albo symbolem B albo symbolem BA (t. zn. litery

i B piszemy w porzadku dowolnym, przyczem nad temi
literami nie piszemy juz kreski poziomej).

Ten sam sposOb oznaczania bedziemy stosowali réwniez
do odcinkéw, z tem tylko zastrzezeniem, ze przez punkty
A i B nalezy wtedy rozumie¢ punkty krancowe odcinka.
Przyczem punkt A bedziemy nazywali punktem poczat-
kowym, albo wprost poczatkiem, odcinka A B, punkt
B za$ bedziemy nazywali punktem koncowym, albo
wprost koncem, tego odcinka. Dla odcinka B A, odwrotnie,
punkt B bedzie poczatkiem, punkt A za$ koricem.

Zresztg w przypadku, gdy zadnego zwrotu rozpatrywanej
prostej, wzglednie rozpatrywanego odcinka, nie wyrézniamy,
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mozemy oznaczy¢ te prosta, wzglednie ten odcinek, za po-
moca jednej tylko litery. To samo stosuje sie rowniez wtedy,
gdy jeden zwrot rozpatrywanej prostej, wzglednie rozpatry-
wanego odcinka, wyrézniamy, tylko ze ten wyrdézniony zwrot
jest juz w inny spos6b okreslony, wobec czego nie jest ko-
niecznem, aby symbol na oznaczenie wymienionej prostej,
wzglednie wymienionego odcinka, okreslat ten zwrot.

Promien oznaczamy albo dwiema napisanemi obok siebie
literami, z ktorych pierwsza litera oznacza poczatek pro-
mienia, druga za$ jakikolwiek inny jego punkt, albo tez
jedna tylko litera.

Na rysunku zwrot przedstawiamy za pomocag strzakki.
Np. prosta AB, t zn. prosta AB oraz ten jej zwrot, przy

ktérym punkt B nastepuje po punkcie A, przedstawiamy albo
tak, jak na rysunku 2, albo tak, jak na rysunku 3.

Jezeli 3 punkty A, B, C, lezace na jednej prostej, przy
jednym zwrocie tej prostej nastepuja po sobie w kolei ABC,
a zatem przy drugim jej zwrocie w kolei CBA, to méwimy
wtedy, ze punkt B lezy pomiedzy punktami A i C, albo
tez, ze punkty A i C leza po stronach przeciwnych
punktu B.

3. Przyjmijmy np. jako pewniki wilasnosci nastepujace:

a) Jezeli dwie jakie-
kolwiek proste mim'
(rys. 4), lezagce w jednej
ptaszczyznie, przetnie-
my prostemi a,b,c,...,
wzajemnie rownolegte-
mi, lecz nierdwnolegte-
mi do zadnej z prostych
m i m\ odpowiednio w punktach A,B,C,... oraz
A,B/C',..., to koleje, wjakich nastepujg po sobie
punkty A, B, C,... prostej m (przy obydwu zwro-
tach tej prostej), sa takie same, jak koleje, w ja-



kich nastepuja po sobie punkty A\B\C\... pro-
stej m' (przy obydwu zwrotach tej prostej);

P Jezeli mim*' sg»dwiema prostemi réwno-
legte mi (rys.5) i na jednej z nich, np. na prostej
m, wezmiemy dowolna liczbe punktéw A, B,C
Z),—- ktdre przy jednym ze zwrotdéw prostej
m nastepuja po sobie np. w kolei ABCD___
poprowadzimy przez
te punkty proste réw-
nolegte (rézne od pro-
stej m), ktorych punkty
przeciecia sie z pro-
stam' oznaczymy przez -

A B\C\D\-—-, oraz ja- '

kie$ inne proste réwno-

legte (r6zne od prostej m), ktorych punkty
przeciecia sie z prostg m' oznaczymy przez
A, c“,2)*, ____ to wtedy przy jednym itym sa-
mym zwrocie prostej m‘' punkty A\B'C‘D\....
bedga nastepowaty po sobie w kolei A‘'5'C'2)"....
oraz punkty A*“ i?*, C“ £)“..... beda nastepowaty
po sobie w kolei A“5“C“D" ........

Niechaj beda dane dwie proste réwnolegte mim' (rys. 6).

Przetnijmy te proste parg
prostych réwnolegtych av bv
oraz jakas inng parg prostych
rownolegtych a2 b2 Oznacz-
my punkty przeciecia sie pro-
stych axi’'éj z prosta m przez
AtiBv z prostg zas m' przez
A/ i5/, oraz punkty przecie-

cia sie prostych a2i b2z prosta m przez A2i B2 z prosta
zas m'przez AZ i B2. Przyjmijmy, ze przy jednym i tym samym
zwrocie prostej m punkt BX nastepuje po punkcie A{ oraz
punkt B2 nastepuje po punkcie A2 Poprowadzmy przez
punkty Aj, BvA2B2 cztery proste rownolegte av bv a2,b2.
Pierwsze dwie z pos$rod tych czterech prostych przecinaja
prosta m' w punktach A/ i Z2 punkty za$ przeciecia sie

F. Wiodarski, Geom. anal. pt.fcz. I 2



prostych a2i b2 z prosta m‘ oznaczmy przez A2 i i?2°. Na
mocy podanego wyzej pewnika a) mozemy powiedzieé, ze
koleje, w jakich nastepuja po sobie punkty AXLBXLAZ, 1?2‘ przy
obydwu zwrotach prostej m‘, sg takie same, jak koleje,
w jakich nastepujg po sobie przy obydwu zwrotach prostej
m punkty Av Bv A2 B2 A poniewaz, wedtug zatozenia,
punkty Aj,BvA2B2przy jednym ze zwrotdw prostej m na-
stepujg po sobie w kolei, przy ktérej punkt BX nastepuje po
punkcie Axoraz jednoczesSnie punkt B2nastepuje po punkcie
A2 przeto przy jednym ze zwrotéw prostej m' punkty
A/, BAAZ,B2 nastepuja po sobie w kolei, przy Kktorej
punkt BXx nastepuje po punkcie A/ oraz jednoczesnie punkt
B2 nastepuje po punkcie AZ'. Lecz, biorgc pod uwage
pare prostych réwnolegtych a2 b2 oraz pare prostych réwno-
legtych a2, b2l na mocy podanego wyzej pewnika B mozemy
powiedzie¢, ze przy tym zwrocie prostej m\ przy Kktérym
punkt BZ2' nastepuje po punkcie AZ‘, réwniez punkt B2 na-
stepuje po punkcie AZ.

Mamy zatem: Jezeli mi m'sag dwiema prostemi
rownolegtemi, ktérych punkty przeciecia sie
z jaka$ parg prostych réownolegtych aubiozna-
czymy odpowiednio przez AhBif i AX,BXL oraz
punkty przeciecia sie z jaka$ inna parg pro-
stych réwnolegtych a2hb2 oznaczymy odpowie-
dnio przez A,62i AZlB} to w razie, gdy przy
jednym itym samym zwrocie prostej m punkt Bi
nastepuje po punkcie AXoraz punkt B2nastepuje
po punkcie AZ réwniez przy jednym itym sa-
mym zwrocie prostej m' punkt DX nastepuje po
punkcie AX oraz punkt B2 nastepuje popunk-
cie A2,

Zwroty dwu prostych réwnolegtych m im 1 potaczmy
teraz w 2 pary w sposob nastepujacy: jezeli A i B oraz Al
i B' oznaczajg punkty przeciecia sie dwu prostych réwno-
legtych danych m oraz m'z dwiema jakiemikolwiek dowolnie
wzietemi prostemi réwnolegtemi a i b (ktére nie sg rdéwno-
legte do prostych m i m), to do jednej pary zwrotéw za-
liczmy zwrot prostej m, przy ktérym punkt B nastepuje po
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punkcie A, oraz zwrot prostej m‘, przy ktorym punkt B' na-
stepuje po punkcie A\ do drugiej za$ pary zwrotéow zalicz-
my 2 pozostate zwroty prostych m i ml. Opierajac sie na
twierdzeniu ostatniem mozemy powiedzie¢, ze otrzymane
w ten sposéb pary zwrotéw prostych m i m' nie zalezg wecale
od wyboru prostych réwnolegtych a i 6, sa zatem zupeinie
okreslone, jezeli tylko sg dane proste réwnolegte mi ml.

Takie 2 zwroty dwu prostych réwnolegtych, jakie za-
liczyliSmy przed chwilg do jednej i tej samej pary, bedziemy
nazywali zwrotami jednakowymi. Natomiast takie dwa
zwroty dwu prostych réwnolegtych, jakie przy okreslonym
przed chwilg podziale zwrotéw tych dwu prostych na dwie
pary zaliczyliSmy do par roznych, bedziemy nazywali zwrotami
przeciwnymi. Zwroty dwu prostych roznych i nieréwno-
legtych bedziemy nazywali zwrotami réznymi.

Réwniez jednakowymi bedziemy nazywali zwrot prostej
1 okreslony przezenn zwrot jakiego$ odcinka albo promienia,
zawartego w tej prostej. Natomiast przeciwnymi bedziemy
nazywali zwrot prostej i zwrot jakiego$ zawartego w niej od-
cinka albo promienia, okreslony przez drugi zwrot tej prostej.

Niechaj beda dane 3 proste réwnolegte m, m\ m“. Jeden
ze zwrotéw prostej m oznaczmy przez z. Zwroty prostych
m‘ i m*“, jednakowe ze zwrotem z prostej m, oznaczmy od-
powiednio Krzez z'iz". Wezmy na prostej m jakiekolwiek
2 punkty iB, Przypus¢émy, ze przy zwrocie z prostej
m punkt nastepuje po punkcie A. Przez punkty A i B po-
prowadzmy 2 proste réwnolegte a i b (ré6zne od prostej m).
Punkty przecigcia sie tych prostych z prostemi m' oraz m*
oznaczmy odpowiednio przez Ali oraz ALi 5". Poniewaz
zwroty z'i z“ prostych m‘i m“ sg jednakowe ze zwrotem
z prostej m, przeto przy zwrocie z' prostej mi punkt B| na-
stepuje po punkcie Aloraz przy zwrocie z* prostej m*“ punkt 6 “
nastepuje po punkcie A". Stad za$ wynika, ze zwroty z'i z*
prostych m‘ i m“ sa jednakowe.

Otrzymalismy wiec, ze: jezeli zwroty dwu prostych sg
jednakowe ze zwrotem trzeciej prostej, to te zwroty sg row-
niez pomiedzy sobg jednakowe. W sposéb analogiczny mogli-
bysmy sie przekonaé, ze: jezeli zwroty dwu prostych sg

2«
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przeciwne zwrotowi trzeciej prostej, to te zwroty sg po-
miedzy sobag jednakowe; jezeli z posréd dwu prostych jedna
posiada zwrot jednakowy ze zwrotem trzeciej prostej, druga £85
posiada zwrot przeciwny, anizeli ta trzecia prosta, to w takim
razie pierwsze dwie proste posiadajg zwroty przeciwne.
Wprowadzmy teraz definicje nastepujaca: jezeli symbol
r oznacza prosta, kazdy za$ z symboli s i + oznacza do-
wolnie prostg, odcinek lub promien (przyczem niekoniecznie
te 2 symbole oznaczajg jednocze$nie taki sam utwOr geome-
tryczny, t. zn. moga one oznacza¢ jednocze$nie rézne utwory
geometryczne, a wiec np. jeden z nich moze oznaczaé prosta,
drugi za$ odcinek, i t p.), to w razie, gdy kazdy z utworéw
geometrycznych s i t posiada zwrot jednakowy ze zwrotem
prostej r, zwroty utworéw s i + nazywamy jednakowymi,
natomiast w razie, gdy jeden z utworéw geometrycznych
s i } posiada zwrot jednakowy ze zwrotem prostej r, drugi
za$ posiada zwrot przeciwny zwrotowi prostej r, zwroty
utworow s i t nazywamy przeciwnymi; jezeli proste, zawierajgce
utwory geometryczne s i /, nie sa réwnolegte (a wiec i nie
nakrywajg sie), to zwroty utworéw s i + nazywamy réznymi.
Opierajgc sie na tej definicji oraz na podanych przed-
tem definicjach zwrotéw jednakowych lub przeciwnych dwu
prostych réwnolegtych, wzglednie prostej i zawartego w niej
odcinka lub promienia, bedziemy mogli moéwi¢ réwniez
0 zwrotach jednakowych lub przeciwnych prostej i odcinka,
wzglednie promienia, zawartego w prostej rownolegtej, albo
dwu odcinkéw, wzglednie dwu promieni, wzglednie odcinka
1 promienia, zawartych w jednej prostej lub tez w dwu pro-
stych roéwnolegtych. Tak np. zwroty dwu odcinkéw jednej
prostej, okreslone przez jeden i ten sam zwrot tej prostej,
bedg zwrotami jednakowymi.
4. Jezeli z nastepstwa pewnych elementéw elte2 e3 ...,
2, en_xen po sobie w kolei exe>e3... en~ e,_i en wy-
nika nastepstwo ich po sobie réwniez w kolejach e2e3. ..
6n—2 &n—i *»» @N— 2 —i A2y« &+ &N— i &3 eee
e, 2, enexe, ei... en_2en_u to mowimy wtedy, ze rozpa-
trywane elementy znajdujga sie w uporzadkowaniu
cykliczne m. W razie wiec uporzadkowania cyklicznego



pewnych elementow, kazdy element moze by¢ uwazany za
element pierwszy.

5. Ogo6t wszystkich promieni, wychodzgcych z jednego
punktu i lezacych w jednej ptaszczyznie, nazywamy pekiem
promieni. Punkt, z ktérego wychodza wszystkie promienie

peku, nazywamy wierzchotkiem peku.

Przyjmijmy np. jako pewnik, ze w peku promieni
istniejg 2 wprost sobie przeciwne uporzad-
kowania cykliczne promieni, i te uporzadkowania
nazwijmy zwrotami peku.

Jezeli wiec a i b s3 dwoma promieniami peku, to przy
kazdym zwrocie peku nastepujg one po sobie zaréwno
w kolei ad, jak tez w kolei ba

Jezeli a, b, c sg trzema promieniami peku i wiemy, ze
przy jednym zwrocie peku nastepujg one po sobie np. w kolei
abc, to stad mozemy wywnioskowaé, ze przy tym samym
zwrocie peku rozpatrywane promienie nastepujg po sobie
rowniez w kolejach bca i cab, przy drugim za$ zwrocie
peku nastepujg one po sobie w kolejach cba bac, ach.
Jak wiec widzimy, 3 promienie a, 6, ¢ peku przy obydwu
zwrotach peku nastepuja po sobie we wszelkich mozliwych
kolejach, jednak przy kazdym zwrocie w innych, t. zn. niema \
takiej kolei, w ktdérej nastepowatyby po sobie promienie a, 0, c
jednoczes$nie przy kazdym zwrocie peku.

Stad wynika, ze, chcac wyrozni¢ jakis zwrot peku, wy-
starczy podac¢ jedna z kolei, w jakich nastepujg po sobie
przy tym zwrocie pewne 3 promienie peku.

Poniewaz obydwa uporzadkowania promieni peku sg
cykliczne, przeto zwrot peku nie okresla jednoznacznie na-
stepstwa promieni peku. Zwrot peku bedzie jednak okreslat
jednoznacznie nastepstwo promieni peku, jezeli pewien pro-
mien peku przyjmiemy jako pierwszy.

Jezeli np. sa dane 2 promienie ai b peku i jako promien
pierwszy przyjmiemy promien a, wzglednie 6, to przy kazdym
zwrocie peku promien b bedzie nastepowat po a, wzglednie
promien a bedzie nastepowat po b. GdybySmy za$, majac
dane 2 promienie a i b peku, jako promien pierwszy peku
przyjeli jaki$ promien c, rézny od kazdego z promieni a i 6,
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to, wzigwszy pod uwage 3 promienie a, b, ¢ peku, mogli-
bySmy powiedzieé¢, ze przy jednym zwrocie peku nastepujg
one po sobie w kolei cab, przy drugim za$ zwrocie peku
w kolei cb a (albowiem z pos$réd wszelkich mozliwych kolei,
w jakich 3 promienie a, b, ¢ peku nastepowa¢ po sobie moga,
tylko w tych dwu kolejach promien c wystepuje jako pierwszy),
a zatem przy jednym zwrocie peku promienn b nastepowatby
wtedy po a, przy drugim za$s zwrocie peku promien a na-
stepowatby po h.

6. Og6t promieni peku, ktére przy pewnym zwro
peku i w razie uwazania pewnego promienia a peku za
promien pierwszy nie nastepujg po pewnym promieniu b peku,
nazywamy katem, przyczem wierzchotek peku nazywamy
wierzchotkiem kata, promienie a i b peku ramionami
kata, wymieniony za$ zwrot peku zwrotem Kkata.

Kat jest wiec jednoznacznie okreslony, jezeli sg dane
jego ramiona oraz jego zwrot, przytem jezeli jest wiadomem,
ktére z danych jego ramion jest uwazane za ramie pierwsze.
Symbol na oznaczenie kata powinien zatem te wszystkie
rzeczy okresla¢. Poniewaz za$, jak widzieliSmy wyzej, zwrot
peku, a zatem i zwrot zawartego w nim Kkata, jest jedno-
znacznie okreslony, jezeli jest dana jedna z kolei, w jakiej
nastepujag po sobie przy tym zwrocie pewne 3 promienie
peku, zatem jako symbol na oznaczenie kata, ktérego ramio-
nami sg promienie a i 6, przyczem promien a jest ramieniem
pierwszem, mozemy przyja¢ symbol acb, gdzie c¢ oznacza
jakis promien, nalezgcy do tego kata i rézny od promieni
aié.

Przyjawszy ten sposob oznaczania katéw mozemy po-
wiedzie¢, ze katy acb i b ca zajmujg te sama czes¢ ptaszczyzny,
réznig sie za$ zwrotami.

Jezeli zwrot kata, ktérego ramionami sg promienie ai b,
przyczem promiefi a jest ramieniem pierwszem, jest nam
skadinad wiadomy, tak, ze nie jest juz koniecznem, aby sym-
bol na oznaczenie tego kata okreslat jego zwrot, to wtedy
wymieniony kat mozemy oznaczy¢ wprost symbolem ab.

Istnieja réwniez przypadki, w ktdrych kat jest dla nas
dostatecznie okreslony, gdy go oznaczymy w ten sposob, jak
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sie najczesciej katy w Geometrji elementarnej oznacza, a mia-
nowicie za pomoca trzech liter, np. ABC z ktorych litera
srodkowa oznacza wierzchotek kata, litery za$ krancowe
oznaczajg jakiekolwiek 2 punkty ramion. Taki przypadek
zachodzi np. wtedy, gdy rozpatrujemy katy wewnetrzne tréj-
kata, przyczem zwroty katéw nas nie interesuja.

Zresztg czasami wystarcza nam oznaczenie kata za po-
moca jednej tylko litery.

Jezeli, méwigc o jakim$ kacie, oznaczonym za pomoca
liter, chcemy uniknaé wymawiania wyrazu ,kat“, to w takim

razie przed literami,
oznaczajacemi rozpatry-
wany kat, umieszczamy
znak L lub

Na rysunku zwrot
peku promieni albo tez
kata przedstawiamy za
pomocg strzatki (rys. 7).

7. W Trygonometrji
ptaskiej kat posiada zna-
czenie nieco szersze. Chcac dac¢ definicje kata, rozpatrywanego
w Trygonometrji ptaskiej, powrocimy znéw do uporzadkowa-
nia cyklicznego elementéw.

Z definicji uporzadkowania cyklicznego elementéw oraz
stad, iz jezeli element e' nastepuje po elemencie e oraz ele-
ment e" nastepuje po elemencie e, to rowniez element e“
nastepuje po elemencie e, wynika co nastepuje:

Jezeli elementy elt ed e3f..., en 2 en—, en znajduja sie
w uporzadkowaniu cyklicznem, to wtedy z nastepstwa tych
elementow po sobie w kolei ei e2e3... en—=2en—: €N mozna wnio-
skowaé o nastepstwie ich po sobie w kolejach:
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t. zn. w kolejach, jakie otrzymamy, wypisujgc dowolng liczbe
razy jedna z grup elementéw: exe2e3... e, _2en—\en, albo
e2e3... e,_z2en—xenehalbo e8... en_2en_! enex............. albo
en—i e2e3...en_ 2 albo e, eie2...en_2en_ 1

Te grupy elementow bedziemy nazywali cyklami. Kazda
z podanych wyzej kolei jest to wiec dowolng liczbe razy
powtdrzony jakis cykl.

Wezmy pod uwage np. kolej

exeoes... en—2 Qr\enei e2e3... en_ 2 EN—XENEXE2 €5 .........

Kazdy element wystepuje tu dowolng liczbe razy. Jezeli
wiec wymienimy tylko nazwe elementu, to przez to nie okre-
slimy jeszcze miejsca, jakie ten element w rozpatrywanym
szeregu zajmuje. To miejsce bytoby okreslone, gdybySmy np.
podali numer porzagdkowy elementu w rozpatrywanym szeregu.
Bytoby ono réwniez okreslone, gdybysmy podali nazwe ele-
mentu oraz numer porzadkowy cyklu exe2e3.. .en_z2en_ienl
w ktérym ten element wystepuje. Np. zardwno powiedzenie,
iz mamy na mysli element, ktérego numer porzadkowy
W rozpatrywanym szeregu wynosi n-r—, jak tez roéwno-
znaczne z niem powiedzenie, iz mamy na mysli element e2
znajdujacy sie w cyklu drugim, doktadnie okresla miejsce,
jakie ten element w rozpatrywanym szeregu zajmuje.

Przejdzmy teraz do peku promieni.

Na mocy przyjetego pewnika w peku promieni istniejg
2 wprost sobie przeciwne uporzgdkowania cykliczne elemen-
toéw, ktore nazwaliSmy zwrotami peku. Wezmy pod uwage
jedno z tych uporzadkowan. Kazdy promien peku moze
byé uwazany za promienn pierwszy cyklu, utworzonego ze
wszystkich promieni peku. Kolej, w jakiej nastepujg po
sobie promienie peku, jest to dowolng liczbe razy powtdrzony
jakis cykl. W takiej kolei kazdy promien wystepuje dowolng
liczbe razy. Miejsce, jakie promien w takiej kolei zajmuje,
jest dla nas dostatecznie okreslone, jezeli jest podana nazwa
promienia oraz numer porzadkowy cyklu, w ktérym ten
promien wystepuje.

Ogo6t promieni peku, ktoére przy pewnym zwrocie peku
w kolei, posiadajgcej promienn a peku jako element pierwszy,
po pewnym promieniu b peku, znajdujgcym sie w cyklu o da-
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nym numerze porzadkowym, nie nastepuja, nazywamy katem,
przyczem wierzchotek peku nazywamy wierzchotkiem
kata, promienie ai b peku ramionami kata, wymieniony
zas zwrot peku zwrotem Kkata.

Katy, rozpatrywane przez nas dotychczas, sg to wiec
katy, ktérych drugie ramie b znajduje sie w cyklu pierwszym.

Dwa katy, posiadajace te same ramiona pierwsze i drugie
oraz ten sam zwrot, rozniace sie za$ tylko tem, ze dla jednego
z tych katéw numer porzadkowy cyklu, w ktérym wyste-
puje ramie drugie, wynosi i, dla drugiego za$ i-j-k, roznig
sie od siebie o k katéow pelnych, t. zn. o kat 2 kn

Kat, ktérego drugie ramie b znajduje sie w cyklu pierwszym,
oznaczaliSmy symbolem acb. Kat, ktérego drugie ramie b
znajduje sie w cyklu drugim, mozemy oznaczy¢ np. symbolem
ach b, gdzie c oznacza jaki$ promien peku, rézny od promieni
aib i nalezacy do kata, ktéry posiada z katem rozpatrywanym
te same ramiona pierwsze i drugie oraz ten sam zwrot, rézni
sie za$ od tego kata tylko tem, ze drugie jego ramie b znaj-
duje sie w cyklu pierwszym. Analogicznie kat, ktérego drugie
ramie b znajduje sie w cyklu trzecim, moznaby oznaczy¢
symbolem acbbb, gdzie ¢ posiada takie same znaczenie,
jak w przypadku poprzednim, i t d.

8. Przyjmijmy np. jako pewnik, ze: Jezeli promienie
a, 6,c,de,.. oraz a,b\c,d\el,—dwu pekéw réznych
n in% lezgcych w jednej ptaszczyznie lub tez
w dwu ptaszczyznach rownolegtych, posiadaja
zwroty odpowiednio jednakowe, i jezeli pro-
mienie ab,c de,— peku Il przy jednym z jego
zwrotéw mozemy uwazat za nastepujgce po
sobie np. w kolei abcde...., to promienie a‘é',c',c/',e’,....
peku IP przy jednym ze zwrotédw tego peku
mozemy uwazac¢ za nastepujace po sobie w kolei
a‘o‘c de\...

Niechaj beda dane 2 peki rézne Il i IT, lezace w jednej
ptaszczyznie lub tez w dwu ptaszczyznach réwnolegtych.

Wezmy w peku n dwie tréjki promieni: ai, bif G i a2 b2 c.
Przypusémy, ze przy jednym i tym samym zwrocie peku U
promienie buQ mozemy uwazaé za nastepujace po sobie
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w kolei alblcl, a zatem rdwniez w kolejach blclal i clalbl
oraz promienie a2 b2¢2 mozemy uwaza¢ za nastepujace po
sobie w kolei a2b2c2 a zatem réwniez w kolejach b2c2a2i c2a2b2

Niechaj teraz al, bl,cl, aZ, b2, c2 oznaczajg promienie
peku 11, posiadajace zwroty odpowiednio jednakowe z pro-
mieniami al, bl, c1, a2 b2 c2 peku II.

Na mocy pewnika ostatniego mozemy powiedzie¢, ze
koleje, w jakich nastepuja po sobie przy obydwu zwrotach
peku II' promienie a'l, bl, cl, a2, bZ, c2, sg takie same, jak
koleje, w jakich nastepuja po sobie przy obydwu zwrotach
peku Il promienie al bl, cl a2 b2 c2 A poniewaz, wedtug
zatozenia, koleje, w jakich przy jednym ze zwrotéw peku I
nastepuja po sobie promienie &R, sg tego
rodzaju, iz promienie = 1 , , tmaktowane eoddzielnie, na-
stepujg po sobie w kolejach a 1 ,, Hil cl a}, ct &l bl, oraz
promienie a2 b2 c2 traktowane oddzielnie, nastepujg po sobie
w kolejach a2b2c¢2 b2c2 a2 c2 a2b2 przeto koleje, w jakich
przy jednym ze zwrotéw peku Il' nastepuja po sobie pro-
mienie a '1 , b 1 ', c 1,'sg &gd todZbj iz praknienie
a ' 1, traktowahe oddzielnik, ,nastemujg fo sobie w ko-
lejach a ' 1blcl alfl albl, braz pramiedie a2, b2, c2,
traktowane oddzielnie, nastepujg po sobie w kolejach a2 b2 c2,
b2 c2 d2, c2 a2 b2.

Otrzymalismy wiec, ze przy jednym i tym samym zwrocie
peku Il promienie a ' 1 |, nadtepuja po, sohie W kdlejach
al s/ ci, bi ci di, G di bi, oraz promienie d2, b2, c2
nastepuja po sobie w kolejach a2 b2 c2, b2 c2 d2, c2 d2 b2.

Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli promienie di, si, G, a2 b2 c2oraz al, s/, cl,
dol bo, ¢c2 dwu pekow roznych H ill'ylezacych
w jednej ptaszczyznie lub tez w dwu ptasz-
czyznach rownolegtych, posiadajg zwroty
odpowiednio jednakowe, ijezeli przy jednym
i tym samym zwrocie peku Il promienie ai, 6j, G
oraz d2 b2 c2 mozemy uwaza¢ za nastepujace po
sobie w kolejach ar 6i AQ oraz a2 b2c2 to w takim
razie réwniez przy jednym i tym samym zwrocie
peku n* promienie al/, s/, ¢/ oraz d2,[b2,cZ mozemy
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uwaza¢ za nastepujgce po sobie w kolejach
&6 bi oraz az bo c2.

Zwroty dwu réznych pekéw promieni n i IP, lezacych
w jednej ptaszczyznie lub tez w dwu ptaszczyznach réwno-
legtych, potaczmy teraz w dwie pary w sposob nastepujacy:
jezeli promienie a, b, ¢ peku Il oraz promienie a‘, &', c'
peku n* posiadaja zwroty odpowiednio jednakowe, to do
jednej pary zwrotéw zaliczmy zwrot peku n, przy ktdrym
promienie a, 6, ¢ tego peku mozna uwaza¢ za nastepujace
po sobie w kolei a b ¢, oraz zwrot peku IT, przy ktérym
promienie a\ b\ c¢' tego peku mozna uwaza¢ za nastepujgce
po sobie w kolei a' bl c\ do drugiej za$ pary zwrotéw za-

liczmy 2 pozostate zwroty pekéw n i II*. Opierajac sie na
twierdzeniu ostatniem mozemy powiedzie¢, ze otrzymane
w ten sposob pary zwrotéw pekow Il i II* nie zaleza od

wyboru tréjek promieni o zwrotach odpowiednio jednakowych
a, 6,C i a‘, b\ c', sg zatem zupetnie okreslone, jezeli tylko
sg dane peki n i IT.

Takie 2 zwroty dwu réznych pekéw promieni, lezacych
w jednej ptaszczyznie lub tez w dwu plaszczyznach réwno-
legtych, jakie zaliczyliSmy przed chwilg do jednej i tej samej
pary, bedziemy nazywali zwrotami jednakowymi. Na-
tomiast takie 2 zwroty dwu réznych pekdw promieni, lezgcych
w jednej ptaszczyznie lub tez w dwu ptaszczyznach réwno-
legtych, jakie zaliczyliSmy do par rdéznych, bedziemy nazy-
wali zwrotami przeciwnymi.

Zwroty dwu roznych pekdw promieni, lezacych w dwu
ptaszczyznach nierdéwnolegtych (a zatem i nie nakrywajgcych
sig), bedziemy nazywali zwrotami ré6znymi.

Zwroty wszystkich pekéw promieni, lezacych w jednej
ptaszczyZznie, mozemy podzieli¢ na dwie grupy tego rodzaju,
iz 2 zwroty, nalezace do jednej i tej samej grupy, beda
jednakowe, 2 za$ zwroty, nalezace do grup roéznych, bedg
przeciwne (wystarczy mianowicie w tym celu wyjs¢ z jednego
ze zwrotow jakiegokolwiek peku promieni rozpatrywanej
ptaszczyzny, ktéry oznaczmy np. przez z, i nastepnie do
jednej grupy zaliczy¢ zwrot z oraz wszystkie zwroty, jedna-
kowe ze zwrotem z, do drugiej za$ grupy zaliczy¢ wszystkie
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zwroty, przeciwne zwrotowi z). Mozemy to wyrazié¢, méwiac,
iz na plaszczyznie istniejg tylko 2 wprost sobie przeciwne
zwroty pekdéw promieni.

Poniewaz zwrotem kata nazwaliSmy jeden ze zwrotéw
peku promieni, zawierajgcego ten kat, przeto dwa Kkaty,
lezace w jednej ptaszczyznie lub tez w dwu plaszczyznach
rownolegtych, posiadajg zwroty jednakowe albo przeciwne,
dwa za$ katy, lezace w dwu ptaszczyznach roéznych nie-
rownotegtych, posiadajg zwroty rézne.

9. Na zakorniczenie musimy zaznaczy¢, ze w dalszyct
rozwazaniach naszych bedziemy sie opierali nietylko na tych
wilasnosciach prostych, odcinkoéw, promieni, pekow promieni
i katéw, jakie podalisSmy tutaj, lecz wogdle bedziemy sie
opierali na wszystkich ich wiasnosciach, znanych z Geometrji
elementarnej oraz z Trygonometrji ptaskiej. Chociaz bowiem
w naszych rozwazaniach obecnych podaliSmy definicje od-
cinka, promienia, peku promieni i kafa, to jednak nie ozna-
cza to wecale, abySmy sadzili, ze czytelnik mdgt przedtem
tych utworéw geometrycznych nie znaé, przeciwnie, za-
ktadamy, ze zna on catg Geometrje elementarng oraz Trygo-
nometrie ptaska. UczyniliSmy to ze wzgledu na wilasnosci
prostych,odcinkow, promieni, pekow promieni i katéow, ktore
nazywamy ich zwrotami i ktére w wielu podrecznikach Ge-
ometrji elementarnej nie sg nalezycie uwzglednione.

Wogéle naszych rozwazanh obecnych nie nalezy uwazac
za systematyczny wyklad jakiego$ dziatu Geometrji, lecz za
pewnego rodzaju komentarze i uzupetnienia, dotyczace tych
wiadomosci, jakie w najczesciej spotykanych podrecznikach
Geometrji elementarnej oraz Trygonometrji ptaskiej sg poda-
wane. | to wkasnie usprawiedliwia forme, w jakiej podalismy
wiasnos¢ prostej oraz peku promieni, iz kazdy z tych utworéw
geometrycznych posiada 2 wprost sobie przeciwne zwroty,
jak réwniez pewne wiasnosci dwu prostych, lezacych w jednej
ptaszczyznie, wzglednie dwu pekéw promieni, lezacych w jednej
ptaszczyznie lub tez w dwu ptaszczyznach réwnolegtych,
bedace w zwigzku z ich zwrotami. PowiedzieliSmy miano-
wicie, ze te wiasnosci wymienionych utworéw geometrycznych
przyjmujemy, naprzyktad, jako pewniki. W razie syste-
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matycznego wyktadu wyraz ,naprzykiad" bytby tu nie na
miejscu, albowiem wtedy nalezatoby albo te wlasnosci wpro-
wadzi¢ definitywnie w formie pewnikéw, albo tez dowiesc
ich na mocy innych pewnikow.

Uwaga. Uporzadkowanie promieni peku uwazalismy za
cykliczne, natomiast uporzadkowania punktéw prostej za cy-
kliczne nie uwazaliSmy. Tak rzecz sie przedstawia z punktu
widzenia Geometrji elementarnej. Z chwilg jednak wprowa-
dzenia do Geometrji punktéw niewtasciwych, réwniez upo-
rzadkowanie punktéw prostej mozna uwazaé za cykliczne,
jak sie to czyni w Geometrji rzutowej. W Geometrji rzutowej
uwazamy mianowicie prostg za linje zamknieta, mogaca by¢
opisana w catej rozciagtosci przez punkt, ktory, wyszediszy
z jakiegos$ punktu A prostej, porusza sie po niej stale w jednym
i tym samym kierunku (zwrocie), poczatkowo oddalajgc sie
od punktu A i nastepnie, po przejsciu przez punkt niewta-
sciwy, zblizajgc sie (z przeciwnej strony) do punktu A az do
nakrycia go.

V. Rzut prostokatny na prostg. — 1. Stosunek dwu wiel-
kosci geometrycznych jednorodnych (np. 2 odcinkéw, 2 katow,
i t p) jest zawsze pewng w zupetnosci okreslong liczba rze-
czywistg nieujemng (wymierng lub niewymierna). Odwrotnie,
jezeli mamy danag wielko$¢ geometryczng b i jakakolwiek
liczbe rzeczywistg nieujemnag (wymierng lub niewymierna),
woweczas istnieje zawsze wielkos¢ geometryczna a, jednorodna
z wielkoscig geometryczng 6, ktérej stosunek do b wyraza
sie dana liczba.

Jezeli wiec jakis odcinek przyjmiemy za jednostke dtu-
gosci, to dtugos¢ kazdego odcinka bedzie sie wyrazata pewng
w zupetnosci okreslong liczbg rzeczywista nieujemna, i od-
wrotnie, kazdej liczbie rzeczywistej nieujemnej bedzie odpo-
wiadat pewien w zupetnosci okreslony odcinek, ktérego dtugosé
bedzie sie wyrazata wilasnie tg liczba.

Wezmy teraz pod uwage jakagkolwiek prosta. Jeden
zwrot tej prostej nazwijmy dodatnim, drugi za$ ujemnym.
Ustaliwszy pewng jednostke dtugosci, kazdemu odcinkowi
naszej prostej, posiadajagcemu jeden zwrot, podporzadkujmy
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liczbe, ktorej wartosé bezwzgledna wyraza diugos¢ tego od-
cinka, ktora za$ jest dodatnia lub ujemna w zaleznos$ci od
tego, czy rozpatrywany odcinek posiada zwrot dodatni, czy
tez ujemny.
__Liczby, podporzadkowane w ten spos6éb odcinkom AB
i BA, gdzie A i B oznaczajg 2 dowolne punkty rozpatry-
wanej prostej, beda zatem posiadaty te samg wartos¢ bez-
wzgledng, znaki za$ beda posiadaty przeciwne. Jezeli wiec
liczbe, podporzagdkowang jakiemu$ odcinkowi, bedziemy
oznaczali takim samym symbolem, jakim oznaczamy sam od-
cinek, to bedziemy mogli powiedzie¢, ze AB= — BA.
Niechaj A, B1C beda trzema punktami, nalezacymi do
rozpatrywanej prostej. Jezeli punkt B lezy pomiedzy punk-
tami A i C, to wtedy liczba, wyrazajaca dtugo$¢ odcinka A C,
jest rowna sumie liczb, wyrazajacych diugosci odcinkéw AB
i BC. Poniewaz zndw z drugiej strony odcinki AB, BC, AC
posiadajg w tym przypadku zwroty jednakowe, przeto od-
powiadajgce im liczby sg jednakowego znpku, a zatem po-
miedzy temi liczbami zachodzi zalezno$é: AB-\-BC —AC.
Dowiedziemy teraz, ze jezeli AtA2 A3 ... An_1, Ansg n
punktami, lezacymi na rozpatrywanej prostej, to wtedy, nie-
zaleznie od kolei, w jakiej te punkty przy kazdym zwrocie
rozpatrywanej prostej nastepujg po sobie, mamy:

(1) A A2+ A2A3+ A3At-j-... + An—HANnA-AnAi= 0.

Dowiedziemy tego twierdzenia, stosujgc metode indukcji
matematycznej.

Przedewszystkiem jest jasnem, ze twierdzenie to jest praw-
dziwe w razie n—2,t. zn. w razie, gdy sg dane tylko 2 punkty
At i AZ albowiem wtedy AxA2— — A2AIlt skad wynika
A\ A2-f- A2Ai= 0.

Ze to twierdzenie jest prawdziwe réwniez wtedy, gdy
n—s, mozemy sie przekona¢ w spos6b nastepujacy.

Jezeli sg dane na rozpatrywanej prostej 3 punkty At
Ao, A3 to istniejg wtedy 3 mozliwosci: albo punkt Ai lezy
pomiedzy punktami A2 i A3 albo punkt A2 lezy pomiedzy
punktami Ai i A3 albo, w koncu, punkt A3 lezy pomiedzy
punktami Ai i A2 W pierwszym przypadku mozemy po-



wiedzieé, ze

— drugim przy-
padku mozemy powiedzieé, ze , skad
, czyli
koricu, w trzecim przypadku mozemy powiedzie¢ ze

, czyli
Widzimy wiec, ze w razie, gdy
n= 3, twierdzenie nasze jest prawdziwe.

Przypusémy teraz, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe,
gdy n= m. Dowiedziemy, ze w takim razie jest ono praw-
dziwe réwniez wtedy, gdy n= m+ 1.

Niechaj bowiem Al A2 A3..., Am Am+tl bedg m + 1
punktami, lezacymi na rozpatrywanej prostej. Na mocy za-
fozenia, ze twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n= m,
mozemy powiedzie¢, iz

@

Oznaczmy teraz punkt Am symbolem Alpunkt Alsymbolem
A2 i punkt AmJri symbolem Ag. Jak widzieliSmy wyzej, twier-
dzenie nasze jest prawdziwe, gdy n= 3, mozemy je wiec
zastosowa¢ do trzech punktéw Ai, A2, Ag, t. zn. mozemy
powiedzie¢, ze Ax A2 -f-A2 Ag -f Ag Ax = 0, czyli AmAI -j-
+ AAn+i1+ Am+iAm= 0, skad wynika AmAt= — Ant+ XAm—
— AiAm+i, czyli AmAx= AmAnm+l+ AmN\dAj. Wstawiwszy
teraz w réwnos¢ () zamiast AmALsume AmAm+1+ 4
otrzymujemy

3 Ail A2+ A2Ag+ Ag  +...+ Am—~AmMt+ AmAmrix Amjri Ai —0,

t. zn. twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n= m-j-I.
Jezeli wiec twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n= m, to

jest ono prawdziwe réwniez wtedy, gdy n— A po-
niewaz jest ono prawdziwe, gdy n réwna sie 2 albo 3, przeto
jest ono prawdziwe rowniez wtedy, gdy n= 4,5,6,7, _ t zn.

twierdzenie nasze jest prawdziwe zawsze.

2. Przez rzut prostokatny punktu na prostg
rozumiemy spodek prostopadtej, spuszczonej z tego punktu
na wymieniong prosta.
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Przez rzut prostokgtny jakiego$ odcinka MN
na pewng prosta, lezacg z odcinkiem MN w jednej plasz-
czyznie lub tez nie lezacg, rozumiemy odcinek tej prostej,
ktérego punktami krancowymi sa rzuty prostokatne punktéw
M iN nz rozpatrywang prostg. Przyczem jezeli jeden ze zwro-
téow odcinka MN wyrézniamy, to wyrdzniamy réwniez jeden
ze zwrotow jego rzutu. Jezeli mianowicie rzuty punktow
M i N oznaczymy odpowiednio przez Ml i 7V, to w takim
razie™ przez rzut odcinka M N bedziemy rozumieli odcinek
MiN\ przez rzut za$ odcinka N M odcinek ~NM\

Prostg, na ktérg rzutujemy, nazywamy 0sig rzutu.

Przyjgwszy jeden zwrot osi rzutu za dodatni, drugi zas
za ujemny, i ustaliwszy pewng jednostke dtugosci, rzutowi
prostokatnemu kazdego odcinka, posiadajgcego jeden zwrot,
podporzadkujmy liczbe, ktérej warto$¢ bezwzgledna wyraza
dtugos¢ rzutu, ktéra zas jest dodatnia, lub ujemna w za-
leznosci od tego, czy rozpatrywany rzut posiada zwrot dodatni,
czy tez ujemny. Liczbe te nazwijmy wielkos$cig rzutu
prostokatnego.

Ten zwrot osi rzutu, ktéry przyjmujemy za dodatni, na-
zywamy tez wprost zwrotem o0Si rzutu.

Powiedzenie, ze wykonywamy rzut prostokatny na prostg
dana, przyczem jako zwrot dodatni tej prostej przyjmujemy
zwrot, przy ktéorym pewien jej punkt B nastepuje po pewnym
jej punkcie A, uwazamy za réwnoznaczne z powiedzeniem,
ze wykonywamy rzut prostokatny na prostg A B.

Dowiedziemy teraz twierdzenia nastepujgcego: Jezeli
Pu Pi, P3,..., Pn-, Pn sg n punktami, lezgcymi
w jednej ptaszczyznie lub tez nie lezacymi,
to suma wielkosSci rzutow prostokatnych od-
cinkéw P\P2 Pi Pi, P6Pu e=, Pn—i Pn na jakgkolwiek
0$ rzutu rowna sie wielkosci rzutu prostokat-
nego odcinka P\Pn na te o0$ rzutu.

Jezeli mianowicie punkty Pj'f PA P$,..., Pni\Pn'
sg rzutami prostokgtnymi punktéw PIKf P2 Ps,..., Pn-\, Pn
na jakas o$ rzutu, to w takim razie rzutami prostokatnymi
odcinkéw A P2 P2P3 P3sPu...» Pn— Pn na te 0$ rzutu sg



odcinki P," PA Pi P3, ?s'Pa, «*** Pn-yPn'- Jezeli teraz
wielkosci tych rzutéow oznaczymy tymi samymi symbolami,
jakimi oznaczyliSmy same rzuty, to na mocy dowiedzionego
wyzej twierdzenia, dotyczacego n punktéw, lezacych na
jednej prostej (str. 30), bedziemy mogli powiedzie¢, ze

czego wiasnie chcieliSmy dowiesé.

3. Niechaj beda dane
2 proste rownoleglesi s
oraz jakis$ odcinek a, po-
siadajacy jeden zwrot
(rys. 8). Odcinek a moze
przytem leze¢ z pro-
stemi s i sl w jednej
ptaszczyznie, lub tez nie.

rrzesunmy zarowno

przez punkt poczatko- ,
wy P odcinka a jak tez przez jego punkt koncowy K ptasz-
czyzne, prostopadtg do prostych s i s'. Oznaczywszy punkty
przeciecia sie pierwszej ptaszczyzny z prostemi s i s* odpo-
wiednio przez P'i P“, oraz punkty przeciecia sie drugiej ptasz-
czyzny z prostemi s i s* odpowiednio prz.ez /C i K“, mozemy po-
wiedzie¢, ze rzutami odcinka a na proste s is' sg odpowiednio
docinki P*Kl i P“/C'. Te 2 odcinki posiadajg zaréwno jedna-
kowe dtugosci, jak tez jednakowe zwroty. Gdybysmy wiec
jako zwroty dodatnie prostych s i s‘, a zatem rowniez jako
zwroty ujemne tych dwu prostych, przyjeli 2 ich zwroty
jednakowe, to w takim razie wielkosci rzutéow odcinka a na
kazdg z prostych s i s' bylyby sobie rowne. (Gdyby odcinek
a oraz proste s i s' lezaty w jednej ptaszczyznie, to nie po-
trzebowalibySmy wtedy przesuwaé¢ przez punkty krancowe
odcinka a dwu ptaszczyzn, prostopadtych do prostych s i s’;
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wystarczytoby mianowicie wtedy spuszczenie z punktéw kran-
cowych odcinka a na proste s i s' dwu prostych prosto-
padtych. MySmy przesuwali ptaszczyzny dlatego, aby rozumo-
wanie nasze mogto by¢ zastosowane zawsze, t. zn. nietylko
wtedy, gdy odcinek a oraz proste s i s' lezg w jednej ptasz-
czyznie, lecz rowniez wtedy, gdy one w jednej ptaszczyznie
nie leza).

Opierajac sie na tym wniosku, obliczymy wielko$¢ rzutu
jakiego$ odcinka a, posiadajacego jeden zwrot, na jaka$ o$
rzutu s.

Jezeli punkt poczgtkowy P odcinka a lezy na osi uzutu s,
to bierzemy wtedy pod uwage 2 promienie, dla ktérych
punkt P jest poczatkiem, mianowicie promien pu ktéry jest
zawarty w prostej s i ktérego zwrotem jest zwrot dodatni tej
prostej, oraz promien pl« ktory lezy z odcinkiem a w jednej
prostej i posiada taki sam zwrot, jak ten odcinek. Jezeli
natomiast punkt poczatkowy P odcinka a na osi rzutu s nie
lezy, to prowadzimy wtedy przez punkt P prostg sl, réwno-
legta do prostej s, i bierzemy nastepnie pod uwage 2 pro-
mienie, dla ktoérych punkt P jest poczatkiem, mianowicie
promienn pu ktory jest zawarty w prostej s‘ i ktérego zwro-
tem jest zwrot dodatni prostej s, oraz promien p”~ ktory lezy
z odcinkiem a w jednej prostej i posiada taki sam zwrot,
jak ten odcinek. Jeden z posréd katéow o ramionach p\i p>,
np. kat, ktéry nie jest wiekszy od kata pétpetnego, t. zn. od
kata ft, oznaczmy symbolem «.

tatwo mozemy spostrzec, ze w pierwszym przypadku,
t. zn. w przypadku, gdy poczatek P odcinka a lezy na pro-
stej 5, iloczyn acos« (gdzie przez a rozumiemy liczbe nie-
ujemnag, wyrazajacg dtugos¢ odcinka a) jest rowny wielkosci
rzutu odcinka a na prostg s. A zatem w drugim przypadku,
t. zn. w przypadku, gdy poczatek P odcinka a na prostej s nie
lezy, ten iloczyn bedzie réowny wielkoSci rzutu odcinka a na
prosta s\ jezeli jako zwrot dodatni prostej sl przyjmiemy ten
jej- zwrot, ktdéry jest jednakowy ze zwrotem dodatnim pro-
stej s. Lecz w tym ostatnim przypadku, jak widzieliSmy
wyzej, wielkosci rzutéw odcinka a na proste s i s' sg sobie
réwne.



Jezeli wiec w obydwu rozpatrywanych przypadkach kat a
nazwiemy Kkatem, jaki zwrot odcinka a tworzy ze zwrotem
osi rzutu s, to w takim razie bedziemy mogli wypowiedzie¢
twierdzenie nastepujace:

Wielkos$¢ rzutu odcinka na prostg jest rowna
iloczynowi dtugosci odcinka przez dostawe
kata, jaki zwrot odcinka tworzy ze zwrotem
prostej.

Chociaz przez kat, jaki zwrot odcinka a tworzy ze zwro-
tem prostej s, rozumieliSmy kat a, t zn. ten z pos$rod katéw,
posiadajgcych ramiona p{ i p2 ktéry nie jest wiekszy od
kata to jednak twierdzenie ostatnie bedzie prawdziwe
rowniez wtedy, gdy przez wymieniony kat bedziemy rozu-
mieli jakikolwiek kat o ramionach p, i p>. Albowiem kazdy
kat o ramionach pi i pt posiada wielko$¢, rowng 2&:r=tat
wiemy za$ z Trygonometrji, ze cos (2&?t+a) = cos a

3*



Rozdziat |I.

8 1. Geometrja analityczna. — Jezeli przyjrzymy sie blizej
Algebrze i Geometrji elementarnej, jezeli zwrécimy uwage na
metody, jakiemi sie te dwie nauki postuguja, jezeli poréwnamy
z sobg rozumowania algebraiczne i rozumowania geometryczne,
to spostrzezemy, ze w wiekszosci przypadkéw rozumowanie
algebraiczne mniej wyczerpuje umyst ludzki, anizeli rozumo-
wanie geometryczne.

Przyczyng wymienionego zjawiska jest ta okolicznos¢, ze
rozumowanie algebraiczne jest do pewnego stopnia, ze sie
tak wyraze, zmechanizowane. W Algebrze mianowicie
mamy pewne dziatania, ktére wykonywamy wedtug pewnych
statych regut, czynimy to wprost mechanicznie, i dopiero
otrzymane wyniki odczytujemy i zastanawiamy sie nad ich
znaczeniem. Jednem stowem rozumowanie algebraiczne
sktada sie z kilku etapéw: przejscie od jednego etapu do
drugiego odbywa sie prawie zupelnie mechanicznie, dzieki
wiasnie istnieniu algorytmu, t. j. rachunku. W Geometrji
za$ brak algorytmu wytwarza konieczno$¢ ciggtego napiecia
umystu podczas catego przebiegu rozumowania.

Samo przez sie narzuca sie wiec pytanie, czy nie datoby
sie ujg¢ Geometrji w sposdéb, podobny do tego, w jaki zo-
stata ujeta Algebra, innemi stowy, czy nie daloby sie za
pomocg algorytmu, t. j. postepowania rachunkowego, zme-
chanizowaé¢ rowniez rozumowania geometryczne.

Istniejg 2 sposoby dojscia do tego celu. Pierwszy sposob
polega na stworzeniu specjalnego rachunku geometrycznego,
rachunku, w ktorym wykonywalibySmy pewne dziatania wedtug
pewnych statych regut, lecz nie na liczbach, jak w Algebrze,
a na utworach geometrycznych. Drugi sposdéb polega na za-
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stosowaniu do Geometrji istniejacego juz i znanego nam ra-
chunku algebraicznego. Ktory z tych dwu sposobéw jest
lepszy, trudno orzec. Zar6wno jeden, jak i drugi posiada
swoje zalety i wady.

Stwarzajac specjalny rachunek geometryczny, tem samem
stworzyliby$§my nowag nauke pomocnicza, i cztowiek, chcacy
studjowaé Geometrje, musiatby najpierw z ta nauka, t. j. z tym
rachunkiem, sie zapozna¢, stosujac zas do Geometrji ogolnie
znany rachunek algebraiczny, zaoszczedzilibySmy mu tej pracy
przygotowawczej. Pod tym wiec wzgledem drugi sposéb,
t. j. sposoOb, polegajacy na niestwarzaniu specjalnego rachunku
geometrycznego, lecz na zastosowaniu do Geometrji rachunku
algebraicznego, wydaje sie odpowiedniejszym.

Z drugiej strony jednak, gdybySmy stwarzali specjalny
rachunek geometryczny, czynilibySmy to w mysli, ze prze-
znaczeniem tego rachunku jest stuzenie Geometrji, skutkiem
czego mogiby sie on okaza¢ bardziej dostosowanym do Ge-
ometrji, anizeli rachunek algebraiczny, ktéry powstat przeciez
zupetnie niezaleznie od niej. Ten rachunek mégthy wiec
bardziej odpowiada¢ duchowi Geometrji, dzieki czemu takie
zagadnienia geometryczne, ktére z punktu widzenia Geometrji
wydajg sie bardzo prostemi, rozwigzywatyby sie w tym ra-
chunku réwniez za pomocg rozwazan prostych, gdy tymcza-
sem te same zagadnienia, rozwigzywane za pomocag rachun-
ku algebraicznego, mogtyby wymagaé rozwazanh bardziej skom-
plikowanych. Zresztga wogoéle wszelkie rozwazania geome-
tryczne w tym rachunku mogltyby sie okazaé prostszemi,
anizeli rozwazania geometryczne w rachunku algebraicznym.
Jezeli jeszcze uwzglednimy, ze stosowane metody majg row-
niez wptyw na zakres naszych badan, t. zn. kazda metoda, sto-
sowana w Geometrji, moze stuzy¢ do wykrycia tylko pewnej
kategorji wiasnosci geometrycznych, to bedziemy mogli mieé
zupetnie uzasadniong obawe, Ze rachunek algebraiczny, jako
taki, ktory powstat zupetnie niezaleznie od Geometrji, moze nie-
korzystnie ograniczy¢ zakres naszych badan geometrycznych.
Z tego wiec punktu widzenia wydaje sie wiasciwszym sposob
pierwszy dojscia do wymienionego celu, t. j. spos6b, polegajacy
na stworzeniu specjalnego rachunku geometrycznego.



Niejednokrotnie czyniono juz proby stworzenia specjal-
nego rachunku geometrycznego i nawet zrobiono w tym kie-
runku dos$¢ znaczne postepy. Dotychczas jednak nie osia-
gnieto jeszcze celu ostatecznego, t. j. nie wynaleziono takiego
rachunku geometrycznego, ktéry sam w sobie bytby prosty
i jednoczes$nie w zupetnosci odpowiadat swemu przeznaczeniu.
Dlatego tez ten sposéb dojscia do zamierzonego celu znaj-
duje sie jeszcze w fazie préb, i jakkolwiek mozna mie¢ na-
dzieje dojscia po tej drodze do wynikéw bardzo pomysinych,
to jednak moze to nastapi¢ dopiero w przysztosci.

Inaczej rzecz sie przedstawia z drugim sposobem dojscia
do wymienionego celu: proba ujecia Geometrji w rachunku
algebraicznym byta uczyniona w wieku XVII przez Descar-
tes'a, i to z bardzo pomysinym wynikiem.

Geometrja Descartes’a dzieki pracom poézniejszych mate-
matykow dosiegta wysokiego stopnia rozwoju i obecnie znana
jest pod nazwg Geometrji analitycznej.

Geometrja analityczna jest wiec to nauka, ktérej celem
jest, tak samo zreszta, jak kazdej innej nauki geometrycznej,
badanie witasnosci geometrycznych, t. j. przestrzennych, ktéra
odznacza sie jednak tg wiasciwosciag, ze w jej rozwazaniach
panuje wszechwtadnie rachunek algebraiczny.

Poniewaz za$ wiasnosci geometryczne sa to wiasnosci
utworéw geometrycznych, chcac wiec badaé¢ te wiasnosci za
pomocg rachunku algebraicznego, musimy w rozwazaniach
naszych utwory geometryczne zastgpi¢ utworami algebraicz-
nymi, do ktérych wiasnie rachunek algebraiczny sie stosuje.
W Geometrji analitycznej zastepujemy wiec
utwory geometryczne utworami algebraicz-
nymi, na tych utworach algebraicznych wyko-
nywamy dziatania wedtug regut rachunku alge-
braicznego i otrzymane wyniki tiomaczymy
znoéw na jezyk geometryczny.

Pierwszem naszem zadaniem w Geometrji analitycznej
jest wiec wynalezienie sposobu zastepowania utworéw geo-
metrycznych utworami algebraicznymi. Ten spos6b musi by¢
przytem taki, aby nietylko utworom geometrycznym odpo-
wiadaty utwory algebraiczne, ktérebySmy mogli, zamiast tych



utworéw geometrycznych, wprowadzi¢ do naszych rozwazan,
lecz aby roéwniez, odwrotnie, utworom algebraicznym odpo-
wiadaty utwory geometryczne, gdyz tylko w tym przypadku
wynik rachunku algebraicznego, wykonanego na utworach
algebraicznych, ktéry sam przeciez jest utworem algebraicz-
nym, bedzie posiadat znaczenie geometryczne. Jednem stowem
pierwszem naszem zadaniem w Geometrji analitycznej jest
ustalenie odpowiednio$ci pomiedzy utworami geometrycznymi
i utworami algebraicznymi, w ktérej utworowi geometrycznemu
odpowiadatby utwér algebraiczny i, odwrotnie, utworowi
algebraicznemu — utwor geometryczny. Ustalenie takiej od-
powiedniosci bedziemy nazywali w Geometrji analitycznej
ustaleniem uktadu spoéirzednych.

Poniewaz za$ utwory geometryczne sktadajg sie z punktow,
prostych i plaszczyzn, jest wiec rzecza zupetnie naturalng,
ze przedewszystkiem wzrok nasz padnie na te utwory ele-
mentarne i zechcemy ustali¢ odpowiednios¢ pomiedzy nimi
i pomiedzy utworami algebraicznymi. Tak samo jest rzeczag
zupetnie naturalng, ze jako utwory algebraiczne, odpowiada-
jace elementarnym utworom geometrycznym, zechcemy wy-
bra¢ réowniez utwory elementarne. A poniewaz najelemen-
tarniejszym utworem algebraicznym jest liczba, pierwszag
wiec nasza mysla bedzie usta-
lenie odpowiedniosci pomiedzy
elementarnymi utworami geo-
metrycznymi i liczbami, wzgled-
nie grupami liczb.

§ 2. Uktad ptaski spotrzed-
nych Descartes’a. — Niechaj
bedzie dana jakakolwiek ptasz-
czyzna wiasciwa. WezZmy na
tej ptaszczyznie 2 proste wia-
Sciwe rozne nieréwnolegte Ox i Oy (rys. 9). Na kazdej z tych
dwu prostych przyjmijmy jeden zwrot za dodatni, drugi zas za
ujemny. Wezmy poza tem jakikolwiek odcinek a, ktéry przyj-
mijmy za jednostke diugosci. Jezeli teraz jest dany na rozpa-
trywanej ptaszczyznie wiasciwej jakikolwiek punkt wiasciwy P,



to poprowadzmy przez ten punkt 2 proste odpowiednio réwno-
legte do prostych Oy i O x. Punkty przeciecia sie tych prostych
z prostemi OXx i Oy oznaczmy odpowiednio przez PiiP2 Kaz-
demu z odcinkéow O Pi i OP2 podporzadkujmy liczbe, ktorej
wartos¢ bezwzgledna wyraza diugo$¢ rozpatrywanego od-
cinka, ktéra za$ jest dodatnia lub ujemna w zaleznosSci od
tego, czy rozpatrywany odcinek posiada zwrot dodatni, czy
tez ujemny. Liczbe, podporzgdkowang w ten spos6b odcin-
kowi O Pi prostej Ox, oznaczmy przez X, liczbe za$, podpo-
rzadkowang w ten spos6b odcinkowi OP2prostej Oy, oznaczmy
przezy. Liczby X iy sg okre$lone, o ile sg okreslone odcinki
OPi i OP> Poniewaz zas punkt P w zupetnosci te odcinki
okresla, przeto mozemy powiedzie¢, ze punkt P w zupet-
nosci okredla liczby x iy. Dlatego tez te liczby mozemy
uwazaé za podporzadkowane punktowi P.

Powyzsza konstrukcja daje nam wiec moznos$¢ podporzad-
kowania kazdemu punktowi wlasciwemu rozpatrywanej ptasz-
czyzny wiasciwej pary liczb rzeczywistych skonczonych X, vy.

| przytem kazda para liczb rzeczywistych skonczonych
X, Y moze by¢ uwazana za podporzadkowang jakiemu$ pun-
ktowi wiasciwemu rozpatrywanej ptaszczyzny wiasciwej. Je-
zeli bowiem jest dana jaka$ para liczb rzeczywistych skon-
czonych x,y, to, odmierzywszy na prostej O X, poczgwszy od
punktu O, odcinek OPu ktérego diugos¢ wyraza sie war-
toScig bezwzgledng liczby X i ktéry posiada zwrot dodatni
lub tez ujemny w zaleznosci od tego, czy ta liczba jest do-
datnia, czy tez ujemna, i, analogicznie, odmierzywszy na
prostej Oy, poczagwszy od punktu O, odcinek OP2 ktérego
dhugos¢ wyraza sie wartoscig bezwzglednag liczby y i ktéry
posiada zwrot dodatni lub tez ujemny w zaleznosSci od tego,
czy ta liczba jest dodatnia, czy tez ujemnag, mozemy popro-
wadzi¢ przez punkty koncowe Pi i P2tych odcinkéw proste,
odpowiednio rownolegte do prostych Oy i OXx: punkt prze-
ciecia sie P tych dwu prostych bedzie punktem, ktéremu
jest podporzadkowana dana para liczb rzeczywistych skon-
czonych X, .

UstalilisSmy wiec tu pomiedzy punktami wasciwymi roz-
patrywanej ptaszczyzny wiasciwej oraz parami liczb rzeczy-
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wistych skonczonych odpowiednio$s¢ jednojedno-
znaczng, t zn. takg, w ktoérej kazdemu punktowi wiasci-
wemu odpowiada jedna i tylko jedna para liczb rzeczywistych
skonczonych, oraz, odwrotnie, kazdej parze liczb rzeczywistych
skoriczonych odpowiada jeden i tylko jeden punkt wiasciwy.

Liczby rzeczywiste skonczone x iy, jakie w tej odpo-
wiedniosci jednojednoznacznej odpowiadajg jakiemus punk-
towi wiasciwemu P rozpatrywanej ptaszczyzny wiasciwej, nazy-
wamy spéitrzednemi punktu P w uktadzie ptaskim
sp6itrzednych Descartes' a, przyczem liczbe X nazy-
wamy odcietg punktu P, liczbe zas y nazywamy rzedng
punktu P. Proste Oa i Oy nazywamy osiami ukfadu
ptaskiego spotrzednych Descartes’a, przyczem prostg OX na-
zywamy osig odcietych, lub tez 0sig a-sw, prostg zas
Oy nazywamy osiag rzednych, lub tez osigy-6w. Punkt
O nazywamy poczatkiem ukladu ptaskiego spédtrzednych
Descartesa.

Zamiast moéwi¢: ,punkt o spoétrzednych x i y\ mozna
powiedzie¢ wprost ,punkt (a y)“.

Obiedwie spotrzedne poczatku ukiadu spétrzednych sa
rowne 0. Odcieta kazdego punktu osi rzednych jest réwna 0.
Rzedna kazdego punktu osi odcietych jest rowna 0. Punkty,
lezace z jednej strony osi rzednych, posiadaja odciete do-
datnie, punkty za$, lezgce z drugiej strony osi rzednych po-
siadajg odciete ujemne. Punkty, lezace z jednej strony osi
odcietych, posiadajg rzedne dodatnie, punkty zas, lezace
z drugiej strony osi odcietych, posiadajg rzedne ujemne.
Np. w przypadku, jaki jest przedstawiony na rysunku 9,
punkty, lezace z prawej strony osi rzednych, posiadaja od-
ciete dodatnie, punkty zas, lezace z lewej strony osi rzed-
nych, posiadaja odciete ujemne; punkty, lezace nad osig
odcietych, posiadajg rzedne dodatnie, punkty zas, lezace pod
osig odcietych, posiadajg rzedne ujemne.

W peku promieni, ktérego wierzchotkiem jest poczatek
0 uktadu spétrzednych, bedziemy rozrézniali zwrot dodatni
1zwrot ujemny. Przez zwrot dodatni wymienionego peku
bedziemy rozumieli ten zwrot, przy ktérym promiern p X po-
siadajgcy zwrot dodatni osi a-ow, promien pyi posiadajacy
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zwrot dodatni osi y-6w, oraz promiern p XL posiadajacy zwrot
ujemny osi x-6w, nastepujg po sobie w kolei px py px\

Zwrot jakiegokolwiek innego peku promieni, lezgcego
W rozpatrywanej ptaszczyznie, nazywamy dodatnim Ilub
ujemnym w zaleznosci od tego, czy jest on jednakowy ze
zwrotem dodatnim peku promieni o wierzchotku O, czy tez
ze zwrotem ujemnym.

Przez katy, jakie tworzag z sobag zwroty do-
datnie osi spoOtrzednych, bedziemy rozumieli katy
0 wierzchotku O, ktéorych ramionami sga promienie, posiada-
jace zwroty dodatnie osi spétrzednych. Ten z posréd wy-
mienionych katéw, ktory jest mniejszy od kata po6ipetnego,
bedziemy oznaczali przez to (rys. 9).

Jezeli osi uktadu spétrzednych sg do siebie prostopadie,
czyli, innemi stowy, jezeli to= ”~, to ukiad spétrzednych nazy-
wamy prostokgtnym.

Punktéw niewtasciwych przez spoétrzedne Descartes a nie
przedstawiamy. GdybySmy bowiem definicje spotrzednych
Descartes'a rozszerzyli réwniez na punkty niewlasciwe, to
wtedy wprawdzie kazdy punkt posiadatby spotrzedne Descar-
tes a, jednak punkty niewtasciwe, nie lezace na osiach spoét-
rzednych, nie bytyby przez swe spdtrzedne Descartes'a jedno-
znacznie okreslone, albowiem za spétrzedne kazdego z nich
musielibySmy uwaza¢ te samag pare liczb £ ~ (+xco, Z posréd
wszystkich punktéw niewtasciwych jedynie tylko punkty nie-
wiasciwe, nalezace do osi spotrzednych, moglibysmy okreslié
jednoznacznie za pomoca spoOtrzednych Descartesa, a miano-
wicie punkt niewlasciwy o0si a-sw za pomocg spotrzednych,
z ktorych odcieta bytaby réwna + 00, rzedna za$ posiadataby
warto$¢ dowolna, rézng od + 00, oraz punkt niewtasciwy osi
y-Ow za pomoca spétrzednych, z ktdrych odcieta posiadataby
wartos¢ dowolna, rézng od £ °°, rzedna zas bytaby réwna +

§ 3. RoOwnanie, przedstawiajgce ogét punktéw wtasciwych
prostej wdasciwej w uktadzie ptaskim spotrzednych Descartes’a
— Niechaj bedzie dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej ptla-
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szczyznie uktad spotrzednych Descartes'a (rys. 10). Poza tem
niechaj bedzie dana w tej plaszczyznie jakakolwiek prosta
witasciwa d.

Przez poczatek O ukiadu spoétrzednych poprowadzmy
prostg, prostopadta do prostej d. Punkt przeciecia sie tej
prostej z prosta d oznaczmy przez S. Liczbe nieujemna,
wyrazajgcg ditugos¢ odcinka O S, oznaczmy przez p.

Jeden z katéw o wierzchot-
ku O, ktorych ramionami sa:
promien, posiadajacy zwrot
dodatni o0si a>sw, Oraz pro-
mien, posiadajacy zwrot od-
cinka O5, oznaczmy przez
Jeden za$ z katéw o wierzchot-
ku O, ktorych ramionami sg:
promien, posiadajgcy zwrot do-
datni osi y-6w, oraz promien,
posiadajacy zwrot odcinka O S,
oznaczmy przez ty. Przyczem jezeli punkt S nakrywa punkt O,
t. zn. jezeli prosta d przechodzi przez poczatek O uktadu
spotrzednych, to przez zwrot odcinka O 5, posiadajgcego
w tym przypadku dtugosé¢ réwnag zeru, rozumiemy tu ktéry-
kolwiek zwrot prostej, przechodzgcej przez punkt O i prosto-
padtej do prostej d.

Wezmy teraz na rozpatrywanej prostej dowolny zupetnie
punkt witasciwy P, ktérego spoOirzedne oznaczmy przez X iy.
Przez punkt P poprowadzmy prostg, rownolegta do osiy-ow.
Punkt przeciecia sie tej prostej z osig x-6w oznaczmy
przez P\

Obliczmy wielkosci rzutéw prostokatnych odcinkdéw
OP, P,P i PS na prosta OS. Przyczem jezeli punkt 5
nakrywa punkt O, t. zn. jezeli prosta d przechodzi przez po-
czatek uktadu spétrzednych, to przez prosta O S rozumiemy
tu prosta, przechodzaca przez punkt O i prostopadia do
prostej d, oraz ten jej zwrot, ktéry przyjeliSmy w tym przy-
padku za zwrot odcinka O S przy okreslaniu katéw tpi ty.

Jezeli punkt P posiada odcietg X nieujemna, to wtedy
wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka OP] na prostg OS
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rowna sie (str. 35) OP]. cos ty, gdzie OP, oznacza liczbe nie-
ujemna, wyrazajgcg dtugos¢ odcinka OP,. A poniewaz w roz-
patrywanym przypadku O P, = X, przeto mozemy powiedziec,
ze w rozpatrywanym przypadku wielko$¢ rzutu prostokatnego
odcinka OP, na prostg OS réwna sie * cos ty.

Jezeli za$ punkt P posiada odcieta X niedodatnig, to
wtedy wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka O P X na prostg
O5 réwna sie OP,.cos —ty) albo OPxcos({ty—-t w za-
leznosci od tego, czy kat ty nie jest wiekszy od rg czy tez nie
jest mniejszy od jt Lecz poniewaz cos (jt— ty) = cos(ty — X) =
= — cos ty, przyczem w rozpatrywanym przypadku OP = —X,
przeto mozemy powiedzieé, ze rowniez w rozpatrywanym
obecnie przypadku wielkos¢ rzutu prostokatnego odcinka
OP\ na prostg OS réwna sie X COS ty.

Jezeli punkt P posiada rzedng y nieujemng, to wielko$¢
rzutu prostokatnego odcinka P, P na prostga OS réwna sie
P\P. cos ty, gdzie P,P oznacza liczbe nieujemna, wyrazajaca
dtugos¢ odcinka P\P. A poniewaz w rozpatrywanym przy-
padku P\P—y, przeto mozemy powiedzie¢, ze wr rozpatry-
wanym przypadku wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka P,P
na prosta O S réwna sie y CosS ty.

Jezeli za$ punkt P posiada rzedng y niedodatnig, to
wtedy wielko$¢ rzutu prostokgtnego odcinka P,P na prostg
OS roéwna sie P,P. cos (rc—ty) albo P\P. cos (ty— X) w zalez-
nosci od tego, czy kat ty nie jest wiekszy od i czy tez nie
jest mniejszy od n. Lecz poniewaz cos —ty)= cos (ty— n)—
— — c0s ty, przyczem w rozpatrywanym przypadku P\P = —y,
przeto mozemy powiedzie¢, ze roéwniez w rozpatrywanym
obecnie przypadku wielkosé rzutu prostokatnego odcinka PiP
na prostg OS rdéwna sie y cos ty.

Wielkos$¢ rzutu prostokatnego odcinka PS na prostg OS
jest rowna 0, poniewaz odcinek PS albo jest rowny 0 (gdy
punkt P nakrywa punkt S), albo tez jest do prostej O S pro-
stopadty.

Otrzymalismy wiec, ze wielkosci rzutéw prostokgtnych
odcinkéw OP,, P,P, PS na prosta OS sa odpowiednio rd-
wne xcosty, ycosty 0. Poniewaz znéw suma wielkosci rzu-
téw prostokatnych odcinkéw OPj, P,P, PS na prosta OS
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réwna sie (str. 32) wielkosci rzutu prostokgtnego odcinka OS
na prostg OS, ta za$ ostatnia wielko$¢ jest rowna p, mamy
przeto acos cp-f-y cos \= p, czyli

(@) X cos @-\-ycosij—p= 0.

Ta réwnos¢ bedzie spetniona zawsze, bez wzgledu na to,
jaki punkt wtasciwy prostej wiasciwej d wezmiemy jako punkt P.

Uwazajmy teraz w rownosci (1) x iy za niewiadome.
Wtedy ta réwnos¢ bedzie réwnaniem stopnia 1-ego z dwiema
niewiadomemi X iy. Z podanych wyzej rozwazan wynika,
ze spotrzedne kazdego punktu wtasciwego prostej d spetniajg to
rébwnanie. Dowiedziemy teraz, ze réwniez, odwrotnie, kazde
2 liczby rzeczywiste skoriczone, spetniajgce réwnanie (1), sa
spotrzednemi pewnego punktu wiasciwego, nalezacego do
prostej d.

Przyjmijmy bowiem, ze 2 liczby rzeczywiste skoriczone
xli y| spetniaja réwnanie (1), t. zn. ze jest spetniona réwnos¢:
2 X cos p-f-y‘cos M—p= 0.

Punkt wiasciwy, ktérego spotrzednemi sg liczby xi i y\
oznaczmy przez P\

Liczba coscp jest réwna 0 tylko w tym przypadku, gdy
prosta OS jest prostopadta do osi *-6w, czyli, gdy prosta d
jest réwnolegta do osi a>sw (lub tez nakrywa te oS; tej
ostatniej mozliwosci mozemy jednak nie wymieniaé, albo-
wiem nakrywanie sie dwu prostych mozemy uwazaé za przy-
padek szczeg6lny ich réwnolegtosci). Analogicznie, liczba
cos N jest rowna O tylko w tym przypadku, gdy prosta O5
jest prostopadta do osi y-6w, czyli, gdy prosta d jest rowno-
legta do osi y-0w. Stad wiec wynika, ze nie jest mozliwem,
aby obiedwie liczby cos (f i cos H byly jednoczesnie réwne O.
Przynajmniej jedna z tych dwu liczb jest od O rdzna.

Przypusémy najpierw, ze cos < O, t. zn. ze prosta d nie
jest rownolegta do osi x-6w. Poprowadzmy przez punkt
(0,y") prosta, réwnolegtg do osi &ow. Ta prosta nie bedzie
rownolegta do prostej d, przetnie ona zatem prostag d w pew-
nym punkcie wiasciwym P*“, ktérego rzedng bedzie y\ ktérego
odcieta za$ oznaczmy przez x*. Poniewaz punkt P“ nalezy
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do prostej d, przeto jego spoétrzedne spetniajg réwnanie (1),
t. zn. mamy
3 X" cos p—+y‘cosip—P= 0.

Odejmijmy od roéwnosci (2) réwnosé (3). Otrzymamy
wtedy:
(x* —*“)cos (p—O.

A poniewaz, wedtug zatozenia, cos 930, przeto x —a“= 0,
czyli x —x\ t zn. punkt Pi nakrywa punkt P*“, a zatem
punkt P‘ nalezy do prostej d, czego wlasnie chcieliSmy dowiesc.
Przypusémy teraz, ze cos”™ + O t. zn. ze prosta d nie jest
réwnolegta do osi y-6w. Poprowadzmy w tym przypadku
przez punkt [X\ 0) prosta, rownolegta do osiy-6w. Ta prosta
nie bedzie réwnolegta do prostej d, przeinie ona zatem prosta d
w pewnym punkcie wiasciwym P'“, ktérego odcietg bedzie x ,
ktérego rzedng za$ oznaczmy przez y'“. Poniewaz punkt P‘“
nalezy do prostej d, przeto jego spdtrzedne spetniajg réwnanie
(1), t. zn. mamy
4@ xlcos p-f-y*“cos —p= 0.

Odejmijmy od réwnosci (2) réownos¢ (4). Otrzymamy wtedy:
(y'—y"™) cos = 0.

A poniewaz, wedtug zatozenia, cos ™ 4=0, przeto y'—y'“ = 0,
czyliy'=y', t. zn. punkt P‘' nakrywa punkt P'“, a zatem
punkt P‘ nalezy do prostej d, czego wihasnie chcieliSmy dowiesc.

OtrzymalisSmy wiec, ze spotrzedne kazdego punktu wia-
Sciwego prostej d speilniajg rownanie (1), oraz, odwrotnie,
kazde 2 liczby rzeczywiste skonczone, spetniajgce to réwnanie,
sg spotrzednemi pewnego punktu witasciwego, nalezacego do
prostej d.

A zatem ogo6t par liczb rzeczywistych skoriczonych, spet-
niajacych rownanie (1), w geometrycznej interpretacji jest to
ogét punktéw wiasciwych prostej d. Wyrazamy to, moéwiac,
izrobwnanie (1) przedstawia o0g6t punktow wta-
sciwych prostej d

Liczby cos @ cos p sg rzeczywiste, przyczem przynaj-
mniej jedna z liczb cos fpi cos™P jest rozna od 0. Ozna-
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czywszy wiec liczby cos €9 cos M — P odpowiednio przez
A, B, C, mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

W uktadzie ptaskim spéitrzednych Descar-
tes'a og6t punktéw witasciwych prostej wtasci-
wej mozemy przedstawi¢ przez rownanie
Ax-j-By-f-C= 0, ktdrego spdtczynniki A B, C sg
liczbami rzeczywistemi, przyczem przynaj-
mniej jeden ze spotczynnikdéw Ai B jest rdzny
0d 0.

Zamiast moéwié¢, iz réwnanie Ax-\-By-\-C= 0 przed-
stawia og6t punktow wiasciwych pewnej prostej wiasciwej,
czesto méwimy wprost, iz ono przedstawia te prosta,
1 przytem samo réwnanie nazywamy réwnaniem wymie-
nionej prostej w uktadzie ptaskim spo6trzed-
nych Descartesa.

Tak samo, zamiast mowié: ,prosta, ktorg przedstawia
rownanie Ax ByA-C— czesto moéwimy wprost: ,pro-
sta AX-l-By-\-C= 0

§ 4. Spétrzedne punktéw wdasciwych prostej wAasciwej
w ukiadzie ptaskim spélrzednych Descartes’aa — Niechaj
bedzie dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej ptaszczyznie uktad
spétrzednych Descartes'a. Poza tem niechaj beda dane
w tej ptaszczyznie 2 punkty witasciwe rézne P\ oraz P>
ktorych spoétrzedne oznaczmy odpowiednio przez XX i v,
oraz x> iy=>

Poniewaz punkty P{i P> sa wlasciwe, przeto taczaca je
prosta Pi P> tez jest wlasciwa, ogot jej punktéw wiasciwych
mozemy zatem przedstawi¢ przez réwnanie (83):

@ Xxcos -\-y cos *—p—0.

Spotrzedne punktéw Pxi P2muszg temu réwnaniu czynic
zados$¢, t. zn. mamy:

)] XXc0s (p~\~yi cos™p—p = 0,
(3 ¥>c0S P-j-y x0s 'p—p= 0.

Punkty Pi i P> sa, wedlug zatozenia, rdézne, przeto nie
jest mozliwem, aby byty spetnione jednoczesnie dwie réwnosci:
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= *2 iyi= y> Przynajmniej jedna z tych réwnosci nie jest
spetniona.
Przypusémy najpierw, ze nie jest spetniona réwnos¢ pierw-
sza, t. zn. przypusémy, ze x{j=x>.
Czy jest mozliwem, aby wtedy byto cos H= 0? Gdyby
byto cos['= 0, to bytoby cos @4 10 (8§ 3), a wtedy z réwnosci (2)

i S 7 = > = N
oraz (3) otrzymalibysmy, ze x1 3 <poraz X7 c

s (f
wynikatoby, ze xx= x> to za$ bytoby w sprzecznosci z zato-
zeniem. W rozpatrywanym wiec przypadku cos® 0. Z ro-
wnosci (1), (2), (3 mozemy zatem rozwigza¢ odpowiednio v,
yi, y2 Otrzymamy wtedy:

» skad

@

©

(6)

Réwnanie (4) jest rownoznaczne z réwnaniem (1), t. zn.
wartosci na a iy, spetlniajace jedno z tych dwu réwnan, spet-
niaja réwniez drugie réwnanie. Lecz z réwnania (4) wynika,
ze, chcac otrzymaé na x iy takie 2 wartosci rzeczywiste
skonczone, ktore spetniatyby to rownanie, na x mozemy wzig¢
dowolng warto$¢ rzeczywistg skonczong, odpowiednia wartosé
na y bedzie wtedy jednoznacznie okreslona. A zatem od-
cietemi punktéw wiasciwych prostej PxP2 sa wszystkie liczby
rzeczywiste skonczone, przyczem kazdej wartosci odcietej od-
powiada jedna i tylko jedna warto$¢ rzednej, t. zn. na rozpa-
trywanej prostej niema takich dwu punktéw wiasciwych roz-
nych, ktore posiadatyby te sama odcieta.

Jezeli i h sg dwiema liczbami rzeczywistemi skonczo-

nemi, spetniajgcemi warunek ™+ ~2+ 0, to — N X~ jest
liczbg rzeczywista skoniczong. Przytem kazdag liczbe rzeczy-

wista‘skoriczong mozna przedstawi¢ w postaci Al A2
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gdzie vliy2 sa dwiema liczbami rzeczywistemi skonczonemi,
spetniajacemi warunek y + L 4=0. yAby n2ianowicie przed-
stawi¢ w ten sposéb jakas$ liczbe rzeczywistg skoriczong a,
wystarczy wzigé¢ gdzie Qozna-
cza jakakolwiek liczbe rzeczywistg skoriczong, rézng od O:
wtedy bowiem V1 i V2 beda liczbami rzeczywistemi skon-
czonemi, spetniajgcemi warunek [gdyz

, réznica zas$ nie
moze byé réwna 0, poniewaz, wedtug zatozenia,
przyczem bedzie (co tatwo mozna sprawdzic)

Widzimy wiec, ze jezeli za i bedziemy brali wszystkie
liczby rzeczywiste skonczone, spetniajace warunek
to liczba otrzyma wtedy wszystkie wartosci rze-

czywiste skonczone.

Lecz, jak widzieliSmy wyzej, odcietemi punktéow wiasci-
wych prostej P\ P2 sg wszystkie liczby rzeczywiste skon-
czone, mozemy przeto powiedziec, ze liczba gdzie

i sg dwiema liczbami rzeczywistemi skoriczonemi, spet-
niajacemi warunek jest odcietg jakiego$s punktu
witasciwego prostej P\P 2i odwrotnie, odcietg kazdego punktu
wiasciwego prostej P\P2 mozemy przedstawi¢ w tej postaci.

Zobaczmy teraz, jaka warto$¢ rzednej bedzie odpowia-

data wartosci odcietej Aj—f—w tym celu wstawmy

w réwnanie (4) zamiast a wyrazenie f1 r2** Otrzymamy
Ai ~h a2

wtedy:

czyli



czyli
czyli [rown. (5) i (61

Otrzymamy wiec spotrzedne wszystkich punktéw wiasci-
wych prostej Pt Pd i przytem tylko tych punktéw (t zn.
spotrzednych punktéw, nie nalezacych do prostej P\ PZ nie
otrzymamy), jezeli w wyrazeniach Al St i A 42
za 7, i K wezmiemy wszystkie liczby rzeczywiste skonczone,
spetniajgce warunek + %a4=o.

Do tego wniosku doszliSmy w zatozeniu, ze 4=*;-
Gdyby za$ ten warunek nie byt spelniony, to w takim razie
bytby spetniony warunek yxs=/2- Rozpatrzmy wiec teraz
przypadek, gdy /, a=/2-

Przedewszystkiem mozemy powiedzie¢, ze w tym przy-
padku cos @4=0. Gdyby bowiem byto cos (p= o, to byloby
cos 44=0 (8 3), a wtedy z réwnosci (2) oraz (3) otrzymali-

& 5 f—— N 3/ N _ H y
bysmy, ze/ cos oraz 3% cos V< skad wynikatoby, ze

/,=1", to za$ bytoby w sprzecznosci z zatozeniem.

Poniewaz wiec w rozpatrywanym przypadku cos €==0,
przeto z réwnosci (1), (2), (3 mozemy rozwigza¢ odpowiednio
X, Xu X,. Otrzymamy wtedy:

Roéwnanie (7) jest rownoznaczne z réwnaniem (1). Lecz
z réwnania (7) wynika, ze, chcac otrzymaé na x i/ takie
2 wartosci rzeczywiste skonczone, ktére spetniatyby to row-
nanie, na / mozemy wzig¢ dowolng warto$¢ rzeczywistg



skoriczong, odpowiednia warto$¢ na * bedzie wtedy jedno-
znacznie okre$lona. A zatem rzednemi punktéw wiasciwych
prostej PP+ sg wszystkie liczby rzeczywiste skonczone, przy-
czem kazdej wartosci rzednej odpowiada jedna tylko wartosé
odcietej, t. zn. na rozpatrywanej prostej niema takich dwu
punktéw wiasciwych réznych, ktére posiadatyby te samg
rzedna.

Poniewaz znéw w rozpatrywanym przypadku

gdzie i a2 sg dwiema liczbami rzeczywistemi skonczonemi,
spetniajacemi warunek A -j- h, 90, jest zawsze liczbg rzeczy-
wistg skonczong, przyczem kazda liczbe rzeczywista skon-
czong mozemy przedstawi¢ w tej postaci, przeto og6t war-
tosci rzednych punktow wiasciwych prostej PxP2 jest
réwnoznaczny w rozpatrywanym przypadku z ogo6tem

liczb, jakie otrzymamy, kiadac w wyrazeniu ' \ zaV
Ai ~r a2

i h wszystkie liczby rzeczywiste skonczone, spetniajgce wa-
runek A-j- >5=0.
Aby teraz otrzyma¢ warto$¢ odcietej, odpowiadajaca

wartosci rzednej 1™ vy nalezy wstawi¢ w réwnanie (7)
Al i A2

m

zamiast y wyrazenie Jezeli to uczynimy i na-

Ai~r ~
stepnie uwzglednimy réwnosci (8) i (9), to otrzymamy:

A zatem otrzymany przez nas wynik w zatozeniu, ze
yi4-y2 jest taki sam, jak wynik, 4déry otrzymalismy w za-
tozeniu, ze 4="*,-

Mozemy wiec wypowiedzie¢ teraz twierdzenie nastepujace:

Jezeli P, [xuyd i P2[xdyd sa dwoma rdz-

+

nymi punktami wlaéciwymi, to liczby

AR
i 24 H-A"d gdzie Ati a sa liczbami rzeczywistemi

Al 1 A2
skonniczonemi, spetniajacemi warunek + A+
4
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sg spoOtrzednemi jakiego$ punktu wtasciwego
prostej PiPZi odwrotnie, spo6trzedne kazdego
punktu wtasciwego prostej P\P>mozemy przed-
stawi¢ w tej postaci. Jezeli wiec w wyrazeniach
"WXi—A>AR = hy\-\-hy2
AL-f- A A-f- A
liczby rzeczywiste skonczone, spetniajgce wa-
runek A--l.>24=,to otrzymamy spo6trzedne wszyst-
kich punktow wtasciwych prostej P\P2 i przy-
tem tylko tych punktow.

za ' i, wezmiemy wszysthi®

§5. Ogo6t rozwigzan réwnania Ax-\-By-\-C = 0, w kto-
rem przynajmniej jeden ze spoétczynnikéw A i B jest rozny
od o. — Niechaj bedzie dane réwnanie

) 4% + By+C = 0

ktorego spétczynniki A, B, C sa liczbami niekoniecznie
rzeczywistemi (lecz, oczywiscie, skoriczonemi).

Gdyby wszystkie 3 spétczynniki A, B, C trégjmianu Ax-\-
-\-By-\-C byty réwne o, to wtedy réwnos¢ (1) nie bytaby
rownaniem, lecz tozsamoscia, bylaby bowiem spetniona dla
wszelkich wartosci (skoniczonych) x iy. Poniewaz za$ réw-
no$¢ (1) nazwaliSmy wyzej réwnaniem, przeto tem samem za-
tozyliSmy, ze przynajmniej jeden ze spotczynnikéw A, B, C jest
rozny od o.

Gdyby byt réznym od 0 tylko spétczynnik C, natomiast
spétczynniki A i B bylyby réwne 0, to wtedy nie istniatyby
takie liczby skonczone x \y, ktére roéwnaniu (1) czyni-
tyby zado$¢. Poniewaz za$ my ograniczamy sie tu do roz-
patrywania tylko liczb skonczonych, przeto w wymienionym
przypadku uwazalibySmy réwnanie (1) za nie posiadajgce
rozwigzania.

Zatozmy wiec, ze przynajmniej jeden ze spotczynnikéw
A i B réwnania (1) jest rézny od 0. Wtedy to réwnanie
bedzie posiadato rozwigzania, t. zn. beda istnialty pary liczb
skoriczonych, spetniajgce to réwnanie.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy np. B/~ 0.



W tym przypadku mozemy z réwnania (1) rozwigzac y.
Otrzymamy:

Réwnanie (2) jest réwnoznaczne z réwnaniem (1).

Z réwnania (2 wynika, ze, chcac otrzymaé¢ na X iy
takie 2 wartosci skonczone, ktore spetniatyby to roéwnanie,
na X mozemy wzigé dowolng warto$¢ skonczong, odpo-
wiednia warto$¢ na y bedzie wtedy jednoznacznie okres$lona.

Wezmy na x dwie zupetnie dowolne wartosci skoriczone
rézne XX i x4 niekoniecznie rzeczywiste, i z réwnania (2)
obliczmy odpowiadajgce im wartosci na y, ktére oznaczmy
przez yi i yJ. Kazda z par liczb xxi yxoraz x>iy. spetnia
réwnanie (2), t. zn. mamy:

Kazdg liczbe skonczong mozemy przedstawi¢ w postaci
N N _i_l\ /\}

-al ,y-2 gdzie A i L sa liczbami* skonczonemi, spetnia-
jacemi warunek ~-f-L~LO. Aby mianowicie przedstawic
w ten sposob jaka$ liczbe skoriczong a (niekoniecznie rze-
czywistg), wystarczy wzig¢ \ 0 [x>—a) i 22— (0—Xx]),
gdzie (? oznacza jakgkolwiek liczbe skoriczonag, rozng od O
(niekoniecznie rzeczywistg). Jezeli wiec za A i A bedziemy
brali wszystkie liczby skonczone, rzeczywiste i nierzeczywiste,

spetniajgce warunek A-f- A4=0, to liczba ’\%]:}T\A/O otrzyma

wtedy wszystkie wartosci skonczone, rzeczywiste i nierze-
czywiste.

Lecz, jak powiedzieliSmy wyzej, chcac otrzymaé¢ na a iy
takie 2 wartosci skoriczone, ktdre spetnialtyby réwnanie (2),
na X mozemy wzig¢ dowolng warto$s¢ skonczong, odpo-
wiednia warto$¢ nay bedzie wtedy jednoznacznie okres$lona.
Mozemy wiec powiedzie¢, ze liczba " o, * gdzie Ai h

‘vi
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sg liczbami skonczonemi, spetniajgcemi warunek At-f-L ™ 0,
zawsze moze by¢ uwazana za liczbe skornczonag x1 spetnia-
jaca rownanie (2), i odwrotnie, kazda liczbe skonczong
x1spetniajaca réwnanie (2), mozemy przedstawié¢ w tej postaci.

Aby otrzymac¢ wartos¢ liczby y, odpowiadajacg wartosci
— y X~ liczby x, wstawmy w rownanie (2) zamiast X wyra-

. . A \
senie 17 A, Otrzymany wtedy:

czyli
czyli

czyli [réwn. ) i @1

Liczby wiec gdzie A iAsg liczbami

X 4- h,,>_<_>i. |7\yi_‘4|:|_,\/> N
Ai’ Ar
skonczonemi (niekoniecznie rzeczywistemi), spetniajgcemi
warunek ~1 + ~4=0, stanowig rozwigzanie réwnania (1), i od-
wrotnie, kazde 2 liczby skonczone, stanowigce rozwigzanie
réwnania (1), moga by¢ przedstawione w tej postaci.

Do tego wniosku doszliSmy w zatozeniu, ze B4=0. Gdyby
za$ ten warunek nie byt spetniony, to w takim razie bytby
spetniony warunek 4 4=0, Przypus¢my wiec, ze jest spetniony
warunek A4=0.

W tym przypadku mozemy z réwnania (1) rozwigzaé¢ X:

Nastepnie mozemy wzig¢ na y dwie wartosci skonczone
réozne W\ iyd niekoniecznie rzeczywiste, i z réwnania (5
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obliczy¢ odpowiadajgce im wartosci na x, ktére oznaczmy
np. przez i X. W koncu mozemy wartosci skonczone na

y, spetniajgce réwnanie (5), przedstawi¢ w postaci

gdzie i sg liczbami skonczonemi, spetniajgcemi warunek
0, i z réwnania (5 obliczyé odpowiadajgce im war-
tosci na x. Otrzymamy wtedy:

I w ten sposéb w przypadku, gdy A 0, mozemy dojs¢
do takich samych wynikéw, do jakich doszliSmy w przypadku,
gdy B

Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Jezeli przynajmniej jeden ze spétczynnikéw
A iBrownania Ax+ By+ C= 0 jest rdzny od 0O to
wtedy to rédwnanie posiada nieskonczenie wiele
rozwigzan. Przyczem jezeli xliyloraz x2iy2sa
dwoma réznemi rozwigzaniami skonczonemi tego
ré6wnania (t zn. takiemi rozwigzaniami, ze przy-
najmniej jedna z réwnoé$ci x1=x2iy=y2 nie jest

spetniona), to liczby gdzie

i sg liczbami skonczonemi, spetniajgcemi
warunek stanowig rozwigzanie skon-
czone rozpatrywanego rownania, i odwrotnie,

kazde 2 liczby skonczone, stanowigce jego
rozwigzanie, moga by¢ przedstawione w tej

postaci. Jezeli wiec w wyrazeniach

zai, i L wezmiemy wszystkie liczby

skohnczone, rzeczywiste i nierzeczywiste, spet-
niajgce warunek ~-pK430, to otrzymamy w ten
spos6b parv liczb skonhczonych, stanowigce
0g6t rozwiazan skonczonych rozpatrywanego
rownania.



Przypadkiem szczeg6lnym tego twierdzenia jest twierdze-
nie nastepujace:

Jezeli spétczynniki A B,Créwnania Ax By+ C=0
sg liczbami rzeczywistemi, przyczem przynajmniej
jeden ze spotczynnikow A i B jest rozny od 0,
to wtedy to rownanie posiada nieskonczenie
wiele rozwigzan, pomiedzy Kktéremi znajduje
sie nieskonczenie wiele rozwigzan rzeczywistych.
Przyczem jezeli XL iyloraz x2iy2sag dwoma réz-
nemi rozwiazaniami rzeczywistemi skornczortemi

tego rdéwnania, to liczby

gdzie AiMRsg liczbami rzeczywistemi skofnczonemi,
spetniajgcemi warunek N h4=0 stanowia roz-
wigzanie rzeczywiste skonnczone rozpatrywanego
rownania, i odwrotnie, kazde 2 liczby, stano-
wigce jego rozwigzanie rzeczywiste skohczone,
mogg by¢é przedstawione w tej postaci. Jezeli

. , . . AX -4 AX . Ly-\-hy., L
wiec w wyrazeniach ”1._:-1 ﬂA. 2 ~zaa i &R
wezmiemy wszystkie liczby rzeczywiste skohn-
czone, spetniajace warunek Al-fz25=0, to otrzy-
mamy w ten spos6b pary liczb rzeczywistych skon -
czonych, stanowigce 096t rozwigzan rzeczywistych

skonczonych rozpatrywanego réwnania.

§ 6. Interpretacja geometryczna réwnania A x-\-By-\-C=0,
ktorego spotczynniki A, B, C sg liczbami rzeczywistemi, przy-
czem przynajmniej jeden ze spolczynnikéw A i B jest rozny
od 0, w ukiadzie ptaskim spétrzednych Descartes’a. — Niechaj
bedzie dane réwnanie

@ Ax + By-j-C = 0, ' /

ktdrego spotczynniki A, B, C sg liczbami rzeczywistemi (i, oczy-
wiscie, skonczonemi), przyczem przynajmniej jeden ze spét-
czynnikéw A i B jest rézny od O.

Wezmy pod uwage jakakolwiek ptaszczyzne wiasciwg
i w tej plaszczyznie uktad spotrzednych Descartes a.  Jezeli



— 57 —

kazdg pare liczb rzeczywistych skonczonych bedziemy uwazali
za spotrzedne jakiego$ punktu wiasciwego, to wtedy ogdtowi
rozwigzan rzeczywistych skonczonych réwnania (1) bedzie
odpowiadatl w rozpatrywanej ptaszczyznie witasciwej pewien
zbiér punktéw wiasciwych. O réwnaniu (1) bedziemy mdwili,
ze ono ten zbiér punktéw przedstawia.

Z twierdzenia, podanego w 8 4, oraz z drugiego twier-
dzenia, podanego w § 5, wynika twierdzenie nastepujace:

W uktadzie ptaskim spédirzednych Descar-
tesa rownanie AX-\-By-\-C= QL ktérego spét-
czynniki A, B, C sa liczbami rzeczywistemi,
przyczem przynajmniej jeden ze sp6tczyn-
nikéw4iBjest ré6zny od O przedstawia o0gét
punktéw witasciwych prostej wtasciwej.

To twierdzenie jest odwrotnem wzgledem twierdzenia,
wypowiedzianego w § 3.

Rozpatrzmy teraz kilka przypadkéw szczegélnych row-
nania Ax -f- By -j-C— 0.

1. C= 0. Roéwnanie Ax~\~By —0 przedstawia prosta
wiasciwg, przechodzaca przez poczatek ukiadu spoétrzednych,
albowiem spoétrzedne poczatku uktadu spétrzednych, t |j.
liczby 0, O, czynig temu réwnaniu zado$¢. Gdyby oprocz
spotczynnika C byt réwnym 0 spétczynnik B, wzglednie 4,
to rownanie nasze redukowaloby sie do roéwnania X= 0,
wzglednie y = 0, przedstawiatoby wiec ono 0§ y-ow,
wzglednie 0$ sow.

2. B= 0. Roéwnanie Ax-j- C—0 mozemy sprowadzi¢ do

postaci X ==— przedstawia wiec ono prostg wilasciwa,

rébwnolegta do osi y-6w.
3. 4= 0. Rownanie By -f-C= 0 mozemy sprowadzi¢ do

postaci y —— Q, przedstawia wiec ono prosta wiasciwa,
rownolegtg do 0Si atow.
§ 7. Dwa réwnania jednoczesne 4, x-\- Bxy -f- q: 0

i Axx-\- B.,y-\- C2= 0, w ktérych przynajmniej jeden ze spot-
czynnikoéw AN i Bu jak réwniez przynajmniej jeden ze spoéh-



czynnikéw Ao i Bo, jest rozny od 0. — Niechaj beda dane
2 réwnania stopnia 1-go z dwiema niewiadomemi:

ktoérych spotczynniki sg liczbami niekoniecznie rzeczy-
wiste mi (lecz, oczywiscie, skoriczonemi), przyczem przynaj-
mniej jeden ze spoéiczynnikédw A { i Bu jak réwniez przynaj-
mniej jeden ze spotczynnikéw A> i B>, jest ré6zny od O.

Gdyby spoétczynniki odpowiednie tych dwu réwnan byty
wzajemnie proporcjonalne, t. zn. gdyby byto:

(2

to w takim razie kazde 2 liczby x iy, spetniajgce jedno z tych
dwu réwnan, spetniatyby réwniez drugie réwnanie.
Zatozmy teraz, ze

0)

tatwo mozemy sie przekonaé¢, ze w tym przypadku niema
takich dwu liczb skonnczonych x iy, ktére obydwu réw-
naniom (1) jednocze$nie czynityby zados$¢.

Przypusémy bowiem, ze takie 2 liczby skonczone iy
istniejg, t. zn.

Wartos¢ stosunkow oznaczmy przez Q t zn.

©
Z roéwnosci (5 wynika:
(6) Ai= qAoi Bx= gBa

Pomnézmy drugg z réwnosci (4) przez p. Otrzymamy wtedy
OAo x*-j- g Boy1-j- qco = 0, czyli [rown. (6)]:

U



Odejmijmy teraz réwnos¢ (7) od pierwszej z réwnosci (4).
Otrzymamy C, — g C2— 0, skad wynika:

)

Z rownosci (5) i (8) wynika:

co przeczy zatozeniu, ze sg speinione warunki (3). A zatem
nie jest mozliwem, aby w rozpatrywanym przypadku istniaty
2 liczby skonczone xl i y\ spelniajace rownania (1).

W koncu, jezeli

©

to istniejg wtedy dwie i tylko dwie liczby skonczone X iy,
spetniajace rownania (1), mianowicie liczby:

8 8 Warunek rownolegtosci dwu prostych wiascivwych,
lezgcych w jednej ptaszczyznie wAasciwej. — Niechaj bedzie
dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej plaszczyznie 2 proste
wiasciwe @, i d> Poza tem niechaj bedzie dany w tej ptasz-
czyznie wiasciwej uktad plaski spotrzednych Descartes a.

Og6t punktéw wiasciwych prostej whasciwej d\ mozemy
przedstawié¢ przez réwnanie

@) Ai X -j- BMY-j- C\= 0,
ktérego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przyczem przy-
najmniej jeden ze spotczynnikéw A, i 5, jest rézny od O (8 3).

Analogicznie, ogo6t punktéw wiasciwych prostej wiasci-
wej d. mozemy przedstawi¢ przez réwnanie



ktérego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden ze spotczynnikéwA, i B> jest rozny od O.

Gdyby spoétczynniki odpowiednie réwnan (1) i (2) byty
wzajemnie proporcjonalne, t zn. gdyby byto

©)

to wtedy kazde 2 liczby a: iy, spetniajgce jedno z posréd
rownan (1) i (2), spetniatyby takze drugie réwnanie, a zatem
kazdy punkt wiasciwy iednej z posrod prostych dxi d, na-
lezatby i do drugiej prostej, t. zn. proste dxi d> nakry-
watyby sie.

Jezeli sg spetnione warunki

@

to wtedy (§7) niema takich dwu liczb skonczonych a iy,
ktére spetniatyby jednoczesnie obydwa réwnania (1) i (2),
a zatem niema takiego punktu wilasciwego, ktory nalezatby
jednoczesnie do obydwu prostych witasciwych dxi d2 innemi
stowy proste dxi d2 sg réwnolegte.

W koncu, jezeli jest spetniony warunek

to wtedy (§87) istnieja 2 i tylko 2 liczby skonczone X iy,
spetniajace jednoczesnie obydwa réwnania (1) i (2), miano-
wicie liczby:

©)

A poniewaz te 2 liczby sa rzeczywiste, przeto sa one spét-
rzednemi pewnego w zupetnosci okreslonego punktu wiasci-
wego. W tym wiec przypadku proste dxi d2posiadajg jeden
i tylko jeden punkt witasciwy wspoélny.
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Uwazajac wiec nakrywanie sie dwu prostych za przypa-
dek szczeg6lny ich réwnolegtosci, mozemy wypowiedzie¢ twier-
dzenie nastepujace:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym réw-
nolegtosci dwu prostych wtasciwych A{x-\- BAyA-
-j-C, =0 i Aox-\-B,y-\- C2= 0 jest spetnienie row-
nosci A_,X— 6:) Jeseli ponad'to**\ %)\: “* to pro-

2
A %lQ

sfe dane nakrywajq sie, jezeli za§

to te proste nie nakrywajg sie.

§ 9. Spotrzedne punktu w ukladzie plaskim spotrzednych
jednorodnych punktowych Hcsse’go. — Niechaj bedzie dana
ptaszczyzna wiasciwa i w tej ptaszczyznie ukiad spotrzednych
Descartesa.

Spéitrzednemi jednorodnemi Hesse'go pun-
ktu wtasciwego, ktérego spétrzednemi Descar-
tes asg liczby x iy, nazywamy 3 liczby rzeczy-
wiste skonczone X Y,Z z ktéorych liczba Z jest
ré6zna od 0 i ktdre spetniajga warunek:

@ X:Y:Z=x:y:l.

Z tej definicji wynika wiec, ze spétrzedne Descartes a
X,y jakiego$s punktu wlasciwego wyrazajg sie przez spotrzedne
jednorodne Hesse'go X, Y, Z tego punktu w spos6b nastepujacy:

Punkt wilasciwy swoich spotrzednych jednorodnych
Hessego Z, Y, X nie okres$la jednoznacznie. Jezeli mianowicie
spotrzednemi Descartes’a punktu wiasciwego sg liczby x iy,
to za spoOtrzedne jednorodne Hesse'go tego punktu mozemy
uwazaé¢ kazda trojke liczb U, ly, \ gdzie Aoznacza jakakol-
wiek liczbe rzeczywistg skoriczong, rézna od 0, przyczem
poza temi tréjkami niema innych tréjek liczb rzeczywistych
skonczonych, ktére mogltyby by¢ uwazane za spoéirzedne
jednorodne Hesse go rozpatrywanego punktu wiasciwego.
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Natomiast, odwrotnie, kazde 3 liczby rzeczywiste skon-
czone X, vy, Z, z ktorych liczba Z jest rozna od O, mozemy
Nnwaza¢ za spétrzedne jednorodne Hesse'go pewnego w zu-
petnosci okreslonego punktu wiasciwego, mianowicie punktu,

X
ktérego spotrzednemi Descartes a sg liczby ™ | ¥

Spoétrzednemi jednorodnemi Hessego
punktu niewtasciwego,- nalezgcego do prostej
wtasciwej AXx-\-ByXC = 01 nazywamy 3 liczby
rzeczywiste skonczone X vy Z spetniajgce wa-
runki nastepujgce:

D liczba Z jest rowna O

2 przynajmniej jedna z liczb Xi Y jest ré6zna
od O;

3 pomiedzy liczbami X i Yoraz spoétczynni-
kami Ai 8 rébwnania prostej wtasciwej, zawie-
rajacej rozpatrywany punkt niewtasciwy, za-
chodzi zaleznos$¢

3 X\Y=B\—A.

Wedtug tej definicji spétrzedne jednorodne Hesse'go
punktu niewtasciwego zalezg od spétczynnikéw réwnania
prostej wilasciwej, zawierajgcej ten punkt. Moznaby wiec
zapytaé, jakie rdéwnanie prostej wilasciwej, zawierajacej roz-
patrywany punkt niewtasciwy, mamy w tej definicji na mysli,
albowiem istnieje nieskonczenie wiele réwnan, ktdére przed-
stawiajg prosta wiasciwa, zawierajaca ten punkt niewlasciwy.

Aby otrzyma¢ odpowiedZ na to pytanie, zwréémy uwage
na to, iz 2 proste wiasciwe posiadajga ten sam punkt nie-
wiasciwy wtedy i tylko wtedy (Wstep, Ill), gdy sg do siebie
rownolegte (nakrywanie sie dwu prostych uwazamy za przy-
padek szczegélny ich réwnolegtosci). A zatem 2 réwnania
Axx-{-Bxy Ci—0 i A2x-\-By C>= 0, ktérych spdt-
czynniki sg liczbami rzeczywistemi, przyczem zaréwno przy-
najmniej jeden ze spdiczynnikéw Axi Bu jak tez przynaj-
mniej jeden ze spotczynnikéw A2 i B2 jest rézny od O,
przedstawiaja 2 proste wiasciwe, posiadajgce ten sam punkt



niewtasciwy, wtedy i tylko wtedy, gdy jest spetlniony waru-
nek (8 8):

@ ai:a, = bi\b,1
czyli
®) By\—A\= B, \—A,

Jezeli zatem réwnania Atx -f-BMy-f- Cx= 0 i A, x-\-
-f- Boy -f- &= 0 przedstawiajg 2 proste wilasciwe, posiadajace
ten sam punkt niewtasciwy, to wtedy powiedzenie, ze 2 liczby
X i y spetniajg warunek

(6) X: y=Bx—Au

jest zupetnie réwnoznaczne z powiedzeniem, ze te liczby
spetniaja warunek

U X\y=B ,\—A,.

Stad wiec wynika, iz to, jakie rownanie prostej wiasci-
wej, zawierajacej rozpatrywany punkt niewlasciwy, bedziemy
mieli na mysli w podanej wyzej definicji spotrzednych jedno-
rodnych Hesse'go punktu niewtasciwego, nie bedzie miato na
te definicje zadnego wptywu.

A zatem: W podanej wyzej definicji spot-
rzednych jednorodnych Hesse'go punktu nie-
wtasciwego przez réwnanie prostej wtasciwej,
zawierajgcej ten punkt niewtasciwy, mozemy
rozumieé jakiekolwiek rownanie takiej prostej.

Punkt niewtasciwy swoich spétrzednych jednorodnych
Hesse'go X, Y, Z nie okresla jednoznacznie. Jezeli miano-
wicie punkt niewtasciwy nalezy do prostej wiasciwej AX -f-
-j-By -j-C= 0, to za spétrzedne jednorodne Hesse'go tego
punktu mozemy uwaza¢ kazda trojke liczb zB, — aA 0, gdzie
Aoznacza jakakolwiek liczbe rzeczywistg skonczong, réznag
od O, przyczem poza temi tréjkami niema innych tréjek liczb
rzeczywistych skonczonych, ktére mogltyby by¢ uwazane za
spotrzedne jednorodne Hesse'go rozpatrywanego punktu nie-
wiasciwego.
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Natomiast, odwrotnie, kazde 3 liczby rzeczywiste skon-
czone X, Yy, Z, z ktérych liczba Z jest réwna 0, lecz przy-
najmniej jedna z liczb X i Y jest r6zna od 0, mozemy uwazac
za spotrzedne jednorodne Hesse'go pewnego w zupetnosci
okreslonego punktu niewtasciwego, mianowicie punktu nie-
wiasciwego, nalezgcego do prostej whasciwej Yx— Xy -f- C= 0,
gdzie C oznacza jakagkolwiek liczbe rzeczywistg skoriczong.

Z rozwazann 8 niniejszego wynika wiec, iz kazde
3 liczby rzeczywiste skonczone X Y, Z z kté rych
przynajmniej jedna liczba jest r6zna od 0, moga
by¢ uwazane za spo6irzedne jednorodne Hessego
pewnego w zupeinosci okreslonego punktu.
Liczby 0, O, 0 za spo6trzedne jednorodne Hesse'go punktu
uwazane by¢ nie moga.

Jezeli pomiedzy tréjka liczb rzeczywistych skonczonych
Xu Yu Zu z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od
0, oraz trojka liczb rzeczywistych skonczonych X2 Y2 Z
z ktérych przynajmniej jedna liczba jest r6zna od 0, zachodzi
zaleznos¢
® X\ yx\zx=x,\ y,\z&

to wtedy i tylko wtedy te obiedwie trdjki, uwazane za trojki
spétrzednych jednorodnych Hessego punktéw, przedstawiajg
jeden i ten sam punkt.

Jezeli z posrod trzech liczb rzeczywistych skonczonych
X, Y, Z, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od O,
liczba X, wzglednie Y, wzglednie Z jest réwna 0, to wtedy
i tylko wtedy te 3 liczby, uwazane za spdtrzedne jednorodne
Hesse go punktu, przedstawiaja punkt, lezacy na osi y-ow,
wzglednie na osi aow, wzglednie na prostej niewlasciwej.

Liczby 1, 0, O, wzglednie 0, 1,0, wzglednie 0, 0, 1, uwa-
zane za spoétrzedne jednorodne Hesse go punktu, przedsta-
wiaja punkt niewtasciwy 0si a-ow, wzglednie punkt niewta-
sciwy osi y-6w, wzglednie poczatek ukiadu spétrzednych.

WprowadziliSmy tu spétrzedne jednorodne Hesse'go pun-
ktu, wyszediszy z pewnego ukiadu ptaskiego spotrzednych
Descartes’a. | dlatego tez te spotrzedne jednorodne Hesse'go
punktu bedziemy nazywali spétrzednemi punktu
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w uktadzie ptaskim spotrzednych jednorod-
nych punktowych Hesse'go, podporzgdkowa-
nym danemu uktadowi pltaskiemu spétrzednych
Descartes' a,

Zamiast moéwic: ,punkt, ktoérego spotrzednemi jedno-
rodnemu Hessego sg liczby X Y, Z,” czesto mowimy wprost:
ounkt {X, y, zy\

§ 10. Rownanie, przedstawiajgce ogot punktéw prostej
w ukladzie plaskim spétrzednych jednorodnych punktowych
Hesse'go. — Niechaj bedzie dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej
ptaszczyznie uklad spotrzednych Descartes a. Wezmy pod
uwage w tej plaszczyznie jakgkolwiek prosta wiasciwg d

W danym uktadzie ptaskim spétrzednych Descartes'a og6t
punktéw wiasciwych prostej wiasciwej d mozemy przedstawic
przez réwnanie (8 3

U Ax + By + C-O,

ktérego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden ze spétczynnikéw A i B jest rézny od O.

Wstawmy w réwnanie (1) zamiast X i y wyrazenia |X

i nastepnie otrzymane w ten spos6b réwnanie pomnézmy
przez Z Otrzymamy wtedy réwnanie

@ AX~B y-\-cz=o.

Spotrzedne Descartes'a X, y kazdego punktu wiasciwego
prostej witasciwej d spetniajg réwnanie (1), a zatem spétrzedne
jednorodne Hesse'gd X, Y, Z kazdego punktu wiasciwego
prostej d spetniajg réwnanie (2).

Odwrotnie, wezmy pod uwage jakiekolwiek 3 liczby
rzeczywiste skonczone X, Y, Z, z ktorych liczba Z jest rézna
od O i ktdére spelniajg réwnanie (2). Te 3 liczby, uwazane za
spotrzedne jednorodne Hesse'go punktu, przedstawiajg punkt
wiasciwy, ktorego spétrzedne Descartes'a spetniaja réwnanie
(1), ktéry zatem nalezy do prostej whasciwej d.

Jezeli wiec kazde 3 liczby rzeczywiste skonczone X1Y,Z 4=0
bedziemy uwazali za spo6trzedne jednorodne Hesse'go punktu,

F. Wtodarski, Geom. anal. pt., cz. I * 5



66 —

to w takim razie ogdét trojek liczb rzeczywistych skonczonych
X, vy, Z 4=0, spetniajacych rdéwnanie (2), bedzie przedstawiat
0ogot punktéw wiasciwych prostej wihasciwej d.

Mowilismy tu o tréjkach liczb rzeczywistych skornczonych
X, Y, Z4=0, spetniajacych réwnanie (2). Te trojki nie stanowig
jednak ogétu tréjek liczb rzeczywistych skonczonych X, Y, Z,
spetniajagcych réwnanie (2). Otrzymamy mianowicie o0go6t
tréjek liczb rzeczywistych skonczonych X Y, Z, spetniajacych
rownanie (2), jezeli do wymienionych wyzej tréjek liczb do-
taczymy wszystkie trojki liczb rzeczywistych skoriczonych
X, Y, Z, spelniajgce warunek

z: y.:z= b.:—ao,

innemi stowy wszystkie trojki liczb aB,— &4, 0, gdzie a 0znacza
jakakolwiek liczbe rzeczywista skonczona.

Do tych ostatnich trojek nalezy tréjka 0, 0, 0, odpowiada
ona mianowicie wartosci a= 0. | ta wihasnie trojka liczb
0, 0, 0 jest jedyna trojka z posrod wymienionych tréjek liczb
aB,— a/4,0, nie mogaca byé uwazang za trojke spétrzednych
jednorodnych Hesse'go punktu. Kazda inna z posréd wy-
mienionych trdjek liczb B, — aA 0, t zn. kazda trdjka
IB, — a/4,0, gdzie$ oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywistg
skonczong, rozng od 0O, moze by¢ uwazana za trdjke
spétrzednych jednorodnych Hesse'go pewnego w zupetnosci
okreslonego punktu, mianowicie punktu niewtasciwego prostej
wiasciwej d (89).

Jezeli wiec kazde 3 liczby rzeczywiste skonhczone
X, Y,Z, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest od 0 rézna,
bedziemy uwazali za spo6trzedne jednorodne Hesse'go punktu,
to w takim razie og6t trdjek liczb rzeczywistych skoriczonych
X vy, Z, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest od 0 rd6zna
i ktoére spetniajg réwnanie (2), bedzie przedstawiat og6t+ punk-
tow prostej wiasciwej d, t. zn. nietylko og6t punktéow wiasci-
wych tej prostej, lecz og6t jej punktéw wiasciwych oraz jej
punkt niewtasciwy. Wyrazamy to, moéwiac, iZzréwnanie (2
przedstawia o096t punktéw prostej witasci-
wej d
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Wezmy teraz pod uwage réwnanie
® 0.2+ 0.y-]-cz= o

gdzie C oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywista skoriczona,
rézng od O.

Opierajac sie na definicji spétrzednych jednorodnych
Hesse'go punktu niewtasciwego (8 9), mozemy powiedziec, iz
sp6trzedne jednorodne Hesse'go kazdego punktu niewtasci-
wego spetniajg réwnanie (3).

Odwrotnie, jezeli jakie$ 3 liczby rzeczywiste skoriczone
XV, Z, z ktorych przynajmniej jedna liczba jest rézna od
0, spetniajg rownanie (3), to w takim razie mozemy powie-
dzie¢, iz z posrod tych trzech liczb X vy, Z liczba Z jest na-
pewno réwna 0, natomiast rézng od O jest przynajmniej jedna
z liczb X iy, a zatem te 3 liczby, uwazane za spo6trzedne
jednorodne Hesse'go punktu, przedstawiaja pewien punkt
niewtasciwy.

Jezeli wiec kazde 3 liczby rzeczywiste skonczone X v, Z,
z ktoérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od O, bedziemy
uwazali za sp6trzedne jednorodne Hesse'go punktu, to w takim
razie ogot trdjek liczb rzeczywistych skoriczonych X vy, Z,
z ktorych przynajmniej jedna liczba jest rozna od O i ktore
spetniajg réwnanie (3), bedzie przedstawiat ogét punktéw nie-
wilasciwych danej ptaszczyzny witasciwej, innemi stowy ogot
punktéw prostej niewlasciwej, lezacej w danej ptaszczyznie
wihasciwej. Wyrazamy to, mdwiac, iz rOwnanie (3 przed-
stawia o0g06t punktéw prostej niewtasciwej,
lezacej w danej ptaszczyznie wiasciwej.

Poniewaz my tu ograniczamy sie do rozpatrywania tylko
liczb skonczonych, przeto kazdy z iloczynéw 0. X i 0.y jest
zawsze rowny 0, réwnanie (3) jest zatem roéwnoznaczne
z rownaniem CZ —O0, czyli, poniewaz C =0, z rdéwnaniem

@ Z=0.

Rozwazania § niniejszego pozwalajg nam wiec wypo-
wiedzie¢ twierdzenie ,nastepujace:
W uktadzie ptaskim spoétrzednych jedno-
rodnych punktowych Hesse'go o0gét punktow
5>



jakiejkolwiek prostej mozemy przedstawié
przez rownanie AX-\-BY-\-CZ= 0, ktorego spét-
czynniki sa liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden z tych spoétczynnikdé w jest
rézny od 0 Jezeli dana prosta jest prosta
wtasciwg, to w takim razie przynajmniej jeden
ze spotczynnikéw A i B wymienionego réw-
nania jest rozny od 0 jezeli zas dana prosta
jest prosta niewtasciwag, to wtedy kazdy ze
spotczynnikéw A i B jest rowny 0O,

Zamiast moéwié, iz rownanie AX-\-B YA- CZ= 0 przed-
stawia o0g6t punktéw pewnej prostej, czesto méwimy wprost,
iz ono przedstawia te prostg, i przytem samo réwna-
nie nazywamy roéwnaniem wymienionej prostej
w uktadzie ptaskim spétrzednych jednorodnych
punktowych Hesse’go.

Tak samo zamiast mowié: ,prosta, ktorg przedstawia
réownanie AX->3BY-f-CZ= 0, czesto moéwimy wprost:
.prosta AXA-B YA-CZ= 0"

§ 11. Interpretacja geometryczna réwnania AX-\- BY -\
-f-CZ= 0, ktérego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi,
przyczem przynajmniej jeden z nich jest rézny od 0, w ukiadzie
ptaskim spétrzednych jednorodnych punktowych Hesse'go. —
Niechaj bedzie dane réwnanie

@ AX+ BY+CZ = 0,

ktérego spoétczynniki sa liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden z nich jest rézny od O.

Wezmy pod uwage jakakolwiek ptaszczyzne wiasciwg
i w tej plaszczyznie ukiad spétrzednych Descartesa oraz
podporzagdkowany mu ukiad spétrzednych jednorodnych
punktowych Hesse'go. Jezeli kazda tréjke liczb rzeczywistych
skonczonych, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna
od O, bedziemy uwazali za spétrzedne jednorodne Hesse go
punktu, to wtedy ogétowi trojek liczb rzeczywistych skoriczo-
nych X, Y, Z, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna
od 0 i ktére spetniajg réwnanie (1), bedzie odpowiadat w roz-
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patrywanej plaszczyznie wlasciwej pewien zbidr punktdow.
O réwnaniu (1) bedziemy mowili, ze ono ten zbiér punktéw
przedstawia.

Przypus¢émy najpierw, ze przynajmniej jeden ze spétczyn-
nikéw A i B réwnania (1) jest rézny od 0. Mozemy wtedy
powiedzie¢, ze roéwnanie

¥ Ax+ By+ C=0

w rozpatrywanym uktadzie ptaskim spétrzednych Descartes a
przedstawia og6t punktow wiasciwych pewnej prostej wiasciwej
d (8 6). A w takim razie, opierajgc sie na rozwazaniach,
podanych w § 10, mozemy powiedzie¢, ze réwnanie (1) przed-
stawia 0g6t punktéw prostej whasciwej d

Przypusémy teraz, ze kazdy ze spotczynnikow A i B
rownania (1) jest réwny 0. Wtedy, jak to widzieliSmy w § 10,
rownanie (1) przedstawia og6t punktéow prostej niewlasciwej.

Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

W uktadzie ptaskim spotrzednych jedno-
rodnych punktowych Hesse'go réwnanie AX-\-
--By-j-CZ= 0 ktérego spdtczynniki sg liczbami

rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden
z nich jest r6zny 0dO, przedstawia og6t pui>
ktow prostej. Jezeli przynajmniej jeden ze

spotczynnikéw AiBrozpatrywanego réwnania
jest rézny od O to wymieniona prosta jest wtedy
prostg wtasciwa, jezeli za$ kazdy ze spéiczyn-
nikéw A i B jest réwny 0 to wtedy jest ona
prostag niewtasciwg.

To twierdzenie jest odwrotnem wzgledem twierdzenia,
wypowiedzianego w § 10.

Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw szczeg6lnych row-
nania A X~\-By + c z = 0.

1) C= 0. Réwnanie AX-\-BY = 0 przedstawia prosta,
przechodzaca przez poczatek ukitadu spoétrzednych, albowiem
sp6trzedne poczatku uktadu spétrzednych, t. j. liczby (8 9)
0, 0, 1, czynig temu rownaniu zadosc.

2) B= 0. Rownanie AX-f- CZ= 0 przedstawia prosta,
przechodzacg przez punkt niewtasciwy osi y-6w, t zn. row-



nolegta do osi y-6w, albowiem spoétrzedne punktu niewtasci-
wego osi y-6w, t j. liczby (89) 0O, 1,0, czynig temu réwnaniu
zado$¢.

3) /4= 0, Réwnanie BY-f-CZ= 0 przedstawia prosta,
przechodzaca przez punkt niewtasciwy osi a&ow,t zn, réwno-
legta do osi eow, albowiem spoéirzedne punktu niewtasci-
wego osi aow, th. liczby (89) 1, 0, 0, czynig temu réwnaniu
zados¢.

4) Réwnanie X= 0, wzglednie V= 0, wzglednie Z= 0,
przedstawia 0$ y-0w, wzglednie 0§ aow, wzglednie prostg
niewtasciwa.

Uwaga. RozpatrywaliSmy tu rdéwnanie jednorodne
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi AX-\-BYN-CZ= 0.
Moznaby teraz zapytaé¢, co przedstawia réwnanie ogélne
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi

&) /AX+ 0y+CZ + D= Q

ktérego spoéiczynniki sg liczbami rzeczywistemi, jezeli przez
niewiadome bedziemy rozumieli w tem réwnaniu sp6trzedne
jednorodne Hesse'go punktu.

Przypadek szczeg6lny, gdy D= 0, rozpatrzyliSmy juz, mo-
zemy wiec teraz zatozyé, ze D4=0. Poza tem zakladamy,
oczywiscie, ze przynajmniej jeden ze spotczynnikow A, B, C
rownania (3) jest rézny od O, w przeciwnym bowiem razie
wartosci skoriczone, spetniajgce réwnanie (3), nie istniatyby.

Jezeli jaki$ punkt nalezy do prostej AX-\xB Y-j-CZ = 0,
to jego spoéirzedne nie mogag, oczywiscie, rownaniu (3) czynic
zados¢.

Wezmy pod uwage jakikolwiek punkt P, nie nalezacy do
prostej AX-j-BY-f-CZ= 0. Niechaj Xu YuZ] beda spotrzed-
nemi jednorodnemi Hesse'go tego punktu. W takim razie
liczby aAi, XYt 1ZU gdzie czynnik a jest réwny jakiejkolwiek
liczbie rzeczywistej skonczonej, réznej od 0, tez mozemy uwa-
za¢ za spoétrzedne jednorodne Hesse go punktu P. Lecz czyn-
nikowi a zawsze mozemy nada¢ takg warto$¢ rzeczywistg
skoriczona, rézng od 0, ze liczby '/Xu IYU aZ{ bedg czynity réw-
naniu (3) zadosé. Wystarczy mianowicie w tym celu wstawi¢
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w rownanie (3) zamiast X, Y, Z wielkosci t-Xu ).YX +Zx i na-
stepnie obliczy¢ z tego réwnania K Otrzymamy wtedy

Liczby zatem

uwazane za spoétrzedne jednorodne Hesse go punktu, przed-
stawiajg punkt P, i przytem te liczby czynig réwnaniu (3)
zadosé, t zn. punkt P nalezy do zbioru punktéw, przedsta-
wionego przez réwnanie (J).

A poniewaz punkt P jest dowolnym punktem rozpa-
trywanej ptaszczyzny wdasciwej, nie nalezacym do prostej
AX-f-BY+CZ = 0, przeto ré6wnanie (3 przedstawia
0go0t punktéow rozpatrywanej ptaszczyzny wta-
Sciwej, z wyjatkiem punktéw prostej AXXBY-\-
-]-CZ=0.

Jezeli trojka liczb, stanowigca spoétrzedne jednorodne
Hessego pewnego punktu, czyni jakiemu$ réwnaniu zados¢,
to wtedy i tylko wtedy kazda inna tréjka liczb, stanowiaca
spotrzedne jednorodne Hesse'go tego samego punktu, tez be-
dzie czynita wymienionemu réwnaniu zadosé, gdy to réwnanie
jest jednorodnem.

§ 12. Spotrzedne prostej w ukladzie plaskim spotrzed-
nych jednorodnych linjowych Hesse’'go. — Niechaj bedzie
dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej ptaszczyznie ukitad spoét-
rzednych Descartesa oraz podporzgdkowany mu ukiad spot-
rzednych jednorodnych punktowych Hesse go.

Spotrzednemi jednorodnemi Hessego pro-
stej AX-\-BYA-CZ= {) nazywamy 3 liczby rzeczy-
wiste skonczone U V, IV, z ktorych przynajmniej
jedna liczba jest r6zna od 0 i ktéore spetniaja
warunek:



Mogtoby tu powstaé pytanie, jakie réwnanie rozpatrywanej
prostej mamy w tej definicji na mysli, albowiem istnieje
nieskoniczenie wiele rownan, przedstawiajgcych te sama prosta.

Aby otrzymaé¢ odpowiedZ na to pytanie, zwréémy uwage
na to, iz jezeli 2 rownania AXX-\-BxY-j- CxZ=0 i A>X-\-B2Y~)r
-\-C2Z= 0 przedstawiajg jedna i te sama prostg, to wtedy
kazde 3 liczby rzeczywiste skonczone, spetniajgce ktérekol-
wiek z tych dwu réwnan, spetniajg rowniez drugie réwnanie,
to za$, jak wiemy z Algebry, zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spetniony warunek Ax\A>= Bx*B2= Cx\C2 czyli

@ ax:blicl= a2:b2: c,

Stad wiec wynika, iz to, jakie réwnanie rozpatrywanej
prostej bedziemy mieli na mysli w podanej wyzej definicji
spétrzednych jednorodnych Hessego prostej, nie bedzie
miato na te definicje zadnego wplywu. Mozemy wiec- przez
wymienione tam roéwnanie rozumie¢ jakiekolwiek réwnanie
rozpatrywanej prostej,

Prosta swoich sp6trzednych jednorodnych Hesse go U, V,
W nie okres$la jednoznacznie. Za spétrzedne jednorodne
Hessego prostej AX-f-B CZ = 0 mozemy mianowicie
uwaza¢ kazdg trojke liczb aA aB, AC, gdzie a oznacza
jakakolwiek liczbe rzeczywistg skoriczonag, rézng od 0O, przy-
czem poza temi trojkami niema innych tréjek liczb rzeczy-
wistych skonczonych, ktére mogtyby byé uwazane za spoét-
rzedne jednorodne Hesse'go rozpatrywanej prostej.

Natomiast, odwrotnie, kazde 3 liczby rzeczywiste skon-
czone U V, W z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna
od 0, mozemy uwaza¢ za spétrzedne jednorodne Hesse go
pewnej w zupetnosci okreslonej prostej, mianowicie prostej
UX-\-VY-\-WZ = 0. Liczby 0,0, 0 za sp6trzedne jednorodne
Hesse go prostej uwazane byé nie moga.

Jezeli z posrdd 3-ech liczb rzeczywistych skonczonych
U, V. W z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od
0, liczba U, wzglednie V, wzglednie W, jest réwna 0, to wtedy
i tylko wtedy te 3 liczby, uwazane za spétrzedne jednorodne
Hesse go prostej, przedstawiajg prosta UXA-VV-\-WZ—0,
ktorej roéwnaniu czynig zado$¢ wartosci X=1, y= 0, Z= 0Of



wzglednie X= Q Y= 1, Z= 0, wzglednie X= 0, Y—Q Z = |,
ktéra zatem przechodzi (8 9) przez punkt niewtasciwy osi
a>6w (t. zn. jest réwnolegta do osi a>6w), wzglednie przez
punkt niewlasciwy osi y-6w (t zn, jest réwnolegta do osi
y-6w), wzglednie przez poczgtek uktadu spétrzednych.
Liczby 1, 0,0, wzglednie 0, 1,0, wzglednie 0, O, 1, uwazane
za spotrzedne jednorodne Hesse'go prostej, przedstawiajg 0$
y-0w, wzglednie oS ako6w, wzglednie prostg niewtasciwa.
Jezeli pomiedzy trojkg liczb rzeczywistych skornczonych
Uu t z ktoérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od
0, oraz tréjka liczb rzeczywistych skonczonych U2 VA WA
z ktérych przynajmniej jedna liczba jest r6zna od O, zachodzi
zaleznos¢:
©) wa

to wtedy i tylko wtedy te obiedwie tréjki, uwazane za trojki
spotrzednych jednorodnych Hessego prostych, przedstawiaja
jedng i te samg prosta.

Zamiast mowi¢: ,prosta, ktdérej spétrzednemi jednorodnemi
Hesse'go sg liczby U, V, W*“ mozna powiedzie¢ wprost: ,prosta
[U KWu

WprowadziliSmy tu spotrzedne jednorodne Hesse'go
prostej, wyszedtszy z pewnego ukiadu ptaskiego spoétrzednych
Descartesa. | dlatego tez te spdtrzedne jednorodne Hes-
sego prostej bedziemy nazywali sp6itrzednemi prostej
w uktadzie ptaskim spoétrzednych jednorod-
nych linjowych Hesse'go, podporzgdkowanym
danemu uktadowi ptaskiemu spétrzednych
Descartes'a.

Uktad ptaski spoétrzednych jednorodnych punktowych
Hesse'go oraz uklad ptaski spoétrzednych jednorodnych linjo-
wych Hesse'go, podporzadkowane jednemu i temu samemu
uktadowi spotrzednych Descartes a, nazywamy zwigzanymi
z sobg. Obydwa te ukiady, razem wziete, tworzg uktad
spétrzednych jednorodnych Hessego, podpo-
rzgdkowany wymienionemu uktadowi spoét-
rzednych Descartesa.



§ 13. Rownanie, przedstawiajgce og6t prostych, przecho-
dzacych przez jeden punkt, w ukiadzie plaskim spotrzednych
jednorodnych linjowych Hesse'go. — Niechaj bedzie dana pta-
szczyzna wilasciwa i w tej ptaszczyznie uktad spétrzednych
Descartes’'a oraz podporzadkowany mu uktad spétrzednych
jednorodnych Hesse'go.

Wezmy w tej ptaszczyznie pod uwage pewien punkt P,
ktérego spotrzedne jednorodne Hesse'go oznaczmy przez
Xu yuZi.

Niechaj prosta (t/', V\ W) bedzie jakagkolwiek prosta,
przechodzaca przez punkt P. Og6t punktéw prostej [U\ V\ W)
mozemy przedstawié¢ przez réwnanie (§ 12):

0 ux+vly+wlz=$.

Poniewaz, wedtug zatozenia, punkt P do prostej [U\ V', W)
nalezy, przeto jego spoOtrzedne muszg réwnaniu (1) czynié
zado$¢, t zn, mamy:

¥ U'Xx+ Viy"W*ZI1= Q.
Wezmy teraz pod uwage réwnanie
0y xlu+ylv+zitp=o,

w ktérem U V, W sg niewiadomemi.

Z rownosci (2) wynika, iz spotrzedne jednorodne Hesse'go
prostej [U\ P‘, W] czynia temu réwnaniu zado$¢. Lecz prosta
[U\ V\ WR jest dowolng prosta, przechodzaca przez punkt P,
mozemy wiec powiedzieé, iz spétrzedne jednorodne Hesse go
kazdej prostej, przechodzacej przez punkt P, czynig réwna-
niu (3) zados¢.

Odwrotnie, niechaj U I/“, IL" beda liczbami rzeczywis-
temi skonhczonemi, z ktérych przynajmniej jedna jest rézna
od 0 i ktore spetniajga réwnanie (3), t. zn. czynig zado$¢ wa-
runkowi:

)" XIu“+ y, v+ zlw'=o

Poniewaz przynajmniej jedna z liczb rzeczywistych skon-
czonych t/*, P“, W1 jest r6zna od 0, przeto mozemy te liczby
uwazaé za spoétrzedne jednorodne Hesse'go pewnej w zupet-



nosci okreslonej prostej (8§ 12). Ogo6t punktow tej prostej
przedstawia réwmanie:

©) UUX +V Uy +W “Z = 0.

Z réwnosci (4) wynika, iz spotrzedne jednorodne Hesse'go
punktu P czynig rownaniu (5) zados$¢, a zatem prosta [U\ 1/¢,
WU) przechodzi przez punkt P.

Jezeli wiec kazde 3 liczby rzeczywiste skonczone U, V, W,
z ktorych przynajmniej jedna liczba jest rézna od 0, bedziemy
uwazali za spo6trzedne jednorodne Hesse'go prostej, to w ta-
kim razie og6t tréjek liczb rzeczywistych skonczonych U, V, W,
z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od 0 i ktoére
spetniajg réwnanie (3), bedzie przedstawial og6t prostych,
przechodzacych przez punkt P. Wpyrazamy to, méwigc, iz
rownanie (3) przedstawia og6t prostych, prze-
chodzgcych przez punkt P.

Oznaczywszy liczby Xu YuZ, odpowiednio przez A B, C,
otrzymamy twierdzenie nastepujace:

W uktadzie ptaskim spétrzednych jedno-
rodnych linjowych Hesse'go og6t prostych, prze-
chodzacych przez jeden punkt, mozemy przed-
stawi¢ przez rownanie AUNBV-\-CW—0, ktoérego
spétczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przy-
czem przynajmniej jeden z nich jest rézny od O.

Zamiast mowié, iz réwnanie AUA-BVY CW= 0 przed-
stawia o0g6t prostych, przechodzacych przez pewien punkt,
czesto méwimy wprost, iz ono przedstawia ten punkt,
i przytem samo réwnanie nazywamy réwnaniem wymie-
nionego punktu w uktadzie ptaskim spétrzed-
nych jednorodnych linjowych Hesse'go.

Tak samo zamiast moéwic¢: ,punkt, ktéry przedstawia
réwnanie AU-\-BY CW—Q" czesto méwimy wprost: ,punkt
AU+BV+CW = VI

§ 14. Interpretacja geometryczna réwnania AU-\-BV-\r
-j- CW= 0, ktérego spoétczynniki sg liczbami rzeczywistemi,
przyczem przynajmniej jeden z nich jest rézny od 0, w uktadzie
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ptaskim spotrzednych jednorodnych linjowych Hesse'go. —
Niechaj bedzie dane réwnanie

L AU+BV+CW:= 0

ktérego spotczynniki sag liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden z nich jest rézny od O.

Wezmy pod uwage jakagkolwiek ptaszczyzne wiasciwg
i w tej plaszczyznie ukiad spoétrzednych Descartes a oraz
podporzadkowany mu ukiad spoétrzednych jednorodnych
Hesse'go. Jezeli kazdg tréjke liczb rzeczywistych skornczonych,
z ktorych przynajmniej jedna liczba jest rézna od 0, bedziemy
uwazali za spétrzedne jednorodne Hesse'go prostej, to wtedy
ogotowi trdjek liczb rzeczywistych skoriczonych U, V, W,
z ktorych przynajmniej jedna liczba jest rézna od O i ktore
spetniajag réwnanie (1), bedzie odpowiadatl w rozpatrywanej
ptaszczyznie witasciwej pewien zbiér prostych. O réwnaniu
() bedziemy méwili, ze ono ten zbior prostych przedstawia.

Poniewaz przynajmniej jedna z liczb rzeczywistych skon-
czonych A, B, C jest réozna od 0, przeto mozemy uwazac te
liczby za sp6trzedne jednorodne Hesse'go pewnego w zupetnosci
okreslonego punktu (8 9). A w takim razie z rozwazan,
podanych w § 13, wynika; iz rownanie (1) przedstawia og6t
prostych, przechodzacych przez ten punkt.

Mamy zatem:

W uktadzie ptaskim spdtrzednych jedno-
rodnych linjowych Hessego réwnanie AU-\-B V-j-
-J-CM/= 0, ktérego spoétczynniki sg liczbami rze-
czywistemi, przyczem przynajmniej jeden z nich
jest r6zny od 0O przedstawia og6ét prostych,
przechodzgcych przez jeden punkt.

To twierdzenie jest odwrotnem wzgledem twierdzenia,
wypowiedzianego w § 13.

Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw szczeg6lnych row-
nania AU~\-BV-\-CW= 0.

A C= 0. Rownanie AUArBV = 0 przedstawia punk
[A B, 0O), t zn. (8 9) pewien punkt, lezacy na prostej niewtas-
ciwej (a wiec wszystkie proste, ktorych spétrzedne czynig
temu réwnaniu zados$¢, sa do siebie réwnolegte).



2 B= 0. Réwnanie A\JAr CW = 0 przedstawia punkt
[A O C), t zn. (8 9 pewien punkt, lezacy .na osi a>o6w.

3) 4 =0 Rownanie BV-j-CW= 0 przedstawia punkt
(O, B, C), t zn. (§ 9) pewien punkt, lezacy na osi y-6wT

4) Roéwnanie U= 0, wzglednie V—O0, wzglednie W= 0,
przedstawia punkt (1, 0, 0), wzglednie (0, 1, 0), wzglednie
©, 0, 1), t zn. (8 9 rownanie U= 0 przedstawia punkt nie-
wiasciwy osi a&ow, rownanie k= 0 przedstawia punkt nie-
wiasciwy osi y-6w, réwnanie W= 0 przedstawia poczatek
uktadu spotrzednych.

Uwaga. RozpatrywaliSmy tu rownanie jednorodne
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi AU~\-BV-\-CW= 0.
Roéwnanie zas A U-\- B V-{-CW~\-D = 01 ktérego spotczynniki
sg liczbami rzeczywistemi, przyczem zaréwno spotczynnik D,
jak tez przynajmniej jeden ze spoéiczynnikow A, B, C, jest
rézny od O, w uktadzie ptaskim spétrzednych jednorodnych
linjowych Hesse go przedstawia o0g6t prostych rozpatrywanej
ptaszczyzny wilasciwej, z wyjgtkiem prostych, przechodzacych
przez punkt AUA-BV-\-CW= 0 (mozna tego dowie$¢ za
pomocg takiego samego rozumowania, jakie zastosowalisSmy
w Uwadze do § 11).

§ 15. RoOwnanie UX-f VY+ WZ= 0. — Wezmy pod
uwage roéwnanie
1) UX+ VY+ WZ= 0.

Uwazajmy nastepnie wystepujagce w tem réwnaniu wiel-
kosci X, y, Z za spo6irzedne jednorodne Hesse'go punktu,
natomiast wielkosci U, V, W za spétrzedne jednorodne Hesse'go
prostej.

Z rozwazah § 12 wynika, iz jezeli w réwnaniu (1) wiel-
kosci U, V, W sg statlemi, wielkosci zas X Y, Z zmiennemi, to
w takim razie réwnanie (1) przedstawia ogét punktéw prostej
[U, V, W. Natomiast z rozwazan § 13 i § 14 wynika, iz jezeli
w réwnaniu (1) wielkosci X, Y, Z sg statemi, wielkosci za$
U, V, W zmiennemi, to wtedy réwnanie (1) przedstawia ogét
prostych, przechodzacych przez punkt (Z, Z 2).



Réwnanie (1) przedstawia wiec albo prostag albo punkt
w zaleznosci od tego, czy wielkosci £/, V, W uwazamy za
state, wielkosci za$ X, Y,Z za zmienne, czy tez odwrotnie.
Dlatego tez réwnanie (1) nazywamy réwnaniem prostej,
wzglednie punktu, w postaci dwoistej wspdt-
rzednych jednorodnych.

Przyktady. Prosta (2, 1, 3) mozemy przedstawi¢ przez
rownanie 2X-\- Y-\-3Z = 0. Punkt (1, — 3, 4 mozemy przed-
stawi¢ przez rownanie U—3V-{-4W= 0. Za sp6irzedne
prostej 5X—2vy-]-3Z = 0 mozemy uwaza¢ liczby 5 —2, 3.
Za spotrzedne punktu 24/-j-5P — IV= 0 mozemy uwazaé
liczby 2, 5,— 1

§ 16. Uklad ptaski spotrzednych Pliicker'a. — Niechaj
bedzie dana ptaszczyzna wiasciwa i w tej ptaszczyznie ukiad
spbétrzednych Descartes a oraz podporzadkowany mu ukiad
spotrzednych jednorodnych Hesse'go. '

Wezmy pod uwage jakakolwiek prosta (U, V, W). Je-
zeli ta prosta nie przechodzi przez poczatek uktadu spot-
rzednych, to w takim razie W4=0 (§ 12).

Spotrzednemi Pliicker'a prostej, nie prze-
chodzgcej przez poczagtek uktadu spéirzed-
nych, nazywamy 2 liczby ui v, ktére ze spébt-
rzednemi jednorodnemi Hesse go U V, W tej
prostej znajdujag sie w zaleznosSci

) UNVAW=~U\W 1,

t zn. Ktére przez spotrzedne U V, W wyrazaja
sie w sposéb nastepujacy:

¥

Kazda prosta, nie przechodzgca przez poczatek ukiadu
spotrzednych, okresla swe spotrzedne Pliicker’a jednoznacznie.
Chociaz bowiem w podanej przed chwilg definicji spotrzedne
Pliicker'a prostej wyraziliSmy przez jej spotrzedne jednorodne
Hesse'go, prosta za$ swych spétrzednych jednorodnych Hes-
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se'go nie okresla jednoznacznie, to jednak (8 12) dwie trojki
liczb UuVhWi oraz bedace dwiema tréjkami spo6t-
rzednych jednorodnych Hesse'go jednej i tej samej prostej,
znajduja sie w zaleznosci wzajemnej:

jezeli zatem przedstawiona przez te trdjki liczb prosta
nie przechodzi przez poczatek ukiadu spétrzednych, to wtedy

0 i W, 4=0, stosunki wiec yAt Y] sa napewno

liczbami oznaczonemi, przyczem z proporcji (3) wynika, ze:

\Y; A vi Kk

) u, tP, oraz Mt IP2'

Odwrotnie, weZmy teraz pod uwage jakiekolwiek 2
liczby rzeczywiste skoriczone u, y. Réwnanie

przedstawia ogo6t punktéow pewnej w zupeinosci okreslonej
prostej d (8 11). Ta prosta nie przechodzi przytem przez
poczatek ukiadu spotrzednych, albowiem wartosci X —0,
y= 0, Z—1, bedace spdtrzednemi jednorodnemi Hesse go
poczatku uktadu spoétrzednych (§ 9), nie czynig réwnaniu (5)
zado$¢. Spotrzedne jednorodne Hesse'go U, V, W prostej d
czyniag zado$¢ warunkowi (812) U V W= u!v 1 skad

wynika u= ~ i v= 2 | to za$ dowodzi, ze liczby uiv sg

spotrzednemi Pliickera prostej d.

OtrzymaliSmy wiec, ze kazda prosta, nie przechodzgca
przez poczatek ukiadu spétrzednych, posiada 2 w zupetnosci
okreslone spoétrzedne Pliicker'a u i v, oraz odwrotnie, kazde
2 liczby rzeczywiste skonczone u i £ moga byé uwazane za
spbtrzedne Pliicker'a pewnej w zupetnosci okreslonej prostej,
nie przechodzacej przez poczatek ukladu spotrzednych,
mianowicie prostej
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Jezeli z posréd dwu liczb rzeczywistych skoriczonych
uiy liczba u jest rowna 0, natomiast liczba v jest rozna
od 0, to wtedy i tylko wtedy te 2 liczby, uwazane za spét-
rzedne Plucker'a, przedstawiajg pewng prosta, rownolegtg do
osi a>o6w, lecz rézng od tej osi- Jezeli z posréd dwu liczb
rzeczywistych skoriczonych u i v liczbha y jest réwna 0, na-
tomiast liczba u jest rézna od O, to wtedy i tylko wtedy te
2 liczby, uwazane za spdtrzedne Pliickera, przedstawiaja
pewng prosta, rownolegta do osiy-0w, lecz r6zng od tej osi.
Liczby 0, 0, uwazane za spoétrzedne Pliickera, przedstawiajg
prostg niewlasciwa.

Zamiast méwic¢: ,prosta o spotrzednych Pliickera uii/‘,
mozna powiedzie¢ wprost: ,prosta [u, v)".

Niechaj ui v bedg spotrzednemi Pliickera jakiej$ prostej
wtasciwej d, nie przechodzacej przez poczatek uktadu
sp6trzednych. Poniewaz, wedtug zatozenia, prosta d jest
prosta wlasciwg, przeto przynajmniej jedna z liczb ui v jest
r6zna od 0. Og6t punktédw prostej d przedstawia réwnanie
(6) . A zatem ogoét punktow wtasciwych prostej d przed-
stawia réwnanie (8 10)

) ux VvyA*l= 0.

Przypusémy najpierw, ze prosta wtasciwa d nie jest réwno-
legta do zadnej z osi spoOtrzednych, a zatem zadna z liczb
uiy nie jest réowna 0. Prosta d przecina wtedy o0$ *-6w,
wzglednie o$ y-6w, w punkcie wiasciwym, ktéry oznaczmy
przez A, wzglednie przez B. Odcieta punktu A oznaczmy
przez a, rzedng za$ punktu B oznaczmy przez b. Spotrzednemi
Descartes'a punktu A sg wiec liczby a, 0, spotrzednemi zas
Descartes a punktu B sg liczby 0, b. Poniewaz kazdy z tych
. dwu punktoéw nalezy do prostej d, przeto sp6trzedne Descar-
tes a kazdego z nich musza réwnaniu (7) czyni¢ zadosc, t. zn.
mamy ua-\- 1=0 oraz vb-\-1=0, skad wynika:

(8)
Wyrazamy to, méwiac, iz w rozpatrywanym przypadku

spotrzedne Pliicker'a prostej d sg ujemnemi odwrotno$ciami
odcinkéw, jakie ta prosta odcina od osi spétrzednych.



Przypusémy teraz, ze prosta wiasciwa d jest réwnolegta
do osi x-6w (i przytem r6zna od tej osi), t. zn. u= 0, lecz
v4=0. Réwnanie (7) redukuje sie wtedy do réwnania

9) 'vy4-1=0.

Prosta d przecina w tym przypadku o$ y-6w w jakim$ punkcie
wihasciwym 6, ktérego rzedng oznaczmy przez b, ktérego
zatem spoétrzednemi Descartes a sg liczby 0,b.  Poniewaz
punkt B nalezy do prostej d, przeto jego spoétrzedne czyniag
rownaniu (9) zado$¢, t zn. mamy vb-j1= 0, skad wynika

W tym wiec przypadku spétrzedna u prostej d jest

réowna 0, spétrzedna za$ v jest réwna ujemnej odwrotnosci
odcinka, jaki prosta d odcina od osi y-6w. Jezeli jednak
nie ograniczymy sie do rozpatrywania samych liczb skonczo-
nych, to bedziemy mogli powiedzie¢, ze takze w tym przy-
padku spoétrzedne Pliickera prostej d mozemy uwazaé za
réwne ujemnym odwrotnosciom odcinkoéw, jakie prosta d od-
cina od osi spotrzednych, albowiem za odcietg a punktu nie-
wiasciwego A, w jakim prosta d przecina 0§ a:ow, Winnismy
uwazaé + co (8§ 2).

Gdyby prosta witasciwa d byta réwnolegta do osi y-6w
(i przytem r6zna od tej osi), t. zn. gdyby byto v=0i u 0,
to wtedy, oznaczywszy przez a odcietg punktu wiasciwego A,
w jakim prosta d przecina 0§ a-ow, Oraz przyjawszy + co za
rzedng b punktu niewtasciwego 5, w jakim prosta d przecina
0$ y-6w, moglibySmy zndéw réwnosci (8) uwazaé za spetnione.

W koncu, jezeli jest dana prosta niewtasciwa, t. zn. prosta
0 spbirzednych Pliickera 0, O, to przyjawszy :co zardéwno
za odcietg a punktu niewlasciwego A, w jakim prosta dana
przecina 0$ =>sw, jak tez za rzedng b punktu niewtasciwego
B, w jakim prosta dana przecina o0$ y-0w, znow rownosci (8)
bedziemy mogli uwaza¢ za spetnione.

Gdybysmy sie wiec nie ograniczali do rozpatrywania
samych liczb skoriczonych, to spétrzedne Pliickera moglibysmy
wtedy zdefinjowa¢ w spos6b nastepujacy:

Spotrzednemi Pliicker a u, v prostej, nie
przechodzgcej przez poczatek uktadu spdt-

F. Wtodarski, Geom. anal. pt., cz. I. 6



rzednych, nazywamy ujemne odwrotnosci od-
cinkow, jakie ta prosta odcina od osi spét-
rzednych, t zn.

10,

gdzie a oznacza odcietg punktu, w jakim roz-
patrywana prosta przecina o0$ x-0w, bza$ rzedna
punktu, w jakim rozpatrywana prosta przecina
0S$y-0w.

Prostych, przechodzacych przez poczatek ukiladu spét-
rzednych, przez spotrzedne Pliickera nie przedstawiamy.
Gdybysmy bowiem nawet w pierwszej, wzglednie w drugiej,
definicji spotrzednych Pliicker’a usuneli ograniczenie, iz ta
definicja odnosi sie specjalnie do prostych, nie przechodzacych
przez poczgtek uktadu spotrzednych, to chociaz wtedy kazda
prosta posiadataby spo6trzedne Pliicker'a, jednak proste, prze-
chodzgce przez poczatek ukiadu spétrzednych i rozne od
osi spétrzednych, przez swe spoétrzedne Pliicker a nie bylyby
jednoznacznie okres$lone, albowiem za spétrzedne kazdej z nich
musielibySmy uwazaé te samag pare liczb =b<”, tcc,

Z posréd wszystkich prostych, przechodzgcych przez
poczatek uktadu spétrzednych, jedynie tylko osi sp6irzed-
nych moglibysmy okresli¢ jednoznacznie za pomoca spot-
rzednych Pliickera, a mianowicie 0§ a>6w za pomocag spo6t-
rzednych, z ktérych spétrzedna u posiadaty wartos¢ dowolna,
rézng od + oo, spétrzedna zas v bytaby réwna * oo, oraz
0$ y-6w za pomocag spotrzednych u= rh00 i va4=+ 00. Opie-
rajac sie bowiem np. na drugiej definicji spo6trzednych
Pliickera, mozemy powiedzie¢, ze prostg o0 spotrzednych
Pliicker'a u4== oo i v= % co jest prosta, przechodzaca przez

punkty — u'o0) 1 o) t zn. 0§ acsw, prosta zas o spot-
rzednych Pliicker'a u= 00 i /4=t co jest prosta, przecho-
dzaca przez punkty (0,0) i (0, — Jj, t. zn. 0$ y-6w.

Wprowadzilismy tu uklad ptaski spétrzednych Pliicker’a,
wyszedtszy z pewnego ukladu ptaskiego spotrzednych Des-
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cartesa oraz podporzadkowanego mu ukitadu ptaskiego
spétrzednych jednorodnych Hesse'go. Ot6z ten ukiad spoét-
rzednych Pliicker'a oraz wymieniony ukiad spotrzednych
Descartesa nazywamy zwigzanymi z sobg. OS$ accew
w uktadzie Descartes’a nazywamy osig u-6w w ukladzie
Pliicker’'a, o$ y-6w w ukladzie Descartes'a nazywamy o0sig
i/-ow w uktadzie Pliicker'a, poczatek uktadu spoétrzednych
Descartes'a nazywamy poczatkiem ukiadu spotrzednych
Pliickera. Uk}ad spétrzednych jednorodnych Hessego, pod-
porzadkowany uktadowi spétrzednych Descartes’a, nazywamy
tez podporzgdkowanym temu ukladowi spotrzednych
Pliickera, ktéry jest z wymienionym uktadem spétrzednych
Descartes a zwigzany.

§ 17. ROwnanie, przedstawiajace ogét prostych, prze-
chodzacych przez jeden punkt, rézny od poczatku ukiadu
spoirzednych, z wyjatkiem prostej, tgczacej ten punkt z po-
czatkiem ukladu spotrzednych, w ukladzie ptaskim spotrzed-
nych Plucker'a. — Niechaj bedzie dana ptaszczyzna wilasciwa
i w tej ptaszczyznie uktad spotrzednych Descartes a, zwigzany
z nim uktad spétrzednych Pliickera oraz podporzadkowany
tym dwu ukladom ukiad spéirzednych jednorodnych
Hesse'go.

WeZzmy w tej plaszczyZznie pod uwage pewien punkt P,
rézny od poczatku ukiadu spoétrzednych, ktoérego spéirzedne
jednorodne Hesse'go oznaczmy przez Xu yu Zv Poniewaz,
wedtug zatozenia, punkt P jest rézny od poczatku ukiadu
spétrzednych, przeto przynajmniej jedna z liczb Xxi yl jest
réozna od O

Niechaj d bedzie jakakolwiek prosta, przechodzaca przez
punkt P, lecz nie przechodzgca przez poczatek uktadu spét-
rzednych. Poniewaz prosta d nie przechodzi przez poczatek
uktadu spétrzednych, przeto mozemy przedstawié¢ jg przez
spotrzedne Pliicker'a ktére oznaczmy np. przez u i U. Ogot
punktéw prostej d mozemy przedstawié¢ przez réwnanie (§ 16):
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Poniewaz, wedtug zatozenia, punkt P do prostej d na-
lezy, przeto jego spétrzedne muszg réwnaniu (1) czyni¢ za-
dos¢, t. zn. mamy:

() 11%+ ir'~r-f 2= 0.

Wezmy pod uwage réwnanie
0) X,u+yxv+ ZX Q

w ktérem u i v sg niewiadomemi.

Z rownosci (2) wynika, iz spdtrzedne Pliickera prostej
d czynig temu réwnaniu zado$¢. Lecz prosta d jest dowolng
prosta, przechodzacg przez punkt P, mozemy wiec powie-
dzie¢, iz spotrzedne Pliicker a kazdej prostej, przechodzacej
przez punkt P, lecz nie przechodzacej przez poczatek ukiadu
spétrzednych, czynig réwnaniu (3) zadosc.

Odwrotnie, niechaj uill i v' bedag liczbami rzeczywistemi
skonczonemi, spetniajgcemi réwnanie (3), t. zn, czynigcemi
zados¢ warunkowi:

(Zb X {uu-\~yxvu-\-Z\ —Q

Poniewaz liczby u" i v* sg liczbami rzeczywistemi skon-
czonemi, przeto mozemy je uwaza¢ za spétrzedne Pliickera
pewnej w zupetnosci okreslonej prostej, nie przechodzacej
przez poczatek uktadu spoétrzednych (8 16). Og6t punktéow
tej prostej przedstawia réwnanie (8 16):

®) u"X+v"y+z=0.

Z réwnosci (4 wynika, iz spoétrzedne jednorodne Hes-
se go punktu P czynig réwnaniu (5) zados¢, a zatem prosta
(u*,O0 przechodzi przez punkt P.

Jezeli wiec kazde 2 liczby rzeczywiste skonczone ui v
bedziemy uwazali za spo6trzedne Pliicker'a, to w takim razie
og6t par liczb rzeczywistych skoriczonych ui v, spetniajgcych
rownanie (3), bedzie przedstawiat ogoét prostych, przechodza-
cych przez punkt P, z wyjgtkiem prostej, tgczacej punkt
P z poczatkiem ukiadu spétrzednych. Wyrazamy to, mowigc,
izrownanie (3 przedstawia 0g6t prostych, prze-
chodzgcych przez punkt P, z wyjgtkiem prostej,



taczgcej punkt P z poczatkiem wuktadu spot-
rzednych.

Oznaczywszy liczby Xu Yu Zx odpowiednio przez A, B, C,
otrzymamy twierdzenie nastepujace:

W uktadzie ptaskim spditrzednych Pliickera
ogét prostych, przechodzgcych przez jeden
punkt, rézny od poczatku uktadu spétrzednych,
z wyjatkiem prostej, tagczacej ten punkt z po-
czatkiem uktadu spé6trzednych, mozemy przed-
stawi¢ przez réwnanie Au \-Bv-\-C= 0, ktérego
spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przy-
czem przynajmniej jeden ze spo6iczynnikow
AiB jest r6zny od O

Zamiast méwi¢, iz réwnanie Au Bv C = 0 przedsta-
wia ogot prostych, przechodzgcych przez pewien punkt, z wy-
jatkiem prostej, taczacej ten punkt z poczatkiem ukiadu spot-
rzednych, czesto moéwimy wprost, iz ono przedstawia
ten punkt, i przytem samo réwnanie nazywamy réwna-
niem wymienione go punktu w uktadzie ptaskim
spétrzednych Pliicker a.

Tak samo zamiast moéwié: ,punkt, ktdry przedstawia
réwnanie A u-j-B v-j- C= 0," czesto méwimy wprost: ,punkt
Au”™ BVA-C= 0“

§ 18. Interpretacja geometryczna rownania Au+ Bv +
-f-C = 0, ktdérego spoétczynniki sg liczbami rzeczywistemi,
przyczem przynajmniej jeden ze spolczynnikéw A i B jest
rozny od O, w ukladzie plaskim spétrzednych Plucker'a. —
Niechaj bedzie dane réwnanie

o) AuB v C =0

ktérego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi, przyczem
przynajmniej jeden ze spotczynnikéw A i B jest rézny od O.

Wezmy pod uwage jakakolwiek ptaszczyzne wiasciwg
i w tej ptaszczyznie ukiad spoétrzednych Pliicker a. Jezeli
kazdg pare liczb rzeczywistych skoriczonych bedziemy uwazali
za spotrzedne Pliicker'a, to wtedy ogétowi par liczb rzeczy-
wistych skonczonych u i vl spetniajgcych rownanie (1), bedzie



odpowiadat w rozpatrywanej ptaszczyznie wilasciwej pewien
zbior prostych. O réwnaniu (1) bedziemy mowili, ze ono
ten zbidér prostych przedstawia.

Poniewaz przynajmniej jedna z liczb A i B jest rozna
od O, przeto liczby A, B, C, uwazane za spétrzedne punktu
w uktadzie ptaskim spoétrzednych jednorodnych Hessego,
podporzadkowanym rozpatrywanemu uktadowi spo6trzednych
Pliickera, przedstawiajg pewien punkt, rozny od poczatku
uktadu spdétrzednych (8 9). A w takim razie z rozwazan, po-
danych w § 17, wynika, iz réwnanie (1) przedstawia og6t
prostych, przechodzgcych przez punkt (A, B, C), z wyjatkiem
prostej, taczacej punkt [A, B, C) z poczatkiem uktadu spot-
rzednych.

Mamy zatem:

W uktadzie ptaskim spoétrzednych Pliickera
rownanied4u-|-Bi/-j-C =0, ktérego spotczynniki
sg liczbami rzeczy wistemi, przyczem przynaj-
mniej jeden ze spétczynnikoéw A i B jest rézny
0dO, przedstawia ogét prostych, przechodza-
cych przez jeden punkt, rdzny od poczatku
uktadu spoétrzednych, z wyjatkiem prostej, ta-
czacej ten punkt z poczatkiem uktadu spot-
rzednych.

To twierdzenie jest odwrotnem wzgledem twierdzenia,
wypowiedzianego w § 17.

Przypadki szczegdlne réwnania Au Bv C=Q

1) C= 0; roéwnanie Au-\-Bv~ 0 przedstawia pewien
punkt, lezacy na prostej niewtasciwej;

2) B = 0; réwnanie A u-f- C= 0 przedstawia pewien punkt,
lezacy na osi u-6w;

3) 4 = 0; rownanie B v-f- C= 0 przedstawia pewien punkt,
lezgcy na osi y-6w;

4) réwnanie u= 0, wzglednie v= 0, przedstawia punkt
niewtasciwy osi u-6w, wzglednie punkt niewtasciwy osi y-6w.

§ 19. Réwnanie ux A-vy-\-\={). — WeZmy pod uwage
rownanie
@ ux-f-vy -j- 1= 0.
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Uwazajmy nastepnie wystepujace w tem réwnaniu wiel-
kosSci x iy za spo6trzedne Descartes’a punktu wiasciwego,
natomiast wielkosci u i v za spo6trzedne Pliickera prostej, nie
przechodzacej przez poczatek uktadu spétrzednych.

Przyjmijmy, ze wielkosci u i v sg statemi, przyczem przy-
najmniej jedna z nich jest rézna od 0, wielkosci za$ x iy sg
zmiennemi. Prosta (u, V) jest wtedy prostg wasciwg. Z roz-
wazan § 16 wynika, ze rdwnanie (1) przedstawia w tym
przypadku ogét punktéw wiasciwych prostej (u, V).

Odwrotnie, przyjmijmy, ze wielkosci X i y sg statemi,
przyczem przynajmniej jedna z nich jest rézna od 0, wiel-
kosci za$ Ui v sg zmiennemi. Punkt @t y] jest wtedy rozny
od poczatku ukiadu spoétrzednych, przyczem za spoétrzedne
jednorodne Hessego tego punktu mozemy przyja¢ liczby
X, Yy, L A zatem, opierajgc sie na rozwazaniach § 17, mo-
zemy powiedzie¢, ze réwnanie (1) przedstawia ogdt prostych,
przechodzgcych przez punkt (x. y), z wyjatkiem prostej, ta-
czacej ten punkt z poczatkiem uktadu spétrzednych.

Réwnanie (1) przedstawia wiec albo prostg wiasciwa, nie
przechodzacg przez poczatek ukiadu spotrzednych, albo tez
punkt wilasciwy, rozny od poczatku ukladu spoétrzednych,
w zaleznosci od tego, czy wielkosci ui v uwazamy za stale,
wielkosci zas xiy za zmienne, czy tez odwrotnie. Dlatego
tez réwnanie (1) nazywamy roéwnaniem prostej,
wzglednie punktu, w postaci dwoistej wspdt-
rzednych niejednorodnych.

Przykiady. Prosta (2, 3) mozemy przedstawi¢ przez
rébwnanie 2Ar-j-3y-f-1=0. Punkt (1, —2) mozemy przedsta-
wié przez réwnanie u—2y-j-1= 0. Spoétrzednemi prostej

Spétrzednemi  punktu

§ 20. Streszczenie wynikéw, otrzymanych w 8§ poprze-
dnich. — WoprowadziliSmy 3 uklady ptaskie spoétrzednych:
Descartes a, Pliicker a i Hesse go.



W uktadzie ptaskim spotrzednych Descartesa kazdy
punkt wilasciwy mozemy przedstawi¢ przez spétrzedne X, y
(8 2), kazdg prosta witasciwa mozemy przedstawi¢ przez
rownanie Ax By C= 0 (8 3); odwrotnie, kazde 2 iiczby
rzeczywiste skonczone X i y moga by¢é uwazane za spot-
rzedne pewnego w zupetnosci okreslonego punktu (8 2), oraz
kazde rownanie Ax By C= 0, ktérego spdiczynniki sg
liczbami rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden ze spot-
czynnikéw A i B jest rézny od 0, moze by¢ uwazane za
réwnanie pewnej w zupetnosci okreslonej prostej (8 6).

W ukiladzie ptaskim spétrzednych Pliicker'a kazda prosta,
nie przechodzaca przez poczatek uktadu spoétrzednych, mozemy
przedstawi¢ przez spo6trzedne u i v (8 16), kazdy punkt, rézny
od poczatku uktadu spotrzednych, mozemy przedstawi¢ przez
rownanie Au-f-Bv-\- C= 0 (§8 17); odwrotnie, kazde 2 liczby
rzeczywiste skoniczone u i v mozemy uwaza¢ za spotrzedne
pewnej w zupetnosci okreslonej prostej (§ 16), oraz kazde
rownanie Au-f- Bv-f- C= 0, ktérego spdtczynniki sg liczbami
rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden ze spétczynnikow
A i B jest réozny od 0, mozemy uwazac¢ za réwnanie pewnego
w zupetnosci okreslonego punktu (818). *

W uktadzie ptaskim spétrzednych jednorodnych Hesse go
kazdy punkt i kazdg prosta mozemy przedstawi¢ zaréwno
przez 3 spoétrzedne (89 i § 12), jak tez przez réwnanie jedno-
rodne stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi (813 i § 10),
przyczem ani punkt, ani tez prosta swych spdtrzednych
jednoznacznie nie okre$lajg, okreslajga one jednoznacznie
tylko stosunki pomiedzy swemi spdtrzednemi; odwrotnie,
kazde 3 liczby rzeczywiste skonczone, z ktérych przy-
najmniej jedna jest rézna od 0O, mozemy uwaza¢ za spo}-
rzedne zaréwno pewnego w zupetnosci okreslonego punktu
(8 9), jak tez pewnej w zupetnosci okreslonej prostej (8 12),
oraz kazde rownanie jednorodne stopnia 1l-ego z 3-ema nie-
wiadomemi, ktorego spotczynniki sg liczbami rzeczywistemi,
przyczem przynajmniej jeden z nich jest rozny od 0, mozemy
uwaza¢ za réwnanie zaréwno pewnej w zupetnosci okreslonej
prostej (8§ 11), jak tez pewnego w zupelnosci okreslonego
punktu (8 14).



Aby przejs¢ od réwnania prostej wilasciwej w uktadzie
ptaskim spoétrzednych Descartesa do réwnania tej samej
prostej wiasciwej w ukitadzie ptaskim spétrzednych jedno-
rodnych Hessego, podporzadkowanym wymienionemu ukita-
dowi ptaskiemu spétrzednych Descartes a, wystarczy w tem
rownaniu zamiast x iy napisa¢ X i Y oraz wyraz niezalezny
pomnozy¢ przez Z. Odwrotnie, aby przejs¢ od rdéwnania
prostej wiasciwej w ukiladzie ptaskim spéirzednych jedno-
rodnych Hessego do réwnania tej samej prostej w ukladzie
ptaskim spétrzednych Descartes'a, ktéremu wymieniony ukitad
ptaski spoétrzednych jednorodnych Hessego jest podporzad-
kowany, wystarczy w tem rownaniu wielkosci X, Y, Z zasta-
pi¢ wielkosciami x,y, 1.

Aby przejs¢ od réwnania punktu, réznego od poczatku
uktadu spétrzednych, w ukladzie ptaskim spoétrzednych
Pliickera do réwnania tego samego punktu w ukladzie ptas-
skim spoétrzednych jednorodnych Hesse'go, podporzadkowanym
wymienionemu .uktadowi ptaskiemu spoétrzednych Pliicker a,
wystarczy w tem réwnaniu zamiast u i v napisa¢ Ui V oraz
wyraz niezalezny pomnozy¢ przez W. Odwrotnie, aby przejs¢
od réwnania punktu, réznego od poczatku ukiadu spétrzed-
nych, w uktadzie ptaskim spotrzednych jednorodnych Hessego
do réwnania tego samego punktu w ukiadzie ptaskim spét-
rzednych Pliicker a, ktéremu wymieniony uklad plaski spot-
rzednych jednorodnych Hesse'go jest podporzgdkowany, wy-
starczy w tem réwnaniu wielkosci U, V, W zastgpi¢ wielkos-
ciami u, v, 1

Réwnanie UX-\-VY-\~WZ = 0 przedstawia prostg albo
punkt w zaleznosci od tego, czy wielkosci U, V, W uwazamy
za stale, wielkosci zas X, Y,Z za zmienne, czy tez od-
wrotnie.

Réwnanie uxA-vy -\-\= 0 przedstawia prostg albo punkt
w zaleznoSci od tego, czy wielkoSci u i v uwazamy za stale,
wielkosci za$ X iy za zmienne, czy tez odwrotne.



Rozdziat II.

§ 21. Spéhrzedne punktu, wspoélnego dwu prostym danym,
wzglednie spétrzedne prostej, przechodzacej przez dwa punkty
dane.

Niechaj réwnania

przedstawiajg dwie proste przedstawiajg dwa punkty
rozne, t. zn. niechaj warunek

nie bedzie spetniony. Spdtrzedne
X, V., Z punktu, wspélnego U, V, Wprostej, przechodzgce]
obydwu prostym (la), muszg przez obydwa punkty (Ib),
obydwu réwnaniom (la) muszg obydwu réwnaniom (Ib)
czyni¢ zado$¢, a zatem stosunki pomiedzy temi spoétrzednemi
sa:

Stad wiec wynika, ze
punkt, wspdélny obydu pro- prosta, tagczaca obydwa pun-
stym (1 a), wtedy i tylko wtedy kty (1b), wtedy i tylko wtedy
jest punktem niewlasciwym, przechodzi przez poczatek
uktadu spotrzednych,

gdy jest spetniona rownosc:
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Poniewaz ta rowno$¢ bytaby spetniona réwniez wtedy,
gdyby

proste (1a) nakrywaly sie,
przeto, uwazajac nakrywanie
sie dwu prostych za przepa-
dek szczeg6lny ich réwno-
legtosci,

punkty (1b) nakrywaty sie,
przeto, uwazajgc nakrywanie
sie dwu punktéw za przypa-
dek szczego6lny tej ich wias-
nosci, iz taczaca je prosta
przechodzi przez poczatek
uktadu spoétrzednych,

bedziemy mogli wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Warunkiem koniecznym

jest spetnienie

i dostatecznym

rownosci

RozpatrywalisSmy tu przypadek, gdy 2

proste dane sa okreslone
przez swe réwnania. Gdyby
za$ 2 proste"dane byty okres-
lone przez swe spotrzedne
Uu Vx M, oraz £> VA WA to,
chcac znales¢ spoétrzedne pun-
ktu, wspdlnego tym dwu
prostym, moglibysmy napisac
ich réwnania (8 15 U\X-\-
f- MY=1- W]JZ =0 oraz U2X-\~

ey WjZ= 0 i nastep-
nie z tych réwnan wyzna-
czy¢ stosunki pomiedzy spét-
rzednemi X, Yy, Z szukanego

punkty dane sg okreslone
przez swe réwnania. Gdyby
za$ 2 punkty dane byty okres-
lone przez swe spoétrzedne
Xlt 9u A\ oraz X2 y2 Z> to,
chcac  znale$é¢  spétrzedne
prostej, przechodzacej przez
te dwa punkty, moglibysmy
napisa¢ ich réwnania (8 15)
NIlj-\NAN\V Z~A"W= 0 oraz
X2U+ y»>V+Z*W = 0i na-
stepnie z tych réwnan wy-
znaczy¢ stosunki pomiedzy
spotrzednemi U, V1 W szu-



punktu. OtrzymalibySmy w ten
sposob:

Stad wiec wynika,

kanej prostej. Otrzymalibys-
my w ten sposéb:

ze warunkiem koniecznym

i dostatecznym

rownolegtosci dwu pro-
stych [ULVIW) i [U2 \2
jest:

na to, aby dwa punkty
XLYLZN)i (X2 Y2ZD lezaty
na jednej prostej z po-
czatkiem uktadu spédt-
rzednych, jest:

Jezeli

zadna z dwu prostych danych
nie przechodzi przez poczatek
uktadu spétrzednych, to wtedy
kazda z nich mozemy okreslié¢
przez spotrzedne Plicker a

zaden z dwu punktow danych
nie jest punktem niewtasci-
wym, to wtedy kazdy z nich
mozemy okres$li¢ przez spot-
rzedne Descartesa.

Z rozwazan powyzszych wynika, iz warunkiem ko -

niecznym

réownolegtosci dwu pro-
stych (u,,y,) i [u2 jest:

Zastosowanie.

d, przedstawiona przez réwnanie AX -\ By

i dostatecznym

na to, aby dwa punkty
ut, yi) i ta,yj lezaty na
jednej prostej z poczagt-
kiem uktadu spétrzed-
nych, jest:

Niechaj bedzie dana prosta wasciwa

C= 0. Prosta

wihasciwa d\ przedstawiona przez réwnanie AXxA- Bxy A- C,= 0,
jest do prostej d rownolegta wtedy i tylko wtedy, gdy jest
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. A B P .
spetniony warunek Oznaczmy wartoS¢ rdownych

sobie stosunkow przez q (liczba Q jest skonczona

i rozna od 0, albowiem nie jest mozliwe, aby kazda z liczb
A, i B, lub tez kazda z liczb A i B, byla rowna 0). Mamy
wiec: A = i B= gBx Pomnézmy rdéwnanie prostej d
przez Q Otrzymamy wtedy  czyli

, gdzie symbolem C oznaczylismy iloczyn
p C1l Otrzymalismy wiec:

Réwnanie kazdej prostej wtasciwej, rowno-
legtej do prostej wtasciwej Ax+ By+ C= 0, mo-
zemy napisa¢ w postaci Ax+ By+ C'= 0.

Rozwigzemy teraz zadanie nastepujgce: dana prosta wia-
Sciiwa Ax+ By+ C= 0 oraz punkt wiasciwy (x1,y ), napisaé
réwnanie prostej wilasciwej, przechodzacej przez punkt dany
i rownolegtej do prostej danej.

Szukana prosta ma by¢ réwnolegta do prostej Ax+ By +

C= 0, jej rownanie mozna wiec napisa¢ w postaci A X-\-
-(- By -f-C'= 0. Szukana prosta ma przechodzi¢ przez punkt
iXxNYN)i zatem spoéirzedne tego punktu muszg réwnaniu szu-
kanej prostej czyni¢ zados¢, t. zn. musi by¢ spetniona réownosé

A f-By{-fC'= 0, skad wynika: O —— Axx— By{ Szu-
kang prosta mozemy zatem przedstawi¢ przez réwnanie AX 4~
+ — [AxX\-{-ByX®= 0, czyli przez réwnanie A[X— atj) }—
-f B[y—yX3= 0.

§ 22. Réwnanie prostej, taczacej dwa punkty dane, wzgle-

dnie réwnanie punktu, wspdélnego dwu prostym danym.
Niechaj beda dane 2

puinkty rézne proste rozne

Dxuywey i PQYy2zj. [Uu Vu Wy i [U2 VWD,
W<obec zatozenia, ze te 2punk- Wobec zatozenia, ze te 2 pro-
ty sa rozne, ich spotrzedne ste sg rdézne, ich spoétrzedne
wairunku warunku
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nie spetlniajg. Za spotrzedne
prostej, taczacej te 2 punkty,
mozemy uwazac liczby (§8 21,
strona prawa):

A zatem za rdwnanie
tej prostej mozemy uwazaé
rownanie (8 15):

nie spetniajg. Za spdtrzedne
punktu, wspdélnego tym dwu
prostym, mozemy uwazaé
Jiczby (8§ 21, strona lewa):

A zatem za rdwnanie
tego punktu mozemy uwazaé
rownanie (§8 15):

czyli

Do réwnania

(la) prostej, taczacej dwa
punkty rézne {Xu YuZ,)
i (*>, y2tz.j,

(Ib) punktu, wspdélnego dwu
prostym réznym [UuW WJ
i (UZv2 wg, '

mozna dojs¢ réwniez za pomoca innego rozumowania, a mia-
nowicie nastepujacego.

Prosta, taczgca dwa punkty
rézne [XuYuz, i [X2 Y22J,

istnieje, a poniewaz kazda
prosta mozna przedstawic
przez rownanie, przeto ist-

nieje réwnanie
(2a) AX-\-BY+CzZ=0,

ktorego spétczynniki

sg liczbami

Punkt, wspdlny dwu pro-

stym réznym [Uu Vu WY i
[Wo, W2, istnieje, a ponie-
waz kazdy punkt mozna

przedstawi¢ przez roéwnanie,
przeto istnieje réwnanie

(2b) AU+BV+CW=0Q,

rzeczywistemi, przyczem

przynajmniej jeden z nich jest rézny od 0, przedstawiajgce

szukang prostg. Niechaj
Y\ ZY) bedzie

(Z',
dowolnym

szukany punkt. Niechaj (U
V1 W) bedzie dowolna prosta



punktem szukanej prostej.
Spétrzedne tego punktu mu-
sza réwnaniu (2a) czyni¢ za-
dos¢, t. zn. mamy:

3a AX'+ By'+ CZ'= 0.

Poza tem spétrzedne dwu
punktéw danych tez muszg
rownaniu (2a) czyni¢ zados¢,
mamy wiec

\AX1+ B Y1+ CZ1= O,

Rugujac z rownan (3a) i (4a)
wielkosci A, B, C, otrzymujemy:

\XuYuzZt = 0.
xAy2 Z.

Liczby X\
wiec réwnaniu

Y\ Z* czynig

Xty z i
IXFyu2A\ — 0
XH y,tz;

Ga)

zado$¢. A poniewaz X\ Y\ 2°
sg to spoétrzedne dowolnego
punktu szukanej prostej, prze-
to mozemy powiedzie¢, ze
spotrzedne kazdego punktu
szukanej prostej czynig row-
naniu (5a) zadosc.

Lecz gdybysmy wyznacz-
nik, stanowiacy strone lewg
rownania (5a), rozwineli we-
diug elementéw pierwszego
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przechodzacg przez szukany
punkt. Spotrzedne tej prostej
muszg réwnaniu (2b) czynic
zados¢, t. zn. mamy:

(3b) 4t7'+ 6P'+ Cir = 0.

Poza tem spo6trzedne dwu
prostych danych tez musza
rownaniu (2b) czyni¢ zadosc,
mamy wiec

\AUI+ BVI+ CWI=Q,
1 JJAU,{-BV,+ CW.,={.

Rugujac z réwnan (3b) i (4b)
wielkosci A, B, C,otrzymujemy:

U\ \ W
UuVurWw, = 0.
uav, W,

Liczby U‘, V W1 czynig
wiec réwnaniu

U VvV W
UuVuW = 0
Ua\wvo, W,

(5b)

zado$¢. A poniewaz U\ W W
sg to spotrzedne dowolnej
prostej, przechodzacej przez
szukany punkt, przeto moze-
my powiedzieé, ze spbtrzedne
kazdej prostej, przechodzacej
przez szukany punkt, czynig
réownaniu (5b) zados¢.

Lecz gdybySmy wyznacz-
nik, stanowigcy strone lewg
rownania (5b), rozwineli we-
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wiersza, to spotrzeglibySmy,
ze réwnanie (5a)

diug elementéw pierwszego
wiersza, to spostrzeglibysmy,
ze rownanie (5b)

jest rownaniem jednorodnem stopnia 1-ego oraz ze spéiczyn-

niki tego réwnania sa liczbami rzeczywistemi, przyczem przy-

najmniej jeden z nich jest rézny od O [albowiem wszystkie

3 spotczynniki tego rdéwnania bylyby réwne O tylko w tym
przypadku, gdyby

punkty [Xu YuZJ i[X2A Y4, Z2
nakrywaly sig]. Roéwnanie (5a)
przedstawia wiec pewng w zu-
petnosci okreslong prosta (811).
A poniewaz, jak widzielismy,
spbtrzedne kazdego punktu
szukanej prostej czynia réw-
naniu (5a) zados¢, przeto row-
nanie (5a) przedstawia szu-
kang prosta.

proste [Uu VuWJ i [U2 V2 W2
nakrywaly sig]. Réwnanie (5b)
przedstawia wiec pewien w zu-
petnosci okreslony punkt (8§ 14).
A poniewaz, jak widzieliSmy,
spétrzedne kazdej prostej prze-
chodzacej przez szukany
punkt, czynia réwnaniu (5b)
zados¢, przeto réwnanie (5b)
przedstawia szukany punkt.

Zreszta moznaby rozumowaé jeszcze inaczej, a mianowicie
w ten sposéb.

Dane sg 2 punkty rézne
XuYUz) i (X, y2Z2. Do-
wiedziemy, ze réwnanie
X y'Z
XuyuZzZi =0
Xi, y* z,

(6a) ,

przedstawia prosta, przecho-
dzacg przez te 2 punkty.

Dane sg 2 proste rozne
(Uu Vit W) i (U,, VAWX Do-
wiedziemy, ze réwnanie

U VvV, W\
Uu Vuwt =0
utv,twi

(6b)

przedstawia punkt,
tym 2 prostym.

wspaélny

W tym celu zwroémy uwage na to, ze gdybySmy wy-

znacznik, stanowigcy strone lewg rozpatrywanego roéwnania,

rozwineli wedtug elementéw pierwszego wiersza, to wtedy

statoby sie widocznem, ze rozpatrywane réwnanie jest row-

naniem stopnia 1l-ego, ze jego spétczynniki sa liczbami rzeczy-

wistemi i ze przynajmniej jeden z tych spétczynnikoéw jest
rozny od 0. To réwnanie przedstawia zatem



pewna w zupetnosci okreslo-
ng prostg. Lecz gdybysmy
w wyznacznik, stanowiacy
strone lewg rdéwnania (6a),
zamiast niewiadomych X, Y, Z
wstawili  liczby Xu Yu Z
wzglednie X5, Y Z >
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pewien w zupetnosci okreslo-
ny punkt. Lecz gdybysmy
w wyznacznik, stanowigcy
strone lewg réwnania (6b),
zamiast niewiadomych U, V1W
wstawili liczby Uu Vu Wu
wzglednie U> V2 W,

to wtedy wiersz pierwszy tego wyznacznika bytby taki sam,

jak wiersz drugi, wzglednie trzeci,

wynacznik bytby wiec

réwny 0O, t. zn. sp6trzedne obydwu

punktéw danych czynig row-
naniu (6a) zado$¢, a zatem
prosta, jaka réwnanie (6a)
przedstawia, przechodzi przez
obydwa punkty dane.

prostych danych czynig réw-
naniu (6b) zado$¢, a zatem
punkt, jaki réwnanie (6b)
przedstawia, nalezy do oby-
dwu prostych danych.

RozpatrywaliSmy tu przypadek, gdy 2

punkty dane sa okreslone
przez swe spoétrzedne jedno-
rodne Hesse’'go. Gdyby jednak
zaden z tych 2 punktow da-
nych nie byt punktem nie-
wiasciwym, to wtedy te punkty
mogtyby by¢ okreslone przez
swre spltrzedne Descartesa
XUY Xoraz X>1y2 Otrzymamy
rownanie prostej, taczacej te
2 punkty, zastepujac w row-
naniu (6 a) wielkosci X\, Yu 2\
wielkosciami XU YU L wiel-
kosci Xu Ywu Z> wielkosciami
X2 YU L oraz, ewentualnie,
wielkosci A, Y, Z wielkosciami
y, 1

proste dane sg okreslone przez
swe spotrzedne jednorodne
Hesse’'go. Gdyby jednak za-
dna z tych 2 prostych danych
nie przechodzita przez po-
czatek ukladu spotrzednych,
to wtedy te proste mogtyby
by¢ okreslone przez swe spo6t-
rzedne Pliicker'a uu vx oraz
w, v Otrzymamy réwnanie
punktu, wspoélnego tym 2 pro-
stym, zastepujac w réwnaniu
(6b) wielkosci Uu P tFj wiel-
kosciami uu vu 1, wielkosci
U, VA W wielkos$ciami ud 5, l
oraz, ewentualnie, wielkosci
U, V. W wielkoSciami u, v, 1L

A zatem za réwnanie

prostej, taczacej dwa punkty

F. Wtodarski, Geom. anal. pt., cz, L

nalezagcego do dwu
7

punktu,
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dane (x1yJ i
uwazaé roéownanie

mozemy

§ 23. Trzy punkty,

prostych danych (ul,vl) i (U272,
mozemy uwazaé¢ réwnanie

lezace na jednej prostej, wzglednie

trzy proste, przechodzace przez jeden punkt.
Niechaj beda dane 3

punkty [X1Y1Z3, (X2 Y2Z2),
(X3 Y3 Z3. Réwnania

(1a)

sg rownaniami tych 3-ech
punktéw. Wymienione punkty
dane lezg na jednej prostej
wtedy i tylko wtedy, gdy réw-
nania (La) posiadajg rozwia-
zanie, rozne od 0, 0, O.

A zatem warunkiem Kkoniecznym i
cznym na to,

punkty [XuYuZJ, P& yazd,

lezaly na jednej
prostej, jest spetnienie
rownosci:

proste [Ul V1 WD), [U2 V2 W),
(U3 V3 W3. Roéwnanie

sg rownaniami tych 3-ech
prostych. Wymienione proste
dane przechodzg przez jeden
punkt wtedy i tylko wtedy,
gdy rownania (1b) posiadajg
rozwigzanie, rozne od 0,0, 0.
dostate-
aby 3

proste [UWUW&[U*V*W&
(Y3, V6, WHl przechodzity

przez jeden punkt, jest
spetnienie réwnosci:

Gdyby 3



punkty dane byty okreslone proste dane byly okreslone
przez swe rdéwnania przez swe réwnania

to warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby te 3

punkty lezaty na jednej prostej, proste przechodzity przez
jeden punkt,

bytoby spelnienie rownosci:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na

to, aby 3
punkty [Xx~y™ (=s.y3 proste (ui,”), [u, Vv, (U3YH
lezaty na jednej prostej, jest przechodzity przez jeden
spetnienie réwnosci: punkt, jest spetnienie rownosci:

§ 24. Jakakolwiek liczba skoriczona punktow, lezacych
na jednej prostej, wzglednie jakakolwiek liczba skonczona
prostych, przechodzacych przez jeden punkt.

Niechaj bedzie danych n

Dowiedziemy, ze warunkiem koniecznym i do-
statecznym na to, aby wszystkie

punkty dane lezaty na jednej proste dane przechodzity przez
prostej, jest znikanie wszyst- jeden punkt, jest znikanie
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kich wyznacznikéw rzedu 3-go
macierzy

(la)

wszystkich wyznacznikéw rze-
du 3-ego macierzy

(Ib)

Ze ten warunek jest konieczny, wynika bezposrednio
z rozwazan § 23. Ze za$ jest on dostateczny, mozemy do-

wies¢ w sposéb nastepujacy.

Przypusémy, ze wszystkie wyznaczniki rzedu 3-go macierzy

(1 a) sgrowne 0. Istniejg 2 moz-
liwosci: albo wszystkie punkty
dane nakrywajg sie, albo tez
nie. Gdyby wszystkie punkty
dane nakrywaly sie, to, oczy-
wiscie, mogliby$my uwazal je
za lezgce na jednej proste;j.
Pozostaje nam wiec rozpatrzec
przypadek, gdy niewszystkie
punkty dane nakrywajg sie,
t. zn. gdy istnieja pomiedzy
nimi przynajmniej 2 punkty
rézne. Niechaj wiec np. punkty
[Xh yh ZzK) i {XhyhZz) beda
dwoma punktami réznymi (t
zn. nie nakrywajgcymi sie),
nalezacymi do punktéw da-
nych. Istnieje jedna i tylko
jedna prosta d, przechodzgca
przez te 2 punkty. Poniewaz

gdzie / oznacza jakakolwiek
liczbe dodatnig catkowitg nie-

(1 b) sa réwne 0. Istniejg 2moz-
liwosci: albo wszystkie proste
dane nakrywaja sie, albo tez
nie. Gdyby wszystkie proste
dane nakrywaty sie, to, oczy-
wiscie, moglibysmy uwazaé je
za przechodzgce przez jeden
punkt. Pozostaje nham wiec roz-
patrze¢ przypadek, gdy nie-
wszystkie proste dane nakry-
wajg sie, t. zn. gdy istniejg po-
miedzy niemi przynajmniej 2
proste rézne. Niechaj wiec np.
proste [UKIVhWK] i [U, M, Wt
bedg dwiema prostemiréznemi
(t. zn. nie nakrywajgcemi sie),
nalezacemi do prostych da-
nych. Istnieje jeden i tylko
jeden punkt P, nalezacy do
tych 2 prostych. Poniewaz

gdzie i oznacza jakagkolwiek
liczbe dodatnig catkowitg nie-



wiekszg od n, przeto (8 23)
kazdy z punktéw danych lezy
z punktami (X*, YK,ZKk) 1i™h
Y/, Z]) na jednej prostej, t. zn.
kazdy z punktéw danych lezy
na prostej d.

wieksza od a, przeto (8 23)
kazda z prostych danych prze-
chodzi z prostemi [Uk, Vk,WK)
i [U, VW) przez jeden punkt,
t. zn. kazda z prostych danych
przechodzi przez punkt P.

Twierdzenie nasze zostato zatem dowiedzione.

Warunkiem koniecznym

i dostatecznym na

to, aby

punkty

lezaly na jednej prostej,

proste

przechodzity przez jeden
punkt,

jest znikanie wszystkich wyznacznikéw rzedu 3-ego macierzy

Warunkiem koniecznym

i dostatecznym na

to, aby

punkty Uiy, (*1Yn)
lezaty na jednej prostej, jest
znikanie wszystkich wyznacz-
nikébw rzedu 3-go macierzy

proste (uj, Vj)t[u,, M),..., [un,vn)
przechodzity przez jeden
punkt, jest znikanie wszyst-
kich  wyznacznikéw rzedu
3-ego macierzy
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8§ 25. Rdéwnanie oraz spoirzedne prostej, przechodzacej
przez punkt przeciecia sie dwu innych prostych, wzglednie
réwnanie oraz spotrzedne punktu, nalezacego do prostej,
taczacej dwa inne punkty.

Niechaj beda dane 2

proste rozne d{ i do, przed- punkty rézne P\ i Po, przed-
stawione odpowiednio przez stawione odpowiednio przez
réwnania: réwnania:

Poniewaz, wedtug zatozenia, Poniewaz, wediug zalozenia,
proste di i do punkty Pi i Po

sg rézne, przeto warunek

nie jest spetniony. Oznaczmy tréjmiany

(znak = oznacza tu tozsamos$¢). Rdwnania

prostych d{ i d, mozemy wiec punktéw Pi i Po mozemy wiec
napisa¢ w ten sposob: napisa¢ w ten sposob:

albo tez wprost tak: albo tez wprost tak:
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Wezmy pod uwage rownos¢
(6a)

gdzie i sg to jakies dwie liczby rzeczywiste skonczone
state, z ktorych przynajmniej jedna jest rézna od 0. Czy
jest mozliwem, aby ta réwnos$é byta tozsamoscig, t. zn. aby
byta spelniona dla wszelkich wartosci niewiadomych? Ta
réwnos$¢ bylaby tozsamoscig wtedy i tylko wtedy, gdyby po
wykonaniu redukcji kazdy spotczynnik tréjmianu, stanowigcego
strone lewg tej rownosci, byt rowny O, t. zn. gdyby byto:

Lecz ze spelnienia warunkéw (7) wynika spetnienie wa-
runkéw 2), a poniewaz warunki (2) nie sg spetnione, przeto
nie moga by¢ spetnione i warunki (7), t zn. rozpatrywana
rownos¢ nie moze by¢ tozsamoscig. Rozpatrywana réwnos¢
jest wiec réwnaniem i przytem réwnaniem jednorodnem sto-

pnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi
X, YV, Z, przedstawia zatem pe- U, V, W, przedstawia zatem pe-
wng w zupetnosci okresSlong wien w zupetnosci okreslony
prostg d. punkt P.
Dowiedziemy, ze

prosta d przechodzi przez punkt P nalezy do prostej,

punkt przeciecia sie prostych
d{ i do

Oznaczmy w tym celu
spoétrzedne punktu przeciecia
sie tych dwu prostych przez
XA y0l Z0. Punkt [X0, y0,Z0 na-
lezy do kazdej z prostych di
i do, zatem jego spoétrzedne
réwnaniu kazdej z tych dwu
prostych musza czyni¢ zados¢,
t. zn. mamy:

@a

taczacej punkty P\ i Po.

Oznaczmy w tym celu
spotrzedne prostej, taczacej te
dwa punkty, przez U0 WO WO.
Prosta [UO VO, WO przechodzi
przez kazdy z punktéw P\ i Po,
zatem jej spéirzedne réwna-
niu kazdego z tych dwu punk-
téw muszg czyni¢ zados¢, t.zn.
mamy:

(80)
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Lecz spelnienie réwnosci (8a)
pocigga za sobag spetnienie
rownosci

(9a) A.Li ya Z0 +

xaYWz9= g
ze spelnienia zas tej ostatniej
rownosci wynika, ze spoétrze-
dne punktu (X0 y0 Z0Q czynig
zados$¢ réwnaniu (6a), przed-
stawiajacemu prosta d, a zatem
prosta d przez punkt (X0, Y&XZ0
przechodzi,

Lecz spetnienie réwnosci (8b)
pocigga za sobag spetnienie
rownosci

(9b) KMAUOIMOWO) +

ze spetnienia za$ tej ostatnigj
rownosci wynika, ze spétrze-
dne prostej {U0, Mt czynia
zado$¢ réwnaniu (6b), przed-
stawiajacemu punkt P, a zatem
punkt P do prostej [UO, ML WO)
nalezy,

czego wilasnie chcielisSmy dowies¢.
Dowiedziemy teraz, ze, odwrotnie, réwnanie

kazdej prostej, przechodzacej
przez punkt przeciecia sie
prostych dxi dd mozna napi-
sa¢ w tej postaci, w jakiej jest
napisane réwnanie (6a), innemi
stowy dowiedziemy, ze: jezeli

jest jakakolwiek prosta,
przechodzacg przez punkt
przeciecia sie prostych dii d2
to wielkosciom A i h mozna
nadac takie 2 wartosci rzeczy-
wiste skonczone, iz réwnanie
(6a) bedzie przedstawiato pro-
sta dl.

Niechaj bowiem c¢/' bedzie
dowolng prosta, przechodzgcag
przez punkt przeciecia sie pro-
stych dxi d2 Wezmy na pro-
stej dldowolny punkt (X', Y\ Z),
rézny od punktu przeciecia
sie prostych dx\d> Wstawmy
nastepnie w réwnanie (6a) za-

kazdego punktu, nalezgcego
do prostej, taczacej punkty
Pi i P2 mozna napisa¢ w tej
postaci, w jakiej jest napisane
réwnanie (6b), innemi stowy
dowiedziemy, ze: jezeli P ljest
jakimkolwiek punktem, nale-
zacym do prostej, taczacej
punkty Pi i Po, to wielkosciom
A i A mozna nadaé¢ takie 2
wartosci rzeczywiste skon-
czone, iz réwnanie (6b) bedzie
przedstawiato punkt P".

Niechaj bowiem P' bedzie
dowolnym punktem, nalezg-
cym do prostej, tgczacej pun-
kty Pi i Po. Przesunmy przez
punkt p+= dowolng prostg (t/',
W\ W), rdézng od prostej, 1a-
czacej punkty pi iPo. Wstaw-
my nastepnie w réwnanie
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miast niewiadomych X, Y, Z
wartosci X\ YNZ' i obliczmy
wtedy z tego réwnania ™ i L.
Otrzymamy

(10a) 1,:1,= L,(XI, y\ZD:
n-L,(X\Y\Z%

Jezeli wiec wielkosciom aai X
nadamy wartosci

(6b) zamiast niewiadomych
U V, W wartosci U\ W\ IV
i obliczmy wtedy z tego réw-
nania i Ax Otrzymamy

(I0b) 1,0,= M,(U\ VAWI):
— M, (U\ A W)

Jezeli wiec wielkosciom i
nadamy wartosci

gdzie o oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywistg skoriczona,
rézng od 0O, to wtedy réwnanie

(6a) bedzie przedstawiato
prostg d', innemi stowy réw-
nanie

przedstawia prostg c/. Albo-
wiem to réwnanie przedstawia
prosta, przechodzaca przez
punkt przeciecia sie prostych
d{ i dt oraz przez punkt
AAY\ Z9), posiadajacg wiec
z prosta  dwa roézne punkty
wspolne, a zatem nakrywa-
jaca ja.

(6b) bedzie przedstawiato
punkt P‘, innemi stowy row-
nanie

przedstawia punkt Pl. Albo-
wiem to réwnanie przedstawia
punkt, nalezacy do prostej,
taczacej punkty P, i P> oraz
do prostej (t/,1/,1P"), bedacy
wiec punktem przeciecia sie
tych dwu prostych, a zatem
nakrywajacy punkt P'.

Przyczem poza wartosciami

(11 a) niema innych wartosci
na i A ktéorym odpowia-
databy prosta d\

Jezeli zatem V> aZ oraz A",

(11 b) niema innych wartosci
na A i 12 ktéorym odpowia-
datby punkt P

oznaczajg 2 pary war-

tosci, ktérym odpowiada

jedna i ta sama prosta,

to wtedy i tylko wtedy zachodzi

jeden i ten sam punkt,
rownosc
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Mozemy wiec wypowiedzieé¢ twierdzenie nastepujace:

Jezeli

przedstawiaja 2 proste
rézne dli d2 to wtedy
réwnanie

gdzie i
rzeczywistemi
najmniej jedna jest
prosta, przechodzaca

przez punkt przeciecia
sie prostych dl i a2
i przytem kazda prosta,
przechodzagcag przez
wymieniony punkt,
mozna przedstawié przez
rownanie tej postaci.

Dwu parom wartosci

rownania

przedstawiajg 2 punkty
rozne P1li P2 to wtedy
robwnanie

sg jakiemikolwiek dwiema liczbami
skonczonemi,

z ktorych przy-

rozna od O przedstawia

punkt, nalezacy do pro-
stej, taczagcej punkty
Pli P2iprzytem kazdy
punkt, nalezgcy do wy-
mienionej prostej, moz-
na przedstawi¢ przez
rownanie tej postaci.

oraz odpo-

wiada

jedna i ta sama prosta

wtedy
nosc

i tylko wtedy,

Jezeli wiec za i
rzeczywistych skonczonych,

jeden i ten sam punkt

gdy jest spetniona réw-

bedziemy brali wszystkie pary liczb
z ktérych przynajmniej jedna

jest rézna od 0, to réwnanie

(14a) bedzie przedstawiato
0go6t prostych, przechodzacych
przez punkt przeciecia sie
prostych dli d2.

(14b) bedzie przedstawiato
0g6t punktéw, nalezacych do
prostej, +taczacej punkty P1
i P2
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Gdybysmy zamiast dwu czynnikdéw nieoznaczonych ~ i
wprowadzili tylko jeden czynnik nieoznaczony 'k t. zn. gdy-
byS§my zamiast réwnania

(14a) rozpatrywali réwnanie

wzglednie

to wprawdzie moglibySmy powiedzie¢,

(14b) rozpatrywali réwnanie

wzglednie

ze przy kazdej war-

tosci rzeczywistej skonczonej czynnika z réwnanie

(15a), wzglednie (16a), przed-
stawia prostg, przechodzaca
przez punkt przeciecia sie
prostych d, i d2 nie mogli-
bysmy jednak powiedzie¢, ze,
rébwniez odwrotnie, kazda
prosta, przechodzaca przez
wymieniony punkt,

(15b), wzglednie (16b), przed-
stawia punkt, nalezacy do
prostej, taczacej punkty P, iPZ
nie moglibysSmy jednak po-
wiedzie¢, ze, rowniez od-
wrotnie, kazdy punkt, nale-
zacy do wymienionej prostej,

mozemy przedstawié¢ przez réwnanie tej postaci.

Mianowicie przez

réwnanie tej

postaci, jaka posiada

réwnanie

(15al, wzglednie (16aj, mogli-
bysmy przedstawi¢ kazda pro-
stg, przechodzacg przez punkt
przeciecia sie prostych d, i d>

z wyjatkiem prostej d2 wzgl. d

(15b), wzglednie (16b), mogli-
bySmy przedstawi¢ kazdy
punkt, nalezgcy do prostej,
taczacej punkty P\ i P2 z wy-
jatkiem punktu P2 wzgl. P,.

Jezeli wiec za k bedziemy brali wszystkie wartosci rze-
czywiste skonczone, to réwnanie

(15a), wzglednie (16a), bedzie
przedstawiato ogét prostych,
przechodzacych przez punkt
przeciecia sie prostych d, i d2
z wyjatkiem prostej d2 wzgl, d,.

(15b), wzglednie (16b), bedzie
przedstawiato o0g6t punktéw,
nalezgcych do prostej, taczag-
cej punkty P, i P2 z wyjat-
kiem punktu Po, wzglednie Pj.

Niechaj beda dane 2
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proste rozne (UL V], W) i (U2
V2 W2. Te proste mozemy
przedstawié¢ przez réwnania

O réwnaniu

czyli

moglibysmy powiedzie¢ to, co
powiedzieliSmy wyzej o row-
naniu (14a), a poniewaz za
spotrzedne prostej, jaka row-
nanie (18a) przedstawia, mo-
zemy uwazac liczby

punkty rozne [XIt ZJ i (X,
yX Zj). Te punkty mozemy
przedstawi¢ przez réwnania

O réwnaniu

czyli

moglibySmy powiedzie¢ to, co
powiedzieliSmy wyzej o row-
naniu (14b), a poniewaz za
spétrzedne punktu, jaki row-
nanie (18b) przedstawia, mo-
zemy uwazaé liczby

mamy przeto twierdzenie nastepujace:
Jezeli

(t/,
ma prostemi
to spéitrze dne

ITJi(tL, IAUCI sg dwie-
réznemi,

(XuyuZ Ji (Xjty2lZJ) sg dwo-
ma punktami réznymi,
to spoétrzedne

gdzie A i h sg jakiemikotwiek dwiema liczbami
rzeczywistemi skohczonemi, z ktérych przynaj-

mniej
prostg, przechodzaca
przezpunktprzeciecia

jedna jest rozna od O przedstawiaja

punkt, nalezacy do pro-
stej, +taczacej punkty
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sie prostych (ULVhWY
i [U2V2W2, i przytem
kazdg prostg, przecho-
dzacg przez wymienio-
ny punkt, mozna przed-
stawi¢ przez spoirze-
dne tej postaci.

i
tem kazdy punkt, nale-
zagcy do wymienionej
prostej, mozna przed-
stawi¢ przez spoirzedne
tej postaci.

I gdybySmy tu znéw zamiast dwu czynnikéw nieoznaczo-
nych A i A wprowadzili tylko jeden czynnik nieoznaczony \
t. zn. gdybySmy zamiast spotrzednych

(19a) rozpatrywali spétrzedne

to moglibySmy powiedzie¢,

ze przy kazdej wartosci

(19b) rozpatrywali spdétrzedne

rzeczy-

wistej skoriczonej czynnika X spétrzedne

(20a), wzglednie (21a), przed-
stawiajg prosta, przechodzaca
przez punkt przeciecia sie
prostych {NDAWRiI{U>,V> W1
oraz ze przez spoéirzedne tej
postaci, jaka posiadajg spot-
rzedne (20a), wzglednie (21a),
mozna przedstawi¢ kazda
prosta, przechodzaca przez
wymieniony punkt, z wyjat-
kiem prostej [Ux WA
wzglednie [Uu  Wh)*

(20b), wzglednie (21b), przed-
stawiaja punkt, nalezacy do
rosz', taczacej punkty
{)ﬂyu ) i (Xo,y2Z0), oraz ze
przez spoétrzedne tej postaci,
jaka posiadaja spo6trzedne
(20b), wzglednie (21b), mozna
przedstawi¢ kazdy punkt, na-
lezgcy do wymienionej prostej,
z wyjatkiem punktu (Z2y2Zz>),

wzglednie

Niechaj beda dane 2 rézne

i przy-

%
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proste wtasciwe dx i do
przedstawione przez roéwna-
nia:

(22 a)

punkty P\ i Po, z ktorych
zaden nie nakrywa po-
czatku uktadu spét-
rzednych, przedstawione
przez réwnania

29

Wezmy pod uwage réwnania:

Jezeli

proste dxi d2nie sg do siebie
réwnolegte, to o réwnaniach
(23 @), (24 @), (25 a) mozemy po-
wiedzieé to, co powiedzieliSmy
wyzej 0 rownaniach (14 a),
(15a), (16 a).

punkty pi i P> nie lezag na
jednej prostej z poczatkiem
uktadu spotrzednych, to o réw-
naniach (23 b), (24 b), (25b)
mozemy powiedzieé to, co po-
wiedzieliSmy wyzej o réwna-
niach (14b), (15b), (16 b).

Przypadek zas, gdy

proste dx i do sg wzajemnie
réwnolegte,

punkty p x i P> lezg na jednej
prostej z poczatkierp ukiadu
spotrzednych,

rézni sie od przypadku poprzedniego tem, ze w pierwszem

z posrod 3-ech rozpatrywanych rownan czynnikom

i A2 nie

mozna nadawa¢ wartosci, spetniajagcych warunek A’ /2= Aol
| — AX= B>\— BX w drugiem z pos$réd 3-ech rozpatrywanych

rownan

czynnikowi A nie mozna nadawac

wartosci A=
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*w koricu, w trzeciem z posrdd trzech roz-

patrywanych réwnan czynnikowi anie mozna nadawaé wartosci

(albowiem przy tych wartosciach wymienio-

nych czynnikéw spétczynniki

przy niewiadomych w rozpa-

trywanych réwnaniach po wykonaniu redukcji stajg sie
rowne 0), oraz ze
prostej niewtasciwej, ktoéra poczatku ukiadu spétrzed-

w rozpatrywanym przypadku
jest przeciez prosta, przecho-
dzacg przez punkt przeciecia
sie prostych dxi d> w ukia-
dzie spotrzednych Descartes a
wogble przez réwnanie przed-
stawi¢ nie mozna.

nych, ktéry w rozpatrywanym
przypadku jest przeciez punk-
tem, lezgcym na prostej, ta-
czacej punkty P\ i P>, w ukia-
dzie spotrzednych Pliickera
wogole przez réwnanie przed-
stawi¢ nie mozna.

Niechaj bedg dane 2 ro6zne

proste d{ i d2 z ktérych
zadna nie przechodzi
przez poczatek uktadu

spOtrzednych. Te proste
mozemy wiec przedstawic
przez spétrzedne Pliickera

uuvtoraz u2 v> Za spotrzed-
ne jednorodne Hesse'go tych
dwu prostych mozemy uwazaé
tréjki liczb uuvu 1oraz u2 v> 1.
Spotrzednemi  jednorodnemi
Hesse'go prostych, przecho-
dzacych przez punkt prze-
ciecia sie prostych d, i do, sg

wiec liczby [patrz (19 a)]:
A u2i A —JPovs, A)-A2
Z posréd tych wszystkich

prostych jednej tylko prostej,
mianowicie prostej, tgczacej
punkt przeciecia sie prostych

punkty witasciwe ri ir> ie
punkty mozemy wiec przed-
stawi¢ przez spéirzedne Des-
cartes'a xlly1 oraz Za
spotrzedne jednorodne Hesse -
go tych dwu punktéwTmozemy
uwazaé tréjki liczb xuy, 1
oraz x2yd 1 Spoétrzednemi
jednorodnemi Hesse'go punk-
tow, nalezacych do prostej,
taczacej punkty P, i P2 sa
wiec liczby [patrz (19b)]:
*L*L1+ *2%2, *iyi+ *2/2. *l+ *2,
Z posrod tych wszystkich
punktéw jednego tylko punk-
tu, mianowicie punktu nie-
wiasciwego prostej, taczacej
punkty Pi i P> nie mozemy
przedstawié¢ przez spotrzedne
Descartes’a (temu punktowi



— 112 —

dxi do z poczagtkiem ukiadu
spotrzednych, nie mozemy
przedstawi¢ przez spotrzedne
Pliickera (tej prostej odpo-
wiadajg wartosci ~ i &\ spet-
niajace warunek A -f- h —O0).
Wszystkie za$ pozostate pro-
ste, przechodzgce przez punkt
przeciecia sie prostych dxi do,
moga by¢ przedstawione przez
spotrzedne Pliickera, ktoremi
sg liczby:

odpowiadajg wartosci ™ i

spetniajgce warunek ta=0).
Wszystkie za$ pozostate punk-
ty prostej, #taczacej punkty
P\ i Po, moga by¢ przedsta-
wione przez spo6irzedne Des-
cartes'a, ktdoremi sg liczby:

Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Jezeli
AN (uj,yjido[uga sg dwie- Pi(*i,y\)iP>("0,y]J) sg dwo-
ma réznemi prostemi ma réznymi punktami
(z ktéorych zadna nie (wtasciwymi), to liczby
przechodzi przez po-
czatek uktadu spot-

rzednych), to liczby

gdzie A i L sg liczbami rzeczywistemi skoh-

czonemi, spetniajacemi warunek N+ 0 sa
spétrzednemi

jakiej$ prostej, prze- jakiego$ punktu, nale-

chodzacej przez punkt
przeciecia sieprostych
dxid, i odwrotnie, spét-
rzedne kazdej prostej,
przechodzgcej przez
punkt przeciecia sie
prostych dx i do, Z wyjat-
kiem prostej, taczacej

zgcego do prostej, t3-
czacej punkty P\ i Po,
iodwrotnie, spoétrzed-
ne kazdego punktu,
nalezgcego do wymie-
nionej prostej, z wy-
jatkiemjej punktu nie-
wtasciwego, moga byé
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wymieniony punkt z
poczagtkiem wuktadu
spotrzednych, moga

przedstawione w
postaci.

by¢
tej

przedstawione w tej
postaci (poréwnaj z twier-
dzeniem, podanem w § 4).

Uwaga. Jezeli réwnania

przedstawiajg jedna i te sama
prosta d, to przy pewnych

wartosciach i rownosé
(264a)
jest tozsamoscia. Jezeli za$

wartosci i sg wtedy tak
wybrane, ze réwnosé (26 a)
tozsamoscia nie jest, to jest
ona réwnaniem prostej d, al-
bowiem spdtrzedne kazdego
punktu prostej d, spetniajac
kazde z réwnan L1(X Y,Z)=0
i L2(X,Y,Z)= 0, musza réw-
naniu (26 a) czyni¢ zadosc.

MU, V,W)=0 i M,[U, V,W)=0
przedstawiajg jeden i ten sam

punkt P, to przy pewnych
wartosciach i 2 rownosé
(26 b)

jest tozsamoscig. Jezeli za$
wartosci i sg wtedy tak
wybrane, ze réwnos$¢ (26b)
tozsamosciag nie jest, to jest
ona réwnaniem punktu P, al-
bowiem spotrzedne kazdej
prostej, przechodzgcej przez
punkt P, spelniajagc kazde
z rownan MI1[U, VW= 0
i M2(U, V, W= 0, muszag réw-
naniu (26 b) czyni¢ zados¢.

Stad wynika, ze: jezeli spotrzedne

U\ W\ M, oraz U2 VAW2przed-
stawiajg jedng i te sama pro-
sta d, to przy pewnych war-
tosciach iL wszystkie 3 liczby

Ui-b +>Uo, ai M -t- I>\Va
AW\ -]- 22 W sg rowne 0; je-
zeli za$ wartosci i L sa
wtedy tak wybrane, ze przy-
najmniej jedna z liczb ~ £/, {-
+ 72 Uo, A WN-f- OV /« VN -j-
-f-a2W2 jest rézna od 0, to
wymienione trzy liczby sg spo6t-
rzednemi prostej d.

XuyuZxoraz XAy2Z2przed-
stawiajg jeden i ten sam punkt
P, to przy pewnych warto-

Sciach Al i \2wszystkie 3 liczby
W

-j-LZ 2 sg rowne O; jezeli zas
wartosci At i L sg wtedy tak
wybrane, ze przynajmniej je-
dna z liczb At Xx-j-1, XA Ai yiH-
-—12yaA X Zi -j- h Z2 jest rézna
od 0, to wymienione trzy liczby
sg spo6trzednemi punktu P.
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§ 26. Inna posta¢ warunku przechodzenia trzech pro-
stych przez jeden punkt, wzglednie nalezenia trzech punktéw
do jednej proste;j.

Niechaj bedg dane 3
proste d, do, dA przedstawio- punkty P x P>, Pa, przedsta-
ne odpowiednio przez row- wione odpowiednio przez réw-
nania: nania:

(1a)

Przyjmijmy, ze istnieje tozsamosé:

gdzie ku ko, k] sg to pewne 3 liczby skonczone, z ktérych przy-
najmniej jedna jest rézna od 0. Wykazemy, ze w takim razie
proste du do, ds przechodza punkty P\, Po, Pa lezg na jednej
przez jeden punkt. proste;j.
PowiedzieliSmy, ze przynajmniej jedna z liczb «ku ko, ki
jest rézna od 0. Przypusémy np., ze 4=0. Z danej tozsa-
mosci wyprowadzamy wtedy tozsamosé:

Proste do i da posiadaja (przy- Istnieje (przynajmniej) jedna

najmniej) jeden punkt (0,y0,Z0Q prosta (t/0> Po, #Po), przecho-

wspolny.  Spotrzedne tego dzgca przez kazdy z punktéw

punktu spetniaja roéwnania Poi Pa- Spétrzedne tej prostej

prostych d> i dA t zn. mamy: spetniajg réwnania punktéw
Po i Pa, t. zn. mamy:
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Z drugiej zndw strony rownos¢

(8a) jest tozsamoscia, jezeli
wiec zamiast niewiadomych
X, y,Z wstawimy w te row-
nos¢ XQ y&zo to ta réwnosé
bedzie spetniona, mamy wiec:

(8b) jest tozsamoscia, jezeli
wiec zamiast niewiadomych
U, ¥, W wstawimy w te row-
no$¢ UQ VO WO, to ta réwnosé
bedzie spetniona, mamy wiec:

Z réwnosci zas

(4a) i (ba wynika réwnosc

6a) k{LI[X0y0,Z9= O,

(@b) i (6b) wynika réwnosc
(6b) kx MAUOIMWM,WQ =0,

a poniewaz, wedtug zatozenia, ki #=0, przeto z réwnosci

(6@ wynika rownos¢

(6b) wynika réwnosé

Lecz ze spetnienia rownosci

[1a] wynika, ze punkt (X0 y0Z0
nalezy do prostej d, a zatem

punkt )DZ@ nalezy do
kazdej z trzech prostych d,

cb, dA

(7b) wynika, ze prosta [UQ
VO, M) przechodzi przez punkt
Pi, a zatem prosta (£/0, VQ Wo)
przechodziprzez kazdy ztrzech
punktéw P\ Po, Pa,

co whasnie dowodzi prawdziwosci tego, czego chcieliSmy dowies¢.
Odwrotnie, przyjmijmy, ze 3

proste dane di,d2dA przed-
stawione odpowiednio przez
réwnania (1 a), przechodza
przez jeden punkt.

punkty dane P xPo,P-A przed-
stawione odpowiednio przez
rownania (lb), leza na jednej
prostej.

Wykazemy, ze istniejg wtedy 3 liczby rzeczywiste skoni-
czone kuko,k9 z ktérych przynajmniej jedna jest rézna od O,
tego rodzaju, iz mamy tozsamos¢
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Istniejg 2 mozliwosci: albo
proste dli d2nakrywaja sie, punkty P\iP> nakrywajg sie,
albo tez nie nakrywajg sie. albo tez nie nakrywajg sie.

Rozpatrzymy najpierw przypadek pierwszy, t. zn. przy-

padek, gdy
proste d{ i d2 punkty Pii P2
nakrywajg sie. W tym przypadku jest spetniony warunek

9)

Oznaczmy wartos¢ stosunkéw Nlprzez £ Mamy
wiec:

Z réwnosci (10) wynikajg rownosci:
(11) Ay-— QA2— 0, By — 0722 — 0, Cy — QCo = 0.

Z rownosci zas (11) wynika tozsamosé:

Otrzymalismy wiec, ze jezeli jako ku kad kswezmiemy
odpowiednio 1,— QO, to rzeczywiscie bedziemy mieli tozsa-
mos¢, ktorej istnienia chcieliSmy dowiesc.

Pozostaje nam wiec teraz rozpatrze¢ przypadek drugi,

t. zn. przypadek, gdy

proste di i d2 punkty P\ i P2
W tym przypadku
przechodzacg kazdy punkt, nalezgcy do
.punkt przeciecia sie prostej, tgczacej punkty Pi

nie nakrywajg sie.
kazdag prosta,
przez
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prostych d, i dd mozna przed- i P2 mozna przedstawi¢ przez
stawi¢ przez réwnanie postaci rdwnanie postaci (8 25):
(8 25):

gdzie /[t i L sg dwiema liczbami rzeczywistemi skonczonemi
z ktérych przynajmniej jedna jest rézna od O.
A poniewaz

prosta d5 przez punkt prze- punkt P3 dcrprostej, taczacej
ciecia sie prostych d{ i d2 punkty Pti P4 nalezy,
przechodzi,

przeto czynnikom ~ i h mozna nada¢ takie 2 wartosci rzeczy-
wiste skonczone a'i 121 z ktérych przynajmniej jedna jest
rozna od 0, ze réwnanie

(13a) bedzie przedstawiato (13b) bedzie przedstawiato
prostag dA innemi stowy row- punkt P35 innemi stowy réw-

nanie nanie
(14a) V.M X, y,2) + (14 b) W.MAU,V, W) +

-fL LA yYZ=0 \-t2.M2{U, V,W) = 0
przedstawia prostg przedstawia punkt P;i

Poniewaz wiec trzecie z posréd rownan

(la) oraz réwnanie (14@) przed- (Ib) oraz réwnanie (14b) przed-
stawiajg te sama prosta, stawiajg ten sam punkt,

przeto spoétczynniki tych dwu réwnan musza by¢ wzajemnie
proporcjonalne, t. zn. mamy:

(15)

Oznaczywszy warto$¢ stosunkéw, wystepujacych w réw-
nosciach (15), przez @ bedziemy mieli réwnosci:

(16)
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Z roéwnosci (16) wynika tozsamos¢:

Jezeli wiec jako k1,k2k3wezmiemy odpowiednio ,
to rzeczywiscie bedziemy mieli tozsamos$é, ktdrej istnienia
chcielismy dowies¢.

Mamy zatem twierdzenie nastepujace:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym

przechodzenia trzech nalezenia trzech pun-

prostych ktow
(18a) (18b)
przez jeden punkt do jednej prostej

jest istnienie trzech liczb skonczonych ki1,k2,k3,
z ktérych przynajmniej jedna jest rozna od Q
tego rodzaju, aby suma

byta tozsamos$ciowo réowna O
Twierdzenia ostatniego moznaby dowie$¢ tez inaczej,
a mianowicie w spos6b nastepujacy.
Istnienie trzech liczb skonczonych k1,k2, k3, czyniacych
zado$¢ warunkom, o ktérych mowa w twierdzeniu ostatniem,
jest réwnoznaczne z istnieniem trzech liczb skornczonych
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k1,k2, k3, z ktorych przynajmniej jedna jest rézna od 0O, spet-
niajacych warunki:

(20)

takie za$ liczby istniejg wtedy i tylko wtedy, gdy jest spet-
niony warunek:

21

Lecz w § 23 mieliSmy, ze spetnienie rownosci (21) jest
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby

proste, o ktérych mowa w punkty, o ktérych mowa w
twierdzeniu ostatniem, prze- twierdzeniu ostatniem, lezaty
chodzity przez jeden punkt, na jednej prostej,

a zatem twierdzenie ostatnie jest prawdziwe.
Jezeli trzy

proste whasciwe dl d2 d3 s3 punkty P1P2P3 rézne od

przedstawione przez rownania poczatku uktadu spétrzednych,

w uktadzie ptaskim spoétrzed- sa przedstawione przez row-

nych Descartes’'a, t. zn. przez naniaw uktadzie ptaskim spot-

rownania rzednych Plucker'a, t.zn. przez
rownania

to rowniez warunkiem koniecznym i dostatecznym

przechodzenia tych prostych nalezenia tych punktéw do
przez jeden punkt jednej prostej
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jest istnienie 3-ech liczb skonczonych kLk2 K3, z ktorych przy-
najmniej jedna jest rézna od O, tego rodzaju, aby suma
(23a) k1.L1(x,y,1)+ (23b) k1.ML(u, 1)+
+ K2 L2K,y, 1) ¥+ y, ) + kM2, v, )+ k3.M3(u, I
byta tozsamosciowo rowna 0. Albowiem w ukladzie spoét-
rzednych jednorodnych Hesse'go
proste d1d2 mozemy przed- punkty P 1, P 2 ,nRzZmy

stawi¢ przez réwnania przedstawi¢ przez réwnania
L1k, y,2)= O 12(x, V,2)= 0, MU, v, w\= 0 m2[u,v,w)=
X y,2)=0, =0, M3(U,v,w)= o

istnienie za$ tozsamosci

k1 L1y, D+ k2. 1 2(xy11)+ kLM I(utvt\)-\-k*.M2(u,v,I) +
k3.L3(x,y, )= 0 + k3 M3(u, D=0

jest réwnoznaczne z istnieniem tozsamosci

KLLIX, y,Z) + K2.L2(X, Y,Z)+ KL ML (U, V, W+ k2.M2(U, V,
+ KI3(X,Y,2) = 0. W) + k3.M3(U, V. W) = 0.

Uwaga. W & niniejszym rozpatrywaliSmy 3 réwnania
jednorodne stopnia 1l-ego z 3-ma niewiadomemi, wzglednie
3 réwnania niejednorodne stopnia 1l-ego z 2-ema niewiado-
memi, i widzieliSmy, ze niezawsze istniejg 3 liczby skonczone
k 1z ktérychk przyn&mniej , jedna lest rézha od 0, tego
rodzaju, aby suma iloczynéw tych liczb przez strony lewe
rozpatrywanych réwnan byta tozsamosciowo réwna O.

Jezeli jednak jest danych n> 3 réwnan jednorodnych
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi

lub tez n> 3 réwnan niejednorodnych stopnia 1-go z 2-ema
niewiadomemi

to wtedy zawsze istniejg takie liczby skonczone k1 k2 ...., kn,
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z ktorych przynajmniej jedna jest r6zna od 0, iz suma

jest tozsamosciowo réwna O.
Albowiem istnienie tozsamosci

i= 7
wzglednie jest rownoznaczne z ist-
=1

nieniem 3-ech réwnosci:

te za$ réwnosci, uwazane za réwnania wzgledem k1 k2 .., kn,
stanowig 3 réwnania jednorodne stopnia 1-go z n niewiado-
memi, jezeli wiec n> 3, to posiadaja one rozwigzania, rézne
od rozwigzania 0, O, . . . , O.

Przyczem jezeli wszystkie liczby ALB1C1A2B2C2 ... .,
An, Bn, Cn sg liczbami rzeczywistemi, to pomiedzy rozwig-
zaniami tych 3-ech réwnan, réznemi od rozwiazania 0,0, ..., O,
zawsze istniejg rozwigzania, ztozone z samych liczb rzeczy-
wistych.

§ 27. Twierdzenie Desargues’a
Na ptaszczyznie 3

punkty rézne, nie nalezace do proste rézne, nie przechodzace
jednej prostej, okreslajg trdj- przez jeden punkt, okreslaja
kat: figure, ztozong z tych 3-ch  tréj bok: figure, ztozong z tych
punktéow (wierzchotkéw) 3-ch prostych (bokéw) iz 3-ch
i z 3-ech prostych (bokd6w), punktéw (wierzchotkow),
okreslonych przez kazde 2 okre$Slonych przez kazde 2
z posrod punktéw danych. z posrod prostych danych.
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Trojkat jest trojbokiem, i odwrotnie.
Dwa

trojkaty nazywaja sie odnie-
sionymi wzgledem siebie,
jezeli wierzchotki jednego troj-
kata uwazamy za podporzad-
kowane wierzchotkom drugie-
go w sposob jednojednoznacz-
ny, t.nz. tak, ze kazdemu wierz-
chotkowi jednego tréjkata od-
powiada jeden i tylko jeden
wierzchotek drugiego trojkata,
i odwrotnie; 2 wierzchotki,

trojboki nazywajg sie od -
niesionymi wzgledem sie-
bie, jezeli boki jednego trdj-
boku uwazamy za podporzad-
kowane bokom drugiego w
sposob jednojednoznaczny, t
zn. tak, ze kazdemu bokowi
jednego trojboku odpowiada
jeden i tylko jeden bok dru-
giego tréjboku, i odwrotnie;
2 boki,

ktére uwazamy za podporzadkowane sobie, nazywajg sie od -

powiednimi

albo homologicznymi.

Jezeli dwa

trojkaty sa odniesione wzgle-
dem siebie, to sg tez pod-
porzadkowane sobie (odpo-
wiednie, homologiczne) boki,
okres$lone przez pary wierz-
chotkéw odpowiednich.

tréjboki sa odniesione wzgle-
dem siebie, to sa tez pod-
porzgdkowane sobie (odpo-
wiednie, homologiczne) wierz-
chotki, okreslone przez pary
bokéw odpowiednich.

Niechaj

oznaczajg pary wierzchotkow
odpowiednich dwu odniesio-
nych wzgledem siebie tréjka-
tow , le-
zacych w jednej ptaszczyznie
wiasciwej.

Boki trojkata Al1A2A3
wzglednie A 1 'A 2 'gxz8ciw-
legte wierzchotkom A1l A2 A3,
wzglednie A1'A2'A3’, oznacz-
my odpowiednio przez
wzglednie al, a2, a3.

oznacza-
ja pary bokéw odpowiednich
dwu odniesionych wzgledem
siebie tréjbokéw alazasz i
al aZ a3' lezacych w jednej
ptaszczyZznie wiasciwej.

Wierzchotki tréjboku d£28

wzglednie al'a2'a3', przeciw-
legte bokom al'a?' a3, wzgle-
dnie al' a2' a3', oznaczmy od-
powiednio przez Au AZ A3
wzglednie A1'A2'A3".
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Przyjmijmy, ze

tréjkaty ALA2A3 i AT A2 A3

trojboki a1' a 2 'aha@&aB

posiadajg te wiasnos¢, iz

proste, taczace ich wierzchotki
odpowiednie, t. zn. proste
,przechodza

przez jeden punkt, ktory
oznaczmynp. przez S (rys. 11a).

punkty przeciecia sie ich
bokéw odpowiednich, t zn.
punkty alal'a2a?2 a3a3' leza
najednej prostej, ktéra oznacz-
my np. przez s (rys. 11 b).

Wezmy najpierw pod uwage przypadek, gdy

trojkaty
nie posiadajg ani jednego
wierzchotka wspélnego.

trojboki
nie posiadajg ani jednego boku
wspélnego.

Jezeli wiec w rozpatrywanym przypadku

punkt S nakrywajeden zwierz-
chotkéw tréjkata ALA2A3, to
napewno nie nakrywa Zza-
dnego wierzchotka tréjkata
AlL'A2'A3', i odwrotnie, jezeli
nakrywa on jeden z wierzchot-
kéw trdjkata A1L'A2'A3', to na-
pewno nie nakrywa zadnego
wierzchotka tréjkgta ALA2 A3
A zatem przynajmniej jeden

prostasnakrywa jeden zbokow
tréjboku ala2a3 to napewno
nie nakrywa zadnego boku
trojboku alaZ a3’ i odwrotnie,
jezeli nakrywa ona jeden
z bokoéw tréjboku al a2 aAl
to napewno nie nakrywa za-
dnego boku tréjboku ala2a3
A zatem przynajmniej jeden
z trojbokoéw al a2aAi al a2 &8
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z trojkatow A1A2A3I AJ A2A3
posiada wszystkie wierzchotki,
rézne od punktu 5. Przypusémy
np., ze wszystkie 3 wierzchotki
trojkata A 1 A s3 réen® od
punktu S.

posiada wszystkie boki, rézne
od prostej s. Przypus¢my np.,
ze wszystkie 3 boki tréjboku
a, a2a3 sg rézne od prostej s.

Wezmy jakikolwiek uktad spoétrzednych. Niechaj réwnaniami

punktéw S, A 1 w tyd
uktadzie beda odpowiednio
réownania: M [U, V, W) = O,
M1U, V, W)=0, MU, V, W)=0,
M3(U, P, W) = 0.

Poniewaz punkty Si Al sg
rézne, punkt zas AJ jest rézny
od punktu Al przeto (§8 25)
punkt AJ mozemy przedsta-
wi¢ przez réwnanie:

Analogicznie, punkty AZ i A3
mozemy przedstawi¢ odpo-
wiednio przez réwnania:

(22)

prodtych s/falaz a3 w tym
uktadzie beda odpowiednio
rébwnania: L (X, Y, z) = 0
L1[X Y,Z)= O, L2X Y,Z2) = O,
L3(X, Y, z)= 0.

Poniewaz proste sialsa
rézne, prosta za$ al' jest r6zna
od prostej al przeto (8 25)
prosta al mozemy przedsta-
wi¢ przez réwnanie:

Analogicznie, proste
mozemy przedstawi¢ odpo-
wiednio przez réwnania:

Roéwnanie

przedstawia (§25) pewien punkt,
nalezacy do prostej AL1AZ,
t. zn. do prostej a3. Wzigwszy
jednak pod uwage, iz (réwn.

przedstawia (§ 25) pewng pro-
stg, przechodzgcag przez punkt
ala2' t zn. przez punkt AJ.
Wzigwszy jednak pod uwage,
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(la) oraz (2a)] MJI (U, V, W=
= M(U, V, W+y1.M1U,V,W)
i MJ (U, VW= M(U, VW +
+ M2, V, W, réownanie (4a)

mozemy napisa¢ w postaci:

(52)

Réwnanie (5a) przedsta-
wia wiec pewien punkt, nale-
zacy do prostej a3' Z formy
jednak tego réwnania widaé
(8 25), iz przedstawia ono pe-
wien punkt, nalezgcy do pro-
stej ALAZ t. zn. do prostej a3
A zatem réwnanie (5a) przed-
stawia punkt, wspdlny prostym
a3iad' t zn. punkt a3a3.

iz [réwnanie (lb) oraz (2b)]
LI(Xy,2)= L(Xy,Z) +

réwnanie (4b) mozemy napisac
W postaci:

(5b)

Réwnanie (5b) przedsta-
wia wiec pewng prosta, prze-
chodzacg przez punkt AJ.
Z formy jednak tego réwna-

nia wida¢ (8 25), iz przed-
stawia ono pewna prosta,
przechodzgca przez punkt

ala2 t zn. przez punkt A3
A zatem réwnanie (5a) przed-

stawia prostg, zawierajaca
obydwa punkty A BAS, t zn.
prostg A3A3.

Za pomoca rozumowania analogicznego mozemy przyjs¢ do
whniosku, ze réwnanie

2 (X’ Y, Z) —1L3 (X! Y, Z) = q
czyli

6b) A2.L2,(X, y,Z) —
- MLA(x,y,Z)=0

przedstawia prostg A1AJ, oraz
rownanie LJ (X Y, Z) —LJ (X
Yy, Z) =0, czyli

(7 \BLAX, y,Z)-
—A3L1(x,y,z)=0

przedstawia prostg A2AJ.
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Otrzymalismy wiec, ze
punkty a3a3,alal,a2aZ mo- proste A3A3, A1A1 A2AZ mo-
zemy przedstawi¢ odpowie- zemy przedstawi¢ odpowie-

dnio przez réwnania: dnio przez réwnania:
8a) (8b)
Poniewaz

przeto (§8 26)

punkty a3a3,alaj,a2aZ lezag proste A3AJ, A1AT1 A2AJ prze-
na jednej prostej. chodza przez jeden punkt.

Do tego wniosku przyszliSmy w zatozeniu, ze
trojkaty ALALAA T AJ AJ AJ  tréjboki ala>a3 i al aZ a3 nie
nie posiadajg ani jednego posiadaja ani jednego boku
wierzchotka wspélnego. wspolnego.

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy

trojkaty A1A2A3 i AJ AJ A3 trdjboki ala2a3i al aZ a3 po-
posiadajg przynajmniej jeden siadajg przynajmniej jeden
wierzchotek wspdlny. bok wspoéiny.

W tym przypadku istnieja 2 mozliwosci: albo
jaki$ wierzchotek tréjkgta jakis bok tréjboku ala2a3
A1A2 A3 nakrywa wierzchotek nakrywa bok odpowiedni troj-
odpowiedni trojkata AJAJ AJ, boku al'a? a3, albo tez nie-
albo tez nieodpowiedni. odpowiedni.
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Przypusémy najpierw, ze jakis

wierzchotek trojkata ALA2A3 ,
np. wierzchotek A1l nakrywa
wierzchotek odpowiedni tréj-
kata A1AZ A3, t zn. wierz-
chotek AT. Wtedy punkt Al
(lub AT) jest zaréwno punktem
azaS, jak tez punktem asas,
wobec czego punkty ataS,
g393; d,0,° Mozemy uwazaé
za lezace na jednej prostej.

bok trojboku a 1 a 2 np. bok
al nakrywa bok odpowiedni
tréjboku a 1 ' a,Zn.d 3K al.
Wtedy prosta al(lub al) jest
zaréwno prostg A2AS, jak tez
prosta A3A3, wobec czego
proste A2AS, AgAg, AXAX mo-
zerny uwazac za przechodzace
przez jeden punkt,

Przypusémy teraz, ze jaki$

wierzchotek tréjkata AxXA>AJ
np. wierzchotek Au nakrywa
jakis wierzchotek nieodpo-
wiedni trdjkata Ax ASAg, np.
wierzchotek AS.

Gdyby wtedy prosta AXAX
byta rézna od prostej A,A/,
to jedyny punkt, wspélny
tym dwu prostym, mianowicie
punkt Ax (lub AS), musiatby
nakrywa¢ punkt S, a zatem
przez punkt AXx (lub A/) prze-
chodzitaby wtedy roéwniez
prosta AzAz, innemi stowy
punkty Ax (lub A/), Ag, Az
lezatyby na jednej prostej;lecz
W rozpatrywanym przypadku
punkt Ax (lub AS) bytby punk-
tem 4393, punkt Az bytby
punktem axax, oraz punkt Ag*
bytby punktem a2aS, a wiec
punkty g¢3g3, axax, a2aS le-
zatyby na jednej proste;j.

Gdyby za$ proste AXAS
i Az A-l nakrywaty sie, to, po-

bok tréjboku ¢, 9243 np. bok
gi, nakrywa jakis bok nieodpo-
wiedni tréjboku ai az az, np.
bok aS.

Gdyby wtedy punktg, g,
byt rézny od punktu a2aS,
to jedyna prosta, zawierajgca
te 2 punkty, mianowicie prosta
G (lub g.3 musiataby nakry-
wac prostg s, a zatem na prostej
gl (lub a2) lezatby wtedy réw-
niez punkt gsaz, innemi stowy
proste ¢, (lub al), az a* prze-
chodzityby przez jeden punkt;
lecz w rozpatrywanym przy-
padku prosta gi(lub a/) bytaby
prosta AzAg*, prosta aAbytaby
prosta AXAX, oraz prosta g3
bytaby prostg A,AS, a wiec
proste AzAg, AXAX, A2AS prze-
chodzityby przez jeden punkt.

Gdyby za$ punkty axg/
i a,aS nakrywaly sie, to, po-
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niewaz prosta AXA/ jest
jednoczesnie prostg A2 AX\
t. zn. prosta a/, oraz prosta
A2A2 jest jednoczesnie prostg
A2AX t.zn. prostg aHza punkt
aAaA moglibysmy uwazac
kazdy punkt prostej af (lub
a)l), a zatem punkty asaA\
a, a/, €uT moglibySmy uwa-
za¢ za lezgce na jednej prostej.

niewaz punkt axax jest jedno-
cze$nie punktem a> aX t. zn.
punktem As\ oraz punkt a,a2
jest jednoczes$nie punktem
aZau t zn. punktem AuU za
prostg Aa% moglibySmy
uwaza¢ kazda prosta, prze-
chodzgca przez punkt AA
(lub AJ), a zatem proste AANY%,
AXAX A>A/ mogliby$my
uwazac za przechodzace przez
jeden punkt.

Otrzymalismy wiec twierdzenie nastepujgce:

Jezeli

trojkaty, lezace w jednej
ptaszczyznie wtasciwej,
sg odniesione do siebie
w ten sposéb, ze proste,
taczace wierzchotki

odpowiednie, przechodzg
przez jeden punkt, to
wtedy punkty przeciecia
sie bokdw odpowiednich
leza na jednej prostej.

dwa

tréjboki, lezgce w jednej
ptaszczyznie witasciwej,
sg odniesione do siebie
w ten sposo6b, ze punkty
przeciecia sie bokow
odpowiednich lezg na
jednej prostej, to wtedy
proste, taczace wierz-
chotki odpowiednie,
przechodzg przez jeden
punkt.

Te 2 twierdzenia (z lewej i z prawej strony) mozna po-
taczy¢é w jedno w sposéb nastepujacy:

Jezeli dwa trojkaty (albo tréjboki),
ptaszczyznie
sione do siebie, to w razie,

w jednej

czenia wierzchotkow

lezace
wtasciwej, sa odnie-
gdy proste pota-

odpowiednich przecho-
dZzg przez jeden punkt, punkty przeciecia sie
bokéw odpowiednich lezg na jednej prostej,
i odwrotnie, w razie, gdy punkty przeciecia sie
bokéw odpowiednich lezg na jednej prostej,
proste potaczenia wierzchotkéw odpowied-
nich przechodzg przez jeden punkt.
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To twierdzenie nazywa sie twierdzeniem Desar-
gues'a.

Jezeli pomiedzy dwoma trojkagtami [albo trojbokami)
jednej plaszczyzny zachodzi zaleznosé, o ktorej mowa
w twierdzeniu ostatniem, to te trojkaty (albo tréjboki) nazy-
wajg sie homologicznymi. Dlatego tez twierdzenie Desar-
gues’a nazywamy takze twierdzeniem o tréjkatach
(albo trdjbokach) homologicznych.

Uwaga. Wierzchotki, wzglednie boki, trojkgtow (albo
trojbokoéw), rozpatrywanych w § niniejszym, nie musza by¢
punktami, wzglednie prostemi, wiasciwymi.

F. Wiodarski, Geom. anal. pt., cz. I 9



Rozdziat III.

§ 28. Ro6zne formy réwnania prostej oraz rownania punktu.
—W Rozdziale I rdwnanie prostej wiasciwej w uktadzie ptaskim
spbtrzednych Descartesa pisaliSmy w 3-ech postaciach, a mia-
nowicie :

(1) w tak zwanej postaci ogolnej (86): Ax-f-By-f-C=0;
(2 w tak zwanej postaci dwoistej (819): ua—{— -f-1= 0;
(3) w tak zwanej postaci normalnej Hesse go (83):

Xcos @-fy cos)]—[ = 0.

Do tych 3-ech postaci réwnania prostej wlasciwej dota-
czymy jeszcze 2 inne, ktore wyprowadzimy teraz z réwnania
w postaci ogélnej oraz z réwnania w postaci dwoistej.

Przypusémy mianowicie, ze w réwnaniu Ax-\-By-\-C = 0
spétczynnik B jest ré6zny od 0. W takim razie mozemy roz-
wigza¢ z tego réwnania y i otrzymamy wtedy réwnanie
y—— B*L_) lub tez, oznaczywszy — B i — 5 odpowiednio
przez m i b, rownanie y = mx-\-b.

Jezeli znéw w réwnanie ux-\-vy-\-1=0 zamiast uoraz v

wstawimy (816) odpowiednio— 1 oraz— N i nastepnie pomno-

zymy to réwnanie przez — 1, to otrzymamy wtedy réwnanie

Do wymienionych wiec wyzej 3-ech réwnan prostej wia-
sciwej w 3-ech rdéznych postaciach dotgczamy jeszcze:

(4) réwnanie w tak zw. postaci zwyczajnej: y = mx-\-b;
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. . . X \Y
(5 réwnanie w t. zw, postaci symetrycznej:~-]-* — 1= 0,

Przez rownanie w postaci ogolnej, albo tez przez réwnanie
w postaci normalnej Hesse'go, mozemy przedstawi¢ kazdag
prosta wiasciwa. Natomiast przez réwnanie w jednej z 3-ech
pozostatych postaci mozemy przedstawi¢ juz nie kazda prostg
wilasciwag, a mianowicie: przez réwnanie w postaci dwoistej,
jak tez przez rownanie w postaci symetrycznej, mozemy
przedstawi¢ tylko taka prostg wiasciwg, ktéra nie przechodzi
przez poczatek ukladu spoétrzednych, przez réwnanie za$
w postaci zwyczajnej mozemy przedstawi¢ tylko taka prosta
wihasciwg, ktéra nie jest rownolegta do osi y-6w (albowiem
przy wyprowadzaniu réwnania w postaci zwyczajnej z row-
nania w postaci og6lnej zatozyliSmy, ze B4=0).

Przyczem co do réwnania w postaci symetrycznej zrobimy
uwage nastepujaca.

Jezeli rozpatrywana prosta wilasciwa jest réwnolegta do
osi aow, wzglednie do osi y-6w, to wtedy u, wzglednie b,
rébwna sie + co. Za réwnanie rozpatrywanej prostej wiasciwej
w postaci symetrycznej nalezatoby wiec w tym przypadku
uwaza¢ rownanie , —1=0, wzglednie _ \— ---—-1= 0.

£ co u a -1co

Chcac jednak uniknaé wprowadzania do réwnania liczby + ~,

. . . . e X
piszemy zazwyczaj to rownanie w ten sposéb: »—1=0,

wzglednie w ten sposéb: — 1=0.

Spotczynniki réwnania prostej wiasciwej w postaci ogélnej
nie majag zadnego okreslonego znaczenia geometrycznego.
Natomiast spétczynniki réwnania prostej wiasciwej w pozo-
statych 4-ech z posréd 5-iu podanych wyzej postaci majg juz
zupetnie okreslone znaczenie geometryczne. Jakie znaczenie
geometryczne posiadaja spétczynniki rownania prostej witasci-
wej w postaci dwoistej, w postaci normalnej Hesse'go oraz
W postaci symetrycznej, jest widoczne. Pozostaje nam zatem
zbadaé znaczenie geometryczne spétczynnikéw réwnania pro-
stej wiasciwej w postaci zwyczajnej.

g
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Wezmy wiec pod uwage réwnanie prostej witasciwej d
W postaci zwyczajnej:
©) y —mx-j-b

i najpierw znajdzmy punkt przeciecia sie tej prostej z osig
y-6w. W tym celu obliczamy z réwnania (6) warto$¢ y, od-
powiadajgcg wartosci X = 0. Otrzymujemy wtedy wartos¢
y= b t zn. b jest rzednag punktu, w jakim rozpatrywana
prosta przecina o0$ y-6w. Jak wiec widzimy, wielko$¢ b
w réwnaniu prostej wilasciwej w postaci zwyczajnej posiada
zupetnie takie same znaczenie geometryczne, jak wielko$¢ b
w réwnaniu prostej wiasciwej w postaci symetrycznej, i dla-
tego tez w obydwu przypadkach uzyliSmy na oznaczenie tej
wielkosci tego samego symbolu.

Teraz nalezatoby przejs¢ do szukania znaczenia geome-
trycznego spotczynnika m  Zanim jednak to uczynimy, po-
wiemy najpierw, co nazywamy katem jaki prosta wta-
$ciwa tworzy ze zwrotem dodatnim osi Xx-0w.

Prosta wiasciwa moze by¢ rdédwnolegta do osi a>6w lub
tez nie. Zaldzmy najpierw, ze mamy jaka$ prostg wihasciwa,
ktéra réwnolegta do osi x-Ow nie jest. Ta prosta przecina
wtedy 0§ a6w w jakim$ punkcie whasciwym, ktéry oznaczmy
np. literg M. Punkt M jest punktem poczgtkowym dwu pro-
mieni, zawartych w rozpatrywanej prostej wiasciwej. Punkty
wiasciwe, rézne od punktu M, jednego z tych dwu promieni po-
siadajg rzedne dodatnie, punkty wtasciwe za$, rézne od punktu
M, drugiego promienia posiadajg rzedne ujemne. Wezmy te-
raz pod uwage katy, dla ktérych wierzchotkiem jest punkt M,
ramionami za$ sg: pierwszy z wymienionych przed chwilg
promieni rozpatrywanej prostej wiasciwej oraz promien, po-
siadajgcy zwrot dodatni osi *-6w. Jeden z tych katow jest
mniejszy od i, i ten wlasnie kat nazywamy katem, jaki
rozpatrywana prosta wiasciwa tworzy ze zwrotem dodatnim
osi X-Ow. Jezeli za$ mamy jaka$ prostg wlasciwag, réwno-
legltg do osi k6w, to przez kat, jaki ta prosta tworzy ze
zwrotem dodatnim osi a-6w, rozumiemy O.

Z tej definicji kata, jaki prosta wiasciwa tworzy ze
zwrotem dodatnim osi x-0wl wynika, iz katy, jakie ze
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zwrotem dodatnim 0Si at-o6w.tworza 2 proste
wtasciwe wzajemnie rdéwnolegte, sa rowne,

A teraz przejdZzmy do szukania znaczenia geometrycz-
nego spotczynnika m w réwnaniu (6), przedstawiajacem
prosta witasciwg d.

Oznaczmy Kkat, jaki prosta witasciwa d tworzy ze zwro-
tem dodatnim osi x-6w, przez «. WezZmy nastepnie pod
uwage réwnanie

7 y —mx.

To réwnanie przedstawia prostg witasciwg d\ réwnolegtg
(821) do prostej wiasciwej d i przechodzaca przez poczatek
uktadu spétrzednych. Prosta wiasciwa dl tworzy ze zwro-
tem dodatnim osi w-6w tez kat «.

Prosta d moze by¢ réwnolegta do osi a>sw, lub tez nie.
Zatézmy najpierw, ze prosta d réwnolegta do osi *-6w nie
jest. Wtedy prosta d' osi x-6w nie nakrywa.

Wezmy na prostej d' jakikolwiek punkt P, posiadajacy
rzedng Y\ dodatnig. Odcieta punktu P oznaczmy przez a4,
Poniewaz punkt P poczatku ukiadu spotrzednych nie na-
krywa (albowiem, wedtug zatozenia, y, 0), przeto a #=0.
Gdyby bowiem xx=0, to w takim razie punkt P nalezatby
do osi y-6w, prosta d' wiec, jako posiadajgca z osig y-ow
2 rézne punkty wspdlne (mianowicie punkt P oraz poczatek
uktadu spotrzednych), musiataby te o0$ nakrywaé, a zatem
prosta d musiataby by¢ do osi y-6w réwnolegta, stad za$
wynikatoby,, ze prostej d przez réwnanie w postaci zwyczaj-
nej przedstawi¢ nie mozna. Widzimy wiec, ze ac 0, a zatem
albo at, >0 (rys. 12), albo at <0 (rys. 13).

Punkt P do prostej d' nalezy, zatem jego spotrzedne
muszag réwnaniu tej prostej czyni¢ zado$¢, t zn. mamy
yX~m x u skad wynika:
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Poprowadzmy przez punkt P prosta, réwnolegta do osi
y-6w. Punkt przeciecia sie tej prostej z osig x-6w 0znaczmy
przez N.

Diugosci bokéw tréjkgta sg proporcjonalne do wstaw
katow tym bokom przeciwlegtych, z trojkgta zatem ONP
wynika:

gdzie przez NP i ON nalezy rozumie¢ liczby dodatnie,
wyrazajgce diugosci odcinkéw NP i ON.

W przypadku, gdy x>0 (rys. 12), mamy: NP=y]
ON=xu< NOP=d < OPN= w—a, z rownosci (9 wy-
nika wiec wtedy:

10y
W przypadku za$, gdy x1<0 (rys. 13), mamy: NP=y]1
, a zatem
z rownosci (9) wynika wtedy = czyli —
. t, zn. znéw réwnosé (10).
sin (w— a)

Réwnos¢ (10) jest wiec spetniona zaréwno wtedy, gdy
XN\ > 0, jak tez wtedy, gdy xx< O.

Z rownosci (8) i (10) wynika réwnosé:
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Réwnos¢ te otrzymaliSmy w zatozeniu, ze prosta d nie
jest réwnolegta do osi a>6w. Jezeli za$ prosta d jest réwno-
legta do o0si 6w, to w takim razie kat « réwna sie O, za-
tem sina= 0, lecz z drugiej strony wtedy réwniez m—0,
skad wynika, ze rownos¢ (11) jest spetniona takze i w tym
przypadku.

A wiec rownos$¢ (11) wyraza, jakie znaczenie
geometryczne posiada spotczynnik m

W réwnaniach w postaci zwyczajnej dwu prostych wia-
sciwych spétczynniki przy x sa rowne wtedy i tylko wtedy,
gdy te proste sg wzajemnie rownolegte, innemi stowy, gdy
posiadajg one jeden i' ten sam kierunek (Wstep, Ill). Dla-
tego tez spéiczynnik m w réwnaniu prostej wlasciwej w po-
staci zwyczajnej nazywamy spoétczynnikiem Kkierun-
kowym.

W réwnosci (11) mamy spoétczynnik m wyrazony przez
katy « i « Odwrotnie, wyrazimy teraz kat « przez spot-
czynnik m i kat w. Pomnézmy w tym celu réwnos¢ (11) przez
sin (@— «). Otrzymamy wtedy: msin ©; — «) = sind, czyli
msin .; cos «— mcos @sin a= sin a, skad wynika sin« (14—
-j- mcos @ = msin @cos «, a zatem:

(12

Z réwnosci (12) wynika, iz jezeli a oznacza kat, jaki
prosta Ax-f- By -f- C= 0, nie bedaca réwnolegtg do osi y-6w,
tworzy ze zwrotem dodatnim osi *-0w, to wtedy

czyli
(13)
Wzér (13), wyprowadzony w zatozeniu, ze rozpatrywana

prosta nie jest réwnolegta do osiy-6w, jest prawdziwy jednak
rowniez wtedy, gdy ta prosta jest réwnolegta do osi y-6w.
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Albowiem prosta Ax-f-By-f-C= 0 jest rownolegta do osi
y-Ow wtedy, gdy 5= 0, w tym za$s przypadku rownosé¢ (13)
sprowadza sie do réwnosci tga= tgw, ktéra w rzeczywistosci
jest spetniona, poniewaz w rozpatrywanym przypadku u=
Wzér (13) jest wiec prawdziwy zawsze.
Przypusémy, ze jaka$ prosta wiasciwa d jest przedsta-
wiona przez réwnanie w postaci ogdlnej:

(14) Ax\-ByC =Q

Jezeli ta prosta nie przechodzi przez poczatek ukiadu
spétrzednych, to zawsze od jej réwnania w postaci ogélnej
mozemy przejs¢ do jej réwnania w postaci dwoistej lub tez
W postaci symetrycznej. Mianowicie réwnaniem rozpatrywanej
prostej wlasciwej w postaci dwoistej bedzie w tym przypadku
réwnanie:

rownaniem za$ tej prostej w postaci symetrycznej bedzie row-
nanie:

(16)

Jezeli za$ rozpatrywana prosta witasciwa nie jest rowno-
legta do osi y-6w, to od jej réwnania w postaci ogolnej zawsze
mozemy przejs¢ do jej rownania w postaci zwyczajnej. Tem
rownaniem bedzie mianowicie:

a7

W koncu, bez wzgledu na to, jaka jest rozpatrywana
prosta wilasciwa, zawsze od jej rdwnania w postaci ogolnej
mozemy przejs¢ do jej rbwnania w postaci normalnej Hesse'go.
Poszukamy teraz czynnika Q przez jaki nalezy pomnozy¢
réwnanie rozpatrywanej prostej wiasciwej w postaci ogélnej,
t. zn. rownanie (14), aby otrzyma¢ réwnanie tej prostej w po-
staci normalnej Hesse go, t. zn. rdwnanie:
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Szukany czynnik Qmusi spetniaé warunki nastepujace:
(19) QA= coscp 0 B= coscp, OC= —p.

Przez o rozumiemy (8 3, rys. 10) jeden z katéw o wierz-
chotku O, ktérych ramionami sg: promien, posiadajgcy zwrot
dodatni osi *-6w, oraz promien, posiadajgcy zwrot odcinka
OS, przyczem to, ktéry z wymienionych katéow wybierzemy
jako kat ¢p, na wartos¢ cos ¢ nie bedzie miato zadnego
wplywu. Wezmy wiec np. jako kat ¢ ten z posréd wymie-
nionych katéw, ktory jest mniejszy od 2  ktdrego zwrotem
jest zwrot dodatni peku promieni o wierzchotku O (§8 2)
i ktérego pierwszem ramieniem jest promien, posiadajacy
zwrot dodatni 0Si a>ow.

Przez @ rozumiemy (§ 3, rys. 10) jeden z katéw o wierz-
chotku O, ktdrych ramionami sg: promien, posiadajacy zwrot
dodatni osi y-Ow, oraz promien, posiadajacy zwrot odcinka
0 S, przyczem to, ktory z wymienionych katéw wybierzemy
jako kat c¢p, na wartos¢ cos ¢ nie bedzie miato zadnego
wpltywu. Wezmy wiec np. jako kat ¢p ten z posréd wymie-
nionych katéw, ktory jest mniejszy od 2jg ktérego zwrotem
jest zwrot dodatni peku promieni o wierzchotku O (§ 2)
1 ktorego pierwszem ramieniem jest albo promien, posiadajacy
zwrot odcinka OS, albo promien, posiadajacy zwrot dodatni
osi y-6w, w zaleznosci od tego, czy kat cp nie jest wiekszy,
czy tez nie jest mniejszy od kata <

Przy takim wyborze katéw o i ¢ bedziemy mogli po-
wiedzieé, ze w razie, gdy kat ¢ nie jest wiekszy od kata <
pomiedzy katami cp i cp zachodzi zaleznos¢ o f- o = co, w razie
zas$, gdy kat 9 nie jest mniejszy od kata <, pomiedzy katami
¢ icp zachodzi zaleznosé 9— = <0 A wiec pomiedzy katami
¢ i cp, wybranymi w umowiony spos6b, zachodzi zaleznos¢:

(20) Mt p= co,
gdzie znak -j- odnosi sie do pierwszego z wymienionych

przypadkow, znak — za$ odnosi sie do drugiego z tych
przypadkéw.
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Z roéwnosci (20) wynika: cos (g + ) — cos <, czyli
€os ¢ cos M+ sin ¢sin = cos ©, czyli cos fcos W— cos to —
= + sinff sin azatem (cos COS t| — costo)- = sin: tp sin: 4', czyli
(cosfpcos »(—cos t0)2— (» —c0S: tp) @« —C0S. ¥ czyli cos. tp cos: ip+
-f cos. <0— 2 Q06to ABpcos™ = 1— coS: tp— COSz2tp+ COS: tp COS: tp,
czyli cos. cpf<€0s.tp— 2 cos to cos (pcostp= 1 — €0S2 to, czyli

k1) C0S:2 (p-j- C0S: tp— > €0S cos tpcos tp= sin: to.

Wstawmy w réwnos$¢ (21) zamiast costp i cos fp iloczyny

i B [rdwn. (19)]. Otrzymamy wtedy: p2A~-f-g-B~-—
— 262A Bcos to= sin2to, czyli e2(A~ B~— 2AB cos) = sin2to,
skad wynika:

Aby wiec otrzymac o, nalezy z utamka, stanowigcego strone
prawg roéwnosci (22), wyciggng¢ pierwiastek kwadratowy.
Otrzymamy wtedy 2 wartosci:

Chodzi teraz o to, ktéra z tych dwu wartosci bedzie
stanowita szukany czynnik ¢. Aby odpowiedzie¢ na to py-
tanie, zwrdé¢émy uwage na zalezno$¢ [réwn. (19)] pC= —p.
Wielkos¢ p albo jest réowna 0 albo tez posiada warto$¢ do-
datnig. Jest ona mianowicie réwna 0 wtedy, gdy rozpatry-
wana prosta przechodzi przez poczatek ukiadu spétrzednych,
t. zn. gdy C= 0. Przypusémy najpierw, ze rozpatrywana prosta
przez poczatek ukiadu spétrzednych nie przechodzi. Wtedy
p> 0, a zatem (?C<0, skad wynika, ze p posiada znak prze-
ciwny, anizeli C. A zatem z pos$rod dwu wartosci (23) czynnik p
stanowi ta wartos¢, ktora jest znaku przeciwnego, anizeli C.
Poniewaz za$ sinw zawsze posiada warto$¢ dodatnig (gdyz
zawsze to< jr przeto otrzymamy szukany czynnik p, jezeli
w mianowniku utamka (23) przed symbolem, oznaczajgcym
pierwiastek kwadratowy, wezmiemy znak, przeciwny temu
znakowi, jaki posiada C. Symbolicznie wyrazamy to, umie-
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szczajagc w mianowniku utamka (23) przed symbolem, ozna-
czajacym pierwiastek kwadratowy, symbol (— sign. C), t. zn.
piszemy:

Przy okreSlaniu znaku czynnika (? zatozyliSmy, ze roz-
patrywana prosta nie przechodzi przez poczatek uktadu
spotrzednych. Gdyby za$ rozpatrywana prosta przez po-
czatek uktadu spotrzednych przechodzita, to wtedy znak
czynnika £ nie bylby jednoznacznie okreslony, albowiem nie
bytyby jednoznacznie okreSlone znaki wielkosci cos i cos U
gdyz, jak to zaznaczyliSmy w 8§ 3, za zwrot odcinka OS
moglibySmy wtedy uwaza¢ ktdérykolwiek zwrot prostej, prze-
chodzacej przez poczatek ukitadu spdtrzednych i prostopadiej
do rozpatrywanej prostej. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
rownos¢ (24) zachodzi zawsze, rozumiejgc to w ten sposob,
iz w razie, gdy rozpatrywana prosta przechodzi przez po-
czatek ukiadu spotrzednych, t. zn. w razie, gdy C= 0, sym-
bol (— sign. C) oznacza obydwa znaki f~i—«e

Z réwnosci (19) i (24) wynika:

Jezeli wiec prosta wilasciwa jest przedstawiona przez
rownanie w postaci og6lnej Ax-]-By -j-C = 0, to réwnaniem
tej prostej w postaci normalnej Hesse'go jest réwnanie :
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Do tych wynikéw doszliSmy, zrobiwszy pewng umowe,
dotyczacg katéw i U. Te wyniki sg jednak od wymienio-
nej umowy niezalezne, albowiem wymieniona umowa dotyczy
tylko samych katéw i natomiast na dostawy tych katow,
a tylko one przeciez w otrzymanych wynikach wystepuja,
zadnego wplywu nie wywiera.

W Rozdziale | réwnanie punktu, réznego od poczgtku
uktadu spotrzednych, w ukladzie ptaskim spotrzednych
Pliickera pisaliSmy w dwu postaciach, a mianowicie:

(27) w tak zwanej postaci ogolnej (8 17 i § 18):
Au Bv C=0;

(28) w tak zwanej postaci dwoistej (8 19):
Xxu-Jyv-f-1= 0.

Przez réwnanie w postaci ogdlnej mozemy przedstawié
kazdy punkt, rézny od poczatku uktadu spétrzednych. Na-
tomiast przez réwnanie w postaci dwoistej mozemy przed-
stawi¢ tylko kazdy punkt wtasciwy, rézny od poczatku
uktadu spétrzednych.

Jezeli jakis punkt wiasciwy, rézny od poczatku ukiadu
spotrzednych, jest przedstawiony przez réwnanie w postaci
ogolnej Ax -f- By -f- C= 0, to od tego réwnania mozemy przejs¢
do réwnania rozpatrywanego punktu w postaci dwoistej,
ktérem mianowicie bedzie réwnanie:

(29) Au+ Bv+ 1= 0.

W koncu, réwnanie prostej, wzglednie punktu, w uktadzie
ptaskim spétrzednych jednorodnych Hesse’'go pisaliSmy w Roz-
dziale I w dwu postaciach: AX-\-By-\-CZ = 0 (§ 10i § 11)
oraz UX W WZ=0 (8 15), wzglednie AU~\-BV-\-CW—Q
(8 13 i § 14) oraz XU-\~yV-\-ZW = 0 (8§ 15), przyczem réw-
nanie w drugiej postaci nazwaliSmy réwnaniem w postaci
dwoistej. Lecz, wlasciwie biorgc, réwnanie w pierwszej postaci
rozni sie tu od rownania w drugiej postaci tylko tem, ze
w kazdem z tych dwu réwnan spotczynniki sa oznaczone
innemi literami, natomiast znaczenie geometryczne tych spot-
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czynnikéw w obydwu przypadkach jest jednakowe. Albowiem
bez wzgledu na to, czy réwnanie prostej napiszemy w postaci
AX-\-By C Z= 0, czy tez w postaci UX -f- VVA-WZ= 0,
spétczynniki tego réwnania, t. zn. w pierwszym przypadku
liczby A, B, C, w drugim za$ przypadku liczby U, V, IV, beda
mogly by¢ uwazane za spotrzedne tej prostej. Tak samo
bez wzgledu na to, czy réwnanie punktu napiszemy w postaci
AUN-BV-A-C W—0, czy tez w postaci XU-\~yV-\-Z[V —0,
spétczynniki tego réwnania, t zn. w pierwszym przypadku
liczby A B, C, w drugim za$ przypadku liczby X vy, Z, beda
mogly by¢ uwazane za spoirzedne tego punktu.

Dlatego tez mozemy powiedzieé, ze w ukladzie ptaskim
spotrzednych jednorodnych Hesse go zaréwno kazde réwna-
nie prostej, jak tez kazde réwnanie punktu, mozemy uwazac
za réwnanie w postaci dwoistej.

Poswiecimy jeszcze kilka stow przypadkowi, gdy ukiad
ptaski spétrzednych Descartes'a, jakim sie tu postugujemy,

jest prostokatny, t zn. gdy =

W tym przypadku wzory (11) i (12) sprowadzajg sie do
wzoru: t
(30) m= tgu.

Nastepnie, jezeli przez bedziemy rozumieli wtedy jaki$ kat
o wierzchotku O (niekoniecznie mniejszy od 2 n), ktérego
(83, rys. 10) pierwszem ramieniem jest promien, posia-
dajacy zwrot dodatni 0si aow, drugiem ramieniem jest pro-
mien, posiadajacy zwrot odcinka OS, oraz zwrotem jest zwrot
dodatni peku promieni o wierzchotku O, to bedzie wtedy
cos H= sin<p, a zatem rownagnie prostej wilasciwej w postaci
normalnej Hesse'go bedziemy mogli napisa¢ tak:

(31) Arcoscp-f-ysintp — p —0.

Przyczem tutaj obowigzuje podana przed chwilg umowa, do-
tyczaca kata 9 Gdybysmy przez grozumieli jakis kat o wierz-
chotku O, ktérego (83, rys. 10) pierwszem ramieniem jest pro-
mien, posiadajacy zwrot dodatni 0Si a-sw, drugiem ramieniem
jest promien, posiadajacy zwrot odcinka OS, oraz zwrotem
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jest zwrot ujemny peku promieni o wierzchotku O, to,
jako réownanie prostej wiasciwej w postaci normalnej Hesse'go,
zamiast réwnania (31) mielibySmy réwnanie

(32

Wzory (24) i (25) oraz rownanie (26) w razie ukiadu prosto-
katnego sprowadzaja sie do:

(33

(34)

(35

8§ 29. Odlegtos¢ wzajemna dwu punktow widasciwych. —
Niechaj bedg dane 2 punkty wtasciwe P i[xuy J oraz P>{x>1y~.
Obliczymy ich odlegto$¢ wzajemng 8.

Jezeli punkty P\ i P> nakrywajg sie, to wtedy ich odle-
gtos¢ wzajemna réwna sie 0. Jezeli punkty P\ i P> lezg na
prostej, réwnolegtej do osi x-6w, wzglednie do osi y-6w, to
wtedy ich odlegto$¢ wzajemna wynosi Xx—xi., wzglednie
j7\N—Y= (dodanie kresek pionowych z obydwu stron sym-
bolu, oznaczajgcego jakas liczbe, oznacza, iz mamy na mysli
wartos¢ bezwzgledna tej liczby, a wiec np. przez xt— x>
rozumiemy warto$¢ bezwzgledna roéznicy xx— x2.

Pozostaje nam wiec jeszcze obliczy¢ odlegtos¢ wzajemnag
punktéw Pi i Po w zalozeniu, ze te punkty sg rbézne i ze
taczaca je prosta nie jest réwnolegta ani do osi *-6w ani
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do osi y-6w. W tym przypadku odlegto$¢ wzajemnag dwu
punktéw oblicza sie zazwyczaj w sposéb nastepujacy.

Przez jeden z dwu punktéw danych prowadzimy prosta,
réwnolegta do jednej z osi spétrzednych, przez drugi zas
punkt dany prowadzimy prostg, réwnolegta do drugiej osi
spotrzednych, a wiec np. przez punkt P\ prowadzimy prosta,
réwnolegta do 0Si a-sw, przez punkt P2 zas prostg, réwno-
legta do osi y-6w (rys. 14).

Punkt przeciecia sie tych dwu
prostych oznaczmy literg M.

Kwadrat boku tréjkata
rowna sie sumie kwadratoéw
dwu pozostatych bokow,
zmniejszonej o podwojony ilo-
czyn tych dwu bokoéw oraz
dostawy kata, zawartego po-
miedzy nimi, a zatem z troj-
kata P\P>M (rys. 14) wynika:

Lecz w przypadku, przedstawionym na rysunku 14, mamy:

zatem z réwnosci (1)
wynika:

czyli

Gdyby punkty da-

ne P\ i P> zajmowaly

jakie$ inne potozenie, anizeli na rysunku 14, gdyby zajmowaty
one np. takie potozenie, jak na rysunku 15, to wtedy réwnos¢ (1)
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tez bylaby spetniona, lecz zamiast réwnosci (2) mielibysmy
rownosci:

Z réwnosci (1) i (4) wynikatoby:

czyli

t. zn. znéw rownosc (3).

Réwnosé (1) jest spetniona zawsze, bez wzgledu na po-
tozenie punktéw Pi i Po. Natomiast réwnosci, wyrazajgce
dtugosci bokéw P{M i PoM oraz wielko$¢ kata P\M Po troj-
kata PiM Po, nie sg juz, jak widzieliSmy, od potozenia punktow
Pi i Po niezalezne. Pomimo to jednak, rozpatrujgc rézne mozli-
wosci, moglibysmy sie przekona¢, ze réwnosc¢ (3) jest spet-
niona zawsze.

A zatem w przypadku, gdy rozpatrywane punkty P\i Po
sg rézne i tgczaca je prosta nie jest rownolegta ani do osi
a-0w ani do osi y-0w, odlegtosé¢ wzajemnag fi tych dwu punktéw
wyraza wzor:

Lecz ten wzdr mozemy uwaza¢ za wyrazajgcy odlegtosc
wzajemng rozpatrywanych punktéw rdéwniez wtedy, gdy te
punkty nakrywaja sie, lub tez gdy taczaca je prosta jest row-
nolegta do osi a-sw. wzglednie do osiy-6w. Albowiem w przy-
padku, gdy punky Pi i P>nakrywaja sie, mamy ai = a2iyt—y-,
a zatem z wzoru (5 wynika 8= 0; w przypadku zas, gdy
prosta, taczaca punkty p\ i po, jest réwnolegta do 0Si a-6w .
wzglednie do osiy-0w, mamyyi =y 2 wzglednie a, = a2 zwzoru
(®) wynika wiec fi= at— a2, wzglednie fi= yi—y2.

Wzér (5) jest zatem prawdziwy zawsze.

Jezeli uktad ptaski spdtrzednych Descartes’a, jakim sie

tu postugujemy, jest prostokatny, t zn. jezeli to= ~, to wzor

(5) sprowadza sie do:
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Podany tu sposéb obliczania odlegtosci wzajemnej dwu
punktéw w przypadku, gdy te punkty sg rozne, przyczem tgczgca
je prosta nie jest rownolegta ani do osi x-6w( ani do osi y-6w,
posiada pewne wady. Za wady bowiem nalezy uwazaé to,
iz przy obliczaniu tej odlegtosci postugujemy sie tu wzorami,
ktére zalezg od potozenia wzajemnego rozpatrywanych
punktéw, a mianowicie dtugos¢ boku Pi M trdjkata Pi M P2
moze byé réwna albo Xl — X2 albo X2— XIf dtugo$é boku P2M
trojkata PXMP> moze by¢ réwna albo yi—y2 albo y>—Vi,
i w koncu wielko$¢ kata PAM P2 tréjkata Pi MP2 moze by¢
rowna albo w, albo x — w. Wlasciwie wiec nalezaloby
rozpatrze¢ tu wszystkie przypadki, jakie zachodzi¢
moga, i dopiero wtedy, gdybySmy w kazdym z tych przy-
padkow otrzymali wzér (5), moglibySmy powiedzieé, ze ten
wz0Or jest prawdziwy zawsze.

To, co powiedzieliSmy przed chwilg, dotyczy wzoru (5),
nie za$ (6). Gdybysmy bowiem chcieli bezposrednio obliczyé
odlegtos¢ wzajemng dwu punktéw wiasciwych w razie uktadu
prostokgtnego, to wymie-
nione wyzej trudnosci mo-
glibySmy oming¢. Mogli-
bysmy bowiem rozumo-
wacé W spos6b nastepujacy.

Trojkat (rys. 16) PxXMP2
jest prostokatny, mamy za-
tem
(7) PxPt= P, M2-f- P2A/2

Lecz PiP2=8, bez wzgledu za$ na potozenie punktéw Pxi P2
mozemy powiedzie¢ ze Pi M= |ax—a2 |oraz P2M = |Jyt—y2],
z rownosci zatem (7) wynika: 8= |X—x2 ]2+ Iy\~y> 12
czyli 82==(aj — a- -j- [yt—y j2 skad otrzymujemy :

8= \ (*! —xN-\-[yi—y22 t.zn. znéw wzor (6).

Podamy teraz inny sposéb wyprowadzania wzoru ogol-
nego, t. zn. (5), spos6b, wolny juz od tych wad, o ktérych
mowiliSmy wyzej. Mamy tu, oczywiscie, na mysli tylko ten
przypadek, gdy punkty Pi i P2 sg rézne, przyczem 1gczaca

F. Wiodarski, Geom. anal. pt., cz. I 10



je prosta nie jest réwnolegta ani do osi x-6w, ani do osi
y-0W.

Przesuwamy przez punkt Pi prostg, rownolegta do osi
ai-ew, Przez punkt zas po prostg, réwnolegtg do osi y-6w.
Punkt przeciecia sie tych dwu prostych oznaczmy literg M.
(rys. 14 lub 15).

Boki trojkata sa proporcjonalne do wstaw katéw prze-
ciwlegtych, biorgc zatem pod uwage tréjkat P\ M po, mozemy
powiedzie¢, ze:

skad wynika:

Réwnos¢ (8) zachodzi zawsze, bez wzgledu na potozenie
wzajemne punktéw p, i Po.

Proste PiM i P>M sg odpowiednio réwnolegte do osi
spétrzednych, zatem katy, jakie one z soba tworza, sg rowne
katom, jakie tworza z sobg osi spotrzednych, stad zas wynika,
ze <"PjMP> jest réwny albo to albo "—to W kazdym
z tych dwu przypadkéw mamy:

Kat, jaki prosta Pi P> tworzy ze zwrotem dodatnim osi
& 6w, 0znaczmy przez «.

Poniewaz prosta P! M jest rownolegta do osi a>6w, przeto
~CP2P\M jest réwny albo «, albo *—« W kazdym z tych
dwu przypadkéw mamy:

Bok Po M jest rowny albo yi —yo, alboy2—yi. W kazdym
z tych dwu przypadkéw mozemy powiedzie¢, ze:

Prostg Pi Po mozemy przedstawi¢ przez réwnanie [§ 22,
rown. (8a), str. 98]:
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Stad wynika (str. 135, wzor (13)]:

zatem

czyli

Z rownosci (10) i (13) wynika:

Podniesmy obiedwie strony rownosci (8) do kwadratu.
Otrzymamy wtedy:

Z réwnosci (15), (9), (11), (14) oraz z réwnosci P\P2= 8
wynika:

skad znéw otrzymujemy wzér (5).

§ 30. Katy dwu prostych wiasciwych. — Niechaj beda
dane 2 proste wlasciwe dx i dd przedstawione odpowiednio
przez réwnania:

Obliczymy wstawy, dostawy oraz styczne katow, jakie
te proste tworza z soba.

W tym celu przesunmy przez poczatek ukiladu spéirzed-
nych 2 proste di i d2l odpowiednio réwnolegte do prostych
dx i dd ktére zatem mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez
réwnania:
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Katy, zawarte pomiedzy prostemi dx i d2l sg réwne katom,
zawartym pomiedzy prostemi dxi d2

Katy, jakie tworzg proste dd i d2 ze zwrotem dodatnim
0si eeo6w, oznaczmy odpowiednio przez « i

W zaleznosci od tego, czy kat «i nie jest mniejszy od
kata «2 czy tez kat a2 nie jest mniejszy od kata di roéznica
al—aa albo réznica u2— alf jest réwna jednemu z katéw, jakie
tworzg z soba proste A\ i dA a zatem jest réwna takze
jednemu z katéw, jakie tworzg z sobg proste d\i d2 Ozna-
czywszy wiec ten kat przez 0, bedziemy mogli napisaé:

©)
skad wynika:
@
W § 28 mieliSmy, iz jezeli « oznacza kat, jaki prosta

Ax-{-By-\-C — 0 tworzy ze zwrotem dodatnim 0Si a> 6w, tO
w takim razie [str. 135, wzor (13)]

Stad wynika, ze:

Z roéwnosci (4) i (6) otrzymujemy:

czyli

@)
Otrzymalismy wiec wzér na styczna jednego z katéw,
jakie tworzg z sobg proste di i d2 W tym wzorze mamy
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jednak z prawej strony 2 znaki, -f- i —. Mogtoby wiec pow-
sta¢ pytanie, ktéry z tych dwu znakdéw nalezy wiasciwie
wzigt. Ot6z mozna wzigé ktorykolwiek z nich. Albowiem
2 proste tworza z sobg 2 pary katéw wierzchotkiem prze-
ciwlegtych, i jezeli styczna kata, nalezacego do jednej z tych
par, jest dodatnia, wzglednie ujemna, to wtedy styczna kata,
nalezacego do drugiej pary, jest ujemna, wzglednie dodatnia.
Jeden wiec znak, jaki mamy we wzorze (7), odnosi sie do
jednego z katéw, jakie tworzg z sobag proste d, i d drugi za$
znak odnosi do drugiego z tych katow.

Z réwnosci (7) wynika:

Jezeli teraz réwnos¢ (7) pomnozymy przez réwnosé (8),
to otrzymamy:

Poniewaz przez katy, jakie tworzg z sobg 2 proste
wiasciwe, rozumiemy tu katy, niewieksze od rt przeto wstawy
tych katéw nie moga by¢ ujemne. Mozemy wiec powiedzied,
ze we wzorze (9) nalezy wzigé taki znak, aby wartos¢ na
sin© nie byta ujemna. | dla tej takze przyczyny,* ze ©<
nalezy we wzorach (7) i (8 bra¢ takie znaki, aby otrzymane
z tych wzoréw wartosci obiedwie byty jednocze$nie albo
nieujemne, albo niedodatnie.
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Zamiast wzoréw (7), (8), (9) moglibySmy wiec napisa¢ wzory
nastepujace:

przyczem tutaj juz moglibySmy powiedzie¢, ze we wzorach
(10) i (11) nalezy bra¢ w obydwu jednoczesnie albo znak +,
albo znak — [we wzorach (11) i (12) objeliSmy kreskami
pionowemi réwniez symbol 1, w celu podkres$lenia, ze mamy
tu na mysli pierwiastek dodatni; zreszta zwykle, jezeli przed
symbolem V nie piszemy zadnego znaku, to juz przez to
samo rozumiemy, ze nalezy tu wzig¢ pierwiastek dodatni;
kreski pionowe w mianownikach wzoréw (11) i (12) nie sag
wiec koniecznel.

Rozpatrywane proste sa réwnolegte wtedy i tylko wtedy,
gdy sin0= 0, A zatem:

Warunkiem Kkoniecznym i dostatecznym
réwnolegtosci dwu prostych wtasciwych A\XA-
-f-Bxy -J Ct= 0 i A2X-j-B>y-f-Co= 0 jest spetnienie
robwnosci

(13) AtBo—A B~ 0.

Ten warunek mieliSmy juz w § 8 (str. 61) oraz w § 21
(str. 91) (tylko ze w 8 21 odnosit sie on do jakichkolwiek
dwu prostych AxX B xY.i- CxZ= 0 i AoX-\-B.,y-\-C>Z= 0,
niekoniecznie do dwu prostych wiasciwych).

Rozpatrywane proste sg prostopadie wtedy i tylko wtedy,
gdy cos0 = 0. A zatem:
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Warunkiem koniecznym idostatecznym pro-
stopadtosci dwu prostych wtasciwych Alx+

Bly+ C1=0 i A2x+ B2y C 2= 0 jest spetnienie
rownosci

(14 AlAz.+ B1B2— (ALB2+raz282) cosw= 0.

Jezeli uktad ptaski spétrzednych Descartes'a, jakim sie
tu postugujemy, jest prostokatny, t. zn. jezeli ©= to wzory

(M, (), (9) sprowadzajg sie do:

(15)

(16)

17)

wzory (10), (11), (12) sprowadzaja sie do:

(18)

(19)

(20)

warunek roéwnolegtosci, t. zn. réowno$¢ (13), pozostaje bez
zmiany, warunek za$ prostopadtosci, t. zn. réwnos¢ (14), spro-
wadza sie do:

(21 /4 A2 -f- Bt5,= 0.

Zastosowanie. Niechaj bedzie dana prosta wtasciwa d,
przedstawiona przez réwnanie Ax-\-By-\-C = Q Prosta wia-
Sciwa d‘, przedstawiona przez réwnanie A{x -(- B{y -(- Ci —0,
jest do prostej d prostopadta wtedy i tylko wtedy, gdy jest
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spetniony warunek A Ax-\- B Bx— [A Bx-)- AXxB) cos o= 0, czyli
Ax[Bcos. - A- BXB- Acos ©- 0, czyli

B—Acosto_Bcosg —A
a

Oznaczmy warto$¢ rownych sobie stosunkoéw, z ktorych
jeden stanowi strone lewg réwnosci (22), drugi za$ strone
prawa tej rownosci, przez p. Liczba Qjest skohczona, ponie-
waz nie jest mozliwe, aby kazda z liczb Ax oraz 5, bhyta
rowna 0. Liczba o jest rézna od 0, poniewaz nie jest mo-
zliwe, aby kazda z liczb B— A cos w oraz B cos to— A byla
réowng 0; gdyby bowiem kazda z tych dwu liczb byta réwna 0,
to mielibySmy wtedy A= Bcosmooraz B= Acos to a zatem
rowniez A= Acos2m oraz B= Bcos2a stad zas (poniewaz
przynajmniej jedna z liczb A i B jest rozna od 0) wynikatoby,
ze cos2m= 1, co nie jest mozliwe, gdyz kat o jest rozny
zaréwno od O, jak tez od n

Mamy:

(23) B— Acos ®= p4,, Bcoso— A= 0B,

Pomné6zmy réwnanie prostej dl przez y. Otrzymamy wtedy
AXx-(- 8B,y -j-eCi= 0, czyli [réwn. (23] (5 —A cos QX -j-
-j-(Bcos<o — A)y C*= 0, gdzie symbolem O oznaczyliSmy
iloczyn QCx Otrzymalismy wiec:

Réwnanie kazdej prostej wtasciwej, prosto-
padtej do prostej witasciwej Ax By C= 0, mo-
zemy napisaé¢ w postaci (5—/4cos<o)x-f-(Z3cos<o—A)yA-
+ C= 0.

Jako przypadek szczegdlny otrzymujemy stad:

W prostokatnym uktadzie ptaskim spotrzed-
nych Descartesa réwnanie kazdej prostej wta-
§ciwej, prostopadtej do prostej wtasciwej AXx-\-
ABYy-\xC=0 mozemy napisa¢ w postaci Bx—Ay-j-
+ C'==0.

Rozwigzemy teraz zadanie nastepujace: dana prosta wia-
$ciwa AX -(- By -(- C= 0 oraz punkt wiasciwy [xxyX), napisaé



— 153 —

rownanie prostej wiasciwej, przechodzacej przez punkt dany
i prostopadtej do prostej danej.
Szukana prosta ma by¢ prostopadta do prostej AXx+

By+ C= 0, jej rownanie mozna wiec napisa¢ w postaci
(B— Acos w)x+ [Bcos w— A)y + C'= 0. Szukana prosta ma
.przechodzi¢ przez punkt (x lyl)1zatem spétrzedne tego punktu
musza réwnaniu szukanej prostej czyni¢ zados¢, t. zn. musi
by¢ spetniona rownos¢ (B—Acos ax1+ (Bcos w—,
skad wynika:
kang prosta mozemy zatem przedstawi¢ przez réwnanie

, czyli przez réwnanie

Gdyby ukiad spoétrzednych Descartes’a, jakim sie tu po-
stugujemy, byt prostokagtny, to szukang prostg moglibySmy
przedstawi¢ przez réwnanie , albo

§ 31. Odlegtosé punktu wasciwego od prostej wdasciwej.
— Dana prosta witasciwa d oraz punkt wtasciwy P. Obliczymy
odlegtos¢ 0 punktu P od prostej d.

Oznaczmy spétrzedne punktu P przez x1yl

Kazda prosta wlasciwg mozemy przedstawi¢ przez row-
nanie w postaci normalnej Hesse go. Niechaj wiec réwnanie

@)

przedstawia prostg d.

Przez punkt P przesunmy prosta d', réwnolegta do
prostej d. Réwnaniem prostej d' w postaci normalnej Hesse go
niechaj bedzie réwnanie

@

Rozpatrzymy wszystkie przypadki, jakie tu zachodzié¢
moga.



Przypadek 1-y. Prosta dana d nie przechodzi przez
poczatek uktadu spéirzednych, przyczem punkt dany P lezy
nie z tej samej strony prostej danej d, co poczatek uktadu
spotrzednych (t zn. lezy on albo na prostej d, albo tez
z przeciwnej strony prostej d, anizeli poczatek uktadu

sp6trzednych) (rys. 17).
W tym przypadku
mamy: cos $= cos
cosV —cos p=p A
-fh, a zatem réwnanie
prostej mozemy na-
pisaé w ten sposob:

3 xcospfycos —
— P+ 8= 0.
Punkt P do pro-
stej nalezy, jego spot-
rzedne muszg zatem
réownaniu tej prostej czyni¢ zado$¢, t zn. mamy A‘cosT”b
-j-y,cos ¢—[p-p 8= 0, skad wynika:

4 b= X\costp-J-yi cOS 4'— p-

Przypadek 2-i. Prosta dana dnie przechodzi przez po-
czatek ukiadu spétrzednych, punkt zas$ dany P lezy nie z prze-
ciwnej strony prostej
danej d, anizeli po-
czatek uktadu spot-
rzednych (t. zn. lezy
on albo na prostej d,
albo tez z tej samej
strony prostej d, co
poczatek uktadu spét-
rzednych), przyczem
lezy on niezewnatrz
(t. zn. wewnatrz lub
na obwodzie) pasa,
ograniczonego prostemi d i d“, gdzie oznacza prosta, prze-
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chodzaca przez poczatek ukiadu spétrzednych i réwnolegia
do prostej danej d (rys. 18).

W tym przypadku mamy: cos = cos 9 cosV = cosHf
pt= p—fi, a zatem rownanie prostej di mozemy napisac
w ten sposéb:

Punkt P do prostej nalezy, jego spoétrzedne musza
zatem réwnaniu tej prostej czyni¢ zadosé, t. zn. mamy  cos p-f-
-f-yiCOsH' — [p— fi) —0, skad wynika:

Przypadek 3-i. Prosta dana d nie przechodzi przez
poczatek uktadu spotrzednych,. punkt zas dany P lezy z tej
samej strony prostej danej, co i poczatek ukiladu spoétrzed-
nych, przyczem lezy on nie-
wewnatrz (t. zn. zewnatrz lub
na obwodzie) pasa, ograniczo-
nego prostemi d i ¢/, gdzie ¢
oznacza prostg, przechodzacag
przez poczatek uktadu spot-
rzednych i rownolegtg do pro-
stej d (rys. 19).

W tym przypadku mamy:

COS ¢==—2C0S COS =

= — cos Mpl—fi— p, a zatem
réwnanie prostej dl mozemy
napisa¢ w ten sposéb:

Punkt P do prostej dl nalezy, jego spétrzedne musza
zatem roéwnaniu tej prostej czyni¢ zados¢, t zn. mamy
— Aagcosfp—yicos'l’— (i—p) = 0, skad wynika:
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Przypadek 4-y. Prosta dana d przechodzi przez po-
czatek ukiadu spétrzednych (rys. 20), a zatem p= 0, t zn.
réwnaniem prostej danej d jest réwnanie

«

W tym przypad-
ku p = 8 natomiast
pomiedzy wielkoscia-
mi cos 9 cos  cos P,
cos WL zachodzg albo
zaleznosci: cos < =
= co$§ cos H*=
cos H, albo zalez-
nosci : cos P—
= —cos @ cos U*=
—cos H

Réwnaniem pro-
stej d' w postaci nor-
malnej Hesse'go be-

dzie wiec albo réwnanie

(10) xcos{p ycos —8= 0,
albo réwnanie

(12) —Xcos tp—ycosT—8= 0.

Punkt P do prostej d' nalezy, jego spo6trzedne musza
zatem rownaniu tej prostej czyni¢ zados¢, t. zn. mamy albo
xXcos P-\Y\ cos p— 8= 0, albo — xxcos p—Yytcos4— 8= 0,
skad wynika:
albo

Przyczem do wszystkich punktéw, potozonych z jednej
strony prostej d, stosuje sie wzor (12), do wszystkich za$
punktéw, potozonych z drugiej strony prostej d, stosuje sie
wz6r (13) [do punktéw, lezacych na prostej d, stosuje sie
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zardwno wzor (12), jak tez wzér (13), albowiem dla tych
punktéw 8= (],

Mozemy wiec powiedzie¢, ze w kazdym przypadku za-
chodzi réwnosé:

(14)

Otrzymane wyniki upowazniajg nas do wypowiedzenia
twierdzenia nastepujgcego:

Jezeli w strone lewag rownania w postaci
normalnej Hessego, przedstawia jgcego prosta
wtasciwg dang d, zamiast niewiadomych x iy
wstawimy spo6trzedne punktu wtasciwego da-
nego P, to warto$¢ bezwzgledna wyniku tego
podstawienia bedzie wyrazata odlegtos¢ 8 punktu
danego P od prostej danej d Przyczem jezeli
prosta dana d nie przeé¢h*p dzi przez poczatek
uktadu spoétrzednych i punkt P do tej prostej
nie nalezy, to wartos$¢ wzgledna wymienionego
wyniku bedzie dodatnia lub ujemna w zalez-
nosci od tego, czy punkt dany P lezy z prze-
ciwnej strony prostej danej d, anizeli poczatek
uktadu spéirzednych, czy tez z tej samej strony,
co poczatek uktadu spotrzednych.

Jezeli prosta dana d jest przedstawiona przez réwnanie
w postaci og6lnej Ax-\-By-\-C = 0, to odlegtos¢ 8 punktu
danego P[xuy® od tej prostej mozemy wyrazi¢ w sposob
nastepujacy (8 28):

(15)

W razie ukladu prostokatnego (t zn. gdy ®= ) wzor
(15) sprowadza sie do:

(16)
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8§ 32. Pole trdjkata i wielokgta. — Dane sa spoétrzedne
wierzchotkow A1A2A3 trojkata A1A2A3
(rys. 21). Obliczymy pole tego

trojkata.

Boki rozpatrywanego troj-
kata, przeciwlegte wierzchot-
kom a 1 ©znaczmyxndpo-
wiednio przez al a2 a3 Kat
A2A1A3 0zhaczmy  wprost
przez A1

Mozemy powiedzie¢, ze:

® Pole A A1A2A3 =
= Pa2a3sinAl
Mamy (8 29):

2

Proste A1A3 i A1A2 mozemy przedstawi¢ odpowiednio
przez réwnania (8 22):

Kat A1 jest jednym z katéw, jakie tworza z soba proste
A1A3 i A1A2 mamy przeto [str. 150, wzér (12)1

Z réwnosci (1), (2, @ wynika:

Mamy:
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Lecz

Y

jezeli wiec do elementéw zarowno drugiego, jak tez trzeciego
wiersza wyznacznika, stanowigcego strone prawa rownosci
(7), dodamy elementy wiersza pierwszego, to otrzymamy:

8

Z réwnosci (5), (6), (8) wynika:

©)] Pole

Kreski pionowe zewnetrzne z prawej strony réwnosci (9)
oznaczaja, ze mamy tam na mysli wartos¢ bezwzglednag roz-
patrywanego wyznacznika. Te kreski moglibySmy opuscié
tylko wtedy, gdybysmy napewno wiedzieli, ze wartosé¢ wzgle-
dna rozpatrywanego wyznacznika jest dodatnia.

Gdybysmy zbadali caly szereg przypadkdéw szczeg6lnych,
to spostrzeglibySmy, ze warto$¢ wzgledna wyznacznika, wy-
stepujacego we wzorze (9), jest dodatnia lub ujemna w zale-
znosci od tego, czy zwrot peku promieni o wierzchotku 5,
lezacym gdziekolwiek wewnatrz trdjkata okreslony
przez trojke promieni S/4If <S/L, SAA jest dodatni, czy tez
ujemny (82). Wyrazamy to, mowigc, ze wartos¢ wzgledna
rozpatrywanego wyznacznika jest dodatnia lub ujemna w za-
leznosci od tego, czy obieg trojkata AXA.,AAjest dodatni, czy
tez ujemny. Zresztag nie bedziemy sie tu ,tem szczegdétowo
zajmowali.
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Jezeli chcemy obliczy¢ pole jakiego$ wielokata, to roz-
bijamy ten wielokat przekgtnemi na trojkaty (rys. 22), poda-
nym wyzej sposobem obliczamy pole
kazdego trojkata oddzielnie i na-
stepnie otrzymane w ten sposo6b licz-

by sumujemy.

Jezeli ukiad spétrzednych Des-
cartes a, jakim Sie tu postugujemy,
jest prostokgtny, to wzér (9) spro-
wadza sie do:

10, Pole



Rozdziat 1V.

§ 33. Stosunek podziatu 3-ech punktow, lezacych na jednej
prostej wlasciwej. — Niechaj beda dane 3 punkty wiasciwe
P1P2Ps: lezace na jednej
prostej witasciwej (rys. 23).

Rozumiejac przez

P
stosunek stosunek odcinkéw P

t zn. stosunek wziety ze znakiem + albo —

w zaleznoéci od tego czy odcinki PiP3 i P:Ps
posiadajg zwroty jednakowe, czy tez przeciwne,
ten stosunek nazywamy stosunkiem podziatu
punktu Piwzgledem punktéow Pi i P> albo tez
wprost stosunkiem podziatu 3-ech punktéw
PuP>Pi, i oznaczamy symbolem (P*PA, Pd-

A wiec:

gdzie znak -j- odnosi sie do przypadku, gdy odcinki PiPA
i P2P3 posiadajg zwroty jednakowe, znak — za$ odnosi sie

do przypadku, gdy odcinki PtPs i P>P:i posiadajg zwroty
przeciwne.

Wedtug tej definicji [P., PAPd — -===-* a zatem:
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Jezeli punkty P)XPo, P3 sg rézne, to istniejg wtedy trzy
mozliwosci: albo punkty Pu P> Pa nastepujg po sobie przy
jednym zwrocie rozpatrywanej prostej w kolei P\ P>P, za-
tem przy drugim zwrocie w kolei PJ]PoPx albo te punkty
nastepuja po sobie przy jednym zwrocie rozpatrywanej pro-
stej w kolei P] PaPo zatem przy drugim zwrocie w kolei
PoPAPt (w tym przypadku punkt P8 lezy pomiedzy pun-
ktami Pj i Po)", albo, w koncu, wymienione punkty nastepujg
po sobie przy jednym zwrocie rozpatrywanej prostej w kolei
P(Pi Po, zatem przy drugim zwrocie w kolei PoP, P>
W pierwszym i trzecim przypadku odcinki PxP;i i Po PAmajg
zwroty jednakowe, zatem stosunek podziatu (Pi, Po, PJ po-
siada wartos¢ dodatnig, w drugim za$ przypadku odcinki
Pi PHi PoP$ maja zwroty przeciwne, zatem stosunek podziatu
(PIf Po, PJ posiada wartos¢ ujemng. Mozemy to wyrazié
w sposob nastepujacy: stosunek podziatu (Pt,P2 PJ posiada
wartos¢ ujemnag wtedy, gdy punkt Pj lezy pomiedzy
punktami Pi i Po, warto$¢ zas dodatnig wtedy, gdy punkt
Pa pomiedzy punktami Pti P> nie lezy.

Jezeli punkt Pa nakrywa punkt Pi, stosunek podziatu
(Pi, Po, Pa) jest rowny 0, jezeli za$ punkt Pa nakrywa punkt
Po, stosunek podziatu (P31 Po, PJ jest rowny + ®o. Jezeli,
w koncu, wszystkie 3 punkty pj, Po, pj nakrywaja sie, sto-
sunek podziatlu (pi, Po, Pa) posiada wartos¢ nieoznaczong.

Jezeli punkty pt i P2 nakrywajg sie, to kazdy punkt
wiasciwy prostej rPi Po, rézny od nakrywajgcych sie z sobag
punktéw Pi i Po, posiada wzgledem tych punktéw stosunek
podziatu réwny 1

Czy w razie, gdy punkty Pt i Po sa rézne, istnieje na
prostej Pi Po taki punkt wiasciwy ps, ktérego stosunek po-
dzialu wzgledem punktéow Pt i P> posiadatby wartos¢ 17?
Stosunek podziatu (pi, Po, P8 bytby réwny 1 wtedy, gdyby
punkt pa nie lezal pomiedzy '‘punktami pi i Po i byt od
kazdego z nich jednakowo odlegly. Na prostej za$ pi po
istnieje jeden tylko punkt wiasciwy, jednakowo odlegty od
punktow pi i Po, ktorym jest Srodek odcinka o punktach
krancowych pi ipPo; ten punkt lezy zatem pomiedzy punk-
tami Pi i Po, a wiec jego stosunek podziatu wzgledem punk-
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téw Pi i P2 jest réwny — 1 Mozemy wiec powiedzieé, ze
na prostej P\ P> niema takiego punktu wtasciwego P ktérego
stosunek podziatu wzgledem punktéw Pi i P2 bytby réwny 1.

Uméwmy sie, ze za stosunek podziatu punktu
niewtasciwego jakiej$ prostej wtasciwej wzgle-
dem jakichkolwiek dwu punktéow wtasciwych
tej prostej bedziemy uwazali 1

Ta umowa odpowiada uwazaniu punktu niewtasciwego
jakiejs prostej wilasciwej za punkt, ktérego odlegtos¢ od
kazdego punktu wilasciwego tej prostej jest nieskonczenie
wielka (str. 8). Albowiem np. w przypadku, przedsta-
wionym na rys. 23, mozemy powiedzie¢, ze (Pi, P2 P?) =

wiec odlegtos¢ punktu P3 od punktu P2 byla nieskonczenie

wielka, to wtedy bytoby PP a zatem [PuP2P3= 1
+ 20 3
Z definicji stosunku podzialu punktu niewlasciwego

wzgledem dwu punktéow wilasciwych wynika, ze réwnosé (2)
zachodzi réwniez wtedy, gdy punkt P{ jest punktem nie-
wiasciwym.

Uwaga. Zamiast uwazac¢ stosunek podziatu 3-ech punk-
tow wihasciwych Pb P2 P3 lezgcych na jednej prostej wiasci-
wej, za iloraz samych odcinkéw PxPHi P2PH wziety z od-
powiednim znakiem, mozemy, oczywiscie, uwaza¢ ten stosu-
nek za iloraz liczb, wyrazajacych dtugosci tych od-
cinkéw przy dowolnie przyjetej jednostce diugosci, wziety
z odpowiednim znakiem.

MoglibySmy tez postgpié jeszcze inaczej, a mianowicie
w sposéb nastepujacy: przyjawszy jeden zwrot rozpatrywa-
nej prostej, t zn. prostej, na ktorej lezg punkty Pi, P2 P3
za dodatni, drugi zas za ujemny, i ustaliwszy pewng jednostke
dtugosci, kazdemu z odcinkéow PiP3 i P2P3 moglibysmy *
podporzadkowac liczbe, ktorej warto$¢ bezwzgledna wyraza
dtugos¢ odcinka i ktora jest dodatnia lub ujemna w zalez-
nosci od tego, czy odcinek posiada zwrot dodatni, czy tez ujemny,
a wtedy stosunkiem podziatu (Pi, P2 P3 moglibysmy nazwaé
wprost iloraz liczb, podporzgdkowanych odcinkom P,P3i P23
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8 34. Spoitrzedne oraz réwnanie punktu, ktorego stosu-
nek podziatu wzgledem dwu danych punktéw wiasciwych
jest dany. — Niechaj beda dane 3 rézne punkty wiasciwe
P\ (*i,yi), P>i**y > Ph(*3y3, lezace na jednej prostej wia-

$ciwej d. Przypusémy, ze pro-
sta d nie jest réwnolegta do
zadnej z osi spo6trzednych
(rys. 24).

Przesunmy przez pun-
kty P2, Po, P3trzy proste, réw-
nolegte do osi y-éw, ktérych
punkty przeciecia sie z osig
a-ow 0znaczmy odpowiednio
przez P/, P\ P3, oraz trzy
proste, rownolegte do osi *-6w,

ktérych punkty przeciecia sie z osig y-6w oznaczmy odpo-
wiednio przez Pi“, Po“, P3*. Na mocy znanego twierdzenia
z Geometrji elementarnej mozemy powiedzie¢, ze:

czyli

Z drugiej znow strony koleje, w jakich nastepujg po sobie
punkty Pi, P2*%P3 osi *-6w, wzglednie punkty /Y ‘,/Y\iY" osi
y-6w, sa takie same, jak koleje, w jakich nastepujg po sobie
punkty PuP>,Pg prostej d (str. 16 i 17). Jezeli wiec punkt P3
lezy pomiedzy punktami Pj i P> to tak samo punkt P3 lezy
pomiedzy punktami P\ i pd oraz punkt P3' lezy pomiedzy
punktami P/ iP2'. Jezeli za$ punkt P3 pomiedzy punktami
Pt i Po nie lezy, to tak samo punkt P3 nie lezy pomiedzy
punktami P/ i P2 oraz punkt P3' nie lezy pomiedzy punk-
tami Pi“ i P>*. Stosunki podziatu (P"Po, P3, (Pi'»P2: P»)i
(Pt*,P2,P3') sg wiec jednakowego znaku, a zatem z réwnosci
(1) wynika:
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Wartosé stosunku podziatu (P1,P2 P3 oznaczmy przez u
Mamy wiec:

)

Istniejg tu 2 mozliwosci: albo punkt P3nie lezy pomiedzy
punktami P1i P2 albo tez lezy. Kazdg z tych dwu mozli-
wosci rozpatrzymy oddzielnie.

Mozliwos$¢ 1l1l-a. Punkt P3 nie lezy pomiedzy punk-
tami P1i P2 Wtedy punkt P3 nie lezy pomiedzy punktami
Pl1i P2. Mozemy wiec powiedzie¢, ze np. przy zwrocie .do-
datnim osi x-ew punkty P 1 ', rRstébuja, poRBobiz w jed-
nej z 4-ech kolei: P 1 ', PZP1IP2 P3P1IP2, B3PZ2P1.
W razie jednej z dwu pierwszych wymienionych kolei mamy

réwnosci: oraz w razie

za$ jednej z dwu ostatnich wymienionych kolei mamy réw-
nosci:  oraz Bez

wzgledu wiec na to, w ktoérej z 4-ech wymienionych wy-
zej kolei punkty P 1 ', pr& zwerocie, do®atnign osi X-ow

nastepujg po sobie, zawsze mamy roéwnosé:

Lecz w rozpatrywanym przypadku u posiada wartos¢ dodatnia,
a zatem skad wynika:

@

Za pomocg rozumowania zupetnie analogicznego, zasto-
sowanego do punktéw Pi“,P2‘,P3*, otrzymamy:

O

Mozliwos$¢ 2-a. PunktP3lezy pomiedzy punktami P}iPu
Wtedy punkt P3 lezy pomiedzy punktami P/ i P2. Mozemy
wiec powiedzie¢, ze np. przy zwrocie dodatnim o0si a>ow
punkty P\\P2,Pg nastepujg po sobie w jednej z dwu kolei:
P/ P3P2 albo PZP3P/. W razie pierwszej z wymienionych
kolei mamy réwnoséci P/P3'=*3—~i oraz PZP3 = a2— a3,
w razie za$ drugiej z tych kolei mamy réwnosci
P\ Pa —a,—al3oraz Po Pa = xa—*2 Bez wzgledu wiec na
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to, w ktorej z dwu wymienionych kolei punkty PI,PZ, P3
przy zwrocie dodatnim osi Xx-6w nastepuja po sobie, zawsze

mamy réwnosc: Lecz w rozpatrywanym
obecnie przypadku p posiada wartos¢ ujemng, a zatem
skad wynika czyli

t. zn. znéw réwnosc¢ (4).

Za pomocg rozumowania zupeinie analogicznego, zasto-
sowanego do punktow PI‘,P2‘,P3‘, otrzymamy znéw réw-
nos¢ (5).

Jak wiec widzimy, réwnosci (4) i (5) zachodzg w obydwu
przypadkach.

Z réwnoséci (4) oraz (5) wynika fi[x>— a3 = aj— XAoraz
fl —73,czyli(l—m~="~ ora z (1— liy2,
skad otrzymujemy:

C)

Réwnosci (6) otrzymaliSmy w zalozeniu, ze prosta, na
ktorej leza punkty P\,P>, P>, nie jest réwnolegta do zadnej
z osi spotrzednych. Gdyby za$ wymieniona prosta byta réwno-
legta do jednej z osi spotrzednych, np. do osi x-6w, to
w takim razie do punktéw P\, P2Z2,P8 podane wyzej rozumo-
wanie mogtoby by¢ zastosowane, a zatem pierwsza z posrod
réownosci (6) bytaby spetniona; druga z posrod réwnosci (6),
jak to fatwo mozemy spostrzec bezposrednio, tez bylaby spet-
niona, albowiem w rozpatrywanym przypadku7:1= 72= 73-

Punkty PtP2P8 uwazaliSmy za rozne. Gdyby jednak
punkt P; nakrywat punkt Pi, t. zn. gdyby byto 3 = *l,73= 71,
fi— 0, to rownosci (6) bytyby spetnione; gdyby zas$ punkt P;
nakrywat punkt P2 t. zn. gdyby bylo = *2,73= 72,f=+ 00,
to bytyby spetnione réwnosci (6), napisane w postaci:

™
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Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Jezeli Pi iPj sg dwoma réznymi punktami
witasciwymi o spotrzednych D=*escartes'a xu y{
i x2 y¥ to spotrzednemi Descartes’'a punktu
wtasciwego P, nalezgcego do prostej PiPoipo-
siadajgcego wzgledem punktéw PiiPo stosunek

podziatu u, sa liczby -y—~ i ~ w przypadku,

gdy u jest liczba skonczona, liczby zas$
w przypadku, gdy fi jest licz-

bag ré6zng od O

W przypadku, gdy fi jest liczbg skonczonag, za spot-
rzedne jednorodne Hessego punktu wiasciwego P, o ktérym
mowa Ww twierdzeniu ostatniem, mozemy uwazaé liczby
Xt— iia®n yi— [y., 1— u, w przypadku znéw, gdy u jest
liczbg rozng od 0, za spétrzedne jednorodne Hesse'go punktu

P mozemy uwazaé liczby

Punkt P, o ktorym mowa w twierdzeniu ostatniem, jest
punktem wiasciwym, a zatem f 4=1 Zobaczmy, co przed-
stawia tréjka liczb xx— \ixe, yx— P2 1— fi, wzglednie
1*i—at,, 1yi—y2, 1 1, wtedy, gdy fi= I, innemi stowy,
co przedstawia tréjka liczb xx— x4 yx—y> 0. Ta trojka
przedstawia (str. 64) punkt niewlasciwy prostej wihasciwej
(yi—yd X— (&t —axJy C= 0, gdzie C oznacza jakakol-
wiek liczbe rzeczywistg skonczong. Lecz wymieniona prosta
wihasciwa jest rownolegta do prostej wiasciwej (y,—y») x —

(X, — X2y + [xxy>- X2yj- 0, taczacej punkty Pi i P,
(8 22, str. 98), a zatem trojka liczb xx— x>, yx—y > 0 przed-
stawia punkt niewlasciwy prostej Pi P2 Poniewaz za$ sto-
sunkiem podziatu punktu niewtasciwego prostej P\P2 wzgle-
dem punktow Pi iP2jest wlasnie 1, mamy przeto twierdzenie
nastepujace:
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Jezeli P1i P2 sg dwoma réznymi punktami
wtasciwymi o spétrzednych Descartes’a x1 yl
i X2y., to za spoétrzedne jednorodne Hesse'go
punktu P (wtasciwego lub niewtasciwego), nale-
zgcego do prostej P1P2iposiadajgcego wzgle-
dem punktow P1liP2 stosunek podziatu p mo-
zemy uwazac¢ liczby W przy-
padku, gdy pjest liczbg skonhczong, liczby za$

w przypadku, gdy p jest

liczbg ré6zng od O

Za spotrzedne jednorodne Hesse go punktow wiasciwych
P1(x1,y) oraz P2(x2y2 mozemy uwaza¢ trojki liczb x1y21
oraz x2y2 1 zatem te punkty mozemy przedstawi¢ przez
rownanie (§8 15):

Punkt za$s P, o ktérym mowa w twierdzeniu ostatniem,
mozemy przedstawic przez réwnanie

, wzglednie

czyli

©

wzglednie

Otrzymalismy wiec twierdzenie:

Jezeli réwnania ml[yU, V, W= x1U+ y1V W=0
oraz m2[U, V,W=x2U y2V W= 0 przedstawiaja
2 punkty wtasciwe r6zne Pl oraz P2 to punkt P,
nalezgcy do prostej P1P2i posiadajgcy wzgle-
dem punktéow Pli P2 stosunek podziatu p mo-
zemy przedstawi¢ przez rownanie YU Vvw —
—umU,V,W=0w razie, g{jy M jest liczbg skon-

czong, przezrownanie za$

w razie, gdy jest liczbg r6zng od O
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Przypadkiem szczeg6lnym tego twierdzenia jest twier-
dzenie nastepujace :

Jezeli rownania m, WV, )= XvuA- -(-1=0 oraz
m>(U vt1l)= x> U-j-y2VH'1=0 przedstawiajg 2 punkty
wtasciwe roézne PiiP2(z ktérych zaden nie na-
krywa poczgtku uktadu spotrzednych), to punkt
P, rézny od poczatku uktadu spoéirzednych,
nalezacy do prostej PA\P> i posiadajacy wzgle-
dem punktow P[ i P> stosunek podziatu M mo-
zemy przedstawi¢ przez réwnanie ml[uyv, )—
— D= 0w razie, gdy njest liczba skon-

czona, przez roéwnananie zas$ ~.mx{u v, ) —
r
— v, )= Owrazie gdy Mjest liczbg rdézng od Q.

Uwaga. Tr6jmian og6lny jednorodny stopnia 1-ego
z 3-ema niewiadomemi U, V, W, t zn. tréjmian AU-\-BV-j-
CW, oznaczaliSmy w 8§ 25, i tak samo nadal bedziemy
oznaczali, symbolem MU, V,W). Jezeli zas w tym troj-
mianie spotczynnik przy W1t zn. spétczynnik C, jest rowny 1,
to, chcac to specjalnie podkresli¢, bedziemy pisali w wymie-
nionym symbolu na oznaczenie tréjmianu zamiast duzej
litery M matg litere m, t. zn. rozpatrywany tréjmian bedziemy
oznaczali symbolem m[U, V, W), co zreszta juz w twierdze-
niach § niniejszego stosowalismy.

§ 35. Stosunek wstaw 3-ch promieni, wychodzacych z jed-
nego punktu wiasciwego. — Niechaj bedg dane 3 promienie
sus>,s8 wychodzace z jednego punktu wia-
sciwego W (rys. 25). Jeden z katéowr, dla
ktorych pierwszem ramieniem jest promien sL
oraz drugim ramieniem jest promien sH
oznaczmy przez s, sH jeden za$ z katow,
dla ktérych pierwszem ramieniem jest pro-
mien $>oraz drugiem ramieniem jest promien
s3 oznaczmy przez s2s8.

sin §s3
sins2SS

. < i .
ﬂozumlejqc przez stosunek iloraz
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wstaw katow SIs3i s2s3t zn. iloraz wziety

ze znakiem + lub — w zaleznosci od tego, czy
katy SlISa i s2s3 posiadaja zwroty jednakowe,
czy tez przeciwne, ten stosunek nazywamy
stosunkiem wstaw promienia s3wzgledem pro-
mieni si is2 albo tez wprost stosunkiem wstaw
3-ch promieni slfs2s3 i oznaczamy symbolem
(si,s , sHl
A wiec:

gdzie znak -j- odnosi sie do przypadku, gdy katy sxs3 i s2s3
posiadajg zwroty jednakowe, znak — za$ odnosi sie do przy-
padku, gdy katy s, s3 i s2s3 posiadajg zwroty przeciwne.

Pierwszem pytaniem, jakie narzuca sie teraz samo przez
sig, jest pytanie nastepujace: czy wartosé stosunku wstaw
(si,sl,s3 trzech promieni slts2 sH zalezy od wyboru katéw
S, i s2% czy tez nie zalezy.

Oznaczmy przez «, wzglednie przez ( jeden z katéw
mniejszych od 2%, dla ktorych pierwszem ramieniem jest pro-
mien Si, wzglednie s2 oraz drugiem ramieniem jest promien
"S Kazdy Kkat s, s& posiadajagcy taki sam zwrot, jak kat «,
nie wytaczajagc samego kata «, mozemy przedstawi¢ w postaci
2 AT «, gdzie k oznacza liczbe rzeczywista catkowitg nieu-
jemng; kazdy za$ kat s, s3 posiadajacy zwrot przeciwny, ani-
zeli kat a, mozemy przedstawi¢ w postaci 2 Aw— a, gdzie k
oznacza liczbe rzeczywistg catkowitg dodatnig w razie, gdy
<.=h0, natomiast liczbe rzeczywistg catkowitg nieujemng w razie,
gdy « = 0. Analogicznie, kazdy kat s2s3 posiadajgcy taki
sam zwrot, jak kat (3 nie wytaczajac samego kata @8, mozemy
przedstawi¢ w postaci 2An-j- |3 gdzie k oznacza liczbe rze-
czywistg catkowitg nieujemng; kazdy za$ kat s>s3 posiada-
jacy zwrot przeciwny, anizeli kat B, mozemy przedstawic
w postaci 2kn- (3, gdzie k oznacza liczbe rzeczywistg cat-
kowita dodatnig w razie, gdy (3410, natomiast liczbe rzeczy-
wistg catkowitg nieujemng w razie, gdy 3= 0.



Rozpatrzymy teraz wszystkie przypadki, jakie zachodzi¢
moga.

Przypadek 1-y. Kat s3 posiada taki sam zwrot,
jak kat o oraz kat s2s3 posiada taki sam zwrot, jak kat |
W tym przypadku oraz

J - - .
a zatem mocy wiec rownosci (1) mozemy

napisac:

gdzie znak + nalezy wzigé wtedy, gdy katy sl1s3 i s2s3 po-
siadaja zwroty jednakowe, znak — za$ nalezy wzigé wtedy,
gdy katy s, s3 i s2sa posiadajg zwroty przeciwne. A ponie-
waz w rozpatrywanym przypadku zwroty katéow S1s3 i s2s3
sg odpowiednio takie same, jak zwroty katéw o i fi, przeto
mozemy powiedzieé, ze we wzorze (2) nalezy wzig¢ znak +
albo — w zaleznosci od tego, czy katy a i B posiadajg zwroty
jednakowe, czy tez przeciwne.

Przypadek 2-i. Kat s1s3 posiada taki sam zwrot,
jak kat a, kat zas 53 posiada zwrot przeciwny, anizeli kat p.
W tym przypadku oraz
sin's, 83 sina

* JNamocy Wi'ec rownosci (1) mozemy

a zatem . — .
sin s3 sin p

napisac:

gdzie znak — nalezy wzig¢ wtedy, gdy katy §s;i i s,sd po-
siadajg zwroty jednakowe, znak -)- za$ wtedy, gdy katy S s3
i SsHposiadajg zwroty przeciwne. A poniewaz w rozpatry-
wanym przypadku zwroty katéw s, sHi s.s3 sg jednakowe,
gdy zwroty katéw a j (i sa wzajemnie przeciwne, oraz zwroty
katéw s]s>i s)3a sg wzajemnie przeciwne, gdy zwroty katéow
a i fi sg jednakowe, przeto mozemy powiedzie¢, ze w roz-
patrywanym przypadku zachodzi réwnosc:
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gdzie nalezy wzig¢ znak -}~ albo — w zaleznosci od tego,
czy katy a i @posiadajg zwroty jednakowe, czy jez przeciwne.

Przypadek 3-ci. Kat {s3 posiada zwrot przeciwny,
anizeli kat a, kat zas s2s3 posiada taki sam zwrot, jak kat 3
W tym przypadku sts3= 2 n—« oraz ™ s2s3= 2 it-j- @
a zatem Srmf'-tf?’: — % ja mocy wiec rownosti’ (1J mo-

sins>§ sin p
zerny napisac:

gdzie znak — nalezy wzig¢ wtedy, gdy katy sjs3 i s2s3 po-
siadajg zwroty jednakowe, znak -j- za$ wtedy, gdy Kkaty
sts3 i 5,s3 posiadajg zwroty przeciwne. A poniewaz W roz-
patrywanym przypadku zwroty katow §s3 i s2s3 sg jedna-
kowe, gdy zwroty katéw a i 3 sa wzajemnie przeciwne, oraz
zwroty katow  s3 i s2s3 sg wzajemnie przeciwne, gdy zwroty
katow a i B sg jednakowe, przeto mozemy powiedzie¢ ze
w rozpatrywanym przypadku zachodzi réwnosé:

gdzie nalezy wzig¢ znak -]- albo — w zaleznosci od tego,
czy katy « i PBposiadaja zwroty jednakowe, czy tez prze-
ciwne.

Przypadek 4-y. Kat s,s3 posiada zwrot przeciwny,
anizeli kat a, oraz kat s2s3 posiada zwrot przeciwny, anizeli
kat @ W tym przypadku stg—2klx— a oraz <Cs2s3=
sins, 3 sina _ Na mocy wiec row-
sins2s3 sin B
nosci (1) mozemy napisac:

= 2k n—% a zatem

gdzie znak -f- nalezy wzig¢ wtedy, gdy katy s,s3 i s2s3 po-
siadaja zwroty jednakowe, znak — za$ nalezy wzig¢ wtedy,
gdy katy §s3 i s2s3 posiadajg zwroty przeciwne. A poniewaz
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w rozpatrywanym przypadku zwroty katow s,s3 i s2s3 sg
jednakowe, gdy sa jednakowe zwroty katéow a i (L oraz
zwroty katdéw sts3 i s2s3 sg wzajemnie przeciwne, gdy s3g

wzajemnie przeciwne zwroty katéw « i B przeto mozemy
powiedzie¢ ze w rozpatrywanym przypadku nalezy wzigé
we wzorze (7) znak -f- albo — w zaleznosci od tego, czy

katy a i @ posiadajg zwroty jednakowe, czy tez przeciwne.

OtrzymaliSmy wiec, iz bez wzgledu na to, ktéry z posrod
katéw, posiadajacych promienn § jako ramie pierwsze oraz
promiern s3 jako ramie drugie, wezmiemy jako kat stsd i
ktéry z posrod katéw, posiadajgcych promien s2 jako ramie
pierwsze oraz promien s3 jako ramie drugie, wezmiemy jako
kat s2s3 zawsze bedziemy mieli:

©)

gdzie nalezy wzig¢ znak -]- albo — w zaleznosci od tego,
czy katy « i (3posiadajg zwroty jednakowe, czy tez przeciwne.

A zatem warto$¢ stosunku wstaw (slfsds3 od
wyboru katéow sts3 i s2s3 nie zalezy.

Na mocy definicji stosunku wstaw 3-ch promieni mozemy

e - .\ sins>s ., -
napisac: {«2»5I«sl’): . 3 L tej rownosci oraz
SINsj sH

z réwnosci (1) wynika:

©

Niechaj z jednego punktu wtasciwego W wy-
chodzg 2 promienie i s2 rézne i nie lezace
na jednej prostej (rys. 26).
Oznaczmy przez s/, wzglednie s2l promien,
ktérego poczatkiem jest punkt W i ktory po-
siada zwrot przeciwny, anizeli promien sif
wzglednie s2
Jezeli promien sAnakrywa promien sj lub si‘, to stosunek
wstaw («1,52, s3 jest réwny 0. Jezeli zas promien s3 nakrywa
promien s> lub s* to stosunek wstaw (si SAs3) jest rowny + co.
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Przy wierzchotku W mamy 4 katy mniejsze od m, miano-

wicie katy z ktérych kazde 2 sasiednie,
t. zn. katy albo albo albo

, posiadajg jedno ramie wspdlne i ktore, wziete
wszystkie razem, wypetniajg caty pek promieni o wierzchotku W.
Katy sl1s2 i sIs2; jak tez katy i s2s], tworzg pare katéw
wierzchotkiem przeciwlegtych.

Niechaj teraz bedzie dany jakis promien s3, dla ktdrego
punkt W jest poczatkiem i ktéry jest rozny od kazdego
z 4-ech promieni shs2s/, s2. Przy obliczaniu stosunku wstaw
(slfs2,s3 przez kat si1s3 wzglednie s2s3 mozemy rozumiec
jakikolwiek kat, ktérego pierwszem ramieniem jest promien sif
wzglednie s2 drugiem za$ ramieniem jest promienn s3
Przyjmijmy wiec np. jako katy-sjss i s2sg katy o zwrocie
sisz2si‘, mniejsze od 2 . Poniewaz wtedy zwroty katow SiSs
i $% sg jednakowe, przeto zachodzi rownosc:

(10

Jezeli promien s3 lezy wewnatrz pierwszego z posréd
4-ech wymienionych wyzej katéw, wypetniajacych pek pro-
mieni o wierzchotku W, t. zn. wewnatrz kata si1s2 to wtedy

st§y< n oraz  S2s3 > zatem (sj, s2,s3 <Co.

Jezeli promien ss lezy wewnagtrz drugiego z posrod 4-ech
wymienionych wyzej katéw, t. zn. wewnatrz kata s2sX to

S sHC €®oraz $25g<Zx, zatem (s,, s2s3> -0.

Jezeli promien sz lezy wewnatrz trzeciego z posrod 4-ech
wymienionych wyzej katéw, t. zn. wewnatrz kata s/sJ, to

s3> Xoraz Ssz <: X zatem (slfs2s3 < o.

W konhcu, jezeli promien s: lezy wewnagtrz ostatniego
z posrod 4-ech wymienionych wyzej katow, t. zn. wewnatrz
kata s2su to SXSA> i, oraz  s2s3> i, zatem (sxSXs3d > o.

OtrzymaliSmy wiec, ze jezeli promien ss3 lezy wewnatrz
kata sus2 albo tez wewnatrz kata sj s2, to stosunek wstaw
(si, sAs3 posiada warto$¢ ujemna, jezeli za$ promien sz lezy
wewnatrz kata s>sx albo tez wewnatrz kata s2 su to stosunek
wstaw (slf sA3) posiada warto$¢ dodatnia.
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Stad wiec wynika, ze jezeli promien s3 jest dwusieczng
kata albo tez kata , jezeli za$
promien s3 jest dwusieczng kata s2s1 albotez kata to

Jezeli promienn s2 nakrywa promien (a zatem promien
sZ nakrywa promien s/}, to dla kazdego promienia s3 wy-
chodzacego z punktu M i réznego od promieni sxi sd (lub
s2 i sZ), mamy (sXs> s9= 1, dla promienia zas s3 nakrywaja-
cego promien S (lub s2 albo tez promien s/ (lub s/), wartosé
stosunku wstaw (st,s2 s3 jest nieoznaczona.

Jezeli promien s> nakrywa promien st (a zatem promien
sZ nakrywa promien sj, to dla kazdego promienia s3 wy-
chodzacego z punktu W i réznego od promieni sxi st (lub
sZ2 i s, mamy (slts2s3 = — 1, dla promienia za$ s3 nakry-
wajgcego promien s( (lub s2) albo tez promien s, (lub s2),
wartos¢ stosunku wstaw (s,,s2 s3 jest nieoznaczona.

Oznaczmy przez s3 promien, ktorego poczatkiem jest
punkt W i ktéry posiada zwrot przeciwny, anizeli promien s3.
Jezeli przez katy §53s2s3s/s3s2s3s, s3,s2s3 bedziemy ro-
zumieli katy o tym samym zwrocie, np. 0 zwrocie §s,S/,
mniejsze od 2n, to bedziemy mogli powiedzie¢, ze kat s,'s3
wzglednie s2 s3 wzglednie § s3, wzglednie s2s3 jest niewiekszy
lub tez niemniejszy od X w naleznosci od tego, czy kat sts3
wzglednie s2s3 wzglednie s3 wzglednie s2s3jest niemniejszy
lub tez niewiekszy od Stad wiec wynika, ze:

Z rownosci (11) wynika znow:

Skutkiem tego, ze («i,s2s3)= (slfs2s3, t. zn.,, ze kazdy
z promieni s3 i s3 posiada wzgledem promieni § i s2 taki
sam stosunek wstaw, stosunek wstaw (slts2s3d lub (s!,s2 s3)
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nazywamy tez stosunkiemwstawprostej dd zawieraja-
cej promienie s3i s3,wzgledem promieni Siis2iozna-
czarny tez symbolem (s3sad3.

Jezeli 3 proste wtasciwe dud2 dA posiadaja
punkt wtasciwy W wspdélny, to stosunkiem
wstaw prostej d wzgledem prostych ~ i4 po-
siadajgcych dane zwroty, nazywamy stosunek
wstaw prostej dwzgledem promieni S isX ktére
wychodzag z punktu W, ktére sg zawarte odpo-
wiednio w prostych dli d i ktérych zwrotami
sa odpowiednio dane zwroty prostych d{ i d2
Ten stosunek wstaw oznaczamy symbolem [dud2id).

Jezeli wiec sg dane tylko proste dudddl to symbol
{du difd) zadnego znaczenia nie posiada. Ten symbol po-
siada znaczenie dopiero wowczas, gdy sa dane rowniez
zwroty prostych d{ i >

Z pierwszych dwu z posrod rownosci (11) wynika, ze:
Stosunek wstaw (ditddd) zmieni znak, nie
zmieniajgc jednak przytem swej wartosci bez-

wzglednej, gdy zmienimy zwrot jednej z prostych
dti d2na przeciwny.

Jednoczesna zatem zmiana zwrotéw pro-
stych d\i d2na przeciwne nie wywiera na stosu-
nek wstaw [dud2 d) zadnego wptywu.

Uwaga. Zamiast definjowaé stosunek wstaw 3-ech pro-
mieni si, s2,s3 wychodzacych z jednego punktu wiasciwego,
jako iloraz wstaw katéw Sis3 i s2s3 wziety ze znakiem -\
lub — w zaleznosci od tego, czy te katy posiadaja zwroty
jednakowe, czy tez przeciwne, moglibyS§my postgpi¢ inaczej,
a mianowicie: przyjagwszy jeden zwrot peku, zawierajgcego
promienie susds3 za dodatni, drugi za$ za ujemny, i umoé-
wiwszy sie, iz katy o zwrotach dodatnich bedziemy uwazali
za dodatnie, katy zas$ o zwrotach ujemnych za ujemne, mogli-
bysmy stosunek wstaw promieni sltsa s3 zdefinjowaé¢ wprost
jako iloraz wstaw katow s{s3i 2 S2



8 36. Rownanie prostej wiasciwej, ktérej stosunek wstaw
wzgledem dwu danych promieni jest dany.— Niechaj z jednego
punktu wiasciwego W wychodza 2 promienie si i s rézne
i nie lezace na jednej prostej (rys. 27). Poza tem niechaj
przez punkt W przechodzi jaka$ prosta d, ktéra nie zawiera
zadnego z promieni i s2i ktorej stosunek wstaw wzgledem
tych promieni jest réwny p, t zn.

@ ¢j, Std)= X

Promien, wychodzacy z punktu W i posiadajacy zwrot
przeciwny, anizeli promien su wzglednie s> oznaczmy przez
S|, wzglednie s2Z. Prostag zawiera-
jaca promienie s{is/, wzglednie s2i sSA
oznaczmy przez du wzglednie d,.

Wezmy teraz jakikolwiek uktad spot-
rzednych Descartes a, ktdrego pocza-
tek O nie lezy ani na prostej du ani
na prostej &> Niechaj réwnaniami w po-
staci normalnej Hesse go prostych dxi d>
bedg w tym ukiadzie odpowiednio
rownania

Wezmy na prostej d dowolny punkt wiasciwy P, rézny od
punktu W. Spotrzedne punktu P oznaczmy przez &,y . Spusé-
my z punktu P na proste d, i d2 prostopadte, ktérych spodki
oznaczmy odpowiednio przez Mxi M2 Mozemy powiedzie¢,

. sin™“cPM/A/i .. - PM, .. /
ze ti = sin V1=>WM"|eCZ sin RA/M, p\y orazsin WZ—

PM, .
~ pyy i zatem
©
PMUwzglednie PM>, jest to odlegtos¢ punktu P od prostej

du wzglednie d> Majac wiec réwnania prostych dx i d>

F. Wiodarski, Geom. anal. pt, cz. I
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w postaci normalnej Hesse'go mozemy te odlegtosci tatwo
obliczy¢ (8 31). W tym celu bedziemy odrozniali 2 przypadki.

Przypadek 1-y. Poczatek O ukitadu spétrzednych nie
lezy wewnatrz zadnego z mniejszych od n katéw sts2 i s/ s2l
lezy wiec on wewnatrz jednego z mniejszych od r katow
s29 i S S (rys. 27).

Przypus¢émy, ze prosta d lezy wewnatrz katéw wierz-
chotkiem przeciwlegtych s2i s/s.2. Punkt P lezy wtedy
albo z przeciwnej strony prostej du anizeli poczatek O uktadu
spotrzednych, a w takim razie z tej samej strony prostej dd
co poczatek O ukladu spotrzednych, albo tez z tej samej
strony prostej du co poczatek O ukiadu spédtrzednych, aw takim
razie z przeciwnej strony prostej d2 anizeli poczatek O
uktadu spétrzednych. Mamy wiec (§8 31) albo PM>X= /t[x,y\ 1)

i PM2= —I20AY\\\ albo PM ,=— IXPAY\ 1) i PM2=12(xL,y\ 1),
w kazdym wiec razie a zatem frown. (3)]:
@

Lecz wobec tego, ze prosta d lezy wewnatrz katow
wierzchotkiem przeciwlegltych sxs2 i s,'sJ, stosunek wstaw
H jest ujemny (8§ 35), zatem ~= — m, skad wynika [rown. (4)]:

©

Przypusémy teraz, ze prosta d wewnatrz katéow wierz-
chotkiem przeciwlegtych s, s>i s/ S nie lezy, zatem lezy ona
wewnatrz katéw wierzchotkiem przeciwlegtych s2si‘ i s3s{
Punkt P lezy wtedy albo z przeciwnej strony zaréwno prostej
du jak i prostej dd anizeli poczatek O ukiadu spétrzednych,
albo tez z tej samej strony zaréwno prostej du jak i prostej
da co poczatek O uktadu spétrzednych. Mamy wiec (8 31)
albo PMx= Lli{x\y\ 1) i PM2= 12{x\y\ 1), albo PM>X —h (x\yl1)



i , w kazdym wiec razie

a zatem [réwn. (3)]:

6

Lecz wobec tego, ze prosta d lezy wewnatrz katéw
wierzchotkiem przeciwlegtych s2s1' i sZsl1 stosunek wstaw
M jest dodatni (8 35), zatem p= (x, skad wynika [rown. (6)]:

)

t. zn. znéw réwnosé (5).

W rozpatrywanym wiec przypadku zawsze zachodzi
rownosé (7), a zatem takze rownosé

Punkt P uwazaliSmy za ro6zny od punktu W. Gdybysmy
jednak przez x:,y* rozumieli spétrzedne punktu w, to row-
nos¢ (8) tez bytaby spetniona, albowiem wtedy bytoby za-
rowno I\[x,y, )= 0, jak i L[x,y\ )= 0.

Przypadek 2-i. Poczatek O ukiadu spétrzednych
lezy wewnatrz jednego z mniejszych od  katow s>i s/sA

Przypusémy, ze prosta d lezy wewnatrz katéw wierz-
chotkiem przeciwlegtych sxs> i s/ sA Punkt P lezy wtedy
albo z przeciwnej strony zaréwno prostej du jak i prostej d.t
anizeli poczatek O ukiadu spotrzednych, albo tez z tej samej
strony zaréwno prostej du jak i prostej d2 co poczatek
0 uktadu spétrzednych. Mamy wiec (8 31) albo PM,=
—hWty\1) i PAf2= U A/,l), albo PMI= —IX[xX,y\ 1

1PMo= —1 (AjA 1, w kazdym wiec razie
a zatem [réwn. (3)1:

©
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Lecz wobec tego, ze prosta d lezy wewnatrz katow
wierzchotkiem przeciwlegtych Sl1s2i sl's2, stosunek wstaw p
jest ujemny (835), zatem , skad wynika [réwn. (9)]:

A0,

Przypusémy teraz, ze prosta d wewnatrz katow wierz-
chotkiem przeciwlegtych Sis2 i «i‘s'2 nie lezy, zatem lezy
ona wewnagtrz katéw wierzchotkiem przeciwlegtych s>sx is2 sx
Punkt P lezy wtedy albo z przeciwnej strony prostej du
anizeli poczatek O uktadu spétrzednych, a w takim razie z tej
samej strony prostej d2 co poczatek O ukiadu spétrzednych,
albo tez z tej samej strony prostej duco poczatek O uktadu spot-
rzednych, a w takim razie z przeciwnej strony prostej d4
anizeli poczatek O ukiadu spétrzednych. Mamy wiec (831)
albo PM{= NI [X\y,N i PM>= —h\x\y\ 1), albo P Mx=
= —IXDAY\ND i PM2= I2[X\y\ 1), w kazdym wiec razie

w. =~ [TKyTIT" a zatem |rown(3)L:
(i)

Lecz wobec tego, ze prosta d lezy wewnatrz katéw
wierzchotkiem przeciwlegtych s2sx i s2sh stosunek wstaw u
jest dodatni (835), z&em g= m, skad wynika [réwn. (11)J:

12

t zn. znow réwnosc (10).
W tym wiec przypadku zawsze zachodzi réwnos¢ (12),
a zatem takze réwnosé

Punkt P uwazaliSmy za rézny od punktu W. Gdybysmy
jednak przez x\ y rozumieli spétrzedne punktu W, to row-
nos¢ (13) tez bylaby speiniona, albowiem wtedy byloby za-
réwno /1 D=0, jak i I>DX\yY\ D)= 0.
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Wezmy teraz pod uwage rdwnosci:

14

(15

Czy jest mozliwe, aby w Kktérejkolwiek z tych dwu
rownosci po wykonaniu redukcji spoétczynniki przy x iy staty
sie obydwa jednocze$nie réwne 0, innemi stowy, czy jest
mozliwe, aby byty spetnione 2 réwnosci cos qa— [x. cos 92=0
i cos™h — u.cos ~2—o, albo tez 2 réwnosci cos”i-fil- cos<p2=0
i cos ~~Mrcos'p2= 0? To byloby mozliwe tylko wtedy,
gdyby byt spetniony warunek cos (Hicos 2= cos % !cos”
t. zn. gdyby proste dli ¢2 byly wzajemnie réwnolegte. Po-
niewaz za$ proste dx i dx réwnolegtemi nie sg (albowiem sa
one rozne i przytem posiadajg punkt wiasciwy W wspoéinie),
przeto nie jest mozliwe, aby w ktérejkolwiek z réwnosci
(14) i (15 po wykonaniu redukcji spotczynniki przy x iy
staty sie obydwa jednoczesnie réwne 0. Kazda wiec z row-
nosci (14) i (15) jest rownaniem stopnia 1-go z dwiema nie-
wiadomemu* iy.

Z rozwazan naszych wynika, iz w pierwszym, wzglednie
drugim, z dwu rozpatrywanych wyzej przypadkow spo6trzedne
kazdego punktu wiasciwego prostej d spetniajg réwnanie
(14) ,wzglednie (15), a poniewaz to réwnanie, jako réwnanie sto-
pnia 1-ego z dwiema niewiadomemi * iy, przedstawia pewng
w zupetnosci okreslong prostg wiasciwag (8 6), przeto w pierw-
szym przypadku rownanie (14), w drugim zas$ przypadku row-
nanie (15) przedstawia prostg d.

Prostag d uwazaliSmy za rézng od kazdej z prostych dx
i d2 Gdyby jednak prosta d nakrywata prostg du to jej
stosunek wstaw g wzgledem prostych dx i d2 bytby réwny O,
a zatem tez moglibySmy powiedzieé, ze réwnanie (14), wzgl.
(15) , przedstawia prosta d. Gdyby za$ prosta d nakrywata
prostg d> to jej stosunek wstaw g wzgledem prostych dx\d,
bytby réwny + oo, moglibySmy wiec powiedzie¢, ze rownanie

(16)
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wzglednie réwnanie

przedstawia prostg d.

Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli slis2sg dwoma promieniami, wycho-
dzgcymi z jednego punktu wtasciwego w inie
lezgcymi na jednej prostej, ijezeli rownaniami
w postaci normalnej Hesse'go prostych dlL i do,
zawierajgcych odpowiednio promienie i s2
w uktadzie ptaskim spoétrzednych Descartes'a,
ktérego poczatek nie lezy na zadnej z prostych

dli d2 sg odpowiednio réwnania
to
prostg d, przechodzaca przez punkt w iposia-
dajacag wzgledem promieni sli s2stosunek wstaw
M, mozemy przedstawi¢ albo przez réwnanie
, gdy a jest liczba skon-

czona, i przez réwnanie ,

gdy p jest liczbg rézng od O albo przez réwna-
nie , gdy ujest liczbg skon-

czong, i przez rownanie

gdy p jest liczba rézng od 0 w zaleznos$ci od
tego, czy poczatek uktadu spoétrzednych nie
lezy ani wewnatrz mniejszego od 1 kata sls2
ani tez wewnatrz kata, ktéry jest wzgledem
wymienionego kagta s1s2 kgtem wierzchotkiem
przeciwlegtym, czy tez poczatek uktadu spot-
rzednych lezy wewngtrz jednego z tych dwu
katow.

Gdyby$my, zamiast mowi¢ o stosunku wstaw prostej d
wzgledem promieni sl i s2 chcieli méwi¢ o stosunku wstaw
prostej d wzgledem prostych d1i do, to w takim razie twier-
dzenie ostatnie moglibysSmy wypowiedzie¢ w ten sposob:
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Jezeli dli d2 sg dwiema rézne mi proste mi
wtasciwemi, posiadajgcemi dane zwroty i spo-
tykajgcemi sie w punkcie wtasciwym W, ijezeli
r6wnaniami w postaci normalnej Hessego tych
prostych w uktadzie ptaskim spoétrzednych
Descartesa, ktorego poczatek nie lezy na za-
dnej z nich, sg odpowiednio réwnania

, to prosta d, przechodzacg przez punkt
Wi posiadajacg wzgledem prostych dli d2 sto-
sunek ustaw g mozemy przedstawié¢ albo przez
rownanie I1[xy, 1)—, gdy p jest liczbg

skonczong, i przez rownanie

gdy p jest liczbg r6zng od O albo przez réw-
nanie , gdy ujest liczbg

skonczong, iprzez ré6wnanie

gdy pd jest liczbg r6zng od Q w zaleznos$ci od
tego, czy poczatek ukitadu spotrzednych nie
lezy ani wewnatrz mniejszego od 1 Kkata,
utworzonego przez zwroty prostych d i d2 ani
tez wewnagtrz kata, ktory jest wzgledem wy-
mienionego przed chwilg kata kagtem wierzchot-
kiem przeciwlegtym, czy tez poczatek uktadu
sp6trzednych lezy wewnatrz jednego z tych
dwu katow.

Uwaga 1, Podane tu twierdzenia odnoszag sie do przy-
padku, gdy poczatek ukladu spédtrzednych nie lezy na zadnej
z prostych o, id,. Gdybysmy sposobem analogicznym zbadali
réwniez przypadek, gdy poczatek ukladu spotrzednych lezy
na ktérejkolwiek z prostych dxi dA to z tatwoscig przyszli-
byémy do wniosku, ze prosta d, przechodzaca przez punkt
W i posiadajaca wzgledem promieni § i s> (albo wzgledem
prostych d, i d» stosunek wstaw [t, mozna przedstawié¢ przez
jedno z rownan IN\{xy,\)—M2(*,y,I) = 0i/i(A:y,)-H(./>(*y,l) =0,

albo przez jedno z réwnan ’r;l M*y, )— I2(x,/,1) = 0
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i . Przyczem jezeli jaka$ prosta

d réznag od kazdej z prostych dli d2 i posiadajaca
wzgledem promieni <, i (albo wzgledem prostych dli d2
stosunek wstaw L, mozna przedstawi¢ przez rownanie I11(x,y, )—

, @ zatem takze przez réwnanie

—I2(x,y, 1)= 0, to wtedy kazda prosta d' posiadajacg
wzgledem promieni sli s2 (albo wzgledem prostych dli
stosunek wstaw p mozna przedstawi¢ przez jedno z réwnan

; jezeli
zas jakas$ prostg d, r6zng od kazdej z prostych dlid2
i posiadajgca wzgledem promieni slis2(albo wzgledem prostych

d, i d? stosunek wstaw p, mozna przedstawi¢ przez réwna-
nie , a zatem takze przez réwnanie

, to wtedy kazda prostg d', po-

siadajagca wzgledem promieni i s2 (albo wzgledem prostych
dli d2 stosunek wstaw p, mozna przedstawi¢ przez jedno

Z réwnan

Uwaga 2. Trojmian og6lny stopnia 1l-ego z dwiema nie-
wiadomemi X iy, t zn. tréjmian Ax+ By+ C, oznaczaliSmy
w § 25 i tak samo nadal bedziemy oznaczali, symbolem
L(xy, D). Jezeli za$ ten tréjmian jest strona lewa réwnania

prostej w postaci normalnej Hesse go, innemi stowy, jezeli jest

spetniony warunek (8§ 28)

to, chcac to specjalnie podkresli¢, bedziemy pisali w wymie-
nionym symbolu na oznaczenie tréjmianu zamiast duzej
litery L malg litere |, t. zn. rozpatrywany tréjmian bedziemy
oznaczali symbolem | (x,y, 1), co zreszta juz w rozwazaniach
§ niniejszego stosowalismy.

§ 37. Proste, przechodzace przez wierzchotki tréjkata.—
Niechaj bedzie dany trojkat A1A2A3 ktoérego wierzcholtki sa
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punktami wiasciwymi (rys. 28). Boki tego trojkata, prze-
ciwlegte wierzchotkom Al A 2 Ay, oznaczmy odpowiednio
przez al a2 a3 Prostej al nadajmy ten zwrot, przy ktorym
punkt Ag nastepuje po punkcie
A2; prostej a2 nadajmy ten
zwrot, przy ktérym punkt Al
nastepuje po punkcie
w koricu, prostej a3 nadajmy
ten zwrot, przy ktorym punkt
A2 nastepuje po punkcie Al

Wezmy teraz jakikolwiek
uktad spotrzednych Descartesa,
ktérego poczatek O znajduje
sie wewnatrz (t zn. nie
zewnatrz i nie na obwodzie) trojkgta A1A2A3. Niechaj row-
naniami w postaci normalnej Hesse'go prostych al a2 a3
beda w tym ukladzie odpowiednio réwnania I1(x,y, 1)= 0,

Na mocy twierdzenia, podanego w § 36, mozemy po-
wiedzieé, ze:

1) prosta, przechodzaca przez wierzchotek A{ tréjkata
AiAgAg i posiadajaca wzgledem prostych a2 i a3 stosunek
wstaw M mozemy przedstawi¢ przez réwnanie 4(Ary, 1)—
—PMA {x,y, 1)=0, gdy &Pposiada wartos¢ skonczong, oraz

przez réwnanie *.L[xy, ) — /3(Xx,y,1) — 0, gdy N posiada

wartos¢ réznag od O;

2) prosta, przechodzacg przez wierzchotek A trojkata
Ai A>As i posiadajagca wzgledem prostych a3 i a, stosunek
wstaw g, mozemy przedstawi¢ przez roéwnanie Ig[xy, 1)—
— llsM*»y, 1)— 0, gdy M posiada warto$¢ skoriczong, oraz

przez réwnanie ~-/3(&,y, 1) — U[x,y, )= 0, gdy [ posiada

warto$¢ rézng od O;

3) prosta, przechodzaca przez wierzchotek Ag tréjkata
Ai A0Ag i posiadajacg wzgledem prostych at i a, stosunek
wstaw M mozemy przedstawi¢ przez réwnanie I\[xy, 1)—
— =0, gdy g posiada warto$¢ skoriczong, oraz
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przez réwnanie gdy M posiada

wartos¢ rozng od O.

Zresztg doszlibysmy do tych samych wnioskéw, gdybysmy
zwroty prostych au a a a zmienili na przeciwne, t. zn. gdy-
bysmy, zamiast uwazac¢ proste au a2, as za proste A2AS AYAU
A{ Ad uwazali je za proste AaAX AtAs, A2AX

Gdybysmy natomiast zmienili na przeciwne zwroty tylko
jednej lub dwu z posréd prostych ax a2 a8 to wnioski po-
wyzsze uleglyby pewnym zmianom. Chcac je zatrzymac,

musieliby$smy ukiad
spétrzednychjDescar-
tes a wybra¢ w inny
sposéb.  Gdybysmy
np. proste au a2t a»
uwazali za proste
ANA-I, Al Al> A\A2
(rys. 29), to, chcac za-
trzymac¢ wnioski po-
wyzsze, musielibySmy
uktad spétrzednych
Descartes’a wybraé
wten sposob, aby jego
poczatek lezat wew-
natrz jednej z tych
dwu czesci plasz-
czyzny, ktére na rys. 29 sg oznaczone kreskami.

W 88 nastepnych Rozdziatu niniejszego podamy Kkilka
twierdzen z Geometrji tréjkgta. We wszystkich tych 8§ przez
trojkat bedziemy rozumieli trdjkat, ktérego wierzcholki
sa punktami wiasciwymi. Wierzchotki rozpatrywanego troj-
kata bedziemy oznaczali przez Au AZ Ad boki za$, tym
wierzchotkom przeciwlegte, odpowiednio przez ax a2 aa
Przyczem przez alf az a2 czasami bedziemy rozumieli proste
A2Au AaAu AxAZ czasami za$ odcinki A2A2 ASAX A\A2
Katy wewnetrzne trojkata A1A2Ag,t. zn. katy A,,A{Ad AXA2A2
A2ARAX czesto bedziemy oznaczali wprost przez Ait A2 A>
Jezeli w ktéorymkolwiek z tych 88 bedziemy mowili o sto-
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sunku wstaw jakiejS prostej, przechodzgcej przez jeden
z wierzchotkéw rozpatrywanego tréjkata Al1A3 wzgledem
dwu bokow, przecinajacych sie w tym wierzchotku, i nie za-
znaczymy wyraznie, jakie nadaliSmy zwroty wymienionym
bokom tréjkata, to w takim razie przez zwroty bokéw troj-
kata nalezy wtedy rozumie¢ te zwroty, jakie posiadajg boki
trojkata A1A2A3 na rys. 28, t. zn. przez boki al a2 a3 nalezy

rozumie¢ odpowiednio proste A2A3 A3Al AlA2

Réwniez jezeli w ktéorymkolwiek z 8§ nastepnych Roz-
dzialu niniejszego boki rozpatrywanego tréjkata przedstawimy
przez réwnania w postaci normalnej Hesse'go, to bedziemy
mieli na mysli rownania, odniesione do takiego ukiadu spot-
rzednych Descartes a, ktérego poczatek znajduje sie wewnatrz
rozpatrywanego tréjkata.

§ 38. Dwusieczne katow trojkata__ Niechaj bedzie dany
trojkat A1A2A3 (rys. 28). Dwusieczne katow wewnetrznych
A3A1AA A1A2A3 A.,A3Altego tréjkata oznaczmy odpowiednio
przez d1d2d3 Mamy (8 35 i § 37): [a2a3d)= 1, (@3aldld=

1 (a,a2d3=1.

Niechaj réwnaniami w postaci normalnej Hesse go prostych
alaza3beda odpowiednio réwnania I1(x,y, )= 0,12(x,y, )= O,
I13[x,y,1)= 0. Proste di,d2 d3 mozemy wtedy przedstawi¢ od-
powiednio przez rownania (8§837):

Poniewaz

przeto (8§26) proste d1,d2d3 posiadajg jeden punkt wspéiny.

DowiedliSmy wiec, ze dwusieczne katow we-
wnetrznych tréjkagta przecinajg sie w jednym
punkcie. Ten punkt jest, jak wiemy z Geometrji elementarnej,
Srodkiem kota, wpisanego w trdjkagt wewnetrznie.

Oznaczmy przez d1, dZ d3 dwusieczne katéw zewnetrz-
nych rozpatrywanego tréjkata, ktérych wierzchotkami sg od-
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powiednio punkty AJA2A3 Mamy (8§35 § 37): (a2a3dl)=
— 1 (@3alLd2)= — 1, (ai,a2,d3)= -1. Proste dil,d2,d3
mozemy wiec przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania (8§ 37):

Poniewaz:

przeto (826) proste dl,d2'd3 wzglednie d2,d3',d1 wzglednie
d3,dZ1,d2 przecinajg sie w jednym punkcie.

DowiedliSmy wiec, ze dwusieczne dwu katéw
zewnetrznych tréojkata i jednego kata we-
wnetrznego przecinajag sie w jednym punkcie.

Punkt przeciecia sie prostych d1',d2'd3 punkt przeciecia sie
prostych d2,d3,dl, oraz punkt przeciecia sie prostych d3,d1' d2
sa, jak wiemy z Geometrji elementarnej, srodkami 3-ech
kot, wpisanych w trojkagt zewnetrznie.

§ 39. Linje srodkowe trojkata. — Niechaj bedzie dany

trojkat A1A2A3 (rys. 30). Srodki bokéw ala2 a3 oznaczmy
odpowiednio

przez B1 B2 B3.

Linje Srodkowe

A1B1A2B2 A3B3

rozpatrywanego

trojkata oznacz-

my odpowiednio
przez di d2 d3.

Przedstawimy

proste di d2 d3

przez roéwnania,

w zatozeniu, ze réwnaniami w postaci normalnej Hesse'go
prostych al a2 a3 sg odpowiednio réwnania I1(x,y, )= 0,

Rx y,D= 0, 1B(x,y,2)= 0 (8 37).
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Mozemy powiedzie¢, ze

A poniewaz (8§ 35i 8§ 37) (@2a3dl)> 0, przeto (@a2a3d})=
(@2,a3 d1) , a zatem:

Spusémy z punktu Blna proste a2i a3 prostopadte, kté-
rych spodki oznaczmy odpowiednio przez M2 i M13 Ponie-

waz

przeto [rown. (1)]:

Jezeli kat A3 nie jest rozwarty, to BIMR2= B1A3.sin A3
jezeli za$ kat A3 nie jest ostry, to B1
, W kazdym wiec przypadku
Analogicznie znajdziemy, iz bez wzgledu na wielkos¢ kata
A2zachodzi réwnosé¢ BIM13= B1A2.sin A2 A zatem [réwn. (2)]

¢ z yli (poniewaz B1A3= Bl

Prostg d1mozemy wiec przedstawi¢ przez réwnanie (8 37)
czyli, po pomnozeniu przez
sin A2 przez réwnanie:
@

Analogicznie, dla prostych d2i d3otrzymamy odpowiednio
rownania:

©
©)

Poniewaz , przeto
(826) proste dl,d2ldAprzecinajg sie w jednym punkcie.
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Dowiedlismy wiec, ze linje $Srodkowe tréjkata
przecinajg sie w jednym punkcie. Ten punkt na-
zywa sie Srodkiem ciezkosci, albo barycentrem,
trojkata.

§ 40. Symedjany trojkgta. — Prostg, ktéra przechodzi
przez wierzchotek tréjkata i jest symetryczna do linji Srod-
kowej, przechodzgcej przez ten sam wierzchotek, wzgledem
dwusiecznej kata wewnetrznego trojkata, dla ktérego wymie-
niony wierzchotek trojkata jest wierzchotkiem, nazywamy
symedjang. W kazdym trdjkacie mamy wiec 3 syme-
djany.

Niechaj bedzie dany trojkat A1A2A3 (rys. 31). Linje $rod-
kowe oraz symedjany tego trojkata, przechodzgce przez

wierzchotki AL A2 A3 oznaczmy
odpowiednio przez dl d2 d3
oraz d1',d2d3".

Jezeli $rodek boku alozna-
czymy przez Bl punkt zas,
w jakim symedjana d1 przecina
prostg al oznaczymy przez
C1 to bedziemy mieli (8 39):

Lecz z definicji symedjany wynika, ze
B1A1A3 = ClAl1A20raz B1A1A2= < C 1A1A3,
a zatem [réown. (1)]:

@ @za @1 =
Z tej zas$ réwnosci oraz z réwnosci (3) § 39 otrzymujemy:
©)

Jezeli wiec rownaniami w postaci normalnej Hesse'go
prostych al a2a3sg odpowiednio réwnania
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, to prostg d1' mozemy przedstawié

przez réwnanie (§ 3 7 ) , czyli,

po podzieleniu przez sin A2 przez roéwnanie

@

Analogicznie, dla prostych d2 i d3 otrzymamy odpo-
wiednio réwnania:

®

(6)

Poniewaz , przeto

(826) proste przecinajg sie w jednym punkcie.
DowiedliSmy wiec, ze

symedjany trdjkata

przecinajg sie w jed-

nym punkcie. Ten punkt

nazywa sie punktem Le-

moine’a

§ 41. Wysokosci troj-
kata. — Niechaj bedzie dany
trojkat A1A2A3  (rys. 32).

Prostopadte, spuszczone

z wierzchotkéw Al A2 A3 na
boki przeciwlegte al, a2 a3 oznaczmy odpowiednio przez
d 1 Spadki tych prostopaditych, ozhaczm@ odpowiednio
przez B1B2B3

Mozemy powiedzieé, ze

@
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Lecz oraz

a zatem [rown. (1)1

2
Jezeli kat A3 nie jest rozwarty, to , jezeli
za$ kat A, nie jest ostry, to , w kazdym
wiec razie cos Analogicznie znajdzie-

my, iz bez wzgledu na wielko$¢ kata A2 zachodzi réwnosé
A zatem [réwn. (2)1:

(3)

Jezeli obydwa katy A3 i A2 sg ostre, to wtedy z jednej
strony - ,z drugiej za$ strony (8§ 35) . Jezeli
jeden z katéw A3i A2 jest rozwarty, to wtedy z jednej strony
z drugiej za$ strony (835) . Jezeli,
w koncu, kat Aa, wzglednie kat A2 jest prosty, to wtedy
z jednej strony réwna sie o, wzglednie z drugiej

za$ strony (8 35) stosunek wstaw (a2 a3,dl) réwna sie 0,
wzglednie «© . Z réwnosci (3) wynika zatem:

(4)

Jezeli wiec réwnaniami w postaci normalnej Hesse'go
prostych a 1 sa odpowiedhio réwrania 8l(x,y,1)=0,
Lx,y, )= 0 BXy, D)= 0 to (8 37) w razie, gdy kat A2 nie
jest katem prostym, prostg dl mozemy przedstawi¢ przez

rownanie , czyli, po pomnoze-

niu przez cos A2, przez réwnanie cos A2.12(xy, 1) —
—cos A3.13(xy, )= 0, w razie zas$, gdy kat Aa nie jest katem
prostym, prosta dl mozemy przedstawi¢ przez réwnanie
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cos czyli, po pomnozeniu przez

cos A3 przez rownanie
Zawsze wiec prosta d1 mozemy przedstawi¢ przez réwnanie:

©

Analogicznie, dla prostych d2i d3 otrzymamy odpowied-
nio réwnania:

©)
Y]

Poniewaz , przeto
(8 26) proste dl d2 d3 przecinajg sie w jednym punkcie.

DowiedliSmy wiec, ze wysokos$ci tréjkata prze-
cinajg sie w jednym punkcie. Ten punkt nazywa sie
ortocentrem tréjkata.

§ 42. Proste, taczace wierzchotki trojkgta z punktami
stycznosci bokéw przeciwlegltych z kotem, wpisanem w tréj-
kat wewnetrznie. — Niechaj bedzie dany trojkat A2 A3
(rys. 33). Punkty stycznosci bo-
kéw al, a2 a3 z kotem, wpi-
sanem w trdjkat A1A2A3 wew-
netrznie, oznaczmy odpowied-
nio przez Bl B2 B3 Proste
A1B1 A2B2A3B3 oznaczmy od-
powiednio przez d1d2d3

Mozemy powiedzie¢, ze

A poniewaz (835 i § 37)

Spusémy z punktu Bl na proste a2i a3 prostopadte, kto-
rych spodki oznaczmy odpowiednio przez i M13 Po-

F. Wiodarski, Geom. anal. pt., cz. I. 13
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niewaz

przeto [rown. (1)]:

Jezeli kat A3 nie jest rozwarty, to B1IM12= B1A3 sin A3,
jezeli zas kat A3nie jest ostry, to BIM12= B1A3.sin

w kazdym wiec razie BIM12= B1A3.sin A3

Analogicznie znajdziemy, iz bez wzgledu na wielkos¢ kata A3
zachodzi rownos¢ B1IM13= B1A2.sin A2 A zatem [rown. (2)]:

Obwod trotkata A1A2A3 oznaczmy przez 2s, t zn.
4 atr a2+ a3= 2s.

Mamy wiec:
, czyli

©)

Z Geometrji elementarnej wiemy, ze dlugosci dwu stycz-
nych, wyprowadzonych z punktu do kota, sgréwne, azatem:

©

Z réwnosci (5) i (6) wynika rownosé
, czyli, po podzieleniu przez 2, réwnosé
, czyli , skad otrzymu-
jemy:

Analogicznie znajdziemy, iz

Z rownosci (3), (7), (8 wynika:
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Jezeli wiec rownaniami w postaci normalnej Hesse go
prostych al, a2 a3 sg odpowiednio réwnania I1(x,y, )= 0,
, to (837) prostg mozemy przed-

stawie przez réwnanie
czyli, po pomnozeniu przez (s—aasinAZ przez rownanie :
(10)

Analogicznie, dla prostych d2 i d3 otrzymamy odpowied-
nio réwnania:

1y
12

Poniewaz , przeto
(8 26) proste di1,d2 d3 przecinajg sie w jednym punkcie.
DowiedliSmy wiec, ze proste, taczace wierz-
chotki trojkagta z punktami stycznos$ci bokow
przeciwlegtych =z
kotem, wpisanem
w trojkat wewne-
trznie, przecinaja
sie w jednym pun-
kcie. Ten punkt nazy-
wasiepunktemGer-
gonne’a

§ 43. Proste, tacza-
ce wierzchotki tréjkata
z punktami stycznosci
bokéw  przeciwleglych
z kotami, wpisanemi
w tréjkat zewnetrznie.—
Niechaj bedzie dany
trojkat A1A2 A3 (rys. 34). Punkty stycznosci kola, wpisanego
w trojkat ALA2A3 zewnetrznie i lezacego z przeciwnej strony pro-
stej al anizeli punkt Al z prostemi al a2 a3 oznaczmy odpo-
wiednio przez B1 C12 C13 punkty stycznosci kota, wpisanego
w trojkat AlLA2A3 zewnetrznie i lezacego z przeciwnej strony

13
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prostej a2 anizeli punkt A2 z prostemi a2 a3 al oznaczmy odpo-
wiednio przez B2 C23 C2; w koncu, punkty stycznosci kota,
wpisanego w tréjkat A1A2A3 zewnetrznie i lezgcego z prze-
ciwnej strony prostej a3, anizeli punkt A3 z prostemi a3 al, a2
oznaczmy odpowiednio przez B3, C3l, C32 Proste Al1Bl,
A2B 2 B3 oznaczmy odpowiednio przez dl d2d3

Mozemy powiedzie¢, ze

A poniewaz (835 i 8§37) (@2a3d) > 0, przeto (a2 a3 dl) =
(@z,as, d1), a zatem

Spusémy z punktu Bl na proste a2 i a3 prostopadie,
ktérych spodki oznaczmy odpowiednio przez M2 i M13

Poniewaz sin oraz sin

przeto [réwn. (1)]:

Jezeli kat A3 nie jest rozwarty, to B1IM12= Bl A3.sin A3
jezeli za$ kat A3nie jest ostry, to
w kazdym wiec razie
Analogicznie znajdziemy, iz bez wzgledu na wielko$¢
kata A2 zachodzi réwnos¢ . A zatem
[réwn. (2)]:

Obwdd tréjkata A A2A3 oznaczmy przez 2 s, t. zn.
@

Mamy wiec:
®)

Poniewaz dtugosci dwu stycznych, wyprowadzonych
z punktu do kota, sg réwne, przeto:

()
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Z réwnosci (B) i (6) wynika réwnosé
, czyli

Lecz znéw na mocy twierdzenia, iz dtugosci dwu stycz-
nych, wyprowadzonych z punktu do kota, sg réwne, mamy:

Z réwnosci (7) i (8 wynika 2A1CR= 25, skad

Lecz , czyli [rown. (6)] AlCR=

czyli a zatem [rown. (9)]
, skad wynika:
(10)
Analogicznie znajdziemy, iz
1)

Z rownosci (3), (10), (11) wynika:

Jezeli wiec rownaniami w postaci normalnej Hesse go
prostych ala2&@8 sga odpowiednio réwnania I1(x,y, 1)= o,
to (837) prosta d1 mozemy przed-

stawie przez réwnanie
czyli, po pomnozeniu przez przez réwnanie:

13

Analogicznie, dla prostych d2i d3otrzymamy odpowiednio
réwnania:
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Poniewaz LI1(xy, 1) + %Y, + L3(x,Y,1) =0 przeto
(8 26) proste d1d2d3 przecinajg sie w jednym punkcie.

DowiedliSmy wiec, ze proste, tgczgce wierzchotki
tréjkata z punktami stycznosci bokdéw przeciw-
legtych z kotami, wpisanemi wtrdjkat zewnetrz-
nie, przecinajg sie w jednym punkcie. Ten punkt
nazywa sie punktem Nagela.

§ 44. Réwnanie oraz spotrzedne $rodka ciezkosci troj-
kata. — Niechaj bedzie dany trojkat A1A2A3(rys. 35). Wezmy
jakikolwiek uktad sp6trzednych Des-
cartes’a (ktorego poczatek lezy gdzie-
kolwiek). Niechaj spotrzednemi punk-
tow AL A2A3 w tym ukladzie bedg
odpowiednio

W uktadzie spotrzednych jedno-
rodnych Hesse'go, podporzadkowa-
nym przyjetemu uktadowi spotrzed-
nych Descartes a, punkty A1l A2, A3

mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania:

Srodki bokéw ala2a3 trojkgta Al A2A3 oznaczmy odpo-
wiednio przez B1,B2B3 Mamy (§8 33):
@
zatem punkty B1,B2B3 mozemy przedstawi¢ odpowiednio
przez réwnania (8 34):

Wezmy pod uwage réwnosé:
@

Czy jest mozliwe, aby ta réwnos$¢ byta tozsamoscig?
Gdyby réwnos$é (4) byta tozsamoscig, to w takim razie (8 26)
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punkty mi(U, V, W)= 0, m2(U, V, W)= 0,m3(U, VW)= 0, t zn.
punkty A1A2 A3 lezalyby na jednej prostej. Poniewaz jednak
te punkty sg wierzchotkami pewnego tréjkata, przeto nie moga
one leze¢ na jednej prostej, a zatem réwno$¢ (4) nie moze
by¢ tozsamoscig. Réwnos¢ (4) jest wiec réwnaniem jedno-
rodnem stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi U, V, W, przed-
stawia ona zatem pewien w zupetnosci okreslony punkt P.
Réwnanie (4 mozemy napisa¢ tez w ten sposéb:

©)

skad wynika (25), ze przedstawiony przez to rownanie punkt,
t. zn. punkt P, lezy z punktami mi(U,V,W) = 0 i MI(U,V,W) = 0,
t. zn. z punktami Ali B1 na jednej prostej, innemi stowy
prosta A1B1 prechodzi przez punkt P.

Réwnanie (4) mozemy napisa¢ réwniez w ten sposéb:

(6)

skad zndéw wynika (§ 25), ze prosta A2B2 przechodzi przez
punkt P.

W konicu, réwnanie (4 mozemy napisa¢ w ten sposéb:
@)
skad wynika (8 25), ze prosta A3B3przechodzi przez punkt P.

OtrzymaliSmy wiec, ze kazda z prostych A1B1 A2B2A3B3
przechodzi przez punkt P, t. zn. te trzy proste przecinajg sie
w jednym punkcie.

DowiedliSmy zatem poraz drugi, ze linje Srodkowe
tréjkgta przecinaja sie w jednym punkcie. Przy
tej sposobnosci otrzymaliSmy réwnanie punktu przeciecia sie
tych linji Srodkowych, t. zn. réwnanie $Srodka ciez-
kosci tréjkata, ktorem jest rownanie (4).

Po wykonaniu w roéwnaniu (4) redukcji otrzymamy

,azatemza spé6t-
rzedne jednorodne Hess'ego $Srodka ciezkosci
tréjkata ALlA2A3 mozemy uwaza¢ liczby x1+ x2+ x3

Stad za$ wynika, ze spo6trzednemi Descar-
tes'a Srodka ciezkos$ci trojkata A1A2A3 sg liczby:
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Réwnania (5), (6), (7) mozemy napisa¢ w ten sposob:

gdzie przez m1 (U,VW), n? (U V,W), m3 (U V,W) oznaczyliSmy
odpowiednio , innemi

stowy przez ml'(QW ), wzglednie mZ (U, V, W), wzglednie
m3 (U, V, W), oznaczyliSmy strone lewa rownania punktu BJ
wzglednie B2, wzglednie B3, w takiej postaci, przy ktorej
spotczynnik przy W jest rowny 1. Z réwnan (8) wynika (§ 34):

O

czyli (8 33):

a zatem S$rodek ciezkosci trojkagta odcina
od kazdej Srodkowej trzecia jej czes¢, li-
czac od boku tréjkata.

§ 45, Réwnanie oraz spotrzedne

punktu przeciecia sie wysokosci trojkata.

— Niechaj bedzie dany trojkat ALA2A3

(rys. 36). Wezmy jakikolwiek uktad spot-

rzednych Descartes a. Niechaj spo6trzed-

nemi punktéow ALA2A3 w tym ukiadzie

beda odpowiednio W uktadzie spdtrzednych

jednorodnych Hesse’'go, podporzadkowanym przyjetemu ukia-

dowi spoOtrzednych Descartes’a, punkty Al1A2A3 mozemy
przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania:
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Spodki prostopadtych, spuszczonych z punktéw A1, A2, A3
odpowiednio na proste al a2 a3 oznaczmy odpowiednio przez
B1 B2 B3 Mamy:

Jezeli kat A2 nie jest rozwarty, to B1A2= B1A1l cotg A2
jezeli za$ kat A2nie jest ostry, to B1A2= B1Al cotg —A2)=

B1A1l.cotgA2 « kazdym wiec razie B1A2=B 1A 1l cotgA2.
Analogicznie znajdziemy, iz niezaleznie od wielkosSci kata A3
zachodzi réwnosé¢ B 1A3= B1A1 cotg A3. A zatem [rown. (2)]:

®

Jezeli obydwa katy A2 i A3 sg ostre, to wtedy z jednej
strony z drugiej za$ strony (8 33) (A2A3,B) &
Jezeli jeden z katdéw A2 i A3 jest rozwarty, to wtedy z jednej
strony z drugiej za$ strony (8 33) (A2A3B) 0.
Jezeli, w koncu, kat A2 wzglednie A3 jest prosty, to wtedy

z jednej strony co rowna sie 0, wzglednie , z drugiej

tg A3
za$ strony (8 33) stosunek podziatu (A2A3 B1) réwna sie 0,
wzglednie Z réwnosci (3) wynika zatem:
4

Jezeli wiec (8 34) kat A3 nie jest katem prostym, to
punkt B1 mozemy przedstawi¢ przez réwnanie m2(U,V,W)

, czyli, po pomnozeniu przez cotg A3,

przez réwnanie
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jezeli za$ kat A2 nie jest katem prostym, to punkt B\ mo-

zemy przedstawi¢ przez réwnanie

— m3(U,V,W) = 0, czyli, po pomnozeniu przez — cotg A2 przez
réwnanie cotg A3.m2(U,V,W)+ cotg A2.m3(U,V,W) = 0.

Zawsze wiec punkt Bl mozemy przedstawi¢ przez row-
nanie

Q)

Analogicznie, dla punktéw B2 i B otrzymamy odpo-
wiednio réwnania:

©)
)

Wezmy teraz pod uwage réwn os¢:

G

Czy jest mozliwe, aby ta réwnos$¢ byta tozsamoscig?
Gdyby réwnos¢ (8) byta tozsamoscig, to w takim razie (8 26)
punkty Al A2, A3 lezatyby na jednej prostej. Poniewaz jednak
te punkty sa wierzchotkami pewnego trojkata, przeto nie
mogg one leze¢ na jednej prostej, a zatem réwnos¢ (8) nie
moze by¢ tozsamoscig. ROwnos¢ (8) jest wiec réwnaniem
jednorodnem stopnia 1l-ego z 3-ema hniewiadomemi U, V, W
przedstawia ona zatem pewien w zupetnosci okreslony punkt P.

Rown anie (8) mozemy napisa¢ tez w ten sposdb:

skad wynika (8 25), ze przedstawiony przez to réwnanie
punkt, t. zn. punkt P, lezy z punktami

i , t zn. z punktami Al i B1 na jednej pro-

stej, innemi stowy prosta A1B1 przechodzi przez punkt P.
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Réwnanie (8) mozemy napisa¢ rowniez w ten sposoéb:

skad znow wynika (8 25), ze prosta A B2 przechodzi przez
punkt P.
W koncu, réwnanie (8) mozemy napisa¢ w ten sposéb:

skad wynika (8 25), ze prosta A 33 przechodzi przez punkt P.

Otrzymalismy wiec, ze kazda z prostych A 1B1,A2B2,

przechodzi przez punkt P, t. zn. te trzy proste prze-
cinajg sie w jednym punkcie.

DowiedliSmy zatem poraz drugi, ze wysokos$ci trdj-
kata przecinajag sie w jednym punkcie. Przy
tej sposobnosci otrzymaliSmy rdwnanie punktu prze-
ciecia tych wysokos$ci, ktorem jest réwnanie (8).

Po wykonaniu w roéwnaniu (8) redukcji spostrzezemy,
ze za spoOtrzedne jednorodne Hesse'go punktu
przeciecia sie wysokos$ci trojkata A 1A2AmMo-
zemy uwazaé liczby:

Gdyby tréjkat A1A2A3 nie byt prostokatny, to wtedy
moglibySmy pomnozy¢ réwnanie (8) przez tgA g A 2gA3
a zatem za rdéwnanie punktu przeciecia sie wysokos$ci troj-
kata A1A2A3 moglibySmy uwazaé réwnanie

Za spotrzedne jednorodne Hesse'go punktu przeciecia
sie  wysokosci trojkata A1A2A3 moglibySmy wiec wtedy
uwazac liczby:
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§ 46. RoOwnanie oraz spotrzedne srodka kota, opisanego

na trojkacie. — Niechaj bedzie dany tréjkat A 1 A 2(&ys3 37).
Wezmy jakikolwiek uktad spdtrzednych Descartes’a. Niechaj
spbtrzednemi punktow AL A 28

w tym uktadzie beda odpowiednio

W ukiac
rzednych jednorodnych Hessego,
podporzadkowanym przyjetemu

uktadowi spétrzednych Descartesa,

punkty Al, A2, A3mozemy przedsta-

wi¢ odpowiednio przez réwnania:

Srodek C kota, opisanego na trojkacie Al A2 A3 potaczmy
prostemi z wierzchotkami tego tréjkata. Punkt przeciecia sie
prostych A1C i al wzglednie A2C i a2, wzglednie A3 i a3,
oznaczmy przez Bl wzglednie B2 wzglednie B2 Mamy

@

Spusémy z punktu Bl na proste a2 i a3 prostopadie,
ktérych spodki oznaczmy odpowiednio przez M2 i M13

Jezeli kat A2 nie jest rozwarty, to jezeli
zas kat A2nie jest ostry, to w kaz-

dym wiec razie Analogicznie znajdziemy, iz
niezaleznie od wielkosci kata A3 zachodzi rownos¢ BlA 3=

A zatem [rown. (2)]:
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Lecz
przeto [réwn. (3)]:

Z punktu C spusémy na prostg a3 prostopadia, ktorej
spodek oznaczmy przez N3 Poniewaz proste BIMI3 i CN3
sg wzajemnie roéwnolegte, przeto

Lecz a wiec

Kat srodkowy A1CAZ2i kat wpisany A1A3A2 t zn. kat

A3 opierajg sie na jednej i tej samej cieciwie, a zatem albo
Z roéwnosci (5
wynika wiec albo réwnos¢ albo rownos¢
.Stad za$ otrzymujemy,ze albo

cos A3 albo cos
w kazdym wiec razie cos . Analogi-
cznie znajdziemy, ze cos. A zatem

Jezeli katy A 4 A 33 ostre, to wtedy z jednej strony
z drugiej zas strony (833) (A 2A3 Bl < 0. Jezeli jeden z ka-
téow Az i A3 jest rozwarty, to wtedy z jednej strony

z drugiej za$ strony (833) (A2A3B) > 0. Jezeli, w koncu,
kat A3 wzglednie kat A2 jest prosty, to wtedy z jednej strony

sinbR,W n a sie 0, wzglednie + «, z drugiej za$ strony
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(833) stosunek podziatu (A2A3 BJ) réwna sie o, wzglednie
* . Z réwnosci (s) wynika zatem:

Jezeli wiec (8 34) kat A2 nie jest katem prostym, to
punkt Bl mozemy przedstawi¢ przez réwnanie m2(U, V, W)+

, czyli, po pomnozeniu przez sin 2 A2,

przez réwnanie sin
jezeli zas kat A3nie jest katem prostym, to punkt B, mozemy

przedstawi¢ przez réwnanie

, czyli, po pomnozeniu przez — sin2A3
przez réwnanie
Zawsze wiec punkt B: mozemy przedstawié przez réw-
nanie

Analogicznie, dla punktéw B2 i B3 otrzymamy odpo-
wiednio réwnania:

Rozumujac dalej w sposéb analogiczny do tego, w jaki
rozumowaliSmy w dwu 88 poprzednich, przyjdziemy do
wniosku, ze réwnanie

przedstawia $rodek kota, opisanego na tréj-
kagcie A1A2A3 Za spobirzedne jednorodne Hes-
se'go tego srodka mozemy wiec uwazac liczby:
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8 47. Twierdzenie Euler'a. — Twierdzenie Euler a brzmi
W sposOb nastepujacy:

Srodek ciezkos$ci tréjkata, punkt przeciecia
sie wysokos$ci trédjkagta i Srodek kota, opisanego
na trdjkacie, lezg na jednej prostej.

Dowo6d. Wezmy pod uwage jakikolwiek trojkat ALA2 A3,
W ptlaszczyZznie tego tréjkata wezmy jakikolwiek uktad spot-
rzednych Descartes'a. Niechaj réwnaniami punktéw Al, A2, A3
w ukladzie spétrzednych jednorodnych Hesse'go, podporzad-
kowanym przyjetemu uktadowi spétrzednych Descartes'a,
beda odpowiednio réwnania:

(1)

Srodek ciezkosci trojkata A1A2A2 mozemy wtedy przed-
stawi¢ przez réwnanie (8§ 44)

punkt przeciecia sie wysokosci trojkata ALA2A3  mozemy
przedstawi¢ przez réwnanie (§ 45)

©)

w koncu, S$rodek kota, opisanego na trojkacie A 1A 2A3 mo-
zemy przedstawi¢ przez réwnanie (8§ 46)

Pomndézmy strony lewe réwnan (2), (3), (4) odpowiednio
przez sinAlsin A2sinA3 —sin Alsin A Xin A3 otrlzyma—

ne iloczyny dodajmy do siebie, innemi stowy utwoérzmy
sume: sin AlsinA2sinA3.M (U, V, W) —

— sin Al sin A2sin A3. M (U,V,W)—1/2.M(U,V,W). Otrzy-

mamy:
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Lecz [rown. 2 i (3): MU, V, W) — M "' (U, V, —
—cotg A2cotg A3).m (U, V,W) + (1—cotg A3cotg AL).m2(U, V, W)+
+ (1 —cotg A, cotg A2 .m3(U, V, W), czyli

Poniewaz katy A 1,A2A3sa katami wewnetrznymi tréjkata,

przeto Al+ A2+ A3=t azatem cos (A2+ A3=cos(n—A)D=

—cos Al cos(A3+AD= cos(m—A2)= —cosA2cos (A+AD=

= cos(n—AJ = —cosA3 Tozsamos¢ (6) mozemy wiec na-
pisa¢ w ten sposob:

Z tozsamosci (5) i (7) wynika:
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Otrzymalismy wiec, ze

(8)

co dowodzi (8§ 26) prawdziwosci twierdzenia Eulera.

8 48. Twierdzenie Menelaus’a albo Carnot'a. — Niechaj
bedzie dany tréjkat A1A2A3 (rys. 38). Na bokach al a2 a3
tego trojkata niechaj bedg dane
odpowiednio 3 punkty (nieko-
niecznie wiasciwe) P1 P2 P3
lezgce na jednej prostej (nie-
koniecznie wtasciwej) d. Sto-
sunki podziatu (A2 A3, PJ), (A3
Al, P2, (A1 A2 P3 oznaczmy
odpowiednio p r z e z ,

t zn,:

Zatézmy najpierw, ze zaden z tych stosunkéw podziatu
nie jest rowny = «» , W ptaszczyznie trdjkgta A1A2A3 weZzmy
jakikolwiek uktad spoétrzednych jednorodnych Hesse'go.
Niechaj rownaniami punktéw A1,A2fA3 w tym uktadzie bedg
odpowiednio réwnania mi(U, V, W) = 0, m2(U, V,W)= 0,
m3(U, V, W) = 0. Punkty P1P2P3 mozemy wtedy przed-
stawi¢ odpowiednio przez réwnania (§ 34):

Spotrzedne prostej d oznaczmy przez U', V,W'. Prostad
przechodzi przez kazdy z punktéw P 1, P2 P3 zatem spdtrzedne
tej prostej muszg réwnaniom punktéw P1 P2 P3czynié zadosé,
t. zn. mamy:
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©

Czy jest mozliwe, aby ktorakolwiek z liczb m1@QU', V,W ),
m2(U "', V', W), m3(U', V', W) byta réwna 0? Gdyby byto
ml (U, V, W) = 0, (poniewaz, wedtug zatozenia, liczba
jest skoriczona) z drugiej z posréd réwnosci (3) wynikataby
rownos¢ m3(U’',V',W’) = 0, z tej zas rownosci oraz z pierwszej
z posrod rownosci (3) (wobec tego, ze liczba y jest skonczona)
wynikataby rownos¢ m2( U ', V 0., Bylyby) wiec wtedy
spetnione 3 rdéwnosci: mi(U' V' 'W') =0, m2(U' V' W’ =0,
m3(U",V' ,W’) = 0, skad wynikatoby, ze prosta d przechodzi
przez kazdy z punktéw A 1, A2 A9 co nie jest mozliwe (albo-
wiem punkty A 1,A0,Ag, bedac wierzchotkami trdjkata, nie
moga leze¢ na jednej prostej). Nie jest wiec mozliwe, aby
byto m1(U’,V',W’") = 0. Tak samo mozemy sie przekona¢, ze nie
jest mozliwe, aby byto m2(U’,V',W") = 0 albo m3 (UV,W)=0.

A zatem z réwnosci (3) mozemy wyprowadzi¢ réwnosci:

Z réwnosci za$ (4) otrzymujemy:

Jak wiec widzimy, iloczyn stosunkéw podziaju pl, pu2 |8
jest réwny 1

Do tego wniosku przyszlismy w zatozeniu, ze zadna
z liczb 1, 28 nie jest réwna + o .

Zalézmy teraz, ze np. L= + o, Wtedy punkt P 1 nakrywa
punkt A3 prosta d przechodzi wiec przez punkt A3. Gdyby
prosta d byla rézna od prostej a2 to punkt P2 jako punkt,
wspoélny prostym d i a2 tez nakrywatby punkt A3, t. zn. by-
toby p2= 0. Gdyby za$ prosta d nakrywata prostg a2 to
wtedy punkt P3 jako punkt, wspélny prostym d i a3 na-
krywatby punkt A1 t zn. bytoby 8= 0.
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OtrzymalisSmy wiec, ze jezeli (= * to w takim
razie jedna z liczb (2 i B jest réwna 0. Tak samo mogli-
bysmy sie przekonaé, ze jezeli uy2=+ o ,wzglednie [B= + ®
to w takim razie jedna z liczb (Bi gy wzglednie jedna
z liczb L i p jest rowna O.

Przyjmijmy teraz, ze jest dany trojkat ALA2A3 oraz na
jego bokach al, a2 a3 sg dane odpowiednio 3 punkty P1,P2p 3,
co do ktérych juz nie zakiadamy, ze lezg na jednej proste;j.
Stosunki podziatu (A2A 3P), (A3A 1P, (A1A 2P3 zndw
oznaczmy odpowiednio przez pi, 2 Bt zn.:

(6)

Zatézmy, ze zadna z liczb p1, p2, u3 nie jest réwna
przyczem ich iloczyn jest réwny 1, t zn.:

U]

W plaszczyznie trojkata A ALRBwezmy jakikolwiek
uktad spétrzednych jednorodnych Hesse'go i niechaj réwna-
niami punktow Al A2 A 3bedg w tym uktadzie odpowiednio
rownania

Punkty P1P2 P3 mozemy wtedy przedstawi¢ odpowiednio
przez réwnania:

Mamy tozsamos¢:

skad wynika (8 26), ze punkty P 1 P2 P3lezg na jednej prostej.
Zaldézmy teraz, ze jedna z posrod liczb pl, p2, p3 jest
rowna * 00, inna za$ jest réwna 0. Przypusémy np., ze
oraz 2=0. Wtedy zaréwno punkt Pl jak tez

punkt rpo, nakrywa punkt A , zatem punkty P1 P 2P3mozemy
uwaza¢ za lezace na jednej prostej. Gdyby za$ byto
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oraz to punkt P1 nakrywatby punkt A3
punkt P3 zas nakrywatby punkt Al obydwa punkty P1 i P3
lezatyby wiec na prostej a2 na ktorej lezy punkt P 2 a zatem
punkty P1P2Ps lezalyby na jednej prostej. Tak samo mo-
zemy sie przekonaé, ze jezeli ora z , albo
oraz ,albo oraz ,albo
oraz , to punkty P1LP2Ps lezg na jednej proste;j.
Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli jest dany trdjkat A1A2A3 i na jego bo-
kach al,aza3sg dane odpowiednio punkty P1P2,Pa
to w razie, gdy zaden ze stosunkoéw podziatu
(A2 A3 P1), (A3 ALP2), (ALA2P3nnie jest rowny+ o wa-
runkiem koniecznym i dostatecznym nalezenia
punktéw Pi,P2,P3do jednej prostej jest spetnie-
nieréwnosci

w razie za$, gdy jeden z tych stosunkdéw po-
dziatu jest réowny + o, warunkiem koniecznym
i dostatecznym nalezenia punktow P1P2P3 do
jednej prostej jest roéwnos$¢ zeru jakiego$ innego
zwymienionych stosunkdéw podziatu.

To twierdzenie nazywamy twierdzeniem Mene-
lausa albo Carnot’a

§ 49. Twierdzenie Ceva'y. — Niechaj bedzie dany tréjkat
A1A2A3(rys. 39). Niechaj przez wierz-
chotki Al A2 A3 tego trdjkata prze-
chodza odpowiednio 3 proste dJ
d2d3 posiadajace jeden punkt P
(niekoniecznie wiasciwy) wspolny.
Prostym al,a2a3 nadajmy jakie-
kolwiek zwroty i odpowiadajace
tym zwrotom stosunki wstaw (a2

ozna-
Rys. 39. czmy odpowiednio przez 1218

t. zn.:



Zaldézmy najpierw, ze zaden z tych stosunkéw wstaw nie
jest rébwny + o . W plaszczyZznie trojkgta AL1A2A3 wezmy
jakikolwiek uktad spotrzednych Descartes’a, ktérego poczatek
lezy wewnagtrz trojkata AL1A2A3 Niechaj réwnaniami
w postaci normalnej Hesse'go prostych al,a2a3 beda odpo-
wiednio réwnania:

Nadajmy teraz prostej alten zwrot, przy ktéorym punkt A3
nastepuje po punkcie A2 prostej a2 ten zwrot, przy ktoérym
punkt Al nastepuje po punkcie A3 prostej a3 ten zwrot, przy
ktorym punkt A2 nastepuje po punkcie Al i odpowiadajgce
tym zwrotom stosunki wstaw

oznaczmy odpowiednio przez p 1 ', p Roniewaz 3liczby
V] 1 moga sieprézni@ od 'liczb plpp2, p38ylko 'znakami
(835), zatozyliSmy za$, ze liczby i, p2, y3 sg skoriczone, przeto
liczby pl', p2', y3'tez sg skonczone. W przyjetym uktadzie spét-
rzednych Descartes'a proste dlfd2d3mozemy zatem przedstawié
odpowiednio przez réwnania (8 37):

W uktadzie spotrzednych jednorodnych Hesse'go, podporzad-
kowanym przyjetemu ukladowi spotrzednych Descartes’a,
proste di, d2 d2 mozemy wiec przedstawi¢ odpowiednio przez
rownania:

Spotrzedne punktu P oznaczmy przez X, Y', Z'. Punkt
P nalezy do kazdej z prostych dldZd3 zatem sp6trzedne
tego punktu muszg réwnaniom prostych dl,d2d3 czyni¢ za-
dosé, t. zn. mamy:

Czy jest mozliwe, aby ktérakolwiek z liczb
byta réwna 0? Gdyby byto,
to (poniewaz liczba p2 jest skoriczona) z drugiej z posréd
réwnosci (3) wynikataby réwnos¢ B[X, Y,Z)= 0, z tej za$
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réwnosci oraz z pierwszej z posréd rownosci (3) (wobec tego,
ze liczba | jest skoriczona) wynikataby rownosé 12(X'Y ',Z)= 0.
Bytyby wiec wtedy spetnione 3 réwnosci: IL(X, Y,Z)= O,
I2[X',Y',Z2)= 0, I3(X",Y"',Z2")= 0, skad wynikatoby, ze punkt
P nalezy do kazdej z prostych al a2 a3 co nie jest mozliwe
(albowiem proste al, a2 a3 bedac bokami tréjkata, nie moga
posiada¢ punktu wspolnego). Nie jest wiec mozliwe, aby
byto IL(X', Y',Z)= 0. Tak samo mozemy sie przekonaé, ze
nie jest mozliwe, aby byto 12(X",Y",Z")= 0 albo I (X', Y',Z)= 0.
A zatem z réwnosci (3) mozemy wyprowadzi¢ réwnosci:

@
Z réwnosci zas (4) otrzymujemy:
©)

Jak wiec widzimy, zachodzi réwnosé

Lecz jezeli zmienimy zwrot jednej z prostych al, a2 &
np. prostej al na przeciwny, to z posréd 3-ch stosunkéw
wstaw (a2, a3, d1), (as, a1, d?, (@l, a2 d3 drugi i trzeci sto-
sunek zmieni znak (8 35), pierwszy za$ pozostanie bez zmiany,
a zatem iloczyn tych stosunkéw wstaw nie ulegnie zadnej
zmianie. Tak samo mozemy sie przekonaé, ze zmiana
zwrotu prostej a2 wzglednie prostej as, na przeciwny
nie wpltywa wcale na warto$¢ iloczynu 3-ch rozpatrywa-
nych stosunkéw wstaw. A zatem wartos¢ iloczynu (@2 a3
dl) (@3, a1,d2 (al,a2,d3 od wyboru zwrotéow prostych al a2a3
nie zalezy. Stad za$ wynika, ze réownos¢ pu 1, p 2, pocBga
za sobg rownosé

Otrzymalismy zatem, ze L, |2 1B8=1

Do tego wniosku przyszlismy w zalozeniu, ze zadna
z liczb p 1 , pnie2jest ndwida + oo,

Zaldézmy teraz, ze np. fl= + . Wtedy prostad na-
krywa prosta a3 punkt P nalezy zatem do prostej a3. Gdyby
punkt P byt rézny od punktu A2 to prosta d2 jako prosta,
zawierajgca punkty P i A2 tez nakrywataby prostg a3 t. zn.
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bytoby (2= 0. Gdyby za$ punkt P nakrywat punkt AZ to
wtedy prosta d3 jako prosta, zawierajaca punkty P i A3
nakrywataby prostg al t. zn. bytoby p3=0.

OtrzymalisSmy wiec, ze jezeli ul= + o to w takim razie
jedna z liczb |2 i B jest rowna 0. Tak samo moglibysmy
sie przekonaé, ze jezeli L= o wzglednie p 3 = o , to
w takim razie jedna z liczb (B8 i ul, wzglednie jedna z liczb
ML i |2 jest réwna O.

Przyjmijmy teraz, ze jest dany trojkat A1A2A3 przyczem
przez jego wierzchotki AL A2 A3 przechodzg odpowiednio
3 proste dl, d2 d3 co do ktérych juz nie zaktadamy, ze po-
siadajg punkt wspdlny. Stosunki wstaw [a2 a3 d), (@3 al d2,
(@1, a2 d3, odpowiadajagce pewnym wybranym przez nas
dowolnie zwrotom prostych al a2 a3 oznaczmy odpowiednio
przez p3 tozn.:

Zatbzmy, ze zadna z liczb 1, w2, p3 nie jest réwna
przyczem ich iloczyn jest rowny 1, t zn.:

Nadajmy prostej al ten zwrot, przy ktéorym punkt A3na-
stepuje po punkcie A2 prostej a2 ten zwrot, przy ktorym
punkt Al nastepuje po punkcie A3 prostej a3 ten zwrot,
przy ktérym punkt A2 nastepuje po punkcie Al i odpowia-
dajagce tym zwrotom stosunki wstaw (a2 a3dl), (a3 al d?,
(@l a2 d3 oznaczmy odpowiednio przez pl, p2, u3. Jak widzie-
lismy wyzej, warto$¢ iloczynu (a2 a3 d) (a3ald? (al,a2 d3 od
wyboru zwrotéw prostych al, a2 a3 nie zalezy, zatem réwnos¢
(7) pocigga za soba rownosé

W plaszczyznie trojkata A1A2 A3 wezmy jakikolwiek
uktad spétrzednych Descartes'a, ktorego poczatek znajduje
sie wewnatrz trojkata A1A2A3  Proste d1d2ld3 mozemy
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przedstawi¢ w tym ukladzie odpowiednio przez réwnania
(8 37):

©

Mamy tozsamosc:

skad wynika (8 26), ze proste di, d2 d3 posiadajg punkt
wspolny.

Zaldézmy teraz, ze jedna z posrod liczb 4, 2 |6 jest
rbwna + , inna za$ jest réwna 0. Przypus¢émy np., ze
M= % oraz |B0. oWtedy zaréwno prosta dl, jak tez
prosta d2 nakrywa prostg a3 zatem proste di,d2 d3 posia-
dajg punkt wspoélny. Gdyby zas byto pyl= + o oraz p =0,
to prosta dl nakrywataby prosta a3 prosta d3 za$ nakrywa-
taby prostg al obiedwie proste dl i d3 przechodzityby wiec
przez punkt A2 przez ktdéry przechodzi prosta d2 a zatem
proste dl1,d2d3 posiadatyby punkt wspélny. Tak samo mo-
zemy sie przekonal, ze jezeli [R= + o oraz = 0, albo
[je= + oo oraz pl=o0, albo W= + o oraz = 0, albo
Ms= + o oraz pe= 0 to proste dl,d2 d3 posiadajg punkt
wspalny.

Mamy zatem twierdzenie nastepujace:

Jezeli jest dany trdojkat AlA2A3 i przez jego
wierzchotki AL A2A3 przechodzag odpowiednio
proste d1,d2d3 to nadawszy prostym ala2a3 ja-
kiekolwiek zwroty, mozemy powiedzieé, ze:
w razie, gdy zaden ze stosunkéw wstaw (@2a3dx,
(a3al,d2, (a1 a2d3d nie jest réwny + «, warunkiem
koniecznym i dostatecznym posiadania przez
proste d1,d2,d3 punktu wspoélnego jest spetnie-
nie rownosci
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w razie zas$, gdy jeden z tych stosunkdéw wstaw
jest rowny warunkiem koniecznym i do-
statecznym posiadania przez proste di d2 d3
punktu wspolnego jest rownos¢ zeru jakiegos
innego z wymienionych stosunkow wstaw.

To twierdzenie nazywamy twierdzeniem Ceva'y.

Stosujgc twierdzenie Ceva'y moglibysmy z tatwoscig do-
wiesé¢ tych twierdzen, jakich dowiedliSmy w 8§ 38, 39, 40, 41,
42, 43. Chcac np. dowie$é, ze dwusieczne dl1 d2d3 katéw
wewnetrznych trdjkgta A1A2A3 posiadajg punkt wspdélny, wy-
starczytoby powota¢ sie na to, iz przy nadaniu prostym
al,a2a3 odpowiednich zwrotéw mamy (§38): (a2 a3dl)= 1,
@3aldld= 1, (@la2d3d= 1, albowiem stad wynikatoby, ze

§ 50. Inna posta¢ twierdzenia Ceva'y. — Niechaj bedzie

dany trojkat AL1A2A3 (rys. 40), Niechaj przez wierzchotki
Al A2, A3 tego trdjkata przechodzg odpowiednio 3 proste
dl,d2 d3 posiadajgce jeden punkt P
(niekoniecznie wiasciwy) wspolny.
Punkty przeciecia sie prostych di1,d2
d3 z prostemi al &3 oznaczmy
odpowiednio przez P1P2P3 Sto-
sunki podziatu (A2, A3, P ), (A3 AL P2,
[A1,A2P3) oznhaczmy odpowiednio
przez t zn.

Zatézmy najpierw, ze zaden z tych stosunkoéw podziatu nie
jest rowny + o W plaszczyznie tréjkata A1,A2 As wezmy
jakikolwiek ukiad spétrzednych jednorodnych Hesse'go.
Niechaj rownaniami punktow AlLA2A3w tym uktadzie beda
odpowiednio réwnania (v, V,W)=0, mU, V,W)=0, m3U,V,W)=

0. Punkty P1,P2P3 mozemy wtedy przedstawi¢ odpowie-
dnio przez réwnania (§ 34):
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Gdyby punkt P nakrywat punkt Al, to w takim razie
prosta d2 jako prosta, zawierajaca punkty P i A2 nakrywa-
taby prostg as, a zatem punkt P2 jako punkt, wspolny pro-
stym d2 i a2 nakrywatby punkt Al t zn. bytloby (2= %
co przeczytoby zatozeniu. Nie jest wiec mozliwe, aby punkt
P nakrywat punkt AL Tak samo moglibySmy sie przekonad,

ze punkt P nie moze nakrywaé¢ rowniez zadnego z punktéw
A2i A3

Gdyby punkt P lezat na prostej al to w takim razie
prosta d3 jako prosta, zawierajgca punkt A3 oraz rézny od
niego punkt P, nakrywalaby prostg al a zatem punkt P3
jako punkt, wspolny prostym d3i a3 nakrywalby punkt A2
t. zn. byloby |B= o co przeczytoby zalozeniu. Nie jest
wiec mozliwe, aby punkt P lezal na prostej al Tak samo
moglibySmy sie przekonaé, ze punkt P nie moze leze¢ row-
niez na zadnej z prostych a2 i a3 Stad zas$ wynika, ze punkt
P jest rézny od kazdego z punktéw P1,P2P3

Punkt P, jako lezacy na prostej, taczacej punkty Al i P1
i przytem rézny od punktu P1 mozemy przedstawi¢ przez
réwnanie (§25): M(U, V, W) m1l(U, V, W)+ AMLU, V,W)= 0,
czyli przez réwnanie

®)

Z réwnania (3 wynika, ze punkt P lezy na prostej, 13-
czacej punkt

O]

z punktem m3(UV,W)= 0, t zn. z punktem A3 Innemi stowy
prosta, tgczaca punkty P i A3 t zn. prosta d3 przechodzi
przez punkt, jaki przedstawia réwnanie (4). Lecz rdéwnanie
(4) przedstawia pewien punkt, lezacy na prostej, tgczacej
punkty m1(U,V, W= 0 i m2(U,V,W)= 0, t.zn. na prostej a3
A zatem punkt, jaki przedstawia réwnanie (4), nalezy do
kazdej z prostych d3i a3 t. zn. jest punktem przeciecia sie
P3 tych dwu prostych.

Z rownania (4), przedstawiajgcego punkt P3 wynika
(8 34): (AL, A2, P3 = — A Lecz mielismy [rown. (1)] (Ala 2P3=
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= 3 azatem A= — p3. Rdwnanie (3), przedstawiajgce punkt
P, mozemy wiec napisa¢ w ten sposob:

Z réwnania (5 wynika, ze punkt P lezy na prostej,
taczacej punkt

z punktem m2(U, VW)= 0, t zn. z punktem A2. Innemi
stowy prosta, taczaca punkty P i A2 1. ZNn. prosta d2 prze-
chodzi przez punkt, jaki przedstawia rdéwnanie (6). Lecz
rownanie (6) przedstawia pewien punkt, lezacy na prostej,
taczacej punkty (U, V, )=0 i m3(U,V,WES: : t. zn. na
prostej a2 A zatem punkt, jaki przedstawia réwnanie (6),
nalezy do kazdej z prostych 2ialt zn, jest punktem prze-
ciecia sie P2 tych dwu prostych.

Z réwnania (6), przedstawiajacego punkt P2 wynika (§ 34):
Lecz mielismy [réwn. (1)]: [A?qu,Pa:

zatem skad wynika:

Do tego wniosku przyszliSmy w zalozeniu, ze zadna
z liczb 1, p2 B nie jest réwna + o .

Zatézmy teraz, ze np. = + Wtedy punkt P1na-
krywa punkt A3 a zatem prosta dl nakrywa prostg a2
punkt P wiec nalezy do prostej a2 Gdyby punkt P byt
rozny od punktu A3 to prosta d3 jako prosta, zawierajgca
punkty P i A3 nakrywataby prostg a2 a zatem punkt P3
jako punkt wspoélny prostym d3i a3 nakrywatby punkt Al
t. zn. byloby p3= 0. Gdyby za$ punkt P nakrywat punkt A3
to prosta d2 jako prosta, zawierajgca punkty P i A2 nakry-
walaby prostg al a zatem punkt PO, jako punkt, wspolny
prostym d2i a2 nakrywatby punkt A3, t. zn. bytoby = 0.
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Otrzymalismy wiec, ze jezeli , to w takim razie
jedna z liczb py2i p jest rowna 0. Tak samo moglibySmy
sie przekona¢, ze jezeli (2= + , wzglednie 3= = o to
w takim razie jedna z liczb i uyl wzglednie jedna z liczb
ML i p jest réwna O.

Przyjmijmy teraz, ze jest dany tréjkat A 1A 2A3 przyczem
przez jego wierzchotki A1 A2A3 przechodzg odpowiednio
3 proste d1, d2 d3, co do ktorych juz nie zaktadamy, ze po-
siadajg punkt wspélny. Punkty przeciecia sie prostych d1 d2 d3
z prostemi al, a2 a3 oznaczmy odpowiednio przez PLP2P3
Stosunki podziatu (a 2A3 P2, (A 3ALP2, (A 1A2P3 oznaczmy
odpowiednio przez pl u2 p3 t. zn.:

Zatozmy najpierw, ze zaden z tych stosunkéw podziatu
nie jest rowny + o przyczem ich iloczyn jest réwny — 1,
t zn.:

W ptlaszczyznie trojkata A1A2A3 wezmy jakikolwiek
uktad spotrzednych jednorodnych Hesse'go i niechaj réwna-
niami punktéw a1a2a3 beda w tym ukiadzie odpowiednio
réownania mi(U, V, W)= 0, m2(U, V,W) = 0, m3[U, V, W)= 0.
Punkty P1P2P3 mozemy wtedy przedstawi¢ odpowiednio
przez réwnania:

Wezmy teraz pod uwage rownosc:

Gdyby réwnos$¢ (11) byta tozsamoscig, to (8 26) punkty
A 1A 2A 3 lezatyby na jednej prostej, co nie jest mozliwe.
Réwnosé (11) jest wiec rownaniem jednorodnem stopnia 1-ego
z 3-ema niewiadomemi U, V, W, przedstawia ona zatem pewien
w zupetnosci okreslony punkt P.
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Réwnanie (11) mozemy napisa¢ tez w ten sposob:
12)

skad wynika (8 25), ze przedstawiony przez to réwnanie
punkt, t zn. punkt P, lezy z punktami ml(UlV,W)= 0
i M1(U,V,W)= 0, t zn.z punktami Ali P], na jednej prostej,
innemi stowy prosta A1PJ] t. zn. prosta dl przechodzi przez
punkt P.

Ze wzgledu na réwnos$¢ (9) rownanie (11) mozemy na-
pisa¢ rowniez w ten sposob:

13)

skad zndéw wynika, ze prosta d2 przechodzi przez punkt P.
W koricu, réwnanie (11) mozemy napisaé w ten sposéb:

(14)

skad wynika, ze prosta d3 przechodzi przez punkt P.

Otrzymalismy wiec, ze kazda z prostych d1,d2ld3 prze-
chodzi przez punkt P, t. zn. te 3 proste posiadaja punkt
wspolny.

Zatézmy teraz, ze jedna z posrod liczb pl,u2 p3 jest
rbwna * ,inna za$ jest ®bwna 0. Przypusémy np., ze
ML=+ oraz g = 0. Wtedy zardwno punkt P1 jak tez punkt
P2 nakrywa punkt A3 pbiedwie proste dl i d2 przechodzg
wiec przez punkt A3 przez ktéry przechodzi réwniez prosta d3
a zatem proste d1,d2d3 posiadajg punkt wspdlny. Gdyby
zas byto pl= + o oraz P3= 0, to punkt P1 nakrywatby
punkt A3 punkt P3 za$ nakrywatby punkt Al, kazda wiec
z prostych dli d3 nakrywataby prostg a2 a zatem proste
d1,d2ld3 posiadatyby punkt wspdlny. Tak samo mozemy sie
przekonaé, ze jezeli p2= = oraz p8&= 0, albo p2= oo
oraz u £ 0, albo B= * oraz =o(, albo 3= + ooraz
p2= 0, to proste d1,d2ld3 posiadaja punkt wspélny.

Mozemy zatem wypowiedzie¢, twierdzenie nastepujgce:

Jezeli jest dany trojkat Al1A2A3i przez jego
wierzchotki Al1LA2A3 przechodza odpowiednio
proste dl1,d2d3 ktére przecinajg proste ala2a3
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odpowiednio w punktach P1,P2P3 to w razie
gdy zaden ze stosunkéw podziatu (A» A» P,
[ASAL1P2, [ALA2P3 nie jest réwny += , warun-
kiem koniecznym i dostatecznym posiadania
przez proste dld2dz punktu wspélnego jest
spetnienie rownosci

(A2A3P) . (A3 ALP2.(ALA2ZP3 =1

w razie za$, gdy jeden z tych stosunkoéw po-
dziatu jest réwny = |, warumkiem Kkoniecz-
nym i dostatecznym posiadania przez proste
dl, d2d3 punktu wspoélnego jest rownos$¢ zeru
jakiego$ innego z wymienionych stosunkdw
podziatu.

To twierdzenie jest inng postacig twierdzenia Ceva'y,
podanego w § 49.

Stosujgc twierdzenie Ceva'y w tej postaci moglibySmy
np. z tatwoscig dowiesé, ze tinje Srodkowe trojkata przecinajg
sie w jednym punkcie. Wystarczytoby mianowicie powotac
sie na to, ze punkty, w jakich linje Srodkowe przecinaja boki
przeciwlegte, posiadajg wzgledem odpowiednich wierzchotkdéw
trojkata stosunki podziatu, rowne — 1, albowiem stad wyni-
katoby juz, ze iloczyn tych stosunkéw podziatu jest rowny — 1

Uwaga. Twierdzenie Ceva'y w podanej tu postaci oraz
twierdzenie Menelausa albo Carnota, podane w § 48,
mozemy potaczyé razem w spos6b nastepujacy:

Jezeli jest dany trojkat A1A2A3i na jego bo-
kach ala2a3sg dane odpowiednio punkty P1P2P3
to w razie, gdy zaden ze stosunkéw podziatu
[A2A3,P1), (A3 Al P2, (A1L,A2P3 nie jest réwny % o,
warunkiem koniecznym i dostatecznym naleze-
nia punktow P1LP2P3do jednej prostej jest spet-
nienie réwnosci

(A2A3P1) .(A3AL P).(ALA 2P3= 1
warunkiem za$ koniecznym i dostatecznym
posiadania przez proste A PL 2P2 A3P3punktu
wspoOlnego jest spetnienie rownosci
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oraz w razie, gdy jeden z tych stosunkoéw po-
dziatu jest réwny , warunkiem koniecznym
i dostatecznym zarowno nalezenia punktéw
P1 P2 P3do jednej prostej, jak tez posiadania
przez proste ALP1 A2P2 A3P3 punktu wspdlnego,
jest rdwnos$¢ zeru jakiego$ innego z wymienio-
nych stosunkdéw podziatu.

§ 51. Inna posta¢ twierdzenia Menelaus’'a albo Carnot'a—
Niechaj bedzie dany trojkat A1A2A3 (rys. 41). Na bokach
al, a2 a3 tego trojkata niechaj beda dane odpowiednio
3 punkty (niekonie-
cznie wiasciwe) P,

PA P3 lezace na

jednej prostej (nie-

koniecznie wiasci-

wej) d. Proste Al P1

A2P 2 A3P3oznaczmy

odpowiednio przez

dl1 d2 d3 Prostym al

azZa3dnadajmy jakie-

kolwiek zwroty

i odpowiadajgce tym zwrotom stosunki wstaw (a2 a3 dJ,
(a3, al, d2, (al a2 d3 oznaczmy odpowiednio przez ul,u2
p3 t zn.:

Zaldézmy najpierw, ze zaden z tych stosunkéw wstaw nie
jest rowny =+ W plaszcayznie tréjkata AIA2A3 wezmy
jakikolwiek uktad spotrzednych Descartes’a, ktérego pocza-
tek lezy wewnatrz trojkata A1A2A3 Niechaj réwnaniami
w postaci normalnej Hesse'go prostych al a2 a3 beda odpo-
wiednio réwnania .y, D= 0, 2.y, )= 0, I3[x,y, D= 0.
Nadajmy teraz prostej alten zwrot, przy ktéorym punkt A3
nastepuje po punkcie A2 prostej a2 ten zwrot, przy ktorym,
punkt A1l nastepuje po punkcie A3 prostej a3 ten zwrot,
przy ktorym punkt A2 nastepuje po punkcie Al i odpowia-
dajace tym zwrotom stosunki wstaw (a2 a3 dl) (a3 al,d2),
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a2 d3 oznaczmy odpowiednio przez pi, u , W ukta-
dzie spoétrzednych jednorodnych Hesse'go, podporzgdkowa-
nym przyjetemu uktadowi spétrzednych Descartes'a, proste
dl, d2 d3 mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania
(837):

(2)

Gdyby prosta d nakrywata prostg al to w takim razie
punkt P2 jako punkt, wspélny prostym d i a2 nakrywatby
punkt A3 a zatem prosta d2 jako prosta, zawierajgca punkty
A2 i P2 nakrywataby prostag al t zn. byloby pe= + o
przeczytoby zatozeniu. Nie jest wiec mozliwe, aby prosta d
nakrywata prosta al Tak samo moglibySmy sie przekonad,
ze prosta d nie moze nakrywaé¢ réwniez zadnej z prostych
a2 i as3.

Gdyby prosta d przechodzita przez punkt Al to w ta-
kim razie punkt P3 jako punkt, wspdélny prostej a3 oraz
réznej od niej prostej d, nakrywatby punkt Al a zatem pro-
sta d3 jako prosta, zawierajgca punkty Ps: i A3 nakrywataby
prosta a2 t. zn. bytoby (8= + | co przeczyloby zatozeniu.
Nie jest wiec mozliwe, aby prosta d przechodzita przez
punkt A1 Tak samo mogliby$my sie przekonaé, ze prosta d
nie moze réwniez przechodzi¢ przez zaden z punktow A2i A3
Stad za$ wynika, ze prosta d jest r6zna od kazdej z pro-
stych dl d2d3

Prostag d, jako przechodzacg przez punkt przeciecia sie
prostych al i dli przytem rézng od prostej dl mozemy
przedstawi¢ przez réwnanie (8 25): L(X Y,2) = I1(X, V, Z) -+

X, Y Z2)= 0, czyli przez réwnanie

&)

Z réwnania (3) wynika, ze prosta d przechodzi przez
punkt przeciecia sie prostej

@

z prosta I3 (X V,Z) = O, t zn. z prosta a3 Innemi stowy punkt
przeciecia sie prostych d i a3 t zn. punkt P3 nalezy do
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prostej, jakg przedstawia rownanie (4). Lecz réwnanie (4)
przedstawia pewna prosta, przechodzacg przez punkt prze-
ciecia sie prostych I1[X Y,Z2)= 0i R(X,Y,Z2) = 0O, t. zn. przez
punkt A3 A zatem prosta, jaka przedstawia réwnanie (4),
zawiera kazdy z punktéw Ps i A3, t zn. jest prostg d3

Z réwnania (4), przedstawiajgcego prosta d3 wynika
(837): (al,a2d3 = — A Lecz mielismy (ala2d3 = p3, a za-
tem A = p3. Roéwnanie (3), przedstawiajgce prostg d, mo-
zemy wiec napisa¢ w ten sposob:

(5)

Z rownania (5) wynika, ze prosta d przechodzi przez
punkt przecigcia sie prostej

(6)

z prostg R2(X,Y,Z)=0, t zn. z prostg a2 Innemi stowy
punkt przeciecia sie prostych d i a2 t zn. punkt P2 lezy
na prostej, jaka przedstawia rownanie (6). Lecz roéwnanie
(6) przedstawia pewng prosta, przechodzacg przez punkt
przeciecia sie prostych I1(X,y,Z2)= 0 i B(X,Y,Z2)= 0, t. zn.
przez punkt A2 A zatem prosta, jakg przedstawia réwnanie
(6), zawiera kazdy z punktéw P2i A2t zn. jest prostg d2

Z réwnania (s), przedstawiajgcego prostg da wynika

1
(8 37): (ff3audd —— bi p3 Lecz mielismy (tf3 au d? — pA
|
1
zatem {ti2= — [“«E»’ skad wynika: p/p2p3= —1, Lecz,

jak to widzieliSmy w § 49, wartos¢ iloczynu (&= #3, dV) (a3 all
d2 (auad d3 od wyboru zwrotéw prostych au ad az nie zalezy,

zatem rownos$¢ pxX pZ2 M*— — 1 pocigga za sobg rownosé
u pRu3l= —1
OtrzymaliSmy wiec, ze PiRRB= —1

Do tego wniosku przyszliSmy w zalozeniu, ze zadna
z liczb Pi, p2 P3 nie jest rowna i°°.

Zatézmy teraz, ze np. Pi—+ Wtedy prosta dl na-
krywa prostg a3 a zatem punkt P} nakrywa punkt AZL pro-
sta d wiec przez punkt A2 przechodzi. Gdyby prosta d byta

F. Wiodarski, Geom. anal. pt., cz. I. 15
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rézna od prostej a3 to punkt P3 jako punkt, wspdlny pro-
stym d i a3 nakrywatby punkt A2 a zatem prosta d3 jako
prosta, zawierajgca punkty P3i A3 nakrywataby prostg al
t. zn. bytoby 8= 0. Gdyby za$ prosta d nakrywata prostg a3
to punkt P2 jako punkt, wspoélny prostym di a2 nakrywatby
punkt Al a zatem prosta d2 jako prosta, zawierajgca punkty
P 2i A2, nakrywatlaby prostg a3 t. zn. bytoby p2= 0.

Otrzymalismy wiec, ze jezeli pl= + , to w takim razie
jedna z liczb R i B jest rowna 0, Tak samo moglibySmy
sie przekona¢, ze jezeli 2= = |, wzglesdnie [B= + oo to

w takim razie jedna z liczb p3i yl wzglednie jedna z liczb
ML i p2 jest réwna O.

Przyjmijmy teraz, ze jest dany tréjkat A1A2A3 przyczem
na jego bokach al, a2 a3 sa dane odpowiednio punkty (nie-
koniecznie wtasciwe) P1,P2P3 co do ktorych juz nie zakla-
damy, ze lezg na jednej prostej. Proste A1P1 A2P2 A3P3
oznaczmy odpowiednio przez dil d2 d3 Prostym al, a2 a3
nadajmy jakiekolwiek zwroty i odpowiadajace tym
zwrotom stosunki wstaw (a2 a3 dl), (a3 al d?, (alaz2d3d
oznaczmy odpowiednio przez i, u2 p3 t zn.:

@) (a,,a3idy) lia {axaltdd fig (aualadd 1

Zatézmy najpierw, ze zaden z tych stosunkéw wstaw nie
jest réowny + °°, przyczem ich iloczyn jest réwny — 1, t. zn.:

(8) =

W plaszczyznie trojkagta AyA2A3 wezmy jakikolwiek
uktad spotrzednych Descartesa, ktorego poczatek lezy
wewnatrz trojkata AxA, A3 Niechaj rownaniami w po-
staci normalnej Hesse'go prostych alf ad a3bedg odpowiednio
rownania /, (acy, 1) = 0, L(X,y, 1) = 0, /3(ay, 1) = 0. Nadaj-
my teraz prostej ay ten zwwot, przy ktérym punkt A3 naste-
puje po punkcie A> prostej a2 ten zwrot, przy ktérym
punkt Ay nastepuje po punkcie A3 prostej azten zwrot, przy
ktorym punkt A2 nastepuje po punkcie Au i odpowiadajace
tym zwrotom stosunki wstaw (a2 add,), (a3altdl1(aua2d3
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oznaczmy odpowiednio przez fV, MAM. Roéwnos¢ (8) po-
cigga za sobg rownosc¢:

9) fVhj>3= —1

W uktadzie spétrzednych jednorodnych Hesse'go, podpo-
rzadkowanym przyjetemu uktadowi spoétrzednych Descartes’a,
proste dudad3 mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez
réwnania (8 37):

(10)

Wezmy teraz pod uwage réwnosc:

Gdyby rownosé¢ (11) byta tozsamoscig, to (8 26) proste
au a>:: posiadatyby punkt wspdlny, co nie jest mozliwe.
Réwnos¢ (11) jest wiec réownaniem jednorodnem stopnia 1-go
z 3-ma niewiadomemi Z, Y, Z, przedstawia ona zatem pewng
w zupetnosci okreslong prostg d.

Réwnanie (11) mozemy napisa¢ tez w ten sposoéb:

(12) 12V 2)=hz V- iv.u (ZY2)= Q

skad wynika (8 25), ze przedstawiona przez to réwnanie
prosta, t. zn. prosta d, posiada z prostemi Ix(Z, Y,Z) = 0
i L (Z y,Z): 0, t zn. z prostemi axid,, punkt wspdéiny,
innemi stowy punkt przeciecia sie prostych id,, t. zn. punkt
P,, nalezy do prostej d.

Ze wzgledu na réwnos¢ (9) réwnanie (11) mozemy na-
pisa¢ réwniez w ten sposob:

skad znéw wynika, ze punkt P2 nalezy do prostej d.
W koncu, réwnanie (11) mozemy napisa¢ w ten sposoéb:

skad znéw wynika, ze punkt P3 nalezy do prostej d.
OtrzymalisSmy wiec, ze kazdy z punktéw Pi,P2P 3 nalezy
do prostej d, t zn. te 3 punkty lezg na jednej proste;j.
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Zaldézmy teraz, ze jedna z posréd liczb i, |2 u jest
réowna =* , inna za$ jestordéwna 0. Przypusémy np., ze
ML= + o oraz 2= 0. Wtedy zaréwno prosta dl jak tez
prosta d2 nakrywa prosta a3 obydwa punkty P1i P2 lezg
wiec na prostej a3, na ktorej lezy takze punkt P3 a zatem
punkty PL1P:2,Ps3 lezg na jednej prostej. Gdyby zas byto
M= + oraz p3=0, toecprosta dl1 nakrywataby prosta a3
prosta d3 zas nakrywataby prosta al kazdy wiec z punktéw
P1 i P3 nakrywatby punkt A2 a zatem punkty PLP2P3
moglibySmy uwazaé za punkty, lezace na jednej prostej.
Tak samo mozemy sie przekonaé, ze jezeli py2= + o oraz
I3=0,albo e= + o oraz u1=0, albo B= £ o oraz = 0,
albo 3= + o oraz 2= 0, to punkty P1 P2 P: lezg na jednej
proste;j.

Mamy zatem twierdzenie nastepujace:

Jezeli jest dany trojkat A1A2A3i na jego bo-
kach sa dane odpowiednio punkty P1P2P3 to
oznaczywszy proste AXPAA2P2 A3P3odpowiednio
przez dAdAd3 oraz nadawszy prostym axada3
jakiekoiwdek zwroty, mozemy powiedzieé, ze:
w razie, gdy zaden ze stosunkow wstaw (a2la3d}),
(a3faud?, (altaad3 nie jest réwny warunkiem
koniecznym i dostatecznym nalezenia punktoéw
Pi, PXP3 do jednej prostej jest spetnienie réow-
nosci

Oo, addy (a3 aud? (auaddld = — 1,

w razie za$, gdy jeden z tych stosunkéw wstaw
jest rowny + 00, warunkiem konieczmym i dosta-
tecznym nalezenia punktow Pi,P2/3 do jednej
prostej jest rownos$¢ zeru jakiego$ innego z wy-
mienionych stosunkdw wstaw.

To twierdzenie jest inng postacia twierdzenia Mene -
laus'a albo Car not'a, podanego w 8§48.

Stosujgc twierdzenie Menelaus'a albo Carnot'a w tej po-
staci moglibySmy np. z tatwoscig dowies¢, ze punkty, w ja-
kich dwusieczne katéw zewnetrznych tréjkata, wzglednie
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dwusieczne dwu kagtéw wewnetrznych tréjkata oraz jednego
zewnetrznego, przecinajg boki przeciwlegte, lezg na jednej
prostej. Wystarczytoby mianowicie w tym celu powotaé sie
na to, ze, w razie nadania bokom ala2a odpowiednich
zwrotow, stosunek wstaw dwusiecznej kata wewnetrznego
wzgledem bokéw, zawierajgcych ramiona tego kata, réwna
sie 1, stosunek za$ wstaw dwusiecznej kata zewnetrznego
wzgledem bokoéw, zawierajgcych ramiona tego kata, réwna
sie — 1 (8§ 38).

Uwaga. Twierdzenie Menelausa albo Carnota
w podanej tu postaci oraz twierdzenie Ceva'y, podane w § 49,
mozemy potaczy¢ razem w sposob nastepujacy:

Jezeli jest dany tréjkat AlA2A3 i przez jego
wierzchotki przechodzag odpowiednio proste
d1,d2d3 to, nadawszy prostym ala2las jakiekol-
wiek zwroty, mozemy powiedzie¢, ze: w razie,
gdy zaden ze stosunkéw wstaw (a2a3dl), (a3 ald2,
(aua2dA nie jest rowny + > warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym posiadania przez proste du
doid\punktu wspoélnego jest spetnienie réownosci

(tf2a3,d,) .(a3 audo).(auaz dhA = 1,

warunkiem za$ koniecznym i dostatecznym na-
lezenia punktéw a{du aod2 €B3d3 do jednej prostej
jest spetnienie réwnosci

02493dt).03aud>).(auadd3y = — 1,

oraz w razie, gdy jeden z tychstosunkow wstaw
jest rbwny +cof warunkiem koniecznym i dosta-
tecznymzardwnoposiadaniaprzezproste dtd2d3
punktu wspélnego, jak tez nalezenia punktow
aidlifa2d2 a3d3 do jednej prostej, jest réwnosé
zeru jakiego$ innego z wymienionych stosun-
kéw wstaw,



Rozdziat V.

§ 52. Stosunek podziatu podwojnego 4-ech punktéw, le-
zacych na jednej prostej wAasciwej. — Niechaj beda dane
4 punkty Pi,P> P3 P4 lezace na jednej prostej wiasciwej.

lloraz stosunkowpodziatu (P4P>P3 i (PIfP2PY
nazywamy stosunkiem podziatu podwdéjnego
punktéw P3i P4 wzgledem punktéow Pti PX albo
tez wprost stosunkiem podziatu podwdjnego
4-ech punktow P\P>P4P4ioznaczamy symbolem
(Pi,P*P*PJ, t. zn.

(1)

Stosunek podziatlu podwoéjnego nazywamy tez inaczej
dwustosunkiem.

Poniewaz w podanej przed chwilg definicji stosunku po-
dzialu podwéjnego 4-ech punktéw Pi,P2 P3 P4 wystepujg
stosunki podziatu (Pi,P2P3 i (Pi, P2 PJ, te za$ stosunki po-
dziatu istniejg tylko wtedy, gdy punkty Pi i P2 sg wlasciwe
(8 33), przeto podana definicja stosunku podziatu podwdéjnego
4-ech punktéw stosuje sie tylko do takich 4-ech punktow
Pi,P2P3 P4 z ktérych punkty P\ i P2sg punktami wiasci-
wymi.

Stosunek podziatu podwdéjnego (Pi, P2P3 P4 nazywamy
harmonicznym, jezeli jest on rowny — 1 Mowimy tez
wtedy, ze punkty P4P2P3 P4tworza grupe harmonie z-
ng 4-ech punktow, albo, ze punkty P3i P4 sg sprzezone
z sobg harmonicznie wzgledem punktéow PAi P2

Stosunek podziatu podwdéjnego, nie bedgcy harmonicznym,
nazywamy anharmonicznym.
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Przyjgwszy jeden zwrot prostej wilasciwej, zawierajacej
punkty P, po, P 3P4, za dodatni, drugi zas za ujemny, i usta-
liwszy pewng jednostke dtugosci, kazdemu odcinkowi, za-
wartemu w tej prostej, podporzadkujmy liczbe, ktérej wartosé
bezwzgledna wyraza dtugos¢ odcinka, ktéra zas jest dodatnia
lub ujemna w zaleznosdci od tego, czy wymieniony odcinek
posiada zwrot dodatni, czy tez ujemny. Rozumiejac wtedy,
w przypadku, gdy punkty Puro, P 3, P 4 sg punktami wiasciwymi,
przez Pi P3 PoP, it d.liczby, podporzadkowane odpowiednio
odcinkom Pi P3 p2P3 i t d.,, mozemy napisad:

Lecz tak samo mozemy wtedy napisac:

Z réwnosci (2), (3), (4), (5) wynika:
®) (P,,P2P3P4 - (P2*PLP4,P3 = (P3PMPLP.) = (P4»P3{P2*Pl)*

Réwnosci (6) otrzymaliSmy w zalozeniu, ze wszystkie
4 punkty PUuPXP3 P4 sg punktami wiasciwymi. Jezeli
natomiast punkt P3 jest punktem niewlasciwym, punkty
zaS P4 P2 P4 sg punktami wiasciwymi, to mamy wtedy:
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a zatem (833) (P1LP2P3 P4 =

= (P2PLP4P3; jezeli punkt P4 jest punktem niewtasciwym,
punkty zas P1 P2 Ps sg punktami wlasciwymi, to mamy wtedy:

jezeli, w kornicu, obydwa punkty P3i P4 sg punktami nie-
wiasciwymi, punkty zas$ P1li P2 sg punktami wiasciwymi, to
wtedy zaréwno (PLP2P3P4= 1, jak tez (P2PLP4P3J= 1,
a zatem (PLP2P3P4= (P2PLP4P3.

Jak wiec widzimy, rownos¢

zachodzi zawsze, o ile tylko punkty P4i P2 sg punktami
wiasciwymi. To ostatnie zastrzezenie rozumie sie samo przez
sie, albowiem w przypadku, gdy ktérys z punktéw P1li P2
jest punktem niewlasciwym, symbol (P1 P2 P3 P4 nie ma dla
nas narazie zadnego znaczenia.

W przypadku, gdy ktérys z punktéw P3i P4jest punktem
niewtasciwym, symbole (P3P4P1P2) i (P4P3 P2P1J nie majg
dla nas narazie zadnego znaczenia, a zatem roéwnosc¢ (7) jest
jedynag réwnoscia, jaka nam w tym przypadku ze wszystkich
réwnosci (6) pozostaje.

Poniewaz symbol (P2P1,P4P3, wzglednie (P3P 4P 1P 2,
wzglednie (P4 P3 P2 P1), mozemy otrzyma¢ z symbolu
(PL,P2P3P4, przestawiajagc w nim jednocze$nie elementy
P1liP2oraz P3i P4 wzglednie P 1li P3 oraz P 2i P4 wzglednie
P1li P4oraz P2i P3 przeto réwnosci (6) upowazniajg nas
do wypowiedzenia twierdzenia nastepujacego:

Jezeli punkty P,,P2P3P4sg punktami wtasci-
wymi, to symbol (P4 P2 P3 P4 nie zmieni swej
wartosci, gdy przestawimy w nim jednoczes$nie
elementy dwu jakichkolwiek par.
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Poniewaz (Pi, P2 P3 P49

mamy przeto 2 réwnosci na-

m

stepujace:

ktore zachodzg zawsze (o ile, oczywiscie, punkty PLi P2
sa punktami wiasciwymi).
Jezeli (PxPItP3Pi)= — 1, to wtedy [réwn. (8)1 rowniez
(Pi,P2P4P3 = —1oraz (P2Pi,P3 P49 —— 1, mamy zatem:
Jezeli dwustosunek (PIfP2P3 P4 jest harmo-
niczny, to sg spetnione rownosci:

Przyczem jezeli punkty P3i P4 sg punktami wiasciwymi,
to, oczywiscie, oprdcz rownosci (9) sg wtedy spetnione takze
rov™»osci (6), jezeli za$ ktérys z punktow P3i P4jest punktem
niewlasciwym, to oprécz réwnosci (9) jest wtedy spetniona
rownosc (7).

Jezeli punkt p3 jest $rodkiem odcinka ri po, to w takim
razie (Pi,p2,P3 = — 1. Punkt p4 wiec, ktory bytby w tym
przypadku sprzezony harmonicznie z punktem p 3 wzgledem
punktéw Pi i Po, musi spetnia¢ warunek (P xPo, P4y = 1,
a zatem tym punktem Pt jest punkt niewtasciwy prostej
Pi P2 (8 33).

Niechaj 4 punkty PuP> P3 P4 ktére lezg na jednej
prostej wiasciwej i z ktdrych punkty pi i P> sg punktami
wiasciwymi, beda przedstawione odpowiednio przez réwnania:
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Wobec zatozenia, ze punkty P1i P2sg punktami wiasci-
wymi, mozemy powiedzie¢, ze zaréwno C%¥ 0, jak tez C2# O.
Rozpatrzymy teraz wszystkie mozliwosci, jakie tu istnieja.

Mozliwos$¢ 1-a. Punkty P1li P2 sg rézne, przyczem
zaden z punktow P3i P4 nie nakrywa punktu P2 W tym
przypadku liczby Ali Al' sg rézne od 0, mozemy wiec réwna-
nie punktu P3 podzieli¢ przez Xl oraz réwnanie punktu P4
przez AX'. Otrzymamy wtedy réwnania: M1(U, V, W) +

albo

oraz

albo, po podzieleniu przez C1, réwnania

oraz

czyli rownania

gdzie m, wzglednie m2(U,V,W), oznacza strone lewa
rébwnania punktu P 1, wzglednie P2 w takiej postaci, przy
ktérej spotczynnik przy W jest rowny 1 Z réwnan (11) wy-

nika wiec (8 34), ze (p1LP2,P3= oraz (P1P 2 P4 =

a zatem
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Mozl iwos$é 2-a. Punkty Pli P2 sg rézne, przyczem
zaden z punktéw P3i P4 nie nakrywa punktu P1 W tym
przypadku liczby X i A2 sg rézne od 0, mozemy wiec réwna-
nie punktu P3 podzieli¢ przez X oraz réwnanie punktu P4

przez A2. Otrzymamy wtedy roéwnania:

albo

(13)

skad wynika (§ 34), ze

a zatem

Z réwnosci za$ (14) oraz z drugiej z posrdd rownosci (8)
wynika:

t. zn. znéw réwnosc (12).

Mozliwo$¢ 3-a. Punkty P1li P2 sg rozne, przyczem
punkt P3nakrywa punkt Ploraz punkt P4nakrywa punkt P2
wzglednie punkt P3 nakrywa punkt P2oraz punkt P4 na-
krywa punkt P1 W tym przypadku

wzglednie Z drugiej za$ strony w rozpatrywanym

przypadku (Pj,P2P3= 0 oraz (Pi,P2P4= + x t wzglednie
(Pi, P2»Pa)= £ 00oraz (Pi, P2 P4=0, a zatem (Pi,P2P3,PJ=0,
wzglednie (PIP2P3P4= + °°. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
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rowniez w rozpatrywanym obecnie przypadku zachodzi
rownosc:
(16)

t. zn. rownosc (12).

Mozliwos$¢ 4-a. Punkty P1li P2nakrywajg sie. W tym
przypadku (str. 113, Uwaga) punkty P3i P4 nakrywajg punkty
Pli P2 a zatem (§8 33) kazdy ze stosunkéw wstaw (PLP2P3)
i (PLP2P4 jest nieoznaczony, skad wynika, ze dwustosunek
(PLP2P3P4 tez jest nieoznaczony. Mozemy wiec ten dwu-
stosunek uwaza¢ za réwny kazdej liczbie, a wiec, w szczegol-

nosci, i liczbie t zn. réwnos$¢ (12) mozemy uwazaé¢ za

spetniong réwniez w rozpatrywanym obecnie przypadku.
Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli rownaniami 4-ech punktoéw P1P2P3,P4
ktore lezag na jednej prostej wtasciwej iz kté6-
rych punkty P1liP2sag punktami witasciwymi,
sg odpowiednio rownania:

to w takim razie zachodzi réwnos$¢:

Poniewaz za spétrzedne jednorodne Hessego punktéw

mozemy uwaza¢ odpo-
powiednio trojki liczb

piszac wiec zamiast symboli Al Bl Cl A2 B2 C2 odpowiednio
symbole X1 Y1, Z1, X2Y2Z2 mozemy wypowiedzie¢ twierdze-
nie nastepujace:

Jezeli spéitrzednemi jednorodnemi Hesse’'go
4-ech punktéw PLP2P3 P4 ktore leza na jednej pro-
stej wtasciwej iz ktérych punkty P1iP2sg punk-
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tami wtasciwymi, sg odpowiednio tréjki liczb: X3,

zachodzi rownos¢:

§ 53. Stosunek podziatu podwdjnego 4-ech prostych, prze-
chodzacych przez jeden punkt wiasciwy. — Niechaj beda
dane 4 proste d1 d2d3 d4, przechodzace przez jeden punkt
wilasciwy. Nadajmy prostym dli d2 pewne zwroty.

lloraz stosunkéw wstaw [d1,d2ds) i [dld2 d)
nazywamy stosunkiem podziatu podwodéjnego
prostych d3i 4 wzgledem prostych dli d2 albo
tez wprost stosunkiem podziatu podwodjnego
4-ech prostych d1d2d3d4 i oznaczamy symbolem
(d1,d2 d3 dg, t zn..

s

Stosunek podzialu podwoéjnego nazywamy tez inaczej
dwustosunkiem.

Zmiana zwrotu prostej dl, wzglednie d2 powoduje (8§ 35)
zmiane znaku kazdego ze stosunkéw wstaw (d1d2d3 i [d1,d2d4,
zatem na warto$¢ dwustosunku [dudZdiUd4 nie wplywa.
A wiec:

Wart 0$¢ dwustosunku [duddd3ldA nie zalezy
zupetnie od zwrotéw prostych d4i d2

Dwustosunek (¢,,d2d3 dJ nazywamy harmonicznym,
jezeli jest on réwny — 1 Moéwimy tez wtedy, ze proste
dudzadadi tworza grupe harmonicznag 4-ech prostych,
jak réwniez moéwimy, ze proste do i dAsg sprzezone
z sobag harmonicznie wzgledem prostych dt i d2

Dwustosunek, nie bedgcy harmonicznym, nazywamy an-
harmonicznym.

Za pomoca rozumowania, analogicznego do tego rozumo-
wania, jakie podaliSmy w § poprzednim, otrzymamy roéwnosci:

@ (dxdadddr = [daditditd) = [dddAdudd = [dAdAdAd,

bedziemy zatem mogli wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
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Jezeli ditd2d3 d4 sg 4-ema prostemi, przecho-
dzacemi przez jeden punkt wtasciwy, to sym-
bol [dud2d3d4d nie zmieni swej wartos$ci, gdy
przestawimy w nim jednocze$nie elementy dwu
jakichkolwiek par.

Tak samo z tatwoscig otrzymamy réwnosci:

oraz twierdzenie:

Jezeli dwustosunek (difdAdAfdd jest harmo-
niczny, to sg spetnione rownosSci:

Jezeli prosta d3 jest dwusieczng jednej z dwu par katow
wierzchotkiem przeciwlegtych, jakie tworzg proste d4i dZ to
(d,,d2d3'=+ 1. Prosta wiec d4, ktora bytaby w tym przy-
padku sprzezona harmonicznie z prostg dA wzgledem pro-
stych d, i dA musi spetnia¢ warunek (difdAdd= =F1, a zatem
ta prostg d4 jest dwusieczna drugiej pary katéw wierzchot-
kiem przeciwlegtych, jakie tworzg proste d™i d2

Niechaj 4 proste dud2 dAd4 przechodzace przez jeden
punkt wiasciwy, bedg przedstawione odpowiednio przez
rownania:

Przypusémy, ze proste dx i d2 sg rézne, przyczem zadna
z prostych d3 i d4 nie nakrywa prostej d2 Liczby A i A/ sg
wtedy rézne od 0, mozemy wiec réwnanie prostej d3 podzielié
przez At oraz rownanie prostej d4 przez A/. Otrzymamy
wtedy réwnania:



— 239 —

Wielkosci (8§ 28):

oraz

oznaczmy odpowiednio przez i 62 (jezeli spolczynnik Cu
wzglednie C2 jest rowny 0, to w mianowniku pierwszego,
wzglednie drugiego, utamka mozemy wzigé przed symbolem,
oznaczajgcym pierwiastek kwadratowy, jakikolwiek znak, np.+).

Réwnania (6) mozemy napisa¢ w ten sposob:

oraz

albo, po pomnozeniu przez 0i, w ten sposob:

oraz

czyli w ten sposob:

skad wynika, ze (836): (dhdadd\= + N oraz [dud* A —

Al (22
= + 1, przyczem w obydwu réwnosciach ostatnich na-
lezy wzigé jednoczes$nie albo znak -(- albo znak —. A zatem:

Do tego wniosku doszlisSmy w zatozeniu, ze proste d{i d2
sg rbézne, przyczem zadna z prostych i dA nie nakrywa
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prostej d2 Gdybysmy teraz zbadali wszystkie inne mozli-
wosci, jakie tu istniejg, to przyszlibySmy do wniosku, ze
rownos¢ (8) zachodzi zawsze.
Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli réwnaniami 4-ech prostych d1,d2d3,d4
przechodzacych przez jeden punkt wtasciwy,
sg odpowiednio rownania:

to w takim razie zachodzi rownos¢:

Stad za$ wynika twierdzenie nastepujace:

Jezeli spotrzednemi jednorodnemi Hessego
4-ech prostych d1,d2dAld™ przechodzacych przez
jeden punkt witasciwy, sa odpowiednio trojki
liczb:

w takim razie zachodzi réwnos$c¢:

§ 54. Stosunek podziatu podwoéjnego jakichkolwiek 4-ech
punktéw, lezacych na jednej prostej, wzglednie 4-ech pro-
stych, przechodzacych przez jeden punkt. Twierdzenie
Pappus’a.

Niechaj 4
proste dl, d2 d3 d4, posiadajagce punkty P 1 P2, P3, P4 lezagce na
punkt (niekoniecznie wtasci- jednej prostej (niekoniecznie
wy) P wspélny, beda okres$- | wiasciwej) d, beda okreslone
lone odpowiednio przez spét  odpowiednio przez spétrzedne:
rzedne:

Prze- Po-
tnijmy te proste jakgkolwiek taczmy te punkty z jakim-
prostg d, rézng od kazdej kolwiek punktem P, réznym
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z prostych di1d 2804 ktérej od kazdego z punktéow P
spbtrzedne oznaczmy przez P2P3 P4 ktérego spotrzedne
U, V, W. Punkty przeciecia sie oznaczmy przez X,Y,Z. Proste,
prostej d z prostemi d1,d2d3,d4 taczace punkt P z punktami
oznaczmy odpowiednio przez P1P2P3P4o0znaczmy odpo-
P1P2P3P4 Za spotrzedne wiednio przez d1,d2 d3 d4 Za
punktéw P 1 P2 P3,P4 mozemy spétrzedne prostych dl d2 o,
uwaza¢ odpowiednio trojki d4 mozemy uwazaé odpo-
liczb [str. 92, (53)]: wiednio trojki liczb [str. 92,
Gb)l:

Zwazywszy zatem, ze:

mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujgce:
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Jezeli 4

proste d1d2d3d4 posia-

dajagce punkt (nieko-
niecznie wtasciwy) P
wspoélny, sa okres$lone

odpowiednio przez spot-
rzedne:

to za spodirzedne punk-
tow P,,PLP3P4 w jakich
odpowiednio proste
dlLd2d3d4przecinajg do-
wolng prostag d (U, V, W),
réznag od kazdej z pro-
stych d1d2d3d4 mozemy

uwazaé¢ odpowiednio
tréjki liczb: X1, yl2z21;
gdzie

punkty PLP2P3P4 lezace
na jednej prostej (nieko-
niecznie w asciwej) d, sa
okreslone odpowiednio
przez spéirzedne:

to za spétrzedne pro-
stych d1d2d3d4 taczg-
cych odpowiednio
punkty PLP2P3P4z do-
wolnym punktem P
X, Y,2Z), r6znym od
kazdego z punktéw P]
P2P3 P4 mozemy uwa-
za¢ odpowiednio tréjki
liczb: ULV1,WIL, U2V2 W2,

gdzie

Wezmy teraz pod uwage jakiekolwiek 4 punkty P1 P2

P3 P4 lezace na jednej prostej (niekoniecznie witasciwej) d
Zewnatrz prostej d wezmy dowolny punkt witasciwy P
i potaczmy ten punkt prostemi z punktami P1 P2 P3 P4 Proste
PPi, PP2 PP3 PP4 oznaczmy odpowiednio przez d1 d2 d3 d4

Zat6zmy najpierw, ze punkty Pl i P2sg rézne. Spot-
rzedne tych punktéw oznaczmy odpowiednio prze X1, YL, Z1
oraz X2 y2Z2 Spétrzedne punktéw P3i P4 jako lezacych
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na prostej PyP2 mozemy wtedy przedstawi¢ w postaci
(str. 108 i 109j: ANYIH—AN ~1 "MNANAY 2 oraz AJAI~-
YK XV yr V ?»V Zi+ V Zz: a zatem spo6trzedne pro-
stych dudo, d3 dAmozemy przedstawi¢ w postaci (patrz podane
wyzej twierdzenie z prawej strony): UuMuWy, U2 V2 W2
HU—p Al M PI“~A "2 MWy “f~"2 AU ~h Al Up, A X1
-j-AJd P2 A* WIHA*IP2, skad wynika, ze (str. 240): [d1d2d3Ad4 =

/ *
::N?%* Poniewaz zas liczby A, AAa*AS zalezg tylko od

punktéw PV P2P3Pt natomiast od punktu P nie zalezg one
zupetnie, przeto réwniez warto$¢ dwustosunku prostych du
d2d3d4 t zn. prostych PPy, PP2PP3 P P4 zalezy tylko od
punktéw P\,PAP3 PA natomiast od punktu P nie zalezy ona
zupetnie.

Gdyby w rozpatrywanym przypadku obydwa punkty
Pi i P2byty punktami witasciwymi, to mogliby$my tez moéwié
o dwustosunku (Pi,P2P3PJ, i przytem mielibySmy réwnos$é

(str. 236 i 237): [Py,P2P8PJ =y .\» a zatem byloby wtedy:

Zatozmy teraz, ze punkty Pi i P2 nakrywajg sie. W ta-
kim razie nakrywajg sie réwniez proste dy i d2 Jezeli przy-
tem kazdy z punktéw P3i P4 jest rozny od nakrywajacych
sie z sobg punktéw Pi i P2 to réwniez kazda z prostych
d3 i di jest rézna od nakrywajacych sie z sobg prostych dy
d2 a zatem [dy,d2d34J = 1; jezeli za$ przynajmniej jeden
z punktéw P3 i Pi nakrywa punkty Pi i P2 to réwniez
przynajmniej jedna z prostych d3 i d4 nakrywa proste dyi d2
a zatem dwustosunek [dud2 <3 d4 jest nieoznaczony. Jak
wiec widzimy, takze i w tym przypadku warto$¢ dwusto-
sunku {dy,d2d3ldi) zalezy jedynie od punktéw P,, P2 P3 P4
od punktu za$ P nie zalezy ona zupetnie.

Przyczem, gdyby w omawianym przed chwilg przypadku
nakrywajgce sie z sobg punkty Pxi P2 byly punktami wia-
sciwymi, to moglibySmy méwi¢ roéwniez o dwustosunku
[Py, P2P3 Pi) i, jak to tatwo mozemy spostrzec, mielibySmy
réownosé: [d},d2d3 dgd= (P,, P> P3PJ.

16*
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Rozumiejgc wiec przez ,rzutowanie punktu z ja-
kiegos innego punktu" +#aczenie tych dwu punktéow
linja prosta, mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Rzutujgc 4 punkty PLP2P3P4 lezgace na
jednej prostej, z dowolnego punktu wtasci-
wego P, lezacego zewnagtrz tej prostej, otrzy-
mujemy 4 proste dl1,d2d3d4 ktérych dwustosu-
nek od punktu P zupetnie nie zalezy.

To twierdzenie pozwala nam wprowadzi¢ definicje na-
stepujaca:

Jezeli sg dane 4 punkty PLP2P3P4 lezagce
na jednej prostej (niekoniecznie wtasciwej) d
przyczem przynajmniej jeden z punktéw P1li P2
jest punktem niewtasciwym, to dwustosunkiem
(albo stosunkiem podziatu podwdjnego) pun-
ktow P1LP2P3P4 ktéory oznaczamy symbolem
(PLP2P3 P49, nazywamy dwustosunek 4-ech pro-
stych, jakie otrzymamy, rzutujac punkty P11 P2
P3 P4z dowolnego punktu wtasciwego, lezgcego
zewnatrz prostej d [Przyczem dwustosunek (P4P2
P3 PJ nazywamy harmonicznym, jezeli jest on réowny — 1,
w przeciwnym zas razie nazywamy ten dwustosunek anhar-
monicznym)].

Ta definicja dwustosunku 4-ech punktéw, oraz definicja,
podana w § 52, razem wziete, okreslaja dwustosunek jakich-
kolwiek 4-ech punktéw, lezacych na jednej prostej.

Do prostych dud2 d3 d4 rzutujgcych punkty Pi, P2P?
Pt lezace na jednej prostej, z dowolnego punktu wiasciwego,
lezgcego zewnatrz tej prostej, stosujg sie réwnosci (2), (3),
oraz, w razie harmonicznosci, (4), podane w § 53, a po-
niewaz na mocy rozwazan ostatnich mamy: (dud2ad3¥d4 =
—(Pi,P2P3P4, (&>  d4d3= (PZPi, PAPJ, (d3dudAd?=
~="PAPAHPi»P2)* (d4 d3 dad) = (P4 P3P2Pi), (di,d2d4d3—
=(Pi,P2P4P3, (dXd1,d3d4=(P 2P LP 3P4, przeto mozemy
powiedzieé, ze roéwnosci (6) i (8) z § 52 (str. 231 i 233) za-
chodzg zawsze, oraz réwnosci (9) z 8§ 52 (str. 233) zachodzg
zawsze wtedy, gdy dwustosunek (PuP2P3 P4 jest harmo-
niczny.
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Tak samo z tatwoscig mozemy spostrzec, ze zawsze sa
prawdziwe twierdzenia nastepujace:

Jezeli rownaniami 4-ech punktéw PLP2P3 P4
lezgcych na jednej prostej, sa odpowiednio
robwnania

to w takim razie zachodzi réwnosé¢: (PLP2P3P4=

Jezeli spotrzednemi 4-ech punktéw P1,r2r 3
pu lezgcych na jednej prostej, sg odpowiednio
trojki liczb:

w takim razie zachodzi réownos$é: (pL,P2P3pPg-=

Gdyby wiec np. punkty PLP2P3 P4 lezagce na jednej
prostej, w przypadku szczeg6lnym, gdy zaden z punktéw
P3i P4 nie nakrywa punktu P2 byly przedstawione odpo-
wiednio przez réwnania:

to mielibysmy wtedy: (P1LP2P3P4=

Wezmy teraz pod uwage jakiekolwiek 4 proste d, da4
d3 d4 przechodzgce przez jeden punkt (niekoniecznie wia-
$ciwy) P. Przetnijmy te proste dowolng prosta d, nie prze-
chodzacg przez punkt P. Punkty przeciecia sie prostych du
dA dild4 z prostg d oznaczmy odpowiednio przez Pi,P2P2P4

Zat6zmy najpierw, ze proste dx i d, rézne. Spoétrzedne
tych prostych oznaczmy odpowiednio przez UUVUW Xoraz
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U2 V2,W2 Spoéirzedne prostych d3i d4 jako przechodzacych
przez punkt, wspélny prostym dl i d2 mozemy wtedy przed-
stawi¢ w postaci (str. 108 i 109):
oraz

a zatem spétrzedne punktéw P1LP 2 P3 P4 mozemy przed-
stawi¢ w postaci (patrz twierdzenie, podane na str. 242
z lewej strony):

skad wy-
nika, ze (patrz twierdzenie podane na str. 245): [P1,P2P3 P 4=

Poniewaz za$ liczby zaleza tylko od

prostych dl, d2 d3, d4 natomiast od prostej d nie zalezg one
zupetnie, przeto rowniez wartos¢ dwustosunku punktéow P,
P2 P3 P4 zalezy tylko od prostych di d2 d3, d4 natomiast
od prostej d nie zalezy ona zupetnie.

Gdyby w rozpatrywanym przypadku punkt P byt
punktem wiasciwym, to moglibySmy tez moéwi¢ o dwusto-
sunku (dl, 2 d3 &), i przytem mielibysmy roéwnosé (8 53):

a zatem bytoby wtedy:

= (d,d2 d3 .

Zatozmy teraz, ze proste dlick nakrywajg sie. W takim
razie nakrywaja sie tez punkty Pli P2 Jezeli przytem kazda
z prostych B i i jest rézna od nakrywajacych sie z sobg
prostych dl i d2 to réwniez kazdy z punktéw P3 i P4 jest
rézny od nakrywajacych sie z soba punktow P 1i P2 a zatem
(Pt, PZ2P3 P4 = 1; jezeli za$ przynajmniej jedna z prostych
s i d4 nakrywa proste d i d2 to réwniez przynajmniej jeden
z punktow P3 i P4 nakrywa punkty Pi i P3 a zatem dwu-
stosunek (Pi, Po, P3 P4 jest nieoznaczony. Jak wiec widzimy,
takze i w tym przypadku warto$¢ dwustosunku (Pi, P2 P3,PJ
zalezy jedynie od prostych dx d2 dd dA od prostej za$ d nie
zalezy ona zupetnie.

Przyczem, gdyby w omawianym przed chwilg przypadku
proste d,, d2d3, d: posiadaty punkt wiasciwy wspélny, to
moglibySmy mowi¢ réwniez o dwustosunku (di( d2 d3, dj
i, jak to tatwo mozemy spostrzec, mielibySmy réwnosé:

(P.,Fo,PLPA= (dj, d2 d3 di.
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Mozemy teraz wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Przecinajac4 proste d},d:;,dHd4 przechodzace
przez jeden punkt, dowolna prostg dinie prze-
chodzgcag przez ten punkt, otrzymuj emy 4 punkty
PuP2P3 P4 ktérych dwustosunek od prostej d
zupetnie nie zalezy.

To twierdzenie pozwala nam wprowadzi¢ definicje naste-
pujaca :

Jezeli 4 proste difd2dad4 przechodzg przez
jeden punkt niewtasSciwy P, to dwustosunkiem
(albo stosunkiem podziatu podwdéjnego) prostych
d\, d2A d6, dt, ktéry oznaczamy symbolem (dif d2 d3 d4,
nazywamy dwustosunek 4-ech punktéw, jakie
otrzymamy, przecinajac proste dud2d3d4 do-
wolng prostg, nie przechodzagcg przez punkt P.
[Przyczem dwustosunek (dt,da d>,d4 nazywamy harmonicz-
nym, jezeli jest on réwny — 1, w przeciwnym za$ razie na-
zywamy ten dwustosunek anharmonicznym].

Ta definicja dwustosunku 4-ech prostych, oraz definicja,
podana w § 53, razem wziete, okresSlajg dwustosunek jakich-
kolwiek 4-ech prostych, przechodzacych przez jeden punkt.

Z tatwoscia mozemy spostrzec, ze rownosci (2) i (3)
z 8§ 53 (str. 237 i 238) zachodza zawsze, oraz réwnosci (4) z § 53
(str. 238) zachodzg zawsze wtedy, gdy dwustosunek (dj,d2d8 d4
jest harmoniczny.

Réwniez z tatwoscig mozemy spostrzec, ze zawsze Sg
prawdziwe twierdzenia nastepujgce:

Jezeli rownaniami 4-ech prostych dad2d3ld4
przechodzgacych przez jeden punkt, sg odpo-
wiednio réwnania:

to w takim razie zachodzi réwnos$¢: (d,,d2dHd4=
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Jezeli sp6trzednemi 4-ech prostych di,d2d3,d4
przechodzagcych przez jeden punkt, sa odpo-
wiednio tréjki liczb:

,to w takim razie zachodzi réwnos¢:
Gdyby np. proste dl,d2 d3 d4 przechodzace przez jeden
punkt, w przypadku szczegolnym, gdy zadna z prostych B

i nie nakrywa prostej d2 byty przedstawione odpowiednio
przez réwnania;

to mielibySmy wtedy:

Niechaj 4 punkty P1L P2 P3 P4 lezace na jednej prostej,
beda przedstawione odpowiednio przez réwnania:

Przypusémy najpierw, ze punkty P 1li P 2sg rozne, a zatem
rownosc

nie jest spetniona (str. 1C6). W takim razie (str. 106) punkty
P3 i P4 mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania:

czyli [réwn. (D)]:

oraz
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a zatem (str. 106)

skad wynika:

gdzie (>i I¥ sg to 2 liczby skonczone rozne od O.
Z rownosci (4) otrzymujemy:

z réwnosci zas (5) otrzymujemy:

[mianownik we wzorach (6) i (7) jest rézny od 0, albowiem,
wedlug zatozenia, réwnosé (2) nie jest spetnional.

Lecz (Pi, FFBF= r2y\ » a zatem [wz. (6) i (7)]:

Wzér (8) wyprowadziliSmy w zalozeniu, ze punkty P, i P>
sa rozne. Gdyby za$ punkty Pti P> nakrywaly sie, to
wzOr (8) tez bylby prawdziwy.

W razie bowiem, gdyby punkty Pxi P2nakrywaty sie, lecz
zaden z punktéw P8i Pt nie nakrywatby punktéw P{i P2 to
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wtedy réwnosé (2) bytaby spetniona, lecz zaden z wyznacznikéw,
wystepujacych we wzorze (8), nie bytby réwny 0; z réwnosci
(@ wynikatoby, ze ~u= Q2 oraz z2= gX2 gdzie p jest
liczbg skoriczona, r6zng od 0, a zatem strona prawa
réwnosci (8) bytaby réwna 1; a poniewaz strona lewa tej
réownosci tez bylaby réwna 1, przeto réwnos¢ (8) bytaby
spetniona.

W razie za$, gdyby nietylko punkty P] i Po nakrywaty
sie, lecz gdyby réwniez (przynajmniej) jeden z punktéw p s
i P4, np. punkt P3 nakrywat punkty ri i P2 to dwustosunek (p j,
po, P3 Pi) bytby nieoznaczony, réwnos¢ (8) moglibysmy wiec
uwazac¢ za spetniong; przyczem gdyby w tym ostatnim przy-
padku punkty Mi (£/, V, W)=0 i M2(U, V, MO= 0 nie nakrywaty
sig, to moglibysmy powiedzie¢, ze nietylko strona lewa réow-
nosci (8) jest nieoznaczona, lecz takze strona prawa tej rownosci,

albowiem kazdy z wyznacznikéw bytby

wtedy réwny O.
Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli réwnaniami 4-ech punktéow P, P2P3Pt,
lezgcych na jednej prostej, sa odpowiednio
rownania:

to w takim razie zachodzi réwnosé¢:

Stad wynika twierdzenie:

Jezeli spotrzednemi 4-ech punktéow PWPIPMPX
lezgcych na jednej prostej, sa odpowiednio
trojki liczb:
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to w takim razie zachodzi ré6wnos¢:

W spos6b analogiczny moglibySmy wykaza¢, ze sg praw-
dziwe takze twierdzenia nastepujace:

Jezeli réwnaniami 4-ech prostych d1,d2d3d4
przechodzgcych przez jeden punkt, sg odpo-
wiednio réownania:

to w takim razie zachodzi rownosc¢:

Jezeli spotrzednemi 4-ech prostych d1,d2,d3 d4
przechodzgcych przez jeden punkt, sg odpo-
wiednio tréjki liczb:

to w takim razie zachodzi
rownos¢:

Rozwazania § niniejszego upowazniajg nas réwniez do
wypowiedzenia twierdzenia nastepujacego, ktére nazywamy
twierdzeniem Pappusa
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Dwustosunek 4-ech punktéw, wzglednie 4-ech
prostych, pozostaje bez zmiany przy wszelkich
rzutach, wzglednie przecieciach. (To twierdzenie
nalezy pojmowacé¢ w ten sposo6b: rzutujac 4 punkty
lezgce na jednej prostej, z dowolnego punktu, lezgcego
zewnatrz tej prostej, otrzymujemy 4 proste, ktorych dwu-
stosunek jest rowny dwustosunkowi punktow P\ P:,P3 P4;
wzglednie, przecinajagc 4 proste duddd3 d4 przechodzace
przez jeden punkt, dowolng prosta, nie przechodzaca przez
ten punkt, otrzymujemy 4 punkty, ktérych dwustosunek jest
réowny dwustosunkowi prostych dudad3 d4.

Niechaj bedg dane 4 proste a, b, c, d, przechodzace przez
jeden punkt wiasciwy W i spetniajace warunek (a,b, c, d)=

—— 1, przyczem niechaj pro-
ste ¢ i d bedg wzajemnie pro-
stopadte (rys. 42). Wezmy na
prostej ¢ dowolny punkt C,
rézny od punktu W, i popro-
wadzmy przez ten punkt pro-
sta r, réwnolegtag do prostej
d. Punkty przeciecia sie pro-
stej rz prostemi a, b,d oznacz-
my odpowiednio przez A, B,
D. Punkt D jest, oczywiscie,
punktem niewlasciwym. Na
mocy twierdzenia Pappus’a
mamy (o, T, ¢, d— (A, B, C, D), a poniewaz, wedtug zato-
zenia, (@ b,c,d= —1 przeto [A B, C, D= —1 Lecz
punkt D jest punktem niewtasciwym, a zatem (str. 233) punkt C
jest srodkiem odcinka /15, t. zn. ¢ A= CB. Stad za$ wynika,
ze trojkaty (prostokatne) ACW i BCIPsa réwne, a zatem *$ZCWA =
= C W5, t zn. prosta c jest dwusieczna jednej pary katow7
wierzchotkiem przeciwlegtych, jakie tworza z soba proste a i b.
Prosta d, jako prostopadta do prostej c, jest wiec dwusieczng
drugiej pary katow wierzchotkiem przeciwlegtych, utworzonych
przez proste a i b. Otrzymalismy wiec twierdzenie nastepujace:

Jezeli 2 proste c i d ktoére sa przezone

z sobg harmonicznie wzgledem dwu innych pro-
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stych a ib, przecinajacych
sciwym,

one dwusiecznemi katow,
proste a i b.

8 55. Czworokat ptaski
ptaski zupetny.

zupetny,

sie w punkcie wta-

sg wzgledem siebie prostopadte, to sa

utworzonych przez

wzglednie czworobok

Na ptaszczyznie 4

punkty, z ktérych zadne 3 nie
leza na jednej prostej, okres-
lajg czworokagt ptaski
zupetny: figure, utworzong
z tych 4-ech punktéw (wierz-
chotkow) oraz z 6-iu pro-
stych (bokdéw), z ktérych
kazda zawiera dwa z posrod
4-ech punktéw danych.
Jezeli wiec np. 4 punkty
dane, ktére przyjmujemy za

wierzchotki czworokata ptas-

proste, z ktérych zadne 3 nie
przechodzg przez jeden punkt,
okres$lajg czworobokptas-
ki zupetny: figure, utwo-
rzong z tych 4-ech prostych
(bokow) oraz z 6-iu punktéw
(wierzchotko w), z ktérych
kazdy jest punktem przeciecia
sie dwu z posrod 4-ech pro-
stych danych.

Jezeli wiec np. 4 proste
dane, ktére przyjmujemy za
boki czworoboku ptaskiego
zupetnego, oznaczymy przez
a, b,c,d (rys. 43b), to wierz-

chotkami tego czworoboku

kiego zupetnego, oznaczymy beda punkty ab, ac, ad, bc,

przez A B, C, D (rys. 43a), to

bd, cd.
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bokami tego czworokata beda
proste AB, AC, AD, BC,
BD, CD.

Przez kazdy wierzchotek
przechodza 3 boki czworokata;
kazdy bok ma swéj prze-
ciwlegty, ktorym jest bok,
zawierajgcy 2 wierzchotki, nie
nalezgce do boku pierwszego.
Istnieja zatem 3 pary bo-
kow przeciwlegtych,
okreslajace 3 punkty (kazdy,
jako przeciecie dwu bokéw
jednej pary); te 3 punkty na-
zywajg sie punktami prze-
katnymi danego czworokata
zupetnego; sg one wierzchot-
kami tréjkata, .ktérego kazdy
bok nazywamy prostg prze-
katna, albo wprost prze-
katng czworokata.

Jezeli wiec wierzchotki
czworokgta ptaskiego zupet-
nego sa oznaczone przez A
B, C, D, to 3-ema parami
bokdéw przeciwlegtych sg pary:
AB i CD, AC i BD, AD i BC.
Punktami  przekatnymi sg
wtedy (rys. 43a): punkt R
bedacy punktem przeciecia
sie bokéw AB i CD\ punkt
S, bedacy punktem przeciecia
sie bokéw AC i BD;oraz punkt
T, bedacy punktem przeciecia
sie bokéw AD i BC. Prze-
katnemi sg proste: RS, ST, TR

Na kazdym boku lezg
3 wierzchotki czworoboku;
kazdy wierzcholek ma swdj
przeciwlegty, ktérym jest
wierzchotek, bedacy punktem
przeciecia sie dwu bokéw,
nie przechodzacych  przez
wierzchotek pierwszy. Istniejg
zatem 3 pary wierzchot-
kow przeciwlegtych,
okreslajace 3 proste (kazda,
jako prostg potaczenia dwu
wierzchotkow jednej pary); te
3 proste nazywajg sie pro-
stemi przekagtnemi, albo
wprost przekatnemi da-
nego czworoboku zupeinego;
sg one bokami trojboku, kto-
rego kazdy wierzchotek na-
zywamy punktem prze-
katnym czworoboku.

Jezeli wiec boki czworo-
boku ptaskiego zupeinego sg
oznaczone przez a, b,c, d, to
3-ema parami wierzchotkéw
przeciwlegltych sg pary: ab
icd aci bd ad i bc. Prze-
katnemi sg wtedy (rys. 43b):
prosta r, tgczaca punkty ab
i c¢d; prosta s, tgczaca punkty
ac i bd, oraz prosta t, tgczaca
punkty ad i bc. Punktami
przekatnymi sa punkty: rs,
st, tr.

Dowiedziemy teraz, ze:
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Kazde 2 boki przeciw-
legte czworokata ptas-
kiego zupetnego s3g
sprzezone z soba har-
monicznie wzgledem
dwu przekagtnych, prze-
chodzgcych przez ich
punkt przeciecia sie.

Kazde 2 wierzchotki
przeciwlegte czworoboku

ptaskiego zupetnego
sa sprzezone z soba
harmonicznie wzgle-
dem dwu punktow
przekagtnych, nalezg-
cych do ich prostej

potaczenia.

W tym celu wezmy jakikolwiek uktad spoétrzednych

jednorodnych Hesse'go.

Wprowadziwszy takie oznaczenia,

jakich uzyliSmy na rysunku

43 a, przyjmijmy, ze roéwna-
niami wierzchotkéw A, B, C, D
rozpatrywanego czworokata
ptaskiego zupetnego sa odpo-
wiednio réwnania:

Jak wiemy (str. 120,"Uwaga),

gdzie Kku kA kA KA sag

liczbami

43 b, przyjmijmy, ze réwnania-
mi bokéw u, b, ¢, d rozpatry-
wanego czworoboku ptaskiego
zupeinego sg odpowiednio
réwnania:

zawsze istnieje tozsamos¢:

rzeczywistemi skonczonemi,

z ktérych przynajmniej jedna jest rézna od 0. Z tej tozsa-
mosci wynikajg tozsamosci nastepujace:
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Strona lewa tozsamosci
(2a) zawsze jest réwna stronie
prawej tej tozsamos$ci- Takie
zatem wartosci na U, V, W Kkto-
re czynig réwng 0 strone lewg
tozsamosci (2a), czynig takze
réwna 0 strone prawa tej toz-
samosci, i odwrotnie. Stad
wiec wynika, ze rownosci:

albo obiedwie jednoczes$nie
sg tozsamosciami, albo tez
obiedwie  jednoczesnie sa

rownaniami, przedstawiajgce-
mi jeden i ten sam punkt.
Lecz skadinad znéw mozemy
wywnioskowaé, ze nie jest
mozliwe, aby réwnosci (5a)
bylty obiedwie jednocze$nie
tozsamosciami. Wiemy mia-
nowicie, ze przynajmniej jedna
z liczb ku ka kt, k+ jest rézna
od O, jezeli wiec np. rézna
od O jest liczba ky, to réw-
nos¢ «ky .my (U, V, W) +

ko.Mo[U,V,W) = 0 mogtaby
by¢ tozsamoscig tylko w tym
przypadku, gdyby (8 25) row-
nania My [U V, W) = 0 i

Strona lewa tozsamosci
(2b) zawsze jest réwna stronie
prawej tej tozsamosci. Takie
zatem wartosci na X, Y, Z, kto-
re czynia réowna O strone lewa
tozsamosci (2b), czynig takze
rowng O strone prawa tej toz-
samosci, i odwrotnie. Stad
wiec wynika, ze réwnosci:

albo obiedwie jednoczesnie sa
tozsamosciami, albo tez obie-
dwie jednocze$nie sg rowna-
niami, przedstawiajacemi jed-
na i te sama prosta. Lecz
skadingd znéw mozemy wy-
whnioskowaé, ze nie jest mozli-
we, aby rdéwnosci (5b) byty
obiedwie jednoczes$nie tozsa-
mosciami. Wiemy mianowicie,
ze przynajmniej jedna z liczb
K), ko, Ko ky jest rozna od O,
jezeli wiec np. rézng od O
jest liczba ky, to roéwnosé
kxu (X,y,2) +k2.12x,y,2)=0

mogtaby by¢  tozsamoscig
tylko w tym przypadku,
gdyby (8§ 25) réwnania

y(X,y,z)=0 i12(X,y,2) =0
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Mo [U, V, W) = Oprzedstawia-
ty jeden i ten sam punkt,
innemi stowy gdyby punkty
A i B nakrywaly sie, to za$
nie jest mozliwe, albowiem,
wedtug zalozenia, zadne 3
z posréd punktow A, B, C, D
nie lezg na jednej prostej.
A zatem réwnosci (5a) obie-
dwie jednoczesnie sg réwna-
niami, przedstawiajacemi jeden
i ten sam punkt. Lecz, sgdzgc z
formyrownaniafci.Mdty, V, M)-r
+ k2. Mo (U, V,W) — 0, mozemy
powiedzie¢, ze punkt, jaki
to réwnanie przedstawia, na-
lezy do prostej, tgczacej punkty
MiiUtviwy=Q i M2£7,V,W)=0

(8 25), t. zn. do prostej AB,
sgdzac zas z formy row-
nania k3. M3 (£/, V, -j-

-f-ki.Mt(U, V, W) = 0, moze-
my powiedzie¢, ze punkt, jaki
to réwnanie przedstawia, na-
lezy do prostej CD, a ponie-
waz kazde z tych dwu réow-
nan przedstawia jeden i ten
sam punkt, przeto kazde z tych
dwu réwnan przedstawia punkt
przeciecia sie prostych AB
i CD, t. zn. punkt R

GdybySmy teraz wyszli
z tozsamosci (3 a), wzglednie
(4 a), to, rozumujac w sposéb
analogiczny, przekonalibysmy
sie, ze kazda z réwnosci

F. Wiodarski, Geom. anal. pt., cz. I

przedstawiaty jedng i te samag
prostg, innemi stowy gdyby
proste ai b nakrywaly sie, to
za$ nie jest mozliwe, albo-
wiem, wedtug zatozenia, zadne
3 z posréd prostych alb, c, d
nie przechodza przez jeden
punkt, A zatem réwnosci (5b)
obiedwie  jednocze$nie sa
rownaniami, przedstawiajace-
mi jedna i te sama prosta.
Lecz, sadzac z formy réwnania
Ai[XY,2)+k2U (x,y,2)=0,
mozemy powiedzie¢, ze prosta,
jaka to réwnanie przedstawia,
przechodzi przez punkt prze-
cieciasie prostych Lx(X,y, Z) —0
i UX vy,2)= 0 (8§ 25),
t. zn. przez punkt ab, sa-
dzac za$ z formy roéwnania
fi3.L3(X,y,Z2)+/:4.L4(X,y,Z)=0,
mozemy powiedzie¢, ze prosta,
jakg to rownanie przedstawia,
przechodzi przez punkt cd, a
poniewaz kazde z tych dwu
rownan przedstawia jedng i te
samg prostg, przeto kazde
z tych dwu réwnan przedsta-
wia prosta, taczacag punkty ab
i cd, t zn. prosta r.
Gdybysmy teraz wyszli
z tozsamosci (3b), wzglednie
(4b), to, rozumujgc w sposéb
analogiczny, przekonaliby$my
sie, ze kazda z rownoSci

17
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jest réwnaniem, przedstawia-
jacem punkt S, wzglednie
kazda z réwnosci

jest réwnaniem, przedstawia-
jacem punkt T.

A zatem

przedstawia punkt 5,
réwnanie

oraz

przedstawia punkt T.

jest réwnaniem, przedstawia-
jacem prostg s, wzglednie
kazda z réwnosci

jest réownaniem, przedstawia-
jacem prostg t

rownanie

przedstawia prostg s,
réwnanie

oraz

przedstawia prostg t

Stad za$ wynika, ze rownanie

przedstawia pewien punkt,
nalezacy do prostej ST (§25).
Lecz z drugiej strony, ponie-
waz rownanie (I0a) mozemy
napisa¢ w postaci [patrz réwn.
(8a) i (9a)]:

przedstawia pewna prosta,
przechodzacg przez punkt st
(8 25). Lecz z drugiej strony,
poniewaz rownanie (IOb) mo-
zemy napisa¢ w postaci [patrz
rown. (8b) i (9bjl:
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przeto przedstawia ono
pewien punkt, nalezacy do
prostej AB. A zatem réw-
nanie (10a), czyli (11a),
przedstawia punkt przeciecia
sie prostych AB i ST, ktéry
oznaczmy np. przez M (rys.
43 a).
Mamy wiec, iz

punktow A, B, R M, lezacych
na jednej prostej, sa odpo-
wiednio réwnania:

skad wynika, ze (str. 245):

Rzutujac teraz punkty A,
B,RM z punktu S, wzgled-
nie T, otrzymujemy (na mocy
twierdzenia Pappus'a): (SA,SB,
SR, ST)=(A,B,R, M), wzgled-
nie (TA, TB, TR, TS) = (A, B,
R M), a zatem [réwn. (13 a)]:

Przecinajgc proste SA, SB,
SR, ST prosta BC, otrzymuje-

przeto przedstawia ono pewng
prosta, przechodzaca przez
punkt ab. A zatem réwnanie
(I0b), czyli (1Ib), przedstawia
prosta, taczacg punkty ab i st
ktorg oznaczmy np. przez m
(rys. 43b).

réwnaniami 4-ech

prostych a, b, r, m, przechodza-
cych przez jeden punkt, sa
odpowiednio réwnania:

skad wynika, ze (str. 247):

Przecinajac teraz proste a,
b, r,m prostg s, wzglednie t,
otrzymujemy (na mocy twier-
dzenia Pappus’a): (sa, sh, sr,
st)= (a, b, r, tri), wzglednie (ta,
th, tr,ts) = (@ b, r,m), a zatem
[réwn. (13 b)]:

Rzutujac punkty sa, sb, sr,
st z punktu bc, otrzymujemy
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my (na mocy twierdzenia Pap-
pusaMC, B,N, T) = (SA, SB,
SR, ST), gdzie N oznacza
punkt przeciecia sie prostych
SR i BC\ a zatem [réwn. (14a)]:

(16a) (C,B,N, T)= —1

Rzutujac, w koncu, punkty
C B/ N, T z punktu R, otrzy-
mujemy (na mocy twierdzenia
Pappus'a): (RC,RB, RS, RT) =
= (C, B, N, T), a zatem [rown.
(16 a)]:

(17a) (RC,RB,RS,RT)= — 1

Roéwnosci (14 a), (15 a),
(17 a) dowodza prawdziwosci
naszego twierdzenia.

(na mocy twierdzenia Pap-
pus'a): (c,b,n,t)= (sa,sb,sr,st),
gdzie noznacza prosta, tgczaca
punkty sri bc; a zatem [réwn.
(14 b)j:

(26b) (c,b,nt)= —1

Przecinajac, w koncu,
proste c, b, n t prosta r, otrzy-
mujemy (na mocy twierdzenia
Pappus’a): (rc,rb,rs,rt)= [c,b,n,t),
a zatem [rown. (16 b)]:

a7b) (rc,rbors, rt) = — 1

Réwnosci (14 b), (15b),
(17 b) dowodzag prawdziwosci
naszego twierdzenia.

856. Konstrukcje elementdéw harmonicznych. — Zadanie 1

Dane 3proste (ré6zne) ditd2ld¥przechodzgce przez

Rys. 44.

jeden punkt (wtasciwy) P. WyKkre-
§li¢ prosta d4sprzezong harmonicz-
nie z prostg d3 wzgledem prostych
dxi d,.

Kreslimy (rys. 44) jakakolwiek prosta d,
réwnolegta do prostej d3 lecz rézng od tej
prostej. Punkty przeciecia sie prostej d z pro-
stemi dx i d2 oznaczmy odpowiednio przez
Di i D2 Jezeli teraz odcinek DxD2podzielimy
na potowy i srodek D4tego odcinka potaczymy
z punktem P, to otrzymana prosta d4 bedzie
sprzezona harmonicznie z prostg d3 wzgledem

prostych dxi d2

Oznaczywszy bowiem przez D3punkt niewtasciwy prostej
d, mozemy napisa¢ (8 52): [Dx D2 Dz, D4 —— 1, skad wynika
(na mocy twierdzenia Pappus'a), ze [dud2d3 dt)=-— 1
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Zamiast kresli¢ prosta d, réwnolegta do prostej d3 mogli-
bysmy nakresli¢ prosta di réwnolegta do jednej z prostych
dxi d4 np. do prostej d2 i rézng od tej prostej (rys. 45).
Jezeli mianowicie punkty przeciecia sie prostej d z prostemi
dxi d3 oznaczymy wtedy odpowiednio przez D, i ZX, to od-
mierzywszy na prostej d odcinek D, D4 réwny
odcinkowi DxD3 i potaczywszy punkt D4z pun-
ktem P, otrzymamy prostg d4, sprzezona har-
monicznie z prostg d2wzgledem prostych d, id,.

Konstrukcje prostej dx moglibysmy wyko-
na¢ jeszcze inaczej, a mianowicie w spos6b
nastepujacy.

Na prostej dil (rys. 46) bierzemy dowolny
punkt M, rézny od punktu P, i przesuwamy
przez ten punkt 2 proste odpowiednio réwno-
legte do prostych d}i da ktérych punkty przeciecia sie z pro-
stemi d, i d&x oznaczmy odpowiednio przez D, i D}. Prostg
szukang dA bedzie prosta, przechodzaca przez punkt P

i rownolegta do prostej D, D».
Zadanie 2. Dane 3

punkty (réozne) PuP=>
P3 lezace na jednej
prostej d Wykresli¢
punkt P4 sprzezony
harmonicznie z pun-
ktem P3wzgledem pun-
ktow P\i P2

Zewnatrz prostej d
wezmy jakikolwiek punkt
(Wkasciwy) P i zrzutujmy
z tego punktu punkty Pu P2 P3 Oznaczmy proste PPi,
PP2 PPj odpowiednio przez du da d) Wykre$lmy (Za-
danie 1) prosta du sprzezona harmonicznie z prosta dAwzgle-
dem prostych d, i d2 Punkt przeciecia sie prostej d4z prostg

d bedzie szukanym punktem P4 (twierdzenie Pappus a).
Podamy jeszcze inne sposoby rozwigzania tych zadan.
Zadanie 2. Dane 3 Zadaniel. Dane 3
punkty (rézne) Pupro,p3 1e- proste (rézne) dMd2dAprze-
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zace najednej prostej d.
W.y kresli¢ punkt P4
sprzezony harmoni-
cznie z punktem P*
wzgledem punktéw P4
i P,.

Sposdb 1-y. Zrzutujmy
punktyr Pi, p2 Ps z jakiego-
kolwiek punktu p, lezgcego
zewnatrz prostej ¢ (rys. 47a).

Na prostej PPs weZzmy do-
wolny punkt J, rézny od kaz-
dego z punktéw P i P{ Punkt
przeciecia sie prostej JPX
z prostag PPo oznaczmy przez
K, punkt za$ przeciecia sie
prostej JP, z prostg PP,
oznaczmy przez L. Szuka-
nym punktem P4 bedzie punkt
przeciecia sie prostych d i KL.

chodzgce przez jeden
punkt P. Wykres$li¢
prosta dh sprzezonag
harmonicznie z prosta
dbwzgledem prostych
A id2

Sposo6b 1-y. Przetnijmy
proste dudadA jakakolwiek
prosta d, nie przechodzaca
przez punkt P (rys. 47b).

Przez punkt ddé przesunmy
dowolna prosta j, rézna od
kazdej z prostych d i dA
Prosta, #taczaca punkt jd,
z punktem dd.,t oznaczmy
przez k, prosta za$, taczaca
punkt jd2 z punktem ddu
oznaczmy przez /. Szukang
prosta ¢z bedzie prosta,' ia-
czaca punkt P z punktem Ki
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Oznaczywszy bowiem
przez P4 punkt przeciecia sie
prostych d i KL, mozemy po-
wiedzieé, ze proste PP1li PP2
sg dwoma bokami przeciwle-
gtymi, proste zas PP3i PP4
sa dwiema przekgtnemi czwo-
rokgta plaskiego zupeinego,
ktérego wierzchotkami sg pun-
kty PUP2K 1 la zatem (8 55):
(PP¥M , pp3 ppd= —i,
skad znéw wynika (na mocy
twierdzenia Pappus a), ze (Pi,
P2 P3 PH= —1 t zn ze
punkt P4 jest punktem szu-
kanym.

Sposéb 2-i. Zrzutujmy
punkty Pi i P2 z jakiegokol-
wiek punktu P, lezacego ze-
wnatrz prostej d (rys. 48 a).

Przez punkt P3 przesunmy
jakakolwiek prosta, rézna od

Oznaczywszy bowiem
przez d4 prosta, taczacg pun-
kty P i A/, mozemy powie-
dzie¢, ze punkty ddvi dd2 sg
dwoma wierzchotkami prze-
ciwlegtymi, punkty za$ ddA
i dt sag dwoma punktami
przekatnymi czworoboku pta-
skiego zupeinego, ktérego bo-

kami sg proste ditdd k,/, a
zatem (8 55): (dduddzaddA
ddj= — 1, skad znow wy-

nika (na mocy twierdzenia
Pappus’a), ze (dxd,,d™d+)=—1,
t. zn. ze prosta d4 jest prostg
szukana.

Sposéb 2-i. Przetnijmy
proste dxi d2jakakolwiek pro-
stg d, nie przechodzacg przez
punkt P (rys. 48 b). Na pro-

stej dij weZmy jakikolwiek
punkt, rézny od punktu P i nie
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prostej d i nie przechodzacag
przez punkt P, ktdrej punkty
przeciecia sie z prostemi PP2
i PPi oznaczmy odpowiednio
przez k i L. Punkt przecie-

cia sie prostych pxk i PolL
oznaczmy przez 3. Szukanym
punktem P4 bedzie punkt

przeciecia sie prostych dip J.

Oznaczywszy bowiem przez
P4 punkt przeciecia sie pro-
stych di PJ, mozemy powie-
dzieé¢, ze proste PP xi PP2sg
dwomabokami przeciwlegtymi,
proste zasp P 3i P P 4sg dwiema
przekatnemi czworokata pta-
skiego zupeilnego, ktérego
wierzchotkami sg punkty P,,
P2k 1L, a zatem (8 55): (PPi,
PP2 PPs» PP4H = — 1, skad
znoéw wynika (na mocy twier-
dzenia Pappus'a), ze (Plt P2
Pat Pi) —— I t zn. ze punkt
P, jest punktem szukanym.

Zadanie 1 Dane 3 pro-
ste (rézne)ditd>d» przecho-
dzgce przez jeden punkt
P. Wykres$li¢ prosta da
sprzezong harmonicz-
nie zprostg diwzgledem
prostych dx i d2

Przetnijmy proste du d2, da
jakgkolwiek prosta d, nie
przechodzgcg przez punkt P.
Punkty ddx, dd21 ddA 0znaczmy
odpowiednio przez Pj,P2P3
Wykresimy (Zadanie 2) punkt

lezacy na prostej d, ktérego
proste potaczenia z punktami
dd2 i ddx 0znaczmy odpowie-
dnio przez k i /. Prosta, 13-
czacag punkty dxk i d2/, oznacz-
my przez j. Szukana prostg
d4 bedzie prosta, taczaca pun-
kty P i dj.

Oznaczywszy bowiem przez
dx prosta, taczaca punkty P
i d;, mozemy powiedzie¢, ze
punkty ddx i dd., sg dwoma
wierzchotkami przeciwlegtymi,
punkty za$ ddz i dd4sg dwoma
punktami przekatnymi czworo-
boku ptaskiego zupetnego, kté-
rego bokami sg proste dxid2 k., /,
a zatem (855): (ddX dd2 ddai
ddj —— 1, skad zn6éw wynika
(na mocy twierdzenia Pap-
pusa), ze (dud2d3ddA= — 1
t. zn. ze prosta dAjest prostg
szukana.

Zadanie 2 Dane 3
punkty (rézne) Pi,P2P;, le-
zgce na jednej prostej d.
Wykresli¢ punkt P4
sprzezony harmonicz-
nie zpunktem Piwzgle-
dem punktow P, i po.

Zrzutujmy punkty px P2
P;j z jakiegokolwiek punktu
P, nie nalezgcego do prostej d.
Proste PPi, PP2 PP3 oznacz-
my odpowiednio przez ,d>¢h
Wykre$lmy (Zadanie 1) prostg
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P4 sprzezony harmonicznie
z punktem P3 wzgledem punk-
tow P4 i P2 Prosta, taczaca
punkty P i Pi, bedzie szukang
prosta d4 (twierdzenie Pap-
pus’a).

Uwaga. Podane wyzej
nicznych, oparte na wlasnosciach
czworoboku,

d4, sprzezong harmonicznie
z prostg dAwzgledem prostych
dvi do. Punkt przeciecia sie
prostych di ¢4 bedzie szuka-
nym punktem P4 (twierdzenie
Pappus'a).

konstrukcje elementéw harmo-

czworokata, wzglednie

ptaskiego zupetnego, sg wykonalne za pomoca

samego tylko linjatu (jezeli, oczywiscie, rozpatrywane punkty
i proste sg punktami i prostemi wiasciwymi). Natomiast
konstrukcje, podane na poczatku § niniejszego, za pomoca
samego tylko linjatu wykonane byé nie moga, albowriem sam
linjat nie wystarcza ani do wykreslania prostej, réwnolegiej
do innej prostej, ani do podziatu odcinka na 2 czesci réwne,
ani do odmierzania odcinka, réwnego danemu odcinkowi.



Rozdziat VI.

§ 57. Zmiana ukladu spo6trzednych. — Dotychczas w na-
szych rozwazaniach przy rozwigzywaniu wszelkich zagadnien
wystarczaty nam 2 osi spotrzednych. Moze sie jednak zdarzyc,
iz zaczniemy rozwigzywac jakie$ zagadnienie przy pewnych
2 osiach spoétrzednych, a nastepnie okaze sig, ze korzystniej
byloby wprowadzi¢ inne 2 osi. Przez wprowadzenie jednak
innych osi spotrzednych, spétrzedne punktéw oraz prostych
ulegajg zmianom. Ot6z wilasnie teraz stawiamy sobie za
zadanie znalezienie zaleznosci, zachodzgcych pomiedzy spot-
rzednemi jednego i tego samego punktu, wzglednie jednej
i tej samej prostej, odnoszgcemi sie do dwu uktadéw o osiach
roznych.

Zamiast jednak bada¢ odrazu przejscie od jakichs 2 osi
spotrzednych do jakichkolwiek innych 2 osi spétrzednych,
zbadamy najpierw 2 przypadki szczeg6lne, a mianowicie:

1) przejscie od osi X, y, wzglednie u, v, przecinajgcych
sie w punkcie O, do osi y‘, wzglednie U\ W przecinajacych
sie w jakim$ punkcie 0, r6znym od punktu O, posiadajgcych
jednak te same kierunki oraz te same zwroty dodatnie
(a zatem i ujemne), co osi X, y, wzglednie u, v (t zn. dawna
0$ x-0w, wzglednie u-6w, i nowa 0$ a‘-6w, wzglednie u'-6w,
sg wzajemnie rownolegte i posiadaja jednakowe zwroty do-
datnie, jak réwniez dawna o0$ y-6w, wzglednie v-6w, i nowa
0s y'-0w, wzglednie ~-6w, sg wzajemnie rownolegte i po-
siadaja jednakowe zwroty dodatnie).

2) przejscie od osi a Yy, wzglednie u, Vv, przecinajgcych
sie w punkcie O, do jakich$ innych osi x\ y‘, wzglednie u’, W
przecinajacych sie w tym samym punkcie O.
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Jezeli zbadamy te 2 przypadki "szczeg6lne, to potrafimy
wtedy przej$¢ od jakichs$ osi X, y, wzglednie u, v, do jakich-
kolwiek innych osi X\ y\ wzglednie U\ W\ Aby mianowicie
przejs¢ od osi X, y, wzglednie u, vldo osi X\ y\ wzglednie
U\ W przedstawionych na rysunku 49, mozemy najpierw
przejs¢ od osi X, y, wzglednie u, v, do osi &, y“, wzglednie
u“, i (przypadek
1-y), nastepnie za$
od osiA™,y“,wzgled-
nie w-, do osi
X\ y*, wzglednie u,

(przypadek 2-i),
albo tez najpierw
przejs¢ od osi X, vy,
wzglednie w y, do
osi y“, wzgled-
nie /7, i/* (przy-
padek 2-i), nastepnie za$ od osi X"\ y‘'“, wzglednie u“, y"1
do osi y‘, wzglednie u\ v (przypadek 1-y).

Poniewaz w pierwszym z dwu wymienionych wyzej
przypadkéw szczegdlnych zmienia sie tylko poczatek ukiadu
spétrzednych, natomiast zwroty dodatnie (a zatem i ujemne)
osi spotrzednych nie ulegajg zmianie, w drugim za$ z tych
dwu przypadkoéw szczegdlnych zmieniajg sie zwroty dodatnie
(@ zatem i ujemne) osi spoétrzednych, natomiast poczatek
uktadu spotrzednych nie ulega zmianie, zmiane osi;spot-
rzednych, jaka zachodzi w 1-ym przypadku, nazywamy
zmiang poczatku uktadu spoétrzednych, zmiane
za$ osi spétrzednych, jaka zachodzi w 2-im przypadku, na-
zywamy zmiang zwrotdw osi spétrzednych. Zmiane
poczatku uktadu spétrzednych nazywamy tez inaczej prze-
sunieciem rownolegtem osi spétrzednych.

Musimy przytem zaznaczy¢, ze wszelkie rozpatrywane
tu przez nas zmiany osi spétrzednych nie dotyczg jednostki
dtugosci a, jaka postugujemy sie przy obliczaniu spétrzednych
(8 2), t zn. zaréwno przy dawnych osiach spotrzednych, jak
tez przy nowych, postugujemy sie ta samag jednostkg diu-
gosci
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§ 58. Zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi spotrzed-
ncmi punktu w razie zmiany poczatku ukiadu spétrzednych.
— Dany uktad spétrzednych Descartesa o poczgtku O i osiach
X, Y. Od tego ukiadu przechodzimy do ukiadu spétrzednych
0 poczatku O* i osiach X\ yF posiadajacych zwroty dodatnie

(a zatem i ujemne) odpo-
wiednio jednakowe ze
zwrotami osi x, y (rys. 50).
Spotrzedne Descartesa
poczatku O ‘ nowego ukta-
du spoétrzednych w da-
wnym uktadzie oznaczmy

przez *0 yQ

Wezmy jakikolwiek
punkt wiasciwy P, ktdrego

spotrzedne Descartes'a

w dawnym uktadzie spot-
rzednych oznaczmy przez
X, Y, W nowym zas ukta-
dzie spotrzednych przez
Xx'i /m

Punkt przeciecia sie osi *-6w z osig y‘-6w oznaczmy
przez Ot, punkt za$ przeciecia sie 0si y-OW z 0Sig ar-ow
oznaczmy przez 02. Punkty przeciecia sie prostej, przecho-
dzacej przez punkt P i réwnolegtej do osi y-6w, z osiami
aow | *-0W oznaczmy odpowiednio przez P\ i P,\ punkty
za$ przeciecia sie prostej, przechodzacej przez punkt P
i rownolegtej do osi x-6w, z osiami y-0w i y‘'-0w o0znaczmy
odpowiednio przez P2i P2.

Jezeli x()”™ 0, x”~ 0 oraz xI~ 0, to x0= OON xi=0O iPx=
= Oi Pit x— OPi= OOil-\-OiPx (gdzie przez 00,' rozu-
miemy liczbe nieujemna, wyrazajacg diugos¢ odcinka 00 ,°,
i td) azatem a= ab-{xl
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RozpatrzyliSmy tu wszystkie mozliwe przypadki iw kaz-
dym z nich otrzymalismy wyniki te same. Mozemy wiec
powiedzie¢, ze zawsze zachodza rdéwnosci:

(D) x= x>+ *Qy=yt+tyk
Z tych réwnosci wynikajg rownosci:
(2) = x—%iy =y —yo-

Rownosci (1) i (2) wyrazaja zaleznosci pomiedzy spot-
rzednemi Descartes'a punktu witasciwego P w ukiadach spot-
rzednych o osiach X,y oraz X\y\ Znajdziemy teraz zalez-
nosci pomiedzy spétrzednemi jednorodnemi Hesse'go punktu
wiasciwego P w uktadach spétrzednych, podporzgdkowanych
wymienionym ukiadom Descartes'a.
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Jezeli spétrzedne jednorodne Hesse'go punktu wiasciwego
P w obydwu wymienionych uktadach sp6trzednych oznaczymy
odpowiednio przez X, Y,Z oraz X\ NZ‘, to w takim razie

Y

(1) i (2) otrzymamy zatem réwnosci:

. . X .
bedziemy mieli (s 9}: X = " >y = »X ==~ 1y ‘— 7 *z réwnosci

Z réwnosci (3) i (4) wynikajg proporcje :

Proporcje (5) i (6) otrzymaliSmy w zalozeniu, ze punkt
P jest punktem wiasciwym. Wykazemy teraz, ze te pro-
porcje zachodzg jednak réwniez wtedy, gdy punkt P jest
punktem niewtasciwym.

Przyjmijmy mianowicie w tym celu, ze punkt P jest
punktem niewtasciwym prostej witasciwej d, ktérej réwnaniem
w 1-ym ukiadzie spétrzednych Descartes’a jest rownanie
AX -j- By -j- C= 0. W takim razie spotrzedne X Y,Z punktu
P spetniajg warunki (8 9):

Roéwnaniem prostej d w 2-im ukladzie spétrzednych
Descartes'a jest rownanie A (xI x0 -f-B(y1-J3y0Q 4“ C = 0,
czyli A x*By (A x0-\-Byo-{-C)=0, a zatem spoétrzedne
X\ Y\ Z* punktu P spetniajg warunki (8§ 9):

Z proporcji (7) i (8 wynika:

Lecz jezeli punkt P jest punktem niewtasciwym, t. zn.
jezeli liczby Z i Z' sa obiedwie réwne 0, to réwnosci (5)
i (6) sa rownoznaczne z réwnosciami (9).
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Mozemy wiec powiedzie¢, ze wzory (5) i (6) stosuja sie
zawsze, t. zn. zaréwno do punktéw wiasciwych, jak tez i nie-
wiasciwych.

Uwaga. Opierajac sie na pewnych wilasnosciach rzutéw,
wykonywanych w jednej ptaszczyznie, wzory (1) moglibysmy
wyprowadzi¢ znacznie prosciej, nie rozpatrujgc mianowicie
tylu przypadkow szczeg6lnych. Wyjasnimy tu te rzecz blizej.

Na ptaszczyznie rzutem dowolnego punktu P ze Srodka
rzutu 5 na 0$ rzutu s nazywamy punkt P‘, w jakim prosta
SP przecina prostg s; rzutem zas jakiego$ odcinka nazywamy
0g6t rzutéw punktéow tego odcinka. Jezeli osig rzutu s jest
pewna prosta wiasciwa, Srodkiem za$ rzutu 5 jest punkt nie-
wiasciwy prostej wiasciwej, prostopadiej do osi rzutu s, to
rzut jest wtedy rzutem prostokatnym (Wstep, V).

Przyjawszy jako o$ rzutu s jakas prostg wilasciwg oraz
jako Srodek rzutu 5 jakikolwiek punkt niewtasciwy, nie lezacy
na prostej s, i zdefinjowawszy wielko$¢ rzutu odcinka
w ten sposéb, jak ja zdefinjowaliSmy na str. 32 w przypadku
rzutu prostokatnego, moglibySmy powiedzie¢, iz sg prawdziwe
twierdzenia nastepujgce:

«) Jezeli PIfFP,, Ps,...., Pn—uPn sag n punktami (witasci-
wymi), lezacymi w plaszczyznie Ss (t. zn. w plaszczyznie, za-
wierajacej punkt 5 i prostg s), to suma wielkosci rzutéw od-
cinkéw P\PIfPiP~ ...» Pn_1 Pnréwna sie wielkosci rzutu od-
cinka Pi Pn;

(D Jezeli o$ rzutu s', lezaca w ptaszczyznie Ss, posiada
taki sam zwrot, jak 0$ rzutu s, to wielkoSci rzutéw jakiego-
kolwiek odcinka, lezgcego w plaszczyznie < wykonanych
z punktu S na osi s i s‘, sg rowne.

Opierajac sie na tych wiasnosciach rzutéw, moglibySmy
z tatwoscig wyprowadzi¢ wzory (1)

Przyjawszy mianowicie jako 0$ rzutu o$ *-6w i jako
$rodek rzutu punkt niewtasciwy osi y-6w (rys. 50), mogli-
bySmy powiedzie¢ [twierd.«)], ze suma wielkosci rzutéw
odcinkéw 00°‘ i O0‘P réwna sie wielkoSci rzutu odcinka OP.
Lecz wielko$ci rzutéw odcinkéw 00°‘ i OP sg réowne odpo-
wiednio a0 i *, wielkos¢ za$ rzutu odcinka 0 ‘P jest rdéwna
[twierdz. P)] wielkosci rzutu odcinka O0°‘P, wykonanego
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z punktu niewtasciwego osi y-O0w na 0$ a-o6w, t. zn. jest
rbwna X. W ten sposéb otrzymalibySmy wiec réwnosé:
X = *0-f- x-

Przyjawszy znéw jako 0$ rzutu o$ y-0w oraz jako
Srodek rzutu punkt niewtasciwy osi a-6w, w sposob analo-
giczny otrzymaliby$my réwnosé: y =yo y'>

§ 59. Zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi sp6trzed-
nemi prostej w razie zmiany poczatku ukladu spétrzednych. —
Dany ukiad spétrzednych Descartes'a, oraz zwigzany z nim
uktad spotrzednych Pliicker'a, o poczatku O i osiach xty,
wzglednie u,v. Od tych ukiadéw przechodzimy do uktaddéw
spotrzednych o poczatku O* i osiach x\yl, wzglednie u\wW
posiadajacych zwroty dodatnie (a zatem i ujemne) odpowiednio
jednakowe ze zwrotami osi X,y, wzglednie u, v. Spoétrzedne
Descartes'a poczagtku O* nowego uktadu spétrzednych w daw-
nym ukiadzie oznaczmy przez x(lyQ

Wezmy jakakolwiek prostg d. Spoétrzedne jednorodne
Hesse'go prostej d w ukiadach, podporzadkowanych wy-
mienionym uktadom Descartes'a i Pliickera, oznaczmy odpo-
wiednio przez U, V, Woraz AW\ W1 W tych uktadach prosta
d mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania:

1) UX+W+WZ =0,
©) . , tPz'= 0

Lecz jezeli w réwnanie (1\ przedstawiajgce prosta d
w pierwszym uktadzie, zamiast X, Y,Z wstawimy odpowiednio
[8 58, wz. (5)J: XiA-x0Z\ yi-\-y0Z\ Z‘, to otrzymamy réwna-
nie prostej d w drugim uktadzie, t. zn. réwnanie
3) ux*+ vy + (Uxo+ Vy0+ W)Z*=0

przedstawia prostg d w drugim uktadzie.

Analogicznie, jezeli w réwnanie (2), przedstawiajgce
prosta dw drugim uktadzie, zamiast X\ YNZ ‘' wstawimy odpo-
wiednio (§ 58, wz. (6)]: X—x0Z1Y—y0Z, Z, to otrzymamy
réwnanie prostej d w pierwszym uktadzie, t. zn. rownanie

(4) UX +V*y—iU'xQ+V ,yo—W)Z = 0
przedstawia prosta d w pierwszym ukiadzie.
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Réwnania zatem (1) i (4) przedstawiajg w pierwszym
uktadzie jedng i te sama prostg, rownania zas (2) i (3) przed-
stawiajg w drugim ukfadzie jedng i te samg prostg, skad
wynika:

Wzory (5) i (6) wyrazajg zaleznosci, zachodzace pomiedzy
dawnemi i nowemi spoOtrzednemi jednorodnemi Hesse'go
jakiejkolwiek prostej d.

Jezeli prosta d nie przechodzi przez zaden z punktéw
O i 0' to rowniez w kazdym z rozpatrywanych uktadéw
sp6trzednych Plucker'a mozemy ja przedstawi¢ przez spot-
rzedne. Aby w tym przypadku otrzymac zaleznosSci, zacho-
dzace pomiedzy dawnemi spotrzednemi Pliickera u, v prostej
d oraz jej nowemi spotrzednemi Pl(icker'a u‘, V\ wystarczy
we wzory (5) i (6) zamiast U, P, W, wzglednie U\P‘,WW\ wstawi¢
Uy, 1, wzglednie u,vA\\. Otrzymamy wtedy:

skad wynika:

§ 60. Zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi spot-
rzednemi punktu w razie zmiany zwrotéw osi spétrzednych.—
Dany ukiad spétrzednych Descartes'a o osiach y. Od tego
uktadu przechodzimy do ukladu spétrzednych o osiach x‘,y ,
posiadajacego ten sam poczatek O, co ukilad pierwszy
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(rys. 51). Przez ® oznaczmy, jak zwykle, kat mniejszy od ¢,
jaki tworzg z sobag zwroty dodatnie 0Si a-sw i 0siy-6w (82).
Przez u oznaczmy jeden z katéw o wierzchotku O, ktérych
pierwszem ramieniem jest promien, posiadajgcy zwrot do-
datni osi a-sw, drugiem zas ramieniem jest promien, po-
siadajacy zwrot dodatni
0Si ar-sw, I ktorych zwro-
tem jest zwrot dodatni
peku promieni o wierz-
chotku O w pierwszym
uktadzie spoétrzednych
[przez zwrot dodatni pe-
ku promieni o wierzchotku
O w pierwszym ukladzie
spotrzednych  rozumiemy
ten zwrot, przy ktérym
promien ' px, posiadajacy
zwrot dodatni 0Si acow,
promien py, posiadajacy
zwrot dodatni osi y-6w,
oraz promien px‘, posiadajacy zwrot ujemny O0Si aco6w,
nastepuja po sobie w kolei px py px*‘ (8 2)]. Przez @oznaczmy
jeden z katéw o wierzchotku O, ktdrych pierwszem ramieniem
jest promien, posiadajgcy zwrot dodatni 0Si a-sw, drugiem
za$ ramieniem jest promien, posiadajgcy zwrot dodatni osi
y‘-6w, i ktorych zwrotem jest zwrot dodatni peku promieni
0 wierzchotku O w pierwszym uktadzie spo6trzednych.
Wezmy jakikolwiek punkt wihasciwy P, ktérego spot-
rzedne Descartes a w dawnym uktadzie spétrzednych ozna-
czmy przez a, y, W nowym zas uktadzie spotrzednych przez A,y".
Przez punkt P przesunmy prosta, réwnolegta do osi y-6w,
ktorej punkt przeciecia sie z 0sig aow 0znaczmy przez Pj,
oraz prosta, rownolegta do osi y‘-6w, ktdérej punkt przeciecia
sie z 0sig ar-sw O0znaczmy przez PT.
Obliczmy teraz wielkosci rzutdw prostokatnych odcin-
kow OPuP®, OiY, PiP na 0$ acow.
Jezeli « ™ 0, to wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka
OP] na 0$ asw rowna sie OP, (gdzie OPt oznacza liczbe
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nieujemng, wyrazajagca diugos¢ odcinka OPi), jezeli za$
x N 0, to wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka OPf* na o$
a-ow rowna sie — OPx Lecz w pierwszym przypadku
OP, = X, w drugim zas OPj — — a, a zatem zawsze wielkos¢
rzutu prostokgtnego odcinka OPxna 0§ a-sow réwna sie X.

Jezeli y 0, to wielko$¢ rzutu prostokgtnego odcinka
PiP na 0§ a-sw rowna sie PiP.cosco, jezeli zasy ™ O, to
wielkos$¢ rzutu prostokatnego odcinka PiP na 0§ a-ew rowna
sie PjP.cos O —w), czyli — PiP.costo. Lecz w pierwszym
przypadku PP =y, w drugim za$ P}P = —y, a zatem zawsze
wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka P,P na 0§ atsw réwna
sie y cos .

Jezeli x ™ 0, to wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka
OP/ na 0§ a-6w rowna sie OP/-cos«, jezeli zas a« N 0, to
wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka OP/ na 0§ asw réwna
sie OP/ =cos (« -f- ft), czyli — OP/-cos a Lecz w pierwszym
przypadku OP/= a, w drugim zas OP, = —a, a zatem
zawsze wielkos¢ rzutu prostokgtnego odcinka OP/ na o0$
a-ow roéwna sie X cos «.

Jezeli y 0, to wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka
P/P na o$ *-6w réwna sie P /P ecos (], jezeli zas y'™ O, to
wielkos¢ rzutu prostokatnego odcinka P /P na 0$ a-sw réwna
sie Pi P mos (P-f-7), czyli—P /P cos |L Lecz w pierwszym
przypadku P /P =vy‘, w drugim za§ P/P = —y', a zatem
zawsze wielkos¢ rzutu prostokatnego odcinka P /P na o$
a-ow roéwna sie y cos P.

Otrzymalismy wiec, ze wielkosci rzutéw prostokatnych
odcinkéw OPu PxP, OP/, P/P na 0$ a=ow Sg odpowie-
dnio réwne a, Yy cos @, X cos «, Yy cos P Lecz suma wielkoSci
rzutéw prostokatnych odcinkéw OPxi PXP na 0$ a-sw réwna
sie sumie wielkosci rzutéw prostokatnych odcinkéw OP/
i P/P na te o$ (str. 32), mamy wiec:

(D ar-f-y cos 0= arcos @-f-j/ cos P-

Przesunmy teraz przez punkt O prosta g, prostopadtg do osi
a-6w, I nadajmy tej prostej taki zwrot, aby promien, wycho-
dzacy z punktu O i posiadajacy ten zwrot, lezal z tej samej

16~
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strony osi x-6w, z ktorej lezy promien, wychodzacy z punktu
O i posiadajacy zwrot dodatni osi y-6w.

Obliczmy wielkosci rzutéw prostokatnych odcinkéw OP,,
Pi P, OPJ, Pi P na prostg q.

Wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka OPXx na prosta q
réwna sie o.

Jezeli y ™ o, to w razie, gdy . ™ ™1 wielkos¢ rzutu

prostokgtnego odcinka Pi P na prosta q réwna sie

Pi P ecos oij, czyli PiP esin.;, w razie zas, gdy ., ™ N>

wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka Pi P na prosta q réwna

sie¢ Pi P =cos |, —2 j. czyli tak samo Pi P esin.;. Jezeli
I

y ™ o, to w razie, gdy ., ™ t wielko$¢ rzutu prostokatnego

odcinka PYP na prostg g réwna sie Pi P ecos i — — @Bj .
czyli Pi P ecos + mj»czyli — Pi P sin.;. w razie zas, gdy
0 N "»wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka Pi P na prosta

? réwna sie PiP ecos [g—”"j+ n lczyli PiPecos |g-j-2 j ,

czyli tak samo — Pi P sin.;. Lecz w przypadku, gdyy ” o,
mamy Pi P =y, w przypadku zas, gdy y ™ o, mamy
PjP = —y, a zatem zawsze wielko$¢ rzutu prostokatnego

odcinka Pi P na prostg < réwna sie y sin.;.
Jt
Jezeli ™ o, to w razie, gdy a—:2 *wielko$¢ rzutu pro-

(Jt

2 —

—aj, czyli OP]'esina, w razie zas, gdy ° —2 * wielkos$¢

rzutu prostokatnego odcinka OPi‘ na prosta g réwna sie
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czyli tak samo . Jezeli ,

to w razie, gdy wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka

OPI na prosta q rowna sie OP1'cos , czyli

czyli, w razie zas$, gdy
wielko$¢ rzutu prostokagtnego odcinka OP1 na prostg g réwna
sie czyli tak

samo — OP1'sina. Lecz w przypadku, gdy x'>0, mamy
OP1'=x\ w przypadku za$, gdy x'< 0, mamy OP1l= —

a zatem zawsze wielko$¢ rzutu prostokgtnego odcinka OP1I
na prostg g réwna sie X sina

Jezeliy ™ o, to w razie, gdy $—: ' wielko$¢ rzutu pro-
stokgtnego odcinka P/ P na prostg grownasie P/ P. cos( ™ ~P) *
czyli P/P.sin |3 w razie za$, gdy @ " *wielko$¢ rzutu prosto-

katnego odcinka P/ P na prostg g réwna sie P,'P .cos (B ~j >
czyli tak samo P/P.sin(3. Jezeli y ™~ 0, to w razie, gdy

T
P 2 ' wielko$¢ rzutu prostokatnego odcinka P/ P na prostg

g rowna sie P/ P .cos ~—j~—PB) |, czy®» P\ P -cos (2 + j.

Jf
czyli — P /P esin|3 w razie zas, gdy PB” —» wielkos¢
rzutu prostokatnego odcinka P/ P na prosta ¢ réwna sie
P/Pcos 13—2)~-711 ' czy™ P\P-cos ™ 4~ Pjf czyli tak samo

—P/P.sin@ Lecz w przypadku, gdyy‘” o, mamyP/ P —y\
w przypadku zas, gdy y'”~ o, mamy P/P = —y'‘ a zatem
zawsze wielkos$¢ rzutu prostokatnego odcinka P /P na prostag”™
réwna sie y*sin B
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Otrzymalismy wiec, ze wielkosSci rzutow prostokatnych
odcinkéw OPUP\P, OPt,P/P na prosta q sg odpowiednio
rowne 0, y sin@ *'sin@ y'sin K Lecz suma wielkosci rzutéw
prostokgtnych odcinkéw OPi i P\P na prosta q réwna sie
sumie wielkosci rzutéow prostokatnych odcinkéw OP, i P/P
na te prosta (str. 32), mamy wiec:

- A zatem pomiedzy dawnemi spétrzednemi y punktu P
oraz nowemi spotrzednemi x, y tego, punktu zachodzag za-
leznosci [rown, (1) i (2)1:

Rozwigzmy z réwnosci (3) wielkosci x iy. Otrzymamy:

Rozwiazmy teraz z rownosci (3) wielkosci xI i y.
Otrzymamy:

Mamy wiec:
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Znajdziemy teraz zaleznosSci pomiedzy spétrzednemi jedno-
rodnemi Hessego punktu wiasciwego P w uktadach spoétrzed-
nych, podporzadkowanych rozpatrywanym uktadom Descar-
tes'a.

Jezeli spotrzedne jednorodne Hesse'go punktu wiasciwego
P w obydwu wymienionych uktadach spétrzednych oznaczymy
odpowiednio przez X, Y,Z oraz X\ Y\ Z\ to w takim razie

Y X1 Yt

X
bedziemy mieli (§ 9): x==¢ 1~ Z21* ~ Z1'~ = Z' ,zr@w"

nosci (4) i (5) otrzymamy zatem réwnosci:

Z réwnosci (6) i (7) wynikajg proporcje:

Proporcje (8) i (9) otrzymaliSmy w zalozeniu, ze punkt P
jest punktem wiasciwym. Wykazemy teraz, ze te proporcje
zachodzg jednak rdéwniez wtedy, gdy punkt P jest punktem
niewtasciwym.

Przyjmijmy mianowicie w tym celu, ze punkt P jest
punktem niewtasciwym prostej wtasciwej d, ktérej réwnaniami
w obydwu rozpatrywanych uktadach spoétrzednych Descar-
tes a sg odpowiednio réwnania: AXx-r- By -+- C~ 0, Alxl-{-
-} By - C'= 0. W takim razie spétrzedne X, Y, Z, wzglednie
X\ y\ Z*, punktu P spetniaja warunki (89):

Lecz jezeli w rownanie Ax By C= Q zamiast X iy
wstawimy strony prawe réwnosci (4), to otrzymamy réwnanie
prostej d w drugim uktadzie spétrzednych Descartes'a, t. zn.

%
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réwnanie [Asin(w— a) -j- Bsindl &t-j- [Asin (W— (3 -j- Bsin fi]y*-f-
Csinm= 0 przedstawia prostg d w drugim uktadzie spot-
rzednych Descartes’a. Stad wynika, ze (§89):

Analogicznie, jezeli w réwnanie Alx -+- B'y .+. C'= 0 za-
miast a+ i y wstawimy strony prawe rownosci (5), to otrzy-
mamy réwnanie prostej d w pierwszym uktadzie spétrzednych
Descartes’a, t. zn. rownanie (4 ‘sin(3—B'sina)Ar-f-[i4' sin(fl— (=—
— Btsin(@a—«)]y + C¢sin(3— &) = 0 przedstawia prosta d
w pierwszym uktadzie spoétrzednych Descartes a, skad znow
otrzymujemy:

Z proporgcji (13) i (11) wynika:

Z proporcji za$ (12)i (10) wynika:

OtrzymaliSmy wiec, ze w razie, gdy punkt P jest punktem
niewlasciwym, dawne oraz nowe spoétrzedne jednorodne Hes-
se'go tego punktu spetniaja réwnosci (14) i (15). Te same
jednak roéwnosci wynikaja z proporcji (8) i (9), gdy potozymy
w tych proporcjach, ze Z= Z*= 0.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze wzory (8) i (9 stosuja sie
zawsze, t. zn. zaréwno do punktéw wiasciwych, jak tez i nie-
wiasciwych.

Przypadki szczegolne.

1. Pierwotny ukiad spotrzednych jest prostokagtny, t. zn.

(o= 2 . Wzory (4), (5), (8" (9) sprowadzajg sie w tym

przypadku do:
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2. Obydwa uktady spétrzednych sa prostokatne, przy-
czem zwroty dodatnie peku promieni o wierzchotku O
w obydwu uktadach sg jednakowe (ten przypadek zmiany
osi spotrzednych nazywamy tez obrotem osi uktadu
prostokgtnego o kat «m W tym przypadku oproécz

réwnosci o= mamy réwnosé — " , gdzie Kk
oznacza pewna liczbe rzeczywistg catkowitg. Uwzgledniwszy
te ostatnig rowno$¢ we wzorach (16), (17), (18), (19),
otrzymamy:

8§ 61. Zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi spétrzed-
nemi prostej w razie zmiany zwrotéw osi spotrzednych. —
Dany uktad spoétrzednych Descartes'a oraz zwigzany z nim
uktad spétrzednych Pliicker'a o poczatku O i osiach X, v,
wzglednie u, v. Od tych uktadéw przechodzimy do uktadéw
spotrzednych o poczatku O i osiach x',y‘, wzglednie uv*. Przez

i @ oznaczmy katy, jakie w 8§ poprzednim oznaczyliSmy
temi literami.

Wezmy jakakolwiek prosta d  Spétrzedne jednorodne
Hesse'go prostej d w uktadach, podporzadkowanych wymie-
nionym uktadom Descartes a i Pliicker'a, oznaczmy odpo-
wiednio przez U, V, W oraz U, P, W1 W tych ukiadach
prostg d mozemy przedstawi¢ odpowiednio przez réwnania:
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Lecz jezeli w roéwnanie (1), przedstawiajgce prosta d
w pierwszym uktadzie, zamiast X, Y1Z wstawimy odpowiednio
[str. 279, wz. (8)] : x* sin (to—a) -f-  SiN (@— ¢, XISiN«-{- y* SN,
Z'sinw, to otrzymamy réwnanie prostej d w drugim uktadzie,
t. zn. réwnanie

przedstawia prostg d w drugim uktadzie. Analogicznie, jezeli
w réwnanie (2), przedstawiajace prosta d w drugim uktadzie,
zamiast XI1YilZ >wstawimy odpowiednio [str. 279, wz. (9L
Xsin d4-y sin (l—w), — [Zsin a -~ Ysin (« — <g)](Z sin (fi— «), to
otrzymamy roéwnanie prostej d w pierwszym uktadzie, t zn.
réwnanie

przedstawia prostg d w pierwszym ukiadzie.

Réwnania zatem (1) i (4) przedstawiajg w pierwszym
uktadzie jedng i te samg prosta, réwnania zas (2) i (3) przed-
stawiajg w drugim ukladzie jednag i te samg prosta, skad
wynika :

Wzory (5) i (6) wyrazajg zaleznosSci, zachodzgce pomie-
dzy dawnemi i nowemi spétrzednemi jednorodnemi Hesse'go
jakiejkolwiek prostej d.

Jezeli prosta d nie przechodzi przez punkt O, to réwniez
w kazdym z rozpatrywanych ukiadoéw spoétrzednych Pliickera
mozemy ja przedstawi¢ przez spétrzedne. Aby w tym przy-
padku otrzymaé¢ zaleznosci, zachodzace pomiedzy dawnemi
spoétrzednemi Pliicker’'a u, v prostej d oraz jej nowemi spot-
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rzednemi Plickera, wystarczy we wzory (5) i (6) zamiast
U V, W, wzglednie U’', V', W', wstawi¢ u, v, 1, wzglednie u', V', 1
Otrzymamy wtedy:

skad wynika:

Przypadki szczegédlne.
1 Pierwotny ukiad spélrzednych jest prostokatny, t. zn.
Wzory (5), (6), (9), (10) sprowadzajg sie w tym przy-
padku do:

2. Obydwa uktady spétrzednych sg prostokatne, przyczem
zwroty dodatnie peku promieni o wierzchotku O w obydwu
uktadach sg jednakowe. W tym przypadku oprécz réwnosci

9= 2 mamy réwnos¢ {P\-2kK = a-\-* » gdzie Kk oznacza

pewng liczbe rzeczywistg catkowitg. Uwzgledniwszy te ostat-
nig rownos¢ we wzorach (11), (12), (13), (14), otrzymamy:
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§ 62. Zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi spotrzednemi
punktu, wzglednie pomiedzy dawnemi i nowemi spotrzednemi
prostej, w razie jakiejkolwiek zmiany osi sp&hrzednych. —
Dany ukiad spoétrzednych Descartes’a, oraz zwigzany z nim
uktad spotrzednych Plucker'a, o poczgtku O i osiach *, vy,
wzglednie u,v. Od tych ukladoéw przechodzimy do ukiadéw
spotrzednych o poczatku o ‘ i osiach x\y‘, wzglednie u‘, V.

Spétrzedne Descartes’a poczatku O' nowego uktadu spot-
rzednych w dawnym uktadzie oznaczmy przez xOlyOQ.

Jezeli 0S8 a>ow 1 08 X'-0w (wzglednie 0$ u-6w i 08 u'-0w)
nie sg wzajemnie réwnolegte, to przez « oznaczamy jeden
z katéw, ktdérych wierzchotkiem jest punkt przeciecia sie tych
dwu osi, ktérych pierwszem ramieniem jest promien, posiada-
jacy zwrot dodatni osi x-6w (wzglednie osi u-6w), drugiem
za$ ramieniem jest promien, posiadajacy zwrot dodatni osi
x‘-6w (wzglednie osi u'-6w), i ktérych zwrot jest jednakowy
ze zwrotem dodatnim peku promieni o wierzchotku O w pierw -
szym ukladzie spétrzednych. Jezeli natomiast 0§ a>ow | 0S
x‘-0w (wzglednie 0$ u-6w i 0$ u‘-6w) sg wzajemnie rownolegte,
to w razie, gdy zwroty dodatnie tych osi sg jednakowe, przez
¢ oznaczamy kat 2 kn, w razie za$, gdy zwroty dodatnie
wymienionych osi sg zwrotami przeciwnymi, przez « oznaczamy
kat (2 /c+1)”, gdzie k oznacza jgkakolwiek liczbe rzeczywistg
catkowitg nieujemna.

Jezeli 08 *-0w i 08 y‘-0w (wzglednie 0§ u-6w i 0§ V-6w)
nie sg wzajemnie rownolegle, to przez PBoznaczamy jeden
z katow, ktdérych wierzchotkiem jest punkt przeciecia sie tych
dwu osi, ktérych pierwszem ramieniem jest promien, posiada-
jacy zwrot dodatni o0si a-sw (wzglednie osi u-6w), drugiem
zas ramieniem jest promien, posiadajacy zwrot dodatni osi
y'-0w (wzglednie osi ™-6w), i ktérych zwrot jest jednakowy
ze zwrotem dodatnim peku promieni o wierzchotku O w pierw-
szym ukladzie spoétrzednych. Jezeli natomiast 0§ *-6w i 0$
y-6w (wzglednie 0$ u-6w i 0$ /-6w) sga wzajemnie réwno-
legte, to w razie, gdy zwroty dodatnie tych osi sg jednakowe,
przez @ oznaczamy kat 2 A w razie za$, gdy zwroty do-
datnie wymienionych osi sg zwrotami przeciwnymi, przez [t
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oznaczamy kat (2/:-)-1) jt gdzie k oznacza jakakolwiek liczbe
rzeczywistg catkowitg nieujemna.

Oznaczmy przez wzglednie u“, Vv*, osi, przecinajace
sie w punkcie 0°' i posiadajgce zwroty dodatnie (a zatem
i ujemne) odpowiednio jednakowe ze zwrotami osi X, Y,
wzglednie u, V.

W razie przejécia od osi x,y, wzglednie u, vldo osi x“,y“,
wzglednie u“,vI\ mamy zaleznosci [§8 58, wz. (5) i (6), oraz
§ 59, wz. (5 i (6)]

W razie przejscia od osi x“,y*“, wzglednie u“, i/, do osi
X\Y\ wzglednie U\W mamy zaleznosci [§ 60, wz. (8) i (9),
oraz § 61, wz. (5) i (6)1L:

Z proporcji (1) i (5) wynika:

Z proporcji (6) i (20 wynika:
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Z proporcji (3 i (7) wynika:

Z proporcji (8) i (4) wynika:

Wzory (9) i (10) wyrazaja zaleznosci, zachodzace pomiedzy
dawnemi i nowemi spoétrzednemi jednorodnemi Hesse'go
jakiegokolwiek punktu, wzory zas$ (11) i (12) wyrazajg zalez-
nosci, zachodzace pomiedzy dawnemi i nowemi spétrzednemi
jednorodnemi Hesse'go jakiejkolwiek prostej.

Z wzorow (9) i (10) wynikajg wzory nastepujace, wyraza-
jace zaleznosSci pomiedzy dawnemi i nowemi spétrzednemi
Descartes'a jakiegokolwiek punktu wiasciwego:

Z wzordw (11) i (12) wynikajg wzory nastepujace, wyra-
zajgce zaleznosci pomiedzy dawnemi i nowemi spdtrzednemi
Pliicker’a jakiejkolwiek prostej, nie przechodzgcej przez zaden
z punktéw O i 0°‘:
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Z wzoréw (9) i (10) wynika:

Wstawiws'zy w_strone prawg pierwszej z posréd réwnosci
(17) zamiast y I'yL strony prawe réwnosci (18), otrzymamy:

sin w (sin @Bcos @—cos Bsin cx): qq'X sin msin (B—oa), a wiec
X = sin osin (83— o). Analogicznie, wstawiwszy w strone
prawa drugiej z posrod rownosci (17) strony prawe réwnosci
(18) , otrzymamy: = sin @sin (8—a), oraz wstawiwszy
w strone prawag trzeciej z posrod roéwnosci (17) strony prawe
réwnosci (18), otrzymamy: Z—  Z sin @sin (38— &@). Poniewaz
przynajmniej jedna z liczb X, Z,Z jest r6zna od 0O, przeto
z réwnosci A = qq]X sin@sin (B— ), Y= Y sin <osin B— o
Z—  Zsinosin (B— a) wynika:

Réwnosé (19) wyraza zalezno$¢ pomiedzy czynnikami
(? i g\ wystepujagcymi w réwnosciach (17) i (18).

W spos6b podobny mozemy sie przekonaé, ze jezeli
wzory (11) i (12) zastapimy wzorami:
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to pomiedzy czynnikami Qi g\ wystepujacymi w tych wzorach,
réwniez bedzie zachodzita zaleznos¢ (19).

Przypadki szczegb6lne,

1. Pierwszy uklad spétrzednych jest prostokatny, t zn,

Jt
t,)=2 "' Wzory (9, (10), (11), (12) sprowadzajg sie w tym
przypadku do:

2. Obydwa uklady spétrzednych sg prostokatne, przyczem
zwroty dodatnie pekow promieni, ktorych wierzchotkami sg
poczatki tych ukladdéw, sg jednakowe. W tym przypadku

oprocz rownosci to= mamy rownosc p-\-2kn= a-\- **

gdzie Kk oznacza pewna liczbe rzeczywistg catkowita.
Uwzgledniwszy te ostatnig réwno$¢ we wzorach (22), (23),
(24), (25), otrzymamy:
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3. Obydwa uktady spotrzednych sa prostokatne, przy-
czem zwroty dodatnie pekéw promieni, ktoérych wierzchot-
kami sg poczatki tych ukfadow, sg przeciwne. W tym przy-

padku oprdcz réwnosci oi = 2 mamy rownos¢ a 2A = (34 .

gdzie k oznacza pewnag liczbe catkowita. Uwzgledniwszy te
ostatnig réownos¢ we wzorach (22), (23), (24), (25), otrzymamy:

Uwaga. W razie przejscia od jakich$ osi spdtrzednych
do innych osi, kazda réwnos$é, wyrazajaca jakas zaleznosé,
zachodzacg pomiedzy dawnemi spotrzednemi pewnych punk-
téw, wzglednie pewnych prostych, przeksztatca sie na row-
no$é, wyrazajaca zalezno$¢ odpowiednia, zachodzacg pomiedzy
nowemi spdtrzednemi tych punktéw, wzglednie tych prostych.
Z podanych wyzej wzoréw wynika, ze réwnos$¢, odnoszaca
sie do nowego uktadu spoétrzednych, jest wzgledem spé6irzed-
nych punktu, wzglednie prostej, tego samego stopnia, jakiego
byta rownosé¢ pierwotna, odnoszgca sie do dawnego ukiadu
spotrzednych.

§ 63. Spodirzedne biegunowe
punktu. — Do wyznaczenia poto-
zenia punktu na ptaszczyznie uzy-
wamy niekiedy takze spotrzed-
nych biegunowych. W tym
przypadku obieramy na tej ptasz-
czyznie (rys. 52) punkt staty O,
zwany biegunem, oraz pro-
mien stalty O a wychodzacy z punktu O, zwany osig bie-

F. Wtodarski, Geom. anal. pt., cz. | 19
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gunowa, Nastepnie pewien zwrot peku promieni o wierz-
chotku O przyjmujemy za dodatni. Kazdemu punktowi P,
lezacemu w rozpatrywanej ptaszczyZznie, podporzadkowujemy
2 liczby, a mianowicie: liczbe nieujemna r, wyrazajacg
odlegto$¢ punktu P od punktu O (przy pewnej z gory
przyjetej jednostce diugosci o), oraz liczbe o, ktorej wartosé
bezwzgledna wyraza wielkos¢ jednego z katéw o wierzchotku O,
posiadajacych o$ biegunowa jako ramie pierwsze oraz pro-
mienn OP jako ramie drugie, i ktéra jest dodatnia lub ujemna
w zaleznosci od tego, czy wymieniony kat posiada zwrot
dodatni, czy tez ujemny. Liczby r i 0 nazywamy spét-
rzednemi biegunowemi punktu P, przyczem liczbe r
nazywamy promieniem wodzgcym, liczbe zas ©am -
plituda punktu P.

Z powyzszego wynika wiec, ze punkt okresSla jedno-
znacznie tylko swoj promien wodzacy, natomiast swojg
amplitude okresla on wieloznacznie. Jezeli bowiem za ampli-
tude jakiego$ punktu mozemy uwaza¢ ©i, to réwniez za
amplitude tego punktu mozemy uwazaé¢ Si~\~2knl gdzie k
oznacza jakakolwiek liczbe rzeczywistg catkowita, dodatnig
lub ujemna. Odwrotnie jednak, spétrzedne biegunowe punktu
okres$laja ten punkt jednoznacznie, t. zn. do danego promie-
nia wodzacego i danej amplitudy nalezy tylko jeden punkt.

Zamiast moéwi¢ ,punkt o spétrzednych biegunowych r, 0“,
mozna powiedzie¢ wprost ,punkt (r,o)".

Ustalmy teraz nastepujacy ukiad prostokatny spétrzed-
nych Descartes’a; za poczatek tego ukitadu przyjmijmy bie-
gun O rozpatrywanego ukladu biegunowego; za 0§ *-6w
przyjmijmy prostg, zawierajagca 0$ biegunowag; za zwrot do-
datni 0Si arow przyjmijmy zwrot osi biegunowej; zwrot do-
datni osi y-6w obierzmy w ten spos6b, aby zwrot dodatni
peku promieni o wierzchotku O w przyjetym uktadzie Descar-
tes’'a byt jednakowy ze zwrotem dodatnim tego peku w roz-
patrywanym uktadzie biegunowym; za jednostke diugosci
w ukladzie Descartes’a przyjmijmy ten odcinek ol ktéry jest
jednostka dtugosci w uktadzie biegunowym.

Jezeli teraz spéirzedne jakiegos punktu wiasciwego P
w przyjetym ukladzie Descartes'a oznaczymy przez X, VY,
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spbétrzedne za$ tego punktu w rozpatrywanym ukladzie bie-
gunowym oznaczymy przez r, 0, to bedziemy mieli zaleznoSci
nastepujace :

Wyszedtszy z tych zaleznosci, mogliby$my, stosujac wzory,
podane w 8§ poprzednich, znales¢ zalezno$ci, zachodzgce
pomiedzy spoétrzednemi jakiego$ punktu wiasciwego w roz-
patrywanym uktadzie biegunowym oraz spétrzednemi tego
punktu w jakimkolwiek uktadzie Descartes'a.

Rozwigzemy teraz zadanie nastepujace: dane 2 rézne
punkty wiasciwe (rlf 0J oraz (r2 02; napisa¢ réwnanie prostej,
taczacej te punkty.

W ukiadzie prostokatnym spétrzednych Descartes'a, o kté-
rym moéwiliSmy wyzej, spotrzednemi punktéw danych sg
liczby: cos ©i, rxsin0t, oraz r2cos 02 r2sin 02 Prosta,
taczaca te 2 punkty, mozemy wiec w tym uktadzie przed-
stawi¢ przez réwnanie (§ 22, str. 98):

Za réwnanie wiec tej prostej w rozpatrywanym uktadzie
biegunowym mozemy uwaza¢ réwnanie:

czyli (po rozwinieciu)

Uwaga. Chociaz zasadzie promienn wodzacy punktu
nalezy uwaza¢ za liczbe nieujemna, to jednak zdarzajg sie
przypadki, w ktérych okazuje sie korzystnem odstepstwo od
tej zasady. W tych przypadkach przez punkt o spo6trzed-
nych biegunowych r, 0, gdzie r jest liczba ujemna, rozumiemy
punkt o spotrzednych biegunowych —r, 0 + n



Rozdziat VII.

§ 64. Modyfikacja definicji
Punkty i proste urojone. — Jezeli w Geometrji

Hesse’'go.

spétrzednych jednorodnych

analitycznej postugujemy sie ukladem spé6trzednych

Descartes'a, wzglednie
Hesse'go, to rozwigzanie za-
gadnienia geometrycznego, w
ktéorem chodzi o znalezienie
jakiego$ punktu, polega na wy-
znaczeniu spétrzednych tego

Pliickera, wzglednie Hesse'go,

to rozwigzanie zagadnienia
geometrycznego, w Kktérem
chodzi o znalezienie jakiejs

prostej, polega na wyznacze-
niu spétrzednych tej prostej,

punktu,

t. zn. na wyznaczeniu pary, wzglednie trojki, liczb rzeczy-
wistych (przyczem w razie ukiadu spotrzednych Hesse'go,
trojki liczb rzeczywistych, réznej od tréjki 0, 0, 0). Te pare,
wzglednie trojke, liczb rzeczywistych otrzymujemy z rachunku.
Otéz moze sie zdarzy¢, ze rachunek, stosowany przy roz-
wigzywaniu takiego zagadnienia, nie moze nas doprowadzié
do pary, wzglednie trojki, liczb rzeczywistych, ze moze on
nas natomiast doprowadzi¢ do pary, wzglednie trojki liczb,
z ktorych przynajmniej jedna liczba rzeczywistg nie jest.
Bedzie to wtedy dla nas dowodem, Zze rozpatrywane zagad-
nienie geometryczne rozwigzania nie posiada.

Gdybysmy jednak na stwierdzeniu nierozwigzalnosci tego
rodzaju zagadnien geometrycznych poprzestali, to w takim
razie zatrzymalibySmy sie w potowie drogi. Gtéwnym bowiem
celem zastosowania rachunku algebraicznego do Geometrji
jest osiggniecie w Geometrji tej doskonatosci, do jakiej doszta
Algebra. Algebra zas sw6j wysoki stopienn doskonatosci za-
wdziecza miedzy innemi liczbom urojonym: gdyby$my miano-
wicie liczb urojonych do Algebry nie wprowadzili, to zamiast
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pewnych zupeinie ogélnych i w zasadzie prostych twierdzen,
mielibySmy caty szereg twierdzen drobnych i skomplikowanych,
ktére czynityby Algebre nauka bardzo nieprzejrzysta i ktére
znacznie utrudniatyby rachunek algebraiczny. Dobro wiec
Geometrji analitycznej, jako nauki matematycznej, wymaga,
abysmy odpowiednios¢, zachodzaca pomiedzy utworami geo-
metrycznymi i utworami algebraicznymi, zachowali réwniez
w tych przypadkach, gdy ta odpowiednios$¢, skutkiem wy-
stgpienia w wymienionych utworach algebraicznych liczb
urojonych, na mocy definicji dotychczasowych znika. Ten
cel mozemy osiggna¢ przez wprowadzenie do Geometrji
analitycznej nowych punktéw i prostych, ktére nazywamy
punktami i prostemi wurojonymi. Punkty i proste,
rozpatrywane przez nas dotychczas, w odréznieniu od punk-
tow i prostych urojonych, bedziemy nazywali punktami
i prostemi rzeczywistymi.

Zanim podamy definicje punktéw, wzglednie prostych
urojonych, zmodyfikujemy najpierw definicje spdtrzednych
jednorodnych Hessego punktéw i prostych rzeczywistych.

W definicjach spétrzednych jednorodnych Hesse'go
punktéw i prostych rzeczywistych opu$¢émy mianowicie za-
strzezenie, ze te spoOirzedne sg liczbami rzeczywistemi.
T. zn. (8 9) przez spoétrzedne jednorodne Hesse'go punktu
wiasciwego (rzeczywistego), ktérego spoétrzednemi Descartes'a
sg liczby x iy, bedziemy rozumieli jakiekolwiek (niekoniecz-
nie rzeczywiste) 3 liczby skonczone X, Y,Z, z ktdérych liczba
Z jest rozna od 0O i ktdére spetniajg warunek
@ Xx\y\z=x\y \ij,
oraz przez spétrzedne jednorodne Hesse'go punktu niewlasci-
wego (rzeczywistego), nalezgcego do prostej whasciwej (rze-
czywistej) AXx By-j—€ =0, bedziemy rozumieli jakiekolwiek
(niekoniecznie rzeczywiste) 3 liczby skonczone X, Y, Z,
z ktorych liczba Z jest rowna 0, lecz przynajmniej jedna
z liczb x i Y jest rézna od O, i ktére spetniajg warunek

(2) X.:y:z=b:.:—a:o.

| tak samo (8 12) przez spétrzedne jednorodne Hesse go
prostej (rzeczywistej) AX-\-B Y -f-CZ = 0 bedziemy rozumieli
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jakiekolwiek (niekoniecznie rzeczywiste) 3 liczby skonczone
UV, W z ktérych przynajmniej jedna liczba jest rézna od 0
i ktére spetniajg warunek

3 u.:v.:w= a:.b:c.

Zatem za spotrzedne jednorodne Hesse'go punktu wiasci-
wego (rzeczywistego) o spétrzednych Descartes’aX,y,Zmozemy
uwaza¢ kazda trojke liczb Ix,ky,If za spdtrzedne jednorodne
Hesse'go punktu niewlasciwego (rzeczywistego) nalezacego
do prostej wiasciwej (rzeczywistej) Ax-\-By-\-C — 0, mozemy
uwazac¢ kazda trojke liczb a B% a A, O, i w koricu, za spo6trzedne
jednorodne Hesse'go prostej (rzeczywistej) AX-j-By~j-CZ =0
mozemy uwaza¢ kazda tréjke liczb hA, aB, aC, gdzie we
wszystkich 3-ech przypadkach a oznacza jakgkolwiek liczbe
skonczona, rozna od o (niekoniecznie rzeczywistg); przyczem
w kazdym z tych 3-ech przypadkéw poza wymienionemi
trojkami liczb niema innych tréjek liczb, ktére mogityby byc¢
uwazane za spoirzedne jednorodne Hessego rozpatrywanego
punktu wiasciwego, wzglednie rozpatrywanego punktu nie-
wiasciwego, wzglednie rozpatrywanej proste;j.

Kazdy wiec punkt rzeczywisty, jak rowniez kazda prostg
rzeczywistg, mozemy przedstawi¢ zaréwno przez spétrzedne
jednorodne Hesse go, bedace liczbami rzeczywistemi, jak tez
przez spotrzedne jednorodne Hesse go, bedace liczbami uro-
jonemi. Jezeli zatem jaki$ punkt rzeczywisty jest przedsta-
wiony, wzglednie jaka$ prosta rzeczywista jest przedstawiona,
przez spotrzedne jednorodne Hesse go, bedgce liczbami urojo-
nemi, to zawsze istniejg 3 liczby rzeczywiste skonczone,
z ktoérych przynajmniej jedna jest rd6zna od o, do ktérych
wymienione spotrzedne sg proporcjonalne.

W § 9, wzglednie 12, mieliSmy, ze kazde 3 liczby rzeczy-
wiste skonczone, z ktérych przynajmniej jedna liczba jest
r6zna od o, moga by¢ uwazane za sp6trzedne jednorodne
Hesse'go pewnego w zupetnosci okreslonego punktu (rzeczy-
wistego), wzglednie pewnej w zupetnosci okreslonej prostej
(rzeczywistej). Teraz za$ mozemy powiedzie¢, ze kazde
3 liczby skonczone (niekoniecznie rzeczywiste), z ktoérych
przynajmniej jedna liczba jest rézna od o, proporcjo-
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nalne do 3-ech liczb skonczonych rzeczy-
wistych, z ktérych przynajmniej jedna liczba
jest réozna od 0O, moga by¢ uwazane za spdtrzedne jedno-
rodne Hesse'go pewnego w zupetnosci okreslonego punktu
rzeczywistego, wzglednie pewnej w zupetnosci okreslonej
prostej rzeczywistej (mianowicie punktu, wzglednie prostej,
ktérych spotrzednemi jednorodnemi Hesse'go sa wymienione
liczby rzeczywiste).

A wiec 3 liczby skonczone zespolone ax-f-/ad -(-/bd
c\~T1lci 0 oznacza | — 1), z ktérych przynajmniej jedna jest
rozna od 0, moga by¢ uwazane za spdtrzedne jednorodne
Hesse go punktu rzeczywistego, wzglednie prostej rzeczywistej,
wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg 3 liczby skonhczone rzeczy-
wiste p,q,r, z ktérych przynajmniej jedna jest rézna od O,
spetniajgce warunek:

Jezeli za$ takie liczby p, g, r istnieja, to istnieje rownicéz
liczba m-f- / n, spetniajgca warunki:

czyli
Z rownosci (5 wynika:

Mozemy wiec powiedzie¢, ze warunkiem koniecznym na
to, aby liczby ai-(-/ad bx-j-/bZ ¢, ic2 mogty by¢ uwazane
za spo6trzedne jednorodne Hesse'go punktu rzeczywistego,
wzglednie prostej rzeczywistej, jest spelnienie roéwnosci
a, bt''cl= a2’ b2\c2 Latwo jednak mozemy sie przekona¢, ze
wymieniony warunek konieczny jest réwniez warunkiem
dostatecznym. Jezeli bowiem réwnosci ax\b{\cx= a2\b2\c2
sg spetnione, to réwniez sg spetnione réwnosci [a-j-/ad *
| i\ b2 *(ckj+ = *b{ \cl= a2*b2*c2 a poniewaz nie jest
mozliwem, aby zaréwno kazda z liczb aubu cu jak tez
kazda z liczb a2 bd c2 byta réwna 0 (albowiem wtedy kazda
z liczb al-f-/a2 b{-f-ibd c{-(-/c2 tez bytaby réwna 0, co
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przeczytoby zatozeniu), przeto istniejg w tym przypadku 3liczby
skonhczone rzeczywiste, z ktérych przynajmniej jedna liczba
jest rézna od o i ktore sg proporcjonalne do liczb al+ ia2
bl+ ib2 ¢l1+ ic2 to za$ dowodzi, ze liczby al+ ia2 bl+ ib2
cl+1ic2 moga by¢ uwazane za spétrzedne jednorodne Hesse'go
punktu rzeczywistego, wzglednie prostej rzeczywistej.
OtrzymalisSmy wiec, ze warunkiem koniecznym
i dostatecznym na to, aby 3liczby skonhAczone
al+ ia2 bl+ ib2 cl +ic2 z ktéorych przynajmniej
jedna jest r6zna od o, mogty by¢ uwazane za
sp6trzedne jednorodne Hess'ego punktu rze-
czywistego, wzglednie prostej rzeczywistej,
jest spetnienie ré6wnos$ci al:bl:cl= a2:b2:c2; przy-
czem jezeli liczby moga
byé uwazane za spotrzedne jednorodne Hes-
se'go punktu rzeczywistego, wzglednie prostej
rzeczywistej, to za spo6itrzedne jednorodne
Hessego tego punktu, wzglednie tej prostej,
moze by¢ uwazana réwniez kazda 1z troéjek
liczb alblcl i a2b2c2 rézna od trojki o, o, o.
Jezeli tréjka liczb X, Y, Z, wzglednie U, V, W, nie bedaca
trojka liczb rzeczywistych, jest trdjkg spotrzednych jedno-
rodnych Hesse'go punktu rzeczywistego, wzglednie prostej
rzeczywistej, to w takim razie istnieja 3 liczby skoriczone
rzeczywiste X\ YNZ\ wzglednie U\ VWAWA z ktérych przynaj-
mniej jedna liczba jest rézna od 0 i do ktérych liczby X Y, Z,
wzglednie U, V, W, sa proporcjonalne, ktére zatem moga by¢
uwazane za spoOirzedne jednorodne Hesse'go tego samego
punktu, wzglednie tej samej prostej. Zatem punkt (X, Y1Z),
wzglednie prostg [U, V, W), mozemy przedstawi¢ (8§ 15)
przez réwnanie X' U-f-YtV-j-Z'W= 0, wzglednie przez
rownanie U*XA- VY WZ = o. Lecz kazda trojka liczb
U V, W, spetniajgca réwnanie X' U -j- Y¥V-f-Z' W= 0,
spetnia takze rownanie XU~\-YV-{-ZW = 0, i odwrotnie,
wzglednie kazda trojka liczb X, Y, Z, spetniajaca réwnanie
UIX-f-WY-f- W1Z = 0, spetnia takze rownanie U X -f- VY-f-
\-WZ = 0, i odwrotnie, a zatem za réwnanie punktu (X, Y, Z)
mozemy uwaza¢ réwnanie X U-f- YV-A-Z W—o, wzglednie
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za réwnanie prostej [U, V, W mozemy uwaza¢ réwnanie
UX+ Vy+ WZ= 0. Jak wiec widzimy, to, co powiedzie-
liSmy w § 15, stosuje sie réwniez wtedy, gdy punkt rzeczy-
wisty, wzglednie prostg rzeczywistg, przedstawiamy przez
spbtrzedne jednorodne Hesse'go, nie bedace liczbami rze-
czywistemi.

Jezeli jest dany wuktad ptaski spétrze-
dnych jednorodnych Hesse'go, to trzy liczby
skonczone X, VY,Z wzglednieU VW z kto-
rych przynajmniej jedna jest rézna od o,
nie bedace proporcjonalnemi do trzech
liczb skonczonych rzeczywistych, z Kkto-
rych przynajmniej jedna jest rézna od O,
nazywamy spoOtrzednemi jednorodnemi Hes-
se’'go pewnego w zupetnosci okreslonego
punktu urojonego, wzglednie pewnej w zu-
petnosci okresSlonej prostej urojonej, lezag-
cych w tej ptaszczyznie wtasciwej, do
jakiej dany uktad spotrzednych jednorod-
nych Hessego sie odnosi- Przyczem punkty
urojone (XLYLZY i [X2y2Z2, wzglednie proste
urojone [UIVLWYD i (U2V2WD, uwazamy za nakry-
wajgce sie wtedy itylko wtedy, gdy sa spet-
nione rownos$ci X1 yl zZ1= X2: Y2:Z2 wzglednie
rownosci

Teraz wiec juz kazde 3 liczby skonczone, z ktérych
przynajmniej jedna jest rézna od o, mozemy uwaza¢ za
spotrzedne jednorodne Hesse'go pewnego w zupetnosci okreslo-
nego punktu, wzglednie pewnej w zupetnosci okreslonej prostej.

Punkt X Y,Z) uwa- Prostag (U, VW) uwa-
zamy za nalezgcy do zamy za przechodzaca
prostej urojonej (UV,W), przez punkt urojony
jezeli jest speitniony (Z,vy,Z), jezeli jest spet-
warunek UXtVY+WZ=0. niony warunek

Réwnanie zatem

w  ktérem Réwnanie zatem XU+
U,V,W sg spotrzednemi jakiej§ Y V+ ZW= 0, w ktorem
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prostej urojonej, wielkosci zas
X,Y,Z sa zmiennemi, przed-
stawia ogo6t punktéw, nale-
zacych do prostej urojonej
(U, V,W). To réwnanie na-
zywamy réwnaniem prostej
urojonej (U, V, W).

X,Y,Z sa spotrzednemi ja-
kiego$ punktu urojonego, wiel-
kosci zas U, V,W sa zmien-
nemi, przedstawia ogd6t pro-
stych, przechodzacych przez
punkt urojony (X, Y,Z). To

rébwnanie nazywamy réwna-

niem punktu urojonego (X,Y,Z).

Wezmy teraz pod uwage

jakakolwiekprostarzeczywistg
(U, V, W). Przypus¢my, ze ta
prosta rzeczywista przechodzi
przez jaki$ punkt urojony
X,Y,Z). Mamy wtedy réw-
nos$¢ (patrz wyzej, str. prawa)
XIU +yll/+ Z°M/=0, t zn.
spotrzedne X\ Y\NZ1 wymie-
nionego punktu urojonego
czynig réownaniu UX-\-VY-\
-\-WZ~ o prostej rzeczywistej
(U, V, W) zado$¢. Odwrotnie,
jezeli  spétrzedne  jakiegos
punktu urojonego (A“,y“,Z")
czynig roéwnaniu prostej rze-
czywistej (U, V, W) zados¢,
t zn. jezeli UX"“ -f ¥ y* +
LWZ*"“= 0, to wtedy (patrz
wyzej, strona prawa) prosta
rzeczywista (U, V, W) prze-
chodzi przez punkt urojony
(X“, y*“, Z*“). Otrzymalismy
wiec, ze spoéirzedne kazdego
punktu urojonego, nalezacego
do prostej rzeczywistej
(L, V, W, czynig réwnaniu
UX+Vy+WZ = 0 tej pro-
stej zados¢, i odwrotnie, jezeli

jakikolwiek punkt rzeczywisty
(X,y,Z). Przypus¢my, ze ten
punkt nalezy do jakiejs pro-
stej urojonej (i/',P*,WI')- Mamy
wtedy réwnos¢ (patrz wyzej,
strona lewa) E£/'X-f-V'Y-r
-(- WiZ —o, t zn. spotrzedne
U\ W\ M' wymienionej prostej
urojonej czynig réwnaniu
XU-\-YVA-ZW=Q punktu
rzeczywistego (X,y,Z) zados¢.
Odwrotnie, jezeli spétrzedne
jakiej$ prostej urojonej
(E/*, P*, tk*) czynig réwnaniu
punktu rzeczywistego (XtY,Z)

zados¢, t. zn. jezeli AU"-j-
{-Py“~Z U"= o, to wtedy
(patrz wyzej, strona lewa)
punkt rzeczywisty (A,Y, Z)
nalezy do prostej urojonej
(E/*, P*, tP¥)- Otrzymalismy
wiec, ze spoOtrzedne kazdej
prostej urojonej, przecho-
dzacej przez punkt rzeczy-

wisty (X, Y,Z), czynig row-
naniu X¢/+ yV+ ZIP=0
tego punktu zadosé, i od-
wrotnie, jezeli  spotrzedne
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spotrzedne jakiego$ punktu jakiej$ prostej urojonej czynig
urojonego czynig wymienio- wymienionemu réwnaniu
nemu réwnaniu zados$¢, to ten  zado$¢, to ta prosta urojona

punkt urojony nalezy do pro- przechodzi pr punkt rze-
stej rzeczywistej (¢7, V, W). isty {( ,yﬁ] ownanie
Rownanie UX+ Vy+WZ=0 %U\'l\"‘i/\f'\' = U przed-
przedstawia wiec ogdt punk- stawia wiec o0g6t prostych
tow (rzeczywistych i urojo- (rzeczywistych i urojonych),
nych), nalezacych do prostej przechodzgcych ez punkt
rzeczywistej (¢/, V, W). rzeczywisty (X, y,ij.
Mozemy wiec powiedzie¢ ogdlnie, ze jezeli w réwnaniu

wielkosci X, y, Z uwazamy za spo6trzedne jednorodne
Hesse'go punktu (rzeczywistego lub urojonego) oraz wielkoSci
17V, W za spoétrzedne jednorodne Hessego prostej (rzeczy-
wistej lub urojonej), to wtedy w razie, gdy w réwnaniu (7)
wielkosci U, V, W sg statemi, wielkoSci za$ X1y, Z zmiennemi,
to réwnanie przedstawia ogo6t punktéw prostej (17, V, W), na-
tomiast w razie, gdy w wymienionem réwnaniu wielkosci
X y,Z sa statemi, wielkosci zas U, V, W sg zmiennemi, wy-
mienione réwnanie przedstawia og6t prostych, przechodzacych
przez punkt (X,y,Z). | dla tej to przyczyny rdwnanie (7)
nazywamy roéwnaniem prostej, wzglednie punktu, w postaci
dwoistej w sp6trzednych jednorodnych Hesse'go (poréwn. § 15).

W réwnaniu prostej, wzglednie punktu, zamiast oznaczaé
spotczynniki literami 17, V, W, wzglednie X, y, Z, czesto ozna-
czamy je (tak, jak to czyniliSmy w przypadku prostych i punk-
téw rzeczywistych) literami A, B, C, t zn. réwnanie prostej
piszemy w ten sposob: AX-\~By~\-CZ —0, réwnanie za$
punktu w ten sposéb: AU-\-BV-\-CW= 0.

Jezeli proste (UuWu Jezeli punkty (X,, yuz,)
i (¢, V2W2 sg rézne, to i (X2 y2Z2 sg rozne, to
posiadajg jeden i tylko istniejewtedy jednaitytko

jeden punkt wspélny (albo- jedna prosta, zawierajgca
wiem zawsze istnieje jeden obydwa wymienione punkty
i tylko jeden punkt, ktérego (albowiem zawsze istnieje jed-
spotrzedne spetniaja jedno- na i tylko jedna prosta, ktorej
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cze$nie 2 rdéwnania UlX+  spétrzedne spetniajg jedno-
czeSnie 2 rownania X1U+
. jezeli,
oczywiscie, nie jest spetniony jezeli, oczy-
warunek wiscie, nie jest spetniony wa-
runek

Punkt urojony (X,y,Z) nalezy do prostej niewtasciwej
wtedy i tylko wtedy, gdy jego trzecia spétrzedna Z jest
réowna 0 (albowiem wtedy i tylko wtedy jego spoétrzedne
spetniajg rownanie Z = 0 prostej niewlasciwej). A poniewaz
prostg niewtasciwg uwazamy za zbiér wszystkich punktow
niewtasciwych, przeto punkt urojony, ktérego trzecia
spb6itrzedna Z jest réwna 0 nazywamy punktem
urojonym niewtasciwym (albo nieskoniczenie
dalekim), punkt zas$ urojony, ktérego trzecia
spétrzedna Z jest r6zna od 0, nazywamy punk-
tem urojonym wtasciwym.

Kazda prosta urojona (U V,W) posiada jeden i tylko
jeden punkt niewtasciwy, mianowicie punkt (V,— U, 0), ktéry
moze byé punktem rzeczywistym lub urojonym.

Dwie proste, posiadajace punkt niewtas-
ciwy wspolny, nazywamy rdéwnolegtemi.

Spbétrzednemi Descartes'a punktu urojo-

nego wtasciwego X Y, 2 nazywamy liczby
X Y

Analogicznie, spotrzednemi

Pliickera pgrostej urojonej {U V W, nie prze-

chodzacej przez poczagtek uktadu spotrzed-

nych (t zn. prostej urojonej, ktdrej trzecia sp6trzedna W

jest rézna od 0), nazywamy liczby u= ,, i i= -

Teraz wiec juz kazde 2 liczhy skonczone (niekoniecznie
rzeczywiste) mozemy uwaza¢ za spotrzedne Descartesa
pewnego w zupetnosci okreslonego punktu, wzglednie za spot-
rzedne Pliicker'a pewnej w zupetnosci okreslonej prostej.
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Z rozwazan powyzszych tatwo mozemy wywnioskowa¢, ze
ogot

punktéw wilasciwych kazdej
prostej wiasciwej mozemy
przedstawi¢ przez rownanie

prostych, przechodzacych
przez punkt, rézny od po-
czatku uktfadu spétrzednych,

AxX~\-By-\~C—Q0, z wyjatkiem prostej, taczacej

ten punkt z poczatkiem ukiadu

spétrzednych, mozemy przed-

stawi¢ przez réwnanie Au-\-

Bv-f-C= 0,

w ktérem przynajmniej jeden ze spoiczynnikow A i B jest
rézny od 0 Odwrotnie, réwnanie

w ktorem przynajmniej jeden ze spétczynnikoéw A i B jest rozny
od 0, przedstawia ogot

punktéow wiasciwych pewnej prostych, przechodzgcych

w zupetnosci okreslonej pro- przez pewien punkt, rézny od

stej wihasciwej. poczatku uktadu spétrzednych,
z wyjatkiem prostej, taczacej
ten punkt z poczatkiem uktadu
spotrzednych.

Tak samo z tatwoscia mozemy sie przekonaé, ze jezeli
w réwnaniu

) ux-j-vy-f-1= 0

wielkoSci Ui v sg statemi, przyczem przynajmniej jedna z nich
jest rézna od 0, wielkosci za$§ X iy sa zmiennemi, to wtedy
to réwnanie przedstawia ogdét punktéow wiasciwych prostej
(u, V), natomiast jezeli w wymienionem réwnaniu wielkosci
X iy sg stalemi, przyczem przynajmniej jedna z nich jest
rozna od O, wielkoSci za$ u i y sag zmiennemi, to wymienione
rownanie przedstawia og6t prostych, przechodzacych przez
punkt (*,y), z wyjatkiem prostej, taczacej ten punkt z po™
czatkiem uktadu spétrzednych. Dlatego tez réwnanie (8) nazy-
wamy réwnaniem prostej, wzglednie punktu, w postaci dwo-
istej w spoétrzednych niejednorodnych (poréwnaj § 19).
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Jak wiec widzimy, wprowadzenie do Geometrji anali-
tycznej punktéw i prostych urojonych nie powoduje zmian
zasadniczych twierdzen podstawowych, podanych w Roz-

dziale 1. Tak samo z tatwoscia mozemy spostrzec, ze jezeli
teraz, t. zn. po wprowadzeniu do Geometrji analitycznej
punktédw i prostych urojonych, w Rozdziale Il opuscimy

wszedzie przymiotnik ,rzeczywisty" to ten Rozdziat w catosci

pozostanie w mocy.

Niechaj
dana prosta rzeczywista [U, V,
W). Te prosta mozemy przed-
stawié¢ przez réwnanie

(9a) UX+Vy+Wz=0.

Przynajmniej jedna z liczb
U, V, Wjest r6zna od 0. Przy-
pus¢émy np., ze liczba W jest
rézna od 0. Wstawmy w row-
nanie (9 a) zamiast X i Y
jakies 2 liczby skonczone
X%i y\ z ktérych kazda jest
rézna od 0 i ktorych sto-
sunek X! y* nie jest liczbg
rzeczywista, i znajdzmy liczbe
Z‘, ktéra wtedy réwnaniu (9a)
bedzie czynita zados¢ (liczba
Z 'bedzie skonczona, poniewaz
W* 0). Punkt X\ y\ Z') bedzie
punktem urojonym, nalezacym
do prostej (U,V,IP). Wstawmy
teraz w réwnanie (9a) zamiast

X i y jakie$ inne 2 liczhy
skonczone Z" i Y\ z Kkto6-
rych kazda jest rézna od

0, ktorych stosunek X" !Yil
nie jest liczbg rzeczywistg
i ktére nie spetniajg warunku
X“ly*= X1Y, i znajdzmy

bedzie

dany punktrzeczywisty [X y,Z).
Ten punkt mozemy przedsta-
wi¢ przez réwnanie

(9b) Xu+yv+ZW=0.

Przynajmniej jedna z liczb
X,¥,Z jestrézna od 0. Przy-
pusémy np., ze liczba Z jest
rézna od 0. Wstawmy w row-
nanie (9 b) zamiast U i V
jakies 2 liczby skoniczone
Uli W z ktérych kazda jest
rozna od O i ktérych sto-
sunek 1/'!'Vi nie jest liczbg
rzeczywistg, i znajdzmy liczbe
WA ktéra wtedy réwnaniu (9b)
bedzie czynita zados¢ (liczba
W bedzie skonhczona, ponie-
waz Z=k 0). Prosta (t/‘,1/',IP")
bedzie prostg urojona, prze-
chodzacg przez punkt {X,Y,Z).
Wstawmy teraz w réwnanie
(9 b) zamiast U i V jakie$
inne 2 liczby skonczone 1/
i PY, z ktorych kazda jest
rézna od 0, ktorych sto-
sunek 11/* nie jest liczbg
rzeczywistg i ktére nie spet-
niajg warunku Vu\v‘= V P,
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liczbe zZ*, ktora wtedy row-
naniu (9a) bedzie czynita za-
dos¢. Punkt (X'\ Y\ Z*“)bedzie
punktem urojonym, réznym
od punktu [X\Y,Z" i nale-
zacym do prostej [U,V,W). 11 d.

i znajdzmy liczbe W\ ktér
wtedy roéwnaniu (9b) bedzi
czynita zados¢. Prosta ((/“, V
IP“) bedzie prosta urojon;
roznag od prostej (UNWVAW
i przechodzacg przez punt
X V¥,z). 1td

Mozemy wiec powiedzie¢, ze:

Kazda prosta rze-
czywista oprécz punk-
tow rzeczywistych za-
wiera nieskohczenie
wiele punktéw urojo-
nych.

rrzez Kazdy punkt
rzeczywisty oprécz
prostych rzeczywistych
przechodzi nieskonh-
czenie wiele prostych
urojonych.

Niechaj teraz bedzie

dana jakakolwiek prosta uro-
jona d. Spotrzedne tej prostej

jony P.

dany jakikolwiek punkt uro-
Spotrzedne  tego
punktu

oznaczmy przez ax-f-iad bx-f-ibd cx-]-/c2 Poniewaz zato-
zylismy, ze

prosta d jest urojona,

punkt P jest urojony,

przeto warunek

(10)

ax\bx\ci =

azlb2!c2

nie jest spetniony (a zatem nie jest np. mozliwe, aby kazda
z liczb aubucu lub tez kazda z liczb ato.bo.Co. byta réwna 0).

Prosta d mozemy przedstawic
przez réwnanie

czyli przez réwnanie

Punkt P mozemy przedstawié
przez rownanie

czyli przez réwnanie

Wezmy teraz pod uwage 2 réwnania:
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Te réwnania przedstawiajg 2 rézne

proste rzeczywiste dxi d2 Pro-
ste rzeczywiste dx i d2 posia-
dajg jeden punkt rzeczywisty
P wspolny. Lecz spotrzedne
punktu rzeczywistego P, czy-
nigc zado$¢ kazdemu z row-
nan (13a), muszag czyni¢ za-
dos¢ takze réwnaniu (12 a),
czyli (lla), t zn. punkt rze-
czywisty P nalezy do prostej
urojonej d. | przytem punkt
rzeczywisty P jest jedynym
punktem rzeczywistym, nale-
zacym do prostej urojonej d
(albowiem przez 2 punkty
rozne prosta jest okreslona
jednoznacznie, 2 za$ rdzne
punkty rzeczywiste okreslajg
prostg rzeczywista).

punkty rzeczywiste P{ i P2
Punkty rzeczywiste Pi i P2
leza na jednej prostej rzeczy-
wistej d. Lecz sp6trzedne pro-
stej rzeczywistej dl czyniac
zados¢ kazdemu z rownan
(13b), muszg czyni¢ zados¢
takze rdéwnaniu (12 b), czyli
(1 Ib), t. zn. prosta rzeczywi-
sta d przechodzi przez punkt
urojony P. | przytem prosta
rzeczywista d jest jedyna pro-
sta rzeczywistg, przechodzgca
przez punkt urojony P (albo-
wiem 2 proste rdzne posia-
daja jeden i tylko jeden punkt
wspolny, 2 za$ rozne proste
rzeczywiste posiadajag punkt
rzeczywisty wspdlny).

OtrzymaliSmy wiec, ze:

Kazda prosta uro-
jona oprocz punktéw
urojonych zawiera je-
den i tylko jeden punkt
rzeczywisty.

§ 65. Uzupetnienie definicji

Przez kazdy punkt
urojony oprécz pro-
stych urojonych prze-
chodzi jedna i tylko
jedna prosta rzeczy-
wista.

punktéw i prostych urojo-
szczegolnych punktéw i pro-

nych. Niezaleznos¢ wiasnosci
stych urojonych, zdefinjowanych w § poprzednim, od ukiadu
sp6trzednych. Warunki rownolegtosci i prostopaditosci dwu
prostych. Odlegtos¢ wzajemna dwu punktéw. Kat dwu pro-
stych, Odlegto$é punktu od prostej. Srodek odcinka. Dwu-
sieczne katéw, utworzonych przez 2 proste. Dwustosunek.
— Podana przez nas w § poprzednim definicja punktéw, wzgle-
dnie prostych, urojonych bytaby wystarczajgca tylko wjtym przy-
padku, gdybysmy, rozpatrujac punkty, wzglednie proste, uro-
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jone, zawsze ograniczali sie do jednego tylko ukiladu spoét-
rzednych, t. zn. gdybysmy w trakcie samego rozumowania,
w ktérem wystepuja punkty, wzglednie proste, urojone, nigdy
nie zmieniali uktadu spétrzednych. Chcac tego ograniczenia
unikngé, uzupetnimy wymieniong definicje punktéw, wzglednie
prostych urojonych, dodajac do niej, co nastepuje:

W razie przejscia w jakiej$ ptaszczyznie
wtasciwej od jednego uktadu spoétrzednych do
innego uktadu spoétrzednych, punkty, wzglednie
proste, urojone, lezagce w tej ptaszczyZznie, nie
zmieniajg sie, mogag zmieni¢ sie tylko ich spdt-
rzedne. Przyczem pomiedzy dawnemi i nowemi
sp6trzednemi wymienionych punktéow, wzgled-
nie prostych, urojonych, zachodzg takie same
zaleznosSci, jakie zachodzg pomiedzy dawnemi
i nowemi spoOtrzednemi punktéw, wzglednie
prostych, rzeczywistych, lezgcych w rozpatry-
wanej ptaszczyznie witasciwej (t zn. zaleznosci, po-
dane w 8§ 58, 59, 60, 61, 62).

Samo przez sie nasuwa sie tu pytanie, czy to, co chcemy
teraz dotgczy¢ do podanej w § poprzednim definicji punktéow
i prostych urojonych, nie jest z tg definicjg w sprzecznosci.
Przypusémy bowiem, ze spotrzednemi jednorodnemi Hesse'go
punktu urojonego P w pewnym ukiadzie spétrzednych sg
liczby X,y,Z. Liczby X,y,Z, jako spotrzedne punktu uro-
jonego, speiniajg warunki nastepujgce: sg liczbami skorczo-
nemi; przynajmniej jedna z nich jest rézna od 0; nie sg pro-
porcjonalnemi do trzech liczb skonhczonych rzeczywistych,
z ktorych przynajmniej jedna jest rézna od 0. Zmienmy
teraz ukiad spotrzednych. Wedtug tego, co chcemy dotgczyé
do definicji punktéw i prostych urojonych, podanej w § po-
przednim, spétrzednemi punktu urojonego P w nowym ukta-
dzie spo6trzednych beda liczby (str. 287):
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gdzie g oznacza jakakolwiek liczbe skonczong, rézng od o.
Otéz chodzi o to, czy liczby X\ Y\NZ*, okreslone wzorami (1),
zawsze mogg by¢ uwazane za spoéirzedne punktu urojonego.
Gdyby sie okazato, iz moze sie zdarzyé, ze liczby X1 Y\Z\
okreslone wzorami (:), nie spelniajg tych warunkow, jakie
musza spetnia¢ spoétrzedne kazdego punktu urojonego, to
bytoby to dowodem, ze projektowane przez nas uzupeinienie
definicji punktéw urojonych, podanej w § poprzednim, nie
jest dopuszczalne. Sprawdzmy zatem, czy liczby X\ \Z°,
okreslone wzorami (1), zawsze spetniajg warunki, jakie musza
spetnia¢ spoétrzedne punktu urojonego, t. zn. czy zawsze sg
liczbami skoriczonemi, czy zawsze przynajmniej"jedna z nich
jest rozna od o, iw Kkoricu, czy nigdy nie sg proporcjonal-
nemi do trzech liczb skonczonych rzeczywistych, z ktoérych
przynajmniej jedna jest rézna od o.

Ze liczby X\ Y\Z', okre$lone wzorami (1), zawsze sg
liczbami skonczonemi, wida¢ wprost z wzoréw (1). Aby
zbada¢, czy te liczby czynig réwniez zado$¢ pozostatym
2 warunkom, wezmy pod uwage wzory, wyrazajace dawne
spotrzedne przez nowe, t. zn. wzory (str. 287):

gdzie Poniewaz p' jest liczba skonczong

i r6zng od 0, sin wi sin (83— U tez sag liczbami skonczonemi
i roznemi od o (albowiem o$ odcietych i 0§ rzednych nigdy
nie moga by¢ wzajemnie réwnolegtemi), przeto Q jest liczbg
skonczong i rézng od o. Gdyby wiec wszystkie 3 liczby
X\WZ' byly réwne O, to w takim razie (wobec tego, ze

jest liczbg skonczong) réwniez wszystkie 3 liczby X,y, Z by-
tyby réwne 0, co przeczytoby zatozeniu. Zatem przynajmniej
jedna z liczb X\ Z* jest r6zna od 0. Gdyby liczby X\ Z*
byty proporcjonalne do 3-ech liczb skonczonych rzeczywistych
p,%r, z ktérych przynajmniej jedna jest rézna od o, to w ta-
kim razie mielibySmy: X1= Qdp, Y= ‘< Z2'— Q'r, gdzie d"
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bytoby liczbg skonczong i rézng od 0; stad zas$ oraz z wzoréw
(2 wynikatoby:

skad znéw otrzymalibysmy

t. zn. liczby X Y,Z bytyby proporcjonalnemi do trzech liczb
skoriczonych rzeczywistych psin (w— «) £<7sin (0— @<{—+rabsinm,
p sin« -]- < sin @-F+y(sinw, rsin & z ktérych przynajmniej jedna
jest rézna od 0O [gdyby bowiem wszystkie 3 wymienione
liczby byty réwne 0, to wtedy, jak to wida¢ z rownosci (3),
bytyby réwne 0 wszystkie 3 liczby X, Y, Z]. A poniewaz
liczby X, Y1Z nie sg proporcjonalnemi do 3-ch liczb skonczo-
nych rzeczywistych, z ktérych przynajmniej jedna jest rdzna
od 0O, przeto rowniez liczby X\ Y\Z‘, nie mogg byé proporcjo-
nalnemi do trzech liczb skohczonych rzeczywistych, z ktérych
przynajmniej jedna jest rézna od O.

Przychodzimy wiec do wniosku, ze liczby X\ Y2\
okreslone wzorami (1), zawsze czynig zado$¢ warunkom,
jakim muszg czyni¢ zado$¢ spoOtrzedne punktu urojonego,
a zatem projektowane przez nas uzupetnienie definicji punktéw
urojonych, podanej w § poprzednim, jest dopuszczalne. Tak
samo moglibysmy sie z tatwoscig przekonaé, ze réwniez do-
puszczalnem jest projektowane przez nas uzupetnienie defi-
nicji prostych urojonych.

Wprowadzmy wiec je.

Dokonane przez nas uzupetnienie definicji punktéw
1 prostych urojonych, podanych w § poprzednim, pociaga za
sobg pytanie, czy wiasnosci szczegbélne punktéw i prostych
urojonych, jakie zdefiniowaliSmy w 8§ poprzednim, a miano-
wicie wilasno$¢ punktu i prostej, iz punkt nalezy do prostej
(prosta przechodzi przez punkt), wiasno$¢ punktu, iz jest on
punktem wiasciwym, wzglednie niewtasciwym, oraz wiasnosc
2 prostych, iz sg one wzajemnie roéwnolegte, sg zalezne od

20-
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uktadu spoétrzednych, czy tez nie sa. Innemi stowy powstaja
pytania nastepujgce:

1) jezeli w jakim$ uktadzie spotrzednych punkt P nalezy
do prostej d (prosta d przechodzi przez punkt P), to czy
w razie zmiany ukladu spoétrzednych punkt P tez bedzie
nalezat do prostej d?

2) jezeli w jakim$ uktadzie spo6trzednych punkt P jest
punktem whasciwym, wzglednie niewtasciwym, to czy w razie
zmiany ukiadu spétrzednych punkt P tez bedzie punktem
wihasciwym, wzglednie niewtasciwym?

3) jezeli w jakim$ ukiadzie spétrzednych proste dt i d>
sg wzajemnie réwnolegte, to czy w razie zmiany uktadu spét-
rzednych proste d\ i d2tez beda wzajemnie réwnolegte ?

Wezmy najpierw pod uwage pytanie pierwsze.

Gbyby punkt i prosta, o ktorych mowa w tem pytaniu,
byly rzeczywiste, to wtedy pytanie to nie miatoby, oczy-
wiscie, racji bytu. Albowiem nie punkt rzeczywisty i prosta
rzeczywistg oraz ich wilasnosci zdefinjowaliSmy za pomoca
uktadu spotrzednych, lecz odwrotnie, opierajac sie na wias-
nosciach punktéw i prostych rzeczywistych, znanych nam
z Geometrji elementarnej, zdefinjowalismy ukiad spétrzednych.
Wobec tego wiasnosé pewnego punktu rzeczywistego oraz
pewnej prostej rzeczywistej, ze punkt nalezy do prostej,
istnieje dla nas niezaleznie od wszelkiego uktadu spét-
rzednych. Z chwila, gdy wprowadzamy uktad spétrzednych,
to mozemy tylko tej wiasnosci, istniejgcej niezaleznie od
uktadu spoétrzednych, podporzadkowac¢ w tym uktadzie pewien
utwor algebraiczny. W razie zmiany ukiadu spoétrzednych
moze zmieni¢ sie tylko utwdr algebraiczny, podporzgdko-
wany wymienionej wiasnosci geometrycznej.

Inaczej rzecz sie przedstawia, gdy albo punkt, o ktérym
mowa w pytaniu pierwszem, jest urojony, albo prosta,
o ktérej mowa w tem pytaniu, jest urojona, albo, w koncu,
zaréwno punkt, jak i prosta, o ktéorych mowa w wymienio-
nem pytaniu, sg urojone.

Wiasnos$¢ punktu i prostej, iz punkt nalezy do prostej
w razie, gdy punkt jest urojony, albo gdy prosta jest
urojona, albo gdy zaréwno punkt, jak i prosta, sa urojone,
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zdefiniowaliSmy w 8 64 za pomocg spoétrzednych punktu
i prostej, ta wilasnos¢ jest wiec dla nas narazie Scisle
z uktadem spotrzednych zwigzana. Pytanie wiec, czy w ra-
zie zmiany uktadu spétrzednych wiasnos¢ punktu i prostej,
iz punkt nalezy do prostej, pozostanie zachowana, jest
w tym przypadku zupelnie na miejscu.

Aby odpowiedzie¢ na nasze pytanie, przyjmijmy, ze
w jakims$ uktadzie spétrzednych jest dany punkt P o spét-
rzednych X, y, Z oraz prosta d o spétrzednych U, P,
Zmienmy teraz uktad spotrzednych. Spoétrzedne punktu P,
wzglednie prostej d, w nowym ukiadzie oznaczmy przez
X, Y\ Z\ wzglednie przez U\ P, IV.

Mozemy wtedy powiedzie¢, ze (str. 287 i 288):

gdzie y' i oznaczajg jakiekolwiek liczby skonczone, rozne
od 0. Stad otrzymujemy, ze:

Z rownosci (7) wynika, ze albo tréjmiany UX+V y.+ WZ
oraz U'XI+ P'y‘-f WE lobydwa jednoczes$nie sg réwne 0, albo
tez zaden z nich nie jest réwny 0, t. zn. (§ 64) albo punkt
P nalezy do prostej d w obydwu rozpatrywanych uktadach
spoétrzednych, albo tez punkt P nie nalezy do prostej d w zad-
nym z rozpatrywanych uktadéow spotrzednych. Wiasnos¢
zatem pewnego punktu i pewnej prostej, ze punkt nalezy
do prostej, nie zalezy od uktadu spétrzednych.
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Przejdzmy teraz do pytania drugiego.

Jezeli spo6lrzednemi punktu P w jakim$ ukladzie spot-
rzednych sa liczby X,Y,Z, to w razie zmiany ukfadu spét-
rzednych nowe spoétrzedne X\ YNZ' punktu P wyrazaja sie
przez dawne jego spotrzedne za pomocg wzoréw (5). Mamy
zatem Z'= QZ sin (B—«), gdzie e* jest liczbg skonczona,
rozng od 0. Stad wiec wynika, ze albo liczby Z i Z ' sg
obiedwie jednoczes$nie rowne o, albo tez zadna z tych liczb
nie jest rowna o, t zn. albo punkt P jest jednoczesnie w oby-
dwu rozpatrywanych uktadach spétrzednych punktem niewtas-
ciwym, albo tez jest on jednocze$nie w obydwu rozpatrywa-
nych uktadach spdtrzednych punktem wihasciwym. Wiasnosé
zatem punktu, ze jest on punktem wiasciwym, wzglednie
niewtasciwym, nie zalezy od ukiadu spotrzednych.

Zwréémy sie, w koricu, do pytania ostatniego.

Przyjmijmy, ze w jakim$ uktadzie spo6irzednych sa dane
2 proste d, i &> wzajemnie rownolegte. Punkt niewlasciwy,
wspolny tym dwu prostym, oznaczmy przez P. Zmienmy
teraz ukiad spétrzednych. Z podanych wyzej rozwazahn wy-
nika, ze w nowym ukiadzie spotrzednych punkt P réwniez
bedzie nalezat do kazdej z prostych d, i d>i réwniez bedzie
punktem niewtasciwym, proste wiec d, i d2 réwniez w nowym
uktadzie bedg posiadaly punkt niewtasciwy wspdélny, t. zn.
bedg prostemi réwnolegtemi. A zatem wiasnos¢ 2 prostych,
iz sg one wzajemnie rdéwnolegte, nie zalezy od ukiadu spot-
rzednych.

Jak wiec widzimy, wszystkie wlasnosci szczegolne punktéw
i prostych, zdefinjowane w § poprzednim, sg od uktadu spét-
rzednych niezalezne.

Wezmy pod uwage jakiekolwiek 2 proste dxi dd przed-
stawione przez rownania

€) AxX-fsiy-fC1Z= o, AX-\-B, Y+C2Z= 0.

Caly Rozdziat Il, jak to zaznaczyliSmy w § poprzednim,
pozostanie w mocy, gdy opuscimy w nim wszedzie przymiotnik
.fzeczywisty® Mozemy zatem powiedzie¢, ze warunkiem
koniecznym i dostatecznym rownolegtosci prostych dx i d2
jest (8 21) spetnienie réwnosci AxB2—4:5,=0.
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Zmienmy teraz ukiad spdtrzednych. Niechaj roéwnania

przedstawiajg proste dl i d2w nowym uktadzie. Warunkiem
koniecznym i dostatecznym réwnolegtosci prostych dxi d2w no-
wym uktadzie jest wtedy spetnienie rdwnosci Ai B2— A2BxX= 0.
Lecz, jak widzieliSmy wyzej, proste dLi d2albo sg réwnolegte
w obydwu uktadach, albo nie sa réwnolegte w zadnym uktadzie.
Stad wiec wynika, ze albo réwnosci AxB2— A2B{= 0
i Al B>1— A* Bi =0 obiedwie jednocze$nie sg spetnione,
albo tez zadna z tych réwnosci nie jest spetniona.

Sprawdzimy teraz to bezposrednio, mianowicie znajdziemy
zalezno$é, zachodzacg pomiedzy wyrazeniami A\ B2— A>B,
oraz ASB: —Ad Bi*

Liczby Au Bu Cu wzglednie A,, B4 C2 mozemy uwazaé
za spobtrzedne prostej dit wzglednie da w pierwszym uktadzie
spotrzednych, liczby zas AX B,', C/, wzglednie A2l B2l C2,
mozemy uwaza¢ za spoétrzedne prostej du wzglednie d2
w drugim ukiladzie spotrzednych, a zatem. [réwn. (6)]:

gdzie Qi y2 sa liczbami skoriczonemi, ré6znemi od 0. Mamy
wiec Ai B-1— 42 Bi =

czyli (po wykonaniu redukciji):

Z réwnosci (11) widac juz bezposrednio, ze albo wielkosci
Ai Bo— A2Bi oraz Ai Bo — A2 Bi obiedwie jednocze$nie sg
rowne 0, albo tez zadna z tych dwu wielkosci nie jest réwna 0.
Jezeli proste dxi daA przedstawione przez réwnania (8),
sa wiasciwe i rzeczywiste, to warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym ich prostopadtosci jest spetnienie réwnosci (str. 151)
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Spetnienie réwnosci (12) bedziemy uwazali za warunek ko-
nieczny i dostateczny prostopadtosci prostych, przedstawionych
przez réwnanie (8), réwniez w tym przypadku, gdy przynaj-
mniej jedna z tych prostych jest niewtasciwa lub urojona.
Innemi stowy wprowadzamy definicje nastepujaca:

Dwie proste dli d2 przedstawione przez
rownania AlX+ BlY+ ClZ= 0 i A2X+ B2 €2Z = 0,
z ktorych przynajmniej jedna jest niewtasciwa
Iub urojona, nazywamy wzajemnie prostopadte-

jest spetniona réwnosé¢ AlA2+ BlB2—

AgBZ'l' AZB]. cosw— 0.

Prosta niewlasciwg uwazamy wiec za prostopadta do
kazdej proste;j.

Sprawdzmy, czy wilasnos¢ 2 prostych, iz sg one wza-
jemnie prostopadte, jest niezalezna od uktadu spétrzednych.
W tym celu winnismy znale$¢ zalezno$¢ pomiedzy wyraze-
niami oraz

maja takie zna-
czenie, jak we wzorach (10), kat zas w jest to Kkat, jaki
tworza z sobg zwroty dodatnie nowych osi spoétrzednych.
Mozemy powiedzie¢, ze cos U= cos (J3—a) [nie moglibysmy
jednak powiedzie¢, ze sina@*= sin (]J3— «); moglibysmy tylko
powiedzieé, ze sin = + sin (83— a)]. Wstawiwszy w wyrazenie
AFA2Z*\-Bj*B2*— (Aj*B2*-\-A2*B j*% cos @@ zamiast ANEAA\A"
strony prawe rownosci (10) oraz zamiast dostawy kata o*do-
stawe kata (@— a, otrzymamy (po wykonaniu redukcji oraz
pewnych tatwych uproszczen):
(13) A* AZ+ Bx*Bol- (Aj1B2+ B”) cos o0 =
= QQsin2[3—4a) .[Aj A + Bj B, — (A] B2A-A2BX cos <.

Z réwnosci (13) mozemy wywnioskowaé, ze wihasnosé
2 prostych, iz sg one wzajemnie prostopadie, jest niezalezna
od uktadu spétrzednych.

Kwadrat odlegtosci b dwu punktow wtasci-
wych (XxyXi (*2y2d. z ktérych przynajmniej jeden
jest punktem urojonym, definjujemy za pomocg
wzoru (8 29)

(14) fi2— (*, — Xof -j- Y\—y22+ 2 (xx— *2 (y, —Yy 2 cos co;



— 313 —

wtasciwe AIX+B1lY+ClZ=0i A X+ =0
z ktérych przynajmniej jedna jest urojona,
definiujemy za pomocag wzoru (830)

styczne katow, jakie tworzg z sobg ’vyv_i*_tgzaste

kwadrat odlegtosci & punktu witasciwego P
0 spOtrzednych Descartesa ™ iyt od prostej
wiaéciweé d, przedstawionej przez réwna-
nie AX-j-DY-j-CZ=0, w razie, gdy punkt P jest
urojony, albo gdy prosta djest urojona, albo,
w koncu, gdy zarowno punkt P jak i prosta
d sg urojone, definjujemy za pomocag wzoru (831)

T. zn. wymienione wielkosci definjujemy za pomocg wzo-
row, Kktore otrzymaliSmy dawniej w przypadku punktéw
i prostych rzeczywistych.

Wstaw i dostaw katow, jakie tworzg z sobg 2 proste
wiasciwe, z ktorych przynajmniej jedna jest urojona, definio-
waé nie potrzebujemy, sg one bowiem przez styczne tych
katéw okreslone.

tatwo moglibySmy sie przekonaé, ze liczba, wyrazajgca
kwadrat odlegtosci dwu punktéw wiasciwych, liczby, wyra-
zajace styczne katoéw, jakie tworza z sobg 2 proste whasciwie,
oraz liczba, wyrazajaca kwadrat odlegtosci punktu witasciwego
od prostej wlasciwej, nie zaleza od uktadu spétrzednych.

Jezeli przynajmniej jeden z 2 punktéw
wtasciwych P\xiry,) i P22,y jest punktem uro-
jonym, to $rodkiem odcinka, ktérego pun-
ktami krancowymi sa punkty Pi i P> nazy-

1 .1
wamy punkt 5 o spotrzednych £(*i4~*2) 1
Za pomocg bardzo prostego rachunku mozna wykazac,
ze jezeli xX iyxX\ wzglednie x2 iy2, oznaczajg sp6trzedne

punktu Pu wzglednie P2 w jakim$ innym ukladzie spotrzed-
nych, to spoétrzedne punktu 5 w tym ukitadzie spétrzednych
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mozna napisaé w postaci: co dowo-

dzi, ze punkt S jest Srodkiem odcinka P1P2réwniez w tym
innym uktadzie spétrzednych. A zatem $rodek odcinka od
uktadu spétrzednych nie zalezy

Jezeli

przynajmniej

jedna z 2ro6znych pro-

stych witasciwych nieréwnolegtych

dwusiecznemi
proste,

kagtow,

gdzie w obydwu mianownikach przez
rozumiemy

stek kwadratowy

jakie tworzg
nazywamy 2 proste

jest prostg urojong, to
z sobg te

pierwia-
ktorykolwiek

pierwiastek kwadratowy z liczby, znajdujgcej

sie pod znakiem
Jezeli,

punkty

sg rézne, przynajmniej

jeden z 4-ech punktow

lezacych na
jednej prostej, jest
punktem wurojonym, to

dwustosunkiem (P,, P>
PH P4 tych czterech
punktow

nazywamy liczbe

w zatozeniu, ze

proste
sg rézne, przynajmniej
jedna z 4-ech prostych

przecho-
dzagcych przez jeden
punkt, jest prostg uro-
jong, to dwustosun-
kiem [du dd d3 df) tych
4-ech prostych
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Stad wynika, ze twierdzenia, dotyczgce wartosci dwu-
stosunku 4-ech punktéw, wzglednie 4-ech prostych, przedsta-
wionych przez réwnania, lub spoétrzedne, specjalnego ksztattu,
stosujg sie nietylko do punktéw i prostych rzeczywistych, lecz
do punktéw i prostych jakichkolwiek.

Dwustosunek nazywamy harmonicznym, jezeli jest on
rowny — 1

tatwo mozna dowies¢, ze dwusieczne katéw, utworzo-
nych przez 2 proste, jak rowniez dwustosunek 4-ech punktéw,
wzglednie 4-ech prostych, nie zalezg od ukiadu spétrzed-
nych.

Opierajac sie na podanych wyzej definicjach, mozna wy-
kazaé, ze twierdzenie Pappus a jest prawdziwe zawsze (t zn.
nietylko w przypadku punktow i prostych rzeczywistych), ze
Srodek odcinka, ktérego punktami krancowymi sg punkty
wihasciwe Px i P2 zawsze jest sprzezony harmonicznie z pun-
ktem niewtasciwym prostej P\ P> wzgledem punktéw Pi i P2
jak réwniez, ze dwusieczne katéw, utworzonych przez proste
di i do, zawsze sg sprzezone z sobg harmonicznie wzgledem
tych 2 prostych.

Uwaga 1. Wzér (15) mozemy uwazaé za wz6r, wyraza-
jacy styczne katoéw, jakie tworza z sobg jakiekolwiek 2 proste,
niekoniecznie wilasciwe; bedziemy mieli wtedy, ze w razie,
gdy przynajmniej jedna z 2 prostych d, i d2 jest niewlasciwa,
zawarte pomiedzy temi prostemi katy sa nieoznaczone. Tak
samo, wzor (16) mozemy uwaza¢ za wz0r, wyrazajacy kwadrat
odlegtosci punktu witasciwego od jakiejkolwiek prostej, nieko-
niecznie wiasciwej; z tego wzoru bedzie wtedy wynikato,
ze odlegtos¢ punktu wiasciwego od prostej niewlasciwej jest
nieskonczenie wielka.

Uwaga 2. W § niniejszym zaznaczyliSmy roznice, jaka
zachodzi pomiedzy punktami i prostemi rzeczywistymi z jednej
strony, oraz punktami i prostemi urojonymi z drugiej strony.
PowiedzieliSmy mianowicie, ze punkty i proste rzeczywiste
istnieja dla nas niezaleznie od jakiegokolwiek uktadu spot-
rzednych, wobec czego np, wtasnosé punktu i prostej, iz punkt
nalezy do prostej, jest od ukladu spoétrzednych niezalezna;
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natomiast wiasnosci punktoéw i prostych urojonych uwazalismy,
poczatkowo przynajmniej, za zwigzane z pewnym ukiadem
spotrzednych, wobec czego w kazdym poszczegélnym przy-
padku zachodzita potrzeba badania, czy dana wtasnosé¢ w razie
zmiany ukiadu spétrzednych pozostanie zachowana. Nie na-
lezy jednak stad wnioskowaé, zeby ta réznica pomiedzy
punktami i prostemi rzeczywistymi oraz punktami i prostemi
urojonymi zachodzita bezwzglednie. Jest ona zupelnie przy-
padkowa, odpowiada mianowicie ujeciu Geometrji analitycznej
w ten, a nie inny, sposéb. U nas pochodzi ona stad, ze na
poczatku oparlismy sie tylko na Geometrji elementarnej,
skutkiem czego z gory uwazaliSmy za znane tylko punkty
i proste rzeczywiste; punktéw i prostych urojonych nie uwa-
zaliSmy za znane, a zatem musieliSmy je dopiero zdefinjowac.
Gdybysmy za$ oparli sie nietylko na Geometrji elementarnej,
lecz réwniez np. na Geometrji rzutowej, to moglibysmy z gory
uwazaé¢ za znane nietylko punkty i proste rzeczywiste, lecz
réwniez punkty i proste urojone, a wtedy zaréwno punkty
i proste rzeczywiste, jak tez punkty i proste urojone, oraz
ich wilasnosci podstawowe istniatyby dla nas niezaleznie od
wszelkiego uktadu spétrzednych.

Moznaby ujg¢ Geometrje analityczng jeszcze inaczej, mo-
znaby mianowicie kazdy punkt i kazdg prostg (nietylko punkt
urojony i prosta urojona) oraz wszelkie ich wtasnosci definjo-
wac za pomocg spotrzednych. Gdybysmy wtedy przyjeli mozli-
wos$¢ zmiany ukiadu spoétrzednych przyczem zatozylibySmy,
ze zmiana ukfadu spétrzednych nie powoduje zmiany samych
punktéw i prostych, ze moze tylko spowodowa¢ zmiane ich
spétrzednych, to w takim razie zachodzitaby potrzeba spraw-
dzania, czy wilasnosci wszelkich punktéw i prostych (nietylko
punktéw i prostych urojonych) sa zalezne od ukiadu spoét-
rzednych. W tem ujeciu Geometrja analityczna posiadataby
wyglad raczej nauki algebraicznej.

Przy sprawdzaniu, czy dane wiasnosci sg od ukiadu
spotrzednych niezalezne, jak rowniez wogoble przy wy-
szukiwaniu wiasnosci, niezaleznych od uktadu spétrzed-
nych, wielkie ustugi moze nam odda¢ t. zw. Teorja niezmien-
nikdow.
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8§ 66. Punkty, wzglednie proste, sprzezone.
Dwa punkty nazy- Dwie proste nazy-
wamy sprzezonymi wamy sprzezonemi

jezeli moga one by¢ przedstawione przez
spoélrzedne jednorodne Hesse'go, bedace
liczbami zespolonemi sprzezonemi.

A wiec, np. trojki liczb ax-j- ia2 bx~\-ibtl cl-\-ic2 oraz

a\— /#2, bx—/s0, cx— ic2 uwazane za spélrzedne jedno-
rodne Hesse'go dwu

punktow, przedstawiaja 2 prostych, przedstawiaja 2 pro-

punkty sprzezone. Te 2 punkty ste sprzezone. Te 2 proste

mozemy przedstawi¢ réwniez przez spoélrzedne o (ut-j- /a2,

gdzie IM Q sa to jakiekolwiek 2 liczby skonczone i rozne
od o. Jezeli ¢ (A\ to pary liczb Q -f-id® i Q(tfi— /a),
{bi + ibo) i p<[bi— ibo), Q(cL+ icj i p'(cx—/c?) nie sa
parami liczb zespolonych sprzezonych, a zatem 2 punkty,
wzglednie 2 proste, sprzezone mogg by¢é przedstawione
rowniez przez spolrzedne jednorodne Hesse'go, nie bedace
liczbami zespolonemi sprzezonemi.
Jezeli rozpatrywane

punkty sprzezone sg wlasciwe, proste sprzezone nie prze-
to mozemy je przedstawi¢ chodzg przed poczatek ukita-

réwniez przez sp6lrzedne Des-
cartes'a. SpoOtrzednemi Des-
cartes’a rozpatrywanych punk-
tow

sg liczby

jezeli liczby

r4"e

réwne odpowiednio

oraz Si-j-/s2 to liczby

du spétrzednych, to mozemy
je przedstawi¢ réwniez przez
spblrzedne Pliicker'a. Spét-
rzednemi Pliicker'a rozpatry-
wanych prostych

Lecz

oznaczymy odpowiednio przez

bedg wtedy

—/r2 oraz sl—/s2 Jak wiec widzi-

my, spolrzedne

Descartesa dwu punktoéw

Pliicker'a dwu prostych
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sprzezonych sg zawsze

liczbami

zespolonemi sprzezonemi.

Wiasnosé dwu

punktéw, iz sa one punktami
sprzezonemi,

prostych, iz sg one prostemi
sprzezonemi,

nie zalezy od ukiadu spotrzednych.

Punkt rzeczywisty moze-
my uwaza¢ za sprzezony
z samym soba. Albowiem
spbtrzedne X, Y, Z punktu
rzeczywistego, bedace licz-
bami rzeczywistemi, mozemy
napisa¢ zaré6wno w postaci:

, Jak
tez w postaci

Prostg rzeczywistg moze-
my uwaza¢ za sprzezong
z samg sobg. Albowiem spot-
rzedne U, V, W prostej rze-
czywistej, bedace liczbami rze-

czywistemi, mozemy napisac
zaréwno w postaci: U+ i.0,
V+ i 0, W+ i 0, jak tez
w postaci U—i.0, V—i.Q
w — i.0.

Odwrotnie, jezeli 2

punkty sprzezone nakrywaja
sie, to sg one punktami rze-
czywistymi.

proste sprzezone nakrywajg
sie, to sg one prostemi rze-
czywistemi.

Przypusémy bowiem, ze 2

punkty sprzezone
oraz

proste sprzezone
oraz o

nakrywajg sie. W takim razie sg spetnione réwnosci

t. zn. 3 rownosci:

Lecz z réwnosci (20 wynika:

t. zn. (§ 64) punkty P1i P2 sg rzeczywiste.
A zatem 2

punkty urojone sprze-
zone

proste urojone
zone

sprze-

zawsze sg rozne.



— 319 —

Niechaj bedg dane 2
punkty urojone sprzezone P1 proste urojone sprzezone dl

Te punkty mozemy przed-
stawi¢ przez réwnania

, czyli przez réw-
nania

Stad wynika,
rzeczywista,
rzeczywiste

ze prosta
taczaca punkty

przechodzi przez kazdy z punk-
téw P1lip2 jest zatem prosta,
taczaca te 2 punkty.

oraz oraz
Te proste mozemy przed-
stawi¢ przez réwnania

czyli przez réwnania

Stad wynika, ze punkt
rzeczywisty, w jakim przeci-
naja sie proste rzeczywiste

nalezy do kazdej z prostych
dli d2 jest zatem punktem
przeciecia sie tych 2 prostych.

Mamy wiec

Prosta, tgczaca dwa
punkty urojone sprze-
zone, jest zawsze pro-
stg rzeczywista.

Przypusémy,
wiasciwe.

Punkt przeciecia sie
2 prostych wurojonych
sprzezonych jest zawsze
punktem rzeczywistym.

Ze punkty urojone sprzezone Pxi P2 sg
Mozemy je wtedy przedstawi¢ przez spétrzedne

Descartes'a rx-f-/r2 Si4~is:t oraz rx—ir2 sx—is2 Spét-
rzednemi srodka odcinka o punktach krancowych P, iP2 sg

wtedy liczby (§65): * 4“i>34“

3: ri oraz * («!4“ (24“

4“5i— /s = st. Otrzymalismy, wiec ze Srodek odcinka,

ktérego punktami

krancowymi

sg dwa punkty
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wtasciwe urojone sprzezone, jest punktem rze-
czywistym.
Wezmy teraz pod uwage 2 proste wiasciwe nierdwno-
legte urojone sprzezone oraz
Te proste mozemy przedsta-
wi¢ przez réwnania:

Dwusiecznemi katoéw, jakie tworza z sobag proste dli d2
sg proste (8 65):

gdzie m= a2— a2+ b2—b2— 2 (albl— a2b2 cos w oraz
Jezeli ozna-

czymy przez p+iq, to w takim razie liczba \m—in bedzie

rowna albo— (p —/q), albo—(p—1(). Lecz jako \m—in

mozemy wziaé¢ ktorykolwiek pierwiastek kwadratowy z liczby

m—in, wezmy wiec np. p— iq. Réwnania (7) mozemy wtedy

napisa¢ w postaci:

Oznaczywszy odpowiednio

przez fy+/r2 Sy. is. ty. itd jako réwnania rozpatrywanych
dwusiecznych otrzymamy réwnania

czyli (po podzieleniu przez 2, wzgl. 2 1) réwnania
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9 rtx+sly+tl—O oraz r2x+s2y+t2=0.

A zatem dwusieczne katow, utworzonych
przez 2 proste witasciwe nierdwnolegte uro-
jone sprzezone, sa prost'emi rzeczywistemu

8§ 67. Punkty kotowe plaszczyzny. Proste zerowe. —
W razie przejscia w ptaszczyznie wiasciwej od jednego
uktadu spétrzednych do innego uktadu, spdirzedne jakiego$
punktu, wzglednie jakiejS prostej, tej ptaszczyzny moga sie
zmieni¢. Moga, lecz nie musza. Samo przez sie nasuwa
sie wiec pytanie, czy w plaszczyznie wilasciwej istniejg takie
punkty, wzglednie proste, ktérych spoétrzedne we wszystkich
uktadach spoétrzednych sa jednakowe.

Przedewszystkiem mozemy powiedzie¢, ze prosta nie-
wiasciwa ptaszczyzny wiasciwej we wszystkich ukiadach spot-
rzednych tej ptaszczyzny posiada te same spdtrzedne. Miano-
wicie za spo6trzedne jednorodne Hesse'go prostej niewlasciwej
w kazdym z tych uktadéw mozemy uwazaé liczby 0,0,1.

WeZmy teraz pod uwage jakgkolwiek prostg witasciwg d,
lezacg w rozpatrywanej ptaszczyznie. Przypusémy najpierw,
ze prosta d jest rzeczywista. Przyjgwszy 2 uktady spoétrzed-
nych, z ktérych jeden posiada poczgtek na prostej d, drugi
za$ zewnatrz tej prostej, mozemy powiedzie¢, ze prosta d w tych
dwu uktadach nie moze by¢ przedstawiona przez te same
spotrzedne: albowiem trzecia spotrzedna W prostej d w pierw-
szym z wymienionych uktadéw jest réwna 0, w drugim za$s
z tych ukladéw jest rozna od Q Przypusémy teraz, ze prosta
d jest urojona. Prosta d posiada wtedy jeden (i tylko jeden)
punkt rzeczywisty P (8 64). Jezeli punkt P jest punktem
wihasciwym, to przyjawszy 2 uklady spotrzednych, z ktdérych
jeden posiada jako poczatek punkt P, drugi za$ posiada jako
poczatek jaki$ punkt, rézny od punktu P, mozemy powiedziec¢,
ze prosta d w tych dwu uktadach nie moze by¢ przedstawiona
przez te same spoétrzedne (albowiem trzecia spdtrzedna W
prostej d w pierwszym z wymienionych uktadoéw jest réwna O,
w drugim za$ z tych ukladéw jest rézna od 0). Jezeli nato-
miast punkt P jest punktem niewlasciwym, to przyjawszy

F. Wiodarski, Geom anal. pt., cz. I. 21
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2 uktady spoétrzednych, z ktérych jeden posiada jako o$ u-6w
prostg, przechodzaca przez punkt P (t zn. réwnolegta do
prostej d), drugi za$ posiada jako o$ u-6w prostg, nie prze-
chodzaca przez punkt P (t zn. nieréwnolegta do prostej d),
mozemy powiedzieé, ze prosta d w tych dwu uktadach nie
moze by¢ przedstawiona przez te same spdtrzedne: albowiem
pierwsza spétrzedna U prostej d w pierwszym z wymienionych
uktadéw jest réwna O, w drugim za$ z tych ukladéw jest
ré6zna od O.

Przychodzimy wiec do wniosku, ze z pos$rod prostych,
lezacych w ptaszczyznie wiasciwej, tylko jedna prosta nie-
wiasciwa we wszystkich uktadach spétrzednych tej ptaszczyzny
posiada takie same spoétrzedne.

Przejdzmy teraz do punktéw, Niechaj P bedzie jakim-
kolwiek punktem wiasciwym, lezagcym w rozpatrywanej pta-
szczyznie. Zawsze istnieje (przynajmniej jedna) prosta rzeczy-
wista d, przechodzaca przez punkt P. Prosta d jest wtasciwa,
albowiem zawiera punkt wiasciwy P. Przyjawszy 2 ukiady
spotrzednych, z ktérych jeden posiada jako o$ *-6w prostg d,
drugi za$ posiada jako 0$ == 6w jaka$ prosta, nie przechodzacg
przez punkt P, mozemy powiedzie¢, ze punkt P w tych dwu
uktadach nie moze by¢ przedstawiony przez te same spot-
rzedne: albowiem druga spétrzedna Y punktu P w pierwszym
z wymienionych uktaddéw jest réwna 0, w drugim za$ z tych
uktadoéw jest rézna od O.

Pozostaje nam wiec jeszcze pytanie: czy w plaszczyznie
wilasciwej istniejg punkty niewlasciwe, ktdrych spétrzedne we
wszystkich ukiadach spétrzednych tej ptaszczyzny sa jedna-
kowe?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, wezmy pod uwage
zbior X wszystkich uktadow prostokatnych spotrzednych. Ten
zbiér rozbijmy nastepnie na 2 zbiory Gx i G2 w sposbéb na-
stepujacy:

1) pewien, dowolnie zresztg wybrany, ukiad prostokgtny
U spétrzednych zaliczamy do zbioru G;;

2) kazdy inny uktad prostokatny U‘ spétrzednych zaliczamy
do zbioru G, lub G2w zaleznosci od tego, czy zwroty dodatnie
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pekdw promieni, ktérych wierzchotkami sg poczatki uktaddéw
U i U\ sg jednakowe, czy tez przeciwne.

Jezeli wiec jakies 2 uklady prostokatne spoétrzednych
nalezg obydwa jednoczes$nie albo do zbioru GIf albo do zbioru
G>, to w takim razie zwroty dodatnie pekéw promieni, ktorych
wierzchotkami sg poczatki wymienionych ukladéw, sa jedna-
kowe. Jezeli zas z posréod 2 ukiadoéw prostokatnych spoét-
rzednych jeden nalezy do zbioru GIf drugi zas do zbioru G2
to w takim razie zwroty dodatnie pekéw promieni, ktérych
wierzchotkami sa poczatki wymienionych uktadow, sg prze-
ciwne.

Wezmy teraz pod uwage jakikolwiek ukiad prostokatny
spotrzednych. Ten ukitad nalezy do jednego ze zbioréw Gj
i G2 np. do zbioru Gj. Oznaczmy ten ukiad literg U. Spét-
rzedne jakiegokolwiek punktu niewlasciwego P w ukladzie
U oznaczmy przez X1Y,0. Jezeli teraz spotrzedne punktu
P w jakimkolwiek innym ukiadzie U‘, nalezgcym do Jego
samego zbioru G]If oznaczymy przez X', Y\O, to w takim razie
bedziemy mieli proporcje [str. 288, wz. (26]]:

(1) X\V= (X' cos «— Yisin«) ! (W sin« -f- Y*cos «).

Przypusémy, ze punkt P w obydwu uktadach U i U' posiada
takie same spoétrzedne, t. zn.

Z proporcji (1) i (2) wynika wtedy:

Stad za$ otrzymujemy:

czyli

Poniewaz, wedtug zatozenia, trzecia spétrzedna Z punktu
P jest réwna 0, przeto przynajmniej jedna ze spétrzednych
X i Y jest rozna od 0, z réwnosci (4) wynika zatem
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czyli

Z roéwnania (5) otrzymujemy na A dwie wartosci:

Wstawiwszy teraz w réwnosci (4) zamiast A najpierw wy-
razenie cosa—1I sina nastepnie wyrazenie cos a-f-/ sing
otrzymamy 2 pary réwnosci:

Gdyby byto sina= 0, t.zn. gdyby byto a= 0, X 2r 3j%
an,.... , to zaréwno réwnosci (7), jak tez réwnosci (8),
bytyby spetnione zawsze, t. zn, bez wzgledu na wartosci Ki Y.
Innemi stowy, gdyby osi odcietych, a zatem takze i osi rzed-
nych, obydwu uktadéw U i U‘ byly réwnolegte, to wtedy
kazdy punkt niewtasciwy w obydwu ukiladach U i U‘ posia-
datby takie same spétrzedne.

Przypusémy teraz, ze sina==0. Réwnosci (7) i (8) mozemy
w tym przypadku podzieli¢ przez sina. Otrzymamy wtedy:

Z kazdej z pos$réd rownosci (9) wynika X y= 11/
z kazdej za$ z pos$réd rownosci (10) wynika K\Y= 1*—/

Jezeli wiec sina 0, to liczby 1, /, O, wzglednie 1,—/, O,
uwazane za spotrzedne jednorodne Hesse'go punktu, w kazdym
z ukiadéw U i U’ przedstawiaja jeden i ten sam punkt nie-
wiasciwy, ktéry oznaczmy np, przez Ju wzglednie J2 Lecz
widzieliSmy wyzej, ze w razie, gdy sina= 0, kazdy punkt
niewtasciwy posiada w obydwu ukitadach U i U' jednakowe
spbtrzedne. Mozemy wiec powiedzie¢, ze bez wzgledu na
wartos¢ kata a, kazdy z dwu punktéw niewtasciwych Ji oraz
J2posiada w obydwu ukiadach U i U’ jednakowe spotrzedne.
Poniewaz spo6trzedne 1, /, 0 oraz 1,—/, 0 punktéw XN oraz J>
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w uktadach U i U' nie zaleza roéwniez od wielkosci Yot
mamy zatem:

Na prostej niewtasciwej istniejg 2 i tylko 2 punkty N\
oraz JA ktére we wszystkich uktadach prostokatnych, nale-
zacych do zbioru GIf moga byé przedstawione przez te same
sp6trzedne, mianowicie przez spoétrzedne 1,/,0 oraz 1, —/, O

Zobaczmy teraz, jakie spoOirzedne posiadajg punkty Jx
oraz J. w ukladach prostokatnych, nalezacych do zbioru G

W razie przejscia od jakiegokolwiek ukiadu U, nale-
zgcego do zbioru GIf do jakiegokolwiek ukiadu U‘, naleza-
cego do zbioru G2 mamy proporcje [str. 289, wz. (311

(12) ly' 1Z'= [Xcosa-f- Ysinu— Z (a0 cos « j-y0sin«)] i
I [Xsina— y cos « — Z (*0sin a—y0cos «)] ! Z.

Aby wiec znale$¢ spotrzedne punktu wzglednie J2
w uktadzie U‘, nalezy we wzo6r (11) zamiast X, Y, Z wstawié
1, /, 0, wzglednie 1,—i, 0. Otrzymamy wtedy: X1\Vi\Zi=
—(cos « -j- /sina)! (sin« — i cos «) *0, wzglednie X'!'Y Z*=
= (cosa—isina) *(sina-(-/cos a "0, czyli X*Y*' Z'= 1.
'— i’ 0, wzglednie IYilZ‘= 11/:0.

A zatem liczby 1, /, 0, uwazane za spoétrzedne jednorod-
ne Hesse'go, w ukladzie U' nie przedstawiajg juz punktu u
lecz punkt J2\ liczby za$ 1,—/,0, uwazane za spétrzedne
jednorodne Hesse'go, w ukladzie U’ nie przedstawiajg juz
punktu J2 lecz punkt

Mozemy wiec powiedzie¢, ze w ptaszczyznie wihasciwej
niema takich punktow, ktére we wszystkich ukiadach spét-
rzednych tej ptaszczyzny posiadatyby te same spétrzedne.

Chociaz w wyniku naszych rozwazan doszliSmy do
wniosku, ze w ptaszczyznie wilasciwej punkty, o jakie nam
chodzito, nie istniejg, to jednak te rozwazania doprowadzity
nas do dwu punktéw i A ktore odgrywaja w Geometrji
analitycznej znaczng role. Dlatego tez zbadamy te punkty
doktadniej, poszukamy mianowicie ich spotrzednych réwniez
w uktadach nieprostokatnych.

Przejdzmy w tym celu od jakiego$ ukiadu prostokatnego
UO do jakiegokolwiek innego ukiadu U (niekoniecznie prosto-
katnego). Mamy wtedy proporcje [str. 288, wz. (23)]:
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Wstawmy tu zamiast X,Y,Z liczby 1, i, Q wzglednie

1,—i, 0. Otrzymamy wtedy:
wzglednie
Lecz (gdzie
e oznacza zasade logarytmoéw naturalnych oraz P oznacza
miare bezwzgledng kata B), sina—icosa= —i(cosa+
Z proporcji zatem
(13), wzglednie (14), wynika: , wzglednie
wzgled-
nie

OtrzymalisSmy wiec, ze: punkt, ktérego spoétrzednemi
w uktadzie prostokgtnym UO sg liczby 1, i, 0, w uktadzie U
posiada spoOtrzedne 1, —el(a-B), 0; punkt zas, ktdrego spoét-
rzednemi w uktadzie prostokgtnym UO sa liczby 1, —/, O,
w ukladzie U posiada spétrzedne 1, — el a\ 0.

Lecz: —

Jezeli zwroty dodatnie pekéw promieni, ktérych wierz-
chotkami sg poczatki uktadéw UOi U, sg jednakowe, to wtedy
zachodzi réwno$¢ p-j-2kN= «-f-a@ gdzie O oznacza kat
mniejszy od jt jaki tworzg z soba zwroty dodatnie osi
uktadu U, k za$ oznacza pewng liczbe rzeczywista cat-
kowita, a zatem <cos («k— P = cos Qkx— <9 = cos
sin («k— B= sin(QA — @ — —sintg cos (P— «) 2=cos «\
sin (P—«) = sinto  Z réwnosci (15) wynika wiec wtedy:

Jezeli natomiast zwroty dodatnie pekéw promieni, ktérych
wierzchotkami sg poczatki uktadow UO i U, sg przeciwne, to
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wtedy zachodzi réwnos$¢ a-j-2k = B4 azatem cos(a— (3=
= cos (to — 2k j®= costo, sin(«— (3 = sin(to —2kx)= sinto,
cos ((3—a) = coso, sin(]3—a)= —sino, Z réwnosci (15) wy-
nika wtedy:

Jezeli wiec zwroty dodatnie pekow promieni, ktérych
wierzchotkami sa poczatki uktadéw UOi U, sg jednakowe, to
punkt, ktérego spétrzednemi w ukiadzie prostokgtnym UO sg
liczby 1, /, 0, w uktadzie U posiada spétrzedne 1, —e~ /(),0,
punkt zas, ktorego spoétrzednemi w ukladzie prostokgtnym
U0 sg liczby 1, — /,0, w ukiadzie U posiada spotrzedne
1,—€ 1w 0. Jezeli natomiast zwroty dodatnie pekéw promieni,
ktorych wierzchotkami sa poczatki uktadéw UOi U, sg prze-
ciwne, to punkt, ktdérego spoétrzednemi w ukiadzie prosto-
katnym UO sa liczby 1, /, 0, w uktadzie U posiada sp6trzedne
1,—(3,l 0, punkt zas, ktdérego spotrzednemi w uktadzie
prostokgtnym UO sg liczby 1,—/, 0, w ukiladzie U posiada
sp6trzedne 1, —

GdybysSmy teraz od ukiadu prostokatnego UOprzeszli do
jakiego$ ukiladu U, to oznaczywszy kat mniejszy od rg jaki
tworzg z sobag zwroty dodatnie osi tego ukifadu, przez
mielibySmy analogicznie, ze:

Jezeli zwroty dodatnie pekéw promieni, ktérych wierz-
chotkami sa poczatki uktadéw UO i U‘, sg jednakowe, to
punkt, ktoérego spétrzednemi w ukiadzie prostokatnym UOsg
liczby 1, /, 0, w ukladzie U' posiada spo6trzedne 1,—e 01, O,
punkt zas, ktorego spotrzednemi w ukladzie prostokgtnym
U0 sg liczby 1,—/,0, w ukladzie U’ posiada spétrzedne
1,—em ,0; jezeli natomiast zwroty dodatnie pekdéw promieni,
ktérych wierzchotkami sa poczatki uktadow UOi U, sa prze-
ciwne, to punkt, ktérego spotrzednemi w uktadzie prosto-
katnym UO sg liczby 1,/, 0, w uktadzie U’ posiada spotrzedne
1, —el("\0, punkt za$, ktérego spdtrzednemi w uktadzie
prostokgtnym UO sg liczby 1, —/, 0, w uktadzie U‘ posiada
spotrzedne 1, — €~ () ,0.
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Mozemy zatem wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

JezeliUi U'oznaczaja?2 jakiekolwiek uktady
sp6lrzedn’ych, przyczem « oznacza kat, mniejszy
od jaki tworza z soba zwroty dodatnie osi
uktadu U, o za$ oznacza kat, mniejszy od g jaki
tworzg z sobg zwroty dodatnie osi uktadu U, to
punkty, k;tér'ych spotrzednemi w uktadzie U sa
trojki liczb 1,—e~1,0 oraz 1, —elx0 wuktadzie
U' posiadajg jako spo6trzedne odpowiednio trdjki
liczb 1,—e (1>, 0oraz 1,—el(0,0, albo ,—el(QO0 oraz
L, —e~10,0,w zaleznoéci od tego, czy zwroty do-
datnie pekdéw promieni, ktdrych wierzchotkami
sg poczatki uktadéw UiIU‘ sg jednakowe, czy
tez przeciwne.

W przypadku szczeg6lnym, gdy obydwa
uktady U i Usg prostokatne, mamy wiec, iz punkty,
ktéorych s]po6trzednemi w uktadzie U sg trojki
liczb 1, /, 0 oraz 1,—/,0, w uktadzie U' posiadaja
jako spo6trzedne odpowiednio tréjki liczb 1,/ 0
oraz 1,—i,0, albo 1, — /0 oraz 1,/,0,w zaleznosci od
tego, czy zwroty dodatnie pekdw promieni, ' kté-
rych wierzchotkami sa poczatki uktadéw U
i U, sg jednakowe, czy tez przeciwne.

Punkty, o ktérych mowa w twierdzeniu ostatniem, t. zn.
punkty ospétrzednych 1,—e~~IQ0 oraz 1,—elv\ 0,
gdzie f) oznacza kgt .mniejszy od ntjaki tworzg
z sobg osi spétrzednych, nazywamy punktami
kotowymi ptaszczyzny.

Poniewaz liczby —e~ ,(0=— cos w-Wsin <0 oraz — e i®>—
— —cos w—/sinwsg liczbami zespolonemi sprzezonemi, przeto
punkty kotowe ptaszczyzny sg punktami urojonymi sprzezo-
nymi.

Proste wtasciwe, przechodace przez punkty
kotowe, nazywamy prostemi zerowemi.

Kazda prosta wlasciwa rzeczywista posiada punkt nie-
whasciwy rzeczywisty. Poniewaz za$ kazda prosta zerowa
jest prosta wiasciwg, posiadajaca punkt niewtasciwy urojony,
przeto kazda prosta zerowm jest prosta urojona.
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Przez kazdy punkt wiasciwy (xo,yo0 przechodzg 2 proste
zerowe, mianowicie proste

czyli

czyli (po rozwinieciu i pomnozeniu przez — 1)

(18)

]

W razie ukiadu prostokgtnego réwnania (18) sprowa-
dzajg sie do:

19

Prosta wiasciwa AX+ B Y+ CZ = O jest prosta zerowa
wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzi albo przez punkt
@, — 0), albo przez punkt (1, —e,(\0), t zn. gdy
jest spetniona, albo réwnos¢ A— Be ~ 1(0= 0, albo réwnos¢
A—BelM= 0. Wstawiwszy w réwnanie AX~\~By-f-CZ=0
zamiast A wyrazenie Be- 'A albo Be 110 otrzymamy réwna-
nie Be—~10X-j- By CZ—0 albo BeilOX+ By-f CZ= 0,
skad po podzieleniu przez B otrzymujemy rdéwnanie

e~imX+y+§z=O albo ef X-j-y+BZ=0. Ozna-

CZywszy WiQCQ przez C' i wprowadziwszy zamiast spoOtrzed-

nych Hesse'go spéirzedne Descartesa, mozemy powiedzieé,
ze réwnanie kazdej prostej zerowej moze by¢ sprowadzone
do jednej z 2 postaci: albo e~~IM*~}-y-}-C*=0, albo elu)*-b

-j— =0. W razie wiec uktadu prostokatnego réwnanie
kazdej prostej zerowej moze by¢ sprowadzone do jednej
z dwu postaci: albo —ix-J-y->C = 0, albo ix-j~y-j-C—0.

Podamy teraz kilka wiasnosci prostych zerowych. Po-
niewaz te wlasnosci sg od ukladu spoéirzednych niezalezne,
przeto mozemy oprze¢ sie na jakimkolwiek uktadzie.
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W celu wiec uproszczenia rachunku oprzyjmy sie na jakim-
kolwiek uktadzie prostokatnym spétrzednych.

Niechaj punkty wiasciwe P 1(x1,yl) oraz P2(x2y2 nalezag
do jednej i tej samej prostej zerowej. Spoétrzedne tych
punktéw czynig wtedy zado$¢ albo réwnaniu —ix+y+ C'=0,
albo réwnaniu ix+y+C"'= 0, t zn. sg spetnione albo
rownosci
(20)
albo rownosci
(21)

Odjawszy od pierwszej z posréd réwnosci (20), wzglednie
(21), druga roéwnos¢, otrzymamy — i(x1— x2) + yl—y2= 0,
wzglednie

Spotrzedne punktéw P 1li P2spetniajg wiec albo rownos¢

, albo réwnosé
mamy zatem  Stad wynika, ze

Lecz jest kwadratem odlegtosci wzajemnej
punktéw P1li P2 otrzymaliSmy wiec, ze odlegtos¢ wza-
jemna jakichkolwiek dwu punktow wtasci-
wych, nalezgcych do jednej i tej samej prostej
zerowej, jest rowna zeru, czyli, innemi stowy:
dtugosé¢ kazdego odcinka, zawartego w prostej
zerowej, jest r6wna 0. Stad wilasnie pochodzi nazwa
prostych zerowych.

Jezeli punkt wiasciwy P (x1,yl) nie nalezy do prostej zero-
wej , wzglednie ix+ y+ C'= 0, to kwadrat
odlegtosci tego punktu od wymienionej prostej zerowej réwna

wzglednie

mamy wiec: odlegto$¢é punktu witasciwego od ja-
kiejkolwiek prostej zerowej, nie zawierajgcej
tego punktu, jest nieskohczenie wielka.
Styczne katéw, jakie jakakolwiek prosta wiasciwa A Xx-+
By + C= 0 tworzy z prostg zerowg —ix-+y + C'= 0, wzgle-

dnie i, sg réwne
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wzglednie +

t. zn. posiadajg one wartosci state + .

Proste zerowe mozemy wiec uwazaé¢ za proste,
ktére ze wszystkiemi prostemi witasSciwemi
tworzg jednakowe katy.

Kazdg prosta wilasciwa mozemy uwazaé¢ za réwnoleglg
do samej siebie. Czy prosta wiasciwva moze by¢ prosto-
padta do samej siebie? Prosta wilasciwva Ax+By+C =0
jest prostopadta do samej siebie wtedy i tylko wtedy, gdy
spotczynniki jej réwnania"spelniajg warunek 4-+ B2= 0 (po-
niewaz wedtug zatozenia, uklad spotrzednych, jakim sie tu
postugujemy, jest prostokatny), t. zn.gdy A—+ B/. Réwna-
nie Ax+ By+ C=0 rozpatrywanej prostej mozemy wiec wtedy
napisa¢ w postaci + Bix+By + C= 0, czyli, po podzieleniu

przez 8, w postaci + /*+y-f ~m=0, ta prosta jest zatem
prosta zerowa.

Otrzymalismy wiec, ze prosta wtasciwajest prosto-
padta do samej siebie wtedy itylko wtedy, gdy
jest prosta zerowg.

Uwaga. Podane tu wiasnosci prostych zerowych moga nam
nasuna¢ pewne watpliwosci co do tego, czy punkty i proste
urojone, jakie w celu utatwienia badan geometrycznych zo-
staty wprowadzone do Geometrji analitycznej, odpowiadajg
swemu przeznaczeniu. Jest bowiem rzeczg jasng, ze te
punkty i proste urojone o tyle tylko bedg nam oddawaty
ustugi, o ile w naszych rozwazaniach bedziemy mogli trakto-
wac je naréwni z punktami i prostemi rzeczywistymi. Gdy-
bysmy mianowicie w kazdem rozumowaniu musieli stale od-
réznia¢ przypadki, gdy wystepujace w tem rozumowaniu
punkty i proste sg rzeczywiste, oraz gdy sga one urojone, to
w takim razie wprowadzenie do Geometrji analitycznej
punktoéw i prostych urojonych nietylko ze nie utatwitoby nam
badan geometrycznych, lecz przeciwnie, utrudnitoby je. Otdz
podane tu wilasnosci prostych zerowych sg tak rézne od
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wilasnosci prostych rzeczywistych, ze mimowoli moze powstac
obawa, iz tych punktéw i prostych urojonych, jakie zostaty
wprowadzone do Geometrji analitycznej, traktowa¢ w naszych
rozumowaniach naréwni z punktami i prostemi rzeczywistymi
nie mozna.

Aby te obawe usungé, zwrécimy uwage na te okolicz-
nos¢, ze podane tu wiasnosci prostych zerowych, ktére sg
tak zasadniczo rozne od wilasnosci prostych rzeczywistych,
sg wszystkie wilasnosciami miarowemi, t. zn. wilasnoSciami,
dotyczacemi pewnych liczb, jakie otrzymujemy z pomiaréw
(dtugosci, kata, it. d.). Oprocz jednak wihasnosci miarowych
istnieja t zw. wilasnosci opisowe, t.«zn. wiasnosci, wynikajgce
z potozenia figur wzgledem siebie (a wiec np. wkasnosé¢ punktu
i prostej, iz punkt nalezy do prostej, jest ich wiasnoscig
opisowg; wiasnos¢ 3-ech punktéw, iz lezag na jednej prostej,
wzglednie wiasnos¢ 3-ech prostych, iz przechodzg przez jeden
punkt, jest ich wiasnoscia opisowa, it d.). Ot6z jezeli chodzi
o wiasnosci opisowe, to punkty i proste urojone zachowuja sie
tak samo, jak punkty i proste rzeczywiste, a zatem, w razie
badania tych wiasnosci, odréznianie punktéw i prostych
urojonych od punktéw i prostych rzeczywistych jest
zbyteczne.

Bez watpienia bytoby o wiele lepiej, gdyby punkty i proste
urojone réwniez swemi wilasnosciami miarowemi nie roznity
sie tak zasadniczo od punktéw i prostych rzeczywistych.
Ten cel moznaby osiggnaé¢ przez pewna modyfikacje definicji
wilasnosci miarowych. A wiec np. kwadratowi odlegtosci
dwu punktéw moznaby nada¢ takag definicje, z ktérej wyni-
katoby, iz odlegto$¢ wzajemna dwu punktéw jest réwna 0
tylko w tym przypadku, gdy te punkty nakrywaja sie; nale-
zatoby mianowicie w tym celu kwadrat odlegtosci wzajemnej
dwu punktéw zdefinjowac¢ nie za pomoca wzoru

(22) &= Ui —*~+ [y] —y«)2~f2Ui —x2 [yx—YyDcos t,

lecz za pomocg odpowiednio dobranego wzoru ogoélniejszego,
ktory tylko w przypadku szczegdlnym, gdy rozpatrywane
punkty sa rzeczywiste, sprowadzatby sie do wzoru (22).
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§ 68. Odlegtos¢ wzajemna dwu punktow wdasciwych
oraz katy dwu prostych, wyrazone za pomocg punktow
kotowych. — Niechaj bedg dane 2 jakiekolwiek punkty
wiasciwe Pi [xllyl) oraz P2 U2y2* Spétrzednemi jednorodnemi
Hesse'go punktéw kotowych ptaszczyzny sa (8 67) trojki
liczb: , O\ 0 oraz 1,—e/0o>0. tatwo mozemy sie
przekonaé, ze kwadrat odlegtosci wzajemnej 8 punktéw
Pi i P> mozna wyrazi¢ za pomocg wzoru :

Albowiem z tego wzoru wynika:

ktory rzeczywiscie wyraza kwadrat odlegtosci wzajemnej
punktow Pi i P2

Réwniez z tatwoscia moglibysmy sie przekonaé, ze jezeli
W oznacza jeden z katéw, jakie tworzg z sobg 2 proste
di (t/j, Vuwi) i d2(UAa VA Ws), to sa spetnione réwncjsci na-
stepujace [poréwn. wz. (7) na str. 148, wz. (8) i (9) na str. 149,
wz. (15) na str. 313, oraz Uwaga 1 na str. 315]:

§ 69. Twierdzenie Laguerre’a. — Niechaj beda dane jakie-
kolwiek 2 proste witasciwe dyi d2 posiadajgce punkt wiasciwy
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wspolny, ktéry oznaczmy przez P. Jeden z katow, jakie
te proste tworzg z sobg, oznaczmy przez 0. Proste zerowe,
przechodzace przez punkt P, oznaczmy przez j\oraz/2 Do-
wiedziemy, ze:

gdzie 0 oznacza miare bezwzgledng rozpatrywanego Kkata,
/ oznacza \ — 1, symbol log oznacza logarytm naturalny,
oraz symbol (dIfd2/if/2) oznacza dwustosunek 4-ech prostych
di/d2/1,/2.

W tym celu weZzmy pod uwage jakikolwiek uktad pro-
stokatny spétrzednych. Spétrzedne punktu P w tym ukiadzie
oznaczmy przez X0 yO. Niechaj réwnania

przedstawiajg w tym ukladzie odpowiednio proste dr i do.
Poniewaz punkt P nalezy do kazdej z prostych dxi dd przeto
jego spotrzedne kazdemu z réwnan (2) czynig zados¢, t zn.
mamy:

Odjawszy teraz od réwnan (2) odpowiednio réwnosci (3),
otrzymamy réwnania:

Za réwnania prostych d, i d2 mozemy wiec uwaza¢ od-
powiednio réwnania (4).

Proste zerowe, przechodzace przez punkt P, mozemy
przedstawi¢ przez réwnania (§ 67): —i(x —af -f-y —y0—0
oraz i(x — ao) £y —y0— 0. Rozpatrzmy 2 przypadki: naj-
pierw przypadek, gdy réwnaniem prostej j\ jest réwnanie
— i(X— a0 -j-y—y(0= 0, a zatem réwnaniem prostej /2 jest
rébwnanie /(x—*0 y —y0— O nastepnie za$ przypadek,
gdy réwnaniem prostej /, jest réwnanie i(x— &) —4——y0=0,
a zatem roéwnaniem prostej j> jest réwnanie — /(X — x0Q +
+>—yo- O
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Z réwnan (4), przedstawiajgcych proste dt i dd oraz
z réwnan prostych zerowych wynika, iz w pierwszym przy-
padku mamy:

Roéwnos¢ [dud2jiy2 = 2/H otrzymalismy w zatozeniu,
ze AXA2-\- BXxB2AF0 (albowiem przez wielko$¢ AxA2-\- BxB2
dzielilismy licznik i mianownik rozpatrywanego wyzej utamka).
Gdybysmy zatozyli, ze AjB2— A2BxA 0, to zamiast dzieli¢
licznik i mianownik rozpatrywanego wyzej utamka przez
Ai A2-j- BXBZL podzielilibysmy je przez AB2— A2BXi w koricu
doszlibySmy do tej samej réwnosci. Gdyby zas byto zaréwno
AA2-f- BxB2= 0, jak tez AB>— ABx= 0, to wtedy z jednej
strony mielibysmy, ze dwustosunek [dxd.2ljItj2 jest nieozna-
czony, z drugiej za$ strony moglibySmy powiedzie¢, ze kat 0
jest nieoznaczony [albowiem 2z roéwnosci AXB2— A2B{= 0
wynikatoby, ze proste dx i d2sg wzajemnie réwnolegte, a po-
niewaz posiadaja one, wediug zatozenia, punkt wiasciwy P
wspdlny, przeto musiatyby sie nakrywa¢; znéw z réwnosci
A\, -]- BxB>—0 wynikatoby, ze proste dx i d2 sg wzajemnie
prostopadte, a zatem musiatyby one nakrywac jedna z pro-
stych zerowych jx lub j2 (str. 331); lecz styczne katéw, jakie
kazda z prostych zerowych jxi j2 tworzy z samg sobg, sg

réowne =t.'r ' =jj], obiedwie zatem strony réwnosci [dX4dAj xJ12—

= e v2lw bytyby nieoznaczone.
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A wiec skad wynika log (d1,d2j1j2 =
= 2zatem

[poréwn. wz. (1)].
W drugim przypadku mamy:

skad wynika: log (dL, d2j1,j2)= , zatem log
df,/i,/2, czyli o = log (du d2/1,/2) [poréwn. wz. (1)1.

Jak wiec widzimy, réwnos¢ (1) zachodzi zawsze.

Réwnos¢ (1) wyraza twierdzenie Laguerre'a.
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SPOSTRZEZONE BLEDY.
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