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Vorrede.

Es sind gegenwéartig gerade acht Jahre vertiossen, seitdem ich in
der Programmabhandlung »Nene Theorie des Imaginaren in der
Funktionenrechnung und der Analytischen Geometrie« *
zum ersten Male mit einer eigenartigen Imaginartheorie und mit dem
Begriffe der allgemeinen abgeleiteten Funktion vor das grofsere
mathematische Publikum trat.

Die Imaginartheorie liegt nun vollstandig ausgebildet vor und wird
in meinem Werke »Analytische Geometrie des Raumes« ** Aufnahme
finden. Der Begriff der allgemeinen Ableitung in seiner Anwendung
auf die samtlichen Probleme der Differentialrechnung findet in gegen-
wartiger Schrift eine so weit gehende Behandlung, als es in der kurzen
Zeit, welche mir zu ihrer Redaktion zur Verfugung stand, mdglich war.

Es modge mir gestattet sein, kurz auf einige Punkte die besondere
Aufmerksamkeit des Lesers zu lenken. Der erste betrifft die neue Inter-
pretation einer Grofsengleichung f {xy) = 0 mittelst binomisch zwei-
wertiger Coordinaten. Soweit es sich um sogenannte complexe Variabele
handelt, kann mir das Zeugnis, ein neues geometrisches Bild einer
Gleichung zwischen X und y geschaffen zu haben, nicht vorenthalten
werden, und es bleibt mir daher nur Uubrig die Prioritdit zu wahren
bezuglich der Interpretation der ausschliefslich reellen binomisch zwei-
wertigen Variabein, da hievon in meiner oben citierten Schrift nirgends
die Rede ist; denn damals schwebte mir nur der eine Gedanke vor, die

Gaufs-Riemann’sche Darstellung complexer Elemente und Funktionen,

* Munchen bei Theodor Ackermann.
** Ansbach bei C Brigel & Sohn.



VIl Vorrede.

durch eine solche zu ersetzen, welche mit dem Cartesischen Anschauungs-
bilde des Funktionsverhaltnisses zwischen y und X im Einklange steht.
War ein in dieser Richtung befriedigendes geometrisches Substrat ge-
funden, so verstand sich eigentlich die Interpretation binomisch zwei-
wertiger reeller Variabein von selbst. Dafs ich im weiteren Verlaufe die
letztere nicht aufser Acht liefs, dafir liefert einen Belag meine Schrift
vom Jahre 1882 »Das Imaginare in der analytischen Geometrie«.*
Obgleich ich der Tendenz dieser Schrift geméafs auch hier beinahe aus-
schliefslich nur complexe Variabele im Auge haben konnte, so findet
sich doch in der Vorrede sowohl als auch an manchen andern Orten
zerstreut Bemerkungen, welche darauf hinweisen, dafs bei mir zu jener
Zeit die Notwendigkeit der Herbeiziehung Invariabler reeller Elemente bei
Schaffung eines nach allen Richtungen hin entsprechenden Anschauungs-
bildes des Verhéltnisses zwischen Argument und Funktion vollstdndig fest
stand. Die wichtigsten Belege hiefiir sind der Satz auf Seite 8 der ge-
nannten Arbeit: »Dieser Ubergang (nadmlich zwischen den Anschau-
ungsbildern, welche sich einerseits bei ausschliefslicher Inbetrachtnahme
reeller Variabein, andererseits bei complexen Variabein ergeben) ist nun
durch obige Theorie von selbst gegeben, nach welcher die
Veradnderlichen x und y als Involutionen auf der X be-
ziehungsweise y Achse aufzufassen sind, einerlei ob reelle
oder complexe Werte derselben betrachtet werden u. s. w. In
der Forderung, dafs x und y Involutionen vorstellen sollen, lag aber
immerhin eine Beschrankung, die aufgehoben werden mufste. So ent-
stand die Auffassung der Curvengleichung, wie ich sie im ersten Ab-
schnitte dieser Schrift wiedergebe. Auf diesem Standpunkte angelangt
bot die Behandlung samtlicher Probleme mittelst bivariabler Coordinaten
keine Schwierigkeiten mehr. Der vierte Abschnitt ist zum Zeugnis hieflur
beigefiigt worden. Eine grindlichere und umfassendere Durchfiihrung
dieser Anschauungsformen wird aber erst in meiner Analytischen Geo-
metrie des Raumes geschehen.

Was den Begriff der allgemeinen Ableitung anbelangt, so habe

Ansbach bei C Briigel & Sohn.



Vorrede. I X

ich nicht no6tig, mir hier die Prioritdit zu wahren; denn eine &hnliche
Begriffsbestimmung habe ich in der Litteratur vergeblich gesucht. Seine
Eigenartigkeit erklart sich eben dadurch, dafs geschichtliche Uberliefer-
ungen fur ihn nicht existieren, die betreffende Problemstellung zusammen
mit jener Uber die Bedeutung des Imagindren vielmehr ganz und gar
einer freien Initiative entsprungen sind. Hieflr legt jedes Kapitel dieser
Schrift Zeugnis ab. Welche Bedeutung dieser Begriff fir die Wissen-
schaft hat, will ich nicht ermessen; eines aber steht fest, dafs die
sogenannte Differentialrechnung von nun an zu den Elementen gehort,
nachdem es gelungen ist, die trigonometrischen Funktionen algebraisch
zu definieren ohne den Integral begriff zu Hilfe zu nehmen,
und die transcendentale Grundgleichung von Euler, durch welche die
letztgenannten Funktionen mit der Exponentialfunktion verbunden werden,
zu beweisen unter Ausschlufs der unendlichen Reihen. Denn
nun kann der Differentialquotient fur die algebraischen Funktionen so-
wohl wie fur die mit diesen zusammenhangenden Transcendenten vollig
exakt ohne Anstellung von Grenzbetrachtungen gewonnen werden. Es
ist in dieser Beziehung insbesondere der Nachtrag auf Seite 93 ff. zu
beachten.

Die Tay lor'sche Reihe ist Ubrigens jetzt mittelst solch elementarer
Grundprinzipien bewiesen, dafs dieselbe unbedenklich an die Spitze
der Differentialrechnung gestellt werden kann.

Die Ableitung des Bogeneiemen tes und die Bestimmung des
Krimmungskreises einer Curve mit Hilfe des Begriffs der allge-
meinen Ableitung, dann die ganze Theorie der Oberflachen zweiter
Ordnung sind ein Belag dafur, dafs fur jedes geometrische Problem,
in welchem Verhéaltnisse sogenannter unendlich kleiner Grofsen auftreten,
ein Problem existiert, dem nur endliche Grofsen zur Grundlage dienen.

Die beiden letzten Abschnitte sind noch in letzter Stunde ge-
schrieben worden, um zu zeigen, dafs die Cauchy -Riemann’schen
Fundamentalsatze der Theorie der Funktionen einer complexen Verander-
lichen fur binomisch zweiwertige Variabele Uberhaupt bestehen und mit
dem Imaginéren, also insbesondere mit der Gaufs’schen geometrischen

Reprasentation der complexen Grofsen, gar nichts zu thun haben, dann
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aber auch um Uberhaupt den Eingang in diese moderne Lehre elementar
zu gestalten und sie dem Anfanger zugéanglicher zu machen. Diese beiden
Abschnitte bilden denn auch nur die Einleitung zu einer grofseren Arbeit
Uber eine Funktionentheorie, von welcher die Riem an n’sehe nur ein
spezieller Fall ist. Bis heute ist nur von Herrn Harnack* der Ver-
such gemacht worden, bei Begriindung der Riemann’sehen Funktionen-
theorie den Green’sehen Satz Uber Doppelintegrale entbehrlich zu machen.
Ich kann jedem Anfanger nur dringend empfehlen, diese Abhandlung
und jene von Kirchhoff** zu lesen, bevor er sich an das Studium der
Riemann’schen Dissertation und der verschiedenen Uber”sie erschienenen
Commentare macht.

Sollte mein Beweis fir die Umkehrbarkeit einer Funktion in seinen
Grundlagen nicht angefochteu werden koénnen, so ware allerdings der
von mir eingeschlagene Weg der Begrindung der Funktionentheorie der
denkbar einfachste und naturlichste, da er direkt zu einem eleganten
Beweis fur die Darstellbarkeit der eindeutigen durch die Differential-
gleichung A w= 0 definierten complexeu Funktionen mittelst Potenz-

reihen fihrt.

Ansbach, 15. Juli 1886.

W. Fr. Schiller.

* Mathematische Annalen Bd. XX 1 pag. 306 ff.
** Poggeudorff Annalen Bd. 64 pag. 497.



| Begriff der allgemeinen Ableitung einer Funktion und der
Derivation des Lagrange.

Vorbemerkung. Es sei
YAEIR & O T 1)

eine beliebige Funktion des Argumentes x. Das Symbol f (X) bedeutet
eine Grofse, deren Eigenschaften man zwar kennt, deren Wert aber fiur
einen bestimmten Argumentwert erst dann angegeben werden kann, wenn
eine Vorschrift existiert, nach welcher der Funktionswert zu berechnen
ist. Dabei mufs diese Vorschrift von solch allgemeinem Charakter sein,
dafs sie unabhangig von dem speziellen Werte des Argumentes X
brauchbar ist. *

Sind y0 und yx zwei zu den Argumentwerten XV und XX gehérige
Werte der Funktion, so soll vorausgesetzt werden, dafs die Differenz der
Funktionswerte y — yo= 2 2 beliebig klein gemacht werden kann da-
durch, dafs man, von besonderen Fallen abgesehen, die Differenz der
zugehérigen Argumentwerte XxX— xu= 2 h beliebig klein macht.

Bezeichnet man das arithmetische Mittel der beiden Argumentwerte
mit X und jenes der zugehdrigen Funktionswerte mit y, so ist

x0= X — h XxX= X X h
yv=y — Kk yx=y {- A
Da diese Werte der Gleichung (1) genlgen, so ist
y + k=/(x + h— — . )

Es mufs hier besonders hervorgehoben werden, dafs fur endliche Werte
von h und 2 die Grofsen X und y von einander unabhéangig sind,

* Wir werden in einem spateren Abschnitt nachweisen, dafs mit der
Uber / (X) getroffenen Festsetzung der Funktiousbegriff von Lejeune- JJirichlet
nicht in Widerspruch steht.

Schuler, Funktionenrechnung. 1



2 Begriff der allgemeinen Ableitung einer Funktion etc.

ja auch dann ist dies noch der Fall, wenn h und k unbeschrankt klein
angenommen werden. Nur fir li— k= 0 stehen X und y in dem
durch die (1) definierten direkten Abh&ngigkeitsverhaltnis.

Die geometrische Darstellung einer Funktion nach Cartesius und
Barrow. Nach Cartesischer Auffassung ist das geometrische Gegenstiick
der Funktionsgleichung (1) eine Curve und die bekannte Barrow’sche
Figur kann also das so eben Gesagte veranschaulichen. Der Punkt
Xy ist der Mittelpunkt der Sehne, welche durch die beiden Punkte
(x0y0Q und {pxy® der Curve begrenzt ist. Betrachtet man x als constaut
und lafst die Differenz xx— xg= 2 h immer kleiner und kleiner werden,
so ruckt der Punkt xy auf der zu dem constanten X gehérigen Ordinate
immer néher an die Curve und schliefslich auf die Curve, wenn h= 0
geworden ist. Dann ist aber auch k — O.

Die Genauigkeit, mit welcher die einzelnen Punkte der Curve, die
den Funktionsverlauf veranschaulicht, verzeichnet werden kénnen, héngt
in erster Reihe ab von der Beschaffenheit der Funktion und von der
Genauigkeit, mit welcher in jedem einzelnen Falle die fir sie gutige
Rechnungsvorschrift vollzogen worden ist, dann aber auch von der
Grofsengattung, welcher die Wertreihe des Argumentes X angehdrt, also
insbesondere davon, ob man ausschliesslich rationale Werte des Argu-
mentes der Rechnung zugrunde legt, oder ob man auch irrationale Werte
des Argumentes zulafst.

Bei Zugrundelegung von nur rationalen Werten des Argumentes
liefert die Rechnungsvorschrift den Funktionswert y so genau als man
nur will; denn wenn derselbe auch nicht immer mit absoluter Genauig-
keit bestimmt werden kann, wie im Falle algebraisch rationaler Funk-
tionen, so kann er doch zwischen zwei Zahlen y' und y*“ eingeschlossen
werden, welche nach der zur Ermittelung des Wertes von y gegebenen
Vorschrift zu bemessen sind. Um z. B. den Wert der Funktion
y = YXx fur x= 2 zu ermitteln, betrachte man y 2 als Diagonale
eines Quadrates von der Seite 1. Der nte Teil dieser Seite sei jener
aliquote Teil des Maasses, welcher bei der Messung der Diagonale noch
in Betracht gezogen wird; dann wird sein

wenn in eine positive ganze Zahl ist und e die Lange bezeichnet, welche
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bei der ersten Messung durch — als Rest bleibt. Man wird also setzen

so dafs die Ungleichung besteht

Die Vorschrift, nach welcher hier Y 2 bestimmt wurde, ist eine geo-
metrische. Die Ausfuhrung der rechnerischen Vorschrift besteht in dem
Ausziehen der Quadratwurzel aus 2 bis zu einem solchen Grade von
Genauigkeit, der durch eine obere und untere Grenze, welche beliebig
zusammengezogen werden kénnen, angegeben wird; sie fihrt also ganz
zu demselben Resultate.

Die Endpunkte der den Funktionswerten y entsprechenden Ordi-
naten liegen allemal zwischen den rationalen Grenzwerten y“ und Yy, in
welche die Funktionswerte geniafs der Vorschrift eingeschlossen worden
sind, und wenn nur die Differenz y* — y* klein genug gewahlt worden
ist, so kann fur y jeder der Werte y' -)- (y*—y'), wo ff einen posi-
tiven achten Bruch bedeutet, genommen werden. Der Fehler, der hiebei
gemacht wird, lafst sich durch Zusammenziehung der Grenzen y‘ und y*
so klein machen, als man nur will.

Durch Haufung der Argumentwerte innerhalb eines Intervalles
lafst sich die Zahl der zwischen zwei Grenzen y‘ und y“ liegenden Funk-
tionswerte beliebig vermehren. Allein wie weit man auch die Einschal-
tung rationaler Argumentwerte innerhalb eines Intervalles treiben
mag, es werden die Endpunkte der Ordinaten doch niemals einen Curven-
zug bilden, sondern das, was man eine diskrete Punktmenge nennt.
Erst durch Herbeiziehung der irrationalen Zahlen zu den bisher ge-
brauchten Argumentwerten bilden die Endpunkte der Ordinaten einen
Curvenzug oder eine lineare Mannigfaltigkeit. Die durch die
Gleichung y = f (x) veranschaulichte Curve verlauft dann zunachst un-
bestimmt zwischen den punktierten Curven, deren Punkte mittelst der
rationalen Werte y' und y*“ construiert worden sind. Ilhr Verlauf wird
aber ganz bestimmt, wenn man vorschreibt, dafs bei samtlichen

Funktionswerten y' -f- (y" — y'), die den verschiedenen innerhalb eines
Intervalles gelegenen Argumentwerteu zugehéren, immer denselben
positiven achten Bruch bedeuten soll, und dafs fur die Ein-

schaltung irrationaler Argumentwerte ebenfalls bestimmte Vorschriften
gemacht werden. 1%
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3.

Andere geometrische Darstellung des Zusammenhangs einer Funktion
mit ihrem Argumente.  Angenommen die Curve y = f (r) liege ge-
zeichnet vor. Der Punkt xy, welcher in den Gleichungen (2) auftritt,
liegt dann, wie schon oben erwéhnt wurde, nicht auf der Curve,
sondern auf der einen oder andern Seite derselben in ihrer Ebene.
Er bestimmt zusammen mit li und k, wenn diese Grofsen den Gleich-
ungen (2) gemiifs gewdahlt werden, eine Sehne der Curve, welche in ihm
halbiert wird. Die Richtung der Sehne, d. i. der Winkel «, den die-
selbe mit der X Achse macht, ist bestimmt durch das Verhéltnis

welches in der Folge immer mit X bezeichnet werden soll. Die halbe
Lange der Sehne, welche den Namen Potenz des Punktes xy fuhrt,
ist gegeben durch den Ausdruck

Als Coordinaten der Sehne* betrachten wir die binomisch zweiwertigen
Ausdriicke , 7 . fe\

durch welche ihre beiden Endpunkte bestimmt sind.

Um die einzelnen Sehnen einer Curve zu construieren, kann man
auf zwei wesentlich von einander verschiedene Arten verfahren. Die
erste Art entspricht vollkommen der oben beschriebenen Methode des
Cartesius, das Abhangigkeitsverhaltnis einer Funktion zu ihrem Argu-
mentwert durch die Coordinaten der Punkte einer Curve darzustellen.
Nach ihr hat man auf der x Achse eine Sehne x H h, also ein Segment
von der Lange 2 h und dem Mittelpunktsabstand x vom Urspriinge an-
zunehmen und ebenso auf der y Achse das Segment y + Kk von der
Lange 2 k und dem Mittelpunktsabstand y. Es geschieht dies, indem
man auf der X Achse den Punkt mit der Abscisse x bestimmt und von
ihm aus nach beiden Seiten k abtragt. Das Verfahren auf der y Achse
ist diesem analog. Diese beiden Segmente sind zu betrachten als Pro-
jectionen eines Segmentes in der Ebene, woraus die Construction des-
selben sich einfach ergibt. Nimmt man also in der Gleichungy + k=
f (x + h) das Segment x + h auf der x Achse als erste Projection einer
Sehne in der Ebene willkirlich an, so liefert die Ausfihrung der durch
das Funktionszeichen f vorgeschriebenen Operationen an dem Argumente

* Siehe meine ,Analytische Geometrie des Raumes etc. etc.“ Ansbach,
Prigel & Sohn. |. Bdes 2. Halfte.
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X + /I die zweite Projection y + K dieser Sehne und damit diese selbst.
— Um zu samtlichen Argumenten X +_ h die zugehorigen Funktions-
werte auf diese Art zu construieren, verfahrt man etwa so, dafs man
zunachst x in X +_li constant annimmt und h die ganze Wertreihe des
Zahlencontinuums durchlaufen lafst. So erhadlt man alle Segmente, deren
Mittelpunkte auf der zu der Abscisse Xt gehoérigen Ordinate liegen.
Hierauf verfahrt man ebenso mit X2jF h, wo X2 ein neuer constanter
Wert von X ist, wahrend h wieder als willktrlich variabeln betrachtet
wird u. s. f.

Die Ordinate des Mittelpunktes einer Sehne wird aus den Formeln (2)
durch Addition erhalten; mittelst Subtraktion bildet sieh der zweiwertige
Bestandteil k der SehnenOrdinate seinem absoluten Werte nach. Es ist

Daher hat man fur die Richtung einer Sehne der Curve y — f (X)
die Formel:

Die Ermittelung des Quotienten auf der rechten Seite geschieht mittelst
der fur die Ausmittelung der Funktionswerte f (x -j- li) und f (x— i)
gegebenen Vorschrift. Setzt man

so kann man auch schreiben:

und

Wenn also die Funktion f (X) fir ein binomisch zweiwertiges Argument
in zwei Teile, wie vorstehende Formel veranschaulicht, sich spalten I&fst,
dann kann man die Coordinate der zweiten Projection der Sehne, deren
erste Proiection X + h gegeben ist, aus den Formeln

berechnen, und sie den erhaltenen Rechnungswerten gemafs construieren.

Da jetzt zu den zwei Bestimmungssticken einerSehne: Lange und
Richtung, noch das dritte, die Lage, bestimmt durch die Coordinaten
ihres Mittelpunktes, hinzutritt, so ist klar, dafs das Argument x2 F h,
dessen zugehdriger Funktionswert y, + ft sein mdge, niemals dieselbe
Sehne liefern kann, wie das Argument Xt F /0, fur welches der Funk-
tionswert ebenfalls yi jF ki sein soll, so lange X und .» von einander
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verschieden sind; denn gleiche und gleichgerichtete Sehnen haben gleiche
Projectioneu. Es musste also xx_+ = x2+ h2 sein. Dies kann aber
nur stattfinden fir xx= x2und / = h2 d. h. die Seimen missen auch
gleiche Lage haben.

4.

Erlauterung des Vorstehenden an einem Beispiele. Um das oben
Gesagte an einem Beispiele zu erlautern, sei

die vorgelegte Funktion. Die Rechnungsvorschrift besteht hier in der
Operation des Quadratwurzelausziehens, wie diese in den Elementen ge-
zeigt wird. Sei h zunachst eine rationale Zahl, dann ist:

Ist also V x bestimmt, so kann man hiernach y und k mit jedem be-

liebigen Grade von Genauigkeit berechnen fur X > 1, da dann die

beiden Reihen convergieren. Die Richtung einer Sehne ist gegeben durch

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dafs die Formel (7), wenn an ihr
die vorgeschriebenen Rechnungsoperationen zur Ermitte-
lung von f(X-\h) und f (x— h) nicht vorgenommen worden

sind, far h= 0 die nichtssagende Form annimmt, wahrend in

unserem Beispiel 1 = — -— wird fur h= 0, wenn man den ausge-
X

rechneten Wert von Kk benltzt, wogegen die symbolische Form

ebenfalls o liefert fur li= 0.

Um die Spaltung der Funktion zu zeigen, moge h irrational ange-
nommen werden. Nach einer bekannten Formel ist dann

und man erkennt, dafs jetzt ist:
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Man sieht, dafs fir h= 0 auch hier X= wird. Es genigt dem-

nach nicht, dafs die Funktion sich spalten lasse, um den speziellen Wert
von X zu ermitteln, welcher h = 0 entspricht, vielmehr mufs zu-
erst die Operation y x2— h ausgefuhrt werden, gerade so
wie vorhin. Thut man dies, so kommt

5.

Erweiterung und einheitliche Zusammenfassung der vorigen Inter-
pretation einer Curvengleichung fur binomisch zweiwertige Argumente.
Wahrend bei der gewohnlichen geometrischen Darstellung des Funktions-
verlaufs das Argument durch eine vom Coordinatenanfang aus auf der
X Achse abzutragenden Strecke reprasentiert wird, stellt bei der so eben
entwickelten neueren Construction der Funktionsgleichung jede be-
liebige auf der XAchse angenommene Strecke einen Argu-
mentwert dar. Dabei ist die Lage der Strecke ein wesentlich neues
Moment, so dafs Argumentstrecken von gleicher Lange aber ungleicher
Lage immer verschiedene Funktionswerte liefern. Die letzteren sind
Strecken auf der y Achse, welche entsprechend den Anderungen des
Argumentes auf derselben hin und hergeschoben werden, wéahrend sie
sich gleichzeitig vergrofsern oder verkleinern. Die den verschiedenen
Argumentwerten entsprechenden Funktionswerte unterscheiden sich also
nicht blofs der Groéfse sondern auch der Lage nach. Das Verhaltnis,
in welchem der Funktionswert zum Argumentwert steht, wird veran-
schaulicht durch das Segment, dessen erste und zweite orthogonale Pro-
jectionen sie sind, gerade so wie bei der Aalteren Darstellung jenes
Verhéaltnis durch den Curvenpunkt fixiert wird, dessen erste und zweite
Projection zusammen mit dem Coordinatenanfang Argument und Funk-
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tionswert bestimmen. Hiebei ist es von untergeordnetem Interesse, dafs
die Endpunkte des Segmentes auf einer Curve liegen; es konnte dies
auch nicht der Fall sein, was im Falle imaginarer Sehnen thatsachlich
zutrifft. Fur ein complexes Argument x +_ ili, wo i = \ — 1 ist, hat
man namlich

wenn man den reellen Teil von dem imaginéren trennt. Die Funktionen
< und Xp, sind jedoch nicht identisch mit den Funktionen (f und >
wegen 2= — 1 Es wird aber gx+ ixI\ aus g + xp erhalten da-
durch, dafs hi statt h gesetzt wird. Es konnen sich daher €\ und <9
beziehungsweise xpx und X0 nur durch die Vorzeichen gewisser Glieder
unterscheiden. Man hat also jetzt:

(12)

Das Argument X -\- ih stellt eine Strecke auf der xAchse dar
mit der Mittelpunktsabscisse x und der Lange 2 lii. Samtliche Punkte
dieser Strecke mit Ausnahme des Mittelpunktes, der reell ist, sind ima-
gindr. Man hat deshalb die von letzterem aus abgetragenen Strecken
-f- h und — h mit dem Zeichen i zu behaften, um dadurch das Seg-
ment mit der Coordinate x +_ hi von jenem mit der Coordinate x f h
zu unterscheiden. Beide Segmente haben dieselbe absolute Lange; wéahrend
aber die Endpunkte der reellen Segmente auf der Curve y= f (d?) liegen,
ist dies bei den Endpunkten der imagindren Segmente nicht der Fall.
Denn angenommen das Segment mit den Coordinaten x + hi, y f ki
werde von zwei Punkten der Curve y = f (X) begrenzt, dann miufste es
iiotwendig mit dem Segmente x + h, y pp k, das mit ihm Lage, Rich-
tung und absolute Lénge gemein hat, zusammenfallen. Dies trifft aber
nur zu fur h= 0 also fur die Segmente von der Lange Null, d. i. far
die Punkte der Curve y = f (x). Denn fur diese ist sicher:

Das Reelle und Imaginare, wie es hier auftritt, lafst sich unter einem
einheitlichen Gesichtspunkte behandeln, wenn gleich von vornherein
statt des rationalen h das irrationale, wie es in der Algebra sich zuerst
ergibt, ndmlich in Form einer Quadratwurzel, eingefuhrt wird, wie dies in
obigem Beispiel geschah. Lé&fst man dann in dem Argument X + \/~/
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das X constant, wahrend h das Zahlencontinuum von — 0O bis f A
durchlauft, so ergeben sich alle reellen und imagindren Segmente, deren
Coordinaten von der angegebenen Beschaffenheit der vorgelegten Funk-
tionsgleichung genugen. Es wird dann auch deutlich, warum durch
Ubergang in das Imaginidre die Funktionen (p und ip in (pt und ip,
Ubergehen. Man hat namlich jetzt statt der (10) (p (pc, \ h) und
ip (X, V h), und wenn h negativ wird, so sind diese Funktionen eben
nichts anderes als die Funktionen <t und ipr Der Ubergang des h
vom Positiven zum Negativen geschieht durch Null; fur den Null-Fall
von h geht aber < in f Uber und ip verschwindet. Betrachtet man
also in x + y h (fas x a’s constant, wahrend h von — OO bis -f- 0O
variiert, so beschreibt der Mittelpunkt der Sehnen die Ordinate, welche
zur Abscisse X gehort. Beim Uberschreiten der Curve y = f (X) werden
die Sehnen imaginar oder umgekehrt, je nachdem sie vorher reell oder
imaginar waren. Gehen wir einen Augenblick zurtick zur Barrow ’'schen
Figur, so hat dieselbe jetzt die Bedeutung, dafs in Folge der Aufwarts-
bewegung des Punktes Xy die zugehdrige Sehne sich stets dreht (wir
nehmen an, dafs pr_\/ h von den vorher fixierten Werten x{ und xo aus-

Richtung sich einstellt. Beim Uberschreiten der Curve geht sie iiber in
die Tangente derselben im Schnittpunkte der Ordinate mit ihr, um
nachher, wenn y > /' (x) geworden ist, als imaginare Strecke auf den
Plan zu treten. Es kann demnach der Wert, den X auf der Curve hat,
immer in zwei Grenzen eingeschlossen werden, auch wenn fir die Funk-
tion f eine Rechnungsvorschrift noch nicht bekannt ist. Bezeichnet
man diesen Wert mit X, so hat man namlich immer eine oder die
andere der Ungleichungen:

die allerdings nur eine symbolische Bedeutung haben, da <p und ip
nur Funktionszeichen sind. Berechnen kann man X< allgemein ei'st
dann, wenn die Rechnungsoperationen bekannt sind, nach welchen die
Funktionswerte ip bestimmt werden, mussen. So ist z. B. in dem
obigen Beispiel
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was zur lllustration dienen mag. Fur x = \ h= 0,0000 lautet die
Ungleichung

Es lafst sieh demnach fir jeden einzelnen Curvenpunkt der spezielle
Wert von Xt mit Hilfe der Ungleichung (13) so genau bestimmen als
man nur will.

Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dafs auch bei der
gewdhnlichen Bestimmungsweise von Xt fur einen Punkt der Curve, diese
Funktion in zwei Grenzen eingeschlossen werden kann. Bekanntlich
besteht diese Bestimmungsweise darin, dafs man die Sehne in der Bar-
row'sehen Figur sich um den einen ihrer Endpunkte drehen lafst bis
sie die Richtung der Tangente in diesem Punkte annimmt. Arithmetisch

heifst dies den Wert von

suchen fur h= o. Man bemerke, dafs bei dieser Drehung h im Posi-
tiven abuimmt und bei X in das negative Wertgebiet eintritt. Das
Vorzeichen von -J- \/h andert sich aber dadurch nicht; dagegen sind
samtliche Wurzelwerte imagindr geworden und demgeméfs auf der Abs-
cissenachse von x aus im positiven Sinne aufzutragen und mit i zu
kennzeichnen. Die Sekante, welche nun imaginar geworden ist, liegt
auf der andern Seite der Tangente und ihre Richtung ist bestimmt durch

Da man ebensowohl die Sekante von der negativen Seite her sich hatte
drehen lassen koénnen, so geben vorstehende zwei Quotienten auch dann
den Differentialquotienten, wenn man das andere Vorzeichen der Quadrat-
wurzel nimmt. Es ist demnach immer

Dafs dies Verfahren aber weit umstandlicher ist als das von uns ange-
gebene neue Verfahren der Einschliefsung des Differentialquotienten in
zwei Grenzen, lehrt schon das mehrfach vorgefuhrte einfache Beispiel.

0.

Neues geometrisches Bild einer Gleichung zwischen y und x. Es
wird sich weiter unten Gelegenheit geben auf die oben auseinandergesetzte
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erste Art der Interpretation einer Funktionsgleichung mittelst zweiteiliger
zweiwertiger Argumente zuriickzukommen. Deshalb verlassen wir hier den
Gegenstand, um zu der zweiten Art der Interpretation einer Funktions-
gleichung Uuberzugehen. Dieselbe besteht darin, dafs man den Punkt xy,
dessen Coordinaten die ersten Teile der binomisch zweiwertigen Coordi-
naten x “h, y jF k sind, construiert, dann von ihm aus parallel den
Coordinatenachsen nach beiden Seiten die Sticke jr h und w k abtrigt
und die Sehne construiert. Hiebei denkt man sich immer noch das Ar-
gument X _+h als willkirlich gewahlt und den Funktionswert Y F_k aus
der Funktionsgleichung bestimmt. Man kann aber diese Anlehnung an
die gewohnte Vorstellung der Construction einer Curvengleichung ganz
aufgeben und den Punkt xy in der Ebene ganz beliebig annehmen
und zu ihm aus den (10) li und k berechnen, sowie X und p. Zieht
man dann durch den Punkt Xy eine durch die Funktion / bestimmte
Richtungsgerade und tragt auf ihr nach beiden Seiten die Potenz p ab,
so ist das Segment, dessen Coordinaten x + X y + Kk in den ersten
Teilen von einander unabhangig, und deren zweite Teile Funk-
tionen der ersten sind, vollstandig bestimmt. Man erkennt, dafs bei
dieser Construction der letzte Rest der Curvenvorstellung, welche sich bei
den vorigen Constructionsweisen dann und wann noch eingestellt hat,
vollstandig verschwunden ist. Wir ersetzen also jetzt die Car-
tes’'sche Auffassung einer Gleichung j = f(pc) durch folgende allgemeinere:
Eine jede Gleichung zwischen X und y stellt die
Verteilung der reellen oder imaginadren Segmente
in der Xx//Ehene dar, deren Coordinaten der Gleich-
ung genugen. Die Cartes’'sche Curve ist der Ort
der Nullsegmente.

7.

Aufstellung der Gleichung zur Bestimmung von X und X. Es sei
also jetzt xy ein fester Punkt der Ebene der Curve (1); dann hat man,
um die Anzahl und die Richtungen der durch ihn gehenden Sehnen zu
bestimmen, aus den drei Gleichungen

li und k zu eliminieren. Es sei

das Eliminationsresultat und

(16)
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eine reelle Wurzel dieser Gleichung und zwar jene, welche die in der
Barrow’'sehen Figur gezeichnete Sehne der Richtung nach bestimmt.
Dafs diese reelle Wurzel existiert fur alle Punkte, deren Coordinaten «
und y gleich sind dem arithmetischen M ittel irgend zweier reeller
Argumente und der zugehorigen Funktionswerte ist klar. Geometrisch ge-
sprochen sind dies die Mittelpunkte aller jener zweifach unendlich vielen
Sehnen, die durch die Verbindung eines jeden Curvenpunktes mit jedem
andern Curvenpunkte erhalten werden.

Der reellen Wurzel (10), welche eine dieser Sehnen darstellt, ent-
spricht daher notwendig eine reelle Wurzel li der ersten der Gleichungen
(14); durch Substitution dieses Wertes von h in die zweite jener Gleich-
ungen oder in die dritte ergibt sich dann ein reeller Wert von fr
Verfahrt man also umgekehrt, so wird ersichtlich, dafs die Funktion
Qr {xy) notwendig eiue gebrochene Funktion sein mufs, und also im
Allgemeinen von der Form sein wird.

wo F{xy) auch der Einheit gleich sein kann; es ist also hier

angenommen.
Da die Funktionen i und fr fur y = f (X) identisch verschwinden,

so nimmt die reelle Wurzel (17) in diesem Falle die Form — an. Es
missen also die Funktionen

gemeinsam haben, nach dessen Ausscheidung der Quotient

entwickelt werden kann.

8l

Nahere Bestimmung von | und It Hiebei sind nun ganz beson-
ders zwei Falle zu unterscheiden. Der erste ist der, dafs in den Funk-
tionen J2 und ji2 die Variabein X und y in keiner andern Verbindung
als in der des Quotienten y : f (x) auftreten, der zweite, dafs neben dieser
Verbindung x und y auch noch in anderer Weise Vorkommen. Im
ersten Fall ist klar, dafs der Quotient (19) fiur alle Punkte der Curve
y = f (x) denselben Wert hat, wenn er Uberhaupt existiert, so dafs man
nur notwendig hat seinen Wert ¢ fur einen einzigen Curvenpunkt zu
ermitteln, was auf empirischem Wege immer geschehen kann. Denn
der Wert der Funktion
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in welchen die Funktion (17) Ubergeht, stellt die Richtung der Tan-
gente in einem Curvenpunkt dar. Hat man also die Richtung der
Tangente tna = kin in dem Curvenpunkte x = x0, y = yO0 ermittelt,
so findet £ich ¢ = kfi : F (xe %0, so dafs man jetst hat:

Im zweiten Falle hat der Quotient (19) fur jeden Curvenpunkt einen
andern Wert und es ist deshalb seine Reduction erforderlich. Ist dies
nicht moglich, so kann man doch immer in solchen Féallen seinen Wert
approximativ berechnen.

Bei einer grofsen Klasse von Funktionen sind die Funktionen
und £2, einander gleich oder die Gleichung (15) zerfallt in zwei Fak-
toren, wovon der eine in Kk linear ist und durch Gleichsetzung mit Null
die Funktion Kkt liefert.

Die Funktion kt ist identisch mit der abgeleiteten Funktion oder
Derivation von f (a), wie sie von Lagrange eingefihrt worden ist.
Letzterer postuliert aber dabei die Entwickelbarkeit der Funktion f (x)
in eine Reihe, wahrend nach der obigen Methode lediglich vorausgesetzt
wird, dafs die Funktion fur binomisch zweiwertige Argumente in einen
einwertigen und einen zweiwertigen Bestandteil zerfallt, wie die Formel
(9) zeigt. Aber nicht in diesen verschiedenen Voraussetzungen liegt der
wesentliche Unterschied der Lagrange'schen Ableitungsart von der uns-
rigen, sondern in der allgemeineren Begriffsbestimmung der
abgeleiteten Funktion. Es ist in den meisten Fallen gar nicht notig die
Lagrange’sche Derivation besonders zu ermitteln, um jene Probleme zu
lésen, die mit ihrer Hilfe gewdhnlich in Angriff genommen werden. Es
genlugt die Funktion (17) zu diesem Zwecke zu kennen. Die Lagrange'’-
sche Funktion ist eben nur ein spezieller Fall unserer Funktion k.

Da die Funktion kt eine Wurzel der Gleichung (15) ist, wenn man
in ihr y = f (x) setzt, so nennen wir die Wurzeln der Gleichung (15),
auch wenn in ihr die Substitution y = /' () nicht gemacht worden ist,
ebenfalls abgeleitete Funktionen oder allgemeine Derivationen. Die
Anzahl der Wurzeln der Gleichung (15) gibt die Anzahl der Sehnen
an, die durch einen Punkt xy der Ebene gelegt werden kénnen. Da die

Lange der Sehne bestimmt ist durch

so geben die Gleichungen
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(len Ort der Null sehnen an. Diese beiden Gleichungen werden aber
befriedigt, wenn y = f () gesetzt wird. Die Gleichung (15) hat aber
aufser der so eben benutzten Wurzel (15) noch andere Wurzeln, welche
fur y = f (X) nicht in den Lagrange'schen Differentialcoefficienten Uber-
gehen. Der Ort der Nullsehnen, oder was gleichbedeutend damit ist,
die Curve y — f (x) ist also zugleich der Trager einer endlichen Anzahl
von Sehnen, deren Langen nur in speziellen Punkten Null werden kénnen,
namlich in den singuladren Punkten der Curve.

Es ist oben gezeigt worden, dafs auf empirischem Wege der La-
grange’sehe Differentialcoefficient approximativ immer fur jeden einzelnen
Curvenpunkt berechnet werden kann, wenn die dort besonders hervor-
gehobene allgemeine Derivation gegeben ist. Diese Bestimmungsweise
leistet fur die Anwendung dieselben Dienste wie die exacte Lagrange’sche
Derivation. Denn angenommen man habe mit Hilfe der letzteren den
Neigungswinkel der Tangente in einem Curvenpunkte bestimmt und die-
selbe soll nun verzeichnet werden, so kann dies mit keinem gréfseren Grade
von Genauigkeit geschehen als umgekehrt jener ist, mit welchem der
Winkel bestimmt werden kann, den eine beliebig gezogene Tangente mit
der x Achse bildet, vorausgesetzt natirlich, dafs man ein Verfahren bereits
kennt fir die Tangentenconstruktion, was ja bei vielen Curven in der
That der Fall ist. Allein wenn dem nicht so ware, so kénnte man
doch die Bestimmung der Constanten ¢ durch Construktion mit einem
grofsen Grade von Genauigkeit ermitteln. Man wahlt namlich den
Winkel u ganz beliebig und zieht eine Sehne A B wvon der durch X
vorgeschriebenen Richtung. Hierauf zieht man eine Schaar paralleler
Sehnen und sucht den Ort ihrer Mittelpunkte. Da wo dieser die Curve
y = f (X) schneidet, ist der Ort des Punktes, dessen Coordinaten Xo \b zu-
sammen mit tg u = hi die Gleichung /(= c¢ F(xy) einzusetzen sind,
um daraus € zu bestimmen.

9.

Einschliessen der Lagrange’schen Derivation in zwei Grenzen. Es
soll aber nun weiter gezeigt werden, dafs der Wert der Constanten ¢
immer zwischen zwei Grenzen eingeschlossen werden kann, durch
deren Zusammenziehung der Genauigkeitsgrad dieser Wertbestimmung
beliebig vergrofsert und auf dieselbe Hohe gebracht werden kann, welche
durch die Genauigkeit, mit der die Funktionswerte selbst bestimmt wor-
den sind, angezeigt ist.
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Uberschreitet namlich der Punkt Xy die Curve Y = f (X), so wird
die zu (17) gehoérige Sehne imagindr, worauf schon Seite 8 und 9
hingewiesen wurde. Die Funktionen G und G, werden daher ebenfalls
imagindr. Man kann aber an ihrer Stelle reelle Funktionen hersteilen,
wenn man in die Gleichung Y = f (X) statt X und Y die complexen
Werte X -j- il un< ¥ -\- ik substituiert. Es findet sich dann

Loést man also die Gleichung ¥ — IP{ (och) nach h auf und substituiert
den Wert von h in die Gleichung k = i\ (xli), so findet sich

h= P (xy) k= F(xy).B'(xy) .. . @A

und daher wird die allgemeine Derivation folgende:
(25)

Die Funktionen P ‘ und Pt' sind nun fir alle Punkte der Ebene, deren
Coordinaten der Ungleichung y >m f (X) genigen, reell. Ruckt der Punkt
auf die Curve, so verschwinden sie und wenn derselbe die Curve Uber-
schritten hat, und also in ein Gebiet tritt, wo § < f (X) ist, so wer-
den dieselben imaginar. Es ist also der Wert des Bruches Pl :P1auf
der Curve notwendig ebenfalls C, und daher besteht fur den oberen
Rand des auf Seite 3 beschriebenen Streifens die Ungleichung

wenn wie dort y“ die Ordinate eines Punktes dieses oberen Randes be-
zeichnet. Da aber in den Funktionen G' und G(' das Funktionssymbol
f (X) vorkommt, so mufs ganz besonders bemerkt werden, dafs fiir f (X)
allemal ein Wert zwischen Y‘ und Yy gesetzt werden mufs, wo Y° die
Ordinate eines Punktes des unteren Randes des Funktionsstreifens ist.
Man hat also zu setzen:

Nach den Auseinandersetzungen auf Seite 13 mufs aber fur C auch eine
oder die andere der beiden Ungleichungen bestehen :

¢ <c xy9)

> P (xy)

wenn wieder in den Funktionen P und Pt fur / (X) der exacte Funk-
tionswert, fir y' aber der dem untern Rande des Funktionsstreifens ent-
sprechende approximative Funktionswert gesetzt wird. Der Wert der
Constanten c ist daher zufolge der Ungleichung
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denselben Schwankungen ausgesetzt, wie der Funktionswert f (X)
selbst. Wenn also die Vorschrift gegeben ist, nach welcher die Funk-
tionswerte fur die verschiedenen Argumentwerte zu berechnen sind, so
kann die Ermittelung des Wertes der Constanten ¢ mit demselben
Grade von Genauigkeit geschehen, als es moglich ist, den Funk-
tionswert y aus der Gleichung y = f (x) zu berechnen, vorausgesetzt,
dafs man auch noch die Vorschriften zur Berechnung der Funktionen
LI und beziehungsweise LI und Qt kennt. Zur Aufstellung derar-
tiger Vorschriften in arithmetischer Form bedarf man aber der Kenntnis
des Lagrange’'schen Differentialcoefficienten, also jener Funktion, die erst
ermittelt werden soll. Aus diesem Widerstreit fuhrt kein anderer Aus-
weg, als der, dafs man die Funktionen, wie dies beispielsweise bei den
trigonometrischen Funktionen zu geschehen pflegt, durch geometrische
Eigenschaften definiert und demgemaéfs ihre einzelnen Werte mittelst
geometrischer Constructionen bestimmt, oder dafs man die Funktion
durch andere Funktionen, deren Derivationen man kennt, auszudriicken
sucht. Auch ist es in manchen Fé&llen mdglich, fur die Umkehrung der
Funktion ohne Kenntnis von der Lagrange’schen Derivation der primitiven
Funktion zu haben, den Differentialquotienten zu bestimmen. Der reci-
proke Wert desselben in einem Intervall, wo er endlich und von Null
verschieden ist, liefert dann den Differentialquotienten der primitiven
Funktion. Das Rationellste ist jedoch, die Funktion durch eine Diffe-
rentialgleichung zu definieren.

Bevor wir hievon ausfuhrlicher handeln, kehren wir noch einmal
zuriick zur Betrachtung des Verlaufs der allgemeinen abgeleiteten Funk-
tion von y = f (x) fur ein constantes Argument xa also zu dem Fall, wo
der Punkt (X,y) die zu dem Argumente X0 gehorige Ordinate durchlauft.
Es ist dann y in dem Quotienten y : f (XY sachlich von f(Xx) etwas sehr
Verschiedenes, denn y ist unmittelbar gegeben oder willkurlich auf der
Ordinate gewahlt, wéahrend f (x0 ein Symbol oder die Rechnungsregel
ist, nach welcher man den Funktionswert zu bestimmen hat. Als Funk-
tionswert kann man aber jede Zahl nehmen, die in dem Wertevorrat
f(xh= y\ -\ ff (?/", — y'0 enthalten ist. Ruckt nun der Endpunkt
der durch y dargestellten Strecke auf der Ordinate weiter bis in die
Né&he des gewahlten Funktionswertes, wobei naturlich y immer noch
ganz willkurlich bleibt, und etwas von f (xy durchaus sich Unterscheiden-
des darstellt innerhalb der Unbestimmtheitsgrenzen y‘u und y“u die die
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Schwankung der Funktion markieren, so ergibt sich fur die allgemeine
Derivation immer ein ganz bestimmter Wert. Erst wenn y im weiteren
Verlauf die Stelle f (x0 erreicht, wird die allgemeine Derivation un-
bestimmt. Dieser Unbestimmtheit kann auf zweierlei Art vorgebeugt
werden, namlich dadurch, dafs man die genannte Stelle einfach aushebt
oder dadurch, dafs man entweder mit dem Werte f(x0 seitlich zurtickweicbt
in dem Augenblicke, wo y diese Stelle Uberschreitet oder umgekehrt den
Punkt (xoy) eine Umgehung des Punktes [,ro, f (x9] ausfihren Ilafst.
Das zweite ware gestattet, da man ja innerhalb des Intervalles y“ — y*
jeden Wert fur f (xQ wahlen kann. Um jedoch nicht in Widerspruch
mit einer friheren Festsetzung zu geraten, ist es zweckmafsiger, jene
Stelle einfach auszuheben oder zu umgehen. Dies setzt aber voraus,
dafs fur f {xU) ein etwas grofserer oder kleinerer Wert aus y0 -f- 0 (yO*
— VO gewahlt worden ist, als bei der Curvenconstruction, weil ja sonst
die Curve als solche aufgehoben werden wirde. Die soeben geschilderte
Schwierigkeit ergibt sich aber nur dann, wenn man die Rechnungsvor-
schrift /' {x) nicht kennt, f (x) vielmehr nur ein Symbol ist. Es soll dies
nun an den bekanntesten Funktionsarten gesondert nachgewiesen werden.

10.

Abgeleitete der algebraischen Funktionen. Wir betrachten zunachst
jene Funktionen y von X, welche durch eine algebraische Gleichung mit
reellen Coefficienten und ganzzahligem Grade:

fcy) = 0 i (28)
definiert sind. Dabei setzen wir voraus, dafs das Argument X nicht
blofs reelle einteilige Werte durchlauft, sondern auch eine zweiteilige
Grofse vorstellen kann, deren zweiwertiger Bestandteil reell oder imaginar
ist, und dafs dem entsprechend die Funktion y ebensowohl einwertig als
binomisch zweiwertig reell oder imagindr sein kann. Dann lafst namlich
die Gleichung immer eine Umkehrung zu, so dafs man fir jeden Wert
XN Werte von y erhalt; sie definiert also eine ndeutige Funktion y von
X, die im Allgemeinen transcendent ist.

Substituiert man zunachst an Stelle von x und y die binomisch
zweiwertigen Coordinaten X _+ h und y yh B und entwickelt jedes ein-
zelne Glied der Gleichung /' (xyb h, y + k= 0 mittelst des bino-
mischen Lehrsatzes* und nachheriger Multiplication der fur (x +. li)*1 und
(/I + 1)1 erhaltenen Aggregate, so ergibt sich durch Vereinigung der

* Der Taylorkehe Satz soll hier noch nicht vorausgesetzt werden.
Schuler, Funktionenrechnung. 2
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Glieder mit gleichen Potenzen von h und & wenn nach dieser Vereinigung
noch k= Xh gesetzt und die Gleichungsspaltung vorgenommen wird:

wenn gk und f/* Funktionen #en Grades in Bezug auf X dagegen Funk-
tionen n— ®en Grades in Bezug auf x und y sind, und der Grad der
Gleichung n= 2fi also eine gerade Zahl ist. In dem Falle, dafs n
ungerade, also n= 2fi— 1 ist, hat das Endglied der zweiten Gleichung

Die Funktionen ff und ip kénnen bekanntlich in symbolischer

Gestalt dargestellt werden durch

wo nach der Entwickelung der Binomien zu setzen ist:

Die Aufgabe, zu jedem Argument X _+ h den zugehérigen Funktionswert
zu bestimmen, erfordert zu ihrer Erledigung die Auflésung einer Gleich-
ung nten Grades, was aber bekanntlich allgemein nicht madglich ist. Nur
wenn die Coefficienten der Gleichung numerische Werte haben, kann
dies mit unbeschrankter Approximation geschehen. Ganz dasselbe gilt nun
auch hinsichtlich der Bestimmung der allgemeinen Derivation X denn
auch diese stellt sich als Wurzel einer algebraischen Gleich-
ung dar. Bildet man namlich die Resultante von (29) durch Elimination

von h, so wird dieselbe in / vom Grade Nach Sylvesters

Methode gebildet erhalt sie die Gestalt:
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Die linke Seite dieser Gleichung soll mit B (A und die Wurzeln der
Gleichung B (A: 0 sollen mit Xa bezeichnet werden; es existiert dann
bekanntlich eine Funktion u (A), aus welcher durch Substitution der
Wurzeln X an Stelle von X die gemeinsamen Lo6sungen h2= u der
Gleichungen (29) hervorgehen, so dafs man schliefslich hat

und folglich die Potenz eines Punktes xy gleich wird:

Unter den Wurzeln X ist diejenige, welche fir h= k= 0 in den La-
grange’schen Differentialcoefficienten Ubergeht, von besonderer Wichtigkeit.
Da in diesem Falle der Punkt X, Y auf die Curve rickt, so findet man
diese Wurzel, welche wie oben mit Xt bezeichnet werden soll, wenn in
der Resultante B (A f(Xy) = 0 gesetzt wird. Dadurch ergibt sich aber
augenscheinlich:

und es ist demnach

Dies ist aber der Lagrange’'sche Differentialcoefficient. Es
kann derselbe also wirklich fir algebraische Funktionen und solche
transcendente Funktionen y, welche durch Umkehrung der Gleichung (28)
entsteheh, vollkommen exact bestimmt werden. Neben der Wurzel

(32) liefert die Gleichung (30) fur

Wurzeln, die aber den Charakter allgemeiner Derivationen fur die Curven-
punkte haben.

Der Wurzel Xt mufs eine Wurzel XT der Gleichung B (&) = 0 im
allgemeinen Falle entsprechen, so dafs man schreiben kann

Diese AVurzel XT gibt die Richtung der kleinsten Sehne an, welche man
durch den Punkt XY an die algebraische Curve so ziehen kann, dafs
sie in ihm halbiert wird. Durch jeden Punkt der Ebene der Curve

gehen -™—~ 2~ Sehnen, und zwar auch dann noch, wenn der Punkt

der Curve selbst angehort; nur ist in letzterem Falle die Tangente als
Nullsehne mitgerechnet.

Fur complexe AVerte von X und ) erhalten die Gleichungen (29)
dieselben Glieder, nur wechseln jetzt ihre Vorzeichen ab. Die Elemente
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der Horizontalreihen der nach der Sylvester'schen Methode gebildeten
Resultante erhalten also ebenfalls abwechselnde Vorzeichen.

Die besonderen Falle der Wurzeln der Gleichungen:

entsprechen den besondern Punkten der Curve (28), den singulédren
Punkten, oder bei der auf Seite 11 gegebenen allgemeineren geo-
metrischen Auffassung der Gleichung (28), den Fallen, in welchen in
einem Punkte zwei oder mehrere Sehnen zusammenfallen oder besondere
Lagenverhaltnisse gegen einander haben. Das Problem der Bestimmung
der singularen Punkte einer Curve ist also identisch mit dem Probleme
der Ermittelung der singularen Wurzeln der Gleichung li (/) = 0. Das
letztere algebraische Problem liegt aber vollstandig geldst vor. [INlit der
Aufstellung der Gleichung (30) ist also eine von Reihenent-
wickelungen und linearen Transformationen unabhé&angige
Methode von rein algebraischem Charakter zur Unter-
suchung und Definition jener Punkte gewonnen.

Es soll nun an dem Beispiele der ebenen Curven dritter
Ordnung; das Gesagte naher erlautert werden.

Die Gleichung einer solchen Curve zerfallt fur bino-
misch zweiwertige Coordmaten in

wo ist

und

Die Resultante von (33) ist:

und somit in X vom dritten Grade. Ist dieselbe erflllt, dann bestimmen
sich h und k aus den Gleichungen:
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Die Gleichung (34) hat drei Wurzeln, welche die drei allgemeinen ab-
geleiteten Funktionen von f {pcy) sind. Es gehen also durch jeden
Punkt der Ebene der Curve drei Sehnen, von welchen im Allgemeinen
zwei imaginar sind. Fur die Punkte der Curve f (xy) = O selbst zer-
fallt die (34) wie ersichtlich in

F+7~+2=0 und 4 + 2724+ "~4 = 0 = = (37)
die (35) werden dann zur Bestimmung von h und k unbrauchbar, und
man hat sich daher zu diesem Zwecke ausschliefslich der (30) zu be-
dienen.

Die Wurzel K der ersten der Gleichungen (37) liefert in jedem
Punkte der Curve die Richtung der Nullsehne oder der Tangente.
Die Wurzeln der beiden andern Gleichungen, A2 und A3 geben die Richt-
ungen der beiden andern Sehnen, die im Curvenpunkt halbiert werden.
Diese beiden Sehnen sind es, durch welche wir die singularen Punkte
der Curve definieren kdénnen, wenn wir die Besonderheiten der Lagen-
und GrofsenVerhéltnisse derselben ins Auge fassen. In dem Falle namlich,
wo gleichzeitig die Beziehungen statt haben:

fx= 0 f2= 0 f=0 . .. . (38)
verschwindet identisch, und h und k werden zu Null nach (30),

welches auch die Werte der Wurzeln von (37) sein mdgen. Es geben
also die Wurzeln der Gleichung

m, + 2 + 0 e (39)
die Richtungen zweier Nullsehnen an. Die Curve durchsetzt sich also
in einem solchen Punkte; dieser ist ein Doppelpunkt, wenn die Wur-
zeln reell sind, ein isolierter Punkt dagegen im imaginaren Falle.
Sind beide Wurzeln einander gleich, so fallen die Richtungen der Null-
sehnen oder Tangenten zusammen; man hat den Ruckkehrpunkt.

Haben die Gleichungen (37) gemeinsame Wurzeln, ohne dafs die
beiden ersten Bedingungen (38) erfullt sind, genigt also der Wert von
A aus der ersten Gleichung auch der zweiten, besteht also die Bedingung

fnn-2f*f*f» + f«n = 0 e, (40)
so hat man ebenfalls zwei zusammenfallende Nullselmen und eine dritte
reelle Sehne, deren Richtung durch die Wurzel

+ 114 <fllz
bestimmt ist. Ein solcher Punkt heifst bekanntlich Wendepunkt,
weil die Curve sich in demselben wendet und zu beiden Seiten der
Sehne und Tangente verlauft.



22 Begriff der allgemeinen Ableitung einer Funktion etc.

Ist endlich

ohne dafs ft= 0 und f%— 0 ist, so hat man einen Curvenpunkt mit
zwei zusammenfallenden Sehnen von gleicher'Lédnge, er heilst ein Dop-
pelseh nenpun kt.

Bestehen die (40) und (41) gleichzeitig, so fallt ein Doppelsehnen-
punkt mit einem Wendepunkt zusammen; man hat einen Rickkehrpunkt,
wenn die Sehnen die Lange Null haben.

Von der Diskussion der cubischen Gleichung in X (34) soll hier
Umgang genommen und nur hervorgehoben werden, dafs gleichen Wur-
zeln auch gleiche Sehnen entsprechen, wie die (35) und (36) lehren.
Den besonderen Punkten xy der Ebene der Curve dritter Ordnung,
d. i. jenen Punkten, fur welche zwei oder auch alle drei Sehnen zu-
sammenfallen, entsprechen dann im speciellen Falle, wo der Punkt XY
auf die Curve rickt, die singularen Punkte dieser letzteren.

1. Beispiel. Die Curve mit Ruckkehrpunkt

Fur complexe Werte wird hier
die Gleichung zur Bestimmung von / st

Fur w2= XS zerfallt dieselbe in

Die letztere Gleichung liefert den Lagrange'schen Differentialcoefficienten
und damit die Richtung der Tangente, die beiden andern Wurzeln geben
die Richtungen der Sehnen, welche sich noch durch den Curvenpunkt
ziehen lassen. Fur X = 0 Yy = 0 werden zwei Wurzeln gleich Null,
die dritte aber unendlich, entsprechendes gilt also auch fir die zuge-
hoérigen Sehnen.

2. Beispiel. Die Curve mit Doppelpunkt

liefert die Resultante

Fir die Punkte der Curve hat man daher die Wurzeln

Im Punkte x = 1, y = 0 werden dieselben
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Da aber ist

so kommt fur diesen Punkt h= 0. Man hat den Doppelpunkt.

Es ist ferner

Also liefert x = QgSeinen Wendepunkt. FuUr diesen verschwinden

in der That die beiden Wurzeln

Auch fur Funktionen f ky) = 0 vom vierten Grade kann man be-
kanntlich die Gleichung zur Bestimmung von Yy noch algebraisch auf-
lésen. Im Falle der Gleichungen funften Grades bedarf es aber schon
der Kenntnis der elliptischen Funktionen. Hervorgehoben verdient zu
werden, dafs fur die Curven zweiten Grades die allgemeine De-
rivation mit der Lagrange’schen identisch ist.

11,
Die Abgeleitete der Exponential-Funktion. Die Exponentialfunktion

liefert fur binomisch zweiwertige Coordinaten

oder

Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich

woraus durch Auflosung far h der Wert folgt:

Durch Subtraction der (43) findet sich:

oder mit Benutzung des vorstehenden Wertes von h

Es ist also die allgemeine Derivation der Exponentialfunktion
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In dem Ausdrucke rechts sind x und y stets als unabhangige Grofsen
anzusehen, doch ist immer y > e*zu wahlen. Man hat demnach bei
Berechnung der allgemeinen Derivation fur einen bestimmten Punkt Xxy
zunachst ex zu berechnen nach der hieflir gegebenen Vorschrift, welche
auf einem Standpunkte, wo man die Definition dieser Funktion durch
eine unendliche Reihe noch nicht kennt, in der Ausziehung von Wurzeln
besteht. Da y vorgegeben ist, so kann man durch passende Wahl
des Genauigkeitsgrades von c¢x es immer so einrichten, dafs letzterer
Wert kleiner als y ist.

Fur complexe Werte des Argumentes und der Funktion hat man
nach der Formel von Euler, welche nachher bewiesen werden soll:

Also st

Man findet hieraus:

und als Ausdruck fur die allgemeine Derivation:

Auch hier ist y vorgegeben und zwar eingeschrankt durch die Beding-
ung y < ex.

Nimmt man also fur cxeinen Wert aus dem Wertevorrat yx -f-
(y2— yt, wo yt und y2 die zwei Grenzen sind, in welche ex einge-

schlossen wurde, so hat man offenbar

Der Wert von 2t schwankt also zwischen zwei Grenzen, die abhéangig
sind von den Grenzen, in welche der Funktionswert ex eingeschlossen
worden ist und von dem Schwankungswert der Funktion selbst. Bei
thatsaehlicher Auswertung der in dieser Ungleichung auf beiden Seiten
auftretenden Faktoren von ex findet sich der approximative Wert 1 fur
dieselben. Es genigt die Auswertung fir einen einzigen Punkt auszu-
fuhren; denn jene Faktoren haben fur alle Curvenpunkte dieselben
Werte. Man kann aber auch rein empirisch durch eine genau ange-
fertigte Zeichnung tg« = /ufir diesen Punkt bestimmen und hat dann:
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In dem einen wie in dem andern Falle ergibt sich:

far alle Punkte der Curve.

12,

Die Abgeleiteten der trigopnometrischen Funktionen. Die trigono-
metrische Funktion

zerfallt far binomisch zweiwertige Argumente in die beiden Bestandteile:

Demnach st

und folglich die allgemeine Derivation:

Fur complexe Werte des Argumentes hat man:

Somit ist:

und folglich auch

Der Lagrange'sche Differentialcoefficient ist

wie man auf dieselbe Weise findet wie bei der Funktion cx.

Die trigonometrische Funktion

liefert die beiden Formen der allgemeinen Derivation:
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Dahpr ist die Lagrange’'sche Derivation:

Will man von den archimedischen Satzen Anwendung machen, so

hat man die Werte von:

fur h= 0 zu ermitteln. Bekanntlich ist aber lim

findet sich also auf diesem Wege das gleiche Resultat wie vorhin.

13.

Die transcendente Grundgleichung von Euler. Eine Vergleichung
der Formeln (40) und (bp), dann der beiden Formeln fjpl) untereinander

zwingt zu den Festsetzungen: /

und

oder mit Weglassung der gleichen Faktoren auf beiden Seiten:

Diese beiden Formeln lassen sich in die einzige zusammenfassen:

oder wenn man setzt:

in die folgende:
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Dies ist aber nichts anderes als die Euler’sche Formel in anderer Ge-
stalt. Somit ist die Probe fur die Richtigkeit der getroffenen Fest-
setzungen gemacht. /

Die Formeln (p(7) und die zweite der Formeln (Tjfjllj wurden mit
Zuhilfenahme der Euler’'schen Beziehung zwischen der Exponential-
funktion und den trigonometrischen Funktionen gefunden. Die Richtig-
keit dieser Grundgleichung kann auf folgendem Wege nachgewiesen werden.

Zunéachst folgt aus den beiden Formen fir die allgemeinen Ab-
leitungen der Funktionen sinx und cos,c, wie sie fur den Reell-Fall des
Argumentes oben gefunden wurden, mit Notwendigkeit die Beziehung:

Es ist demnach die allgemeine Ableitung der Funktion

gegeben durch:

wie sich durch Addition der mit i multiplicierten Formel (49) zur ersten
Formel (51) ergibt. Der Differentialquotient ist daher

Es genugt also die Funktion

der Differentialgleichung

Derselben Differentialgleichung gentigt aber auch die Funktion eix. Es
kann sich daher letztere von der Funktion cos.z -f- i sinX nicht unter-
scheiden, wenn beide Funktionen auch nur fir einen einzigen Wert des
Argumentes gleichwertig sind. Nun haben aber beide Funktionen fur
x = 0 den Wert 1; man darf daher setzen:

Es lafst sich hierauf die Probe machen; denn wenn die Funktionen
gleich sind, so mufs die Gleichheit ihrer allgemeinen Ableitungen eine
Folge davon sein. Man mufs daher setzen dirfen:
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Da h von x unabhéangig ist, so zieht diese Gleichung die beiden Folgen-
den nach sich:

welche sich nicht widersprechen durfen. Die eine dieser Formeln ist in
der That die Auflésung der andern far x = i

Die correctere Darstellung wirde demnach die sein, dafs zuerst der
Reell-Fall fir die allgemeine Exponentialfunktion «x und fiur die Funk-
tionen sinx und cos.r behandelt, im Anschlufs daran der Beweis der
Euler'sche Formel gefuhrt, und dann erst der Imaginarfall der genannten
Funktionen in Betracht gezogen wird. Der Gang der Entwickelung ware
somit folgender.

Die allgemeine Ableitung der Exponentialfunktion ax, wo a vorerst
eine beliebige Zahl bedeutet, ist:

oder

Fur die Exponentialfunktion mit rein imagindrem Exponenten «Ix hat man
daher die allgemeine Abgeleitete

Die Funktion cos x -f- i sin x dagegen hat die allgemeine Ableitung:

Beide Funktionen haben demnach allgemeine Ableitungen, die aus der
Funktion selbst und einem zweiten Faktor bestehen, der vom Argumente
X unabhangig ist, dessen Form aber durch die Form der Funktion bedingt
ist. Man darf also beide Funktionen einander gleichsetzen und schreiben:

wenn diese Gleichung die andere:

nach sich zieht; denn dann sind die allgemeinen Ableitungen beider
Funktionen fur jeden Wert von X und h einander gleich. Dies trifft
aber in der That zu.
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Da @ der Wert von «x fur # = 1 ist, so kann dasselbe erst dann be-
stimmt werden, wenn eine allgemeine Vorschrift zur Berechnung der
Funktionswerte dX existiert. So viel ist aber schon jetzt klar, dafs dieser
Wert ein ganz bestimmter ist. Man hat namlich auch:

a~ix = cos x — 1isinXx
und folglich fur x = i
a= cosi —isini
oder da — nach Seite 32 — cosi = coshyp (— 1) = cos hyp 1 und
i sini= sin liyp (— 1)= — sin hyp 1, so kommt

d = cos hyp 1 -f- sin liyp 1
Diese Zahl wird mit e bezeichnet.

Das plotzliche Auftreten der Funktion cos x -f- i sin X kann be-
fremdlich erscheinen, und man wird daher mit Fug und Recht die Frage
stellen kénnen, was zu dieser Verbindung von cos x und sin X gefuihrt hat.
Allein man hatte auch ganz allgemein die Funktion cosXx + p sinX
behandeln und darnach fragen kénnen, ob [P so bestimmt werden kann,
dafs die Ableitung der Funktion mit y bis auf einen Faktor identisch
ist.t. Da die Abgeleitete dieser Funktion — sin # -j- P cos X ist, so wird
jene mit der Funktion selbst identisch bis auf einen Faktor q, wenn
cos X -f- P sinx= Q(— sin x + Pcosx) ist. Man wird also zur Be-
stimmung von Qund P auf die beiden Gleichungen p= — Qund gp
= 1 gefuhrt, aus welchen folgt p= i und &= - i, wodurch das Be-
fremdliche der gemachten Combination von sin X und cos X beseitigt ist.
Denn die Frage nach allen jenen Funktionen, deren Abgeleitete bis auf einen
constanten Faktor mit der Funktion selbst identisch werden, lag sehr nahe,
nachdem der Augenschein gelehrt hatte, dafs die Exponentialfunktion diese
Eigenschaft hat und die Abgeleiteten von sin x und cos X diese Funk-
tionen selbst in umgekehrter Ordnung sind, woraus dann die Vermuthung
geschopft werden konnte, dafs mdéglicherweise eine lineare Combination
derselben existiert, die durch den Ableitungsprocefs unverdndert bleibt.

14,

Algebraische Definition von Sinus und Cosinus. Die trigonome-
trischen Funktionen sin X und cos X sind bekanntlich auf geometrischem
Boden entstanden. Es wird gewdhnlich cos# als Abscisse, sin# aber
als Ordinate eines Punktes der Kreisperipherie vom Radius 1 definiert)
oder cos # und sin # sind die Wurzeln der Kreisgleichung
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Der Messung der Winkel durch sinus und eosinus ging voraus ihre Be-
stimmung durch die zugehorigen Sehnen. Auf diese é&lteste Winkel-
berechnung kommt man zuriick, wenn unsere neue Interpretation einer
Curvengleichung auf den Kreis angewendet wird. FUr binomisch zwei-
wertige reelle Coordinaten u + £, v + zerfallt dieselbe namlich in die
Partialgleichungen:

Die Auflosung derselben nach £ und N liefert:

mit der Bedingung u2 -\- v2m< 1, da § und 1j der Voraussetzung zufolge
reell sein sollen. Die Punkte (uv) liegen also innerhalb des Kreises.
Die halbe Lange und die Richtung der durch einen jeden bestimmten
Sehne ist gegeben durch

Die Entfernung des Punktes (uv) vom Mittelpunkt des Kreises ist

\u2+ Vv2 und wenn daher der Winkel, den dieser radius vector mit der
u Axe bildet, durch X bezeichnet wird, so ist

Verbindet man aber den einen Endpunkt der durch den Punkt (uv)
bestimmten Sehne mit dem Mittelpunkte des Kreises und nennt <p den
Winkel, den dieser Radius mit dem radius vector des Punktes uv
bildet, so ist

Damit haben wir die allgemeineren Definitionen von Sinus und Cosinus
gewonnen: Der Sinus des halben Winkels ist gleich der Po-
tenz des Mittelpunktes der zu dem ganzen Winke 1 ge-
hérigen Sehne, und der Cosinus ist gleich der Central-
distanz dieses Punktes. Damit sind aber diese Begriffe auf eine
algebraisch-geometrische Grundlage gestellt, wodurch sie eine umfassendere
Bedeutung gewinnen.

Substituiert man namlich in die Kreisgleichung die Ausdricke
so ergeben sich die Teilgleichungen:
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aus welchen folgt:

welche Ausdricke, da Eund 1 reell vorausgesetzt sind, die Bedingung
u2 -J- V2> 1 neben sich haben. Potenz und Richtung eines Punktes
(uv) sind jetzt:

Zu jedem Punkte aufserhalb des Kreises gehort also ein und zwar nur
ein Segment, welches jedoch imagindr zu signieren ist, dessen Richtung
aber durch dieselbe Funktion der Coordinaten des Punktes bestimmt
wird, wie im Falle, wo letzterer innerhalb des Kreises gelegen ist.
Zieht man die zu dem Punkte (uv) gehérige Centrale und con-
struiert zu einem beliebigen &aufseren Punkte (u'v‘) derselben das zuge-
hérige Segment, so hat dasselbe die gleiche Richtung wie das ursprung-
liche; es ist folglich senkrecht zur Centrale, und die Endpunkte desselben
liegen, wenn sie als reelle Punkte aufgefafst werden, auf einer gleich-
seitigen Hyperbel. Man hat namlich u'= qu; v* = gv und folglich

= - = |. Wahlt man also die Centrale als Abscissenachse und

eine im Mittelpunkt des Kreises auf ihr errichtete Senkrechte als Ordi-
natenachse eines neuen CoordinatenSystems u“, v*; dann sind die reellen
Coordinaten des Endpunktes eines imagindren Segmentes:

Dies ist aber in der That die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel.
Damit ist bewiesen, dafs zu einem beliebigen Centriwinkel nur ein ein-
ziges imaginares Segment existiert, dessen reell aufgefafste Endpunkte
auf seinen Schenkeln liegen, da jeder dieser Schenkel die gleichseitige
Hyperbel nach der Offnung des Winkels hin nur in einem einzigen
Punkte schneidet. Es existiert also zu jedem Centriwinkel je ein reelles
und ein imaginares Segment, und es scheint folglich einerlei zu sein, ob
man als trigonometrisches Mass des halben Centriwinkels das eine oder
andere halbe Segment und die zugehdrige Centraldistanz nimmt. Denn
die Ausdricke (49), durch welche Sinus und Cosinus dieses Winkels
definiert sind, gentigen der Kreisgleichung auch dann, wenn in denselben
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u2- 1 genommen wird. Man kann also den Winkel ¢ konstruieren,
einerlei ob das reelle oder imagindre zugehorige Segment gegeben ist;
umgekehrt kann man, wenn der Winkel g gegeben ist, immer das reelle
oder imaginare Segment finden und die Ausdriicke fur den reellen oder
imagindren Sinus und Cosinus herstellen. Verfolgt man jedoch die Be-
wegungen des Punktes (uv) auf seiner Centrale und des Endpunktes
des zugehdrigen halben Segmentes genauer und halt daran fest, dafs der
Winkel immer durch den Bogen gemessen werde, den dieser Endpunkt
beschreibt, so ist noch eine andere Auffassung der Sachlage zulassig;
denn es springt hell in die Augen, dafs wenn der Punkt (uv) am End-
punkt des Durchmessers angelangt ist, und sich dann auf der Centrale
weiter bewegt, der Endpunkt des zugehoérigen Segmentes einen Hyperbel-
bogen beschreibt, der imagindr zu signieren ist, um anzudeuten, dafs er
zu einer imaginaren Kreissehne gehort, deren absolute Lange gleich ist
der entsprechenden reellen Hyperbelsehne. Die Ausdricke

behalten also unter allen Umstédnden die Eigenschaften des Sinus und
Cosinus; fur u2 -f- v2< 1 ist der zugehorige Winkel gemessen durch
den doppelten Kreissektor g vom Radius 1, und fir u2-\-v2> 1 ist der-
selbe gemessen durch den zugehdrigen doppelten Hyperbelsektor hyp icp.
Es mufs dabei ganz besonders betont werden, dafs ¢ und icp, wenn
zugleich auf dem Kreise oder auf der Hyperbel gemessen, dem absoluten
Werte nach gleich sind, dafs aber, wenn @ auf dem Kreise, icp dagegen
auf der Hyperbel gemessen wird oder umgekehrt, beide dem absoluten
Werte nach verschieden sind.

Bestimmt man den Winkel @ durch das imaginare Segment, so

hat man

Dasselbe Segment, aber reell genommen, legt auch den Winkel liyp icp

fest; also ist
Man hat folglich die Relationen:
und wenn man hier — cpi statt @ schreibt:

woraus fir = 1 die oben auf Seite 29 angewandte Formel sich ergibt.
Zwischen den Coordinaten der Mittelpunkte (u r), («, t,) der beiden
zu einem Centriwinkel gehorigen Sehnen bestehen die Relationen:
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Man hat daher auch

In der That genlgen diese Funktionen ebenfalls der Kreisgleichung.

Noch bleibt beizufigen, dafs die Funktionen
identisch sind mit tg X und secr, wenn r das Complement
des W inkels ist, welchen die von dem Punkte uxvt an den Kreis ge-
zogene Tangente mit dessen Radius bildet. Man hat dann

Das Wichtigste an der ganzen Untersuchung ist jedoch die all-
gemeinere Auffassung des Sinushegriffes auf rein algebraischer Grund-
lage. Diese gestattet denselben auf jede beliebige Curve zu ubertragen,
indem der Sinus des Bogens mit der Potenz des Mittelpunktes der zu-
gehorigen Sehne identisch ist, und folglich aus der Curvengleichung
immer hergeleitet werden kann. Ist der Sinus des Bogens einer Curve
gegeben, so kann man immer die Léange des Bogens durch Integration
finden; denn wir werden spater zeigen, dafs der Ausdruck fur die Po-
tenz Ubergeht in das Bogenelement, wenn der Punkt, flur den die Potenz
genommen wurde, auf die Curve selbst rickt.

II. Die Taylor'sche Reihe.
15.

Der Mittelwertsatz. Es sei

eine eindeutige Funktion der reellen Variabelen x und zwar so beschaffen,
dafs dieselbe fur binomisch zweiwertige Argumente in einen einwertigen
und einen zweiwertigen Bestandteil zerfallt. Dann hat dieselbe allgemeine
abgeleitete Funktionen, welche sich als Wurzeln der Gleichung ergeben,
die das Resultat der Elimination von £ und i] aus:

beziehungsweise aus

Schuler, Funktionenreclinung.
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ist. Es sei

diese Gleichung, und Ic jene Wurzel derselben, welche die Richtung der
Cardinalsehne angibt. Ferner seien (@, b) die Coordinaten des einen
Endpunktes dieser Sehne; dann ist X = n -f- £, y = b -f- und die
Coordinaten des anderen Endpunktes der Sehne sind ax= a + 2 £ und
b = b-4-2v. Man hat also

wenn 9 (rv) der Ausdruck fur die genannte Wurzel von (3) ist.
Nimmt man £, 1] als vorgegeben an, setzt also
eine Constante. Die Gleichung

bestimmt dann den geometrischen Ort aller Punkte, deren Cardinalsehnen
mit der zum Punkte (a -j- h, b -)- B gehorigen Cardinalsehne parallel
sind. Es liefert also diese Gleichung zusammen mit der Gleichung der
Curve y = f (j) insbesondere auch die Coordinaten jener Punkte, deren
Tangenten der Cardinalsehne des Punktes (a -j- li, b h) parallel sind.
Wenn man aber in der Funktion !}(xy) y= f(x) setzt, so geht dieselbe
in den Lagrange’'schen Differentialquotienten f' (j) Uber. Die Gleichung
zur Bestimmung der genannten besonderen Curvenpunkte bekommt daher
die einfachere Gestalt:

Sie liefert die Abscissen derselben. Nun folgt aber aus (4):

Ist also xt eine der Wurzeln der Gleichung (6), so kommt

Wenn ?m die Form a Ai(al — a) hat, wo ft einen positiven &chten
Bruch bedeutet; dann drickt diese Formel den bekannten Mittelwertsatz
aus, wie er in den Lehrbichern unter der Voraussetzung, dafs die Funk-
tion y= f 0) und ihre vor- und rickwarts genommene Differential-
guotienten innerhalb des Intervalles a bis < keine Unterbrechung der
Stetigkeit erleiden, bewiesen wird.

Diese Voraussetzungen sind bei unserer Beweisfuhrung ersetzt durch
die Voraussetzung der Existenz der allgemeinen Ableitung im Punkte
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(@ -\-h, b + 19, und insbesondere der Existenz jener Wurzel der Gleich-
ung (3), welche die Richtung der Sehne bestimmt, die in die Tangente
Ubergeht, wenn der Mittelpunkt der Sehne auf die Curve rickt, und die
wir Cardmalsehne genannt haben.

16.

Die Taylor'sche Reihe fiir reelle Variabele. Der Mittelwertsatz (7)
und der weitere Satz, dafs wenn eine eindeutige Funktion an den End-
punkten des Intervalles a . .. nxgleiche Werte besitzt, und ihre vor- und
rickwarts genommene Differentialquotienten an jeder Stelle des Inter-
valles Ubereinstimmen, dann mindestens eine Stelle existiert, wo die
Funktion den Wert Null hat, bilden gewdhnlich die Grundlagen des
wichtigsten Theorems der Differentialrechnung, des Taylor’schen Lehrsatzes.

Wir werden uns zur Begrundung dieses Theorems lediglich des
Begriffs der allgemeinen Ableitung einer Funktion bedienen und das-
selbe folgendermafsen formulieren:

Es sei (jOV0Q ein fester Punkt der Curve, (Xy) ein va-
riabeler Punkt, und es existieren fur alle von dem
festen Punkte ausgehenden Sehnen die allgemeinen
Ableitungen von der ersten bis zur wten, so dafs
dieselben fur y= yOx= x0endliche Werte haben,

dann 1lafst sich die Funktion y = f(X) in eine nach
Potenzen von X — X0 fortschreitende Reihe ent-
wickeln.

Um das Theorem zu beweisen, bezeichnen wir die allgemeinen De-
rivationen von X mit X, X', X, . . . XW, und ebenso jene von y mit
vy, vy ... y&K Die Werte, welche Xy und ihre Derivationen fur X
= X0y — b annehmen, mégen mit Xg yo XW, yON bezeichnet werden.

Nach der Definition der allgemeinen Ableitung hat man dann:

®)

wo st

Da die Funktion X eine solche von x allein ist, so kann man auch fur
sie die allgemeine Derivation bilden, und man hat daher:

! fi - 1
wenn X fuar den Punkt ------— —, -— — — genommen wird, und Xg=
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<P (xty0O ist. Verfahrt man auf gleiche Weise mit den Ubrigen Deri-
vationen von X so ergibt sich allgemein die Formel

wo k= 1, 2, 3, . . . ist. Die durch Specialisierung des Wertes von k
hieraus sich ergebenden Formeln liefern nebst den Formeln (8) und (9)
durch die bekannte Art der Elimination von X X, X‘, . ... AK fol-

gende Entwickelung von y:

Dies ist das Taylor’'sche Theorem in neuer Gestalt.

Um dasselbe in der gebrauchlichen Form zu erhalten, fuhren wir
den Nachweis, dafs die Coefficienten X0 X0, X*“ ... in der Entwickelung
(11) nichts anderes sind als die Lagrange’schen Derivationen von Y.

Zu diesem Zwecke differenzieren wir die Gleichung (11) nach X\

dies eribt ” n "

und setzen x = £0; dann kommt A0= y\. Differenziert man zweimal

die (11), so findet sich fur x = X aus

Differenziert man k mal nacheinander, so gibt dies:

woraus fur x = xBfliefst:

Durch Substitution der hieraus fur k= 1,2, 3 ........ sieh ergebenden
Werte in die linke Seite von (11) kommt die gewdhnliche Form der
Taylor'schen Reihe zum Vorschein. Nur das Restglied

erhalt eine von der gewo6hnlichen Form abweichende Gestalt. Die Funk-
tion Ak ist die kte allgemeine Ableitung der Funktion X Dieselbe ist
. . oc «1 0Ca y | - sy R
also eine bekannte Funktion von — wo y = f () ist,
u u

und somit setzt uns das Restglied in der neuen Form (13) in den Stand,
den Fehler vollkommen genau anzugeben, der durch das Abbrechen der

Reihe an einer beliebigen Stelle gemacht wird.
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Zugleich ist damit ein neues Criterium fur die Convergenz der
Taylor'schen Reihe gewonnen, indem

sein mufs far

17

Spaltung einer Funktion mittelst der Taylor'schen Reihe. Mittelst
der Taylor'schen Reihe ist man nun im Stande jede Funktion, welche
die oben angegebenen Eigenschaften hat, fur binomisch zweiwertige Ar-
gumente in einen einwertigen und einen zweiwertigen Bestandteil zu
zerlegen. Dieselbe ist namlich, wenn x — x0= h gesetzt wird

woraus flir ein negatives h sich ergibt:

Die Zusammenfassung beider Formeln liefert das gesuchte Resultat:

In dieser Formel bedeutet, ihrer Herleitung gemas, f (x0 den zu jjO ge-
hérigen Funktionswert und f* (x0Q, f“ (xQ . . . sind die Differentialquo-
tienten in dem Funkte [xo f (#,)], so dals x0jP h in erster Reihe nicht
die Projection eines Segmentes, sondern die Projection des Polygon-
zuges der drei auf der Curve liegenden Punkte: W0 — h, f (xg— /)]
\Xxg f #,)]; WO -]- h, f (x0-f- /Q] ist; aber diese Projection ist gleich
der Projection der Schlufslinie des Polygonzuges, also eines Segmentes,
dessen Mittelpunkt die Abscisse X0 hat. Die Ordinate des Mittelpunktes
ist daher

Ferner st

wenn gesetzt wird.
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18.

Maxima und Minima der Funktionen. Das zwischen dem Mittel-
punkte der Sehne und der Curve auf der Ordinate gelegene Stick ist
72 74
y—ffo)= y 2 ~ + i 2 3 4f(iy™r + < - =

Dasselbe ist positiv, wenn die Curve in dem Intervall x — h bis x -f- h
concav gegen die x Achse ist, negativ dagegen wenn die Curve die con-
vexe Seite der X Achse zukehrt. Es entscheidet also Uber dieses Ver-
halten der Curve der zweite Differentialquotient bei sehr kleinem /.

In der Nachbarschaft solcher Werte von xQ in welcher ein Maxi-
mum oder Minimum der Funktion eintritt, ist fir sehr Kkleine Werte von
h das k entweder nahezu gleich Null oder wirklich Null, je nachdem
der Punkt auf einem Wege in der N achb arsch aft der Curve X= 0
der Curve y=f(x) sich nahert oder aufjener Curve selbst. Die Formeln
(15) und (16) sind demnach die Ausgangspunkte der Theorie der Maxima
und Minima einer Funktion einer reellen Variabein. Erinnert man sich
daran, dafs fur algebraische Curven X die Wurzel einer algebraischen
Gleichung ist, so ist die Bedingung dafur, dafs diese Gleichung eine
Wurzel X= 0 habe, identisch mit der Bedingung fur die Existenz eines
Maximums oder Minimums. Die Gleichung X= 0 liefert alle Punkte
der Ebene der Curve, fur welche h — 0 wird, ohne dafs dies mit h
der Fall ist.

Auch die extremen Werte der Funktion lassen sich auf diese Art
bestimmen. Die Bedingung dafur namlich, dafs die Gleichung zur Be-
stimmung von X eine unendlich grofse Wurzel habe, liefert die Argument-
werte flr jene.

Die Entwickelung einer Funktion zweier unabhéangig Variabein

= f{xy)

nach dem Taylor'schen Satze geschieht, nachdem der Beweis dieses Satzes
fur Funktionen einer Variabein gefuhrt ist, auf bekannte Weise. Man
kann also auch mit Hilfe desselben die Funktion z fur zweiteilige zwei-
wertige unabhéangige Variabein in einen einwertigen und einen zwei-
wertigen Bestandteil zerlegen, wovon weiter unten gehandelt werden soll.
An dieser Stelle sei nur bemerkt, dafs die Theorie der Maxima und
Minima einer Funktion zweier Variabein, welche, wie sie in den Lehr-
blchern vorgetragen wird, mangelhaft ist, durch unseren Begriff der
allgemeinen Ableitung auf sichererer Basis als dies bisher mdglich war
aufgebaut werden kann.
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lIl. Das Bogenelement und der Krimmungskreis einer Curve.

w .

Einleitende Betrachtungen. Der Ausdruck p = hV 1-)- /2 fur die
halbe Lange der zu einem Punkte xy der Ebene der Curve y = f (x)
gehodrigen Sehne liefert, wenn fur / jene Wurzel der Resultante (3) ge-
setzt wird, welche bei unbegrenzter Annaherung des Punktes (xy) an die
Curve in den Lagrange’schen Differentialcoefficienten Ubergeht, immer eine
reelle Sehne, wenn nur h klein genug genommen wird. Die Funktion
p von X und y wollen wir in diesem Falle mit n(xy) bezeichnen, und

demgemaéfs schreiben:
P = re{XY) 1)

Es soll nun gezeigt werden, dafs wenn der Punkt (pcy) der Curve
sich immer mehr nahert und also die Endpunkte der Cardinalsehne
(xxy,) und (x2y2d immer naher aneinander zu liegen kommen bei un-
beschrankter Annaherung (beziehungsweise vollendeter Annéherung, welche
dann stattfindet, wenn zwischen den Punkten (xtyt) und (x2y2 kein
anderer Punkt mehr liegt als der Endpunkt der zu der Abscisse X
gehdrige Ordinate) der Ausdruck (1) vollkommen exact die halbe Léange
des zwischen den Curvenpunkten (x{yX und (x2y2 liegenden Bogen-
elementes liefert. Bezeichnet man letzteres mit 0, so ist also nach

der Behauptung: <= lim, {XY) ()

wo fur y die untere oder obere Grenze zu setzen ist, zwischen welche
der Funktionswert bei der Berechnung aus y = f (x) eingeschlossen

wurde, oder, im Falle letzterer vollkommen exact bestimmt werden kann,
QR 1- @ y iy

wenn gesetzt wird X = —B—-—1;y= —y wo yxund y2 die Funk-

u

tionswerte sind, welche zu zwei aufeinanderfolgenden und nur durch das

Argument x getrennten Argumentwerten Xxund X2 gehéren.

Nehmen wir zunachst an y = f(x) sei eine ganze rationale Funk-
tion von x. Werden vorlaufig nur rationale Werte des Argumentes zu-
gelassen, so ist, wie bereits friher ausgefuhrt wurde, das geometrische
Gegenstlick der Gleichung eine Reihe discreter Punkte, die durch
Einschaltung neuer Punkte, deren Coordinaten rationale Zahlen sind,
beliebig verdichtet werden kann. Die Verbindung der Endpunkte
der aufeinanderfolgenden Ordinaten liefert immer ein Polygon, dessen
Seiten auf die angegebene Weise beliebig klein gemacht werden konnen.
Es seien X, X2 X3 .eeeeiinnns xn n aufeinanderfolgende rationale Werte
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des Argumentes, und YV Y2 YV ... yn die zugehodrigen Funktions-
werte; dann sind, wenn gesetzt wird:

die Coordinaten der genannten Polygonseiten dargestellt durch

Die Lange des Polygons ist folglich

wo statt ij der Reihe nach die Zahlencombinationen 12; 23; 34;
(n— 1), n zu setzen sind, worauf man die sich ergebenden Werte der
Funktion n zu addieren hat.

Wenn man also in die Gleichung der Curve an Stelle des Argu-
ments X setzt das binomisch zweiwertige Argument Xy + Ay und die
Teile dieses Arguments immer den Bedingungen (3) geméafs wahlt, so
ergeben sich die zugehoérigen Funktionsweite in der Form Y6 + Ay, deren
Teile ebenfalls den Bedingungen (3) geniigen; kurz, die so berechneten
Funktionswerte bestimmen zusammen mit den zugehdérigen Argument-
werten n Sehnen, welche sich so aneinanderreihen, dafs ein Endpunkt
einer Sehne immer der Anfangspunkt der folgenden Sehne wird. Es
entsteht dadurch ein Polygonzug, dessen Seiten um so Kkleiner sind,
je Kkleiner die rein zweiwertigen Grofsen /% angenommen werden.

Dieser Polygonzug geht in eine Curve Uber, wenn die Reihe der
Argumentwerte Ty + Ay ein Zahlen conti nuum bildet, was der Fall
ist, wenn 3% zwar immer noch rational vorausgesetzt wird, 7y dagegen
neben rationalen auch irrationale Werte annimmt. Es seien also
jetzt 7dj und h“y zwei rationale Zahlen, hy dagegen eine irrationale Zahl,
und zwar sei letztere so gewahlt, dafs immer ist

und

Die beiden Argumentwerte

liefern dann, wenn sie iny="f(x) eingesetzt werden, zwei Funktionswerte

so dafs man hat, wenn yy + Ay den idealistisch genauen Funktionswert,
der zu dem Argumente Xy jT &y gehdrt, bezeichnet

denn es ist allgemein fur jedes reelle h:
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Da nun h immer so klein gewéahlt werden kann, dafs die zweiten
Glieder der auf den rechten Seiten stehenden Reihen gréfser sind als
die Summen aller nachfolgenden Glieder, so ziehen die Ungleichungen (6)
die Ungleichungen (7) nach sich. Errichtet man daher im Endpunkte
der Abscisse x'y die Ordinate, tragt auf ihr vb und v/'y auf bis nach
den Punkten m' und w“, und wahlt zwischen diesen beiden Punkten
einen Punkt»« der einem Werte von ?y +' (/I'y— Njj) entspricht, so
erhalt man durch Construction der diesen Punkten zugehdrigen Sehnen eine
Figur, welche ein genaues Bild der bezuglichen Grofsenbeziehungen gibt.

20.

Das Bogenelement. Wir werden daher an die so eben beschriebene
Figur unsere weiteren Betrachtungen knupfen, um zu dem Ausdrucke
fur das Bogenelement zu gelangen. Die Punkte m' und m“ sind die
Mittelpunkte (xy, -21y) und (xy, //'y) der Sehnen mit den Endpunkten
n und a‘', beziehungsweise b und b' und den Coordinaten Xy + /'y,
z'y _+ by bezw. xy +. ij> i k“ily Der Punkt m bezeichnet den
Mittelpunkt einer der unendlich vielen Sehnen, welche zwischen den
beiden genannten Sehnen liegen. Seine Coordinaten sind (xy, wy) und
die Coordinaten der Sehne sind Xy + hy, y™» + ky. Es sind demnach
a, ¢, b und a‘, ¢, b zwei Tripel aufeinanderfolgender Curvenpunkte,
wenn h'y und h"y zwei unmittelbar aufeinanderfolgende rationale Werte
des Zahlencontinuums sind. Lafst man nun li'y und h“y immer kleiner
und kleiner werden, wéahrend Xy constant bleibt, bis endlich /ty= 0
wird, so rucken die Punkte m‘, m, m“ immer n&her aneinander, doch
so, dafs m immer zwischen m' und m“ zu liegen kommt. Das gleiche
ist der Fall bei den Curvenpunkten o, ¢, b und a‘, c, b\ Im
Grenzfalle h'y — 0 fallen die Punkte a und a mit m' zusammen, und
der Punkt m kommt dem Punkte m auf der Ordinate so nahe zu
liegen, als man nur will, namlich um so naher, je naher /t"y an
/ly und dieses letztere an Null ruckt. Man hat also die Ungleichung
bb' cc'> 0 oder auch m“b'> m&> 0. Es hangt also die Ge-
nauigkeit, mit welcher die Lange des Bogenelementes m'c’ bestimmt
werden kann, lediglich ah von der Genauigkeit, mit welcher der Wert
vy bestimmt worden ist, d. i. von der Wahl der beiden Grenzen y'y und
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y'\y Denn das Bogenelement mV st aus einem Dreiecke zu berechnen,
von dem man die Seite vic' und die Winkel ¢'mm' — u und c¢'m'm
— B kennt. Der erstere dieser Winkel ist bestimmt durch die allge-
meine Ableitung /, welche die Richtung von nie' angibt, der letztere
durch die Richtung von mV', welche durch die allgemeine Ableitung
vOllig exact oder durch den Lagrange’schen Differentialcoefficienten so
genau bestimmt werden kann, als man nur will Daher hat man
vollig genau:

Nun ist aber

Folglich

®
Errichtet man im Punkte die Ordinate, zieht zu einem beliebigen
Punkte der letzteren die Sehne und verbindet den einen Endpunkt cf
dieser Sehne mit dem Endpunkt m' der Ordinate auf der Curve, so
lafst sich die Richtigkeit vorstehender Formel an dieser Figur leicht
bestatigen. Man hétte also von vornherein dieselbe zum Ausgangspunkt
der Untersuchung nehmen kénnen. Die aus ihr abgeleitete Formel (8)
bleibt dann bestehen, so lange das Dreieck m m'c' existiert, also auch
dann, wenn m& die letzte der reellen Sehnen ist, welche zu den auf
der Ordinatenachse gelegenen Punkten gehodren, ii wird aber dann der
Lagrange’'sche Differentialquotient; denn auf die letzte Sehne folgt
immer die Tangente, wenn eine solche (berhaupt existiert. Da Ay die
Projection der halben letzten Sehne auf die X Achse ist, so bleibt diese
Grofse trotz ihrer unbeschréankten Kleinheit doch immer angebbar. Nach
Leibnitz setzt man hy = dx und das Bogenelement lim mV = ds, so
dafs man fur letzteres hat:

Fur das Stuck mm', welches der Pfeil, und wenn m der Mittelpunkt
der letzten Sehne ist, die Breite der Curve genannt werden soll,
findet sich

also wenn do die Breite der Curve bezeichnet
(10
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Das Produkt ds> da soll Curvenelement von der zweiten Dimension ge-
nannt und mit dx bezeichnet werden; es ist dann:

dz= VT+T/W «2f {x)dx* . . . . (11)
Ist die Curve, deren Bogenelement bestimmt werden soll, eine be-
liebige algebraische oder transcendente, so nimmt man einen Punkt m
mit den rationalen Coordinaten X,y in der N&he der Curve an und be-
rechnet die zugehérigen h und k Es wird dann h zwischen zwei ra-
tionalen Grenzen h' und /<' eingeschlossen sein, und ebenso k zwischen
den rationalen Zahlen k' und k* liegen. Es konnen somit jetzt durch
den Punkt m drei Sehnen gezogen werden, namlich zunachst die Sehnen
aa' und bb\ deren Coordinaten beziehungsweise sind X +. h', y + k'
und x +_ h", y + k“ deren Endpunkte a a und b, b aber keine Curven-
punkte sind. Dies trifft nur zu fir die Endpunkte ¢ und & der dritten
Sehne cc’ mit den Coordinaten X +_h, Yy +.~ Man hat aber immer
die Ungleichung:
mbl mc¢' > ma'
Nahert sich nun der Sehnenmittelpunkt m der Curve, so werden die
Sehnen aa‘, bb' und cc’ immer kleiner. Der Punkt m kann aber im
allgemeinen nie ganz auf die Curve zu liegen kommen, wenn die Ra-
tionalitdt von Yy nicht aufgegeben wird. Geschieht dies aber, so hat
man wieder dieselben Uberlegungen wie oben anzustellen.

21,

Der Krimmungskreis einer Curve. Wir befassen uns zun&chst
mit der Losung der algebraisch-geometrischen Aufgabe, den Krimmungs-
kreis an einen beliebigen Punkt eines Kegelschnittes zu legen, d. i. auf
rechnerischem Wege den Mittelpunkt und Radius des Krimmungskreises
zu bestimmen. Unter dem Krummungskreis ist bekanntlich der Kreis
zu verstehen, welcher durch drei consecutive Punkte der Curve geht.
Demselben entspricht, wenn die drei Punkte endliche Abstédnde von ein-
ander haben, ein gewisser Kreis, dessen Beziehung zum Kegelschnitte
nun naher festgestellt und hierauf dann die rechnerische Behandlung
des Problems in Angriff genommen werden soll.

Es seien A, B, C drei Punkte eines Kegelschnittes. Durch die-
selben lafst sich immer ein Kreis legen, welcher den Kegelschnitt not-
wendig noch in einem vierten reellen Punkte 1) trifft. Dieser Kreis ge-
hért offenbar dem Systeme von Kreisen an, welches durch die End-
punkte der Sehne A C gelegt werden kann. Aber nicht alle diese
Kreise schneiden den Kegelschnitt so, dafs die beiden anderen Schnitt-
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punkte B und D zu verschiedenen Seiten der Sehne AC liegen
und unter jenen, welche die letztere Lage haben, gibt es nur einen
einzigen, fur welchen die Verbindungsgerade der variabeln Punkte B
und D durch den Punkt M, den Mittelpunkt der Sehne A C geht. (Die
Verbindungsgerade dieser Punkte hat bekanntlich fur alle Kreise des
Systems eine constante Richtung.) Es ist dies jener Kreis, far
welchen die Polaren des Punktes M in Bezug auf Kreis
und Kegelschnitt zusammenfallen. Denn da M der Mittel-
punkt der Sehne A C ist, so sind fiirs erste die beiden Polaren parallel
der Sehne AC. Bezeichnet man nun die Schnittpunkte der Sekante MB
mit den beiden Polaren mit P und Q und jene mit Kegelschnitt und
Kreis mit P und Q, dann sind PB; MP vier harmonische Punkte
und ebenso Q'B; MQ. Soll nun P mit Q zusammenfallen (in den
Punkt D), so mufs dies auch der Fall sein mit P und Q d. h. die
Polaren von M fallen zusammen. Jener Kreis des durch die zwei
Punkte A und G bestimmten Kreissystems, dessen Polare mit der Polare
des Kegelschnittes, genommen fir den Punkt M, zusammenfallt, schneidet
den Kegelschnitt in zwei solchen Punkten, dafs ihre Verbindungsgerade
durch den Punkt M geht. Es sind die Ordnungselemente der auf
dieser Geraden von dem Kreissystem ausgeschnittenen Involution. Des-
halb soll der genannte Kreis Ordnungskreis genannt werden.

Der Ordnungskreis geht in den Kriummungskreis uber, wenn
der Mittelpunkt M der Sehne AC auf den Kegelschnitt rickt. Denn
fur ihn bleiben die beiden Schnittpunkte B und D immer zu verschie-
denen Seiten der Sehne AC. Es liegt also B auf dem Bogen ABC
immer zwischen A und C und wenn M auf den Kegelschnitt rickt,
so fallen die drei Punkte A, B, C zusammen, der Kreis hat also drei
aufeinanderfolgende Punkte mit dem Kegelschnitt gemein und ist somit
Krimmungskreis fir denselben in jenen Punkten.

Es ist nun leicht den Radius und die Coordinaten des Mittel-
punktes des Ordnungskreises zu berechnen. Ist namlich

die Gleichung des Kegelschnittes, so ergibt sich aus

zunachst die Richtung | und die halbe L&ange n einer Sehne aus den
Formeln:
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wenn der Kiurze wegen gesetzt wird:

Eliminiert man X aus den Formeln (13) so ergibt sich fir das Quadrat
der halben Lange der Sehne A C des Kegelschnittes der Ausdruck

Der Abstand A des Sehnen-Mittelpunkts M von der Polare ist, wenn
X,y die Coordinaten des Mittelpunktes sind,

Ist M* der Fufspunkt des Lotes A auf der Polaren, so sind seine Ver-
bindungsgeraden mit den Endpunkten der Sehne 2n Tangenten an den
Ordnungskreis, wornach letzterer leicht gezeichnet werden kann. Ist
nun R der Abstand des Mittelpunktes des Ordnungskreises von der
Sehne 2 n, so hat man nach einem Satze der Fiiementargeometrie:

Durch Substitution der Werte fur A und n2 folgt hieraus fur den Ab-
stand R die Formel:

Um die Coordinaten a, B des Mittelpunktes des Ordnungskreises und
seinen Radius R. zu finden, sei

seine Gleichung. Dieselbe zerfallt fur binomisch zweiwertige Coordinaten
Xjr_1 y + k in die beiden folgenden:

wodurch Richtung und Gréfse der Potenz des Punktes x y bestimmt
sind, in Bezug auf den Kreis als Grundcurve. Betrachtet man aber den
Kegelschnitt als Grundcurve, so hat man hiefiir die Ausdrucke (13). Da
nun beide Ausdriicke fur X und n2 dasselbe Residtat liefern sollen, so
hat man zur Bestimmung von a, B die beiden Gleichungen:
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wenn H im Nenner des Bruches (14) fiur n2 die Hesse'sche Determinante
bedeutet. Nun ist aber offenbar:

also sind < und 3 aus den Gleichungen:

zu bestimmen.

Es gehdért demnach zu jedem Punkte Xy der Ebene
eines Kegelschnittes ein Ordnungskreis, dessen Mit-
telpunkt gefunden wird, wenn man zu der Sehne des
Punktes in diesem die Normale construiert, dann
zu der halben Sehne und dem Abstand derselben
von der Polare des Punktes die dritte Proportio-
nale sucht, und diese auf der Normale nach der ent-
gegengesetzten Seite der Polare vom Punkte XYy aus
abtragt

Die Gleichungen (17) und (20) liefern Radius und Mittelpunkt
des Krimmungskreises, wenn der Punkt Xy auf den Kegelschnitt
riuckt. Vorstehende Construction ist aber dann nicht mehr ausfuhrbar.
Es kann aber auch in diesem Falle eine einfache geometrische Con-
struction angegeben werden, wie bekannt.

Das gleiche Verfahren wie das so eben fur Kegelschnitte entwickelte
lafst sich bei einer beliebigen algebraischen Curve anwenden, wenn es
sich um rein algebraische Bestimmung des Krimmungskreises handelt.
Es tritt dann nur an Stelle der Polare des Punktes XYy in Bezug auf
den Kegelschnitt die geradlinige Polare desselben in Bezug auf die
algebraische Curve. Da namlich das Quadrat der halben Sehne des
Punktes (xy) gegeben ist durch

wenn h und k die aus den Teil-Gleichungen von

genommenen Werte sind, oder durch

wenn A die der Sehne zugehdrige Wurzel der bekannten Resultante ist
und a (/) die auf Seite 2 ) angegebene Bedeutung hat; da ferner

der Abstand des Punktes (Xy) von der geradlinigen Polare ist, so mufs
die Beziehung erfullt werden:
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woraus der Abstand Tl des Mittelpunktes des Ordnungskreises von der
Sehne des Punktes Xy :

bestimmt werden kann als Funktion der Coordinaten dieses Punktes.
Die Gleichungen (20) liefern dann die Coordinaten des Mittelpunktes des
Ordnungskreises.

In den Ausdruck (21) kénnen der Reihe nach samtliche Werte
von X die die Resultante ergibt, substituiert werden. - Es gibt also fur
jeden Punkt ebensoviele Ordnungskreise als Sehnen wuurch ihn an die
Curve gelegt werden kénnen, und dies ist auch dann noch der Fall,
wenn der Punkt auf die Curve rickt. Einer dieser Kreise ist aber dann
der Krummungskreis. Fur ihn ist

wenn <R die mit dividierte Hesse'sche Determinante bezeichnet. Wie
sich aus den bekannten f {xy) = 0 entspringenden Partialgleichungen
ergibt, wenn die hoheren Potenzen von h vernachlassigt werden. Da-
durch geht aber die Formel (21) in die Formel (17) Uber. Dieselbe
ist fur algebraische Curven also allgemein giltig und nichts hindert
daran, dieselbe auch fur transcendente Curven zuzulassen.

IV, Grundziige einer Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung.
29.
Geometrische Deutung binomisch zweiwertiger Coordinaten im
Raume. Die binomisch zweiwertigen Coordinaten:

stellen ein Segment im Raume dar, dessen Mittelpunkt bestimmt
ist, durch die einwertigen Bestandteile X, y, z dieser Coordinaten, und
dessen Richtung festgelegt wird durch die zweiwertigen Bestandteile
H 1, L derart, dafs wenn a, B, y die Neigungswinkel des Segmentes gegen
die Achsen sind, die Proportion statt findet
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Der Quadratwurzelausdruck

endlich gibt die halbe Lange des Segmentes an. Das letztere ist reell
oder imaginar zu signieren, je nachdem der Quadratwurzelausdruck, die
Potenz, reell oder imagindr ist. Letzteres ist der Fall, wenn die zwei-
wertigen Bestandteile der Coordinaten des Segmentes imaginar sind.

23.

Partielle abgeleitete Funktionen.  Bezeichnet man die trigono-
metrischen Tangenten der Winkel, welche die Projectionen des Segmentes
auf die Coording|enebenen der xz und yz mit der X, beziehungsweise
y Achse machen aiit X und u, dann ist

Diese Formeln zur Bestimmung der Richtung eines durch binomisch
zweiwertige Coordinaten gegebenen Segmentes sind von ganz besonderer
Wichtigkeit. Verschwinden namlich die zweiwertigen Bestandteile der
Coordinaten (1), stellen letztere also einen gewdhnlichen reellen Punkt
dar, dann werden die Ausdricke (4) unbestimmt. In dem Falle jedoch,
dafs zwischen den Variabein X, Y, Z eine Gleichung

besteht, deren Coefficienten wir uns vorlaufig als reell denken wollen,
gehen die (4) Uber in die partiellen Ableitungen von z nach x und y
genommen, wenn der Punkt X, y, z auf die Flache (5 ruckt,
vorausgesetzt dafs §, i}, £ unter andern Werten regelméafsig, besondere
Punkte ausgenommen, zu Null werden fir einen Punkt der Flache.

Man hat also

Fur y = const zerfallt nadmlich die Gleichung (5), wenn man in ihr

aus welchen X bestimmt werden kann dadurch, dafs man ‘C= Xi; setzt

und dann aus beiden Gleichungen H eliminiert. Die Endgleichung
nor N
Jt(X) — O ist bezuglich X vom Grade ------—--— , wenn n der Grad der
£

Gleichung (5) in X, y, z ist. Unter ihren Wurzeln ist dann eine, welche,
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wenn der Punkt xyz auf die Schnittcurve der Oberflache (5) mit der
Xz Ebene oder mit einer dazu parallelen Ebene rickt, die trigonometrische
Tangente des Winkels angibt, den die geometrische Tangente in diesem
Punkte der Schnittcurve mit der £Achse macht.

Setzt man in
ergeben sich zwei Gleichungen

aus welchen durch Elimination von r1j, nachdem man vorher

gesetzt hat, eine Endgleichung - ten Grades in

resultiert, deren Wurzeln die Richtungen der Segmente an-

geben, welche einen gemeinschaftlichen Mittelpunkt auf der Schnittcurve
x = const mit F (X,y, z) = O haben. Unter diesen ist notwendig eine
Wurzel, welche die Richtung des Segmentes von der Lange Null oder
der Tangente bestimmt.

Legt man durch den Punkt (X, Yy, z) eine beliebige Ebene

so erhalt man fur binomisch zweiwertige Variabele hieraus und aus (5)
unter Berucksichtigung von (4) die .drei Gleichungen

Eliminiert man aus den beiden ersten Gleichungen C so erhalt man die
Resultante 8" i o o n
welche zusammen mit (10) die Richtungen der Segmente mit dem ge-
meinschaftlichen Mittelpunkte (X, y, z) liefern, und die in der Ebene (9)
sich erstrecken. Die Endpunkte der Segmente liegen paarweise gleich
weit von X, Y,z entfernt auf der Oberflache (5) und kdénnen ebensowohl,
je nach der Lage des Punktes (X, y, z), reell als imaginar sein. Ruckt
nun der Punkt (X, Yy, z) auf die Oberflache (5), so liefern die (10) und
(11) samtliche zu ihm gehodrige Segmente, darunter auch die Tangente
an die Schnittcurve der Oberflache (5) mit der Ebene (9).

Die Gleichung (11) liefert fur sich allein die Richtungen von ein-
fach unendlich vielen Segmenten. Die diese Richtungen anzeigenden
Geraden gehen alle durch den Punkt (r, Yy, z). Dieselben bilden also
eine Kegelflache, deren Erzeugende durch die Wurzeln der Gleichungen
(11), welche Funktionen von X, Yy, s sind, sich bestimmen. Wir nennen

Schuler, Funktionenrechnung. 4
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diese Wurzeln die partiellen allgemeinen abgeleiteten Funk-
tionen von F (X, y,2z) = 0 fur diesen Punkt.

Die beiden ersten Gleichungen (10), in welchen X, y, z als con-
stant, £, 1j, C als variabel anzusehen sind, stellen fir einen beliebigen
Punkt X, y, z des Raumes zwei Oberflachen dar, wenn man die Variabein
S, 1j, C auf ein Coordinatensystem bezieht, dessen Anfangspunkt der Punkt
(X, ¥, 2) und dessen Achsen parallel sind den Achsen des alten Systems,
auf welches die Gleichung (1) bezogen wurde. Beide Oberflachen durch-
dringen sich in einer Curve, welche im Allgemeinen doppelt gekrimmt
ist, und symmetrisch zum Punkte (X, Yy, z) liegt. Man nennt sie die I n-
dicatrix des Punktes X, Yy, z. Die Indicatrix eines Raumpunktes in
Bezug auf die Oberflache (1) ist also die Leitlinie des Kegels, welcher
so eben erwahnt wurde. Eine beliebige durch den Punkt (x,y, z) ge-
legte Ebene schneidet den Kegel in jenen Erzeugenden, deren Langen
2n durch den doppelten Abstand der Spitze des Kegels von der Indi-
catrix gemessen werden, und welche durch Elimination von £, rj, C aus

erhalten werden. Diese Erzeugenden sind zugleich die Sekanten der
Oberflache (1) im Punkte (x,y, 2. Die Indicatrix ist es, welche bei der
Untersuchung der besonderen Punkte einer Oberflache eine hervorragende
Rolle spielt, insbesondere auch bei Aufstellung der Criterien fur die
Maxima und Minima einer Funktion zweier Variabein.

24

Mittelpunkt und Indicatrix einer Oberflache zweiter Ordnung. Die
Anwendung der in den vorigen Nummern niedergelegten Anschauungen
fuhrt zu einer aufserordentlich einfachen Theorie der Oberflachen zweiter
Ordnung, welche in dieser und den nachfolgenden Nummern dieses
Abschnittes skizziert werden soll.

Es sei

die Gleichung der Oberflache zweiter Ordnung, /', f2 fa f\ also gewisse
lineare Funktionen von X, Yy, z. Fur binomisch zweiwertige Veréanderliche
X v £ 1 1, zyb C zerfallt dieselbe in die zwei Gleichungen:



Mittelpunkt und Indicatrix einer Oberflache zweiter Ordnung. 51

Da der Mittelpunkt der Oberflache zweiter Ordnung samtliche
durch ihn gehende Sehnen halbiert und dieselben jede mdgliche Richtung
haben, so mufs die Endgleichung, welche durch Elimination von C mit-
telst E— XQ = u'C aus (13) und (14) erhalten wird, fur jeden Wert
von X und fl verschwinden, also identisch Null sein. Diese End-
o-leichun It ist aber

und somit kann jener Forderung nur durch die Gleichungen

gentigt werden, wenn der Mittelpunkt nicht auf der Oberflache f= 0
selbst liegt. Ist letzteres der Fall, dann fehlt in der Gleichung (13)
das erste Glied f, und es braucht also blos die (14) identisch erfullt zu
sein, was wieder die (15) zur Folge hat.

Die Gleichungen (13) und (14) stellen die Indicatrix des Punktes
{Xy z) dar. Dieselbe ist ein Centralschnitt der Oberflache (13), wenn
{xy z) als constant, E rj, £ aber als variabel angesehen werden, wie auf
der vorigen Seite angegeben worden ist. Samtliche Segmente eines
Raumpunktes (X, y, 2) in Bezug auf die Oberflache (12) bilden
somit in ihren Verlangerungen ein ebenes Strahlbuschel,
und die Endpunkte derselben liegen auf einem Kegelschnitt,
der Indicatrix des Punktes.

Um die Lange eines Segmentes des Punktes (r,y, z) oder was
jetzt dasselbe ist, eines beliebigen Durchmessers der Indicatrix zu be-
stimmen, legen wir durch letzteren eine beliebige Ebene

welche normal zur Ebene der Indicatrix ist und deren Constanten also
die Bedingung erfullen:

Durch Auflésung der Gleichungen (14) und (16) ergibt sich, wenn
u, v, w die aus den Coefficienten derselben gebildeten zweigliedrigen
Determinanten bedeuten, und Q ein Proportionalitatsfaktor ist

Durch Substitution dieser Werte in (13) erfolgt dann:

Somit ist die Potenz wegeben durch die Formel
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Nun sind bekanntlich u, v, w proportional den Cosinusen der Neigungs-
winkel, welche die Durchschnittsgerade der Ebenen (14) und (16) mit
den Coordinatenachsen bilden. Also ist fur

und daher wird

aus welchem Ausdrucke die Ladnge n des Durchmessers der Indicatrix
fur jede Richtung «, B, y desselben berechnet werden kann.

25.

Hauptachsen einer Oberflache II. Ordnung und der Indicatrix. Aus
der Form der Gleichung (14) der Ebene der Indicatrix ergibt sich, dafs
fur alle Punkte der Verbindungslinie eines Raumpunktes (X, Yy, z) mit
dem Mittelpunkte der Oberflache (12) die Ebene ihrer Indicatricen pa-
rallel untereinander sind. Fur die Punkte einer Hauptachse der Ober-
flache zweiter Ordnung sind diese Ebenen aufserdem senkrecht zu der-
selben. Umgekehrt findet man also die Hauptachsen einer Oberflache
zweiter Ordnung, wenn man alle jene Punkte (xy z) aufsucht, fur welche
die Indicatrixebenen senkrecht auf ihrer Verbindungsgeraden mit dem
Mittelpunkte sind. Bezeichnet also Q einen Proportionalitatsfaktor, und
ist (xO0y0z0Q der Mittelpunkt der Oberflache (12), so ist die Bedingung
daftir, dafs die Ebene des Punktes (X, Yy, z) senkrecht stehe auf der ge-
nannten Verbindungsgeraden ausgedrickt durch die Gleichungen

oder unter Benutzung der Werte flur

Sollen diese Gleichungen wunendlich viele Loésungen zulassen fur
X, ¥, zZ, so mufs ihre Determinante verschwinden; es mufs also sein

Ist diese Gleichung erfullt, so gehen die Gleichungen
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wo z/', z/", zI*' die Unterdetenninanten nach einer Zeile genommen sind,
die Richtungen der Geraden an, fur welche die Ebene der Indicatrix
senkrecht steht auf dem zugehoérigen Durchmesser der Oberflache. Da
die (25) drei Wurzeln g hat, so gibt es drei solche Gerade. Es sind
dies die Hauptachsen der Oberflache zweiter Ordnung. Fur ihre
Langen

flndet man aus (23):

wenn die p- die Wurzeln der Gleichung ./ = 0 bedeuten, und wenn
die Coordinaten der Schnittpunkte der drei Geraden (26) mit der Ober-
flache in ft f, /3 eingesetzt werden.

Die Gleichungen (13) und 14) der Indicatrix haben fir sich eine
selbstandige Existenz, sobald X, 3,z als fest und £, rj, C als variabele Coor-
dinaten angesehen werden. Man ist also berechtigt sie ebenfalls einer
Interpretation mittelst binomisch zweiwertiger Coordinaten zu unterziehen.
Substituiert man in denselben an die Stelle von S ij, '‘Cdie binomisch

der (14) noch folgende Gleichungen:

wenn man die linke Seite der Gleichung (13) mit F bezeichnet und
Ft, F2 F3 die partiellen Derivierten dieser Funktion sind.

wenn p ein Proportionalitatsfaktor ist und den Wert hat:

Es ist also die Potenz P irgend eines Punktes (£, p Q in der Ebene
der Indicatrix:

wo zur Abklrzung gesetzt ist:
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Die Richtung der Potenz ist bestimmt durch

wo ist:

Die Richtung eines Durchmessers der Indicatrix ist aber durch die For-
meln (21) gegeben. Damit nun der Punkt H ip 'C in der Ebene der
Indicatrix eine Hauptachse derselben bestimme, d. i. also ein Segment,
das auf dem zugehdrigen Durchmesser senkrecht steht, ist erforderlich, dafs

sei; denn dies ist die bekannte Bedingung dafiir, dafs die Richtung des
Segmentes, dessen Mittelpunkt (t, rj, ») ist, mit jener des Durchmessers,
der zu (£, rj, O gehort, einen rechten Winkel einschliefst. Man hat also
zur Bestimmung der Coordinaten £, C die Gleichungen:

deren Ldsungen

in (30) gesetzt, fir o' eine cubische Gleichung

ergeben, wenn man vX U\ eliminiert. Diese cubische Gleichung re-
duciert sich aber bei unserer Betrachtung auf eine quadratische Gleichung.
Sind die Wurzeln derselben bestimmt, so liefern die (33) die Richtungen
der Hauptachsen der Indicatrix. Die L&ngen der letzteren werden dann
durch Substitution der Verhaltnisse § : rj : C wie sie sich aus (33) er-
geben, in die Gleichung (13) erhalten.

Der Ausdruck im Nenner von (22) stellt bekanntlich das reciproke
Quadrat des Durchmessers der Oberflache zweiter Ordnung dar, welcher
mit den Achsen die Winkel u, B, y bildet. Bezeichnet man seine Lange
mit p, so ist f = 7i2:p2 Sind nun m und n die Langen der Haupt-
achsen der Indicatrix eines Punktes (X, Yy, z) und M, N die Hauptachsen
des mit ihr parallelen Centralschnittes, so ist

und folglich
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Durch Ausziehen der Quadratwurzel und durch Multiplikation mit n im
Zahler und Nenner des Bruches rechter Hand, ergibt sich endlich

wenn i den Inhalt der Indicatrix und 1 den Inhalt des mit ihr pa-
rallelen Centralschnitts bezeichnet.

26.

Rechteck aus dem Krimmungsradius und dem Abstand des
Centrums von der Tangentialebene. Bezeichnet man den Abstand des
Raumpunktes (X, Yy, z) von seiner Polarebene mit A und mit d den
Abstand des Centrums der Oberflache, dann hat man, da

die Gleichung der Polarebene ist

und folglich: Durch Gleichsetzung mit

Wir werden aber sogleich zeigen, dafs auch rc2= A r ist, wenn
r den Krummungsradius eines Normalschnittes bedeutet. Man hat daher,
wie bekannt,

27.

Kreispunkte einer Oberflache II. Ordnung. Die Ebenen der Indi-
catricen aller Raumpunkte, fur welche ist

wo X und ft Constante bedeuten, sind zueinander parallel. Aus den
Gleichungen (13) und (14) einer Indicatrix ergibt sich daher, dafs, wenn
dieselbe fir einen Punkt der Geraden (36) ein Kreis ist, dies fur alle
andern Punkte derselben auch der Fall sein mufs. Ist li der Radius
des Kreises, so hat man neben den Gleichungen (13) und (14) noch
die Gleichung der Kugel



56 Grundzlige einer Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung.

welche von H r], L erfullt wird. Fur die Punkte, in welchen die Ge-
rade (36) die Oberflache f = 0 trifft, ist R = 0, und somit liefert das
Eliminationsresultat von £, 2, L aus:

den Ort der Punkte auf der Oberflache f = 0, fur welche die Indi-
catricen Kreise sind.
Bezeichnet man die Wurzeln der beiden ersten Gleichungen mit

SO ist

das Elimmationsresultat. Die reellen Schnittlinien je zweier conjugierter
imaginarer Ebenen schneiden auf der Oberflache die Kreispunkte
aus. Fur die Punkte dieser Schnittlinien sind also alle Indicatricen
Kreise, ebenso fiir die Schnittlinien der Ebenen:

Auf gleiche Weise lassen sich die Kreispunkte einer beliebigen Ober-
flache bestimmen.

28,

Die Kugel und eine beliebige Oberflache II. Ordnung. Ist neben
der Oberflache zweiter Ordnung mit der Gleichung (12) noch eine Kugel
mit der Gleichung

gegeben, so hat man fiur jeden Raumpunkt zwei Indicatricen, namlich
eine fur die Oberflache und eine fur die Kugel. Der Durchmesser der
einen, zur Oberflache zweiter Ordnung gehorigen Indicatrix, ist bestimmt
durch

wenn («, B, y) die Richtung des Durchmessers ist und m die qua-
dratischen Glieder der Funktion f vorstellt, nachdem X, y, z ersetzt sind
durch cos«, cosf3, cosy, wie in (22). A ist der Anstand des Punktes
(xy 2) von seiner Polarebene, wie er in Nummer 26 gegeben ist. Die
Indicatrix desselben Punktes fir die Kugel ist ein Kreis mit dem Radius



Die Kugel und eine beliebige Oberflache Il. Ordnung. 57

wenn n‘ den Radius, 11 den Abstand des Mittelpunktes der Kugel
vom Punkte (X, y,z), und A' den Abstand des letzteren von der Polar-
ebene in Bezug auf die Kugel bedeutet. Die Ebenen der beiden Indi-
catricen sind n

”

Damit dieselben zusammenfallen, mufs sein

Es befinden sich also alle Punkte, deren Indicatricen fiur Kugel und
Oberflache in derselben Ebene liegen, auf einer Raumcurve vierter Ord-
nung. Andert man die Fragestellung dabin, die Lage der Kugel zu
bestimmen, so dafs die Ebene der Indicatrix eines Raumpunktes in Bezug
auf die feste Oberflache (1) zusammenfallt mit der Indicatrix- Ebene
desselben Punktes in Bezug auf die Kugel, so beantworten die (44) die
Frage damit, dafs der Mittelpunkt (a, b, ¢) der Kugel auf der Normalen
zur Indicatrix - Ebene der Oberflache im Punkte (X, y, z) liegen musse.
Aus (44) folgt:

Wahlt man also 11 beliebig, so ist it bestimmt und die Coordinaten des
Mittelpunktes der Kugel konnen berechnet werden. Der Radius der
Kugel kann aber durch die weitere Festsetzung, dafs A = A" sein soll,
dafs also die Polarebenen des Punktes (xy z) in Bezug auf Kugel und
Oberflache zusammenfallen sollen, aus der Gleichung

bestimmt werden. Die Ausdricke fur die Potenzen des Raumpunktes
werden dann durch Division die Gleichung liefern:

Fur die Punkte, in welchen sich die beiden Indicatricen schneiden, ist
rc = n' und demgeméfs wird

und nach (4G):
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Es wird also fur alle Punkte auf der Oberflache (12) R = r d. h. die
Kugel beridhrt die Ebene der Indicatricen und also auch die Oberflache.
Die Formel

liefert dann fur alle Normalschnitte («, B, y) der Oberflache (12) den
Krimmungsradiu s

V. Das bestimmte Integral.

29 .

Begriffsbestimmung. Das bestimmte Integral ist definiert durch:

wo f (X) eine integrierbare Funktion bedeutet und zwar soll von ihr be-
sonders vorausgesetzt werden, dafs sie Uberall in dem Intervalle von a
bis b endlich und stetig sei. Ist f (/M der Differentialquotient einer
Funktion F (X), so kann der Wert des Integrals stets ermittelt werden
nach der Formel:

Es soll nun der Nachweis erbracht werden, dafs vorstehende Formel
auch dann zur Auswertung des Integrals benutzt werden darf, wenn das
Argument binomisch zweiwertig, also von der Form x _+ | ist, und zwar
soll | vorerst als reell vorausgesetzt werden. Da die Funktion / (x) der
Differentialquotient einer durch einen mathematischen Ausdruck gegebe-
nen Funktion F (x) ist, so ist es immer madglich durch Substitution von
X + £ an Stelle von Xx jene Funktion in einen einwertigen und einen
zweiwertigen Bestandteil zu zerlegen. In diesem Falle wird man also
haben!

Bezeichnen demnach:
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die in dem Integrations-Intervalle von a + h bis &+ ~ eingeschalteten
Zwischenwerte, so liefert die Definitionsformel des bestimmten Integrals

zundchst;

Die rechte Seite dieser Formel zerfallt unter Berucksichtigung von (3)
in vier Bestandteile, zwei einwertige und zwei zweiwertige, so dafs ist:

Jede dieser vier unter einander stehenden Summen kann nun durch ein
bestimmtes Integral dargestellt werden, wenn zwischen X und £ eine
willktrliche funktionelle Beziehung fi (x £) = 0 aufgestellt wird, die die
eine Variabele als stetige Funktion der andern definiert, mit andern
Worten, wenn man die Art und Weise vorschreibt, nach welcher die
Bestandteile der unabhangig Veranderlichen x jF sich andern sollen.
Dabei wird vorausgesetzt, dafs die Wahl der Funktion Li so geschieht,
dafs die vier Summen (5) convergieren, wenn X und £ alle Werte von
a, h bis ft, kK annehmen, welche der Gleichung i2= 0 genigen.
Betrachtet man zunéchst in der ersten und dritten Summe § als
Funktion von X, so dafs also x die einzige in den Gliedern dieser
Summen auftretende Variabele ist, so lassen sich ihre Werte durch:

darstellen. Sieht man dagegen in der Gleichung A (x 'Y = () x als
Funktion von H an und substituiert diese Funktion in die zweite und
vierte der Summen (5), so wird jedes Glied derselben nur noch Funktion
von £ allein. Die Werte der Summen lassen sich also durch die be-
stimmten Integrale reprasentieren:



60 Das bestimmte Integral.

Man hat also an Stelle der Formel (3) jetzt die folgende zu setzen:

30.

Der Integrationsweg. Durch Aufstellung der Formel (6) ist aber
erst der Nachweis geliefert, dafs dem Symbole

die Bedeutung zukommt, eine zweiwertige Grofse darzustellen, deren
Bestandteile sich durch bestimmte Integrale ausdricken Ilassen. Die
Ausmittelung dieser Integrale erfordert jedoch nach der gegebenen Dar-
legung eine Vorschrift, nach welcher die Teile des zweiwertigen Argu-
mentes X +_ £ sich andern sollen. Daher kénnte es sehr wohl der Fall
sein, dafs verschiedene Gesetze, welche die Abhé&ngigkeit zwischen x und
£ feststellen, oder verschiedene Auswahlen stetig aufeinander folgender
Wertepaare XE auch verschiedene Integralwerte zur Folge haben. Es
mufs daher noch der Beweis gefihrt werden, dafs der Wert des Aggre-
gats der Integrale auf der rechten Seite von (6) unabhé&ngig ist von
dieser Vorschrift, dem Integrationswege, und einzig und allein ab-
héangt von den beiden Endpunkten dieses Weges, so dafs also alle
zwischen (@, li) und (b, )y mdéglichen stetigen Curven, wenn sie als Inte-
grationswege dienen, denselben Integralwert liefern.

Die Voraussetzung, dafs die Funktion f (x) far ein zweiwertiges
Argument in einen einwertigen und zweiwertigen Bestandteil zerfalle,
ist gleichbedeutend mit jener, nach welcher eine Vorschrift existieren
soll, die gestattet, die Funktion f (x) innerhalb des Integrationsintervalles
fur jeden Wert des Argumentes zu berechnen. Wir wollen also firs
erste von der Funktion f (x) voraussetzeu, dafs sie fUr das ganze Inter-
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vall von a + h bis b+ k nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar sei.
Man hat dann :

Ist also der Integrationsweg, so handelt es sich einmal um
Integrale von der Form:

wenn die Auflésung der Gleichung L1= 0 £= X (x) — X ist und
/(2K), I'(2k+ 1) die Differentialquotienten von f nach x von der Ordnung
2 k, beziehungsweise 2 k -J- 1 bedeuten; dann aber auch um Integrale
von der Form

wenn X = ft (£) die Auflésung von 12 = 0 nach X bedeutet.

Kann aber furs zweite die Zerlegung von f (x + i) in 9+ if
auf eine andere Art als mittelst der Reihe von Taylor bewerkstelligt
werden, so werden die Glieder von ip und tjj doch immer von der Form
F i) & (]) sein, also dieselbe Gestalt besitzen, wie die Funktionen
unter den Integralzeichen (8) und (9). In beiden Fallen kann man dann
das Integrationsintervall immer so teilen, dafs die Funktion 6 (H) inner-
halb eines solchen Teilintervalles entweder nur zu oder nur abnimmt.
Es ist dann fuar § = X{x)

da/ (@ = hund X(b) — k istt. Da nun fur irgend einen andern In-
tegrationsweg £ = Xn (x) ebenfalls h= /, (@; k= Xn(b) ist, so ist in
der That der Wert des vorstehenden Integrals unabhangig von dem Inte-
grationswege /.

Es ist also jetzt dargethan, dafs das Aggregat von Integralen auf
der rechten Seite von (6) immer dieselbe zweiwertige Grofse bleibt,

* Du Bois-Reymond: Journal f. Mathematik Bd. (19.
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wie auch der Integrationsweg beschaffen sein mag, unter der Annahme,
dafs die Funktion f (#) nach der Taylor'schen Reihe oder uberhaupt
nach steigenden und fallenden Potenzen des Argumentes in eine Reihe
entwickelt werden kann und fur keinen der Werte, welcher dem Systeme
XE, angehért, unendlich wird. Ist nun /' (X) der Differentialquotient von
F (x), so kann dieser Wert kein anderer sein als

denn es ist unter dieser Voraussetzung:

Somit sind bis hierher zwei Wege gewonnen, um den Wert eines
Integrals zwischen binomisch zweiwertigen Grenzen, innerhalb welcher die
Funktion unter dem Integralzeichen den oben ausgesprochenen Beding-
ungen genugt, zu ermitteln, namlich erstens der nach dem vorstehenden
Satze einzuschlagende und zweitens jener, welcher in der Berechnung der
Teilintegrale auf der rechten Seite von (6) besteht. Letzteres Verfahren
ist jedoch nur dann anwendbar, wenn es sich um eine ziffermassige
Ermittelung des Integralwertes handelt; denn das schliefsliche Resultat
wird nur Funktion von X allein sein und demnach die Variabein x und
H nicht mehr sichtbar getrennt enthalten. Es mufs daher ein anderer
Weg aufgefunden werden, um den zweiwertigen Ausdruck auf der rechten
Seite von (6) ohne Spaltung der Funktion F (x + t) wirklich herzu-
stellen. Die Formel (6) lafst sich namlich noch wie folgt schreiben:

Was nun die Funktionen <p und ip anbelangt, so ist auf Grund der
Formeln (7) leicht nachzuweisen, dafs zwischen den partiellen Differential-
quotienten derselben, nach x und E genommen, folgende Relationen
bestehen:

Zufolge dieser Beziehungen ist jeder der Ausdricke unter den beiden
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Integralzeichen auf der rechten Seite der vorstehenden Formel ein voll-
stédndiges Differential. Man hat also

und es ist daher:

Es ist nicht schwer die Funktionen F\ und F in geschlossener Form
darzustellen. Setzt man namlich

so ist offenbar:

woraus

An den Differentialausdriucken, wie sie hier zuletzt aufgefuhrt sind, lafst
sich nun ebenfalls leicht die Richtigkeit der Relationen (12) nachweisen.
Mit der Aufstellung der Formel (13) ist zugleich die Giltigkeit des
Satzes Uber die Unabhangigkeit des Integralwertes von dem Integrations-
wege ausfchliefslich an die Existenz der Relationen (12) gebunden, <lafs
also sowohl die Funktionen (f und ifJals auch ihre partiellen Ableitungen
endlich und stetig sind fur samtliche Elemente der getroffenen Aus-

31,

Einflufs des Integrationsweges auf den Integralwert. Um den
Einflufs zu untersuchen, den der Integrationsweg auf den Wert des In-

wahl Xxi.

tegrals hat, wenn die Funktion unter dem Integralzeichen fir einen spe-
ziellen Argumentwert unendlich .wird, sei f {x jh i") eine Funktion, welche
sich nach der Taylor'schen Reihe entwickeln lafst innerhalb des von
a jk h bis b + k sich erstreckenden Integrationsintervalles. Die Funktion
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ist dann eine eindeutige, und stetige Funktion innerhalb des Intervalles
a+ h b+ % wenn u und B nicht zu den Zwischenwerten gehoren,

welche sich dem Gesetze £ = 'k (#) gemafs ergeben. Genilgen aber «
und B dieser Gleichung, dann wird vorstehende Funktion unendlich fur
X + 8= « F B, und es fragt sich daher ob dem Integrale

auch in diesem Falle noch ein bestimmter Sinn zukommt.

Um diese Frage zu beantworten, werde zur Abklrzung

Man findet dann:

und folglich durch Integration zwischen den Grenzen p = n + h und

Die Integrale auf der rechten Seite sind mit Ausnahme des ersten
von dem Integrationswege unabhangig, da die Funktionen (?— t)u uberall
endlich sind. Daher haben wir uns nur mit dem ersten jener Integrale,

mit

néher zu befassen und sein Verhalten gegentber den verschiedenen Inte-
grationswegen zu untersuchen. Wir werden weiter unten zeigen, dafs
das unbestimmte Integral, um welches es sich hier handelt, die Eigen-
schaft des Logarithmus hat, und dafs daher gesetzt werden darf:

und dafs folglich fur alle Integrationswege, welche nicht durch den
Punkt x = «, i; = B gehen und stetig ineinander Ubergefiihrt werden

konnen, ohne dafs dabei dieser Punkt uUberschritten zu werden braucht,
das Integral den Wert hat:
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—
Ist aber £ = Xk(x) ein Integrationsweg, der durch den Punkt («, R)
fahrt, ist also B = («) eine richtige Relation, so wird das Integral
unendlich. Sind « — nt und « -f- m' die Abscissen und demnach
Ak(a— m) und (« -} m) die zugehorigen Ordinaten zweier Punkte

auf der Integrationscurve zu verschiedenen Seiten des Punktes (a, );
dann lafst sich das zu ermittelnde Integral in drei Teile zerlegen, namlich
in die drei Integrale

wenn zur AbkuUrzung gesetzt wird:

Um diese Integrale und zwar zunachst das zweite J' auszuwerten, ent-
wickeln wir (« — nt) und )K(« -j- m) nach dem Tavlor'schen Lehr-
séatze, und setzen also

Es ist dann

Also wird, da Xk= [ ist:

Das Integral J* hat folglich den Wert:

oder, da fur sehr kleine nt und m' die hoheren Potenzen derselben ver-
nachlassigt werden koénnen:

Schiler, Funktionenrechnung. 5
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Da m und m‘ willkirliche positive und negative Zuwachse der Ahscisse
« sind, so koénnen dieselben dem absoluten Werte nach einander gleich-
gesetzt werden, ohne dafs damit der Allgemeinheit vorstehender Formel
Eintrag geschieht. Es ist dann

Da nun und die Werte des ersten und zweiten Differentialquo-
tienten von 8§ = Ilk(x) fur x = u, — B sind, so ergibt sich also das
Resultat, dafs, wenn der Integrationsweg durch einen Punkt hindurch
geht, in welchem die Funktion unter dem Integralzeichen unendlich wird
wie log (z — 0 fur z = t, der Wert des Integrals von diesem Wege
abhéngig ist. Nur dann, wenn samtliche die verschiedenen Integrations-
wege darstellenden Curven im Unstetigkeitspunkte dieselbe Krimmung
haben, sind die Integralwerte J' einander gleich, wenn das sehr kleine m
bei allen den gleichen Wert hat. Die beiden andern Teilintegrale sind:

und

Fir m= m' ergibt sich durch Addition:

und es ist also nicht nur jedes einzelne, sondern auch die Summe dieser
Teilintegrale vom Integrationswege abh&angig, so lange m von Null ver-
schieden ist. Sowie man aber m= 0 setzt, findet sich, dafs die ge-
nannte Summe vom Integrationswege unabhéngig wird und die Periode
rci annimmt, wahrend jedes einzelne der Integrale unendlich wird. Sie
hat nédmlich dann den Wert:
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Da aber fur m= 0 auch

wird, so ist endlich

wenn der Integrationsweg durch den Punkt# — «, £= B hindurch-
fuhrt. Wahrend also das zwischen den Punkten (g h) und (b, %) auf
irgend einem Wege, der nicht durch den Unstetigkeitspunkt («, 3) geht,
hinerstreckte Integral immer denselben Wert hat, &ndert sich der letztere
um 27Li, wenn die Integrationscurve dem Unstetigkeitspunkt n&aher ge-
rickt und durch ihn hindurchgefuhrt wird, wahrend die Endpunkte der-
selben fest bleiben.

32.

Integrationsweg um einen Unstetigkeitspunkt. Und nun soll noch
gezeigt werden, dafs auf zwei verschiedenen Integrationswegen, die von
demselben Punkte (a h) ausgehen und in demselben Punkte (b %) endigen,
die aber einen logarithmischen Unstetigkeitspunkt einschliefsen, der
AVert des Integrals ein verschiedener ist.

Zu diesem Zwecke werde der Unstetigkeitspunkt X = «, £= R
als Mittelpunkt einer Hyperbel angesehen, und letztere als Integrations-
weg gewdahlt. Es bestehe also zwischen X und £ die Gleichung:

welche auch durch die beiden folgenden ersetzt werden kann:

Es ist also

Nun sind aber die Lagrange'sche Derivation von cos hyp @ und
sin hyp @ beziehungsweise sin hyp @@ und cos hyp cp, wie man leicht
findet, wenn die der Eulerschen Grundgleichung korrespondierende trans-
cendentale Relation zwischen der Exponentialfunktion e—" und den
hyperbolischen Funktionen
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welche aus den auf Seite 29 und 82 gegebenen Daten unschwer her-
geleitet werden kann, in den beiden Formen benidtzt wird:

Man hat demnach

Das unbestimmte Integral ist daher

Da die Hyperbel als eine im Unendlichen geschlossene Linie an-
zusehen ist, so wéachst g von o bis 2 ui, wenn der Punkt (£, x) die
beiden Hyperbelzweige durchlauft. Man hat daher

wo das dem Integralzeichen auf der linken Seite angehangte k die Inte-
gration Uber die ganze Hyperbel bedeutet.

Lafst man die Hyperbel in den ihr conjugierten imagindren Kreis
Ubergehen, nimmt man also £ — B imaginar an, so ist nach Seite 32

zZu setzen:

und es wird

Die Integration erstreckt sich jetzt Uber die imaginar zu signie-
rende Kreisperipherie von 0 bis 2 uiees ist

wie vorhin.

Sind in der Formel (4) die zweiwertigen Bestandteile der Argu-
mentwerte imaginér, so definiert dieselbe das Integral einer Funktion
complexer Variabein. Die gesamten auf Grund dieser Definitionsformel
gefundenen Untersuchungsresultate bleiben auch fiur diesen Fall bestehen ;

nur sind jetzt die Funktionen o (x i) und ip (X £) andere geworden, wie
"4
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schon mehrfach erlautert wurde. Es bleibt namentlich der dber die
Unabhéangigkeit des Integralwertes vom Integrationswege aulgestellte Satz
und insbesondere der so eben nachgewiesene Satz von dem Werte des
Integrals, wenn der Integrationsweg eine einen logarithmischen Unstetig-
keitspunkt umgebende geschlossene Curve ist, auch jetzt in Giltigkeit.

Letzteres kann noch besonders nachgewiesen werden, indem man setzt:

Es wird dann:

Man findet demnach, wenn uber den Kreis integriert wird, dessen

wie oben.

Wir sind nun in der Lage den am Schlisse der Nummer (31)
ausgesprochenen Satz dahin zu vervollstandigen, dafs der Zuwachs 2 i,
den der Integrallogarithmus erfahrt dadurch, dafs der Integrationsweg,
welcher zwischen zwei festen Punkten j> und q auf der einen Seite
des Unstetigkeitspunktes sich hinerstreckt stetig in einen solchen uber-
gefuhrt wird, der durch den letzteren hindurchgeht, ein Bestandteil
des Integrals bleibt, wenn derselbe Uber den Unstetigkeitspunkt hinaus
in einen andern Ubergefihrt wird, der mit dem primitiven eine geschlos-
sene, den Unstetigkeitspunkt einsehliefsende Curve bildet, wenn nur die
Endpunkte fest bleiben. Bezeichnet G eine beliebige den Unstetigkeits-
punkt einsehliefsende Curve, so wird also behauptet, dafs sei:

Um den Beweis zu fiuhren, seien (prqg) und (psq) die zwei den Un-
stetigkeitspunkt x = u £= R einschliefsenden Integrationswege; dann
wird der Radius eines um («, fi) als Mittelpunkt beschriebenen Kreises
immer so grofs gewé&hlt werden koénnen, dafs er den einen dieser Wege
in reellen Punkten trifft, also etwa den Weg (psq) in den Punkten
a und h Ist nun ¢ ein Punkt auf dem Kreisbogen ab, so hat man
offenbar
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indem das Integral genommen Uber den Curvenbogen (asb) gleich ist
dem Integrale genommen Uber den Kreisbogen (nch). Ist (adb) der
andere Bogen des Kreises, also (adb) -f- (ach) — 2 rn, so bat man

Durch Subtraction beider Formeln ergibt sich:

oder nach einem bekannten Satze:

Also hat man in der That

Beachtet man jetzt die auf Seite 64 gegebene Entwickelung der Funktion

Denn jedes der (Uubrigen Integrale hat nach dem in Nummer (30) be-
wiesenen Satze den Wert Null, wenn Uber die geschlossene Curve C
integriert wird. Die Formel (17a) heilst der Integralsatz von Cauchy.
Nach ihr kann man die Funktion f (f) im Innern von C durch ein be-
stimmtes Integral darstellen, wenn f (z) auf C gegeben ist.

Die Formel (15) gilt also auch dann, wenn b + k= a + h, die
Integrationscurve also eine in sich zuricklaufende ist, und einen Un-
stetigkeitspunkt einschliefst; denn dann ist

33.

Der Integrallogarithmus. Es sei eine gebrochene algebraische

Funktion, deren Zahler und Nenner ganze Funktionen ohne gemeinsamen
Teiler sein sollen. Ferner mdge vorausgesetzt werden, dafs der Grad
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von @ um zwei Einheiten kleiner sein soll als der Grad von ilr, dann

Gleichung Xi (X) = 0 ausgenommen, endlich. Denn ist die Funktion ep
vom Grade k, die Funktion i/ vom Grade n und n> Kk, so wird fir

Soll nun fir Xx= o dieser Ausdruck einen endlichen Wert haben,
so mufs n— 2 — k= 0 also k= n— 2 sein, wie behauptet wurde.
Das Integral

erfordert zu seiner Auswertung in erster Reihe die Zerlegung der Funk-
tion unter dem Integralzeichen in Partialbriche. Ist dies geschehen, so
hat man sich mit Integralen von der Form

zu befassen. Das erstere geht durch die Substitution 1

Uber und dieses Integral kann direkt mittelst der Definitionsformel
fur das bestimmte Integral ausgewertet werden. Es ist aber nicht
maglich, das zweite Integral

welches in der vorigen Nummer eine so wichtige Rolle spielte, auf diese
Art zu ermitteln. Dagegen lassen sich leicht die allgemeinen Eigen-
schaften der Funktion f {?) nachweisen. Es ist namlich:
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Um die Richtigkeit dieser Funktionalgleichung darzuthun, sei vor
allem hervorgehoben, dafs der Differentialausdruck unter dem Integral-
zeichen unverandert bleibt, wenn statt der Integrationsvariabein irgend
ein Vielfaches derselben gesetzt wird. Es ist also

bis auf eine arbitrare Constante, oder

Uber den Wert der Constanten verfiigen wir so, dafs fur z= 1
f (V)= 0 wird. Es ist dann — f (m) = const und vorstehende Gleich-

ung wird

Fur z = a lautet dieselbe:

Also besteht die Beziehung:

oder in Integralform, wenn b statt w gesetzt wird:

ferner ist:

Durch Addition findet sich:

was zu beweisen war. Auf gleiche Weise liifst sich zeigen, dafs

oder

ist. Die Funktion f (z) hat demnach die Eigenschaft des Logarith-
mus, und man darf daher setzen:
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wenn a und z positive Zahlen sind.

Fragen wir nun noch nach der Bedeutung des vorstellenden Inte-
grals, wenn z eine binomisch zweiwertige Grofse der allgemeinsten Art
ist, die fur a +. B als speziellen Wert von z verschwindet, wenn also
dasselbe die Gestalt hat:

so ist dieselbe bereits oben festgestellt.

Zur lllustration des dort Angefuhrten wollen wir uns nun mit den
verschiedenen Auswertungen dieses Integrals mit Hilfe der Formeln (6),
(10a) und (13) befassen. Es ist

Setzt man voraus, dafs £ — R z — « sei, dafs also der Inte-
grationsweg stets auf der dem Coordinatenanfangspunkte abgewandten Seite
einer Geraden verlauft, die durch den Punkt («, ) geht, und auf den
Achsen die Sticke a—£R, beziehungsweise B —« abschneidet, oder besser,
dafs der Integrationsweg fur reelle 8§ — B immer innerhalb der Asymp-
totenwinkel liegt, in welchen sich die gleichseitige Hyperbel (z — a)2—
(E — B)2= Q- erstreckt, so darf man die Division ausftihren, und es
ergibt sich:

Diese Reihe convergiert also fur das ganze genannte Gebiet, so lange
f — B reell ist Wird £ — B rein imaginar, so convergiert die Reihe
innerhalb des Kreises, der der gleichseitigen Hyperbel conjugiert ist.

Die Trennung des einwertigen Bestandteils von dem zweiwertigen
liefert:
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Bildet man nun ff dz -j- ip d% so ist dies ein vollstandiges Diffe-
rential nach dem auf Seite 62 angefihrten Satze, und man hat folglich:

und nach demselben Satze:

Das Integral (18) hat sonach den Wert:

Bei direkter Auswertung nach (10a) findet sich aber:

Somit wird:

Die Zerlegung des Integrals in einen einwertigen und einen zwei-
wertigen Bestandteil kann auch nach der Formel (13 ff.)) geschehen.
Man hat nach dieser:
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Durch Addition und Vereinigung der Integrale folgt

und durch Subtraktion:

Die bestimmten Integrale zwischen den Grenzen a, li und b, k
genommen sind also:

vorausgesetzt, dafs die Integrationscurve die Geraden (z— a)2— (E— R)2
= 0 nicht dberschreitet. So oft eine dieser Geraden uberschritten wird,

1z

wachst das Integral kK um — i, so dafs bei einem vollen Umlauf der
‘lz N

Zuwachs 4 .— i = 2ni wird, wie oben gezeigt wurde. Zu dieser An-

schauimg gelangt man unter Beiziehung der conjugierten Hyperbel.

34

Umkehrung des Integrallogarithmus. Handelt es sich nun darum
die allgemeine Derivation von log z zu finden, so erinnere man sich, dafs

ist.  Somit wird

Das Integral rechter Hand ergibt sich aus (21), wenn man a +_li
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setzt, in nachstehen-
der Gestalt:

Die allgemeine Ableitung von log z ist daher gegeben durch die Reihe:

Die Lagrange’'sche Derivation wird folglich:

Die Umkehrung der Funktion w = log z ist

wenn a die Basis des Logarithmensystems bedeutet. Um diese Basis zu
finden, haben wir awfir w= 1 zu berechnen, und zu diesem Zwecke
eine allgemeine Vorschrift aufzustellen, nach welcher Uberhaupt aw fur
ein- und zweiwertige W zu berechnen ist. Dies kann geschehen mittelst
der Reihe von Taylor, wenn zuvor nachgewiesen wird, dafs der reciproke

Wert von also z, die Lagrange'sche Derivation der Funktion aw ist.
Zu diesem Zwecke hatte man nun aus z + li — ow+ k vorerst die
allgemeine Derivation li : & zu entwickeln. Da aber eine Trennung des

einwertigen von dem zweiwertigen Bestandteil auf der rechten Seite direkt
nicht zu bewerkstelligen ist, so benttzt man den Wert Je: h wie er oben
gefunden wurde; es ist dann offenbar:

und folglich, da % mit li zugleich zu Null wird, die Lagrange'sche Deri-
vation At von z nach w genommen:

In der Lagrange’'schen Bezeichnung hat man also die Derivierten
der verschiedenen Ordnungen der Funktion f (2 = aw:

Der Maclaurin’sche Satz liefert demnach folgende Reihe fur z = a B

oder
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Wir fugen diesem Abschnitte noch die Bestimmung der allgemeinen
Ableitung einer durch eine unendliche Reihe definierten Funktion an.

Die Weyerstrafs’'sche Funktion

convergiert fur jeden Wert von n, wenn i < 1 ist. Hier ist

und folglich

oder wenn mau setzt ann h = hn

wo h aus

zu berechnen ist.

Die Reihe fur A convergiert nur dann, wenn anbn< 1 also, da
schon vorausgesetzt ist, wenn a < 1 ist. Der Lagrange'sche
Diderentialcoefficient existiert also nur dann, wenn a < 1 ist, fur alle
andern Werte von a nicht Er ist

Diese Ableitung der Bedingung, unter welcher die Weyerstrafs'sche Funk-
tion einen Differentialcoeffieienten hat, ist vorwurfsfrei, da sie die
Differenzierbarkeit der Reihe f (aj nicht voraussetzt.

VI, Allgemeine Eigenschaften der Funktionen bivariabeler Argumente,

36.

Definition einer Funktion eines bivariabeln Argumentes. Um die
Eigenschaften einer Funktion f (x), welche fur binomisch zweiwertige
Argumente in einen einwertigen und einen zweiwertigen Bestandteil zer-
fallt, aufzufinden, differenzieren wir

nach X und t. Es kommt dann
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Nun ist aber

also hat man auch:

Durch Gleichsetzung der auf beiden Seiten auftretenden einwertigen und
zweiwertigen Bestandteile, ergeben sich die ldentitaten:

Somit sind fp und ip Integrale der partiellen Differentialgleichung:

Jede willkirliche Funktion von x + '§ genugt dieser Differential-
gleichung, einerlei ob die Bestandteile des Argumentes willkdrlich ge-
wahlt oder durch irgend welche Operationen gebildet sind. Im Falle
dafs £ rein imaginar ist, bleibt die Differentialgleichung zwar in ihren
beiden symbolischen Gliedern erhalten, das zweite Glied &ndert aber
wegen i2= — 1 das Vorzeichen. Die beiden Differentialgleichungen

gehen also ineinander Uber, wenn £ rein imaginar wird. Die Integrale der
einen Differentialgleichung gehen also aus den Integralen der andern Diffe-
rentialgleichung hervor, wenn man £ durch £ i ersetzt oder umgekehrt. Aus
diesem Verhalten l&fst sich mit Sicherheit der Schlufs ziehen, dafs beide
Differentialgleichungen nur spezielle Formen einer allgemeinen
Differentialgleichung und also auch ihre Integrale nur spe-
zielle Falle gewisser allgemeiner Integralf'unktioneu sind.
Sind

diese Integralfunktionen, so bestehen die Beziehungen

so dafs also in der That das eine Integral aus dem andern gebildet
werden kann. Es lassen sich ferner aus vorstehenden Identitaten die
folgenden ableiten:

welche an Stelle der Grundgleichungen (2) treten, wenn £ in dem Ar-
gument der Funktion (1) rein imaginar wird. Es ist namlich
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und

Nun lauten aber die (2) fur imaginare £:

Durch Elimination von o> und i> aus diesen sechs Identitiaten ergehen
sich die beiden Identitaten (6).

37.

Der Riemann'sche Funktionsbegriff. Die Gleichungen (6) sind be-
kanntlich von Riemann zur Grundlage einer Theorie der Funktionen
einer complexen Verdnderlichen gemacht worden. Riemann definiert: ,Eine
veranderliche complexe Groéfse w heifst eine Funktion einer andern ver-
anderlichen complexen Groéfse z, wenn sie mit ihr sich so andert, dafs

der Wert des Differentialquotienten unabhangig von dem Werte des

Differentials dz ist.“ *

Ist, namlich

Das zweite Glied der rechten Seite ist aber Null, wenn die Bedingungen

und folglich wird in der

That unabhangig.

Obgleich es also richtig ist, dafs jede Funktion «= einer complexen
Veranderlichen z sich immer so andert, dafs der Wert des Differential-

quotienten von dem Werte des Differentials dz unabhé&ngig ist, so

ist dies doch keine den Funktionen einer complexen Veranderlichen aus-
schliefslich zukommende Eigenschaft; dieselbe kommt vielmehr allen

* Gesammelte Werke pag. 5.
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Funktionen eines binomisch zweiwertigen Argumentes zu. Ist

Da aber wegen der Bedingungen (2) zwischen u und v das zweite Glied
Null ist, so kommt:

Der Differentialquotient ist also unabh&ngig von dz = dx + dy. Der
Grund dieses Verhaltens liegt neben der Binomitat des Argumentes
hauptsachlich in der Zweiwertigkeit seines zweiten Teils, wie man sich
leicht Uberzeugt; denn vorstehendes Resultat ergibt sich, einerlei ob man
nur das obere oder nur das untere oder beide Vorzeichen zugleich nimmt,
wenn nur die Bedingungsgleichungen (2) angewendet werden. Diese
letzteren haben aber ihren Grund in der Zweiwertigkeit der Funktion
und des Argumentes, aber sie haben nichts zu schaffen mit der Imagi-
naritdt oder Reellitat des zweiten Teils des Argumentes x + £ Riemann
setzt aber ausdricklich die Reellitait von x und £ in x jF i £ voraus.

Die Riemann’sche Definition wird daher durch folgende allgemeinere

zu ersetzen sein:
Eine verédnderliche bivariabele Grofse w = u +. v
ist eine Funktion des binomisch zweiwertigen Ar-
gumentes z = x _+ £ wenn sie mit ihm sich so &n-
dert, dafs der Wert des Differentialquotienten

unabh&angig von dem Wert des Differentials dz ist.

Die Anwendung des in dieser Definition enthaltenen Criteriums
besteht darin, dafs man untersucht, ob die Bestandteile u und v der
Funktion den Bedingungen (2) genugen oder den Bedingungen (6), je
nachdem der zweiwertige Teil v der Funktion reell oder imagindr ist.
Im ersten Fall hat man dann eine Funktion des reellen Binomiums
x + % im zweiten eine solche des complexen Argumentes x _+ i £.

Die ZweiWertigkeit des zweiten Teils £ des Argumentes x +. £ kann
dadurch entstanden gedacht werden, dafs £ die Quadratwurzel aus einer
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Zahl « ist. In diesem Falle Ilafst sich aber gar nichts daridber aus-
sagen, ob x + \a reell oder zum Teil imaginar ist. Schon aus diesem
Grunde mufs bei der Definition von der Grofsenqualitat des zweiten
Teils des Argumentes abgesehen werden. Man kann es aus dem gleichen
Grunde einer Funktion w = u +. Vv gar nicht ansehen, ob v reell oder
imaginar ist, wenn n und v beide Funktionen von § und \u sind. Es
ist also lediglich die Z weiWertigkeit, welche hier entscheidend in das
Gewicht fallt, und folglich sind es die Bedingungen (2), die mafsgebend
zu entscheiden haben, ob die Funktion w eine solche des Argumentes
X V(( ist. Denn selbst wenn in den Ausdriucken fur u und v die
Wurzel V — a vorkommt, kann mau nichts daruber wissen, ob v reell
oder imaginar ist. Erst wenn man willkirlich festgesetzt hat, dafs
a nur positiv sein soll, besteht die Gewifsheit, dafs V ~ « immer ima-
ginar ist. Eine solche Festsetzung ist aber eine Einschréankung jener
Allgemeinheit, die fur den Argumentverlauf notwendig gefordert
werden mufs und die darin besteht, dafs das Argument alle einwertigen,
alle rein zweiwertigen, dieselben mogen reell oder imagindr sein, und
alle binomisch-zweiwertigen Grofsen zu durchlaufen féahig ist. Dies ist
aber nur mdéglich, wenn der erste Teil stets reell, der zweite dagegen
alle reellen und imaginaren Werte anzunehmen vermag. Es mufs dem-
nach das Criterium, welches dariber entscheidet, ob ein zweiwertiger Aus-
druck, dessen Teile Funktionen von £ und Y « sind, eine Funktion von
X + Y« ist, ganz unabh&ngig von dem Vorzeichen von u anwendbar
sein. Dieser Anforderung, entsprechen aber nur die Bedingungen (2).
Mit unserer obigen Definition wird also das Reelle so zu sagen nur
wieder in seine natlrlichen Rechte eingesetzt; denn der Reell-Fall ist
immer der primére, das Imaginare, weil es ohne Beziehung auf das
Reelle keinen Sinn hat, immer der secundare Fall, so lange wir uns
im Gebiete der reinen Mathematik bewegen.

38.

Bivariable Funktion einer bivariablen Funktion. Problemstellung.
Auf Grund der obigen Definition einer Funktion eines binomisch zwei-
wertigen Argumentes lafst sich nun leicht der Hauptsatz der Funktionen-
rechnung beweisen, dafs von zwei binomisch zweiwertigen Grofsen,
welche der in der Definition ausgesprochenen Bedingung genlgen, jede
eine Funktion der andern ist. Es seien

W = u((xiff lhv(x£); w= [ (x£ + fi x£) . . . (9

die beiden gegebenen Groéfsen; dann ist der Annahme nach bekannt,

Schiiler, FunktionenrecUnung. g
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dafs zwischen den partiellen Differentialquotienten ihrer Bestandteile
die Relationen bestehen

(10)

Auf Grund dieser Voraussetzungen soll gezeigt werden, dafs div

von div unabhéangig ist, dafs also die Beziehungen statt haben :

Nun ist aber:

unter der Voraussetzung, dafs x und £ nach X und ft differenziert werden
kénnen, dafs also die Gleichungen:
X= Xd% fi = i (S,X) o (13)

nach /, beziehungsweise fi differenzierbar sind. Dies setzt aber wiederum
voraus, dafs auf der rechten Seiten £ und x durch X und U ausgedrickt
gedacht, und dafs also die Gleichungen zu Identitaten gemacht worden
sind. Allein dies ist nur dann mdglich, wenn die Gleichungen um-
kehrbar sind.

31).

Umkehrung einer Funktion. Es ist also zunachst der Begriff der
Umkehrbarkeit einer Funktion, dessen Bedeutung wir weiter zu erlautern
haben. Und da ist es dann der Funktionsbegriff selbst, durch dessen
Zergliederung wir Aufklarung uUber das, was man unter der Umkehr-
barkeit einer Funktion zu verstehen hat, erhalten.

Ein e Griofse y heifst eindeutige Funktion einer Grofse X,
wenn jedem Werte des X ein bestimmter Wert des y zuge-
hért. Sind also xu x2 x3 . . . beliebige aufeinanderfolgende Werte des
x und ynyv y3 . .. die ihnen nach Willkur zugeordneten Grofsen-
werte des y, so hat es offenbar keinen Sinn y eine Funktion von x
zu nennen: denn das Wort Funktion drickt eine Beziehung aus, in
welcher die beiden Gréfsen y und X zueinander stehen sollen. Nun hat
aber das Wort Willkir nur Bezug auf den Wert desy, insoferne dieser
gewéhlt wird ohne dabei an den Wert des X nur zu denken, mit andern
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Worten, man ist durch den Wert von X nicht gezwungen dem y eben-
falls einen vorgeschriebenen Wert beizulegen, wenn gleich man gendétigt
ist, ihm einen bestimmten AVert zu geben, wenn es sich um eine
eindeutige Funktion handelt. Erst nachdem der Wert des y festgesetzt
ist, wird er dem AVerte des X zugeordnet d. h. in Beziehung zu ihm
gesetzt. Diese Beziehung besteht in der wechselseitigen Zusammen-
gehorigkeit derselben; denn es hat offenbar keinen Sinn zu sagen,
das y sei dem X zugeordnet, wenn man dabei die Reciprocitat aus-
schliel'st. Das AVort Zuordnung bedeutet eben, dafs y und X nach der
Qualitat ihrer Begriffe von gleichem Range sind, dafs also das X
dem y und umgekehrt, dafs das y dem X zugeordnet ist, und dafs also
beide Grofsen sich nur dem Namen nach von einander unterscheiden.

Recht klar wird dies, wenn man unsere neue Art der geometri-
schen Versinnbildlichung einer Funktion ins Auge fafst und also mit
binomisch zweiwertigen Argumenten und Funktionen operiert. Bei diesen
sind die Reihen der Argument- und Funktionswerte durch die orthogo-
nalen Projectionen gewisser in der Ebene willkirlich angenommener Seg-
mente dargestellt; durch ein solches Segment sind seine beiden Projectionen
bestimmt, und es bleibt offenbar gleichgiltig, welches von beiden man als
Argument, und welches man als Funktion wahlt, wenn man das Seg-
ment durch seinen Mittelpunkt, seine Potenz und seine Richtung ge-
geben denkt; denn die Potenz desselben wird immer durch \//<2 -f- k2
dargestellt und far den AVert dieses Ausdruckes bleibt es einerlei, ob h
als zweiwertiger Teil des Argumentes und k als solcher der Funktion
angesehen wird oder umgekehrt. Die Richtung des Segmentes ist im
ersten Falle durch k : h, im zweiten Falle durch h: k angegeben. Da
der Bruch k : li aber die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels
des Segmentes gegen die x Achse, der Bruch h : k dagegen die trigono-
metrischen Tangente des Neigungswinkels des Segmentes gegen die
«/Achse bedeutet, so geben beide Briche dieselbe Richtung an. In
dieser gegenseitigen Beziehung haben wir die Bedeutung des Wortes
Funktion zu suchen, wenn die Zuordnung der Funktionsweise zu den
Argumentwerten ausscldiefslich nach besonderer, der AVillkir unterliegen-
den Bestimmungen geschieht.

Man sieht, dafs auf diesem Standpunkte das Problem der Um-
kehrung der Funktion gar nicht existiert, da die Vertauschung von
Argument- und Funktionswert in dem Funktionsbegriff als etwas Selbst-
verstandliches schon enthalten ist.  Allein durch eine nach AVillkur
getroffene Zuordnung von Gréfsenwerten y zu den Grofsenwerten X ist
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der Funktionsbegriff noch nicht vollstandig festgelegt; denn die Anzahl
dieser Zuordnungen kann immer nur eine endliche sein, da jede solche
Zuordnung, weil sie eben willkurlich geschieht, ein Willensakt ist,
ein solcher aber nicht eine unendliche Anzahl mal wiederholt werden
kann. Der vollstandige Funktionsbegriff verlangt aber, dafs nicht blos zu
einer endlichen Anzahl von Werten des Argumentes, sondern dafs zu
jedem Werte des x ein Wert des y gehdren soll. Diese Forderung wird
nur erfullt, wenn entweder durch jene endliche Zahl willkurlicher Zu-
ordnungen zugleich ein Gesetz gegeben ist, welchem nicht nur die
bereits willkurlich festgesetzten Zuordnungen, sondern auch alle noch
moglichen, der Zahl nach unendlichen Zuordnungen gehorchen, oder wenn
neben jener endlichen Zahl von willkirlichen Zuordnungen noch eine
allgemeine Vorschrift gegeben ist, der gemafs zu der Ubrigbleibenden
unendlichen Anzahl von Argumentwerten die Funktionswerte zu be-
stimmen sind. Einerlei nun, ob fur diese unendliche Anzahl ubrig-
bleibender Argumentwerte die Zuordnung durch das erwdhnte Gesetz oder
durch eine Vorschrift geschieht: das Problem der Umkehrung besteht fiur
diese Art der Zuordnung, und es mufs also bewiesen werden, dafs zu
jedem Werte der Funktion ein Wert des Argumentes gehort. Dieser Be-
weis kann gefuhrt werden, wenn die Zahl der nach Willkir getroffenen
Zuordnungen von Argument- und Funktionswerten mindestens eins ist,
sobald man noch festsetzt, dafs die Funktion stetig sein soll.

Ist namlich y = f (X) das Gesetz oder die erwahnte Vorschrift,
X0 und yO zwei einander nach Willkir oder durch dieses Gesetz zuge-
ordnete Werte von Argument und Funktion, ferner y ein anderer Wert
der Funktion, der aber nicht willkirlich, sondern nach der gegebenen
Vorschrift als dem Argumente x zugehdérig berechnet worden ist; dann
hat man

oder wenn

wo X die allgemeine Ableitung fur den Punkt (i nj) ist, welcher eine
beliebige durch den Punkt xg y0 gehende Sehne halbiert. Dafs dieselbe
existiert, ist klar, da nach der gegebenen Vorschrift zu jedem Werte
des x das zugehorige y berechnet werden kann, insbesondere auch fur
ein Argument, das binomisch zweiwertig ist. Diese Vorschrift kann aber
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ersetzt werden durch die so eben aufgestellte Formel; denn aus ihr wurde
unter Nummer 16 die Entwickelung der Funktion in eine Potenzreihe
abgeleitet.

Die Auflésung vorstehender linearer Gleichung nach x liefert dieses
als Funktion von y, wenn in der Gleichung:

der Bruch rechts die allgemeine Ableitung von X nach y fur den Punkt
(Erj) ist, denn man kann dann x—.i* in eine nach Potenzen von y—yO0
fortschreitende Reihe entwickeln. Nun ist aber nach der Definition

die allgemeine Ableitung der Funktion y nach x im Punkte (E*]). Ware
aber x Funktion von //, so WUrdeE — /< (8/;) die allgemeine Ableitung

fur denselben Punkt (Er) sein. Es mufs also bewiesen werden, dafs

ist.  Vergibst man nun nicht, dafs die Punkte (xo yg und (yx) ein Seg-

ment festlegen, dessen Neigung gegen die X Achse durch den Bruch —,

dessen Neigung gegen die y Achse aber durch den Bruch — bestimmt
K/

wird, so sieht man die Richtigkeit der obigen Relation ohne weiteres ein.
Will man jedoch den strengen Beweis hiertuber fihren, so bilde man
aus den zwei Gleichungen (15) und (16) auf Seite 37, in welche die
Grolsengleichung y = f (x) fur binomisch zweiwertige Argumente sich
spaltet, einmal die Resultante (30) auf Seite 18 dadurch, dafs mau k= Xl
setzt und aus ihnen h eliminiert, ein anderesmal aber dadurch, dafs
man h= ky setzt und k eliminiert. Sind

die beiden Resultanten, so ist zu beweisen, dafs die eine in die andere
Ubergeht, wenn man k =. 1: u setzt, was keine Schwierigkeit macht.
Es besteht also die Gleichung

zu Recht, und man kann mit ihrer Hilfe X — X0 in eine Potenzreihe
des Argumentes y — yO0 entwickeln, mit andern Worten die Funktion
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y = f(x) ist umkehrbar. Will man von der Entwickelbarkeit der Funk-
tion x von y absehen, so gelangt man noch auf folgendem Wege zur
Uberzeugung, dafs zu jedem Werte des y ein Wert von X existiert.

Rufen wir uns namlich ins Gedéachtnis zurtck, dafs xg yo nach
Willkar, X, y aber nach gesetzlicher Vorschrift einander zugeordnete
Werte von Argument und Funktion sind, und dafs der Voraussetzung
zufolge y stetige Funktion von X ist, so kann man die Differenzy — yO0
mit X — X0so klein machen als man nur will. Die Gleichung (20) geht
dann Uber in

Wenn man also fur einen einzigen Wert X0 des Argumentes
den zugehodrigen Funktionswert yo kennt und weifs, dafs umgekehrt zu
yoals Argument der Funktionswert d0gehort, so kann man fir den un-
mittelbar auf yo folgenden um dyn grofseren Argumentwert den zuge-
hérigen Funktionswert berechnen; er ist

es sind folglich xx= x0 dxg yx= yO0-j- dyu zwei Werte von Ar-
gument und Funktion, die sich wechselseitig zugeordnet sind. Man hat
also jedenfalls

wenn // aus der Vorschrift y = f (x) als Funktion von x bestimmt wor-
den ist. Es ist also wiederum dxx= dyt:f'(«£) der Zuwachs von .,
wenn yt als Argument angesehen wird u. s. w. Der Gesamtzuwachs,
den die Funktion x von y erfahrt, ist also angegeben durch das Integral

Wenn y = f (x) eine algebraische Funktion ist, so kann man das Integral
bekanntlich auswerten, ohne die Umkehrungsfunktion zu kennen.

Damit haben wir den Punkt erreicht, wo unsere eigentliche Unter-
suchung wieder einzusetzen hat.

Betrachten wir zunachst die Funktion u = fi (x H. Von ihr ist
bekannt, dafs sie samt ihren ersten partiellen Differentialquotienten ein-
deutig und stetig ist, ferner dafs sie fir E= 0 verschwindet und dafs
umgekehrt dem Werte /1= 0 neben andern der Wert = 0 entspricht
und zwar fur jeden Wert von X\ denn es wurde oben angenommen, dafs
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X +_ u fur rein imaginare 2 in /' +_ i ;t' Ubergeht, was nur moglich ist,
wenn den Faktor 2 enthédlt. Betrachtet man also X als constant, so
wird fi eine Funktion von 2 allein, und der partielle Differentialquotient
von fi nach . ist fur i-= 0 bekannt, da ja seine Existenz in dem
Wertegebiett Xt, zu welchem auch X, 0 gehdrt, vorausgesetzt wird. Es
sind daher alle Bedingungen des so eben bewiesenen Satzes fur die
Funktion fi= fi(~x) erfullt d. b. diese Funktion ist nach £ umkehrbar,
was auch X fur einen Wert haben mag. Seien 20 und fiO die einander
wechselseitig entsprechenden Werte, wenn X den Wert X0 hat und V
das Funktionszeichen fur die Umkehrungsfunktion; dann ist gleichzeitig

s,= «ol 6 ud#f= V['0X0

Diese Gleichungen gelten unabhéngig von dem Werte des X. Lafst
man also X0 variieren, wéahrend 20 constant bleibt, so lehren sie, dafs die
Gleichung fi = fi (X 2) auch nach X umkehrbar ist. Denn die erste
Gleichung lehrt, dafs zu dem Wert x 0 der Wert fi0 gehort, wenn £ =
20 ist, und die zweite sagt aus, dafs 2 den Wert 20 hat, wenn ft = ft
und X mm=x 0 gesetzt wird. Setzt man also X = XU, so mufs 2 den
Wert 20 annehmen und folglich nach der ersten Gleichung u = ft{ werden.

Da zufolge der Gleichungen (10) die Funktion X (X 2) dieselben
Eigenschaften hat, wie die Funktion U (X 2), so ist dieselbe ebenfalls
umkehrbar.

Wir sind demnach zu dem Resultate gelangt, dafs ebensowohl X
und 2 als Funktionen von fi wie als Funktionen von / angesehen werden
konnen. Folglich bestehen die Gleichungen (12) zu Recht.

40.

Losung des Problems unter Nr. 38. Beriicksichtigt man jetzt die
Grundgleichungen (10), so ergeben sich aus den Formeln (12) die ge-
suchten Relationen (11), wenn der Nachweis gelingt, dafs folgende lden-
titaten bestehen:

Dieser Nachweis mufs besonders geliefert werden; denn wenn auch
oben der Beweis gefuhrt wurde, dafs X und 2 Funktionen von / und fi
sind, so ist damit doch nicht gesagt, dafs X + 2 eine Funktion von
X +. f< sei. Vorstehende Formeln sind aber der analytische Ausdruck
fur diese Behauptung.

Man differenziere zu diesem Zwecke die Gleichungen (13) nach
X und ft; dann kommt
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Diese Gleichungen lésen wir nach

Determinante des Gleichungssystems ist wegen (10):

Die Auflésungen der Gleichungen sind daher immer mdglich, wenn

dX dX . cAi du .

und oder was dasselbe ist, wenn und von einander ver-
cX dc dt, dx
schieden sind, was nichts anderes sagen will, als dafs die Funktionen

X und u nicht identisch sein dirfen. Es ist unter dieser Voraussetzung:

! Aus der ersten und vierten Relation ergibt sich aber mit Zuhilfe-

nahme von und aus der zweiten und
dritten Gleichung folgt mit Benltzung von die andere der
gesuchten ldentitaten es bestehen demnach die (14) zu Recht

und somit auch die Grundgleichungen (11). Die letzteren dricken aber
aus, dafs u jF v eine Funktion von X +. ist. Der bewiesene Satz
lautet daher:

Sind von zwei Funktionen HTund w jede eine Funk-
tion desselben binomisch zweiwertigen Argumentes,
so ist auch jede eine Funktion der anderen.

Die Formeln (14), auf Grund deren dieser Satz bewiesen wurde,
lehren, dafs x + £ eine Funktion von / + ii ist. Damit ist also der
Fundamentalsatz der Funktionenrechnung allgemein auch fur bi-
nomisch zweiwertige Variabein bewiesen:
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Ist w eine Funktion des binomisch zweiwertigen
Argumentes X £, so lafst sich die Funktion stets um-
kehren.

Als Corollar hiezu ergibt sich der Fundamentalsatz der Algebra,
dafs jede Gleichung eine Wurzel hat.

Das Gleichungssystem (14) bleibt unveréandert, wenn in den Funk-
tionen u, v, /, u die Variabele £ imaginar angenommen wird. Pis &ndert
sich in diesem Italic nur die Discriminante A> welche jetzt dem Quadrat

gleich ist. Die Schlusse, die aus den (15) ge-

zogen wurden, bleiben daher auch im Imaginarfall des £ in Giltigkeit.

Bei der ganzen dbrigen Beweisfuhrung ist stillschweigend ange-
nommen worden, dafs die Grundgleichungen (10) fur alle Wertepaare X, £
endliche von Null verschiedene Werte haben. Macht man nun
die weitere Annahme, dafs eine Funktion | (Ex) H /t (E X) existiere, von
der man weifs, dafs nicht nur ihre ersten partiellen Differentialquotienten
endliche Werte haben, sondern dafs das auch fur die sdmtlichen Ubrigen
Ableitungen gelte, so findet das gleiche fur jede Funktion statt, deren
erste partielle Ableitungen endlich sind. Denn es ist wegen des oben

bewiesenen Satzes

da die Gleichheit die einfachste funktionelle Beziehung zwischen zwei
Grofsen ist. Diese Gleichheit ist nach der hypothetischen Grundlage
dieses Satzes eine Folge der Gleichheit und Endlichkeit der partiellen
Differentialquotienten beider Funktionen. Es bestehen also auch die
Gleichheiten

Da aber die Stetigkeit und Endlichkeit der Differentialquotienten

vorausgesetzt ist, so folgt durch Differentiation vorstehender Gleichungen
das gleiche fur die zweiten partiellen Ableitungen der Funktionen u und r.
In Fortsetzung dieser Schlufsweise ergibt sich die Endlichkeit und Stetig-
keit séamtlicher partieller Ableitungen der Funktion ujk v und Uberhaupt
aller Funktionen, deren erste partielle Ableitungen fur alle Wertepaare
X£ endlich und stetig sind. Daraus folgt aber das eigentliche Funda-
mentaltheorem der Funktionentheorie, wie sie von Cauchy und Rie-
mann fir complexe Argumente begrindet wurde:
6*
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Ist M+ ® eine Funktion von X + 8 und innerhalb
eines gewissen bestimmt abgegrenzten Gebietes fur
jedes Werte paar Sx endlich und stetig, und findet das
gleiche fur ihre partiellen Ableitungen statt, und

zwar so, dafs immer die Gleichungen

stattfinden, so 1lafst sich die Funktion u + v durch
eine convergente Potenzreihe darstellen.

41,

Darstellbarkeit einer Funktion eines bivariabeln Argumentes. Um
etwas Abwechselung in die Darstellung zu bringen, soll nun die Ent-
wickelung einer complexen Funktion eines complexen Argumentes nach
der Taylor'schen Reihe thatsachlich ausgefuhrt werden. Es soll also
gezeigt werden, dafs wenn die Funktionen u und v der reellen Vei-
anderlichen x und if die Eigenschaft haben, dafs sie nebst ihren ersten
partiellen Ableitungen fur eine bestimmt abgegrenzte Auswahl dieser
Variabein eindeutig und stetig sind und dafs, wenn aufserdem die ersten
Ableitungen den Differentialgleichungen

genugen, sich diese Funktionen als der reelle nnd imagindre Bestand-
teil einer nach Potenzen von z — x + i S fortschreitenden Reihe ent-
wickeln lassen.

Es sei xQ £0 eines jener Wertepaare X, 'S fur welche die so eben
angegebenen Voraussetzungen erfullt sind, dann kann man die Funktionen
nach der Taylor'schen Reihe entwickeln. Man hat
in bekannter symbolischer Darstellungsweise, und ebenso

wenn man nach geschehener Potenzierung und Summation setzt:

und beachtet, dafs immer m + n — k sein mufs.
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Addiert man die letzte mit i multiplizierte Gleichung zur voran-
gehenden, so kommt:

Nun bestehen aber die Relationen:

Fur die héheren Ableitungen der Funktion v bestehen analoge Rela-
tionen. Dieselben werden erhalten, wenn man die partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung:

zuerst (r — 2) mal nach x und hierauf smal nach g differenziert, be-
ziehungsweise r — 2 mal nach '§ und smal nach x. Unter Benutzung
dieser Formel ergibt sich:

wenn man statt -= schreibt, bevor auspotenziert wird. Ebenso

ergibt sich:

Durch Addition beider Formeln gelangt man zu dem hdéchst einfachen
Resultate:
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Es ist also

Setzt man also jetzt

Also hat man:

Bei Entwickelung der Funktionen u (£ X) und v (§ X) nach der
Taylor'schen Reihe wurden die Restglieder nicht bericksichtigt; es er-
scheint deshalb auch in vorstehender Darstellungsformel kein Restglied.
Dasselbe ergibt sich in ganz neuer Gestalt ganz wie bei der Taylor'schen
Reihe fur eine einwertige Variabele, nur dafs jetzt x und £ in X + £i
selbst wieder als bivariabele Grofsen anzusehen sind.

Dafs eine Funktion u{ + v, dieselbe Entwickelung zuléfst wie die
Funktion u + iv, ist a priori klar aus dem schon mehrfach angefiihrten
Grunde, dafs u -(- iv in u{ + v{ Ubergeht, wenn £i statt £ gesetzt wird.
Ubrigens kann man auch die Entwickelung selbstandig vornehmen.
Es werden dann nur einige leicht zu erratende Modifikationen vorzu-

nehmen sein.



]S T aclitrag

Der in Nummer 20 gegebene allgemeine Ausdruck fur das Bogen-
element einer Curve liefert fur den Kreis vom Radius 1:

Man hat also, da cls— chp ist, wenn (Up den zu dem Bogenelemente
gehorigen Centriwinkel bezeichnet, und cIx in demselben Sinne gemessen

wird wie drp:

Mit Hilfe dieses Ausdruckes ist es jetzt leicht auf Grund unserer
algebraischen Definition des Sinus und Cosinus die Langrange’schen
Derivationen der letzteren zu bestimmen.

Man hat namlich

Es ist aber

Legt man aber die allgemeinen algebraischen Begriffe von Sinus und
Cosinus zugrunde, dann ist

zu setzen und es wird

also



94 Nachtrag.

und

Durch Differentiation nach rmp ergibt sich jetzt:

Nun ist aber aus ( ):

Also

Da aber die ldentitat besteht

wie man leicht sich Uberzeugt, wenn man noch beachtet, dafs ist

so wird

und es kommt daher:

Ebenso lafst sich mit dem Ausdruck von cos (p operieren und
weisen, dafs

ist.

nach-
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