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O OGRANICZONO~C: ROZWL\Z~ 

PEWNEGO UKŁADU 

ROWNAN ROŻNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH 

Agnieszka . Muszyńska 

W artykule przedstawiono kryterium ~.:;.gran.iczoności rozvlią­

zań układu równań różniczkowych ~r~czajnych 

/1/ 

gdzie 

y=Ky + f(y,t) 

y(t) =col [y1(t), y2 (t), .•• , Yn(t)] 

f(y,t) '"col [r1(y,t), t 2(y,t), ... , fn(y,t~ 

są wektorami typu (n , 1) , K jest m.D.cierz~ o stałych ele-
mentach K. j , r = 1, 2, ••• ,n • 

Jr 
Omówione kr·yteriu~n ogrf:\D.icz,oności roZ\Yiązo.ti jest ró·.,,-nież 

)Czywiście słuszne i dla u1.:ładu r·ó','•1lDJi r-c:i:~nicz.ko'.·rycb. 

/2/ x+Ax+Bx = F(x' X' t) 
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matematycznie mniej ogólnego, lecz zapisanego w formie częś­
ciej spotykanej w zastosowaniach mechaniki. 

Wprowadza się następują9e założenia : 

/i/ :f j(Y, t) ·E 0° , j = 1, 2, ••• ,n dla wszystki.ch 

wartości y i t ~ O ; 

/3/ fi f{y,t)fl ~ H+ g(flyfl) 
S~zie normę zdefiniowano jako 

łlzlł 

/dla macierzy przyjmuje~ 

n . 

= [f zjrl l • 
r=1 

H jest liezbąlnieujEnuną, a skalarna funkcja g (u) t: cO 
jeat niemalejącą ftmkcją u , ~ (O)~ O · ; 

/ii/ , układ równali liniowych 

141 
, 
Y = Ky 

posiada n rożnych pierwiastków charakterystycznych f s , 
·przy czym dla we zys.tki ch s 

151 Re ~8 < o' s = 1, 2, ~ •• ,n • 

Kryterium ograniczoności :rozwiązań układu równań różnicz­
kowych /1/ /lub /21 l sformułujemy w postaci następującego 
twierdzenia : 
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T w i e r d z e n i e • Jeżeli dla rozwiązań układu /1/ 
/lub układu /2// przy przedstawionych wyżej założeniach moż­
na określić takie warunki początkowe y

8
(0) , s:: 1,21 e •• ,n 3 

/lub odpowiednio xi {O) , ii (O) , i = T, 2, ~ •• , ~ l, że r6w=· 
nanie algebraiczne 

/6/ D g (u) - M (u - W) = O ~ 

l gdzie M , D , W są dodatnimi stałymi, które niżej będą 
określone - wyrażenia /tJ/ i /1.5/ l posiada dla u> O 
dodatni pierwiastek u = u* /jeżeli istnieje kilka pier­

wiastków równania /6/ - wybieramy najmniejszy z nich/ , 

to odpowiednie rozwiązania układu /1 l są ograniczone i speł­

niona jest nierówność : 

171 

/Dla układu /2/ spełniona jest nier6vn1ość : 

/8/ 

Dowód sformułowanego twierdzenia oparty jest na zastoso­
waniu twierdzeń o nierów.ności&Q~ całkowyCh [ 1 , 2 , 3] 

Układ r6~nań różnic~owych /i/ przekształcamy na Układ 
r6w.nari całkowych : 

t 

/9/ y(t) = Y(t) yto) +O\ Y (t - P) f [Y(P) ,p] dp, 

gdzie Y(t) jest unormowaną macierzą fundamentalną : 

Y(t) = = [f cjr ~ :-1 
r=1 

s , j = · 1 , 2, ••• ,n 
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stale Cjr określa się z równań : 

= b je ' j , s= 1,2,.~.,n 

l b js - symbol Kroneckera l .-

Równanie całkowe 191 przekształcamy w nier6w.nośó 

Jeżeli spełnione jest założenie liil lnier6wnoś6151 l , to 
można przeprowadzi6 następujące szacowania : 

n n 

11 Y( t) y(o) 11 ' ·?: ~ l Yaj Y8 (0) j ' 

~.e 
-Mt 

/11/ 

-M t 
= C e 
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, 

11 11 

. . -K(t-p) 
/121 Y83(t-p) . (. _ D e _ · 

gdzie 

11 = min (- Be fr) , · · .r = 1, 2, ••• ,n , 

. . - .n_ . n.. n _ a-l 

/1'J/ c =··L [ [ jcJr fr .. 7a(o)j. • 
•=1 j~1 ·~1 

n ·11 · . _n a~ t 

D = [ _· . ~ .• [jcJl' fr l 
•=t i:t rc=1 

· Uwzgltdniając założenie: /i/ · /nieróeo.6. /'J/ /. ·· or:~z sza­
cowania /11/ i /121, mołeią ~aleJ prz&kaztal~· nie:rCY.'D.OU 
całkową /1 O/ : 

• t 

1(7C~llj ' C e_. + D( l(poot)[H + s{u1MO)]dp o) 
i dalej 

/14/ 
. r ll(p-i) , ) 

lly(t)łl ' Y + D ~ e g lf7(P)If dp , 
o 

http://rcin.org.pl



gdzie 

/15/ w = c + 

8 

DH 
M 

Wprowadzimy następujące oznaczenie 

/16/ u(t) = w + D . ~ /!(p-t) g (IIY(P)II) dp ' 

o / 

skąd otrzymujemy 

/17/ 

Nierówność /14/ z uwzględnieniem oznaczenia /16/ zapisujemy 
następująco : 

Ponieważ, jak ~~~1ika z założenia /i/ , funkcja g(u) jest 
niemalejąca, \vięc słuszna będzie również nierówność 

co z uwzględnieniem /17/ możn~ zapisać następująco 

/18/ ~~ ~ D g(u) - M (u - 'W) • 

Zanalizujemy równanie różniczkowe pierw~zego rzędu 

/19/ dv 
d t = D g (v) - M ( v - W) • 

http://rcin.org.pl



9 

Prześledzimy na płaszczyźnie ( v , ~~ ) /Rys. 1 l zachowanie 
się ro~viązania szczeg6lnegp równania /19/ o warunku początko­
w:ym : . 

v (o) = w • 

Jeżeli v(o) = W , to ~~(o) = D g(W) ~ O , a więc funkcja 
v(t) rośnie. · Z założeń przedstawionego wyżej twierdzenia wy-
nika, że istnieje taka liczba u* że 

o 

A więc v (t) rośnie do wartości ł i . dla v = u'~ mamy ~~ = O. 

Ponieważ dla każdej wartości v , ~~ jest określone jedno­
znacznie, więc dla t> O v{t) ~- u*, przy t_...,. oc i dla 
wszystkich t) O 

V (t) ' * u 

Powracamy do nier6.wności różniczkowej /18/. Z /18/ i /19/ ma­

my 

/20/ 

dv 
at 

D g(W) 

o 

du / dv 
dt_ ~ dt 

Rys. 1 

V 
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a więc w każdym punkcie płaszczyzny (t , u) i (t , v) na­
chylenie krzywej u (t) będzie mniejsze od nachylenia· krzywej 

v(t)/Rys. 2/. Ponieważ uto) = v(o) = W> O i u(t) > O 

dla wszystkich t~ O, to krz~ve całkowe u(t) , spełniają­

ce nieróvmość /20/ będą następująco ograniczone 

O <. u(t) ' v(t) ' u* 

stąd 

co zgodne jest z tezą przedstawionego t\'derd~enia. 

U V 
v(t) 

u(t) 

t 

Rys. 2 

Tak więc udowodniona :została ograniczoność rozwiązań ukła~ 

du równań różniczkoveych /1/ /lub ró\vnoważnego mu układu /21/, 
o ile istnieje określona wyżej liczba u* .Ponieważ stała 
Vl zależy zaróv.-110 od par-arnetrów układu !1 l jak i od warunków· 

początko·wych, to można okr'?Ślić, Ż'2 dla danych parametrów ·uk­

ł_adu /1 l waru.11ek istnienia liczby u* określa pewien obszar 

warunków początkov!ych, z którego startujące rozwiązania ·są 

ogreniczone. Ponie\·mż. założenie /i/ dotyczące funkcji ·nie~ 
liniowych V/ uk~adzie /1 l dopuszczn np. char2kterystyki sprę­

żyste :niękl{iet;o typu, co jn\: wic~domo powoduje dla dużych war­

t ·)Ści y powstc·nie ro7,\'iiq7J .~·. i1 nisogr:.:~niczonych, zrozwuiałym 
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jest ograniczenie. nałożone na obszar w~ów początkowych. 
Dla konkretnych funkcji fj(y, t). j = t, 2, ••• ,n obszar· ten 
. można łatwo oszacować. 

Na zakończenie należy wspomnieć, że sformułowane twierdze­

nie słuszne jest również dla układów równań· ~żniez·kowych ty• 
pu /1 l, których część liniowa /układ o równań l 4./ l . posiada nie­

które pier.v~astki charakterys·tyczne równe sobie /przy warunku, 

że nierówność /5/ nad&l jest spe.łn~onQ/. W tym przypadku nor­
mę maci.e~y fUndamentalnej szacuje· się n'leco inaczej, co pro­
wadzi do otrzym&nia innych wartości stałych M , C , ·D • 

Wreszcie należy wspomnie~, że normy wektorów i macierzy 
· m::>żna również wybrać i w innej, równoważnej postaci. 
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