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O OGRANICZONOSCI ROZWIAZAL
PEWNEGO UKZADU

ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH

Agnieszka Muszyriska

W artykule przedstawiono kryterium ograsniczonodei rozwig-
zal ukradu réwnai rézniczkowych zwyczajnych :

]

N/ kg + £(y,t)

gdzie
y(#) = ol [7,(8) 9oy 3500)]

it

£(y,t) = col [f1(y,t), £o(Frt)yeees fn(y,t)]
sg wektorami typu (n ; 1) , K Jjest macierzq o staXych ele~-
mentach Kjr v 3 P F ;200500 e

Oméwione kryterium ograniczonodei rozwigzal jest rdéuniesz

yezywidcie stuszne i dla utXadu rdwnend rdéiniczikowych @

/2/ Xx+Adx+Bx = P(x,x,t) ,



matematycznie mniej ogélnego, lecz zapisanego w formie czed-
ciej spotykanej w zastosowaniach mechaniki.

Wprowadza sig nastepujace zaXozenia :
/i/ fj(y,t) € ¢ , 3=1,2,...,n dla wszystkich
wartoSei y 1 t2 0 ;

/3/ el £ B + 3("3’”) ’

gdzie normg zdefiniowsano jako

n
Bl = D_ 1=l
/dla macierzy przyjmujemy
- ~m n_
el = 2 L tel
= =

H jest 1iczbqinieuj'emq, @ skalarna funkcja g (u) € °
jest niemalejgca funkeja u , g(0)>0 ;

/ii/  ukXed réwned liniowych
/4/ :;r = Ky

posiada n rdéinych pierwiastkéw charskterystycznych g a
przy czym dla wszystkich s

/5/ Re gs< 0’ ﬂ=1,2"a.|’nc

Kryterium ograniczono$ei rozwigzed ukadu réwnad réznicz-
kowych /1/ /lub /2// sformutujemy w postaci nastgpujacego
twierdzenia :



Twierdzenie, Jezeli dla rozwigzad uktadu /1/
/lub uktsdu /2// przy przedstawionych wyzej zaXoZeniach moz-
na okre$lié takie warunki poczatkowe ya(O) s 8= 1,2,000,n,
/lub odpowiednio xi(O) s ii(o) y 1= 1,2,...,% /y %Ze réw-
ngnie glgebraiczne

/6/ Dg(u) - M{u - W) = o ,

/gdzie M, D, W sa dodatnimi sta¥ymi, ktére nizej bgds
okreélone - wyraZenia /13/ i /15/ / posiada dla u> o
dodatni pierwiastek u = u® /jezeli istnieje kilka pier-
wiastkéw réwnania /6/ - wybieramy najmniejszy z nich/ ,

to odpowiednie rozwigzania uk¥adu /1/ sg ogreniczone i spetr-
niona jest nieréwnoséé :

avs "y(t)“ < u* .
/Dla uktadu /2/ speiniona jest nieréwnodé :

/8/ [[x(t)“ + "x(t):i £ L

Dowéd sformutowanego twierdzenia oparty jest na zastoso-
waniu twierdzef o nieréwnoéciach catkowych [1, 2, 3] .

UkYad réwnarl rézniczkowych /1/ przeksztaXcamy na uktad
réwnari catkowych :

19/ y(®) = x(t) y) +| ¥ (t-p)z{y)0} ap,
0

gizie Y(t) Jjest unormowsng macierzg fundamentalng :

Il

w9 = fuge)] < |2 e se & |

r=1

8, J=1L2.e,n 3



staXe er okredla sig z réwnaf :

I

s-1 s
-er gI‘ = js ? J,8=1,2,¢004n

=1

/ S;js - symbol Kroneckera / .
Réwnanie catkowe /9/ prieksztalcamy w nieréwnodé :
t

no/ - |ly@|< z s + "I(t—p)“"f [y(p),p]" ap .
. |

Jezeli spelmione jest zatozenie /ii/ /nieréwnosé/5// , to
mozna przeprowadzié nastepujgce szacowania :

Z T3 35(0) l £

s=t j=1
n

<Zzi

n
s=1 j=1 r=

- Z 2 ZI Cir ?r -”s(c’)l

1/ RN
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" I(t) y(O) ”
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idla tXp



Mt O o-1
'Iaj(t"p” < e i Z Ic,jr §r I !
=¥ (t-p)
/12/ “I’J(‘t-p)".\g D e ,
gdzie
M = min (...n, ?r) y T =1,2,..e4n
n n n

o =) Y ) |owen wol,

s=1 j=1t o=

o= 'I_l_."n Rt
D = ; ; ;lc.‘lr' 2. I

Uwzgledniajqc zatozenie /1/ /nieréwmodé /3// orsz aze-
cowania /11/ 1 /12/, mozemy dalej przeksztaXcié niercwnosé
catkowa /10/ :

%
“y(‘t) “ é - 'e"u‘t + D g ei(P‘t, [H -l- g(uy(p)“)] tip
o

1 dalej

A TC PE4RE (-"“”"’ (o) @

0



gdzie

/15/ Wwo=oc+ 28

Wprowaedzimy nastepujace oznaczenie

t
ner sty = v\ S o) o
0
skad otrzymujemy
11/ o - Dg(”y(‘t)")- u(u-w) .

Nieréwnoéé /14/ z uwzglednieniem oznaczenia /16/ zapisujemy
nastepujaco @

|v@®)]| € =®) .

Poniewaz, jak wynika z zaXozenia /i/ , funkcja gz(u) Jest
niemale jaca, wigc stuszna bedzie réwniez nierdwnosé :

s(lvwll) € e(=0)

co z uwzglednieniem /17/ mozna zapisaé nastgopujaco :
du
18/ 8L vel@ - (u-w).

Zanalizujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu :

719/ & = vl - u(v-w).



Przedledzimy na ptaszczyZnie (v y %—%) /Rys. 1/ zachowanie
sig rozwigzania szczegélnego réwnania /19/ o warunku poczatko-

wym @

o) - ¥
Jezeli v(0) =W , to $¥(0) =D gW)> 0, awigc funkcja
v(t) roénie. Z zaYozerl przedstawionego wyzej twierdzenia wy-
nika, %e iatnieje taka liczba u , 3Ze

D g (u*) - u(* - W)

o .

#
A wige v(t) roénie do wartodci by i dlav =u memy %% = 0,

Poniewaz dla kazdej wartoSci v, g—% Jest okreslone jedno-

macmmie, wige dla t> 0 v(t) = u®, przy t-=o° i dla
wezystkich t3» 0
*
v(t) £ v .

Powracemy do nieréwnosci rézniczkowej /18/. Z /18/ i /19/ ma-
ny

v <8,
dv
at
pgW) | - -
|
|
]
|
0 W u*\ v

Rys. 1
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a wiec w kazdym punkcie paszczyzny (t s u) i (t s v) na-
chylenie krzywej u(t) begdzie mniejsze 0od nachylenia: krzywej
v(t)/Rys. 2/. Poniewaz uf(o) =v() =W>0 i wu(t)> o0
dla wszystkich t22 0, to krzywe catkowe u(t) , spelniajg-
ce nierévmos$é /20/ beds nastgpujaco ograniczone :

o L ut) £ vir) € v,
8tad

"y (t)“ \<‘ 11* ’

co zgodne jest z tezg przedstawionego twierdzenia.

u|v ' v(t)

u(t)

Rys. 2

Tak wige udowodniona zostala ograniczono$é rozwiazad ukta-
du réwnadi rézniczkowych /1/ /lub réwnowaznego mu uktadu /2//,
o ile istnieje okreélona wyzeJ liczba u® . Poniewas stata
W zalezy zaréwno od parametrdw ukZadu /1/ jak i od warunkdéw
poczgtkowych, to moZna oknzdlié, fs dla danych parametréw -uk-
zgdu /1/ warunek istnienia liczby ¥ okredla pewieh obszar
warunkdéw poczatkowych, z ktdrego stertujace rozwiazania -sg
ogreniczone. Poniewnz zaYozenie /i/ dotyczace funkeji nie-
liniowych w ukXadzie /1/ dopuszceza np. chorsiterystyki spreg-
zyste migkkiego typu, co jok wizdomo powoduje dla duzych war-
toéel y powstonie rozwigzail nigogreniczonych, zrozuniatym



1

jest ogreniczenlie neYoZone na obszar warunkéw poczatkowych.
Dla konkrethych funkeji fJ(y,t)l j=1,2,...,0 oObszar ten
mozna atwo oszacowaé.

Na zakoficzenie nalezy wspomnieé, Ze sformuXowane twierdze-
nie stuszne jest réwniez dla uk2addéw rdéwnad réizniczkowych ty-
pu /1/, ktérych czgéé liniowa /uktad réwnafd /4// posiada nie-
ktére pierwiastki charakterystyczne réwne sobie /przy warunku,
%e nieréwnos$é /5/ nadal jest speiniona/. W tym przypadku nor-
me macierzy fundamentalnej szacuje sig nieco inaczej, co pro-
wadzi do otrzymsnia innych warto$ei statych M, C, D .

Wreszcie nalezy wspomnieé, Ze normy wektoréw i macierzy
moZna réwniez wybraé i w innej, réwnowaznej postaci,
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