ARTYKUL SZOSTY.

O konstrukcjach siedemnastokata foremnego.

napisal

Ermenegildo Daniele z Pawji.

Zagadnienie o konstrukcji wielokatdw foremnych, czyli, co na jedno
wyjdzie, o podziale okreggu na czesci rowne, bylo opracowane w sposéb
0golny w artykule piagtym tego tomu; zostalo tam ustalone teoretycznie
kryterjum do rozstrzygniecia, czy zadanie algiebraiczne podzialu okregu
na dang liczbe czeSci rownych moze by¢ sprowadzone do rozwigzania
rownan stopnia drugiego, czy wigc (por. art. IV) odpowiednie konstrukcje
graficzne nie wymagaja stosowania innych przyrzadow oprocz linjatu
i cyrkla. Celem glownym tego artykulu jest wykazanie w przypadku
szczegélnym, jak si¢ specjalizuje wylozona tam teorja ogdlna, czyli jak
si¢ uktada réwnania stopnia drugiego, od ktorych zalezy zadanie; a nastep-
nie, jak mozna w praktyce wykonaé¢ konstrukcje pierwiastkéow tych réw-
nan. Wielokatem, ktory wybierzemy za przyklad, bedzie wielokat o 17
bokach; wykonalnos¢ jego konstrukeji linjatem i cyrklem byla juz wy-
raznie zaznaczona w art. V. Z wielokatow, dajacych si¢ zbudowaé srod-
kami elementarnemi, siedemnastokat jest najprostszym po tych wielokga-
tach, ktére byly badane przez matematykéw starozytnych; wytozymy
przeto kilka z posrdd znanych konstrukecji tego wielokata, ktére nam sie
wydawaly szczegolnie charakterystycznemi.

Eatwo badz co badz pomysleé, ze rownania stopnia 2-go, od ktérych
zalezy zadanie podzialu okregu na 17 cze$ci réwnych, moga byé otrzy-
mane bezposrednio, bez powolywania si¢ na teorje ogdlna; nie brak istot-
nie autoréw, ktérzy dazyli do tego celu réznemi drogami. Wymienimy
nastepujacych:

A. Padoa’) wychodzi z rozwazan gieometrycznych i ma te zastu-

*) Poligoni regolari di 34 lati; Boll. di Mat., 1903.
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ge, ze pierwszy rozwinal strone algiebraiczna w sposdob, ktéry mozna uwa-
za¢ za elementarny.

H. Schubert*) dat wyktad, ktory jest specjalizacja teorji Gaussa
i odznacza si¢ duza prostota i elegancja.

K. Kommerell™) rozwaza zagadnienie, jak Padoa, pozostajac
w zakresie elementarnym i postugujac si¢ pigknemi pomyslami gieome-
trycznemi, bedacemi naturalnym rozszerzeniem tych, ktére wystepuja
w konstrukcji pieciokgta.

C. H Chepmell*™) dochodzi do uktadu réwnan, identycznych
w zasadzie z rownaniami Kommerella.

F. Giudice™") z powodzeniem posilkuje sie wlasnoscia, Ze réwna-
nie stopnia 16-go, od ktérego mozna uczyni¢ zaleznym zadanie algiebra-
iczne podziatu okregu na 17 czesci rownychy ma pierwiastki odwrotne,
daje si¢ wiec sprowadzi¢ bezposrednio do stopnia 8-go.

Co si¢ tyczy konstrukeji siedemnastokata foremnego, to nie znamy
dotychczas zadnej, ktéraby byla otrzymana przez rozwazania o charakte-
rze czysto gieometrycznym, t. j. takiej, w ktorej, oprécz rysunku gieome-
trycznego, wystepowalyby tylko rachunki arytmetyczne badz nad liczba-
mi, badz nad literami; autorowie konstrukcji znanych ograniczaja sie
wszyscy, w sposob mniej lub wigcej wyrazny, do przedstawienia gieome-
trycznego pierwiastkéw rownan stopnia drugiego, ktore rozwigzuja zada-
nie algiebraicznie.

Azeby da¢ pojecie o roznorodnosci $rodkéw, jakiemi mozna trakto-
wa¢é zadanie, ktérym si¢ zajmujemy, wylozymy trzy jego rozwigzania,
ktore si¢ roéznig bardzo od siebie i z ktérych kazde odpowiada jednej
z metod szczegdlnych rozwiazywania zadan elementarnych. Pierwsze z nich
nalezy do typu konstrukcji Euklidesa, wykonywa si¢ wigec za pomo-
cg linjatu i cyrkla; to rozwigzanie, w zasadzie, zawdzigczamy Serreto-
wi, ktéry je podaje w tomie II swojej ,Algébre supérieure“; ale postac,
w jakiej je tutaj pomieszczamy, jest prawie taka sama, jaka si¢ znajdu-
je w ksigzce Bachmanna ,Die Lehre von der Kreisteilung“; warto za-
znaczy¢, ze w rozwigzaniu tym jedynym pomyslem, wychodzacym nieco
z zakresu gieometrji $cisle elementarnej, jest nadanie znaku odcinkom tej

*) Auslese aus meiner Unterrichts- und Vorlesungspraxis, 1 Bd., II Abschnitt,

Leipzig, Goschen, 1905.
_ **) Elementargeometrische Konstruktlion des reguldren 17-Ecks; Unterrichts-
blitter f. Math. u. Naturwiss., XVI (1910). — Ueber die Konstruktion der reguliren
Polygone; Math. Ann., Bd. 72 (1912).

***) Nole on the geometrical construclion of certain Polygons; Math. Ann., Bd.
71 (1912).

****)  Sulla divisione del circolo; Period. di Mat., 27 (1912).
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samej prostej. Drugim jest rozwigzanie klasyczne Staudta, zawarte
w tomie XXIV Journal fir Mathematik (1842) i przeprowadzone podiug
pomystow Ponceleta i Steinera, a wiec przez zastosowanie tylko
linjatu i kola statego na plaszczyznie figury; Staudt oglosil swoja kon-
strukcje, nie dodajac do niej nawet wzmianki o dowodzeniu; dopiero wie-
le lat pozniej (1872) konstrukcja Staudta zostala wyjasniona przez
Schrotera w tomie LXXV tego samego czasopisma. Dowodzenie
Schrotera jest oddane prawie dostownie w tylko co cytowanej ksigz-
ce Bachmanna, a takze w ,Ausgewdhlte Fragen der Elementargeometrie®
Kleina, ktéry je podaje pod pewnemi wzgledami, w postaci fadniej-
szej. Z temi modyfikacjami bedziemy si¢ liczyli w wykladzie. Wresz-
cie, jako przeciwstawienie poprzedniej, pokazemy konstrukcje 17-kata fo-
remnego, wykonang samym cyrklem podiug metody L. Maschero-
niego, ktéra byta wylozona w artykule II; ta konstrukcja, pochodzaca
od Gérarda, byla ogloszona w roku 1897 w tomie XLVIII Math. Ann.
i stanowi w pewnej mierze odpowiedz na uwage Kleina, pomieszczong
u spodu stronicy 27 w Ausgewdhlte Fragen: ,Eine Construction des 17-Ecks
nach Mascheroni nur mit Zirkel ist noch nicht versucht, obgleich sie
jedenfalls moglich ist“.

Nie bedziemy odtwarzali wszystkich innych konstrukeji siedemna-
stokagta foremmnego, ogloszonych przewaznie w ostatnim dziesigcioleciu;
tym wiecej (co jest zrozumiale), ze te konstrukcje rzadko sie¢ odznaczaja
istotng oryginalnoscig. Ograniczymy si¢ wzmiankg o najbardziej godnych
uwagi.

R. Guntsche*), biorgc za punkt wyjscia réwnania klasyczne, da-
je pierwsze rozwigzanie linjatem i cyrklem, w ktérym stara si¢ osiagnaé
mozliwie najwigkszg prostote, podtug znanych pomystéw Lemoine’a
z jego ,Géométrographie“. Z tej konstrukcji, za pomocg prostego pomy-
stu, otrzymuje si¢ bezposrednio inng, w ktorej znajduje zastosowanie tyl-
ko cyrkiel, a ktéra jest prostsza, chociaz mniej symetryczna, od rozwig-
zania Gérarda.

H. W. Richmond*) buduje siedemnastokat linjatem i cyrklem,
ale oddala si¢ wyraznie w ogolnym biegu dziatan od rozwigzania Serre-
ta. Nie podaje w swej pracy objasnienia wykonanych konstrukeji; ale
dowodzenie mozna znalez¢ w pierwszej z cytowanych prac Komm e-
rella.

Do typu rozwigzania Serreta nalezy rozwigzanie podane przez

*) Geometrographische Siebzehnteilung des Kreises; Sitzungsb. d. Berl. Math.
Ges. (26 Nov. 1902); Arch. d. Math. u. Ph,, (3), IV (1903).
**) To conslruct a regular polygon of 17 sides; Math. Ann., Bd. 67 (1909).
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Schuberta w cytowanym tomie w zwigzku z teorja algiebraiczng, jak
réwniez rozwigzania, ktore wylozyli w swych pracach Chepmell i Giu-
dice.

§ 1. Rozwiazanie réwnania dwumiennego z'"=1. Roéwnanie, od
ktérego zalezy podzial okregu na 17 czesci rownych, jest rownaniem stop-
nia 16-go, a mianowicie

217—1
iy st
czyli

(1) 2104204 +224+2+1=0.
Rozpatrujac kolo o promieniu réwnym jednosci w ukladzie spéirzednych
kartezjanskich, ktérego osiami sa dwie prostopadle do siebie srednice ko-
ta, dostaniemy jako obrazy pierwiastkéw tego rownania 16 punktow okre-
gu, ktére wraz z punktem z=1 stanowig wierzcholki siedemnastokata
foremnego wpisanego w kolo. Zakladajac

e—cos2ﬁ+isin2ﬂ

ianibi i
mozna przedstawi¢ pierwiastki rdwnania (1) za pomoca wzoru:

€

262k
¢ =cos x—l—ism#(k:l,.?,...,lﬁ).

17
Zgodnie z ogélnym sposobem powinnismy zacza¢ od dokonania wy-
boru pierwiastka pierwotnego modutu 17; otéz najmniejsza
liczbg r, dla ktérej 3"—1 dzieli si¢ bez reszty przez 17, jest, jak tatwo
sprawdzi¢, r=16; liczba 3 jest wigc pierwiastkiem pierwotnym modulu 17;
mozna si¢ tez przekonaé, ze jest najmniejsza liczbg tego rodzaju. Upo-

rzadkujmy teraz pierwiastki rownania (1) w sposob nastepujacy:
g e e et s e

czyli, poniewaz &'"=1:

el, 6%, €9 el0 13 &5 15 it Eic7 el &8 T ed g2, 2 b,

W nastepujacej tablicy napiszemy okresy Gaussa o liczbie wyra-

zow 8, 4 i 2.
. 711=€3+€10+35+511+314+57+512+€6
'f)2:€t+€9+513+515+516+38+€4+82

(A) nu=53+€5_+el4+812’ 7}12=E‘0+€ll+87+€6

LA T T 6 e A BRgoE 8 o2
Noy=e'+el¥+elb et my,=e¥+el¥4eb4¢

iy e ECALE
No11 =€ +E&7, Mypp=e"+¢% ..

Gieometrja. T. IL 11
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Rozwigzanie algiebraiczne zadania mozna uwazaé za osiagniete, je-
zeli zostaly obliczone okresy o dwuch wyrazach. W rzeczy samej, pier-
wiastki e, brane po dwa, sa zespolone sprzezone, a wiec:

s i 2kw.
gh4-el? =2cosT7—,
sa to wlasnie okresy o dwuch wyrazach. Kazdy z nich daje przeto dwa
katy, ktérym odpowiadaja dwa wierzcholki siedemnastokata, symetryczne
wzgledem osi . Czes¢ gieometryczna zadania bedzie rowniez rozwigzana,
jesli zdolamy zbudowa¢ okresy o dwuch wyrazach, poniewaz wtedy
wszystko sie sprowadzi do wyznaczenia tuku, ktorego dostawa jest znana.
Rachunek wielkosci v o trzech wskaznikach dokonywa sie przez kolejne
rozwigzanie szeregu réownan stopnia drugiego, ktére teraz znajdziemy,
a ktére pochodzg z pewnych zaleznosci, wystgpujacych miedzy roznemi
okresami tablicy (4).
Biorac w rachubge wyrazenia v, i 7, jako funkcje wielkosci e
i uwzgledniajac, Ze ¢ sg pierwiastkami réwnania (1), dostaniemy:

n1+ﬂg=el+e2+m+315+815: o h
Ny =4 e ... el = — 4
a wiec 1, i 7, sa pierwiastkami réwnania stopnia drugiego
& 147 - 4=0.
Mamy dale;j: :

4 ; M= M= —1
i podobnie:

Moy FM22 ="M35 NorMee= —1;

a wige otrzymamy 7., i 7,, jako pierwiastki roéwnania

®) = —1=0,
zas T,y 1 1,, bedg pierwiastkami rownania
() 1 =11~ 1=0.

Zaznaczmy wreszcie zwigzki:
o110 212 = M21+ 2117212 M1
ktére wykazuja, Ze 1, i 1, sa pierwiastkami réwnania
5 2 =
() 0 = N2+ 1y =0.

Réwnania (2), (3), (4), (5) sa réwnaniami stopnia drugiego, ktore
pragnelismy otrzymaé. Rozwiazujac (2), znajdziemy spolezynniki rownan
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(3) i (4); pierwiastki tych dwuch dadzg nam spélczynniki réwnania (5),
ktérego pierwiastkami sa dwa okresy o dwuch wyrazach. Poniewaz jed-
nym z nich jest 7,,,, a punkty stad otrzymane stanowig, wraz z punk-
tem z=1, trzy kolejne wierzcholki siedemnastokata, przeto z osiggnieciem
Ny;; Mozna uwazac¢ zadanie za rozwigzane w zupelnoesci. Ostatecznie wigc
rozwigzanie czterech réwnan stopnia drugiego wystarcza do rozwiazania
naszego zadania; mozna jeszcze dodaé, ze z osmiu pierwiastkéw otrzyma-
nych pie¢ tylko ma dla nas znaczenie, a mianowicie 1, My, M1, Ma1s Na11s
ostatni jest istotnym celem naszych poszukiwan, natomiast cztery pierw-
sze sluza do wyznaczenia ostatniego.

Zanim cze$¢ algiebraiczna zadania bedziemy mogli uwazaé za wy-
czerpang, musimy dac¢ kryterjum do odréznienia od siebie obu pierwiast-
kow kaidego z czterech réwnan stopnia drugiego; istotnie nie jest rzecza
obojetna wybdr jednego pierwiastka lub drugiego, gdyz kazdy pierwia-
stek otrzymatl juz w tablicy (4) wyrazenie, wyznaczone przez pewne szcze- '
golne e. W tym celu zalézmy dla skrocenia

2kn
k 1kt ‘ e
€ +€ =2 cos “ii‘—ck,
bedzie wiec ¢,=c¢;_,; mozemy teraz napisaé: >

N =C3+C;+cgtcr, Mo=c+C+e 105
Ny = C3+Cs5 Ma=CetCry Mo =01+ Cyy Moo =0Cr10C43

N211=Cyy M212=0Cy-

Zauwazmy teraz, ze poniewaz ¢, sa wielkosciami rzeczywistemi, prze-
to sg tez rzeczywiste wszystkie 1; mozna wiec
poréwnywaé z soba ich wielkosci, co uczynimy
w sposob nastepujacy. Wyobrazmy sobie (fig. 70)
potkole o promieniu 1, podzielone na 17 czesci
rownych za pomocg punktéw By, B,, R,,.. R,,,
1 oznaczmy przez s;, S,,.. odleglosci Ry R,, Fig. 70.
R,R,, ... Z tréjkata R,R R, mamy, pamietajac,

R R =g =2

sk=2sin%, (k=12 ., 17)

a poniewaz
o i LRt
ARl B

przeto latwo sprawdzi¢ rownosci:
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€y =83, C3=8g, C3=38;, C4==5y,
Cy= —83, Cg= —S8;, Cr= —S8115, Cg= — S35
mozna wigc wyrazi¢ wielkosci v za pomocy s,, a mianowicie:
Ny =85—83— 8 — 811, Ma=8;F 81813855
(6) N1 =85~ 83, N1a= —S — 5115 Ny =513181, N2 =5 — 5453
N211= 135 N212= 51"

Jezeli teraz zauwazymy, Ze s, rosng wraz z wskaznikiem %, to bedzie-
my mogli od razu wyprowadzi¢ nieréwno$ci nastepujace:

(7) N1 > Marzs M1 >0, M <0, 1y >0, 155 <0, 7, <05
uwzgledniajac jeszcze, ze musi by¢ 7,m,= —1, znajdziemy:
(8) Ny > 0.

Nie mamy teraz watpliwosci co do wyznaczenia pierwiastkéw na-
szych czterech rownan stopnia drugiego, mozemy je wigc wypisa¢ od ra-
zu w zalgczonej tutaj tabliczce, gdzie oznaczyliSmy dla uproszczenia

Mo11=C15 Mgz =0C3. 4

Sy oS LT SR P T d
B pmaner / i': S mame il
_m+ V4 _m = V4
Bi17 9 ) N2 = B)
N N Gy T Vi d
N1 = ) ? fl2a= 9
¢ _Mat \/ﬂzzl‘m, ¢ =7121“\/71221—47111.
. 2 8 2

§ 2. Konstrukcja J. Serreta, zmodyfikowana przez Bach-
manna. Na dowolnej prostej =z (fig. 71) obierzmy jakikolwiek punkt
0; uméwimy si¢, ze od niego bedziemy mierzyli odcinki dodatnie
w zwrocie dowolnie wybranym. Przez O poprowadzimy prostopadia do z
i obierzemy na tej prostopadlej punkt A lak, ze OA=1, w zalozeniu, ze
siedemnastokat mamy wpisa¢ w kolo o promieniu 1. Nastepnie wyznacz-
my na x odcinek

i zakreslmy okrag B(BA); ten okrag przetnie  w dwuch punktach C i C’,
a z wykonanych konstrukcji wynika, co do wartosci bezwzgledne;j:




e e

BA=BG=BC'=i411,

a, z wlasciwym znakiem:

00=0B4BC="1 "4‘/”

0C' = OB+BC'=‘1+‘/”,
albo, uwzgledniajac tablice (B):

oA P
oc=%, oo'=2,

ST U N ST R TR AR Y/}
Fig. 71.
Tym sposobem zostaly wykres$lone pierwiastki réwnania (2).

Nastepnie okragg C(CA) przecina x po stronie dodatniej w punkecie
D, dla ktérego:

OD= 0C+CD = 00+\/m=ﬁ21+\/gg+1,

albo, ze wzgledu na tablice (B): :
0D =y, .

Podobnie okragg C'(C'A) przecina z po stronie dodatniej w punkcie
D' takim, ze

2
OD' = 0C'+0'D' =2 +\/ﬁi—+1 =1y

Odetnijmy teraz na x odcinek OF= —1; na DF jako na $rednicy
opiszmy polkole i oznaczmy przez G jego punkt przecigcia z prosta OA.
Niech bedzie H jednym z punktéw przecigcia prostej # z okregiem

@(; OD),



=B =

a przez K, K' oznaczmy punkty wspolne prostej = i okregu H(HG); do-
stajemy z figury:

- OK+4 OK'=KK'=2.HG@=0D'=1,,,

- 0K.0K'=0@*=—0F.0D=n,,.

A wiec —OK i OK' sa pierwiastkami rownania (5) i oba sa dodat-
nie, jak to byé musi stosownie do (6); niech bedzie — OK> OK'; wtedy,
wskutek nierownosci (7)

— 0K=t,, OK'=¢,.

Jezeli teraz podzielimy OK na dwie czesci réwne, wtedy otrzyma-

2 i
my odcinek, przedstawiajacy cos %, a stad mozna od razu otrzymac cie-
X 2 ; : : :
ciwe tuku 1—;_:—, ktora bedzie bokiem 17-kata foremmnego wpisanego w ko-

to o promieniu OA.
Albo tez, jezeli zamiast OK wezmiemy OK’, to dostaniemy podtug
(6): OK'=s,, czyli OK' przedstawia bok 34-kata foremnego wpisanego;
wyznaczywszy lrzy jego kolejne wierzcholki, mie¢ bedziemy bok 17-kata.
§ 3. Konstrukcja Staudta. Zanim wylozymy konstrukcje 17-kata
foremnego znaleziong przez Staudta, okazemy, jak sie wykresla meto-
dg Steinera pierwiastki jakiegokolwiek réwnania stopnia drugiego

x?—pr+q=0.

Przypusé¢my, ze jest wyrysowane kolo (fig. 72), ktérego promien
przyjmujemy za jednostke; poprowadzmy z punktéow srednicowo przeciw-
legtych O, A styczne x, t i odniesmy punkty plaszczyzny do dwuch osi

B ¢

S S - o R o TS

0 (5] % &,

Fig. 72.

kartezjanskich, z ktorych o$ x jest slyczng do kola w punkcie O, a y
jest $rednicg OA. Oznaczajgc przez z; i z, pierwiastki danego réwnania,
wyznaczmy na osi « punkty E,, E,, majace za odcigte odpowiednio
x,, r,; dostajemy od razu réwnania prosiych AK, i AE,, a mianowicie:
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2z42,(y —2)=0, 2x+x,(y-2)=0;

mnozac stronami te dwa réwnania, otrzymamy rownanie obu prostych
razem:

4a? -2(ay +a,)(y — 2z 4247, (y - 2)*=0,
4a®+-2pa(y — 2)+q(y - 2)*=0.
Jezeli od tego réwnania odejmiemy réwnanie kola:
2’ +y(y—-2)=0,
pomnozywszy je przedtym przez 4, dostaniemy:
2p2(y — 2)+49(y - 2)* - 4y(y - 2)=0;

jest to réwnanie stozkowej, przechodzacej przez punkty przeciecia okregu
z prostemi AE,, AE,. Otéz ta stozkowa rozpada si¢ na prosta

y—2=0,

czyli

ktora nie jest niczym innym, jak styczng ¢, oraz na inng prosta

2pr+-q(y - 2) -4y =0,

ktéra jest prostg, 1aczaca punkty D,, D,, te mianowicie punkty, w kto-
rych okrag przecina, oprécz w A, proste AE, i AFE,. Oznaczajac przez
B i C punkty, w ktérych prosta D D, przecina odpowiednio ¢ i =, otrzy-
mamy ich odciete, kladac w ostatnim réwnaniu kolejno y=2 i y=0;
znajdziemy tym sposobem:

ARt oL

p p -

Stad mozna wyprowadzi¢ nastepujaca konstrukeje pierwiastkow
rownania z?—pz-}-¢=0. Do kola prowadzi si¢ dwie styczne ¢ i # w dwuch
punktach 4 i O $rednicowo przeciwleglych; na tych stycznych ustala sig
jednakowy zwrot dodatni. Na ¢ i 2 wyznacza si¢ punkty B i C w taki
sposob, azeby bylo, co do wartosci i znaku, wzgledem promienia kola
jako jednosci:

AButigg-L

: P b

poprowadziwszy nastepnie prostg BC, wyznacza si¢ rzuty punktéow prze-
ciecia tej proste] z okregiem z punktu 4 na prosta z: odleglosci tych
rzutow od O przedstawiaja pierwiastki danego rownania. Z poprzedniej
analizy wynika, ze prosta BC przecina okragg w punktach rzeczywistych
zawsze, o ile pierwiastki sg rzeczywiste. Widzimy zreszty, ze pomingwszy
wyznaczenie odcinkéw AB i OC, cala pozostala konstrukcja moze byé
wykonana linjowo w zalozeniu, ze jest dane kolo wraz ze swym srodkiem,
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Zastosujemy teraz t¢ konstrukcje do znalezienia pierwiastkow réow-
nah (2), (3), (4), (5).

W réwnaniu (2) mamy p= -1, ¢= —4; odetnijmy na stycznej z
(fig. 73) odcinek 0C=4, a wiec row-
&, Lol ny podwojonej srednicy (co mozna-
by bylo wykonaé bez uzycia cyrkla);
prosta, ktéra tgczy C ze S$rodkiem
kotla, spotyka ¢ w punkcie, majacym
za odcigta —4. Jezeli wigc oznaczy-
my przez D,, D, punkty wspdlne tej
prostej i okregu, to proste AD,, AD,
: przetng  w dwuch punktach E,,
\\ & Ejz, l.(tdryf:h odcigte pr.zedsta\'vviajz%
S :‘t pierwiastki 7,, 1, rownania (2); jezeli
i pierwszy z tych dwuch punktow E,,
E, ma odcigta ujemna, wtedy bedzie

wskutek (8):

OE, =y, OE,=n,.
\ Azeby otrzymaé pierwiastki row-
N

+4

£

R
X S
1

N\
i
/

nania (3), trzeba wyznaczy¢ na ¢

Pl
punkt o odcietej ! a na  punkt
1

A
0 hC

Fig. 73.

o odcietej —%. Pierwszy z nich nie
1

jest niczym innym, jak przecigciem
prostej t z prosta OD,; w rzeczy sa-
mej, oznaczajac ten punkt przez B
i uwzgledniajac, ze kat AD,0 jest
prosty, widzimy, ze trojkaty AOB,
AOE, s3 podobne, a wigc boki ich
sg zwigzane zaleznoscig:

AB:A0=A40:0E,,
_A0* 4

05 ",

Co do punktu osi 2, majacego

czyli
' AB

1
za odcietg shrias zauwazmy, Ze pro-
: 1
/i sta, tgczgca punkt lezacy na ¢ i ma-

jacy odcigta —4 z punktem lezgcym
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na « i majacym odcieta 1, spotyka s$rednice OA w punkcie L, dla ktd-
rego jest:
LO:LA=1:-4=-1;

prosta BL przecina  w punkcie C' takim, zZe

O0C':AB=LO:LA= -1},

a wiec

Dzigki temu prosta, taczaca punkt prostej ¢ o odcigtej f—— z punktem pro-
1

: St § Eeoe :
ste] o odcietej T jest ta samg prosta BC’; a zatym, wyznaczajac
1

z punktu A na prosta z rzuty punktéw wspdlnych okregu i prostej BC’,
otrzymamy pierwiastki réwnania (3). Ograniczamy si¢ do wyznaczenia
pierwiastka 7, (bedacego pierwiastkiem dodatnim), ktéry si¢ przedstawia
przez odcinek OF,, .

W sposob zupelnie podobny, biorge pod uwage punkt D, zamiast
D,, znajdziemy pierwiastki rownania (4): a wigc wyznaczamy rzut punk-
tu D, z O na t i tak znaleziony punkt laczymy z L; otrzymana prosta
1aczgca przecina okrag w dwuch punktach, ktére rzutujemy z 4 na x;
otrzymane stad rzuty daja szukane pierwiastki. I tutaj wyznaczamy tyl-
ko pierwiastek 7,,, ktéry si¢ przedstawia za pomocg odcinka OFE,,.

Dochodzac wreszcie do réwnania (5), w ktérym p=1v,,, ¢=1,,, za-

czniemy od wyznaczenia na ¢ punktu B’ o odcigtej #4—; otrzymujemy go,
21
rzutujgc z O na t drugi punkt przecigcia okregu z prosta AE,,. Nastep-

nie trzeba wyznaczy¢ na z punkt o odcigtej %‘-‘; w tym celu, oznaczajjc
21

przez I punkt prostej ¢ o odcietej -+4, poprowadzmy FE,, i niech be-
dzie G punktem przeciecia tej prostej z prost3 O4; wtedy GB' spotka x

11

w punkcie ¢, majacym odcietg 0 W rzeczy samej, mamy
21
AF:AB'=0E,,:00",
czyli
4 "
4:—=n,,: 00",
Ty
skad
0" =11,
21

Pierwiastki {;, {, rownania (5) otrzymamy wigc, rzutujgc z 4 na x punk-
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ty wspolne okregu i prostej B'C". Jezeli Z, jest punktem odpowiadaja-
cym pierwiastkowi {;, wtedy prosta AZ, przetnie $rednice okregu réowno-

legla do « w punkecie, ktérego odcieta jest COS?—T;; jezeli P, R s3 punk-

tami wspdlnemi okregu i cieciwy, poprowadzonej przez ten punkt prosto-
padle do =, a Q jest punktem o odcigtej dodatniej, w ktérym okrag prze-
cina si¢ z wspomniang S$rednica, wtedy P, @, B beda trzema kolejnemi
wierzchotkami siedemnastokata foremnego wpisanego*).

§ 4. Konstrukcja Gérarda. Wykonajmy w réwnaniu (2) prze-
ksztalcenie 7n=2¢ i oznaczmy przez §, i §, pierwiastki réwnania prze-
ksztalconego; wprowadzmy mnastepnie wielkosci § zamiast  do wzoréw
tablicy (B); wzory te zamienig si¢ na nastgpujace:

S AR e 17 T ¥ 0T
E1=mT\/—7 822_%/-—/" M=8+VE& +1, My=&+VE +1,

¢ =7121+\/‘f1221—4m_1 g
) 2 ¥

wypisaliSmy tu tylko pieé¢ pierwiastkéw, ktére nam beda potrzebne.

Niech bedzie O $rodkiem okregu (fig. 74), w ktory chcemy wpisac
17-kat foremny; wyznaczmy na okregu punkty 4, B, O, D, bedace wierz-
chotkami szesciokata foremnego, nastepnie znajdzmy punkt srodkowy M
odcinka OA (podlug artykutu II, § 4), wyznaczmy réwniez punkt prze-
cigcia X okregu A(AC) z okregiem D(AC). Poniewaz O0X=./2 (art. II,
§ 4), przeto okragg A(OX) spotyka okrag dany w dwuch punktach F, F’
takich, ze czworokat AFDF' jest kwadratem. Przyjmijmy proste OD
i OF odpowiednio za osi i ¥ i postarajmy si¢ wyznaczy¢ na osi x, jak
to bylo robione w metodach poprzednich, punkty o odcietych &, &,, 1,4,
No1s &. Punkty K i K', w ktérych sie przecinaja okregi O(1) i M(1),
maja oba odcieta —%, a rzedng

i \/ 1 _'1'16' ’
okregi K(OX) i K'(OX) przecinajg si¢ w dwuch punktach E,, E, osi x,
ktérych odciete sa odpowiednio

j-vE- (=L

") W pracy, ogloszonej w Math. Annalen (VI, 1873) Affolter dowodzi, ze
wylozona tu konstrukcja Staudta dla 17-kgta moze by¢ rozszerzona na wszyst-
kie wielokaty foremne, dajace si¢ zbudowa¢ linjalem i cyrklem, i rozwija szcze-
golowo konstrukcje, stosujgce sie¢ do wielokata o 257 bokach.
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: S T
4 )
sa to wiec §; i §&,;.
Nastepnie okrag E’l(l) przecina okregi F(§) i F'(§;) w dwuch punk-
tach L; i L,’, majacych te samg odcigta §, a rzedng +1; za$ okregi
L1(E1X= \/gx_’_“*zi) i Lll(ElX)
spotykajg sie na osi x w punkcie E,, o odcigtej

OE, = OE,+E,E,

= 0B+ LE,*~ LE?=¢+ i +1=ny,.

Podobnie okrag F,(1) przecina F(§,) i F'(§,) w dwuch punktach L,
i L, o odcietej &, i rzednych —+1, a okregi L,(E,X) i L, (E,X) wyzna-
czaja na osi ® punkt E,, o odcietej 7, . '

ZX XE,

Fig. 74.

Wreszcie znajdujemy punkty N, N', w ktorych sig¢ przecinaja okre-
gi O(AE,) i E, (AE)); te punkty maja za odciglg 11,,, a za rzedne

+\/0N2 0% = £ vV +1) -4 71 215
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wtedy okregi N(E,,B) i N'(E,;B) wyznaczaja na osi « punkt Z; o od-
ciete] {;. W rzeczy samej, poniewaz
NZ,=N'Z,=K, B=

=V ME,*+ MB? = \/(n;+8*+% = V0 +iu+1,

przeto

' NN
OZI=%7]21+\/NZ12 = ( 9

2 o
) =49 +V P11 - (1242, =

A teraz, poniewaz
2x
C1=2 COSﬁ)
przeto pozostaje nam tylko przecia¢ okrag O(1) z okregiem Z,(1), azeby
otrzymaé dwa punkty P i P’, ktére wraz z D stanowig trzy kolejne
wierzcholki siedemnastokata.
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