ARTYKUL CZWARTY.

O rozwiazalno$ci zadan gieometrycznych za pomo-
ca przyrzadow elementarnych —przyczynek z dzie-
dziny gieometrji analityczne;.
napisat

Guido Castelnuovo w Rzymie®).

W ciaggu wieku XIX zainteresowanie matematykow zwracalo si¢ nie-
jednokrotnie do badania mozliwosci rozwigzywania pewnej oznaczonej
klasy zadan gieometrycznych, algiebraicznych lub analitycznych za pomo-
cg $rodkéw z gory zatozonych.

Warto$é takich badan zostala w zupelnosci stwierdzona przez osigg-
nigcie wyczerpujacych odpowiedzi na pytania, ku ktéorym oddawna zwra-
caly si¢g daremnie wysitki umystéw najznakomitszych uczonych.

Ten kierunek ogarnal przedewszystkim algiebre przez badanie réw-
nan, rozwigzalnych za pomocg wyrazen pierwiastkowych. Odkrycia, ktore-
mi si¢ wzbogacita teorja réwnan dzigki zaslugom Gaussa, Abela, a na-
dewszystko Galoisa, rzucily jasne swiatlo na najréznorodniejsze gatezie
matematyki. Nawet gieometrja elementarna, ktéra pozostawata niemal nie-
ruchomo w tym punkcie, do ktérego ja doprowadzili matematycy greccy,
doznala réwniez oddziatywania postepow algiebry. Istotnie, korzystajac z po- -
mocy gieometrji analitycznej, podjeto badania niektorych stynnych za-
dan, oczekujacych ciggle na rozwigzanie, i wykazano w sposéb niewatpli-
wy, ze poszukiwanie rozwigzania na drodze dotychczasowej bylo bezuzy-
teczue, poniewaz te zadania nie sg rozwigzalne za pomoca tradycyjnych
przyrzadow: linjatu i cyrkla. Z drugiej strony zostaly osiggniete srodka-

*) W artykule tym prof. Castelnuovo zgodzil si¢ uprzejmie wylozy¢ dla
naszej pracy zbiorowej niektore tematy ze swoich wykladdw, mianych w uniwer-
sytecie rzymskim, o gieometrji rzutowej i analitycznej (przyp. F. Enriquesa).
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mi gieometrji elementarnej rozwigzania innych zadan (wpisanie w koto
pewnych wielokatow foremnych), ktére matematycy greccy uwazali na-
pewno za nierozwigzalne.

Jest wiec zastuga tych dwuch nauk potgczonych — algiebry i gieo-
metrji analitycznej, —ze zagadnienie rozwigzalnosci zadan gieometrycz-
nych za pomocg cyrkla i linjatu zostato ostatecznie rozstrzygniete po dwu-
dziestu wiekach badan.

W badaniu zadan gieometrycznych, ktdre moga byé rozwiazane za
pomoca linjatu i cyrkla, albo ogdlniej —za pomocg oznaczonych przy-
rzadéw, mozemy istotnie odrézni¢ dwa stadja: jedno nalezace do gieo-
metrji analitycznej, drugie do algiebry (lub analizy). Rzeczywiscie nale-
zy przedewszystkim zbadaé, jaki jest rezultat konstrukeji, wykonanej
nad pewna figura gieometryczna za pomoca oznaczonego przyrzadu.
A poniewaz przez posrednictwo gieometrji analitycznej kazde dzialanie
gieometryczne otrzymuje odpowiednik w pewnym dziataniu analitycznym,
przeto trzeba bedzie zbadaé, jakiemu mianowicie dziataniu ana-
litycznemu jest ro6wnowazna konstrukcja, wykonana
oznaczonym przyrzgdem (linjatem, cyrklem i t. d.). Nastep-
nie, po otrzymaniu odpowiedzi na to pierwsze pytanie, pozostaje jeszcze
do wykonania badanie, ktére nalezy do algiebry lub analizy: trzeba sig
przekona¢, czy kazde rownanie, do ktéorego prowadzi dane
zadanie, rozwazane za pomocy gieometrji analitycznej, moze by¢
rozwigzane za pomocg powyzszego dziatania analitycz-
nego, zastosowanego raz lub wiecej; jest to oczywiscie warunek koniecz-
ny i wystarczajacy, azeby zadanie gieometryczne dalo si¢ rozwigzaé
przyrzagdem przepisanym. Pierwsze z dwuch pytan powyzszych nie
przedstawia, na pierwszy rzut oka, zadnej trudnosci; natomiast drugie
zdaje si¢ potrzebowaé pomocy wyzszych teorji analitycznych. Tym sie
objasnia, dlaczego wszystkich autoréw*) ktérzy si¢ zajmowali przedmio-
tem tutaj rozpatrywanym, pociggalo wigcej zadanie algiebraiczne i dlacze-
go ci autorowie w stosunku do strony gieometrycznej ograniczali si¢ do
wygloszenia rezultatu, ktéry sie wydaje oczywistym: ,linjat pozwala roz-
wigzywaé kazde zadanie gieometryczne, ktore zalezy od jednego lub wie-
cej réwnan stopnia pierwszego; cyrkiel, w polaczeniu z linjalem, daje
rozwigzanie zadan, ktére zalezg od réwnan stopnia drugiego, albo tez od

*) Cytuje, z posrod wiecej znanych, dwie ksigzki Petersena: Metody
i teorye rozwiqzywania zadan geomelrycznych konstrukcyjnych, tt. K. Hertz, War-
szawa 1881 i Theorie der algebraischen Gleichungen, Kopenhagen 1878, oraz dzielko
Kleina: Vorirdge iiber ausgewdhlte Fragen der Elementargeomelrie, Leipzig 1895.
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réwnan stopni wyzszych, jezeli te rownania sg rozwigzalne za pomocg
kolejnego rozwigzywania réwnan stopnia drugiego.

Otéz, rozpatrujgc uwaznie to zdanie, widzimy, ze domysla¢ sie tu
nalezy szeregu nie dosé scisle ustalonych wiadomosci, ktérych pominigcie
mogtoby tatwo doprowadzié do duzych bledéw. Z drugiej strony wiado-
mosci te wigzg sig tak $ciSle z jedng wazng teorja algiebry nowozytnej,
a mianowicie z teorja obszaréw wymiernosci, ze warto te wiado-
mosci szerzej rozwingé.

To wilasnie zamierzam uczyni¢ w artykule niniejszym. Poniewaz
mowa o przedmiocie elementarnym, przeto postaram sig, azeby i wyktad
byl elementarny; przypuszczam wige tylko, ze czytelnikowi sg znane glow-
ne zasady gieometrji elementarnej i niektére najprostsze wiadomosci
z gieometrji rzutowej. To tez azeby potrzebne tu wiadomosci z tej ostat-
niej nauki sprowadzi¢ do minimum, bede rozwazal niektore zagadnienia
pod postacig miarowa, azeby nastgpnie, za posrednictwem rzutu Srodko-
wego, otrzyma¢ rezultaty rzutowe, idac w ten sposéb droga, ktéra nie
jest najlepsza pod wzgledem teoretycznym, ale ktorej nalezy niewatpliwie
odda¢ pierwszenstwo ze stanowiska dydaktycznego. Co sig¢ tyczy porzad-
ku, zachowanego w tym artykule, to w czesci pierwszej rozpatruje Gie o-
metrje linjatu, zajmujac si¢ przedewszystkim konstrukcjami na pro-
ste] danej, wykreslonej na plaszczyznie pomocniczej, ktora stuzy tylko do
wykonywania dzialan graficznych; nastepnie — konstrukcjami na plasz-
czyznie danej. W czesci drugiej badam konstrukcje za pomocg linjalu
i cyrkla i nadmieniam o niektérych przyrzadach, mogacych zastgpic
cyrkiel czesciowo lub calkowicie.

Zaznaczam jeszcze, Ze poniewaz poszukuje metody ogdélnej, pozwa-
lajgcej rozwigzywaé oznaczonemi przyrzgdami kazde zadanie, rozwigzalne
za pomocy tych $rodkéw, przeto musz¢ z koniecznosci zaniechaé prosto-
ty i elegancji konstrukcji; te zalety bowiem moga by¢ osiagniete przez
badanie rozwigzania jednego tylko zadania na raz.

L.

§ 1. Dzialania, ktére moga by¢ wykonane za pomoca linjalu nad
odcinkami prostej. Zaczne¢ od bardzo prostej uwagi, ktéra posluzy do
uzasadnienia nastgpnych konstrukecji.

Niech beda 7, s dwiema prostemi réwnoleglemi®); na jednej z nich

*) Prosimy czytelnika o wykreslenie prostych figur, o ktorych jest mowa
w tym artykule.
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s obierzmy dowolny odcinek i wyznaczmy jego rzuty na r z dwuch roz-
nych punktéw 7', T". W ten sposéb otrzymamy dwa odcinki prostej r.
Ot6z tatwo dowies¢, ze stosunek dwuch odcinkdéw, stanowig-
cych rzuty, nie zalezy od odcinka obranego na s, a tylko

zalezy od potozenia sSrodkéw rzutéw 7T, 7" (a mianowicie stosunek ten
!

réwna si¢ wyrazeniu % : —g%, gdzie Tr oznacza odlegtos¢ punktu 7' od

prostej r i t. d.). W szczegdlnosci rzuty sa odcinkami réwnemi, jezeli
prosta TT", laczaca $rodki rzutdw, jest rownoleglta do r i s.

Wezmy teraz pod uwage prosta 7, na kiérej mamy wykonaé pewne
konstrukcje za pomocg wykreslania figur na plaszezyznie pomocniczej,
przechodzacej przez t¢ prosta. Poniewaz zajmujemy si¢ teraz dzialania-
mi miarowemi nad odcinkami prostej », przeto musimy si¢ koniecznie
postugiwa¢ punktem w nieskonczonosci prostej ». Azeby ten punkt wy-
znaczy¢ graficznie, przypusémy, ze na plaszczyznie pomocniczej jest wy-
kreslona prosta pomocnicza s réwnolegta do r. Wiemy, ze w takim ra-
zie mozna*) wykresli¢ na plaszezyZnie za pomocg samego linjatu
prostg, przechodzacg przez punkt dany i réwnolegla do r.

Opierajac si¢ na tej uwadze, mozemy rozwigzaé niektére zadania
podstawowe, positkujac si¢ tylko linjalem i prosta pomocniczga s réwno-
legta do r.

1) Jezeli jest dany odcinek ABnar, to mamy wyzna-
czy¢ na r odcinek A'B'= AB, majacy koniec 4' albo B’
w punkcie danym.

Obierzmy jakikolwiek punkt pomocniczy 7, nie lezacy na r ani na
s i poprowadzmy przez 7' prosta ¢ rownolegta do r i s; 7" niech bedzie
innym punktem prostej . Wyznaczmy teraz z punktu 7' na prostg s
rzut 4,B, odcinka AB, a nastgpnie wyznaczmy z punktu 7" na prostg r
rzut A'B' odcinka 4,B,; wtedy bedzie

A'B'=AB.
Oczywiscie mozna zawsze wyznaczy¢ punkt 7" na ¢ w taki sposob, azeby
punkt A’ lub B’ miat poloZenie z goéry oznaczone na prostej 7.

2) Dane sg dwa odcinki na prostej r; wyznaczy¢ trze-
ci odcinek, ktéry bylby r(’)wny ich sumie albo réznicy.
Wystarczy zastosowaé konstrukeje 1) do drugiego odcinka danego.

W ogélnosci jezeli jest danych na r kilka odcinkéw, ktérych war-
tosci (wzgledem danej jednostki dlugosci i z uwzglednieniem zwrotu do-
datniego, obranego na 7) oznaczymy przez a, b, ¢,... to mozna wykresli¢

*) Patrz art. 1II, § 6.
Gieometrja. T. IL 7
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na 7 odcinek dlugosci z=—+a+b+c+.., a w szczegolnosci x=na, je-
zeli n jest liczbg catkowita; mozna wigc wykonywa¢ dodawanie al-
giebraiczne odcinkow.

3) Dane sg na» trzy odcinki; wyznaczyé¢ czwarty pro-
porcjonalny do tych odcinkodw.

Niech beda AB, A'B', CD trzema odcinkami danemi. Obrawszy,
jak poprzednio, punkt pomocniczy 7', wyznaczmy z tego punktu rzuty
odcinkéw AB i CD na prosta s; oznaczmy te rzuty przez A,B, i CyD,.
Wykreslmy teraz ten punkt 7", z ktérego odcinek A4,B, ma za rzut A'B’;
z tego samego punktu rzutem odcinka C,D, bedzie odcinek C'D’ prostej
r taki, ze:

AB:A'B'=CD:(C'D'.

Jezeli a, b, ¢, x sa wielkosciami tych czterech “odcinkéw wzgledem
dowolnej jednostki dlugosci, to ac:—zz—f—; jezeli wigc pierwszy z tych od-
cinkow przyjmiemy za jednosé¢ (a=1), wtedy x=bc; jezeli natomiast od-
cinek trzeci przyjmiemy za jedno$¢ (c=1), wtedy x=£—. Wypada stad,

ze dziatanie 3) moze by¢ uwazane, zaleznie od przypadku, jako mnoze-
nie lub dzielenie odcinkdw, z tym zastrzezeniem, Ze rezultat jest za-
lezny od jednostki dlugosci, co w przypadku dodawania nie ma miejsca.

Zauwazmy jeszcze, Ze jezeli a=nb, gdzie n jest liczba catkowity (dzia-

lanie 2), wtedy otrzymamy x:%, a wigc rezultat niezalezny od jednostki
dtugosci i od wartosci a; odwolujac si¢ przeto jeszcze raz do dziatania 2),
mozna, majac dany odcinek ¢, wykresli¢ odcinek warto$ci Bee o) gdzie

m i n sg liczbami catkowitemi.

Krétko modwige, jezeli na prostej jest danych kilka odcinkéw, to mo-
zemy, za pomocg wskazanych wyzej konstrukcji gieometrycznych, odtwo-
rzy¢ graficznie kazdy szereg dzialan wymiernych (dodawanie algie-
braiczne, mnozenie algiebraiczne), wykonywanych w liczbie skonczonej
nad wielkosciami tych odcinkéw; mozemy wykresli¢ kazde wyrazenie wy-
mierne, utworzone z wartosci odcinkéw danych. Chcgc wyrazié ten re-
zultat pod postacig $cislejszg, mozemy powiedzieé:

Niech bedzie jeden lub kilka odcinkéw danych
(wliczbie skonczonej) na jednej prostej; jeden z tych od-
cinkéw przyjmijmy za jednostke ditugosci, za§ inne—
o ile istnieja—mniech maja pewne wartosci a, b ¢ ..;
oprocz tego niech bgdzie wykreslona rownolegta do pro-



stej pierwszej. Mozna wtedy, poslugujgc si¢ samym li-
njatem, wykresli¢ na pierwszej prostej kazdy odcinek,
ktérego wielkos¢ otrzymuje si¢ za pomocg dzialan wy-
miernych, zastosowanych do ilosci 1, 4, b, ¢,...").

Konstrukeje wykonywa si¢ na plaszczyznie pomocniczej, na ktdrej
trzeba przyja¢ dwa elementy pomocnicze (gdyz wszystkie inne zostajg wy-
znaczone przez te elementy i przez dane), a mianowicie rownolegla, o kto-
rej byla mowa, i punkt 7, nie lezacy na tej réwnoleglej ani na prostej
danej.

§ 2. Uwaga o obszarach wymierno$ci. Wypowiemy ten rezultat
pod inna postacia, wprowadzajac nowozytne pojecie obszaru wy-
miernosci. Musimy wiec odejs¢ od glownego tematu, azeby ustalié
doktadnie znaczenie tego terminu.

Obszarem wymiernosci nazywa sie zbior liczb zawierajacy
kazdg liczbe, ktéra moze byé otrzymana z tych samych liczb za pomocy
dzialan wymiernych (dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia).
Najprostszym obszarem wymiernosci jest zbior wszystkich liczb wymier-
nych, czyli obszar bezwzgledny wymiernos$ci; obszar ten mozna
uwaza¢ jako otrzymany z jednosci przez wykonywanie nad nig dziatan

*) Wybér jednego z odcinkéw danych za jednostke¢ dilugo$ci pozwala nam
wykresli¢ kazd e wyrazenie x=R(aq, b, c,...), gdzie R jest znakiem funkeji wymier-
nej o spolczynnikach wymiernych, bez zwracania uwagi na warunek jednorod-
nos$ci; warunek ten wystepuje natomiast wtedy, kiedy jednostka diugoSci jest
inaczej wybrana. Okazemy, na czym ten warunek polega. Odcinki, ktore dotych-
czas mialy wartosci 1, a, b, c,..., , wymierzmy inng jednostkg i nowe wartosci
tych samych odcinkéw oznaczmy przez A, «, B, 1,..&; wtedy bedzie:

(3

Poprzednie wyrazenie, dane do wykreslenia, przyjmuje wigc postaé:

£:R<i, S >,

A NS
a zatym
a B
Sk
i A A A

bedzie wartoScig odcinka szukanego, wyrazong za pomocg funkeji wymiernej
i jednorodnej, ze stopniem jednorodnos$ci rownym jednoS$ci, da-
nych wielkos$ci o, B, t,...A. Fatwo to sprawdzi¢, zwracajgc uwage na to, ze je-
7eli te wielkoSci zostang pomnozone przez dowolny parametr ¢ wtedy cala pra-
wa strona réwnania pomnozy si¢ przez t',
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wymiernych i dlatego oznacza si¢ go zwykle przez [1]. Kazdy inny obszar
wymiernosci zawiera obszar bezwzgledny, gdyz jezeli zawiera jakgs wiel-

’ . A a
kos¢ a, to zawiera tez —=1.
a

Dany obszar wymiernoici rozszerza si¢ albo powieksza, jezeli
do liczb, ktdére go skladaja, dotacza sig¢ albo przybiera liczbe,
ktéora w nim nie jest zawarta; nowy obszar zawiera wiec wszystkie re-
zultaty dziatan wymiernych, wykonanych nad liczbami obszaru pierwot-
nego, i nad liczbg przybrang. Jezeli wiec, wychodzgc z obszaru bez-
wzglednego [1], ztozonego ze wszystkich liczb wymiernych, dolaczymy
liczbg¢ niewymierng «, to otrzymamy nowy obszar, wiekszy, ktory mozna
oznacza¢ przez [1, a] (albo tez przez [a]). Stad za pomocy stopniowego
dolaczania mozemy otrzymaé obszary [1, a, b] (lub [a, b]) i t. d.

Dochodzimy w ten sposob do pojecia obszaru wymiernosci, wyzna-
czonego przez podstawe [1, a, b,...], zlozong ze skonczonej liczby wiel-
kosci; taki obszar sklada si¢ ze wszystkich wielkosci, kiore sie otrzymuje
z poczatkowych za pomocg nieoznaczonej ale skonczonej liczby dziatan
wymiernych. Oczywiscie nie kazdy obszar wymiernosci ma podstawe,
jak to widaé¢ z przykltadu obszaru zlozonego ze wszystkich liczb rzeczy-
wistych (wymiernych i niewymiernych).

Ze wzgledu na ciag dalszy zaznaczymy, Ze obszar wymiernosci, wy-
znaczony przez podstawe [1, a, b,...], moze byé¢ rozszerzony nietylko za po-
mocg dolgczenia wielkosci nie nalezgacej do tego obszaru, ale takze za po-
mocg przybrania jakiego$ oznaczonego dziatania niewy-
miernego Q; nalezy to rozumie¢ w ten sposéb, ze nowy obszar jest
zbiorem wszystkich wielkosci, ktére sie otrzymuje z danych wielkosci
1, a, b,... za pomocg nicoznaczonej ale skonczonej liczby dziatan wymier-
nych oraz dziatania Q. W ten sposéb bedziemy musieli p6zniej rozwazac
przypadek, w ktéorym Q jest wycigganiem pierwiastka stopnia drugiego.

Wracajac do okreslenia obszaru wymiernosci, zaznaczymy wreszcie,
7ze w niektérych zagadnieniach trzeba rozrézniaé¢ pomiedzy wielkos$ciami,
okreslajacemi obszar, wielkosci majgce wartos¢ liczebng stalg (liczby)
i wielkosci, ktore w rozwazaniu zagadnienia moga przyjmowaé¢ wartosci
dowolne (parametry). Wtedy kazdy element obszaru jest albo nowsg
liczba, nalezaca do ciasniejszego obszaru, wyznaczonego przez liczby
dane, albo tez jest funkcja wymierng parametroéw, majaca za spot-
czynniki liczby obszaru ciasniejszego, o ktérym mowiliSmy przed chwilg.
Jezeli wiec x jest parametrem, wtedy obszar [1, x] sktada sie z liczb wy-
miernych i z funkeji wymiernych parametru x o spoétczynnikach wy-
miernych.
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§ 3. Inme postaci rezultatu § 1. Powrdéémy do rozwazania rezul-
tatu § 1. Korzystajgc z poje¢, wylozonych w § 2, mozemy wypowiedzieé
ten rezultat pod postacia nastepujaca.

Jezeli na prostej jest jeden lub wigecej odcinkdw, da-
nych w liczbie skonczonej, jezeli wartosci tych odcin-
kéwsal abc.. ijezeli jest wyrysowanarownolegta do
prostej danej, wtedy mozna za pomoca samego linjatu
wykresli¢ na tej prostej kazdy odcinek, ktérego war-
tos¢ nalezy do obszaru wymiernosci [1,4q,b,e¢,..].

Przypusémy w szczeg6lnosei, ze odcinki dane na r maja jeden ko-
niec O wspélny; wtedy liczby (dodatnie lub ujemne) 1, a, b, ¢,... s3 mia-
rami odleglosci koncéw pozostatych od punktu O, czyli odcigtych
punktéw koncowych wzgledem punktu O jako poczgtku; punkt maja-
cy odcieta réwng jedno$ci nazywaé si¢ bedzie punktem jednostko-
Wy m.

A wige: jezeli mamy na prostej dwa lub wiecej punk-
tow danych, z ktérych jeden przyjmujemy za poczatek
uktadu odcietych, ainny za punkt jednostkowy; jezeli
pozostate punkty maja odcigete @, b, ¢,...; jezeli wreszcie
jest wykreslona réwnolegta do prostej danej: wtedy
mozna na danej prostej wyznaczyé¢ za pomocg samego
linjatu kazdy punkt, ktérego odcigta nalezy do obszaru
wymiernosci [1,aq,b,¢,..]

§ 4. Znaczenie rzutowe dzialah, ktére mozna wykonywaé na
prostej za pomoca linjalu. Zauwazmy, ze w konstrukcjach powyzszych
robi sie zawsze uzytek z prostej pomocnicze] s rownoleglej doprostej da-
nej r. Otéz nastrecza sie pytanie, jakie konstrukcje mozna wykonaé za
pomocg samego linjatu, jezeli zaniechamy uzywania tej rownolegltej. Tym
samym abstrahujemy od punktu w nieskonczonosci prostej », a wigc prze-
chodzimy od zagadnien o charakterze miarowym dozagadnien o cha-
rakterze rzutowym. Azeby jednak otrzyma¢ nowe rezultaty, niema
potrzeby wracaé¢ droga juz raz przebyta; wystarczy przeksztalci¢ rezultat
miarowy § 3 za pomoca metody rzutéw, azeby otrzymac rezultat rzutowy.

W tym celu wezmy pod uwage rozpatrywang poprzednio prostg »
i przechodzacq przez te¢ prosta plaszezyzne w, na ktérej wykonywa sig
dziatania. Niech bedzie =’ jakakolwiek innag plaszczyzna. Wyznaczmy
teraz rzut figury konstrukcyjnej, nalezacej do =, na plaszczyzne =’ z punk-
tu S, ktéry nie lezy ani na = ani na #’. Otrzymamy wtedy na =’ nowsa
figure, zawierajaca tyle punktéw i prostych co i figura poczatkowa,
a punkty i proste beda pod wzgledem polozenia wzajemnego rozmiesz-
czone w obu figurach jednakowym sposobem, z tym jednym zastrzeze-
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niem, ze prostym réwnoleglym pierwszej figury (schodzacym si¢ w punk-
cie nieskonczenie oddalonym) w ogélnosci odpowiadaé¢ beda w drugiej
figurze proste, przecinajace sie w punkcie wlasciwym. Zbadajmy w szcze-
golnosci, co si¢ stanie z punktami prostej r i z odpowiedniemi punktami
rzutu tej prostej 7. Na r ustaliliSmy uklad odcietych z punktem poczat-
kowym O i punktem jednostkowym U; jezeli = jest odcieta jakiegokol-
wiek punktu M prostej r, wtedy:
o OM
O
To wyrazenie mozemy przedstawi¢ pod postacia dwustosunku (albo

stosunku anharmonicznego) czterech punktéw, jezeli wprowadzi-
my punkt w nieskonczonosci X, prostej . Wiemy w rzeczy samej, Ze

=% _ wuox)-(x,0Um),
ou
gdzie symbole w nawiasach oznaczaja dwustosunki punktéw wymienio-

nych.

y Jezeli teraz oznaczymy przez X', O', U', M' rzuty na prosta ' punk-
tow X, O, U, M prostej r, wtedy bedziemy mieli na zasadzie znanej
wlasnosci dwustosunku:

X'OU'M") =z,
gdzie, zgodnie z okresleniem
Fo wmn ol o o T
X'ou'm )=W DT

Przypominam tutaj, ze dwustosunek z, ktéry punkt M', zmieniaja-
cy polozenie na prostej, tworzy z trzema punktami stalemi tej prostej
X', 0, U', otrzymuje nazwe spéirzednej rzutowej punktu M’
wzgledem punktéw podstawowych X', O, U'. Te trzy punkty
podstawowe, ze wzgledu na ich spédlrzedne =oo, 0, 1, nazywaja sie od-
powiednio nieskonczonosciowym, zerowym i jednostkowym; punkty te
moga zajmowac¢ dowolne poloZenia na prostej.

PrzekonaliSmy si¢ tym sposobem, ze odcigta punktu ogdélnego M
proslej r réowna sig¢ spoirzednej rzutowej odpowiadajgacego mu punktu M’
prostej ' wzgledem odpowiednio obranych punktéw podstawowych. Pod
zwiezlejsza postacig: ,uktad spélrzednych odcigtych na prostej daje za
posrednictwem rzutu uktad spotrzednych rzutowych na innej prostej“;
zdanie odwrotne jest takze prawdziwe, o ile $rodek rzutéw zoslanie obra-
ny w sposéb odpowiedni.

Poprzednie uwagi pozwalaja nam od razu nadaé rezultatowi § 3 na-
stgpujaca posta¢ rzutows:
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Jezeli mamy na prostej trzy lub wigcej punktéow da-
nych, z ktérych trzy zostang przyjete za punkty podsta-
wowe uktadu spéirzednych rzutowych, a pozostate ma-
ja spoirzedne a, b, ¢,...; wtedy mozna za pomocg samego
linjatu wyznaczy¢ na prostej kazdy inny punkt, ktérego
spéirzedna nalezy do obszaru wymiernosci [1, a, b, ¢,...].

Przekonamy si¢ poézniej, ze to twierdzenie, wraz z {wierdzeniami
miarowemi, ktorych jest nastepstwem (§§ 1, 3), moze by¢ odwrdcone.

Konstrukcja wymaga oczywiscie positkowania si¢ pewnemi elemen-
tami pomocniczemi plaszczyzny, na ktérej wykonywa si¢ dzialania; ale
elementy pomocnicze moga by¢ zawsze sprowadzone do jednej pro-
stej dowolnej, przechodzacej przez jeden z punktdw podstawowych,
i do jednego punktu dowolnego, lezacego zewnatrz tej prostej
i zewnatrz prostej danej, gdyz wtedy konstrukcja jest w zupetnosci ozna-
czona (por. § 1). Jakiekolwiek operacje wykonywamy, elementy pomocnicze
nie pozostawiaja w rezultacie zadnego sladu, gdyz ten rezultat jest od
nich niezalezny.

§ 5. Konstrukcje miarowe planimetryczne, dajace sie¢ wykonaé
za pomoca linjatu, jezZeli jest dany réwnoleglobok. Mozemy teraz roz-
patrze¢ zagadnienie gieometrji plaszczyzny analogiczne do zagadnienia,
rozwigzanego wzgledem szeregu punktéw. Postepujac w tym samym po-
rzadku, zaczniemy od rozwazan miarowych, azeby nastepnie osiggnac re-
zultat o charakterze rzutowym.

Niech beda dane na plaszczyznie dwie pary prostych réwnolegtych,
ograniczajace rownoleglobok. Oznaczmy przez O jeden z wierzcholkéw
rownolegtoboku, przez x, y proste, przechodzace przez punkt O, przez U
wierzchotek réwnolegloboku przeciwlegly wierzchotkowi O. Mozemy wte-
dy wprowadzi¢ ukltad spdirzednych Kkartezjanskich, ktorego punktem
poczatkowym jest O, osiami s3 proste x i ¥y, a punktem jed-
nostkowym (majacym spolrzedne 1, 1) jest U. Wskutek tego ostat-
niego wyboru powiemy, ze jezeli U,, U, s3 dwoma pozostatemi wierz-
chotkami réwnolegloboku, lezacemi odpowiednio na x i na ¥y, to przyj-
mujemy odcinek OU, za jednostke miary odcigtych (czyli odcinkéw, ma-
jacych.kierunek z), a odcinek OU, przyjmujemy za jednostke miary rzed-
nych (czyli odcinkéw, majgcych kierunek y). Te dwie jednostki moga
by¢ rézne albo réwne; w pierwszym przypadku nalezy pamigtac, Zze oba
odcinki, jeden na osi z, drugi na y, maja te samg wartos¢ liczebnag,
ale nie s3 gieometrycznie réwne; zastrzezenie to upada w drugim
przypadku, jezeli mianowicie réwnolegltobok jest réwnoboczny; czytelnik
moze si¢ powolywa¢ na ten drugi przypadek, o ile to uzna za pozg-
dane.
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Zauwazmy, ze prosta OU ma réwnanie x=y; jezeli z jednego z jej
punktéw poprowadzimy rdéwnolegle do x, y az do przeciecia z osiami
¥, « (ktore to dzialanie moze byé wykonane samym linjatem), wtedy
otrzymamy na osiach dwa odcinki, zaczynajace si¢ w O i majace jedna-
kowe wartosci. Jezeli wiec jest dany odcinek na osi z, to mozemy za
pomocg samego linjatu wykresli¢ na osi y odcinek, réwny liczebnie od-
cinkowi danemu; jezeli zas jest dany punkt, majacy spéirzedne a, b, to
mozna za pomocg samego linjalu wykresli¢ punkt o spélrzednych b, a.

Niech teraz bedzie dany na plaszczyznie xy punkt U i inne jeszcze
punkty w liczbie skonczonej; wymierzmy spoétrzedne wszystkich tych punk-
16w i oznaczmy wartosci spotrzednych, wzigte w jakimkolwiek porzadku,
przez 1, a, b, ¢,... Mozemy wtedy wykresli¢ za pomocg samego linjatu
na kazdej z obu osi punkty, ktérych odleglosci od O maja wartosci
1, a, b, ¢c,.. wzgledem przyjetych jednostek miary. Mozemy przeto na
zasadzie twierdzenia § 3 wykre$li¢ na kazdej osi, za pomocg samego linja-
Tu punkt, ktérego odlegtosé od O mialaby wartos¢ x lub y, nalezgca do
obszaru wymiernosci K=[1, a, b, ¢,...]; a wigc mozemy wyznaczy¢ na
ptaszczyznie punkt (z, y). Stad wynika:

Jezeli jest dany na plaszczyznie réwnolegtobok,
ktérego dwa boki przyjmuje sie za osi, a jeden z wierz-
cholkéw za punkt jednostkowy uktadu spdéirzednych
kartezjanskich, i jezeli sg dane inne punkty, ktérych
spétrzedne, wzigte w jakimkolwiek porzgdku, maja war-
tosci a, b, ¢,...; wtedy mozZna za pomoca samego linjatu
wyznaczy¢ kazdy punkt ptaszczyzny, ktérego spétrzed-
ne nalezg do obszaru wymiernosci [1, a, b, ¢, ...].

Wykonywajac- konstrukcje mozna si¢ postugiwaé punktami pomoc-
niczemi, ale to nie jest konieczne; wystarcza odwolywanie si¢ do elemen-
tow danych, gdyz np. do wykreslenia odcinka na osi z wystarcza (§ 3)
znajomos$¢ prostej réownoleglej do x (boku réwnolegloboku) i punktu nie
lezacego na tej prostej ani na x (Srodka réwnolegloboku).

Zastuguje tu na zaznaczenie fakt, ze twierdzenie powyzsze moze by¢
odwrécone w sposéb nastepujacy:

Kazdy punkt, do ktdrego sie¢ dochodzi za pomocg
konstrukcji wskazanego rodzaju, ma spéirzedne nalezg-
ce doomawianego wyzej obszaru wymiernosci K, z klore-
go przeto nie mozna w ten sposéb wyjs¢é. Dowodzenie opiera si¢ na wia-
domosciach poczatkowych z gieometrji analitycznej. Rzeczywiscie, kon-
strukcja ogranicza si¢ do lgczenia linja prosta dwuch punktéw danych,
albo otrzymanych za pomoca poprzednich konstrukeji, oraz do wyzna-
czania punktow przecigcia dwuch prostych w ten sposéb otrzymanych.
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Ot6z jezeli dwa punkty maja spoirzedne, nalezace do obszaru wymierno-
$ci K, wtedy prosta laczaca ma réwnanie ox+By+71=0, w ktérym spot-
czynniki a, 38, 1 (lub, jesli chcemy, ich stosunki) naleza do tego obszaru;
i jezeli dwie proste ax+..=0, o'z +...=0 maja spdlczynniki nalezgce do
obszaru, wtedy spélrzedne =, y punktu przecigcia tych prostych naleza
napewno do tegoz obszaru. A wigc i t. d.

Uwaga. W rozumowaniu powyZszym przypuszczamy, ze wykonywa-
my dziatania wylacznie nad punktami danemi, nie wprowadzajac elemen-
téw obcych. Ale rezultat pozostaje prawdziwym i wtedy, jezeli wprowa-
dza si¢ punkty pomocnicze, o ile tylko te punkty maja istotnie cha-
rakter pomocniczych, o ile wigc moga byé obierane dowolnie
(badz na plaszczyinie, badz na prostych danych) i nie maja zadne-
go wpiywu na rezultat konstrukcji, ktéora powinna by¢ od
nich bezwzglednie niezalezna. Niech bedzie w rzeczy samej punkt P
o spotrzgdnych m, n» punktem pomocniczym, ktéry moze byé obrany
albo zupelnie dowolnie, albo dowolnie na jednej z prostych figury;
i niech bedzie punkt (z, y) rezultatem konstrukecji, wykonanej za pomo-
ca linjalu z postugiwaniem si¢ punktem P, ale w ten sposéb, azeby re-
zultat (x, y) nie zalezal od P. Rozumowanie poprzednie stwierdza jedy-
nie, ze * i y naleza do obszaru wymiernosci

K=Y 0,006 0w m;

ale z powodu dowolnosci w wyborze punktu P mozna zawsze tak uczy-
ni¢, azeby m, n nalezaly do pierwotnego obszaru wymiernosci K; jest to
oczywiste, jezeli punkt P jest zupelnie dowolny; ale tatwo to stwierdzi¢
i w tym przypadku, kiedy punkt P podlega warunkowi nalezenia do ja-
kiej$ proste] ax+..=0 figury rozpatrywanej; gdyz jezeli wtedy obierzemy
m w obszarze K, wtedy otrzymamy # za pomoca wykonywania dziatan
wymiernych nad m i nad liczbami obszaru K. Jezeli P obierzemy w ten
sposob, to obszar K' pokryje si¢ z obszarem K, a wigc punkt x, y, otrzy-
many w rezultacie ostatecznym, ma zawsze spolrzedne nalezgce do K.*)

§ 6. Konstrukecje graficzne . planimetrji, dajace sie¢ wykonaé za
pomoca linjalu. Przeksztalémy twierdzenie poprzedniego paragrafu, rzu-
tujgc_plaszczyzng =, zawierajacga naszg konstrukeje, na inna plaszezyzng
n'; $rodek rzutéw S niech bedzie obrany dowolnie, z warunkiem, azeby
nie lezal ani na w, ani na #'. Otrzymamy tym sposobem rezultat, maja-
cy charakter rzutowy.

Azeby wypowiedzie¢ ten rezultat, musimy zbada¢, jak wskutek ta-

*) Por. w tym wzgledzie Lezioni di algebra complementare prof. Capelli,
Napoli 1895, str. 429.
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kiego dzialania przeksztalci si¢ ukfad spolrzednych kartezjanskich, rozpa-
trywany na =. Uklad ten wyznaczaja osi «, y, ktéorych punktem prze-
cigcia jest O i ktérych punktami nieskonczenie oddalonemi sg X, ¥,
oraz punkt jednostkowy U. Obrawszy na © jakikolwiek punkt M, po-
staramy si¢ napisaé jego spotrzedne z, y pod postacia dwustosunkéw.
Zauwazmy w tym celu, ze chege otrzymaé¢ odcieta x punktu M, nalezy
wyznaczy¢ rzuty punktéw U i M z Y, na o$ x; dostaniemy w ten spo-
s6b punkty U,, M, takie, ze (por. § 4)

OM,

w=5p=(X0U.M)= Y(X,0UM),

gdzie przez ostatni symbol oznaczamy dwustosunek czterech prostych, 13-
czgcych punkt Y, z punktami zaznaczonemi w nawiasie. Podobnie bedzie:

y=X.(X,0UM).

Jezeli teraz wyznaczymy rzuty punktéw O, X, Y_ .. plaszczyzny = na
plaszczyzne ©’ z jakiegokolwiek $rodka i oznaczymy te rzuty (ktore w ogol-
nosci beda punktami wiasciwemi) przez O', X', Y',..., to dostaniemy
od razu:

2=Y'(X'0 UMY, y=X'(Y'OU'M).

Nalezy tu przypomnie¢, ze jezeli na plaszczyZznie n' jest dany jaki-
kolwiek tréjkat O'X'Y’ i punkt U’ nie nalezgcy do 2zadnego z jego bo-
kéw, wtedy dla kazdego punktu ogdlnego M' tej plaszczyzny warto-
Sci dwuch ostatnich dwustosunkéw wyznaczaja w zupelnosci pare liczb
x, y¥; i odwrotnie, jezeli z i y s3 znane, to punkt M’ jest przez to wy-
znaczony (wyjatki stanowig wartosci z=-+4oco, y=-4oco oraz punkty
boku X'Y', w ktérych to przypadkach nalezaloby zastosowaé znang
umowe, ale niema potrzeby wyszczegolniaé jej w tym miejscu). Dwie
liczby x, y, zwigzane w ten sposéb z punktem M', nazywaja sie za-
zwycza] spotrzednemi rzutowemi punktu M’ wzgledem tréj-
kata podstawowego OX'Y' i punktu jednostkowego U/,
albo, krécej, wzgledem czterech punktéw podstawowych
O'X'Y'U'. Cztery punkty podstawowe ukladu spéirzednych rzutowych
mogy byé obrane jakkolwiek, aby tylko nie byto migdzy niemi trzech,
lezacych na jednej proste;.

Streszczajac te uwagi powiemy, ze spélrzedne kartezjanskie punktu
ogélnego M plaszczyzny = rownaja si¢ spélrzgdnym rzutowym rzutu M’
punktu M na =, wzgledem odpowiednio wybranych punktéw podstawo-
wych. Krétko mowige: ,uktad spolrzednych kartezjanskich plaszczyzny
daje za posrednictwem rzutu na inng plaszczyzne uklad spélrzgdnych
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rzutowych“. Twierdzenie odwrotne jest tez prawdziwe, o ile $rodek i pla-
szczyzna rzutéw zostang odpowiednio wybrane.

Na zasadzie te] uwagi mozemy teraz wypowiedzie¢ rezultat rzutowy
analogiczny do twierdzenia miarowego § 4:

Jezeli mamy na plaszczyzZnie cztery lub wiece]j
punktéw danych w liczbie skonczonej, pomiedzy ktére-
mi przypuszczamy, ze sg zawsze cztery punkly, stano-
wigce wierzcholki czworokgta; jezeli te cztery punkty
przyjmiemy za punkty podstawowe uktadu spétrzed-
nych rzutowych, i jezeli wzgledem tego uktadu spél-
rzedne punktéw pozostalych (o ile takie istnieja) sa
a, b, ¢,..: wtedy mozna zawsze za pomocg samego linjaltu
wykresli¢ kazdy inny punkt, ktérego spotrzedne naleza
do obszaru wymiernosci [1,4,b,¢,..]; i odwrotnie: kazdy
punkt, ktéry mozna otrzymac¢ za pomocg oznaczonhej
konstrukecji samym linjalem, ma spétrz¢edne nalezace
do tego obszaru. W konstrukcji nie potrzeba (ale mozna) posilko-
waé sie punktami lub prostemi pomocniczemi, ktére moga by¢ dowolnie
obrane.

Rezultat powyzszy moze byé jeszcze przedstawiony pod nastepujaca
postacig, uwydatniajaca cate jego znaczenie:

»Niech bedzie dana na plaszczyznie skonczona liczba punktéw; po-
taczmy te punkty po dwa linjami prostemi, wyznaczmy przecigcia pro-
stych tak otrzymanych, rozszerzmy grupe punktéw pierwotnych przez do-
taczenie nowych punktdw znalezionych, wykonajmy nad ta nowa grupa
punktéw takie dziatania, jak nad pierwszg, i t. d. az do nieskonczonosci.
Otrzyma si¢ tym sposobem klase nieskonczenie wielu punktow, z wyjat-
kiem przypadku, w ktérym dane punkty wszystkie, lub wszystkie oprocz
jednego, lezg na jednej prostej (wyjatek, ktéry wystepuje w poprzednim
twierdzeniu). Mamy scharakteryzowaé w jakikolwiek sposéb klas¢ punk-
téw tak otrzymanych, gdyz ta klasa, jak to zaraz sprawdzimy, nie za-
wiera wszystkich punktéw plaszczyzny*“.

Odpowiedzig jest twierdzenie nastgpujace:

wJezeli z punktow danych wybierzemy cztery, ktére sa wierzcholka-
mi czworokata, i przyjmiemy je za punkty podstawowe uktadu spélrzed-
nych rzutowych; i jezeli oznaczymy przez a, b, ¢,... spélrzedne pozosta-
lych punktéw danych, o ile punkty takie istnieja: wtedy omawiana kla-
sa punktéw sklada si¢ z tych wszystkich punktéw, ktérych spolrzedne
nalezag do obszaru wymiernosci [1, @, b, ¢,...]¢.

Dziatania gieometryczne, prowadzgce do konstrukecji takiej klasy
punktow, maja wigc odpowiednik w dziataniach arytmetycznych, ktére
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prowadza do konstrukeji obszaru wymiernos"ci, opartego na pewnej pod-
stawie*). Najprostszy przypadek czterech tylko punktéw, prowadzg-
cy do klasy wszystkich punktéw, ktére maja obie spdlrzgdne wymier-
ne, rozpatrywal po raz pierwszy Mobius, ktéry nazwal tq klase siecig.

§ 7. Jakie zadania mozZna rozwiazywaé za pomoca samego li-
njalu? Mozemy teraz da¢ zupelng odpowiedZ na jedno z gtéwnych py-
tan tego artykutu:

Jakie sg zadania gieometryczne, ktére mozna roz-
wigzywac¢ samym linjalem?

Oczywiscie zar6wno dane jak i rezultaty powinny by¢ takie,
azeby mozna bylo wykresli¢ je samym linjalem, a wiec beda to punkty
i proste w liczbie skonczonej. Ale w celu osiagnigcia wigkszej jednostaj-
nosci dobrze jest ograniczy¢ si¢ do przypadku samych tylko punktéw, co
mozna zawsze 0siggnaé, np. w sposéb nastgpujacy. Obrawszy tréjkat,
ktorego wierzchotki lub boki bylyby, jezeli to mozliwe, zawarte pomig-
dzy elementami danemi (lub, jezeli to niemozliwe, ktérego pewne elemen-
ty maja polozenie ogélne wzgledem elementéw danych), mozemy podsta-
wi¢ zamiast kazdej prostej (danej, lub poszukiwanej) par¢ punktow,
w ktorych ta prosta przecina dwa boki tréjkata podstawowego™). Tym
sposobem zadanie sprowadza si¢ zawsze do jednego lub wiecej zadan ty-
pu nastepujacego: dane sg punkty wilo§ci skonczonej; trze-
ba wykresli¢ punkt, pozostajacy w danych zalezno-
$ciach od punktéw danych. Aieby takiemu zadaniu nadaé po-
sta¢ analityczng, rozpatrywa¢ bedziemy punkty dane i punkt poszukiwa-
ny w uktadzie spdirzednych rzutowych, ktérych tréjkatem podstawowym
jest trojkat, o jakim byla mowa wyzej, i ktérych punktem jednostkowym
jest jeden z punktéow danych, o ile to mozliwe, lub punkt ogélny pfla-
szczyzny w przypadku przeciwnym. Uwazaé bedziemy wtedy jako dane
spolrzedne a, b, c,... punktéw danych, za§ jako niewiadome— sp6t-
rzedne z, y punktu szukanego. Jezeli zadanie jest oznaczone, wtedy za-
leznosci w nim zawarte dadza sie ostatecznie wyrazié¢ za pomoca dwuch
rownan, z ktérych jedno zawiera z, drugie y; mozemy przyjac, Ze rowna-

*) Jak przeksztalcié ten ostatni rezultat za pomoca dwoistosci plaszezyzny,
wprowadzajac proste zamiast punktow, jest bezposrednio widoczne. Oczywista
jest rOwniez mozno$¢ rozszerzenia tego rezultatu na przestrzen.

*") Ze stanowiska analityczncgo jest to rownowazne zaloZeniu, ze prosta jest
dana za pomocg stosunkow dwuch z trzech spotczynnikow jej rownania do spot-
czynnika trzeciego, albo tez, ze jest dana za pomocg dwuch spoirzednych rzuto-
wych.
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nia te zostaly sprowadzone do najprostszej postaci (pozbawione rozwia-
zan obcych, o ile to mozliwe). A wiec:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, azeby
zadanie gieometryczne byto rozwigzalne za pomoca sa-
mego linjatu, jest, zeby réownania, od ktéorych zadanie
zalezy, bytly linjowe i zeby miaty spoétczynniki nalezg-
ce do obszaru wymiernosci [1,a, 0, ¢..], wyznaczonego
przez elementy dane. W rzeczy samej, w tym i tylko w tym przy-
padku spdlrz¢dne niewiadome x, y naleza do tego obszaru.

W postaci zwiezlejszej: rozwiazalne za pomocg samego li-
njalu sa zadania giecometryczne stopnia pierwszego
itylko te zadania.

Zauwazymy tutaj, ze rezultat jest prawdziwy, jezeli w konstrukcji
uzywa si¢ badz tylko punktéw (i prostych) danych, badz tez jezeli sie
do nich dotgcza punkty (lub proste) pomocnicze, ktére moga byé przyje-
te badz zupelnie dowolnie na plaszczyznie, badz dowolnie na prostych
danych (lub przez punkty dane, jezeli mowa o prostych). To jest na-
stepstwem uwagi § 5, z ktore] wynika, ze dotaczenie do punktow da-
nych punktu pomocniczego (lub, ze wzglgdu na dwoistos¢, prostej po-
mocniczej) w omoéwiony sposdb nie prowadzi nigdy do istotnego rozsze-
rzenia obszaru wymierno¢ci.

Uwaga. Musimy sie teraz zastanowi¢ nad zadaniami, ktére zawie-
raja pojecia miarowe w sposob mniej lub wiecej wyrazny.

Przypusémy przedewszystkim, ze dane sg jedynie punkty wlasci-
we (nie lezace w nieskonczonodci), nie zwigzane zadna szczegolng zalei-
noscig miarowa, (wyjawszy przeto zaleznosci, ktére wyrazaja wlasno-
Sci graficzne, jak wspodtlinjowos¢ i t. d.); pomigdzy danemi nie beda wiec
wystepowaly ani dlugosci odcinkow, ani wielkosci katow i t. d. Cheac
ustali¢ uklad spotrzednych, ktéryby byl $cisle zwigzany z elementami da-
nemi, musimy sie¢ uciec do spélrzednych rzutowych. Ale wtedy nie be-
dziemy mogli wyrazié¢ zalezno$ci miarowych (rownoleglosci, zaleznosei mie-
dzy odcinkami lub katami, z wyjatkiem dwustosunkéw) wystepujacych
pomiedzy punktami danemi i punktem poszukiwanym. Nie bedziemy wiec
mogli nie tylko rozwigza¢ zadania miarowego, opierajacego si¢ na
elementach danych, ale nawet utozyé odpowiednich réwnan. A wige nie
mozna rozwigzaé¢ samym linjalem zadania, zawierajace-
go pojecia miarowe (rownolegtosé, wielkosé odecinkodw,
katéw, pélit d) jezeli danemi sg punkty (lub proste),
miedzy ktéoremi nie istnieje zadna zaleznos¢ miarowa
z gory ustalona.

Ze ta niemozliwo$é jest bezwzgledna, a wigc niezalezna od ukta-
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du spélrzednych, od metody analitycznej i t. d., tego mozna dowiesé spo-
sobem, ktdéry tutaj zaznacze. Niech beda dane na plaszezyznie = punkty
A, B, C,..., nie pozostajgce z sobg w zadnej zaleznosci miarowej; P niech
bedzie punktem, do ktérego si¢ dochodzi za posrednictwem konstrukeji,
wykonanej nad punktami danemi samym linjalem. Niech beda A', B',
(', ... P’ rzutami poprzednich punktéw na plaszczyzng ogdélng =’ z jakie-
gokolwiek srodka rzutéw. Rzutem figury konstrukcyjnej plaszczyzny =
bedzie figura konstrukeyjna plaszczyzny =’ (poniewaz rzutami prostych
sa proste i t. d.); mozna wige powiedzie¢, ze konstrukcja, ktdra prowadzi
od 4, B, C,... do punktu P na plaszczyznie n, doprowadzi na plaszczyz-
nie ©#° od punktow A’, B', C’,... do punktu P’. To wystarcza do stwier-
dzenia, ze zaleznosci, kiére wiazg punkt znaleziony P z punktami da-
nemi A, B, C,.. majg charakter rzutowy (a nie miarowy), czyli Ze nie
ulegaja zmianie wskutek rzutu (natomiast wlasnosci miarowe: réwno-
legto$é, dlugosci, katy i t. d. zmieniajg si¢ wskutek rzutu).

Inaczej bedzie, jezeli punkty dane sg w szczegolnych zaleznosciach
od prostej w nieskonczonosci. Tak np., jezeli punkt A lezy w nieskon-
czonosci, jezeli wiec jest wyznaczony graficznie za pomocg dwuch réwno-
leglych, wtedy ustalajac uktad spotrzednych, mozna przyjaé A za jeden
z wierzchotkéw tréjkata podstawowego, mozna wige bedzie wyrazi¢ ana-
litycznie fakt przechodzenia prostej przez 4, mozna bedzie przedstawic
za pomocg rownania warunek, azeby prosta szukana, przechodzgca np.
przez B, byla réwnoleglta do dwuch prostych danych; poniewaz réwna-
nie takie bedzie linjowe, przeto wida¢ od razu, 7e konstrukcja pro-
ste] szukanej moze byé¢ wykonana samym linjatem, jak o tym dobrze
wiemy.

Jezeli jednak nie sy dane (wprost lub posrednio) inne punkty nie-
wlasciwe, wtedy nie mozna wykresli¢c rownolegltej do prostej danej maja-
cej kierunek rozny od A i nie mozna ulozy¢ rownania, odpowiadajacego
temu zadaniu.

Gdyby jednak byl dany réwnoleglobok, wtedy moznaby bylo zasto-
sowa¢ uklad spétrzednych kartezjanskich (§5), a wigc moznaby bylo ulozy¢
rownania kazdego zadania, dotyczacego réwnoleglosci, stosunkow odcin-
kéw rownoleglych, stosunkéw pol i t. d.; ale nie moznaby bylo jeszcze
rozwigzywac¢ zadan, dotyczacych réwnosci odcinkéw i katéw w polozeniu
ogo6lnym, prostopadtosci i t. d. (o ile nie jest dana przynajmniej dostawa
kata réwnolegtoboku).

Natomiast mozna uktadaé¢ réwnania wszystkich zadan
miarowych, jezeli jest dany kwadrat, gdyz wtedy rozporzadza
si¢ uktadem spélrzednych kartezjanskich prostokatnych; jezeli réownanie
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jest linjowe, wtedy i tylko wtedy zadanie moze by¢ rozwigzane samym
linjatem *).

IL.

§ 8. Jaki pozytek przynosi dolaczenie cyrkla do linjatu? Zba-
dawszy w ten sposéb konstrukcje, ktére moga byé wykonane samym li-
njalem, zobaczymy teraz, jaki pozytek przynosi stosowanie cyrkla, dofg-
czone do stosowania linjalu.

Zapytamy wiec, jak sie¢ rozszerza klasa punktow, dajacych sie wy-
kresli¢ linjalem (za pomoca punktéw danych), jezeli do nich dolgczymy
wszystkie punkty, ktére moga byé otrzymane za pomocy konstrukeji wy-
konanych cyrklem; albo tez, jak si¢ rozszerza obszar wymiernosci
[1, a, b, ¢,..], zawierajacy spOlrzedne pierwszych punktéw, jezeli do nie-
go dolaczymy spélrzedne drugich punktow.

Poniewaz cyrkiel umozliwia konstrukcje kata prostego, a takze kwa-
dratu, przeto dobrze bedzie rozpatrywaé nasze punkty w ukladzie spol-
rzgdnych kartezjanskich prostokgtnych i zastosowaé te samg
jednostke miary do odcigtych i do rzednych. Mozemy np. obraé¢ jeden
z punktéw danych O za poczatek, prosta, taczacg O z innym punktem
danym, za o$ x, a odleglos¢ tych dwuch punktéw za jednostke diugosci.

Oznaczmy przez a, b, ¢,.. spolrzegdne punktéw, danych w ilosci
skonczonej; w takim razie wiemy, ze za pomocg linjalu mozna wykresli¢
kazdy punkt, ktérego spéirzedne nalezg do obszaru wymiernosci

K=[1, a, b, ¢, ...].

Niech bedzie k& jakgkolwiek liczba dodatnia obszaru K; liczbe te¢ mo-
zemy uwaza¢ jako warto$¢ znanego odcinka, polozonego na osi x. Moze-
my za pomocg cyrkla wykresli¢ na a (albo na y) odcinek, ktorego diu-
go$é bylaby V/k= \/k.1, gdyz sprowadza si¢ to do wykreslenia $redniej
gieometrycznej miedzy dwoma odcinkami danemi, majgcemi. diugosci k
i 1. Mozemy wiec otrzymac¢ za pomocg cyrkla pierwsze rozszerzenie obsza-
ru K, dofgczajac do niego pierwiastek stopnia drugiego z kazdej liczby
dodatniej, zawarte] w tym obszarze. Dojdziemy w ten sposéb do obszaru
wymiernosci K', ktéry znowu mozemy rozszerzyé (interpretujac analitycz-
nie konstrukcje wykonywane za pomocg cyrkla) przez dotjgczenie pier-
wiastka stopnia drugiego z kazdej liczby dodatniej, zawarte] w tym no-
wym obszarze. Mozna tak postepowaé az do nieskonczonosci.

*) O faklycznym rozwigzaniu najelementarniejszych zadan miarowych linjo-
wych, jezeli jest dany kwadrat (albo réwnolegtobok i dwie pary kierunkéw pro-
stopadlych) por. art. III,
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Najciasniejszy obszar wymierno$ci, ktéry zawiera obszary K, K', ...,
a do ktorego w ten sposéb stopniowo dochodzimy, moze byé przedsta-
wiony za pomocg symbolu

K*=[17 a, b7 C,"']i

i charakteryzuje si¢ w zupelnosci przez dwie wlasnosci nastepujace:

1) Obszar K* zawiera wielkosci 1, a, b, ¢,..., dane
w liczbie skonczonej;

2) obszar ten zawiera oprécz tego kazdag wielkos$¢
rzeczywista, ktorg mozna otrzymac z tamtych wielkosci
przez zastosowanie nieoznaczonej ale skonczonej licz-
by dzialan wymiernych i wyciggania pierwiastka stop-
nia drugiego.

Zamiast warunku 2) mozna przyja¢ warunek rdéwnowaziny, azeby
obszar K* byt najciasniejszym obszarem, zawierajgcym
pierwiastki rzeczywiste wszystkich réwnan stopnia
drugiego, ktérych spoétczynniki nalezg do tego samego
obszaru.

Na podstawie rozumowan powyzszych mozemy wiec stwierdzi¢, ze
wychodzgc ze skonczonej liczby punktow, ktérych spoétrzedne wyznaczaja
obszar wymiernosci K=[1, a, b, ¢,...], i wykonywajac nad niemi dziala-
nia za pomocg linjatu i cyrkla, mozna wykresli¢ kazdy punkt, ktorego
spolrzedne nalezg do obszaru K*.

A teraz utrzymuje, ze twierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe: kaz-
dy punkt, do ktorego si¢ dochodzi przez wykonywanie nad danemi punk-
tami dziatan linjatem i cyrklem, ma spélrzedne nalezace do obszaru wy-
miernosci K*. W rzeczy samej, rozporzadzamy z poczatku pewng klasg
punkiow, np. tych punktéw, ktérych spotrzedne nalezg do obszaru wy-
miernosci K. Nowe punkty, ktére moga byé dolaczone do tamtych za
posrednictwem pewnych konstrukcji, wykonanych cyrklem, otrzymuje sie
jako przeciecia prostej z kolem, albo tez jako przeciecia dwuch kot, kto-
re s3 rowniez wyznaczone przez punkty pierwotne. Mozna zreszta ogra-
niczy¢ si¢ przypadkiem prostej i kola, gdyz gdyby byly dane dwa kola

x? +y?+ ax + by +¢=0,
2 +yt+ax+by+c =0,
wtedy moznaby bylo zamiast drugiego kola wzia¢ prostg (o$ pierwiastng):
(ax+by+c)—(dx+by+c)=0,

ktérag mozna wykresli¢ linjowo za pomocyg srodkéw i promieni két da-
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nych*). Z drugiej strony kolo jest oznaczone, jezeli znamy jego s$rodek
i promien, albo $rodek i jeden punkt, albo tez trzy punkty; ale dwa
ostatnie przypadki latwo sprowadzi¢ do pierwszego za pomoca dziatan
linjowych. Otéz jezeli punkty, wyznaczone przez pewien obszar wymier-
nosci K, przyjmiemy jako znane, wtedy mozemy powiedzie¢, ze kolo jest
w zupetnosci wyznaczone, jezeli jego srodek ma spotrzedne o, B, nalezg-
ce do K, a promien r jest liczba nalezaca do K, albo tez jestodlegtoscia
dwuch punktéw danej klasy, w ktorym to przypadku jezeli nie 7, to
w kazdym razie 7 nalezy do K. Jakkolwiekbadz réwnanie kola
(o-a +(y-pi=r?
mie¢ bedzie spolezynniki nalezace do K. To samo mozna powiedzieé
o réwnaniu prostej
mx+my +p=0,

wyznaczonej przez dwa punkty danej klasy. Znalezienie przecig¢ prostej
i kola sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu tych dwuch réwnan, a wigc
ostatecznie do rozwigzania jednego rownania stopnia drugiego z jedna
niewiadomg x o spéfczynnikach nalezacych do K, a nastgpnie do zna-
lezienia y za pomoca dzialan wymiernych. Przeto spolrzedne kazdego
punktu, ktéory moze by¢ dotaczony do klasy pierwotnej za pomocg jed-
nego dzialania, wykonanego cyrklem (w polaczeniu z dzialaniami, wy-
konanemi linjalem), naleza na pewno do tego obszaru wymiernosci K’,
ktéry si¢ otrzymuje z obszaru K przez przybranie pierwiastkéw stopnia
drugiego wszystkich liczb dodatnich, zawartych w K. Widzimy od razu,
jak nalezy postepowacé dalej, wykonujgc kilkakrotne dzialanie cyrklem,
i jak si¢ dochodzi tym sposobem do okreslonego wyzej obszaru K*.

Mozemy wigc wypowiedzie¢ teraz nastepujacy rezultat podstawowy:

Rozporzgdzajac skonczona liczba punktdéow, ktore
majg wzgl¢dem uktadu prostokatnego kartezjanskiego
spotrzedne 1, a, b, ¢,..., wykonajmy nad niemi oznaczone
konstrukcje za pomocg linjatuicyrkla. Kazdy punkt,
ktéry osiggniemy poskonczonejliczbiedziatan, mieé¢ be-
dzie spétrzedne nalezgce do obszaru wymiernosci K?
wytworzonego z danych liczb 1, 4,0, ¢,... przez wykony-
wanienad temiliczbami dziatan wymiernych oraz wy-
ciggania pierwiastkow stopnia drugiego z liczb dodat-
nich (w ilosci skonczonej); i odwrotnie, kazdy punkt,
ktéorego spétrzedne nalezg do K*, moze by¢ wykreslony
za pomocg linjatuicyrkla.

") Por. art. III.
Geometrja. T. II. 8
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Krétko mdéwige, za pomoca linjatuicyrkla mozna zbu-
dowac¢ kazde wyrazenie rzeczywiste, utworzone z wiel-
kosci danych, o ile to wyrazenie nie zawiera innych
dziatan niewymiernych, jak tylko wycigganie pier-
wiastkow stopnia drugiego.

§ 9. Jakie zadania mozZna rozwigzywadé linjalem i cyrklem? Po-
przedni rezultat pozwala od razu odpowiedzie¢ na pytanie, jakie za-
dania moga byé rozwigzane za pomocg linjatuicyrkla?

Zaznaczmy przedewszystkim, ze zaro6wno elementy dane, jak i po-
szukiwane, muszg by¢ albo punktami, albo prostemi, albo kolami w licz-
bie skonczonej. Ale zamiast prostej i kola mozna podstawié¢ pewng liczbe
punktéw, za pomocg ktéorych mozna te elementy wyznaczyé; te punkty
sa ze swej strony znane, jezeli sa znane powyisze elementy. Tak np. ko-
fo mozna zastapi¢ jego s$rodkiem i przecigciem kola z réwnolegla do osi
x, poprowadzong przez S$rodek. Mozna wigc przyjaé, ze sa dane tylko
punkty i ze si¢ poszukuje réwniez tylko punktéw. Rozpatrujmy punkty
dane i punkty szukane wzgledem ukladu spélrzednych kartezjanskich
prostokatnych, zwigzanego z punktami danemi w sposéb poprzednio wy-
tozony. Niech beda 1, a, b, ¢, ... spolrzednemi punktéw danych, a «
niech bedzie jedng ze spotrzednych jednego z punktéow szukanych; rozu-
mowanie, ktore zastosujemy do x, mozna powtdrzy¢ dla kazdej spotrzednej
kazdego punktu poszukiwanego. Azeby punkt niewiadomy mozna bylo wy-
kresli¢ za pomocg linjalu i cyrkla, wielko$¢ (rzeczywista) x powinna
byé mozliwg do obliczenia za pomocg skonczonej ilosci dziatan wymier-
nych i wyciggania pierwiastkéw stopnia drugiego z liczb danych 1, a, b, ¢, ...
Przyréwnywujac « do wyrazenia utworzonego w ten sposéb z wielkosci
danych, otrzymamy, po zniesieniu niewymiernosci, réwnanie algiebraicz-
ne wymierne, ktore jest calkowite wzgledem x i ktérego spdétczynniki na-
leza do obszaru wymiernosci K=[1, a, b, ¢, ...].

Mozemy wigc na razie powiedzieé, ze jezeli przedstawimy warunki
zadania pod postacig analityczng i dokonamy rugowania niewiadomych
w ten sposob, ze uklad sprowadzi si¢ do jednego lub wiecej réwnan,
z ktorych kazde bedzie zawieratlo jedng tylko niewiadomg x,..., to tak
otrzymane réwnania muszg by¢ algiebraiczne i moga by¢ doprowadzone
do postaci calkowitej wymiernej w ten sposob, ze spétczynnikami beda
wielkosci obszaru K.

Ale warunki tutaj wylozone nie s3 w ogélnosci wystarczajace, pomi-
ngwszy przypadek, w ktérym stopien kazdego réwnania jest <2, gdyz wtedy
zadanie moze byé oczywiscie rozwigzane linjalem i cyrklem. Rzeczywiscie,
jezeli przynajmniej jedno z omawianych réwnan jest stopnia wyzszego
od 2, wtedy trzeba jeszcze, azeby poszukiwany pierwiastek tego réwna-
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nia moégt by¢ obliczony za pomoca wykonywania nad wielkosciami da-
nemi dziatann wymiernych i wyciggania pierwiastkéw stopnia drugiego,
czyli inacze] mowiac, za pomocg kolejnego rozwigzywania réwnan stop-
nia drugiego. Mozna wyobrazi¢ sobie, Zze réwnania te zawsze nastgpuja
po sobie w takim porzadku, Ze pierwsze rownanie stopnia drugiego ma
spofezynniki, nalezgce do obszaru K, drugie réwnanie ma spétczynniki
nalezgce do obszaru, ktéry si¢ otrzyma z K przez przybranie pierwiast-
kéw rownania pierwszego i t. d. az do ostatniego réwnania, ktére bedzie
miato za pierwiastek wielko$é¢ szukang, a za spdlczynniki liczby nalezgce
do obszaru, ktéry si¢ otrzymuje z K przez przybranie pierwiastkow wszyst-
kich poprzedzajgcych réwnan stopnia drugiego. Powiemy wiec, streszcza-
jac rzecz gtéwna a reszte zachowujac w mysli:

Warunkiem koniecznym i wystarczajgacym, zeby za-
danie gieometryczne mozna bylo rozwigzaé¢ linjalem
icyrklem, jest, azeby kazde rownanie, od ktérego to za-
danie zalezy, byto algiebraiczne, wymierne i catkowite
ospdéliczynnikach nalezgcych do obszaru wymiernosci,
utworzonego z wielkoéci danych, i azeby oprécz tego
kazde z tych réwnan albo byto stopnia <2, albo tez aze-
by si¢ dato rozwigzac¢ za posrednictwem rozwigzywania
szeregurownan stopnia drugiego, utworzonego we wska-
zany sposob.

Albo w postaci zwiezlejszej:

Zadaniami rozwigzalnemi linjatem i cyrklem sg za-
dania stopnia pierwszego i drugiego, a oprdécz tego te za-
dania stopni wyzszych, ktérych rozwigzanie mozna
sprowadzi¢ do rozwigzania szeregu zadan stopnia =2.

Uwaga. 1 tutaj, azeby nie komplikowa¢ wyktadu, méwilem wylacz-
nie o elementach danych, ale nie o elementach (punktach i prostych)
pomocniczych, ktérych wprowadzanie moze by¢ pozyteczne w celu wy-
konania konstrukecji. Rozumie sig, ze trzeba, azeby np. punkt pomocni-
czy mogl by¢é dowolnie obrany badZ na calej plaszczyznie, badz na pro-
stej wyznaczonej przez elementy dane, badz na kole wyznaczonym przez
elementy dane, a wybdr tego punktu nie powinien mie¢ wplywu na re-
zultat konstrukeji. Ale wtedy, rozumujac jak w uwadze § 5, widzimy, ze
mozna przyja¢ przynajmniej jedna spoélrzedng takiego punktu, nalezg-
cg do obszaru K; druga spélrzegdna naleze¢ bedzie albo do K, albo
tez do obszaru K*, ktéry sie otrzymuje z K przez przybranie wyciggania
pierwiastka stopnia drugiego. To dowodzi, ze wprowadzenie punktu po-
mocniczego nie pozwala wyjs¢ z obszaru K* do ktérego, jak mowilismy,
muszg naleze¢ spoélrzedne punktu szukanego, gdyz ten punkt moze byé
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wykreslony za pomoca linjatu i cyrkla. Tak wiec rezultat powyzszy po-
zostaje prawdziwym i wtedy, jezeli obok elementéw danych wprowadza
sig¢ pomocnicze.

§ 10. Wzmianka o kilku zadaniach Kklasycznych. Rozwazania
ostatniego paragrafu wykazuja, w jaki sposoéb rozstrzygnigcie pytania, czy
pewne zadanie jest rozwigzalne linjalem i cyrklem, moze byé sprowadzo-
ne za posrednictwem gieometrji analitycznej do pytania, czy pewne row-
nania s3 rozwigzalne przez wprowadzenie takich tylko niewymiernosci,
ktére pochodza z wyciggania pierwiastkow stopnia drugiego. Pytanie to
nalezy do algiebry, a algiebra rozporzadza dzisiaj S$rodkami, za pomoca
ktérych mozna rozpoznaé, czy pewne réwnanie algiebraiczne moze
byé rozwigzane tym sposobem.

Za przyktady przeczace niech postuzy zadania: o podziale kata dane-
go o na trzy czesci rowne, co odpowiada réwnaniu

423 —3x —cosw=0,

i o podwojeniu szescianu (2® ~2=0); jako przyktad pozytywny przytoczy-
my zadanie o podziale kola na liczbe pierwsza p czesci réwnych, jezeli
ta liczba p ma posta¢ 2"+1 (réwnanie 2?14+ 2 2+..+1=0)*). O wiele
trudniejsze jest w pewnych przypadkach pytanie, ktére nalezy przede-
wszystkim rozstrzygnac, a m'ianowicie, czy rownanie, od ktérego zadanie
zalezy, jest algiebraiczne czy przestepne, gdyz brak tutaj ogdlnej metody
badania. I tak dopiero przed niewielu laty, w roku 1882, Lindemann
dowiddl, ze zadanie o wyprostowaniu i kwadraturze kota jest przestep-
ne, gdyz = nie jest pierwiastkiem zadnego réwnania algiebraicznego
o spotczynnikach wymiernych (nalezgcych do obszaru wymiernosci [1]
oznaczonego przez jedyng wielko$¢ dang, promien kota, przyjety za
jednostke dtugosci)**).

Ale nie mozemy si¢ zatrzymywa¢ na takich zagadnieniach o cha-
rakterze analitycznym, nie wykraczajac poza granice, ktéreSmy sobie wy-
znaczyli.

§ 11. O niektérych prostych przyrzadach, mogacych stuzyé do
rozwiazywania zadan gieometrycznych: przenos$nik odcinkéw. Zaznacz-
my, ze jakkolwiek rozumowania dotychczas wylozone mozna zastosowacé
do badania innych przyrzadéw gieometrycznych (oprécz linjalu i cyrkla),
ktére stuzg do rozwigzywania zadan o wyzszym charakterze; jednakze
oddamy pierwszenstwo rozpatrzeniu pewnych przyrzadow, ktéremi mozna,

") Por. art. VIL i V.
**)y  Por. art. VIII.
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rozwigzujgc zadania omawiane wyzej, zastapic¢ cyrkiel czg§ciowo lub w zu-
pelnosci. Zacznijmy od przenosnika odcinkow?®).

W tym celu zauwazmy, Ze jedno z dzialan najczesciej wykonywa-
nych cyrklem polega na przenoszeniu na prosta dang, poczawszy od
punktu danego, odcinka wyznaczonego na plaszczyZnie w innym potoze-
niu; dzialanie to jest rownowazne wyznaczeniu przecigcia kola danego
z prostg, przechodzgcg przez jego srodek. Otéz dziatanie takie
czgsto sig wykonywa w praktyce i bez uzycia cyrkla, a tylko z zastoso-
waniem paska papieru, albo linjatu z podziatka gotowa lub mozliwa do
zrobienia, i t. d.; w ogdle z zastosowaniem przyrzadu, ktéry nazwiemy
krotko przenosnikiem odcinkdéw. Warto zauwazy¢, ze ten przy-
rzagd mozna tez sprowadzi¢ do prostszej postaci, a mianowicie do prze-
no$nego odcinka oznaczonej dlugos$ci, ktéra mozna przyjac
za jednostke (przenosnik jednostki dtugos$ci); gdyz jezeli prze-
niesiemy jednostke z prostej r na inng prostg s, to mozna, za posred-
nictwem konstrukeji odcinka czwartego proporcjonalnego (wykonalnej
samym linjatem), przenies¢ kazdy inny odcinek z r na s.

Zapytamy teraz: czy za pomocg przenos$nika jednostki
dtugosciilinjatu mozna rozwigzaé¢ te wszystkie zada-
nia, ktére sg rozwigzalne za pomocg cyrklai linjatu?
a jezelinie, to jakie zadania mozna rozwigzaé¢ za pomo-
cg tych przyrzaddéw?

Zaczniemy od zbudowania kata prostego za pomocg przenosnika.
W tym celu na dwuch jakichkolwiek prostych 7, s, spotykajacych sig
w jakim$ punkcie O, odetniemy po obu stronach tego punktu O jednost-
k¢ dlugosci. W ten sposob otrzymamy cztery wierzcholki prostokata, kto-
rego srodkowe z, y (dajace si¢ wykresli¢ linjalem, por. art. III, § 6) sa do
siebie prostopadte; sa to dwusieczne kata rs*).

Korzystajac z tych dwuch prostych «, y i postugujac sie jednostkg
dtugosci, mozemy teraz zbudowaé uklad spdtrzednych Kkartezjanskich
prostokatnych i rozpatrywaé wzgledem tego uktadu punkty dane w za-
daniu. Niech bedzie K najciasniejszym obszarem wymiernosci, zawiera-
jacym spélrzedne tych punktéw. Przypominamy teraz, ze najogdlniejsze
dzialanie, ktére mozna wykonaé naszym przyrzadem, polega na zbudowa-

*) Por. ten paragraf z klasyczng monografja D. Hilberta Grundlagen der
Geomelrie. Leipzig, Teubner, 1909.

**) Zauwazmy przy tej sposobnoSci, Ze nasz przyrzad pozwala dzieli¢ wszel-
kie katy dane na dwie cz¢Sci rowne. Ale i odwrotnie: przyrzad, ktory pozwala
dzieli¢ kazdy kat na dwie czg$ci rowne, pozwala tez przenosi¢ odcinki z jednej
prostej na inng.
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niu odcinka réwnego jednosci, majacego jeden z koncow w danym punk-
cie (a, b) i lezacego na danej prostej
y—-b=m(x—-a) (a, b, m naleza do K).

Drugi koniec odcinka, otrzymany przez konstrukcje, mie¢ bedzie
spolrzedne takie, ze wypadnie

V@t (- b0f=(@—a) V1t m=1,

skad:
LUE ey
\/ 1+m?= x—_*; .

Widzimy stad, ze za pomoca przenosnika odcinkéw mozemy wykre-
$li¢ wyrazenie (np. jako wartos¢ jakiegos odcinka) postaci \/l—fﬁ2 , je-
zeli m jest liczbg dang (warto$cig odcinka danego); i to jest najogoélniej-
sze dzialanie, ktére mozna wykonaé omawianym przyrzgdem.

Ostatecznie wyprowadzamy wniosek, ze jezeli do punktéw, ma-
jacych spéirzedne (kartezjanskie prostokagtne) 1, a,b,¢,...
zastosujemy konstrukcje za pomocg linjatu i przenosni-
ka odcinkéw, to spéirzedne kazdego punktu, ktéry tym
sposobem osiagniemy, naleze¢ beda do obszaru wymier-
nosci, ktéory powstaje przez wykonywanie nad liczbami
danemi dziatan wymiernych i dziatania \/TIW, gdzie
m oznacza liczbe dang, albo liczbe otrzymang z liczb da-
nych, za pomocg powyzszych dziatan. I odwrotnie, kaz-
dy punkt, ktorego spdédlrzedne nalezg do tego obszaru,
moze byé¢ otrzymany za pomocg omawianych przyrzg-
dow.

Niech bedzie K pierwotnym obszarem wymiernosci, wyznaczonym
przez elementy dane; oznaczmy przez (K*) obszar, do ktdérego si¢ docho-
dzi przez dotaczenie do dziatan wymiernych dziatania \/IW’; nato-
miast przez K*! oznacza¢ bedziemy, jak dotychczas, obszar, do ktérego
sie dochodzi, dolaczajac do K dzialanie ogbélne wyciggania pierwiastka
stopnia drugiego \/;ﬁ z liczby dodatniej m, nalezgcej do obszaru K, albo
do obszaréw, ktére si¢ stopniowo otrzymuje sposobem omawianym wyzej.
K* jest, ze tak powiem, obszarem liczb, dajacych si¢ zbudowa¢ linjalem
i cyrklem, natomiast (K?*) jest obszarem liczb, dajacych sie zbudowaé li-
njatem i przeno$nikiem. Z okreslenia od razu wynika, ze obszar (Kt)
jest zawarty w K*; mozemy jednak zapytaé, czy jest takze i odwrotnie,
a wiec czy oba obszary pokrywaja sie z sobg, czy nie. Latwo si¢ przeko-
namy na przykladzie, ze obszar (K*) jest ciasniejszy od obsza-
ru K*, skad wyprowadzimy wniosek, ze nie kazda konstrukcja,
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wykonalna linjalem i cyrklem, moze by¢ wykonana li-
njatem i przenosnikiem odcinkdw. Ten ostatni przyrzad nie
moze wiec zastgpi¢ cyrkla w zupelnosci.

Azeby tego dowies¢ w sposdb najprostszy, wezmy pod uwage pewien
szczegdlny obszar K, np. obszar K=[1, a], gdzie a jest parametrem
(§ 2), to znaczy, ze jest wielkoscig, ktora moze przyjmowaé dowolne war-
todci w toku rozumowania. Zajmijmy si¢ teraz wyrazeniem 1\/1-—a?, kté-
re nalezy do obszaru K* i moze by¢ zbudowane linjatem i cyrklem dla
wszystkich wartosci a zawartych miedzy —1 i +1. Przypusé¢my, jezeli
to mozliwe, ze to wyrazenie nalezy (dla tych samych wartosci a) row-
niez do obszaru (K#%). Przypuscmy wiec, ze mozna napisa¢ réwnanie,
ktérego pierwsza strona jest \/1—a?, natomiast druga strona musi za-
wiera¢ jeden lub wigcej znakéw Y/, z ktérych kazdy ma pod soba wy-
razenie postaci 1+m? gdzie m jest wielkosciag k obszaru K, albo wielko-
Scig k' obszaru rozleglejszego, ktory si¢ otrzymuje przez dolaczenie do K
wielko$ci, majacych postaé \/1+4?% i t. d. W kazdym przypadku m be-
dzie wielkoscig rzeczywista, 1+m? bedzie wielkos$cig dodatnig, a \/ 1+m?
wielkoscig rzeczywistag. A wiec druga strona naszego przypuszczalnego
rownania ma warto$¢ rzeczywista dla kazdej wartosci rzeczywi-
ste] a. Z drugiej strony rownanie nasze jest prawdziwe dla nieskoncze-
nie wielu wartosci @ (—1=a=1), a poniewaz dotyczy zaleinosci algie-
braicznej, przeto musi by¢ prawdziwym dla kazdej wartosci a. Otoéz
to nie jest mozliwe; w rzeczy samej, pierwsza strona \/1——012 jest uro-
jona np. dla a>1, podczas kiedy druga strona jest rzeczywista, jakiekol-
wiek bedzie a. Niedorzecznos¢, do kidérej doszliSmy w ten sposéb, dowo-
dzi nam, ze \/1—a? nie moze naleze¢ do obszaru (K*%), ze wiec obszar
ten jest ciasniejszy od obszaru K?* Mowigc gieometrycznie, przyktad nasz
dowodzi, ze jezeli s3 dane dwa odcinki, nie bedace z soba w zaleznosci,
to nie mozna zbudowaé¢ przenosnikiem tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatng bylby wu;kszy z odcinkéw danych, a przyprostokatng
drugi odcinek.

Zauwazmy tutaj, ze dowodzenie, przeprowadzone dla obszaru [1, a],
bytoby wazne, z drobnemi zmianami, dla ciasniejszego obszaru K=[1],
gdyz wtedy mielibySmy do czynienia z wyrazeniem, zawierajagcym (pod
postacia nieprzywiedlng) kilka znakéw pierwiastka stopnia drugiego,
i utworzonym w taki sposdb, ze wartosci, ktérebySmy otrzymali, zmie-
niajgc znaki pierwiastkdw wszelkiemi mozliwemi sposobami, bylyby po
czesci rzeczywiste, po czesci urojone; takim jest np. wyrazenie —+ \/ =EnAog
ktore ma dwie wartosci rzeczywiste i dwie urojone. Takie wyrazenie, na-
lezace do obszaru K* napewno nie moze naleze¢ do obszaru (K?), gdyz
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w tym ostatnim przypadku wszystkie jego wartosci musialyby by¢ rzeczy-
wiste. Z tych uwag wynika od razu rezultat:

Jezeli mamy jeden lub wigcej odcinkdw danych, kté-
rych dtugosci 1, a, b, ¢,... jedne sg stale (liczebne), inne
dowolne (parametryczne) i jezeli mamy wykres$lié¢ odci-
nek, ktéorego wartos$¢ jest dana przez wyrazenie utwo-
rzone za pomocg wykonywania nad wielkosciami dane-
mi dziatlan wymiernych i wyciggania pierwiastkdéw
stopnia drugiego (w zaltozeniu, ze liczba pierwiastkéw
zostata o ile moznosci zredukowana), to warunkiem ko-
niecznym, azeby odcinek poszukiwany mdégt byé¢ wykre-
Slony linjatlem i przenosnikiem odcinkdéw, jest ten, Zzeby
byty rzeczywistemi wszystkie wartos$ci, ktére dane wy-
razenie moze przyjac, jezeli si¢ zmienia w jakikolwiek
spos6b bydz znaki pierwiastkéw, bgdz tez wartosci pa-
rametrow, wystepujacych miedzy wielkosciami danemi.

Temu rezultatowi, ktéry, jak to widzielismy, tatwo sprawdzié, Hil-
bert przeciwstawia inny, o wiele wazniejszy, do ktérego dochodzi przez
rozumowanie zbyt daleko idgce, azeby moglo byé¢ tutaj oddane: powy z-
szy warunek mozliwosci konstrukcji jest nietylko ko-
nieczny, ale i wystarczajgcy.

Na tej zasadzie mozemy powiedzie¢, z2e kazde zadanie, ktére
jest rozwigzalne linjatem i cyrklem, moze tez by¢ roz-
wigzane, jezeli zamiast tego drugiego przyrzadu zosta-
nie zastosowany przenosnik odcinkéw, o ile tylko
wszystkie rozwigzania algiebraiczne danego zadania sg
rzeczywiste (a wigec mozliwe do wykreslenia) nawet wte-
dy, kiedy wielkosciom danym pozostawia si¢ najwiegk-
szg dowolnos$¢, jaka dla nich jest w ogéle mozliwa.

Jako przyktad Hilbert zaznacza, ze zagadnienie podziatu kola na
n czesci rownych, o ile jest rozwiazalne linjatem i cyrklem, jest tez roz-
wigzalne linjatem i przenosnikiem odcinkéw. Mozna tez zauwazy¢ (drogg
bezposrednig), ze za pomocg tych ostatnich przyrzadéow moze byé roz-
wigzane kazde zadanie stopnia drugiego (majace rozwigzania rzeczy-
wiste), jezeli elementy dane w tym zadaniu maja spétrzedne wymierne.

§ 12. Uzycie kola stalego. WidzieliSmy, ze przeno$nik odcinkow
pozwala rozszerzy¢ obszar wymiernosci K przez dolaczenie dzialania
\/I—W, wykonywanego nad liczbg k tego obszaru, ale nie daje spo-
sobu wykonania dziatania \/1— %® ani ez dzialania V\/k (to ostatnie
dzialanie odpowiada uzywaniu cyrkla). Nastrecza si¢ wiec pytanie, czy
przyrzad, ktéryby pozwolit wykonaé dzialanie y/1-k? (dla —1<k<1),
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mogltby w zupetnosci zastgpi¢ cyrkiel. Ot6z jest rzecza oczywista, Ze na
to pytanie musimy odpowiedzie¢ twierdzaco. W rzeczy samej, niech be-
dzie a wielkoscig, nalezaca do obszaru wymiernosci K; mozemy zbudo-
waé samym linjalem wyrazenie

Sl

Tl g’

a przeto przyrzagdem omawianym mozna zbudowaé wyrazenie

2 ok
2 Va,

152

o= VTR = o V({ay (T -ap=

a wiec ostatecznie wyrazenie

\/z= I;ax

Przyrzad, o ktérym méwimy, pozwala wigc rozszerzy¢ obszar K w ta-
ki sam spos6b, jak cyrkiel: za posrednictwem kolejnych rozszerzen po-
zwala osiagnaé obszar K*, utworzony przez wyrazenia, dajace si¢ zbudo-
wa¢ linjatem i cyrklem. Powiemy przeto:

Przyrzgd, za pomocg ktérego, jezeli sg dane dwa od-
cinki dlugosci1ia<l, mozna zbudowaé trzeci odcinek
diugosci V/1-4?, moze zastapié w zupelnosci cyrkiel
w rozwigzywaniu wszystkich zadan gieometrycznych,
dajacych si¢ rozwigzaé¢ cyrklem i linjatem.

Zobaczymy, jakim sposobem mozna urzeczywistni¢ taka konstrukeje.

Niech bedzie wyrysowane (jakimkolwiek przyrzgdem) koto w ozna-
czonym pofoZeniu na plaszczyznie i niech bedzie znany s$rodek O tego
kota. Przedewszystkim jest widoczne, Ze mozna poprowadzi¢ samym linja-
tem dwie proste prostopadtle, przechodzace przez 0, gdyz wystarczy w tym
celu wpisa¢ w kolo prostokat, przyjawszy za jego przekgtne dwie dowol-
ne $rednice kofa, a nastgpnie wykreslic proste srodkowe tego prostokata.
Przyjawszy promien kota za jednostke, otrzymamy uktad spoéirzednych
kartezjanskich prostokgtnych, wzgledem ktérego rozpatrywaé¢ bedziemy
elementy dane.

~ Niech teraz bedzie OA=a znanym odcinkiem osi #, mniejszym od
promienia kota (np. odcigta punktu danego); poprowadzmy (za pomocy
linjatu, por. art. III, § 6) prostopadla do x w punkcie 4 az do przecie-
cia z okregiem kota w punkcie P; odcinek AP tak znaleziony bedzie sig
rownat \/1-a? A wigc:

Jezeli na plaszczyZnie jest wyrysowane raz na za-
wsze koto, ktorego srodek jest znany, wtedy mozna, po-
stlugujacsi¢ tym kolem i samym tylko linjalem rozwig-
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za¢ kazde zadanie, rozwigzalne linjatem i cyrklem. Jest
to dobrze znany rezultat, ktéry zawdzigczamy Ponceletowi i Stei-
nerowi. Zauwazmy, ze znajomos¢ $rodka kola jest konieczna tylko do
rozwigzywania zadan miarowych, ale nie rzutowych. W tym ostatnim
przypadku koto mogloby tez byé zastgpione przez jakakolwiek stozkowa,
z wyjatkiem stozkowej rozpadajacej si¢ na dwie proste.

§ 13. Linjal o dwuch krawedziach réwnoleglych. Zobaczymy te-
raz, czy cyrkiel mozna zastapi¢c w zupelno$ci linjatem o dwuch
krawedziach réwnoleglych, czyli zwyczajnym linjalem, ktorego
obu krawedzi jednoczesnie uzywa si¢ w ten sposoéb, Zze mozna prowa-
dzi¢ dwie proste réwnolegle, oddalone od siebie na szerokos¢ linjatu.

Zauwazmy przedewszystkim, ze stosujgc dwukrotnie linjal o dwuch
krawedziach, mozna zbudowaé¢ réwnoleglobok rownoboczny, ktérego wy-
soko$¢ rowna sie szerokosci linjatu. Przekgtne réwnolegtoboku daja pa-
re prostych prostopadiych, ktére przyjmiemy za osi ukladu kartezjan-
skiego, a szerokos¢ linjalu przyjmiemy za jednostke dtugosci.

Nalezy teraz zbada¢, jakie konstrukcje podstawowe mozna wykonac
linjalem o dwuch krawedziach, a poniewaz takie konstrukcje sg zalezne
od sposobu uzycia linjatu, przeto musimy ustali¢c pewne réznice.

Pierwszy sposéb uzywania linjatu o dwuch krawedziach polega na
zlaczeniu jednej jej krawedzi z dang prosta i poprowadzeniu réwnoleglej
do tej proste] w odleglosci jednostki diugosci. W ten sposéb nasz przy-
rzad daje mozno$é przesunigcia prostej danej réwnolegle do samej siebie
o odlegtos¢ réwna jednostce dlugosci. Jezeli teraz przypuscimy, ze ta
prosta jest prostopadla, poprowadzona do danej prostej » w sposob wyzej
wskazany, wtedy za posrednictwem tego ostatniego ~dziatania bedziemy
mogli wykresli¢c na dowolnej prostej » odcinek réwny jednostce diugosci.
Wnosimy wiec, ze linjat o dwuch krawedziach, zastosowany pierwszym
sposobem, moze zastapi¢ przenos$nik odcinkow; widoczne jest, ze nie daje
nic wigcej, niz ten ostatni przyrzad, co zreszta latwoby bylo sprawdzié
droga analityczng.

Ale jest jeszcze drugi sposdb poslugiwania si¢ linjalem o dwuch
krawedziach; sposob ten polega na ulozeniu linjatu tak, azeby jego dwie
krawedzie przeszty odpowiednio przez dwa punkty, ktérych odleglos¢
przewyzsza lub réwna sig szerokosci linjatu (jednostce dtugosci), i na po-
prowadzeniu prostych wyznaczonych przez krawedzie. Tym sposobem, jak
to zobaczymy, mozna rozwigza¢ kazde zadanie, ktore jest rozwigzalne
linjatem i cyrklem.

Azeby tego dowies¢, obierzmy na osi « odcinek OAd=a>1, ktory
uwaza¢ bedziemy jako znany. Uktadajac linjal w ten sposob, azeby jedna
krawedz przeszta przez O, druga przez A, wykreslmy wzdluz tej drugiej
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krawedzi prosta AB, spotykajaca o§ y w punkcie B; niech bedzie OB=b
odcinkiem w ten sposéb znalezionym. Azeby obliczyé b, zauwazmy, ze
prosta nieograniczona AB ma réwnanie

| B e
Cp =T
ta prosta jest oddalona od O o jednostke dlugosci; otrzymamy stad réw-

nanie

—;1’_‘:=1
1 1

2t

skad (co do wartosci bezwzglednej):

1 v/ 1
LAl e

To dowodzi, ze rozporzadzajac linjalem o dwuch krawedziach i znajac

7

1
k=—<1,
a

mozna zbudowaé wyrazenie \/1—k?; a to nam wystarcza do stwierdze-
nia (§ 12), ze kazde zadanie, rozwigzalne linjalem i cyr-
klem, moze tez by¢ rozwigzane przez zastosowanie same-
go linjatu o dwuch krawedziach réwnolegtych?).

*) Poleca si¢ poréwnanie rezultatow, otrzymanych w dwuch ostatnich pa-
ragrafach, z rezultatami podanemi w artykule IIIL



	G. Castelnuovo: O rozwiązalności zadań gieometrycznych za pomocą przyrządów elementarnych — przyczynek z dziedziny gieometrji analitycznej
	§ 1. Działania, które mogą być wykonane za pomocą linjału nad odcinkami prostej.
	§ 2. Uwaga o obszarach wymierności.
	§ 3. Inne postaci rezultatu § 1.
	§ 4. Znaczenie rzutowe działań, które można wykonywać na prostej za pomocą linjału.
	§ 5. Konstrukcje miarowe planimetryczne, dające się wykonać za pomocą linjału, jeżeli jest dany równoległobok.
	§ 6. Konstrukcje graficzne planimetrji, dające się wykonać za pomocą linjału.
	§ 7. Jakie zadania można rozwiązywać za pomocą samego linjału?
	§ 8. Jaki pożytek przynosi dołączenie cyrkla do linjału?
	§ 9. Jakie zadania można rozwiązywać linjałem i cyrklem?
	§ 10. Wzmianka o kilku zadaniach klasycznych.
	§ 11. O niektórych prostych przyrządach, mogących służyć do rozwiązywania zadań gieometrycznych: przenośnik odcinków.
	§ 12. Użycie koła stałego.
	§ 13. Linjał o dwuch krawędziach równoległych.



