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O rozwiazywaniu zadan gieometrycznych
za pomocg cyrkla

napisat

Ermenegildo Daniele z Pawji.

Dokonane przez matematykéw starozytnych ugrupowanie w calosé
organiczna konstrukecji, ktore si¢ dadza wykonaé przez wytaczne zastosowa-
nie linjatu i cyrkla, ezyli, jak to si¢ zazwyczaj moéwi, metoda euklidesowsky,
odpowiada bez watpienia odczuwanej przez nich potrzebie oddzielenia od
pozostale] znane] im wiedzy gieometrycznej jednej czesci, ktora mozna
uwazaé za najprostszy dzial gieometrji, dzial, ktéry z koniecznosci mu-
sial wystapi¢ w charakterze wstepu. Niema potrzeby rozprawia¢ o do-
skonatosci pracy, doprowadzonej do konca przez tych matematykow: wy-
kazana przez dzielo Euklidesa (ktére nalezy uwazaé za synteze tych
wszystkich prac) odpornos¢ wobec czasu i wobec nieprzerwanych poste-
pow wiedzy jest najoczywistszym dowodem tej doskonalosci.

Metoda, stosowana przez Euklidesa do wykonywania konstrukecji
elementarnych, opiera si¢ na uzywaniu dwuch przyrzadéw pierwotnych,
linjatu i cyrkla, ktérych moznos¢ stosowania Euklides zaktada bez
zadnego ograniczenia: zaklada wiec w kazdej czesci plaszczyzny rysunku
moznos¢ wykreslenia prostej oraz mozno$é opisania kola, majacego $ro-
dek w punkcie jakimkolwiek i promien dowolny. Te warunki graficzne
zajmujg wybitne stanowisko w metodzie Euklidesa; i jakkolwiek cha-
rakter uzywanych w tej metodzie linji nadaje jej jak najwieksza prosto-
te, to jednakze kazdy widzi, ze stosujac t¢ metode rozporzadza sie jeszcze
dos¢ rozlegla swobodg graficzng; nie jest wigc zbyteczne pytanie, czy tych
samych zadan nie moznaby réwniez rozwigza¢ za pomocyg S$rodkéw gra-
ficznych wiecej ograniczonych. OdpowiedZz na to pytanie wypada twier-
dzgca: wystarczy wspomnie¢ migdzy innemi proby, ktére wykonali
z zupelnym powodzeniem matematycy wloscy XVI wieku: Ferrari,



Tartaglia, Benedetti, rozwiazujac wszystkie zadania, zawarte w ksie-
gach Euklidesa, za pomoca linjatu i cyrkla o otworze stalym; rozwia-
zanie wielu zadan, otrzymane przez Brianchona bez pomocy cyrkla;
dokonane przez Ponceleta i Steinera ograniczenié uzywania két do
jednego tylko kola stalego, lezacego na plaszczyznie rysunku i majacego
srodek dany (por. art. III); w innym kierunku ograniczenie przyrzadéw
rysunkowych do samego tylko cyrkla, z zupelnym usunigciem linjatu
(Mascheroni).

Nie jest moim zadaniem mowié o poszukiwaniach, majacych na ce-
lu ograniczenie kreslenia kél do minimum, gdyz ten temat bgdzie stano-
wit tres¢ nastgpnego artykulu; natomiast zatrzymam si¢ na przedmiocie,
ktéry moze byé nazwany ,Gieometrja cyrkla“ i dowiode, ze kazde zada-
nie, rozwigzalne za pomoca linjalu i cyrkla, moze by¢ rozwigzane za po-
mocg samego tylko cyrkla, bez linjalu. Wszystko, co dotyczy tego do-
wodzenia, jest zawarte w ksigzce L. Mascheroniego, zatytulowanej
Geometria del compasso, a bedacej pierwszym chronologicznie
i najwazniejszym studjum o konstrukcjach za pomocg samych kél. Wy-
dane w Pawji w r. 1797, dzielo Mascheroniego spotkalo sie odrazu
z duzym uznaniem, tak ze w r. 1798 ukazal si¢ przektad francuski, do-
konany przez Carette’a; to ttumaczenie zostalo przedrukowane w roku
1828, a prawie jednoczesnie (1825) Griison oglosil tlumaczenie niemiec-
kie Gieometrji cyrkla. Z posréd réinych wyciagéw i przerébek
ksigzki Mascheroni’ego zaznacze tylko publikacje Frischaufa
(Graz 1869) i Hutta (Halle 1880); wspomne jeszcze o dwuch rozpra-
wach, z ktoérych jedng napisat Eugenjusz Dubouis (Journal
de Math., 22, 1897), drugag G. Cesaro (Mémoire de la societé
royale des sciences de Lié¢ge, 1899); obaj autorowie, nie wiedzgc
o istnieniu poprzednich prac nad tym przedmiotem, odkryli na nowo,
za pomoca konstrukcji tego samego typu, co i konstrukcje Masche-
roni’ego, mozno$¢ zastapienia cyrklem linjalu we wszystkich konstruk-
cjach elementarnych. Godnym zaznaczenia, jako zastosowanie metody
Mascheroni’ego, jest jeszcze podzial kota na 17 czgéci rownych, doko-
nany za pomocg samego tylko cyrkla najprzéd przez Gérarda (Math.
Ann., 48, 1897), a nastepnie przez réznych innych autoréw. O konstruk-
cjach tych bedzie mowa w art. VL

Postepowanie gieometryczne, stosowane  w pracach Maschero-
ni’ego i innych autoréw, po nim wymienionych, ma charakter czysto
elementarny. Przeciwstawi¢ mu mozna krétkie studjum Adlera (Zur
Theorie der Mascheronischen Constructionen, Wiener Be-
richte 99, 1890), ktory, wychodzac poza zakres czysto elementarny i ba-
dajgc zagadnienie Gieometrji cyrkla ze stanowiska wyzszego, osiagnat do-
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wod rozwigzalnosci zadan euklidesowskich za pomocg samego tylko cyr-
kla, przyczym postugiwal sie jedna tylko zasada, a mianowicie prze-
ksztalceniem przez promienie odwrotne.

§ 1. Uwagi przedwstepne. W zadaniu gieometrycznym elementy,
ktore trzeba wyznaczy¢ na podstawie ich zaleznosci od elementéw da-
nych, sprowadzajg si¢ ostatecznie do punktéow, gdyz cho¢by zadanie wy-
magato wykreslania prostych lub okregéw, to mozna je wykresli¢ za po-
mocg linjatu i cyrkla, jezeli sa znane ich dwa 'punkty, czy tez srodek
i dlugos¢ promienia (ta dlugo$é¢ ze swej strony jest wyznaczona przez
dwa punkty). Co do punktéw poszukiwanych, to wyznacza si¢ je zawsze
przez przeciecie wzajemne prostych i kot; zaktadajac wiec mozno$é uzy-
wania z zupelng swoboda zaréwno linjatu jak cyrkla, mozna od razu
otrzymac rozwigzania zadan nastgpujacych:

A) Znalezé punkt wspélny dwuch prostych.

B) Znalez¢ punkty wspélne prostej i okregu.

C) Znalez¢ punkty wspolne dwuch okregéw.

Jezeli sobie natomiast narzucimy warunek nieuzywania linjatu
(w ktérym to przypadku mozemy jeszcze mieé¢ na rysunku okregi cal-
kowicie opisane, ale prosta bedzie przedstawiona tylko przez dwa punk-
ty), wtedy tylko trzecie z powyzszych zadan moze byé bezposrednio roz-
wigzane, za$ dla dwuch pierwszych trzeba bedzie podaé odpowiednie
konstrukcje, ktérych niema w ksieggach Euklidesa. Jezeli wiec chce-
my dowies$¢, ze zadania rozwigzalne metoda Euklidesa dadza sie tez
rozwigza¢ przez wylaczne uzywanie cyrkla, wystarczy wilasciwie rozwia-
zaé bez pomocy linjatu zadania 4) i B), w ktdérych, jak to juz bylo po-
wiedziane, nalezy rozumie¢ kazda prosta jako przedstawiong przez dwa
jej punkty. Na tej zasadzie, ktéra mozemy obra¢ za punkt wyjscia naszego
dowodzenia, opiera si¢ metoda Mascheroniego.

W § 2 tego artykulu rozwine te konstrukcje, ktére trzeba podaé
przed rozwigzaniem powyzszych dwuch zadan podstawowych, idge pro-
sto do celu, a wigc omijajac te wszystkie zadania, ktdre, aczkolwiek dos¢
ciekawe i pokrewne z tamtemi, nie mialyby jednak zastosowania w na-
stepnym § 3, poswieconym rozwigzaniu zadan A) i B). Przez te dwa
paragrafy pierwszy cel mojego artykulu bylby osiagnigty. Przypusémy
istotnie, ze mamy rozwigza¢ jakiekolwiek zadanie gieometrji elementar-
nej; wezmy pod uwage jakiekolwiek znane rozwigzanie, wykonywane za
pomoca linjatu i cyrkla, i zastosujmy je; poniewaz linjalu uzywa sig¢ tylko
przy rozwigzywaniu zadan A4) i B), przeto ile razy zdarzylaby si¢ sposo-
bnoé¢ uzycia go, mozna bedzie zamiast tego zastosowaé konstrukcje para-
grafu 3, a wiec dane zadanie zostanie rozwigzane zapomoca samego cyrkla.

Ze metoda wskazana komplikuje dziatania i figury, rozumie si¢ sa-
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mo przez sig; oczywiste jest, ze konstrukcja, w ktdrej trzebaby bylo wie-
lokrotnie stosowac zadania A) i B), nie bylaby bynajmniej dogo-
dng. To wyjasnia, dlaczego Mascheroni, chcac uczyni¢ swoja me-
tode o ile moznosci praktyczng, nie poprzestal na rozwigzaniu tych
dwuch zadan podstawowych, ale jeszcze wynalazt dla wielu innych za-
dan nowe rozwigzania za pomocg samego cyrkla; rozwigzania te moga
nawet, jako bardzo proste, zastapi¢ powszechnie znane, w ktoérych robi
sie uzytek z linjatu. Nie czynigc wzmianki o niektérych z tych przykta-
dow, przedstawilbym dzieto Mascheroni’ego z pominigciem jednej
z najbardziej interesujacych jego czesci. Dlatego tez poswigcam dwa na-
stepne paragrafy wylozeniu podanych przez Mascheroni’ego rozwia-
zan kilku elementarnych zadan najpospolitszych i najcharakterystycz-
niejszych. Zwracam uwage, Ze wybratem tylko niewiele z przykladdw,
w ktore obfituje Geometria del compasso, pomijajac te, ktérych
rozwigzanie jest badz zbyt pospolite, badz zbyt zlozone.

Mascheroni poSwieca ostatni rozdzial swojej ksigzki rozwigzaniu
przyblizonemu niektérych zadan stopni wyzszych od drugiego oraz zadan
przestepnych, jak mnozenie i dzielenie szescianu, wyprostowanie okregu,
kwadratura kota, kubatura kuli i t. d. Nie chciatem wchodzi¢ w szcze-
goly tego ostatniego przedmiotu, azeby nie wtargna¢ w dziedzine, zare-
zerwowang dla innych wspélpracownikéow; jednakzie uwazatem za wlasci-
we okaza¢ w § 6, w jaki sposéb Mascheroni osiagnal podwojenie
szescianu i wyprostowanie okregu, positkujac si¢ metodami, ktore z jed-
nej strony zalecaja sie¢ swoja porecznoscia, z drugiej zas daja przyblize-
nie wiecej niz wystarczajace w praktyce.

Mascheroni daje po kilka rozwigzan niektérych zadan; stara-
lem si¢ za kazdym razem wybraé to, kiére przedstawiato wigcej prostoty
i symetrji.

Po wylozeniu w pierwszych szesciu paragrafach, jak Mascheroni
dowodzi twierdzenia podstawowego Gieometrji cyrkla i jak dochodzi no-
wa droga do rozwigzania réznych zadan, nie robigc uzytku z linjatu, wy-
daje sie rzeczg naturalng okazaé, w jaki sposéb otrzymuje sie to samo
twierdzenie, stosujgc zasade odwrotnosci poditug pomystow Adlera.
§§ 7 i 8 sa wlasnie przeznaczone na skrocony wyklad dowodzenia A dle-
ra, ktore, jakkolwiek nie tak elementarne jak Mascheroni’ego, jed-
nakze ma te zalete, ze jest krotsze, a oprocz tego stuzy do rzucenia no-
wego $wiatla na konstrukcje, dokonywane samym cyrklem, gdyz wyka-
zuje ich zwigzek z metodami Gieometrji rzutowej.

Adler nie podaje w swojej rozprawie zadnych zastosowan do za-
dan elementarnych; azeby jednak uwidoczni¢, ze ta metoda moze prowa-
dzi¢ do konstrukcji piegknych i pouezajacych, wskazalem w § 9, zamy-
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kajacym artykul, kilka dobrze znanych zadan, ktére przez zastosowa-
nie metody promieni odwrotnych otrzymuja rozwigzania nowe i przepro-
wadzone w sposdb jednostajny. Mozna zreszta bez zadnych trudnosci
zwigkszy¢ podlug wlasnego upodobania liczbe zastosowan tej metody.

§ 2. Pierwsze konstrukcje. 1) Z punktu A poprowadzié
rownolegta do prostej BC.

Wystarczy utworzyé¢ réwnoleglobok ABCD, wyznaczajac punkt D
jako przeciecie dwuch okregow A(BC) i C(AB)"): prosta AD jest réwno-
legla do BC.

Ta konstrukcja nie jest niczym wiecej, jak jedng z konstrukeji uzy-
wanych powszechnie.

2) Podwoié, potroi¢it. d. dany odcinek 0A.

Opiszmy okrag, majacy $rodek w jednym z koncéw odcinka, np. O,
a promien roéowny OA (fig. 17); nastgpnie wyznaczmy na tym okregu
punkty B, C, D w taki sposob, ze

AB=BC0=CD=04;
B
: £

F
4 il
D i *\ﬂ |
S

Fig. 17. Fig. 18.

punkt D jest Srednicowo przeciwlegly punktowi 4, a wiec odcinek 4D
bedzie podwojeniem odcinka OA.

Przez powtdrzenie tej samej konstrukeji mozna potroi¢ odecinek OA,
powtérzyé go cztery razy,.. i w ogole pommozyé przez jakakolwiek licz-
be calkowita n.

3) Wyznaczy¢ punkt symetryczny do C wzgledem
prostej AB.

Dwa okregi A(AC) i B(BO)

przecinajg sie, oprécz C, w punkcie szukanym.
4) Podzieli¢ tuk okregu na dwie czes$ci rowne.

*) Pisze ,okrag A(BC)“ zamiast ,okrag o Srodku A i promieniu rownym BCY;
tym sposobem skréoconym bede si¢ postugiwal i w dalszym ciggu.
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Niech bedzie AB tukiem danym, nalezacym do okregu o srodku O
(fig. 18). Za pomoca kot A(04), B(O4) i O(AB) wyznaczam punkty
C i D tak, azeby otrzyma¢ dwa rdéwnolegtoboki ABOC i ABDO réwne
sobie i majgce wsp6lng podstawe AB. Nastepnie, przyjmujac C i D za
$rodki, a CB=DA za promien, opisuje¢ dwa okregi i bior¢ pod uwage
ktérykolwiek z dwuch punktéw przecigcia tych okregéw; E niech bedzie
tym punktem. Jezeli teraz przez F' oznaczymy ktérykolwiek z dwuch
punktéw przecigcia okregow C(OE) i D(OFE), wtedy punkt F bedzie le-
zatl na okregu danym i podzieli na dwie czgsci rowne jeden z dwuch tu-
kow AB.

W rzeczy samej, z konstrukcji wykonanych wynika, ze punkty C,
0, D lezg na tej samej prostej, rownoleglej do AB. Poniewaz dalej w row-
nolegloboku ABOC przekgtna AO jest réwna bokom AC i BO przeto:

B(C?2=C0*+B0?+2.CO.rzut OB na OC . . . . . (1)
=C0*+A0%+ (C0.2.rzut OB na AB
=A40°+2.00%
Katy EOC, EOD sg proste, a wiec

CE*=CB?=0C?%+ OE?,
a poniewaz OE= CF, przeto
OB+ OO R0 o0 i iy, Fuine
Z poréwnania zaleznosci (1) i (2) znajdujemy:
CF*=A0%+ CO°.

Poniewaz zas kat SCFOC jest oczywiscie prosty, przeto CH?=C0?+ OF?;
z tego réwnania oraz z poprzedniego wynika, ze 04 = OF, to znaczy, Ze
punkt F' lezy na okregu O(0A). Jezeli wreszcie
od katéw réwnych FOC, FOD odejmiemy od-
powiednio katy takze réwne AOC, BOD, to po-
zostanie

X FOA= X FOB.

To dowodzi, ze punkt F dzieli tuk AFB na
dwie czesci rowne.

5) Wykresli¢ odcinek czwarty
proporcjonalny do trzech danych
odcinkow m, n, p.

Opiszmy okregi O(m) i O(n) (fig. 19) obie-
rajac punkt O gdziekolwiek na plaszczyZnie; 4, B niech beda takiemi
dwoma punktami okregu pierwszego, azeby cigciwa AB byla réwna p;

Fig. 19.
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obrawszy srodek kolejno w 4 i B przetnijmy tukami o dowolnym ale
tym samym promieniu okrag O(n) w dwuch punktach A', B'; A'B’
jest odcinkiem szukanym.

Istotnie, tréjkaty OAA', OBB' sa réwne, gdyz maja boki odpowied-
nio réwne; a wiec CAOA'= < BOB'. Jezeli od tych katow odejmiemy
(lub do nich dodamy, zaleznie od przypadku) kat wspdlny <cBOA’, to
dostaniemy: <CAOB= < A'OB’, Stad wynika, ze trojkaty A0B, A'OB’
s3 podobne, a boki ich sg zwigzane proporcjg

04:04'=AB:A'B’;
uwzgledniajac, ze
OA=m, OA'=n, AB=p,
wnosimy, ze A'B’ jest odcinkiem czwartym proporcjonalnym do m, n, p.

Gdyby bylo p > 2m, wtedy nie moznaby bylo w pierwszym kole wy-
kresli¢ cigciwy AB=p; ale mozna i w tym przypadku zastosowaé wska-
zang konstrukcje, podstawiajac zamiast m i n odcinki podwdjne, a jezeli
to nie wystarcza—potréjne i t. d., gdyz jest zawsze, jakakolwiek bedzie
liczba :

km:kn=m:n.

E. Dubouis rozwiazat to samo zadanie w sposéb nastepujgcy.

Fig. 20.

Dokola dowolnego punktu O jako $rodka opiszmy okrag o promie-
niu m (fig. 20) i obierzmy na nim punkty M, N, P tak, ze MN=n,
MP=p; jezeli przez @ oznaczymy punkt symetryczny do M wzgledem NP,
wtedy SCMON=2xMPN= < MPQ, a wiec trojkgty rownoramienne NOM
i QPM s3 podobne. Wskutek tego

OM:MN=PM: MQ,
czyli
m:n=p:MQ;

a wigc MQ jest szukanym odcinkiem czwartym proporcjonalnym.
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Azeby mozna bylo zastosowac¢ te konstrukcje, powinno byé jedno-
czeSnie n<2m i p<2m; jezeli te warunki nie sa oba spelnione, wtedy
nalezy kolo O(m) zastapi¢ przez inne koto O(km), gdzie k jest odpowied-
nio dobrang liczbg catkowitg. Odcinek, ktory sie wtedy otrzyma jako
czwarty proporcjonalny, nalezy pomnozy¢ przez k, azeby otrzymaé odci-
nek szukany.

Rozbidér tego zadania prowadzi do twierdzenia nastgpujacego: Je-
zeli MNP jest trojkatem wpisanym w okrag,a @ jest punk-
tem symetrycznym do M wzgledem boku NP, wtedy MQ
jest odcinkiem czwartym proporcjonalnym do promie-
niaidwuch bokéw pozostatych MN, MP.

Zadanie o czwartej proporcjonalnej jest jednym z najwiecej cha-
rakterystycznych przykladéw zadan elementarnych, ktére za pomocg sa-
mego cyrkla dadza si¢ rozwigza¢ prosciej, anizeli znanemi metodami,
z zastosowaniem linjatu; co prawda jednak ta wigksza prostota zatraca
sie w rzeczywistosci, jezeli nie sa spelnione pewne nierdéwnosci warun-
kowe miedzy m, n, p, poniewaz wtedy trzeba stosowaé (czasami nawet
kilkakrotnie) zadanie drugie tego paragrafu.

§ 3. Zadania podstawowe w metodzie Mascheroniego.
la) Znalez¢ punkty wspélne okregu i prostej, nie prze-
chodzgcej przez jego srodek.

Niech bedzie O srodkiem kota, AB prosta dana. Znajduje¢ punkt P
symetryczny do O wzgledem prostej AB; jezeli C i D s3 punktami wspol-
nemi okregu i proste] AB (w zaloZeniu, ze takie punkty istniejg), wtedy
czworobok OCPD ma oczywiscie wszystkie boki rdwne. Azeby wiec
otrzymaé punkty C i D, wystarczy przecigé okrag dany okregiem P(OC).

1b) Znalezé¢ punkty wspélne okreguiprostej, prze-
chodzacej przez jego $rodek.

Jezeli A jest punktem prostej, réznym od $rodka O okregu, to opisz-
my dowolnym promieniem okrag, majacy srodek w A i przecinajacy okrag
dany w dwuch punktach B, C; podzielmy na dwie cze$ci réwne kazdy

i z dwuch tukéw, ktére punkty B i C
n wyznaczaja na okregu danym: punk-
g e e sty *E ¢ Al Kk i .
i y podzialu s3 punktami zgdanemi.
, o 2a) Wyznaczy¢é punkt
])'\,4;‘:’.____4---_-\._‘;1) wspélny dwuch prostych nie
EB prostopadtych.

Niech beda AB, COD (fig. 21)
dwiema prostemi danemi. Wyznacz-
my punkty O’ i D' symetryczne do C i D wzglgdem proste] AB, poczym
wyznaczmy na CC' punkt E w taki sposob, azeby czworokat C'D'DE

Fig. 21.
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byt réwnoleglobokiem. Przez punkt przecigcia H prostych AB i CD
przechodzi oczywiscie i ¢'D'. Mamy teraz proporcj¢ nastgpujaca:

CE:CC'=CD:CH,

w ktorej trzy pierwsze wyrazy sg odcinkami znanej dlugosci; mozemy
wiec za pomocg zad. 5 § 2 wyznaczyé dlugosé¢ odcinka CH, a wigc i po-
tozenie punktu H, ktéry jest jednym z punktéw wspolnych dwuch
okregow C(CH) i C'(CH).

Ta konstrukcja nie da sig zastosowaé, jezeli proste AB i CD sg pro-
stopadte, jak to tatwo sprawdzi¢. Azeby rozwigzaé¢ zadanie i w tym przy-
padku szczegélnym, podamy przedtym rozwigzanie innego zadania, opie-
rajgc sie na konstrukcjach poprzednich.

3) Znalezé¢ punkt Srodkowy odcinka AB.

Wyznaczywszy punkt C symetryczny do A wzgledem B, znajdzmy
odcinek m trzeci proporcjonalny do AC i AB (t.]. odcinek, czynigcy za-
dos¢ proporcji AC:AB=AB:m), opiszmy okrag A(m) i wyznaczmy jego
punkt, lezgcy na prostej AB migdzy A i B; bedzie to punkt $rodkowy
odcinka AB.

Mozemy teraz

2b) znaleié¢ punki wsp6lny dwuch prostych ABi CD
prostopadtych do siebie.

Wykreslmy punkt C’ symetryczny do C wzgledem prostej AB;
punkt zgdany nie jest niczym innym jak punktem srodkowym odcin-
ka CC'. ;

W konstrukcji punkt D nie byt zuzytkowany: jest to naturalne,
gdyz prosta CD jest dostatecznie oznaczona przez warunki, ze przechodzi
przez punkt C i jest prostopadta do AB. Zadanie moznaby bylo tak
wyrazi¢: Wyznaczyé spodek prostopadtej, poprowadzonej
z punktu do prostej.

Dubouis znajduje punkt przecigcia dwuch prostych innym spo-
sobem, opierajac si¢ na zadaniu nastgpujgcym:

4) Wyznaczyé $rodek okregu kota, przechodzacego
przez trzy punkty M, N', P', nie lezace na jednej prostej.

Oznaczmy przez O punkt symetryczny do M wzgledem prostej N'P'
(fig. 20.na str. 31), a przez r promien kota, przechodzacego przez M, N,
P'; wtedy bedzie na zasadzie twierdzenia, wypowiedzianego w koncu po-
przedniego paragrafu: .

r:MN'=MP': MO,
czyli:
MCL IRV ERERTIR o e s vl e (X)

Otrzymamy wigc za pomocg konstrukeji Dubouisa odcinek r ja-

Gieometrja. T. IL 3
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ko czwarty proporcjonalny, opisujac okrag O(OM), przecinajac go w N
i P okregami M(MN') i M(MP') i wyznaczajac nastgpnie punkt @ sy-
metryczny do M wzgledem prostej NP: bedzie wtedy MQ=r. W rzeczy
samej, mamy

MO:MN=MP:MQ,

a poniewaz MN=MN', a MP=MP', przeto, poréwnywajac z roéwnaniem
(1), znajdziemy:
.ZMQ::V.

Srodkiem okregu kola, przechodzacego przez M, N', P’ jest wigc jeden
z punktow wspolnych okregow M(MQ) i N'(MQ).

Powracajac do poprzedniego zadania, mamy

2) znalez¢ punkt przecigcia dwuch prostych AB i CD.
Obierzmy na plaszczyznie tych prostych dowolny punkt M i wyznaczmy
punkty M’ i M" symetryczne do M wzgledem prostych AB i CD; prze-
cieciem obu prostych bedzie srodek okregu, przechodzacego przez punkty
M M, M.

Sposéb, ktérym Dubouis znajduje punkt wspélny dwuch prostych,
ma te wyzszo$¢ teoretyczng nad sposobem Mascheroniego, ze daje
si¢ zastosowaé¢ zarowno w przypadku prostych ukosnych, jak i prosto-
padiych. Pomimo to konstrukcje Mascheroni’ego sa praktycznie do-
godniejsze jako mniej sztuczne.

§ 4. Rozwiazanie kilku zadan o odcinkach i katach. PodaliSmy
juz wprawdzie konstrukcje punktu srodkowego
odcinka, na podstawie zadan rozwigzanych po-
przednio, ale ta konstrukcja nie jest najkrotsza;
a jezeli -pomimo to oddaliSmy jej pierwszen-
stwo, to zrobiliSmy tak tylko dlatego, azeby
liczbe konstrukeji przygotowawczych sprowadzic¢
do minimum. W praktyce jednak dogodniej jest
postugiwac si¢ nastepujacg odrebng metody.

1) Nowa konstrukcja Srodkowe-
go punktu odcinka.

Niech bedzie 4B odcinkiem danym (fig. 22).
Opiszmy, przyjmujac A za Srodek, podtkole
BCDE, a nastepnie okrag B(BE); na tym
okregu wyznaczmy punkty P, @ tak, zeby by-
to EP=EQ= EC (jezeli BC= BA), poczym opisz-
my okregi P(EC) i Q(EC). Te dwa okregi prze-
cinaja si¢ w dwuch punktach prostej BE; jeden z nich, M, twierdze, ze
jest punktem $rodkowym miedzy 4 i B.

Fig. 22.
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W rzeczy samej, w tréjkacie BPE (ktéry jest rownoramienny, a wigc
ma kat <CBEP ostry) jest:
BP?=BE?*+ PE?—2. BE .rzut PE na BE,

czyli, poniewaz BP= BE:
PE?=BE.2.rzut PE na BE.

Uwzgledniajac teraz, ze na zasadzie konstrukcji PE= PM, mamy:

2.rzut PE na BE=EM,
przeto
PE*=BE.EM=2.AB. EM;

ale PE = EC = AB. V3, a wigc ostatnia réwnosé przyjmie postaé:
3.AB2=2.4B.EM,

skad znajdziemy:
3.AB=2.EM,
a odejmujac od kazdej strony 2.A4D:
AB=2_AM,
co znaczy, ze M jest punktem Srodkowym miedzy 4 i B.

Poslugujac sie konstrukecja powyzsza, mozemy przystapi¢ do znale-
zienia punktu Srodkowego M’ odcinka AM, a nastgpnie punktu s$rodko-
wego M" odcinka AM' i t. d. Azeby otrzymaé¢ punkt M’, wystarczy wy-
znaczy¢ na okregu B(BE) punkty P’ i @' tak, azeby bylo EP'= EQ = AP,
poczym, przyjmujac Srodek kolejno w P’ i ', opisa¢ dwa okregi tym
samym promieniem AP; te okregi wyznaczaja szukany punkt M'. W rze-
czy samej, widzimy przedewszystkim, ze punkt M' lezy na proste] BE,
oprécz tego, oznaczajac przez R spodek prostopadlej, poprowadzonej
z punktu P do BE, mamy zaleznosci nastepujgce:

BP?=AB*+AP*+2.AB.AR
PE?*=AE*+ AP?—2.AE.AR;
sumujac je i uwzgledniajac, ze AB=AE, znajdziemy:

BP?+ PE?=2.AB*+2.AP2
A poniewaz
BP=BE=2.AB; PE=CE=AB.V3,

przeto, podstawiajac te wartosci w réwnaniu poprzednim, dostaniemy:

7.AB?=2. AB*+2. AP,
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czyli:
o AB'=AP'-EP".

Z tréjkgtéw réwnoramiennych i podobnych BP'E, P'M'E mamy:

EPY=BE.M'E,
przeto

gABz—.—_z AB.M'E,
skad:
—Z—AB: M'E,

a odejmujac AB od obu stron:
TAB= AN

M’ jest wiec punktem srodkowym miedzy 4 i M.

Punkt M" $rodkowy migdzy A i M' otrzymalibysSmy, wyznaczajac
na okregu B(BE) takie punkty P" i Q", ze EP"=EQ"=AP' i opisujac
okregi P'"(AP') i Q'(AP'); dowod mozna przeprowadzi¢ podobnie jak
poprzednio.

2) Odcinek trzeci proporcjonalny dodwuch odcin-
kow m i n znajduje si¢ podtug metody ogolnej, ktéra stuzy do znale-
zienia czwartego proporcjonalnego do trzech odcinkéw; jezeli jednak
n < 2m, wtedy mozna z pozytkiem zastapi¢ tamto rozwigzanie przez inne,
zaslugujace rowniez na uwage. Niech beda (fig. 23) A i B koncami od-
cinka dlugosci m; opiszmy okregi A(AB) i B(n), ktére si¢
przetna w dwuch punktach C, D; jezeli punkt C' jest
symetryczny do C wzgledem B, wtedy C'D jest odcinkiem
trzecim proporcjonalnym do m i n.

W rzeczy samej, poniewaz kat <CCDC' jest prosty,
przeto proste AB i DC' sa rownolegle, a wiec katy
<< ABD, BDC' sg réwne. Stad wypada, ze dwa trdjkaly
rownoramienne ADB, BDC' sa podobne, a ich boki czy-
nig zado$¢ proporcji:

AB:BD=BD:DC(C’";

to znaczy, ze DC’ jest odcinkiem trzecim proporcjonalnym do m i n.

3) Konstrukcja odcinka réwnego n-tej cz¢sci odcin-
ka danego wykonywa si¢ w ogélnosci przez utworzenie odcinka, row-
nego danemu wzigtemu n razy, i przez znalezienie trzeciego proporcjonal-
nego do tego nowego odcinka i pierwszego. W praktyce nadaje sie do

Fig. 23.
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tego bardzo dobrze wylozona tylko co konstrukcja odcinka trzeciego pro-
porcjonalnego.

Przypusémy np., Ze chcemy wykresli¢. trzecig cze$¢ odcinka AB.
Zacznijmy (fig. 24) od wyznaczenia odcinka AD trzy razy dluzszego od
AB, nastegpnie znajdzmy odcinek L'M trzeci proporcjonalny do AD i AB;
wtedy L'M bedzie trzecia czeScia odcinka AB. Jezeli jeszcze znajdziemy
punkt N, w ktérym przecinaja si¢ okregi M(AB) i A(L'M), wtedy N be-
dzie jednym z punktdéw podzialu odcinka AB na trzy czesci rowne.

Fig. 24. Fig. 25.

Kat mozemy przedstawi¢ za pomoca wierzcholka i dwuch punktéw,
z ktérych kazdy wraz z wierzchotkiem wyznacza jedno ramig¢ kata. FLatwe
s3 wiec rozwigzania samym cyrklem zadan podstawowych o katach.

4) Podwoi¢, potroi¢ it d. kgt BAC.

Opiszmy (fig. 25) okrag A(AC); ten okrag przecina si¢ z okregiem
B(CB) w punkcie D, a kat CCAD jest dwa razy wigkszy od danego.
Opisujac nastepnie okrag A(AB) i przecinajac go w E z D(DB), mamy
kat CCAE trzy razy wigkszy od <cBAC i t. d.

5) Wykres$li¢ dwusieczng kata 3CBAC.

Opiszmy okrag A(AB) i wyznaczmy jego przecigcie D z ramieniem
AC, przyjmujac D i B za srodki, opiszmy dwa okregi tym samym do-
wolnym promieniem i znajdZzmy punkt przecigcia M tych dwuch okrg-
gow. Prosta AM jest zadang dwusieczng.

6) Przyjmujgc prosta A'B’' za jedno zramion, a 4' za
wierzchotek, zbudowaé¢ kat r6wny danemu katowi CBAC.

Wykreslmy odcinek czwarty proporcjonalny do AB, A'B’) AC i od-
cinkiem tym jako promieniem opiszmy okrag dokota srodka A’; podobnie
wykreslmy drugi okrag o srodku B’ promieniem rownym odcinkowi
czwartemu proporcjonalnemu do AB, A'B') BC. Te dwa okregi przetna
si¢ w dwuch punktach potozonych po przeciwnych stronach prostej A'B’;
oznaczajac jeden z nich przez (', dostaniemy kat <CB'A'C’' réwny dane-
mu katowi xBAC,
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7) Podzieli¢ odcinek w stosunku $rednim i skraj-
nym.

Niech bedzie OA (fig. 26) odcinkiem danym; chcemy wyznaczy¢ na
prostej OA punkt Y taki, z¢ OY% = OA.AY. Opiszmy okrag O(0OA)
i wyznaczmy na nim punkty B, C, D, E tak,
7ze AB=B(C=C(CD=DE=0A; wyznaczmy na-
stepnie punkt przecigcia X okregow A(AC)
i D(AC), a potym punkt przecigcia Y okre-
gow C(0X) i E(OX). Punkt Y lezy oczy-
wiscie na prostej OA. Chcac dowiesé, ze OY
jest wiegkszg cze$cia odcinka OA, podzielone-
go podiug zlotego podziatu, zaczniemy od
uwagi, ze z tréjkgta prostokgtnego 40X ma-
my, przyjmujac dla uproszczenia OA=1:

AX=AC= V3,

a wiec 45
0X= V2.

Wyobrazmy sobie teraz proste AOD, CY, CE
i oznaczmy przez H punkt wspélny prostych CE i AD; znajdziemy:

Fig. 26.

0Y=0X=V3; CH:l/z_d,
a z tréjkata prostokatnego CHY:
HY:%Q;
bedzie wiec
V-1,

OY=HY—OH=—5—;

czyli odcinek OY réwna si¢ czesci wigkszej promienia, przngte;go za 1,
podzielonego podlug ztotego podziatu.
Uwaga. Z tej samej figury dostajemy jeszcze:

VB-1_VE+1

DY=DO0+0Y=1+

2 2
DY 0¥ = V5+1 w5-1:1,
2 2
skad
DY.0Y=0D?,

a wigc OD jest wiekszg czescia odcinka DY, podzielonego w stosunku
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$rednim i skrajnym. Dzigki temu ta sama konstrukcja stuzy takze do
rozwigzania zadania:

8) Wykresli¢ odcinek, znajac cze$¢ wiekszg tego od-
cinka, podzielonego w stosunku §rednim i skrajnym.

§ 5. Podzial okregu na 3, 4, 5, 6, 8, 10 czeSci réwnych. Przez
analiz¢ zadania poprzedzajacego osiagneliSmy zasady, ktére pozwalaja
za pomocg samego cyrkla wpisa¢ w okrag wszystkie wielokgty foremne,
ktore juz byly wpisywane przez matematykéw starozytnych z zastosowa-
niem cyrkla i linjatu. Jest to jeden z najpigkniejszych rezultatéw, osiag-
nietych przez Mascheroni’ego; wraz ze znalezionemi w ostatnich latach
rozwigzaniami zadania o wpisaniu siedemnastokata foremnego, rozdziat
ten nalezy do najladniejszych w Gieometrji cyrkla. Nadmienimy, ze po-
dzial okregu na czgSci rowne byl wilasnie pierwszym zagadnieniem, ktore
Mascheroni starat si¢ rozwigza¢, a powodzenie osiagniete zachecilo go
do ustalenia w sposdb ogélny teorji konstrukeji samym cyrklem.

a) Wpisanie szeSciokgta, a wieci trdjkata foremnego, bylo juz
otrzymane w zadaniu poprzedzajacym za pomoca konstrukcji punktéw
A, B, C, D, E (fig. 26).

b) Jezeli okregi O(0OA) i A(OX) przecinaja si¢ w punkcie M, wtedy
AM jest bokiem kwadratu wpisanego w O(OA), poniewaz AM= 0X,
a znalezliémy, ze 0X= V2.

¢) Bok o$miokata znajduje sig, dzielac tuk AM na dwie czesci
réwne; w tym celu jednak niema potrzeby robienia uzytku z konstrukeji
podanej w § 2, jezeli bowiem przetniemy O(0OA) z X(0A) w punkcie L,
wtedy bedzie w tréjkacie OLX: ;

OL aslX <ty 0% V2,

A wiec kat COLX jest prosty, a <LOX stanowi polowe prostego, skad
wynika, ze L jest punktem Srodkowym tuku AM, a odcinek AL jest bo-
kiem osmiokata foremnego.

d) Bok dziesigciokgta foremnego wpisanego rowna si¢ OY,
gdyz OY jest wigkszg czedcig promienia, podzielonego w stosunku srednim
i skrajnym. Tym sposobem otrzymuje si¢ takze podzial okregu na pieé¢
czeSei rownych; bok pigciokgta foremnego jest MY, gdyz odcinek ten
jest przeciwprostokgtng trojkata prostokatnego MOY, ktérego jedna przy-
prostokatng jest promien, a druga wigksza cze$¢ promienia, podzielonego
w stosunku Srednim i skrajnym.

Mozna zauwazy¢, jesli chodzi o pigkno konstrukeji, ze w zada-
niach, rozwigzanych w tym paragrafie, robi si¢ uzytek z trzech tylko
otworéw cyrkla, réwnych odpowiednio V1, V2, Vi3.
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§ 6. Zadania rozwigzywane w przybliZzeniu: wyprostowanie
okregu, podwojenie sze§cianu. Niech bedzie O srodkiem okregu (fig. 27),
na ktérym mierzy sie tuki poczawszy od jednego z jego punktow A, przyj-
mujac zwrot, oznaczony strzatkg, za dodatni. Niech bedzie P jakimkolwiek

punktem okregu, a tuk AP niech np. na-

>‘¥ lezy do jednej z dwuch pierwszych ¢wiar-

tek okregu; oznaczmy jeszcze przez @ punkt

symetryczny do P wzgledem srednicy OA.

Wyznaczywszy punkt X jak w zadaniu 7
§ 4, mamy z tréjkgta OPX:

PX?2=0P2+0X?-0X.2.rzut OP na OX
=042+ 0X? - 0X.PQ
=AX?2- 0X. PQ.

Zaktadajac teraz OA=1, tuk AP=a
(w stopniach), mamy

AX =V3, 0X=V?2, PQ=2sina,

a jezeli oznaczymy przez b diugos¢ odcinka PX, wtedy poprzedni wzor
przyjmie postac:

Fig. 27.

Dric8 o OvBadbia o G N

Ten wzér zastosujemy do rozwigzania obu zadan.

1) Przyblizone wyprostowanie okregu.

Niech bedzie O(0OA) okregiem, ktéry mamy wyprostowaé. Wyznacz-
my punkt X jak poprzednio, opiszmy okrag B(BX) i oznaczmy przez R
jego punkt przecigcig z okregiem O(0A), nalezgcy do tuku BCD. Blad
jaki popetniamy, przyjmujac odcinek AR za miare czwartej czesci okre-
gu, wynosi okoto 0,0004 przez nadmiar.

W rzeczy samej, jezeli w réwnaniu (1) zalozymy a=AB=60° to
otrzymamy

b BT N8B

Do odcinka BX= BR, uwazanego za cieciwe kota O(0A), nalezy tuk
BR, ktéry mozna obliczy¢ podiug znanego wzoru:
cigciwa . rluk)
o Vs 1n(—2—), o AP HaieOini
286’ 286/

86
* At y — 43039 <90 ¢ —=103°33 - \
znajdziemy stad, ze luk BR=43 332005 , a wiec tuk AR =103°33 3005
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Jezeli teraz podiug tego samego wzoru (2) obliczymy cieciwe AR, to do-
staniemy:
AR=1,57 11996.

Z drugiej strony miara czwartej czesci okregu wynosi 1,5707963, a liczba
ta jest w przyblizeniu mniejsza o 0,0004 od liczby znalezionej dla cigci-
wy AR.

2) Przyblizone podwojenie szescianu.

Niech bedzie 04 =1 krawedzig szescianu (fig. 27); mamy znalezé
krawedz szescianu, ktérego objetosé jest dwa razy wieksza od objetosci
pierwszego sze$cianu. Opiszmy koto 0(0A), znajdzmy punkt X jak w po-
przednich zadaniach, a punkt M jako wierzchotek kwadratu wpisanego,
ktérego innym wierzchotkiem jest A (§ 5, b); wykreslmy teraz koto M(M0)
i znajdZzmy jego punkt przecigcia N z lukiem CD. Odleglosé¢ tego punk-
tu N od X przedstawia krawedz szeScianu dwa razy wigkszego od sze-
Scianu danego, z bledem mniejszym od 0,0007 przez niedomiar.

W rzeczy samej, tuk AN=150° Podstawiajac t¢ wartos¢ zamiast o
we wzorze (1), bedziemy mieli:

b=NX=V3— vV2=1,2592800.

Z drugiej strony $/2=1,2599209, a liczba ta przewyzsza warto$é znalezio-
ng dla NX w przyblizeniu o 0,00064.

§ 7. Przeksztalcenia przez promienie odwrotne i konstrukcje
samym cyrklem: zadania podstawowe. Podane przez Adlera dowo-
dzenie twierdzenia podstawowego Gieometrji cyrkla wymaga moznosci
rozwigzania, za pomocg samych okregow, kilku zadan, ktoére teraz wy-
mienimy. Z zadan rozwigzanych przez Mascheroni’ego potrzebne sa
tu tylko 2) i 3) § 2. Mozemy teraz przystapi¢ do zadan nastepujacych.

1) Dane jest na ptaszczyznie koto # o §rodku 0 i pro-
mieniu 7 mamy wykresli¢ samym
cyrklem odwrotnosé¢ punktu M wzgle-
dem %; czyli, mamy wyznaczy¢ na
prostej OM punkt M', czynigcy za-
dosé warunkowi OM.OM' =72

a) Przypusémy naprzod, ze OM >—g—.

Okrag M(MO) przecina k w dwuch punktach
Fig. 28. A, B (fig. 28); okregi A(r) i B(r) przecinaja sie

na prostej OM w punkcie zgdanym M'. Istotnie,

jezeli oznaczymy przez X punkt wspolny tych dwuch ostatnich okregow,
polozony wzgledem O po tej samej stronie, co M, wtedy otrzymamy z po-
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dobienstwa dwuch tréjkatéow MOA, AOX:
OM.0X=0A%*=r
To réwnanie wyraza, ze punkt X pokrywa sie z M.
b) Niech teraz bedzie 0M<%. Poniewaz w tym przypadku okrag

M(MO) nie przecina, jak w a), okregu k, przeto wykreslmy odcinek
ON=mn. OM, przyjmujac za n liczbe¢ calkowita dos¢ wielka, azeby byto

ON >%; bedziemy wtedy mogli, za pomoca konstrukeji poprzedniej, zna-

lez¢ punkt N' odwrotny do N; wreszcie punkt M’ zostanie wyznaczony
podtug zaleznosci OM'=n.ON'.

A wige mozemy za pomocg samego cyrkla wyznaczy¢ odwrotnosé
kazdego punktu wzgledem #%.

Uwaga. Jezeli punkt M jest taki, z2 OM=pr (p oznacza jakakol-

wiek liczbe catkowita), to 0M’=—£. Tym sposobem dostajemy nastepu-

jaca konstrukcje p-tej czesci odcinka: jezeli OC jest odcinkiem danym
(fig. 28), to wyznaczmy na prostej OC punkt M tak, azeby bylo
OM=y.. OC; oznaczajac przez M' odwrotnos¢ punktu M wzgledem okre-
gu 0(0C), bedziemy mieli

o =L oc
P..

Jezeli t¢ konstrukcje poréwnamy z poprzednim rozwigzaniem tego same-
go zadania (§ 4 zad. 3), to zauwazymy, Ze jest to ta sama konstrukcja
uczyniona tylko nieco prostsza i wiecej symetryczng, jest wiec w prakty-
ce dogodniejsza. Ogolniej, konstrukcja tulaj podana, rozwigzuje zadanie:
» Wykresli¢ odcinek trzeci proporcjonalny do dwuch odcinkéw danych®
i przypomina od razu odpowiednia konstrukeje z § 4 (zad. 2), od kto-
rej jest troche prostsza. Co sig¢ tyczy zreszta podzialu odcinka na czesci
réwne, to ta konstrukcja byta juz wylozona w ksigzce Maschero-
ni’ego w przypadku p.=2; ale niema tam nawet powierzchownej wzmian-
ki o zasadzie promieni odwrotnych.

Przypominamy nastepujace wlasnosci przeksztalcenia przez promie-
nie odwrotne.

Prosta nie przechodzaca przez O przeksztalca si¢ na kolo kto-
re przechodzi przez O i ktérego $rednica, poprowadzona przez O, jest
prostopadla do prostej. I odwrotnie.

Koto nie przechodzgce przez O przeksztalca si¢ na koto, odpo-
wiadajace pierwszemu w jednokladnosci, ktérej srodkiem jest O.

Prosta przechodzgca przez O przeksztalca si¢ na siebie sama.



s i gl

e

A e,

Chcemy teraz

2) wprzeksztatceniu odwrotnym wzgledem ¥ wyzna-
czy¢ Srodek okregu, odpowiadajacego danej prostej RS,
nie przechodzgcej przez O.

Niech bedzie M (fig. 29) punktem symetrycznym do O wzgledem
prostej ES, a M' niech bedzie punktem odwrotnym do M wzgledem okre-
gu k; jezeli teraz oznaczymy przez H punkt wspolny prostych OM i RS,

=

e e

1
1
!
]

<

e

Fig. 29,

a przez H' punkt odwrotny do H, wtedy OH' bedzie $rednica kola, od-
powiadajacego prostej RES, a wigc srodkiem tego kola bedzie punkt srod-
kowy miedzy O i H'; a poniewaz

OM=2.0H,

przeto OH'=2.0M', skad wynika, ze M' jest punktem $rodkowym od-
cinka OH', jest wigc szukanym $rodkiem kota.

3) W przeksztatceniu odwrotnym wzgledem k¥ wyzna-
czyé srodek okregu 7', odpowiadajgcego danemu okrego-
wi 1, nie przechodzgacemu przez O.

Jezeli M jest punktem odwrotnym do O wzgledem v, a M’ jest punk-
tem odwrotnym do M wzgledem %k, wtedy M’ bedzie $srodkiem szukanym.
W rzeczy samej przypusémy, ze okregi v i 7' zostaly wykreslone (fig. 30),
oznaczmy ich $rodki przez Q i M' i wyznaczmy punkt M, odwrotny do
M' wzgledem k. Poprowadzmy z punktu O prostg, ktéra spotyka okrag
Y w dwuch punktach R, R, i oznaczmy przez R' jeden z jej punktow
przecigcia z okregiem 7', a mianowicie ten punkt, ktéry odpowiada punk-
towi B w odwrotnosci wzgledem k; a wigc R’ odpowiada punktowi R,
w jednoktadnosci wzgledem $rodka O, w ktorej 7' odpowiada okregowi .

Mamy wiec zaleznosci nastgpujace:

(1) %= % (wskutek rzeczonej jednoktadnosci)

OR.OR' =0M.OM' (wskutek odwrotnosci wzgledem F),
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a wiec: B
) 0} ~OR"
Z (1) i (2) wynika:
OR 09
OM OR,’

co wskazuje, ze trojkaty ORM i OQR,, majace kat O wspolny, sa po-
dobne; przeto
X ORQ=xXRMO; <R,Q0=x0RM.

Fig. 30.

Z tych dwuch réwnosci oraz z réwnosci
< QRR,=<RR,Q
wynikajg jeszcze nastepujgce:
X ORQ= xQMR, xQ0R=MRQ;

wskutek tego tréjkaty ORQ i RMQ maja katy odpowiednio réwne; sa
wiec podobne, a miedzy ich bokami istnieje zaleznos¢

Q0 QR
QR oM’
czyli:
Q0.QM=QR?,

co stwierdza, ze punkty O i M s3 odwrotne wzgledem kota y. To dowo-
dzi slusznosci wskazanej konstrukcji srodka kota ¢'*).

*) Podane przez Adlera uzasadnienie tej konstrukeji rozni si¢ od tego,
ktore tu wylozyliSmy; tamto jest krotsze, ale zawodzi w tych wszystkich przy-
padkach, w ktorych nie mozna poprowadzié stycznych z 0 do t i ¢'; nasze dowo-
dzenie jest wprawdzie wigcej zlozone, ale ma t¢ zalete, ze stuzy we wszystkich
przypadkach.
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Uwaga. Okrag, ktéry w przeksztalceniu przez promienie odwrotne
odpowiada prostej, moze by¢ od razu wykreslony, jezeli zostat juz znale-
ziony jego $rodek, gdyz wiemy, ze ten okrag musi przej$¢ przez O. Na-
tomiast znajomo$¢ $rodka w ogélnosci nie wystarcza, azeby mozna byto
opisaé¢ okrag y' pochodzacy z przeksztalcenia innego okregu 7, ale trzeba
jeszcze wyznaczyé odwrotnos¢ ktoregokolwiek punktu okregu 7; to ostal-
nie dziatanie staje si¢ zbytecznym w tym tylko przypadku, kiedy y prze-
cina kolo podstawowe przeksztalcenia, gdyz punkty tego kota odpowia-
daja samym sobie.

§ 8. Zastosowanie przeksztalcenia odwrotnego do dowiedzenia
rozwigzalno$ci zadan elementarnych za pomoca samego cyrkla. Niech
bedzie do rozwigzania zadanie planimetryczne P, w ktérym nie wystepu-
ja inne linje oprdcz prostych i okregéw; oznaczmy przez F' figure, ztozo-
ng ze wszystkich punktéw i wszystkich linji wystgpujacych w zadaniu,
choéby tylko jako pomocnicze elementy konstrukcyjne. Opiszmy kolo F,
ktorego s$rodek O nie lezy na zadnej z tych linji, i zbudujmy figure #”
odwrotng do F wzgledem %; stosownie do wymienionych poprzednio wia-
snosci przeksztalcenia przez promienie odwrotne figura F sktada si¢ wy-
tacznie z ko, ktére moga by¢ za pomoca samego cyrkla otrzymane z linji
figury F przez zastosowanie dogodnych konstrukcji podanych w § 7. A wiec
zadanie P, polegajace na wykreslaniu pewnej liczby prostych i okregéw,
zostato przeksztalcone na inne zadanie P’, ktérego rozwigzanie wymaga
tylko kreslenia okregéw. Punkty, stanowiace rozwigzanie zadania P’, nie
sa niczym innym jak odwrotnosciami wzgledem % punktéw, bedacych
rozwigzaniem zadania P; mozna wigc przej$é od jednych do drugich za
pomocy tego samego przeksztalcenia przez promienie odwrotne. A ponie-
waz te wszystkie przeksztalcenia nie wymagaja innych przyrzadéw oprocz
cyrkla, przeto kazde zadanie, dajgce sig rozwigza¢ za pomo-
cg linjatuicyrkla, moze by¢ rozwigzane za pomocg sa-
mego cyrkla.

§ 9. Wzmianka o zastosowaniu przeksztalcenia przez promie-
nie odwrotne do rozwiazania niektérych zadan elementarnych. Ta
sama uwaga, ktéra byta zrobiona na poczatku o metodzie Maschero-
ni’ego, dotyczy rowniez systematycznego stosowania zasady przeksztalce-
nia przez promienie odwrotne, a mianowicie zaréwno jedna jak i druga
metoda, o ile nie bra¢ nic wigcej pod uwage, komplikuje w ogolnosci
rozwigzanie graficzne. Ale wobec tego, ze dokladniejsze zbadanie metody
Mascheroniego (§§ 4, 5, 6) przekonalo nas, ze w wielu zagadnieniach
ta metoda positkuje si¢ szczegélnemi pomystami, dzigki ktérym zaslugu-
je na pierwszefistwo przed innemi metodami wiecej znanemi, to atwo
przypusci¢, ze fakt analogiczny sprawdzi si¢ i w stosunku do metody
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Adlera. Chociaz nie ulega watpliwosci, ze byloby pozyteczne komplet-
ne rozpatrzenie réznych kategorji zadan, do ktérych odwrotnos¢ moze
byé z korzyécig stosowana, to jednak nie zamierzam tutaj przedsiewzigé
takiego badania; powiem tylko, ze trzeba si¢ kierowac¢ dwojakiemi wzgle-
dami przy stosowaniu tej metody: przedewszystkim robi¢ uzytek, o ile to
tylko mozliwe, z wlasnosci odwrotnosci, a powtoére w kazdym przypadku
wybieraé starannie koto podstawowe przeksztatcenia.

Azeby da¢ odpowiedni przyktad, przypusémy, Ze mamy rozwigzac
zadanie nastgpujace.

1) Wyznaczy¢ $rodek kota, przechodzgcego przez
trzy punkty 4, B, C nie lezgce na jednej prostej.

Mozna postgpowa¢ w taki sposdb. Opisuje okrag k=A(AB) i w prze-
ksztalceniu odwrotnym wzgledem tego kola znajduje punkt ¢’ odpowia-
dajgcy punktowi C; prosta B(’ jest oczywiscie odwrotnoscia kola, prze-
chodzgcego przez A, B, C, wzgledem k. Jezeli wiec znajde punkt M’ sy-
metryczny do A wzgledem prostej BC', a nastgpnie punkt M odwrotny
do M' wzgledem k, wtedy M bedzie $rodkiem szukanym.

Ta konstrukcja, wobec tego, ze si¢ wykonywa samym cyrklem, jest
dosé prosta i nie pozbawiona elegancji, a dochodzi si¢ do niej przez wia-
Sciwy wybodr kola k. :

Istnieje jeszcze cala klasa zadan, w ktdrych metoda przeksztatcenia
przez promienie odwrotne wydaje sie szczegdlnie wskazang: s3 to kon-
strukcje, w ktorych trzeba wykonywaé dzialania nad elementami, nie
mieszczacemi si¢ w granicach arkusza. Widoczne jest w rzeczy samej,
ze stosujac odpowiednie przeksztalcenie przez promienie odwrotne do fi-
gury takiej, jaka byta dana, zawsze mozna w praktyce zastapi¢ elemen-
ty, ktére wypadaja pe za arkuszem, przez inne elementy, zawarte w gra-
nicach rysunku; wtedy rozwigzanie zadania staje si¢ oczywistym, o ile
nie zostato juz osiggniete.

Wykazemy na zadaniu, rozwigzywanym juz niezliczonemi sposoba-
mi, jak sie stosuje powyzszy pomysl. Chcemy

2) wyznaczyé prosta 1aczgacg punkt Pz niedostepnym
punktem przecigecia @ dwuch danych prostych 4B, CD.

Opisawszy okrag k o $rodku P, wykreslamy okregi odpowiadajace
obu prostym w przeksztalceniu przez promienie odwrotne wzgledem Fk;
te dwa okregi przechodza oba przez P, a wiec przecinaja si¢ jeszcze
i w drugim punkcie, ktéry nie moze byé innym, jak punktem @ odwrot-
nym do Q. A poniewaz punkty P, @, @ lezg na jednej prostej, przeto
prosta szukana jest PQ. W praktyce mozna zawsze otrzymaé¢ @ w gra-
nicach rysunku. W rzeczy samej, jezeli cho¢ jedna z prostych AB, CD
lezy zewnatrz kola k, wtedy przynajmniej jedno z kol, odpowiadajacych
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tym prostym, lezy z koniecznosci catkowicie wewnatrz k, a wigc i punkt
@ wypadnie wewnatrz k. Trzeba wigc tylko do mnaszego celu wybraé
promien kota % dostatecznie maty.

Gdyby w tym zadaniu dwie proste, wyznaczajace punkt @, zastapié
przez dwa okregi, wtedy moznaby bylo wykona¢ analogiczng konstrukcje;
trzebaby tylko, ze wzgledu na mozliwe uproszczenie, zauwazyé, ze do-
godnie jest opisa¢ w tym przypadku koto k¥ w taki sposob, azeby przeci-
nalo oba okregi dane; a to na zasadzie uwagi koncowej § 7.

Przytocze jeszcze jeden przyktad. Mamy

3) opisa¢ okragg, ktorego srodkiem jest punkt dany O
i ktéry przechodzi przez niedostepny punkt P, bedacy
punktem wsp6lnym dwuch okregéw a i oosrodkach 41iB.

Weimy naprzéd pod uwage przypadek, w ktéorym zadanie moze
byé bezposrednio rozwigzane, bez uciekania si¢ do przeksztalcenia przez
promienie odwrotne. Jest to ten przypadek, w ktérym wypadajg w gra-
nicach rysunku punkty 4 i B, punkt P;, w ktérym spotykaja sie okregi
o i § oprécz w P, i punkt O, symetryczny do O wzgledem prostej AB.
Istotnie, mamy wtedy OP=0,P,, a wiec okrag zadany jest O(0,P,). Za-
uwazymy nawet, Ze mozna poming¢ jeden z punktéw 4 i B; gdyz jezeli
mamy na rysunku np. tylko punkt B, wtedy jakikolwiek okrag o srodku
B przecina oo w dwuch punktach R, 8 symeirycznych wzgledem prostej
AB, a wigc dwa jakiekolwiek okregi o srodkach R i S przecinaja sig
w dwuch punktach prostej AB; mozemy przeto w braku punktu 4 wy-

\ znaczy¢ inne punkty prostej AB.

\ Jezeli natomiast przypuscimy, ze rysunek zawiera punkty A i B, ale
nie zawiera O, (obecno$¢ punktu P, jest teraz obojetna), wtedy zadanie
rozwigzuje si¢ dogodnie za posrednictwem przeksztalcenia przez promie-
nie odwrotne. W rzeczy samej, okregi o' i 3’ odwrotne do a i § wzgle-
dem dowolnego kota k¥ o srodku O przecinajg si¢ w dwuch punktach P’
i P, odwrotnych do P i P,; okrag O(OP') jest odwrotnoscia okregu szu-
kanego, jezeli wiec obierzemy na O(OP') jakikolwiek punkt M’ i znaj-
dziemy jego odwrotno$¢ M (starajac sie przy wyborze punktu M’ o to,
azeby punkt M nie wypadl poza granicami rysunku), wtedy okrag zada-
ny bedzie O(OM).

I tutaj réwniez osiggniemy pewne uproszczenie konstrukeji, jezeli
okrag k opiszemy w taki sposob, azeby przecigt zaréwno a jak B.

Zastepujac w tym zadaniu okregi o i 3 przez dwie proste, dostanie-
my zadanie, ktére rowniez latwo rozwigza¢ za pomoca przeksztalcenia
przez promienie odwrotne.
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