ARTYKUL DZIEWIATY.

Niektore uwagi ogolne o zadaniach
gieometrycznych.

napisat
Federigo Enriques z Bolonji.

Po badaniach szczegdlnych rozmaitych zagadnien, rozpatrywanych
w poprzednich artykutach, podamy niektére uwagi syntetyczne o zada-
niach gieometrycznych, dotykajac w pewnych punktach rozwazan wyz-
szego rodzaju. Jakkolwiek niektére z tych uwag malg majg stycznosé
z tym, co bylo méwione przy sposobnosci tej lub innej grupy zadan, to
jednak nie uwazamy za zbyteczne mie¢ je przed oczami w calosci, azeby
ulatwié wytworzenie sadu por6wnawczego o tych badaniach.

§ 1. Cel praktyczny badan gieometrycznych. Rozwigzywanie gra-
ficzne zadan konstrukecyjnych stanowi jeden z gtéwnych celow gieometrji.
Nawet tam, gdzie ten cel wydaje si¢ niemal zapomnianym w rozwoju po-
szukiwan teoretycznych, latwo wysledzi¢ jego wplyw kierowniczy na te
poszukiwania.

Przedewszystkim, poniewaz kazde twierdzenie gieometryczne pozwa-
la nam poznaé¢ pewne zaleznosci miedzy elementami figury, przeto moze
by¢é uwazane jako warunek, ktéremu jest poddana konstrukcja tej fi-
gury. Tak np. twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa pou-
cza nas, ze jezeli kwadrat odcinka ¢ ma byé¢ réwnowazny sumie kwadra-
téw odcinkow b, ¢, to tréjkat, majacy za boki @, b, ¢, musi byé prosto-
katny z kgtem prostym zawartym miedzy bokami b, ¢; ta wiadomosé wy-
raza warunek, ktéoremu musimy uczyni¢ zados$é, jezeli chcemy dodawaé
lub odejmowa¢ dwa kwadraty, a ktory zawiera zarazem rozwigzanie tego
zadania konstrukcyjnego, gdyz jest to warunek wystarczajgcy.

Wogéle analiza wlasnosci figury gieometrycznej prowadzi analogicz-
nie do ustalenia warunkéw konstrukeyjnych tej figury, moze wigc byé
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dopiero wtedy uwazana za wyczerpang, kiedy zostaly odkryte miedzy jej
elementami takie zaleznosci, ktére wskazuja, w jaki sposéb figura moze
by¢ wyznaczona przez dowolny wybér niektérych elementéw.

: Przypusémy, ze mamy do czynienia z wieloscianem foremnym o dwu-
nastu Scianach (dwunastoscianem). Przedewszystkim przekonywamy sie
ze jego Sciany sa pieciokgtami, a jego katy brylowe.sa trdéjscianami; ale
dopiero wtedy bedziemy mogli uwazac istotng konstrukeje wieloscianu za
wyznaczong, kiedy okazemy, ze w jego rzucie prostokatnym na plaszczyzne
jednej ze Scian obrazy wierzcholkow tworza dwa dziesigciokaty foremne
spolsrodkowe takie, ze promien kola opisanego na wigkszym dziesigcioka-
cie jest wigkszy od promienia kola opisanego na mniejszym o wigksza
cze$¢ tego promienia, podzielonego w stosunku s$rednim i skrajnym?).

§ 2. Zadania nieoznaczone. Zadania gieometryczne moga dotyczyé
figur plaskich lub przestrzennych; ale w tym drugim przypadku
prosta metoda ogélna rzutéw prostokatnych, rozwinigta przez Mon ge’a,
pozwala zawsze sprowadzi¢ zadanie do konstrukeji ptaskich; tego rodzaju
redukcja moze tez byé w wielu przypadkach szczegélnych osiggnieta
z tatwoscia bezposrednio za pomoca odpowiednich rozwazan, jak to np.
widzieliSmy w zadaniu podwojenia szescianu (art. VII).

Dlatego tez bedziemy si¢ w dalszym ciggu odwolywali zawsze do za-
dan gieometrji plaszczyzny.

Zadania gieometryczne moga by¢ oznaczone albo nieozna-
czone,

Za oznaczone uwazamy te zadania, ktére wymagaja konstrukcji fi-
gury za pomocg danych elementéw i zaleznosci, jezeli figura rozwiazuja-
ca zadanie nie moze by¢ poddana ruchowi albo zmianie ciggtej;
w przeciwienstwie do tego nazywamy nieoznaczonemi te zadania, ktore
mogg mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan, mogacych si¢ zmienia¢ w spo-
sob ciagly, tak ze moznaby bylo jeszcze, w pewnych granicach, daé ja-
kis element, lub jaka$ zaleznosé¢, ktdorej figura zadana musialaby czynié
zados¢.

W szczegdlnosci naleza do pierwszej kategorji zadan oznaczonych te
wszystkie zadania, ktére maja tylko jedno rozwiazanie lub liczbe skon-
czong rozwigzan; ale do zadan oznaczonych nalezy np. zadanie: wykre-
$li¢ na prostej danej, poczawszy od punktu danego, odcinek majacy diu-
gos¢ luku, ktérego promieniem jest 1, a ktdérego styezna trygonometrycz-
na jest dana,—poniewaz nieskonczenie wiele rozwiazan tego zadania two-
rzy szereg nieciggly (jezeli y jest odcinkiem, rozwigzujacym zadanie,. to
arc tg x =y+nr).

') Por. np. Enriques, Lezioni di Geometria descrittiva. Bologna 1902, str, 106,
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Natomiast, stosownie do okreslenia, sa nieoznaczone te zadania,
w ktérych maja byé znalezione jedynie wielkosci elementéw (odcinkéw,
katoéw,...) figury, poniewaz, skoro znalezlimy jedno rozwigzanie, istnieja
procz niego te wszystkie, ktore sie otrzymuje z tego rozwigzania za po-
mocg ruchu. Jednakze dogodnie jest ograniczy¢ ten rodzaj zadan i nie
bra¢ pod uwage nieoznaczonosci, polegajacej jedynie na polozeniu figury;
jest to rownowazne z dolgczeniem do warunkéw danych polozenia jakie-
gokolwiek elementu figury (np. odcinka) w taki sposéb, azeby jej ruch na
plaszczyznie stat si¢ niemozliwym.

Z tym zastrzezeniem zadania gieometryczne daja si¢ w ogdlnosci
przeksztalci¢ w taki sposéb, azeby danemi byly punkty plaszczyzny, a ele-
mentami nieznanemi zeby byly réwniez punkty, majgce z elementami da-
nemi pewne zwigzki przepisane (por. art. IV, § 7). Jezeli wtedy punkty
nieznane moga podlega¢ zmianom cigglym na linjach lub w granicach
powierzchni, to zadanie jest nieoznaczone; w przypadku przeciwnym za-
danie jest oznaczone.

Najelementarniejszy rodzaj zadan nieoznaczonych tworza zadania,
wymagajace wykreslenia linji, ktérej punkty czynia zados¢ danej zalez-
nosci (wzglgdem punktéw danych). Zadanie takie nalezy uwazaé w prak-
tyce jako rozwiazane, jezeli jest dany przyrzad (czyli uktad mechanicz-
ny, obdarzony pewnym stopniem swobody), za pomoca ktérego mozna
wyrysowaé linje zadang, i jezeli oprécz tego mozna za pomoca tego przy-
rzagdu, lub innych przyrzadéw danych, wyznaczyé elementy, od ktérych
ta linja zalezy.

Przypus¢émy np., Ze mamy zbudowa¢ miejsce punktéw, z ktérych
odcinek dany AB jest widziany pod katem danym «; tym miejscem jest
tuk kota, ktéry mozna wyrysowa¢ cyrklem, po znalezieniu s$rodka
i promienia, co, jak wiemy, réwniez moze byé wykonane samym cyr-
klem (lub cyrklem i linjalem).

A wigc zadanie wykreslenia linji wymaga w ogélnosci:

1) takiego przeksztalcenia wlasnosci gieometrycznych, ktérym punk-
ty linji maja czyni¢ zados¢, azeby mozna bylo poznaé sposéb mech a-
nicznego wytworzenia tej linji,

2) przyrzadu, pozwalajacego to urzeczywistnié;

3) wyznaczenia tych elementéw linji, z ktéremi jest zwigzane jej wy-
tworzenie mechaniczne.

W tym znaczeniu zadanie konstrukeji linji mozna zawsze uwazac
za rozwigzalne, a badaczowi pozostaje szerokie pole do wynalezienia
przyrzgdow, odpowiadajacych celowi. Tak np. rézne sposoby mechanicz-
ne wytworzenia elipsy pozwalaja budowaé rozmaite przyrzady wykresla-
jace elipse (cyrkiel eliptyczny Leonarda da Vinci, art. VII); na za-



= M5 —

sadzie, ze parabola algiebraiczna m-go rzedu jest krzywa catkowg paraboli
rzedu n—1, mozna wykresli¢ te krzywa (biorgc za podstawe linje prostg),
stosujac kolejno integraf n—1 razy (art. VIII) i t. d.

Rzecz sie inaczej przedstawia, jezeli linja ma by¢ zbudowana przy-
rzgdami przepisanemi; wtedy latwo rozpoznaé, czy linja zgdana
nalezy czy nie nalezy do klasy linji, ktére moga by¢ wytworzone za po-
moca przyrzagdéw danych; jezeli do nich nie nalezy, wtedy zadanie, w po-
Wyzszym znaczeniu, jest nierozwigzalne. Z przypadkiem takim ma-
my do czynienia, jezeli chcemy np. wykresli¢ linjatem i cyrklem miejsce
punktéw jednakowo oddalonych od punktu danego i od prostej danej;
miejsce takie jest parabolg, nie nalezy wigc do klasy linji (prostych
i kot), ktére mozna wykresli¢ przyrzgdami danemi.

W przypadkach takich zamiast bezposredniej konstrukcji
linji mozna poszukiwaé¢ konstrukecji za pomocg punktéow dosé
zblizonych i uwazac¢ takg konstrukcje za rozwigzanie przybli-
zone danego zadania.

W przykladzie poprzednim azeby wykresli¢ parabole za pomoca punk-
téw, przecina si¢ zmienne kolo, majace srodek w punkcie danym (ognis-.
ku), z réwnoleglta do prostej danej (kierownicy), oddalong od niej o pro-
mien kota i lezgcq po te] samej jej stronie, co punkt dany. W sposéb
analogiczny mozna za pomocg oddzielnych punktéw zbudowaé ekierka
kolo, majace dana s$rednice AB; mozna takie zbudowaé to kolo za po-
moc3 punktéw samym linjatem, jezeli jest jeszcze dana s$rednica prosto-
padta do AB (por. art. III).

Konstrukcja linji za pomocg punktéw sprowadza w istocie dane za-
danie nieoznaczone do szeregu zadan oznaczonych (teoretycznie w liczbie
dowolnie wielkiej), zalezgcych po czesci od elementéw dowolnych. Anali-
tycznie mamy tu do czynienia z przedstawieniem parametrycz-
nym linji f(z, y)=0 za pomocag funkcji parametru ¢

=), y=4(0)

dla kazdej dowolnie danej wartosci ¢ nalezy wyznaczyé¢ odcinki x i y?).

D) Stad widaé, ze nie zawsze mozna 2ada¢ konstrukeji linji za pomocg punk-
téw przez zastosowanie konstrukcji przepisanych. Np. konstrukeja linjowa za
pomocg punktéow wymaga (art. IV), azeby funkcje ¢ i ¢ byly wymierne, azeby
wiec krzywa f(x, y)=0 byla krzywa algiebraiczng rodzaju 0 (Clebsch). Jednak-
ze te uwagi dotyczgq przypadku, w ktéorym chcemy, azeby wyznaczenie punktu
ogllnego linji zalezalo od Kkonstrukcji przepisanej, zawsze tej samej, wykonywa-
nej nad dowolnym elementem. O wiele trudniej jest rozstrzygnaé, czy krzywa
zawiera szereg nieskonczony punktow, lezgcych dowolnie blizko siebie, z ktérych
kazdy mogtby by¢ otrzymany przez wiasciwg konstrukejg, wykonalng srodkami
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§ 3. Zadania oznaczone. Widzielismy, ze typowe zadanie nieozna-
czone, wymagajace konstrukcji linji, sprowadza sig— jezeli nie do wyna-
lezienia mechanicznego odpowiedniego przyrzadu—do rozwigzania szeregu
zadan oznaczonych (konstrukcja linji za pomoca punktéow).

Odwrotnie, punkty, ktore s rozwigzaniami zadania oznaczonego,
otrzymuje si¢ w ogdlnosci (podlug metody miejsc gieometrycznych) jako
przeciecia linji, ktéore mozna wyrysowaé rozporzadzalnemi przyrza-
dami. W tym znaczeniu uzywa si¢ stale do rozwiazywania zadan oznaczo-
nych przyrzgddéw wykreslajgcych linje, np. linjalu, cyrkla it.d.

Obok przyrzadéw tego rodzaju maja réowniez zastosowanie przyrza-
dy o odmiennym charakterze (bedace uktadami, urzeczywistniajacemi da-
n3 zaleznos¢ gieometryczng), za pomoca ktérych otrzymuje sie pewne
konstrukcje oznaczone w sposéb wiecej bezposredni. Takiemi przyrzada-
mi sg np. przenos$nik odcinkdw, czyli pret albo pasek papieru
dowolnej - dlugosci, ekierka prostokatna lub ukosnokgtna, linjat
o dwuch krawedziach rownoleglych (art. III, IV); przyrzady
te moga by¢ stosowane rozmaitemi sposobami do otrzymania konstrukcji
bezposredniej punktéw lub prostych, ktére sa w pewnych mato zlozonych
zaleznosciach wzgledem punktéw lub prostych danych.

Ale przy badaniu zadan mozna z poczatku nadawaé tego rodzaju
przyrzadom znaczenie drugorzedne; to tez jezeli w dalszym ciaggu bedzie-
my mowili specjalnie o zadaniach oznaczonych, to bedziemy stali na sta-
nowisku, ktére zazwyczaj przewaza w rozwiazywaniu takich zadan i po-
lega na poszukiwaniu punktéw nieznanych jako przecie¢ linji. Zreszia
pewne rozréznienia i klasyfikacje, ktére wypadnie nam wprowadzic, sa
od tego ograniczenia niezalezne.

§ 4. Zasada ekonomji. Kazde zadanie mozliwe (t. j. takie, kto-
re ma rozwigzania), moze byé rozwiazane przez zastosowanie przyrzg-
déw, odpowiadajgcych celowi, a pomyslowosé moze mnozy¢ do nieskon-
czonosci wynajdywanie srodkéw mechanicznych, nadajacych si¢ do osiag-
niecia rozwigzania. Ale (stosownie do pogladow Macha) nauka wymaga
nietylko rozwigzania zadania wogole, ale rozwigzania najekonomicz-
niejszego. Chodzi tutaj nietylko o ekonomje myslenia, ale tak- -

przepisanemi. Np. krzywa rzedu trzeciego, nie majaca punktow podwojnych, jest
rodzaju 1 i nie moze by¢ zbudowana linjowo za pomocg punktow w znaczeniu
omowionym poprzednio, gdyz nie mozna wyrazi¢ jej spolrzednych przez funkcje
wymierne jakiego$ parametru; ale ta krzywa moze zawiera¢ nieskonczenie wiele
punktow o spoirzednych wymiernych, a B. Levi dowiodl w ostatnich czasach,
Zze—o ile to ma miejsce—w sgsiedztwie kazdego punktu wymiernego lezy nieskon-
czenie wiele takich punktow.
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7¢ 0o zaoszczedzenie skomplikowanych wyrobéw mecha-
nicznych, albo o ekonomje¢ pracy dla kazdego przyrzadu danego
it d. i

Zobaczmy wiec, jaki wplyw kierowniczy wywarla zasada ekonomji
w dziedzinie zadan gieometrycznych konstrukecyjnych.

§ 5. Klasyfikacja zadafi. Wyobraznia niewyksztalcona poszukuje
dla kazdej konstrukeji szczegélne] najprostszego srodka wykona-
nia. Nauka dazy do klasyfikowania i porzgdkowania zadan
grupami tak, azeby do kaidej grupy mogly byé stosowane te same
przyrzady.

Jest to pierwsze wymaganie ekonomiczne, majgce na widoku ogoét
zadan gieometrycznych.

§ 6. Kryterja Kklasyfikacji. Zaznaczymy trzy glowne stanowiska,
z ktérych mozna w sposdb naturalny klasyfikowaé zadania.

Te kryterja klasyfikacji maja zrédlo w poszukiwaniu systematycz-
nym (ktére nazwaliSmy przewazajagcym w tego rodzaju zagadnieniach)
rozwigzan zadan oznaczonych za pomoca przecigcia linji.

Wskutek tego mozna zadania klasyfikowaé na podstawie

1) prostoty mechanicznej przyrzadow odpowiednich do kre-
slenia linji, dajacych rozwiazanie;

2) albo prostoty gieometrycznej tych linji;

3) albo wreszcie prostoty analitycznej réwnan, od kidrych
zalezy zadanie, podiug metody Kartezjusza.

Z pierwszego stanowiska (na ktorym stal Newton) mozna np. za-
raz po zadaniach, dajacych si¢ rozwigzaé za pomoca kola (cyrkla), umie-
$ci¢ zadania, ktore si¢ rozwigzuje za pomocg konchoidy Nikomedesa
(art. VII); natomiast ze stanowiska drugiego prostsze jest rozwigzywanie
zadan za pomocy stozkowych.

Kryterjum gieometryczne, odwolujgce si¢ do prostoty linji, od kto-
rych mozna uczyni¢ zaleznym rozwigzanie zadania, ma odpowiednik,
W pewnej mierze przynajmniej, w kryterjum analitycznym (Kartezju-
sza), rozpatrajacym charakter réownan, od ktérych zalezy wyznaczenie
niewiadomych.

Z tego stanowiska zadania dzielg si¢ na algiebraiczne i prze-
stepne, a zadania algiebraiczne mozna klasyfikowaé podiug ich stop-
nia.

Zauwazymy, ze grupy zadan, zajmujgce pierwsze miejsca w klasyfi-
kacji analityczno-gieometrycznej (zadania 1-go i 2-go stopnia) sg zarazem
najelementarniejsze ze stanowiska mechanicznego.

Co si¢ tyczy wartodci poréwnawczej powyzszych stanowisk, zazna-
czymy co nastepuje.
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Kryterjum mechaniczne odpowiada najlepiej celowi wtedy, jezeli
(zaktadajac teoretyczny warunek $cislosci) chcemy stosowaé tylko takie
linje, ktére umiemy rysowa¢ mechanicznie; jeieii natomiast zgadzamy sie
na stosowanie linji, zbudowanych za pomoca oddzielnych punktéw, wte-
dy tatwos¢ konstrukeji jest w ogdlnosci zalezna od prostoty gieometrycz-
nej tych linji, a wiec (jezeli nadamy zadaniu odpowiednia posta¢ anali-
tyczng) od prostoty analitycznej rownan przedstawiajacych zadanie.

Nalezy jeszcze zaznaczy¢, ze sprawa klasyfikacji zadan konstrukcyj-
nych przedstawia si¢ rozmaicie, zaleznie od tego, czy klasyfikujemy
zadania juz rozwiazane, czy tez chcemy zawczasu wymiarkowac,
jakiego rodzaju trudnosci beda przedstawialy pewne klasy zadan da-
nych do rozwigzania. Jezeli pierwszemu celowi odpowiada najle-
piej kryterjum mechaniczne, to do drugiego celu wydaje si¢ stosowniej-
szym kryterjum gieometryczne, a jeszcze lepszym analityczne. Istotnie, je-
zeli zadanie jest tylko wypowiedziane, to w ogdlnosci trudno jest od ra-
zu osadzié, jakich srodkéw mechanicznych rozwigzanie bedzie wymagato;
natomiast latwiej rozpoznamy pewne cechy gieometryczne linji, za pomo-
cg ktorych bedzie mozna rozwigza¢ zadanie metoda miejsc gieometrycz-
nych, a najtatwiej bedzie ulozy¢ réownania zadania za pomoca gieometrji
analitycznej. Zreszta, stosownie do réoznych wymagan, mozna si¢ kiero-
waé rozmaitemi wzgledami w klasyfikowaniu zadan.

§ 7. Jak sie ocenia prostote rozwiazania zadania. Zasade ogol-
ng rozwigzania najekonomiczniejszego mozna rozumiec

1) wznaczeniu jakosciowym, jezeli wymaga si¢ wykonania
pewnej konstrukcji przyrzadami danemi, a nie jakiemikolwiek;

2) w znaczeniu ilosciowym, jezeli si¢ wymaga konstrukcji
najpredszej, w ktorej] wystgpuje jaknajmniejsza ilos¢ dzia-
tan, wykonywanych przyrzgdami danemi. :

Oczywiscie kryterjum ilosciowe podporzagdkowuje sie jakosciowemu.
A priori nie mozna uwazaé za rzecz oboje¢tng, czy sie rysuje prostg czy
kolo, czy si¢ uzywa linjalu, czy cyrkla lub ekierki. Trzeba wiec liczyé
oddzielnie dziatania, ktéore si¢ wykonywa kazdym przy-
rzgdem, jak wlasnie uczy gieometrografja Lemoine’a. Ale mozna
ustali¢ pewien stosunek réwnowaznosci miedzy liczbg dziatan
wykonanych przyrzgdem danym i liczbg dzialan wykonanych innym
przyrzadem, obliczajac ten stosunek np. na podstawie czasu, potrzebnego
do wykonania serji dzialan réwnowaznych.

Z drugiej strony istnieja przypadki, w ktorych korzystnie jest z ja-
kiegokolwiek wzgledu dziatanie wymagajace jakiego$ przyrzadu zastgpié
pewng liczbg dziatan, dajacych si¢ wykonaé innym przyrzadem; i tu sto-
suje sie wtedy kryterjum ilosciowe.
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Przypadki takie wywoluja potrzebe poszukiwan systematycznych, czy
mozna wszystkie zadania pewnej klasy rozwigza¢ za pomocg kilku naj-
prostszych przyrzadow, positkujac sie zarazem wyrysowana na arkuszu
linjg lub figurg podstawowa; uwaza si¢ wtedy konstrukcje tej li-
nji za tak trudng, ze pozadane jest, azeby trzeba ja bylo wyrysowaé tyl-
ko raz jeden. Tutaj mozna zaliczy¢ badania Ponceleta i Steinera
nad mozliwoscia rozwigzywania zadan stopnia drugiego za pomoca same-
go linjalu i statego kota podstawowego (art. III, IV). Inny przy-
ktad przedstawia rozwigzywanie zadan stopnia trzeciego za pomocg linja-
tuicyrkla, jezeli jest dana parabola stata (art. VII).

§ 8. Warto$é wzgledna przyrzadéw. Najwazniejszym rezultatem
klasyfikacji zadan w stosunku do przyrzadéw jest ocena poréwnawcza
wartodci tych przyrzadow.

Poniewaz kazdemu przyrzadowi (uzywanemu w sposob ustanowiony)
odpowiada ,ciato“ zadan, dajacych si¢ rozwigzaé tym przyrzadem,
przeto wartos¢ przyrzadu moze by¢ oceniona w stosunku do obszaru tego
ciala.

Jezeli dwa przyrzady albo dwie grupy przyrzadéw odpowiadaja te-
mu samemu cialu, wtedy nalezy je uwaza¢ za réwnowazne, jak np,
wzgledem konstrukeji oznaczonych, cyrkiel i linjal o dwuch krawedziach
(art. II, IH, IV).

Jezeli natomiast ciato zadan, rozwigzalnych za pomocg jakiegos przy-
rzagdu 4, zawiera cialo zadan rozwigzalnych innym przyrzagdem B, wtedy
przyrzagd A ma warto$é wiekszg niz B. Tak np. cyrkiel ma wartosé
wigksza niz linjal z podziatka, uzywany jako przenosnik odcinkow (art.
IV), ale przeno$nik taki ma ze swej strony wartos¢ wigksza, anizeli ekier-
ka, uzywana tylko do przenoszenia kata prostego (art. III).

Podobnie jeszcze integraf (art. VIII) — facznie z linjatem — daje moz-
nos$¢ rozwigzania wszystkich zadan, rozwigzalnych cyrklem, cyrklami ko-
nicznemi, przyrzagdem trojdzielczym, przyrzadami wykreslajacemi cysoide
i t. d W rzeczy samej, poniewaz zadania %-go stopnia mozna sprowa-
dzi¢ do przecig¢ pomiedzy prostemi i parabolami n-go rzedu, przeto ich
rozwigzanie wymaga (n—1) krotnego kolejnego zastosowania integrafu.

Ale dwa przyrzady moga tez mie¢ wartos$ci rézne i nie da-
jace sie pordwnaé¢, a mianowicie wtedy, jezeli zadne cialo zadan,
odpowiadajgce jednemu z przyrzadow, nie jest zawarte w ciele drugim;
oba ciata moga wtedy mie¢ cze$é¢ wspolng, albo tez nie istnieje zadne
zadanie, nalezace do obu cial. Przyklad taki otrzymalibysmy, porowny-
wajac (na podstawie kryterjow artykutu IV) to, co mozna zrobié cyrklem
i to, co mozna osiggnaé przyrzadem, dzielacym katy na trzy czesci row-
ne, w potaczeniu z linjatem.
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§ 9. Dokladno$é konstrukeji. Prostota konstrukcji i obszar ciata
zadan, rozwigzalnych danym przyrzadem, nie stanowig jedynych kry-
terjow, ktore trzeba mie¢ na wzgledzie, oceniajac uzytecznos¢ tego
przyrzadu; trzeba jeszcze si¢ liczy¢ z doktadno$§cig samych kon-
strukecji.

Z tego stanowiska jest np. cenna Gieometrja cyrkla Maschero-
niego (art. II).

Rozwazmy sprawe doktadnosci.

Teoretycznie méwi sig¢ o konstrukcjach doktadnych
i o konstrukcjach przyblizonych; praktycznie wszyst-
kie konstrukcje majg tylko warto$¢é przyblizona.

Jak mozna oceni¢ stopien dokladnosci czyli przyblizenie osig-
gane konstrukcja teoretycznie dokladna?

To zagadnienie nalezy do dziedziny, na ktoérg wskazat F. Klein
w swoich wykladach Anwendung der Differential-und Integralrechnung auf
Geometrie (litogr.) Lipsk 1902. Mozna da¢ na nie odpowiedz matematyczng,
przeksztalcajac systematycznie wyrazenia twierdzen gieometrycznych, kto-
re sig analitycznie ttumacza przez réwnosci, tak, azeby zamiast tych
rownosci wystgpowaly nieré6wnosci. Tak np. twierdzenie: ,katy przy
podstawie trojkata réwnoramiennego sa rowne“ zamieni si¢ na twierdze-
nie postaci nastepujacej: ,jezeli dwa boki a, b trojkata réznia sie mniej
niz o ¢, wtedy katy przeciwlegle a, 8 réznig si¢ mniej niz o t, gdzie t
jest funkcja wielkosci ¢ (fatwa do znalezienia), stajacg si¢ nieskonczenie
maty wraz z “1). Jezeli w konstrukeji stosuje sie twierdzenie w rodzaju
powyzszego, to trzeba przedewszystkim zalozy¢, Zze dane, ktore sa teore-
tycznie réwne, sa wprawdzie réwne dla naszych zmysiéw, ale roéznig sie
od siebie o pewng wielkosé¢ ¢, zalezng bezposrednio od przyrzadu, ktérym
si¢ posilkujemy, a nastgpnie trzeba obliczy¢ stopien doktadnosci 7, z ja-
kim elementy znalezione czynig zados¢ warunkom danym. Jezeli ¢ jest
tego samego rzedu co e, a wiec nie da sie¢ oceni¢ za pomocg zmyslow
ani przyrzadow, wtedy rozwigzanie zadania jest praktycznie doktadne.

Dlatego tez ten sam stopien praktyczny dokladnosci moze byé przy-
pisany rozwigzaniu zadania prostszego, niz zadanie dane, ale bardzo do
niego zblizonego. Postagpimy wiec zgodnie z zasada ekonomji, jezeli
oddamy w takim przypadku pierwszenstwo rozwigzaniu teoretycznie przy-
blizonemu, zamiast rozwigzaniu teoretycznie dokladnemu.

3) Doktadniej, co do warto$ci bezwzglednej, jest

; \ esin o
sin B—sin g=——.
a
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Nie trzeba jednak zapo'znawa(': pozytku rozwigzan teoretycznie do-
ktadnych, gdyz w przeciwienstwie do rozwigzan przyblizonych, rozwigza-
nia teoretycznie doktadne nie daja powodu do btedu systematycz-
nego, ktory, w licznych bardzo przypadkach, przez powtarzanie dazy
do powigkszania sie.

Mozna pomimo to powiedzie¢, ze w wiekszosci przypadkow jest ko-
nieczne albo pozyteczne poprzestawanie na poszukiwaniu rozwigzan przy-
blizonych. Ale pod tym wzgledem Klein slusznie rozréznia pomigdzy
przyblizeniem, zawierajacym blad, ktéry nie przekracza granicy danej
a prioriy a przyblizeniem systematycznym, w ktérym, przez
wykonanie dostatecznie wielkiej liczby dziatan mozna otrzymaé pozada-
ny stopien przyblizenia.

Wszelkie pomiary, na zasadzie ktérych rozwigzuje sie zadania spo-
sobem analitycznym, nalezg w istocie do metody przyblizenia systema-
tycznego, zastosowanego na szeroka skale; przez zastosowanie szczegdlnych
srodkow pomocniczych osigga si¢ nastepnie dogodne konstrukecje odcin-
kéw (lub innych elementéw), ktérych wielkos¢ jest dana (por. np. art. VI).
Artykuty II, VI i VII zawieraja ciekawe przyktady konstrukcji przyblizo-
nych, obarczonych bledem, nie przekraczajacym granicy uprzednio danej.

§ 10. Metody rozwiagzywania zadan. Mowigc o klasyfikacji zadan
zaznaczyliSmy juz, ze inaczej nalezy sie¢ zapatrywaé na zadania rozwigza-
ne, a inacze] na zadania dane do rozwigzania. Jezeli si¢ uwaza zadania
jako pytania, na ktére odpowiedz jeszcze nie zostala dana, wtedy szcze-
golniejszej wagi nabiera wzglad na metode¢ rozwigzania.

Zasada ekonomji wystepuje tu jako Kkryterjum poréwnawcze metod,
pozwalajacych osiggnaé¢ jaknajlatwiej (to znaczy z jaknajmniejszym
wysilkiem mysli) rozwigzanie danych zadan.

Ot6z pytamy, jakie metody nalezy uwazaé za najekonomiczniejsze?

Jezeli mamy na wzgledzie przygotowanie naukowe, wyma-
gane od badacza, to nazwiemy ekonomiczniejszag t¢ metodg, ktéra jest
elementarniejsza. Ale metody najelementarniejsze, tatwo przystep-
ne dla tych, ktorzy posiadajg szczuply zapas wiadomosci, nie dostarczajg
w rozmaitych przypadkach kryterjéw kierowniczych o charakterze ogol-
nym, a wigc stosowanie ich wymaga za kazdym razem pewnego wysilku
umystu,

Rozwigzanie sposobem elementarnym jest wigc najekonomiczniejsze
tylko w stosunku do pojedynczego przypadku; ze wzgledu na cato-
ksztalt warto zadaé sobie trud zdobycia wigkszego przygotowania nau-
kowego, azeby osiggng¢ jaki$§ wskaznik o charakterze ogolnym i nie spo-
tyka¢ na kazdym kroku nowej trudnosci.

Gieometrja. T. I 21
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Postep nauki przedstawia wlasnie udoskonalenie metod w znaczeniu
ekonomicznym ze wzgledu na caloksztalt zadan do rozwigzania, podobnie
jak maszyna tkacka jest ekonomiczna dla przemystu, ktéry musi wytwa-
rza¢ wielka ilos¢ materjatu.

§ 11. Rozwoj metod. Ciekawa jest rzecza przekonaé sie, jak me-
tody najwyzsze, kiore giecometrja nowozytna stosuje do zadan, rozwingtly
sie z metod elementarnych pod naciskiemi wymagan ekonomicznych.

Wezmy pod uwage metod¢ miejsc gieometrycznych, ktdra pierwsza
nadaje si¢ do rozwiazywania zadan w wigkszej liczbie. Gieometrja ele-
mentarna positkuje sie ta metoda w ciasnych granicach wskutek znajo-
mosci malej tylko [liczby linji szczegélnych. Jezeli sobie zaloiymy nie
wykracza¢ poza rozwazanie prostych i kol, to zostaniemy juz powstrzy-
mani w zastosowaniach tej metody, jezeli cho¢ jeden warunek zadania
prowadzi do stozkowej jako miejsca gieometrycznego.

Juz starozytni odczuwali potrzebe rozszerzenia tych granic; ale istot-
ne uogdlnienie zostalo dokonane przez Kartezjusza, gdyz przedstawie-
nie analityczne krzywych pozwolitlo uwazaé, w pewnym znaczeniu, jako
dajaca sie wyrysowaé kazda krzywa, ktorej rownanie zostalo napisane.

Metoda analityczna, ktora ta droga powstala, daje mozno$é¢ syste-
matycznego badania mozliwosci i sposobéw rozwigzywania zadan, urze-
czywistnia przeto najwiekszg ekonomje wich catoksztatcie.
Wprawdzie ta metoda nie jest jednakowo przejrzysta w kazdym przy-
padku poszczegolnym i nie zawsze prowadzi do rozwigzania najpredszego
lub najprostszego; wprawdzie nie rozwigzuje catkowicie trudnosci, o ile
sig¢ wykracza poza te typy rownan, ktorych rozwigzanie wykonywa sie
przyrzagdami o sposobie uzycia dokladnie zbadanym. Ale t¢ wade réwno-
wazy (jak to juz zaznaczyliSmy) okolicznosé, ze pierwiastki réwnania
mozna wykreslic co najmniej sposobem przyblizonym, pozwalajacym
osiggna¢ dowolny stopien przyblizenia, a twierdzenia analizy o rozwinig-
ciach na szeregi potegowe albo na ulamki ciggle sluza znakomicie do te-
go celu.

Druga metoda ogdlna rozwigzywania zadan opiera si¢ na pojeciu
przeksztalcenia. W artykule I okazaliSmy, Ze to pojecie nadaje si¢ do
uzytecznych zastosowan rowniez w zakresie szczuplejszym gieometrji ele-
mentarne;j.

Ale badajgc w dalszym ciggu korzysci, jakie zamierzano osiggnaé .
za pomocg przeksztalcen, dochodzimy naturalnym sposobem do rozsze-
, rzenia zakresu: kazdej grupie wlasnosci figur odpowiada grupa przeksztal-
cen, pozostawiajgcych je bez zmiany, i odwrotnie. Tak wigc rzutowosé,
przeksztalcenie przez promienie odwrotne, przeksztalcenia kremonjanskie
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i t. d. stajg sie kolejno przedmiotem badan i daja poczatek rozwojowi
systematycznemu Gieometrji ze szczegélnego punktu widzenia?).

Badanie tego rozwoju zaprowadzitoby nas za daleko od celu, zakre-
slonego w tym artykule. Ograniczymy si¢ przeto do kilku uwag o war-
tosci przeksztatcen ze wzgledu na rozwiazywanie zadan konstrukcyjnych,
trzymajac sie w ogolnosci w poblizu przedmiotéw, nalezacych do gieo-
melrji elementarnej.

§ 12. Metody przeksztalcen: dogodno$é¢ polozenia. Jak widac
z art. I, pierwsze zastosowanie przeksztalcenia stuzy do tego celu, zeby
figurze, na ktérej si¢ wykonywa dziatania, albo niektérym jej czesciom,
nadaé¢ polozenie dogodniejsze. Cel taki moze byé osiggniety
badz przez ruch plaszczyzny, badz przez przeksztalcenie, zmieniajace nie-
ktére z elementow figury, ale pozostawiajace bez zmiany to, co jest do
konstrukeji istotnie potrzebne.

Zaznaczymy w szczegélnosci dwa zastosowania te] metody:

1) Sprowadzenie konstrukecji do granic danego ar-
kusza rysunku, co mozna w dogodny sposéb wykona¢, zaleznie od
okolicznosci, za pomoca jednokladnosci, kolineacji srodkowej, albo tez
odwrotnosci wzgledem kola.

Jednokladnos¢ przedstawia te korzyse, ze zachowuje katy i stosunki
odcinkdow, a wiec w szczegolnosci zamienia kolo na koto; ale nie spro-
wadza do odleglosci skonczonej elementow nieskonczenie oddalonych, nie
moze wiec sprowadzi¢ do granic uprzednio wskazanych wszystkich kon-
strukcji linjowych, a zwlaszcza tych konstrukeji, w ktérych chodzi o pro-
ste réwnolegle. W takim razie mozna sie z pozylkiem odwolaé¢ do o0gol-
nej kolineacji srodkowej. Osiagnigte w art. III sprowadzenie konstrukeji
linjowych do granic rysunku opiera si¢ w istocie na przeksztalceniu ko-
lineacyjnym.

2) Zastgpienie jednej linji przez inng, jezeli sg po-
szukiwane punkty przeciecia, jest rowniez swietnym zastosowa-
niem przeksztalcen, rozpatrywanych z zajetego przez nas stanowiska.

Prosty przyklad takiego zastosowania mielismy w artykule III, gdzie
byla zastosowana jednoktadnos¢ do przeksztalcenia kola jakiegokolwiek
(oznaczonégo ale nie wyrysowanego) na kolo podstawowe wyrysowane,
a na tym zostala oparta moznos$¢ zastgpienia w ogdlnosci uzytku cyrkla
przez kolo state (jezeli oprécz tego mozna rozporzadzaé linjatem).

Ogolniej jeszcze, kolineacja pozwala nam sprowadzi¢ badanie prze-

) Por. F. Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische
Forschungen, Erlangen 1872, przedrukowane w Math. Annalen 43 (Erlanger Pro-
gramm). Przeklad polski w t. X ,Prac Matematyczno-fizycznych*.
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cigé stozkowej dowolnie obranej, co stanowi wigcej, niz zwykle udogo-
dnienie potozenia, gdyz mozna wtedy przeksztalci¢ stozkowa dana na stoz-
kowg szczeg6lna, np. na kolo. Do takiego celu wystarcza przeksztatce-
nie $rodkowo-kolineacyjne; przeksztalcenie takie pozwala nam wigc roz-
wigzaé cyrklem zadanie przecigcia jakiejkolwiek stozkowej, oznaczonej
ale nie wyrysowanej, z linja prosta!) (por. § 13).

Inny ciekawy przyklad dotyczy mozliwosci wyznaczenia linjo-
wego przecieé stozkowej albo kota Kz prostg, jezeli jest
wyrysowany dowolnie maly tuk krzywej K.

Wystarcza w tym celu zastosowanie przeksztalcenia kolineacyjnego
krzywej K na siebie sama, tak azeby jej luk, zawierajacy punkty szuka-
ne (luk taki mozna wyznaczyé linjowo) zamienil si¢ na tuk dany?).

§ 13. Sprowadzenie do przypadku szczegélnego. Z rozwazan do-
tychczasowych widoczny jest inny jeszcze pozytek przeksztalcen.

Oprécz dogodnosci polozenia przeksztalcenia pozwalajg jeszcze osiag-
ngé¢ inne korzysci przez specjalizowanie i upraszczanie figur na rézne spo-
soby. Jakkolwiek zastosowania tego rodzaju zjawiaja sie¢ juz w przypad-
kach najelementarniejszych (art. I), jednakze ogromne rozszerzenie ich
zakresu osigga si¢ dopiero wychodzgc poza podobienstwo.

Najprostszemi przeksztalceniami, ktére powstaja przez uogélnienie
przeksztalcen elementarnych, sa w ogdlnosci te, ktore si¢ otrzymuje przez
rzuty wielokrotne plaszczyzny (Poncelet). Te przeksztalcenia rzuto-
we mozna wykonywa¢ na plaszcezyznie danej, nie wystepujac z niej; cha-
rakterystyczng ich wlasnoscig jest, ze zamieniajg proste na proste, wskutek
czego nadano im nazwe kolineacji albo homografji (Mobius).

Jezeli na prostej sa dane trzy punkty ABC, to konstrukcja punktu
(czwartego harmonicznego) D, dla ktérego

A At
BD  ~ BC
nie jest odrazu widoczna. Przez rzut ta konstrukcja staje sie nam oczy-
wistg, jezeli mamy na uwadze niezmiennosé¢ rzutowa dwustosunku, skad
wyprowadza sie¢ wlasnie znang wilasnos¢ czworokata (art. III, § 5).
Korzys$é zastgpienia rzutow przez konstrukcje kolineacyjne na plasz-

) Rozwigzanie elementarne tego zadania bylo podane w art. VIL

%) Por. F. Severi, Sui problemi determinati risolubili colla riga e col com-
passo. Circolo Matematico di Palermo, 1904. Istnieje takze twierdzenie analogicz-
ne o wyznaczaniu przeci¢¢ stozkowej z prostemi i kotami; to twierdzenie zostalo
wyrazone przez Descartes’a a dowiedzione przez Smith'a, Mémoires sur quel-
ques problémes cubiques el biquadraliques.
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czyznie okazuje sie, kiedy trzeba wykonywa¢ dziatania na figurze w zwigz-
ku z figurg przeksztatcong. I tak zwrdciliSmy juz uwage, Ze zadanie zna-
lezienia punktéw przeciecia stozkowej z prosta sprowadza si¢ do przecie-
cia kota z prosta za pomoca kolineacji, ktéra moze byé¢ kolineacja s$rod-
kowa.

Azeby stozkowa C przeksztalcila si¢ srodkowo-kolineacyjnie na ko-
to, wystarcza w rzeczy samej obra¢ za prosta zbiegu (ktorej odpowiada
prosta w nieskonczonosci) jakakolwiek prosia @ lezaca zewnatrz C i po-
staraé si¢ o to, azeby inwolucja punktéw sprzezonych, wyznaczona przez
C na a, przeksztalcila si¢ na inwolucje bezwzgledng; mozna tak uczynié
np. za pomocg kolineacji srodkowej, ktorej srodek jest punktem wspél-
nym ko6t, majacych za srednice odcinki, zawarte miedzy punktami sprze-
zonemi inwolucji.

Okazuje sig, ze takie przeksztalcenie pozwala takze sprowadzié po-
szukiwanie przecig¢ dwuch stozkowych do przecieé¢ stozkowej (ktéra mo-
ze byé¢, stosownie do woli, elipsa, hiperbola lub parabola) z kolem. Mozna
otrzymaé rezultat jeszcze wydatniejszy: przypus¢my, ze mamy dwie stoz-
kowe C,, U, oznaczone ale nie wyrysowane; oprocz tego niech bedzie da-
na parabola K, catkowicie wyrysowana. Mozna wyznaczy¢ prosta p stycz-
ng do stozkowej O, lezaca zewnatrz C,; mozna teraz obra¢ na plaszczyz-
nie kolineacje (ktora w ogdlnosci nie bedzie srodkows), majaca p za pro-

.stg zbiegu i zamieniajaca stozkowa C, na K|, a inwolucje punktéw sprze-
zonych wzgledem C, — dana na p — na inwolucje bezwzgledng; przeto C,
przeksztalci si¢ za pomocg tej kolineacji na kolo K,. Tym sposobem za-
danie wyznaczenia przecig¢ C, i C, sprowadza sie do przecie¢ paraboli K,
(danej uprzednio) z kolem K,.

Okazuje si¢ wiec, ze zadania (4-go stopnia, albo dajace si¢ spro-
wadzi¢ do szeregu zadan czwartego stopnia) rozwiazalne za pomo-
cg stozkowych, dadza sie¢ rozwiazac¢ za pomocg cyrkla
i paraboli statej!).

Ten rezultat jest zreszta zawarty w rezultacie osiggnietym inng dro-
ga w artykule VII, gdyz zadania 4-go stopnia, na zasadzie znanego roz-
wigzania réwnania stopnia czwartego, daja si¢ sprowadzi¢ do zadan stop-
nia drugiego i trzeciego.

Z zastugujacych na uwage kolineacji wymienimy pokrewien-
stwa (Mobiusa), czyli kolineacje, ktore pozostawiaja bez zmiany pro-
sta w nieskonczonosci; mozna je z korzyscia stosowa¢ do zadan, ktérych

) Stosownie do twierdzenia Descartes’a-Smith’a, wspomnianego po-
przednio, wystarcza da¢ tuk paraboli,
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przedmiotem sg pola figur, gdyz maja te wlasnos¢ charakterystyczng,
ze zmieniaja pola w stosunku stalym?).

Przypusémy np., ze mamy ,wpisa¢ w elipse réwnolegtobok, majacy
pole dane; oprécz tego moze byé jeszcze dany jeden wierzcholek réwno-
legtoboku“. To zadanie mozna sprowadzi¢ do ,wpisania w kolo prosto-
kgta, majgcego pole dane“ za pomocg przeksztalcenia elipsy na koto przez
pokrewienstwo, czyli przez kolineacje srodkows, majaca Srodek w nie-
skonczonosci. To ostatnie zadanie tatwo si¢ rozwiazuje, gdyz zalezy od
rownan

gye=ar, gl gl

(gdzie a* oznacza pole dane, a r promien kota); znajdujemy wigc

a?
x+y==42 r’+~2—

/ a2
x—y=i2\/ 1"2——2—,

gdzie x i y sa bokami prostokata, ktéry nalezato wpisa¢ w kolo.

§ 14. Rownowazno$é $rodké6w konstrukeyjnych. Przeksztalcenia
nietylko dostarczaja pomocy w rozwigzywaniu faktycznym zadan danych,
ale tez oswietlaja zagadnienie rozwiazalnosci zadan za pomocg przyrzg-
dow danych.

Niech bedzie dany przyrzad a, ktéry pozwala wykonywa¢ pewne
dziatania podstawowe A,, 4,,...; te dziatania okreslaja pewne ciato (4)
zadan, rozwigzalnych za pomoca a (por. § 8).

Wykonajmy teraz przeksztalcenie, ktére zamienia 4,, 4,,.. na ja-
kies nowe konstrukcje 4,’, 4,,... Wartos¢ przyrzadu a', ktéryby pozwolit
wykonywaé dziatania 4,", 4,',.. mozna odrazu ocenié, jezeli jest znana

warto$¢ przyrzadu a, gdyz cialem zadan, rozwigzalnych przyrzadem a’,
jest ciato (4’) otrzymane z przeksztalcenia ciata (4).

W szczegdlnosci jezeli ciato (4') zawiera dziatania A4,
A4,,..., wtedy to ciato zawiera cale cialo (4), a wigc przyrzad 4 mo-
ze zastgpic¢ a.

Dochodzi sig do tego samego wyniku, jezeli przyrzad o po-
zwala wykona¢ przeksztalcenie powyzsze, poniewaz wtedy
przyrzad ten czyni mozliwym sprowadzenie konstrukecji 4,, 4,... do 4/,
A,', ... Przeksztatcenie dostarcza wiec kryterjum, za pomocg ktérego moz-

) Por, np. Enriques. Lezioni di Geometria proiettiva, § 50.
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na wyda¢ sagd o ro6wnowaznosci danych srodkéw konstruk-
cyjnych.

Prosty przykiad tego rodzaju poznalisSmy w artykule II; poniewaz
przeksztatcenie przez promienie odwrotne daje si¢ wykonaé samym cyr-
klem i poniewaz takie przeksztalcenie zamienia figure ztozona z kola
i prostych plaszczyzny na zbidr kol, przeto wnosimy stad, ze samym cyr-
klem mozna wykona¢ te konstrukcje, ktére sie otrzymuje za pomocay li-
njatu i kota statego, czyli (stosownie do rezultatow Ponceleta i Stei-
nera, art. III) wszystkie konstrukcje, wykonalne linjalem i cyrklem.

Podobnie figura, zlozona z paraboli statej i z kdl plaszeczyzny, prze-
chodzacych przez wierzcholek paraboli, przeksztalca si¢ — przez odwrot-
nos¢é—na figure zlozona z krzywej wymiernej rzedu trzeciego i z prostych;
a poniewaz to przeksztatlcenie mozna wykona¢ samym linjatem, jezeli sa
dane twory miarowe plaszczyzny (np. za pomoca kwadratu), wnosimy
przeto, ze zadania stopnia trzeciego, ktdre daja si¢ rozwiyzaé za pomoca
przecie¢ paraboli z kolami przechodzacemi przez jej wierzcholek, mozna
tez rozwigzywac¢ samym linjalem, jezeli jest dana na plaszczyznie stata
krzywa wymierna stopnia trzeciego i kwadrat, albo tez cysoida i Srodek
jej kota tworzacego, gdyz w tym przypadku mozna zbudowa¢ kwadrat
(por. art. VII, § 19).

Drugi pouczajacy przyktad o charakterze nieco odmiennym jest na-
stepujacy.

Rozpatrujmy na plaszczyznie biegunowos¢ wzgledem kota, ktdra jest
przeksztatceniem punktéw na proste i prostych na punkty. Za pomoca
tej biegunowosci, ktorej konstrukcja jest- linjowa, dziatanie ,przecinania
kota prosta“ przeksztalca si¢ na ,prowadzenie przez punkt stycznych do
kola“. A poniewaz pierwsze dzialanie, wraz z ,obieraniem punktu“ i ,ry-
sowaniem prostej“, pozwala rozwigzywac wszystkie zadania stopnia dru-
giego, a w szczegolnosci pozwala prowadzi¢ przez punkt styczne do kola,
przeto wnosimy, Ze te same zadania mozna rozwigzaé¢ drugim dziataniem,
ktore moze by¢ wykonane linjalem o dwuch krawedziach!). Rezultat ten
zostal znaleziony innym sposobem w artykule III.

§ 15. Rozwigzywanie zadan za pomoca elementéw podwdjnych
odpowiednio$ci. Przeksztalcenia albo odpowiedniosci miedzy punktami
plaszczyzny albo prostej majg tez zastosowanie szczegdlne w rozwigzywa-

) Por. Enriques, Lezioni di Geomelria proiettiva, § 74.—Mozliwo$¢ wyko-
nania praktycznego tego dziatania linjalem o dwuch krawedziach, majg-
cym diugos$é¢ skonczong, wynika z tego, co bylo powiedziane w § 12 (por,
Severi, 1 c).
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niu zadan, jezeli punkty niewiadome sg3 punktami podwéjnemi
odpowiednios$ci.

Najprostszy taki przyktad byl podany w artykule III pod nazwa
metody préb. W zadaniach tam rozpatrywanych punkty niewiadome
byly punktami podwéjnemi w rzutowosci na prostej; ta rzutowos¢ byta
wyznaczona przez trzy proby nieudane.

W ogélnosci jezeli punkty poszukiwane (na prostej lub na plasz-
czyznie) sa punktami polaczonemi odpowiedniosci, ktérej konstrukeja jest
znana, wtedy mamy przynajmniej sposob zblizenia si¢ do rozwigzan za
pomoca kolejnych przyblizen, powtarzajac konstrukcje tej odpowied-
niodci?).

Zastosujemy te metode jeszcze w jednym przykladzie, w ktérym wy-
stepuje oddowiednio$¢ wyzsza od rzutowosci.

Przypusé¢my, ze mamy wstawi¢ miedzy dwie dane proste a, b odci-
nek diugosci danej, tak azeby jego przediuzenie przeszto przez dany punkt
O (art. VII).

Proby rozwigzania zadania linjalem i cyrklem prowadza oczywiscie
do odpowiedniosci [2, 2], w ktérej kazdemu punktowi prostej - odpowia-
daja dwa punkty prostej b i odwrotnie. Rzutujgc z O prosta b na a,
otrzymuje si¢ na a odpowiednios¢ [2, 2], majaca 4 punkty podwdjne, kto-
re rozwiazuja zadanie.

Zastosujemy jeszcze t¢ sama metode do konstrukeji pierwiastkow
rownania stopnia trzeciego

[3(x)=0,
o czym juz byla mowa w artykule VIIL

Prosta konstrukcja gieometryczna Grassmanna (polegajaca na
uogolnieniu teorji czwartych punktéw harmonicznych ?)) pozwala rozpa-
trywaé trzy punkty prostej, majace za odciete powyzsze pierwiastki, jako
punkty podwdjne odpowiedniosci [1,2] (biegunowos$é wzgledem troj-

1) Z zastosowania tej metody przyblizenia do znalezienia punktoéw podwoj-
nych rzutowo$ci na prostej powstaje znane rozwini¢cie wielko$ci niewymiernej
stopnia drugiego na ulamek ciagly okresowy. Analogiczne post¢gpowanie wzgle-
dem punktow podwojnych kolineacji plaskiej odpowiada uogolnieniu tego algo-
rytmu na wielko$ci niewymierne stopnia trzeciego i t. d. (Jacobi, Minko wski).

Poniewaz n punktow prostej, danych przez roéwnanie stopnia n, mozna uwa-
za¢ za punkty polaczone odpowiednio$ci [1, n—1], przeto mozina osiggnaé przed-
stawienie wielko$ci niewymiernej stopnia n metodg iteracyjng, polegajaca na po-
wtarzaniu dzialania wymiernego stopnia n—1.

%) Por. Cremona, Introduzione ad una leoria geomelrica delle curve piane,
Bologna 1862, przekiad niem. (Curtze) Greifswald 1865,
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ki), ktéra powstaje przez podporzadkowanie rzutowe punktéw prostej
parom inwolucji I (albo promieniom peku, zlozonego ze stycznych do
kot, przechodzacych przez dwa punkty stale, z ktérych jeden jest wierz-
chotkiem peku, i przecinajacych prosta w parach inwolucji).

Rzutujemy teraz powyzsza odpowiednio$é na stozkowg (np. na koto)
C, obierajac $rodek rzutéw O na tej krzywej; inwolucja na C bedzie wy-
znaczona przez proste peku P, rzutowego z pekiem O. Dwa peki rzuto-
we O i P wytwarzaja stozkowg, ktorej przeciecia z C daja
rozwigzania ré6wnania stopnia trzeciego.

Przypusémy teraz, ze jest dana na plaszczyznie krzywa rzedu trze-
ciego C, majgca punkt podwdjny O. Styczne w O do krzywej C spoty-
kajg prosta w dwuch punktach A, B. Mozemy zastosowa¢ do prostej
przeksztalcenie rzutowe tak, azeby inwolucja (ktéra jest przeksztatceniem
inwolucji I) zawierala par¢ AB i zeby punkt P, odpowiadajacy tej parze
w odpowiedniosci danej, zajal polozenie dowolne, ktére pozniej wska-
zemy.

Rzutujemy teraz z punktu O prosta AB na krzywa C; rzuty par in-
wolucji I utworza na C inwolucje I’, o ktdérej tatwo dowies¢, ze jej pa-
ry leza na prostych, przechodzgcych przez staly punkt P’ krzywej C.
Mozemy zatozy¢, ze punkt P’ jest rzutem punktu P. Wtedy odpowied-
nio$¢ [1, 2], dana na naszej prostej, zamienia si¢ na odpowiednio$¢ pers-
pektywiczng miedzy pekami promieni O i P’. O$ perspektywiczna spo-
tyka krzywa w punktach podwdjnych. :

Tym sposobem otrzymuje si¢ nowe dowodzenie mozliwosci ko n-
strukcji pierwiastkéw rownania stopnia trzeciego za
pomocg przecieé¢ stalej krzywej wymiernej stopnia trze-
ciego z prostg (por. art. VIL, § 19).

§ 16. Zakonczenie. Oswietlilismy z roéznych stanowisk postepy
w konstrukcjach i metodach rozwigzywania caloksztaltu zadan, dokona-
ne przez Algiebre i Gieometrje nowozytna, oraz poznaliSmy plynace stad
korzysci ekonomiczne.

W szczegdlnosci nauczyliSmy sie klasyfikowa¢ zadania przez roz-
strzyganie mozliwosci konstrukeji przyrzadami danemi; usuwa si¢ przez
to daremne usitowania, skierowane do osiagniecia celow niemozliwych
wobec $rodkow rozporzadzalnych.

Jakkolwiek pojecia nauki nowozytnej sa ogdlniejsze i potezniejsze
od starozytnych, zmuszaja nas wigc do przyznania im wyzszosci, to jed-
nak musimy uwzgledni¢, ze te pojecia przedstawiaja si¢ nam na pierwszy
rzut oka jako wigcej abstrakcyjne, a zatym wigce] oddalone od postaci
bezposredniej, pod jaka zwykle bywaja stawiane zadania praktyczne,



Azeby odnalez¢ w tej abstrakcji zawartosé konkretng, najlepiej jest
przebyé droge, ktéra postepowal umyst ludzki, a wigc podja¢ na nowo
metody i zasady elementarne Grekow.

Dlatego tez nie chcemy usuwa¢ na bok nic z tego, czego nas nau-
czyli matematycy starozytni, a od spélczesnej, wyzszej i szerszej kultury
naukowe] zgdamy jedynie wyjasnienia istoty Gieometrji elementarnej,
ktérej cudowne szczegély tym jasniej blyszcza w s$wietle nowozytnych
pojec ogdlnych.



	F. Enriques: Niektóre uwagi ogólne o zadaniach gieometrycznych
	§ 1. Cel praktyczny badań gieometrycznych.
	§ 2. Zadania nieoznaczone.
	§ 3. Zadania oznaczone.
	§ 4. Zasada ekonomji.
	§ 5. Klasyfikacja zadań.
	§ 6. Kryterja klasyfikacji.
	§ 7. Jak sią ocenia prostotą rozwiązania zadania.
	§ 8. Wartość względna przyrządów.
	§ 9. Dokładność konstrukcji.
	§ 10. Metody rozwiązywania zadań.
	§ 11. Rozwój metod.
	§ 12. Metody przekształceń: dogodność położenia.
	§ 13. Sprowadzenie do przypadku szczególnego.
	§ 14. Równoważność środków konstrukcyjnych.
	§ 15. Rozwiązywanie zadań za pomocą elementów podwójnych odpowiedniości.
	§ 16. Zakończenie.



