ARTYKUL SIODMY.

Zadania stopnia trzeciego: Podwojenie szeS$cianu.
Podzial kata na trzy czeSci rowne.

napisat

Alberto Conti z Rzymu.

WSTEP. Zagadnienie podwojenia szescianu przeszto do nas od naj-
odleglejszej starozytnosci. Swiadczy o tym dokument autentyczny, a mia-
nowicie list do Ptolemeusza III od matematyka greckiego Eratoste-
nesa, urodzonego w Cyrene w wieku 3-im przed Chr.

Czytamy tam!):

.Eratostenes pozdrawia Ptolemeusza.

~Opowiadaja, ze jeden z dawnych autorow tragedji?) wprowadzil na
sceng Minosa ®), wydajacego rozporzadzenie zbudowania grobu dla Glauko-
saf); przekonawszy si¢, ze kazda krawedz tego grobu miata sto stép diu-
gosci, Minos powiada: ,mala przestrzen, doprawdy, wyznaczyles grobo-
wi krélewskiemu; podwoj ja, zachowujac jej postaé szescienng, podwoj
predko wszystkie boki grobu“. Oczywiscie mylit si¢; gdyz przez podwo-
jenie bokéw figura plaska®) powieksza si¢ czterokrotnie, a brylowa?)
oSmiokrotnie. Ot6z i u matematykow powstaje pytanie, w jaki sposéb

) Por. Archimedis opera omnia cum commenlariis Eulocii, ed. Heiberg,
Lipsk 1881, tom 3, str. 102—106.

2) Podlug niektorych autoréow byl to Eurypides (por. N. Th. Reimer, Hi-
storia problematis de cubi duplicatione sive de inveniendis duabus mediis conlinue
proportionalibus inter duas datas. Gottingen 1798, str. 20); inni przeczg temu (por.
Heiberg, str. 105 tomu, cytowanego w poprzednim odsylaczu).

) Starozytny krol Krety.

%) Jego syn.

%) Kwadrat.

%) Szes$cian.
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mozna podwoié jakakolwiek figure przestrzenng dang, zachowujac jej po-
sta¢, a zadanie to zostalo nazwane podwojeniem szescianu

,Przez dlugi czas wszyscy byli niezdecydowani, dopiero pierwszy
Hipokrates z Chios znalazl, ze gdyby mozna bylo pomiedzy dwie linje
proste, z ktérych jedna jest dwa razy wigksza od drugiej, wstawi¢ dwie
$rednie, stanowiace z tamtemi proporcje ciagta, wtedy szescian moznaby
bylo podwoi¢ —i w ten sposélh zamienil jedng trudnos¢ na druga, nie
mniejsz3.

,Opowiadaja jeszcze, ze podzniej delijezycy, ktérych wyrocznia't)
sklonita do podwojenia pewnego oftarza, trafili na t¢ samg trudnos¢?).
I wystano posléw do matematykéw, ktérzy si¢ zgromadzali w Akademji
Platona, azeby ci znalezli poszukiwang odpowiedz. Wzieto sie do_tego
z zapalem i, jak mowig, starajgc si¢ wstawi¢ dwie srednie proporcjonalne
miedzy dwie proste, Archytas Tarentyjczyk osiagnal to za pomocg polwalcow,
a Eudoksus za pomocg pewnych linji krzywych. Nastepnie inni udoskona-
lili dowodzenia, ale nie mogli wykonaé¢ konstrukcji i zastosowaé jej
w praktyce, z wyjatkiem moze Menaechmosa, i to z wielkim trudem...*

Oto poczgtek listu, w ktérym Eratostenes przedstawil legendarny po-
czatek zagadnienia i pierwsze usilowania rozwigzania; razem z tym li-
stem Eratostenes przestal krolowi Ptolemeuszowi swoje wlasne rozwigza-
nie tego zadania, o czym pdzniej bedzie mowa (§ 6).

Tymczasem musimy si¢ zatrzymaé na pomysle, przypisywanym przez
jednozgodne mniemanie historykéw Hipokratesowi z Chios (ktéry zyt
w drugiej polowie wieku V przed Chr.), a mianowicie na pomysle spro-

~wadzenia rzeczonego zadania do innego, zwanego ,wstawieniem mie-

dzy dwa odcinki dane dwuch $rednich proporcjonal-
nych®, ktére to zadanie w jezyku nowozytnym mozna tak wypowie-
dziec:

Jezeli sg dane dwa odcinki @, b, to mamy wykresli¢
dwa inne odcinki = y, ktére z a, b, przyjetemi za wyrazy
skrajne, tworza postep gieometryczny

a7 x, y’ b,
a wiec:
a w
] —_———=
(1) P

W rzeczy samej, z tego tancucha stosunkéw wynika:

) Wiadomo, ze na Delos, matej wyspie morza Egiejskiego, Apollo miat ol-
tarz i byl szczegolnie czczony.

*) Skad pochodzi nazwa zadania delijskiego, ktorg czesto oznacza sig
zagadnienie, tutaj omawiane.



[ rr*=ay

| -2
przeto 4
(2) L= wabt

z czego wida¢, ze odcinek x jest krawedzig szescianu, réwno-
waznego z prostopadtod$cianem danym, majgcym za pod-
stawe kwadrat o boku a, a za wysoko$¢ odcinek b1).

Jezeli w szczegdlnosei uczynimy b=ma, to z (2) wyniknie

x¥=mad,

a wiec rownanie mnozenia sze$cianu przez dowolng liczbe catkowita m;
jezeli zas, specjalizujgce dalej, przyjmiemy b=2a, to dojdziemy wlasnie do
zadania podwojenia szescianu o krawedzi a.

Przez odkrycie, przypisywane Hipokratesowi, trudno$¢ zmienita je-
dynie postaé, a osiggnieto tylko te korzys¢, ze zadanie pierwotne zostalo
przedstawione jako zadanie gieometrji plaszczyzny; ale naprézno czynio-
no usitowania rozwigzania tego zadania przez zastosowanie tylko linjatu
i cyrkla. W warunkach, w jakich zadanie zostalo postawione, rozwiaza-
nie nie bylo mozliwe; ale ujawnienie tej niemozliwosci zalezy od badan
o charakterze obcym zupetnie badaniom Grekdow.

Mozna zresztg przypuszczaé, ze sami Grecy podejrzewali, iz zadanie
nie da si¢ rozwigza¢ tylko za pomoca $rodkéw gieometrji elementarnej,
wobec tego, ze rezultaty Archytasa, Platona, Menaechmosa,
Eratostenesa, Apolonjusza, Nikomedesa, Dioklesa dowo-
dza, jak zobaczymy, Zze ci matematycy, przynajmniej tymeczasowo, musieli
zrezygnowac¢ z warunkow, kidre sobie zalozyli, i obmysle¢ rozwigzania
oparte na metodach, rézniacych si¢ zasadniczo od tych, ktére sami sto-
sowali do rozwigzywania innych zadan gieometrycznych.

»

O starozytnosci zagadnienia podzialu kata na trzy czesci
réwne nie mamy miarodajnych $wiadectw, ale bieg postepow umy-
stuludzkiego nie pozwala o niej watpié?); po olrzymaniu po-

) Widzimy wigc, ze do wstawienia dwuch $rednich proporcjonalnych mig-
dzy dwa odcinki dane a, b sprowadza si¢ takze zadanie ogélne zbudowania sze-
$cianu rownowaznego z prostopadto$cianem danym.

?) Por. J. F. Montucla, Histoire des mathémaliques, Paris 1792—1807, Cze$¢
I ks. 3.
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dzialu kata na dwie cze$ci réwne pierwsze pytanie, ktére przyszto na
mysl, bylo niezawodnie zadanie podzialu kata na dwie czesci, bedace do
siebie w stosunku danym, co moznaby bylo wnosi¢ z wynalezienia k w a-
dratury Hipjasza (§ 11). Od Hipjasza do Archimedesa nie ma-
my do wymienienia innych matematykow w zwigzku z tym zadaniem,
a od Archimedesa dochodzimy do Papusa, ktory w ksiedze IV swego
,Zbioru“ méwi o dwuch konstrukcjach, ktére musimy uwazaé za naj-
dawniejsze, ale o ktérych nie wiemy, komu nalezatoby je pierwotnie
przypisac.

I nad tym zadaniem dokonywano niezliczonych bezowocnych usito-
wan; mozemy powtorzy¢ za Bossutem?!), ze ,ta zawzigtosc stala si¢ ro-
dzajem choroby epidemicznej, ktora sie przenosila ze stulecia na stulecie
az do naszych czaséw; ta choroba musiata usta¢ i dla tych, ktorzy sle-
dzili za postgpem matematyki, rzeczywiscie ustala, kiedy, w nowszych
czasach, zaczeto stosowacé algiebre do gieometrji. Dzisiaj choroba ta jest
nieuleczalna tylko u tych, ktorzy atakuja te zagadnienia bronig staro-
zytnych i nie sa obznajmieni z naukg dzisiejsza, wobec czego niema Srod-
ka wyleczenia ich*. :

Ale wszystkie te réznorodne poszukiwania, wywolane przez powyz-
sze zagadnienie, jak réwniez przez zagadnienie podwojenia szescianu, by-
1y pozyteczne ze wzgledu na zrecznie obmyslone przyrzady, wynale-
zione w celu rozwigzania rzeczonych zadan sposobem przyblizonym,
w praktyce wigcej niz wystarczajacym, a nadewszystko ze wzgledu na no-
we teorje gieometryczne, dla ktérych te poszukiwania stanowily plodny
zarodek.

Po tych uwagach wstgpnych przystapimy do omoéwienia obu zadan
klasycznych; dowiedziemy przedewszystkim niemozliwosci rozwigzania
ich elementarnie, czyli tylko za pomoca linjatu i cyrkla (por. art. IV
§ 10), i wskazemy stosowane przez starozytnych i nowozytnych najgodniej-
sze uwagi metody rozwigzywania tych zadan za pomocg stozkowych, albo
za pomocy krzywych rzedu wyzszego niz drugi, albo za pomoca przyrzg-
dow umyslnie zbudowanych, albo wreszcie za pomocg elementarnych me-
tod przyblizonych.

Zakonczymy wskazaniem metod, stuzagcych do rozwigzywania naj-
ogdlniejszych zadan stopnia 3-go, a w szczegolnosci dowiedziemy, ze
wszystkie te zadania dadzg si¢ sprowadzi¢ do podzialu kata na trzy cze-
$ci rowne lub do wstawienia dwuch $rednich proporcjonalnych miedzy
dwoma odcinkami danemi.

W przedmiocie, o ktérym moéwimy, istnieje rozlegta literatura

1) Por. Charles Bossut, Histoire générale des mathématiques, Paris 1810.
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z wszystkich czaséw i z wszystkich krajow, taka sile przyciagajaca wy-
wieraly te zagadnienia. Azeby mie¢ o tym pojecie, wystarczy zajrze¢ do
Bibljografji Wolffinga!) ktéry z wielka starannoscia odszukal
i poklasyfikowat chronologicznie setki prac dotyczacych podziatu kata na
trzy lub wiecej czesci rownych. Tym trudniejsze jest nasze zadanie utrzy-
mania si¢ w granicach, odpowiadajacych ksiazce, ktdérej czes¢ stanowi
ten artykul; mamy przecie zamiesci¢ najgodniejsze uwagi badania starozyt-
nych i nowozytnych, uwzgledni¢ podobienstwo réznych rozwigzan w celu
unikniecia zbytecznych powtdrzen i opusci¢ poprostu wszystkie usitowa-
nia catkiem bezowocne.
Niech nam te uwagi zjednaja wigksze pobtazanie czytelnikow!

L

§ 1. Niemozliwo$¢é elementarnego rozwiazania zadania o podwo-
jeniu szeScianu. Jezeli [ jest krawedzia danego szescianu, a wigc [® przed-
stawia jego objetos¢, wtedy krawedz szescianu dwa razy wigkszego, niz
poprzedni, jest oczywiscie pierwiastkiem rownania dwumiennego stopnia
trzeciego
1) z3—203=0.

Jezeli przypuscimy, ze krawedz szescianu danego réwna sie 1, co
mozna oczywiscie uczyni¢, nie nadwerezajac ogdlnosci naszych wywodow,
wtedy réwnanie (1) zamieni si¢ na
(2) x2—2=0,

Rownanie to jest nieprzywiedlne.
Ten rezultat jest zawarty w nastepujacym twierdzeniu ogélniejszym.

Niech bedzie af= liczba wymierng, a ™ hiech bedzie ulamkiem
¢ n y n

7

nieprzywiedlnym, przedstawiajacym te liczbe; wtedy réwnanie 3 — %: 0

. 5 . : P A
od ktorego zalezy pomnozenie szeScianu przez T,Jest

nieprzywiedlne, jezeli liczby m i » nie sg3 obie sze§ciana-
miliczb catkowitych.

W rzeczy samej, gdyby rownanie powyisze bylo przywiedlne, wtedy
musiatoby byé tozsamosciowo:

) Por. Mathematisch - naturwissenschaftliche Mitteilungen im Auftrage des
mathematisch-naturwissenschaftlichen Vereins in Wiirttemberg 1900 (Januar—OKkto-
ber), 1902 (Juli).

Geometrja. T. II. 12
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23— a=(x — b)(x®+cx+d),

gdzie b, ¢, d s3 liczbami wymiernemi. A wigec rdwnanie z3—a=0 miatoby
pierwiastek wymierny x=»b, a przedstawiajac b pod postaciag ulamka nie-

przywiedlnego b=%, dostaliby$Smy

p>_m
¢ R
a zatym
pi=m, ¢*=n c.b.d.d.

W szczeg6lnosci rownanie a®—m =0, gdzie m jest liczba catkowits,
jest nieprzywiedlne, jezeli m nie jest szeScianem innej liczby catkowitej;
a wiec nieprzywiedlne sg rownania

23—-2=0, 2°-3=0, 2*-4=0, 2¥-5=0,
22 —6=0, 25-7=0, 2*-9=01 t. d,
natomiast sg przywiedlne réwnania
23—-8=0, z°-27=01i t. d,,

gdyz 8, 27,... s3 szescianami liczb calkowitych 2, 3, ...

Ot6z w teorji réwnan algiebraicznych dowodzi sig¢, ze r6wnanie
algiebraiczne nieprzywiedlne, ktérego stopien nie jest
potega dwuch, nie moze by¢ rozwigzane za pomocg pier-
wiastkow stopnia drugiego?).

A zatym ro6wnanie podwojenia szescianu

x> —2=0

nie jest rozwigzalne za pomocg pierwiastkdw stopnia
drugiego.

Dlatego tez2) wyrazenie, przedstawiajace rozwigzanie rdéwnania
23 —-2=0, nie da si¢ wykreslic za pomoca prostych i kél, to znaczy, ze
nie mozna rozwigzac¢ zadania o podwojeniu szescianu,
uzywajgc tylko linjatuicyrkla.

Ogélniej, przez zastosowanie tylko prostej i kota nie mozna rozwia-
za¢ zadania pomnozenia szeScianu w tych przypadkach, kiedy mnoznik
nie jest szescianem liczby wymiernej (a wigc, w szczegolnosci, szescianem
liczby szeregu naturalnego, o ile mnoznik jest liczbg calkowity).

) Por. art. V.
) Por. art. IV, § 8.
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§ 2. Metoda Architasa wykreslenia dwuch S$rednich proporcjo-
nalnych. Podlug zgodnego mniemania historykéw matematyki zawdzie-
czamy pierwsze z licznych rozwigzan tego zadania Architasowi Ta-
rentyjczykowi (ur. okolo r. 430 przed Chr.); to rozwigzanie zastuguje bar-
dzo na uwage, jakkolwiek jego uzytecznosé¢ praktyczna jest watpliwa.
Montucla!?), ktéry wprost odmawia mu wszelkiego pozytku praktycznego,
moéwige, ze ,chociaz ten sposob jest bardzo pomyslowy, ale istnieje tylko
dla umystu, i praktyka nie mogtaby od niego otrzymaé zadnej pomocy*,
dodaje jednak, ze ten sposéb ,bardzo zadowala umyst i pozwala wytwo-
rzy¢ sobie korzystne mniemanie o gienjuszu wynalazcy“. Sposob ten za-
sluguje na osobng wzmianke, poniewaz odbiega zasadniczo od wszystkich
innych rozwigzan tego zadania, p6zniej wynalezionych. Wyklad Eude-
musa tego sposobu jest przedstawiony w komentarzu Eutokiusza do
ksiegi II dzieta Archimedesa ,o0 kuli i walcu“; objasnienie podali L o-
ria i Zeuthen w swych pracach: ,Le scienze esatte nell’ antica Gre-
cia“ i ,Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, na kto-
re pdézniej nieraz si¢ bedziemy powolywali. Objasnienie nastgpujace jest

podane we wtoskim dziele ,Lezioni di Algebra

B elementare“, napisat G. Bellacchi (Firenze
1884, tom II, str. 134—135).
. Wykresliwszy na plaszczyznie o okrag
0 o srednicy OA, réwnej odcinkowi wigkszemu a
(fig. 75), i wpisawszy w ten okrag cigciwe OB =0,
Architas buduje powierzchni¢ walcowa, ktorej
Wy kierownica jest rzeczony okrag AOB, a tworzg-
- 2 4’ ce sg réwnoleglte do prostej OC prostopadtej do
ptaszczyzny o; nastepnie powierzchnie stozko-
w3, utworzong przez obrét prostej OB dokola
OA oraz powierzchni¢ obrotowa (torus), kto-
ra powstaje przez obrot dokola OC poétkola opi-
sanego na s$rednicy 04 w plaszczyznie COA
,  prostopadte] do «; dwie linje przecigcia po-
0 N4 wierzchni walcowej z kazda z dwuch pozosta-
- Fig. 75. tych powierzchni maja punkt wspdlny M; od-

cinek OM i jego rzut prostokatny na plaszczyz-
ng o« OM', s3 dwiema S$redniemi proporcjonalnemi miedzy OA i OB.
W rzeczy samej, poniewaz punkt M lezy na powierzchni walcowej, prze-

1) Por. Histoire des recherches sur la quadrature du cercle avec une addition
concernante les problémes de la duplication du cube el de la trisection de Uangle.
Paris, 1831, str. 223 i nast.
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to rzut jego M' nalezy do okregu OAB, a pélokrag poludnikowy, prze-
chodzgcy przez M, przecina OM' w punkcie A’ takim, ze OA' réwna sig
$rednicy OA. Poprowadzmy z punktu B do prostej OA prostopadta BB’,
przecinajaca OM' w punkcie N', a okrgg OBA w punkcie B'; plaszczyz-
na, poprowadzona przez BB’ prostopadle do 04, przecina powierzchnig
stozkowa wzdluz okregu o srednicy BB’, a tworzaca OM tej powierzchni
w punkcie N, skad otrzymamy zaleznosci:

ON=0OB=b; NN'*=BN’' .N'B’=0ON' .N'M';

a wiec trojkat ONM' ma przy wierzchotku N kat prosty, a réwnoleglosé
prostej NM’ do MA' prowadzi, ze wzgledu na to, ze trojkat OMM' ma
przy wierzcholku M’ kat prosty, do réwnosci stosunkow:

ON:0OM'=0M':0M=O0M: 04,
czyli
b:OM'=0M':0M=0M:a;

stad wynika, jak to utrzymywaliSmy, ze OM i OM' s3 sredniemi propor-
cjonalnemi miedzy a i b.

Do tego rozwigzania Architasa mozemy dolgczy¢ rozwigzanie Eud o-
ksusa, o ktorym juz mowiliSmy we wstepie; istotnie, co do ,pewnych
linji krzywych®, za pomocg ktérych Eudoksus, uczen Archita-
sa, mial rozwigza¢ zadanie delijskie, Loria, Tannery i Zeuthen
w braku dokladnych informacji, przypuszczaja, ze byly to rzuty linji
przecigcia trzech powierzchni (stozkowej, walcowej i torus), uzywane
w konstrukcji Architasa. Badz co badz jest rzecza ciekawa, ze zgodnie
z uwagg, ktorg po raz pierwszy uczynil Flautil'), proste zastosowanie
metody gieometrji wykreslnej (podwodjny rzut Monge’a) przeksztalca istotnie
konstrukcje Architasa na konstrukcje planimetryczng praktycznie wy-
konalnag, a zastosowanie to polega na rozpatrywaniu rzutéw przecig¢
wzajemnych trzech powierzchni pomocniczych, uzytych przez Architasa ?).

§ 3. Podwojenie szeScianu za pomoca stozkowych. Metody
Menaechmusa.—Matematykowi greckiemu Menaechmusowi (okoto 300
lat przed Chr.) zawdzigczamy dwa nastepujace rozwigzania zadania
o dwuch Srednich proporcjonalnych.

1. Jezeli a, b s3 danemi odcinkami, to wykreslmy jedna para-
bole MAN (fig. 76) o parametrze @ i druga parabole RAS, majaca ten
sam wierzcholek A4, co i pierwsza, o§ AY prostopadia do osi AX pierw-

) Por. Flauti, Geomelria di sito sul piano e nello spazio, Napoli 1821,
2-e wyd.
?) Por. Loria, Le scienze esatle nell’ antica Grecia. Ksiega I, str. 97 i nast.
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szej paraboli i parametr réwny b. Odleglosci OP, 0Q punktu prze-
cigcia tych dwuch paraboli od ich osi s3 dwiema $red-
niemi proporcjonalnemi miedzy danemi odcinkami aib.

Y, 9 Istotnie, poniewaz
_________________________ 0/ M AP=00 | AQ=F0,
¢ przeto

GRY =i AR i AP=h101

ll a wiec
5 e ¢ QP AP
4 A QP AP b
czyli
a - Up 0d :
N W_—m———b_, C. b. d.d.

Fig. 76. :
8 Jezeli w szczegdlnosci b=2a,

wtedy odcinek OP jest krawedzig szescianu dwa razy wigkszego od sze-
Scianu o krawedzi a.

2. Niech beda znowu a, b odcinkami danemi. Wykreslmy parabo-
le¢ MAN o parametrze @ i hiperbole réwnoboczng (zy=ab), ktérej jed-
ng galaz przedstawia SBT (fig. 77), a ktéra ma za asymptoty o$ AX pa-
raboli oraz prostopadta do niej AY
w wierzchotku 4, a za potege iloczyn s
ab; wtedy odlegtosci BD, BC
punktu przeciecia paraboli
i hiperboli od osi 4X, AY sa
dwiema $redniemi propor- ol S it B
cjonalnemi migdzy dwoma
danemi odcinkami a i b.

W rzeczy samej, poniewaz

BD?>=a.AD; DA. BD=ab,

a DA=BC, przeto A4 : )] Y
A0 By \
Bl BC - b
Jezeli w szczegolnosci b=2aq,
wtedy odcinek BD jest krawedzig szescianu dwa razy wiekszego od sze-
$cianu o krawedzi a.
Tak w pierwszym jak w drugim z powyzszych rozwigzan byl ro-

c. b.d. d. NV

Fig. 77.
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biony uzytek z dwuch stozkowych, a mianowicie z dwuch paraboli
W pierwszym rozwigzaniu, a z paraboli i hiperboli w drugim; ale tatwo
sie¢ przekonaé, ze zadanie o dwuch s$rednich proporcjonalnych da si¢ pro-
$ciej rozwigza¢ za pomocg kola i paraboli, albo kofa i elipsy, albo kola
i hiperboli.

Metoda Kartezjusza!l) (ur. 1596, um. 1650 r.). Wykresliwszy
parabole

(1) x?=ay,
wystarczy przeciaé ja okregiem

b\? ay?  a®+b?
2 e ol e RERLE SOl TP
2) el iy 4

ktory przechodzi przez wierzcholek paraboli i ktérego $rodek jest potozo-
ny w punkcie o odcietej % i rzednej %. Z rownania (2) po podniesieniu
do kwadratu i po dokonaniu redukcji, wypada

2?2+ y?—br—ay=0,
skad, uwzgledniajac (1), znajdujemy:

3) ye=—ho,
A zatym, wskutek (1) i (3):

gAY SO
b’

skad wynika, ze @z, y s3 dwiema s$redniemi proporcjonalnemi miedzy a
i b, ize w szczegdlnoscei, jezeli b=2a, to odcinek przedstawiony przez x
jest krawedzig szeScianu dwa razy wigkszego od szescianu o krawedzi a.

Metoda Slusiusa?).—Zasluguje rowniez na poznanie metoda za-
stosowana przez Slusiusa (Sluse), zwlaszcza, ze nie przytrafilo nam sig
spolka¢ innego matematyka, ktéryby stosowat elipse¢ do rozwigzania
zadania o dwuch srednich proporcjonalnych.

»Wiemy wprawdzie, mowi sam Slusius, Zze zadanie o dwuch S$red-
nich proporcjonalnych moze byé rozwigzane krétszym sposobem, ale dla

) Por. René Descartes, La Géométrie, Paris 1886, nowe wydanie Hermanna,
str. 75.

?) Por. Renati Francisci Slusii, Meésolabum seu dnae mediae proportionales
inter extremas datas per circulum et per infinitas hyperbolas vel ellipses et per quam-
libet exhibitae ac problematum omnium solidorum effectio per easdem curvas, Leodii,
Eburonum 1668.
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urozmaicenia i dla dania przyktadu doniostosci metody, wylozymy ja“.
Warto jeszcze zaznaczy¢, ze forma, w jakiej Sluse rozwija swoja metode,
jest czysto elementarna, jest wiec z koniecznosci rozwlekta, ale
nie staje si¢ przez to zamalo interesujaca dla nasze] pracy o zagadnie-
niach gieometrji elementarnej. .

Zaczniemy od trzech twierdzen przybranych, z ktérych pierwsze
i drugie sa oczywiste, a trzecie w krotkosci objasnimy.

I twierdzenie przybrane. Jezeli od odcinka ML (fig. 78) odetniemy
dwa odcinki réowne NM, OL, a migdzy N i O obierzemy dowolny punkt

BN B i F
Fig. 78.

H, wtedy réznica miedzy prostokatem o bokach MH, HL i prostoka-
tem o bokach MN, NL bedzie rownowazna prostokatowi o bokach
NH, HO.

II twierdzenie przybrane. Jezeli na odcinku ER (fig. 79) obierze-

B 6ot b R
Fig. 79.

my punkty @, @, F w taki sposéb, ze RE:FE=QE:GE, wtedy EG
ma si¢ do EQ jak prostokat o bokach EF, FG do prostokata o bo-
kach EF, QR.

(W rzeczy samej, z zalozenia wynika przez odwrdcenie: FE:RE—
=FKG:QFE, a przez utworzenie roéznicy poprzednikéow i nastgpnikdw:
FE—EG:RE—QE=EG:EQ, czyli FG:RQ = r
EG:EQ, albo wreszcie EG:E(Q = prostokat R
(EF.FG):prostokat (EF. RQ)).

III twierdzenie przybrane. Jezeli w okrag D
jest wpisany prostokat ABCD (fig. 80),

a z punktu /' okregu jest poprowadzona pro-
stopadia FE do AB w taki sposob, ze prosto-
kat utworzony z bokéw AE i AB jest rowno- A A B
wazny kwadratowi zbudowanemu na EF, wte-
dy cztery odcinki AD, AE, EF, AB, wzigte
w tym wlasnie porzadku, tworzg postep gieo-
metryczny“.

’ W rzeczy samej, jezeli H jest drugim punktem przecigcia prostej
FE z okreggiem, to prostokgt zbudowany z EF i G'F jest réwny prostokg-
towi zbudowanemu z EF i HE, jest wigc rownowazny prostokatowi zbu-

G

(]

Fig. 80.
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dowanemu z AE i EB. Ale podlug zalozenia prostokat (AB.AFE), czyli
suma prostokata (AE.EB) i kwadratu zbudowanego na AE, réwna si¢
kwadratowi zbudowanemu na EF, czyli sumie prostokatéow (EF.GF)
i (EF.EG). Po odjeciu rownowaznych prostokatéw (AE. EB) i (EF. GF)
znajdziemy, ze kwadrat z AE jest rownowazny prostokatowi (EF.EG),
czyli:

EG:AE=AFE:EF,
albo:

AD:AE=AFE: EF.

A poniewaz podlug zalozenia

AE:EF=EF:AB,
przeto
AD:AE=AE:EF=EF:AB, c.b.d.d.

Na podstawie tych twierdzen Sluse przystgpuje do rozwigzania nie-
zliczong iloscia sposobéw zadania znalezienia za pomoca kola i elipsy,
dwuch Srednich proporcjonalnych miedzy dwoma odcinkami danemi.

Niech bedg =, ¥ dwoma danemi odcinkami i niech bedzie x> y.
Uczynmy odcinek AB=x (fig. 81) i poprowadzmy prostopadle do tego od-
cinka AD = y; uzupelnijmy prostokat
R ABCD i opiszmy na nim okrag. Na pro-
ste] AD obierzmy jakikolwiek punkt P

el p i poprowadzmy PK rownolegle do AB

g/% tak, azeby odcinek PK byt czwarta pro-

Sesumm g i porcjonalng do AP, AD, AB. Uzupel-

iy \ K niwszy prostokat AIKP, podzielmy jego

Y i j O\L boki przeciwlegte AP i IK na dwie czg-
[ 5

o
i
|

$ci réwne w punktach N i O, polaczmy
A o J N z O iprzedtuzmy NO do takiego punk-
tu L, azeby prostokat utworzony z NL
i OL byl w takim stosunku do kwadra-
tu z OK jak AD do AP. Przedluzmy
jeszcze ON poza punkt N o odcinek NM
réwny OL i opiszmy na ML jako osi wielkiej elipsg, w ktorej kwadrat
rzednej jest w takim stosunku do prostokata utworzonego z obu (wyzna-
czonych przez spodek rzednej) odcinkéw osi wielkiej jak AP do AD. Ta
elipsa, na zasadzie konstrukcji, przejdzie przez A, I, P i K i przetnie
okrag w punkcie, ktéry oznaczymy przez F'; przez ten punkt £ popro-
wadzimy prostopadla do AB, przecinajacg proste DC, PK, NO w punk-
tach @, G, H. Cztery odcinki 4D, AE, EF, AB tworza postep
gieometryczny.

Fig. 81,
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W rzeczy samej, z konstrukcji elipsy wynika:

HF?: NP?=MH .HL: MN . NL,

czyli
, HF?.HG*=MH.HL:MN.NL,
skad:
(HF?-HG?:HG*=(MH. HL-MN.NL):MN . NL,

a ze wzgledu na I twierdzenie przybrane:

EF.GF:HG*=NH.HO:MN.NL,
albo

EF.GF:NH.HO=NP*.MN.NL,
czyli, uwzgledniajac wykonang konstrukcje:
EF.GF:NH.HO=AP:AD=EG:EQ.
Jezeli teraz przedluzymy EF do takiego punktu F, Ze
EG:EQ=EF:.ER,
to bedzie wskulek II twierdzenia przybranego:
: EG.EQ=EF.GF.EF.QR,
a wiec

EF.GF:NH.HO=EF.GQF:EF.QR;

wskutek tego prostokaty (NH.HO) i (EF.QR) sa rownowaine. A po-
niewaz

prostokat (EF.QF)=prost. (AE. EB),
przeto

prostokat (EF.QR)— prost. (EF.QF), czyli prost. (EF.FR)
jest rownowazny

prost. (AE.EI)—prost. (AE.EB), czyli prost. (AE.BI).

A zatym »

(1) FR:BI=AE:EF.
Oproécz tego z konstrukeji wypada

(Er " ER:EF=FEQ:EG=AD:AP

i AL APe PEYAB

czyli

(3) AD:AP=AI:AB.

Z zaleznosci (2) i (3) wynika
' ER:EF—AIAB,
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skad, po odjeciu od obu stron jednoSci:

FR:BI=FEF:AB,
a wiec, wskutek (1):
AE.EF=EF:AB.

Przeto prostokat (AE.AB) jest réwnowainy kwadratowi z EF,
a wiec, na zasadzie III twierdzenia przybranego, odcinki AD, AE, EF,
AB tworza postep gieometryczny, c. b. d. d.

Gdyby punkt P zostal obrany na przedluzeniu AD, to dowodzenie
nie byloby odmienne. Poniewaz wiec mozna obraé punkt P gdziekol-
wiek na prostej 4D, przeto mozna oczywiscie otrzymaé dowolng liczbg
elips, ktore si¢ wszystkie nadaja do rozwigzania zadania.

Metoda Grégoire’al) (1638—1675).— Konstrukcja Grégoire’a zo-
stala wypowiedziana w twierdzeniu nastepujacym: ,hiperbola, poprowa-
dzona przez jeden z wierzcholkéw prostokata i majaca za asymptoty dwa
boki prostokata, nie schodzace si¢ w tym wierzcholku, przecina kolo opi-
sane na prostokacie w punkcie, ktorego odleglosci od asymptot sa $red-
niemi proporcjonalnemi migdzy sgsiedniemi bokami prostokata“. To twier-
dzenie jest tylko gieometrycznym wyrazeniem oczywistej wlasnosci anali-
tycznej, ze krzywe przedstawione przez réwnania

xy=ab i 2*+y*=ay+bx
przecinaja sie¢ w takim punkcie xz, y, Ze
arx=x:y=y:b.

Mechaniczne powstawanie stozkowych. W rozwigza-
niach, wylozonych w tym paragrafie, robiliSmy ciagle uzytek ze stozko-
wych. Ze stanowiska praktycznego warto wigc przekonaé sie, w jaki
sposob te krzywe moga by¢ opisane ruchem cigglym. Wylozymy w krot-
kosci to, co dotyczy tego przedmiotu, zaczynajac od dobrze znanego spo-
sobu wykreslania elipsy.

a) Wykreslanie elipsy. Przypus¢my, ze sg dane ogniska
i suma odleglosci kazdego punktu elipsy od ognisk (0§ wielka)?). Wezmy
nitke gietka i nierozciggliwa dlugosci osi wielkiej; konce tej nitki umo-
cujmy w ogniskach, a oparlszy o nitke ostrze poruszajmy je na plasz-

') Por. Gregorius a Sancto Vincentio, Opus geomelricum quadraturae
circuli, Antverp. 1647.

?) Nie trudno si¢ przekonaé, ze ze sposobu wyznaczenia elipsy, do ktorego
si¢ stosuje metoda Slusiusa, tatwo przej$¢ do tego innego wyznaczenia elipsy za
pomocg osi wielkiej i ognisk.
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czyZznie w ten sposdb, by oba kawalki nici, zawarte miedzy ostrzem i ognis-
kami, pozostawaly napiete. Jezeli ruchome ostrze pozostawia widoczny
$lad na plaszczyznie, wtedy linja opisana bedzie elipsa.

Do tego samego celu, wykreslenia elipsy, zbudowano umysine przy-
rzady, zwane cyrklami eliptycznemi. Jeden z nich, przypisywa-
ny Leonardowi da Vincil), opiera si¢ na wlasnosci nastepujacej.
Jezeli odcinek przesuwa si¢ oboma koncami wzdluz dwuch prostych do
siebie prostopadlych, wtedy kazdy punkt odcinka kresli elipse (z wyjat-
kiem punktu $rodkowego, ktéry kresli koto).

Inny bardzo prosty rodzaj cyrkla eliptycznego jest nastepujacy ?):
niech beda AC, BC, MC trzema odcinkami réwnemi (fig. 82); dwa pierw-
sze leza na jednej prostej, trzeci MC ma w M i C polaczenia kolankowe
z prostemi MY i AB. Jezeli punkt A porusza si¢ wzdluz MY, wtedy
punkt B opisuje linj¢ prostag MB (prostopadla do MY), a kazdy inny
punkt P prostej AB opisuje elipse.

M, B

¥
Fig. 2. Fig. 83.

b) Wykres$lenie hiperboli. Przypu$émy, ze s3 dane ogniska
i réznica odlegtosci kazdego punktu hiperboli od ognisk (0$ rzeczywista)?):
Przypusémy, ze linjat FID (fig. 83) moze si¢ obraca¢ dokola ogniska £}
w drugim koncu linjalu D niech bedzie umocowany koniec nitki bardzo
gietkiej i nierozciaggliwej, ktorej dtugos¢ réwna si¢ réoznicy pomiedzy diu-
goscig linjatu i osi rzeczywistej; drugi koniec tej nitki niech bedzie umo-

1) Por. np. G. Holzmiller, Methodisches Lehrbuch der Elementarmathe-
matik, ITII Theil (2-e wyd.), Lipsk 1903, str. 97 i nast.
: 2) Holzmiiller, 1. c.

3) Jak wzgledem elipsy, podobnie i tu mozemy zauwazyé, Ze do tego spo-
sobu latwo sprowadzi¢ kazdy inny sposob wyznaczenia hiperboli, np. ten, w kto-
rym s3 dane asymptoty i jeden punkt, jak w wylozonych poprzednio metodach
Menechmusa i Gregoriusa.
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cowany w drugim ognisku F’, Jezeli za pomoca ostrza M naciggniemy
nitke w taki sposob, by czes¢ jej przylegala do linjalu i jezeli przytym
obracamy linjal dokota punktu F, wtedy ostrze M opisuje hlperbolg, po-
niewaz w kazdym jego poloZeniu

FM—F'M=FD—(DM+ MF')=AA’.

Inne szczeg6lnie proste sposoby wykreslania mechanicznego mozna
wskazaé dla niektorych hiperbol szczeg6lnych, jak np. dla hiperboli row-
nobocznej na zasadzie powstawania jej z dwuch odwrotnie rownych pekéw
promieni, a takze dla hiperboli o mimosrodzie 2 na zasadzie wlasnosci,
o ktorej bedzie mowa w § 13.

¢) Wykreslenie paraboli. Przypusémy, ze jest dane ognis-
ko i kierownica!). Niech bedzie DE kierownica, a F ogniskiem paraboli;
umocujmy linjal tak, azeby jego krawedz przystawata do kierownicy DE
(fig. 84) i zetknijmy z tym linjatem ekierk¢ SQE wzdluz krotszej przy-

prostokatnej S@; w wierzchotku R tej ekierki

D niech bedzie umocowany koniec nici, majacej
S diugos¢ przyprostokatnej @R, a drugi koniec
\ nici niech bedzie umocowany w F. Jezeli na
i plaszczyznie rysunku przesuwac¢ bedziemy ekier-
0 M — R ke tak, azeby jej bok @S stale przylegal do
| linjatu i jednoczesnie za pomoca ostrza stale
EA F przyciskanego do QR wypreza¢ bedziemy obie
czeSci nici MF i MR, wtedy droga przebyta

U

przez ostrze bedzie tukiem paraboli, poniewaz
w kazdym polozeniu M tego ostrza bedzie

QM= QR - MR=MF.

Fig. 84.

Do wykreslenia paraboli ruchem cigglym moze tez postuzy¢ inte-
grator (por. art. VIII), jezeli za krzywg rozniczkowg przyjeta bedzie li-
nja prosta.

wstawiania odcinkéw. Azeby lepiej zrozumieé t¢ grupe rozwigzan, do-
brze jest zatrzymaé sj¢ chwile na pewnej kategorji zadan, waznych pod
wzgledem historycznym i naukowym, na ktdra natrafili matematycy grec-
cy, a ktora dzi§ oznacza si¢ nazwg ,wstawiania odcinkoéw*.

) Gdyby nalezalo zbudowaé¢ parabole, majaca parametr danej dlugo$ci (jak
w wylozonych metodach Menaechmusa i Kartezjusza), to wystarczyloby obraé na
prostej odcinek rowny potowie parametru: konce tego odcinka bylyby ogniskiem

i punktem przecigcia kierownicy z osig, doszliby$Smy wigc tym sposobem do po-
wyzszego wyznaczenia paraboli,
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Przez ,wstawianie odcinkéw“ wogéle rozumiemy, jak pisze Zeu-
then?t), ,konstrukcje takiego odcinka prostej, ktérego konce lezg na li-
njach danych, a ktéry badz sam, badz w przediuzeniu, przechodzi przez
punkt dany. Mozna jg w poszczegolnych przypadkach tatwo wykonac
mechanicznie za pomoca linjatu (albo przetamanego kawatku papie-
ru), na ktérym sg umieszczone dwa znaczki na odleglosci danego odcin-
ka. Ten linjat obraca si¢ dokota punktu statego, przesuwajac go jedno-
czesnie w ten sposob, azeby jeden znaczek biegt wzdiuz jednej z linji da-
nych; ten ruch trzeba wykonywaé¢ tak diugo, dopoki drugi znaczek nie
znajdzie si¢ na drugiej linji danej“.

s~Sprowadzenie jakiejs konstrukecji do wstawiania odcinkéw bez bliz-
sze] wskazowki, jak je nalezy wykonaé, przytrafia si¢ juz w gieometrji
greckiej“?). ,Mozna to rozumie¢ w ten sposob, ze byl czas, kiedy uwa-
zano wstawianie odcinkéw za Srodek konstrukcyjny, ktéry mozna bylo
w konstrukcjach gieometrycznych stosowaé bezposrednio obok cyrkla
i linjatu“.

.Jednakze przez wzglad na cel teoretyczny, do ktérego Grecy dazyli
w swoich konstrukecjach, nie zadowalali sie dtugo ta tatwoscia mechanicz-
ng. Poniewaz oprdcz tego, azeby opieraé sie na jaknajmniejszej ilosci za-
tozen, nalezalo przyja¢ jaknajmniejszg ilos¢ srodkow konstrukeyjnych,
przeto bezposrednie wykonywanie zostalo wkrétce wszedzie tam usunigte,
gdzie mogto by¢ zastgpione cyrklem i linjalem, jedynemi $rodkami kon-
strukcyjnemi, ktére otrzymaly prawo obywatelstwa w Elementach Eukli-
desa. Dawniejsze zastosowania sg, by¢ moze, powodem, ze Apolonjusz
napisal dwie ksiegi o wstawianiu odcinkow, w ktérych, jak wiemy, jest
mowa o rozwigzywaniu tych zadan za pomocg cyrkla i linjalu?®). Apo-

) Por. L c., str. 64 i nast.

?) Tak np. Hipokrates sprowadza do jednego z tych zadan wykreslenie
trzeciego ze swych ksigzycow (Loria, L. c. I, Nr. 45); podobnie Archimedes
stosuje nastgpujgce zadania:

1. Dana jest $rednica kotla i koniec promienia prostopadiego do niej; mamy
umieSci¢ odcinek danej dlugoS$ci pomigdzy kolem i przedluzeniem $rednicy w ten
sposob, azeby przedluzenie tego odcinka przechodzilo przez dany koniec promienia.

2. Dana jest cigciwa kola i jeden punkt opierajgcego si¢ na niej tuku; umie-
$ci¢ odcinek danej dlugo$ci pomigdzy cigeiwg i tukiem dopelniajacym w taki spo-
sob, azeby przedluzenie tego odcinka przechodzilo przez punkt dany (Loria,

1. ¢, I Nr. 41).

%) Zagadnienia, opracowane przez Apolonjusza, sg nastepujgce:

1. Jezeli jest dane polkole i prosta prostopadila do jego $rednicy, albo tez
dwa poélkola, majace $rednice na jednej prostej, to mamy umie$ci¢ migdzy temi
dwiema linjami odcinek danej dlugo$ci, skierowany ku jednemu z koncow S$red-
nicy polkola.
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lonjusz chcial przez to, byé moze, zaradzi¢ brakowi dziel dawniej-
szych, w ktorych zadania sprowadzano do wstawiania odcinkéw, jakkol-
wiek wykonanie nie bylo wskazane“.

»Tam, gdzie wstawianie odcinkow nie zostato sprowadzone do uzywa-
nia tych albo innych srodkéw konstrukeyjnych, lub nawet nie mogto byé
sprowadzone, tam bylo konieczne badanie teoretyczne samego wstawiania
odcinkdw. To moglo by¢ najlepiej wykonane przez ustalenie okreslenia
i przez opierajace si¢ na nim zbadanie tej krzywej, ktéra w opisanej wy-
zej konstrukcji mechanicznej przebiega jeden z koncéw odcinka danego,
a mianowicie ten, ktéry nie porusza si¢ wzdiuz linji danej. Przez prze-
ciecie tej krzywej z druga linja dang zadanie zostanie rozwigzane. Bada-
nie takie zostalo przedsigwzigte, i to po czasach Archimedesa, przez Ni-
komedesa, a mianowicie w tym przypadku, kiedy jedng z linji danych
jest prosta‘“.

Metoda Nikomedesa. — Krzywa czwartego rzedu, wynaleziona
przez Nikomedesa (250—150 prz. Chr.), zostata przez niego nazwana kon-

Fig. 85.

choida ze wzgledu na podobienstwo do muszli. Wytworzenie takiej
krzywej jest bardzo tatwe: wezmy prosta AB i punkt P (fig. 85) nie le-
zacy na niej (ta prosta nazywa sie podstawg lub kierownica,
a punkt biegunem konchoidy); poprowadzmy nastepnie przez biegun
jakakolwiek prostg r i odetnijmy na niej od punktu przecigcia z podsta-
w3 w obu zwrotach odcinek oznaczonej dlugosci (zwany odstepem lub
parametrem konchoidy); otrzymamy w ten sposéb punkty D i D,.

2. Dany jest rownoleglobok, ktorego jeden z bokow jest przediuzony; wsta-
wi¢ w kat zewnetrzny odcinek danej dlugo$ci, ktorego przedluzenie przechodzi
przez jeden z wierzcholkow, nalezacych do boku przeciwlegtego.

3. Dane jest kolo; mamy w nie wpisaé¢ cigciwe danej dlugosci, skierowang
ku danemu punktowi.

W zadaniach tych rozrdéznia si¢ liczne przypadki, ktére prowadza do 125
twierdzen i 28 twierdzen przybranych (Loria, L. c, II, Nr. 67).
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Jezeli zmienia¢ bedziemy polozenie prostej r, tak ze bedzie przyjmowala
kolejno polozenia 7', »', v", ..., podczas kiedy biegun i podstawa pozo-
staja nieruchome a odstep staly, wtedy miejsce gieometryczne punktéw
D, D,, D', D/, D", D,”,... utworzy krzywa stopnia czwartego, zlozong
z dwuch gatezi i zwang konchoidag. Jezeli przyjmiemy biegun P za
poczatek spolrzednych, prosta poprowadzong przez P réwnolegle do pod-
stawy za o$ x, a prostopadta do niej za o$ y, wtedy otrzymamy roéwna-
nie konchoidy pod postacig
(@ +y°) (y — )’ =y,

gdzie a oznacza odlegtos¢ bieguna od podstawy, a b odstep konchoidy.

Nikomedes, azeby swéj wynalazek uczyni¢ praktyczniejszym, obmy-
$lil nastepujacy przyrzad, za pomoca ktérego mozna wykresli¢ jedng galaz
konchoidy (t. zw. pierwsza konchoide starozytnych) ruchem cigglym.

Niech bedzie MN (fig. 86) linjalem niezbyt szerokim, majgcym
w Srodku ztobek AB; prostopadle do linjatu MN w jednym z jego
punktéw (np. w punkcie $rodkowym) jest przytwierdzony do niego nie-
ruchomo drugi linjal RS, na ktérym jest osadzony sztyfcik P. Niech be-
dzie jeszcze TU innym linjatem ruchomym z wyzlobieniem CE takim,
ze sztyft P moze si¢ w nim przesuwaé¢ od jednego konca do drugiego,
nie zbaczajgc. W koncu C tego wyzlobienia jest umocowany drugi sztyft,
ktéry si¢ moze przesuwaé w wyzlobieniu AB linjalu MN. Linjal 7U ma
jeszcze w poblizu konica otwér D, w ktérym jest umieszczony oldwek.

Azeby teraz wykresli¢ konchoide poprzednio rozpatrywana, majaca
podstawg AB, biegun P i odstep CD, umie$émy przyrzad w ten sposob, aze-
by wyzlobienie AB linjalu MN lezalo na zgdanej podstawie, a sztyft P
(ktéry wigec musi byé oddalony od wyzlobienia AB jak biegun P od pod-
stawy AB) zeby pokryl biegun P; jezeli teraz bedziemy przesuwali sztyft
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C w wyzlobieniu AB, to TU obraca¢ si¢ bedzie oczywiécie dokola P,
a ofowek osadzony w D wyrysuje na papierze zadang konchoide.

Za pomoca konchoidy mozna oczywiscie rozwigza¢ od razu zadanie
umieszczenia migdzy dwiema linjami odcinka danego, ktérego przedtuze-
nie przechodzi przez punkt dany, jezeli jedng z dwuch linji danych jest
prosta.

Zobaczymy, jak dzieki temu mozna za posrednictwem kon-
choidy Nikomedesa rozwigzaé¢ zadanieodwuch srednich
proporcjonalnych.

Niech beda AB, AD (fig. 87) odcinkami danemi i niech bedzie
AD> AB; w celu uproszczenia dowodzenia zatézmy, ze AB=2a, AD-=2b.
Wykreslmy prostokat ABCD, wyznaczony przez odcinki dane, podzielmy od-
T cinek AD na dwie czesci réwne, a $ro-
dek jego E polgczmy z punktem C;
.~ brzedluzmy CE do przecigcia prze-

5 ~K " dhizenia prostej AB w punkcie F.
Ze s$rodka G odcinka A B poprowadz-
J my prostopadla do AB, a przyjawszy

B za $rodek i b (potowe AD) za pro-
mien, opiszmy luk kola i wyznaczmy
ten jego punkt przecigcia H z prosto-
padia, ktory nie lezy po tej samej stro-
nie prostej AB, co prostokat A BCD.
Polaczmy H z F, a z B poprowadz-
my prosta BI réwnolegla do HEF.

Fig. 87. Teraz zbudujmy (np. przyrzadem opi-
sanym poprzednio) konchoide, majagca H za biegun, BI za podstawe, a b
za odstep.

Konchoida tak zbudowana spotyka prosta AB w punkcie K takim,
ze dwie proste AB, BI wyznaczaja na HK odcinek MK=b, przez co
otrzymujemy rozwigzanie podstawowego zadania wstawienia odcinka
wzgledem dwuch powyzszych prostych i punktu H.

Oznaczajac przez I, punkt przecigcia prostej CK z prosta AD, do-
wiedziemy, ze odcinki BK, DL sa szukanemi dwiema $red-
niemi proporcjonalnemi.

Azeby tego dowies¢, zatézmy

BK=x, DL=y.
Wskutek wykonanej konstrukecji
HG= \/b*—a?

GK=a+ux,



S

a zatym
HE =\ HG*+ GK*=\/V?—a*+ (a+x)*= \/ 2 + b + 2az.

Ale z podobienstwa tréjkatow BMK, FHEK wynika:

(o) E~ flg
BK™ MK’
a uwzgledniajac, ze MK=0b, FK=4a+ x, otrzymamy z proporcji (o):

datx \/x2+b2+%
et b 2

skad, po podniesieniu do kwadratu

16a%+ 22 +8ax  x°+b? + 2ax
o = b2 ’

a po zniesieniu mianownikow:

16a%0? + b%x? + 8ab’r=ux* + b*x?® + 2ax?,
czyli po wykonaniu redukcji i przeniesieniu wyrazow:
xt+ 2ax’® - 8ab’x — 164°0?=0,
albo
x¥(x+ 2a) — 8ab¥(x + 2a)=0,
skad
(x®—8ab?)(x + 2a)=0;

a poniewaz x+2a jest rézne od zera, przeto z koniecznosci

x3—8ab* =10,
czyli
(1) x3=2a(2b)>%.

A poniewaz z podobienstwa tréjkatow LDC, BCK otrzymujemy

20 x
y o2
skad
xy=4ab,
a dalej
g :4ba,
x
przeto
434%8
y3=_903_ 5

mamy wiec wskutek (1):

Gieometrja. T.II. 13




o 23ab? ==,
czyli
(2) y*=(2a)%. 2b.
Mamy wiec:
xy=4ab
2= {20
y*=(2a)?. 2b.
Réwnania pierwsze i trzecie, podzielone odpowiedniemi stronami, daja:
y?
(3) - =2a, cyli y*=2az;

a réwnania pierwsze i drugie, podzielone stronami, dajy:

20
4) —?7:2b, czyli 2?=2by.
Z réwnan (3) i (4) widzimy wreszcie, Ze
2¢y @

?_—: =5 c. b. d. d

Jezeli w szczegolnosci 2a=I1, 2b=2l, to y jest krawedzig szescianu
dwa razy wiekszego od szescianu o krawedzi [.

Roznorodnos¢ kryterjow prostoty krzywych, stoso-
wanych do rozwiazania.— Co si¢ tyczy oceny wyloZzonego rozwia-
zania i jego uproszezen, to zalgczymy uwagi nastepujgce. Kartezjusz?),
rozpatrujac linje, ktore moga by¢ w gieometrji stosowane do rozwig-
zywania zadan, uwaza za najprostsze te krzywe, ktérych réwnania maja
najnizszy stopien lub s3 najmniej zlozone; dla Newtona?) natomiast
najprostsza jest ta krzywa, ktérej wytworzenie mechaniczne jest najlat-
wiejsze. Wprawdzie i Newton uznaje sposob Kartezjusza rozrézniania ga-
tunkéw krzywych podlug stopni ich réwnan; ale podiug Newtona tym,
czym si¢ nalezy kierowa¢ w wyborze jakiej$ krzywej zamiast innej przy
rozwigzywaniu zadania, nie powinien by¢ gatunek krzywej, czyli po-

) Por. L. c., str. 18 i 54, gdzie Kartezjusz tak si¢ wyraza: ,trzeba zaznaczyé,
ze przez najprostsze (krzywe) nie nalezy rozumie¢ tych tylko, ktore mogg by¢ naj-
latwiej wykreslone, ani tych, ktore czynig najlatwiejsza konstrukcje lub dowodze-
nie w zadaniu danym, ale przedewszystkim te, ktore sg najprostszego gatunku (du
plus simple genre) z pos$rod wszystkich, mogacych stuzyé¢ do wyznaczenia wielko-
$ci szukane;j.

%) Por. Appendix de aequationum constructione lineari.
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sta¢ jej rownania, tylko raczej tatwo$é wykreslania krzywej. Newton tak
sie wyraza: ,Nie rownamnie, tylko wykreslenie wytwarza
krzywg gieometryczng.. Nie prostota réwnania, tylko
tatwosé wykreslenia wskazuje, ktorej krzywej nalezy
odda¢ pierwszenstwo w konstrukcji zadania, '

»Tak np., poro6wnujac parabole z kolem, okazuje sie, ze parabola
ma réownanie prostsze niz kolo, ale kotu, jako tatwiejszemu do wykresle-
nia gieometrycznego, oddaje si¢ pierwszenstwo przed paraboly. Koto
i przeciecia stozkowe sg tego samego rzedu ze wzgledu na stopien rowna-
nia; pomimo to w konstrukcji zadan kolo nie stawia si¢ na réwni z prze-
cigciami stozkowemi, a tylko ze wzgledu na latwosé¢ wykreslenia zalicza
sie do nizszego rzedu linji prostej, wolno wigc budowac za pomocg kola
to wszystko, co mozna osiggnac¢ za pomoca prostej“.

Newton, wychodzac z zalozenia, ze arytmetyka i gieometrja sg dwie-
ma naukami, ktorych nie trzeba z soba mieszaé i ze nie réwnania, jako
wyrazenia nalezace do arytmetyki, tylko wykreslenie figury, jako rzecz
wlasciwa gieometrji, powinno stanowi¢ kryterjum, co jest wiecej lub mniej
proste w gieometrji, przychodzi do wniosku, ze nie nalezy mu poczyty-
wa¢é za blad, jezeli woli wybra¢ do rozwigzania zadania t¢ krzywa, kto-
rej wykreslenie jest najprostsze. Opierajac si¢ na tym kryterjum, Newton
zachwala bardzo konchoid¢ Nikomedesa, méwiac, ze ta krzywa ,pod
wzgledem tatwosci wykreslenia nie ustepuje zadnej innej krzywej z wy-
jatkiem kola“, i sam robi z niej rozlegly uzytek przy rozwiazywaniu
zadan stopnia 3-go i 4-go.

Metoda Newtona.—Do tego samego zadania, ktére juz poprzed-

nio rozwigzaliSmy za pomocg konchoidy,

E a mianowicie do ,umieszczenia miedzy dwie-
ma prostemi odcinka danej dlugosci, skiero-
wanego ku punktowi danemu“ Newton?)
sprowadza ‘nowym sposobem konstrukcje
dwuch srednich proporcjonalnych.

Niech bada a, b odcinkami, miedzy kto-
re nalezy wstawi¢ dwie S$rednie proporcjo-
nalne. Uczyniwszy AB=a (fig. 88), podziel-
my AB w punkcie C na dwie czesci rowne,
obierzmy A za $rodek i opiszmy promieniem
AC=ia koto CDO, w ktérym wykreslimy
cieciwe CD=b. Jezeli teraz w kacie EDIF
utworzonym przez przedtuzenia prostych CD, BD, umiescimy odcinek EF),

Fig. 88.

Y Por. 1. C;
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réwny promieniowi 4 a, a ktérego przedtuzenie przechodzi przez punkt A,

wtedy cztery odcinki AB, ED, FA, CD stanowia postep gieometryczny.
Newton nie daje zadnego dowodzenia prawdziwosci konstrukeji. Do-

wodzenie nastepujace jest wyjete z monografji B. Carrary: Sui fre pro-

blemi classici degli anlichi in relazione ai recenti risultati della Scienza?).
Na zasadzie znanego twierdzenia Cevy:

Al
OB WD ¥ =7
a poniewaz OB=EF, przeto
(1) AB.CD=ED .AF.
Nastepnie, wskutek znanej wlasnosci potegi punktu wzgledem kota:
DE.CE=EA*—CA*=(AC+ FA)?- CA>=AB . FA+ FA?,

a wiec
DE(CD+DE)=FA(AB+ FA),
albo
CD . FA
T2 b s & = ) S
DE? (= +1)=FA.AB(1 + 7).
Ale z (1) wynika
CD FA
DE AR
a zatym
DE?=FA . AB.
Z tego samego rownania (1) wypada tez:
AB _FA
DE CD’
przeto
AB:DE=DE:FA=FA:CD,
czyli

a:DE=DE:FA=FA:b, c. b. d. d

§ 5. Podwojenie szeScianu za pomoca cysoidy.— Inna zastugujg-
ca na uwage krzywa, ktorej wynalezienie mialo poczatek w zadaniu
dwuch sSrednich proporcjonalnych, jest cysoida, ktorg Diokles wy-
nalazl i zastosowal do rozwigzania tego zadania.

1) Por. ,Rivista di Fisica, Matematica e Scienze Natlurali“ Pavia, 1902—1903.
Kiedy mowa o tej monografji, nie dla poruszania marnej sprawy pierwszenstwa,
tylko przez zamilowanie sprawiedliwo$ci, nie mozemy poming¢ milczeniem, ze tak
w metodzie badania, jak rowniez nieraz i pod wzglgdem formy, robiono tam obfi-
ty uzytek z tego artykulu, pomieszczonego w pierwszym wydaniu wloskim, przy-
czym artykul nasz nie byl wcale zacytowany.
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Wezmy jakikolwiek okrag o $rodku O i promieniu OA (fig. 89);
niech beda AE, MN dwiema jego Srednicami do siebie prostopadiemi,
a B, F dwoma punktami $rednicy AE, jednakowo oddalonemi od srod-
ka O. Poprowadzmy przez B i przez F proste BC, FG prostopadie do

AE; jezeli odleglos¢ OB=O0F sie zmie-
nia, wtedy punkt przeciecia D prostej
AG z BC kresli krzywa, zwana cy-
soidg. Jezeli prosta AG przedluzymy

. do punktu przecigcia K ze styczna do

kola w punkcie E, to oczywiscie
p AD=GK; i odwrotnie, jezeli AD=GK,
wtedy OB= OF. Mozna wigc tez wyo-
brazié sobie, ze cysoida powstala przez
prowadzenie z punktu 4 (poczat-
k u) siecznych i odcinanie na nich od -
A odcinka réwnego czesci tej siecznej,
zawartego miedzy okregiem i styczna
do okregu w punkcie $rednicowo
przeciwleglym do A.

Jest to krzywa stopnia trzeciego; obierajac za poczatek spétrzednych
punkt 4, a za osi z, y $rednice AE i prosta do niej prostopadla, wypro-
wadzimy z latwos$cig z podobienstwa trojkatow AEK, ABD i trojkatow
KEG, ABD réwnanie tej krzywej

Fig. 89.

ms
== 9
2r —x

y2

gdzie r oznacza promien danego okregu.

Newton okazal jeszcze, ze mozna latwo wykresli¢ mechanicznie
cysoide za pomocg ruchu cigglego ).

Wystarcza do tego zwykta ekierka, w ktorej jedna z przyprostokat-
nych QR=AFE(=2r), a druga ma dtugos¢ dowolna. Jezeli bedziemy
obracali ekierke w ten sposob, ze ta dfuga przyprostokatna stale przecho-
dzi przez punkt P, lezacy na przedtuzeniu EA i oddalony od A o 7, a ko-
niec R pierwszej przyprostokatnej posuwa si¢ wzdluz prostej NI, wtedy
§rodek.X przyprostokatnej QR opisze cysoide.

Zobaczymy teraz, jak mozna za posrednictwem cy-
soidy Dioklesarozwigza¢ zadanieo dwuch §rednich pro-
porcjonalnych.

1) Por. Newton, 1. ¢.; por. tez C. Briot i J. C. Bouquet, Legpns de géométrie
analytique, wyd. 16, Paryz 1897, str. 29.
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Przedtym jednak poméwimy o pewnej zaleznosci, tatwej do wypro-
wadzenia z figury, na ktéra si¢ powolywaliSmy, objasniajac dwa powyz-
sze sposoby powstawania cysoidy (fig. 89). Z podobienstwa trojkatéw
ADB, AGF dostajemy:

AF AB
FG@ BD’
a z tréjkata prostokatnego AEG:

AF FG
FG ™~ FE’
skad:
AF FG AB

PG~ FE~ BD’
a poniewaz
FG=BC, FE=AB, AF=BE,

przeto otrzymujemy lancuch stosunkéw réwnych:

a EB_BC_ BA
) BO DA~ BD’

z kiorego widac, ze BC, BA sg $redniemi proporcjonalnemi migdzy EB, BD.
Po tej uwadze przypusémy, ze a, b s3 dwoma jakiemikolwiek odcin-
kami, dla ktérych mamy wykresli¢ dwie $red-
nie proporcjonalne. Niech bedzie wyrysowana
cysoida dla jakiegokolwiek kota (fig. 90), kto-
rego srednica jest AE; wyznaczmy znanym spo-
sobem czwartg proporcjonalng do odcinkéw da-
nych a, b i promienia OF i odetnijmy ja na
promieniu O@ prostopadlym do AFE; koncem
tego odcinka niech bedzie punkt M, tak ze

a FO
2) 5= oM

Niech bedzie D punktem przecigcia prostej EM
z cysoidg; z podobienstwa tréjkatow £BD, EOM
mie¢ bedziemy

EO EB Fig. 90.
OM ~ BD’
a wiec wskutek (2):

L

oy

s
I

SHES
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czyli:
EB BD
®) - S e

Widzimy teraz, ze z tancucha stosunkéw réwnych (1), wyprowadzo-
nego w poprzedniej uwadze, mozna otrzymac¢ lancuch nastgpujacy:

a
a.EB Bc'ﬁ_ AB. b
a.BC g Bk b
AB,-ET
ktéry mozna tak napisaé:
BC b
& & Za'fB_:AB'ﬁ
BC AB itz
Gi—e " G
EB EB
a poniewaz wskutek (3)
(57 Skl
BD ™ EB’
przeto dostaniemy z (4): ‘
BC AB
a EB "'EB
2B AT
"EB "EB

A wigc dwiema Sredniemi proporcjonalnemi miedzy danemi odcin-
kami a, b sa
BC ;. AB
ﬁ 1 a.—E?,

a.

czyli odcinki x, y, ktére si¢ otrzymuje jako czwarte proporcjonalne do
odcinkéow BE, BC, a i BE, AB, a. W ten sposéb rozwigzuje sie wigc
zadanie dwuch srednich proporcjonalnych za pomoca linjatu, kota i cy-
soidy Dioklesa.

§ 6. Podwojenie szeScianu za pomoca umySinych przyrzadéw.—
Metoda Platona (429—347 prz. Chr.).—Niech bedg trzy linjaly MN,
PQ, NQ (fig. 91), z ktérych dwa pierwsze sg prostopadle do trzeciego
i maja po stronie wewnetrznej wyzlobienia w ten sposéb, ze czwarty li-
njal RS moze si¢ przesuwa¢ w tych wyzlobieniach, poruszajac sig¢ row-
nolegle do linjalu N@. Niech teraz beda BC, AB odcinkami, dla ktérych
mamy znalezé dwie §rednie proporcjonalne (na figurze obralis-
my odcinek AB dwa razy wigkszy od BC, azeby poda¢ bezposrednio roz-
wigzanie mechaniczne zadania o podwojeniu szescianu za pomocg tej me-
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tody Platona). Wykres§lmy odcinki dane pod katem prostym i przedluz-
my je poza punkt wspolny B; uczyniwszy to, umieszczamy opisany przy-
rzad w ten sposdéb, ze punkty A, C leza odpowiednio na wewngtrznych
krawedziach linjatow RS, N@, a jednoczesnie przedtuzenia odcinkéw AB
i BC przechodza odpowiednio przez wierzcholki D, E katow utworzonych
przez linjaly N@Q, RS z linjalem MN. Wtedy BD, BE beda dwiema
szukanemi §redniemi proporcjonalnemi miedzy CB i BA.
W rzeczy samej z tréjkatéw prostokatnych CDE, DEA otrzymujemy na

zasadzie znanej wlasnosci, ze wysokos¢ tréjkata prostokatnego, odpowia-
dajaca przeciwprostokatnej, jest srednia proporcjonalna miedzy odcinka-
mi, ktore ta wysoko$¢ wyznacza na przeciwprostokgtnej:

€B BD B “BE .

BD BE’ BE B4’
mamy wiec lancuch stosunkéw réwnych:

CB_BD_BE
BD BE BA

Jezeli zas (jak na naszym rysunku) BA=2BC, to BD jest krawe-
dzig szescianu dwa razy wigkszego od szescianu, majgcego krawedz BC.

To rozwigzanie nalezy do najdogodniejszych w praktyce.

Podlug Eutokjusza rozwiazanie to przypisuje si¢ Platonowi; niekto-
rzy jednak uwazaja je za apokryf ze wzgledu na to, ze Eratostenes nic
o nim nie mowi i ze Platon ganil tych, ktérzy rozwiazywali zadania
gieometryczne sposobami mechanicznemi, ,gdyz tym sposobem zaciemnia
sig i odejmuje wyzszos¢ gieometrji, sprowadzajgc ja do stanowiska prak-
tycznego, zamiast podnosié, zamiast dawac jej za przedmioty badania figu-
ry wieczne i bezcielesne“.

Mozna jednak pogodzi¢ nagang z rozwigzaniem Platona, jak méwi

c. b. d. d.
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Lorial), badz przyjmujac, ze Platon, w celu zdyskredytowania rozwigzan
mechanicznych, dowiédl moca faktu, jak latwo je wymysleé, badz tez
przypuszczajac, ze Platon poprzestal na sprowadzeniu zadania o dwuch
$rednich proporcjonalnych migdzy dwoma odcinkami 4B, BC do wsta-
wienia miedzy ich przedtuzeniami odcinka DE, majgcego polozenie pro-
stopadte do AE, CD, a ktérys komentator, znieksztalcajac poglad filozo-
fa, dodat od siebie ten bardzo prosty przyrzad, za pomoca ktérego moz-
na wykonaé konstrukeje.

Podiug M. Cantora aparat obmyslony przez Platona bylby pierw-
szym znanym przyrzadem do rozwigzania zadania gieometrycznego; jezeli
natomiast przyjmiemy go za apokryf, to najdawniejszym znanym przy-
rzagdem gieometrycznym bylby przyrzad, opisany przez Eratostenesa w lis-
cie do kréla Ptolemeusza (por. wstep).

Metoda Eratostenesa. — Aparat Eratostenesa, nazwany przez
P apusa mesolabium (skad pochodzi nadawanie nazwy mesolabium wszyst-

A L M

Fig. 92.

kim przyrzadom, stuzgcym do rozwiagzywania zadania o dwuch $rednich
proporcjonalnych), opiera si¢ na rozumowaniu nastgpujacym ?):

Niech beda dane dwa odcinki nieréwne AE, DF (fig. 92), do kt6-
rych mamy znalezé dwa $rednie proporcjonalne. Umiesémy je prosto-
padle do EF, zbudujmy na EF trzy prostokaty rowne AG, LH, MF ma-
jace za wysokos$¢ odcinek AE i poprowadzmy przekatne tych prostoka-
téw AG, LH, MF; tatwo si¢ przekona¢, ze te przekgtne sa do siebie réw-
nolegte.

Przypusémy teraz, ze prostokat s$rodkowy pozostaje nieruchomy,
a dwa inne przesuwaja si¢ po nim, a mianowicie AG na przedniej, MF
na tylnej jego stronie, jak to jest przedstawione na fig. 93, dopoki punk-
ty A, B (przecigcie prostych Iill), ¢ (przecigcie prostych III i IV), D nie

) Por. L. c., ksigga I, str. 116.
?) Loria, L. c., ksigga II, str. 144 i nast,
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leza na jednej prostej; poprowadziwszy te¢ prosta ABCD, przedtuzmy ja
do przecigcia K z prosta EF, rowniez odpowiednio przediuzong. Ponie-
waz proste AE, BG, CH, jak réwniez proste AG, BH, CF s3 réwnole-
gle, przeto

EK:KG=AE:BG; GK:KH=BG:CH; HK:KF=CH:DF.

Ale
EK:KG=GK:KH=KH:KF,
a wiec
AE:BG=BG:.CH=CH:DF,

czyli BG, CH s3 $redniemi proporcjonalnemi miedzy danemi odcinkami
AE, DF.
Na podstawie tego rozumowania, Eratostenes zbudowat przyrzad zlo-

A : -

pan

S R

i 1 ¢

I/ D

' i \

E G : a F ad
Fig. 93.

zony z trzech réwnych tabliczek prostokatnych tak potaczonych, azeby
dwie boczne mogly si¢ przesuwa¢ po srodkowe] nieruchomej w sposéb
wyzej wskazany.

Latwo zrozumieé, ze to rozwigzanie mozna uogdlni¢ i zastosowaé do
znalezienia dowolnej ilosci $rednich gieometrycznych do dwuch odcinkéw
danych.

Metoda Kartezjusza. — Do tego samego celu ogdlnego zmierza
metoda podana przez Kartezjusza!), ktory wynalazt inny przyrzad, daja-
cy sie¢ zastosowaé do konstrukcji krzywych, za pomoca ktérych mozna
znalez¢ nietylko dwie, ale cztery, szes¢ i t. d.... srednich proporcjonal-
nych do dwuch odcinkéw danych.

Kartezjusz tak opisuje ten przyrzad (fig. 94).

Przyrzad sktada si¢ z kilku linjaléw, polaczonych z sobg w ten spo-
sob, ze kiedy linjal YZ lezy nieruchomo na prostej AN, kat XYZ moze
sie otwiera¢ i zamyka¢; jezeli jest catkiem zamknigety, wtedy punkty
B, C, D, E F, (&, H sa wszystkie polaczone w punkcie 4; ale w miarg,

) Por. 1. c., str. 17.

-
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jak sie¢ ten kat otwiera, linjat BC, umocowany prostopadle do XY w punk-
cie B, popycha ku Z linjat CD, ktéry si¢ posuwa wzdluz linjatu YZ
w polozeniu prostopadtym do niego; CD popycha linjal DE, ktéry po-
dobnie przesuwa si¢ wzdtuz linjalu YX, w polozeniu prostopadlym do niego.

Linjal DE popycha EF, EF popycha FG; ten linjat popycha GH
i t. d....; mozna pomysle¢ nieskonczenie wiele linjaléw, ktére popychaja
si¢ kolejno w ten sposéb i z ktérych jedne sg prostopadle do YX, inne
do YZ.

Podczas kiedy kat XYZ si¢ otwiera, punkt B opisuje linje 4B, kto-
ra jest lukiem kota; pozostate punkty D, F, H, w ktérych schodza sig¢

r/’

‘
/
/
/ .
v /
/ ’
y ’
.
/
/ . »
/. ,
/ - X
/ .
/ .
/ 4
/ P
’
-
g

Fig. 94.

inne linjaly, opisuja linje krzywe, ktorych galezie AD, AF, AH sa wy-
rysowane na figurze; sa to krzywe coraz wyzszych stopni (czwartego,
dziesigtego, czternastego i t. d.), a wiec coraz wigce] skomplikowane
w znaczeniu kryterjum Kartezjusza (por. § 4).

Za pomoca tego przyrzadu latwo wyznaczy¢ dwie $rednie propor-
cjonalne migdzy dwoma odcinkami danemi. Jezeli np. (fig. 94) YA, YE
sa dwoma odcinkami danemi, to opiszmy kolo o srednicy YE, a jezeli
to kolo przecina krzywa AD w punkcie D, to YD, YC sa szukanemi
$redniemi proporcjonalnemi. W rzeczy samej, z rysunku wida¢, ze

: YB:YC=YC:YD,
czyli, poniewaz YB= YA:
¥Y4:¥0=¥C¥D.
Podobnie:
YC:YD=YD:YE,
a wiec

YA:YC=YC:XD=YD:YE,

co stwierdza to, co bylo powiedziane.
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Rozwigzanie to moze by¢ oczywiscie uogélnione do przypadku, w ktd-
rym zamiast dwuch tylko, poszukuje si¢ czterech, sze$ciu i t. d. $rednich
proporcjonalnych.

Zgodnie ze swoim odrebnym kryterjum prostoty linji, rozwigzuja-
cych zadanie, Kartezjusz tak moéwi o swoim wynalazku!): ,nie sadze,
azeby byt jakikolwiek sposéb tatwiejszy znalezienia tylu $rednich propor-
cjonalnych ile si¢ chce, albo ktérego dowodzenie byloby oczywistsze, ani-
zeli spos6b polegajacy na stosowaniu linji krzywych, ktore opisuje przy-
rzad powyzej objasniony... Ale poniewaz linja krzywa AD jest drugiego
gatunku, a mozna znalez¢ dwie $rednie proporcjonalne za pomocag prze-
cig¢ stozkowych, ktore sa pierwszego gatunku; i podobnie, poniewaz moz-
na znalezé cztery lub szes¢ srednich proporcjonalnych za pomoca linji,
ktére nie sg gatunkow tak zlozonych, jak AF i AH, przeto bytoby
btedem ze stanowiska gieometrycznego stosowaé te krzywe“.

§ 7. Podwojenie sze§cianu za pomoca integratora.—W nowszych
czasach dostarczono nam metody rozwigzania graficznego zadania podwo-
jenia szescianu za pomocg przyrzadu zwanego integrafem albo inte-
gratorem, ktérego gldwnym przeznaczeniem jest rysowanie krzywej
catkowej, czyli przedstawianie graficzne catki funkcji przedstawionej gra-
ficznie (por. art. VIII).

Przyrzad ten moze sluzy¢ do rozwigzania zadania podwojenia szescianu,
poniewaz calkujac dwa' razy funkcje y =6z, ktéra mozna sobie wyobra-
zi¢ jako przedstawiona przez prosta o réwnaniu y =6z, otrzymuje si¢
funkcjg, a wiec i krzywa y=2% a zatym odcigta, odpowiadajgca rzednej
rownej 2 (wzgledem obranej jednostki miary, niezaleznej od jednostki
miary przyrzadu) przedstawi ¢/2.

§ 8. Uwagi ogélne o konstrukcjach przybliZonych. — Zanim wy-
tozymy wazniejsze metody poszczegdlne, stuzace do przyblizonego rozwia-
zania zadania podwojenia szescianu za pomoca wyltacznie linjatu i cyr-
kla, podamy niektore rozwazania ogdlne o metodzie graficznej przyblizo-
nej konstrukcji odcinka, przedstawionego przez jakakolwiek liczbe nie-
wymierng p.2).

Wiadomo, ze kazda liczba niewymierna dodatnia moze by¢ przed-
stawiona przez ulamek ciggly nieskonczony o mianownikach catkowi-
tych i dodatnich; niech wigc bedzie

1) L. c. str. 54, 55.

?) Tametoda, ktorg zawdzigczamy Sylvestrowi, zostala wylozona w dziele
Novi, Algebra superiore, Firenze 1863, str. 406.—Por. tez F. Klein, Ausgewdhlte
Kapitel der Zahlentheorie 1 (litografowane), Leipzig 1896, str. 17.
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iy
a,+ 1
as+ 1

a,+..

ulamkiem cigglym nieskoniczonym o mianownikach catkowitych i dodat-
nich, przedstawiajacym wielko§¢ niewymierng p., a

2Ll Ry

gy S 0a g,
niech przedstawiaja kolejne przyblizenia (redukty) pierwsze, dru-
gie, ... n-te, ... tego utamka cigglego, czyli wartosci, ktére sie¢ dostaje przez
zatrzymanie si¢ na pierwszym, drugim,... »-tym mianowniku. Ktoérekol-
wiek trzy nastepujace po sobie przyblizenia sa, jak wiadomo, zwigzane
z sobg zaleznoscia postaci:

L o SRR ]

Qn Qn Qn—1 i qn—2 i

Obierzmy teraz dwie osi prostokgtne OX, OY i wyobrazmy sobie
kratke zlozong z kwadratéw, majacych za wierzcholki wszystkie punkty,
ktorych spéirzedne sa liczbami calkowitemi dodatniemi od 1 do oo. Oczy-
wiscie przyblizenia

D P P

) 9 0o g e

q, q, In

przedstawiaja styczne trygonometryczne katéow a,, o,, o4,...,,.. zawar-
tych pomiedzy osia OX i promieniami wodzgcemi OM,, OM,,... OM,, ...
poprowadzonemi do punktéw M, =(p,, ¢,), My=(Ds, o), -« Ma=(Pny @), --

Wiemy z teorji ulamkow cigglych, ze redukty sa wartosciami, zbli-
zajacemi si¢ coraz wigcej do liczby, przedstawionej przez ulamek ciagly
i ze w szczegélnosci redukty o wskaznikach parzystych sa wartosciami
przyblizonemi przez nadmiar, natomiast redukty o wskaZnikach niepa-
rzystych s3 warto$ciami przyblizonemi przez niedomiar; jezeli wige za-
tozymy.

tga=y,

to mozemy powiedzie¢, ze katy a;, o4,..a,, .. staja si¢ kolejno coraz
wieksze, ale wszystkie pozostaja mniejsze od o, natomiast katy o,, o,,..
Oy,, ... Staja sig¢ kolejno coraz mniejsze, pozostajac zawsze wigkszemi od o.
Jezeli wigc wykre$limy proste OM,, OM,,..OM,, ... i proste OM,,
OM,, ... OM,,, ..., to mozemy si¢ zblizy¢ jak tylko chcemy do prostej OM,
tworzgcej z OX kat o; mozemy przeto wyznaczy¢ z dowolnym przyblize-



— 206 —

niem styczng trygonometryczng kata a, czyli odcinek przedstawiajacy
liczbe .
Stosujgc t¢ metode ogdélna do przypadku liczby niewymiernej §/2,
ktérg mozna rozwingé¢ na utamek ciggly
1+1
3+1
1+1

+1
1+1
1+

(@1}

|

—

4+ ..,

mozemy elementarnie i z takim przyblizeniem, z jakim chcemy, wyzna-

czy¢ odpowiedni odcinek, t. j. krawedz szeScianu dwa razy wigkszego od
szescianu, ktorego krawedz przyjeliSmy za jednostke miary. :
W przypadkach szczegélnych moze by¢ dogodnie stosowaé jaka in-
ng metod¢ odrebny, wskazang przez sam charakter rozpatrywanego za-
gadnienia. Teoretycznie nalezy zawsze odda¢ pierwszenstwo metodzie da-
jacej takie przyblizenie, ktore zalezy od ilosci wykonanych proéb, gdyz
w takim przypadku mozna doprowadzi¢ przyblizenie do bardzo znaczne-
go stopnia przez proste powigkszanie liczby tych préb. W praktyce wy-
bierzemy taka metode, ktéra za pomoca oznaczonej prostej konstrukeji
prowadzi do rezultatu, bedgcego wystarczajacym przyblizeniem rezultatu
szukanego, lak ze btad popelniony bedzie mniejszy od takiego, ktoryby
jeszcze mogt by¢ oceniony stosownemi przyrzadami i naszemi zmyslami.
§ 9. Podwojenie szeScianu za pomoca przyblizonych konstrukcji
elementarnych.—Metoda Apolonjusza (270—186 prz. Chr.).—Niech
j bedg AC, AB (fig. 95) dwoma odcinka-
; 3 mi danemi, dla ktérych mamy wykre-
$li¢ dwie $rednie proporcjonalne. Umie-
szczajac dane odcinki pod katem pro-
stym, budujemy wyznaczony przez nie
prostokat ABDC; poprowadzmy prze-
katne tego prostokata, a przyjmujac
punkt przecigcia przekatnych ¥ za Sro-
Sl 5 dek, opiszmy okrgg promieniem
7, ~—~—'~'—’72;’----~ takim, azeby prosta tgczaca
punkty przecigecia okreggu |, G
z przedluzeniami odcinkow
AB i AC (poza konce B, C) przeszta przez punkt D. Odcinki
BF, CG sg szukanemi dwiema $§redniemi proporcjonalne-

e

Fig. 95.




— 207 —

mi. W rzeczy samej, jezeli przez E poprowadzimy proste EH, EK réw-
nolegte odpowiednio do AC, AB, to punkty H, K beda oczywiscie srod-
kami odcinkéw AB, AC, a wigc bedziemy mieli (Euklides, ks. II, pod.
6, tlom. Czecha):
(1) AF.BF+ HB*=FH?
skad: '

AF.BF+ HB?+ HE*=FH?+ HE?,

albo, z uwagi na tréjkaty prostokatne HBE, FHE:
(2) AF.BF+ BE?= EG?2.
Podobnie znajdziemy:
2) AG.CG+ EC*=EG?,
stosujac to samo twierdzenie Euklidesa do boku AC zamiast AB. A po-
niewaz FEF=E(, przeto dostaniemy z (2), (2')
AF.BF+ BE*=AG . CG+ EC?,

a poniewaz BE=LEC, przeto

AF . BF=AG. (G,
czyli

AG BF
®) ir=oa

Z podobienstwa trojkatow FAG, DCG mamy jeszcze

46¢ 0G
@ 4P~ 0D’
a z trojkatow podobnych DCG, FBD:

CG@ BD
®) CD~ BF’

przez poréwnanie proporcji (3), (4), (5) otrzymujemy wreszcie

BD BF (G
BF CG ©D’
czyli
AC BF 0G

BF =00 =48 c. b. d. d.

Jezeli w szczegdlnosci AC=24B, wtedy CG jest krawedzig szeScianu
dwa razy wiekszego od szescianu o krawedzi AB.

To postgpowanie Apolonjusza daje metode przyblizong rozwia-
zania naszego zadania, gdyz promien EF takiego okregu, ktdrego cieciwa
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FG przechodzi przez D, nie moze by¢ otrzymany przez oznaczong kon-
strukcje za pomoca linjatu i cyrkla, ale mozna otrzymaé jego przyblize-
nie tak dobre, jak tylko chcemy, zblizajac za pomocg kolejnych proéb
granice, miedzy ktéremi ten promien jest zawarty.

Zupetnie podobne do tej metody sa metody przypisywane Herono-
wi z Aleksandrji (wiek II lub III prz. Chr.) i Filonowi z Gadary (wiek
I prz. Chr.).

Metoda Vargiu — Pomijajac sposoby przyblizone Maschero-
niego, ktére juz byly wylozone w artykule II, przechodzimy do now-
szych metod przyblizonego rozwigzania zadania podwojenia szescianu;
na szczegdlng uwage zastuguja metody, ktérych autorami sa Vargiu,
Buonafalce i Boccali.

Metod¢ Vargiut!) mozna w krotkosci tak wylozyé: Jezeli I jest kra-
wedzia szescianu, ktéry ma byé podwojony, a d jest przekatng Sciany
szescianu, to wykreslmy $rednig proporcjonalng m; miedzy I i d, nastep-
nie wykreslmy s$rednig proporcjonalng m, miedzy d i pierwszg znaleziong
Srednig proporcjonalng m,; podobnie znajdzmy srednig proporcjonalng
m, miedzy pierwsza i drugg srednig proporcjonalng, t. j. miedzy m, i m,;
tak samo postepujemy dalej, wykreslajac srednig proporcjonalng m, mig-
dzy m, i my; i t. d.; siodma z tak znalezionych srednich pro-
porcjonalnych przedstawia ze znacznym przyblizeniem
(z niedomiarem mniejszym od ?/,,,,) krawedz szescianu dwa ra-
zy wiekszego od szescianu danego. W rzeczy samej, jezeli dla
uproszczenia przyjmiemy =1, a wiec d=2" to dostaniemy z powyzszej
konstrukcji

L: Z?/lz, czyli m1:21/*;

g

3”;/2: %3, my=2".m =9",
2 1

;73“1“ Z—?—, ms:m;/* : mz‘/z;: 25/“;
3 2

T T y i mzx/z . 7’”31/u T

m, My,

%_ g,zg, gy g
5 4

) G. I Vargiu, Sulla duplicazione del cubo e sulla moltiplicazione di esso.

Oristano, 1877.
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m m 1 1, a3
._4__—_ _6, m6=m4/2' m5/1:2 /ms;
Mes N5

Mgl 10y

m,=m a m l/n_«2s‘/ass
T i A e G TR LT S :
m; M ;

Logarytmujac, znajdziemy
2% =1, 25878...,
a poniewaz
3/2=1,25992...,

przeto m; przedstawia krawedz szeicianu dwa razy wigkszego od szescia-
nu o krawedzi 1 z niedomiarem, wynoszacym okoto /g4 -

Metody Buonafalce’go. — Buonafalce!) rozpatrywatl w trzech
nastgpujacych po sobie pracach zadanie podwojenia szescianu, a w trze-
ciej z nich, ktéra jest najkompletniejsza, dal cztery przyblizone rozwia-
zania graficzne tego zadania. Ograniczymy si¢ do przedstawienia pierwsze-
go i trzeciego rozwigzania, z ktorych pierwsze zasluguje na uwage ze wzgle-
du na prostote konstrukeji, a trzecie ze wzgledu na osiagniete przybli-
Zenie.

Pierwsze rozwigzanie Buonafalcego (fig. 96). Niech be-
dzie AB krawedzia szescianu danego. Wykreslmy kwadrat ABCD, ma-
jacy za bok AB (czyli, inaczej mowiac, rozpatruj- D 0
my Sciane danego szescianu), poprowadzmy prze- & '
katng BD tego kwadratu, podzielmy ja na szes¢ Ef "
czgsci rownych i odetnijmy na boku DA od D L
ku A odcinek DE réwny szostej czesci przekatnej; NS
potaczmy wreszcie £z B. Odcinek BE przed- B
stawia z niedomiarem mniejszym od X,
1000 krawedz sze$cianu dwa razy wiek- A : B
szego od szeScianu danego. Stwierdza to S
nastgpujace dowodzenie analityczne ojca A. Secchi’ego, zalaczone do
powyzszego rozwigzania w pierwszej pracy Buonafalcego.

|

Zalézmy dla uproszczenia AB=1, a wigc BD= /2, DE’:L.

Z figury wida¢, ze

EB= \/AB*+ AE'= \/AB*+(AD - DEY?,

) G. Buonafalce. Sulla scoperta di un nuovo rapporto geometrico che serve
alla soluzione del problema della duplicazione del cubo. Pisa, 1876.— Wyd. 2-e, po-
prawione i uzupelnione, Pisa 1876; Duplicazione del cubo e quadratura del circolo
con aggiunte del dott. Pieraccini, Pisa 1878.

Gieometrja. T. II. 14
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EB:\/”(1 i \/TT :\/74 ~362\7_§’

a wiec

EB

V-6V,

skad, po wykonaniu rachunku, uwzgledniajac w /2 pie¢ znakéw dzie-

sietnych, dostaniemy:

ta wartos¢ rozni si¢ od

mniej niz o 2/, - :
Trzecie rozwigzanie Buonafalcego (fig. 97). Jezeli kwa-

D

EB=1,25863...;

$/2=1,25992 ...

drat ABCD przedstawia $ciane danego

/C szescianu, to wyrysujmy c¢wiartke kota
DKB o $rodku C i promieniu CD; ode-

iy tnijmy na boku 4B (od B ku A) od-

cinek BE rowny polowie réznicy AK
pomiedzy przekatng i bokiem kwadra-
tu; od przekatne] AC odetnijmy odci-
nek CF réwny czwartej czesci boku
kwadratu; poprowadZmy wreszcie pro-
stag FE, ktéra przecina tuk kola DKB
w punkcie . Odcinek DG przed-
stawia z niedomiarem mniej-

Fig. 97.

szym od ?/,0000 krawedz szescia-
nudwa razy wiekszego od sze-
$cianu danego. Azeby tego dowies¢,

poprowadzmy FH, GL prostopadle do BC i FI prostopadle do AB. Jezeli
krawedz sze$cianu danego przyjmiemy za 1, to z konstrukcji znajdziemy:

EB=}(y/2-1)=0,2071067..., FC=}, < FCH=45",

a wiec

FH=CI=FC .sin45°=}.4/2=0,1767767...

Widzimy, ze

a poniewaz

przeto

cot FEI=

EB-FH
BC-FH. . 08%32233. ..

EI=EB-FH, IF=BC-FH,
EI=IF cot FEI,

00000080 003084805
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Oznaczmy dla skrdcenia przez m i m wartosci znalezione na EB
i cot FEI, a przez x oznaczmy warto$¢ odcinka GL czyli cos DCG; wte-
dy bedzie

LC=sin DOG'= \/1-2a?.

Jezeli z punktu G' poprowadzimy prostopadla do AB (co zostalo na
figurze opuszczone, azeby jej nie komplikowaé zbytecznie), to otrzymamy
maly tréjkat prostokatny, ktérego jedna z przyprostokatnych réwna sig
EB—GL, albo LB.cot IEF, a wigc:

m-—x=(1-\/1-xmn,
skad
m—n—x=—ny1-x?,

skad, po podniesieniu do kwadratu, przeniesieniu i polaczeniu wyrazow:
22 (n? + 1) — 2(m — n)z + m(m — 2n) = 0.

Z tego rownania stopnia drugiego wzgledem x otrzymamy:

m—n -+ V{m—n?)— (n?1) (m—2nm)m m—ntmny/1- m(m — 2n)
n’+1 n?+1 ¥

Jezeli podstawimy w tym wzorze zamiast m i »n ich wartosci 0,2071067...
i 0,0368430..., to dostaniemy, zachowujac znak gérny:

0,2065941...

.’E=COSDCG:WK ’

skad znajdziemy za pomoca logarytméw

xDCGE=178°'36", 83...
Wreszcie

DG =2 sin DgG

skad, po wykonaniu rachunku logarytmicznego dostaniemy
DGE=1,2599093... ,

=2sin 39°2°48", 41...,

podczas kiedy 19
$/2=1,2599209...

a wiec, jak juz mowiliSmy, DG roézni si¢ mniej niz o 2/;500 0d krawe-
dzi szescianu dwa razy wigkszego niz szescian dany.

Metoda Boccalego!). — Zasluguje rowniez na uwage przyblize-
nie osiggnigte w zadaniu o podwojeniu sze$cianu przez rozwigzanie, kto-

) Gaetano Boccali. Doppio cubo ed alire nuove scoperte geometriche in
una semplice spirale poligona, Camerino 1884,
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re dat Boccali; jednakze uwazam za wilasciwe uzasadni¢ to rozwigza-
nie na drodze réznej od tej, ktora szedt Boccali. We wstepie do swej
pracy autor tak sie wyraza: ,..Wprawdzie Buonafalce znalazt cztery
rozwigzania, wlaczajac to, ktére zaleca Ojciec Secchi (t. j. pierwsze),
a z nich trzecie i czwarte przewyzszaja pod wzgledem przyblizenia gra-
nice mojego rozwigzania, ale musimy jeszcze uwzgledni¢, ze dazac do pew-
nego rezultatu gieometrycznego nalezy takze bra¢ w rachube droge, kto-
ra trzeba przeby¢; otéz droga, ktéra ja przebylem, jest droga napraw-
de nowych odkry¢ gieometrycznych; wskutek tego bedzie za-
wsze wiece] pozadane przystepowanie do podwojenia szescianu na tak
pieknej drodze, anizeli na innych drogach, najezonych nudnemi i skom-
plikowanemi konstrukcjami, chociazby prowadzity do wigkszego przybli-

zenia, ktore zreszta moze tez byé¢ niepewne z powodu skomplikowanej .

konstrukeji, trudnej do wykonania z dokladnoscig i Scistoscig“. Ale uwaz-
ne przeczytanie pracy Boccalego wykazuje, ze droga, ktéra on sam
przebywa, jest dos¢ sztuczna, a proponowana przez niego konstrukcja do-
statecznie przyblizonego rozwigzania zadania delijskiego nie jest nawet
e G nalezycie objasniona. Dlatego tez wo-
) )1} le odnalezé rozwigzania Boccalego
AR na drodze zupetnie odmiennej od tej,
1 \ R Tar ktéra on postepowat.

* g Niech bedzie AB krawedzia sze-
f;‘x\;\ $cianu danego; wykreslmy znanym
E_ 58 : e ~ sposobem bok dziesigciokgta forem-
e, SRS B nego gwiazdzistego, wpisanego w ko-

to o promieniu réwnym AB (fig. 98)
i odetnijmy na prostej BA od B ku
4 odcinek BC rowny znalezionemu bokowi. Zakre$lmy teraz pétkole na
$rednicy BC i poprowadzmy z punktu A prostopadla do BC, przecinaja-
cq polkole w punkcie D; polaczmy wreszcie punkt D z punktami B i C.

Krawedz szesScianu dwa razy wiekszego od szescia-
nu danego z przyblizeniem do %/, przez nadmiar row-
na sie

Fig. 98.

§(AC+DB).

W rzeczy samej, przyjmujac 4B=1, otrzymamy z powyzszej kon-
strukeji

BCz(‘/i 1)

V541 1*\/3—1
2 o
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czyli:
_2,23606797 ... —

. ! 0,6180330887..,

AC

a na zasadzie znanego twierdzenia gieometrycznego

BD?=DBA . BC,
czyli

BD - \/ V‘r’; L+ \/3’23(’05797 " 21,2720196495...
A zatym :
2 (AC+ BD)=2(0,6180339887... + 1,2720196495...) =

=%.1,8900536382... =1,2600357588... ,
a poniewaz 5
$/2=1,2599209...,

przeto widzimy, ze pomiedzy wartoscia 2(AC+BD) i &2 jest roznica
mniejsza od %/, 1 malo co wigksza od /900 -

Gdyby wiec krawedz szescianu danego miala np. dziesig¢ metréw
diugosci, to za pomoca powyzszego rozwigzania dostalibySmy krawedz
szeScianu podwojonego z nadmiarem zaledwie jednego milimetra.

II.

§ 10. Niemozliwo$¢ elementarnego rozwiazania zadania podzia-
tu kata na trzy czeSci réwne. Niech bedzie ¢ katem, ktéry mamy po-
dzieli¢ na trzy czesci rowne. Ze znanego wzoru trygonometrycznego wy-
nika

WE
3tg3 tg 3
tgtp=———q>«;
—3te2 L
1-3tg 3
zaktadajac wiec tgyp=a i tg—g=x, dostaniemy:
e
T 1a8g?’

skad otrzymamy rownanie zupelne stopnia trzeciego
(1) x®—3ax? - 3x+a=0.

Z réwnania tego, wykonawszy przeksztalcenie z=y+a, dostaniemy row-
nanie stopnia trzeciego sprowadzone
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(2) y*—3(1 +a?)y — 2a(1 +a*)=0,
ktéremu wigc czyni zado$é réznica x—a czyli
B %)
tg 3 tgo.

Dowiedziemy, ze réwnanie (2) jest w og6lnosci nieprzywiedlne.
W rzeczy samej, gdyby to réwnanie byto przywiedlne, wtedy jego
pierwsza strona databy si¢ roztozyé na iloczyn dwuch czynnikéw, z kto-
rych jeden musiatby byé linjowym; moznaby wigc ja bylo napisaé¢ pod
postacia
(y — o)y + By +1),

gdzie o, B, v sa funkcjami wymiernemi wielkosci a. Jezeli w szczego6lno-
$ci a jest wymierne, to a, B, ¥ musialyby byé wymierne; a jezeli a jest
catkowite, wtedy znane twierdzenie przybrane Gaussa (art. V)
prowadzi nas do wniosku, ze w zalozeniu przywiedlnosci tréjmian

Y3 —3(1+a?)y —2a(2 + a?)
musiatby da¢ si¢ rozlozyé na iloczyn

(y— o)y +By +7),

gdzie o, B, 7 sa liczbami catkowitemi. A zatym kazdej wartosci cal-
kowite] a musiataby odpowiadaé¢ wartos¢ catkowita jednego przynajmniej
z pierwiastkow rownania (2); a poniewaz z=a-+y, przeto mielibySmy
wartos¢ catkowita na x. Ale tatwo sprawdzié¢, ze jezeli np. a=2, a wiec
tgp=2, wtedy nie moze byé catkowita zadna z trzech wartosci réznych

. 180°

0
P tgcp+‘180 :

+2
tg‘3‘7 3 9 tgq’

’

odpowiadajacych katom ¢, ¢+180°% ¢+2.180° ktére majg styczng row-
ng 2. W rzeczy samej, z tablic trygonometrycznych znajdziemy w tym
przypadku:

p= 63°26'5",81 (z doktadnoscia do !/,,, sekundy), a zatym

,fg,: 2198'41",93 4
2 I80°  gyegrapn
3 tg = 81%'41",93 »
0
® 21800 4 qega17, 93 :

3 3
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a poniewaz

X ano
0< 3 < 459,
przeto
0< tg% <1
podobnie, mamy
ki LR
3 ar 3 > 1359,

poniewaz wiec kat spetniajacy kata
© 2.180°

bR g
jest mniejszy od 45° przeto styczna tego kata jest réwniez, co do war-
tosci bezwzglednej, zawarta migdzy 0 i 1. Wykonawszy taki sam rachu-
nek dla kata

¢  180°

S
znajdziemy:

0
tg "°f31§9 —6,4112..
a wiec
0
6<tg ﬁ;& <5

A zatym réwnanie (2) jest w og6lnosci nieprzywiedlne, a ponie-
waz nie jest stopnia 2™, przeto nie jest rozwigzalne za pomoca pierwiast-
kow stopnia drugiego (art. V); nastepstwem tego jest, ze (art. IV) nie
mozna za pomoca linjatu i cyrkla wykreslié odcinka y, a wiec i odcin-
ka . W ten sposdb zostato dowiedzione, ze w og6lnos$ci nie moz-
narozwigzac¢ zadania podzialu kgta na trzy czesci réw-
ne, stosujac tylko linjaticyrkiel.

Postaramy sie teraz osiggnaé¢ te same wyniki, rozpatrujac zagadnie-
nie z innego stanowiska (jakkolwiek nieco mmniej elementarnego).

Zakladajac A=wu -+, gdzie w=cos¢, v=sin¢ przedstawiaja dostawe
i wstawe kata ¢, ktéry ma byé podzielony na trzy czesci réwne, i zakla-
dajac z=x+dy, gdzie

¥ ¢

r=C0S o, Y=sin 3
dostaniemy, podiug znanego wzoru Moivrea, rownanie

{, P
2i=A,
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od ktérego wiec tym sposobem zalezy zadanie podzialu kata na trzy cze-
sci rowne.

Dowiedziemy przedewszystkim, ze rownanie 2°=A jest algie-
braicznie nieprzywiedlne, czyli ze nie moze by¢ tozsamosciowo

2—A={z—fO)}. {22+ p). 2+vV)},

jezeli f, 1, v sg funkcjami wymiernemi wzgledem A.
W rzeczy samej, byloby wtedy

(ORS

gdzie Y, X oznaczaja dwa wielomiany
Y\ =a\*+a 1+ .. +a,
X()=b A"+ b=t 4 .. + Dy
Musialoby wiec by¢ tozsamos$ciowo
Y09
X30)"
Otoz, ze rownanie to nie moze byé¢ spelnione tozsamosciowo,
a wiec dla kazdej wartosci A, to stanie si¢ widocznym, gdy zauwazymy,
i b ] : : ; :
7ze gdyby wyrazenie C bylo réwnowazne wielomianowi wzgledem A, to
stopien tego wielomianu réwnalby sie¢ 3(n—m), a wigec nigdy 1.
Rozpatrywane réwnanie 2z®=\ przedstawia, jak widzieliémy, réwna-
nie podziatu kata ¢ na trzy czesci rowne, jezeli ograniczymy zmiennosé
A, zaktadajac

A.

A=cos ¢ +isin g,
czyli
M=1;

z drugiej strony przedslawia ono réwnanie, od ktérego zalezy ogdlne
mnozenie szeScianu przez dowolng liczbe rzeczywisty, o ile ograni-
czymy zmienno$¢ wielkosci A do wartosci rzeczywistych..

Poniewaz rownanie z*=A\ jest algiebraicznie nieprzywiedl-
ne, przeto mozna wnosié, ze jest nieprzywiedlne w ogélnosci
w obu przypadkach nastepujacych:

A=cos¢p+ising (|]\|=1)
i A rzeczywiste;

w przeciwnym bowiem razie rozklad #z3—X na czynniki dalby sie wyko-
naé¢, a wiec istnienie réwnosci
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2 —A={z— {2+ p) . 2+v(\)}
musiatoby byé¢ mozliwe dla
A=cos¢+ising

i dla wartosci rzeczywistych A; ale to bytoby mozliwe tylko wtedy, gdy-
by réwnanie powyzsze bylo prawdziwe dla wszystkich wartosci ze-
spolonych zmiennej A, gdyz jezeli dwie funkcje analityczne

20) =YX i 2=10)

przyjmuja te same wartosci we wszystkich punktach jakiej$ linji ptasz-
czyzny zespolonej (a mianowicie na kole punktéw o wartosci bezwzgled-
nej 1 i na osi rzeczywistej), wtedy nie moga przyjmowac¢ wartosci roz-
nych w innych miejscach ptaszczyzny.

Uwaga. Powyzsze rozumowanie wykazuje jednoczesnie, ze rownanie
podziatu kata na trzy czesci réwne, a takze réwnanie mnozenia szescia-
nu (przez liczbe calkowita dowolng) jest w ogdlno$ci nieprzywiedl-
ne, skad wnosimy o niemozliwosci rozwigzywania gieometrycznego tych
zadan za pomoca prostej i kota.

Moga sie jednakze zdarzaé¢ przypadki szczegdlne, w ktorych
réwnanie rozpatrywane powyzej staje si¢ przywiedlnym; tak np. w przy-
padku mnozenia szeScianu, jezeli A jest trzeciga potega liczby calkowitej,
ale nie dla innych wartosci calkowitych X (§ 1).

Réwniez w zagadnieniu podziatu kata na trzy czesci rowne sg przy-
padki szczeg6lne przywiedlnosci, istnieja wigec szczegdlne katy, kto-
re sie dajg dzieli¢ na trzy czesci réwne za pomocg linjalu
i cyrkla,

Niech np. bedzie zp=21—7:, gdzie liczha n nie jest podzielna
przez 3. Wiemy, Zze jezeli » czyni zado$§¢ temu zalozeniu, to mozna
zawsze wyznaczy¢ dwie liczby calkowite z, y, czyniace zado$é réwnaniu
nieoznaczonemu

nx — 3y=1.
Takie liczby «, y spelniaja wiec réwnanie

2z 2my 2w

& im S
przeto katg mozna wyznaczyé jako roéznicg pomigdzy katem z-krotnym

kgta %T-: (kata trojkata réwnobocznego) i katem y-krotnym kata ¢= 2;:‘ ]
przyjetego jako dany.
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A wiec wszystkie katy q>=g;i, a wskutek tego i wszyst-

kie katy mq>=g?;£, gdzie n nie jest podzielne przez 3, mo-

ga by¢ podzielone na trzy czesci réwne za pomocg linja-
tuicyrkla.

: ; 2 : | o
Co sie tyczy katow ?Z%’ podzielnych elementarnie na trzy czesci

rowne, nalezy zaznaczy¢, ze z tych wszystkich katow ¢ mozna zbudowaé
elementarnie tylko te, dla ktérych n rozlozone na czynniki pierwsze, ma
postac

AT R T e i

gdzie v, >0, v,>0,... (por. art. V)?).

§ 11. Podzial kata na trzy czeSci rowne za pomoca kwadratry-
cy Hipjasza.— Poszukiwania historyczne najdawniejszych badan nad po-
dziatem kgta na trzy czesci rowne prowadzg, podlug mniemania najzna-
komitszych historykéw matematyki, do Hipjasza z Elidy, filozofa,
sofisty i matematyka, ktéry zyt w IV w. prz. Chr.,, a ktéremu nalezy
przypisa¢ odkrycie krzywej zwane] kwadratrycg. Zobaczymy, jak
mozna zastosowac¢ te krzywa do naszego zadania.

Prawdopodobnie krzywej, o ktérej] mowa, sam wynalazca nie dat
zadnej nazwy; pozniej zostata nazwana kwadratrycg przez Dinostratosa
i innych, ktorzy starali si¢ ja zuzytkowaé¢ do kwadratury kota?).

Te krzywa mozna zbudowa¢ w sposob nastepujacy. Niech bedzie
dany kwadrat ABCD (fig. 99); przyjmujac A za $ro-

B—'(—j?z'_——vé dek, opiszmy okrag BED i przypu$émy, ze odcinek
o " ADB obraca si¢ jednostajnie dokota A; jednoczesnie

% A odcinek BC niech si¢ porusza jednostajnie, pozosta-

/ \ \\ jac réownoleglym do AD i przesuwajac si¢ koncem
’/:;’:, \ B wzdluz BA. Jezeli te oba ruchy zaczynaja sie
4= H F D jednoczesnie i odbywaja sie jednostajnie, to rucho-
Fig. 99. me proste AB, BC przecinaja si¢ w kazdym potoze-

niu w punkcie, poruszajacym si¢ wraz z niemi. Miej-
scem tych punktéw jest krzywa zwana kwadratrycg, a gléwna wilas-
no$¢ tej krzywej jest nastepujaca: jezeli przez A poprowadzimy jakgkol-
wiek prosta, jak na rysunku AL, wtedy ¢wiartka okregu kota BED be-

) O nalezgcych tutaj badaniach szczegdlnych patrz Bosauquet, Treatise
on the angle of 30° and any other plane angle. London 1877.
?) Por. Loria, 1. ¢, I Nr. 38; Zeuthen, L c. str, 62 i nast.
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dzie w takim stosunku do tuku DE, jak odcinek BA do rzednej GH
punktu przecigcia G prostej AE z kwadratryca; wlasnosc ta jest bezposred-
nim nastepstwem sposobu, w jaki krzywa powstala. Jezeli wigc oznaczy-
my przez y rzedna dowolnego punktu kwadratrycy w ukladzie spdirzed-
nych prostokatnych (4D, AB), a przez & kat, ktéry promien wodzacy
tego punktu tworzy z osig odcietych, wtedy krzywa bedzie okreslona przez
réwnanie

% 4
BT R
gdzie B oznacza kgt prosty, a b wartosé y, odpowiadajacg ¥=R.

A wiec
y=kY, gdzie k:%.

Widaé stad od razu, ze ta krzywa moze stuzyé do podziatlu kata na
czgsci rowne, albo tez na dwie czesci, bedace do siebie w jakimkolwiek
stosunku danym. Jezeli np. mamy podzielié kat EAD na trzy czesci
rowne, to trzeba tylko podzieli¢ na trzy czesci rowne rzedna GH punktu
przecigcia prostej AE z kwadratrycg i polgezy¢ punkt A z punktami,
w ktérych kwadratryca przecina si¢ z prostemi, poprowadzonemi przez
punkty podziatu réwnolegle do AD.

Z podobnego rozumowania okazuje si¢, ze do tych samych zastoso-
wan, co kwadratryca, nadaje si¢ tak zwana linja spiralna Archi-
medesa (r=ag), t. . miejsce punktu, posuwajacego si¢ ruchem jedno-
stajnym wzdluz prostej, ktora sama obraca si¢ jednostajnie dokola jedne-
go ze swych punktow.

§ 12. Sprowadzenie podzialu kata na trzy czeSci réwne do za-
dann na wstawianie odeinkéw.—Podlug relacji Papusa w starozytnosci
juz sprowadzano zadanie podziatlu kata na trzy cze$ci rowne do dwuch
zadan klasycznych na wstawianie odcinkow.

Jedno z nich, ktérego daty nie udato sie ustalié, moglo, jak pisze Zeut-
hen, powsta¢ w wieku V; natomiast drugie, zawarte w Lematach Archi-

medesa, przekazanych nam przez arabdw,
pochodzi, by¢é moze, od samego Archime-

B./ i D desa.
it 1. Przypusémy, ze chcemy kat (ostry)
, Y BAC podzieli¢ na trzy czesci rowne (fig. 100);
4
’

poprowadzmy z dowolnego punktu B ra-
mienia AB prostopadta BC do drugiego
ramienia i réwnolegla BD do tego ramie-
nia; umie$émy nastepnie miedzy BCi BD odcinek EF=2 4B

Fig. 100.
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tak, azeby jego przedtuzenie przeszlo przez A4; powstanie
w ten sposéb kat CAE, ktéry jest trzecig czescia danego kata BAC.
W rzeczy samej, jezeli G jest sSrodkiem odcinka FKF i jezeli pola-

czymy G z B, to .
EG=GF=BG=AB,

a zatym

X GAB=<BGA=2. BFG=2.CAE,
przeto

<0AE=_€§;A§, c.b.d d

2. Niech bedzie BAC katem (ostrym), ktéry mamy podzieli¢ na
trzy czesci rowhe (fig. 101). Okreslmy promieniem dowolnym kolo o $rod-
ku A; B, C, D niech beda punktami przecigcia tego kota z ramionami
danego kata i z przedluzeniem ramienia AB poza 4; umiesc¢my te- -

C

Fig. 101.

raz pomiegdzy prosta AD i zakreslonym okregiem odci-
nek EFF réwny promieniowi A4C w taki sposdb, azeby jego
przediuzenie przeszlo przez C; powstanie przez to kat EFD,
ktory jest trzecig czescig kata danego.
W rzeczy samej, jezeli polaczymy A z E, to okaze si¢ z wykonanej

konstrukeji, ze

X ACE= < CEA=2.EFD,
a poniewaz

< CAB= < ACE+ < EFD,

XCAB=3.DFE,

s CAB

S

Jezeli wigc poprowadzimy prosta AG réwnolegla do FC, to otrzymany tym
sposobem kgt GADB bedzie trzecia czecig danego kata CABY).

przeto

czyli, jak twierdziliSmy
X DFE =

1) Ta metoda, jak juz moéwiliSmy, pochodzi, byé moze od Archimedesa;
mozna tak wnosié¢ z tekstu lematu VIII cytowanych Lematow Archimedesa, ma-
jacego takie brzmienie: ,Jezeli przedtuzymy jakgkolwiek cigciwe CE (fig. 101) ko-
la o odcinek EF réwny promieniowi i jezeli polgczymy ze Srodkiem A punkt
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Azeby uzupelni¢ wyklad dwuch ostatnich metod, w ktérych zakta-
daliSmy, ze kat dany byl ostry, nalezy dodaé, ze jezeli kat jest prosty, to
wiemy dobrze, jak mozna go podzielic elementarnie na trzy czgsci
réwne; jezeli zas dany kat jest rozwarty, to mozemy za pomoca srodkéw
elementarnych rozlozy¢ go na sume kata prostego i ostrego; a wiec
podzial danego kata rozwartego sprowadza sie¢ do podziatu kata ostrego.

§ 13. Podzial kata na trzy czeSci r6wne za pomoca stozkowych.
Metody przekazane przez Papusa. Bylo to uporem bezwatpie-
nia, jak pisze Montucla?) przez dtugi czas poszukiwaé za pomoca gieo-
metrji elementarnej rozwigzania obu wylozonych w poprzednim paragra-
fie zadan na wstawianie odcinkéw, do ktérych zostalo sprowadzone za-
danie podziatu kata na trzy czesci rOwne. Poszukiwane wstawiania odcin-
kow, zaréwno jak zadanie, ktére zostato do nich sprowadzone, sa zalezne
od réwnan stopnia trzeciego, w ogolnosci nieprzywiedlnych, a wiec nie
mogly by¢ wykonane za posrednictwem kota i prostej. Po bardzo licznych
usitowaniach, ktére byly bezplodne, albo prowadzity do wnioskéw blednych,
zaczeto sig zwraca¢ do przecieé stozkowych i do réznych innych krzywych.

Papus zdaje sprawe z gleboko obmyslanych sposobow, jakiemi
rézni matematycy, ktérych nazwiska nie zostaly podane, stosowali hiper-
bole do rozwigzania drugiego z dwuch zadan na wstawianie odcinkow
do ktdrych, jak widzieliSmy, sprowadza si¢ zadanie podziatu kata na trzy
czesci rowne.

Powr6émy wiec do tego drugiego zadania i zauwazmy zaraz, stajac
na stanowisku Papusa, Ze mozna temu zadaniu nadaé jeszcze taka po-

C G
o : 5
B L 4 D F
Fig. 102.

staé: dany jest kgt (ostry) BAC (fig. 102); prowadzimy z C prosta CL
prostopadly do AB, uzupelniamy prostokat LAGC, a przedtuzywszy AB
poza 4, umieszczamy migdzy prostg AB i prosta AG odci-

koncowy przediuzenia, to otrzymamy dwie sieczne FEC, FDB, wyznaczajace na
danym okregu dwa tuki nie przylegle CB, DE, z ktorych jeden jest trzy razy wigk-
szy od drugiego“. Wida¢ wigc, ze jest tu tylko drobna roznica formalna w stosun-
ku do metody wylozonej wyzej.

1) L. c. str. 240 i nast.
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nek HF, dwa razy wigekszy od AC, a ktérego przedifuzenie
X CAB
S Pt

Uzupelnijmy teraz réwnolegtobok GHFI; z tréjkgtéw podobnych
CLF, CGH mamy:

przechodzi przez C, wtedy <CHFA=

FL:LC=CG@G:GH,
- czyli

FL:AG=AL:FI,
skad

FL.FI=AG.AL.

Stad wynika, %e punkt I nalezy do hiperboli, majacej asymptoty
LF, LC i przechodzacej przez punkt @; odcinek HF jest dany co do

wielkos$ci jako podwojony odcinek AC, a wiec jest tez znany odcinek G,

z czego sie okazuje, ze punkt I, oprécz do hiperboli rzeczonej, nalezy
takze do okregu o srodku G i promieniu GI=2.AC. Punkt I jest prze-
to przecigciem tego kola z hiperbola. Ratwo wiec wyznaczy¢ ten punkt,
gdyz trzeba tylko wykresli¢c przez punkt G hiperbole, majaca za asymp-
loty proste LF, LC, oraz kolo o srodku G' i o promieniu réwnym po-
dwojonemu odcinkowi AC; z punktu I, w ktérym si¢ te dwie krzywe
przecinaja, poprowadzmy prostopadta do BA; spodek £ tej prostopadiej
wyznacza polozenie odcinka HZF, od ktérego,
jak widzieliSmy, zalezy wyznaczenie trzeciej
czesci kata BAC.

Papus mowi jeszcze o innym rozwigzaniu
zadania podzialu kata na trzy czeéci réwne (Ma-
them. Collect., I, 4, pod. 34) réwniez za pomoca
hiperboli, ale uzytej w sposéb odmienny, bez
posrednictwa zadania na wstawianie odcinkow.
To rozwigzanie, méwi Montucla, jest tak piek-
ne, 26 doprawdy zastuguje na wzmianke; po-
lega na zastosowaniu pewnej wlasnosci hiper-
boli, ktorej asymptoty zawieraja kat 120° (fig.
103). Jezeli mianowicie na osi takiej hiperboli
odetniemy od wierzcholka B odcinek BC réw-
ny polowie osi rzeczywistej i potaczymy wtedy jakikolwiek punkt D hi-
perboli z otrzymanym w ten sposob punktem C i z drugim wierzchol-
kiem A4, wtedy kat DCA jest zawsze dwa razy wigkszy od kata CAD?).

Fig. 103.

) Ta wlasno$¢ rzeczonej hiperboli jest malo znana, dowiedziemy jej prze-
to. Z zalozenia, ze asymptoty tworzg z sobg kat 120° wnosimy, oznaczajac, jak

I PRI e
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Stad wypada, ze jezeli poprowadzimy luk kota przez punkty 4, C, D,
wtedy tuk AD bedzie dwa razy wigkszy od luku DC. Latwo teraz zrozu-
mie¢, jak mozna zastosowaé¢ t¢ wlasnos¢ do podzielenia kata na trzy
czesci rowne: na cigciwie AC trzeba wykreslic tuk kota, odpowiadajacy
danemu katowi a=CKEA, jako katowi srodkowemu; wtedy CED jest
trzecia czescig kata CEA, czyli kata a.

Uwaga. Okrag CDA, oprécz w A i D, przecina hiperbole jeszcze
w dwuch innych punktach 7' i §; trzy punkty D, T, S dziela caly okrag
na ftrzy czeSci rowne i odcinaja od punktu C trzecia czes¢ wszystkich
tukéw o+m.2n, ktére si¢ zaczynaja w C a koncza w 4, po okrazeniu
kola dowolng ilo$¢ razy. Jezeli w szczegolnosci m=3\ (gdzie A jest licz-
ba calkowita dodatnig, ujemng lub zerem), to zadanie rozwigzuje punkt
D; jezeli m=3\+1, to nalezy wzia¢ punkt 7, wreszcie przypadkowi
n=3A+2 odpowiada punkt S. W ten sposéb punkty D, T, § odpowiadaja -
trzem rozwigzaniom rownania stopnia trzeciego, od ktérego zalezy dane
zadanie,

zwykle, polowy osi przez aibd, ze b=atg60°=a V/3, a zatym rownanie hiperboli
wzgledem jej osi jako spolrzednych
xZ y2
7= Yl
przyjmuje postaé
x2 y2
a®  3a?
Jezeli teraz ze Srodka F odcinka AC (fig. 104) poprowadzimy do AC prostopadls,
przecinajaca AD w punkcie G, to azeby dowiesé, ze
kat DCA jest dwa razy wigkszy od CAD, trzeba tyl-
ko okazaé, ze CG jest dwusieczng kata DCA, czyli ze
AG:GD=AC:CD;a w tym celu musimy tylko dowies¢,
D ze AC:CD=AF: FP. Ale AC=3a, CD =V DP*+ PC* =

=1, czyli y*=3x*—3a>

G AT Bl 3
¢ = \/y2+(2a——x)2, AF:Qa, FP— x—%, a wigc propor-

cje powyzsza mozna tak napisaé:

2
A poniewaz dla rozpatrywanej hiperboli

TR s B
3a: \/y2+(2a— X 2=§ a: <x—i> 3

yE=3x"—-3a?

Fig. 104. przeto, podstawiajac to wyrazenie na y? z powyzszej
proporcji dostaniemy
AT 38 9x—
3a: Vit a*—dax=3a: (2x—a)=§a: %_‘}
A zatym proporcje, ktére mieliSmy sprawdzié¢, sg prawdziwe, CG jest dwusieczng
kata DCA, a kat DCA jest dwa razy wigkszy od DAC.
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Stozkowe byly stosowane przez matematykéw nowoczesnych jako
$rodek podzialu kata na trzy czeSci rowne i doprowadzity do nastepuja-
cych konstrukeji zastugujgcych na uwage.

Metoda Kartezjusza?®). Zadanie podziatu kata lub tuku na
trzy czesci rowne Kartezjusz stawia w taki spo-
sob: obierzmy za jednostke promien kota, do
ktorego nalezy tuk ABCD (fig. 105) dany do
podziatu; niech bedzie jego cigciwa AD=gq,
a przez z oznaczmy cieciwe AB trzeciej czesci
luku ABCD, ktéry przypusémy, ze zostal juz
podzielony w B, C na trzy czeSci rowne. Po-
prowadzmy promienie OA, OB, OC, OD, a przez
punkt B poprowadzmy prosta BF rownolegla
do CO; z tréjkatow AOB i BAE, kitore sa po-

dobne (gdyz maja <<ABO wspdlny, a xAOB= Fig. 105.
=xBAFL), wynika:
(1) AOQ:AB=AB:BE;

za$ 7z tréjkatow BAE i EBF, ktére sa rowniez podobne (gdyz maja
< BEE wspolny, a <X FBE=xBO(C=<BAFE) wynika

(2) : AB:BE=BE.FE.
Poniewaz z proporcji (1) otrzymujemy

1:2=2: Bl BE—2%
przeto z (2) wypada:
z2:2*=22.FE, czyli FE=2%

Widzimy z figury, 2¢ AE=HD=AB i EH=DBC-BG (jezeli prosta EG
jest rownolegla do HC), czyli EH=AB - FE, a zatym AD=3AB- FE,
czyli

q=3z-2%;
przeto z czyni zado$é réwnaniu
(3) 23=3z—q.

Opiszmy teraz, idac za Kartezjuszem, parabole o parametrze row-
nym polowie promienia kota (fig. 106), do ktérego nalezy tuk dany do
podzialu, a wigc o parametrze réwnym i, stosownie do poprzedniego za-
lozenia; wezmy na osi, poczawszy od wierzcholka A, odcigta AB=2,

a z B poprowadzmy odcinek BC prostopadty do osi i rowny %, t. j. po-

1) Por. La Géomélrie, 1. c., str. 75 i nast.
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towie cigciwy danego tuku. Przyjawszy C za srodek, a C4 za promien,
wykreslmy okrag, ktéry mie¢ bedzie z parabola, oprocz wierzcholka, trzy
inne punkty przecigcia; rzednemi tych punktéw sg trzy wartosci szukanej
cigeiwy. W rzeczy samej, biorgc pod uwage zwrot, w ktérym zostala

/
E
D
B
A
C
Fig. 106.

poprowadzona rzedna BC ze $rodka, dostajemy dla punktéw przecigcia
nastepujacy uklad rownan:

] Yyr=u
q\? q?
—9)2 S e i O . 208
l (z 2)+(y+2 2+4,
skad znajdujemy:
9 9 g% 2 7

Yt =32 +qy=0
y(y* -3y +q)=0;

a wige y=0, czemu odpowiada punkt A, albo y*=3y - ¢, skad widaé, ze

rzgdna y ktéoregokolwiek punktu przecigcia czyni zado$é réwnaniu (3),

do ktérego, podlug metody Kartezjusza, sprowadza si¢ zadanie podzialu
Gieometrja. T. II. 15
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kata na trzy czesci réwne. Gdyby rzedna BC byla poprowadzona na pél-
plaszczyznie dodatniej, wtedy otrzymaliby$Smy y®=3y+ ¢, ktére to rowna-
nie rézni si¢ od (3) tylko znakiem przy 2z, gdyz jezeli w réwnaniu (3)
zastagpimy # przez —z i zmienimy wszystkie znaki, to rownanie to zamie-
ni si¢ na

28=3z+¢q.

Mozna si¢ przekonaé, ze najmniejsza z trzech rzednych przedstawia
cieciwe trzeciej czesci luku danego, srednia jest cigciwa trzeciej czesci
tuku, uzupelniajgcego tuk dany do okregu, a najwieksza, ktéra si¢ row-
na sumie dwuch poprzednich, jest cigciwg trzeciej czesci okregu, po-
wiekszonego o tuk dany.

Metoda Clairauta!?) (1713—1767).—Niech bedzie dany jakikol-
wiek kat ABC (fig. 107); wykreslmy okrag, majgcy $rodek w wierzchotku.
tego kata, a promien dowolny. W zalozeniu,
ze kat zostal podzielony na trzy czesci rowne
przez proste BD, BE, poprowadzmy -cigciwy
AD, DE, EC i srednice BF prostopadia do
DE; widzimy, ze

CE=ED=2.EF;

mozemy wiec powiedzie¢, ze punkt E (od ktd-
rego wyznaczenia zalezy oczywiscie podzial da-
Fig. 107. nego kata na trzy czesci réwne) nalezy do hi-
perboli, majacej punkt C za ognisko, $rednice
BF za kierownice, a 2 za mimosréd. Odlegto$¢ punktu 4 od C jest dwa
razy wigksza, niz odleglos¢ tegoz punktu od srednicy BF; oprécz tego
punkt A nalezy do prostopadiej, poprowadzonej z C do BF, jest wiec
wierzchotkiem rzeczonej hiperboli, a drugi jej wierzcholek A’ lezy na CA
po tej samej stronie prostej BF, co i punkt C w odleglosci 3. CH od C
(jezeli H jest punktem przecigcia prostych AC i BF). W ten sposéb
mamy o$ rzeczywista hiperboli, a drugie ognisko lezy na prostej A4’ (ze-
wnatrz odcinka AA4’) na odleglosci od A réwnej CA’. Przez to zostala
w zupelnosci wyznaczona hiperbola, ktéra, przecinajac okrag z poczatku
opisany, wyznacza punkt Z, a wigc pozwala podzieli¢ dany kat ABC na
trzy czesci rowne.
Metoda Chaslesa?) (1793—1880). — Niech bedzie ACB katem,

a wiec AB tukiem, ktéory mamy podzieli¢ na trzy czesci rowne (fig. 108);

) Por. Taylor. Geomelry of the conics. Cambridge, 1881, Nr. 308, str. 126.
?) Por. Apercu historique.
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obierzmy jakikolwiek luk BD i luk AE=2.BD. Poprowadziwszy styczng
AT widzimy, ze kat TAE réwna si¢ katowi BOD; jezeli sobie teraz wy-
obrazimy, ze fuk BD stopniowo si¢ zmienia, a wiec odpowiednio i tuk
AE (ktéry jest stale dwa razy wigkszy od luku BD), to otrzymamy dwa
peki promieni o wierzcholkach C, A, rzutowe wzgledem siebie, gdyz kat
dwuch ktérychkolwiek promieni jednego peku T
rowna si¢ katowi promieni odpowiadajacych dru-
giego peku. Miejscem gieometrycznym punktu
przeciecia M promieni odpowiadajacych CD, AE
jest przeto stozkowa, a punkt przecigcia tej stoz-
kowej N z tukiem AB rozwigzuje zadanie podziatu
tuku AB (a tym samym kata ACB) na trzy czesci
réwne, gdyz AN=2. NB, a wiec £ ACB=3. % BCN.

Mozna si¢ zreszta przekonaé, ze powyzsza
stozkowa jest hiperbola rownoboczng; rzeczywiscie,
jezeli przez punkty 4, C poprowadzimy rownole-
gle do dwusiecznych PQ, PR katéw pomiedzy
prostemi A7, BC, dostaniemy dwie pary promie- e
ni réwnoleglych i odpowiadajacych sobie w pe-
kach tworzacych stozkowej, ktora ma przeto dwa
punkty w nieskonczonosci, a wigc jest hiperbolg; ta hiperbola jest réw-
noboczna, gdyz jej asymptoty sa do siebie prostopadle, jako réwnolegte
do dwusiecznych -dwuch katéw przyleglych.

§ 14. Podzial kata na trzy czesci réwne za pomoca konchoidy.
Metoda Nikomedesa.—Jak to juz zaznaczyliSmy w § 4, zadania na
wstawianie odcinkéw, do ktérych zostal w § 12 sprowadzony podziat ka-

Fig. 108.

Fig. 109.

ta na trzy czesci réowne, mogg by¢ bezposrednio rozwigzane za pomocg
muszli Nikomedesa.

Azeby rozwigzaé¢ pierwsze zadanie (fig. 109), wystarcza wykresli¢ zna-
nym juz przyrzadem (§ 4) konchoide, majacqa punkt B za biegun, pro-
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stg AC za podstawe, a 2.4B za parametr. Jezeli F jest punktem,
w ktérym ta konchoida spotyka prosta AD, to laczac B z F otrzymamy
odcinek IF réwny parametrowi konchoidy, a wigc réowny 2.A4B; bedzie
< ABC
G e

Podobnie, robigc uzytek z konchoidy, tatwo rozwigza¢ drugie z wy-
mienionych zadan na wstawianie odcinkéw (§ 12); przyjmujac C za bie-
gun, promien OB za parametr, a prosta AB za podstawe, moze-
my wykresli¢ konchoide (fig. 110), ktéra wzgledem podstawy lezy po tej sa-
mej stronie co i biegun (t. zw. druga konchoide starozytnych, dla

wiec, jak juz dowiedliSmy, < FBC=

Fig. 110.

ktérej biegun jest w tym przypadku punktem podwdéjnym, gdyz pa-
rametr jest wigkszy od odleglosci bieguna od podstawy). Jezeli K jest
punktem, w ktéorym tak wykreslona konchoida przecina pétkole ACMD ze-
wnatrz danego kata ABC, to poprowadZmy prosta CE i przedluzmy ja
do przecigcia F' z przedluzeniem s$rednicy AD; w ten sposéb umiescimy
miedzy polkolem i prosta AB odcinek EF= BC, bedzie wige, jak tego do-
wiedlismy (§ 12, 2), % DFE=45C

Zastosowanie konchoidy do podziatu kgta na trzy czesci r6wne Pro-
klus przypisuje samemu Nikomedesowi, natomiast Papus, niestusznie zda-
niem Cantora, chlubi si¢ nim jako dzielem wlasnym 1!).

Metoda Newtona. Zatrzymujac si¢ jeszcze na tym rodzaju roz-
wigzan, warto wymieni¢ osobno bardzo proste rozwigzanie Newtona?)
za pomoca pewnego szczegolnego wstawienia odcinka, dajacego si¢ wy-
kona¢ za posrednictwem konchoidy.

Jezeli lukiem, ktory ma byé¢ podzielony na trzy czesci rowne, jest
tuk AB (fig. 111), to poprowadzmy jego cigciwe i Srednice CA, nastepnie
poprowadzmy prostg BC i umies¢my miedzy AB, CB odcinek ED réwny
$rednicy C4 i skierowany ku srodkowi M danego okregu. Jezeli G jest

) Por. Loria, L. ¢, II, str, 202—Cantor, Vorlesungen, str. 305.
il el
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punktem przecigcia prostej DE z potkolem ABC, to luk GB jest trzecia
czeScig tuku danego, czyli < BMG=}3xBMA.

W rzeczy samej, jezeli F' jest srodkiem odcinka ED, to BF=}DE,
a wiec BF réwna si¢ promieniowi BM. Stad wypada, ze <C BMG'= < GFB=
=2.FDB=20, A zatym

X BMA =X GMA + L BMG= (1 + 9) + 29,
jezeli zalozymy << BCA=v.

Stad
X BMA=35+ f-lzi—m ,
a wiec Eor
ir —33,

czyli wreszcie

< BMA=3.(20)=3.<BMG, c. b. d. d.
Jezeli wiec wykreslimy konchoide¢, majaca biegun M, podstawe AB

Fig. 111.

i parametr réwny Srednicy kola, to taczac punkt przecigcia D tej kon-
choidy i prostej BC ze s$rodkiem M, odetniemy trzecia cze$é od tuku
i od kata danego.

§ 15. Podzial kata na trzy czeSci réwne za pomoca Slimaka Pascala
albo za pomoca innych krzywych, dajacych si¢ zastosowaé do podziatu
kata na czeSci ré6wne w ogéle!). Slimak Pascala. Niech bedzie

1) Redagujgc ten paragraf, odwolywaliSmy si¢ w szczegolnosci do dziela:
G. Loria. Spezielle algebraische und transcendente ebene Kurven, Theorie und
Geschichte, Leipzig 1902, gdzie w wielu miejscach, a zwlaszcza w osobnym roz-
dziale (rozdz. XII, str. 323 i nast.) sa obszernie omowione wazniejsze krzywe, za
pomocy ktéorych mozna rozwigzaé w ogoélnosci zadanie podzialu kata na czesci
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ABC jakimkolwiek katem, ktéry ma byé podzielony na trzy czesci réw-
ne (fig. 112); opiszmy okrag, przechodzacy przez wierzcholek B danego
kata i majgcy srodek O w ktérymkolwiek punkcie ramienia BC. Popro-
wadzmy przez B dowolna ilos¢ prostych i, poczawszy od punktu przecie-
cia kazdej z tych prostych z okregiem, odetnijmy na kazdej z nich w obu
zwrotach przeciwleglych odcinek réwny promieniowi. Miejscem gieome-
trycznym otrzymanych w ten sposob punktéw X jest linja czwartego rze-
du, bedaca przypadkiem szczegélnym krzywej, znanej pod nazwa $lim a-

Fig. 112.

ka Pascalat?), a ktéora mozemy uwazac za konchoide o podsta-
wie kotowej, powotujac sie¢ na okreslenie konchoidy (§ 4).

Jezeli teraz przez §rodek O poprowadzimy prosta DE réwnolegla do
ramienia AB danego kata i polaczymy z wierzchotkiem B punkt D,
x ABC

w ktéorym ta réwnoleglta przecina rzeczong krzywa, to <ABD= 3

rowne. Korzystamy z tej okazji, azeby wyrazi¢ autorowi zywe podzigkowanie za
dostarczone nam laskawie uwagi i za publikacje, ktéore nam oddal z cala uprzej-
moscig do rozporzadzenia.

) Pascal, o ktorym tutaj mowa, jest to, jak utrzymujg Cantor, Tannery
i Loria, bez watpienia Stefan, ojciec Blazeja; podtug Robervala (w Observatlions)
nalezy samemu Stefanowi Pascalowi przypisa¢ uwage, Zze $limak jest krzywa,
ktorg mozna zastosowa¢ do podzialu kgta na trzy cz¢Sci rowne; t¢ uwa-
ge powtarzano pézniej wielokrotnie z réznemi odmianami (por. Azémar. Trisec-
tion de l'angle suivi de recherches analytiques sur le méme sujet de Garnier, Paris
1809. Fusinieri. Trisezione geometrica degli archi di cerchio. Mem. delta Societa
Ital. delle Scienze, XXIII, 1846; Jouanne. Trisection de I'angle au moyen du lima-
con de Pascal. Nouv. Ann. 2, Ser. IX, 1870.—-Brocard. Nole sur un compas trisec-
teur, Bull, de la Soc. math. de France, III, 1875,
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W rzeczy samej, ABC = ABD + DBC = ABD + OHB = ABD+2.0DB=
=3.4BD, ¢c. b. d. d.

Podobnie, rozpatrujagc dwa pozostate punkty E, F, wspélne dla réow-
nolegtej do AB, poprowadzonej przez O, i dla krzywej, tatwo dowiesc¢, ze

{ABE=<):ABL.—_£+—;4—BQ
i
{ABF_—.% +;1BQ,

wyznaczyliSmy wiec wszystkie trzy rozwigzania zadania.

Cyclois anomala Cevy. — Tomasz Ceva w swoich Opuscula Mathe-
matica (Mediolani 1699) podat pod tytulem Cycloidum anomalarum de-
scriptio konstrukcje krzywej, ktorg autor nazywa cyclois anomala, i wylo-
zyl zastosowanie tej krzywej do podzialu kata na dowolng liczbe czesci
réwnych. Ta krzywa tak powstaje: niech bedzie dane koto o $rodku O
i promieniu a (fig. 113); przez $rodek prowadzimy dowolng prosta OX,
przecinajacg okragg w punkcie 4 i inng prosta 7, przecinajaca okrag

S /]/Y

N, N

Fig. 113.

w punkcie M; na prostych OX i r wyznaczamy szeregi punktéw 4,, 4,,
Ay, ... 1 M, M,, M,, ... tak, azeby bytlo:

MA =AM =MA,=AM,=...=a.

Jezeli prosta r si¢ obraca, wtedy kazdy z punktéw M, M, M,, ... za-
kresla cykloide Cevy. Oznaczmy teraz kat (r, OX) przez o; dostaniemy
oczywiscie:

XA4,0M =xMA,0 =o

XXMM A, =xA MM, =20

XA,AM, =X MA,A =30

XA MM, =X M M,A,=40
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stad wida¢, ze skoro rzeczone krzywe Cevy zostaly wykreslone, to mozna si¢
niemi postugiwaé¢ do rozwigzania zadania podziatu dowolnego kata na czesci
réwne. W szczegolnosci azeby podzieli¢ kat na trzy czesci réwne, mozna
posilkowac sie pierwsza krzywa Cevy (fig. 113) w sposéb nastepujacy: niech
bedzie dany kat XPY=a, ktorego jedno rami¢ lezy na prostej OX; odet-
nijmy na PY odcinek PN=O0A i poprowadzmy przez N rownolegla do
0OX az do zewnetrznego przecigcia z krzywa, a otrzymany punkt przecig-
o
3

Ale i ta krzywa daje wszystkie trzy rozwigzania zadania, gdyz jezeli
jeszcze punkty przecigcia R, S powyzszej rownoleglej z krzywa polaczy-
my z punktem O, to tatwo si¢ przekonamy, ze

cia polgczmy ze $rodkiem O linja prosta: ta prosta tworzy z OX kat

xX0R="1%, xX0s- i";ﬂ :

Na powyzsze] wiasnosci opiera si¢ cyrkiel trojdzielczy, przy-
pisywany Cevie, i podobny przyrzad Tschirnhausena.

Krzywe Schoutego.—Niech beda dane dwa punkty state 4, A’

(fig. 114); wezmy pod uwage miejsce takich punktéow P plaszczyzny, aze-

by kat PAA’' pozostawal w oznaczonym stosunku stalym do kata ze-

wnetrznego PA’B (a wige rowniez i do kata PA'A). Odpowiednio do réz-

nych wartosci, ktére mozna nada¢ temu stosunkowi, dostaniemy jako

miejsce punktu P rézne krzywe, kitdre moga

stuzy¢ do rozwigzania og6lnego zadania podzia-

S ' \"\“ tu kata na czesci rowne. Opuszczajac szcze-

/, it _,.\,\,,_ golowe wyjasnienia, odsylamy czytelnika do cy-
A A" B towanego rozdzialu pracy Lorii: Spezielle algebr.
Fig. 114. und transc. ebene Kurven; tutaj poprzestaniemy na

wzmiance, ze poprzednio wylozone rozwigzanie
(§ 13) przez zastosowanie pewnej wiasnosci hiperboli, zawartej w kacie
120°, jest tylko przypadkiem szczegdlnym tego ogolniejszego rozwigzania
Schoutego.

W wymienionej ksigzce Loria mdwi jeszcze obszernie o innych krzy-
wych dzielezych dos¢ skomplikowanych; nie uwazamy jednak za wlasci-
we zatrzymywac¢ si¢ nad niemi dluzej, azeby sie nie oddala¢ od naszego
glownego tematu. BadZ co badz, nie chcemy pomingé¢ zupetnie krzywych
Kempego.

Krzywe Kempego.—Przedewszystkim poczynmy uwagi nastepu-
jace. Kazda liczba catkowita jest albo pierwszg, albo jest iloczynem czyn-
nikéw pierwszych; przeto podzial kata na jakgkolwiek liczbe czesci row-
nych moze byé¢ sprowadzony do podziatu na liczbe pierwszg czesci
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réwnych. Otéz jezeli p jest liczba pierwsza (nieparzysta), to, jak wiemy
z twierdzenia Fermata, liczba 2°7' —1 jest podzielna przez p, tak sa-
mo wiec bedzie z iloczynem

(22 + 1)(2%— 1),

ktorego przynajmniej jeden z czynnikow jest przeto wielokrotnoscig liczby
p. Stad wynika, ze jezeli mamy dzieli¢ kat na jakakolwiek liczbe czesci
rownych, wtedy wystarcza rozwazyé podzial na liczbe czesci rownych,
majgcg posta¢ 2"+1, gdyz cze$¢ szukana bedzie wielokrotnoscig czesci
tak znalezionej.

Wykreslmy teraz, przyjmujac M za $rodek, a a za promien, kolo
(fig. 115) styczne do osi #z w punkcie O; poprowadzmy przez O dowolna
sieczng OA i odetnijmy na niej odcinki

AB=AM, BC=BM, (D=CM, ...

Jezeli teraz proste AM, BM, CM, DM, ... przedluzymy poza M, a ka-
ty, ktére te proste tworza z OA oznaczymy przez a, B, 7, O,..., zas$ katy,

r-1
2

Y

0 X
Fig. 115,

ktore tworzg proste MA', MB', MC', MD',.. z MO oznaczymy przez
o, B, v, 0., wtedy bedzie o'=2a, B+ 38, v'=5y, 8'=99,... Niech teraz
sieczna OA obraca si¢ dokota punktu O; wtedy punkty B, C, D,... opisza
pewne krzywe; jezeli przez M poprowadzimy jakgkolwiek prosta, tworzaca
z MO kat o, to ta prosta przetnie okrag i opisane krzywe w punktach
F, ¢, H, K, ... takich, ze katy MFO, MGO, MHO, MKO,... rownaja si¢
(O] ® ® (0}
TR ST R e
podziatu kata na 2"+1 czesSci rownych.

W przypadku szczegélnym podzialu kata na trzy réwne czesci krzy-
wa jest Slimakiem Pascala, otrzymuje si¢ wigc za pomocg tej krzywej

odpowiednio A wigc te krzywe moga by¢ uzywane do
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wszystkie trzy rozwigzania zadania. Rzeczywiscie, jezeli (fig. 116)

%B'MO=aq, to
*B'BO— xB'B,0=""12.

o it _m+a
5, EBBO0="r,

W drugim przypadku ogélnym podziatu kata na 2" -1 czesci réow-
Y

Af
Fig. 116.

nych opisujemy dokota poczatku O okrag o promieniu a (fig. 117); punkt
przeciecia tego okregu z osiag x niech bedzie M. Jezeli przez O poprowa-

Y D

;X?"

Fig. 117.

dzimy dowolny promien OA i wyznaczymy na nim takie odcinki ze
AB=AM, BC=BM, CD=CM,..., to oczywiscie

X OAM= < AMO, <<OBM=}xBMO, s-O0CM=1xCMO,
< ODM =} DMO,...
Jezeli znowu OA obraca si¢ dokota O, to punkty B, C, D,.. opisuja




— 235 —

pewne krzywe, jezeli wiec poprowadzimy przez M prosta, zawierajacy
z MO kat o, to ta prosta przetnie rzeczone krzywe w punktach F, @, H, ...
w taki sposob, ze

XOFM=}t0n, XxO0GM=}0, XO0OHM+io,..;

a zatym rozpatrywane krzywe moga sluzy¢ do podziatu kata na 2"-1
czesci réwnych.

W szczegolnosci okazuje sie i tutaj w przypadku podziatu na trzy

D 2
Fig. 118.

czedci réwne, ze mozna tym sposobem otrzymaé¢ wszystkie trzy rozwigza-

nia zadania. Rzeczywiscie, latwo si¢ przekonaé¢ (fig. 118), ze jezeli
X BMO=a, to

X OBM~—

x0BD="%%, yopp-2tte.

Poniewaz uwzglednilismy tu wszystkie przypadki, do ktdérych sie
sprowadza zadanie podzialu kata na dowolng liczbe czesci rownych, prze-
to metoda Kempego wyczerpuje zadanie calkowicie?).

o
51

) A. Kempe. De verdeeling van een hock een 2n+1 gelyke deelen; De ver-
deeling van een hock een villkenrig antal gelyke deelen, Niew Archiv voor Wiskun-
de, 2 ser., I, 1894, Por. takze: Sur les courbes sectrices, Mém. de Liége 2, 20, 1898,
a o powstawaniu mechanicznym tych krzywych: Zeitschr. f. Math. u Phys. 49,
1903 i Verhandl. d. Math. Kongresses zu Heidelberg. Leipzig 1905, str. 492,
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§ 16. Podzial kata na trzy czeS$ci rowne za pomoca specjalnych
przyrzadéw. Wyobrazmy sobie przyrzad, przedstawiony na fig. 119,

Fig. 119.
Jezeli w ten sposéb przyrzad tréjdzielczy bedzie ulozony

gdzie DFE jest potkregiem (z drzewa, mosigdzu
it p.), DB linjalem dostatecznie dlugim, umie-
szczonym w polozeniu stycznym do pdlkregu
w punkcie D, a AE drugim linjalem, na kto-
rym lezy srednica poltkregu DFE, a ktérego
cze$¢ zewnetrzna AD réwna sie dtugosci pro-
mienia DO. Jezeli chcemy za pomoca tego przy-
rzadu podzieli¢ jakikolwiek kat ABC na trzy
czeSci rowne, wtedy umieszczamy go na ptla-
szczyznie tego kata w ten sposdb, azeby kra-
wedz BD linjatu, styczna do pdtkola, przecho-
dzila przéz wierzcholek B kata danego, azeby
koniec A lezal na jednym ramieniu tego kata,

o2 potkole zeby bylo styczne do drugiego ra-

mienia (co mozna osiggnaé, przesuwajac odpo-
wiednio punkt 4 wzdluz ramienia BA).

w kacie ABC, wtedy proste BD, BO
podzielg ten kat na trzy czesci row-
ne. W rzeczy samej, niech bedzie ¥
punktem stycznosci ramienia BC
z potkolem; poniewaz punkt O jest
réwnooddalony od BD i BC, przeto
nalezy do dwusiecznej kata DBC;
ale oczywiscie
X ABD = 3 DBO,

a wiec

< ABD=xDB0O=<0BC, c.b.d.d.!)

Zastuguje jeszcze na zaznaczenie
przyrzad tréjdzielczy, ktéry zbudowat
Q. Amadori?). Azeby wyjasni¢ za-
sade, na ktorej sie opiera przyrzad
Amadorego, obierzmy jakikolwiek kat
ROS (fig. 120), podzielmy go prosta

L

M

Fig. 120.

1) Opis tego przyrzadu podal Good Arthur (Tom Tit) w ksigzce La scien-

ce amusante.

?) Opis zostal podany w ksigzeczce Sulla Trisezione d’un angolo qualunque,

Savona 1883.
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LZ na dwie czesci réwne, opiszmy kolo RZSV o $rodku w wierzcholku
O i o promieniu dowolnym i poprowadzmy srednice CD prostopadia do
dwusiecznej LZ kata danego. Wezmy teraz linjal R(), dostatecznie dtu-
gi, i wyznaczmy na nim odcinek PQ réowny s$rednicy kola; ten linjal
umies¢émy na plaszczyznie kata danego do podzialu tak, azeby punkty
P i Q nalezaly odpowiednio do $rednicy CD i dwusiecznej LZ. Przesu-
wajac linjal mozna znalezé takie jego polozenie, ze krawedz linjalu PQ
przejdzie przez punkt RE; jako przecigcie prostej PQ z kolem dostaniemy
punkt A, a jezeli w podobny sposéb przesuwaé¢ bedziemy linjal po dru-
giej stronie prostej LZ, dopoki krawedz P@ nie przejdzie przez S, to do-
staniemy punkt przeciecia B. Srednice poprowadzone przez A i B, t. j.
proste AN i BM, dziela dany kat ROS na trzy czesci réwoe?).

W rzeczy samej, poniewaz AO0=}PQ, a kat POQ jest prosty, prze-
to PA=4A0=AQ=0B=BF=BQ, a wigc czworokat AOBQ jest rombem,
a z réwnoleglosci prostych A0, QB i BO, QA wypada, ze oba kgty PAO
i OBF sa rowne katowi MON, a wiec *MON= < NOS= < ROM.

Rozpatrzmy teraz przyrzad tréjdzielczy Amadorego, przed-
stawiony na fig. 121. Przyrzad ten sklada si¢ z dwuch czesci blaszanych,
z ktorych jedna ma posta¢ dziewigciokata symetrycznego wzgledem osi
i jest opatrzona trzema otworami, jednym po6tkolistym, drugim w ksztat-
cie trapezu rownoramiennego o podstawie kotowej i trzecim prostokat-
nym. Xuk podstawy trapezu ma 60°. O$ symetrji dziewieciokata jest
wyryta w blasze. Druga cze$¢ przyrzadu, majaca postac¢ linjalu, jest po-
taczona z pierwsza dwoma sztyftami; jeden z nich, umieszczony w @, mo-
ze si¢ przesuwac¢ wzdluz otworu prostokatnego, bez zbaczania; drugi, osa-
dzony w punkcie P, jest tak urzadzony, Zze obejmuje z obu stron szersza
cze$¢ przyrzadu. Oba sztyfty moga byé za pomoca srubek przytwierdzo-
ne w dowolnym polozeniu. Odleglo$¢ miedzy osiami obu sztyftéw réwna
si¢ $rednicy CD, a prawa krawedz linjatu przechodzi przez te osi.

Jezeli chcemy jakikolwiek kat ROS podzieli¢ na trzy czesci rowne,
to dzielimy go naprzéd na dwie czesci réwne, kladziemy nastepnie przy-
rzad opisany na plaszczyznie kata tak, azeby srodek otworu poétkolistego
pokryt si¢ z wierzchotkiem kata O, a os$ symetrji przyrzadu azeby upa-
dta na dwusieczng kata LZ; nastgpnie przesuwamy sztyft P wzdluz kra-
wedzi CD, dopdki prawa krawedz linjalu nie przejdzie przez punkt prze-
cigcia B ramienia OR z podlkolem, ograniczajacym wycigcie. W tym po-
fozeniu przytwierdza si¢ srubami oba sztyfty, wyznacza si¢ punkt prze-

") Punkt Q mozna oczywiScie otrzymac¢ rowniez za pomocg konchoidy, kto-
rej biegunem jest punkt R, podstawa prosta CD a odst¢gpem $rednica CD.
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cigcia A prostej PQ z gérnym lukiem kota i lgczy sie ten punkt ze $rod-
kiem O; dostajemy tym sposobem jedng z zadanych prostych ON; jesli

Fig. 121.

chcemy, to mozemy otrzymaé druga, przesuwajac linjal do punktu S
i wyznaczajgc punkt B?).

Z przyrzadéw stuzgcych do podziatu kata na 2*+1 (a wiec w szcze-
golnoscei i na 3) czeSci rownych wymienimy jeszcze bardzo prosty przyrzad
Nicholsona?). Przyrzad ten ma postaé gnomona prostokatnego
(fig. 122), w ktorym odleglo$¢ PQ=m réwna sie¢ diugosci QR i nazywa
sie¢ modutem przyrzadu; w P jest osadzony olowek. Przyrzadem tym ope-
rujemy w ten sposob, azeby punkt I poruszal si¢ wzdtuz pewnej krzy-
wej, kierownicy, podczas kiedy krawedz S przechodzi przez staly punkt
0. Punkt P opisuje wtedy inng krzywa, ktora si¢ nazywa polioda
(mohbg, duzo; 6d6g, droga).

) Inne przyrzgdy trojdzielcze zostaly obmyS$lone i zbudowane przez
A. Fusinierego (Bolonja, 1822) Lorenzoniego (Bolonja 1827) i in.
?) Opisany w pracy: The multisection of angles, The Analyst 10, 1883.
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Zobaczymy, w jaki sposéb mozna za pomoca tego przyrzadu podzie-
li¢c kat na dowolng liczbe cze$ci réwnych, a przedewszystkim na trzy
czesci.

m

\

N
S~
~

Fig. 122.

Niech bedzie AOB (fig. 123) katem danym; poprowadimy w odle-
glosci m (modutu przyrzadu) réwnolegta CD do OA i opiszmy poliode II,
ktorej kierownica jest OB, a punktem stalym O. Punkt przecigcia P tej
poliody z prosta CD, lezacy wewnatrz kata, taczymy z O linja prosta;
wtedy kat AOP=!A0B. Wynika to bezposrednio z przystawania tréjka-
tow prostokatnych RQO, PQO, PSO.

Zauwazmy jeszcze, Ze za pomoca tego przyrzadu otrzymuje si¢ wszystkie
trzy rozwigzania zadania; gdyz polioda sklada si¢ w tym przypadku, jak

B
R
Q
C
0 S
~F
Fig. 123. Fig. 124

o tym latwo si¢ przekona¢, z dwuch galezi, biegnacych dokota O do
nieskonczonosci; te galezie przecinaja prosta CD w czterech punktach,
z ktoérych trzy dajg rozwigzania zadania, natomiast czwarty lezy na pro-
stej CD i jest symetryczny do E wzgledem O (jezeli E oznacza punkt sy-
metryczny wzgledem 0OA do punktu przecigeia C prostych OB i CD).
Jezeli mamy podzieli¢ kat AOB na pigé cz¢éci réwnych, to popro-
wadzmy (fig. 124), jak w poprzednim przypadku, rownolegla CD do 0A
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i opiszmy naprzéd poliode I1 wzgledem kierownicy OB, a nastepnie po-
liod¢ II' wzgledem kierownicy CD, przyjmujac za kazdym razem O za
punkt staly. Jezeli P jest punktem przecigcia obu krzywych, lezacym we-
wnatrz kata, to opiszmy kolo promieniem OP; punkty przeciecia tego ko-
ta z OB i CD niech bgda £ i F, a @ i H niech beda s$rodkami cigciw
EP i PF. Proste OG, OP, OH, OF s3 szukanemi linjami podziatu. Do-
wodzenie tatwo odczytac¢ z figury.

W podobny sposéb stosuje si¢ przyrzad -we wszystkich innych przy-
padkach.

§ 17. Podzial kata na trzy czeS$ci rowne za pomoca elementar-
nych konstrukecji przybliZonych.—Metoda Cominotty?!). Niech be-
dzie ABC katem danym do podziatu na trzy czesci réwne, a AC lukiem
kola opisanego dowolnym promieniem dokota wierzcholka B (fig. 125). .

Podzielmy promien BA na trzy czesci rowne w punktach D, F
i odetnijmy na przedluzeniu tego promienia BF=BD=DE=FEA. Opisz-
my teraz dokola punktu B promieniem BD tuk D@, a dokola E pro-
mieniem KA potkole AD; na tym potkolu odcinamy od 4 ku D tuk
AH=DG@G. Teraz prowadzimy prosta DH i opisujemy dokota D promie-
niem DA tuk AI lezacy miedzy DA i DH; prowadzimy jeszcze prosta
FI, a dokota F promieniem FA opisujemy tuk AK, zawarty miedzy FA
i FI. Wtedy potkole, przechodzgce przez K, I, A (prosta AI jest oczy-
wiscie prostopadta do FK) przecina luk AC w punkcie 7, ktéry ze
znacznym przyblizeniem wyznacza trzecig czesé tu-
ku AC.

Okazemy, ze tym sposobem otrzymuje si¢ dobre przyblizenie dla tu-
ku 180 Cominotto utrzymuje, nie podajac jednak dowodzenia, ze
tym bardziej osiagniemy dostateczne przyblizenia dla tukéw mniejszych;
potwierdzaja to badania graficzne. Powtorzmy ‘wige t¢ samg konstrukcje

1) E. Cominotto. Trisezione approssimata dell’angolo. Padova, 1895.
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(fig. 126) w przypadku szczegélnym, kiedy kat ABC jest polpelny, a wiec
lTuk AC=180° i sprawdzmy, o ile cigciwa AT rézni si¢ od promienia,
ktéry dla uproszczenia przyjmiemy za jednos¢. W tym celu obliczymy
spolrzedne punktu 7, przyjmujac B za poczatek spoélrzednych, a BA za

o$ x; te spolrzedne otrzymamy jako rozwigzania wspdlne réwnan kota
ATC o $rodku B i kota KTA o srodku 7.
Rownanie pierwszego kota ATC jest
(1) z? 4+ yi=1.
Azeby znalezé réwnanie drugiego kola KTA, musimy obliczyé pro-
mien VA i spolrzedne srodka. Widzimy, Ze
VA?=} AK?=}(IA?+ IK?),
a poniewaz & i &
IA=3v2, IK={-3/2=%(2-V2),
przeto i
= 4(2— /i
VA= +4@- vE=2CT VA
Azeby obliczyé spélrzedne punktu V, polaczmy K z punktem N,
w ktérym okrag KIA przecina promien BA. Jezeli przez z,, ¥, oznaczy-
my spélrzedne punktu V, to poniewaz NA=IK, NK=IA, wigc

gt} KL (T \/E)ZLJ:?’;/_%
Vo=} NE=} 1A=}V
A wigc rownanie kola K74 jest:
' 14 V22 2\ 42— 2
e T

Stad znajdziemy:
o) o 5\2
g1 \/2:\/4(2— V2) (y_if)

3 9 3
Gieometrja. T. Il 16
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a ze wzgledu na (1):

— 142 [42-2) 72
IRl Rl

czyli

3VI-y - (1+v2)= V42-v2)-(3y- v2).

Po podniesieniu do kwadratu dostaniemy:

91—y +(1+V2)2—6(1+/2)V1—y’=6-4/2-92+6 2.y,

czyli i 240
6(1+/2)—6(1+/2)\/1—-y>=6/2.¥,
albo
V2 g
B, ) TR YT R
1+\/2J \/ b
A wigc:
112—_2—\*/'% yzl_y27

(L s e
24+ (14 /2)? i e
I+ v = Lo
Rozwigzanie y=0 prowadzi do punktu 4; dla punktu 7' bedzie wigc

y=0.

21+ v2) 4 2
L2y 2k VB g0 N8 peis

Y= = =
2+(1+v2)2 5422

A zatym

x==\/1—9=/1-0,872..2=0,489...

Gdyby cieciwa AT byla doktadnie réwna promieniowi kola ATC,
wtedy spélrzedne punktu 7' bylyby

3
Y, = ‘; =0,866...

S R
.'1)1—9-—0,{),

te wartosci mato sie réznia od znalezionych y i x, jezeli V2i /3 zosta-
ng obliczone z dokladnoscia do jednej tysigcznej. Z tak obliczonych war-
tosci x, y znajdziemy

AT=+y/(1 -z +4*=1,010...,

a wiec AT rézni si¢ od promienia 1 mniej niz o ;.
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Widzimy wiec, ze przyblizenie osiggnigte za pomoca tej konstrukeji
dla tuku 180° jest tak znaczne, ze blad niknie przy uzyciu linjatu i cyr-
kla; dla mniejszych katéw przyblizenie jest jeszcze wigksze.

Cominotto w cytowanej pracy wspomina jeszcze o innej kon-
strukeji przyblizonej podziatu kata na trzy czesci réwne; ta konstrukeja
jest bardzo prosta i dla dos¢ ostrych katéw daje blad nieznaczny.

Niech bedzie ABC (fig. 127) katem, ktéry mamy podzieli¢ na trzy
czgsci réwne, a DE odpowiadajacym mu tukiem (kotla o $rodku B i o pro-
mieniu dowolnym); poprowadzmy dwu-
sieczng kata ABC i odetnijmy na niej od
punktu H, w ktérym przecina luk DE,
odcinek HF réwny promieniowi. Jezeli
teraz punkt D', $rednicowo przeciwleglty
do punktu D, polaczymy z punktem F,
to prosta D'F przetnie tuk DE w punkcie
G, ktory w przyblizeniu wyznacza trzeciag
czesé tego tuku.

Jezeli jednak wykonamy te konstruk-
cje dla tuku 180° wtedy cigciwa EG rozni
si¢ od promienia do$¢ znacznie i jezeli przyjmiemy promien za jednosé,
to znajdziemy, ze w tym przypadku cigciwa EG jest mniejsza od jedno-
Sci wigeej niz o jedna dziesigta. Te¢ konstrukcje
Cominotto podaje jako znana; konstrukeji, wy-
nalezionej przez samego Cominotte nalezy od-
daé¢ pierwszenstwo, gdyz daje dokladno$é znacz-
nie wieksza.

Metoda Montiego?). Jezeli ABC jest
katem, ktory ma byé podzielony na trzy czesci
rowne, a AC tukiem odpowiadajacym temu k-
towi (fig. 128), to poprowadzmy dwusieczna BD
tego kata, a przez punkt D réwnoleglta DE do
BC' i odetnijmy na niej od punktu D do @ po-
towe promienia. Punkt przeci¢cia prostych CD
i BG oznaczmy przez H. Zbudujmy teraz kat
LBD=DBG po drugiej stronie prostej BD,
a z punktu M, ktéry dzieli odcinek BD we-
wnetrznie w stosunku 1:5, poprowadzmy pro-

) Pompeo Monti. Regola generale per la soluzione grafica della trisezione
dellangolo, seguita dalla Dimostrazione del prof. Giovanni Schiaparelli, Il
Politecnico, 1895.
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stopadta do BD; punkt przeciecia tej prostopadlej z prosta BL niech
bedzie N. Prosta NH spotyka tuk AC w punkcie 7, ktéry wyznacza
w przyblizeniu trzecig cze$é tuku AC, a wiec i kata ABC. Schiaparelli
dat dowdd nastepujacy.

Zauwazmy przedewszystkim, ze na zasadzie konstrukeji

HD=1CD,

gdyz tréjkaty BHC i GHD s3 podobne, a odcinek BC jest dwa razy
wiekszy od DG@G.
Niech bedzie <cABD=¢, wtedy .

XC0DB=90°— Y%

2
a jezeli promien réwna si¢ 1, to
CD=2sinf,
a wiec
HDz%Sing.

Mozemy teraz w tréjkacie BDH obliczy¢é bok HB i kat DBH, ktéry
oznaczymy przez (3.

W trojkacie BNH znamy juz bok BH, bok BN:—BLM—=~—1~i kat

: cosf GcosP :

NBH=28; a wigc mozna obliczy¢ kat BHN, ktéry oznaczymy przez o.

Znamy przez to w tréjkacie BHT bok BH, bok BT=1 i kgt THB=

=180°—a, a wigc mozemy obliczyé kat HBT, ktéry oznaczymy przez e.
Ale ¢+ 3=<DBT, a ten kat musiatby si¢ réwnac g, gdyby kon-

strukcja byta doktadna; nie jest to mozliwe, wobec tego, ze uzywaliSmy
tylko linjatu i cyrkla, a btad popetniony wyraza si¢ przez

h+a—g-

W nastepujacej tabliczce sg podane wartosci 2 X DBT=8+¢ co

3
5% od 0° do 90°. Ostatnia kolumna wykazuje blad, a rzut oka na nig
wystarcza, azeby zauwazyé, Zze ten blad jest bardzo maly i ginie w zwy-
ktych konstrukcjach graficznych, nawet wykonywanych ze znaczna do-
kladnoscig; btad ten nigdy nie dochodzi do 7 minut, jest wiec istotnie
bardzo drobny wobec konstrukcji lego rodzaju.
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Tabliczka poréwnawcza kqta TBD={+¢ z warltosciq istotnq }o.

P o S TBD=f+¢ Btad
il LT B e Y (U O g E R T

0° 0° 0° 0

bY 1040’ 1°40' 0
10° 3°20’ 3°20'1" +0'1"
15° 52 500'2" +0°2”
20° 6°40' 6°40'4" +0'4"
25° 8020’ 80206 +0'6"”
30° 10° 1001’ 418
35° 1140’ 11°41'7"" + 17"
40° 13020/ 13022'4" +2'4"
450 15° 1553/ 24 + 3’2"
500 16°40’ 16°44'1" +4'1"
559 18920’ 18°25°1" +51"
60° 20° 20°5'9" +5'9"
65° 21°40' 21°46°6" +6'6”
70° 23°20' 23%26'8" +6'8"
759 250 257" +6'7"
80° 26°40’ 26°45'2" +5'2"
85° 28020 28022'6"" +2'6"
90° 30° 29958'5" —1'55"

Ta konstrukcja daje przyblizenie o wiele lepsze, anizeli konstrukeja
Cominotty; jezeli ja zastosujemy do kata polpelnego, to cigciwa znalezio-
nego kata rézni¢ si¢ bedzie od promienia mniej niz o ;.

I

§ 18. Rozwiagzywanie zadan stopnia trzeciego za pomoca stalej
paraboli.—Od rozwazanych dotychczas zadan szczegélnych przechodzimy
do rozwazania ogdélnego zadan stopnia trzeciegoizadan, da-
jacych sig sprowadzi¢ do zadan stopnia trzeciego, a wiegc
takich, ktére mozna za pomocg linjatu i cyrkla (czyli dziatan wymier-
nych i wyciggania pierwiastkéw stopnia drugiego) sprowadzi¢ do kon-
strukecji pierwiastkdw rdwnania stopnia trzeciego lub szeregu takich
réwnan.

Postepowanie podobne do tego, ktére juz poprzednio stosowalismy
w roznych przypadkach, przekonywa, ze wszystkie zadania stop-
nia trzeciego mozna rozwiazac¢ za pomocg paraboli catl-
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kowicie wyrysowanej, czynigc tylko uzytek z linjatu
icyrkla.

Zadanie og6lne stopnia trzeciego, ktére mozna uwazac za typowe, polega
na rozwigzaniu réwnania stopnia trzeciego i jednoczesnego z nim réwnania
stopnia pierwszego wzgledem spoirzednych x, y, czyli na znalezieniu
punktéw przecigcia krzywej stopnia trzeciego (wyznaczonej ale nie wyry-
sowanej) z prosta. Ale jezeli w réwnaniu stopnia trzeciego wzgledem
x, y podstawimy zamiast y wyrazenie linjowe wzgledem x, otrzymane
przez rozwigzanie réwnania stopnia pierwszego miedzy x i y, to otrzyma-
my réwnanie stopnia trzeciego, zawierajace tylko niewiadomg x; widzimy
wigc, Zze zadanie typowe stopnia trzeciego mozna sprowadzi¢ do kon-
strukeji pierwiastkdw rownania stopnia trzeciego z jedng niewiadomg zx.

Niech teraz bedzie dana parabola y=ax? Przetnijmy ja z kotem;
ktérego srodek niech bedzie (o, B) i ktére przechodzi przez wierzchotek
(0, 0) paraboli; rownanie tego kota jest

(1) (=) +(y - B)° =+,
albo
22+ y* — 202 — 2By =0.
Ktadgc w tym réwnaniu y=2a? otrzymamy réwnanie
xt— (28 - 1)2? — 202 =0,
czyli, opuszczajac pierwiastek x=0:
z3— (28— 1)z —20=0.

Ale réwnanie najogélniejsze stopnia trzeciego wzgledem z mozna
sprowadzi¢ do tej postaci, gdyz réwnanie takie, po wykonaniu przeksztat-
cenia wymiernego, przyjmuje postac

x*—pxr+q=0,
nalezy wiec tylko uczynié
p=28-1
q= —20.

Tym sposobem dowiedliSmy stusznosci powyiszego zdania, ktdre
jest bezposrednim uogdlnieniem tego, o czym sie¢ juz przekonaliSmy, mo-
wige o dwuch poprzednich zadaniach szczegdlnych. W rzeczy samej, po-
wrécimy do przypadku podwojenia szescianu o krawedzi a, jezeli zalozy-
my o=a® i f=4}; natomiast dostaniemy podzial na trzy czesci rowne kata
¢, majacego styczng trygonometryczng rowng a, jezeli zalozymy:
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a=a(l + a?)

_1+3(14+a?
i

Twierdzenie powyzsze mozna uogélni¢, przyjmujgc zamiast paraboli
jakgkolwiek catkowicie wyrysowang stozkowa stata rézng od kola.
Majac taka stozkowa mozna rozwiagza¢ kazde zadanie stopnia trzeciego za
pomocg linjatu i cyrkla. Ten rezultat znalezli Kortum i J. S. Smith
w dwuch znanych pracach, nagrodzonych w r. 1868 przez Akademje
berlinska *).

§ 19. Rozwiazywanie linjowe zadan stopnia trzeciego za pomo-
ca stalej krzywej stopnia trzeciego. — London?) otrzymal rezultat
analogiczny do rezultatu Ponceleta i Steinera wzgledem zadan
stopnia drugiego: wszystkie zadania stopnia trzeciego mozna
rozwigzaé¢ za pomocg samego linjatu, jezeli jest dana
podstawowa krzywa stopnia trzeciego wzupetnosci wy-
rysowana, zdodaniem kwadratu przy rozwigzywaniu za-
dan miarowych (por. art. III).

Dowiedziemy tego twierdzenia wprost, odwotujac si¢ do dwuch przy-
padkéw szczegélnie prostych, w ktérych za podstawowa krzywa stopnia
trzeciego bierze si¢ badz parabole

badz cysoide Dioklesa (§ 5)

oprécz tego przyjmiemy jako dany kwadrat czterech punktéow

(0, 0); (0, 1); (1, 0); (1, 1),
ktéry daje nam moznos¢ wykonywania linjowo wszystkich konstrukeji,
wyrazajgcych sie przez dzialania wymierne nad elementami danemi
(art. IV).
Co do pierwszego przypadku, to wystarczy zauwazyé, ze pierwiastki

rownania stopnia trzeciego
. z3—pr—q=0

1) H. Kortum. Ueber geometrische Aufgaben dritten und vierten Grades.
Bonn 1869.—H. J. S. Smith. Mémoire sur quelques problémes cubiques et biquadra-
tiques, Ann. di Matematica, Serie II, tom 3; Coll. math. pap. II, str. 1—66.

?) Franz London. Die geometrischen Konstruktionen dritten und vierten
Grades, agsgefithrt mittels der geraden Linie und einer festen Kurve dritter Ordnung.
Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 41.
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sg odcietemi punktéw wspdlnych paraboli
y=ax
i prostej
y=px+4q
(por. § 7).
Przechodzac teraz do przypadku, w ktorym jest dana cysoida, zau-
wazmy, Zze zadanie typowe stopnia trzeciego zalezy od rozwigzania row-
nania szesciennego wzgledem x, a wigc moze by¢ sprowadzone do roz-

: & A s E y/ <
wigzania réwnania sze$ciennego wzgledem é; wystarczy w rzeczy same]

zastosowaé przeksztalcenie spélrzednych:

h 5
=, Y= X
Niech bedzie cysoida dana za pomoca réwnan parametrycznych
22 23 Y
e e e

z ktérych po wyrugowaniu ¢ otrzymuje sie wlasnie réwnanie

Przetnijmy te cysoide dowolng prostg
y=ax+b;
punkty przecigcia s3 wyznaczone przez réwnanie

b
tzgz—- at+—,
X x

czyli, wyrazajac x za posrednictwem ¢:
2018 — (2ar + D)2 —b=0.
Trzeba teraz dowies¢, Ze najogdlniejsze rownanie stopnia trzeciego
wzgledem t=%, ktére moze by¢ przyjete pod postacia
at?+Bt+0=0,

mozna przeksztalcic wymiernie na réwnanie, pozbawione wyrazu
stopnia pierwszego, w ktorym natomiast wystepuje kwadrat niewiadome;j.

: : i : 1 ;
Znajdziemy to istotnie bardzo latwo, zaktadajac t=7’ przez co row-

nanie powyzsze zamieni si¢ na réwnanie zgdanego typu:
U3+ Bt + =0,
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L ondon zaleca szczegdlnie stosowanie cysoidy, zaréwno przez wzglad
na proste powstawanie mechaniczne tej krzywej, jak i przez wzglad na
to, ze cysoida zawiera punkty kolowe plaszczyzny, pozostajace w zwigzku
z konstrukcjami miarowemi.

Mozna sie jeszcze przekonaé, ze ,jezeli jest dana cysoida K i $rodek
O kola tworzgcego, to mozna zbudowaé¢ samym linjalem kwadrat pod-
stawowy, majacy za wierzcholki punkt zwrotu cysoidy K i jej przeciecia
z kotem podstawowym 1), a zatym wszystkie zadania stopnia
trzeciego graficzne i miarowe mozna rozwigza¢ samym
linjatem, jezeli jest dana cysoida stata wraz ze $rod-
kiem kola tworzacego.

) Niech bedzie dana cysoida K, przedstawiona na zalgczonym rysunku
(fig. 129). Przypusémy, ze ta cysoida jest catkowicie wyrysowana i ze jest dany
Srodek O kola tworzacego. Chcemy wykresli¢ za pomocg linjatu punkt B, w kto-
rym asymptota b przecina prosta 04 prostopadlg do niej, oraz punkty C, D krzy-
wej, ktore wraz z 4 tworzg kwadrat 4 BCD.

W tym celu musimy si¢ odwota¢ do pojecia rzutowosci, a w szczegolnoSci
do inwolucji na cysoidzie; okreslamy jako rzutowe szeregi punktow na K dwa
szeregi punktow, otrzymane przez przecigcie pekow
promieni rzutowych spolSrodkowych o $rodku w punk-
cie zwrotu 4.

K Postepujemy w ten sposob.

b | a Obierzmy na K punkt P i weZzmy pod uwage in-

’ wolucje na krzywej taka, azeby odpowiadaty sobie punk-
ty (jak M, M,), lezace na jednej prostej z P; nastepnie
wyznaczmy promien harmonicznie sprz¢zony z 40 wzglg-
' dem AP, AM,; ten promien niech przetnie K w punkcie
B : A M'. Jezeli bedziemy zmieniali M, to otrzymamy mig-
/ dzy M i M’ rzutowos$é¢, ktéorej punktami podwodjnemi
! bedg punkt 4 i punkt w nieskonczonosci krzywej K, kto-
ry jest jej punktem przegigcia.

A wigc w peku 4, ktory jest perspektywiczny do
cysoidy, mozna wykresli¢ linjalem prostopadia e do 04
jako drugi promien podwodjny rzutowoSci, ktorej jed-
3 nym promieniem podwdjnym jest OA.

/ Stad wynika konstrukcja linjowa punktu syme-
M trycznego wzgledem O4 do kazdego punktu krzywej K.
Pary punktow symetrycznych, w ten sposéb otrzymane,
i) tworza na K inwolucje 1.

Fig. 129. Punkty €, D, sprzezone w tej inwolucji, otrzy-
muje si¢ nastegpnie jako przecigcia krzywej K z prosto-
padla poprowadzong do 04 z punktu O; t¢ prostopadly mozna wykres$li¢ linjowo,

(gdyz jest danych dowolnie wiele réwnoleglych do niej).

Mozemy teraz jeszcze wykre$li¢ linjowo asymptotg b cysoidy K za po$red-
nictwem rzutowo$ci w peku niewlasciwym prostopadiych do OA; promieniami

‘
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§ 20. Sprowadzenie zadan stopnia trzeciego do podzialu kata
na trzy czeSci réwne albo do konstrukeji $rednich proporcjonalnych.
Rozpatrzymy teraz zwigzek pomiedzy zadaniami ogdlnemi stopnia trzecie-
go i zadaniami szczegdlnemi podziatu kata na trzy czesci réowne i wy-
znaczania $rednich proporcjonalnych. Zadaniu ogélnemu stopnia trzecie-
go odpowiada réwnanie zupelne stopnia trzeciego, ktére za pomoca prze-
ksztalcenia wymiernego mozna zawsze pozbawié wyrazu stopnia drugiego
i sprowadzi¢ do postaci
(1) 23 -pz+q=0.

Latwo sie przekona¢, ze to ro6wnanie mozna za pomocg przeksztal-
cenia £=Ay zamieni¢ na rownanie, od ktérego zalezy podziat kata na
trzy czesci réwne (§ 10), a mianowicie:

@) Y~ 3(1 + a¥)y - 2a(1 + %) = 0;
w tym celu nalezy tylko wyznaczyé odpowiednio A i a. W rzeczy samej,
podstawiajac w (1) 2=2Ay, dostajemy
A2 —phy + q=0,
czyli, po podzieleniu przez A3:
r q
ys—ﬁ y+73—=0.

Azeby wiec utozsamic¢ réwnania (1) i (2) potrzeba i wystarcza, zeby
A i a czynily zado$¢ dwom nastepujacym zwigzkom:

p
®) P31 +a)
q v
1) 47 §ale 2a(1 + a?).
Dzielagc te rownania stronami odpowiedniemi, otrzymujemy
A
Qi i

podwoéjnemi tego peku sa a i b. W rzeczy samej, mozna wyznaczyé¢ rzutowosé
zastepujaca I; otrzymuje sie ja wyznaczajac w peku A (perspektywicznym do K)
rzutowo$¢ o promieniach podwojnych 40 i a.

Moznaby wskaza¢ inng konstrukcje, wiecej symetryczng, opierajac si¢ na
pojeciu nieco mniej elementarnym, a mianowicie rozpatrujagc odpowiednio$¢ rzu-
towg migdzy punktami krzywej K i stycznemi do niej w tych punktach.

S O



skad:

3q
(5 a_ T 2ph

Podstawiajac te warto$¢ zamiast @ w réwnaniu (3) znajdziemy

-19——3(1 L i)

A2 4 p*)2
czyli

12p2\2 =4p3 — 2742,
a wiec:

‘ 4p3 —27¢?
(6) ;\ z-p 3 ?
a wskutek (5)
3¢

ity 7 s P
0 VESEL

Wykonane przeksztalcenie mozna wigc rozpatrywaé jako konstruk-
cje, ktora si¢ daje wykona¢é linjalem i cyrklem, a ktéra sprowadza dane
zadanie stopnia trzeciego do podzialu kata na trzy czesci réowne, o ile
tylko pod znakiem pierwiastka we wzorach (6)i(7) mamy
wyrazenie dodatnie. Ten warunek jest istotny, gdyz w przeciw-
nym razie  wykonanie konstrukeji powstrzymuje ta okoliczno$é, ze jej ele-
menty staja si¢ urojonemi.

Dochodzimy wigc do wniosku, ze konstrukcja pierwiastk6w réwna-
nia stopnia trzeciego

25 —pz+q=0
sprowadza si¢ do podzialu kgta na trzy czesci rowne, jezeli
4p3-27¢2 >0,
jezeli wigc wyrdznik
: @ P 0
4 97"
Jezeli natomiast zatozymy, ze
4.0
277"
to rownanie stopnia trzeciego
2—pz+q=0

ma jeden pierwiastek rzeczywisty, ktory sie¢ wyraza wzorem

3 BN gy g 3
Ly L2 Vﬁi g
\/ i e 2 427
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Jezeli wigc w tym przypadku wykreslimy linjatem i cyrklem odcinki

co do wartosci bezwzglednej, to pozostaje tylko wyznaczyé ¢/a i ¢/b,
a wiec wykresli¢c krawedz szescianu, réwnowaznego prostopadtoscianowi
o krawedziach a, 1, 1 i b, 1, 1. Ta ostatnia konstrukcja zalezy od wsta-
wienia dwuch srednich proporcjonalnych miedzy ¢ i 1 i miedzy b i 1.

Mozemy wiec powiedzie¢ wraz z Kartezjuszem!):

Wszystkie konstrukcje stopnia trzeciego mozna
sprowadzi¢ za pomocg linjaluicyrkla do podziatu kata
na trzy czesci réwne albo do wyznaczenia dwuch Sred-
nich proporcjonalnych.

5 L. e, str. 76—77.
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