ARTYKUL PIATY.

O roéwnaniach algiebraicznych rozwigzalnych za po-
mocg pierwiastkow stopnia drugiego i o mozliwosci
wykreslania wielokatow foremnych.

napisal

Federigo Enriques z Bolonji.

Sprawa rozstrzygniecia, czy zadanie gieometryczne konstrukcyjne mo-
2e by¢ rozwigzane sposobem elementarnym, to znaczy, przez wykonywa-
nie nad elementami danemi dzialan linjalem i cyrklem, sprowadza sie
za posrednictwem gieometrji analitycznej do pytania algiebraicznego.

O sposobie, w jaki to sprowadzenie si¢ dokonywa, i o uwagach,
zwigzanych z tym przedmiotem, méwi Castelnuovo w artykule IV.
Dla nas wystarczy tutaj przypomnie¢ rezultat podstawowy:

Niech bgdzie dane zadanie gieometryczne oznaczo-
ne, prowadzgce do poszukiwania punktéw ptaszczyzny,
ktéreby byty w zadanych zaleznosciach od pewnych
punktow, danych na tej samej ptaszczyznie; azeby punk-
ty szukane mogly byé¢ skonstruowane przez wykonywa-
nie nad punktami danemi (oraz, jes$li zechcemy, nad
punktami, prostemi i kotami dowolnemi) dziatan za po-
mocg linjatuicyrkla, jest warunkiem koniecznym i wy-
starczajgcym, zeby spdéitrzedne kartezjanskie punktow
poszukiwanych mozna byto otrzymaé¢ przez wykonywa-
nie nad spéirzednemi punktéw danych dziatan wymier-
nych oraz kolejnego wyciggania pierwiastkow stopnia
drugiego (w liczbie skonczonej).

Oznaczmy w krotkosci nazwa ,wyrazen pierwiastkowych
(niewymiernych) stopnia drugiego“ wyrazenia utworzone przez wy-
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konywanie nad wielko$ciami danemi dzialan wymiernych i wyciggania
pierwiastkéw stopnia drugiego; mozemy wtedy wyrazi¢ powyzszy waru-
nek rozwigzalnosci zadania, mowiac, ze spdélrzedne punktéw szukanych
muszg by¢ wyrazeniami pierwiastkowemi stopnia drugiego, utworzonemi
ze spblrzednych punktéw danych.

Dowiedziemy nieco pdzniej, ze kazde wyrazenie pierwiastkowe stop-
nia drugiego czyni zado$¢ jakiemu$ rownaniu algiebraicznemu, ktérego
spotezynniki sa wyrazeniami wymiernemi wzgledem wielkosci danych,
czyli s3 wymierne w danym obszarze wymiernosci. Wskutek tego sprawa
rozstrzygniecia, czy dane zadanie moze by¢ rozwigzane elementarnie, spro-
wadza si¢ do dwuch pytan nastepujacych:

19 rozstrzygnaé, czy to zadanie (po uprzednim sprowadzeniu do oma-
wiane] wyzej postaci) jest algiebraiczne, to znaczy, czy zalezy od
réwnania algiebraicznego o spélczynnikach wymiernych w danym obszarze;

2° rozstrzygnaé, czy dane réwnanie algiebraiczne moze byé rozwia-
zane za pomocg dziatan wymiernych i wyciggania pierwiastkéw stopnia
drugiego w danym obszarze wymiernosci, do ktérego nalezg spétczynniki
réwnania.

Co sie tyczy pytania pierwszego, to zaznaczymy, ze gieometrja ana-
lityczna uczy przeksztalca¢ zaleznosci gieometryczne na zaleznosci anali-
lyczne; jezeli te ostalnie zaleznosci przedstawiaja sie pod postacig algie-
braiczng, wtedy otrzymujemy od razu na powyzsze pytanie odpowiedz
potwierdzajaca. Natomiast rozstrzygniecie pytania staje si¢ o wiele trud-
niejszym, jezeli si¢ otrzymuje zaleznosci analityczne, nie wystepujace pod
postacia algiebraiczng, gdyz wtedy trzeba si¢ przekonaé, czy te zaleznosci
analityczne (jezeli chodzi o znalezienie niewiadomych w oznaczonym przy-
padku) moga by¢ oddane przez zaleznosci algiebraiczne; takie badania
prowadza w rzeczywistosci do najwyzszych zagadnien analizy (por. art. VIII).

Zajmiemy si¢ tu drugim pytaniem i podamy w tym celu twierdze-
nie ogdélne o stopniu réwnan algiebraicznych, ktére mozna rozwigzac za
pomoca pierwiastkéw stopnia drugiego. Pytanie nie bedzie przez to wy-
czerpane (azeby je wyczerpa¢ potrzebnyby byl wyklad obszerniejszy); ale
rezultat osiggniety wystarcza do tych zastosowan w zakresie gieometrji
elementarnej, ktére wlasnie mamy na widoku.

Pomiedzy temi zastosowaniami wystepuja przedewszystkim konstruk-
cje wielokgtéw foremnych, rozpatrywane w tym artykule, oraz zastoso-
wania do zadan o podwojeniu szescianu i o podziale kata na trzy czesci
réwne, o czym bedzie mowa w artykule VII.

Starozytni przekazali nam konstrukcje elementarne wielokata forem-
nego o liczbie bokéow 2" tréjkata réwnobocznego i pigciokata foremnego,
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jak réwniez wielokatéw foremnych o liczbie bokéw 2".3, 2".5, 3.5, 2".3.5,
zaleznych od poprzednich.

Otéz moznaby bylo np. poszukiwa¢ konstrukcji elementarnych sied-
miokata albo dziewigciokgta foremnego i truduoby bylo zdaé sobie spra-
we z trudnosci, ktérebysmy przytym napotkali, gdyby nie poddano w wat-
pliwosé rozwigzalnosci takich zadan. Gromadzilyby si¢ w ten sposéb da-
remne wysitki, a z niepowodzenia nie moznaby nawet bylo nauczy¢ si¢
czegokolwiek o charakterze rozpatrywanych zagadnien.

Gdyby jednak kto doszedt do przekonania, Ze tu chodzi o zagadnie-
nia nierozwigzalne, to czyby si¢ odwazyl na proby w nastepnych przy-
padkach, w ktérych trudnosci, sadzac z pozoru, muszg wzrastac? Po
stwierdzeniu, albo przypuszczeniu, Ze nie mozna zbudowaé¢ elementarnie
wielokgtow foremnych o 7, 9, 11, 13, 14 bokach, czy mogloby przyjs¢
na mysl poszukiwanie kounstrukcji wielokgta foremnego o 17 bokach?
A jednak jest faktem, ze konstrukcja siedemnastokgta jest mozliwa, na-
tomiast sg niemozliwe konstrukcje (linjatem i cyrklem) wielokgtow fo-
remnych o 7, 9, 11, 13, 14 bokach.

O tym poucza bardzo pigkna teorja réwnan dwumiennych Gaussa.

Konstrukcja wielokgta foremnego, majacego n bokdw, zalezy od roz-
wigzania réwnania dwumiennego

Z?l_____ 1,
ktore, po opuszczeniu pierwiastka 2=1, sprowadza si¢ do postaci
2" 142"+ . +1=0.

Azeby n-kat mozna bylo zbudowaé¢ elementarnie, trzeba zeby réw-
nanie powyzsze bylo rozwigzalne za pomoca pierwiastkéw stopnia dru-
giego (w bezwzglednym obszarze wymiernosci [1]). Otoz ta rozwigzalnosé
zalezy od postaci liczby n; a mianowicie rownanie jest rozwigzalne, jezeli
n po rozlozeniu na czynniki pierwsze otrzymuje postaé:

n=2"22"+1)(22" +1)...(2*"* + 1),

gdzie vy, v,,...v, sa wszystkie rozne od siebie.

We wzorze tym sg przelo zawarte wszystkie wielokaty foremne, ktore
mozna zbudowa¢ elementarnie™).

Niektére wiadomosci szczegélowe o takich wielokatach podamy
w § 9 tego artykutu i zakonczymy wzmiankg o zagadnieniu siedmiokgata.

*) Co do przyrzadéw, ktéremi si¢ trzeba postugiwaé w konstrukeji, Hil-
bert zauwazyl, ze uzycie cyrkla mozna zastgpi¢ uzyciem przenosnika od-
cinkow (por. art. IV, § 11).
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Odsytamy do art. VI w sprawie rozmaitych konstrukecji siedemnastokata;
natomiasl tutaj poprzestaniemy na zaznaczeniu mozliwosci teoretycznej,
wynikajacej z powyzszego twierdzenia ogolnego.

Zalaczamy na zakonczenie tytuly gléwnych prac, w ktérych sa wy-
tozone teorje, bedace przedmiotem tego artykulu, a ktéremi positkowalis-
my si¢ w tej pracy.

1°. Co do réwnan algiebraicznych, rozwigzalnych za pomoca wyra-
zen pierwiastkowych stopnia drugiego:

J. Petersen, Theorie der algebraischen Gleichungen, Kopenhagen
1878.-- F. Klein, Vortrdge iiber ausgewdhlte Fragen der Elementlargeome-
lrie, Leipzig 1895.—A. Capelli, Lezioni di algebra complementare, Palle-
rano, Napoli 1895.

2°.  Co do teorji réwnan dwumiennych w zwigzku z zagadnieniem
wielokatéw foremnych:

F. Gauss, Disquaisitiones arithmeticae, sectio VII (1801), Werke Bd. [.—
P. Bachmann, Die Lehre von der Kreisteilung, Leipzig 1872.—F. Klein,
l. c.—L. Bianchi, Lezioni sulla teoria delle sostituzioni e delle equazioni
algebriche secondo Galois, Pisa, Nistri, 1896.

I.

§ 1. Sprowadzanie wyraZen niewymiernych stopnia drugiego do
postaci normalnej. — Wezmy pod uwage wyrazenie (pierwiastkowe
stopnia drugiego) », utworzone za pomocg dzialan wymiernych i ko-
lejnego wyciggania pierwiastkow z pewnych wielkosci danych 1, o, 8, ...,
ktére wyznaczaja obszar wymiernosci [1, o, §,..] W tym wyrazenia
mieszczg si¢ wyrazy, z ktérych kazdy zawiera pewng liczbe znakow pier-
wiastkow, polozonych jeden nad drugim; cate wyrazenie sklada si¢ z tych
wyrazow w sposéb wymierny. Nazywaé bedziemy wyrazem rzedu m taki
wyraz, w ktéorym pod jednym znakiem pierwiastka miesci si¢ jeszcze
m -1 znakow pierwiastka. Tak np.

Vas Vb Vai s VWarVaa va,

gdzie a, b, ¢ przedstawiaja wyrazenia wymierne, sa wyrazami rzedu 2,
314

Wyraz rzedu m mozna oznaczyé przez V X, gdzie X jest wyrazeniem
pierwiastkowym stopnia drugiego, zlozonym z wyrazéw rzedu nizszego
i ré6wnego m —1.
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W wyrazeniu ¥ moga si¢ znajdowac takie wyrazy rzedu m-tego, kto-
re sig¢ dadza wyrazic wymiernie przez pozostale wyrazy rzedu m-tego
i przez wyrazy rzedéw nizszych; wtedy, zastgpujac te wyrazy tego rodza-
-ju wyrazeniami, mozna zredukowa¢ liczbe wyrazéw, wystepujacych w z.

Wyobrazmy sobie, ze wykonalisSmy kilkakrotnie, dopdki to bylo mo-
zliwe, wszystkie redukcje, do ktérych daja sposobno$¢ wyrazy rzedu
m-tego, zawarte w x; nastepnie wszystkie vedukcje, dotyczace wyrazow
rzedu m—1, i t. d.; dostaniemy wtedy wyrazenie x w takiej postaci, ze
liczba wyrazéw juz nie moze byé zmniejszona, gdyz zaden wyraz nie mo-
ze by¢é wyrazony wymiernie za pomoca pozostatych wyrazow tego same-
go rzedu i wyrazow rzedu nizszego. Rozpatrzmy z osobna kazdy wyraz
VX wyrazenia x i sprowadzmy analogicznie X do jaknajmniejszej liczby
wyrazéw. W ten sam sposéb postapimy z kazdym wyrazeniem, zawar-
- tym pod znakiem pierwiastka kazdego wyrazu w wyrazeniu X i t. d.
Wykonawszy wszystkie mozliwe redukcje, otrzymamy w koncu dla z ta-
kie wyrazenie, w ktérym wszystkie pierwiastki sa niezalezne,
tak ze ich liczba nie moze juz byé zmniejszona w sposéb wskazany wyzej.

Azeby te rzecz lepiej wyjasni¢, wezmy jako przyklad:

z=V Va+Vb+Vab+ Ve + Vc7+\/%_
Mozemy zastapi¢ pod pierwszym znakiem pierwiastka
Vab przez Va.Vb;

mozemy tez zastapi¢ wyraz ostatni

\/i DI'ZEZ _\/_C
d F \/E,

po wykonaniu tych redukcji dostajemy wyrazenie

x=VVa+Vb+Va. Vb+ Ve + Wl‘+%%,
w ktorym wszystkie pierwiastki sa od siebie niezalezne.

Po sprowadzeniu wyrazenia x do postlaci, zawierajacej tylko pierwiast-
ki niezalezne, wezmy pod uwage wyraz najwyiszego rzedu m; tym wyra-
zem niech bedzie VX. Wyrazenie £ mozna uwazaé¢ jako wyrazenie wy-
mierne wzgledem VX, w ktorym spélczynniki a;, @,,...0;, b,,... s3 utwo-
rzone wymiernie z wyrazéw pozostatych; a wiec

o Gt 6VEra (VI + .t (VXY
b, + 5, VE +b, (VXL F (VXY
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Poniewaz zas
(VE)r=X, (V=X ..
przeto mozna napisac
ptteVX
r+svX’
gdzie p, q, r, s zaleza wymiernie od wyrazéw rzedu m réznych od Vv P 4
oraz od wyrazéw rzedow nizszych. A poniewaz

p+qVX (p+qVX)(r—svVX) pr—qsX qr—ps VT
&L= —— — — = + X,
r+sVX (r+sVX)(r-svVX) r2-sX 12— g2X

przeto
r=A+BVX,

gdzie 4 i B zaleza wymiernie od wyrazéow VY, V Z,... m-go rzedu oraz
od wyrazéow rzedéw nizszych.

Zajmijmy sie kolejnym rozpatrzeniem wyrazen A i B. Kazde z nich,
np. A, moze byé przedstawione wzgledem VY podobnie jak # wzgledem
VX:

A=A4,+A,V7,

gdzie 4, i 4, sa zlozone wymiernie z V2l e wyrazow rzedu nizsze-
go od m.

Postgpujac w taki sam sposéb z nowemi wyrazeniami 4,, 4,,..
- dojdziemy w koncu do przedstawienia & pod postacia wyrazenia catko-
witego wzgledem wyrazow rzedu m

VR N T

wyrazy te wystepuja tylko pomnozone przez siebie, ale nie podniesione
do potegi; sp6tczynniki tego wyrazenia zaleza wymiernie od wyrazow rze-
du nizszego od m.

Redukcja tego rodzaju, jaka wykenaliSmy wzgledem wyrazéw rzedu
m, moze by¢ oczywiscie wykonywana stopniowo wzgledem wyrazéw rze-
du m—1, wystepujacych w z albo w wyrazeniach X, Y, Z,...; nastepnie
wzgledem wyrazéw rzedu m—2 i t. d. Dojdziem w koncu do wyrazenia
x pod postacig, ktoérg nazwiemy postacia normalna, a ktéra jest
utworzona (na podstawie wielkosci wymiernych w obszarze danym) tylko
za pomocg dziatan dodawania, mnozenia i wyciggania pierwiastka stop-
nia drugiego, przyczym kazdy pierwiastek siopnia drugiego wystepuje tyl-
ko w potedze pierwszej.

Gieometrja. T.IL. 9
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Dalsze nasze rozumowania nad wyrazeniami pierwiastkowemi stop-
nia drugiego opiera¢ si¢ beda na zalozeniu, ze te wyrazenia zostaly spro-
wadzone do pierwiastké6w niezaleznych pod postacia nor-
malnag; liczbe tych pierwiastk6w mozemy wtedy nazywaé rzedem
wyrazenia pierwiastkowego.

§ 2. Ukladanie réwnania algiebraicznego, ktéremu wyraZenie
pierwiastkowe czyni zado$§é. Wyrazenie pierwiastkowe stop-
nia drugiego x rzedu m czyni zados$é rownaniu algie-
braicznemu stopnia 2" o spdédlczynnikach wymiernych
(w obszarze wymiernosci).

Wyobrazmy sobie, ze n pierwiastkom, wystepujacym w wyrazeniu x
nadajemy wszystkie wartosci (dodatnie i ujemne), jakie te pierwiastki
moga przyjmowaé; dostaniemy w ten sposéb 2" wartosci x, a mianowi-
cie &y, Xy, Lg,...Z;,... T, , miedzy ktéremi mogg byé pierwiastki réwne
(jak o tym sie pozniej przekonamy).

Utwoérzmy rownanie

fx)=(x—x)(@—2y) ... (X —Lyn)=02 + P22 ~14 ...+ Pyu=0,
ktérego pierwiastkami sg wielkosci x;.

Spotezynniki tego rownania wyrazajg sie przez funkcje symetryczne
elementarne wielkosci x; za ‘pomocg wzorow:

Trzeba dowies¢, ze te spotczynniki sg wymierne.

Wilasnos¢ ta jest wynikiem faktu podstawowego, ze p, sa funkcjami
symetrycznemi wielkosci x;, czyli Ze pozostaja bez zmiany, jezeli
porzadek tych wielkosci x; zostaje w jakikolwiek sposéb zmieniony (np.

Pi= = (X + &y + ... + Ty n)= — (o + L, + Ty +.... + Xgn)...).

Przedewszystkim, poniewaz p, sa funkcjami symetrycznemi wielkosci
x;, przeto nie powinny si¢ zmienia¢, jezeli zostang zmienione w jakikol-
wiek oznaczony sposéb znaki pierwiastkéw wystepujacych w z,, gdyz
zmiana taka wywoluje jedynie przestawienia w uporzgdkowaniu tych
wielkosci. Jezeli np.

5= Vai Vi
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to mozemy oznaczy¢ wartosci wyrazenia x przez

2=+ Va+ Vb
2y=—Va+ Vb
Ty= + \/a~ \ﬁ
z,= - Va -Vb;

widzimy teraz, ze zmieniajac znak przy Vb, przestawiamy wartosci z,,
x, i z,, x,; jezeli natomiast zmienimy znaki obu pierwiastkéw, to prze-
stawimy wartosci «,, x, i x,, x,; jezeli wreszcie zmienimy znak Dpier-
wiastka zewnetrznego \/a + Vb, to przestawimy z,, z, i z,, Z,.

Rozpatrzmy teraz p, jako wyrazenie pierwiastkowe utworzone z pier-
wiastkow wystepujacych w z i przypusémy, ze to wyrazenie zostalo spro-
wadzone do postaci normalnej. W zalozeniu, Ze to wyrazenie zawiera wy-
razy VX, VY, VZ,.. rzedu m, uwydatnijmy wyraz VX, piszac

p,=P+QVX
Poniewaz p, pozostaje bez zmiany, jezeli zmienimy znak przy \/Z przeto

P+ QVX=P-QVX,
czyli

QVX=0,

Q=0

A zatym p, nie zalezy od VX. W sposéb podobny znalezlibysmy, ze p,
nie zalezy od \/?—, \/7, ..., a wiec wystepuja w nim wyrazy, zawiera-
jace co najwyzej pierwiastki rzedu m—1.

Ale powtarzajac to samo rozumowanie w zastosowaniu do wyrazéw
rzgdu m—1, widzimy, ze p, nie moze tez od nich zaleze¢. Postepujac tak
dalej dowodzi sig, Zze p, nie zalezy od zadnego wyrazu pierwiastkowego,
czyli ze p, jest wyrazeniem wymiernym (w danym obszarze). Zostalo wigc
stwierdzone, ze f(x)=0 jest rownaniem o spolczynnikach wymiernych,
c. b.d d

ZaznaczyliSmy, ze pomiedzy wartosciami x,, «,,.. wyrazenia x mo-
ga byé niektére réwne sobie; jezeli np.

z=Va+Vb+Va_Vs,

to wartosci rowne otrzymamy dla 2, zmieniajac znak przy V'b.
Przypusémy, ze z posréd 2" wartosci niewiadomej x wybieramy

a wiec
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wszystkie wartosci rézne; niech to beda np. x;, z,, z,,...%,. Wtedy,
roOwnanie stopnia 7

#(@)=(@—) (- 5) .. @ —,)=0

ma rowniez spotczynniki wymierne, czego si¢ dowodzi tak samo, jak dla
f(x)=0.

Poréwnywajac dwa réwnania

f(@)=0, o(z)=0,
widzimy, ze wszystkie pierwiastki drugiego réwnania s3 zarazem pier-
wiastkami pierwszego, a wigc réwnanie pierwsze jest przywiedlne, jezeli
r<2"; jest wiec

(@) =¢(@). $(x),
gdzie ¢(x) oznacza wielomian o spdlczynnikach wymiernych.

§ 3. O stopniu réwnan nieprzywiedlnych, dajacych sie¢ rozwia-
zaé za pomoca wyrazen pierwiastkowych stopnia drugiego. Dowie-
dziemy przedewszystkim twierdzenia: jezeli roéwnaniu algiebra-
icznemu o spolczynnikach wymiernych (w danym obszarze)
czyni zado$é pewna wartos¢ wyrazenia pierwiastkowe-
go stopnia drugiego «, to czyniag mu zadosé wszystkie
wartosci , otrzymane przez zmiany znakdw przy pier-
wiastkach.

Niech bedzie

F(x)=0
réwnaniem danym. ,

Przypusémy, ze x zostalo sprowadzone do pierwiastkéw niezaleznych

i do postaci normalnej, i uwydatnijmy wyraz rzedu najwyzszego m, VR

z=4+BVX
Podstawmy to wyrazenie w £ i sprowadZzmy F' do postaci normalnej
wzgledem \/X, piszac:
F(x)=L+MVX;
L i M zaleza wymiernie od pozostalych wyrazéw rzedu m: VX B
od wyrazéw rzedu nizszego, wystepujacych w z.
Mamy teraz (podlug zalozenia)
F(z)=L+ MVX=0;
przeto
L=M=0,
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albo tez

sl g

ale ta ostatnia zaleznos¢ sprzeciwia si¢ zalozeniu, ze wszystkie pierwiast-
ki zawarte w  sa niezalezne; zostalo wiec dowiedzione, ze

=M =)k

a wskutek tego

L-MVX=0;
przeto rownaniu

Fx)=0

czyni zado$é nietylko

z=A+BVX,
ale takze

x=A-BVX.

W sposob analogiczny dowodzi sig, ze réwnaniu F(z)=0 czynig zados$é
wartosci, ktére si¢ otrzymuje, zmieniajgc w wyrazeniu z jakkolwiek zna-
ki wyrazow rzedu m: VX VT

Przypusémy dla uproszczenia rozumowania, ze w = wystepuja tylko
dwa wyrazy rzedu m:

VXiVvY,
bedziemy mieli
F(x)=L+MVTX,

gdzie

L=L,+L,VY
M=M,+M\N7T;
a poniewaz F(x)=0, przeto wnosimy, ze
L=L,=M =M,=10.

Wyrazenia L, L,, M,, M, zawieraja jedynie wyrazy, w ktorych
wystepuja pierwiastki co najwyzej (m—1)-go rzedu; za pomoca poprzed-
niego rozumowania dowodzi sie, ze te wyrazenia pozostaja zerami, jezeli
w x wykonane beda jakiekolwiek zmiany znakéw przy pierwiastkach wyra-
z6w rzedu (m—1); stad wynika, ze réwnanie F(z)=0 jest spelnione, jezeli
w wyrazeniu x zostang pozmieniane znaki pierwiastkow, tworzacych wy-
razy rzedu (m—1).

Widzimy juz, jak mozna to rozumowanie prowadzi¢ dalej i dojsé¢
w ten sposob do rezultatu, Ze jezeli réwnaniu

Fée)=0
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czyni zado§¢ jakie$ wyraienie pierwiastkowe stopnia drugiego z, wtedy
czynig mu rowniez zado$¢ te wszystkie wartosci, ktore si¢ otrzymuje z wy-
razenia danego przez dowolng zmiane znakéw przy pierwiastkach, wy-
stepujacych w wyrazach rzedéw

m, m—1, m—2,..1.

Pozostaje do okazania, ze rownanie F(x)=0 jest jeszcze spetnione,
jezeli sie zmienia znaki pierwiastkow, wystepujacych pod innym pier-
wiastkiem, np. pierwiastkow, tworzgcych wyrazy wyrazenia X, wystepu-
jacego w VX. Ale to juz zostalo posrednio dowiedzione, gdyz jezeli

F(z)=L+MVX,
gdzie
L=M=0,
to zawsze
F(x)=0,
jakkolwiek sie¢ zmienia znaki pierwiastkow, wystepujacych w X.

Twierdzenie wiec zostato catkowicie dowiedzione.

To twierdzenie prowadzi bezposrednio do wniosku:

Jezeli rOwnaniu algiebraicznemu

F(x)=0

ospdélczynnikach wymiernych czyni zados$¢ pewna war-
tos¢ wyrazenia pierwiastkowego stopnia drugiego =z,
i jezeli przez
P(®)=0

oznaczymy takie réwnanie (o spotczynnikach wymier-
nych), ktéremu czynig zado$¢é wszystkie wartosci, jakie
x moze otrzymacé¢ przez zmianeg znakdéw przy pierwiast-
kach w tym wyrazeniu « zawartych, wtedy

F(z)=9(x). 3(x),
gdzie ¥ jest wielomianem o spoéiczynnikach wymier-
nych.

Jezeli F(x)=0 jest rownaniem nieprzywiedlnym, wtedy wie-
lomian 4 musi si¢ wiec sprowadza¢ do czynnika stalego.

Wr6émy teraz do réwnania f(z)=0 rozpatrywanego wyzej, a wiec
do réwnania stopnia 2", majgcego za pierwiastki 2" wartosci wyrazenia
pierwiastkowego .

ZaznaczyliSmy juz, ze jezeli r <2", to

f(@)=p(@)4(2),
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gdzie ¢ jest wielomianem o spdlczynnikach wymiernych. Otéz réwnanie
$(x)=0 ma za pierwiastki niektore wartoéci wyrazenia pierwiastkowego x,
a wiec i wszystkie jego wartosci; mamy wiec jeszcze:

@ =0(®). 4y(x) 1 f@)=p%).9,(2),
gdzie ¢, jest nowym wielomianem o spétczynnikach wymiernych, albo
tez wielkoscig stala. Zastosujmy do ¢, (w zalozeniu, ze to nie jest wiel-
kos¢ stala) rozumowanie, wylozone powyzej dla ¢, i t. d; ostatecznie be-
dziemy musieli znalezé iloraz, ktéry si¢ sprowadza do wielkosci stalej c,
bedziemy wiec mieli
f(@)= ep™();

istotnie, dzielenie nie moze byé prowadzone do nieskonczonosci, gdyz f
jest funkcja stopnia skonczonego.

Poniewaz, jak mowiliSmy, f(z)=ce’(x), a r jest stopniem funkcji o,
zas 2" stopniem funkecji f, przeto:

re—24

tak ze zaréowno r jak s nie zawieraja zadnego czynnika pierwszego rézne-
go od 2; w rezultacie wiec stopien réwnania

¢(%)=0

r=2"

bedzie

Stad, pamietajac o rezultatach poprzednich, wyprowadzamy twier-
dzenie podstawowe:

Jezeli r6wnanie algiebraiczne nieprzywiedlne jest
rozwigzalne za pomoca samych pierwiastkow stopnia
drugiego (w danym obszarze wymiernos$ci, do ktérego
nalezg jego spolczynniki), wtedy jego stopien jest pote-
ga dwuch.

Ten warunek konieczny nie jest jednak wystarczajacym; tak np.
rownanie ogoélne stopnia czwartego nie jest rozwigzalne za pomoca pier-
wiastkow stopnia drugiego.

Warunki, ktérym musi czyni¢ zados¢ rownanie stopnia 2Y, azeby
moglo byé rozwiazane za pomoca pierwiastkow stopnia drugiego, oraz
sposoby postepowania, ktéremi w ogélnosci trzeba si¢ postugiwa¢ w celu
istotnego rozwigzania, badal wyczerpujaco Julius Petersen w roz-
maitych pracach (por. np. cytowana ,Theorie der algebraischen Gleichun-

gen*).
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II.

§ 4. Sprowadzenie zagadnienia wielokatéw foremnych do réw-
nann dwumiennych. Zamierzamy zastosowa¢ powyzsze rezultaty, o réw-
naniach rozwigzalnych za pomoca pierwiastkow stopnia drugiego, do za-
gadnienia o konstrukcji wielokagtéw foremnych.

Musimy przedewszystkim nada¢ zagadnieniu posta¢ analityczna.
W tym celu zaczniemy od sprowadzenia zadania do takiej postaci, azeby
dane byly punkty i azeby poszukiwane byly punkty, majace z tamtemi
punktami zwigzki z géry ustalone.

Do tego celu wystarczajg nastepujace bardzo proste uwagi:

a) Wszystkie n-katy foremne sg do siebie podobne; a wigc zadanie
zbudowania n-kata foremnego, majacego bok dany, sprowadza si¢ od ra-
zu do zadania zbudowania jakiegokolwiek n-kata foremnego. Niewiado-
ma jest kat wielokata, albo, jesli kto woli, kat srodkowy, opierajacy sie
na boku; bok wystepuje w zadaniu jako parametr dowolny.

b) Jezeli potrafimy zbudowaé m-kat foremny, wtedy mozemy tez
zbudowa¢ m-kat foremny wpisany w kolo dane i majacy jeden wierzcho-
tek dany, mozna wigc podzielié¢ koto na n tukéw réwnych, po-
czawszy od danego punktu, jako jednego z punktéw podziatu; i od-
wrotnie.

A wiec zagadnienie wielokgtow foremnych jest w zupelnosci réwno-
wazne z zagadnieniem podzialu kola na n czesci réwrych, jezeli tylko
mozna przyjac, ze jest dany srodek O kola i jeden z punktéw podziatu
A. Mozna przytym odleglo$é obu punktéw danych, czyli promien kola,
przyjaé za jednostke.

Pod ta postacia zadanie, w ktérym danemi s3 punkty, sprowadza
sie do poszukiwania (n—1) punktéow (podzialu), ktére wraz z A stanowia
wierzchotki n-kata foremnego.

Kazdy z tych punktéw wyznacza wraz z A (w ktérymkolwiek
z dwoch zwrotow) luk, ktéry pomnozony przez n daje wielokrotnosé¢ ca-
tego okregu kota, a wiec tuk

2mm
n

(przyczym mozna przyjac¢ m<mn).

Odwotajmy si¢ do dwuch osi spétrzednych prostokatnych, przyjmu-
jac O za poczatek i OA za o§ odcigtych . Punkt A mie¢ bedzie za
spoirzedne 1, 0; punkty poszukiwane beda mialy pewne spdirzedne

L1y, Y15 Loy Yoieos Tu—1y Yn—1
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(czynigce zado$¢ réwnaniu kota

x?+y?=1).
Te spoirzedne wiasnie trzeba wyznaczy¢, opierajac si¢ jedynie na danych
wielkosciach 0, 1, okreslajacych obszar wymiernosci bezwzgledny [1].

Wyobrazmy sobie przedstawione na plaszczyznie wartosci zmiennej
zespolonej

Z=x+1y

(odwzorowanie podtug Arganda i Gaussa). Kazdej wartosci z odpo-
wiada (jak wiadomo) modut

o=|vary
iargument

3‘=&I‘Ctg%;

s3 to spétrzedne biegunowe punktu (z,y), przedstawiajacego ¢,
tak ze

z=p(cos & +isin ¥).

Modul jest odlegloscia bezwzgledna punktu (z, y) od poczatku spol-
rzednych (promien wodzacy); argument jest katem (anomalja),
ktory prosta, taczgca ten punkt z poczatkiem spéirzednych, tworzy z osig x.

Mnozenie dwuch liczb zespolonych

e=x+1y, &=x+
mozna wykona¢: algiebraicznie, podtug zwyklych zasad rachunku, ktadgc
Z =zt =(xx' —yy') +i(xy +2'y);

lub tez gieometrycznie, wyznaczajac punkt, ktéry ma za spdlrzedne bie-
gunowe i

P=pp'=|Val+yl. [ Va'ity®

9= ,: 5?!— P 1—
L) arctgx+alctgx, :

czyli tworzac iloczyn modutéw i sume argumentow.
Stosujac te zasade gieonetryczna, utworzymy kolejne potegi liczb
zespolonych

2, =2, +1Y,,
majace za obrazy punkty poszukiwane

(xl ’ yl)a i Bntiy Yn1 )
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Modutem jest
Vali+yl=1,

2nm
n

a argumentem

2rm. - .. 2TmN.
(skad 22—C03 B 7o ) )
: n n

a wiec modul potegi z," bedzie zawsze =1, natomiast jej argument bedzie

2amh
n

W szczegélnosci dla h=n punkt 2z, znajdzie si¢ na cze$ci dodatniej osi
x, a wiec pokryje sie z punktem

A=(Q, 0);
wskutek tego

Zsﬂ =y 1.

Odwrotnie, niech bedzie (x, y) takim punktem réznym od 4, Ze
'=(x+1y)=1;

ten punkt musi mieé¢ modul p taki, ze p"=1, musi wiec mie¢ modul =1;
oprécz tego musi mie¢ taki argument ¥, ktéry pomnozony przez m rézni
siec od 0 o wielokrotnosé¢ 2w, a wiec

2Tm
h

J=

Punkt taki jest przeto jednym z punktéw
(xla yl)? (xﬂ—l, y"—i))

czynigcych zado$é zagadnieniu.

Dochodzimy wigc do wniosku:

Zagadnienie budowy m-kata foremnego zalezy od
rozwigzania ré6wnania dwumiennego

Z,TLZ 1’

a mianowicie od wynalezienia pierwiastkow tego réw-
naniaréznych od z=1; zalezy wiec od rozwigzania roéw-
nania

2" —1

=gl a2 ] =0,
z—1
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To réwnanie mozna rozlozy¢ na dwa inne, z ktérych jedno zawie-
ratoby x, drugie y; ale to nie jest konieczne ani pozyteczne. Jezeli po-
wyzsze rownanie dla ¢ moze by¢ rozwiazane za pomoca pierwiastkow
stopnia drugiego (w obszarze wymiernosci [1], wyznaczonym przez spol-
czynniki), wtedy i spélrzedne z, y punktow szukanych wyrazg si¢ za po-
mocg pierwiastkdw stopnia drugiego, gdyz

d 42 1 2 A atybE =
\/a+ 1,b=v/\/a ;bi_{'},}_z \/_Yf _{2 a;

a wiec n-kat moze byé w takim razie zbudowany linjalem i cyrklem.
Odwrotnie, jezeli n-kat moze by¢ zbudowany, wtedy x, y sa wyrazeniami
pierwiastkowemi stopnia drugiego, a wiec i pierwiastki

Z=x+1y
réwnania dwumiennego dadza si¢ wyrazi¢ za pomoca pierwiastkow stop-
nia drugiego.

Zagadnienie o konstrukcji elementarnej wielokatow foremnych zo-
stalo tym sposobem sprowadzone do rozwiazania (jezeli to mozliwe), za
pomocg pierwiastkéw stopnia drugiego, réwnania dwumiennego

2 — 1
»

-1

§ 5. Nieprzywiedlno$é réwnania g =0, jezeli p jest liczba
plerwsza. Wezmy pod rozwage réownanie
2’—-1=0

w zatozeniu, ze p jest liczba pierwsza. Po usunigciu czynnika linjowego
z—1, réwnanie to sprowadza si¢ do postaci

P—1 ;
F(z):zz—_T=zP—1 +22 2 4+ +z+1=0.

Chcemy dowies¢, ze to réwnanie jest nieprzywiedlne w obszarze
bezwzglednym wymiernosci [1], czyli ze F(2) nie mozna roztozy¢ na ilo-
czyn dwuch wielomianéw o spélczynnikach (liczbowych) wymiernych.

W tym celu musimy przedewszystkim poda¢ twierdzenie przybrane
o rozktadalnosci wielomiandw; twierdzenie to zawdzieczamy Gausso wi.

Niech bedzie wielomian

fle)=az"+az" + ...+ ay,,

ktérego spolczynniki niech beda liczbami calkowitemi; mowimy, ze ten
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wielomian jest pierwotny, jezeli liczby a,, 4,,..a, nie maja zadnego
czynnika wspdlnego réznego od jednosci.
Niech teraz beda

f(&)=ae"+ae" ! + ...+ a,,
®(2) =bye™+bg™ 1+ ... + by

dwoma wielomianami pierwotnemi o spétczynnikach calkowitych. Utwoérz-
my iloczyn

F(2)=[(2). p(2)=coz™t" +¢;2™t" "1+ ... + Cutms
gdzie

Co= b,

¢, =ayb, + a b,
i wogodle

Cp= aobh = albh_1 o A a;,bo 5

z tym zastrzezeniem, ze
a,=0 dia r>n,
b,=0 dla s>m.

Dowiedziemy, ze wielomian F(2) jest pierwotny, czyli ze nie istnieje
zadna liczba pierwsza p(> 1), ktéra bylaby dzielnikiem wszystkich liczb
Coy C15 - Cmtn .

Niech bedzie dana liczba pierwsza p(>1); ta liczba nie moze by¢
dzielnikiem wszystkich spdlczynnikéw a wielomianu f, ani tez wszystkich
spétezynnikéw b wielomianu @; mozna wiec znalezé pierwszy spélczyn-
nik a,

(przyczym r=n)
i tak samo pierwszy spolczynnik b,
(przyczym s<m),
ktore nie sa podzielne przez p. Rozpatrzmy teraz spdélczynnik
cr+s=aobr+s + ...+ a,_le_] + a,bs + a,._|.1b3_1 Eel aH—;bo .

Wszystkie wyrazy tej sumy sa podzielne przez p, z wyjatkiem wy-
razu a,bs; a wiec ¢,4, nie jest podzielne przez p.

Powyzsza uwaga pozwala nam dowie$¢ twierdzenia nastepujacego.

Twierdzenie przybrane Gaussa. Jezeli wielomian o spdtczyn-
nikach calkowitych F(¢2) jest przywiedlny, wtedy moze
byé roztozony na iloczyn dwuch wielomianéw o spdi-
czynnikach catkowitych.

Mozemy zalozyé, nie sprawiajac przez to ograniczenia, ze I jest wie-
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lomianem pierwotnym, gdyz w razie przeciwnym moznaby bylto przedsta-
wi¢ F' pod postacig w F’, gdzie F’ jest wielomianem pierwotnym, a p
liczba calkowita (dzielnikiem wspolnym spélezynnikéw wielomianu F');
wystarczytoby wiec oczywiscie dowiesé¢ twierdzenia dla F£'.

Przypu$émy wiec, ze F(2) rozktada si¢ na iloczyn dwuch wielomia-
now f(¢) i ©(2) o spélczynnikach wymiernych; chcemy dowiesé, ze F jest
wtedy réwniez iloczynem wielomiandw o spélczynnikach catkowitych.

Sprowadzmy wszystkie spotczynniki wielomianu f do najmniejszego
mianownika wspdlnego a; liczniki beda wtedy mialy najwiekszy dzielnik
wspolny a, pierwszy wzgledem a. Postapmy w taki sam sposob ze spoi-
czynnikami wielomianu ¢, sprowadzajac je do najmniejszego mianownika
wspolnego b; niech bedzie 8 najwiekszym czynnikiem wspdélnym liczni-
kéw w tak przeksztalconych spéiczynnikach. Wtedy wielomiany %{i i %P
beda mialy spolczynniki calkowite i beda wielomianami pierwotnemi; ich
iloczyn

gl =g
bedzie wiec wielomianem o spétczynnikach catkowitych i bedzie pier-
wotnym.

Wskutek pierwszego warunku, poniewaz spdétczynniki wielomianu F
nie maja zadnego czynnika wspdlnego, przeto kazdy czynnik pierwszy za-
warty w af musi byé dzielnikiem iloczynu ab, a wigc of miesci sie w ab
bez reszty; wskutek drugiego iloraz -%=c (ktory, jak juz mowiliSmy, jest
liczba catkowita) musi by¢ réwny 1, gdyz inaczej wszyslkle sp6tczynniki
w cF' bylyby podzielne przez ¢> 1.

Ostatecznie wiec F'(2) jest 1loczynem dwuch wielomianéw pierwot-

nych o spélczynnikach calkowitych fl = go, c. b. d. d.

Na zasadzie twierdzenia Gaussa mozna lalwo dowiesé, stosujac ro-
zumowanie Eisensteina®), ze:
P

ZZ 1=0, w ktérym p jest liczbg pierwsza,

Rownanie

jest nieprzywiedlne.
Jezeli zatozymy
e=ax+1,

*) Journal fir Mathematik, Bd. 39, str. 167. Dwa inne dowodzenia tego sa-
mego twierdzenia byly dane przez Kroneckera, Journ. f. Math. Bd. 29 i Jour-
nal de mathémaliques 12, vol. 1. Por. Bachmann, L c.
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to réwnanie powyzsze przyjmie postaé
F(x)=a?" 1+1390”“2+p(fj 5 Dogrry 4 (p)xl’""‘+...+10=0-
Wystarcza oczywiscie dowie$¢ nieprzywiedlnosci rownania Fl(x)=0,
gdyz jezeli
Tl 0). 140

gdzie ¢, f; sa dwoma wielomianami, to:

F@)=¢(x+1).fi(z+1)=¢@) . f(2),

gdzie ¢ i f sa dwoma wielomianami wzgledem .
Przypus¢my wiec, ze rownanie F(x)=0 jest przywiedlne, wtedy be-
dzie
F(z) = 9(@) . flz),

gdzie ¢ i f sa dwoma wielomianami o zmiennej « i o spdlczynnikach
catkowitych:

f@)=ax"+ax*t+..+a,
() =byx™ + b x4 ... + by
Po wykonaniu iloczynu ¢f otrzymamy wielomian réwny tozsamo-

sciowo F:
cox”+”‘+ clx1z+)n—1 S il cn+m y

w ktérym stopien n+m=p.
Bedziemy wiec mieli wzory:
ey =ayby=1
cy=ayb,+ab,=p

p(p—1)
2

Cy=ayby+ab,+a,b,=

p(p-1)

Cn+m—1 =an——1bm+ anbm—lz g 9

G
A zatym wszystkie spélczynniki ¢, z wyjatkiem ¢;, sa podzielne przez
liczbe pierwsza p.

Oto6z ostatni z wypisanych wzoréw, wlasnie dlatego, ze p jest liczba
pierwszg, pocigga za soba to, ze jedna z liczb a,, b, réwna sie +1, a dru-
ga -+ p; niech np. bedzie

=1 b=}
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Podstawiajgc te wartosci we wzorze przedostatnim, znajdziemy
Cntm—1=Qn—-1pP+ by 5

a poniewaz p miesci sie W ¢,+m_1 bez reszty, przeto b,-; musi byé¢ po-
dzielne przez p, czyli:
/ bm—l :I)blm—l .

Postepujac podobnie przy rozpatrywaniu wyrazenia ¢,n—2, znajdziemy:
Cotm—2=0n—3.P+ 0y —1D'm—1.P+bms,
a zatym b,_o jest podzielne przez p, czyli
Bpoo=1 Yo,

Z wyrazen Cnim-3,..C, znajduje sie stopniowo, ze wszystkie spol-
czynniki b,_3,...b, sa podzielne przez p; ale ten rezultat w stosunku do
b, okazuje si¢ niedorzecznym, gdyz réwnosé

: G =a.05=1
daje
ay =1, by=+1.

Niedorzecznos¢, do ktérej prowadzi zalozenie, ze wielomian F daje

sie¢ roztozy¢, dowodzi, ze rownanie F'=0, a wiec
2’ —1
i

jest nieprzywiedlne, c. b. d. d.

§ 6. Niemozliwo$¢ konstrukeji elementarnej wielokatéw forem-
nych, ktérych liczba bokéw p jest pierwsza i nie ma postaci 2" + 1.
Pamietajgc o rezultacie podstawowym § 3, wnosimy:

e'—1
z2—1
pierwszg, moze by¢ rozwiagzane za pomoca pierwiastkow
stopnia drugiego, top—1 musi byé potega dwuch, a zatym

Jezeli roOwnanie

=0, w ktérym p jest liczba

p=2"+1.

Wskutek tego:

Wielokgta foremnego, ktérego liczba bokéw p jest pierwsza, nie
mozna zbudowac linjalem i cyrklem jezeli p nie ma postaci 2"+ 1.

Tak np. wielokatéw foremnych, majacych 7, 11, 13, 19,... bokéw,
nie mozna zbudowac¢ w sposéb elementarny.

§ 7. Mozliwosé konstrukeji wielokatow foremnych, ktoérych liczba
bokow p jest liczba pierwsza, majaca postaé 2"+1. Powyzszemu re-
zultatowi przeczacemu przeciwstawia sie nastepujacy rezultat twierdzacy:
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Wielokat foremny, ktérego liczba bokdow p jest licz-
ba pierwszg postaci 2*t', moze by¢ zbudowany linjalem
icyrklew.

Azeby dowies¢ tego twierdzenia, nalezy okazaé, ze réwnanie (nie-
przywiedlne)

2P — 1
o =zP—1o0—24  4+241=0

moze byé rozwiazane za pomoca kolejnego wyciagania pierwiastkow stop-
nia drugiego, jezeli p jest liczba pierwszg postaci 2" +1,

Pierwiastki tego réwnania, czyli rézne od jednosci pierwiastki stop-
nia p z jednosci sa:

2w g O
g, =C0S— + %2sin —
p
2tm . . 2mm
€n =COS——— + 2 8in ——
p b

ep_1=cosgf-(£_—1) + ¢sin Er(_p;l_)
p b
Wszystkie te pierwiastki mozna otrzymaé¢, tworzac kolejne potegi
ktéregokolwiek z nich e. Obierajac np. pierwiastek e=e¢;, dostaniemy
istotnie ¢, =¢™.
Poczynajac od pierwiastka e=¢,, mie¢ bedziemy:
pr-1

i G5 e ey e
e,=¢, g, =¢? g=¢% .6, 1=6€ 7,

Lol P-lio 2l

el et 0 ) —ep—1
g =¢ , Eg=¢ , E5=¢ y e Epg=¢€P"",

W podobny sposéb potegi kolejne ktoéregokolwiek e=e, z wykladni-
kami 1, 2,...,(p—1) sa wszystkie rézne od siebie, odtwarzaja wiec (w in-
nym porzadku) pierwiastki e, e,,...65-1. W rzeczy samej, nie mogloby
byé¢ dla h<p, k<p,

En="Cm>
gdyby nie bylo
e;rln_k =1,
czyli
cos ——2“7”(;‘ 9 + 7sin by e 1,
skadby wypadto:
2 m(h—tkl = 218,
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gdzie s jest liczba calkowity; ale ta réwnos$¢ jest niedorzeczna, gdyz je-
zeli p jest liczba pierwsza, a m<p, to p nie moze byé dzielnikiem iloczy-
nu m(h—k), nie bedac dzielnikiem liczby & —Fk.
Zauwazmy jeszcze, ze zawsze zachodzi réwnosé
el+mp=el,
gdyz
emP=1.
Jezeli teraz chcemy poglebi¢ badanie pierwiastkow naszego réwna-
nia, to musimy wzigé¢ z teorji liczb twierdzenie nastgpujace*):
Jezeli jest dana liczba pierwsza p, to zawsze pomig-
dzy liczbami 1, 2,..., p—1 istnieje taka liczba g, ze potegi

9 9% 97
podzielone przez p, dajg jako reszty liczby
1, 2,..., p—1,

wzigte winnym porzadku.

Taka liczba g nazywa si¢ pierwiastkiem pierwotnym mo-
dulu p.

Jezeli np. p=5, i zaczynamy od rozpatrywania liczby 2, to mamy

W=D V=4 2328 24—16;
te liczby podzielone przez 5 daja odpowiednio jako reszty:
2,43, 1;

a wigc 2 jest pierwiastkiem pierwotnym modulu 5.
W przypadku p=7, tworzac kolejne potegi liczby 2, otrzymujemy
liczby
W P I R B e P e R I 0

ktére po podzieleniu przez 7 daja jako reszty
2,4, 1, 2 4 1,
a wiec 2 nie jest pierwiastkiem pierwotnym modulu 7. Natomiast kolej-
ne potegi liczby 3:
3'==3, 3%=9,3%=27, 3*=81, 3*=243, 3°*=729,
podzielone przez 7, daja jako reszty:
3,2, 6,4,5,1;

a zatym liczba 3 jest pierwiastkiem pierwotnym modulu 7.

") Por. np. U. Scarpis, Primi elementi della teoria dei numeri. Hoepli 1897.
Gieometrja. T. II. 10
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Zwracajac si¢ do ogdlnego przypadku jakiejkolwiek liczby pierwszej
p postaci 2"+ 1, przypusé¢my, zesmy wyznaczyli pierwiastek pierwotny ¢
modutu p, i wezmy znowu pod uwage jeden z pierwiastkow e rownania

2 —1
P i
Tworzac kolejne potegi
er, o, e, ..., e},

widzimy, ze te potegi odlwarzaja w innym porzadku pierwiastki

g2 et

Ergen il

2
W rzeczy samej, jezeli oznaczymy przez s, reszte z podzielenia g" przez p,
jezeli wiec

gr = Ph + Sy
to bedziemy mieli
g0 =¢'r,
gdyz
ebh — 1 :

s, przyjmuje tutaj (w innym porzadku) wszystkie wartosci 1, 2,..., p—1,
jezeli r otrzymuje kolejne wartosci 1, 2,..., p—1.
Podzielmy teraz pierwiastki

3 p—l
: glied i Y
na dwie grupy
3 p—2
A
2 4 p—1
gl AN el

i zalézmy :
h=el+e8 .. et

-1
=8 +e’ +.. . +e? ",

Podzielmy kazda z poprzednio utworzonych grup na dwie inne, zakla-
y pop y grug )
dajac:
Ny =¢ +ef 4. et \
N T2 ="M
Np=6e" +6& + ...+ e? 2 I

i i3
Ny =8 +6&9 + ... e’

No1 +M2p ="
fog =6 +er" 4 ... 40 I
Mozna tym sposobem postepowac dalej, tworzgc stopniowo sumy
o liczbach wyrazow :
p=1-p1
4 2 8 AR
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i dojs¢ w koncu (poniewaz p—1 jest potega liczby 2) do
sum o jednym tylko wyrazie, czyli do pierwiastkow danego réwnania.
Sumy wskazane wyzej otrzymuja nazwe ,okreséow Gaussa‘“. Okazemy,
w jaki sposob te okresy dadzg si¢ oblicza¢ przez kolejne wycigganie pier-
wiastkow stopnia drugiego.

Zauwazmy przedewszystkim, Ze suma

NA+N=n=e9+39 4. +e? =1,
gdyz 7, pomingwszy znak, jest spotezynnikiem przy z#-2 w réwnaniu
Pl per-2 4 . +1=0,

dla ktérego liczby e sg pierwiastkami.

Wezmy pod uwage iloczyn u,7,.

Po wykonaniu mnozenia dwuch sum, stanowiacych 7, i 7,, otrzy-
muje sie¢ sume wyrazéw postaci

g9 e = g0 +9° = ¢h— grlt,

a wiec sume¢ wyrazow, z ktérych kazdy zawiera si¢ w jednej z dwuch
grup, stanowigcych 7, i 7,.
Wyrazenie
1y = e
nie zmienia sie¢, jezeli w nim zastapié¢ e przez ¢/, poniewaz takie podsta-
wienie wywoluje jedynie (jak to latwo sprawdzi¢) zamiang

My na My 1My na 1.

Ten fakt zasadniczy pociaga za sobg, ze suma Yer' zawiera jednakowa
liczbe razy p kazdy pierwiastek réwnania
20— 1
¢ ugies Sty
z—1 ;
mamy przeto: '
Vo
My My =2e? =pn= —p.
Azeby sig¢ jasno przekonaé, jak si¢ dochodzi do tego wyniku, zacznij-
my od- grupowania wyrazéw podobnych sumy 2e¢’; napiszemy wiec:

Ny =2%es" + Ae?* + ...

i dowiedziemy, ze spotczynniki calkowite =, A,... sa wszystkie sobie row-
ne; w tym celu wystarczy dowies¢, ze zaden z nich nie moze by¢ mniej-
szy od innego dowolnie obranego.

Jezeli np. w powyzsze] sumie wystepuje wyraz pe?, to zastepujac
w nim e przez e/, otrzymamy wyraz ps?’, a z lego wyrazu dostaniemy ko-
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lejno wyrazy pe?’, pe*, ..., ktére muszg wszystkie wystepowaé w tej sumie.
Jezeli w sumie wystepuje wyraz pe’, to zastepujac w nim e przez e i wy-
konywajac to samo podstawienie w wyrazach kolejno otrzymywanych,
dostaniemy wyrazy

3 & o1 y e
per, pett, .., pet T, (ped’ =pe),
ktére rowniez muszg wszystkie wystepowaé w tej sumie. :
I3 . . . i A .2 .
I w ogdle z istnienia wyrazu pef, mozna wnosi¢, Ze suma musi za-
wiera¢ wszystkie wyrazy

T4 pgt+2 t+p—1
b b 2 2

pe-‘it ped

ktére przedstawiaja w innym porzadku wyrazy
ped, ped, ..., pe?

Widzimy wiec, ze n,+1, i 7,1, sa liczbami catkowitemi, a wigc 7,
1, czynig zado$¢ réownaniu stopnia drugiego
x*+x—p=0
o spofczynnikach catkowitych.
To réwnanie rozwigzuje si¢ za pomocy pierwiastka \/1+4p, przez
ktory wyrazaja si¢ n, i 7,.
Przechodzimy teraz do obliczenia okresow, z ktorych kazdy zawiera

Car Wyrazow :

N1y Mi2r M21s Ma2-
Mamy przedewszystkim:

Nyt N2="M1 Moy T M2 =15
Utwoérzmy teraz iloczyny
N11M125 N21Maz -

Rozpatrujagc np. pierwszy z tych iloczynéow widzimy, ze mozna go
sprowadzi¢ do sumy wyrazéw postaci ¢/, a mianowicie do sumy, ktéra
sie nie zmienia, jezeli w kazdym jej wyrazie zastgpimy e przez &’; w rze-
czy samej, wskutek takiego podstawienia okresy 7, i 7, zamieniajg si¢
tylko jeden na drugi. Stad wnosimy (jak i poprzednio), ze jezeli wyra-
zenie 7,my, zawiera pewng liczbe razy p, jaki§ wyraz sumy 7,, to zawie-
ra tylez razy i inne wyrazy tej samej sumy (jezeli np. 1,,7,, zawiera wy-
raz p.e?, to zawiera tez pe?’, pes’, ...); podobnie, jezeli omawiane wyraze-
nie zawiera p, razy jaki$ wyraz sumy 7v,, to zawiera takze p, razy wszyst-
kie wyrazy pozostale; a wiec:
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M11M12 = P11 + P22
gdzie p, i p, sa liczbami calkowitemi.
Przeto 7, m,, sa pierwiastkami réwnania stopnia drugiego

@? — 02 4+ (pyy + pa1y) =0.

A wiec myy, N, mozZna obliczy¢ przez wycigganie pierwiastka stop-
nia drugiego, majac juz 7, m,. Podobnie znajduje si¢ 1,;, 7,,.
Teraz widaé¢, jak mozna doj$é stopniowo do obliczenia okresow

o liczbie wyrazéow g
Wezmy np. pod uwage 1,;; i 7;;4; ich suma jest

N1 T N112=M11»

a ich iloczyn wyraza si¢ przez polgczenie linjowe o spdlczynnikach catl-
kowitych wyrazen 7,1, M5, Moy, 7o tak wiec 1,4, M1 Otrzymuje si¢ przez
wyciagniecie nowego pierwiastka stopnia drugiego, obejmujacego okresy
otrzymane przedtym.
Postepujac dalej tym samym sposobem, mozna utworzyé okresy

o liczbie wyrazow

p—1 p—1

S B TR

a wreszcie okresy o jednym wyrazie

p—1
Fz=1)
czyli pierwiastki ¢ réwnania danego.

Mozemy wiec wnioskowaé: Jezeli p jest liczbg pierwsza
postaci 2"+1, wtedy réwnanie

2r—1
z—1 =

moze byc¢ rozwigzane przez kolejne wycigganie pier-
wiastkow stopnia drugiego, a wigc wielokat foremny
oliczbie bokéw p moze byé¢ zbudowany linjatem i cyr-
klem.

Uwaga. W rozumowaniu powyzszym nie braliSmy w rachube dwu-
znacznosci, wystepujacej w wyborze znakéw, ktore trzeba nadawac¢ wpro-
wadzanym stopniowo pierwiastkom stopnia drugiego. Rzeczywiscie nie
potrzeba sie zajmowac¢ ta dwuznacznoscia, jezeli mamy jedynie na wido-
ku wykazanie, ze okresy 7 moga by¢ wyrazone za pomoca pierwiastkow
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=0 jest rozwigzalne za po-

stopnia drugiego, ze wiec dane réownanie 2

mocg takich pierwiastkow. Jezeli, przystepujac do istotnego rozwigzania,
uwzglednimy dwojakie znaki tych pierwiastkéw, to znajdziemy wszystkie
pierwiastki ¢ danego rownania. Ale gdyby do utworzenia okresu 7 byl
z gory dany ktérykolwiek poszczegolny pierwiastek e, to chcgc obliczyé 7
trzebaby bylo stopniowo dobiera¢ znaki w sposob odpowiedni. Odpowie-
dnie reguty, ktore przytym wystepuja, bedq rozwazane w przypadku p=17
w artykule VI, gdzie nabieraja znaczenia przy faktycznym wykreslaniu
siedemnastokata.

§ 8. O liczbach pierwszych postaci 2"+1. Otrzymane rezultaty
uwydatnia uwaga nastepujaca:

Kazda liczba pierwsza postaci 2°+1 jest liczba po-
staci 2’v+1, to znaczy, ze jezeli 2"+1 jest liczba pierwsza, to » musi
byé potega dwuch.

Azeby tego twierdzenia dowies¢, wystarczy zauwazy¢, ze jezeli » ma
jaki$ dzielnik nieparzysty >\

2k+1,
a wiec
n=h2k+1),
wtedy liczba
2% 41 =2M%+D 41
nie moze by¢ liczbg pierwsza.

Latwo sie¢ przekonaé, ze 2"%+D 41 nie moze byé¢ liczba pierwsza,

gdyz jest podzielna przéz 2"+1. W rzeczy samej, dwumian

w2k+1+1
staje si¢ zerem dla x= —1, jest wigc podzielny przez =+ 1:
%+l 1 =(z+ Dfa? — P14+ (-1)yz?— +.. . +1];

jezeli uczynimy
r=2F

to znajdziemy wladnie, ze 2M?*+1) 11 jest podzielne przez 2"+ 1.

Mozemy teraz rezultaty paragraféw poprzednich wypowiedzie¢ w ta-
ki sposob:

Wielokgty foremne, ktérych liczba bokdéw p jest
liczbg pierwszg, a ktére mozna zbudowa¢ linjalem i cyr-
klem, sg to te wielokgty, dla ktérych p ma postaé

p=22"+1.

Azeby okaza¢ donioslosé tego rezultatu, przyjmijmy dla v wielkosci
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v=0, 1, 2, 3, 4,
otrzymamy wtedy z wzoru
p=22"+1
liczby pierwsze
3, 5, 17, 257, 65537.

Wartosci p=3, 5 odpowiadaja dobrze znanym przypadkom tréj-
kata réwnobocznego i pigciokata foremnego; natomiast nastgpne wartosci
prowadza do trzech nowych wielokatéow foremnych, ktére mozna zbudo-
wac, a miedzy ktéremi szczegélnie godnym uwagi jest przypadek p=17.
Rozwigzanie r6wnania dwumiennego 2!?=1 podal Gauss, a konstrukcjom
gieometrycznym siedemnastokata poswiecono dalsze prace (Legendre,
Grunert, Staudt, Serret, Schroter, Gérard), ktére bedg omo-
wione w artykule VI.

Przypadek p=257 badat Richelot”); rezultaty tych badan inter-
pretowali gieometrycznie Affolter i Pascal™).

Przypadek p=65537 byl przedmiotem bardzo starannej pracy Her-
mesa*™).

Ale co si¢ stanie, jezeli v>4? Czy otrzyma si¢ jeszcze liczby pierwsze

b= 22V +1,
a wigc nowe wielokaty foremne, ktére moznaby bylo zbudowaé?
Przypadki zbadane dotychczas odnoszg si¢ do liczb, odpowiadajacych

v=>5, 6, 7,
czyli do liczb
22741, 22°4+1, 2241,

ktore sg liczbami zlozonemi.
Jest wiec jeszcze watpliwe, czy szereg liczb

20"+ 1
zawiera inne liczby pierwsze, oprécz tych, ktére odpowiadaja wartosciom
v=0, 1, 2, 3, 4.

§ 9.. Zastosowanie metody Gaussa do przypadku pigciokata fo-
remnego. Podamy w koncu, jako przyklad, zastosowanie metody wylo-
zonej do rozwigzania réwnania

=l

") Journ. f. Math., Bd. 9 (1832).
**) Rendic. della R. Accademia di Napoli, 1887.
***) Gottinger Nachrichten, 1894,
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od ktoérego zalezy konstrukcja pieciokgta foremnego.
Pierwiastki tego ré6wnania s3:
17 E, 52, Es’ 84’

gdzie

27
e=C0s —

J

. . 2%
+ 4sin — .
5
Wybierzmy pierwiastek pierwotny modulu 5, np. g=2; wtedy wiel-
kosci e uporzadkuja si¢ w sposdb nastepujacy:
2, et iel=ed nelli,
Okresy dwumienne sg dane przez

=46, My=clte,
przyczym:
MT+N="=-1

Ny =(e?+ &%) (' +e) =el+ P tel+et=n= -1,

a wiec 7; i 7, sg pierwiastkami réwnania

2?+x—1=0,

czyli -
n=—3t3V5
N _'}‘_*:';\/5

Rozpatrzmy okresy o jednym wyrazie

gy =84, Myy=c¢
gdzie
N1+ Mo ="y

Mgy Mgy =8"=1;
ulézmy rownanie stopnia drugiego
22—+ 1=0,
Rozwigzujac to rownanie, dostaniemy:
e=1{_1F b+ V -10+2V5},
czyli 3
e=1{—1F /5+ i V10F2V5}.
Cztery pierwiastki ¢ ro6wnania dwumiennego otrzymamy z tego wzo-

ru, jezeli przed pierwiastkami nadamy znaki + i —. Mozna si¢ przeko-
na¢ gieometrycznie (w sposob bardzo tatwy), ze pierwiastek

s—cos% + 7 sin e
= 5 5
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dostaniemy, przyjmujac wszystkie znaki dodatnie, a wiec zaktadajgc:

e=1{—1+ 5 +i V10+2V5}.
Wzor

2 ]
y=2c0s 5 =~ (+ v5)

prowadzi do bardzo prostej konstrukeji pieciokata foremnego.

§ 10. Wielokaty foremne o liczhbie bokéw zlozonej. Pomoéwimy
teraz o rozwigzalnosci wielokgtow foremnych majacych n bokéw, jezeli n
jest liczbg zlozong. Zauwazmy przedewszystkim, ze jezeli n rozklada sie
na iloczyn dwuch liczb calkowitych p, ¢:

n=p.q,
to majac n-kat foremny, mozna odrazu zbudowac p-kat i ¢-kat. W rze-

czy samej, jezeli jest dany luk kola 2% (ktorego cigciwa jest bokiem n-kg-

ta), lub, jesli kto woli, jezeli jest dany odpowiedni kat srodkowy, wtedy,
mnozac go przez ¢, otrzymamy luk lub kat
2g _ 2
n p
za pomocg ktorego mozna zbudowaé p-kat.
Przypusémy teraz, ze liczba m zostala rozlozona na czynniki pierw-
sze Py, Po,-.- Py, CZYli Ze

=2l o. o, 0.
n=p,*p,*..p*.

Azeby konstrukcja m-kata byla mozliwa, powinna by¢ mozliwa kon-
strukcja wielokatow foremnych o liczbie bokdéw p,*, p,*2, ..., p,*.

Konstrukcja wielokgta foremnego o liczbie bokéw p* (a>1) zalezy
od rozwigzania réwnania dwumiennego

o
i

ktére (jak to wida¢ rowniez gieometrycznie) sprawdza si¢ przez wszystkie
pierwiastki réwnania

Cagetey

Rownanie

o

e — 1
a~1—=0
er -1

jest nieprzywiedlne.
Tego twierdzenia dowodzi si¢ za pomoca rozumowania Eisenstei-
na, ktore juz stosowaliSmy w przypadku a=1 (§ 5).
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Z twierdzenia powyzszego wyplywa wniosek, ze réwnanie rozpatry-
wane jest rozwigzalne za pomoca pierwiastkow stopnia drugiego tylko
wtedy, jezeli jego stopien p*— p*'=p*'(p—1) jest potega liczby 2. Ale
liczba p®', jezeli o> 1, nie moze by¢ potega dwuch, o ile nie jest p=2,

Stagd widzimy, ze zaden wielokat foremny o liczbie bokdéw p* nie
da sie wykreslié, jezeli

a>1, p>2.

Jezeli wigc n-kat foremny moze by¢ zbudowany, to liczba

n=p,Mp,"...p5"
musi zawiera¢, oprécz pewnej potegi liczby 2, tylko czynniki pierwsze
rozne od siebie (podniesione do potegi 1), a kazdy z tych czynnikéw p
musi mieé postaé 22° +1, tak ze wielokat foremny o liczbie bokéw p po-
winien si¢ da¢ zbudowacé (§ 8); ostatecznie wigc liczba n powinna mieé
postaé
n=2"(2"" + 1)(22" + 1)... (22" + 1),

gdzie v;, vy,...v, sa wszystkie od siebie rézne, a

P = 22" 41, p2=22v2+ I,..
sg liczbami pierwszemi.

Dowiedziemy wreszcie, ze jezeli n jest liczba tej postaci, to konstruk-
cja n-kata foremnego jest wykonalna,

W tym celu wystarczy okaza¢, jak ,majac wielokaty foremne o licz-
bie bokoéw 7, s, jezeli 7, s sg liczbami pierwszemi wzgledem siebie, mozna
zbudowaé wielokat foremny o liczbie bokéw n=rs*.

Jezeli sg dane wielokaty foremne o liczbie bokéw 7 i s, to s3 dane
odpowiednie katy srodkowe

Jezeli r i s sg liczbami pierwszemi wzgledem siebie, to mozna rozwigzac
réwnanie nieoznaczone
sx—ry=1,
znajdujac dwie liczby catkowite x, y ktére mu czynig zados¢; bedziemy
mieli
o G E s i e
# by_'%(r s)_ Ve
a wiec otrzymamy konstrukcje kata srodkowego n-katla (a przeto i kon-
strukcje samego n-kata), tworzgc roznice katow ax i by.
Jako przyklad rozpatrzymy przypadek pietnastokata foremnego
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(n=15), ktérego konstrukcje mozna wyprowadzi¢ z konstrukeji tréjkata
réwnobocznego i pigciokgta foremnego. Rozwigzmy réwnanie nieoznaczone
3r—b5y=1,

czyniac
=2, Y=1.

Kat $rodkowy pietnastokata buduje si¢ wigc, tworzge réznice pomie-
dzy podwéjnym katem srodkowym pieciokata i katem $rodkowym troj-
kata foremnego

2, 2z 2n
Ll L
Ta konstrukcja nie rézni si¢ istotnie od konstrukeji Euklidesa, w kto-
rej kat
2r 2z 4m
B bl
dzieli si¢ na dwie czesci réwne.

Streszczajac wreszcie osiggnigte rezultaty, mozemy wypowiedzie¢
twierdzenie:

n-kagty foremne, dajgce si¢g zbudowaé¢ linjatemicyr-
klem, sa to te wszystkie, ale tylko te, dla ktérych liczba
M, rozlozona na czynniki pierwsze, ma posta¢

n=2".(22" +1).(22"2 + 1)... (27° + 1),
gdzie v, v5,..., v, sa od siebie rézne.

§ 11. Uwagi o wyznaczaniu wielokatéw foremnych, ktérych kon-
strukcja nie jest wykonalna elementarnie. Zakonczymy ten artykut
niektéremi uwagami o wyznaczaniu wielokatéw foremnych, ktérych kon-
strukcja nie da si¢ wykonaé linjalem i cyrklem. Zwracajac si¢ do naj-
prostszego przypadku wielokata foremnego o liczbie bokow p, gdzie p jest
liczbg pierwsza, objasnimy na przyktadzie, czego nas uczy w tym wzgle-
dzie metoda Gaussa rozwigzywania réwnan dwumiennych

a1

Zalézmy wiec p=7 i rozpatrzmy pierwiastki réwnania 2'=1 (opu-
szczajgc 2=1):
Ec®, €2 et il

gdzie

e—cos@ + ¢ sin dd

i 7 7
Wybierzmy pierwiastek pierwotny modulu 7; niech bedzie ¢g=3. Dzigki
temu mozemy uporzadkowac¢ pierwiastki ¢ w sposéb nastepujacy:
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eSieti—pdiviet—eb o8l et el ehiet o

Utworzmy okresy o trzech wyrazach

=3 +e¥ 4 e¥ =34 b4 b

Ny=e¥+e¥+e¥=e? fett¢;
dostaniemy wtedy:

Tt s Rl
M=+’ +e%) (2 +et+e)=c’+eTtet+el+el0+e+e’+e+ef=7+3=2,
a wigc 7, M, czynig zado$¢ réwnaniu stopnia drugiego
22+ x+2=0.
Jezeli 7,, 7, zostang obliczone, to wyznaczenie pierwiastkéw e zale-
ze¢ bedzie od réwnania stopnia trzeciego; w rzeczy samej, mamy np.
g2 tette=m,
e?.ette? etetie=n,
et etie—1.

a wiec ¢?, ¢t ¢ s3 pierwiastkami réwnania
2 —nx?+nx—1=0.

Od wykonania tej redukcji zalezy moznos$¢ sprowadzenia
konstrukcji siedmiokgta foremnego do podziatu kata na
trzy czedci rowne (por. art. VII).

Zadanie ogo6lne réwnania dwumiennego 2¥=1, gdzie p jest jakgkol-
wiek liczba pierwsza, pozwala zawsze na redukcje (jak dla p=7), gdyz
moze byé sprowadzone do rozwigzania szeregu rownan stopnia nizszego.
Jezeli p—1, rozlozone na czynniki pierwsze, ma postaé

p—1=2%, 3% 5%
wtedy trzeba bedzie rozwiazaé kolejno
o, réwnan stopnia 2-go
o, rownan stopnia 3-go
oy rownan stopnia 5-go it.d.
Takg redukcje umozliwia metoda Gaussa, prowadzaca do kolejne-

go tworzenia okresow o liczbie wyrazow

p—1 p—-1 p-1
2 ¥ 4 i 2“1 7




v

Pl Ly g

nastepnie do okreséw o liczbie wyrazéw
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do okresé6w o liczbie wyrazow
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Ze stanowiska gieometrycznego zajmuja nas pierwsze przypadki,
w ktorych p—1 ma jedynie czynniki pierwsze réowne 2 i 3, gdyz wtedy
mozna podaé¢ proste konstrukcje p-kata, odwolujac si¢ do przyrzadu,
dzielacego katy na trzy czesci réwne (trysektor), albo do pa-
raboli stalej; za pomocg tych srodkéw, w polaczeniu z linjatem i cyr-
klem, mozna rozwigzywac wszystkie zadania stopnia trzeciego (por. art. VII).

Ograniczymy si¢ tutaj do przytoczenia nastgpujacych prac, roztrza-
sajacych najprostsze przypadki: dla p=7, 13, 97 E. Pascal, Giornale di
Matematiche di Battaglini, vol. XXV; dla p=19, 37 U. Amaldi, tamze,
vol. XXX.

*) Por. Bachmann L ¢, Bianchi 1. c, gdzie tez sa podane wzory, stu-
zace do faktycznego rozwigzania.
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