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§ 1. Uwagi przedwstepne. Wiadomo, ze droga naturalna, ktdrej
trzeba si¢ trzymac¢ przy poszukiwaniu rozwigzania zadania gieometryczne-
go, polega na sprowadzeniu tego zadania do innego, juz rozwigzanego;
przytym przechodzi si¢ od zadania danego do zadania badz rownowazne-
go, badz takiego, ktéore miedzy swemi rozwiazaniami ma rozwigzania za-
dania danego; od tego przechodzi si¢ do innego it. d., dopoki sie nie otrzy-
ma zadania, ktorego rozwigzanie jest znane (analiza).

Przy tej metodzie poszukiwania, ktéra oczywiscie nie wskazuje pewnej @
drogi do przebycia, ale kieruje tylko naszemi dazeniami,’ pomocna jest
figura, czyli najogdlniejsze przedstawienie elementow danych oraz (jezeli
znany jest ich rodzaj) twordw poszukiwanych, z uwzglednieniem, o ile to
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mozliwe, zwigzkow zachodzgcych miedzy elementami poszukiwanemi
i danemi.

Przyjmujemy wiec za wiadomy twér poszukiwany, albo jego czesé,
rozpatrujemy figure, prowadzimy w razie potrzeby linje pomocnicze i sta-
ramy sie przeksztalci¢ zaleznosci pomiedzy tworami danemi i poszukiwa-
nemi, zastepujgc je,— o ile to si¢ okaze pozadanym — innemi, ktoreby
mogly stuzy¢ do wyznaczenia tworéw danych, i za pomoca ktérych do-
godniej jest wykona¢ omowione wyzej przejScie do innego zadania.

Jezeli to,doprowadzi do zupelnego rozwigzania zadania, wtedy nale-
zy opisa¢ konstrukcje, prowadzaca od tworéw danych do poszukiwanych
(o ile zadanie nie jest niemozliwe), a nastepnie dowiesé, ze twory znale-
zione sg wszystkie, lub czeSciowo, rozwigzaniami danego zadania; to do-
wodzenie jest zbyteczne; jezeli jesteSmy pewni, ze przy postgpowaniu po-
wyzszym mieliSmy do czynienia zawsze z zadaniami réwnowaznemi.

Wreszcie, poniewaz twory dane moga wystgpowaé w rozmaitych przy-
padkach, dajgcych rozwigzania rézne co do ilosci i jakosci, przeto trzeba
staraé sie rozrozni¢ te rozmaite przypadki. Jest to rzeczq dyskusji
(roztrzgsania), do ktorej nalezy rozpoznanie, czy twory dane w zagadnieniu
moga by¢ calkiem og6lne, czy tez muszg czyni¢ zado$¢ pewnym warun-
kom (ktére trzeba w takim razie wyznaczyé), azeby zadanie moglo mie¢
rozwiazania.

Przez to postepowanie okazuje sie, ze rozwigzanie zadania polega
w gruncie rzeczy na sprowadzeniu go do innych zadan, ktére si¢ uwaza
Jako juz rozwigzane. Musimy wiec dojs¢ w koncu do kilku zadan pod-
stawowych, ktérych rozwiagzanie przyjmujemy jako dane za pomocg po-
stulatu.

Postulaty, dotyczace konstrukeji (podstawowych), za pomocg ktérych
mozna rozwigzywaé zadania, przyjete za podstawowe, opieraja si¢ bezpo-
Srednio na uzytku przyrzadéw, stosowanych przy tych konstrukcjach.

W elementarnej gieometrji plaszczyzny przyjmuje sie za podstawo-
we konstrukcje, otrzymywane za pomoca linjatu i cyrkla, a miano-
wicie konstrukcje nastepujace:

1) wyznaczenie prostej, przechodzacej przez dwa punkty dane;

2) wyznaczenie punktu wspolnego dwuch prostych danych (nie
réwnolegtych);

3) wyznaczenie okregu kota, majacego srodek dany i przechodza-
cego przez punkt dany;

4) wyznaczenie punktéw wspélnych kola danego i danej prostej,
przecinajacej to kolo;

5) wyznaczenie punktéw wspolnych dwuch danych kél, przecina-
jacych sie.
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Zadanie uwaza si¢ za rozwigzalne sposobem elementar-
nym, jezeli rozwigzanie jego moze by¢ sprowadzone do konstrukcji ele-
mentarnych, powyze] wymienionych.

Trzeba rozréznia¢ dokladnie dwa pojecia: mozliwosci i roz-
wigzalno$ci zadania. Zadanie jest mozliwe, jezeli ma rozwigzania;
ale moze si¢ zdarzyé, ze te rozwigzania nie mogg by¢ otrzymane za po-
mocy podanych wyzej konstrukcji podstawowych (a wiec za pomoca li-
njatu i cyrkla); wtedy zadanie jest nierozwigzalne elementarnie.

Zaznaczamy tu wyraznie fakt, ze pojecie rozwigzalnosci zadania jest
wzgledne; w znaczeniu bezwzglednym kazde zadanie mozliwe musiatoby
byé uwazane za rozwiazalne, o ile sig¢ tylko zastosuje do jego rozwigzania
odpowiednie konstrukcje podstawowe, wykonalne za pomoca wiasciwych
przyrzadow, wiecej zlozonych niz linjal i cyrkiel.

Do zadan gieometrji przestrzeni nalezaloby przyja¢ inne konstrukcje
podstawowe, a mianowicie, w zakresie elementarnym, te konstrukcje, kto-
re dotycza wyznaczania plaszczyzn i kul oraz ich przecigc.

Jednakze w dalszym ciggu ograniczymy swoje wywody do zadan
Gieometrji plaszczyzny.

§ 2. Poszukiwanie miejsc gieometrycznych. Zadania, ktére mo-
ga byé przedmiotem rozwazania gieometrycznego, trzeba przedewszystkim
podzieli¢c na dwie klasy:

1) naleza do klasy I-ej i nazywaja si¢ nieoznaczonemi te za-
dania, w kiérych warunki dane nie wyznaczaja jednego tworu, albo licz-
by skonczonej figur, czyniacych im zados¢, ale pozostawiaja jeszcze mo-
zliwos¢ dowolnego wybrania jakiegos elementu figury zgdanej, albo tez
pozwalajag na poddanie tej figury jeszcze jakiemus warunkowi dodat-
kowemu;

2) natomiast stanowig klase druga i nazywaja si¢ zadaniami
oznaczonemi te zadania, w ktérych warunki dane w ogdlnosci wyo-
drebniaja jedng figure, lub liczbe skonczong figur.

Najczestszy typ nieoznaczonych zadan gieometrji plaskiej, do ktore-
go wszystkie inne w ogdlnosci moga by¢ sprowadzone, polega na skonstru-
owaniu linji, ktérej wszystkie punkty czynig zado$¢ warunkowi danemu;
ta linja nazywa si¢ miejscem gieometrycznym punktdw, czynia-
cych-zados¢ owemu warunkowi, jezeli jest przez ten warunek scharaktery-
zowana w ten sposob, ze kazdy czynigcy mu zado$é punkt lezy na tej linji.

Wyznaczanie miejsc gieometrycznych za pomoca $rodkéw elemen-
tarnych jest bardzo ograniczone, gdyz jedynemi linjami, ktére dadza sie
konstruowaé¢ za pomocg tych S$rodkow, sa proste i kola, albo odcinki
i tuki prostych i kél.

To tez poszukiwanie miejsca, stanowigce zadanie rozwigzalne elemen-
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tarnie, moze by¢ z tatwoscia dokonane na podstawie nielicznych proéb,
jezeli tylko zostato skonstruowanych kilka jego poszczegolnych punktow.

Jezeli np. zostaly znalezione dwa punkty, nalezace do szukanego
miejsca, wtedy mozna przedewszystkim sprawdzi¢, czy to miejsce jest
utworzone przez prostg, faczaca dwa punkty znalezione, lub tez przez ja-
ki$ odcinek tej prostej, albo tez przez kolo, lub przez tuk kota, bedacego
w jakiej$ zaleznosci szczeg6lnej od tych dwuch punktéw; it. d.

Rzeczg istotng jest odkrycie linji, ktérg nalezy wyznaczyé; poczym
tatwiejsze bedzie dokonanie analizy zadania przez dowiedzenie, ze ta linja
odpowiada warunkowi danemu.

Oto kilka przyktadéw miejsc gieometrycznych, zaslugujacych na
uwage.

1) Miejscem gieometrycznym punktéw plaszezyzny, dla ktérych
kwadraty odleglosci od dwuch punktéw danych 4, B maja réznice stalg
q?% jest prosta prostopadla do laczacej dwa punkty dane.

Przypusémy, ze P jest jednym z punktéw szukanego miejsca; wte-
dy bedzie:

PA*- PB*=¢

Jezeli C jest spodkiem prostopadlej, poprowadzonej z P do 4B, to
bedziemy mieli:

0 - BT = (dP*— (Y~ (BP* - (Y=gt

Biorgc pod uwage te zaleznos$é, widzimy, ze prostopadia PC, ktoérej
spadek tatwo wyznaczy¢, jest miejscem szukanym.

Stad wynika:

2) Miejscem punktéw, majgcych jednakowg potege wzgledem dwuch
k6t danych jest prosta, prostopadta do taczacej sSrodki kol (o$ pier-
wiastna). :

3) Miejscem $rodkow koél, przecinajacych prostopadle dwa kota da-
ne, jest czes¢ zewnetrzna osi pierwiastnej obu kol, jezeli si¢ one przeci-
naja, albo cata o$ pierwiastna, jezeli kola sie¢ nie przecinaja.

4) Jezeli sa dane na plaszczyznie dwa jakiekolwiek punkty A4, B,
wtedy miejscem gieometrycznym takich punktéw P tej plaszczyzny, Ze
suma m razy wzigtego kwadratu odcinka PA i n razy wzietego kwadratu
odcinka PB jest réwnowazna kwadratowi g%, jest kolo, majace S$rodek
w takim punkcie C odcinka AB, ze n.AC=m.CB.

Niech bedzie P jednym z punktéw tego miejsca; wtedy:

Q?=m.AP?+n.PB*;

stad otrzymamy z tatwoscig, oznaczajac przez C jakikolwiek punkt od-
cinka 4AB:
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q*=(m+n).CP?+m. AC?+n.BC? —2CP.cosx BCP.(nBC —mAC).
Jezeli C jest takim punktem odcinka AB, ze mAC=nCB, wtedy:
Q*=(m+n)PC? + mAC? +nBC?;

wskutek tego PC? jest wielkoscia stala dla wszystkich punktéw szukane-
go miejsca, a wigc PC jest wielkoscig stata, przeto i t. d.

Jako przypadek szczegélny mamy:

5) Miejscem gieometrycznym punktéw plaszezyzny, ktdrych odle-
glosci od dwuch punktéw danych 4, B sa w stosunku réwnym stosun-
kowi odcinkow p i ¢, jest okrgg kotla.

Dla kazdego punktu P tego miejsca mamy

1) PA:PB=p:q.

Poniewaz wiemy, ze na prostej AB leza dwa punkty C, D, jeden
wewnatrz, drugi zewnatrz odcinka 4B, takie, ze:

AC.:CB=p:q
AD:DB=p:q,

przeto przychodzi odrazu na mysl, ze miejscem szukanym moze byé ko-
to, majace CD za $rednicg. Tak jest istotnie, gdyz, jak tatwo dowies¢,
kazdy punkt P, czynigcy zado$¢ réwnaniu (1), lezy na okregu tego kola,
i odwroinie: kazdy punkt okregu kota czyni zados¢ rownaniu (1).

6) Miejscem punktéow, z ktérych dwa kota dane sa widziane pod
tym samym kgtem, jest okrag kofa. _

O, O niech beda srodkami kot, P jednym z punktéw szukanego
miejsca. Katy APO i O'PB s3 sobie rowne, a tréjkaty AOP, O'PB sa
do siebie podobne; a wigc:

PO:PO' =04:0B.

Odwrotnie, jezeli P jest punktem, dla ktdérego:

PO: PO =04:0'B,

wtedy trojkaty prostokatne 0AP, O'BP P
sg poedobne, a przeto katy APO i O'PB s3
rowne. A wiec miejscem szukanym jest
miejste punktéw plaszezyzny, ktorych od-

Zo77

4‘1 _—_

s 3 Y

legtosci od $rodkéw O, O sa do siebie : \ B
w tym samym stosunku, co promienie OA, 0 0

O0'B ‘dwuch kol danych.

7) Miejscem s$rodkow kot, widzia-
nych z dwuch punktéw danych 4, B pod Fig 1.
katami danemi «, B, jest okrag kota.
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Mozna znalez¢ jeden punkt tego miejsca, budujac dwa tréjkaty pro-
stokatne, majace jedna przyprostokatng wspdélng, wiekszg od potowy od-
cinka AB, a katy ostre, przylegle do tej przyprostokgtnej, réwne odpo-
wiednio dopetnieniom katéw o, 4B. Wierzchotek P trdjkata, ktorego
jednym z bokdéw jest AB, a pozostate AP i BP s3 odpowiednio réwne
przeciwprostokatnym dwuch tréjkatéw poprzednio zbudowanych, bedzie
punktem szukanym.

Dla kazdego innego punktu X tego miejsca, wskutek podobienstwa
trojkatow prostokatnych PCA, XEA (< CAP=xXAE=1%a), bedzie:

PA:XA=PC.XE.
Tak samo z podobienstwa tréjkatéw PDB, XFB wynika:

PB:XB=PD:XF,
a zatym:

P4:PB=XA:XB.
Odwrotnie, jezeli X jest punktem, dla ktérego
PA:PB=XA:XB,

wtedy X jest punktem miejsca 2gdanego.

W rzeczy samej, zbudujmy na XA jako przeciwprostokatnej tréjkat
prostokatny AEX, w ktérym x<XAEK =}a,
a z B poprowadzmy styczng BF do kola
o $rodku X i promieniu XE. Z podobien-
stwa trojkatow CAP, XAFE wynika:

PA:XA=PC:XE,
a wiec wskutek zalozenia:
PB:XB=PD:XF,

przeto dwa tréjkaty prostokatne PDB, XBF
sg podobne, a X FBX=18.

Miejscem szukanym jest wiec okrag kota (por. 5), ktory tatwo skon-
struowac.

§ 3. Rozwigzywanie zadan oznaczonych metoda miejsc gieome-
trycznych. W zakresie Sci$le elementarnym nie istnieja metody ogélne
rozwigzywania zadan gieometrycznych oznaczonych; rozwinigcie ich ze sta-
nowiska systematycznego stanowi raczej ceche kierunkéw wyzszych, gieo-
metrji analitycznej i rzutowe;j.

Wszakze metody, uzywane z powodzeniem przy rozpatrywaniu roz-
nych rodzajéw zadan moga byé¢ ostatecznie sprowadzone do dwuch na-
stepujacych sposobow myslenia:

4 F__ B

Fig. 2.




Spos6b (analityczny) oddzielenia warunkow, ktére wyznaczaja figu-
re, bedaca rozwigzaniem zadania, co prowadzi do otrzymania jej przez
przeciecie miejsc gieometrycznych.

Sposéb przeksztalcenia.

Chcge moéwi¢ przedewszystkim o metodzie miejsc gieometrycznych,
zauwazmy, Zze mozna ja stosowaé bezposrednio w tych przypadkach,
w ktérych zgdana figura moze by¢ wyznaczona za pomoca pewnej liczby
punktéw, z ktérych kazdy podlega dwom warunkom niezaleznym; opu-
szczajac jeden z tych warunkdéw, otrzymuje sie linje¢, bedacg miejscem
punktéw czynigcych zadosé drugiemu warunkowi; tak wigc punkty, ktd-
re maja byé¢ skonstruowane, przedstawiaja si¢ jako przecigcia dwuch linji.
Zadanie zostaje wiec odrazu rozwigzane elementarnie, jezeli linje, stano-
wigce omowione miejsca, skladaja sie z prostych, két, odcinkdéw i tu-
kow kot

Jezeli tak nie jest, wtedy moze si¢ jednak przytrafi¢, ze zadanie da
sie sprowadzi¢ do poprzedniego przypadku przez odpowiednia zmiane
wyboru punktéw, wyznaczajacych figure, odnoszaca si¢ do tego zadania.

Oto kilka prostych zadan, dajacych si¢ bezposrednio rozwigzaé po-
wyzsza metoda miejsc gieometrycznych.

Przyktad 1. Zbudowa¢ trojkat BAC, znajac jeden bok g,
Srodkowg m odpowiadajgcg temu bokowi, i wiedzgc je-
szcze, ze AB:AC=p:q, gdzie pi ¢ s3g odcinkami danemi.

Jezeli obierzemy BC=a, wtedy do wyznaczenia trdjkata wystarczy
oczywiscie znalezienie wierzchotka 4, ktéry powinien czyni¢ zado$é dwom
warunkom:

1° powinien leze¢ na takich odlegtosciach od C i B, azeby:

AB:AC=p:q;

2° powinien byé oddalony od punktu $srodkowego O boku BC o od-
cinek réwny m.

Pominmy warunek drugi; miejscem gieometrycznym punktéw, czy-
nigeych zado$¢ warunkowi pierwszemu, jest kolo, majace za srednicg od-
cinek zawarty miedzy punktami, ktére dziela wewnetrznie i zewngtrznie
odcinek AB w stosunkua p:q (§ 2 przyklad 5).

Pominmy natomiast warunek pierwszy; miejscem punktéw, czynig-
cych zado$¢ warunkowi drugiemu, jest koto, majace s$rodek O i pro-
mien m.

Przyktad II. Zbudowaé¢ kolo, widziane z trzech danych
punktéw 4, B, C pod danemi katami a, 8, . :

Wyznaczmy najprzéd srodek kola szukanego. Ma to byé srodek ko-
ta, widzianego z 4 pod katem a, z B pod katem §, z C pod katem 7.
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Pomingwszy pierwszy z tych warunkow, dostaniemy kolo jako miejsce
gieometryczne punktéow, czynigeych zado$¢ dwom pozostalym (§ 2 przy-
ktad 7). Pomijajac warunek drugi, dostaniemy znowu koto jako miejsce
gieometryczne punktéw, czynigcych zados¢ dwom innym warunkom.
Punkt szukany lezy na przecieciu tych dwuch kol

Wyznaczywszy $rodek P, otrzymamy promien odpowiedniego kola,
prowadzac np. z A pdlprosta, ktéra tworzy z polprosta AP kat réwny
polowie kata a, i prowadzac z P prostopadla do tej potproste;j.

W niektorych przypadkach nie s3 potrzebne dwa miejsca gieome-
tryczne, ale moze mie¢ zastosowanie jedno tylko, jezeli jest dana linja,
na ktorej punkt szukany musi lezec.

Przyktad III. Niech bedg dane trzy punkty 4, B, C, nie
lezace na jednej prostej, oraz prosta AD, potozona na
ptaszczyznie tych trzech punktéw i przechodzgca przez
jedenznich A; mamy wykresli¢ kolo, przechodzace przez
Ai Bispotykajace AD w takim punkcie E, ze prosta EC
jest styczng do tego kota.

Przypuszczajace, jak zwykle, ze zadanie zostalo rozwigzane, widzimy,
ze kat BEC jest rowny katowi BAD, ze wigc K jest takim punktem pro-
stej AD, z ktorego odcinek BC jest widziany pod znanym katem BAD.

Jezeli nie bra¢ pod uwage, ze £ musi le-
ze¢ na AD, wtedy warunek pozostaly wy-
p znaczy miejsce gieometryczne punktow,
z ktorych odcinek BC jest widziany pod
katem BAD. Punkt poszukiwany lezy
wiec na przecigciu AD z tym miejscem.
W przypadkach powyzszych zastoso-
wanie bezposrednie naszej metody pro-
Fig. 3. wadzi do rozwigzania elementarnego za-
dan postawionych. Ale nie we wszystkich
przypadkach tak bywa, W rzeczywistosci moze si¢ zdarzyé¢, ze oba wa-
runki, za pomocg ktérych chcielibySmy wyznaczy¢é punkty plaszczyzny,
prowadza, kazdy z osobna, do miejsc gieometrycznych innego rodzaju,
anizeli prosta i koto. Punkty poszukiwane przedstawig sie wtedy jako
przecigcia takich linji, ale nieraz moga byé otrzymane innym sposobem
za pomoca prostych i kot. Tak sie¢ dzieje np. w konstrukcjach, ktore za-
leza od wyznaczenia przecie¢ prostej ze stozkowa (elipsg, hiperbola albo
parabolg).

Azeby da¢ pojecie o tym, w jaki sposéb zagadnienie tego rodzaju
moze byé¢ poddane rozwazaniu, wezmiemy pod uwage nastepujace zada-
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nie, ktére przedstawia powyzsze zagadnienie w jednej z jego postaci
0g6lnych.

Na prostej danej wyznaczy¢ takie punkty, ktéorych
odlegltosci od punktu danego i od innej prostej danej
majga stosunek dany.

Miejscem punktéw, ktorych odleglosci od o
punktu A i od prostej « maja dany stosunek A, //b/
jest, jak wiadomo, stozkowa, ktéra ma 4 za ognis- P
ko i a za kierownice. 9 ~/

Ale mozna, nie wykreslajac tej stozkowej, « i
znalez¢ jej przecigcia z prostg b, /

W rzeczy samej, obierzmy na b punkt do-
wolny P, poprowadZmy z niego prostopadta PQ
do a, poprowadzmy PA i oznaczmy przez B prze-
ciecie a z b (zakladajac, ze te dwie proste nie sa réwnolegte).

Jezeli P zmienia polozenie na b, wtedy stosunek

Fig. 4.

£,
Hg "
pozostaje bez zmiany; a wiec te punkty P prostej b, dla ktérych
P4
B
sg zarazem takiemi, Ze:
PA_ 2
PB "’

naleza wigc do kola, ktére wyznaczylismy w przykladzie 5 § 2.

Oprécz zagadnienia powyzszego i innych przypadkéw réwnowaznych,
w ktérych chodzi zawsze, pod réznemi postaciami, o przeciecie stozkowej
z prosta, istniejg jeszcze inne przypadki zadan rozwigzalnych elementar-
nie, w ktorych bezposrednie zastosowanie metody miejsc gieometrycznych
doprowadziloby do przecigcia stozkowej z kolem lub z druga stozkows,
pozostajaca wzgledem niej w pewnej zaleznosci szczeg6lnej.

Ograniczymy si¢ podaniem bardzo prostego przykiadu.

Niech bedzie dane zadanie nastepujace.

Wyznaczy¢ tréjkat, znajac jego podstawe AB, kat
przeciwleglty 7 i sume¢ AC+BC=s dwuch bokdéw pozosta-
tych.

Wierzcholek nieznany C przedstawitby sie¢ jako jedno z przecieé
dwuch miejsc gieometrycznych: jednym z nich jest miejsce punktow,
z ktorych odcinek AB jest widziany pod katem v, ktore to miejsce sta-
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nowi fuk kotfa; drugim jest miejsce punktow, dla ktérych suma odlegto-
sci od 4 i B ma wartos¢ stalag s. Ale to ostatnie miejsce jest elipsa,
a wiec nie da sie¢ skonstruowaé elementarnie.
Mozna jednak to zadanie przeksztalcié
D spos6b nastepujacy.

Przyjawszy zadanie za rozwigzane, prze-
dtuzamy odcinek AC o odcinek CD=CB: kon-
strukcja tréjkata ACB sprowadza si¢ tatwo
do konstrukcji trojkata ADB, w ktérym sg zna-

/ ne dwa boki 4B i AD=s oraz kat <xADB=14~.
A B Ten ostatni tréjkat tatwo zbudowaé, wy-
Fig. 5. znaczajac dwa miejsca gieometryczne: miejsce
punktow, z ktérych odcinek 4B jest widziany
pod katem }y, oraz miejsce punktéw oddalonych od 4 o s.

§ 4. Metody przeksztalcen. Trudnosé¢, ktora nastrecza rozwigza-
nie danego zadania, moze by¢ w pewnych przypadkach usunigta przez
zmiang¢ polozenia figury za pomocg ruchu plaszczyzny, lub ogdlniej, przez
zmiane niektérych wlasnoéci figury lub jej czesci za pomocg odpowied-
niego przeksztalcenia.

Najprostsze przeksztatcenia, nalezagce do zakresu gieometrji elemen-
tarnej sa: przesuniecie réwnolegle, symetrja wzgledem prostej
(klad plaszczyzny dokola prostej lub odzwierciedlenie), obrét dokola
punktu, podobienstwo, aw szczegolnosci jednoktadnosé,i prze-
ksztatcenie za pomocg promieni odwrotnych.

Zobaczymy na kilku przykladach, w jaki sposéb te przeksztalcenia
dostarczajg nieraz pozytecznych metod rozwigzywania zadan,

§ 5. Przesuniecie réwnolegle. Bardzo prosty przykiad, w ktérym
stosuje si¢ przesunigcie rownolegte, jest nastgpujgcy.

Niech beda dane, co do wielkosci i potozenia, dwa odcinki 4B, CD;
nalezy zbudowaé trojkat, ktorego dwa boki sg réwne odcinkom danym,
a kgt miedzy niemi zawarty jest rowny katowi prostych 4B, CD (co do
ktorych zakladamy, ze nie sg rownolegte).

Wystarczy wtedy przenies¢ odcinek CD réwnolegle do siebie same-
go w ten sposob, ze B pokryje si¢ z 4.

Nastepujacy przyklad daje nam zastosowanie mniej oczywiste tej
metody.

Przyktad. Zbudowaé trapez, w ktérym dane sg oba bo-
ki rownolegte AB, CD, kat oo zawarty miegdzy bokami nie
rownoleglemii stosunek tych dwuch bokow.

W przypuszezeniu, ze ABCD jest trapezem szukanym, przeniesmy
bok AD réwnolegle do samego siebie, na EC. W tak utworzonym tréj-

%)
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kacie ECB znany jest jeden bok, rowny roznicy podstaw AB, CD, kat «
i stosunek dwuch bokéw pozostatych.
~ Zadanie zostato wigc sprowadzone do innego, ktére tatwo rozwigzac
metodg miejsc gieometrycznych.
Przesunigcia bokow tréjkata i czworokata dostarczaja latwych roz-
wiazan znacznej liczby zadan.

Fig. 6. Fig. 7.

Jezeli w jakimkolwiek tréjkacie ABC przeniesiemy bok AB réwno-
legle do samego siebie na DC, odetniemy na przedtuzeniu boku CA od-
cinek AE réwny C4 i rozpatrzymy tréjkaty EBD, ADE, ABD, AEB,
wtedy rozpoznamy tatwo wlasnosci nastepujgce.

Boki trojkata EBD sg dwa razy wigksze od srodkowych trojkata
ABC i s3 do nich réwnolegte (DB i FB lezg wlasciwie na tej samej
prostej).

Boki tréjkata ABC stanowig dwie trzecie srodkowych tréjkgta EBD,
a A jest srodkiem cigzkosci tréjkata EBD.

Dwie wysokosci kazdego z trojkatow ADE, AEB, ABD s3 réwne
dwom wysokosciom tréjkata danego, a pole tréjkata EBD jest trzy razy
wigksze od pola trojkata ABC.

Jezeli wige sg dane takie elementy tréjkata ABC, za pomocg kté-
rych, bioragc pod uwage powyZsze wlasnosci, mozna wyznaczyé jeden
z tréjkatdw EBD, ADE, ABD, AEB, wtedy trojkat ABC da si¢ zawsze
zbudowaé.

Przyktad. Zbudowaé trojkat ABC, w ktérym dana jest
$rodkowa m, i kat utworzony przez dwie pozostale srod-
kowe m; i m,, jezeli ma byé spelniona zaleznosé:

my.Mm.=p:q,

gdzie pi g sa odcinkami danemi.

W tréjkacie EBD jest wtedy znany bok EB=2m,, stosunek dwuch
bokéw pozostalych i kat miedy niemi zawarty EDB. Rozwigzanie zada-
nia sprowadza si¢ wigc do wymienionego poprzednio, w ktorym nale-
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zalo zbudowaé tréjkat, jezeli dany jest bok, kat przeciwlegly i stosunek
dwuch bokéw pozostatych.

Jezeli w czworokacie ABCD przesuniemy boki AB i AD réwnolegle

do ich potozenia pierwotnego, az zajmg one po-

’:E lozenie CE i CF, wtedy otrzymamy réwnolegto-
F‘r‘x " | bok DBEF, ktérego boki sg réwne i réwnolegle
3 i do przekatnych czworokata danego, a ktdrego
i przekatne sg dwa razy wieksze od odcinkéw, 13-
czacych srodki bokéw przeciwlegtych czworoky-
) B ta, i sa do tych odcinkéw réwnolegle. Z czterech

odcinkdéw, laczacych punkt C z wierzcholtkami

rownolegloboku, dwa sa zarazem bokami czwo-

rokata, a dwa inne s3 réwne pozostalym jego

A bokom; oprécz tego katy, utworzone przez te
Fig. 8. odcinki, sa rowne katom czworokata.

I w tym przypadku mozna zbudowaé
czworokat, jezeli sa dane takie jego elementy, Zze na podstawie powyz-
szych wlasnosci mozna skonstruowaé¢ rownolegtobok DBEF oraz punkt C,

Przyktad. Zbudowaé¢ czworokat ABCD, jezeli sa dane
odcinki min, 1aczace Srodki bokow przeciwlegtych, kat
pzawarty miedzy temi odcinkami i dwa przylegajace do
siebie boki BC=b i CD=c.

Na zasadzie wymienionych wlasnosci mozna to zadanie sprowadzié¢
do nastepujacego.

Zbudowa¢ rownoleglobok DBEF, jezeli znane sa jego przekatne 2m
i 2n, oraz kat p. zawarty miedzy niemi; nastgpnie znalezé wewnatrz row-
nolegtoboku taki punkt O, ktéry od wierzchotkéw B i D jest oddalony
o odcinki b i e.

Mozna tez w ogdlnosci za pomoca przesunigcia rozwigzaé zadanie
nastepujace:

aid niech bedg linjami, a m odcinkiem, majacym
konnce i D, naaia znalezé takie dwa punkty 41i4', aze-
by odcinek 44’ byl réwny irownolegly do odcinka CD.

§ 6. Klad dokola osi. Za pomoca ktadu plaszczyzny dokota pro-
ste] staramy si¢ osiggnaé te same korzysci, dla ktérych stosujemy prze-
suniecie rownolegle: polaczenie elementéw danych, wprowadzenie elemen-
tow znanych, jak np. sumy albo roéznicy odcinkéw lub katéw, pokrycie
wzajemne nieznanych elementéw réwnych w celu wyrugowania jednego
z nich,

Te metod¢ mozna tez nazywaé metoda symetrji, gdyz przeksztal-
cenie wytworzone przez ktad jest wilasnie symetrjg ptaszczyzny wzgledem



prostej. Rozumie sie, ze w celu otrzymania przeksztalcenia istotnie po-
zytecznego, trzeba tylko niektére z elementdw, poddawanych rozpatrywa-
niu, zastapi¢ przez twory do nich symetryczne.

Zanim wskazemy kilka zastosowan konkretnych tej metody do roz-
wigzywania zadan, zobaczymy, w jaki sposéb Jakéb Steiner uciekt
sie do rozpatrywania symetrji przy dowodzeniu twierdzenia nastepujacego.

Twierdzenie*). Jezeli w trojkacie 4BC odcinki AD i BE
dwusiecznych dwuch kgtéow wewnetrznych, zawarte mie-
dzy wierzchotkami A4i Bibokami przeciwlegtemi, sg so-
bie ré6wne, wtedy tréojkat jest rOwnoramienny.

Gdyby byto np. BC> AC, wtedy byloby tak-
ze <X§BAC> <$ CBA czyli x DAB> < EBA, a wigc
BD > AE.

Ponadto, zawsze w tym samym zalozeniu,
bytoby << CAD > %< CBE, a wigc, ze wzgledu na
dwa trojkaty BAD, BCE, majace kat B wspolny:

x<ADB> < AEB.

Jezeli D' jest punktem symetrycznym do D
wzgledem punktu $rodkowego odcinka AB, wtedy 4 G
bedzie oczywiscie odcinek 4D’ réwny i rownolegly |
do DB, a wskutek tego: X ‘

D’'B=AD=EB

i kat < BED' réwny katowi < ED'B; poniewaz Fig. 9.

za§ XAD'B> xAEB, przeto x<AD'E>xAED,

a wiec AE>D'A, czyli DB < AFE, a to si¢ sprzeciwia temu, co bylo wyzej
stwierdzone. A wigc nie moze byé BC>AC.

W taki sam sposéb dowodzi sig, ze nie moze byé¢ BC< AC, a wiec
musi byé BC=A4C, c.b. d. d.

Przejdziemy teraz do zaznaczenia, jak rozwigzuje si¢ metodq symetrji
zadania, majgce poczatek w teorji odbicia §wiatta.

Przyktad 1. Niech beda dane zewnagtrz prostej a dwa
punkty B, C lezgce po tej samej stronie prostej; wyzna-
czy¢ na a taki punkt X, azeby dwa katy (padania i odbi-
cia), utworzone przez promienie XB, XC z oboma zwrota-
miprostej «a byty sobie ro6wne.

Wezmy pod uwage punkt B’ symetryczny do B wzgledem a; punkt
X, w ktorym B’C spotyka a, jest punktem szukanym.

") Jacob Steiner. Elementare Losung einer Aufgabe iiber das ebene
und das sphirische Dreieck.—Gesammelte Werke 1I, str. 323,
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Uwaga. Poniewaz BX+XC=DB'C, przeto wnosimy, ze BX+ XC,
czyli suma odleglosci punktéw B i ¢ od znalezionego punktu X jest
mniejsza od kazdej analogicznie utworzonej sumy dla kazdego innego
punktu prostej a; przeto to samo rozwigzanie odpowiada zadaniu:

Dane sa dwa punkty B, C zewnatrz prostej a po tej
samej stronie prostej; mamy wyznaczy¢ taki punkt pro-
stej a, azeby suma jego odlegtosci od Bi C byla jak naj-
mniejsza.

Przyktad II. Dane sg wewngtrz kgta <PO@Q dwa punkty
A, D; wykresli¢ linje tamang ABCD, ktdérej wierzchotki
B, C lezatyby odpowiednio na ramionach OP, 0Q, przy-
czym katy < PB4, %xOCB majg by¢ odpowiednio rowne ka-
tom xOBC, <QCD.

Punkt D i punkt 4’, symetryczny do A4 wzgledem OP, s3 wzgle-
dem OQ@ w warunkach zadania poprzedniego; jezeli wigc A'CD jest linja
tamang, dla ktérej <A'CO=xDCQ, to 1aczac 4 z B (punktem przecie-

Fig. 10.

cia 4'C z OP), otrzymamy szukang linj¢ tamang ABCD, w zaloieniu, Ze
C i B leza na ramionach O@ i OP, nie zas na ich przedluzeniach.

To ograniczenie pozwala na rozpatrzenie warunkow rozwigzalnosci
zadania, co dla krotkosci pomijamy.

Uwaga. Jak w przypadku poprzednim, tak samo i tu si¢ dowo-
dzi, ze znaleziona linja lamana jest najkrotsza ze wszystkich
linji Yamanych, majacych konce w A, D i wierzcholki na OP, 0Q.

Przez postgpowanie zwrotne podobnie, jak sie przechodzi od przy-
ktadu I do II, mozna rozwigza¢ analogiczne zadanie wzgledem trdjkata,
czworokagta i t. d., co odpowiada nast¢pujacemu zagadnieniu fizyki:

Dane sg wewnatrz wielokata dwa punkty; wyznaczy¢
promien (§wiatta, gtosu it.d), ktéry wychodzi z jednego
ztych punktédw, odbija sig¢ kolejno od wszystkich bokodéw
wielokgta i przechodzi przez drugi punkt.

Damy jeszcze kilka innych przykiadéw, w ktorych stosuje si¢ me-
ode symetrji do rozwigzywania zadan.
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Przyktad 1II. Zbudowaé¢ trojkat ABC, jezeli jest dana
roznica BD—AD=d rzutéow bokdéw BC i AC na bok trzeci,
wysokos$é h, odpowiadajgca temu bokowiirdznica ¢ ka-
téow BAC i CBA.

Przypu$émy, jak zwykle, ze zadanie zostalo rozwigzane; obré¢my AC
dokota wysokosci CD do polozenia A,C; w ten sposob konstrukcja tréj-
kata ABC zostala sprowadzona do konstrukcji trojkata 4,BC, w ktérym
znamy A, B=d, kat 4,CB=34 i wysoko$¢ CD=h,; te konstrukcje latwo
wykonaé, positkujac sie metodg miejsc gieometrycznych.

Fig. 11. Fig. 12.

Przyktad 1V. Jezeli sg dane dwa kota, majace Srodki
w Oi O ilezgce po tej samej stronie prostej AB, wyzna-
czy¢ na tej prostej taki punkt P, azeby styczne PC, PD,
poprowadzone z tego punktu do ké1 danych, tworzyty
z prosta ABrowne katy CPA, DPB.

Przyjmujac zadanie za rozwiazane, wezmy pod uwage kolo syme-
tryczne do kota O wzgledem AB; jedng z jego stycznych bedzie styczna
CP kota O. A zatym zadanie zostalo sprowadzone do innego: dane sg
dwa kota o $rodkach O, 0" (kolo o $rodku O" jest symetryczne do kota
o $rodku 0); wyznaczyé ich styczng wspdlng.

Za pomocy tej] metody mozna jeszcze rozwigza¢ zadanie:

Niech bedg dane dwie linje a, @ i prosta; wyznaczyé
dwa punkty 4, 4, lezgce odpowiednio na @, a w taki spo-
sOb, ze prosta dana jest osig odcinka 44"

§ 7. Obrot dokota punktu. Obrot dokota punktu bywa najcze-
sciej uzywany jako $rodek rozwigzywania zadan lgcznie z jednokladno-
scig (§ 10).

Jednakze wymienimy grupe latwych zadan, w ktérych sam obrét
prowadzi do celu.
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Mamy wpisaé¢ w kolo wielokat foremny, ktdorego
obwéd zawiera punkt dany wewnatrz kota.
To zadanie moze by¢ rozwigzane dla wielokgta majacego 3, 4, 5, 6,
8, 10,... bokdw, i wogole wtedy, jezeli umiemy wpisaé¢ w kolo wielokat fo-
remny o tej samej liczbie bokow.
/ Dla uproszczenia wezmiemy pod uwa-
C ge przypadek trdéjkata rownobocznego.
W tym celu wpiszmy w kolo dane o

$rodku O tréjkat réownoboczny ABC. Jezeli
; M jest punktem danym, przez ktéry ma
przejs¢ obwdd szukanego trdjkata, to kresli-

my koto promieniem OM. Niech bedzie P
jednym z punktéw przecigcia tego kota
z jednym z bokéw trojkgta ABC, np. z AC.
Obré¢my trojkat dokota O o kat rowny
Fig. 13. *xPOM w zwrocie 4, C, B; dostaniemy tym

sposobem zgdany trojkat A'B'C'.

- Zadanie jest zawsze mozliwe, o ile odcinek OM nie jest mniejszy od
trzeciej czesci wysokosci trojkgta rownobocznego, wpisanego w kolo.

§ 8. Metoda podobienstwa. Przeksztalcenie przez podobienstwo
dostarcza dwojakich ‘Srodkéow rozwigzywania zadan, gdyz pozwala zmie-
nia¢ wielko$¢ albo tez polozenie figury zgdanej lub ktéregokolwiek
z jej elementéw danych. .

Odpowiednio do pierwszego z tych celow metoda powyzsza bywa
stosowana wtedy, kiedy chodzi o zbudowanie figury, wyznaczonej przez
pewng liczbe katéow i jeden odcinek danej wielko$ci, lub przez warunek
rownowazny; pomijajac ten ostatni warunek otrzymamy szereg figur po-
dobnych do figury szukanej, ktéra przeto moze by¢ skonstruowana, jezeli
odcinek dany zuzytkujemy do wyznaczenia stosunku podobienstwa.

Tak wiec metoda podobienstwa prowadzi do rozlozenia zadania da-
nego na dwa zadania prostsze; przedmiotem drugiego z nich jest kon-
strukcja figury podobnej do figury danej na podstawie warunku iloscio-
wego.

Dalsze zastosowanie podobienstwa otrzymuje si¢ przez polaczenie
sposobu, o ktérym byla mowa, ze zmiang polozenia na plaszczyZznie ca-
lej figury lub jej cze¢sci; w takim przypadku dobrze jest zwrdci¢ sig¢ do
systematycznych konstrukeji podobienstwa jako przeksztalcenia ptaskiego,
za pomocg jednoktadnosci, potaczonej (w razie potrzeby) z obrotem do-
kota punktu lub z symetrja wzgledem osi.

Zaczniemy od wyszczeg6lnienia kilku przypadkéow, w ktérych stosu-
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je si¢ podobienstwo tylko pierwszym z tych dwuch sposobdéw, odktadajac
zastosowania drugiego rodzaju do §§ 9, 10.

Przyktad I. Zbudowaé¢ trojkat ABC, znajac kat a, stosu-
nek bokéw AC, AB, zawierajgcych ten kat (AC:AB=m:n),
i dlugosé w, dwusiecznej kata a.

Zbudujmy tréjkat APQ, czyniacy zados$¢ pierwszemu i drugiemu
warunkowi. Azeby wyznaczyé trojkat podobny do APQ, czynigcy zadosé
warunkowi trzeciemu, odetnijmy, poczawszy od 4, na dwusiecznej kata
< PAQ odcinek AD=w, i poprowadzmy z D rownoleglta do PQ. Tréjkat,
ktéry tym sposobem powstanie, jest trojkatem szukanym.

W ten sam sposéb mozna zbudowaé trojkat, w ktorym sg dane
dwa katy i

a) wysokosc;

b) dwusieczna;

¢) rzut jednego z bokoéw na inny bok;

d) obwdd.

Przyktad II. Zbudowaé¢ trojkat r6wnoboczny, ktdrego
wierzchotki nalezg do trzech danych okregdw kot wspdi-
Srodkowych.

Zbudujmy jakikolwiek trojkat réwnoboczny; znajdZmy punkt, ktd-
rego odleglosci od wierzcholkéw tego trojkata sa proporcjonalne do
promieni kot danych, ktéry to punkt otrzymuje si¢ przez przecigcie dwuch
kot (§ 2 przyktad 5); potaczmy ten punkt z wierzcholkami tréjkata linja-
mi prostemi i poprowadZmy przez srodek trzech danych kot wspodisrod-
kowych promienie rownolegte do tych trzech prostych. W ten sposéb
zostang wyznaczone trzy wierzchotki tréjkata szukanego.

Zadanie zostalo wigc rozwigzane przez jednoczesne zastosowanie me-
tody podobienstwa i metody miejsc gieometrycznych.

§ 9. Metoda zadania odwrotnego. Przy stosowaniu wylozonej po-
wyzej metody podobienstwa trzeba przedewszystkim umie¢ zbudowac fi-
gure podobng do tej, ktéra stanowi przedmiot danego zadania.

Mozna to nieraz osiggnac przez proste odwrécenie samego zadania,
a wiec przez rozpatrywanie zamiast niego zadania odwrotnego.

Oto dwa przyktady, nalezace tutaj.

Przyktad 1. Na danym kole opisa¢ romb podobny do
danego rombu ABCD.

Wpiszmy kolo w dany romb ABCD; otrzymamy w ten sposob
figure podobng do tej, ktérg chcemy wyznaczyé. Jezeli wigc zbudujemy
figure podobng do niej, przyjmujac promien kota danego za odpowiedni
do promienia kola znalezionego, wtedy otrzymamy szukane rozwigzanie.

Gieometrja. T. IL 2
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Przyktad II. W czworokat MNPQ wpisaé czworokat po-
dobny do innego danego czworokata ABCD.

Zadanie sprowadza si¢ do zadania
odwrotnego: opiszmy na ABCD czworokat
M'N'P'Q" podobny do MNPQ, poczym
przeksztalcimy figure przez podobienstwo,
przyjmujac za stosunek podobienstwa sto-
sunek bokéw MN, M'N'.

Opisanie czworokata M'NP'Q' na
ABCD moze by¢ wykonane na podstawie
analizy nastepujacej.

Przypusémy, ze zadanie zostalo roz-
wigzane i przypusémy jeszcze, ze boki
M'N', N'P', P'Q, QM' przechodza od-
powiednio przez 4, B, C, D. Wiemy, Ze
warunki podobienstwa dwuch czworoka-

Fig. 14. tow (wypuklych) MNPQ, M'N'P'Q (je-
zeli poprowadzimy przekatne MP, M'P')
moga by¢ wyrazone za pomocy nastepujacych rownosci katow:
X NMP=xN'M'P'; «NPM=<xN'P'M,
X NMQ=xN'M'Q; *NPQ=xNPQ;
ktére s3 warunkami podobienstwa tréjkatow MNP, M'N'P' i MPQ,
M'P'Q. Znajomos$é¢ katow xN'M'Q', < N'P'Q pozwala nam wykresli¢
odpowiednio na bokach AD, BC, jako na cigciwach, dwa tuki, na kt6-
rych musza leze¢ wierzchotki M', P'. Oznaczmy przez R, § punkty,
w ktoérych przekatna M'P’ spotyka po raz drugi kola, do ktérych nalezg
te tuki; tuki DR, CS s3 znane, gdyz znamy katy < Q' M'P’', xQ'P'M'.
Mozna wigc znalezé punkty R, S, a stad M’', P'it. d.

§ 10. Jednokladno$é. Zobaczymy teraz jak si¢ stosuje podobien-
stwo w tych przypadkach, w ktérych nalezy zmienia¢ nietylko wielkos¢,
ale i polozenie danej figury.

Przeksztatcenie plaszczyzny przez podobienstwo moze byé w ogdlno-
$ci otrzymane za pomoca jednoktadnosci polgczonej z obrotem dokota
punktu lub kladem dokola osi.

Jednakze metoda, o ktérej chcemy moéwié, ogranicza si¢ do stoso-
wania jednokladnosci w polgczeniu z zastosowaniem metod, opisanych
w §§ 3, 8.

Jezeli jest dana na plaszczyznie jakakolwiek figura i punkt O jako
$rodek jednoktadnosci, wtedy mozna zawsze zbudowac figure jednoktadna
z pierwszg i takg mianowicie, ze stosunek dwuch odcinkow, tgczacych

A s — .
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O z punktami odpowiedniemi jest réwny stosunkowi odcinkéw m, =,
opatrzonemu znakiem + lub — (jednokladnosé prosta lub odwrotna),
a wiec taka figure, ze jezeli polgczymy $rodek O z punktem A pierwszej
figury, wtedy promien OA spotka drugg w punkcie 4', dla ktérego:
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przyczym A, A' leza po tej samej stronie punktu O, jezeli stuzy znak
gorny, za$ po stronach przeciwnych, jezeli sluzy znak dolny.
Jezeli figure poddaje sie takiemu dziataniu, wtedy si¢ mowi, ze sie

figure mnozy przez i% wzgledem punktu przyjetego za srodek jedno-

ktadnosci. Jest rzecza oczywista, ze mnozac np. linje prostg, otrzymamy
inng prosta, rownolegla do danej, mnozgc kolo, dostaniemy nowe kolo.

Na tej zasadzie tatwo rozwigza¢ zadanie:

Jezeli a, ' sa dwiema linjami, a O punktem ich ptasz-
czyzny, nie lezgcym na zadnej z nich, to nalezy poprowa-
dzié¢ przez O taka prostg, azeby byto dla punktow prze-
cigcia 4, A' tej prostej z linjami a, a'

o4 _ . m
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gdzie m, n s3g odcinkami danemi.
Prosta szukang jest prosta, ktéra faczy O z punktem przecigcia linji

a z linja otrzymang z a’' przez pomnozenie przez i% wzgledem O.

Przyklad. Zbudowaé tréjkat, jezeli sag dane dwa jego
boki a, bisrodkowa m,, nalezgca do boku ftrzeciego.

Opiszmy dokola jakiegokolwiek punktu C jako s$rodka dwa kola
wspolsrodkowe, majgce za promienie @ i b, uczynmy CD=m, i pomndz-
my przez —1 wzgledem D jedno z ko, np. koto o promieniu b. Otrzy-
mamy kolo o promieniu b i $rodku C, symetrycznym do C wzgledem D,
Jezeli B jest jednym z punktéw przecigcia tego kola z kolem o promie-
niu @, a A punktem przeciecia prostej BD z pierwszym kolem o promie-
niu b, wtedy ABC bedzie trojkatem szukanym.

Oto inny przyktad, w ktérym stosuje si¢ metodg¢ jednokladnosci
w polgczeniu z metodq zadania odwrotnego (§ 9).

W dany tréjkat ABC wpisaé inny tréjkgt, ktérego
boki bytyby ré6wnolegie do trzech danych prostych, nie
réownolegtych.

Zbudujmy jakikolwiek trojkat M'N'P’, majacy boki réwnolegle do
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trzech prostych danych i opiszmy na nim tréjkat A'B'C’, majacy boki
rownoleglte do bokéw trojkata danego. Na zasadzie znanej wlasnosci
trzy proste AA4', BB', CC' zejda si¢ w jednym punkcie O. Jezeli polg-

Fig. 15.

czymy O z M', N', P' linjami prostemi, wtedy ich punkty przeciecia M,
N, P z bokami AB, BC, CA tréjkata ABC beda wierzcholkami tréjkata
szukanego.

§ 11. Jednokladno$¢ w polaczeniu z obrotem. Jakkolwiek cho-
dzi tu o zastosowanie jednoczesne dwuch metod juz poprzednio opisa-
nych, jednakze pozytecznie bedzie wskaza¢ na kilku przyktadach, jaka
korzy$¢é mozna osiggnac przez polaczenie na plaszczyznie jednoktadnosci
z obrotem dokola jej srodka.

Jezeli O jest $rodkiem jednoktadnosci, m jej stosunkiem, a v kgtem
obrotu, wtedy dziatanie takie nazywa si¢ w skréceniu mnozeniem
przez m, wzgledem O.

Przyklad. Zbudowaé¢ czworokat ABCD, jezeli sa dane
AB=a, BC=b i jezeli wiadomo, ze

CD:AD=p:q, BD:AD=r:s, xBAD+ <DCB=ua,

gdzie p, ¢, 7, s sa odcinkami, a kgt a jest mniejszy od
dwuch prostych.

Przypusémy, ze zadanie zostalo rozwigzane. Pomndézmy odcinek
BC przez m, wzgledem D jako s'fodka, przyjmujac, ze m=%—, v=xADC.
Otrzymawszy w ten sposéb odcinek EA znajdziemy, ze X BAE=o; be-
dziemy wiec mieli wystarczajace dane do zbudowania tréjkata ABE. Po-
niewaz dalej mamy:

BD:ED=p:q
BD:AD=r:s,
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przeto punkt D moze by¢ wyznaczony (metoda miejsc gieometrycznych).
Za pomoca BD, BC i kata

XxDCB=o— X BAD

mozna tez wyznaczy¢ punkt C.

Rozwigzanie naszego zadania zostalo wigc sprowadzone do rozwiaza-
nia innych zadan, prostszych.

Za pomocg obrotu dokota punktu mozna rozwigzywac¢ te zadania,
ktore si¢ dadzg sprowadzié¢ do konstrukeji trojka-
ta podobnego do trojkata danego, jezeli jest zna-
ny jeden z wierzcholtkéw (ktory si¢ wtedy bierze
za sSrodek obrotu) i jezeli dwa pozostale wierz-
cholki maja leze¢ na dwuch linjach danych (pro-
stych, tukach kol).

Przyklad. W rownolegtobok ABCD
wpisaé¢ inny rodwnoleglobok, jezeli
znany jest w nim kgt o zawarty mie-
dzy przekatnemi i jezeli wiadomo, ze
stosunek przekagtnych jest rowny sto-
sunkowi danych odcinkow p i q.

Niech bedzie EFGH z3danym réwnolegtobo-

Fig. 16. kiem, ktorego wierzchotek E lezy na AB, F na

BC it.d. Punkt przeciecia O jego przekatnych

jest zarazem punktem przecigcia przekatnych réwnolegltoboku danego.
W tréjkacie EOH niech bedzie <t EOH=a, a stosunek bokdéw

EO:0OH=p:q=m.

Jezeli wezmiemy trojkat PRQ z katem < PRQ=eo i z bokami, za-
wierajacemi ten kat, réwnemi odcinkom p i ¢, wtedy zadanie dane zo-
stanie sprowadzone do innego:

Zbudowa¢ trojkat, ktéory bytby podobny do tréjkata
PQR i ktérego wierzchotek odpowiadajacy R lezalby
w O, a wierzcholki, odpowiadajace P i (, na odcinkach
AB, DA.

-Tréjkat ten otrzymamy, mnozac AB wzgledem O przez m,; punkt
przecigcia odcinka zoalezionego z odcinkiem AD — o ile istnieje — jest
punktem szukanym H; drugi punkt E latwo otrzymac.

Gdyby zamiast stosunku bokéw tréjkata byt dany ich iloczyn I,
‘wtedy, jak tatwo zauwazyé, trzebaby bylo wzigé odwrotnosé odeinka AB
wzgledem O z potega odwrotnosci I, a tak otrzymany odcinek obrécic¢
o kat a (§ 12).
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Jezeli s dane na plaszezyznie dwie figury podobne F, F' nie jedno-
ktadne*), wtedy latwo wyznaczyé elementy O, m, v obrotu, ktéryby do-
prowadzil ¥ do pokrycia z F'. Oczywiscie kat v obrotu bedzie katem
miedzy dwiema prostemi odpowiedniemi, a stosunek m stosunkiem dwuch
odcinkéw odpowiednich figur F, F",

Azeby wyznaczy¢ O, wystarczy zauwazyé, Zze Srodek obrotu, punkt
wspélny dwuch prostych odpowiednich i para punktéw odpowiednich
tych prostych muszg leze¢ na jednym kole; mozna wigc otrzymaé punkt
O jednoznacznie, obierajgc dwie pary punktéw odpowiednich na dwuch
prostych przecinajacych sie¢ i prowadzac dwa takie kola, ktére oprdcz
O maja punkt wspolny, pokrywajacy sie z punktem przeciecia obu pro-
stych. Mozna tez w ogdlnosci wyznaczyé punkt O, biorgc pod uwage, ze
stosunek odleglosci punktu O od dwuch punktéw odpowiednich jest za-
razem stosunkiem jednokfadnosci.

Latwo teraz wyznaczyé srodek obrotu dwuch podobnych szere-
gow punktdow, na ktéorych s3 dane dwie pary punktéw odpowiednich
i dwuch kot, na ktérych jest dana jedna para punktéw, gdyz Srodki sta-
nowia drugg pare punktéw odpowiednich; mozna wiec rozwigzywac ta-
kie zadania, w ktorych sa dane dwie proste, warunek wyznaczajacy sto-
sunek jednoktadnosci i para punktow odpowiednich, a poszukuje sie in-
nej pary punktéw odpowiednich, ktére nalezag do dwuch podobnych sze-
regow punktéw i czynig zado$¢ innemu warunkowi, jak np. azeby lezaty
na prostej, rownoleglej do prostej danej, albo przechodzacej przez punkt
dany, albo azeby ich odleglos¢ byla réwna odcinkowi danemu; a takze
inne zadania, w ktéorych sa dane dwa kofa, a na nich dwa punkty od-
powiednie, szukamy zas dwuch innych punktéw odpowiednich, czynia-
cych zado$¢ jakiemus warunkowi danemu.

Przyklad. Dane sa dwie proste nieréwnolegle, a na
nich dwa punkty 4, A; wyznaczyé na tych prostych od-
powiednio takie dwa punkty X, X' azeby byto

AX:AX'=p:q; XX'=a,

gdzie p, ¢, a sa odcinkami danemi.

Jezeli sobie wyobrazimy, ze zadanie zostalo rozwigzane, to 4, X;
A'; X' wyznaczg dwa podobne szeregi punktéw; O niech bedzie dla nich
srodkiem obrotu. Tréjkaty AOA', XOX' sa podobne, jezeli wiec znaj-
dziemy O, wtedy zadanie sprowadzi si¢ do konstrukeji tréjkata podobne-
go do AOA’ z bokiem @ odpowiednim do boku AA’.

") Gdyby F, F’ byly jednokladne, wtedy wystarczyloby samo tylko mnoze-
nie, azeby figur¢ F doprowadzi¢ do pokrycia z F’.
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Azeby wyznaczy¢ O, trzeba obra¢ na prostych dwa punkty B, B’
tak, azeby byto

AB:A'B'=p:q
i powtérzyé konstrukcje wyzej zaznaczona.

§ 12. Przeksztalcenie za pomoca promieni odwrotnych. Jezeli
wezmiemy pod uwage zaleznosci, zachodzgce pomigdzy figura dana i jej
odwrotnoscig, czyli figura przeksztalcona za pomocg promieni odwrotnych,
a mianowicie: zachowanie wielkosci katow; zachowanie stycznosci; ze od-
wrotnoscia prostej jest prosta lub kolo stosownie do tego, czy prosta
przechodzi czy nie przechodzi przez $rodek odwrotnosci; ze odwrotnoscia
kota jest prosta lub kolo stosownie do tego, czy koto przechodzi czy nie
przechodzi przez $rodek odwrotnosci i t. d.—to bedziemy mogli za po-
$rednictwem przeksztalcenia przez promienie odwrotne, dobierajac odpo-
wiednio srodek i potege odwrotnosci, sprowadzié zadanie dane do inne-
go, ktére juz jest znane, lub do ktérego umiemy zastosowa¢ metody wy-
tozone poprzednio, i wogole do takiego, ktérego rozwigzanie przedstawia
mniej trudnosci, ze wzgledu na nature twordéw, na jakie przeksztalcaja
si¢ twory dane i szukane.

Przyklad. Wykresli¢ kolo przechodzace przez punkt
dany Piprzecinajgce prostopadle dwa kota dane o $rod-
kach O, O'.

Jezeli znajdziemy odwrotnosci dwuch két danych wzgledem P jako
Srodka odwrotnosci i potegi rownej np. potedze punktu P wzgledem ko-
ta o $rodku O (azeby uprosci¢ konstrukcje, gdyz wtedy to kolo zamieni
si¢ na samo siebie), to odwrotno$¢ kola szukanego zamieni si¢ na prosta,
ktora, wobec tego, ze musi przecinac¢ prostopadle koto o $rodku O i od-
wrotnos¢ kota o srodku O', bedzie srodkowa 00'. Stad tatwo sie do-
chodzi do rozwigzania danego zadania.

Z okreslenia wiadomo, ze jezeli O oznacza s$rodek odwrotnosci, a F"
odwrotnos¢ figury /' wzgledem O, wtedy jakakolwiek prosta, wychodza-
ca z O, spotyka F, F' w dwuch punktach A, A' takich, ze iloczyn od-
cinkéw OA, OA' jest staly nietylko co do wielkosci, ale i co do znaku
(potgga odwrotnos$ci), przez co rozumiemy, ze punkty 4, A’ leza
po stronach przeciwnych s$rodka O, jezeli znak jest ujemny, zas po tej
samej stronie w przypadku przeciwnym.

Pamigtajac o tym, tatwo rozwigza¢ nastgpujace zadanie ogolne.

Jezeli sg dane dwie linje @, @ i punkt O nie lezgcy na
zadnej z nich, to nalezy poprowadzi¢ przez O prosta,
przecinajacg linje @ 4 w dwuch punktach 4, A" takich,
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azeby prostokat z odcinkéw O4, OA' byl ré6wnowazny pro-
stokgtowi danemu (z danym znakiem).

Metoda, ktoéra stuzy do rozwiazania tego zadania, jest analogiczna
do metody mnozenia i wystepuje tez jako postaé szczegdlna rozpatrywa-
nej na poczatku metody miejsc gieometrycznych.

Przyklad. Zbudowaé¢ tréjkat ABC, w ktérym znamy: pro-
stokat wpisany EFGH, majacy dwa wierzchotki przylegte
E, Fna BC;kat o na ktérego ramionach lezg dwa pozosta-
e wierzchotki prostokata; prostokat B odcinkdéw, ktdére
wierzchotek H wyznacza na boku 4B.

Analiza wykazuje, ze wierzcholek A kata o zgdanego trdjkata lezy
na polozonym zewnatrz prostokata danego tuku, z ktérego odcinek HG
jest widziany pod katem o; oprécz tego punkt A musi leze¢ na odwrot-
nosci proste] EF, jezeli za srodek odwrotnosci przyjmiemy H, a za pote-
ge R; a wiec na kole przechodzacym przez H, czyli takim, ktére moze
mie¢, oprécz H, jeden tylko punkt wspdlny z tukiem, zawierajacym kat o.

Przeksztatcenie za pomoca promieni odwrotnych ma zastosowanie
systematyczne w zadaniach Gieometrji cyrkla (por. art. II).
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