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1. Pierwszy, co zajal sie teoretycznem badaniem bledow spostrzezen,
byl Jozef Ludwik Lagrange w r. 1770%. Wszelako teorya jego, oparta na
zasadach rachunku prawdopodobienstwa, stosujaca je do bledow spostrzezen,
poszla wkrotce w zapomnienie.

Odkrycie dzisiejszej metody najmniejszych kwadratow wyprzedza teorya
wyrownania bledow, skreslona przez Piotra Szymona Laplace’a,
ktory w celu wyznaczenia wymiarow ziemi obliczyl z wiekszej liczby niz 2
pomiaréw ziemskich zapomoca rownan ksztaltu :

ux + by +ezd oo 4 W =0,

X +byy+ez+ ... F wWyg=0,

anX 4+ by + 0z + . ... 4+ wn=0,
zadane niewiadome na podstawie dwoch warunkow, tj.: 1) algebraiczna suma
bledow jest rowna zeru, 2) bezwzgledna suma bledow ma byé¢ najmniejszoscia.
Teorye te podal Laplace w dziele: ,Traité de mécanique céleste®.®

Rachunek wyrownania bledow zapomoca metody najmniejszych kwa-
dratow, dzisiaj powszechnie przyjety, oglosit drukiem Adryan Marya

HEncke.Berliner astronomischer Jahrbuch f.1853. str. 310-351.
)T, Il An VIL (1802). Premiére partie. Livre IIL art. 40. P. 143.
1
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Legendre w r. 1805 w dziele: ,Nouvelles méthodes pour la déter-
mination des orbites des cometes* (Paris. 1806) w dodatku na str.
72—80 p. t.: ,Sur la méthode des moindres carrés*. Powtornie zas
oglosil te prace w r. 1810 w ,Mémoires de la classe des Sciences
mathématiques et physiques de I'institut de France®.!

Niezaleznie od Legendre’'a wynalazl metode najmniejszych kwadratow
Karol Fryderyk Gauss w r. 1795 jako sluchacz matematyki w uniwersy-
tecie w Getyndze, ktora oglosil drukiem dopiero w r. 1809 w dziele: ,Theoria
motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem am-
bientium®. A chociaz Legendre’ owi przynalezy sie pierwszenstwo ogloszenia
pracy swej, uwazamy Gauss'a za wynalazce i ojea metody najmniejszych
kwadratow, gdyz jemu bezsprzecznie przypisa¢ nalezy obok pierwszenstwa
odkrycia, przedewszystkiem pierwszenstwo zastosowania, a glownie rozwiniecie
wiekszej czesei tej nauki, ktora dzis zowiemy metoda najmniejszych kwadratow.?
Dziela Gauss’ a, traktujace o tej metodzie, sa nastepujace:

1809. Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem
ambientium, Hamburg 1809.%

1810. Disquisitio de elementis ellipticis Palladis ex oppositionibus an-
norum 1803, 1804, 1805, 1807, 1808, 1809, societati regiae tradira Nov. 25. 1810.*

1816. Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen.®

1821. Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae,
pars prior, societati regiae exhibita Febr. 15. 1821.°

1823. Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae,
pars posterior, societati regiae exhibita Febr. 2. 1823."

1826. Supplementum theoriae combinationis erroribus minimis obnoxiae,
societati regiae exhibita Sept. 16. 1826.%

W zbiorowem wydaniu dziet Gauss'a p.t.: ,Carl Friedrich Gauss’
Werke, herausgegeben von der konigl. Gesellschaft der Wissen-
schaften in Gottingen“ (1863—1874), ,Theoria motus“ obejmuje tom
VII., ,Disquisitio de elementis ellipticis Palladis® tworzy poczatek
tomu VI., prace zas o metodzie najmniejszych kwadratow znajduja sie
w tomie IV.

Powyzsze teorye Gauss'a z cennymi dodatkami Bessel a przerobil
Encke i podal p. t. ,Ueber die Methode der kleinsten Qua-
drate* w dodatku do ,Berliner astronomisches Jahrbuch*

1) Année 1810. Seconde partie. str. 149 i nast.

?) Por. Gauss’ Werke. Bd. VI. str. 56—59.

%)« Liib, 1L “sect. EII.

4 W,Commentationes societatisregiae scientiarum
Goettingensisrecentiores* Vol. [. 1808—1811.

5 W ,Zeitschrift f. Astronomie und verwandte Wissen-
schaften herausgegeben von Lindenau und Bohnenberger®.
Tiibingen. 1816. T. 1. str. 185—196.

gaw JGommentationes soe rtag sec Goett..reck Vol V.
1819—1822 str. 33—62.

7) Ibidem. Vol. V. 1823. str. 63—90.

8) Ibidem. Vol. VL. 1823—1827. str. 57—98.
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z lat 1834, 1835 i 1836. W wydaniu zbiorowem: ,J. E. Encke's astro-
nomische Abhandlungen zusammengestellt aus den Jahr-
gingen 1830—1862 des Berl. astr. Jahrb.* tworzy powyzsza rozprawa
o metodzie najmniejszych kwadratow rozdzialy XIL, XIIL i XIV. pierwszego
tomu (1866).

2. Wszystko to atoli odnosi sie do teoretycznych prac Gauss'a o tejze
metodzie. Na praktyczne zastosowanie tej teoryi Gauss’a do wyrownania
tryangulacyjnego dopiero w najnowszych czasach zwrocono szezegolniejsza
uwage ; uczynil to wnianowicie podputkownik O. Schreiber w ,Zeitschrift
f.Vermessungskunde* (1879,str. 141) i major Gaede w artykule: ,Beitrii-
ge zur Kenntnis von Gauss’' praktisch-geoditischen Arbeiten*
W powyzszem czasopismie (1885, str. 113—223), rowniez W. Jordan i K.
Steppes w rozprawie: ,Das deutscheVermessungswesen,historisch-
kritische Darstellung, auf Veranlassung des deutschen
Geometer-Vereins unter Mitwirkung von Fachgenossen
herausgegeben* (2 Bde. Stuttgart. 1882).

Bessel rozwinal w rozprawie: ,Untersuchungen iber die
Bahn des Olber’'schen Kometen-*? jakotez w dzielku: Fundamenta
astronomiae deducta ex observationibus J. Bra dley*“? teorye
rozdzialu bledow na podstawie licznych spostrzezen.

Nadradea G. H. L. Hagen przedstawil w ,Grundziige der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung* (Berlin. 1837, drugie wyd. 1867) nader
ciekawa teorye bledow. Te sama rzecz rozwinal takze Bessel w rozprawie:
,Untersuchungen iitbher die Wahrscheinlichkeit der Beo-
bachtungsfehler“s.

3. Do pierwszych podrecznikow, shuzacych do mauki o metodzie naj-
mniejszych kwadratow, zaliczamy powyzej wspomniane dzielo Hagen’a,
nastepnie Krystyana Ludwika Gerlinga p. t: Die Ausglei-
chungsrechnung der praktischen Geometrie oder die
Methode der kleinsten Quadrate in ihren Anwendungen
auf geoditische Aufgaben®. (Hamburg und Gotha. 1843). Od tego
czasu szereg prac o teoryi najmniejszych kwadratow, juz to popularnych, juz
tez scisle naukowych wzrost do okazalej liczby. Juz w r. 1877 wylicza Me 1-
riman w ,A list of writings relating tothe method of
least squares-* 408 tytulow rozpraw, dotyczacych tego przedmiotu

Na koneu rozprawki p6daje znana mi literature tegoz przedmiotu;
dziela oznaczone gwiazdka stuzyly mi za podstawe w opracowaniu niniejszej
pracy. Nie roszeze sobie bynajmniej praw do oryginalnosci, ktora w wykladzie
elementarnym nauki jest tylko do pewnego stopnia mozebna; wszelako staralem

)W ,Abhandlungen der Berliner Akademie der
Wissenschaften Mathematische Klasse*. 1812—1813. str. 119.

2) Koenigsberg. 1818. str. 18—21.

%) Astronomische Nachrichten, XV. Bd. Nr. 358 i 359. Octob.
1838. str. 369 i nast.

4) Transact. of the Connecticut. Acad. Vol. IV. 1877. Por.
Czuber. Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig. 1891.
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sie w wykladzie o jak najwieksza jasnos¢, by praca ta mogla wzniecic w czy-
telniku zamilowanie do tej galezi nauk matematycznych, ktorej bogata literatura
dowodzi nadzwyeczajnego zainteresowania sie nia przez geometrow, fizykow,
geodetow 1 astronomow, jakotez by pobudzila chetnych do samodzielnych
na tem polu poszukiwan. Rowniez uwazam za zbyteczne wymienianie szezegolowe,
co z kazdego z wspomnianych dziel przeniostem do mej pracy a co jest
owocem moich studyow. Rozumny i swiatly ezytelnik, dobrze obeznany z pi-
$miennictwem tego przedmiotu, sam to dostrzeze i pozna, ze cokolwiek z nich
wyjalem, przerobilem poprzednio na swoj sposob, starajac sie na kazdym kroku
materyal tak wyzyskaé, aby tej pracy zapewnié¢ jak najwieksza uzytecznosé.

Wkoncu wspomne, ze w literaturze polskiej znane sa z tego zakresw
tylko dwie mniejsze prace, tj. prof. Dominika Zbrozka i jego asystenta
Augusta Witkowskiego, obecnie profesora fizyki w uniwersytecie:
Jagiellonskim w Krakcwie. Praca pierwszego p. t. .Zastosowanie wy-
znacznikow w teoryi najmniejszych kwadratow* znajduje
si¢ w ,Pamiegtniku Akademii Umiejetnosci w Krakowie*
(Wydzial matem. przyrodniczy. T. IX, 1884. Str. 199-—218). Praca druga nosi
tytul: ,Teorya najmniejszych kwadratow. Wedlug wykta-
dow prof. D. Zbrozka, napisal AugustWitkowski, asystent
geodezyi w szkole politechnicznej ;we Lwowie“ (Autograf.
Lwow. 1879. Str. 119).

Oprocz teoryi podaje jeszeze liczne, stosownie dobrane przyklady, wziete:
z rzeczywistosci, gdyz przyklady zmyslone nie mialyby tutaj zadnej racyi bytu
i nie przynioslyby uczacemu sie najmniejszej korzysci. Przyklady te praktyczne,
wprawdzie obliczone przez dotyczacych spostrzegaczy, obliczylem je powtornie:
po najwiekszej czesci w odmienny sposob, stosownie do potrzeb ksiazki. Po-
shuzy¢ one maja za wzorce, podlug ktorych w obliczaniu postepowaé nalezy.

Risalem 1w Hiakowie, 1w Rivietnin 1895.
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Bledy spostrzezen. — Rodzaje bledéw.

1. Wszelkie pomiary i spostrzezenia, choéby z najwieksza
starannoscia i dokladnoscia wykonywane, nie prowadza nigdy
do poznania prawdziwej wartosci ilosci niewiadomej, ale daja
wyniki, mniej lub wiecej od tej wartosci sie réznigce. Roznice
pomiedzy wartoscia prawdziwg a spostrzegana lub pomierzona
zowiemy bledami spostrzezen. Bledy te sa wogdle mniejsze
lub wigksze stosownie do tego, czy do pomiaru lub obserwacyi
uzylismy przyrzadu dokladniejszego, czy tez mniej dokladnego,
jakotez czy uzyliémy tego, czy tez owego sposobu spostrzegania,

Bledy spostrzezen udzielaja sie wszystkim ilosciom, jakie
z wynikow pomiaru lub spostrzegania daja sie wyprowadzi¢ lub
obliczyé; stad to pochodzi, ze i te ilosci wogdle nie sa wolne
od mniejszych lub wiekszych bledéw. Aby za$ ze spostrzezen
i pomiaréw uzyskane ilosci zuzytkowaé do pewnego, oznaczonego
celu, trzeba sie postaraé, aby bledy nie przekraczaly pewnej
granicy, ktora wogdle moze byé rozmaita, co znowu zalezy od
celu, w jakim dokonano pomiaru lub tez spostrzezenia.

Jezeli np. mamy zuzytkowaé plan sytuacyjny miejskiej
parceli, wysoko cenionej, do sporzadzenia plandw zabudowania
tej parceli a powierzchni¢ parceli do obliczenia kosztow kupna
na podstawie ugodzonej ceny za jednostke powierzchni, to jasna
jest, ze granice, wsrod ktorych bledy wszystkich pomiarow sie
znajduja, musza by¢ stanowezo mniejsze, niz w tym przypadku,
gdy uzywamy plana sytuacyjnego parceli laki i jej powierzchni
do sporzadzenia kosztorysu i planu nawodnienia tej parceli.

Dlatego tez stosownie do celu, jaki osiagnaé¢ zamierzamy
przez pomiary lub spostrzezenia, potrzeba okresli¢ scisle wielkosé
bledow, ktérym moga podlegaé ilosci majace sie wyznaczy¢,
a wige odpowiednio do tego wielkos¢ bledow spostrzezen, czyli
krocej sie wy razajac, potueba. scisle okreslic stopien dokla-
dnoscx, jaki mic¢ cheemy.
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2. Od stopnia dokladnosci wykonywanych pomiaréw lub
spostrzezen zalezy w dalszym ciaggu potrzebny do osiagniecia
tegoz naklad pracy i kosztow. Im dokladniej roboty bedziemy
przeprowadzali, tem wogéle wiekszy bedzie naklad pracy i kosztow.
Wszelako zawsze zadamy, aby ten naklad sprowadzi¢ do naj-
mniejszosci, a wiec w kazdym razie nalezy rozwiaza¢ nastepujace
zadanie: \Do wykonaé¢ sie majacych spostrzezen lub
pomiaréw wybraé takie przyrzady i taki sposob
postepowania, aby przy ile moznosci najmniejszym
nakladzie pracy i kosztow osiagnaé¢ taki stopien
dokladnos$ci, jakiego cel pracy wymaga¥“.

Aby to zadanie rozwiazaé, potrzeba zajaé sie szezegélowo
bledami spostrzezen i uzyska¢ prawa, ktérym one podlegaja.
Jest to przedmiotem tak zwanej teoryi bled6w spostrzezen.
Zadaniem wiec tej teoryi nie moze by¢ obliczenie prawdziwej
wartosei, co wogole jest niemozebne, lecz ustawienie metody-
cznego postepowania, opartego na zasadach rachunku prawdopo-
dobienstwa, podajacego sposoby wyznaczenia wartosci najbardziej
ze spostrzezeniami zgodnej, a co najwazniejsza, dozwalajacego
kazdej chwili ocenié¢ $cisle stopien dokladnoser podjetej pracy.

3. Roznice pomiedzy wartosciag prawdziwa a spostrzegana
pochodza z rdéwnoczesnego pojawiania sie bledow trojakiego
rodzaju, tj. a) bledéw grubych, b) stalych, ¢) przy-
padkowych.

4. Bledy grube powstaja wskutek grubego przeoczenia
podezas pomiaru lub spostrzezenia, np. przy pomiarach dlugosci
bledy takie wynosi¢ moga 1 m., 2 m., 5 m., 10 m. itd., ktorych
przyczyna jest bledne odezytanie, albo bledne liczenie liczby
calkowitych lat, lub calkowitych dlugosei lancucha, lub tasmy
mierniczej.

Pomiary nalezy tak przeprowadzaé¢, aby pojawiajgce sie
bledy grube wpadaly miernikowi zaraz w oko; wyniki pomiarow,
takimi bledami obarczone, nalezy odrzuci¢ i zastapi¢ je nowymi,
powtérnym pomiarem uzyskanymi, a od grubych ledow \\olnyml
rezultatami. Jak nalezy najodpowiedniej urzgdza¢ pomiary i spo-
strzezenia, by ustrzedz si¢ grubych bledéw, i jak wyszukaé wy-
niki- pomiaréw, grubymi ledami obciazone, nalezy do zakresu
miernictwa. O tego rodzaju bledach w dalszym ciagu tej pracy
mowic¢ nie bedziemy.

5. Bledy wystepujace ustawicznie w jednym kierunku we
wszystkich spostrzezeniach bez wyjatku i odznaczajace si¢ ta
wspolng cecha, ze wszystkie spostrzezenia powiekszaja albo po-
mniejszaja o jedne i te same ilo$é¢, zowiemy bledami stalymi.
Zrodlem tych bledéw bywa pospolicie wadliwe urzadzenie przy-
rzadu, sluzacego do wykonywania spostrzezen, nastepnie wla-

http://rcin.org.pl



$ciwo$é samej osoby spostrzegajacej, albo tez wreszcie dzialanie
rozmaitych innych wplywow.

Jezeli odmierzamy kat zapomocy teodolitu, na ktérego kole
uskuteczniono podzialke niedokladnie, popelniamy zawsze blad,
wynikajacy z wadliwosei podzialki. Jezeli luneta teodolitu nie
jest dokladnie centralnie ustawiona, odczytujemy rowniez stale
blednie wielkos¢ kata, miedzy dwoma kierunkami zawartego.
Przy mierzeniu dlugosci wystepuja stale bledy, jezeli uzyte do
pomiaru laty, tasmy lub lancuchy miernicze nie posiadaja do-
kladnych dlugosei itd. Stosownie do tego, czy sa za dlugie, czy
tez za krotkie, otrzymamy za maly, albo tez za wielki wynik
pomiaru. Niemniej popelniamy blad staly w mierzeniu dlugosci
wskutek nienalezytego przekladania lub przesuwania laty lub
lanicucha, zbaczajac od wytknietego kierunku w jedne lub druga
strone. W tym przypadku wynik pomiaru jest za wielki.

Stale bledy spostrzezen nalezy co do ich wielkosci spro-
wadzi¢ do najmniejszosci przez mozliwie dokladne zrektyfikowanie
przyrzadow. Nastepnie nalezy pomiary i spostrzezenia, ile mo-
znosci, w ten sposéb wykonaé, aby bledy stale nie wplywaly
szkodliwie na wynik rachunku. Wogdle, jezeli pojawiaja si¢ bledy
stale w pomiarach lub spostrzezeniach, nalezy je albo naprzod
wyznaczyé, albo tez z rachunku wyrugowaé¢. Jak zas lo sie
uskutecznia, uczy nas o tem rdéwniez nauka miernictwa.

6. Bledy przypadkowe sa to nieuniknione, na wynik
pomiaru tylko przypadkowo, czy to w dodatnim, czy tez odje-
mnym kierunku wplywajace, po usuniecin bledéw grubych i stalych
pozostale bledy spostrzezen. Zrdodla tych bledéw szukaé rowniez
nalezy w niedokladnosei przyrzaddw i naszych zmyslow; wszelako
dodaé¢ winnismy, ze przyeczyny, ktére je wywoluja, sa bardzo
liczne i bardzo zmienne do tego stopnia, Ze uchylaja si¢ w zu-
pelnosei zpod kontroli naszych zmyslow. Diatego tez to powiadamy,
ze bledy przypadkowe skladaja si¢ z bardzo wielu malych
bledow czastkowyeh. Jezeli np. zapomocy teodolitu mie-
rzymy kat, to blad przypadkowy wytwarza si¢ z szeregu niezna-
cznych bledow, ktore powstaja przy ustawieniu przyrzadu ponad
wierzcholkiem kata, przy celowaniu do sygnaléw, przy poziomem
ustawieniu kola, przy ustawieniu sygnaldw miedzy niteczkami
krzyza nitkowego, przy odezytaniu kola podzialkowego i t. d.

Poniewaz przypadkowy blad spostrzezenia zawiera w sobie
przypadkowe bledy czastkowe, objawiajace sie czy to w dodatnim,
czy tez w odjemnym kierunku, to przyjawszy, ze wszystkie te
bardzo male bledy czastkowe sa zaréwno wielkie, mozemy wy-
powiedzie¢ nastepujaca hipoteze: e

,Przypadkowy blad spestrzezenia jest rowny
algebraicznej sumie w wielkiej liczbie wyste-
pujacych bardzo malych, jednakowo wielkich,

N
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dodatnich i odjemnych przypadkowych bleddw
cz:astlcomwy chs,

Tymi to bledami przypadkowymi zajmuje si¢ rachunek
W)rown'lnla bledow.

. Waszelkie spostrzezenia ilosci niewiadomej w celu wyzna-
czenia najprawdopodobniejszej wartosci tej niewiadomej, tudziez
jej waznosci, wzglednie bledu sredniego, a nadto w celu zdania
sprawy z dokladnosci lub bledu sredmeoo po:zcaerolnych spo-
strzezen, moga by¢ albo bezposrednie albo posrednie.

Jezeli ilosé niewiadomsa, ktdrej najprawdopodobniejsza
wartosé wyznaczyé mamy, spostrzegamny bezposrednio znaczng
liczbe razy — np. pomiar dlugosci podzialka, katéw teodolitem,
ci$nienia powietrza barometrem i t. d., powiadamy, Ze spo-
strzeZenia sg bezposrednie.

Jezeli za$ spostrzegamy bezposrednio jedne lub kilka ilosci,
zapomoca ktéoryeh wyznaczamy dopiero szukang ilos$¢ niewiadoma,
powiadamy, Ze spostrzezenia sa posrednie. Tak np.
wymierzywszy dlugosci bokéw trdojkata, wyznaczamy wartosci
katow, albo wymierzywszy objetos¢ i temperature pewnej ilosei
gazu, wyznaczamy jego cisnienie, albo tez spostrzegamy czus
wahania wahadla, aby wyznaczyé przyspieszenie sily ciezkosci
ziemskiej i t. d.

8. Poniewaz podczas spostrzezenia popelniamy zawsze
bledy, cheé¢hy$my wykonywali je z najwieksza skrupulatnoscia
1 starannoscia, nie dochodzimy przeto nigdy do wiadomosei pra-
wdziwej wartosci spostrzeganej ilosci niewiadomej albo tez ilosci
niewiadomej ze spostrzezen obliczonej. Jezeli spostrzegamy jakowa
ilog¢ tylko raz, nie ma wcale mowy o popelnionym bledzie,
gdyz nawet nie mozemy sie domysla¢, czy to spostrzezenie
dostarczylo nam wartosci za wielkiej, czy tez za malej. Inaczej
rzecz si¢ ma, gdy spostrzegamy te sang ilosé znaczna liczbe
razy i otrzymamy wyniki mniej lub wiecej od siebie si¢ rozniace.
W tym przypadku znowu niewiadomo, ktory z rzeczonych wynikow
jest prawdziwa warto$cia spostrzeganej ilosci; pytamy sie zatem,
jaka jest najprawdopodobniejsza wartos¢ ilosci
niewi adomLJ, ktorgsmy wymierzali. OdpowiedZ na to daje nam
metoda sredniej arytmetycznej czyli tez metoda
najmnicejszych kwadraté w, metoda nader prosta, latwa
i w praktyce stosowana.
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Wyréwnanie spostrzezen bezposrednich jednej ilosci.

9. Iloé¢ x wymierzono zaréwno starannie 7z - razy i otrzy-

mano dlugosci «,, a,, @5, . ., @,. Pylamy si¢ o najprawdo-
podobniejszg warto$¢ niewiadomej x.
Oznaczywszy przez @, @y, @, . . ,a, wyniki spostrzezen,

podjetych w celu wyznaczenia wartosci niewiadomej x, a wyko-
nanych z jednakowa starannoscia i pod jednakowymi warunkami,
natenczas za wartos¢ najprawdopodobniejsza @ niewiadomej x
musimy przyjaé¢ $rednia arytmetyczna ilosci @, @y, . . ., a@u;
a wiec:
P T . s i S8 BELOL S G I @
n

Zasade te przyjmujemy jako twierdzenie nie potrzebujace
dowodu, gdyz ‘ilogeiom a musimy przyznaé rownorzedne prawdo-
podobienstwo i korzystamy z tego twierdzenia w celu wyznaczenia
wartoscei najpruwdopodohniejszej w przypadkach, ktore nie od-
znaczaja sie taka prostota, juk obecny.

Z powyzszego rownania wynika bezposrednio nastepujace :
(B —2) + (8 —2) + (B —0) 4., - -+ (8 — B} O
10. Przez f(:) oznaczamy prawdopodobienstwo, Ze jakis

blad_: lezy miedzy 0 i = Jezeli w ]Lat pmwdopodoblenstwem
ze popelniony blad Tezy migdzy : g przyczem A} jest
bardzo male w porédwnaniu do :, to podlu twierdzenia o pra-

wdopodobienstwie zlozonem jest :
Fle+8)=f@+W
zatem :
W= f(:+ A¢) — f (2.
Skoro Ag przejdzie w J: i polozymy :
lim /(e + As) — f ()
A:—o0 A:
otrzymamy :
W = ¢ (3. d: (1

jako prawdopodobienstwo, ze popelniony blad lezy migdzy =
1 : 4 de, gdzie d: jest nieskonczenie male. Funkeya ¢ zowie sig
pla\vem bledu.
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Zawsze istnie¢ bedzie granica +2, ktérej blad nie bedzie
mo gl przekroczyé; a zatem prawdopodobienstwo, ze blad jest
rowny 2 albo wiekszy od 2, jest réwne zeru, czyli by¢ musi:

¢(Xx) = o, gdy x = 2. ()

Jezeli x i y oznaczaja spolrzedne prostokatne na pla-
szezyznie, to
Y = o(x) (3)
Fig. 1. przedsta-
5 wiakrzywa,
y ktora os

: X-0 v prze-
cina
$ Wx =+ 0.
B : Jezeli
N% DAL .
(fig. 1), to
element po-
wierzehni
AA BB’
przedsta-
wia praw-
dopodo-
X bienstwow,
-8 0PAA Q +& ze popel-
niony blad
lezy miedzy € i < 4 de. Jezeli OP — ai OQ — &, to powierzch-

nia PQRS czyli
b
\V:L/.Q’e)ds (4
a

przedstawia prawdopodobienstwo, ze popelniony blad lezy miedzy
@i é. A ze blad musi pewnie leze¢ miedzy — 3 a 4 ¢, przeto

otrzymamy :
./.;(s)ds L (5)

11. Oznaczmy prawo bledu na podstawie zalozenia, ze srednia
arytmetyczna spostrzezen jest najprawdopodobniejsza wartoscia,
ilodei niewiadomej. Dla tego zalozenia do powyZszych wlasnosci
prawa bledu, réwnaniami (2) i (5) okreslonemi, przybywa jeszcze

1ta, ze
o(z) = ¢ (—2), (6)

x’
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skoro prawdopodobienistwo popelnienia bledu 4- = jest zaréwno
tak wielkie, co prawdopodobienstwo popelnienia bledu — -.
Jezeli w 72 pomiarach ilosci x popelniono bledy :

g = .8y = X,
fg = 32 —_— X,
&n = Ay — X,
gdzie @, a,,. . ., @, sa wartosci spostrzegane, w takim razie

mamy :

Wy = ¢ (g)d -1 jako prawdopodobienstwo, ze popelni si¢ blad ¢,
¢ )

Wi :2 2 g » » » » »n 2y

Wy = ¢()da . . g . g

Podlug twierdzenia o prawdopodobienstwie zlozonem pra-
wdopodobienstwo 1/, Ze w szeregu spostrzezen pojawia si¢
wlasnie bledy ¢, &, . . ., &5, dane jest rOwnaniem :

Wew .wg. ... Wy =

— (e (55) . el ol (enk), Sd e den ST dey (7)
Przyczyna tych bledéw jest nieznajomos¢ wartosei x.
Wskutek tego wszystkie < moga niezaleznie od siebie przyjaé
wszelkie wartosci od 43 do —2.

Podlug zalozenia $rednia arytmetyczna :

" .
a:;(al_}_ag_}_...-}-an) (8)

ma by¢ najprawdopodobniejsza wartoscia iloéci niewiadomej,
t. j. dla x — @ ma I staé si¢ najwiekszoscig ; przeto by¢ musi:

(dle) e E

X=8

A 7e W dla x = a nie jest ani 0, ani «, przeto mozemy
warunek najwiekszosci napisaé¢ takze w postaci:

dl'wW
(*, - - O (10)
X=a
Z (7) wyplywa zatem:
~d 1 o '(_ 1) *9( 9) ' ¢/ (en
TR [ #(:1) b ales) e &4 ¢(en)
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el

gdyz d: . dsy . . . d: nie zalezg od x, a d; Ak

Skoro polozymy :

8~y @, (11)
to warunek (10) przyjmie postaé¢ nastepujaca :
Yo, —a)+ Yay <)+ . .o WK L g) =0 (18)
Roéwnanie to musi spelni¢ nasza funkecya ¢ dla zupelnie
dowolnych wartosci @,, @,, . . ., a,, gdy @ posiada wartos¢,

podang réwnaniem (8). Mozemy zatem rdzniczkowaé réwnanie
(12) co do ktérejkolwiek z ilosci @, , @y, . . ., a., skoro tylko
uwzglednimy réwnanie (8). Rozniczkujac przeto co do «,,
otrzymamy :

Yo -0 g -0t 80y )
a ze:
da 1
Y i
jakotez :
da, da, da,
et Eﬁf=0""’ = =0,

gdyz a,, @y, . . . ., @ s3 od siebie niezalezne, otrzymamy :
’ 1 ’ : £ ’
Yo —0) = — [ —a) + ¢(a —a) +. . . + Y. —a)],

’ 1 ’ ’ ’
d{(ae—a)=*‘['?(a1 —a)+ V(@ —a) +. . .+ ¢(an —2a)],

¥t — a) = ,,,[ it - 2 ) Y 0

czyli:
P — ) o P i T, el &) £
Przeto dla dowolnych wartosci z argumentu
¥(z) = ¢
wiee :
o) = fledz 4 ¢
=07 i
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wiee podlug (11):

’

S & Sl e
oz)
czyli:
dlg(z) _
Bt on @ZRET
wiec:

lo(z) = cfzdz i fcldz + loge,

1
vy 2 7
= 5 ¢z*® + ¢z + loge,,

2 ezt e
o(Z)i=ciE

Stale ¢;, ¢;, ¢ wyznaczaja trzy warunkowe rownania (5),
(6) i (2). G
Co sie tyezy ¢;, to z réownania (6):
¢o(z) = 9(— 2),
wynika, ze by¢ musi:

1 1
2 — A
5 &+ oz 5 c Cid
czyli ze:
¢, = 0.

Funkeya ¢(z) maleje z rosnacem z, w takim razie ¢ musi
byé odjemne. Polézmyz zatem:
1
S Y

(9
-

gdzie 2 oznacza ilosé¢ rzetelna. Wtedy bedzie:
— h?222,
o(z) = cge
a podlug (2) bedzie:
gdy:
9 () =0,

co jest mozliwe, gdyz bledy znajduja sie pewnie ponizej tej ilosci.

Aby obliczyé ostatecznie ¢, polézmy za ¢(z) wartosé
w rownanie (5), w skutek czego przejdzie ono w nastepujace:

+ o0

— h2z?
Cy f e dz = 1.

- 0
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mie¢ bedziemy :

zatem :
h — h?z?
g (2) = T/: e (1)

—
™

jako wzor na prawo bledu dla powyzej danego zaloZenia.

12. Nalezaloby nareszcie okazaé, ze warto$¢' W w réwnaniu
(7) jest w istocie najwiegkszoscia. Podstawiwszy wen wartosé za
, otrzymamy :

h' NP 'h? epd riey” ks e

W — -l/j) o dgide, .. d5n’
zatem:
B (O e RN
i

diaw

== 0L

dx? ik

wiec istotnie odjemne, przeto / W, a wige I jest najwigkszoscig
Gl Ex S
Prawdopcdobienistwo, ze popelniony blad lezy miedzy
ciec + d: czyli jak sie¢ méwi, prawdopodobienstwo, Ze si¢
popelni blad e, wyrazi si¢ zatem réwnaniem:
h — bz’

W—=——2¢ de (111)

V=

13. Krzywa, przedstawiona réwnaniem:

h — h3z?
Y = T/: e

b
ktéra uzmyslawia prawo bledu w spolrzednych prostokatnych
x, v, jest symetryczna wzgledem osi ¥Y-6w i ma o$ X-6w za

1) Obacz dodatek I. na koncu rozprawy.
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asymptote. Dla x — oo staje sie ¥ = o, a krzywa zbliza sie
szybko do osi X-ow, tak ze dla cokol\vle]\ \\ikazeﬂo x staje sie
oy juz bardzo malem, gdy pl/”[lllelll) /2 rowne tylko 1. Im
wigksze bedzie 7, tem s7)bceJ zbliza¢ sie bedzie ta krzywa do
o3 A-0w. Dla 2 —1i/%4--2 otrzymujemy nastepujace wartosei :

1 — x2 — 4x?
e

%=V l/‘

dla x = 00 y, = 056419, y, = 1:12838,
x =02 y, = 054206, ey = 096104
x = 04 ¥ — 0 AR077: Vi — 0'59498,
x = 05 Vo= (WEBERR), y. = 041410,
x = 06 y. — 0:39362, Y. = 0:26736,
= <():8 Yo 02974 Y. = 0:08722,
® — 10 Y. — 0:20755, Ys — 0102066,
= 15 Yo — 005947 y. = 0:00014.

Z tego widzimy, o ile szybcej maleje v, od v,.

Ilos¢ %2 nazywa Gauss miarg dokladnosci. Im
wieksze zatem /%, tem mniejsze prawdopodobienstwo popelnienia
znacznego bledu, tem dokladniejsze czyli $cislejsze
jest spostrzezenie.

14. Obliczmy prawdopodobienistwo, ze blad nie przekroczy
pewnej danej ilosei y. Jezeli blad nie ma przekroczyé ilosci v,
musi on sie znajdowac¢ miedzy — + a 4 v Prawdopodobienstwo
to podlug rownania (4) jest:

G0
h — h2x?
W ='l/ i./’.e (b
SR

c iy
— h2x? — h%x? — h2x?
aZefe .dX=f0 .dx+fe . dx

i —
'

‘

'

___f — h2x? ok i f

— 112)\2
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przeto:

¥
%h — h2x2
W=‘l/”‘/‘e Ldx

jako prawdopodobienstwo, ze blad nie przekroczy ilosci ~.

Podstawiwszy: hx = z,
mie¢ bedziemy : diat = oy 2% o0
X, giaa Ay
a ze: hix — d& ,
wynika stad:
9 h‘Y s
W= l—/~!/e . dz = 6(vy). (IV)
= Y

Wartosei O(%y) dla kazdego argumentu 7%y << 3 podaje nam
tablica 1.' Poniewaz 0(/4vy), a wiec W dla 4y > 3 malo si¢ rozni
od 1, wystarcza ta tablica dla wszystkich w praktyce przycho-
dzacych przypadkow. -

15. Blad oczekiwany. Wartoé¢ ¢, posiadajaca te
wlasnosé, Zze prawdopodobienistwo pojawienia si¢ bledu nie
wiekszego — bez wzgledu na znak — jak p, wynosi Yy, zowie
sic hledem oczekiwanym.

Podlug wzoru (IV) otrzymujemy wyraZenie :

h-
o L —VQ: f PR o a(hp),

z ktérego przy pomocy tablicy I. wypada:
he = 0476936,
przeto otrzymujemy wzor :
0-476936

P = W)
dozwalajacy obliczyé¢ ¢, jezeli znamy %, jakotez wzdr drugi:
h 0476936 o
g

z ktorego znajdziemy 7, jezeli dany blad oczekiwany.

1) Na koncu rozprawki.
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Powiedzieliémy, ze prawdopodobienstwo nieprzekroczenia,
w danem spostrzezeniu, bledu oczekiwanego wynosi '/, ; tedy
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, t. j. przekroeczenia
tegco bledu bedzie 1—',, przeto takze !/,. Wnosimy stad, ze
w szeregu spostrzezen, wykonanych z dokladnos$cia % i bledem
oczekiwanym ¢, zdarzy sie prawdopodobnie tylez bledéw mniej-
szych od ¢, ile wigkszych — bez wzgledu na znak --. Wniosek
powyzszy moze posluzy¢ niekiedy do znalezienia bledu oczeki-
wanego, a przeto i miary dokladnosei.

Jakoz jezeli znane sa bledy poszezegdlnych spostrzezen,
wystarezy je uporzadkowaé podlug ich wielkosci, nie uwzgle-
dniajac znaku; blad stojacy w posrodku bedzie bledem ocze-
kiwanym.

16. Blad s$redni. Bledem $rednim danego szeregu
spostrzezen, wykonanych z ta samg dokladnoscia, zowiemy ilosé
i, ktorej kwadrat jest srednia arytmetyczng pomiedzy kwadratami
prawdziwych bledow spostrzezen; jezeli te bledy oznaczymy

przez ¢, 5, . . ., &, bgdzie z okreglenia :
2 2 s .2
ST e« S5 st S 5SS M e . S [
3 n M

przeto :

o= *x ]/*[%]* (VI)-

Prawdopodobienstwo bowiem, ze w danem spostrzezeniu
popelnimy plad p., t. j. ze blad lezeé bedzie miedzy » a p 4 dp,
jest podlug (III):

h 0_112;;.2

-

prawdopodobienstwo za$, ze ten sam blad pojawi sie w 7z po
sobie nastepujacych spostrzezeniach, jest:

(Vll) &7 WP

du. ,

Prawdopodobienstwa pojawienia si¢ bledow ¢, «,, . ., 2, 53:

h e s
I/ e O LTh R d'/,

ll —_— h2so2 3
,/___ sie . du, <
l 0 b Q}

o
. . <\ AR

h L it 8
CF o n adn R
l/': 4 >

> 2

3, ,‘A‘I
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przeto prawdopodobienstwo, ze te bledy pojawiaja sie w 2 wy-
konanych spostrzeZeniach bedzie:

el —11( +51¢e+-..+5n9)
- (dp)

A zatem byé¢ musi:

czyli:
np? = ¢* 4 g + & ®,
stad :
N '+ &'+, .. .t @’ e €]
wt o= » vt o et~
czyli:

‘/[ il C..b. dfe.

17. Zwigzek miedzy bledem s$rednim p
a miara dokladnos$ci 2 danego szeregu sjo-
strzezen. Latwo jest znalez¢ droga teoretyczna zwiazek po-
miedzy bledem srednim p a miara dokladnosci %4, a prieto
i bledem oczekiwanym p spostrzezen. Wszelako trzeba przypuscic,
ze liczba spostrzezen jest bardzo znaczna, tak iz bledy po-
szezegllnyeh spostrzezen mozna uwazaé za postepujace po sbie
sposobem ciaglym. Jezeli w praktyce nie da sie to zadanie s:isle
urzeczywistnié, to wynika z tego, ze liczebne rachunki beda si¢
tylko mniej lub wigcej zblizaly do wypadkéow teoryi.

Pomyslmy sobie bledy ¢ , €y, 53,. . .,e upcrzadkowane
co do ich wielkosci bezwzglednej. Tedy miedzy ¢ a : + 5
moze z 72 bledow przypas¢ lieczba s, , t. zn. s, bledow ma si¢
rozni¢ od s, co najwyzej o &z, (bardzo malg ilo$é¢). Zatem pra-
wdopodobienstwo, ze ktorykolwiek z bledow szeregu spostrzzen
lezy miedzy ¢, a ¢, + de,, jest:

Sl
n 7
gdy wogole 2 bledow sie pojawia, z ktorych atoli tylko s, za-

waxtych jest w powyzszych glamcach
Poniewaz podlug ust. 2. rownanie (1):

Wy = ¢(z)dg
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oznacza prawdopodobienstwo, ze blad lezy miedzy ¢ i ¢ + ds,
przeto:

S
oler)de, = -, (13)
Jezeli s,, 55, . . . . , s, bledéow przypada odpowiednio
pomiedzy e i e + dzyy 65 Feg +-dey, . . . ., i + dsy,
otrzymamy analogicznie:
S5
SeMey =
s,
9(es)dsy = ’ns’a
8,
plev)dsy = .
n
Z tych rownan wyplywa wiec:
b/
Rt STHE AR G5 A Gl Arh o ki S Gy
. 7\=i)Usi "

W liczniku po prawej sironie znaku réownosci znajduje sie
suma kwadratow wszystkich bledow, czyli raczej ilosé, ktora od
tej sumy tylko nieskonezenie malo si¢ rozni. Kwadrat bowiem
kazdego bledu pomnozony jest liczba wskazujaea, ile razy w szeregu
n bledow jaki$ blad osiaga te wielkos¢. Gdyby wszystkie s = 1,
bylaby suma rowna wprost [¢*]. MoZemy zatem napisaé :

)/
Sefpleds — L] _ s
1 n

Ten zwiazek istnieje dla kazdego szeregu spostrzezen, gdy
n jest bardzo wielkie. Wtedy atoli suma po lewej stronie znaku
rownosci przechodzi w okreslong calke, ktérej granice w kazdym
razie nie przekraczaja wielkosci 3, poza ktora nie lezy zaden blad.

Zatem mamy:

_*‘ S
[}

fe“’q;(z)ds e

S
WprowadZmy prawo bledu z wzoru (II), a otrzymamy:
AR ICO

R ) ¥h7 -—11259
e V "*‘/‘s’e de,

2*
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Poniewaz:

_+: m»— hiad ]/1:— .
J z’e dz oL '
-3
przeto:
” 1
r ol
czyli otrzymamy wzor:
1
e B VI
w2 g

wykazujacy zwiazek miedzy bledem $rednim p a miarg dotla-
dnosci /.
18. Wiazac znaleziony wlasnie wzor z rownaniami (V) i (V'),
dojdziemy z latwoscia do nastepujacych:
|

h = — 1':,
o Ve s
o — 0476936. p)/2 — 06744897,

I
b — 1-4826000 . J
Rownania powyzsze ustanawiaja tylko wzajemne zalezmi$ci
pomiedzy ilosciami p, /%, p, ale nie dozwalaja jeszcze oblizyé
ich bezwzglednych wartosci, gdyz nie znamy bledow prawdziwyca =.
19. Zwiagzek miedzy bledem $rednim p a ble-
dem $rednim $redniej arytmetycznej. Niea p
oznacza blad sredni szeregu spostrzezenn a M blad sredni $redaiej
arytmetycznej tegoz szeregu spostrzezen. Spostrzezen nich
bedzie 7.
Jezeli a jest srednia arytmetyczna, to podlug (I) mamy

(VIII)

1
Bl B bty .. . )

jezeli zas$ x jest prawdziwg wartoscig ilosci niewiadomej, fo:
M, a — x jest bledem tej $reduiej arytmetycznej. Jezeli vige
¢, jest ktérymkolwiek z popelnionych bledow, to :
& i —:X
Bl e il B e 3
A e ALl N
Utworzywszy wiec sume z wszystkich 7 bledow, nieé

bedziemy :
[El S an ==l s nM

) Obacz Dodatek I. na koncu rozprawki.
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[ Bl ol e B AL B e L D e
@ Sy e ptdbg 0 AL ) = TR ES (L

przeto : [c] = nM|,

czyli potegujac obustronnie przez 2:
[*] + [Eisk] = n'M,*
czyli uwzgledniajac wzor (VI):

np? 4 [ee,] = n*M,? (14)
W sumie iloczynow ee,  przychodza dodatnie i odjemne
ilosci, gdyz = sy dodatnie i odjemne. Wskutek tego [ez ] w po-

rownaniu do [ez], ktorej to sumy skladniki sa dodatnie, sa male,
przeto mozna [ez ] opusci¢, tak Ze powyZsze rownanic prze-
dzierzgnie si¢ w nastepujace :

np2t—naM e
skad:

v = Myn,

wiec:

M- —— (IX)

jako zwiazek miedzy bledem srednim p a bledem M sredniej
arytmetycznej.

20. Obliczenie miary dokladnos$ci A, odpo-
wiadajgcej $redniej arytmetycznej. Poniewaz M
jest bledem $redniej arytmetycznej, a wiec bledem srednim spo-

strzezenia, ktoreby dalo srednia arytmetyczna, przeto podlug
(VII) bedzie :

1
i : 7y
skad :
B
My
albo uwzgledniajac wzor (IX), otrzymamy :
A
TR ik
albo tez w postaci:
H=hyn. (X"

21. Waznos$ci. Liczby calkowite, plopowyonalne do
kwadratow miar dokladnosei, zowia sie¢ waznosciami spo-
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strzezen. Jezeli przez p i p' oznaczymy waznosci, przez 4 i /'
miary dokladnosci dwu spostrzezen, to proporcya:

D EpE —hRdth (XT)
zawiera w sobie powyzsze okreslenie.

Jezeli P jest waznoscia sredniej arytmetycznej, p waznoscia
danego spostrzezenia, to wedlug wzoréw (X’) i (XI) otrzymamy:
Preane=—uH S ReRh@ s fn e

czyli:

B ——iip (XTI)
t.zn.: Waznosé éredniej arytmetycznej z 2 spo-
strzezen jest = -razy wieksza od wazZnoSci
jednego z danych spostrzezen. Kladage p = 1,
otrzymamy :

12 == iy, (XIT)
z czego czytamy: Waznosé¢ jakiegokolwiek wyniku jest
to liczba spostrzezen jednakowej dobroci potrze-
bnych do uzyskania $redniej, z ta sama dobrocia,
jaka posiada wynik dany, przyczem za jednostke
waznosci bierze si¢ waznos¢ wspolng tych spo-
strzezen®,

Jest to twierdzenie w praktycznem zastosowaniu rachunku
wyrownania niezmiernie wazne, gdyz czesto wskazuje nam jedyng
droge ocenienia dokladnosci réznych wynikow.

22. Poniewaz:

DR p A h &
przeto ze wzgledu na wzor (VII[) otrzymamy:
DY gt
gdzie p. 1 ' oznaczaja srednie bledy spostrzezenia.
A 7e podlug (IX):
2 My,

przeto wiazac z réwnaniem (XII), mieé¢ bedziemy:

e, ]/,P : (XIII)
) I)

gdzie A7 uwazamy za blad s$redni spostrzezenia o waznosci 2
a p za blad sredni spostrzezenia o waznosei p. Rownanie po-
wyzsze powiada: Chcac blad $redni 47 spostrzezenia
o waznosci £ zamieni¢ na blad sredni spostrzezenia

o waznoscip, nalezy 4 pomnozyé przez l/%

23. Obliczenie bledu oczekiwanego S$redniej
arytmetycznej. Wzor (VIII) podaje zwiazek miedzy bledem
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érednim a oczekiwanym danego spostrzezenia. Poniewaz M jest
bledem srednim $redniej arytmetycznej, a oznaczywszy przez R
blad oczekiwany sredniej arytmetycznej, napiszemy :

R = 06744897 M, .
M — 1-4826000 R. 1Y)
Wiazac wzory (IX) i (XIV), mie¢ bedziemy :
S B XV
R——= (XV)

24. Wyznaczenie bledu sredniego. Pow.stz’e
wzory wskazuja, Ze wszelkie rodzaje bleddw mozemy obliczyc,
gdy znamy jeden z nich. Atoli w jest dane przez sume kwadra-

tow bledow, t. j.: = 77[35-]4' Poniewa

s — & — x, przeto s jest niewiadome; a zatem chodzié¢ bedzie
o to, aby wyrazi¢ w przez znane bledy o — @ — a. Obliczymy
wiege blad éredni jednego spostrzezenia z bledow o — a; — @,
gdzic @ oznacza srednig arytmetyczng z spostrzezen a,, @,, . . , an
Wiadomo, ze:

s=a—X—a—ata—x=g+ M,
gdzie A7, oznacza blad éredni $redniej arytmetycznej. Potegujac
przez 2, otrzymamy : i

e —at 4+ Mo+ MY

1

a sumujae, bedziemy mieli:
[*] =[] + M, [] + oM,
Poniewaz :
fal =(a, ~a)*+(a; —8) 4. . .% (m— 8 —0,
przeto :
[+7] = [+*] + oM,

Zastepujac A, przez blad sSredni A7, to uwzgledniajac
wzory (VI) i (IX), otrzymamy :

11;1,2 = [z'z] Si5 ;1.2,
(n — 1) p? = [,

wiec :
czyli ostatecznie :
R Vacu)
n = + ALz
. 2 o (XVI)

jako wyrazenie s$redniego bledu jednego spostrzezenia przez
bl?}d & = R T,
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25. Wezmy pod uwage v szeregow spostrzezen jednakowej
dokladnosci. Niech
a' bedzie $redniay arylmetyczna z #»" spostrzezen ,

" ”n
a » ” » ” 7 »

PR

a » » ” n N »

Wyznaczmy najprawdopodobniejsza wartos¢ szukanej ilosci
x, jakotez éredni blad jednego spostrzezenia, blad znalezionej
wartosci i waznos$é tej wartosci.

a) Przypuszczamy, Ze te v szeregdw spostrzezen tworzg
jeden jedyny szereg spostrzezen z

n = o 4 gt gt RN

zarowno dokladnych spostrzezen, a wtedy najprawdopodobniejsza
wartos¢ niewiadomej bedzie $rednig arytmetyczna z tych =z
wartosci.

Jezeli :
A, hdat LV SRR R
”
dy f gt AT
() O ()

2 R SR R (,)
. . . ol
sa ilosciami spostrzeganemi, to

a’ ﬁ;; = (3.,' £ 8, He G e R u"")7
R
B e 0
ey MR e PRV | ()]s

przeto najprawdopodobniejsza  wartosé ilosei niewiadomej x
bedzie :

a = 71117 al,+a‘z’+ (LR +an"+ul"+au"'+' A HOR +an“"+ .
\ v \\
S a,(’) 5l ag() s S T a("(") ’

czyli:
niadt - nidadil - n(_")a(")
NN G n(")

. ARV
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Polézmy waznosé jednego spostrzezenia — p,, to dla wa-
znosci poszezegdlnych srednich arytmetyeznyeh otrzymamy wy-
razenia :

(L )
P = Dy,

plI — n"po !
oSN
skutkiem czego wzor (XVII) przyjmie nastepujaca postaé:
AlpAEI T alip/ Gl N :1(") ™) B
i Nermprares i g i o sy i) Cha (XVII)
NS DR e )

Rownanie to podaje nam zatem sposob szukania najprawdo-
podobniejszej wartodei niewiadomej ilosci ze spostrzezen o roznej
dokladnosci, gdy znamy waznosci tych spostrzezen.

b) Niech p. bedzie bledem $rednim jednego spostrzezenia,
ktory pozostaje niezmiennym dla wszystkich szeregdw spostrze-
zen, gdyz poszczegélne spostrzezenia maja by¢ zarowno dokladne,
jgkotez snieche M4 Mis o M) beda bledami $rednimi
srednich arytmetycznych poszezegdlnych szeregow, A zas bledem
$rednim gredniej arytmetycznej @ z calych szeregéw spostrzezen ;
natenczas podlug (IX) bedzie :

w=0Vu = Yor=. . =M YO =u}n, a5

a wiec:

R
_‘/n rd
azyli:
i -‘/Pu
e XVIII
Virl ( )
c¢) Chodzi jeszeze o wyznaczenie . z bledow :
gl —ual —ua
a’! f— a” e a’
Ry R
gdzie’ tylko. o, a’, . . ., a ia sa wiadome. W tym celu

piszemy :
M, =a — x,
a wiec takze:

M — al —"a - A — x =gl =L M
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przeto:
M=ot + M+ M

n’M,’2 =n2" + n’M,Q gz OMinia’
Zastapiwszy M," i M, przez bledy srednie 7' i M, to
pomnac, ze: .
n'M” = b,
otrzymamy :
pd = nig!* = n'ME - ONnfal,
i3 == niaid - mEM AR Mintlal,
e = n(")z(v)‘ S n(")MQ it QMn(‘/)z(v)-
Dodawszy te v réwnan, bedziemy mieli:
P = ;0% + M?* Xn® + 2M 2nigd),
a ze podlug wzoru (XVII) jest:

aXn® == Yn0ad),

przeto :
SnMa® — a Zn® = 0,
czyli:
Znd@® — a) = 0,
a kladac:
2n® = n,
bedzie :

wp? = [nDaWa®] + M%n,
a podlug réownania (15):
‘/;1."' e [n(i)z“)y.(i)] gl ;L2,
z czego wynika , Ze:
2B [naz]
]
jako wzor na obliczenie bledu $redniego jednego spostrzezenia.

d) Zastapiwszy liczby 20 przez waznosci, przyczem p, jest
waznoscig jednego spostrzezenia, otrzymamy :

%

gy 17‘[‘():1—]13 (XIX)
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jako s$redni blad jednego spostrzezenia o waznosci p,, gdy spo-
strzezenias o' "waznosciach 27, i . . /)(") daly ilosci a7,

g ol

26. Uwaga. Suma kwadratéow bledow ma najmniejsza
warto$é dla sredniej arytmetyczne;j.

Jest bowiem :
[] = (@ — X)* + (@, — X + . . . + (= X,
przeto dla x, dla ktdrego [=*] jest najmniejszos$cia, musi byé:

dg;]_—Qf( R (Al e R N b (0 e =)

Un A D by ASHE
1
X=Tl(al+ag+...+an=a

jest owa wartoscia, dla klorej [:*] staje sie najmniejszoscia, gdyz
arer] _
dx* L

Srednia zatem arylmetyczna sprowadza sume kwadratow
bledow do najmniejszosci, co tez dalo powdd, ze rachunek wy-
rownania, wychodzacy ze sredniej arytmetycznej, zowie si¢ me-
todanajmniejszych kwadratodw.

27. Zagadnienia. 1. Wymierzono kat = 12 razy i zna-
leziono nastepujace wartosci :

1) 24° 17’ 36:2” 5) 24° 17’ 36:1” 9) 24° 17 382"

32:8”  6) 39:2” 10) 369"
3) 37-8" 7) 41-9” 11) 358"
42:9"  8) 331" 19) 34-6”

Wyznaczyc’ najprawdopodobniejsza wartosé tego kata, blad éredni
jednego spostrzezenia i blad $redni, jako tez oczekiwany sradniej
arytmetycznej.

Rozwigzanie. a) W celu wyznaczenia najprawdopo-
dobniejszej wartosci kata szukamy poprostu sredniej arytmety-
cznej z 12 spostrzezen. A wiee

36:24-32-84-37-8442-24-36'14-39-2441'94-33'14-382+ 36:9+358+ 346
19
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Zatem najprawdopodobniejsza warto$¢ kata jest @ —
DL 7 3076
b) Tworzymy nastepujaca tabelka :

Lp () [ 41 1].9
il 24° 17° 36-2” = Ly 07569
2. 32-8” = A9 18-2329 \
3. 37:8” g Dai 05329 '
4. 49-9” = 53 263169
5. 2681 = (0 09409
6. 392 s 918 45369
7k 4i=9E + 483 23-3289
8. 33-1” —— 4 SHl 157609
o) 38:2* St IS 1-2769
10. 369" = Al 0:0289
it 35'8” = 197 1-6129
12. 346" = 24T 6-1009
+ 13:95 994268
— 1B

W kolumnie pod a«; znajduja sie bledy a; = a; — a, w ko-
lumnie zas pod %® mamy kwadraty tychze bledow. Ostatni wiersz
poziomy podaje sumy z tych kolumn.

Ze kolumna ,x* nie daje na sume zera, tylko:

[a] = + 1896 — 1399 = — 0:04,
przyczyna tego jest niewymierne dzielenie, ktére dalo srednig
arytmetyczna.

¢) Podlug (XVI) znajdziemy s¢redni blad jednego spo-
strzezenia.

Albowiem : 2 .
[0 i
p=z /L. ] /08
b=t 301"
d) Podlug (IX) znajdziemy blad $redniej arytmetycznej :
P 301 4
e e e i ()87
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e) Przeto podlug (XIV) blad oczekiwany R $redniej aryt-
metyeznej bedzie :

R — M.0674 — + 087 . 0674
~ + 058",

Mamy zatem nastepujacy wynik: Najprawdopodobniejsza
wartos¢ szukanego kata jest 24° 17" 37-07” a prawdziwa wartosé
kata lezy bezsprzecznie miedzy 24° 17° 37:07” + 058" a 24° 17
SO =1 01581

Blad éredni jednego spostrzezenia jest: y = = 301" a blad
$redni $redniej arytmetycznej: M — + 0-87".

2. W r. 1798 oglosil Cavendish wynik z 29 doswiadezen,
z ktorych oznaczyl gestosé ziemi, a mianowicie przyjawszy
gestos¢ wody 1, otrzymal nastepujacych 29 wypadkow :

550 526 558 562 579 542 546
561 555 565 5199 510 547 530
588 536 557 544 527 563 575
507 529 553 534 539 534 568

5'85.
Wyznaczyé najprawdopodobniejsza wartosé gestodei ziemi,
blad sredni i oczekiwany jednego spostrzezenia, blad $redniej
arytmetycznej i miare dokladnosci.

Rozwiagzanie.
[ai]] = 15901, [a] = + 247 — 240 = + 007,
[a*] = 1-1967

a 159-01 =
a) d = [n] — gy -~ = 48
T 119417
Wil . + ’1[1%]1‘ —_ l/l 1;;‘”, — + 0:2067.
; 9067
g - _ 92067 _ 50,
Vn Vs

d) p = 06744y = 0°1397.
e) R = 0:6744M = 0-0259.

ge -t -3
Y2
1

9 H=yp— = 1842
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h) Do skontrolowania rzetelnosci rachunku uzy¢ mozna wzoru:
Ial g vk = gl
n 18-4.22

—= —— o — _—— 6) ¥
BT e e 00

jak byé powinno.
Z powyzszego rachunku wynika, Ze prawdziwa wartos¢é
gestosdcei ziemi lezy miedzy :

548 + 0:0269 i 548 — 0:0259.

U waga. Uporzadkowawszy bledy « co do ich wielkosei ,

otrzymamy nastepujacy szereg :
— dt, — 038, — P88 — 03], ~— (19, — 019 — i
— (ORI L = O =0 ) = 0 iy = (U0 o (4 e = (AN S (TR
+ 0:05, + 007, + 008, + 010, + 013, + &4, + 015, 1 017,
=090, 88 0T 031 TSRS S B O A0

Grubszem pismem oznaczone bledy stoja w posrodku od-
jemnych, wzglednie dodatnich bledéow. Zatem stosownie do
ustepu 15. (str. 17) blad oczekiwany musi wynosié¢ 014, co tez
zgadza sie zupelnie z wynikiem droga rachunkowa powyiej uzy-
skanym: o = 0°1397. Tym sposobem droga mechaniczng mozna
wyznaczy¢ blad oczekiwany wielkiego szeregu spostrzezen.

3. Odmierzono kilka razy kat teodolitem 77 i okazalsie jako
blad sredniej arytmetyeznej 47 = 127. Drugi teodolit 7] dla je-
dnakowo wie]kiej liczby pomiarow daje blad sredniej arytmety-
cznej M; = 6”. Jakie waZnosci przypiszemy pomiarom jednym
i dlugnn teodolitem w celu poréwnania ich?

Rozwiazanie. Podlug (XIII) mamy proporeye :
p:p,=M : M
gdzie p jest waznoscia dla spostrzezenia teodolitem 7, a p,
waznoscia dla 77. Przeto bedzie :
IR Joh ot (5 3l
DER =Rt
Kladac p = 1, otrzymamy p, = 4, co oznacza, ze kazde

spostrzezenie teodolitem 77 wykonywane jest 4 razy dokladniej-
sze, niz jedno spostrzezenie teodolitem 7 zrobione.

W ten sposob nalezy wyznaczy¢ waznosei, ktore odpowia-
daja réznym przyrzadom, jezeli mamy porownywaé ze soba
wyniki, zapomoca nich otrzymane.

http://rcin.org.pl



Rl | G

4. Mierzono kat teodolitem repetycyjnym i otrzymano na-
stepujacych 14 wartosei: 69° 31" i sekundy: 1) 4500, 2) 31-25,
3) 45-00, 4) 42:50, 5) 37-50, 6) 38-33, 7) 2750, 8) 43-:33, 9) 4063,
10) 36:25, 11) 42-50, 12) 39-17, 13) 45-00, 14) 40-83. — Wartosci
te olrzymano jako wyniki powtarzan w liczbie: 1) 5, 2) 4, 3) 3,
ABEEa6)-3 1) 3, 8) 3, 9) 4, 10) 2, 11) 3, 12) 3, 13) 2, 14) 3.

Wyznaczyé najprawdopodobniejsza wartosé kata, blad sre-
dni i oczekiwany jednego spostrzezenia, jakotez sredniej arytme-
tyeznej i odpowiednie miary dokladnosci.

Rozwiazanie. Wyniki pomiar6w sa réznie dokladne,
i to tem dokladniejsze, im czeéciej je powtdrzono. Liczby po-
wtarzan przyjmujemy jako wprost réwne waznosciom i ustawiamy
nastepujaca tabele, gdzie p, oznacza waZznosci, @, sekundy, 2,
iloczyny z dwu pierwszych kolumn. Z sumy wszystkich p,a, otrzy-
mujemy srednia warto$¢ @ podlug wzoru (XVII). Kolumna o,
zawiera bledy -, = @, — a, nastepujaca iloczyny 2,»,; potem
ida wartosei «* i wreszcie iloczyny p,2,%, potrzebne do obliczenia
bledu éredniego. Kolumne . a, obliczono tylko dla préby, gdyz
[#«] = 0O, albo prawie = 0.

]‘L- p. P o T D L | s Pi%; | %* Pz
1| 5| 4500 | 22500 |+ 522| +2610| 27248 | 136-24
2. | 4| 3125 | 12500 | — 853 | —3412 | 72761 | 29104
3.| 3| 4500 | 13500 |+ 522 | +15:66 | 27248 | 8174
4| 5| 4250 | 21250 [+ 272|+1360| 7398 | 36:99
5| 3| 3730 | 112:50 | — 298| — 6:84| 5198 | 1559
6.| 3| 3833 | 11500 |— 145 |— 4:35| 2103| 631
7| 3| 2750 | 82:50 | —12:28 | —36:8% 150798 | 452:39
8. | 3| 4333 | 13000 |+ 3:55|+10-65| 12:603 | 37-81
9.| 4| 4063 | 16252 |+ 085|+ 340 0723| 289
10. | 2| 3625 | 7250 |— 353|— 7-06| 12:461 | 2492
11. | 3| 42:50 | 12750 |+ 272 |+ 816| 7:398| 2219
12. | 3| 3917 | 11750 |— 061 | — 1'83| 0:372| 1:12
13. | 2| 4500 | 9000 [+ 522|+1044| 27248 | 5449
14.| 3| 4083 | 12250 [+ 105 |+ 315| 1-103| 331

| 46 | 1183000 | +91-16 | 1167-03

| I R
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a) Podlug (XVII') mamy :
[pa] 1830 . i
a — = - = 39-78",
[p] 46
jako sekundy mierzonego kata.

b) Dla bledu éredniego jednego spostrzezenia podlug (XIX) :

7 e l/ SOETE - v
p=* =1 =V 13 — 9475,
¢) Dla bledu éredniego sredniej arytmetycznej podlug (XVIII):
' +
R T A (BT
Vil V46

d) Dla bledu oczekiwanego szeregu spostrzezen podlug (VIII):
p = 06744 p = 06744. £ 9475 = * 6:390".
e) Dla bledu oczekiwanego sredniej arytmetycznej podiug
(XIV):
R = 06744 M — 06744. £ 1-397 — = 0942".
f) Dla miary dokladnosci bledu s$redniego p. podlug (VII):
1

pl/ s 4701/ = 0:0746.

g) Dla miary dokladnosci sredniej arytmetycznej podlug (VII):

H —Siny— = i — = 05062,
M)/e  1397)/2
Wartoscig najprawdopodobniejsza kata szukanego jest tedy:
e BalERTer O
z bledem $rednim + 1:397” a waznoscia 46, a prawdziwa war-
tos¢ kata lezy miedzy:
692 3188807 SRR 001
i

6928 31308 T8 E=R()i94.08

5. Dumas w celu wyznaczenia ciezaru atomowego wodoru,
przyjawszy ciezar atomowy tlenu == 100, otrzymal na podstawie
19 doswiadezen nastepujace wartosei dla cigzaru atomowego wo-
doru: 12472, 12480, 12480, 12-489, 12-490, 12490, 12:490,
12491, 12-496, 12508, 12-522, 12:533, 12'546, 12547, 12:550,
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12550, 12:551, 12551, 12-562. Jakaz jest najprawdopodobniejsza
wartos¢ ciezaru atomowego wodoru, jakiz jest blad sredni i ocze-
kiwany jednego spostrzezenia, jakotez g$redniej arytmetycznej
i jakie sa miary dokladnosci jednego spostrzezenia i sredniej
arytmetycznej. Odp. a = 12515, u = * 031, p = * 070209,
N =R OF007 1 B = == 0:0048, h" —"929:8 " H'— 99:6.

6. Wymierzono kat trzema réznymi teodolitami T, z bledem
srednim p, = 67, T, z bledem S$rednimn'p, = 10” i T; z bledem
srednim p,; — 14" i otrzymano odpowiednio wartosei o, — 25° 16
1769, o — 25° 16" 13:32" iy 25° 16’ 10-23”. Obliczyé¢ naj-
prawdopodobniejsza wartos¢ kata i blad oczekiwany sredniej
anyimetycznej- " Odp af — 252161 1§:96 FFRE— =115

7. Mierzono kat o przyblizonej wartosci 12° 15” 36" trzema
roznymi teodolitami i otrzymano w 5 pomiarach teodolitem T,
saiesog T o0 A BT e GBI e AT e O e SRR
Wi/ pomiarach teodolitem’ Tor: 12051657 189:8°2 0 — 36:7= & — 3ROt
a3 EGR e 36 31 36:98 S wa bepemmiaracht teodoliteim
RS IOSRIDE 3D 60 s = 3800 =030 -3 SRl 05 SR RS R i
Obliczy¢ najprawdopodobniejsza wartosé¢ kata, jezeli poszezegolnym
teodolitom odpowiadaja dokludnosci, wyrazone waznosciami p; — 3,
P: — 2, p; = L. Jaki jest blad oczekiwany $redniej arytmetycznej?
WdpSal =190 b5 3mA R = 20688

8. W latach 1845 —46 wyznaczono wysokos¢é biegunowa
obserwatoryum astronomicznego w Moskwie na podstawie wie-
lokrotnych spostrzezen i otrzymano nastepujace wypadki:

1) 55° 45" 2029 z bledem srednim M, = 0368,

9) 19-39” g , M, = 0400,
3) 20-61" , . M, = 0295,
4) 90-27" . . M, = 0341,
5) 19-81” g , M, = 0279,
6) 1961” : . M, = 0390,
7) 19-22” : ., M, = 0383,
8) 1908” : . M, — 0965,
9) 19-71" : o ]

Jaka jest najprawdopodobniejsza wysokosé biegunowa tegoz
obserwatoryum i jaki jest blad oczekiwany tegoz obliczenia?
OHERT— 650 15 H9:763 RE— == (0:126%,

Wyréwnanie spostrzezen posrednich jednej iloSci.

28. Ilosci x nie mozemy bezposrednio spostrzegaé, tylko
ilosei xy, x5, . . . ., x,. Wiadomo tedy, Ze

BB T RS s AU SR TR, Y
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gdzie stale ¢, ¢;y . . . ., ¢ sa ilosciami wiadomemi. Otoz
cheemy obliczy¢é wartos¢ najprawdopodobniejszg ilosci x i od-
powi adance jej bledy, znajac bledy sredniej arytmetycznej 47,
Tt B ., My, popelnione przy spostrzeganiu ilosci x, x,.
RS xk, przyczem a,, @, . . . ., @ o0znaczaja wartosci
naJpra\vdopodobmerze TinSCIEG MR B Sy
Wartosé najprawdopodobniejsza ilosci szukanej x znajdziemy
oczywiscie, skoro za x;, %,,. . . ., xx podstawimy warloSci
najprawdopodobniejsze tychze ilosci.
Oznaczywszy tedy przez e warto$¢ najprawdopodobniejsza
ilosei «, to, skoro:
- £ S g B AR T i - A
mie¢ bedziemy :
M ael bl e L R (XX)

jako wzoér podajacy wartosé najprawdopodobniejsza ilosei «.

Oznaczywszy biad, odpowiadajacy tej wartosci a, przez M, ,
tak ze: M, — @ — x, to przez odjecie powyZszych obu réwnan,
skoro zwazymy, Ze ledy tak dodatnio, jak odjemnie wxiqé
mozna, olrzymamy :

=g MR TR I R L T (1
gdzie :
NI; =y — Xy
Potegujac (1) przez 2, mie¢ bedziemy :
B Sc'™M® 1+ 2% T ec MM,
i ik ;

Poniewaz w dlllﬂ'l(‘_] sumie \\ystqum dodatnie i odjemne
wyrazy, to w porownaniu do pierwszej sumy jest ona bardzo
mala ; dlatego tez mozemy ja w obliczeniu $redniego bledu 47,
opuscic, tak ze ostatecznie otrzymamy wzor :

V ez (XXI)

dostarczajacy nam sposobu obliczenia bledu $redniego S$redniej
wartosei ilosci .

Podstawiajac w wzorze (XXI) za A7 bledy oczekiwane &; |
to skoro R, jest bledem oczekiwanym ilosci @, mie¢ bedziemy :

+ )/ [eR). (XXII)

Waznoscei, odpowiadajace poszezegolnym spostrzeganym

ilosciomB N Rz . ko O omaczn.y DEZEZI I/

S L Ty o AT e wtedy, skoro p, — 1, otrzymamy podlug
(XVIII) nastepujace wazne. réwnania :

1 1 1
e — SR 9
P‘*Ml?’P“’*Mf" S M2 9
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Poniewaz
1
P;.’ e 1\12 y
to podlug (XXI) by¢ musi:
1
’ 2 L2112
il M [el3lt],

a skoro w sumie po prawej stronie znaku réwnania zastapimy
M; przez waznosei, otrzymamy :

1 g* “
- = |#] (XXIII).
a A
29. Zalézmy, ze ilos¢ x, ktora mamy spostrzegaé, jest pewna
ziiang funkeya Silosciiy, |, ¥, L L o, ay, kiore Wi rzeczywi-

stosci spostrzegamy, jakotez zuldozmy, zesmy wyznaczyli a, , a,,
., ax jako najprawdopodobniejsze wartosei ilosei x, , «, ,
T S ivichibledyssreduiel A7, A0 S G s ALy,
wyznaczy¢ najprawdopodobniejsza  wartosé ilosei x 1 odpo-
wiadajace jej bledy.
Zatem, skoro
35 = b sy e L )
to najprawdopodobniejsza wartoscig niewiadomej ilosci x bedzie
ta, ktora nam daje podstawienie najprawdopodobniejszych war-
toSeiNilaS el EEEAURIR sy Sl eCHo ITaym amys: it
I (o a e N S o) (XXIV)
jako najprawdopodobniejsza wartosé ilosci .
Przez odjecie otrzymamy :
i B e L ER S 1 Rt ¢ e AR e T
stad :

3f > 3f
e d =R A X =00 e o A A )8
a e B, (ol x) X, (a5 4 ((ap == X
czyli :
iM,«,.ff/.Mlif Moa e s °/.Mk,
8x, 2Xg 5 3Xk

a z porownania z réwnaniem (1) wyplywa wzér nastepujacy :

M— * l/[( a{ | (XXV)

a dla waznosci:

arl o

Yol Y

(XXVI)

3*
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Znajac zatem blad $redni A7 i waznos¢ /2, mozna przy
pomocy wzorow, powyzej wyprowadzonych, wyznaczyé wszystkie
inne ilosci.

30. Zagadnienia. 1. Zapomocg laty mierniczej o dlugosci
/ wymierzono przestrzen, ktérej dlugosé¢ okazala sie rowna A-razy
dlugoscei laty. Przy kazdorazowem pokladaniu laty oszacowano
blad — p. Jaki jest blad éredni wyniku i jaki blad oczekiwany?

Rozwi azanie. Niech x oznacza nieznana dlugosé prze-
strzeni ; tody JCSt:

v bl b ap 1B O B s e

zatem z pordwnania z (XXI) jest:

Cp =Gy —=Cy — .. =i — 1
wiec na wartos¢ najprawdopodobniejsza ilosci x otrzymamy :
a — kil
z bledem srednim :
M — 1)41/](_
i waznoscig :
P=—,
gdzie p oznacza waznos¢ pojedynczego pomiaru, wiec :
1
p e Mz B |

Podlug wzoru (X1V) otrzymamy dla bledu oczekiwanego :
R — 06744897M.

M = uvk . l/ ill

widzimy, Ze blad wyniku bedzie tem wung/y, im dluzsza jest
puestuen, ktorag wymierzamy, i im mniejsza jest lata miernicza,
do pomiaru uzyta.

o Gexlinﬂ uzywal przy pomiarze podstawy pod sie¢ geo-
dezyjna 5 lat l‘l, Ty, T, Ty, T; o dlugosci 1 toazy, 1 Ialy e
0 dlugosu 3’, wreszcie 1 Iaty Uiy 0 dlurrosc1 I Ro doldadnem
kilkakrotnem pordwnaniu z latq nmmalnq okazaly sig nastepu-
jace dlugosci :

T, — 1t + 0:0156” z bledem srednim : M, 0:0008”

T, Bt 0:03028 0 = M, = 00006

7 wzoru :

»
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Ty — 1t + 0:0075” z bledem $rednim M; — 0:0010”

T, — 1* + 00030" , LM, — 0:0006”
0000, . M, — 00023"
t, —8 —00%5" , ,  M/— 00003"
ty — 2 + 0002” , . M, — 00002".

Podstawe te wymierzano w ten sposob, ze kladziono na-
samprzod wszystkie laty sazniowe, jedne po drugiej, a nastepnie
po lacie 7} nastgpowala lata 77 it.d. Przyblizona dlugos¢ wy-
nosila 12¢5°, tak ze wkoncu polozono jeszeze late 7 i 4,. Jaka
jest najprawdopodobniejsza dlugos¢ podstawy, jaki jest blad
sredni i oczekiwany pomiaru, jezeli wskutek pokladania lat mier-
niczych pojawiajacy sie blad oszacowano na 0°01” a blad przy
koncu podstawy wystepujacy na 0157 ?

Rozwiazanie. Ze sposobu, w jaki kladziono laty po
sobie podczas pomiaru podstawy, wynika, ze dlugosé :

s Al e b R bl e D 0 o DU e e e
Wstawiwszy za 77, 7, . . . . powyZej podane wartosci,
otrzymamy :
at=—#9 5E 011644
jako najprawdopodobniejsza wartos¢ dlugosci podstawy.
Podlug (XXI) blad $redni wyniku bylby

l/9iVI‘+9M‘+4M‘+4M?-‘ 4M, 2 -r—M"+M’2

A uwzgledmamc jeszeze 13 razy objawi a]acy sie¢ blad
o wielkosci 001" podezas kladu lat i blad 0°15” przy koncu
podstawy, bedziemy mieli ostatecznie :

M — ]/f)M1 fOM,? 4 M2 - AM,? AM,E 4 M, 2 My - 13(0°01) + (015)2
a po podstawieniu wartosci powyzej podanych, otrzymamy :
M — 0-1543".
Blad oczekiwany wynosi zatem :

R — 0:6744897M 0°6744897 . 0°1543
R 0-1041.

Prawdziwa wiege dlugosé podstawy lezy miedzy:
19¢ 5° 0-1464” — 0°1041” 12t 5° 0-0423"
i 12¢ 5" 0-1464” + 010417 12t 5° 0:2505”.
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3. Z trojkata ABC wymierzono bok & 106 m., przyczem
blad s$redni A7, 0°06 m. Nastepnie wymierzono katy ? 990
39’ z bledem srednim 47, 1 ik 120° 7" z bledem s$rednim
M; = 2. Obliczyé dlugos¢ boku ¢ i bledy mu odpowiadajace.

Rozwiazanie. Na bok ¢ mamy wyraZenie :

bsiny

e (1)

zatem po podstawieniu wartosci otrzymamy :
¢ = 23334 m.

Aby znalezé blad sredni tej ilosci, rézniczkujmy rownanie (1):

siny’ COSxiL il vls SInEECOS Y i
de=——,-db+b——5 dy .sinl’"—b —— y. d@’sinl’,
ng sing sin*3

gdzie katy wyrazono w minutach, rowniez &3 i dy', gdyz bledy
M, i M, , ktére oznaczaja przyrosty &8’ i 4y’, podano takze
w minutach.

Ze wzgledu na wzor (XXI) mamy:

siny’
db = M, — 006, ¢ = — 1,
sing
25 : siny’ cosp’ S
dg = My — 1', ¢ ——b.——>" _sinl’,
e & S1n2d
) k GOSH L
dae MR Cy oy — sinl’,
' ' sing

skad zatem wyznaczymy ¢, ?, ¢,?, ¢;2 Przeprowadziwszy tedy
rachunek, otrzymamy :

o B — BT
cp s 00B0
Gl 0:00098%
Przeto podlug (XXI) mie¢ bedziemy :
MBSt M chEMR S et N e
= 30574 . (0°06)* + 0:00897(1)* + 0°00698(2)*
=10i02390:,
cryli:
M = 01546
a blad oczekiwany :
R = 06744. M = 06744 . 0'1546.
R = 0-1043.
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Prawdziwa tedy dlugos¢ boku ¢ lezy miedzy 233-24 m.
a 23344 m.

Dla miary dokladnosei boku ¢ otrzymujemy :
e e b
MVv2

Dla kata » znajdziemy :

a= 180" — (B + ) = 30" 14,
a dla bledu sredniego podlug (XXI), skoro ¢, = ¢ = — 1,
mie¢ bedziemy :

NN M= () N (DR ==,
wiec :
- Vs = 2236,
a blad oczekiwany bedzie :
P’ = 06744 . 2:236 = 1-508’.

Dla miary dokladnosci zas :

1
H =—— = 0316.
Vo - Vs
Przyjawszy waznos$é jednego spostrzezenia = 1, to na
waznosé obliczonego kata mieé¢ bedziemy :
Sl 1 5
A O ORGS0
czyli :
P'=—
et

gdyz waznosei katéow 3 i v podlug (XII) sa odpowiednio 1 i 4.

A. 7 danego stanowiska obserwujemy zapomoca lunety dwa
sygnaly i oznaczamy kat, pod kiérym je widzimy. Jezeli blad
sredni w ustawieniu Innety na sygnal wynosi 0698" a Sredni
blad odezytania na kole 257, jak wielki blad sredni mamy
w wyniku rachunku?

Rozwiazanie. Blad spostrzegania w jednym kierunku
sklada si¢ tutaj z bledu ustawienia lunety i odezytania podzialki;

bedzie on zatem : <
P P RERT T f‘!f‘l
M, == Ve e = E Y08y + @ 5% S e
ol LB (\\ ~
= = /67372 ’ ‘M__« o
~ * 2:5936. AT oy
g\ - **
b\* \*:""'
g ;‘G\\'
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Blad tedy dla kata sklada sie z bledu spostrzezen dwdch
kierunkow, a \ViQC'

—x M2+ M2 — & M, V2
=3 6T070 ¢

5. Latg o dlugos’ci 2:052 m. wymierzono pewna przestrzen,
przykladajac ja 13 razy. Przy kazdorazowym kladzie laty osza-
cowano blad na 05 em. Jaki jest sredni blad wyniku i blad
oczekiwany ? — Odp.: M = £ 1-802, R = + 1-214.

6. Teodolitem 7, wymierzono kat 15 razy i znaleziono
wartoscits 668 878 e lul 516 HH ==L TREERA0L6: e 9 31 s RO 008
e 21631 IS R 67780 e 1S S e MR 1 60 O i 6 il s
— 192, — 19:8, a teodolitem 7; 10 razy i otrzymano : 65° 90'4-’,
2o 6131 OB IS Bl e S O S i 5
— 20'9°, — 19-8. W jakim stosunku pozostaja miary dokladnosci,

ktore tym przyrzadom pr7ypisaé mozna == SO dpi:iz g —
Vg ¢ 1/59 =27:24=9:8.

. Dwa katy 41 B 1r0Jl\qm ABC wymierzono i to kat A
5 ra7y teodolitem 7, , a kat A 7 razy teodohtem 7, i znale-

ziono dla A4: 320 156", — 197, — 218, — 173, — 18:¢", a dla
kata$isi: O3 065 s A9 308 = A6 RO = A T Bl O
— 46°7". Obliczy¢ najprawdopodobniejsza wartosé trzeciego kata €
i blad oczekiwany tejze wartosci. —— Odp.: C == 23" 549,
= 31207

Wyrownanie spostrzezen posrednich.

31. Spostrzezenie, w ktérem obserwujemy nie ilo$¢ nie-
wiadoma, o ktérej wyznaczenie nam chodzi, tylko pewna znang
funkeye tej niewiadomej, nazwalisSmy posredniem. Wiedzac
np., ze y = f{#x) i znajac rodzaj tej funkeyi, to skoro spostrze-
galismy ilos¢ v, mozemy wogdle wyznaczyé wartosei na .
Dopoki mamy tylko jedno spostrzezenie na y, nie ma mowy
o wyrownaniu. Gdyby$my jednak obserwowali ¥ np. 5 razy,
to z powodu bledow spostrzezen otrzymalibyémy 5 roznych
wartosei na y, a wtedy zadaniem rachunku wyréwnania jest
wyznaczenie wartosci na a takiej, ktéra najlepiej odpowiada tym
5 wartosciom spostrzezen.

Rozumie sie samo przez sie, ze skoro obserwowalismy

kilka funkeyj 9y, %s - . . ., 9 kilku niewiadomych x,, =,
., Zr, 8 temi funl\(,yaml Sai
Yo = i b0 Xgo 0 - - i B,

)’2 =/2 (Xyy Xgy 0« oy Xk )y

Yn=/n(xlv Xoy o o -1xk)1
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to sposéb postepowania jest analogiczny. Pamietaé atoli nalezy, ze
jezeli mamy x wyznaczy¢, musi byé £ < »n, bo gdyby £ > =,
to zadanie byloby nieokreslone.

32. Spostrzezenia posrednie wyréwnywamy podlug tych
samych zasad. co bezposrednie, a mianowicie na zasadzie twier-
dzenia, Ze $rednia arytmetyezna z kilku spostrzezen jest wartoscia
najprawdopodobniejsza ilosci szukanej x, albo Ze suma kwa-
dratéow bleddow jest najmniejszos$cia.

33. W dalszem badaniu naszem rozréznimy a) wyréwnanie
spostrzezen posrednich bez rownan warunkowych miedzy szu-
kanemi ilosciami zachodzacych, czyli krécej wyrownanie
spostrzezen posrednich, b) wyrdwnanie spostrzezen
posrednich z rownaniami warunkowemi zachodzgcemi miedzy
ilo$ciami spostrzeganemi, ezyli wyréwnanie spostrzezen
ilos$ci zawarowanych i ¢) wyréownanie spostrzezen po-
érednich z réwnaniami warunkowemi zachodzacemi miedzy ilo-
geiami szukanemi eczyli wyrownanie spostrzezen po-
srednich ilosci zawarowanych.

W kazdym z tych przypadkow rozroznimy spostrzezenia
o jednakowej i niejednakowej dokladnosci.

A. Wyrownanie spostrzezen posrednich
(bez rownan warunkowych).

1. Wszystkie spostrzezenia jednakowej
dokladnoéeci.

a. Normalne réwnania Gauss’a.

34. Pomiedzy /% niewiadomemi ilosciami x, y,2,. . . ., v
istnieje 7 réwnan:
ApTsEa Ve SiE Gl 70 -tme e Seladlasv= T
rpdap e AR e L l
giexaet il ve e Chz i e e T (1)
A IRV e GRS |
gdzie Ly, Ly, Ly, . . ., Ly sa ilosci spostrzegane, a,6,¢,. . , &
illogei wiadome. Chodzi zatem o wyznaczenie réwnan, ktoreby
daly najlepsze wartosci na «, 9, z,. . , 7, spelniajace powyZzszy
uklad réwnan, gdy na miejsce L, Ly, Ly, . . ., L, wstawimy
przez spostrzezenie znalezione wartosei 4, %, 4, . . ., & .
Gdybysmy znali dokladnie Z,,/ Ly, Ly, .« oo ., Ly . toy po-
niewaz te 7 roéwnania nie sy sprzeczne, otrzymaliby$my latwo
wartosci na =, 9, z,. . ., v, gdyz potrzebaby bylo wyznaczy¢

je z & ktorychkolwiek 7z rownan. Pozostale za$ (z—*#%) rownania
spelnilyby sie same dla znalezionych wartosci. Gdyby 72 < 4, nie
moglibySmy wyznaczyé £ ilosci a, v, 2,. . ., 0.
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Kladac wigc na miejsce Z,, L,, L,,. . ., L, przez spo-
strzezenie znalezione ilosci ¢, 4,, /,,. . ., Zu, natenczas otrzy-
mamy uklad 7 réwnan:

a, % =talh v e ie izl sy =il
a,x skiboyiei ¢z o= e g &
ETS el e e oA S e ot= Koy o )
aX + by ezt . Hkx '
ktére nie beda juz z soba zgodne, t. j. nie bedzie wogdle takich
wartosei na x, v, z, . . ., 7, ktoreby spelnily wszystkie rownania,

a przyczyna tego sa bledy, w spostrzezeniach popelnione, dajace
sie wyrazi¢ rownaniem:

git ] (3)
gdzie 7 5, 2, 3,. . ., n W tym przypadku, gdyby wszystkie
i = 0, a wiec wszystkie Z; — /4, rownania (2) bylyby niesprzeczne,
a wiec identyczne z ukladem (1).

Poniewaz nie mozna uskuteczni¢, aby wszystkie ¢, = o,
staramy si¢ tedy spelni¢ inny warunek, a mianowicie ten, aby
suma kwadratow bledow byLl m‘]n)meJS/oscu;, aby \wec ka/dy
z bledow stal sie ile moznosci najmniejszym przez majace sie
wyznaczy¢ ilosei x, ¥, 2,. . ., . Mamy zatem ilosci x, ¥, 3,

. ., v wyznaczy¢ w ten sposob, aby

IR e T R PR

bylo najmniejszoscia. W takim razie byé musi:

c[ ] 2[ee] [sa] 3=z
= 0, e Tl o, = =0, . oy = o. (4)
Przedstawiwszy sobie ¢; jako funkeye ilosci .v, v, 2, . . ., 2,

otrzymamy, po podstawieniu w rdéwnanie (3) za Z; wartodci
otrzymanej z rownan (1), nastepujacy uklad rownan:

g = atxaEbahivisElcizision T e kvl
eyl alx byt e izt o T kiR e
S b ap g s B R e b e L = b S 5)
Rt e B S R IR
A Ze:
2[ee] _ 3, 2e 3 Sen
e R e e skl ﬁf——)
X (‘ X LNk i o
jakotez, ze:
Mo o % Gosi o . 3¢, % 8n "
3X T8 X e 150 3X 3 9 ) 3X N

http://rcin.org.pl



mie¢ bedziemy :
3[°\E1 =2 (a + A Foag +. .+ oae)
albo tez:

i3 e ) e i x b vl iz S kv

2 3x
gip g (i dbavas e it e e kv Bl
svase(arx bV T R S kil as i

PR X Y T G R ]“)
czyli :
.- IE\J ~[ad] x + [ab]y + [acl ks oo -+ [ak) v = [al),
gdzie :
{lna]i=iap® rati SsRtan -] S at
pablh s ah, 6 achy o, Slbue SRRl
e R D (6)
flakiliest aiilc e teea T kol AN A ke l
Analogicznie postepujac, dojdziemy do nastepujacych re-
zultatow :

. [ IS R R e e
. & v'[af/;]f =fca]x+ [ehfy t lcelash:. . Flekiy - (el

; ::J —[ka]x + [kb]y + [ke]z+ . . . + [kk]v —KI],

przyczem pamietaé nalezy, Ze:
[ab] = [ba],
[acii=a e[St d
Wskutek réwnan (7) przejda rownania warunkowe (4) dla
najmniejszosci w nastepujace :
[Eih x <= [ab) ye sERfac]iz o it e akd] S Al
[abjx+[bb]y+[bc]z+~....+[bk]v=[bl],l
pelx -+ [be] y +{eekz +. . . .+ [kk] v = [el}, Y (B)

[ak] x + [bk] y + [ck] z +. . . . + [kk] v — [KI],
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ktory to uklad % réwnan wystarcza do wyznaczenia £ ilodei
Xy ¥y Zy. . ., v. Ten to uklad réwnan zowiemy normalnemi
rownaniami Gauss’ a.

35. Cheac okaza¢, Ze uklad rownan (8) dopuszcza tylko
jedno rozwigzanie co do ilosci x, y, z,. . ., 7, nalezaloby
rownania te istotnie rozwiazaé. Al)y uwidocznié naleZyuo sposob
postepowania, kiory przy rozwigzaniu okazuje sie bardzo prak-
tycznym, przyjmiemy, ze mamy tylko cztery niewiadome x, y,
z, £, a wiec nastepujace cztery rownania normalne:

[ae] x4+ [ah] ¥ + [ac] z + [ad] t = [al], l
[ab] x + {bb] 5 + [be] 2.+ [bd] t -~ [bl], ,
[ac] x + [be] y + [ee] z + [ed] t = [el], (=4
[ad] x + [bd] y + [cd] z + [dd] t - [di],

gdzie spolezynniki, na przekatnej lezace tj. [aa], [hé], [cc], [da!]

jako sumy rzeczywisty ch kwadratow, sa zawsze dodatnie 1 rozne
od zera. 7Z pierwszego rownania ukladu (8") wynika :

[aa] ¥~ Taa] * ~ faa] " [aa]’

Podobnie moznaby wyznaczy¢ y z drugiego, z z trzeciego
i ¢ 7 czwartego rownania.

Podstawiwszy wartosé¢ przedstawiona réwnaniem (9) w po-
zostale trzy réwnania ukladu (8'), otrzymamy nastepujacy uklad
réownan :

c]

([bb] %a ajl [ab]) y + ([bc] [[aa] [.1})]) z +

+ ([bd] - -Bﬁ' [ab]) =([m ] = [LJ lJJ [ab] |)
([m g L[lj [ac 1) y + (| ec] — [[“‘ﬂ [ac]) z +

(tear — g tae) )t ~ (10— faaj teet ).
([bd ] [“ J ! ) > y + (1 Ty ld [ad |> z +

5 ,
(I‘d«IJ = [[an [ad J)t - ([dl] = [[dlj] [nd]).
Kladac dla krotkosci pisania :
[bb. 1] = [bb] — - [3’;{1}"“” -,
B i ["‘“[]aa[]‘“?]’ il d,
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otrzymamy :

Ty +lbe, g bd 1k =10, 1],

Sy s bty b fee o ARW Ted. 118~ Jeb o L)y A1)

ERble Bl ¥y &+ led . ¥t s % [4d , 11t =fdl. 1},
jako uklad pierwszych réwnan eliminacyjnych. Uklad ten
ma analogiczne wlasnosei, co uklad (8), a mianowicie spdlezyn-
niki wyrazow na przekatnej lezacych, t.j. [60 . 1], [cc . 1], [dd . 1],
sg dodatnie i rézne od zera.

Albowiem jest:

B (] — b — [ab] [ab] ~ [aa] [bb] — [ab] [ab]

[[aa] [aa]

a ze podlug (6) jest:
=T k=n

faa] — Zp* , [bb] =;\.\.lbk2 ;
1=1 E—=1

przeto:
i=n k=n i=n
[aa] I_}Jb] b _: ..U.Zl)k b Efli2l)iz i ).‘.Zlizbki3
1 i=1 i, k
gdzie ')lk oznacza, ze nale/,y wzia¢ wszelkie kombinacye z 7 i £,
I!
w ktorych 7 jest rézne od 4.
Podobniez poniewaz jest:
== k=n

[ab] = 2Zab; , [ab] = Zapbe
i=1 i k=1

przeto :
i 1) k n i n
[ab] . [ab] = 2. a, axbiby = X a;?h? + X a;acbiby.
1:k = b i, k

Zatem otrLymamy
[aa] . [bb] — [ab] . [ab] ~_ S0 — _\..a,ak]) by

= ¥ (a;2b? — ajacbiby)
i, k

\V ( HE )})kz T Qllﬂkh hl\ Ikzlhz),
i k
gdzie ¥’ oznacza¢ ma, ze odtad przy wyborze z i £ nalezy wy-
biera¢ tylko z < %. Tedy beduzie:
[aa] [bb] — [ab] [ab] = X’ (aibx — axhy)?,
i, k

i,
a wiec:

[an [bb] — [ab] [ab] v (aibe — aghy)®

[aa] e ey
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a ze [aa], jak powyzej widzielismy, jest dodatnie, przeto Viaal
jest rzetelny, wiec:

: e S (_aﬁbk——akbi)z s
[bb . 1] = [bb] A ViaaT (1n

jest suma samych kwadratow, przeto dodatnie. Zerem atoli |46 . 1]
by¢ nie moze, gdyz dla wszystkich z i £ > 7 musialoby si¢
spelnié :

{li]Jk o ﬂkbi = (0
czylt:
bi l)k
bz bt SR
a; Ak

co byé nie moze.
Z pierwszego rownania ukladu (10) mozna zawsze wyzna-
czy¢ ¥ w postaci:

R [bd . 1] [bl J ;
Sl | E i e s

i podstawi¢ te wartos¢ w pozostale dwa réwnania, w skutek
czego mie¢ bedziemy :

: be . 1 b
([cc.1]—[LwT}* [be . 1])2 +([cd Sl = %bb lj ibes IJ)
[bL. 1]
fse ([cl O EE e [be . ])
[be . 1] [bd . 1]
([cd 5§ bl [bb . 1] [bd . 1]) et (| 1 e & Moo T [bd . ]) oo

(03] 1
= ([dl ¢ o [I};b..—ljj [bd . 1»]),

albo tez przyjawszy schemalyczne oznaczenie spolezynnikow, tj.:
[ibcesis]aib cEssti]

Lo R TN e [bb 1 S,
, [bd . 1][be . 1]
Ted . 2] #= fd i 1 ”’"U)'b 71]7 o s ik
otrzymamy :
[cc.°_’7|7.+|'cd.%'|t=-[cl‘QJ (19)
Ot =l IEgo]

[ed. 2]z 4 [dd .
Jako uklad drugich rownan eliminacyjnych,
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Poniewaz podlug (11) spélezynnik [44 . 1] jest suma kwa-
dratow i to samo w zupelnosci przypada dla [¢c . 1], to podo-
bnym rachunkiem, co powyzej, wykaza¢ mozna, ze [cc . 2]i[dd . 2]
sg rowniez sumami kwadratow, wiec zawsze dodatnie i od zera
rozne.

Z pierwszego rownania ukladu (12) otrzyma¢ mozna

Zawsze 2 : (ed.. 9] el . 9]
cd . 2] & "
Z=_¥[cc.9]t+[cc.-7] (%)

a po podstflwieniu w drugie réwnanie ukladu (12) bedzie :

il [CIE:
([d(] SO — [ ' ]] [cd™ G’J) ([dl 2| = } qIJ licd®: I)

albo tez oznaczywszy schematycznie :

2 cd . 2] [ed .2
\ [dd . 3] = [dd . 2] — jedi. 27 [od. 2]

fec., 2] :
vj : \ [el:i2] [ad . 2]
N / 3] = 0 iR e s
\&_._~ jidis=3i| e =Aid1550] [cc . 2]
mie¢ bedziemy :
fdd. 3]t = [dl. 3] (13)

jako rownanie przedstawiajace uklad trzecich réwnan eli-
minacyjnych.
I tutaj [dd . 3] jest suma kwadratow, wiec zawsze dodatnie
i od zera rézne. Z (13) otrzymamy :
~ [d1. ]
[dd 3]
W ten sposéb wskazane jest rozwiazanie rownan normal-
nych. Zapomoca (9”) obliczamy wartosé £ ze spél:y,ynnik()\v
rownan normalnych ; warto$é ¢ podstawiona w (9”) da wartosé
na z, a skoro wartosci # i z podstawimy w (9') mie¢ bedziemy

¥, a wkoncu pOdat"l\Vl\VS?)’}, 2,4, w (9), otrzymamy wartosé na x.

Zatem za rownania nomnlne otrzymujemy nastepujacy
uklad rownan:

A _[ab] . 7[:10]_ 7 |'f1d] [al]
: 7 MR AN ey Ak Ty T

(9'![)

e [hed] [bd.1] g [bL1]
y AT " MR T [hhiy
S cfede) ., [0S 4
A Tecd] [el2]
(O [3i3]
[dd.3]
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ktory jest zupelnie réwnowazny ukladowi réwnan normalnych
i dozwala obliczy¢ bezposrednio wartosci 74, z, y, x, gdy spol-
czynniki réwnan eliminacyjnych sa znane. Uklad tych réwnan
nazwiemy ukladem zredukowanych réwnan nor-
malnych.

36. Z powyzszego przeprowadzenia rachunku widoczny jest
sposob postepowania w tym przypadku, gdy wiecej jest niewia-
domych niz caztery. Wskazana droga doprowadza zawsze do
wyniku w postaci rownan (A).

37. Okazemy w niniejszym ustepie, ze wartosci x, v, z, 7,
wysnuwajace sie z rownan normalnych lub z ukladua im réwno-
waznego, czynia sume kwadratow bledow najmniejszoscia.

Za dowolne x, v, z, Z, polézmy:

[aa] x + [ab] y + [ac] z + [ad] t — [al] = X,
fbb1] v + [bed]l s + [bd1]t — [hll] = ¥,

fccd] & + [cB9) t — [el2] — Z,, (14)
okl — (el == 7h%
Natenczas owe wartosci na x, v, 3, Z, ktore spelnia X' = o,
¥iee 05 &y — 0, 15 ™ o) bgdy puedata\\mlyloz\namnm rownan

noxrmln)ch (8’)
Podlug réwnan (5) mamy:

g an by egb okl
gz~ naxt ok byt + cest + oddi® —~ B
+ 2 (abxy + aexz +'adxt —~alx + beya
+ hiayk = by + tdat = el — dll)x
a przez sumowanie od 7 = 7 do z = »z olrzymamy:
[ez] = [aa]x® + [bb]y® + [cc]z® + [dd]t® — [II] +
+ 2([ab]y + [ac]z + [ad]t — [al])x
+ 2([bc]z + [bd]t — [bl])y
2([cd]t — [el]) z
= VLl
Zebrawszy wyrazy z x? ix iuzupelniwszy je do zupelnego
kwadratu mieé¢ bedziemy :

[s] = “faqq (fankx * [ably + facke + [ad]t — [al] )’ —

~ faag ([bly + [acle + [adlt = [al] ) +
+ Fhbly® + [eple® 4+ {ddi® —{il] @
2 ([bc]z + [bd]t — [bl])y +

= 2(([ledilb s iclliz

~— S{dij
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czyli uwzgledniajac pierwsze réwnanie (14):

X? [ab]* [ac
[eek= Taa] ([bb] . ) ([ - *[“ )22 +

+([dd] s [[ai]]z) ([11]— )+ ([11 [a‘E]EE}‘i’]-)zy

+9([bd] < [b][ad] ) Q([bl] : 11)][11 )y
. ([cd] s [agﬁdlﬁ)tz ~ 2 ([cl] - »[“‘ELE]“I])Z

- ([dl] [a[d 5al] )

[el — [};{;J—=[bb et 2be . 112+ bd . 1]=—{bl T D%
g foe )2+ [dde, DYk LI

+ 8fjed . 1]t~[d . 1]k

= Tellih o8 e

Uzupelniwszy pierwszy wiersz do zupelnego kwadratu,
bedziemy mieli :

X 1
[ss] — Taa] = m ([bb.1] y +[be.1] z + [bd.1] t + [bL.1])% —

czyli

= {bb] ((bed] z + [bd.1] t — [bL1])®

+ [ec.] z® + [dd.1] t* + [IL1] +
9 ([ed.A] t — [cl.1])z
— 9 [il1] t,

czyli uwzgledniajac drugie réwnanie ukladu (14), otrzymamy :

K‘l

i ) ety
el = i [l)l) l] ([ccl] [bb.1] )z 4t dd. 1] —

(bdA\ [bL1JE
= [bb.1] )t'+([”"] e [bb.l})

4
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e (ECd'”— [bcki)]b.[;)](].l] ) £ ([C“] = [bcﬁl)]b.[l?l) )

bd.17] [bl.1
s fjay - B0,

cc2]z® + S{fcd.2]t — [cl.2]iz +
+ [dd.2] t* — 2[dl.2]t + {ii2]

1
= EE?J ([ee.2]z + [cd.2]t — [el.2])® —

1
gl (Hed it el I
+ [dd.2]t* — 2 [dL2]t + fH2],
a wiec w uwzglednieniu trzeciego rownania (14):

,,X“, i1 Ve S Lot [cd Q]" N

€] = Taa] ~ b 1] T [ee2]” - (e~ oar) v +
[el2]

+ (- 50

[c1.2] [cd.2
= ([dl.Q]—~cTc]c. Gj]]) y

— [dd.3] t* — 2 [dL3] t + [1.3].

Uwzgledniwszy ostatnie rownanie grupy (14), bedziemy mieli :
X Y T AL [dL3]*
Bl = an ST S e e = sl — e
[aa] [I6hEts == ice 2] [dd.3] [dd.3]

Polozywszy :

dl.3] [dl 3
sy — - ( 3 dF3] L g,

otrzymamy :
NG Y2 iyt (e

g TR S T TN P

-+ 4] (15)
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llosci [aa], [66 . 1], [cc. 2], [dd . 3] sa wszystkie dodatnie
i od zera rozne. Nadawszy tedy x, v, z, # jakiekolwiek wartosci,
bedzie |[: ] zawsze \VleS/e, anizeli dla wartosci na x, v, z, ¢
ktére czynia réwnoczesnie :

M= ()N = 0N — () s =20k
wiee ktore sa rozwiazaniami réwnan normalnych.
Podstawiwszy w rdownania bledéw (5) za x, vy, z, ¢
wartosci, ktéore wyplywaja z réwnan normalnych, to ilosei
ei moga przejs¢ w a;. Wtedy s sa prawdziwymi bledami,
gdy za$ o bledami, ktére popelniono, gdy zamiast prawdziwych
wartosci za x, 9, z, / podstawiono rozwiazania réwnan normal-
nych. Z rownania (15) wynika zatem, Ze:

[ax] = [l . 4]. (16)

A wiee i [/ . 4] jest sumg kwadratow, co tez z budowy
tej ilosei wyplywa.

Jezeli za§ mamy % niewiadomych ilosei x, v, 2, 4, ..., 9,
to analogicznie do powyzszego przeprowadzenia znajdziemy :

b8 E Vi g Z,* 4 g o Vit ® LK
N hal pb) T s [3aE) TR L]

jakotez, ze

Eei) = 1, Ik

Roéwnania
Xe= 0, Y, =0, 7 =0, T; ks eV ()
zaslepuja rownania normalne i dosturczay; wartosci na x, 9, 2,
4 . .., v, dla ktérych suma kwadratow bledéow jest minimum.
38. Niech L,, Z;, . . . ., L, bedg ilosciami majacemi sie
spostrzegac¢ 1 niech bedzie:
£1=/’1(x,y,z,...,v),‘
ool B e B o X (17)
Ln '/;1 (X, Y» Zye 5 sl V)a l
gdzie /,, /5y - . ., /au sa funkcyami znanemi. Jezeli ze spostrze-
zenia otrzymallsmy wartosci Zl, Vo sk dabde g Bivd

sq bledami pojawiajacymi sie podezas spostlzeZema, to bledy te

wedlug zalozenia musza byé nieznaczne. Podstawiajac tedy za

Vi Lg, c . .y L, wartoscel 4,4, . . ., /4, olrzymamy w jaki-

kolwiekbadZ sposob uklad wartosci na x; 9,2, . . ., 7, ktory

albo czyni zadosy¢ wszystkim 2 rownaniom albo przynajmniej

% z nich. Prawdziwe wiec wartosci x, ¥, 2,. . ., v, kidre
4*
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spelniaja réwnania (17), rozni¢ sie beda nieznacznie od x,, v,,

2,y . . ., 7, tak ze bedziemy mogli podstawié:
X — X . o R R Sl ST AN e D e ]
gdzie & 4, %, . . ., o sg ilosciami malemi.
Podstawiwszy tedy x,, ¥, 2,. . ., 2, W rownania (17)
otrzymamy:
S Y2l e o Y e e T
g (X Ya 21y . - 9 V) =k — (18)
_/n (X19 VR BREDE S Tol s V]) = ]u — A
gdzie A; znikaja dla 2 rownan wzietych do wyznaczenia ilosci
Xy Yoy 3y . - ., ¥y, podczas gdy pozostale A s3 nieskonczenie
male, gdyz x,, ¥, 2, . . ., 7, niewiele sie rdzniag od wartosci
sz, o lakotes takzeRmaloisieiroznia i/ i, i e S/

od L., Lna Sl e ey -Ll
Ze wzgledu na rownania (17) i (18) mie¢ bedziemy :
A F il - X AR el 8 ) P D O L | g

a opuszezajac wyzsze potegi z x — x, B S ) R
otrzymamy :

.~ =) +(f ) . (a_/)n " (E/i )t+----+ (f>(o
g  § y 1 EZ 1 >v 1
gd71e<
.4

GO oM 7 Aty S R D 0 ( SR N0 -y i/ S o R
Przeto znane sa wartosei:

Py A 4 oF 2
(J/l) Sdin (aj{l) Fig bi ) ( ;/Im) STACidyscE B, ( f ) kl )
ox /s gy /, 3¢ /, SN

skutkiem czego otrzymamy nastepujacy uklad réwnan:
L NE = Rar =k b el e e
52+)\2=a,‘§+b,n+c."§+...+k2mI

) oznacza, ze w czastkowych pochodnych funkeyi /

l‘?

(19)
5 ol Bkt B el by o UF B l
7 tym ukladem rdwnan, zupelnie analogicznym do ukladu
rownan bledow, postepujemy co do wyznaczenia wartosci na
2,0, 8, ..., v, ktore [¢ + »)*] czynia najmniejszoscia, zupel-
nie tak samo, co z ukladem réownan bledow.
Znalazlszy takie wartosci bledow, tedy mamy :
Eor il r oW L R e oy R
jako wartosci niewiadomych, ktore wprawdzie nie czynia scisle
zado$¢ réwnaniom (17), gdy za L, , Z,, . . ., L, podstawimy
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ly yloy - ...y by, ale zawsze lepiej je spelniaja niz x,, y,,
:l ! ¥ 7. vl-‘ . . . . P )
Wielkiej wagi jest tutaj, 'aby wartosei na x, ¥, 2,
., 7, obrano tak, aby poprawki &, v, ¢, . . ., » wypadly jak
najmniejsze. Gdyby dla otrzymanych wartosci x, ¥, 2, ..., 7
suma kwadratow bledow byla jeszeze dosé znaczna, nalezy te
Walrtosel 4, .z s iasnodstawieizas wantoscit o iy 2o ST
w czastkowych pochodnych
7Ef1 _a/ll‘ 73/i7 B 8/-' N
DY et ML e R e T T
skutkiem czego otrzymamy nowe spolczynniki:
’ Ry ’
SRl S e

a zapomoca w ten sposob uzyskanego ukladu rownan bledow
znajdziemy nowe poprawki, jakie na wartosciach x, y, 2, . . ., v
uczynic¢ nalezy.

39. Zagadnienia. 1. Z punktu 0 wymierzono w pla-
szezyznie ku cezterem punktom A, B, C, D katy i znaleziono
nastepujace wartosci: AOB —48° 17" 1-4”, AOC 962" 52 N16: 8
AOD = 152°54’ 6:8"”, BOC = 58° 35’ 14-3"”, BOD = 104° 37" 7-8”
iCOD = 56" 1" 48'9”. Wyznaczy¢ najprawdopodobniejsze wartosci
tychze katow.

Rozwigzanie. Poniewaz te cztery kierunki tworza
miedzy soba 6 katow, ktére pomierzono, a trzy z tych katow,
jak AOB, AOC i AOD wyznaczaja juz te kierunki, to mamy w takim
vazie 3 nadliczbowe pomiary a zadaniem naszem jest wyznaczenie
takich wartosci tych 6 katow, dla ktorych suma kwadratow
bledow jest najmniejszoscia, czyli chodzi nam o wyznaczenie
najprawdopodobniejszych wartosei tych katow.

W tym celu polézmy :

AOB — 18° 17" 1" + x,
AOC = 96° 52’ 16” + y, (1)
AOD — 152° 58 6" + 7,

gdzie x, y, z, oznaczaja poprawki, ktore przeprowadzi¢ nalezy
na wartosciach katéw, aby otrzymaé¢ wartosci najprawdopodo-
bniejsze.
Poniewaz podlug pomiaru znaleziono :
AOB 4807 Al
AOC = 95° 52’ 16-8”
AQD = 1520 B4l 6:8

[l

przeto wynika, ze:

x = 04",
y = 08", )
2 = 08",
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Poniewaz BOC = AOC — AOB, przeto podlug (1) mamy:

BOC ~ 4B% 350 18" ¥ —.%
a z pomiaru: BOG = 48" 35" 14-3”
przeto: D= D47 =Yisw X
tj. zwiazek, ktory maja spelni¢ x i y.
Podobniez:

BOD = AOD — AOB, przeto podlug (1):

BODE=S1010837 5 =87 =%,
a z pomiaru: BOD = 104° 37" 78" Ny
wiee: = =N e

jako réwnanie warunkowe, ktéremu z i x maja uczyni¢ zadosc.
Wreszcie :

COD = AOD — AOC,
przeto podlug (1): COD HEL G SIS S =y,
Z pomiaru : Mot ewpo WS L TR
wiec: 0 1" +z—y
jako trzecie réwnanie warunkowe, wykazujace zwiazek miedzy

z 1 y. Mamy zatem nastepujace réwnania bledow:
s ar Uy ap 7 — (O

I

I

(XSS Ll (07 =S8 (:8
Ot Oy S 7s==t i
o= v o U =0
=g apiyiep s e DI
052 4P =2 b= ik

Wypisawszy sobie spoleczynniki w tabelke, w celu wyzna-
czenia spolezynnikéw réwnan normalnych podlug powyzej wska-
zanej teoryi, otrzymamy:

19 a ‘ b | (© ’ 1
g r P!
1 (e 0 ‘ 0 0-4
9 0 o 0.0
3. 0 0 T
1. BE e 0" o
5 -1 0 ‘ it o8
6 0 1 | S S
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Z tej tabliczki ukladamy nastepujaca:

| | ! ! |
D, | aa ‘ ab ‘ ac al | bb [ be | bl gc | el
| . | | e i)
j | | i |
5 g oo 0'41 A e R
0 00 Lroo et (0D
[ | [
S 0f 0 9P 0 0|0 1| 08
£ 1 |—1] olo7| 1| 007 0l 0
5| 1| o|—1|-28] of ofo 1| 28
6./ 0| of ofo | —1| 1 111
Sl oy 35—1l1-9§ 3| 23
Ostatni wiersz poziomy daje zatem :
[aa] = 3, [ab] = — 1, [ae] = — 1, [al]] = — 1‘7,
[bb] = 3, [be] = —1, [bl] = 192,
fee] = 3, [cl]—= 25,

przeto réwnania normalne sa:
She iy = i e )
= S AP RN ie
SN Ve S 7 O
7 réwnan tych tworzymy podlug teoryi uklad pierwszych
rownan eliminacyjnych, ktérych spdlezynniki obliczamy ze spol-
czynnikow réownan normalnych. Mamy bowiem :

Lo

[bb.1] = [bb] — ["k’[]{l{[jb] S _:J-B,iL:,,;_’

[bL1] = [bl] — [a][]agab] S ::,1,',;:,1 s 1:'))9,,’
foot] = [ogg — I _ g =Lt _ 2,
fl1] — [e] — —-[“'[15“’]_ g A —1'—;'—1_ X ’_38_
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Zatem otrzymujemy uklad pierwszych réwnan elimina-
cyjnych :

Lo Teati .2
g9, 18 3
4 8 58

Al Sk i B

Spolezynniki drugich réwnan eliminacyjnych otrzymamy
z poprzednich bardzo latwo, a mianowicie :

M A
- e e ] o B ol R
[cc 3 Q] [cc ? 1] [bb J 3 ) 2
3
1:9 4
’ 1][bc Wise B2 A8
o 8] =fa .1]- [bb e
3
tak ze drugie rownanie eliminacyjne jest:
135
97 ==
9z 6

Zatem otrzymujemy nastepujacy uklad (A) réwnan, do roz-
wigzania prowadzacych:

1 1 £
X= gytsgz——
3 3 3 I z = 1125
y = 61) 7L A,l,g?, skad wypada: [ y = 0800
;35 x — 0075
P

Najprawdopodobniejsze tedy wartosci katow sa:
AOB NSO 7E () S A O CHE- = FARLRS 7 IR
AOEE—RI68E 2801 6:80 S BB O1)=—=E1 (1105278 6: (051
RO == 15308518719 S S RE O 1) 56° 1: 5M33.
2. Z punktu O celowano do pieciu punktéw A, B
wynnermno nastqu_]‘gce katy: AOB—=15°7 16:4”, AOC — 56°
18’ 15-3”, AOD — 105° 32’ 7-8”, AOE — 208° 48’ 16° 7” BOC —41°
IHMEN0:68 "BOD — 90° 24’ 508”7, BOE — 193° 41’ 1-2’ ,COD — 49°
13t 53‘4”, COE — 152° 30’ 2'3”, DOE — 103° 16’ 10-1”. Wy-
znaczy¢ najprawdopodobniejsze wartosei tychze katow.
Rozwigzanie. Katy AOB, AOC, AOD, AOE wskazuja
dokladnie pie¢ kierunkow ze stanowiska O ku 4, B, C, D i E.
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Mamy zatem 6 nadliczbowych pomiardw; chodzi nam o najpra-
wdopodobniejsze warlosei tychze katow.
Oznaczywszy przez x, ¥, z, ¢ poprawki, jakie na tych
katach uskuteczni¢ nalezy, otrzymamy:
AOBF =S50 7Gx
AOC = 56° 18 15" + y,
A QD == (Ip 0 3N STl
AOE = 2089 48" 16/ -Ir t.
7. poréwnania z wartosciami pomierzonemi a w temacie
podanemi wypada :
e = R (AR =) 3T 7 = (0 SRR i ()77

W dalszym ciagu znajdziemy:

g BUL = KOG RO -~ #2I0° 69" byl
a ze: BOC = L1911 + 0:6 J
przeto: (== 55 LOF | -Loyissix
b) :BOD = AOD —AOB = 90°24' 51" 7z —x } =
a ze: BOD = 90° 24’ 50-8"
przeto: 0= — 02 +5—x
¢) BOE = AOE — AOB = 193° 41’ Mok o 1
afge: BOE = 1183 g [ e |
przeto: 0= =l L S R 5 ¢
diSREOE="AODESSAG G =210 3869 7 v
a ze: COD = A9 E58 A f
przeto: 0= o T ey
e) COE = AOE — AOC =152°30" 1" +t—y } a3
a ze: COE = 15285308 9:3¢
przeto: 0= - 18 + ¢ty
HEROEE=tAOE=A QD= 1039 60U R iR } 2
a ze: DOE = 10321467 10:17
0= = IHIEEE (=0
Mamy zatem nastepujace réownania bledow:
X J : . = (04
y . ; =2 (0
7 : =
: : : t = 0
T Xy . : =6
i d it I : = —10:9
. : i = 192
i s : = " 14
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= i il 1-3
. = e
Tworzymy zatem nastepujaca tabelke:
|
8l AL p.} a b ¢ d 1
1. 1 0 0 0 04
2. 0 1 0 0 03
3. 0 0 i 0 08
4. 0 0 0 1 07
5. | —1 1 0 0 16
6. | —1 0 1 0  — 02
| 0 0 1 1-9
: e o ) 1 1-3
10. 0 0 | —1 1 11
Z tej tabelki otrzymujemy nastepujaca:
b)
Battie | | | s
p.| 82| ab ac ad| al l)b ])c bd bl |cec|ed| cl |dd|dl
7' | : ! K i T Pl ERGA e
1.}1\0‘0%0}0-4‘010 ol 0o|oloj o]o|o
2/ 0| 0| 0| 0| 0 1o o o3 o] 0| 0| o]0
3/0/0lo/ojo|olo/oj]of1]|0] 08 01()
4. 0 ()‘o(oin‘o,o 0| o|0l0| O [ 1|07
5/1|=1/ 0| 0/—16 1/ 0| 0| 16 0| 0| 0] 0|0
6.1/ 0/~1| 0/ 02 0/0| 0| 0|1 00200
g 00—1—1-2o|00 00| o0 0»1!1-9
8/0| 0/ 0|0l 0] 1] 0‘—14 1| 0 14 0|0
9./ 0 0000\10—1—1-3000111-3
10 0| 0| 0| O 0;0\010 0 | 15 ]
1 | \
ol —1 99 4|~1|—t|-08 4 | 4]4-3
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Zatem mamy nastepujace rownania normalne:

15 ek e Mt s e
o e A~z ot - OB ] ktore mamy rozwiazaé
—x—y +d—t = OO[ co do %, ¥, 2, L
== e S e 4-3

Rozwiazanie tych réwnan mozna sprowadzi¢ do zreduko-
wanego ukladu rownan (A4); nalezy tylko obliczyé spolczynniki
rownan eliminacyjnych. Dla latwiejszego przegladu piszemy ro-
wnania normalne schematycznie w ten sposdb, Ze wpisujemy we
wzorzec spolezynniki, jak to wykazuje wzorzec L. tak ogolny, jak
szczegolny.

Wzorzec 1.

Vil y Z ‘ t

T o 1l T T

| [ab] [ac] [ad] o [al]
[aa] Jolasl - ‘1—&1] “ [aa]
I';b]b] | [bc] | [bd] ” [bl]
[ulf]WX i If:'i]l [;171)] ‘ Fi] [ab] 1 Fd% lab J ; E(:fll]] [ab]
2. (B [
[ac] X 1’ [aa] [ac] B

[dd] L [dl]
[ad] gy | 2 g

| | .
| [aa ][ch I [aa] Lac]
|
|

[aa] [aa]
Wzorzee 1
X y Z t
. s R A
1 | —02 | —095 | —02 | —0'55
|4 -1 | -1 | —08
—1X| 02| 02| 0% | 055
‘ A = ‘i 09
=y oags G| 055
i 4 | 43
—1X | l 02 | 655
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Odejmujac w drugim, trzecim i czwartym poziomym szeregu
olrzymamy spoiczynniki
rownan eliminacyjnych, ktore wpisujemy réwniez schematycznie,

liczby dolne od gornych,

jak wskazuje wzorzec 1.

60

Wzorzec 11

y | z t
[bb.1] 7[b71] [bdl] ‘ [bL1]
1 [bed] [bd.1] | [bLI]
“[bb.1] “[bb.1] I"[bb.1]
o ety _[Eﬂ‘ﬂﬁ e e
\
5 [be.1] [bd.1] [bL1]
[be.1] X i [bL 1]‘ [ob.1] [be 1]|‘ i 1] [be.1]
[dd.1] | [dL1]
14 1 [bd.1] [bL.1]
[ba4] X “fbb 1] [l)d.1]| b1 1]
Wzorzec 11.
y A t
3-75 |—125 |—1-25 |—1-35
1 |—0333 |—0-333 | —0-36
| 375 |—195 | 075
|
—1:95%| 0417 | 0417 045
| 375 | 375
4 [l
—1:25X | 0417 045

pierwszych

Odjawszy znowu w drugiej i trzeciej kolumnie poziomej
liczby delne od gornych, otrzymamy spolezynniki drugich réwnan
eliminacyjnych, ktére jak poprzednio wpisujemy w nastepujacy
WZOrzec:
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Wzorzee 111 Wzorzee 111
Z i t h Z i f
[ce.2] [cd.2] i [cl.2] 3-333 i—l 667 — 01
1 %‘C‘j ::% ; ;[C“liflj] 1 — 05 — 003
[dd.2] | [dL2] 3938 83
[ed.2] X Fd, 1 ~)]j|[ it Q)J][ cd.2] —1/667X | 0833 1 05
| |
|

Odejmujac wreszcie dolne liczby od gornyeh w drugiej
kolumnie poziomej, otrzymamy trzecie i ostatnie rdownanie eli-
minacyjne, tj.:

25 = O
co daje: == dloilg,
A wige otrzymujemy nastepujacy uklad zredukowanych rownan:
i = 1-12
Z s QIS OORTE ===sn 0109
Y — 0:333 z — 0333 t = — 036
e 0258y 00950828 = (2950 =F el (5 5}
Zatem po kolejnem podstawianiu otrzymamy:
=l 7= 053 Sy =t (] Ileveii—= e O (19

Przeto najprawdopodobniejsze wartosci tych 10 katow sa
nastepujace:

PEAQOBR=" 15% 7. 15:91 | = 6} BOD = 902 247651:63"
DIEAQEE=REH O IR 5 G 7)SB O =GV
SIEAODE= 053075 B 8) COD = 49° 13’ 52-34”

4) AOE = 208° 48 17-12” O)HCOH == 8152083 ) 1E0 S
HIRBO.(0 =AU () 8509 R (ST E==8 (13 DO AR5 U

3. Dlugosé L wahadla sekundowego, zalezna od szerokosci
geograficznej ¢ stanowiska, wyraza rownanie Z = A4 + B . sin’.
llosci stale 4 i B wyznacza sie w ten sposéb, Ze wymierzono
dlugos¢ wahadla sekundowego w réznych szerokosciach geogra-
ficznych i otrzymano nastepujace wyniki spostirzezen:

|
|
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EIT. iaonn

Poln. szer. geogr. l(]&l‘;e:;\fn:\;\r}l

Stanowisko spostrzezenia a o “dla .:ek.‘l .

: w calach ang.

$, | Sw. Tomasz . . .| —. .0 2 A4y 39:02074
e M T T R e 01214
e PAISCensIonEEE SR B L D5 (SR S E 02410
4. | Sierra Leone + 8% 99 ay" | 01997
Heit'rinidad"™ Sl (RSB L5 bl 01884
6. | Bahia R S N i i 02425
7. | Jamajka S Ly 03510
8. | Nowyjork + 400 49’ 43" | 0168
9. | Londyn r Bl Bl e 13929
10. | Drontheim SERG30EO ST L7456
11. | Hammerfest S A0 Ky ‘ 19519
2 Belanden 0 0 Lok TR U0k 00 i 20335
IS E Spitzheroens & S St LR O LA Of i 21469

Obliczy¢ na podstawie tych spostrzezen mnajprawdopodo-
bniejsze wartosci stalych 4 1 5.
Rozwigzanie. Dla uniknienia rachunku wielkiemi liczbami

polozmy:
A Ol
8= () e T
tak ze dlugo$é¢ wahadla sekundowego wyrazimy rownaniem :
L =89 4+ x + (02 + y) sin%y,
czyli: L =0 ok = % F geinly
Lewa strona rownania jest wiadoma, gdyz Z oznacza dlugosé
obserwowang a ¢ szerokos¢ geograficzng. Zatem wyrazenie:
1789 = U2 i’y vl
przedstawia blad, ktéry nalezy poprawic. Obliczywszy wartosci
dla sin% a nastepnie /, otrzymamy na x iy nastepujace réwna-
nia bledow:

1) x + 0:00005y = 0-02073, 7) x + 009483y = 001613,
9) x + 000195y = 0-01175, 8) x + 042544y = 001659,
3) x + 001903y = 0-02029, 9) x + 061280y = 0:01673,
4) x + 002180y = 001561, 10) x 4+ 0:79995y = 0-01457,
5) x + 003415y = 0-01201, 1) x + 089041y = 001711,
6) x + 005052y = 0-01415, 12) x + 092893y = 001756,

13) x + 0:96884y = 0:02092.
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Otrzymujemy zatem tabelke:

a) | |
Lp. | a | b A
1. | 1 | 000005 | 002073
N 00195 01175
e 01903 02029
4 | 1 02180 01561
i 03415 01201
e i1 05052 01415
A 09483 01613
g 42544 | 01659
g1 61280 | 01673
o 1 79995 01457
;. 89041 01711
L E 99893 01756
i 1 96884 02092

7 ktorej obliczamy tabelke nastepujaca:

b) \
Lp. | aa | ab ‘ al bb } bl
{. 0:00005 | 0:02073 | 0:00000 | 000000
9, 00195 01175 00000 | 00002
3. | 01903 02029 00036 | 00039
4. | 02180 01561 00046 00034
5. 03415 01201 00116 | 00041

05052 01415 00225 | 00071
09483 01613 00899 | 00153
42544 01659 18062 00706
61280 01673 37577 01025
79995 01457 81000 01166
89041 01711 79210 01523
92893 01756 86304 01630

0.¢]
b ek ek b bbb b b e ek ek e e

96884 02092 93896 § 02027
4:84870 | 021415 | 397371 | 0-08417

>
W
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Zatem rownania normalne sg ksztaltu :
13 x + 4-84870y = 021415,
4-84870 x + 397371y —= 0'08417,
co schematycznie napisawszy otrzymamy:

S ¥
13 4:84870 | 021415
1 0-37297 | 001647

397371 0-08417
0-37297 X| 013911 0-00614

7 wzorca tego wylaniaja sie nastepujace dwa réwnania zre-
dukowane:
3:83460y = 007803,
x + 0:37297y = 001647,
cf/.y]i stad:
y = 0:02035,
x = 000888,

przeto:
A= 39 e ts B0 0885

Bies 019 oty 099035
jako najprawdopodobniejsze wartosci dla szukanyeh stalyeh,
a wiec mamy wzor:
L = 3900888 + 0-22035 sinZp,
podajacy dlugosé wahadla sekundowego w calach angielskich.

b) Bledy niewiadomych w spostrzetentach poSrednich.

40. Wyznaczenie bledu $redniego spostrze-
zen posrednich. Podlug wzoru (VI) blad sredni okresla
S

ie rownaniem:
£€
= =t l/[]v
n

jezeli w z spostrzezeniach popelniono bledy <, ¢ g5y « -+« cn .
Poniewa? te bledy ¢ pozostaja niewiadomymi, gdyz nie mozemy
nigdy poznaé¢ prawdziwych wartoéei niewiadomych ilodei «, 7y,
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S ighe

2, 4 ..., 7 awig tem samem obliczyé wartosci ilosci Z, ,
Ly, ..., Ly, przeto chodzi¢ bedzie o to, aby w miejsce ¢ wpro-
wadzi¢ bledy « , ktére otrzymamy, gdy w réwnania bledow
(5) za prawdziwe wartosci, ktére oznaczymy przez x,, ¥,, z,,
Zoy « + » oy Ty, podstawimy rozwigzania x, y,2,#4,...., 9
rownan normalnych.

Bedzie zatem :
Lt B R0 ol Pl B T R ) & S } (@0)
e U B Y RS B R &
wiec takze:
a-a=alsrzth i~y Fealy—29+.. £k~ @)

Kladac:
Xl X ==V
Yo T ¥ = Mg,
i = A

Vores v = Mo

gdzie My, My, M,, . . ., M, oznaczaja bledy, ktére popelnia-

my, gdy za prawdziwe wartosci x,, ¥,, 2,, . . ., 9, podstawimy
rozwigzania x, ¥, z, . . ., v rownan normalnych, otrzymamy
za rownanie (21) nastepujace:

€ il M Ch NS G MEE s S ke M R (00)

Spotegowawszy rownanie to przez 2 i zesumowawszy wszyst-
kie analogiczne réwnania dla =1 do ¢ = 7, otrzymamy naste-
pujace:

[e] = [ar] + 2ad]M, + 2[baM, + 2[ca]M, + . . . ..
oo 2 [ka] My + [(aMc + DM, + ¢M, +. . . + kM, )2].  (23)

A Ze wiemy, ze [«x] jest najmniejszoscia, to takze byé

e |- ’[“'i;]=0»[a§§-]=o,. ez ]=0,

anze
7?’\“17 Ev e 5y 3ai == b; 3 ia'— = Cj , , iai — kI ’
X cy 57 v
przeto:
et (0 b ~ @, o] =0, ;. [k] = 0.

A skoro przyjmiemy, ze mamy tylko cztery niewiadome x,
¥, &, £, to réwnanie (23) przyjmie ksztalt nastepujacy:

5
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Ll

= [aa] M *+ [bb] M *+ [cc] M,*+ [dd] M;* +
+ 2 ([ab] My + [ac] M; o Fad] M) "M =+ (24)
-+ 9 ( [besMs =" [bd]] ‘M M, A= l
+ 2 [ed] M, M. )
Prawa strona tego réwnania ma zupelnie te¢ sama postaé,
co prawa strona przedostatniego rownania na str. 48 (w ust.
37). Kladac w owem réwnaniu 4 =0 i za x- v, 2z, ¢ ilosci M, ,
My, M,, M, otrzymamy powyzsze rownanie (24). Tam uskute-
cznione przeksztalcenie stosujemy w zupelnosei i tutaj, w skutek
czego na podstawie rownania (15) otrzymamy :
M2 M,?2 e Mpe "
b= R 2ot . 9;
Ll — foal = s S bl o T
gdzie podlug rownan (14) w ust. 37 jest:
ME=a a| SV Al SV i ol M= = e d i SV l

ls¢] — [aa] == [(aMy + bMy + M, + dM; )?] l

—

Wk =R 0 ae P aE faakil]] ik
W i @ ]| 198 am s kd]| ik &
M, = [dd.3] M;,
przyjawszy w rownaniach (14) wszystkie /i = 0, skutkiem czego:
fal} =0, bl = 0, e8] —.0. i3] ~— 05 [} S
wiec wogole wszystkie spolezynniki, zawierajace /, staja sie = 0.
Zatem dla naszych czterech niewiadomych v, y, z, # przyjmie
rownanie (22) nastepujaca postaé:
& = 04 i aj M_\- aF l)i NI_V ‘l‘ Ci 1\1, ar di I\Jt o
Pomnozywszy je przez a; i dodawszy do siebie wszystkie
analogiczne iloeczyny dla 7 = 7 do 7 = 7, otrzymamy:
[as] = [aa] + [aa] M; + [ab] M, + [ac] M, + [ad] M, .
Mnozac to samo réwnanie kolejno przez 4, , ¢ i i, to po
zsumowaniu baczae, Ze [2a] = 0, [ab] = 0, [:x¢] =01i[ad] = O,
otrzymamy naste¢pujace cztery rownania:
[as] = [aa] M, + [ab]. My + [ac] M, + [ad] M, |

(26)

[bs] = |ab] My + [bb] My + [be] M, + [bd] M, i
[ce] = [ac] My + [be] M, + [cc] M, + [cd] M; , [ @)

[ds] = [ad] My + [bd] M, + [cd] M, + [dd] M; .
Powyzsze réwnania maja ten sam ksztalt, co réwnania nor-
malne (8'), ktore przedzierzgna sie w réwnania (27), gdy w nich
za x, ¥, 2, ¢,/ podstawimy ilosci My, M, , M, , M; , . A wiee
bedzie mozna zupelnie tak samo sprowadzi¢ réwnania (27) do
ksztaltu rownan normalnych (A); potrzeba bowiem w ukladzie

http://rcin.org.pl



e B s

(A) za %, v, 2, ¢, / wprowadzi¢ M, My, M, , M, =« Tym
sposobem otrzymamy nastepujacy ukladowi (27) zupelnie rowno-
wazny uklad réownan:

[aa] M, + [ab] My + [ac] M, + [ad] M, == [a¢],

[ibEs s EM e i e S EME S I d S M= ([Ih Wt |

[cc . 2] M, + [ed . 2] My = [e: . 2], l

[dd . 3] M; = [d: . 3].

7. poréwnania tego ukladu (28) z réwnaniami (26) wy-

plywa:
M=t =]
1\11=[bs.1],l :
e8] I ()
Mes=t[d=n ]l

Poniewaz:
b T VR ol A o T .
przeto:
NE=an e qRifatap e o apc s h et Heg D ar 2BV ARa b e o o e

Poniewaz suma w nawiasie przedstawiona w pordwnaniu
do sumy kwadratow jest bardzo malg, gdyz & sa czescia do-
datnie, czescia odjemne, przeto przy obliczeniu S$redniej wartosei
dla 47 mozna te sume opusci¢, skutkiem czego otrzymamy:

2 — C 2 8 2. 2 2. 2
M G o R R R T R (R, T T

Wszelako za ¢, e, 5,. - . ., sn mozna polozyé sredni
blad p., zatem bedzie:

M2 = (a,® + 2, + a,* +. .+ a, 9 p?

= [aa] p?,
przeto: ey
M=l (30)
Dla A7, otrzymamy:
, [ab][a:]
M, = [b:.1] = [be] — 7

—(be, +byzy +. . .+ Dby en)—[gl;J(al et age, +. . . tane)

o (T PR (S 1y PR

przeto polozywszy dla krotkosei pisania:
ab

]
[aa]

a = A,

h¥*
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otrzymamy:
M, = [A<],

a postepujac, jak powyZzej przy obliczeniu A7, otrzymamy :

M = AA].
Wszelako: ' l/[ I

ar=ne+ (B L g
i i [aa] b

przetos

I_Ir—|’—'|

[an] = (0] + (1o ) ol — FI’J [ab]

i _[ab]{ab] _[ab][ab]
i [aa] e [aa]

o [;Ll)][ab]_

(8]

=il |aa]
= |[oiey ,, 113
A zatem:
M, = p l/[bb i 1] (30
Podobnie postepujac, znajdziemy:
Nk = ]/[cc - 9] (307)

Nk, =m l/[dd 3]
jako $rednie wartosci. Podstawiwszy (30), (30°) i (30") w rowna-
nie (25), otrzymamy:

(5] = [oafes p® = @%b p® by e 4 pf
a ze podlug (VI): y
np? — [ee],

wiec:

np? — [ax] + 4pf
czyli:

pt (0% — 4) = [ea],
tedy:

lagl
= + - -
% 5 n—4
Jezeli nie 4, tylko % niewiadomych mamy, tedy rownanie
(25) zawierac bedzie po praw ej stnomc znaku rownosci £ wyrazow,
a zamiast 4 rownan (30), (30°) i (30”) mie¢ ich bedziemy £,
w skutek czego po dokonanem w (25) podstawieniu otrzymamy:

[ec] — [ax] = kpt
np? = [ax] + kp?,

skad :
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wiec:

P 1 il (XXVII)
Tt
jako $redni blad p, gdy dokonano 7 posrednich spostrzezen dla
% niewiadomych.
Ze wegledu na to, 2e [xa] = [ll. k] (ob. str. 61. ust. 37),
otrzymamy nastepujace wyrazenie na blad $redni spostrzezen

posrednich:
P VH : (XXVIII)
i =

AWy 7z ntaicizie nilite bl e idi Glwi e /e s /] 1o e
poszczegdlnych niewiadomych z bledu Sre-
dniego p. Dla latwiejszego przeprowadzenia sposobu wyzna-
czenia bledow A7, M,, M,,. . ., przyjmiemy tylko cztery
niewiadome. Ku temu celowi sluza rownania (28), ktére po
uwzglednieniu réwnan (29) i (30), (30°) (30”) przybiora ksztalt :

[aa]My + [ab]M, + [ac]M, + [ad]M; = pV[aa] |

[bb . 1M, + [be . 1]M, + [bd . 1M, — p¥V[bb . 1] |

[cc . 2]M, + [cd . 2M; — pV[cc . 2] I’ Gl
[dd . 3]M; — pV[dd . 3] |
Ostatnie rownanie daje:

o I”‘ ————
M — V[dd . 3]"
Przyjawszy dla poszezegolnego spostrzezenia waznosé — 1,
to, podlug (XVIII) mamy:
i
VP

przeto waznosé Py ilosci niewiadomej # bedzie:

Py = [dd . 3], (XXIX)

pomnac, ze

")
:Mt = I/Pt

Z réwnania (XXIX) czytamy: ,Rozwigzawszy rowna-
nia normalne sposobem eliminacyjnym, otrzy-
mamy, Ze spolczynnik niewiadomej w ostatniem
rownaniueliminacyjnem jest waznoscigtejze
niewiadomej.“
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Gdybysmy uklad réwnan (8') rozwigzali w ten sposib, ze
obliczamy nasamprzéd ¢ z ostatniego, potem z, nastepnie 9, tak
ze ostatecznie otrzymamy:

{aar. 3]x = [al'. 3,
to waznos$¢ 2 ilosci x wyrazimy réwnaniem:
B = o o 8]
a wiec:
. W
Mates i = el
VP, V[aa . 3]

Jezeli wiee cheemy obliczy¢ wszystkie waznoscei, trzeba wy-
znaczy¢ takze spélezynniki [aa . 3], [bb -3], [cc . 3] i [dd . 3].

42. Poniewaz w obliczeniu waznosci ilosci 4 sg nieznaczne,
mozna je tedy dowolnie obiera¢. Obrawszy je zatem nasamprzod
tak, aby bylo:

[alE=S 0581 E=R O [Ic][R=S 0SS [[d i #=—1F
otrzymamy za rownania normalne (8') nastepujgce cztery ro-

wnania: )
[aa] Q, + [ab] Q, flacl O =Ealadi (O =208
[ab] Q, + [bb] Q, fhel 0, + 10y G =~ &
[ac] Q; + [be] Q; + [ce] Q; + [ed] Q, = O, ]
[ad] Q, + [bd] Q, + [cd] Q; + [dd] Q, = 1.
Rozwiazawszy powyzsze rownania podobnym sposobem, co
rownania normalne, otrzymamy jako ostateczne rownanie:

[dd.3] Q, = 1,
1 1

+ o+

(L)

+

skad:
% [dd . 3] T
L. zn.: rozwiazanie (, ukladu rownan (I,) jest odwrdocona wazno-
$cig niewiadomej Z.
Zupelnie analogicznie otrzymamy, Ze rozwiazanie (, ukladu
rownan:

[aa] Q, + [ab] Q, + [ac] Q, + [ad] Q, = 1,

[ab] Q, + [bb] Q, + [be] Q, + [bd] Q, = O; I

[ac] Q, + [be] Q, + [ec] Qp + [ed] Q, =0, [ )

[ad] Q, + [bd] Q; + [cd] Q, + [dd] Q, = O,
jest odwrécona waznoscig niewiadomej x; nastepnie Ze rozwia-
zanie (), ukladu réwnan:

[aa] Q, + [ab] Q; + [ac] Q; + [ad] O, = O

[ab] Q, + [bb] Qs + [be] Q; + [bd] Q, — I

[ac] Q, + [be] Q, + [ec] Qy + [cd] Q, = 0, { (&)

[ad] Q, + [bd] Q; + [cd] Q; + [dd] Q = O
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jest odwrocong waZznoscia niewiadomej y, i Ze wreszcie rozwig-
zanie @, ukladu réwnan:
’ I

[aa] Q, + [ab] Q, + [ac] Q, + [ad] Q, =
] O, +'[bb] Q, + [be] Q, + [bd] Q, -
[ac] Q, + [be] Q, + [cc] Qy + [ed] @ =1, [ ¥
[ad] Q, + [bd] Q, + [cd] Q, + [dd] Q, =
jest odwrécona waznoscia niewiadomej z.

Z tego powodu 7owlcmy uklady rownan (I,), (L), (I,), (I,)
rownaniami waznos$ci. Ich spolezynniki dane sa pue/
spolcqnml\l rownan normalnych; w dodatku IL. pod: amy spobob
rownoczesnego rozwigzywania rownan normalnych i waznodci.

I

i
o= 0o o

43. Zagadnienia. 1. Obliczyé¢ bledy oczekiwane katow
znalezionych w zagad. 1. ust. 39.
Rozwiazanie. a) Znajdziemy nasnnln/od blad $redni

szeregu spostrzezen podlug wzoru (XXVII), t. j.:
s [ar]
. s P 44

gdzie n = 6, k — 3, gdyz danych jest 6 réwnan warunkowych
a niewiadomych jest 3. Zatem:

+ ]/ (],

Aby obliczy¢ [aa], pomnijmy, Ze:
& = g% & Dy eiep e
gdzie x, y, 2z sa rozwigzaniami rownan normalnych Gauss'a,
a / prawemi stronami rownan bledow.
Jako rozwiazanie rvéwnan normalnych otrzymalismy po-
przednio :

X —01075]
= 0800,
7 1125,

a na réwnania bledow:
X 0-4, X — iy — 04
y = 08, 7 i X 98,
Zz—20:8 Yoo sl
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Zatem mamy :

@ = X = (I = (PR P a2 — 0106,
@, =5 — 08 = 0000, a,? == 0°000,
oy = Z — 08 — + 0325, a;? = 0106,
@y =x—y— 07 = — 1425, ot = 2017,
Gr. — 7. X OB e R LI 5 ag? — 3:062,
o=y — 7=l = = A9 02 = 2:017,

[2o] = 7-308,

przeto :
b= * 7308 == |/°>436
p= i 1-56.

b) Aby znalezé bledy $rednie ilosci x, y, z, 4, nalezy ustawié
rownania waznosci 1 rozwiazac¢ takowe.
Poniewaz réownania normalne w danym przypadku sa:

xR vl s
X DY = 7 1695
o Sk it e o VATEEO SO
przeto réwnania waznosci beda'
3Q| o Qn =1
—Q1+3QQ—Q3 O‘,dlax,
=0 = 0o 50— 8
30, — Qs — Q; ——0 l
e e o 1 1, dla v,
5 Ql e Qo i 3Q'g % [
3Ql i Qz =% Q3 ) l
&0 L - Q'gf—o dla z.
i Ql e, Qu o 3Q; — I

Co sie tyezy réwnan waznosei dla z, to sa one juz co do
(Q, rozwiazane przez rownania normalne; otrzymaliSmy bowiem
tam rownanie:

By 4
o 135
tak ze tutaj wypasé musi:

2Q, = 1, czyli Q; — -

wiec: P, — 2.

)

ESsi=>
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Poniewaz réwnania waznosei sa zupelnie symetrycezne
i przechodzy jedne w drugie przez zamian¢ wskaznikow, przeto
by¢ musi:
P, — P, — Py,
a wiec podlug wzoru:
2

M =M, =M, = - “— = + {]0.

Ve

Blad wiec oczekiwany wartosei x, y, z podlug wzoru
(XTV) jest:

B; =R, =R, = % 110 . 0674 — * 074
Z tego okazuje sie, ze bledy oczekiwane katéw powyzej

(skr. 56) obliczonych sa:

= dla kata AOB . . . . % 074,

§ o OG0 . 0T

= PRl 103 R 1L

aspodlug wzoru (XXII) bedzie :

= . s

dla kata BOC. . . . I/Rx“ + Ry® == + 074 I/Z’ — + 1:03,
| e N .I/Rz“ + R = + 074 1/2 = + 1:03,
3 . s e

e e mCOD, .I/RZ“’ + R,? = * 074 I/Q = * 1-03.
_;; Zatem prawdziwe wartosci katéw mierzonych (str. 56) sg:
OB — 48°17 107" + 074, | BOC— 48°35 15:72" + 1:03,
PEG = 96°562' 16:80” £ 0:74, | BOD — 104° 37" 6:05” = 103,
KOD — 152°54 712" + 074, | COD = 56° 1’5032 + 1-03.

9

2. Obserwowano ilo$¢ piasku, wysypujacq sie otworem w je-
dnej sekundzie. Jezeli 7 oznacza promien otworu w calach renskich,
a m ilos¢ piasku w szesé. calach renskich, otrzymano nastepujace
wypadki:

dla r — 005487 l ' m — 000912

— 008052 wysypalo sie piasku 0:02985
= 0:09869 w jednej 3 0:05399
= 012017 [ sekundzie ‘ 009532
— 016784 0-23463.

Na podstawie powyzszych danych wyprowadzié¢ wzor, ktoryby
wyrazal zaleznos$¢ wysypujacej sie ilosci piasku od wielkosei
otworu'.

Ob- Hagen. Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Berlin. 1867.

ATEMATY G
\ " U
A‘;,‘Ng s JaIsIaRonTe

G
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Rozwigzanie. W ogélnosci moznaby wyrazi¢ zadane
prawo rownaniem :
m — e bye, ),
gdzie / jest pewna okreslong funkeya, ktorej stale a, &, ¢, . . .
wyznaczy¢ nalezy. Obliczywszy tedy bledy oc7ek1\vane stalych
a, &, ¢,. . .1iznalazlszy je bardzo malymi w poréwnaniu do
ilosci @, &, ¢,. . ., mozemy powyzsze rownanie m — f (a, b,
¢, . . .J) przyjaé jako wyrazenie Zadanej zaleznosci z od 7.
Jezeli za$ bledy oczekiwane okaza sie wielkimi w porownamu do
a0, 6,0 . to nie mozemy prawa tego przyjac w powyzszej
postaci. W takim razie przyjmujemy inne prawo i wyznaczamy
znowu stale. Liczba wprowadzonych stalych, rozumie sie samo
przez sie, musi by¢ mniejsza od liczby spostrzezen.
Niech bedzie wiec zadane prawo wyrazone rownaniem :
m — Ar® + Br?,
gdzie A i B oznaczaja stale, ktore mamy wyznaczyé.
Aby zas wyznaczyé poszezegolne wypadki w postaci o ile
mozna zgodnej co do ich wielkosei, przyjmijmy, ze
] — 10m, A — 10x, B — 100y,
a otrzymamy :
18—=x({0r)8 - y(l0n)
: i =ax + by,
gdzie :
i = (101‘1)‘2, bi s (10l‘i)",
i — 10m; .
Réwnania bledéw sa nastepujace:
1) 0:0912 = 0:301072x -+ 01656198y,
2) 02985 = 0°648347x + 0522049y,
3) 05399 = 0-973774x + 0960920y,
4) 09532 = 1-444083x + 1-735355y,
5) 2:3463 = 2:817027x + 4:728100y,
ktore daja nastepujaca tabelke :

a) ‘ :
Iip. a l b c
1. | 0301072 | 0165198 | 0-0912
9. | 0648347 | 0522049 | 0-2985
3. }0-973774 0960920 | 05399
A | 1444083 | 1735355 | 0-9532
5. | 2817027 | 4728100 | 2:3163
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7 tej tabelki otrzymamy przy uzyciu tablic logarytmicznych

nastepujaca :

b)

% |
L. an ab ‘ al bb } bl : 1
1. 00906442 | 00497365 | 00274577 | 0°0272940 | 00150661 ‘l 00083174
2.| 04203540 | 03384691 | 0:1935316 | 02725353 | 01558316 ‘ 00891022
3. 09482359 | 09357192 | 05257406 | 09233674 ‘ 05188007 | 02914920
4. 20853760 | 25059960 | 13765000 | 3:0114560 \ 16541400 | 0°9085900
5. 79356400 | 13:3191800 ‘ 6:6095900 | 223549100 | 110935300 | 55051220

11-4802501 | 17-1491008 | 8:7328199 | 265895627 | 13-4373684 | 68026236

Wskutek tego mamy:

Wzorzee 1.

= o]
11-4802501 ! 17-1491008 | 87328199
1 | 1493791 | 0762435
| 965895627 | 13-4373684
171491 X 2561717 1304500
| 68026236
873282 X } 664290

Przez odjecie liczb petitem oznaczonych od liczb nad niemi
stojacych w drugim i trzecim szeregu poziomym mie¢ bedziemy:

Wzorzee 11.

y
097239 | 039237
LR A . . o
0-15972
015833

7 wzorca I i I. wysnuwaja sie tedy nastepujace rownania:
y — 0403511,
X 149379 v — (760697
[ 2] — (00139 .
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gdzie [11 . 2] otrzymalismy przez odjecie drobnem pismem ozna-
czonej liczby ostatniego wiersza wzorca II. od liczby ponad nig
stojacej, gdyz, jak wiadomo, jest;

[bl. 1]

JllE =0 = il [bb . ][}l i

Powyzsze rownania daja:

x — 0760627 — 149379 . 0403511 0157867 .

Zatem:

A 10x = 1-57867,
B 100y — 40-3511,

Sume kwadratow bledow [ax], odpowiadajaca powyZszym
rownaniom bledu, gdy za x i y podstawimy znalezione war-
tosci, znajdzioamy podlug réwnania (16), na str. 51. podanego,
a zwlaszceza:

[az] = [I1.. 2] = 0:00139.

A ze jest danych pieé rownan z dwiema niewiadomemi,

to podlug (XXVIII) otrzymamy sredni blad:

B VI 7
5 T == % 5 3

= 02105
a blad oczekiwany podlug (VIII):
e * 00215 . 006744 — 00145.
7 wzorca II. widaé, ze waznosc ilosci ¥ odpowiadajaca jest:
2= 0972308
przeto podlug wzoru (XVIII):
+ 0-0215

YR, A »
Ve,  Voorss

jest bledem $rednim niewiadomej y.
Aby za$ obliczyé blad $redni niewiadomej x, wyznaczamy
P zapomoca rownan waznosei, z wzorca . wyprowadzonych,
a mianowicie:
11-48025 Q, + 17-14910 Q, il
17:14910Q; + 26:58956 O, = 0,

+ (0218

czyli:
11:48025 . 2658956 — 17-14910°
26:58956 =L
skad:
1 e 305-2548 — 294:0915 _ 041934 _ P,
O, 2658956
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zatem:
l\lx — *74”‘,? — i _Q.&O,T: — i 0'03318.
V. )/ 041981
Blad oczekiwany otrzymamy podlug wzoru (XIV), t. j.:
R — 0674% M,
przeto:
Ry + 06744 . 0003318 — * 002237,
Ry, — * 06744 . 00215 + 001450.
Mozemy tedy powiedzieé, ze prawdziwe wartosci ilosei x
iy leza miedzy:
x = (157867 -=10:02237 a* 0157867 == 0:02937:
y = 0403511 + 001450 a 0403511 — 0:01450,
wiec wysnuwaja sie wartosci:

A 1-57867 * 02237
B — 403511 =+ 1-450
z prawdopodobienstwem ;1»’7 gdy przyjmiemy prawo pod po-

stacia rownania:
me—Ards-=Bpst

Bledy oczekiwane tedy sa w stosunku do ilodei stalych
dostatecznie male; mozemy przeto przyja¢ réwnanie:
m — 1579 r? + 40-351 r?
na wyrazenie ilosci piasku w jednej sekundzie wyplywajacego
przez otwor o promieniu 7.

¢) Sprawdzanie rachunku.

44. 7 zagadnien, w poprzednich ustepach podanych, jest
widoczne, ze rachunek wyrdwnania spostrzezen jest dosy¢ zmudny,
a nader pozadana rzeczy jest, aby by¢ pewnym, Ze nie popelnilo
si¢ zadnego bledu. Dlatego tez nalezy sprawdzaé otrzymane wy-
padki, nie dopiero na samym koncu rachunku, ale juz w ciggu
tegoz; nalezy zatem byé pewnym na kazdym kroku, Ze bledu
rachunkowego si¢ nie popelnilo. Jak za$ kontroluje sie czyli
sprawdza rachunek podezas wyrownywania spostrzezen posre-
dnich, wyluszezaja nastepujace ustepy.

45. Jezeli rownania:

aiX 4 by = ¢z Jdedit =t
ayx -k hoyviel e ze R ds e

b
gx by + ey il =g [
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sa rownaniami bleddw czterech niewiadomych (gdy jest wigcej
niewiadomych niz 4, sposéb postepowania jest analogiczny), to
polézmy:
ay +ab, +cl+d PR = s,
a2+bz+cz+ iy — s,0

: i @)
a+b +c +d +l _s“.’

Dodawszy te rownania l\O]U[lllldml, to spelni¢ si¢ tedy
musi rownanie:

[a] + [b] + [e] + [d] + [1] = [s], 3)
jezeli ilosei si dobrze wyznaczono. Jest to zatem kontrola dla s

Pomnozywszy rownania (2) kolejno przez a,, a,, a;, . . .
a,, dodajmy je do siebie; podobniez pommnozywszy je kolejno
PEZEz b5 by, -, lnsedodaymy e fidos siebie, i i de R a oty
mamy nastepujacy uklad 5 réwnan:

[aa] + [ab] + [ac] + [ad] + [al] = [as],

[ab] + [bb] + [be] + [bd] + [bl] = [bs], ‘

o] + [ beyol o]+ Jmd) Hlel) — Jeal & Ky
[ad] + [bd] + [ed] + [dd] + [dl] — [ds], i

fali] + B+ [el] + [dl] + [11] = [ls],

Lewe strony tych rownan przedstawiaja spolezynniki rownan
normalnych (3') w ust. 35. str. 44. Obliczamy zatem prawe
strony powyzszych rownan, tj. [as], [és],. . ., [/s] rowno-
czesnie ze spolezynnikami [aa], [aé], [ac],. . ., dodajac
we wzorcu . do lieczb @, &, ¢,. . . jeszcze jedne kolumne s;
natenczas podlug (&) suma spolczynnikéw rownan normalnych
i prawych stron tychze musi sie zgadzaé z obliczonemi ilosciami,
tj. [as], [6s],. . ., [ls] Zwrébcié atoli nalezy uwage na te
okolicznosé, ze zpowodu rachowania logarytmami i mozliwych
skrocen nie moze istnie¢ bezwzgledna zgodnosé, gdyz w ostatnich
miejscach dziesietnych w rachunku uwzglednionych, musza sie
pojawiaé pewne zboczenia czyli roznice. Jezeli zatem zgodnosé
wynikow jest dostateczniec dobra, to mozemy by¢ pewni, Zesmy
dobrze obliczyli spolezynniki rownan normalnych.

[at]

Pierwsze rdwnanie ukladu (&) mnozymy przez 10
a odjawszy je od drugiego, otrzymamy:
{(bb . 1)+ [be, 11 F (DA ]+ 1Bl . 1] — [be. 1]
pomnac, ze (ob. str. 44.):
s.1] = [bs] P (013 ]] [as],

co z danych ilosci obliczyé sie daje
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Je od trzeciego i postepujac tak samo z réwnaniem czwartem
i piatem, otlzym'uny nastepujacy uklad czterech rownan:

[bb.1] + [be1] + [bd.1] + [bL1] — [bs.1],
fbe.1] + [ee 1] Hofedit] + et} = [(,a ik 3
[bd.1] + [ed.1] + [dd.1] + [d1.1] — [ds.1], (Ke)
[bl.1] + [el.1] + [d.1] + [i1.1] — [ls.1].

Mnozace drugie rownanie ukladu (X) przez lOd({]ll]llJ‘lC

Po lewej stronie znaku réwnosci mamy tutaj spolezynniki
pierwszych réwnan eliminacyjnych (10) w ust. 35 str. 45. Poniewaz
prawe strony powyzszych rownan obliczaja sie z ilosci, pray-
chodzacych w (X,), przeto réwnania (/) spla\\dzaJa rzetelnogé
spolezynnikéw pierwszych réwnan eliminacyjnych. Gdy prze-
konamy sie, ze spodlezynniki ukladu (10) czynia dostatecznie
dobrze zadosyé ukladowi réownan (ZX,), mozemy byé pewni, zesmy
zadnego bledu nie popelnili i mozemy dalej rachowaé.

Jezeli pierwsze réwnanie ukladu (X,) pomnozymy przez

[[2; 11]] i odciggniemy od drugiego, nastepnie jezeli pomnozymy
piewsze rownanie tegoz ukladu przez [[Z:w;] i odejmiemy od

trzeciego i jezeli postapimy tak dalej analogicznie, to korzystajac
ze skrocen, podanych na str. 46., otrzymamy:
jee . 8] + [ed . 3] * [el . Bl =Fes. 2] l
fed.2] + [dd. 2] + [dl. 2] = [ds . 2], (Ky)
vl . 3} + [db. 8 + ik, B} =8 . B} I
gdzie lewe strony tych réwnan s spolezynnikami drugich réwnan
eliminacyjnych (12) w ust. 35. str. 46, prawe za$ mozna obli-
czyeiz (K,).
Przekonawszy sie o dostatecznie dobrej zgodnosei prawych
i lewych stron rownan ukladu (K,;) mozemy dalej prowadzic
rachunek, bedac pewni, ze az do spolezynikow drugich rownan
eliminacyjnych nie popeliliémy zadnego bledu.
9
Pomnozywszy pierwsze rownanie ukladu (/) plzezF LS :]_l
i odjawszy je od drugiego, jakotez pomnozywszy pierwsze przez
FL 2% i odjawszy je od trzeciego, otrzymamy uklad dwu réwnan:
[dd . 3] + [dl. 3] = [ds. 3], } &
[dl.3] + [1l. 3] — [Is. 3], (K.

ktore sprawdzaja spolezynniki trzecich réwnan eliminacyjnych (14).
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Tym sposobem — przyjawszy do ilosei @i , & , ¢ Wt
tylko jedne ilos¢ s;, — przeprowadzamy kontrole 1achunku
ktora przekonywa nas o prawdziwosci spolezynnikow ka?derro
ukladu réownan eliminacyjnych.

Co do porzadku, jaki zachowaé nalezy w rachunku, obacz
dodatek II., na koneu rozprawki podany, jako tez rozwiazania
zagadnien w nastepujacym ustepie 46.

46. Zagadnienia. 1. Wiadomo, 7e cieplota wnetrza
ziemi wzrasta od jej powierzchni ku srodkowi ziemi. W okolicy
Paryza, ktérego srednia cieplota roczna T, — 1060° C., wymie-
rzono srednia roczna cieplote w rozmaitych glebokosciach,
przyczem znaleziono:

w glebokosci h — 28 m. cieplote T = 11-71°C,,

. =66 mt 32 = 119002
A =13 m* . — G026
o = 248m: 5 — 201002
. =998 m" 5 — 9222020}
= — 400 m. 5 — 9375060
= — 505 m. o — S96:A30@
: = 548 m. . — 9770

Czy rownanie:
(i e Ah e =B h
wyraza zaleznosé¢ cieploly wnelrza ziemi od glebokogei?
Rozwiazanie. Jezeli przyjmiemy, ze rownanie :
gie—ilr -l A= Bha
wyraza zaleznosé¢ sredniej temperatury rocznej 7" od glebokosci
/ty to, skoro polozymy :
100A"="x, = 10000B ="y,
otrzymamy :

o h hEaNe
i (100)x+ (1oo)y
a po podstawieniu powyzej podanych wartosei znajdziemy na-
stepujace réwnania bledow:
1 —"0:28x = 0:28Cy, " T1E608— R0 R %082y
2-:30 = 0:66x + 066%, | 1315 = 4:00x + 4:00%,
9807 7% o5 a7 38y ‘ 15:83 = 5:05x “=5:052y,
9:40:— 2:48x = 2:48°%y, ‘ 17-10 = 5-48x 1 5:18%.
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Na podstawie tych réwnan otrzymujemy nastepujaca tabelke:

a) I
L. pi a b 1 H s

1. | o2 00784 | 111 | 14684
2. | 066 04356 | 230 | 33956
3. 173 29929 | 580 | 10:5229
A, 9248 6:1504 | 940 | 18:030%
5. 2:98 88804 | 11-60 l 934604
6. 400 16:0000 | 1315 ‘ 33:1500
7 505 955025 | 1583 | 46:3825
8. | 548 300304 | 1710 | 526104

| 2266 | 900706 | 7629 | 189:0206

Z tabelki tej widzimy, ze suma pierwszych trzech kolumn
réowna jest sumie ostatniej kolumny,, ze zatem wartosé¢ s dobrze
obliczono.

Przeprowadzajac  dalej rachunek zapomoca logarytmow,
znajdziemy latwo spolezynniki réwnan normalnych i ilosci kon-
trolne, ktére wpisujemy w nastepujaca tabelke: (Ob. stron. 82))

U waga. Probe przeprowadza si¢ korzystnie z poszczegol-
nemi liczbami, tak n. p.:

a,a, + a,;b, + a;l; = 00784 + 0:02195 + 0-3108 — 041115,
co zgadza si¢ w zupelnosei z a;s; = 0-41115.

Nastepnie mamy:

[aa] — 90:07060
[ab] = 404-55797
[al] = 29599230

2% = 79062087 } co dostatecznie
i [as] = 79062093, | dobrze sie zgadza.
Podobniez otrzymujemy :
ab] = 40455797
bb| — 1934:10002
[bl] — 130689854
Y — 364555653 | ktore to wypadki zga-
i[bs] — 364555652 dzaja si¢ nader dobrze.
Wkoncu mamy tez:
[al] = 295:99230
[bl] = 1306-89854
[II] = 97900352
b 2581:89436 |  bardzo zgodne
i [Is] = 258189437 | wypadki.
6
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47. Zamiast réwnan normalnych ukladamy wzorzec I. i roz-
szerzamy go o dwie kolumny. W pierwsza z tych dodanych
kolumn z napisem: ,Suma“, wpisujemy sumy z liczb tego
samego wiersza, w druga za$ kolumne , 72 “ liczby 1, 0, przed-
stawiajace prawe strony rownan waznosci ilosei niewiadomej x,
skutkiem czego rozwigzujemy je réwnocze$nie z rownaniami nor-
malnemi. Ostatnie liczby kazdego szeregu poziomego sg to od-
powiednie logarytmy. A wiec mamy:

Wzorzec 1.
X y Suma | 121,
— Sl U Rt AN
90-07060 |+404-55797 11+°’9a 99”‘30 ‘ +=790: 6”087
1 4'491567‘ 3 286224 8 777791‘ 0:011102
06523977 | 05166972 0 9433803i 0:0454169—2
1934-10002 ?+1306'89854 + 364555653 ‘
+ 40455797 XX |4-1817-100 + 1329469 -+ 3551-127 4491565
2:6069808 3-2593785 31236780 3'5503661H 06523977
% it S s ‘ i /
979- 00350’ + 2581:894.36
29599230 X‘ + 972:6968 - 2598158 |
24712803 29879775 34146656
| |
‘ S ” b &% drugiej
7.062093 | 3645°55653 || 2581-894.37 Kontrola | fibalki
| | s

Objasnienie do powyZszego wzorca:

log 40455797 — 2:6069808 log 29599230 — 2:4712803
log 9007060 — 1-9545831 log 9007060 — 19545831
E 06523977 : 05166972
log 79062087 — 28979684 logl = 0-0000000
log 9007060 — 1-9545831 log 90-07060 — 1-9545831
& 0-9433853 00454169—2

W ciggu dalszym ukladamy wzorzec II.,

przyczem namie-

niamy, ze do charakterystyki logarytmu dopisane 7 oznacza, Ze
dotyczaca liczba jest odjemna. Dla niektérych wyjasnien poréwnaj

wzorzec w Dodatku II.
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Wzorzec 11

y ‘ Suma B

|

117:00002 | — 22:57046 | + 94-42956 | — 4:491565
1 C— 019291 -+ 080709 — 0-038478
0'112853545—1 0'9069219—1 0'115842118—2

+ 6:30672 | — 1626374
— 2257046 X 4:35406 — 1821638
1 +3535404 06388949 1 2604623

94:42953 | — 16°26364 Kontrola | 7Z wzorca I.

Objasnienie do powyzszego wzorca:

log 2257046 = 1 3535404 log 9442956 — 1-9751078
Mg LTG0 =2 00eiuey . - e EUTIOU0L = SEE TR
0,2853545 — 1 09069219 — 1

log 4491565 = 06523977
log 117-:00002 = 2-0681859

05842118 — 2.

Jako ostatnie réwnania sprawdzajace otrzymujemy:
[11. 2] = 1-95266,
[ls . 2] = 1-95264,
co daje dostatecznie dobrg zgodnosé.
Z wzorca I. i II. mamy:
Ve Oali90 9111
x + 4491567y = 3-286324,
z czego wyplywa:
y = — 0:1929,
xo= S50
Dla waznosci otrzymamy:
Qi & 4L491567 Q, = 0:011102,
Q, = — 0038478,

[
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wiec:

= Q, = 0183531,
P = 014936,
Py = 170000

bezposrednio z wzorca IL.

Blad sredni tedy bedzie:

.2 195266

przeto:
. 05705
M, = =+ =Tl o V54236 + 024439,
) 05705
M, = * T = Y et + 0:052747.
y

Bledy zas oczekiwane sq:
R: = * 01648,
R, = * 0:03557,
tak ze powiedzie¢ mozemy, ze prawdziwg wartos¢ stalych 4 i B
okreslaja niewalpliwie réwnania:
A = 0041527 = 0001648,
B = — 0:00001929 *= 0-000003557.
Zatem zadany wzor, dostatecznie odpowiadajacy powyzszym
wartosciom, bedzie:
== T i 010415 Sh =R 0: 000019 1 G hid)
przyczem blad oezekiwany w A wynosi okolo 4°/,, a w & okolo
18°/,. Poniewaz B jest samo przez sie bardzo male, przeto 6w
pod uwage wrziety znaczny blad, bardzo malo wplywa na osta-
teczny wynik.
2. Dla warunkéw, podanych w zagadnieniu 2. ust. 43.,
przyjmujemy, ze istnieje wzor:
==
podajacy ilosé wysypujacego sie piasku w renskich calach szesé.
na sekunde, gdzie » oznacza promien otworu. Mamy wyznaczyé
ilosci stale p i ¢.
Rozwiazanie. Mielismy tam bowiem:
dla v = 005487 m = 000912

= 008052 = 002985
= 009868 = 005399
= 01901/ = 009532
= 016784 = 023463
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Wzor:
in===prd

napiszemy w postaci nastepujacej:

logem = -log' p + q logr,
gdzie podlug naszej ogolnej teoryi jest:

IS =S grSm aeas =1 b= oz i

kladac:

log p = x, G =
Baczac, ze:

log0:00912 = 0:9599948 — 3 =

otrzymujemy nastepujaca tabelke :

— 20400052,

?) Lp.} al ‘i b ‘ | S
1. | 1 | —12607| — 20400 | — 2:3007
2. | 1 | —10941| — 15251 | — 16192
3.1 1 | —10058| — 12677 | — 12735
4. | 1 | — 09202 — 1:0208 | — 09410
5.1 1 | — 07751 | — 06296 | — 0-4047
ey ;—b 4832 | — 65391

z ktorej otrzymujemy nastepujaca :

b)

Lp. aa | | bb | bl

ab al as

1| —12607 2:0400

—2- 3007 1589365 2:571828 2:900492 4- 1()1()00 4-693429

|
|

| | | N |
J

)

v oo

1l —1 0941—1 5201‘—1 6192!1 19700411 6686 17:
i ——1 0098—1 ‘2()77 —127351-011630 1* 275052‘1 280886/1-607064 1:614416
1 ‘— 09202 —1- 0208 —0:94100-8467680- 9&9340‘0 8()0908 1-042033 9-960573;
1 ‘—0 "7751—0" b296 —0-40470-6007800-488003 0r 313()83 0-396396 0254799

\
\
J
x3 i
5 |—5'0559 — 64832 —6:53915° 240597b 94283071325% 9533023 9992659
|
Pl al el |
Z tej tabelki wyjmujemy liczby dla wzorca I.

1-771567{2:325930 2 " 469442
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Wrzorzec 1
|
X \ y J Sllm‘l
5 — 50550 | — 64832 | — 65301
1 — 101118 | — 129664 | — 1:30782
0‘11004828:') ‘\ (03 11128194 0" 1165479
| I o
245597 6-94.2835 7132532
— 505659 X 5112426 6555681 6 612206
0'n7037985 07086270 0-8166179 0-8203464
9533023 9992658
— 648332 X 9406376 8478864
O'n8117894 0:9246088 09283373
T rE o SRS SR R e e e | Z tabel-
= 6:0801 7132536 999659 }\onllo]a ki b)

Liczby drobnem pismem wskazane drugiego i trzeciego
wiersza odjete od liczb, ponad niemi stojacych, daja liczby dla
wzorca nastepujacego:

W wzorcu tym w trzeciej kolumnie sumy:
0-133171 + 0387154 =

[bb .

Wzorzec 11.

y H ! Suma
0133171 | 0-387154 | 0:520325
1| | 2907195 | 3:907232
04634741 ; 0 5918692

1-126647 | 1-513801

1125532 | 1512700

! 00513579 | 01797530

1 \
0520330 | 1-5613995 | Kontrola

Z wzorca I.

1] + [bl. 1] =
[bl. 1] + [I.1]

http://rcin.org.pl
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zgadzaja sie dostatecznie z liczbami w ostatnim wierszu przy-
chodzacemi a droga rachunkowa z wzorca I. otrzymanemi.
Wzorzee I. i IL daje'

[

x — 1701118y
z czego wynika:

o’907190 ;

przeto:
x = log p = 1-64305,
Y= g = 289072,
czyli:
= 43:96,
g = 2907198

Dla bledu $redniego otnymujemy'

i fic
el l/ [r.2] ]/’Oﬂ“*l -+ 001928,
n—k 3

Blad za$ oczekiwany :
e = x 001399,
jest cokolwiek mniejszy od wartodei, ktéra podalismy w temze
zagadnieniu na str. 76., tj. od 0°014:50.
Co sie tyczy bledéw w x i y zawartych, to mamy:

' ~
A 001928 _ + ¢-0598.

Ve, Vo

Aby obliczyé My, nalezy wyznaczyé nasamprzod Py zapo-
moca rownan waznosci:

W0y = SRS =il
= H:05690 St 624550710 == 08
albowiem otrzymujemy:
5. 5245597 — 50559* o ’
5245597 B
a stad: i :
oo 1 4 26:227985 — 25562125 012693,
(0); 5245597
a wiec:
v 0-01928
= + 0:0541.

== = +
o ot = 012693
Zatem bledy oczekiwane sg:
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Aby zas wyznaczyé blad oc7ek|\v1ny ilosci stalej p, zwazmy, 7e

: P = IO
wiec : & ;
p+R, — 100%™
zatem: ) - -
B, — 10" (10" — 1) —p (10" ~ 1].
A Ze: :
L e e S
T __ahe
wiec :
10129 — 1 _ 009
10~ %% — 1 _ — 008,
przeto:
R, — * 4396 . 0:09
R, — * 3956
R, — * 0-03563.

Tedy otrzymujemy wzér na ilos¢ m piasku wysypujacego
sie w sekundzie otworem o promlemu %2

m:— 43:96.. p¥0072
z bledem oczekiwanym oy,naczonych ilosei stalych :
= 0:03563 1 £ 0101399
3. Jaki jest blad oczekiwany wartosci 7 poprzedniego za-
gadnienia, gdy zastosujemy wzdr:
m — 43-96 , p*9072p
Rozwigzanie. Jezeh mamy wogole:
1 =— DEt
a w pig¢ sa bledy bardzo male, to, poniewaz:
logm — log p + qlogr
—=Xx + y log r,
rozniczkujac, mie¢ bedziemy:
L.} = dxe-iz dyislogar

Jezeli wiee + Ry, + R; jest bledem oczekiwanym w x,
wzorlednle w v, to podlug (‘(\II) blad oczekiwany A&, wyrazimy
rownaniem :

SN J/R2 + R? (log 1)

m
czyli:

Ra = + m /B2 + R *(log 1)t,
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Blad zatem wzrasta¢ bedzie z promieniem 7 otworu wyplywu.
Przyjawszy » — 0°104%, kiora to wartosc jest srednig aryt-
metyczna z pieciu danych wartosei promienia 7, otrzymamy :
Rn = £ m VO'OBGM)" + (:03563% . 0:9813°
= * 019m,
a wiec oczekiwany blad w oznaczeniu ilosci »2 podiug wzoru:
m = 4396 . """
wynosi niemal 19%, wartosci »z.
4. Jaki jest blad oczekiwany ilosci 2, jezeli zastosujemy
na str. 77. podany wzor:
m = 1:237r? + 40:35Ir3,
jezeli bledy oczekiwane
dla 1:937 jest Ry = == 0:2237,
ot A0:351 8 Ry =] A5 P
Rozwigzanie. Skoro mamy wzor:
m =t Ard =" Bré.

przeto:
A=t WA TEnE A B

czyli:

— "4 2 25
Ra = % /Prort + P2

g ‘be 27.'«__
L | I/PA Gl Plil ’
a wiec blad roénie wraz z 7. Przyjawszy znowu r = 01044,
mie¢ bedziemy: SRR LR b T e
Rm i -_". l'Q 1/0'22372 + 1452 . 0101‘12
==t R()1 07 Te,

przeto:
Rlll 0'97 ——
RS e L O ol ERaES ()
. e T R T e s
tak ze:

R, = * 0:05m,
wiec mniejszy niz poprzednio. Zatem ostatni wzor jest dokla-
dniejszy niz poprzedzajacy.
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2. Spostrzezenia o niejednakowej dokladnosci.

48. Niech L,, L,, L;, . . ., L, oznaczaja spostrzezenia
posrednie niejednakowo dokladne, z ktorych wyznaczono 7, /,,
Tgsier o -y by TOWNieZ miechipy, Ao gy il i g “beda wazno-
sciami, tymze spostrzezeniom odpowiadajacemi. Natenczas, jak
wiadomo, rownania:

afxeet= hyitatc zie b kevi=mig]i
ASSEETD e T Co 7z L N Tl v ] O
FLo% ap a7 aF 07 3508 e o ar Ly s 1

_x by bGr k. ak Ry ]

sq rownaniami bledéw, przyczem pamietaé nalezy, ze skoro x,

Y, 2, . . ., v oznaczaja prawdziwe wartosci spostrzezen, po-
pelnione bledy wyrazamy wogéle réwnaniem:

Azt by aE Y

Powyzej okazaliSmy, Ze wyrdwnanie spostrzezen jednakowej

dokladnosci uskuteczniarny na podstawie warunku, aby suma

kwadratow bledéw byla najmniejszoscia. Réwniez wiemy, ze

kazdy blad mozna sprowadzi¢ do jednostki waznosci, mnozac go

pierwiastkiem kwadratowym z waznosci mu przynaleznej. Zatem:

51]/1? 52]/172-3 53l/i;1 S s snl/{;

sa bledami zredukowanymi do jednostki waznosci, ktére to bledy
przypisa¢ nalezy spostrzezeniom jednakowo dokladnym. Mozemy
tedy tak samo i tutaj postapié, czynige sumy kwadratéw tych
bledéw najmniejszoscia. Zatem [esp| musi byé najmniejszoscia.
Przeto by¢ musi:

B leep] _ o 2 [ep] _ 8 [esp] _
= 0, 3y O S -2 0,
czyli:

de &, d¢en

Dist 3;( s Dycs —BT‘ g GEARIRR = 0,
e e n

P& 3; + pysy _B—;“ e d Rk e 0,
3 e 8z

P15 ”g\';’ oSe 8\? 5 e 0N _733 —
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czyli wprowadzajac w pierwsze z powyzszych rownan wartodei
za g , mie¢ bedziemy:

b, ax+bytezd. kivy—1re +plaxthytest...
e i e U E S G LR ol B R R o i L g
czyli piszac symbolicznie:

[paa] x + [pab] y + [pac] z + . . .+ [pak] v = [pal].

Przeksztalciwszy analogicznie drugie, trzecie, . . ., %' z po-
wyzszych réwnan, otrzymamy nastepujacy uklad réwnan dla nie-
W O o e R s s

Ipaal x +'[pabl} § +. ' + [pak] ¥ = {palli

[pab] x + fpbb] ¥y + . % .+ [pbk] v — [phl], l(W)

[pak] = 4+ [pbk] ¥ + . .. ..+ [pkk] v = |pki].
Powyzszy uklad réwnan (/7)) jest zupelnie rowny ukladowi
rownan normalnych (8'); dalsze tedy postepowanie jest zupelnie

takie same, jak dla spostrzezen jednakowej dokladnosci, co
powyzej wskazano.

49. Dodamy tylko kilka uwag odnoszacych sie do ustawic-
nia ukladu réwnan (7).

Tworzymy nasamprzéd, jak poprzednio, zawsze tabelke
@), z niej zas tabelke &), w ktéra wpisujemy iloczyny «,a,,
a,b,, aje;,. . .. Do tej tabelki dolyczamy jeszcze jedne ko-
lumne, w ktéra wpisujemy waznosci poszcezegolnych spostrzezen.
Z tej tabelki &) tworzymy nowa tabelke, ktora oznaczymy przez
¢, zawierajaca iloczyny p.a2,a;, p@4.0y, P11y - . ., ktore
otrzymujemy, mnozac kazdy wiersz poziomy tabelki &) przez
odpowiednia wazno$é tegoz wiersza, w ostatniej kolumnie sie
znajdujaca. Dalszy rachunek jest w zupelnosei ten sam, co
powyzej.

Poniewaz waznosei sa tylko liczbami stosunkowemi. mozna
je dla prostoty rachunku zaokragla¢ do liczb calkowitych. Réwna-
nia (/) nie zmieniq sie, jezeli wszystkie waznosci pomnozymy
przez te sama liczbe.

50. Jezeli %y, Ay, /2y, . . . sa miarami dokladnosci, odpo-
wiadajacemi spostrzezeniom, to wedlug wzoru (XI) bedzie:
ML N e o S B T TR L PR S B
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Wprowadziwszy tedy 42 za p,, kladac np.:
pi-Tvant,

otrzymamy za uklad (/7), po uproszczeniu przez », nastepujacy
uklad réwnan:

[h*aa] x + [b%b] y +. . .+ [h%k] v = [hial],
[h'abl.x +[8%b] vy +. . . + [h'bk] v = [h*bl], l )
[h*ak] x + [b%k] y +. . .+ [h%k] v = [hikI].
A 7e mozemy za [A*aa], [A%ab], . . . napisaé [ha . ha],
[ha . k6], . . ., przeto powyzszy uklad réwnan (47) otrzymac
mozna z rownan bledow:
hs(apekabiy sl cjz . 0. sk x)e=h;l¢

heS(aeetFibovet= iz =i etk = hl )
Bl iy e kR~ hl
Znajac przeto miary dokladnosci, trzeba tedy kazde réwna-
nie bledu pomnozyé¢ odpowiednia miara dokladnosci, a w ten
spos6b otrzymane réwnania zuzytkowaé do ustawienia réwnan
normalnych. Dalszy rachunek jest ten sam, co powyzej.
Dla bledu sredniego stosujemy tutaj wzor:

P [nif‘g (XXX).

51. Zagadnienie. Ze stanowiska O celowano do 5
punktow 4, B, C, D, E i otrzymano 10 nastepujacych wartosci
katowych:

AOB = 15° 37" 3267" 2z 24 spostrzeien

AOC =" 450 90 47:34" 16 -
D =569 9398760 =39 .
AOE — 268° 41’ 19-84" , 12 ;
BOC =950 J3113:56/0 8 .
BOD = 1400 45’ 57:13"" , 24 2
BOE = 953° 6 45:03" -, ‘4 .
COD = 1% S0 A2:86" . . 16 -
COE" =1993¢ 930301941 39 -
DOE =-1199:96' 49:39'" . 8 .

Wyznaczy¢ najprawdopodobniejsze wartosci tych katow.
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Rozwigzanie. W tym celu, jak w zagadnieniu 1. w ust.
39. (str. 53), kladziemy:
A@R = 15% 37" 31" + x,
AOC = 45° 20" 46” + y,
AOD = 156° 23’ 27" + 1, (1)
AOE = 268° 44’ 18" + t,
przeto réwnania bledow beda:
x = 167, | z = 1576, @)
y =134, | t= 184, g
Poniewaz BOC = AOC — AOB, przeto podlug (1) mamy:
1E{0)0 — SANY AR IL17 P Ay = e
a z pomiaru:  BOC = 29° 43’ 1356
przeto: 0 = 1340 hive—— X
t. j. zwiazek, ktory maja spelni¢ x i y.
Poniewaz BOD = AOD — AOB, przeto podiug (1):
BODE=S14008 1556187 —= %
a z pomiaru: BOD = 140° 45’ 57-13"”
wiec: 0 = =13
jako réwnanie warunkowe, ktéremu z i x maja uczyni¢ zadosé.
Nast¢pnie: BOE = AOE — AOB, przeto podlug (1):
BOES=8053 R 6EA 7S =S v
Z pomiaru: BOE = 253° 6’ 45:03"”
wiece: 0 = e iEfnt
jako trzecie réownanie warunkowe, wykazujace zwiazek miedzy
il o2
Jakotez: COD = AOD — AOC, przeto podlug (1):
COD =11 | SO 7 s = v
Z pomiaru: COD = 111° 2’ 42-86"”
wiec: 0 +1860 + 3 —%
jako zwiazek, ktéry maja spelnié z i y.
Podobniez: COE = AOE — AOC, przeto podlug (1):
COHE=1993080 330U LRt ==y
Z pomiaru: COE' = 223° 23" 30:94"
wiec: 0 = 1008 =t =y
jako zwiazek miedzy ilosciami 7 i y.

I
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Wreszcie: DOE AOE — AOD, przeto podlug (1):

DOE — 112° 20’ 517 + t — z,
z pomiaru:  DOE = 111° 20’ 49-32”
wigc: 0 = TS A~ s

jako szoste réwnanie warunkowe, podajace zwiazek miedzy 71 z.
Otrzymujemy zatem nastepujace wartosci dla katow, wy-
razone przez poprawki x, vy, z i £

AOB = 15°37 31" +x, | BOD = 140° 45’ 56” + z — x,
AOC — 459 20" 46" + y, | BOE = 253° 4 AT+t —x,
AOD = 156° 23’ 27" + z, COD = 1110 2 41" +z — y,
AOE = 268° 44’ 18" + t, COE = 2230 23 32" + t — y,

HEE =092 435 hvie= s e DO = 12080 061 etz

Roéwnania za$ bledow sa:

X, SO RVEEER () 7 s s ORS t == [E 6e ze O L sposhizezent
OF e ya s () z+0 t == I 7 16 4
W52 ar Waypar o ar Gdie JH76 - o e -
Wose ap Wis 7 Ap \Da 7 are T = alhg 7 110 .
xoo= e wmp )y mar 0 e i il e -
=so5cqp W e S g (s lofs) T o =
el O Sy ol O 2 t =197 z 4 .
B v e () = E SR -
(DR xe = v Oz t =1'O(5 72232 .
W2 mqe WSy g i B2 e G 5

Za waznosci, odpowiadajace powyzszym réwnaniom bledéw,
mogliby$my przyjaé bezposrednio liczbe spostrzezen; aby jednak
nie rachowac¢ liczbami wielkiemi, przyimujemy waznosc¢ jednego
spostrzezenia rowna 4, gdyz wszystkie liczby waznosei sa po-
dzielne przez 4, za jednostke waznosci. Tak uproszczone liczby
wprowadzamy do tabelki 4) w ostatnia kolumne. Zatem mamy
nasamprzod tabelke:

a
) Lp. | a l‘ b o{p \ IS et ] s
L . 167 | 2:67
9, | 1 . 134 | 2:34
3. 1 . 176 | 276
4. 1 | 184 | 284
5. A B 144 | 1-44
B . 1 113 | 113
% 1 . —1 | 197 | 197
g e 1 186 | 1-86
9. 1 —1 | 106 | 1-06
10. . 1.0 =t L peR L 168
|2 | 90| 4 |—9 [1575 195
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Tabelka ¢) podaje nam zatem nastepujace cztery rdwnania

normalne:
o = v 67 o ot 809
= 8y iy — 8 i'),
Sty — G divier 007 — 20} 3166,
Oy - 14t = — '8:29.
W celu rozwiazania tych réwnan stosujemy

przytoczone wzorce,

Wzorzec 1.

w dodatku II.
w skutek czego otrzymamy po kolei:

E | y | Z t Suma
15 50 '] —¢ ‘ =1 § g0 . | tro0-
1 | —013333 — 04 — 006667 053934 093934
i '—5 1 —8 i i | 0
—2%| 026667 | 08 | 013333 | — 107868 | — 1'87868
| 20 — 8 3166 | 3966
— 6 o | 24 | 04 | — 393604 | — 563604
14 | —829 | — 599
= b d s 006667 | — 053934 | — 093934
| ' | 103-027 | 138:007
8:09X !‘ 43632 75992
7 ta- 1 I By &y
1,e1|:li 14:09 52 39'(36i — Bty ’; 138-:007 | Kontrola
C). |
Wzorzee 11.
y : z \ t . Suma
1773333 | — 48 | —813333 | 459868 | 939868
1 \ z=0? 27068 —0+45865 0°:25932 | 053000
043245 — 10466148 — 1/ 041384 — 1| 072428 — 1
156 =g 34-89604 | | 45 29604
48 X 129924 220150 || — 124474 | — 254400
068124 | 011369 | 034272 \ 009508 | 0440552
3 13:93333 | — 7:75066 | — 435066
813333 XX| ’ 373083 | — 210915 | — 431070
0091027 | | 037175 | 0032411 | 063455
' 98:6638 | 130-4078
459868 X ' | 119253 9-43729
066263 ‘ | 007647 | 038691
211 939868 ’ 45°99604 ‘—4 39066 130-4078 : Kontrola
7
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Wzorzec 111.

Z ' t ! Suma
16-30076 ‘ — 4:60150 , 3614078 47-84004
1l i 028229 | 2:21711 2:93480
| 045069—1 034579 045748
B | | SSNCT T SR
10:20300 ‘ — 564151 — 0:04001
— 460150 X 129894 | — 1020209 | — 1350455
0466290 011859 ; 1400869 1413048
} 97-4713 12797057
3614078 X 8012833 106:0659
155800 i 190379 2:02558
|
Z woorea 1 47.84004 | 003996 . 12797051 | Kontrola
Wzorzee 1V.
t ’{ Suma
890406 i 4-56058 13-46464
1 051219 15120
| 0709431 017961
oS SRS s e W 5 14
| 17-34297 2190355
— 456058 X | 2:3359 68965
065902 \‘ 036845 0-8386%
7 wiorca IIL| 1346454 | 2190467 Kontrola

Zatem otrzymujemy ostatecznie réwnania:

t — 051219,
[Il. 4] = 15:0071.

7. wzorcow IV. az do I. znajdziemy nastepujace réwnania
zredukowane:
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a0

== (UL

Z8s=0 (28IEE—80:09

y — 0:27z — 046t -— 026,

x — 013y — 040z — 0:067t = 054,

z ktorych otrzymamy zadane poprawne:
U — (DIl A = a6, 7 e i e i G
Wprowadziwszy poprawki te w réwnania (3), otrzymamy
nastepujace najprawdopodobniejsze wartosci katow:

INQOB=— 15083713910/ BOD = 140° 45’ 57-24"
AOC = 45° 20’ 47-12" ' BOE = 253° 6’ 46-39”
AOD = 156° 23" 29-36" { COD = 111° 27 42-24%
AOE = 268° 44’ 18:51"” i COE — 2239 237 31390

BOC = 29° 43" 15-00” DOE. — 112° 20174915,
Wartoséé bledu sredniego obliczamy wedlug wzoru (XXVIII):

Ay s . 4] +l/15i -
£ n— k £ vriaied O W

Za jednostke waznosci przyjeliSmy waznos¢, odpowiadajaca,
¢redniej arytmetycznej z 4 spostrzezen, podzieliwszy wszystkie
waznosci przez 4. W takim razie wazno$¢ pojedynczego spo-

s 1
strzezenia jest: p, = o

Aby bhd 51edni splowadzié do waznosci jednego spostrze-
’’’’’ (por. wzor IX), przeto:

ot SRy TS B T
| fpo o
Z wzorca IV. otrzymujemy waznos¢ 2, ilosci Z, a mianowicie:
Py = 89,
przeto blad sredni ]llt ilosci Z bedzie:
Ml & T8 P

Zatem blad oczekiwany:
Ry = M;. 06744 — * 1059 . 06744 — * 071,

B. Wyrdwnanie spostrzezen ilosci zawarowanych.

52, Niech beda X5 X,;, X,,. . ., X ilosci, majace sie
wyznaczy¢ ze spostrzezen, a poddane warunkom ksztaltu:
?1 (X17X2’X31- . -1Xk) -0,

?y (X Xg, X],. . .,Xk)'—" 0, (1)

..............

7*
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w liczbie v < £, ktére winny byé Scidle spelnione. Spostrzegane
zas warlosci tych.ilosci sd: #,, x5, %5, - - ., Zx Z Waznosciami
im przynaleznemi: Ay, fgy Py - -

Z powodu nieuniknionych bIQduw spostlze/en wartosci te
nie uezynig scisle zado$é réwnaniom (1); przeto otrzymaé musimy:

¢ (X1» Xg» Xgy o+ oy Xx) Eis
(B8 28 0 6 o 29y), =80 @
ov (X1s Xay X5y o .y Xx) = By, [
gdzie %, %,,. . ., E sa malemi ilo$ciami, ktére z latwodcig

obliczyé mozna, znajac ksztalt réwnan (1), tudziez wyniki spo-
strzelen: X, Xg, Xz, . . oy ¥ . Lolozywszy, ze v < £ a funkcye

sa ciagle 1 daja sie rézniczkowaé, jakotez ze wszystkie spostrze-
zenia sa jednakowej dokladnosci,, pytamy si¢ o najprawdopo-
dobniejsze poprawki e, e, &, . . ., &, ktore dodane do
ilosei x,, x5, X3,. . ., xx UsunNg sprzecznosci, pojawiajace si¢
w rownaniach warunkowych, tak ze bedzie:

2 Spis l
% e -
NG

. . . - . . . (3)
Xk = Xk A €k » [

53. Z pojecia poprawek e, &, &, . « ., & wynika, Ze
powinno by¢:

X to, Xyt e, Xptggy. ooy Xt o)
T U IR e et

Baczac, e ilosci ¢, &, ¢,. . ., & s3 ilosciami bardzo
malemi, to rozwijajac podlug wzoru Taylora, otrzymamy:

TR ar s AR e ey .,xk'*‘ek)——

\\/

G IR o T SO

he’}
OX, X,y

l—ck+

(9 a0 X0 6 0 0ss ) AF ‘
Xk

O)' 07
o7

a ograniczajac sie na pierwszych potegach ilosci ¢, mie¢ bedziemy:

o g C?l 2o 3

(AR E X Xt oy g+ e t+...+ ¢ 0

?l(l’ 29 X34 ) k)+ §X2 9 3%y k
it 1,9,3,...,\’——1,‘1,

jako réwnania warunkowe, wyrazajace zwiazki zachodzace migdzy
poprawkami e ; &, 6y - o i 8k
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Polézmy dla skrdcenia:

bl 3 D
Py °% “%1

- a a R AY « 04 1 Xyy Xog o0 o3 X — W
2x, “B.\'g 29 ’EXk k.n(lv 29 ) k) 19
go 3o, 2o,
»,\'2* ])1, \'2 bz,...,'\\'{ bk,?2(xl,xz,...,Xk):—\\’2,
cX, eX,y Xk 4)
ey oy oy ( )

n D5 e S (X U S ) =

3x, i - 91 5 73Xy » $v it %s i 4%

a otrzymamy za uklad réwnan (1) nastepujacy uklad réwnan
linijnych warunkowych:

VR F e o S T

bee, + e +.  ~hbhe + W, =0,

o5 Fer i Senllie.. .0 IOHINRIEL ST T RIES L SR o Y o UeL

N == ()

]‘ ()
Nje, + Dgsg . on i Del

w liczbie v, zupelnie réwnowaznych ukladowi (1) i tworzacych
v zwiazkéw pomiedzy iloSciami ¢, e, g5, + +y k.

Wszelako poprawki ¢, 24, &, . . ., = nietylko maja
zadosé uezynié ukladowi (5), ale nadto spelni¢ zasadg najmniej-
szych kwadratow, podlug ktérej suma kwadratéow poprawek z,
z uwzglednieniem dokladnosei odnognych spostrzezen, powinna
by¢ najmniejsza mozebna, tj.:

Q=egh da ' gtd vt

ma by¢ najmniejszoscia, czyli co na jedno wychodzi, funkcya:
= la]l —% (8.0, 02 ¥+ ¢ . F 2 + W)
— 2k, (s * Dote *5 5 F Bt W)

LR SR - I GO R T R S B et NN e R

— By (8 80 T, L B+ )
ma staé si¢ najmniejszoscia, a bedzie nig, skoro bedzie:
3Q’ Q' Q'

=0, —=20,...
8z, B Lo . Sl

= 0,
czyli gdy:
€. (k,al g k'.'bl A T e kyn|) =0
W —fka, by £ B RRG . (,

€= (klﬂk + kgbk e Pl R = kV_‘_]k) — O,
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czyli wreszcie, gdy:
o et s R e R e i
SRR R B
=k thkh +.. . 1T ku. l
Podstawiwszy" tedy powyzsze wartosci (6) w rownania (5),
mie¢ bedziemy:
{aa] k. + Jabl s % . ot lan)ke + w, =0,
Jabl k, + bl g & . o)k oW, o= 0, l

[an] k;+ [bal ks + . ¢ .+ [on}ky + wy = O, l
Obliczywszy z tych rownan mnozniki %, &y, &3, . . ., &y,
znajdziemy nastepnie poprawki g, g, €,. . ., & Z akladu (())
Podlug. G asussia zowia, sie ilosei £y, Koy K3y o o oy By

korrelatami, a réwnania (7) réwnaniami korrelacyj-
nemi. Postaé¢ tych rownan jest zupelnie réwnowazna réwnaniom
normalnym (&), a wszystko, co tam o nich powiedziano, odnosi
sig. do tych rownan w zupelnosei. Rozwigzanie tych réwnan
uskutecznia si¢ podlug zasad powyzej wyluszczonych.

54. Uwaga. Zdarzyé si¢ moze, ze wartosci x, + ¢, x, + ¢,

%3 t &, . ., 2% T a, zapomoca ukladu (6) wyznaczone, nie
spelniaja na]e/y(ne ukladu rownan (1). Jest to oznaka, ze x, x,,
Xgy e o oy X nie sa dobremi wartosciami przyblizonemi. Nalen-
czas przyjmujemy :

X, e = Xy

Xob 1= gy = Kol

Xe o & = X
jako uklad dalszych wartosci pl/)bluonych i postepu_]emy Lupel-

’

nie tak samo, jak powyzej, wyznaczajac przeze,’, &’y &5’y . . ., ¢/
uklad nowych poprawek.

55. Nasuwa sie obecnie pytanie, jak nalezy wyrownywaé
ilodci zawarowane, jeZeli spostrzezenia poszezegolnyeh ilosci nie
sq jednakowej dokladnosei.

Niech beda p,, Ao, #3, - . ., px Waznosci, odpowiadajace
ilosciomEy i s S e S T J 62 E110E 1 egiiea o R ey lO7N g -
czaja najprawdopodobniejsze poprawki, jakie na ilosciach x,, x,,
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Xyy. . ., X palezy uskuteczni¢, to podlug teoryi rachunku wy-

rownania powinno
0 — [pes]

by¢ najmniejszoscia. Wszelako -pomiedzy majacemi sie wyznaczyé
ilociami istnieja rownania warunkowe, ktore sprowadzamy do
postaci réownan linijnych (5), jak to wyluszezyliSmy w poprzednim

ustepie (53). Temi tedy réwnaniami warunkowemi sg:
W.o Poage e LM R W =
O N R T e T l
Bogp By b u e e, [
Aby za$:
B = .fpe] — 9k (aie oAy b .ot me i)
= 3k, (B . besg F oo o P Is T W)
= 3k, e ok A, P e o)
stalo si¢ najmniejszoscig, musi byé:
dQ’ 3Q’ (0

e Y s
= C3g Czk

czyli:
P& — (klﬂl + kc_ibl + o iy i ’{' k‘,n,) = 0,
gt (kg Filkhy .o RN = 0,

 Pal | IR o RS P o ) P
zatem :
,b,l

a
:,—fp', kot bk L4k,
1
2o b n
PRI, TS T .. T W Ay - P
ool G e " B
P NG e SR el
Px Px Px

(8)

)

Podstawiwszy za ¢, ¢, . . ., e powyzsze wartosci (9)

w uklad réwnan (8), otrzymamy dla korrelat 2., 4&,, £, . .

%y nastepujacy uklad réwnan:

http://rcin.org.pl
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ST

[Tl] S ._}_[apn]]\ +\v L3
B p]]‘l [P?] R e S [b”] ky, + w, = 0,
"g‘]l, [b”]k.z....+[';‘]1\+“, 0,

ktorych rozwiazanie wskazano juz powyzej.

(10)

56. Blad sredni spostrzezen zawarowanych.

7 poprawek ¢, g, . . ., & wyrazmy np. v ostatnich poprawek
zapomoca v rownan warunkowych (5). Kladac tedy:
H = X, l
s v ] (11)
& =Y
otrzymamy z ukladu (5) v dalszych réwnan, a mianowicie:
B AT v e S K st [0S l
& v iw AR B v i T K o

(12)
€, = g ap Bl 5R 06 o an G 1y l
Uklad réwnan (11) i (12) tworzy wiee uklad rownan ble-

dow, a warunek [ez] — najmniejszosci prowadzi nas do nor-
malnych rownan Gaussowych, gdyz nie istnieja Zadne warunki
miedzy ilosciami x, y,. . ., 7. Wynik dla ¢, ¢, ,. . ., = jest

ostatecznie- tutaj tt-n sam, jakiémy powyzej otrzymali mpomom
korrelat, a zadaniem 11iniej:<7.og0 wywodu jest wyznaczenie bledu
$redniego podlug wzoru (XXVII). Poniewaz mamy £ — v niewia-
domyceh i £ rownan bledow, to podlug rzeczonego wzoru wylania
si¢ wzor:

‘/ [Ef (X¥XI)

Jezeli zad spostrzezenia sg niejednakowej dokladnosei, to
analogicznie otrzymamy z wzoru (}\XX) nast(gpllJJC)

o l/ [o=] (XXXIL)

57. Wzigwszy pod uwage réownania (6), to skoro pomnozymy
je kolejno przez e, ¢y, 55,. . ., = 1 do siebie dodamy, otrzymamy:

[ec] = [ac] k, + [be] kg + . . . -+ [ne] ky
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a odnosnie do ukladu réwnan (5):

fel = kw Flkw +. .. F kwy, (13)
w skutek czego wzor (XXXI) przyjmie postaé nastepujaca:
= ]/[L:V] (XXXIII)

ktory dostarcza nam sposobu sprawdzenia rachunku.
58. Do powyzszego wyniku (XXXIII) dojdziemy réwniez
z rownan (8) i (9), a mianowicie:

fpes]-— [as] k, +[ba]l K +. O A [Be] Ky
kw, + kw, +.. .% kW,

59. Sprawdzenie rachunku przeprowadza sie zupelnie
tak samo, jak przy ustawianiu i rozwigzywaniu normalnych ro-
wnan Gaussowych. Jedynie pamietaé nalezy, Ze w celu ustawienia
rownan korrelacyjnych z rownan warunkowych (5) polozy¢ nalezy:

(14)

zatem:

gt b e S SN S SR
agt = hoteler o R i s
jakotez Ze mamy réwnania sprawdzajace k@zt‘tltu nastepujacego:
fas] + [ab] . ...+ [on] = faul,
[ab] + [bb] + o oo TRt~ fost,

Jezeli po ustfl\vmmu rownan korrelacyjnycll chcemy weiagnad
takze ich prawe strony do réwnan sprawdzajacych, co jest ko-
nieczne, nalezy utworzyé sumy:

[aa] + [ab] + . . + [an] + w, = [as] + w,,
[ab] Fb] 4+ [bn] A [bs] LA

i postepowac daleJ zupelme tak samo, qu w rozwigzywaniu ro-
wnan normalnych.

60. Wyznaczmy blad $redni funkeyi :

Sl O . T TN
dla X; = a; + &, gdzie 5 oznacza najprawdopodobniejsze po-
prawki ilosci zawarowanych X,, X,,. . ., Xk.
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W tym celu wstawmy wartoséci #; + s w funkeye 1 oznaczm
y ye y

F (%, %, . . ., %) przez F,, to rozwijajac podlug wzoru
Taylor’a, otrzymamy:
F:Fo-i-isl-l-qaisgﬁ-. s ?F epseh s T,
3X, oX, X,

a kladace dla skrdcenia:
3F gF 3F w
_a_Xl—*fl,B—Xq‘:fu,. Shie ’:Xk = fk (10)
i ograniczajac sie na pierwszych potegach ilosci ¢, otrzymamy:
FoeFo.dls + e+, . e, (16)
Chodzi zatem o wyznaczenie poprawek e, g, . . ., &

przez ilosci wiadome. W tym wzgledzie otrzymaliSmy powyzej:
& =ak'+hk .. . .+nk, |
e = 2k, + bk, +. . .+ nky, i ©)
v

................

& = ak, + bk, +. ..+ nky.

Pomnozywszy je kolejno przez f,, fy, . . ., fx i dodawszy,
mie¢ bedziemy:
fie, +feg +. . .+ fie, = [af]k, + [bf] k, +. . . + [nf] ky. (17)

Podstawiwszy w réwnaniach korrelacyjnych (7) ilodei [af],

(61, . - .. [»#] 2a w,, wy, . . ., wy, W skutek czego £,,
TR ., &y przejla w K, K,,. . ., K, otrzymamy:
[aa] K, + [ab] K, + . . . + [an] K, + [af] = O,
fabl K, +Ipnl Ke . . . ¥ [bo] Ky o [Di] =0, ¥ (18)
fan] K, + [bo) Xy 4, . .+ [mn] K, ¥ [t} =0,
Pomnozywszy ten uklad réwnan kolejno przez &, &y, . . .,

k., i dodawszy je, mie¢ bedziemy :
([aa] k, + [ab] ky + . . . + [an] ky) K,

+ ([ab] k, + [bb] k; + . . . + [bn] ky) K,
il R L e e
+ ([an] k, + [bn] k, +. . . + [nn] k) K,
+ ([af] k, + [bf] k, + . . . + [nf] ky) = O,
czyli ze wzgledu na uklad (6):
[af] k, + [f) K, +. . .+ [0f] k =
-w,K, + wK +. . .+ wKy, (19)
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przeto z porownania (19) i (17) przyjmie réwnanie (16) ostatecznie
ksztalt:
Rl staw K s WoKgoh o0 L e wKee, (20)
Mamy zatem funkcye Z wyrazona przez ilosci wiadome.
Abv zatem obliczy¢ blad $redni tejze funkeyi, ktory wysnuwa
sie z bledu s$redniego A7, wchodzacy wilosci x,, x,, . . ., Xk,
odnosimy si¢ do wzoru (XXV), skutkiem czego otrzymamy:

S ‘/[(Zi)ii
wes ) TEIT

A Zze z (20) wypada:

czyli:

A SO IS S 3“’“ ool g
oX, X, X, X, oX,
a ze na podstawie (15) i (4) ]est.
eF,
;X gt 01 0 S RO Y it T
A Eeh A T ISR ;
5, %, gy eitditds
przeto mie¢ bedziemy:
3F
5 =i kel = bR e e RO
3F
- o = a1k, by K3 i
3F
g =B~ B~ B,

z czego wynika:

l:( aF)tl —[ff] — 2 ([af] K, + [bf] K, +. . .+ [0f] K;)

X
+ Qaa} K + [ab) Ky 4. . .+ [am] BT K,
+ abT K, & B & + 1.0 i+ [Bol By KL
+ ([an] Ko Tl B, + . «+ o] 7 B
czyli uwzgledniajge réwnaunia (18):
U ;}: )] S LR ~ DR e o i
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Zatem mamy ostatecznie:

AT
M= % o l/':( ;X):I , l
3F |2 B (XXXIV)
|_( 3{) :I i L6 bt i o B 5 k- M B e IR AT
gdzie:
CHE F o
3&?‘ L ‘3}5 A A 3 fi
[sa] X, + fab] By +. . .+ jan] K, + [af] — 0,
ab] B, o [bb}EC . . . |ba] K, 4 §bf] — @,

jan] K, + (b} K, . . . + [on] K, + Jof] = 0,
ktore to rownania rozwiazujemy w sposob zupelnie analogiczny,
co rownania normalne.

61. Zagadnienia. 1. Podczas tryangulacyi wymierzono
wszystkie trzy katy trojkata AZBZ z jednakows dokladnoscia
i znaleziono, ze kat 4 = 46° 17’ 38:32", kat B = 73° 35’ 16:15",
i kgt C = 60° 7" 516”. Bok za§ AB = ¢ = 3487657 m. —
Wyznaczyé najprawdopodobniejsze wartosci tych trzech katow.
. Rozwiazanie. W trojkacie geodezyjnym suma trzech
katow wynosi 180° + £, gdzie £ jest przepelnieniem sferycznem.
Oznaczajac zatem przez ¢, e,, ¢; poprawki tych katow 4, B, C,
mamy:

A e DR e G R G-t (1 30l == R ()]
ARZEE
AR B (6 = G O 59185 916810
wiece:
3 ar e e ey = UslY ar 10
jako majace sie¢ spelni¢ rownanie warunkowe.
Na obliczenie przepelnienia sferycznego mamy wzor:
1= Az— 206265 ,
I
gdzie powierzechnie trojkata dla bardzo wielkiego » = 6366739 m.
uwazang za plaska, obliczamy wedlug wzoru:
A ca
A= & 5 sin B,
czyli:
o cE s VAR ESInNE
2 sin G )
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przeto:
c?.sin A.sin B
= — 2 :
. 2r? . sin G Sy
Przeprowadziwszy tedy rachunek, otrzymujemy:
E = 2:475".

Zatem nasze réwnanie warunkowe:
g By e, — 28461
W skutek tego:

A=A I
Wiec rownanie korrelacyjne:
3k — 2845,
k, = 0:948.

Rownania bledow sa tedy:
g = k, = 0948,
& = k; = 0948,
e = k; = 0°948,
tak ze najprawdopodobniejsze wartosci tych katow sa:
A= A60170 39:968¢
BE=8730"35& 1i7: 0984
© — (0 77 Gl
Dla $redniego bledu mamy:
wyk, = 2:845 . 0:948 = 2:697,
wiec :
PR/ 6O/ =R 6

p=t Y Ta] -+ /3008 — =003/ 3
= + 1-64.

2. 7 trzech stanowisk A4, 2, C wyznaczono czwarte nie-
dostepne stanowisko 2 (fig. 2) przez pomiar katow: » = 41° 19/,
ag = 62° 56", o = 117° 38’ i o, = 36° 23'. Polozenie stanowisk
A, B, C, okreslaja ich spolrzedne odnosnie do pewnego stalego
ukladu spolrzednych, a mianowicie:

X, = 3848973, y, = 2368860 dla A,
X, = 37949:06, y, = 2440805 dla B,
X =37673°695 vy, = 2476710 “dla €

Wyznaczyé najprawdopodobniejsze wartosci  spolrzednych

stanowiska D.
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Rozwiazanie. Poniewaz trzy punkty 4, B, C sa dan

€,

przeto kat ABC jest wiadomy, zatem poprawki, jakie uskute-
czni¢ mamy na katach o, i «;, podlega¢ muszy jednemu warun-

kowi. Drugim warunkiem jest to, ze bok B2 obliczony z tréjkato
ABD i BCD musi posiada¢ jedneze wartosc.

W

Aby obliczyé¢ kat ABC, musimy znaé koniecznie kierunek
osi X-6w. Niech prosta BX’ bedzie rownolegla do dodatniego

kierunku osi katow X-6w, tak ze byé musi:

tg XBA = s

R
g XBC w8 N2

Zatem:

71945 e
"BI06T W
35905

[ oY g reen s T N M
et oT5a7 T W

tg X'BA =

przeto po obliczeniu:
X'BA = 53° 447 = o
RUBEE— 197° 292770 ="q,
ABC = 180° 34-24’
Katy 9, i ¢, wskazano w rysunku lukami. Jezeli przez
s, &, g oOznaczymy szukane poprawki, natenczas by¢ musi:
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e B A e O] G O
a ze: I = 1802 34/,
przeto otrzymujemy:
e e = (104 (1)
jako pierwsze réwnanie warunkowe.
Aby ustawi¢ drugie réwnanie warunkowe, to polozywszy

AB = 4, i BC = d,, otrzymamy na wyrazenie boku BD = a
z trojkata ABD:

§oo 2l 80 B4 §)
T sin(g Fagte tey)’
i z tréojkata BDC:
dysm (g -k e))
gl *a Tt 8)’
przeto z podzielenia obu tych rownan otrzymujemy:
d .sin (z + ¢).sin (@ + a + ¢ T+ ¢,) oy @)
A emiE(al ol ) sing(e ey s Te) e
jako ogodlne drugie réwnanie warunkowe.
Poniewaz:

4 =/ (= — ) + (. — )" = 89998,
b = )/ (e — %)% + (3, — y5)® — 45255,
przeto po podstawieniu powyzszych wartosci za &, i 4, w (2)

i obliczeniu otrzymamy ostatecznie jako drugie réwnanie wa-
runkowe :

i 095, — 205, — 3hle, — = 175 (3)
Zatem mamy tabelke a):

a) 7Lf pﬁ‘ e . 7b | 1 przynalezne g — 1:39k;
1. ' 0 1-39| rownania bledéw |e, —k, + 025 k,
2. I 0250 7 korrelatami es =k, — 2:05 k,
e 400 & — — 3K
4 | 0 |—34l + e
Z tabelki a) wysnuwaja si¢ spolezynniki réwnan korrela-
cyjnych, zestawione w tabelce b):

(4)

o

b){L.p.| aa | ab | bb
1 o1 e ‘”‘1-93

9 1 025 006

g 1 |—205| 42

4 0 0 11:63

2 |—180| 182

http://rcin.org.pl



a wiec mamy réwnania korrelacyjne:

Pk = AeB0lg= | 02,

— 180k, + 1PB2 K = — 75,

skad otrzymujemy:
16:2 k; = — 163,
wiec :
1-53
kg ety TG? = = 0094,

wreszcie :

k, = —09.0008+ 012 = 0°035.

Podstawiwszy znalezione wartosci korrelat w (4), znaj-
dziemy:

g = — 013 g2 = 00169
e = + 001’ g2 = 0°0001
g = + 023 g2 = 00529
g = + 032 e, = 01024
> = 01723
przeto najprawdopodobniejsze wartosci katow sa:
a = 41° 1887

g = 62° 56:01
v = 117° 3823’
3 = 36° 23-32'.
Dla bledu sredniego mamy:
w,k, + wk, = 01729,
co dostatecznie dobrze zgadza sie z powyZej znaleziona sumg
tj. =] = 0-1723; przeto podlug (XXXIII):

sl
=% _Ql@lﬂ — + 0-285.

7 tréjkatéow ABD i BDC wysnuwaja si¢ juz powyZej za-
stosowane wzory:

d, sin «
& = ———F—F
4 sine + a)
Bt dy sin o,
> sin (¢ + o)’

ktore daja nam, Zze
loga, = loga, = 278747

czyli :
a, — a, = 61302 m.
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Oznaczywszy przez (X,, y,) spolrzedne punkiu D, otrzy-
mamy:
x4 = st = a cos DBX’,
Y, = a sin DBX'
gdzie: DBX' = XBC — o = 0 51- 54",
przeto:
X, = X, + 603-99 = 38553-:05 ,
Yo = Yo + 10496 = 24513-01
jako najprawdopodobniejsze wartosei spolrzednych punktu D.

3. Wyznaczy¢ blad oczekiwany wartosei x, i ¥,, w poprze-
dniem zagadnieniu obliczonych.

Rozwigzanie. Ku temu celowi uzyjemy nasamprzod
wzordow (XXXIV), kladac raz x,, drugi raz y, za . Pomnae, Ze:
DBX c=fgse=daty:

otrzymamy dla «,:
Xy = X, + d; cos(p, — &)
a sin g
— —— . c0S (9 — ).
' sin(e, + a) " )
Zatem:

W _ o 08e c0s(p ) sine .elgle +a).coslp —a)
o giaia T sin (2, + o) ’
R i sin a, . ctg (o + a,) . cos (s — )
day - ) sin (o, + a,) i
T __sina ‘ %
oty =5 3 Sin (o, i) o e = 0k
X,
— (
Saty fy 4
czyli :
1) (\'4 B x) [ate 7. — clgf(a ol 340:39, f.° 706250,
(X e — X, )V, ot (ap + o) 3 18887, 82 — 23517,
= (x4 Xt e (¢t a) 1049:00, f,® = 1100420.
=
Z tabelki b), w poprzedniem zagadnieniu podanej, wynika:
B —OR g el R o e e B e e ()
= 1:39 b, =028 se=tei B0 b = = FeAl
Przeto mamy:

afe = 000;00; B 116814,

dofs. = — 15337 el — d3:3d

a i — 104900 b,f; = — 215045

agfgi=. . .Q00:00, b f = 00000,

[afff= ' 895:63:; o= == 020765

8
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Mamy tedy oba rdéwnania:
G B e BT

— 1:80 K -+ 1780 G — — = t080:65 ,
z ktoryeh wiadomym sposobem otrzymamy:
16:25K, = — 214:50,
K = 09" Kou = A4 T:81
wiec :
K= =— 13955
K, = 43589.
Zatem:
[af] K, = 390396
[bf] K, = 13524
[af] K, + [bf] K, = 403920,
jakotez: [ff] = 183018
tak ze: i
[(g) ]~ 1226267

l/[v(gm = 1195-27.

Poniewaz blad $redni p odnosi si¢ do bledéw katowych,
przeto wyrazamy go w minutach, a wiec:

[=] [kw] 01739 e
{L:iVQ——:i *9]“i‘ ”‘Q* ":+098;)’

przeto w jednostkach dlugosci:
p = * 0285 . 000029 = + 0:00008265.
Zatem:
M, + 000008265 . 1194:25
= * 00987,

a wige blad oczekiwany podlug wzoru (XIV):

Ry, = 06745 . M, — % 00987 . 0:6745 + 006657,

Widzimy tedy, ze prawdziwa warto$¢ odci¢tej x, punktu
D lezy miedzy:
p 38553:05 + 0:07
i

38553:05 — 0°07 meltrdow.

4. Niwelacya geometryezng wyznaczono réZnice wysokosei
stanowisk 4, B, C, D (fig. 3) i to tak:
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1. Miedzy A i B =

9

o
g e
&
8
g

AiG
AiD
Gl e
Ci D
Bt D

115

= 46783 , »
= 18:5595 , -
= 6:1989 , s
= 13:8677 , 2
= 76657 , .

10-8838 m., waznosc p,

34,
p. = 108,
p; = 49,
p, = 66,
ps = 18,
pe = 60.

Wyznaczyé najprawdopodobniejsze poprawki, ktore trzeba
uskuteczni¢ na powyzszych liczbach.

7 3

A

%)

s
>

Strzalki w figurze
wskazuja kierunek wznoszenia sie.

Rozwigzanie.
Pomiedzy dane-
mi 6 roznicami
wysokosciowemi
musza istnie¢ trzy
rownania warun-
kowe, ktore wy-
snuwamy z troj-

katow ABC,
ACD i ABD, a
mianowicie tak,
ze suma algebra-
iczna roznic wy-

sokosciowych
musi by¢ rowna
zeru.

Jezeli wige ¢, &, &, &, ¢, ¢ Oznaczaja owe majace sig
uskuteczni¢ poprawki, to by¢ musi:

a)

AGE e B0 e i = (ABEER ) —= (]
A o = GD e —S(ADE T ) = O,
AB&E e, BD -+ e = (AL ) = O
Po wstawieniu danych wartosci otrzymamy:
— g che hg — 0009
g —e 5 = F+ 00135,
Hoepk hsy T &y — - UDIO0
Zatem mamy nastepujaca tabelke:
LoD a b v
7 g 0 1
2. 4 “feid, 0
3. 0 =l =1
4. il 0 0
5. 0 el 0
6. 0 0 el

http://rcin.org.pl

8*



— 116 —

Stad ukladamy rownanie bledow zapomoca korrelat %, &, ,
%, podlug rownan (9) str. 103:

el =t ke 66 ¢, = k,,

108 e = +iky + kg 18 ¢ = k,

A9t ="l e kO 60 ¢ = ky,

jakotez spolezynniki rownan korrelacyjnych zapomoca tabelki :

bIL. P aSIEa DI g c SIRbHE Rh e Sce p
. 16 1o o5t B
gl 1140160108
S0 0 Ol 1 1 49
L. 1 te 9 |0 o] 086
5.1 01 01 0| 1 /0 0) 78
6. 0 0 0 | 0 0 e G

zapomoca tabelki nastepujacej, wyplywajacej z poprzedzajacej:

aa ab ' ac ‘ bb be [ GG

LiSp: s e S| | S S e
P TR SN A

1. | 002941 0 |—002941] R 0 002941
2. | 000926 | 000926 0 0:00926 0 0

3. 0 0 0 0:02041 = 0:02041 002041
4. | 0001515 0 0 0 i 0 0
5. 0 0 0 | 001282 | 0 0

6. I it MRS 0 001667

|
0:05382 | 0:00926 f—o-owu: 0-04249 = 0:02041 0-06649

w postaci nastepujacej:

005382 k, + 0°00926 k, — 0:02941 k, 0:0092,

000926 k, + 004249 k, + 002041 k; = 00135,

— 002941 k, + 002041 k, + 0:06649 k, 0°0100.

Uzywajac do rozwigzania tego ukladu réwnan naszych
wzorcow i poslugujac sie zarazem kolumna kontrolna, co tutaj
jako rzecz wiadoma opuszczamy, dojdziemy ostatecznie, ze :

0°03456 k; — 0°00761
czyli:
k; = 02202,
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jakotez :
ky, + 0:62274 k, = 029144
Ky + 017206 k, — 054649 k, — 017094,
skad :
kg = 0°15431,
k, — 026472

Otrzymujemy tedy nastepujace réwnania bledow :

o — g (k — k) — — 000131,
: - ’1’(1)“8 k, + k) — 000388,
& — g9 (k + k) — — 000764,
A 0-00401 |
& = 7 ks 0-00198 ,
& = 55 ks 006367 ,

ktére podaja nam najprawdopodobniejsze wartosei roznic wy-
sokosciowych:

AB 10-8825 m., €GB — 6:1999 m.

AC — 46822 m., CD 13-8697 m.

AD 185519 m., BD 7-6694 m.

Sredni blad obliczymy podlug wzoru (XXXIII) :

b= * ‘/,[ﬂl _ l/oig"ig -+ 0:0472.
v

C. Wyrdownanie spostrzezen posrednich ilosci zawarowanych.

@2. ‘Pomiedzy » ilosciami X, ¥, Z,. . ., V islnieje v
rownan warunkowych :

s Eo ey
Wik 8 . a8 Py
(XY
e B S RS e [ &

AQ

<
N
r‘,@x’?“
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ktore zawsze scisle muszy si¢ spelni¢. Wszelako nie obserwujemy
bezposrednio ilosci X, ¥, Z, . . Peijeno aloscit/ o, o
Ly, ktore sa wmdomcml funkcyaml ilgsel Asae iz s
a mianowicie:
T (XaMYe /e e V)
1L fol (XeeVe 70 s Vi)
(2)
2 k(X,Y,L,...,V)l
1 znaleziono, ze spostrzegane ilosci wynosza L,’, L)', . . ., Ly'.
Chodzi nam zatem o wyznaczenie najprawdopodobniejszych war-
toscigiloscilEXamz 78 st
W tym celu wyznaczamy nasamprzod przyblizone wartosei
ilosei X, ¥, Z,. . ., V, odpowiadajace spostrzezeniom L/,
Ly,. . ., Lg'. Niech temi wartosciami przyblizonemi bedy X,
'Yo,. A | A njech Xy Yy %o . o0 0ZNAczaj p.oprawk'i,
jakie na tych wartosciach uskuteczni¢ nalezy. W takim razie
by¢ musi:
L b (XG0 Yy et 7 e SR o )
Lt = s Xp + 22 ¥ b ¥, Zy + 2,0 .50, Vg + 9)3

L

)

o A, O e A I B A S MR
Polozywszy :
Iyt B (DN G e s S A T R |
' — 68 Yo s « s V) =4

| i —

e fk (XU’ YU* Zm Bi e ) Vu) ]k,

k
jakotez:
Bi\tj; - % —gf(l(: = Py ;f a8 G sionE s\;o— % i
3 @ [, 3f.
:\t(ZO e ;\1(1 by BZT, Kk ’acf, ke L 5y
:rk. et .E.fk : .Ot; ! . l

’X() g , "aYO‘ = bkv SL(, Clilyiies aes ey 'BV”' l\l\‘v J
otrzymamy na podstawie wzoru Tayler'a nastepujace rownania
bledow :
= 0 X e Shava slliehziti ]
e axkbhy et by l ©)
)
=alkx+bky+ckz+...+kkv—lk.l

"k
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Gdyby =, 9, s, . 5 9 byly

od siebie niezawisle, posta-

piliby$my podiug wskazowek podanych w ustepach 34—51.

Wszelako miedzy ilosciami X, YV, Z, .

(1), a wigc takze miedzy x, v, z, .

. ., V istniejg zwiazki
. ¥, mianowicie:

Sl ek L . Y=
?2(X0+X1Y0+y’zo+z,- .,V0+V):0, (7)
o (PR AT R A e A e .,V0+V)—0.l
Polozywszy :
1 (Xoy You Zg, 5o V) = i ()G
92 (Xoy Yo, Zy, oy Vo) = Wy,
@
¢ (Xoy Yo, Zy, . .y Vo) = wy [ \
i
39 A Sy l
T i ML At i R
8g i ) 2 2 B9
o o oE, T e
L R TS Eale |
BXO Mk BY(, I ,Z0 % /‘3’ . L] BV(, n J
mozemy napisa¢ warunki (1) w nastepujacej postaci linijnej:
EX R0y St 7 cTavew =0
Gr bRy P Re. ik Ryt w O,l
1. o b (N g 2 (10)

BE kY b AsBE oL AN =0, l

W dalszym ciagu postepowania obraé mozemy dwojaka

droge. Albo wyznaczamy z réwnan (1

ktorekolwiek v przez pozostale (2 —

)iz 7il08el % 9, .2, . 80,00
v), gdyz musi byé n > v,

a otrzymane wartosci wstawimy w uklad (6), w skutek czego
problem wyrdwnania sprowadzamy do wyrdéwnania (2 —v) ilosci;
w tym ‘to razie postepujemy podlug rozdzialu 4. Albo tez ra-
chujemy podlug rozdzialu 2 sposobem nastepujacym.

Staramy sie, aby:

[e] Ik s lon Xalche oy ot o 7iEt=n:
I (Bl B it

"
Q

ke Voot W)
R o)

%y MX F Xy + 22 +. . L F AV + W)
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stalo si¢ najmniejszoscia; w takim razie byé¢ musi:

30 :
7:::’ =Oy7£=01- s ieiy ?Q —__O,
X 3y v
a wiec:
-5
[ee] = wki + ik +. . -+ MK,
3z R
[—ay—s] ~ ok + Bk, F. . o F Ak,
[5<] = aki + Bky +. . .+ Ky,
czyli :

[aa]x + [ab]y+ ... +[ak] v=[al] + ok, +£,ks + ...+ Nk,
[ab]x +[bb]y + ...+ [bk] v=[bl] + ayk, + ks + ...+ Ak,

by (11)
[ak]x+ [BK]Y + . . . + [kk] v= [KI] + aky + Bl . .. + Ay, i

Z tych réwnan obliczamy %, 9, z,. . ., v, jako linijne
funkeye korrelat 4, 4, . . ., &y W postaci:
x = Ak, + Ak, +. . .+ Ak, + M, |
oo ke ok o b el MY (12)
v =Nk + Nk 4. . .4 Nky + M, |
Podstawiwszy te wartosci w v rownan (10), to wyznaczymy
z nich te v korrelat £, £,,. . ., A,, a tem samem z ukladu
(12) otrzymamy ostatecznie wartosci x, ¥, z, . . .

Wszelako daleko prosciej i predzej do celu doyluuny, jezeli
uzyjemy pierwszej wskazanej metody.

63. Jezeli spostrzezenia sa nicjednakowej dokladnosci, bie-
rzemy pod uwage waznosci p,, py, sy . . . Px, odpowiadajace
spostrzeganym ilosciom ZL,’, L,’,. . ., L', i zamiast rownan
bledéw (6) ustawiamy nastepujace réwnania bledow:

l/p 5 a, l/;*x——i- b, VW-I— Sash k,l/?ﬁ,;':—l/pl.l‘:,
B (e N e SRRl e |

l/ Py

I/ px + b |- e T kkl/ PV —I/p;‘,f,

i postepujemy, jak powyZzej wskazano.
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64. Przyblizony sposéb rachowania. Ustawiwszy
rownania normalne:

[aa]x + [ab]y + . . .+ [ak]v = [al], l

[ab]x + [bb]y + . . .+ [bk]v = [b]], 1)

[ak]x + [bk]y + . . .+ [kk]v = [kl],
i wiedzac, Ze x, ¥, 2,. . ., v sg iloSciami bardzo malemi, co
najezesciej sie wydarza, albo co lez uskuteczni¢ mozna, to po-
niewaZz jest dostateczne obliczenie ilosci x, 7, z,. . ., 7 tylko
do kilku miejse dziesietnych, mozemy zamiast poprzednich wylo-
zonych $cislych metod rozwiazania uzy¢ nastepujacej metody
przyblizonego rachunku.

Otéz opuszezamy w kazdem rownaniu wszystkie wyrazy
lewej strony az po wyraz lezacy na przekatnej, ktory ma zawsze
przy sobie spolezynnik dodatni i od zera rézny; w takim razie
otrzymamy:

S . — [al]
[aa] x, = [al], s =2l
bl]
, bl], 7 [ .
[bb] y, [bl] a stad: Vi [bb] @)
kl]
[kk] v, [k1], vV, = [[kk]"
jako pierwsze przyblizone rownania. A podstawiwszy w (1)
<.t d, =Yt dy s gy =V
mie¢ bedziemy nastepujacy uklad réwnan:
[aa]d, { [«ab]dy +.. . .+ [ak]d, = D,, I
jabld, + [bbjdg '+ . . . + [bklds = Dy, ¢ @)
fiaki]d, - [bkidy ==t vraldoiide=——T,
jezeli:
B — ([an]x, + [ab}y, + . . . jakly,) =&,
B~ {{ab]x, + [Bhly, + . . <% ikl) = B, )
B (fak]x, + [BE}y, ¥ . . . *ikklv) = By,

7 réwnaniami (3) postepujemy jak z ukladem (1) i otrzy-
mujemy drugi uklad przyblizonyeh réwnan, a mianowicie:
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[aa] diy = D, , dia = [E{]—,

I_} b]d e D d = ],)37

D 2,1 2 a stq.d: 241 [bb] : (5)
Dy

[kk] day = D, bt = i -

Kladac znowu:

Lll = dl,l -+ d1,21 d._> = dg’l + d2,2, R R dn du,l + dn,‘l,
otrzymamy z ukladu (3) uklad rownan dla &y, deq, . . . duy,
a postepujac tak dalej, dojdziemy wkoncu do bardzo malych
wartosci dla i, ds,i, . . ., @i, ktore niczem innem nie sg jak
poprawkami, tak ze ostatecznie otrzymamy jak najdokladniejsze
wartosci na », 9, z,. . ., ¥, a mianowicie:

X:Xl+d1,1+d],2+d],3+...,
Y=Y +d~_),1+dg,2+dg'3+. G o

Wii=== Vl + dn'l + (11),2 + dn,}} + . .

65. Zagadnienia. 1. Z punktu O wymierzono katy ku
7 stanowiskom 4, B, C, D, E, F, G i otrzymano nastepujace
wartosei:

1. AOB = 101° 56" 42-125" jako przecietna z 20 spostrzezen.
9. AOD = 126° 43" 6:075"7. . 20 5
3. BOC = 18° 14’ 14-600” 7 5 .
4, BOD = 24° 46’ 24-175" . o0 i
55 BORF= =279 (| A 7-598( = . gt ,,
6. BOE = 502220 7-148¢ = - : B -
TR GODE=1 62 S IR 6 T o LR x 10 -
8 COR = 3908 7b:- 1474 = x 5 11h5) -
gE DOEE— = 99507 852:9501 & - El0 .
10. DOF = 25° 35’ 44-441” 2 AR :
11. DOG = 45° 37" 42:375" ,, 5120 o
12. EQF = 230 7° 49:6007 . S0 5
13 HOGR="«202 902508 - 5 20 .

Wyznaczy¢ najprawdopodobniejsze wartosci tych katow, skie-
rowawszy punkt zerowy podzialki ku pewnemu stalemu punktowi.
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Rozwiazanie. Dla uniknienia rachunku wielkiemi liczbami

polozmy:

AOB = 101° 56’ 49" + x — w
AOC = 120° 10° 57" 4 y — w

AOD — 126°43' 5" + 2z — w | s
AOE — 129° 10’ 59” + t — w |

AOF = 152° 18’ 49” + u — w |

AOG — 172° 90’ 48" + v — w )

gdzie x, ¥, z, ¢, u, v oznaczaja poprawki, jakie na kalach
uwzglednié nalezy; w za$ oznacza poprawke dotyczaca poloZenia
punktu zerowego w pomiarze katowym. Szukane ilosci x, y, z,
¢, #, v wyrazamy w sekundach.

Roéwnania bledow sq:

W e == Onlils siwRig = = 123
W 1-075, e C i L R 7
= Xl oy = D0, —z 4+t =— 1050,
X iz — 14475, = 0441, 2)
se X o= b= (0528 — A e e R
e s 1 O 0-148, — o u = = 000y

= uieh v == I a 0

z ktérych ukladamy tabelke:

NL.p| g | a | et A i e ! f l 1 m p
L|— 1|+ 1 = 0-195! 20
2. |—1 oy TR R R T
3. YRR e e — 0400 10
. g +1 1175 20
5. % 1 + 1 0528 9
6. -1 2 alt 0148 32
7 = 1 et \ —1- 225l 10
8. — +. 1 | (070188 B
9. e —1:050( 10
10. — 1 =] 0441 22
115 —1 o= 14=—=0:62 : 20
12. i U [ —0400| 10
13. b I | 1-2501 22
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Zatem otr/yn1u3emy nastepujace rownania normalne:

+ 40w — 20x 20 z = — 24-000
= 903t 9l x -1 10 vie= S0l i70 = 0l — 3P = — 26°488
=J0x8by = bz — &0 =1 651b

— 90w — 20x— 10y 1027z 10t — 22u"— 20 v~ " 16048 (1)
= 8 =107 1+ 20t = 100 =— 1748
= 82 x —- by = 97 =0t +=10In-—9% v —— 15:397
— 207 — 22u + 42v = + 15:000

Rozwiazujac powyzsze rownania wedlug metody podanej
w rozdziale A4 (str. 41.), otrzymamy dokladne wartosci na x, y,
z, ¢, u, v. Wszelako rachunek jest za dlugi i zmudny. Wiedzac
zas, e x, 9, 2, £, u, v moga by¢ tylko malomi wartosciami,
stosujemy z korzyscia metode rachunku przyblizonego. Pomnac
wiee, ze rownanie kontrolne jest postaci O = O, gdyz i prawe
strony réwnan (3) daja O na sume, otrzymamy po kolei naste-
pujace wartosei przyblizone:

w=—06|+24000—24 + 4 —8 ~— 4000
x=—092 +2488 +12 —182—2 —38 — +10-288
y= 02— 6515+ 2 + 7 —4 —— 1515
2= 04—46048+12 + 4 —2 +408—10=— 1-248)(})
t= 00+ 1748+ 18— 4 - — 0452
00 +15327 4+ 64— 3 —88—1I - — 1073

v = — 15°000 + 21 - —— 2000/

Na prawo od kreski pionowej mamy lewe strony réwnan
normalnych (3) sprowadzone do zera. Tutaj musi si¢ ziscié ro-
wnanie kontrolne O = O, nielylko dla prawych stron réwnan
(3), lecz takze dla prawych stron (4) pierwszych rownan przy-
blizonych, jakotez wszystkich nast¢pnych réwnan przyblizonych.
W istocie suma z (4) jest réwng zeru.

Poniewaz spolezynniki rownan przyblizonych pozostaja usta-
wicznie te same, jak w rownaniach (3), nie piszemy ich przeto
w rownaniach przyblizonych, lecz tylko prawe ich strony, w skutek
czego olrzymamy latwo dajacy si¢ wysnu¢ nastepujacy rachunek,
przyczem przy & opuszezamy dla latwoscei pisania drugie wska-
zniki, gdyz pomylka jest tu wecale niemozliwa.

d, — — 010 | + 4000 — 400 — 220 + 0:20 — — 2000
| 10988 + 200 + 1001 + 040 + 020 + i
d, = + 011 + 0:09 + 032 = + 27132
dy — — 004 | + 1516 — 110 — 140 + 0-10 + 0-15 — — 0735
+ 1948 4 200 — 292 + 040 — 102 + 3
U = —0h1 + 010 + 022 + 1:00 = + 1748 ((5)
dy — — 001 | + 0452 — 099 + 010 — 029 + 010 — — 0628
+ 1073 — 352 + 060 + 022 + 010 — -
dg = — 001 i e - — 1437
dy — — 005 | + 2000 + 020 + 022 — 210 — 4+ 0320
S — 0000
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+ 2:000 — 2:00 — 060 — 020 =

— 2732 + 100 + 2:73 + 020 — 020 +
+ 018 + 0:32

+ 0735 — 030 — 0°70 — 010 + 015 —

— 1-748 4 100 — 060 + 020 + 102 +
+ 020 + 022

+ 0628 — 027 — 010 — 058 + 010 =

+ 1437 — 096 + 0130 — 022 + 020 —
— 101

— 0320 — 020 + 022 =

(84

+ 0:800 — 0°800 — 0-300 — 0:040 iy

— 1498 + 0400 + 1:365 + 0060 — 0-040 +
+ 0:063 4 0064

4+ 0215 — 0150 — 0210 — 0020 0030  —

— 6292 + 0-400 — 0°300 + 0-060 + 0-204 +
4 0070 -}- 0:044 + 0-140

+ 0222 — 0135 — 0020 — 0203 + 0020  —

+ 0253 — 0480 4 0090 — 0:044 ; 0070 —
— 0202 + 0154

+ 0300 — 0040 | 0044 — 0294 B

14
|
|

+ 0:340 — 0-320 — 0-080 — 0-060

— 0414 + 0160 + 0:364 + 0:040 — 0:060 +
+ 0027 + 0:032

+ 0135 — 0040 — 0-140 — 0-030 + 0015  —

| — 0326 - 0:160 — 0080 + 0:040 + 0:306 -

d = — 005
d; = + 003
dy — — 002
d, = + 001
dp = — 008
dy = — 001
4, 000
4 — 0020
dy— + 0015
dy  — 0006
d, — -+ 0002
dy = — 0:007
dy — — 0:002
dy = — 0007
dy — — 0008
dy— + 0004 |
d = — 0:004 |
d, — + 0003 |
d, — — 0003 |
dy — — 0001
d; — + 0000
d; — — 0003
dy — 0001
dy — — 0001
d, — + 0001
dy— — 0001
dy = — 0000
d; — — 0001

+ 0030 - 0022
+ 0116 — 0036 — 0°030 — 0-087 + 0010 =
-+ 0°159 — 0°128 +- 0060 — 0066 + 0030 —
— 0101
— 0010 — 0060 +- 0022 ==

L4

+ 0120 — 0:120 — 0:020 — 0020

— 0149 + 0-060 + 0091 + 0:010 — 0020 -
+ 0009

+ 0:060 — 0:010 — 0:035 — 0:010

— 0152 -+ 0060 — 0620 4 0-010 + 0-102 +

I

— 0800
+ 1498
— 0215
+ 0292
— 0222
— 0253
— 0300

0000

— 0340

= + 0414

— 0135
+ 032
— 0116
— 0159
+ 0010

0000

= — 0120

+ 0149
— 0060

— + 0152

— 0027
— 0046
— 0048

0-000

= — 0040

+ 0001

— + 0005

= + 0030

-+ 0:010 +- 0-020 7
-+ 0027 — 0009 — 0010 + 0029
+ 0046 — 0-032 +- 0015 — 0022 + 010 4-
-+ 0022 =
4 0:048 — 0:020 — 0042 —

¥ =
-
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Z powyzszych tedy réwnan (4)— (9)

W=

<
|

Przeto

Zatem

tow beda:

=R0160 -1 Bld = = e (05l o6
= 0 ed = s 0D S ERGI60 =
0985 S S0 O
+ 04 + 3d, = + 04 + 0006
008 =t fe= il 00— 0104

= 30:05- S = al= 10:0 = 0193
== 0 =ds = a5 E=n 05 R
mie¢ bedziemy:

X — wie= $0:746,

Y= W = i 0:91b,

7 Wo=tapalel 99

t: —w = &= 0745,

n— W = #0763,

V. — W .= 1098

najprawdopodobnicjsze wartosci

126

AOB = 101° 56’ 42:746"
AQE =190 0579151
AOD = 126° 43" 6°192"

AOE =
AOF
AOG

129° 10’
1520 18" 49-763"
= 200

59°745"

49-228",

- +

otrzymujemy :

0786,
0040,

~ + 012y,
= + 0406,

0-041,

- — 0023,

0-442.

wprowadzonych kg-

z czego obliczamy najprawdopodobniejsze wartosci micrzonych
katow:

S U e

AOB

BOC -

BOI—
BOE" —
O

=101
AODF-

56" 47-746"
6:192"
151169
23:446"
16-999”
1019

1260 43’
18° 14/
240 46’
270 14/
500 22’

7, (L10)0) =

8. COF

9. DOE =

10 DOR —
]1 DOG
L EOR =

ila) 10N — °)0° 1’ 59:465".

= 45 0

8:277”
51-818”
53:553"
43-571"
43036
50:018”

GO
320
Q0

950

32

7I
27
35
37’
R0

2. Wymierzono zapomoca niwelacyi wysokosé pieciu sta-
nowisk 4, B, C, D, E, mianowicie:
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stanowiska 4. . . 11552 m. ponad powierzchnie¢ morza,
o S5 6012 m. , stanowisko A4,
= /55 177:04 m. . powierzchni¢ morza,
. a5 234:12 m. . stanowisko 4,
= G 171:00 m. < & B,
b /) . 63295 m. - : €;
. T L= OHLERL . . D,
3 T 596:12 m. ,, = Tig
5 /7 A9 731 ST . ,, (8

Wyznaczy¢ najprawdopodobniejsze wysokosei tych stanowisk
ponad powierzchnie morza. — Odp. 4 — 11562 m., B — 17695 m.,
€ —=34862 m., D — 98270 m:, £ — 173:62"m"

3. Z punktu O celowano do pieciu punktow A, B, C, D,
£ 1 wymierzono nastepujace katy: 408 = 32° 15’ 37, DOE
G856 50”, BOC = 42" 16’ 56, COD = YW0° 16’ }°, AOC:
@ 81 867, BOD — 162° 320", CON = 158 30° 58",
HA0D — 194° 46’ 54", AOE = 23%2° 52 48", BOE =— 200°
37 527, Wyznaczyé najprawdopodobniejsze wartosei tychze katow.
Odpowiedz: Oznaczywszy przez x, ¥, z, ¢ poprawki, jakie na
4 pierwszych katach nalezy uskutecznié¢, otrzymamy nastepujace
rownania normalne:

Axeh v 07t L e
Sxet Ayci 7850 (e
e el i e (S ale S G = He 0
> (bl Sl AR i B R
Z kiorych wypada: x = — .38, y =06, 2 = 04, £ = 1'6, zatem

najprawdopodobaiejsze wartosei katow:

AOB 320 15° 59:2 BOD: —8162%39F =~ 5R!

DOE 38° 5 506~ COB— 168200 = uH3%E

BOC 42° 16’ 564" AQD—1GL0 164 57018

GOIF=— 12005 S0:61 AOE = 232° 52’ 488"

AQEE— 7403156588 BOR, = 2002 37 53:6:

4. Dlugoéé L wahadla sekundowego, zalezng od szerokosci
geograficznej ¢ stanowiska, wyraza réwnanie L = 4 + B sin%.
Dla wyznaczenia ilosci 4 i B wymierzono dlugoéé wahadla se-

kundowego w roznych szerokosciach geograficznych i otrzymano
nastepujace wyniki spostrzezen :
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‘ Szerokos¢ | Obserwowana

Stanowisko spostrzezenia | geograficzna | dlugosé¢ L waha-

1 ? ‘dla sekundowego
o [ZRemus ghadant: ¢ 0% 10 0-99669
9. |#Puortobelip®. = = 90 34 0:99689
3. | Pondicherry . . .| 11° 56 099710
A (SJamajlea. v F L S ER0S): 0-99745
5. (| ¥Relit-Goave 5. oo ST 0-99728
R T S B 099877
7. | Formachera . . .| 88° 40’ 0-99908
B. | Tulusa - 0 . .oLul AR B 0°99950
9.. | Wiedens . . . . L 48813 0-99987
10 1 Gota .. 5 o Re o A 1-00006
I R B P50 o CRRS RN g B |8 | g 1-00018
19,4 Arensberg® . i .| FEHREA15 1-00074
13, | Petersburg- . . . .| 59° 86 1:00101
14, |Pella . . ... o0 66° 48 1-00137
1S el G e R 1-00148
163 Sy fe i re 48° 50 1-:00000

Wyznaczy¢ najpraw dopodobnle.]su wartosei stalych 4 1 B
z powyzszych 16 spostrzezen, pomngc, Ze dlugos¢ wahadla
sekundowego dla Paryza przyjeto réwna 1. — ()dp Réwnania

normalne sa:
16 A + 6946891 B = 1598747
6946891 A + 4-383855 B = 6-94928
a dlugo$é wahadla sckundowego wyraza rownanie:
L = 0996823 + 000549745 sinZg.
5. Przyjawszy objetos¢ pewnej ilosci rteci przy temperaturze
0° C. rowng jednostce, znalazl Regnault, Ze
przy temperaturze 50° C. objetos¢ tejze — 1-009013,

1t o BAREEOS . = 1018153,
17 o R ,  — 1027419,
200° C. i L= 1RERSH
ROVHL ,  — 17046329,
s, , = 1055973,
1L , = 1-065743.
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Wyznaczyé na podstawie tych pomiaréw zaleznos$é objetosci
rteci od cieploty. — Odp.: Przyjawszy, ze
ve —iltsat = bt2
gdzie 7 oznacza cieplote w stopniach Celsiusa, z objetosé w je-
dnostkach objetosei przy cieplocie O° C., chodzi¢ nam bedzie
o wyznaczenie slalych @ i 4. Aby uniknaé wielkich liczb, kladziemy :
tOEaT— X
100008b' = y,

tak ze rownania bleddw przybiora postaé:

i (180) e (130)2y'

Znajdziemy przeto:

v =1 + 000017901 t + 0:000000025223 t2.

6. Podczas fryangulacyi wymierzono kilkakrotnie katy A,
B, C trojkata ABC, ktérego bok AB = 2578634 m., i otrzy-
mano nastepujace wartosci:

A = 81° 21’ 43:36” z 70 pomiardw,
BE— 05 08 {68 9885 &Rz 101 -
G873 O DA 673 a7z Sh .

Wyznaczyé najprawdopodcbniejsze wartosci tych trzech ka-
tow. — Odp.: Exces sferyczny wynosi 074", a najprawdopodo-
bniejsze wartosci katow sa:

Al 810-91: 34:29¢
B'=— 95216" 29:46"
Of == G CH 05
S 180U OFs 057445

DODATEK 1.

Obliczenie calki Laplace’a.
+ ©

ALY 2 d
fe : dxe — l/—
Tl o
1. Polozywszy:
=t fxz
I= fe dx;
3360
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to kladac » za x, napisa¢ mozemy takze:

00
— y2
I-——-./e dy.
— @
Przez obustronne mnozenie otrzymamy:
+ +
e 7 A N y?
1 ;:‘/-.e dx.‘/e dy
£ on = e
40 4 ©
— x2 i yz
= fdy fe e dx
o =0

+ © LT
— x2—y?
:f fe dxeNdys,
L Go) . @5

tak ze 72 przechodzi w calke podwdjna.

Jezeli x i y sa spélrzednemi prostokatnemi w plaszezyZnie,
to dx . dy oznacza powierzchnig nieskonezenie malego prostokata,
znajdujacego sie w plaszezyZznie przy punkeie o spolrzednych x i y,
a majacego dx i dy za boki.

Polézmy tedy:

s e T

Zh—ue
i oznaczywszy przez z trzeciq spolrzedna przestrzenna, to réwna-
nie powyzsze oznacza¢ bedzie powierzchnie, rozposcierajacy sie
ponad plaszezyzng X7Y. Plaszezyzna ta XY jest plaszezyzng le-
dwicniestyezna tej powierzchni, boé powierzchnia ta w postaci
dzwonu wznosi si¢ ponad nig az do pewnego punktu A (x — 0,
o0 2 1), a splaszezajac sie coraz bardziej, zbliza si¢ nie-
skoriezenie do plaszezyzny XY.

Powierzchnia ta powstaje w skulek obrotu pewnej krzywej
AB w plaszezyinie XZ okolo osi OZ. Rownanie tej krzywej jest:

— x
ZiE—c

Objetosé bryly, ktéra zamyka ta powierzchnia obrotowa

z plaszezyzna XV, okresla rownanie:

- S
V,f fzdxdy.
iy G

I* = V.

Zatem:
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Objetosé te mozemy obliczyé w inny sposéb. Wprowadzmy
spolrzedne biegunowe w plaszezyZznie X'V, Kladae zatem:
X 0IC0S 0
Jo—orsintel
i przyjawszy za element powierzchni dx . dy inny element po-
wierzchni nieskonezenie maly o bokach pdg 1 dp, otrzymamy na
okreslenie elementu objetosciowego :

z pdp dg,

[/ 224 p o0
»
\' / fz edp dg,
®=0 p—o0

a wiec objetosc:

czyli: 3
I s
\Y / (]f; L/ Zp dp .
W.’, o

X pCOS g,
y psing,

£ o K"
- el o g

Poniewaz:

przeto:
wiec:
Z— e e -
zatem :
Polozywszy:
wiec:

bedziemy mieli:

fz ‘::d(;

LS| =
\
.

(¢=]

I
TR

Q

v

|
LS| =—
l
Ser

e
wiec:
e e}
. 1 — il
— N ® dz ==
/ zpdp= Q—J‘L dz 9
] o
Podstawiwszy te wartos¢ w powyzszg calke, otrzymamy:

% 0 In

V:f(I?prdg=/d9.i:ﬁ,
° 0 o

9*

http://rcin.org.pl



wiec:
I3 = V= i
czyli:
e
£ 6w pabiate
I ==L//18 b = T
#5ico
2. Poniewaz:
+ oo St co
) —x2
L//ﬁ K'*L//“ dx-+L//“e (3b<,,
= (3]
avze:s
0 ee)
ez K2 ‘1
L//ﬁe dx = e dx,
= (0] )
przeto:
ETicO ee)
STy R EC oAk
L//qe dx = QL//ﬁe dx ==l/r,
(52 °
czyli stad:
0
SR ] 4 1 LA
Visd 0 &
(]
Kladac Zx za x i hdx za dx, otrzymamy:
0
& e llZXQ l/
dllkjqu e L
[}
Zrémiczkowawszy co do % to réwnanie obustronnie,
bedziemy:
s el
it h2x2 l// a5
= Qh/ﬂe gx == oy,
[}
zatem :
0
oy b l/ T
fx e dxi= C

(]
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TABLICA 1.

0-00
001
002
0:03
004

005
006
007
008
009

010
011
012
013
014

015
016
017
018
019

020
0-21
0-22
023
024

025
026
0-27
028
029

| 0167

179
189
200
211

0222
253
244
255
265

0276
286
297
307
318

0000
2833
5644
8410
1109

3718
6215
8571
0781
2806

4630
6230
7584
8671
9470

9959
0117
9923
9357
8398

7025
5218
2958
0225
7000

3263
8997
4182
8800
2834

030 | 0328 6267
031 338 9081
032 349 19259
0383 | 359 218
034+ | 369 3644

035 0379 3829
036 389 3296
037 | 399 2059
038 409 0093
039 418 17385

0-40 ‘ 0428 3922
041 | 437 9690
042 | 447 4676
043 | 456 8867
044 | 466 2251

045 0475 4818
046 481 6555

047 403 7452
048 502 7498
049 511 6683

050 0520 4999
051 529 2437
052 537 8987
053 H46 4641
054 554 9392

055 0563 3233
056 571 6157
057 579 8158
058 587 9229

659 ' 595 9365
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060 0603 8561
061 611 6812
062 619 4114
063 627 0463
064 634 5857
065 0642 0292
066 649 3765
067 666 6275
068 663 7820
069 670 8399
070 0677 8010
071 684 6654
072 691 4330
073 698 1038
074 704 6780
075 0711 1556
076 717 5367
077 723 8216
078 730 0104
079 736 1035
080 0742 1010
081 748 0033
082 %3 8108
083 %9 5238
0-84 765 1427
085 0770 6680
0'86 776 1002
0-87 781 4398
0-S§ 786 6873
089 91 8432




Sl

| |
hy | 6(hy) b 6 (hy) hy |  ©(bhy)
R 1 LT bt e

090 | 0796 9082 125 0922 9001 160 | 0976 3484
091 | 801 8828 126 925 2359 161 977 2069
092 | 806 7677 127 927 5136 162 978 0381
093 811 H63H 128 929 7342 163 978 8429
094 816 2710 1-29 931 8987 164 | 979 6218
095 | €820 8908 1:30 0934 0080 165 | 0930 3756
096 825 4236 1-81 936 0632 166 981 1049
097 829 8703 1-32 938 0652 167 981 8104
098 834 2315 198 940 0150 168 982 4928
099 838 5081 134 941 9137 169 983 1526
1:00 | 0842 7008 1:35 0943 7622 170 | 0983 7904
101 } 846 8105 136 945 H614 171 984 4070
102 | 850 8380 137 947 3124 172 985 0028
103 | 854 7842 1188 | 949 0160 173 985 5HT8H
1:04 ; 858 (499 139 | 950 6733 4 986 1346
105 ! 0862 4360 140 | 0952 2851 175 | 0986 6717
106 866 1435 141 | 953 8524 176 987 1903
107 869 7732 142 95H 3762 157 987 6910
108 873 3261 143 956 8573 178 988 1742
109 876 8030 144 958 2966 179 988 6406
110 | 0880 250 145 0959 6950 180 | 0:989 0905
1611 883 5330 146 91 0535 181 989 5245
112 886 7879 147 962 3729 182 989 9431
113 889 9707 148 953 6541 183 990 3467
114 893 0823 149 964 8979 184 990 7359
1115 | 0896 1238 150 | 0966 1052 185 | 0991 1110
116 899 0962 151 | 967 2768 186 991 4725
117 902 0004 152 968 4135 187 991 8207
118 904 8374 e 969 5162 188 992 1562
119 907 6083 154 970 5857 189 | 992 4.93
120 | 0910 3140 155 | 0971 6227 190 | 0992 7904
121 912 9555 156 ’ 972 (281 191 993 0899

-29 915 5339 157 973 6026 192 | 993 3782
123 918 0501 TR 974 5470 193 993 6557
12t 920 5052 159 975 4620 194 993 9226

|
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195
196
197
1'98
199

2:00
201
202
203
204

205
206
207
208
209

210
211
212
213
214

215
216
217
218
219

220
9.9
22
2.9
-

2.0
- -t

2:24

226
226
227
2:28

229

0 (hy)

h

0 (hy)

0994
994
994
994
995

0995
995
995
995
996

0:996
996
996
996

996

0997
997
997
997
997

0997
997
997
997
998

0998
998
998
998
998

0:998
998
998
998
998

1794
4263
6637
8920
1114

3223
5248
7194
9064
0859

2580
4235
5821
7344
8805

0206
1548
28306
4070

5253

6386
7471
8511
9507
0459

1371
2244
3079
3878
4642

5373
6071
6739
7375
7986

2:05
2:56
297
2:58
2:69
2:60
261
2:62
2:63

264

0998
998
998
999
909

0999
099
999
999
999

0999
999
999
999
999

0:999
999
999
999
999

0:999
999
999
999

999

999
999
999
99%)

999

0°999
999
999
999
Bk

8568
9124
9655H
0162
0646

1107
1548
1968
2369
2751

3115
3462
3793
4108
4408

4694
4966
5226
5472
5707

593

6143
6345
6037
6720

6893
T0H8
215
7364
505

7640
7767
7888
8003
8112
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2:65
2:66
267
2:68
2:69

LY 15 19 Lo 19
ol &l a1 a] a1
(U2 S —

™

&S o

Lo 19 L LY
D

al a1 a1 a1 a1
-1

(84

=
<

2-88
289

2:90
291
2:92
2:93

294

295
296
2:97
298

299

300
400

0:999
Ghp)
999
39
999

0°999
999
999
999
999

0999
999
990
999
999

0:999
J99
999
R
999

0999
999
999
9.9
999

(01999
99
999
999
99

0999
999
999
999
999

0999
0999

8215
8313
8406
8494
8578

8657
8732
8803
8870
8934

8994
9051
9105
9156
924

9250
9293
933

9313

9409

9443
9476
9507
9536

9563

9589
9613
9637
9658
9679

9698
9716
97133
9750
9765

9779
9999
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DODATEK IL

Wzorce stuzace do ustawienia i rozwiazania réwnan normal-
nych wraz z sprawdzeniem i obliczeniem wazZno$ci.
Przyjmujemy tylko 4 niewiadome x, v, z, Z, (tj. & = 4),

gdyz dla wiekszej liczby niewiadomych przeprowadzamy rachunek

w ten sam sposob.

e i=—a s el el i d L]
= tabw bt desy ol d ot ) Rownania
‘ bledow

st L Tl O Ry B R

At b S R ELd Gl ol e

Sy A tht ars@yar dhiae Ul =g Réwnania

(@) sum

g Fb etk & 81 ey
[a]+ [b] + [e]+ [d] + [1] =[s] !. Réwnanie sprawdzajace.

Tabelka a
z (£ + 2) kolumnami i 2 wierszami.

a b ¢ dod A
MNP SEREAA
a, b, 4 d, 1, 8y
a, Loy, Cy dy I Sy
an b, en d, I Sn
Tabelka a’

(w razie obliczania logarytmami)
z (£ + 2) wierszami i (2 + 1) kolumnami.

et . B
 loga | loga, | loga, . A L | logael
logb | logh, | logh, | . | . | . | . | log8

loge loge, : loge, A Rk s . logcn_
“ogd | Jogd, | logdy | . | .ot LGl |
dogt [ logl, 1 legh, T . it T
P (T e PO b e 0
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Uwaga. Na pasku papieru wzdluz gornegu brzegu wypisu-
jemy logarytmy liczb @, @, @3, . . ., @an W ten sposob, jak
wskazuje tabelka @', a wiec tak:

| loga, ’ loga, | loga, ; ‘ . } ; }l loga,

Zesunawszy go popod pierwszy wiersz tabelki o', dodajemy
ponad soba stojace logarytmy; otrzymamy tedy logarytmy liczb
) as s Nage e TR la Ito Ty chivzs tablicll o Tanytmicznyeh
wyszukujemy odpowiednie liczby i wpisujemy je w tabelke .
Nastepnie zesuwamy ten pasek papiern popod drugi wiersz
i znown dodajemy. Do otrzymanych sum szukamy liczb, ktore
nam dajg @,8,, a30,, . . ., @by 1 wpisujemy do tabelki 4. Tak
postepujemy dalej, az otrzymamy s, @S, - . -, @nSp. —
Teraz przeprowadzamy prébe zapomoca 2. réwnania sprawdza-
jacego (obacz ponizej). Otrzymawszy zgodnosé rachunku, wypi-
snjemy na drugim pasku papieru, jak powyzej, lomuytmy liczb
byy by, . . ., b, 1 postepujemy, jak poprzednio z logarytmami
liczbsa, , a5, - . ., a,, z ta tylko rdznieg, ze zaczynamy od
drugiego wiersza poziomego, gdyz @,0,, @by, . . ., a,b, mamy
juz obliczone. Wpisawszy wszystkie iloczyny z é,, 4y, . . . &, do
tabelki 4, uskuteczniamy probe zapomoca 3. réwnania spraw-
dzajacego. Tak postepujemy, az otrzymamy wszystkie iloczyny
tabelki ¢ 1 przekonamy-sie zapomoeca réwnan sprawdzajacych,
ze spolezynniki [aa], [66] . . . réwnan normalnych sa dobrze
obliczone.

Tabelka b
Z [—%— (ks (st )= 1] kolumnami i (7 + 1) wierszami.

aa | ab | ac [ ad |l [as | 0b ] be | b B | b oo | el ol e | dd [ al[ds [0l
T e el BB E . : 4

8,20, byfa 6,2, 4, :ulla, 81y %iby 05 hldI b, I»lxl ("1 2 ¢, d “1]1 68,4, 2 d 1 Il

32":t2h2:|20232d2 15l5858 ,h 2 bgta Do da] bals: Datal ta  bg d 8gls c“d LG

o THE SRR R S R R ,.\. .....
‘ | | | i ‘ | : ‘ \ | |

an%flnbn a'nf‘n“‘lndn‘ ﬂ'nln‘ ﬂ||511 b 2 l)n(‘n I’ndu hnln b Q" cn f d (‘nlnc qnldn ‘d ]n ann l Insn

[aa] [ab] [ac] [ad] [al] [as}|bb] [be] [bd] [bI] [ bs] [ec] [cd] [el] [es] [dd] [d1] [ds]|[IlJ [1s]

[aa]+[ab] + [ac] + [ad] + [al] = [as] 2. Rownanie sprawdzajace.
[ab] +[bb] + [be] + [bd] + [bi] = [bs] 3. 3 A
[ac] + [be] + [ce] -} [ed] + [el] = [es] 4. . L
[ad] + [bd] + [ed] + [dd] + [dl]]=[ds] 5. 4 -
[al] + [bI] + [cl] + [d1] + [I] = [1s] 6. 2 ”
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Wzorzec L.
z (2% + 1) kolumnami pionowemi i (2 + 2) szeregami.
W kolumnie: ,Suma* znajduja si¢ prawe strony powyzszych roéwnan
sprawdzajacych.
| ‘ .

e} ; J |
i ‘VV__MY ! z ‘ t | rASurflrav P; lePZ
[aa][ [ab] | [ac] | [ad] | [al] | [as] | 1 |0l
1 [ab] [aa] [ac]:[aa] [ad] [aa] [al]: [aa] [as]:[aa]| 1:[aa] | \0
bel il log{m | log[[fi] | log[ ] 10&% al | }957[2311“777 i
bb] | [b hd bl bs 0 10
[ib)] ]| [a[c ‘l [a[d])(] [qE y [[ 5] ! 1
[aa ][ab] [aa ][11)] [aa][ah] [m][al)J [aa ][1})] '[“ [ab] 0 0
ab d al
l[:ggaf]log}na}[ah]log%{la]][ab]logElfa]][ab]log% ] 1})]‘lng[ ]][qb lou[—][abj ‘
R T [a] i [Cs] 0 |of1
iee] [ac] [ag][ac] [al] [ac] R [ac] *lﬂ['w] 00
[aa] [aa] [aa] ['ﬂ] [a 't]
‘ |
l[(?g:][:f] log[[zg]][acj‘]og{:g]][nc] log{ ][w] logE a] 1c]1)§£[ ][acj
AT | Tad] | [aq | [ds] 000
[ad] [al] adl | [as] 1 1 - alo
| faa 01 | a2 a4 | gl 0 9
d i
l[:g []|>d<] ilog E;JJ[MI] log {Za}] ['“1] log E % ]][adj lOgL Jhd]
pelSE Ay e ls]
al] '
[al] X
log [al] 105 ['1'1][1]] log [aw][a]]

[as] | [bs] | [es] | [ds] | [ls] !Kontrola| Z tabelki 4.

Wyznaczywszy liczby pismem tlustem podane w pierwszym
szeregu, jakotez ich logarytmy, wpisujemy do plex wszej Imlumny
plOl]()\VeJ liczby tam stojgce 1 ich logarytmy. Rownoczesnie wy-
pisujemy log [ab] na pasku papieru na dolnym jego brzegu i przy-

kladamy go tak, aby przypadl ponad log {‘:L’]I

, wiee aby zakryl

liczby tlustem pismem podane. Oba logarytmy dodajemy, a ich
ab

sume log [ ] [ab] wpisujemy w wskazanem miejscu drugiego

[ac]
[aa]
i postepujemy jak poprzednio, az otrzymamy wszystkie logarytmy
drugiego szeregu. Zupelnie tak samo postepujemy z log[ac] itd.,

wskutek czego otrzymamy wszystkie logarytmy wzorea I., do klon)ch
szukamy odpowiednich liczb i wpisujemy je ponad dotyczgcymi lo-
garytmami tegoz wzorca. Odjawszy petitem podane liczby 2., 3., itd.

szeregu. l\aste;pme przesuwamy pasek ponad log-—-, dodajemy
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Rownanie

sprawdzajace,

98

114
138

[bs .
[bb

(bl . 1]
T bb. 1]

a

] [bd.1]
17 [bb-
[oe 2] - uas 2 =k ficl

~1,7

Jibe: st
[bb .

fisy

I, 10. Rownania
[ sprawdzajace

[es . 2]

E«_)J —

. 9]

[ds
[ds 91

[cl . 2]+ [dl .2]+[l .2

[ed . 2] + [dd . 2]+ [dl . 2]

Rachunek taki sam, jak we wzorcu I

[1°qq]

[rpa]l — = [&1p] .N.,.,:N HEASLTY| [&s1] &SPl ﬁ, [3's]
T‘.%: — — [319] [399] | i ;1 S
. Loq] 6] 2oy 201 | (el o Bor | Bl
Lrpal Lraal _ [1op] = [&0p] m_w:_ | o_m:_ e
T .oj w55 | Eelds P
“qd
Lvoal m,.o_ﬁr — [roe] = [&0°] (1] Il |
~ono] 167901 b o118 g0 | 17051[820] g 091 821 301 | [5001182%] 301 | [7p0][&2%] :m.@&ws
[a'po] = [z E:m.z_ o] a::wo& o] EZ:N.E o [ EE.E [ _S::m.iwc_ og
D [&90] D ﬁm\o\mL 5 —Avo_ o1 [899] 7o [309] ~ono1[6792]
BoE | EPlm) | B | B m) | € | B
0 [a'1p] [zop] [&sp] [1p] [&pp]
Lg»l g, [&90] g5, g2l g, [890] 5, (3991 g4, [3:99] g,
I la10] (@00l [as2] &) [&po]
[goo]:1  [g09]:[g10] [g09]:[300]| (00 ]:[gs0] [g0o]:[g o] ([ 00]: [gpo] T
! | lew]l | [e00] [&'s0] [61°] op2] | [697]
Gl W ] ‘ B (LTS _ ) z

ploklfezpmerds geumor Auoxys emead dis Blnpleuz ,ewng* :atnmmioy A\

‘edatezs ¥ v 1wamouord twreuwwnioy (f

"IIT J9ZIOZAA
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9 9 9
(% E(C(j ;]I 4L [[flcz_’ll — |r: : :)]l 1. Rownanie sprawdzajace.
{:}}1 )}ll j ll(lil L;JI i Iltl; jJI } 12. Réwnanie sprawdzajace.
Wzorzec IV.
z (2 — 2) kolumnami pionowemi i (£ — 1) szeregami.
7 Suma 12 ; s iR
[dd.3]] [dl3] | [ds.3] [d0.3] | [d1.3] [d2.3
i [dl.3J:dd.3][ds.3]:[dd.3][d0.3):[dd.3|[d1.3]:[dd.3][d2.3]:[dd.3]|
[4“ Bl [ds.3] |
log ['m 3] | l°8qasy
[ll Al s 3J
[d1.3] [ds.3] .. . [d0.3] = [d0.2] — [‘LO'O] [cd.2]
[dd 51[(113] [dd.3] [41-3] I[( l(“@]
[dL3] X}, [dL3] [ds.3] g1 FALOT - 1 red.9
Log] 1 210 54181108 [ 3[413] [dl.3] = [dl.2] [cc.9] [cd.2]
i ek
‘ 93] —
[ds.3]| [Is.3] | Kontrola [Z% W% [t [cc.2]

[dl . 3] [ds . )]
L [dd . 3] = [dd. 3]

(1. 4] = [Is. 4] 14. Rownanie sprawdzajace.

13. Réownanie sprawdzajace.

Uklad zredukowanych rownan normalnych.

s haL . B

t = & ]

[dd . 3]

o [(,d 2] ok el 2]

fec. 8 - [ee.9)

o] o bded), - o a]

ibb. 1] " by [bb . 1] it [bb . 1]
] ) el [ad] £ [al]
S i R e [aa]
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Uklad zredukowanych rownan waznosci.

[al)] ' fas] e ad ] g
i ] Q [a.q] Qt ‘[‘{‘{J]Q4 [[a'l]]
[be . 1 [bd . 1 b0
% + |bb 1] Qs + [bb . 1] %= [bb . 1]
[cd . 2] [c0. 2]
B oo o) YT e 9
[dO . 3]
Q%= [dd . 3]"
Waznoscia ilosci x jest 2 614
[be . 1] [bd . 1] 1
Q + [bb . 1] Qs+ [bb . 1] Q= [bb . 1]
[cd . ] ol . 2]
GF e &7 (e oy
_ [d1.3]
b [dd.3]°
Waznoscia ilosci y jest Py = 01
Shin et 1
Ot e )% T o
283

Q= [aa. 3]
Waznoscig ilosci z jest £, = - 1~.
Q,
e
* ARGy
Waznoscia ilosei ¢ jest 2 = G
<4

Blad $redni oblicza sie ze wzoru:

= il/lllll_l\] dla % niewiadomych.

k

Blad sredni kazdej poszczegolnej niewiadomej:

g3 .
M, Ve M, ]/Pz

sk
M, = l/[)y" l/Pt
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Biad oczekiwany oblicza sie wedlug wzoru:
o = 06744897 ..

DODATEK III.

Zestawienie wzorow.

Wzor I: a = r11 R e N P AR T

W or 11 ( ) h — h2z2
zor 1l: o(Z2) = l/ > B
h — h%z?
Wzor III: w = l/ =i .
9 hy
i R I/fe — % .dz = 0 (hy.
.
Wzér V: p = _9'_@}‘;’2?:"'_,
o
Wzor VI: heb— o s ,[En] i
1
WZér VII: Tt g e
d h l/ 2
1

h = =

9

Wzor VIII: [ " V - :
l = 06744897 .
b= 1"4826000

O

Wzor IX: M =
n
WZbe X: H = - V -

Wzor X: H=h |/ n .
Wzor XI: p:p’ = h?:h'2,
Wzoér XII: P = np.
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Wzor

Wzor X

Wzoér

Wzor 3

Wzor

Wzor

Wzor

Wzér 2

Wzor

Wzor
Wzor

Wzor

Wzor

Wzoér

Wzor

Wzor

Wzor

Wzor

R

XII: p — M ]/g :

XIV { = 06744897 M.
"IM = 1-4826000 R.

0 D e L
XV: R = V’;r'
xvi: o — |/ 12

{ n—1
g am’ + s A,
XVII: a = UOFRES STRNIESIS Vo & R
S adpsEa @il =80 a(v) p(»)
XVII': a = - P +p+. ..+ p0)

Ve

V [p]

T e
Oxe: R, 1 R

XAV M=

b QML CHE S N N, L, 9
XX:{
’l=C‘11+(‘21,+...+Ck&k.
XXI: ]/[C’MZJ
XXII: R, — *+ |/ [*RY] .
i 1 BC
XXIIL: —5— = |+
X =18 (0% y Xg9 , X
xxn’:{ (%, &
a=f (rll, 1y y l)‘)

[t
oo I L
ANAL . P = —

el 5
See [oz]
e gl
XXVIL: = l/n__k.
XXVII: p = + Jhkl

14 L l\J
XXIX: Py = [dd . 3].
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Wb XXX 0 = & B0

w1l
Waér XXXI: o — + |/ 1%
Vg

Waor XXXII: p— = |/ 1Pl
v

Wzér XXXIII: p = + l/[k_ﬂ]
v

5o+ /T

Wazér XXXIV: o
I ) [£f] — [af] K, — [b] K, —. . . — [nf] K,

DODATEK 1IV.

Pismiennictwo.

Abbe, E. Uiber die Gesetzmiissigkeit in der Vertheilung der
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discordant observations. ,Ibidem. XXXV.*,
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1880, 1881.
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* Veltmann, W. Ausgleichung der Beobachtungsfehler
nach dem Principe symmetrisch berechneter Mittelgrossen. Mar-
burg. 1886.

* Veltmann, W. und Koll. Formeln der niederen und
hoheren Mathematik, sowie der Theorie der Beobachtungsfehler
und der Ausgleichung derselben nach der Methode der kleinsten
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Zerlegen mittlerer Beobachtungsfehler in mehrere Glieder. W ,Zft.
f. Vermess. Bd. 6.

* Tenze. Grundzige der Ausgleichungsrechnung, Braun-
schweig. 1882 —1883.

Tenze. Die Methode der kleinsten Quadratsummen als
Bildnerin bestgewihlter Mittelgrossen. W ,Zft. f. Vermess. Bd. 16¢.

* Wittstein, Th. Dr. Die Methode der kleinsten Quadra-
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Tenze. Ein Zusatz zur Methode der kleinsten Quadrate.
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* Wrede, J. Nagra anmérkning ar rorande minsta quadrat
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A« Zbrozek, D. Zastosowanie wyznacznikow w teoryi naj-
mniejszych kwadraiow. W , Pamietniku Akad. Um. w Krakowie.
zWydz. mat. przyr. T. IX. 1884. 199—218¢.

* Zbrozek-Witkowski. Teorya najmniejszych kwadra-
_tow. Lwow. 1879. (Autogr.)

* Zech, J. Zur Methode der kleinsten Quadrale. Tabin-
gen. 1857.

Uwaga.

Winienem jeszcze nadmieni¢ z uczuciem szezerej wdziecznosci, ze oprocz
dziel powyzej gwiazdka oznaczonych, jak to wspomnialem we wstepie (str. 3.,
do opracowania niniejszej rozprawki sluzyly mi rowniez za ni¢ przewodnia no-
taty wlasne z wykladow nieodzalowanej pamieci profesora lwowskiej Szkoly
Politechnicznej Dominika Zbrozka, ktory zachecil mnie do pracy na polu geo-
dezyi wyzszej. Wyklady powyzsze, na ktore uczeszczalem w roku 1873/, jako
stuchacz III. roku szkoly inzynieryi, cparl wowezas . p. prof. D. Zbrozek glo-
wnie na pracach Dienger'a, Gerling’a, Hagen'a, Helmert'a i Sawitsch’a. Liczne
przyklady, ktore rozwiazywalismy juzto podezas wykladow, juz tez na tak zw.
repetytoryach, znalazly w przewaznej czesci umieszczenie w niniejszej rozprawce,
atoli w odmiennem opracowaniu.
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