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ROZDZIAL XVIII.

Inne metody wyznaczenia orbit Poprawianie pier-
wotnych elementéw. Wyznaczenie orbit gwiazd
podwdjnych i rojébw meteorytowych.

1. Metoda analityczna.

Metoda, ktorej zamierzamy poswieci¢ stow kilka, nazywa sie
analityczng z nastepujacego powodu. Juz Newton wykazat, ze
mozna z obserwacyi wyznaczy¢ paraboliczng orbite, zas matema-
tycy drugiej potowy XV III wieku podjeli to zadanie i rozszerzyli
je na orbity eliptyczne, ale postugujac sie nie metodg geometryczng
jak Newton a metodami analitycznemi. Stad nazwa ,metody ana-
lityezneju uczepita sie do metody stworzonej przez Lagrange’a
i Laplace’a a w dalszym ciggu rozwijanej i doskonalonej przez
francuskich matematykdéw i astronomow: Cauchy’ego, Binet’a,
Yvon'a Villarceau, Pontécoulant’ai t d. Stosunki pomie-
dzy polami trojkatéw, ktére odgrywajg tak wazng role w metodach
Gaussa i Olbersa, réownanie Eulera, na ktérem metoda 01-
bersa gtéwnie polega, nie odgrywaja tu zadnej roli; ale zasadnicze
zatozenie, ze planeta czy kometa krazy dokota stonca po prze-
cieciu stozkowem wedle praw ruchu Keplerowskiego pozostaje bez
zmiany. Co wiecej zaktadamy, ze ziemia takze krazy po elipsie
wedle praw ruchu Keplerowskiego [w metodach Gaussa i Olbersa
nie robi sie zadnych zalozern co do natury ruchu ziemi]. To osta-
tnie zalozenie nalezy uwazaé¢ za wade metody analitycznej, bo mozna
jeszcze od biedy przypuscié¢, ze Srodek masy systemu: ziemia-ksiezyc
krazy po elipsie Keplerowskiej, ale $rodek ziemi ciggle zbacza od
toru $rodka masy systemu to w te to w drugag strone, prawda, ze
nie wiecej jak o 3 promienia réwnikowego ziemi. Na uniewin-
nienie mozna przytoczy¢ chyba to, ze i planeta z pewnoscig nie

Astronomia teoretyczna II. 1



krazy po elipsie Keplerowskiej, wszak niektdre z nich podlegajg
silnym perturbacyom ze strony Jowisza. Aby usungé te wade
H. Bruns obmyslit metode ,barycentryczngu, w ktérej tak pozycje
storica jak planety [czy komety] przywodzag sie do Srodka masy
ziemi i ksiezyca. Jednak mozna wykonaé te redukcye dopiero wtedy,
gdy odlegtosci juz sg znane, wskutek czego zawsze trzeba robié
dwa przyblizenia: jedno bez poprawek, drugie po wyznaczeniu od-
legtosci z poprawkami na aberacye planetarng, parallakse i redukcye
do Srodka masy ksiezyca i ziemi.

W celu zapoznania si¢ z metodg analityczng weZmiemy za
punkt wyjscia réwnania

w ktdrych y, 2, sg to heliocentryczne, ekliptyczne wspodtrzedne
planety, X, F, Z takiez wspb&trzedne ziemi, a £, rj, £ geocentryczne
ekliptyczne wspotrzedne planety. Jezeli oznaczymy dostawy Kkie-
runkowe prostej taczacej Srodek ziemi ze Srodkiem planety przez
zm,w t j. jezeli potozymy

to oznaczajac, jak wprzody, odlegtos¢ od ziemi do planety przez A
bedziemy mieli

a réwnania (1) przejda na

Napiszmy teraz réwnania ruchu Keplerowskiego dla planety
i dla ziemi wprowadzajgc zamiast zwykiego czasu — uzywany juz
w poprzednich rozdziatach — czas x= k(t — t0)
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Jezeli podstawimy wyrazeniaXy na X, Yy, z z rownan (1 bis)
d2x
w réwnania (3) a potem wyrugujemy ... i t d. przez réwna-

nia (4), to otrzymamy?2

Tu znowu rugujemy X,Yy:z przez réwnania (1 bis), poczem
otrzymujemy

. . o dA . d2A L.
Réwnania (5) sg liniowe wzgledem A I~ ; rozwigzemy

je tak jak kazdy inny system rownan liniowych. Nastreczaja
sie przytem rozmaite uproszczenia: przedewszystkiem we wszyst-
kich wyznacznikach oprécz jednego bedzie czynnik: 2, ktéry mo-
zna skréci¢, nastepnie we wszystkich wyznacznikach stojgcych

w licznikach bedzie czynnik: ~ — —, ktéry mozna wyprowadzié

za znak mianownika, wreszcie we wszystkich wyznacznikach oprocz
jednego niektoére wyrazy beda znosi¢ sie. Np. wedle znanych twier-

* Poniewaz zatozyliSmy, ze ruch jest Keplerowski oraz ze wspétrzedne

sg ekliptyczne, wiec powinniby$smy napisac

ale dla symetryi pozostawiamy obie wielkosci.

* W nastgpnym wywodzie az do roéwnania (8) wiacznie trzymamy sie
V. Charliera. Die analytische Losnng des Bahnbestimmungsproblems. Arkiv
f. Matematik (szwedzki), tom VII, Nr. 5.

l*



dzen dla skrécenia pisaniny uzyjemy znakowania Newtona,

t. j. potozymy:

W ten sposob, kiadac jeszcze dla krotkosci

otrzymamy rdwnania na I ?—X':\ i d W nastepujacym ksztalcie:
ax

W powyzszych réwnaniach I,m\n sa znane wprost z obser-
wacyi, pochodne ich mozna takze wyznaczy¢ z obserwacyi, 0 czem
bedzie mowa dalej. W kazdym razie mozemy je uwaza¢ za znane.

Zatem rownania (7) zawierajg tylko cztery niewiadome: A, o oo

i r. Potrzebujemy jeszcze czwartego réwnania. Aby je otrzymac,
podniesmy réwnania (1 bis) do kwadratu i dodajmy do siebie a otrzy-

mamy réwnanie



ktére nie zawiera zadnej nowej zmiennej. Rozpatrzmy to réwnanie
wraz z pierwszem roéwnaniem (7). Widzimy, ze oba nie zawierajg po-
chodnych A przeto mozna odrazu rugowac¢ miedzy niemi czy to A
czy r. Tak w jednym jak w drugim razie otrzymamy wypadkowe
rownanie 6smego stopnia. To nas naprowadza na mysl, ze to ro-
whnanie jest identyczne z rownaniem (21) poprzedniego rozdziatu.
Rzeczywiscie mozna je nawet przyprowadzi¢ do tego samego ksztattu
piszac dla tego samego trojkata: ziemia, stonce, planeta, do ktérego

odnosi sie réwnanie (8), zwiazki (22) poprzedniego rozdziatu. Zwa-
Zywszy, ze

bedziemy mieli

Réwnania (9) sa réwnowazne réwnaniu (8), bo

(gdzie ip jest to kat przy ziemi). Wskutek tego nawet wecale nie
trzeba rugowad r, czy A pomiedzy réwnaniami (8) i pierwszem (7);
dos¢ jest podstawi¢ r i A w pierwsze réwnanie (7). Otrzymamy
wtedy

Potézmy teraz

i podstawmy w poprzednie réwnanie. Przejdzie ono natychmiast w

t j. w réwnanie (21) poprzedniego rozdziatu. Jasng jest rzecza, ze
0, g i w0 moga bv¢é obliczone z réwnan (10), skoro tylko Z m, n
oraz ich pierwsze i drugie pochodne beda znane. Wtedy rdéwna-
nie (11) da z a skoro bedziemy mieli z, to natychmiast otrzymamy
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tak r jak A z réwnan (9). Poniewaz réwnanie (11) jest identyczne
z réwnaniem (21) poprzedniego rozdziatu, wiec dyskusya réwna-
nia (21) w § 2 poprzedniego rozdziatu*) stosuje sie takze tutaj.
Pierwiastek odnoszacy sie do ziemi to pierwiastek A= 0. Poniewaz
po odpowiedniem przeksztatceniu mozna skroéci¢ rownanie, wynika-
jace z rugowania r pomiedzy pierwszem réwnaniem (7) a réwna-
niem (8), przez A wiec mozna powiedzie¢, ze zadanie o wyzna-
czeniu orbity sprowadza sie do réwnania siddmego stopnia. Réwna-
nia tego omina¢ nie mozna, wyptywa ono w kazdej metodzie.

Poniewaz tak A jak R i r sg z natury rzeczy dodatnie, wiec
zaleznie od tego, czy

musi byé r*>R, albo r<”R. W pierwszym razie planeta (czy
kometa) znajduje sie dalej od stohca niz ziemia, a w drugim blizej.
Nie wyjasniliSmy dotad pytania, skad wzig¢ pochodne

Dostawy sa dane przez obserwacye, za$ ich pochodne mozna
takze obliczy¢ z obserwacyi. Zatézmy np., ze mamy trzy obser-
wacye, wtedy, uzywajac wcigz tego zamego znakowania, co w po-
przednich rozdziatach, mozemy napisac:

Jezeli pominiemy dalsze wyrazy, to, poniewaz 45 12 i I3 sg
znane z obserwacyi, powyzsze dwa réwnania wystarczg do obli-
czenia

*) Najbardziej szczegétowa dyskusya réwnania 6ésmego stopnia w tym
ksztatcie, w ktérym bylo tn podane, znajduje sig w rozprawie L. Picarfa
p. t. ,,Sur une eguation du calcul des orbites“. Buli. astr., tom XXIX, str. 161— 167.



Z analogicznych réwnan obliczymy

Spostrzegamy jednak, ze wartosci pochodnych, osobliwie dru-
gich nie beda doktadne, bo w réwnaniach (12) pominelismy wszystkie
wyrazy wyzszych rzedéw. Druga przyczyna niedoktadnosci beda
btedy obserwacyi, ktore, jesli 2, i I3 nie sg znacznie od siebie
rézne, moga bardzo niekorzystnie wptynaé na rezultaty. Gdybysmy
atoli mieli wiecej obserwacyi niz trzy, to moglibysmy skorzystaé
ze wzor6ow interpolacyjnych 8 3 rozdz. li-go i okresli¢ pochodne
pierwsze i drugie z wieksza doktadnoscia. Wogdle im wiecej be-
dziemy mieli obserwacyi, tem dokiadniej wyznaczymy pochodne
dostaw kierunkowych. Z tego powodu metoda analityczna, ktéra
w przypadku, gdy mamy tylko trzy obserwacye, okazuje sie zawo-
dna, daje dobre rezultaty wiasnie wtedy, gdy mamy wiele obser-
wacyi do rozporzadzenia. Rozumie sie, ze rachunki muszag by¢ dhugie,
tem diuzsze, im wiecej obserwacyi.

2. Dowdd, ze w przypadku paraboli zawsze tylko jedno roz-
wigzanie czyni zados$¢ wszystkim warunkom zadania.

Spetnimy teraz obietnice dang w § 4 rozdz. XVI-go i dowie-
dziemy, ze zawsze istnieje tylko jedna orbita paraboliczna spetnia-
jaca wszystkie warunki zadania. Mozemy powiedzie¢, ze przy
wyznaczeniu orbity metoda Ol bersa otrzymujemy niekiedy trzy
rozwigzania zamiast jednego dlatego, ze nie wyzyskujemy wszyst-
kich mozebnych zwigzkéw. Jezeli wezmiemy w uwage niektére
nadkompletowe zwigzki, to okaze sig, ze tylko jedno rozwigzanie
jest dopuszczalne. Tu, za przyktadem Charlier’a wezmiemy do
pomoey réwnania metody analitycznej wytozone w poprzednim pa-
ragrafie. Wezmiemy réwnanie Lagrange’a t j. pierwsze réowna-
nie (7) i réwnanie (8), potozymy dla prostoty
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poczem te réwnania przybiorg postaé

Zauwazymy mimochodem, ze

jak to zaraz widaé, skoro poréwnamy réwnanie (8) z ostatniem
réwnaniem przed réownaniami (8) rozdz. XVI-go. Rownanie (8 bis)
jest czysto geometryczne, od wszelkich teoryi dynamicznych niezale-
zne; réwnania (7) sa dynamiczne, oparte na teoryi ruchu Keplerow-
skiego, stosujg sie za$s do wszystkich orbit bez wzgledu na war-
tos¢ mimosrodu. Wezmy jeszcze réwnanie, odnoszace sie specyalnie
do ruchu parabolicznego, mianowicie réwnanie (55) rozdz. XIlI-go.
Jezeli wprowadzimy don czas X zamiast czasu t, to bedziemy mogli
napisac

Podstawmy tu zamiast wspotrzednych heliocentrycznych ko-
mety X, y, z ich wartosci wziete z rownan (1 bis), a otrzymamy

Mozemy znacznie przeksztaici¢ to réwnanie. Tak np. dzielac
drugie réwnanie (7) przez pierwsze otrzymamy zwigzek

za pomoca ktérego wyrugujemy ~ . Z drugiej strony zauwazmy, ze

to nic innego jak kwadrat predkosci ziemi po orbicie.
Na podstawie tego samego réwnania (55) rozdz. XIll-go, pa-
mietajac o tem, ze wprowadziliSmy czas z zamiast czasu t oraz
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pomijajac matg roznice miedzy promieniem wodzacym orbity ziem-
skiej a potowg jej wielkiej osi mozemy przyjac

Jezeli jeszcze pomnozymy cate rownanie przez R, to bedziemy
mogli napisa¢ réwnanie na kwadrat predkosci komety w ksztatcie

przyczem

Zaraz widaé, ze wspodtczynniki a i b zawierajg tylko wyrazy
wiadome. Zresztg mozna bedzie potozy¢ R— 1 i wogdle przy obli-
czeniu wspoétczynnikéw a i b pozwoli¢ sobie na niektére uproszcze-
nia. Wspotczynnik as jest oczywiscie zawsze dodatni, co wiecej
musi byc¢

tatwo zrozumiec, dlaczego ta nierdwno$¢ musi by¢ spetniona.
Wszak wyrazenie po lewej stronie rownania (13) to kwadrat predkosci
komety wzgledem storica, przedstawionej jako wypadkowa z pred-
kosci ziemi na orbicie (przyjetej tu za jedno$¢) i predkosci komety
wzgledem ziemi. Moznaby wiec lewag strone rdéwnania napisac
w ksztakcie

przyczem @ bytby to kat pomiedzy kierunkiem predkosci ziemi na
orbicie a kierunkiem predkosci komety wzgledem ziemi. Stad wi-
dzimy, ze rzeczywiscie musi by¢

Podstawmy teraz warto$¢ na v wzietag z réwnania (13) w ré-
wnanie (8 bis); wyniknie stad réwnanie széstego stopnia



identyczne z owem réwnaniem Oppolzera, o ktdrem wspomina-
liSmy w 8 4 rozdz. XVI-go. Wprawdzie Oppolzer doszedt do
rownania széstego stopnia rugajgac v miedzy geometrycznem réwna-
niem (8 bis) a réwnaniem Eulera, ale to wychodzi w gruncie
rzeczy na jedno i to samo, albowiem Oppolzer uproscit rownanie
Eulera w taki sposob, Ze wiasciwie wzigt ds zamiast s (s oznacza
cieciwe), zas my doszliSmy tu do rdwnania szdstego stopnia rugujgc v
miedzy tem samem roéwnaniem (8) a réwnaniem (13), ktore jest
niczem innem jak inng forma réwnania na kwadrat predkosci

Lecz opr6cz réwnania Oppolzera mozemy otrzymaé inne
rownanie, takze sz6stego stopnia rugujac u pomiedzy réwnaniem (13)
a rownaniem Lagrange’a (7,1 bis).

Z tego rugowania wynika roéwnanie

(14)

Wskutek nieréwnosci a2”>b2 wspotczynnik przy v6 jest ko-
niecznie dodatni; wspétczynnik przy vb jest naturalnie zawsze od-
jemny a wyraz od Vv niezalezny zawsze dodatni. Zatem jezeli trzeci
wyraz ma znak—, to mamy dwie przemiany znakéw. Z drugiej
strony jezeli trzeci wyraz ma znak -J-, to liczba przemian jest
znowu 2, wiec czy w tym, czy w drugim razie moga by¢ co najwyzej
dwa pierwiastki dodatnie. Poniewaz za$ wyraz od v niezalezny jest
dodatni, wiec liczba pierwiastkow dodatnich musi by¢ parzystg
i ostatecznie rdéwnanie (14) moze mie¢ dwa pierwiastki dodatnie
[chodzi nam tylko o dodatnie pierwiastki, bo tylko one majg fizy-
czne znaczenie]. Zresztg ftatwo przekonaé¢ sie, ze réwnanie (14)
posiada dwa pierwiastki dodatnie i tatwo znales¢ granice, w kto-
rych te pierwiastki sg potozone, bo

dla v= 0 lewa strona réwnania (14) przywodzi sie do 32

Tedy jeden dodatni pierwiastek jest potozony pomiedzy v— 0
au=1, a drugi miedzy v—1 a v= -j-00.

Spoéjrzmy teraz na réwnanie Lagrange’a (7,1 bis). Ponie-
waz U jest z natury rzeczy dodatnie, wiec gdy *>0 [to jest to



samo kryteryum 0 ktérem mowiliSmy w poprzednim para-

grafie] to musi by¢ »> 1 a drugi pierwiastek réwnania (14), t j. ten,
ktory jest mniejszy od jednosci, jest wykluczony. Odwrotnie, gdy

k= -~ < 0, to tylko pierwiastek mniejszy od jednosci jest do-

puszczalny, a drugi wiekszy od jednosci jest wykluczony. Mozna
to wyrazi¢ takze w taki sposéb, ze réwnanie Lagrange’a ma
tylko jeden pierwiastek wspélny zréwnaniem Oppolzera. Zatem
tylko jeden pierwiastek rownania (14) i tylko jeden system ele-
mentow spetnia wszystkie warunki i tylko ten jeden odpowiada
rzeczywistosci.

Pozostaje jeszcze pytanie, jak zastosowa¢ to kryteryum do
konkretnego przypadku. Czornyj, ktdéry stosowat je do komety
Crulsa, postapit tak: z trzech systeméw obliczyt r2 [jak sie to
robi, to wiemy z rozdz. XVI1-go] i znalazk

Z drugiej strony obliczyt logarytmy wspétczynnikéw réwna-
nia (14) i znalazt

log wspétczynnika przy

Teraz podstawit kolejno trzy wartosci V2 w rdéwnanie (14)
i znalazt nastepujace wartosci lewej strony tego réwnania:

Poniewaz prawa strona réwnania jest zerem, wiec dwie pierwsze
wartosci nie sprawdzajg go, sprawdza go tylko trzecia [drobna
réznica o jedna stotysieczng pochodzi z niedokiadnosci rachunku,
wszak Czornyj liczyt 5-cyfrowymi logarytmami]. Zatem tylko
trzeci system elementéw daje prawdziwe rozwigzanie zadania, co

i) Czornyj obliczyt doktadniej ten wspétczynnik. Gdyby przyjat nan war-
tos¢ — 2, to logarytm bytby 0,30130 n.



zreszta w danym razie stwierdzono takze przez poréwnanie drugiej
pozycyi obliczonej kolejno z trzech systeméw elementéw z obser-

wowang druga pozycya oraz przez poréwnanie efemerydy z dal-
szemi obserwacyami.

3. Metoda Pontécoulanta. Wyznaczenie elementéw.

Aby, o ile mozna, unikna¢ wptywu btedéw obserwacyi Pont¢-
coulantl nie wprowadza pochodnych dostaw kierunkowych, pisze
rownania (1) dla wszystkich trzech pozycyi i wyraza wspotrzedne
pierwszej i trzeciej przez wspoétrzedne drugiej postugujac sie wzo-
rami (28 bis) rozdz. XV-go. Zwazywszy za$, ze ruch ziemi ma by¢

Keplerowski oraz ze wspoétrzedne sag ekliptyczne [por. uwage na
str. 3] ktadzie Z — 0 i pisze réwnania:

(15)

W réwnaniach tych al: b{, as. b3 sg to szeregi (30) roz-
dziatu XV-go, a wiec np.:¥

* Théorie analytigue da systeme du monde, tom 11, czes$¢ IlII.
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Dziewie¢ réwnan (13) zawierajg dziewie¢ niewiadomych:

zatem mamy tyle réwnan, ile potrzeba do okreslenia wszystkich nie-
wiadomych. Zresztg o ile bedziemy uwazaé ax, bx, a3i b3 za wiadome,
to réwnania (15) beda liniowe wzgledem wyliczonych wyzej niewia-
domych. Pontécoulant traktuje je jako takie i rozwigzuje wzgle-
dem niewiadomych; wyrazenia na A% As pozostawia na boku,
bo uwaza je za zbedne przy dalszej analizie i bierze pod uwage

tylko wyrazenia na #2... ... Ale po prawej stronie ostatnich wy-

ur
razen figurujg wsérod innych wielkosci takze wspoétczynniki alf bix
a3, b3; te za$ sag, jak wiemy, zalezne od r2, 9FA i %A a wiec sg
ar CLiZ

dx
same funkcyami niewiadomychl x2,... Tedy w gruncie rzeczy

owe wyrazenia sg przestepne, bo szeregi «1? bx... sa nieskoriczone
a dalsze ich wyrazy zawierajg coraz to wyzsze dodatnie i odjemne
potegi niewiadomych. Wobec tego Pontécoulant zatrzymuje po-
czatkowo w szeregach ax, bx i t d. tylko po dwa pierwsze wyrazy
zawierajgce procz odstepdw czasu jedynie r~* i ruguje te wielkos¢
w nastepujacy sposdb. Najpierw zamiast X,, YX... i t d. wprowa-
dza wyrazenia analogiczne do tych, ktére postuzyly do wyrugowa-
nia xL a wiec kladzie

gdzie Al BI? A3, Bd.. sg to szeregi zupetnie podobne do an bx...,
w ktdorych atoli zamiast r2 wszedzie figuruje j?2. Wiasciwie ta za-
miana nie jest potrzebng, bo Xx i t d. s3 wiadome z efemeryd,
ale chodzi o pewnag symetrye, szczeg6lnie zas o to, aby po pe-

) Przypominamy, ze wyraza sie przez X2,Yy2, z2 oraz przez ich pierw-

sze i drugie pochodne, ale drugie pochodne wyrazajg sie¢ na mocy réwnan (3)
znowu przez X2, y2i z2i t. d., zatem szeregi al, bt, a3 i b3 sa funkcyami tylko
odstepéw czasu i szesSciu zmiennych:
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wnych przerébkach otrzymaé w réwnaniach na x2..ei t d. te
sama roznice: \\( k t 6 r a figurowala w réwnaniach (5). Wre-
2 "2

szcie Pontecoulant przyjmuje, ze x1= xs 1), przez co naturalnie
zyskuje pewne uproszczenie. Po tych przygotowaniach pisze réwna-
nie na z2. Przedstawia sie ono w ksztakcie:

gdzie M oznacza funkcye wiadomych wielkos$ci, ktorg blizej okre-
Slaé¢ nie potrzebujemy. Jezeli tu znowu zamiast z2 podstawimy jego
wartos¢ ze szostego réwnania (15), to otrzymamy réwnanie

(16)

Poznajemy w niem pierwsze réwnanie (7) i widzimy, ze znowu
musimy doj$¢ do owego réwnania 8-go [wzglednie 7-go] stopnia,
o ktérem juz wiemy, ze go oming¢ nie mozna. Pontécoulant
taczy je z réwnaniem (8) i ze systemu réwnan (16) i (8) 2 oblicza

r2 i 4 , a podstawiwszy r2 w réwnania na a2... ~ ... otrzymuje

te szes¢ wielkosci i przystepuje do obliczenia elementéw. Wiasci-
wie nalezatoby przedtem wprowadzi¢ poprawki na parallakse, ku
czemu trzebaby obliczy¢ takze Al i d2, co jest mozliwe, bo mamy
gotowe ku temu réwnania [patrz wyzej] i posiadamy juz r2

Ale przejdzmy do obliczenia elementéw.

Ze wzorow (55) rozdz. XlIll-go, jezeli pominiemy mase pla-
nety, jezeli mase stonca przyjmiemy za jedno$¢ i jezeli wprowa-
dzimy czas X wynika

Dalej ze wzordw (27) rozdz. XIll-go w polaczeniu ze wzo-
rami (68 bis) tegoz rozdziatu wynikajg wzory:¥

*) Przypadek, gdy xx«mr8 Pontecoulant rozpatruje tylko dla paraboli.
Charlier we wyzej cytowanej rozprawie rozpatruje ten przypadek zupetnie ogol-
nie [metoda jego jest bardzo podobna do metody Pontecoulant a] — ale nam
chodzi tylko o przyktad metody analitycznej.

2) Bo dogodniej jest nie dokonywaé¢ rugowania a natomiast rozwiazywac

oba réwnania razem.



Wedle wzoréw (34) rozdz. XlIll-go

Jezeli stad podstawimy c w poprzednie trzy réwnania i znowu
zrobimy te same zatozenia co powyzej, to otrzymamy wzory:

(18)

Z czterech wzoréw (17) i (18) mozemy okresli¢- cztery ele-
menty: a, i oraz e. Nastepnie ze wzoru (38) rozdz. XlIllI-go,
t. j. ze wzoru

otrzymamy anomalie mimosrodowg E a z tej przez réwnanie Ke-
plera

anomalie $rednig M. Z drugiej strony z rdéwnania (61 bis) roz-
dziatlu XII1l-go mozemy zaraz obliczy¢ S$redni ruch n. Piszac to
réwnanie trzeba przyjaé¢, ze mx jest znikome a m= 1, t j. trzeba
potozy¢

Skoro obliczymy n, to z réwnania

otrzymamy ,epokewt0, bo M, n i czas drugiej obserwacyi sg wia-
dome. Wreszcie obliczymy stalg & chociazby w nastepujacy sposob.



Wiemy, ze
(23)

Argument szerokosci u obliczymy np. ze wzoru (37) roz-
dziatu XlIll-go, t j. ze wzoru

(24)

Wprawdzie do tego potrzeba mie¢ dtugo$é heliocentryczng |,
ale te tatwo obliczy¢ ze wzoréw (35) rozdz. XVII-go, ktore zaraz
daia:

(25)

W réwnaniu (23) pozostaje jeszcze do okreslenia v, ale skoro
mamy E, to przez wzér (40) rozdz. XIll-go, t j. przez wzor

(26)

otrzymamy takze warto$¢ anomalii rzeczywistej v, poczem ze wzoru
(23) okreslimy szésty i ostatni element co.

NaszkicowaliSmy tu jeden z waryantéw metody analitycznej.
Duzo datoby sie powiedzie¢ o innych jej waryantach, o tem, jak
posunaé sie dalej w przyblizeniach, jak przystosowa¢ do réznych
przypadkow, jak postepowaé w razie, gdy mamy wiecej obserwacyi.
Ale nie majac na to wszystko miejsca odsytamy ciekawych do
wymienionych w spisie literatury na konhcu tego rozdziatu dziet
Kowalczyka, Yvon'a Villarceau, Charliera, Akes-
sonait d

Wedle zgodnej opinii praktykéw metoda analityczna jest
mniej dogodna od metod Olbersa i Gaussa.

4. 3letoda 0. Leuschnera.

Nietylko omoéwione tu, ale wogole wszystkie dotychczasowe
metody wychodzg ze zasadniczego zalozenia, ze ruch ciata, ktérego
orbite mamy wyznaczyé¢, jest Keplerowski. O ile chodzi o mate
planety i komety, zalozenie powyzsze okazuje sie zazwyczaj do-
puszczalnem. Wprawdzie i te ciata podlegaja niekiedy znacznym
perturbacyom ze strony wielkich planet, ale pospolicie mozna sobie
jako$ z tem poradzié: mozna wyznaczy¢ pierwszg orbite, potem,



gdy nazbiera sie wiecej obserwacyi. wyznacza sie dokladniejszg
orbite, potem uwzglednia sie perturbacye [0 tem wszystkiem bedzie
mowa w dalszych rozdziatach]. Niekiedy jednak zdarzajg sie¢ pewne
trudnosci. Najwieksze trudnosci zdarzajg sie przy wyznaczeniu
orbit nowo odkrytych satelitow, bo tu perturbacye pochodza od
samego storica. Centralne ciato, planeta znajduje sie wprawdzie
blizej niz stonce, ale zato masa storica ogromnie przemaga nad
masg planety. Hypoteza, ze satelita porusza sie ruchem Keplerow-
skim okazuje sie nazbyt dalekg od rzeczywistosci. Zdarzyto sie to
z 9-tym ksiezycem Saturna oraz z 6-tym i 7-mym satelitga Jowisza.
Sa to satelity stosunkowo dalekie od planety (por. rozdz. XIV)
a w dodatku okoto czasu odkrycia podlegaly znacznym perturba-
cyom. Zresztg takze dla ksiezyca ziemi hypoteza ruchu Keplerow-
skiego jest nazbyt daleka od rzeczywistosci; ale w tym przypadku
nie potrzebujemy okres$la¢ ,pierwszej™ orbity. — Metode przystoso-
wang do przypadku, gdy trzeba wyznaczy¢ ,pierwsza orbite”, podat
A. O. Leuschner. Obmyslit on pewng modvfikacye metody t a-
pigce” (analitycznej) znacznie dogodniejszg od pierwowzoru i roz-
szerzyt ja na przypadek, w ktérym satelita porusza sie wprawdzie
wedle praw grawitacyi, ale nie Keplerowskim ruchem. Pominiemy
metody Leuschneral stuzace do wyznaczenia orbit komet i pla-
net, zato postaramy sie pokrétce wytozy¢ metode stuzacg do wy-
znaczenia orbit satelitow.

Jako fundamentalng ptaszczyzne Leuschner obiera ptaszczy-
zne rownika. Okoliczno$¢ ta niema zadnego giebszego znaczenia;
poprostu L. przekonat sig, ze w danem zadaniu dogodniej jest
wzigé za ptaszczyzne fundamentalng plaszczyzne roéwnika niz pla-
szczyzne ekliptyki. Stosownie do zatozenia, ze satelita krazy naokoto
planety wedle praw grawitacyi, ale nie ruchem Keplerowskim, L.
pisze zasadnicze roéwnania ruchu w ksztalcie

W réwnaniach (27) X, y, z oznaczajg prostokatne wspdétrzedne
satelity wzgledem planety, m oznacza mase planety; [#], [yl, [z,

I) W Ill-ciem wydania ,teoretycznej astronomii" Klinkerfuesa H. Buch-
holz wytozyt metody Lenschnera wedle wskazéwek samego aatora.

Astronomia teoretyczna II. w
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oznaczajg prostokatne wspoétrzedne satelity wzgledem stonca; (x),
(y), (2) wspdtrzedne planety wzgledem stonca. Oprécz tego X, Y. Z
oznaczajg wspotrzedne geocentryczne stonca a £, t], £ wspétrzedne
geocentryczne planety. Widzimy, ze po prawej stronie réwnan (27)
stojg skladowe réznicy miedzy przyciaganiem stonca na satelite
i tem przycigganiem, ktére storice wywieraloby na satelite, gdyby
znajdowat sie na miejscu planety. Wyjasnienia ta nie potrzeba, bo
jasng jest rzeczg, ze nie co innego jak wilasnie ta roznica jest przy-
czyna perturbacyi w ruchu satelity. Jednoczesnie widzimy, na czem
polega zasadnicze przeciwienstwo z innemi metodami, bo gdybysmy
zalozyli, ze ruch satelity jest Keplerowski, to musielibySmy po pra-
wej stronie réwnan (27) napisa¢ poprostu zera.

Aby poréwnaé¢ réwnania (27) z obserwacyami, trzeba wpro-
wadzi¢ do nich wspdtrzedne satelity wzgledem ziemi. Mozemy to
uczyni¢ za pomoca roznych zwigzkéw pomiedzy wspotrzednemi.
Tak np. wspétrzedne satelity wzgledem planety sg réwne réznicom
miedzy geocentrycznemi wspotrzednemi a takiemiz wspoétrzednemi
planety, za$ geocentryczne wspotrzedne planety sa réwne sumom
heliocentrycznych wspétrzednych planety i geocentrycznych wspot-
rzednych stonca i t d. Za pomocg tych zwigzkéw rugujemy X, y. z...

dtu d'z

[*1. [Y\ [2] i przyspieszenia®, — Odlegtosci satelity od pla-

nety r i od stonca [r] nie rugujemy: pozbedziemy sie ich pézniej
w inny sposéb. Pomijamy te rugowania, bo nie przedstawiajg nic
trudnego, ani osobliwego, a zajetyby duzo miejsca; powiemy tylko,
ze rugujac przyspieszenia satelity wzgledem planety, t j. rugujac

— ... tem samem wprowadzamy inne przyspieszenia, mianowicie

dl
d2

przyspieszenia: ) --... planety wzgledem storica i przyspieszenia
ai

d2x , Lo . . .
—— stonca wzgledem ziemi. Te przyspieszenia sg znane; mogli-
dl

bysmy je wyrazi¢ zupetnie doktadnie z uwzglednieniem wszelkich
perturbacyi, ale pospolicie wystarczy zalozy¢, ze planeta krazy
naokoto storica ruchem Keplerowskim a stofice kragzy naokoto ziemi
takim samym ruchem. Potozymy zatem dla stoica



i tak samo dla planety

Po wyrugowaniu przyspieszen przejdziemy jeszcze od wspot-
rzednych prostokgtnych do biegunowych, zamiast zwykiego czasu
wprowadzimy czas x= kt, poczem otrzymamy nastepujace réwnania:

W réwnaniach (28) a, d, q sa to geocentryczne, réwnikowe
wspotrzedne satelity, 4="cosd jest to jego ,skroconau odlegtosé
od ziemi; (a), (d), (g) i (@) — (qg) cos (d) sg to geocentryczne, réwni-
kowe wspétrzedne planety oraz jej ,skroconau odlegtos¢ od ziemi;
(@), (d), (r) i (s) — (r) cos (d) sa to heliocentryczne, réwnikowe wspot-
rzedne planety i jej ,skrdconau odlegtos¢ od stonca; [aj, [d], [r]
i [s]= [r]cos[d] sa to heliocentryczne, réwnikowe wspotrzedne sate-
lity i jego ,skrécona”™ odlegto$¢ od stonca; A, D, R i S= Rcos D
sg to geocentryczne wspotrzedne storica ijego ,skréconau odlegtosé
od ziemi, wreszcie m oznacza, jak poprzednio, mase planety. Wieksza
czes$¢ wchodzgacych do réwnan (28) wielkosci jest wiadoma, mia-
nowicie wiadome sg:



niewiadome sg tylko:

Podobnie jak réwnania (5) sg liniowe wzgledem A oraz jego
pierwszej i drugiej pochodnej, tak sarno réwnania (28) sa liniowe
wzgledem o0 oraz jego pierwszej i drugiej pochodnej; mozemy przeto
rozwigzac je zwyklemi metodami. Réwnan na pochodne pisa¢ nie po-
trzebujemy. zato napiszemy réwnanie na a albo raczej na g= osecd
[d jest znane z obserwacyij. Réwnanie to ma ksztatt nastepujacy:

(29)

E, F, G sg to funkcye samych wiadomych wielkosci, mianowicie

za$

wreszcie

Azeby wyrugowaé r i [r] z réwnania (29), bierzemy dwa
trojkaty, jeden: ziemia, satelita, planeta, drugi: ziemia, satelita,
storice. Jezeli oznaczymy wiadomy kat przy ziemi w pierwszym
trojkacie przez ¥ a w drugim przez to bedziemy mieli:

(30)

Widzimy stad. ze, podobnie jak w tamtych metodach, rozwia-
zanie skoncentrowato sie okoto pewnego systemu roéwnan, tylko nie
okoto systemu dwodch, a okolo systemu trzech réwnan, mianowicie
okoto réwnan (29) i (30). Gdybysmy zechcieli rugowac¢ niewiadome,
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to otrzymalibySmy réwnania algebraiczne nazbyt wysokiego sto-
pnia, z ktéoremi niewiadomo co poczg¢. Wobec tego trzeba uciec sie
do kolejnych przyblizen. Przy obliczeniu orbity 7-go ksiezyca Jo-
wisza— zapewne wedle wskazéwek Leuschnera— R. T. Craw-
ford i A J Champreux zaczynaja od sformowania réwnania
na r. ktore jest matg wielkoScia w poréwnaniu z qi [r]. Kladg oni

(1)

i poczatkowo do prawej strony réwnania (31) zamiast [r], t j. za-
miast odlegtosci satelity od storica — wstawiaja (r), t. j. odlegtosé
planety od storica. W ten sposéb rownanie (29) przechodzi w

(32)

przyczem H jest wielkoscig przyblizenie wiadoma. Teraz ruguja g
miedzy pierwszem réwnaniem (30) a réwnaniem (32) i otrzymujg
po elementarnych przeksztatceniach

a wiec rownanie tylko 8-go stopnia, ktére zresztg mozna napisaé
w postaci

(33)

W pierwszem przyblizeniu Crawford i Champreux za-
niedbujg wyraz zawierajacy pierwiastek kwadratowy i kiladg

nastepnie podstawiajg otrzymang stad warto$¢ na r w prawg strone
rownania (33) i otrzymujg naturalnie dwie wartosci na r, ktore
znowu podstawiaja w prawg strone tegoz samego réwnania (33)
i otrzymuja cztery wartosci na r. Z nich zatrzymuja tylko te dwie.
ktore sg bliskie do pierwszych dwdch przyblizonych wartosci. Znowu
podstawiajg w prawg strone réwnania (33) i tak w kotko dopoty,
az wreszcie otrzymujg prawie te same wartosci, co za przedostatnim
razem. Ale te ostateczne wartosci na r — powiedzmy — rx i r2



nie sg jeszcze Sciste, bo caty rachunek zostat wykonany z przybli-
zong wartoscia na H. Tedy Crawford i Champreux obliczajg
q z rownania (32) a [r] z drugiego réwnania (30) i naturalnie
otrzymujg tak na q jak na [r] po dwie wartosci. Wogdle trzeba
wcigz prowadzi¢ dwa rachunki, wiec np. z réwnania (31) wyni-
kng tez dwie wartosci na H. Trzeba wrdci¢ z niemi do réwna-
nia (33) i podstawi¢ raz rl i odpowiednie JTX drugi raz r2 i od-
powiednie i?2. Znowu tak samo jak poprzednio i wcigz prowadzac
dwa rachunki trzeba przez kolejne przyblizenia okres$li¢ nowe dwie
wartosci na r — powiedzmy — M\ i r2 czynigce $cisle zado$¢ ré-
wnaniu (33) przy wartoéciach H1i Hi na H. Ale H1i H2 jeszcze
nie sg Sciste, trzeba wiec na nowo oblicza¢ nowe wartosci na H —
powiedzmy H[ i H2 trzeba znowu szuka¢ odpowiednich wartosci
na r i tak w kotko dopoty, dopoki nie otrzymamy wartosci na H
i r tak Scis$le czynigcych zado$¢ réwnaniom (33), (32) i drugiemu
(30), ze przy powtdrzeniu rachunkéw otrzymamy te same wartosci,
co poprzednio. Naturalnie mozna wykona¢ te kolejne przyblizenia
réznemi metodami, np. Leuschner obmyslit metode polegajaca
na obliczeniu kolejnych poprawek.

Z powyzszego opisu wynika, ze otrzymujemy odrazu r, e i [r].
Majac g znajdziemy zaraz oba a ze wzoru:

bo d jest wiadome, potem z drugiego réwnania (28) obliczymy

do . . .
oba o Dalej obliczymy £, 17, £ ze wzoréw
zas X, Yy, Z ze wzoréw

(640
Z kolei obliczymy o i t d ze wzorow

Z tablic prostokatnych wspdtrzednych stonca, ktoére znajdujag
sie w kalendarzach astronomicznych, z tatwoscia obliczymy po-
chodne geocentrycznych wspotrzednych storica stosujac interpola-



cyjne (réznicowe) wzory (8) rozdz. li-go; co za$ do ax. av, al5 to
obliczymy je ze wzorow

w ktorych

Tu znowu:

Posiadajgc planetocentryczne wspoétrzedne X. y, z i predkosci
X, Y. z obliczymy elementy za pomocag wzoréw § 3 obecnego roz-
dziatu, albo tez za pomocg wzoréw § 6 rozdz. XX-go.

Rozstrzygna¢, ktéra z dwu otrzymanych orbit odpowiada rze-
czywistosci, mozna przez poréwnanie z obserwacyami, naturalnie
nie temi, ktdére stuzyly do wyznaczenia orbity. Ale moze zdarzy¢
sie, ba! nawet zdarzylo sie z 8-mvm ksiezycem Jowisza, ze nie
mozna rozpoznaé, czy obserwowane cialo jest satelita wielkiej
planety, czy malg planeta. Wtedy trzeba z owych dwu wartosci

. do L . .
na o i — obliczy¢ nietylko planetocentryczne, ale takze heliocen-
(XX

tryczne orbity. W ten sposéb otrzymamy cztery orbity. Rozpoznamy
pomiedzy niemi rzeczywistg roéwniez przez poréwnanie z obserwa-
cyami badZz nowemi, badz dawnemi, ale przy wyznaczeniu orbity
niezuzytkowanemi. Mozna tez obliczy¢ sity przyciggajgce planety
i stonca; jezeli przemaga przycigganie planety, to tylko planeto-
centryczne orbity sa mozebne, jezeli za$ przemaga przycigganie
stonica, to mozebnemi sag tylko heliocentryczne orbity.

Zatézmy, ze juz rozpoznaliSmy, ktéra orbita odpowiada rze-
czywistosci, oraz, ze jest to orbita planetocentryczna. Wtedy z jej
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elementami, najlepiej metodg Encke’go [patrz rozdz. XX-ty], obli-
czamy ,perturbacye specyalne* wspdtrzednych i predkosci i odejmu-
jemy je od X, y, 2, X, y, i. Do uwolnionych od perturbacyi wspot-
rzednych i predkosci stosujemy czy to jedne z dawniejszych metod
poprawiania orbit [0 tycti metodach bedzie mowa w obecnym roz-
dziale, tylko nieco dalej], czy tez wlasng metode Leuschnera.
Dla braku miejsca wytozyé jej nie mozemy, powiemy tylko, ze
odnos$ne wzory znajdujg sie w 3 ciem wydaniu teoretycznej astro-
nomii Klinkerfuesa [patrz spis literatury na konhcu rozdziatu]
na str. 1004 i nastepnych, objasnienia za$ sg zamieszczone na
str. 477 i nastepnych. Tamze mozna poinformowaé sie o popraw-
kach na parallakse i aberacye.

5. Metoda waryacyi odlegtosci.

Metody, ktore dotychczas opisywalismy, stuzg do obliczenia
pierwszej orbity. Teraz pokrdétce powiemy, jak poprawi¢ takg
pierwszg orbite przed wyznaczeniem orbity ostatecznej. Metod,
stuzgcych do poprawienia jest Kilka: opiszemy przedewszystkiem
metode waryacyi odlegto$ci; na czem za$ ona polega, to zaraz zo-
baczymy.

Wyobrazmy sobie, ze mamy elementy orbity oraz trzy nowe
obserwacye w chwilach czasu U, 13. Poniewaz posiadamy ele-
menty, wiec mozemy dla tych momentéw czasu obliczy¢ odlegtosci
od ziemi zI5 4? As, z pomoca tych ostatnich mozemy poprawié
nasze obserwacye na aberacye planetarng i na parallakse a naste-
pnie z poprawionych obserwacyi i z obliczonych odlegtosci mo-
zemy obliczy¢ nowe elementy. Wezmy mianowicie skrajne pozycye:
ze szeé$ciu wielkosci AL al? §, d3, a3, 03 mozemy obliczy¢
wszystkie szes¢ elementdéw. Zazwyczaj obliczamy odrazu trzy sy-
stemy elementdéw [dlaczego trzy, to wpredce zobaczymy]: jeden
z4, an Oxi 4, a3, 4, drugi z AL-\-rjl1, alt 61 oraz 4, a3, 03
trzeci z 4, an ™ oraz A3-\-43, a3, 63, przyczem 7/ i rj3 sg to
pewne mate, dowolnel) przyrosty. Naturalnie elementy wszystkich
trzech nowych systeméw bedg nieco r6zni¢ sie od danych pierwo-
tnych elementéw, ale jezeli obliczymy z ktéregokolwiek systemu
skrajne pozycye planety, to obliczone pozycye musza by¢ iden-¥

*) W praktyce zazwyczaj zmieniajg logarytmy odlegtosci o 0,001 lub 0,002.
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tyczne z obserwowanemi, bo przecie same elementy zostaly z tych
wilasnie obserwacyi obliczone. Natomiast jezeli obliczymy wspoétrzedne
a i d w drugiej pozycyi, to obliczone wspétrzedne czy to a] i d2
z pierwszego, czy af i dol z drugiego, czy aau i d™ z trzeciego sy-
stemu beda i miedzy sobg i z obserwowanemi wspotrzednemi a2, d2
niezgodne, bo te ostatnie wcale nie weszty do rachunku. Jednakze
ktéras z obliczonych pozycyi bedzie do obserwowanej blizsza niz
dwie pozostate. Zaktadamy, ze najblizsza jest wiasnie pierwsza
i rozumujemy w nastepujacy sposoéb: poniewaz zmieniliSmy tylko
skrajne odlegtosci, wiec zmiany obliczonych wspétrzednych sg funk-
cyami zmian Al i z3, zatem

(34)

Dalsze wyrazy szeregu Taylora pomijamy, bo przypuszczamy,
ze przyrosty dAx i dA3 sg o tyle mate, iz mozna pomingé¢ kwadraty
i wyzsze potegi. Lecz skoro zamiast Ax wzieliSmy Al-\-r]1, a A3 po-
zostawiliSmy bez zmiany, to a\ przeszto w a d2 w d, zatem
wedle wzoréw (34)

Znowu, gdy Ax pozostawato bez zmiany a As wzrosto o to al
przeszto w ath a d2w dnh, przeto

W powyzszych wzorach wszystko jest wiadome oprocz czastko-
0
wych pochodnych ’2(1: i t d, mozna wiec okresli¢ z nich wia-

$nie pochodne czgstkowe. Mianowicie otrzymamy:

(35)
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Teraz spostrzegamy, w jakim celu obliczaliSmy az trzy sy-
stemy elementéw: chodzito o to, aby mie¢ skad obliczy¢ wartosci
pochodnych czastkowych a2 i d2. Skoro je otrzymamy, to utwo-
rzymy réznice miedzy obserwowanemi wspétrzednemi a2i 62a wspot-
rzednemi a\ i d2, ktére wedle zatozenia réznig sie od obserwowa-
nych mniej niz pozostate. Wedle wzoréw (34) mamy

(36)

We wzorach (36) wyrazy po lewej stronie sg znane, pochodne
czastkowe figurujgce po prawej stronie sg tez znane, bo mozemy
je obliczj~¢ ze wzoréw (35); jedynemi niewiadomemi sg przyrosty dAr
i dA3 odpowiadajgce ro6znicom miedzy obserwowanemi a obliczo-
nemi wsp6trzednemi. Okreslamy tedy dAx i dAs ze wzoréw (36)
i w ten sposéb dowiadujemy sie, o ile trzeba zmieni¢ AX i d3,
aby poprawiona orbita przechodzita takze przez srodkowa pozycye.
Wreszcie z poprawionemi odlegtosciami Ax-f- dAxi A3-J- dA3 i temi
samemi obserwowanemi ax i a2 i ds, ktéremi postugiwalismy
sie poprzednio, obliczamy czwarty i ostatni system elementéw. Je-
zeli tylko dAxi dA3 nie sg zbyt duze, to obliczona z tego czwartego
systemu druga pozycya — np. a\y, d — bedzie zupetnie Scisle zga-
dza¢ sie z obserwowanag pozycya a2, d2, jezeli za$ dAxi dA3 sag duze,
to moze pozostac jeszcze pewna niezgodnosé, bo wzory (34), (35) i (36)
jako polegajace na przypuszczeniu, ze mozna poprzesta¢ na linio-
wych wyrazach szeregu Taylora, okaza sie wtedy niedos¢ do-
ktadnymi; ale wtedy mozna z czwartymi elementami postgpi¢ tak
jak przedtem z pierwotnymi i przez nowe proby i rachunki mozna
osiagna¢ zupelng zgodnosé.

Jezeli obserwowane a2 i d2 sg zawarte pomiedzy obliczo-
nemi, co zresztg mozna zawsze osiaggna¢ odpowiednio dobierajac
prébne przyrosty tjx i ¥3; to mozna sobie utatwi¢ obliczenie czwar-
tego, ostatecznego systemu elementéw przez interpolacye. Rzeczy-
wiscie, jezeli a2, 62 jest zawarte miedzy a\ dl a a™ d’, to osta-
teczne elementy beda zawarte miedzy elementami pierwszego i dru-
giego systemu. Swoja drogg mozna interpolowaé¢ tylko wtedy, gdy
réznice sg mate; — gdyby byly duze, to nie majgc skad utworzyé
drugich i trzecich roznic nie moglibySmy interpolowa¢ doktadnie-



ZatozyliSmy tutaj, ze z pomiedzy trzech obliczonych par wspo6t-
rzednych pierwsza byta najblizsza do obserwowanych, ale tak samo
mogtaby by¢ najblizsza druga lub trzecia. Naturalnie wszystkie
nasze rozumowania pozostatyby bez zmiany, tylko biorgc za punkt
wyjscia drugg pare wspoétrzednych otrzymaliby$Smy jako poprawione
skrajne odlegtosci At-j- Ix-f- dAt i A3-\-dA3, a biorgc za punkt
wyjscia trzecig pare obliczonych wspétrzednych otrzymalibySmy
poprawione skrajne odlegtosci: AIA-dAi i As-\-1j3-\-dA3.

Natychmiast spostrzegamy, ze powyzsza metoda nadaje sie
nietylko w przypadku, gdy mamy trzy nowe obserwacye, ale takze
w przypadku, gdy mamy ich cztery, piec¢..., wogdle dowolnie
wiele. Zalézmy zatem, ze mamy n obserwacyi \n= 3. 4,... it d].
Bierzemy dwie z nich, niekoniecznie skrajne i postepujemy
zupeknie tak, jak to bylo powyzej opisane, a potem tworzymy ro-
wnania (36) dla wszystkich n— 2 pozostatych obserwacyi. Liczba
tych réwnan bedzie 2n— 4, poniewaz za$ réwnania zawieraja tylko
dwie niewiadome dAx i dAs, wiec za wyjatkiem wyzej opisanego
przypadku, w ktéorym n= 3, liczba ich bedzie wigksza niz liczba
niewiadomych i trzeba bedzie uciec sie do metody najmniejszych
kwadratow.

Zauwazymy, ze w celu zapewnienia réwnaniom jednoro-
dnoséci, nalezy mnozy¢ wszystkie réwnania zawierajace da2 przez
odpowiedni cos d2.

Naturalnie nalezy wybieraé owe dwie zasadnicze obserwacye,
ktérych odlegtosci maja podlega¢ waryacyom, pomiedzy najpewniej-
szemi i najlepszemi, mozna np. utworzy¢ dwa miejsca normalne i te
uzy¢ jako zasadnicze obserwacye. Nalezy wystrzegaé sie, zeby
réznica anomalii mimosrodowycb miedzy dwoma zasadniczemi ob-
serwacyami nie byta réwna, albo bliska do 180° lub 360°. Wy-
trawni rachmistrze umiejg tak dobiera¢ zasadnicze obserwacye, ze
z danego szeregu spostrzezen otrzymujga mozliwie doktadne poprawki
elementéw. Umieja tez tak dobra¢ X i 1z, zeby ich absolutne war-
tosci byty nieznacznie wieksze od absolutnych wartosci szukanych
poprawek dAx i dAi: przez co umozliwiajg interpolacye elementéw.
Zauwazymy wreszcie, ze obserwacye w czasie opozycyi dajg nhaj-
pewniejsze rezultaty.
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6. Metoda wspotczynnikéw roézniczkowych. Metoda Tietjena.

Zastanawiajac sie nad wylozong w poprzednim paragrafie me-
toda wnet spostrzegamy, ze jest to metoda nieco wadliwa. Rzeczy-
wiscie, teoretyczne pozycye planety, czy komety zaleza od szesSciu
elementéw, jezeli wiec chcemy dopasowaé elementy do obserwacyi,
to musimy zmieniaé wszystkie elementy; dopiero poréwnanie z ob-
serwacyami rozstrzygnie, ktéry z pierwotnych elementéw byt do-
ktadniejszy, a ktéry mniej dokiadny, ktory z nich nalezy wiecej
zmieni¢, a ktdry mniej. Zreszta jezeli operowanie samymi elemen-
tami jest niedogodne, to mozna wzig¢ sze$¢ niezaleznych od siebie
funkcyi elementéw, ale badZz co bgdz zmianom powinno podlegac
sze$¢ parametrow. Tymczasem w poprzednio wytozonej metodzie
zmieniamy tylko dwie odlegtosci. Te dwie odlegtosci sg wprawdzie
funkcyami elementéw, wiec dzieki ich zmianom zmieniajg sie takze
elementy, ale poniewaz zmieniaja sie tylko dwie funkcye, wiec
rezultat jest taki sam, jak gdybysSmy pomiedzy szesSciu elemen-
tami ustanowili cztery dowolne zwigzki. Mianowicie zmiany ele-
mentéw zalezg nietylko od rdéznic miedzy obserwowanemi a obli-
czonemi pozycyami planety, ale takze od owych dowolnych zwigz-
kéw. Zato metoda ,waryacyi odlegtosci4l nie wymaga tak dtugich
rachunkéw jak metoda ,wspdétczynnikow rézniczkowychu, w ktorej
poddajemy zmianom wszystkie sze$¢ elementéw. Dlatego to te osta-
tnig metode zachowujemy dla wyznaczenia ostatecznej orbity, a me-
toda ,waryacyi odlegtosci4l postugujemy sie przy poprawianiu
Jpierwszych4 elementéw. Naturalnie nie jest to zadne obowigzujace
prawidto; przeciwnie, niektérzy astronomowie uzywajg ,wspoétczyn-
nikéw rozniczkowych4l juz przy poprawianiu elementéw osobliwie,
jezeli obserwacye sg liczne i dobre.

Jasng jest rzecza, ze nie mozna uzj™waé ,wspoétczynnikéw
rézniczkowych4 poki nie mamy trzech kompletnych obserwacyi,
bo mamy do okreslenia sze$¢ niewiadomych; ale w praktyce liczba
obserwacyi jest zawsze o tyle znaczna, ze mamy duzo wiecej ro-
wnan niz niewiadomych i musimy stosowa¢ metode najmniejszych
kwadratéw. Poniewaz za$ trzeba formowaé sze$¢ réwnan normalnych,
wiec rachunki sg dos¢ diugie. Co wiecej, do rachunkéw, wynikaja-
cych ze samej metody, dotgczajg sie jeszcze inne, ze samag metoda
nic wspolnego nie majace, ktore jednakze musimy wykonaé, aby
zastosowanie metody nie byto bezowocnem. Oto wzory, ktérymi be-



dziemy postugiwaé sie, opierajg sie takze na zalozeniu, ze planeta
porusza sie ruchem Keplerowskim po elipsie; tymczasem wiemy,
ze tak nie jest a poniewaz do rachunku wciggamy wiekszg ilos¢
obserwacyi rozrzuconych po znacznej czeSci obwodu orbity, wiec
odstepstwa od ruchu Keplerowskiego musza przejawi¢ sie mnigj
lub wiecej dobitnie. Jakze tu wyprowadzi¢ eliptyczne elementy
z pozycyi nie lezacych na elipsie? Sprzecznosci wystgpia tem wy-
razniej, ze metoda ,wspotczynnikdw rozniczkowych” jest zdolna do
niematej doktadnosci. Trzeba przeto wyrugowa¢ przynajmniej wa-
zniejsze perturbacye. Obliczenie perturbacyi jest mozebne, bo
przecie znamy juz orbite w sposob przyblizony. Tak tedy do in-
nych rachunkéw dotgcza sie obliczenie wazniejszych perturbacyi
planety. O perturbacyach bedziemy moéwi¢ na innem miejscu, tu
zajmiemy sie wyprowadzeniem wzoréw stuzacych do poprawienia
elementéw. Wytozymy metode F. Tietjen’a pomimo tego, ze
do pewnego stopnia wykracza przeciw wyzej wygtoszonym zasa-
dom. bo w celu ulatwienia rachunkéw rozdziela wyznaczenie po-
prawek elementéw na dwa stadya. Najpierw wyznacza poprawkKi
czterech elementéw: du, dn, dd> i dp (t. j. de) a potem oddzielnie
poprawki dwéch pozostatych dQ i di, podczas gdy wiasciwie na-
lezatoby odrazu wyznaczy¢ wszystkie szes¢ poprawek. [Zreszta
wsérod samego wyktadu okaze sig, jak wygladatoby rozwigzanie,
gdyby okresla¢ odrazu sze$¢ poprawek]. Tietjen korzysta z tego,

ze oznaczenie elementéw Q i i z reguly wypada o wiele dokia-
dniej niz oznaczenie pozostatych. Skoro tak jest, to mozna spodzie-
waé sig, ze wsréd danych przyblizonych elementéw ~ i i beda

doktadniejsze niz inne, ze wiec dQ i di bedg bardzo mate. Tiet-
jen przyjmuje plaszczyzne przyblizonej orbity za ptaszczyzne
fundamentalng, co daje mu mozno$¢ podzieli¢ réwnania na dwie
grupy, jedne, w Kktérej za pominieciem pewnych wyrazéw bez

watpienia bardzo matych, jezeli dQ i di sg bardzo mate, — pozo-
stajg tylko cztery inne elementy, — oraz druga, w ktoérej figuruja
Q i i. Dzieki temu podziatowi rachunki sg prostsze i kroétsze. Co

wiecej rownania sa tak uksztaltowane, ze mozna bez szkody dla
doktadnosci oblicza¢ wspétczynniki rézniczkowe za pomoca piecio-
cyfrowych logarytméw. Wyrazenia na wspotrzedne heliocentryczne
prostokatne, odniesione do przyblizonej ptaszczyzny orbity jako
ptaszczyzny Xy. beda zupeinie takie same jak wyrazenia (73) roz-



dziatu XIll-go, ale dla odrdéznienia od tamtych katéw napiszemy
U, K i J zamiast u, Q i i. Bedziemy wiec mieli

37

Kat K to dtugos¢ wezta orbity rzeczywistej na orbicie przy-
blizonej, J nachylenie orbity rzeczywistej do orbity przyblizonej.
Wiemy juz, ze ten ostatni kat musi by¢ bardzo maty, jezeli zatem
za pomocg znanego wzoru

przeksztatcimy wzory (37) na

(37 bis)

to w w pierwszym i drugim wzorze (37 bis) drugie wyrazy beda
tak mate w poréwnaniu z pierwszymi, ze mozna bedzie je po-
ming¢.

Z drugiej strony, jezeli oznaczymy przez g kat analogiczny
do deklinacyi a przez G kat analogiczny do rektascensyi, to w tym
systemie wspoétrzednych geocentryczne wspétrzedne planety beda:

(38)

Zatem podstawiajac ze wzordw (37 bis) i (38) w znane zwigzkKi

i pomijajac owe mate wyrazy zawierajgce sin2-|<7 otrzymamy:

(39)

Z dwoéch pierwszych réwnan (39) wynika

(40)



Rozwazmy blizej to rdwnanie! Po prawej stronie stojg geo-
centryczne wspotrzedne storica X i F, naturalnie w nowym syste-
mie, oprécz tego stoi r i funkcye kotowe kata U-\-K. Ale ten kat
to jest ten sam argument szerokosci w, z ktérym tylekro6 spoty-
kalisSmy sie, tylko liczony od innego punktu niz zwykle. Z teoryi
ruchu Keplerowskiego wiadomo, ze ani promien wodzacy ha orbi-
cie, ani argument szeroko$ci od diugosci wezia i od nachylenia
orbity nie zaleza; tedy kat G takze od tych dwdch elementéw nie
zalezy i réznice pomiedzy katami G obliczonymi z przyblizonych
elementéw i obliczonymi wprost z obserwacyi bedg zalezne tylko
od bledéw w pozostatych czterech elementach. Metoda Tietjena
polega wiasnie na tem, aby poprawki owych czterech elementéw
wyprowadzi¢ z rdznic pomiedzy obserwowanymi a obliczonymi ka-
tami G. Wynika stad, ze musimy mie¢ co najmniej cztery G a wiec
co najmniej cztery obserwacye. Poniewaz kat G wystepuje tylko
w dwéch pierwszych réwnaniach (39), wiec te réwnania rzeczywi-
écie rozpadajg sie na dwie grupy: jedne (pierwsze i drugie réwna-
nie), z ktérej wyprowadzamy rdéwnania stuzace do wyznaczenia
czterech elementéw i druga [trzecie réwnanie (39)], z ktérej wy-
prowadzamy réwnania stuzace do oznaczenia poprawek dQ i di.
Przypominamy jednak, ze doszliSmy do réwnan (39) pomijajac wy-
razy zawierajace sin2£J, co jest o tyle dozwolone, o ile dQ, i di
sg rzeczywiscie mate, t j. o ile ptaszczyzna przyblizonej orbity jest
bliska do ptaszczyzny rzeczywistej orbity.

Tworzymy teraz réwnania stuzace do wyznaczenia poprawek
czterech elementéw. Zadowalniamy sie wzorami roézniczkowymi,
t j. inaczej mowigc zatrzymujemy tylko pierwsze wyrazy szeregoéw
Taylora, bo przypuszczamy, ze wszystkie roznice i poprawki sg
juz o tyle male, ze mozna poming¢ kwadraty, iloczyny i wyzsze
potegi. Zreszta gdyby to przypuszczenie okazato sie nieusprawie-
dliwionem, to mozna powtdérnie wykona¢ rachunki z elementami
otrzymanymi w pierwszym rachunku. Rézniczkujgc wzory pierwszy
i drugi (39), przyczem naturalnie nalezy uwaza¢ wspdtrzedne stonca
za state i ktadac dla krétkosci U-\-K=u otrzymamy

Stad znanym i wielokrotnie uzywanym sposobem wynikajg
wzory:



(41)

Ale u i r sg funkcjami czterech elementéw: &, t0, a i e za-
miast ktérych dogodnie jest obra¢ aly M, n i g Co do ostatniego
elementu, to wiemy, ze e=singp; M to $rednia anomalia w epoce 10
[nie piszemy przy niej znaczku °, aby zarezerwowaé¢ go sobie dla
innej potrzeby]; podawalismy jg juz jako element w rozdz. XVII-tym,
§ 7, a wiemy, ze jest proporcyonalna do czasu; n= ka~3i a wiec
zastepuje a; wreszcie co do d)I mozemy mie¢ pewna watpliwosc,
bo kat u— U K jest wprawdzie takze argumentem szerokosci,
ale liczconym nie od wezta, a od innego punktu; jednakze watpli-
wos$¢ zniknie, skoro zwazymy, ze dla wyznaczenia poprawki d(o
stata rdznica miedzy d@x a oo niema zadnego znaczenia. Po tych
wyjasnieniach korzystajac jeszcze ze zwigzku

i pamietajac o tem, ze promien wodzacy od tu nie zalezy, mozemy
napisac:

(42)

Podstawiwszy wartosci na du i dr z réwnan (42) w pierwsze
rownanie (41) otrzymamy réwnanie stuzace do wyznaczenia popra-
wek dd)l, dM i t d.; podstawimy je takze w drugie réwnanie (41),
ale nie po to, aby réwnanie miato stuzy¢ do wyznaczenia popra-
wek, a po to, aby z poprawek dd)i, dM it d__ obliczy¢ poprawke
d (A cosy). Zanim jednakze wykonamy te podstawienia, wprzéd mu-
simy poda¢ wzory stuzgce do obliczenia kata G, wspoiczynnikéw

rézniczkowych Lo td_

7. Metoda Tietjena. Wzory na G i t. d.

Zamiast rézniczki dG figurujacej po lewej stronie pierwszego
rownania (41) podstawiamy roéznice pomiedzy katem G wynikaja-
cym z obserwacyi a katem G wynikajgcym z danych przyblizo-
nych elementéw. Od tej chwili bedziemy oznacza¢ pierwszy kat
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przez G a drugi przez ¢rO; wog6le wartosci danych przyblizonych
elementéw i wprost z nich obliczone wielkosci bedziemy oznaczaé
przez litery ze znaczkiem °.

Zajmiemy sie najpierw katem G. Wspotrzedne sferyczne gi G
sg odniesione do ptaszczyzny przyblizonej orbity. Ta ptaszczyzna
jest nachylona do ptaszczyzny ekliptyki pod katem i0, zas dtugosé
jej wezta na ekliptyce jest Q0. Zatem zwiazki miedzy gi G z je-
dnej strony a wspotrzednemi ekliptycznemi z drugiej beda takie
same jak zwigzki (5) w rozdz. VI-tym, tylko zamiast X trzeba pisac
X— $ 0, bo we wzorach (5) diugo$¢ wezta réwnika byta zerem,
a tu jest rozna od zera, powtére zamiast e trzeba pisa¢é — i0,
bo e jest to nachylenie ekliptyki do réwnika, a iO jest to nachy-
lenie ptaszczyzny przyblizonej orbity do ekliptyki. wiec katy e i i0
sa liczone w przeciwne strony. Tedy

(43)

O tem, jak te wzory przeksztatci¢ na wzory nadajgce sie do
logarytmicznego rachunku, moéwi¢ nie potrzebujemy, bo byto to wy-
tozone w tymze samym § 10 rozdz. VI-go, w ktérym znajdujg sie
wzory (5). Symbole i h oznaczajag, — jak to juz wiemy, —
przyblizone elementy, za$ X i /? obserwowane wspoétrzedne
ekliptyczne. Poniewaz atoli obserwujemy nie X i /?, a a i d, wiec
trzeba obliczy¢ Xi z a i d tak samo jak w § 2 rozdz. XV-go.
Tietjen podat wzoryl, za pomocg ktoérych mozna z obserwowa-
nych a i 6 obliczy¢ wprost g i G. Z powodu braku miejsca nie
bedziemy powtarza¢é wywodu, wzory jednak podajemy. Najpierw
ze wzoréw

(44)

obliczamy nachylenie ptaszczyzny przyblizonej orbity do réwnika ij,
rektascensye jej wezta na réwniku i kat pomocniczy q. Symbol €

i) Berliner Jahrbuch f. 1878, dodatek, str. 3 i 4.

Astronomia teoretyczna II. 3
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oznacza iak zawsze nachylenie ekliptyki do rdéwnika. Nastepnie
ze wzoréw ¥

(45)

obliczamy g i kat pomocniczy Gx. Wreszcie ze wzoru
(46)

wyznaczamy G.
Przechodzimy teraz do obliczenia kata GO. Stuzg do tego wzory
analogiczne do (39), mianowicie

(47)

z ktérych otrzymamy

Wszedzie napisaliSmy znaczki °, aby zaznaczyé, ze trzeba
bra¢ rO i u0 wynikajgce wprost z przyblizonych elementéw. Jak
obliczy¢ promienn wodzacy i argument szerokosci, nad tem rozwo-
dzi¢ sie nie potrzebujemy, bo byta o tem juz kilkakrotnie mowa,
ale musimy poda¢ wzory na wspoétrzedne storica, bo przecie to nie
sg ani wspoétrzedne ekliptyczne, ani rownikowe stonca, a wspoétrzedne
odniesione do specyalnego systemu wspoétrzednych, w ktérym pla-
szczyznag X, Y jest ptaszczyzna przyblizonej orbity. W uzytym przez
nas systemie wspo6trzednych wspoétrzedne geocentryczne storica sag

(48)

Wzory (48) objasnienia nie potrzebuja, ale nie od rzeczy
bedzie powiedzie¢, ze B" oznacza szerokos¢ storica w sekundach a

% Ze i te wzory mozna przywie$é do ksztaltu dogodnego do logarytmowa-
nia, o tem chyba méwi¢ nie potrzeba.



Obliczywszy G i GO tworzymy

mnozymy je przez JOcos™0, ktére otrzymaliSmy ze wzoréw (47)
i podstawiamy w lewg strone pierwszego réwnania (41).

Teraz przechodzimy do wzordéw na wspoétczynniki rézniczkowe.
Zaczynamy od

Ze wzoréw 8§ 5 rozdz. XIll-go znajdziemy: z pierwszego
wzoru na str. 249 l-go tomu

a ze wzorow (42) i (38)

A)
tedy

®)

W dalszym ciagu

przyczem, jezeli przyjmiemy

zatem

()

Pochodne o obliczy¢ oddzielnie nie mozna, bo wzér (35)

rozdz. XIll-go, w ktérym wystepuje vV— u— cD, zawiera jednocze-
$nie r, ktére takze zalezy od (p. Musimy zatem jednocze$nie obli-
czao iv i c_)v
dfpdcp
ze wzgledu na to, ze p= a(l— ed, w ksztatcie

. W tym celu bi.erzemy réwnanie (35) i.piszemy j.e

(D)
3*
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nastepnie, poniewaz z jednego réwnania dwoéch niewiadomych okre-
§li¢ nie mozna, bierzemy do pomocy réwnania: drugie (36) i (37),

oba z rozdz. XIll-go. Rugujac z nich anomalie mimosrodowa E
otrzymamy réwnanie

B

Ro6zniczkujgc rdéwnania (D) i (E) wzgledem zmiennej nieza-
leznej @ [przyczem a nie zmienia sie] otrzymamy dwa réwnania

ov , dr

liniowe wzgledem = i —, z ktérych zwyklg droga otrzymamy

(F)

(G)

Dalej korzystajac ze wzoru (A) mozemy napisac

okredlajac za$ R ze wzoru (38) i rugujac sin E za pomocg wzoru

(36)X otrzymamy

(H)

Wreszcie

3v
Pochodne okresliliSmy przed chwilg, przedtem znale-

zlismy = t, dalej z réwnania (38) wypada
wreszcie ze zwigzku

1) Wciaz cytujemy wzory rozdz. XllI-go.



wynika

tedy ostatecznie

(1

Rozumie sie samo przez sie, ze poczynajac od (A) nalezy
oblicza¢ wszystkie wzory z wartosciami wyprowadzonemi z przybli-
zonych elementéw. Nie pisaliSmy jednak znaczkéw °, aby skrdcic¢
pisanine.

Jezeli teraz zbierzemy rezultaty wyrazone we wzorach: (B),
(©), (F), (G), (H) i (I) i jezeli podstawimy je we wzory (42), to
otrzymamy

(49)

Teraz podstawimy du i dr we wzory (41), uporzadkujemy,
poczem wzory te przywiodg sie do postaci

(50)

Wzoréw na Ae... i t. d. pisa¢ nie bedziemy, bo czytelnik ta-
two je sam napisze; powiemy zato, ze dogodnie jest wprowadzi¢
pomocnicze katy kiladac



Wtedy wspotczynniki Aci t d. przedstawig sie w ksztalcie

Do kontroli mozna uzy¢ wzory

W mys$l tego, co bytlo wyzej powiedziane, tylko pierwsze ro-
wnanie (50) stuzy do wyznaczenia poprawek dM, d&1 i t. d., za-
tem koniecznie trzeba mie¢ co najmniej cztery obserwacye. Jezeli
jest wiecej obserwacyi niz cztery, a zatem wiecej réwnan typu
pierwszego réwnania (50), to uciekamy sie do metody najmniejszych
kwadratéw. Skoro obliczymy poprawki i dodamy je do odpowie-
dnich elementéw, to wypadnie wykona¢ probe. W tym celu mo-
zemy obliczy¢ G na dwa sposoby: mozemy z poprawionymi ele-
mentami obliczyé ponownie r, v i u i podstawi¢ we wzory (47),
przez co otrzymamy nowe poprawione wartosci na G. Ale mozna tez
obliczy¢ poprawione G w inny sposob: mianowicie majac poprawki
dM,... i t d. mozna podstawi¢ je napowrét w pierwsze réwnanie (50),
obliczy¢ zeh poprawke dGJ1 i doda¢ do GO. Ot6z ta nowa wartosé
GO-\-dG powinna zgadzaé¢ sie z tg réwniez nowa, ktéra wynika
z réwnan (47). Jezeli zgodno$¢ okaze sie dobrg [roznice w utam-
kach sekund sg dopuszczalne], to znaczy, ze rachunki zostaly po-
prawnie wykonane, ze przeto mozna przystgpi¢ do obliczenia pozo-
statych elementéw. Grdyby jednak oba systemy poprawionych GO
bedac miedzy sobg zgodne zle godzity sie z niektérymi katami G
obliczonymi przez réwnania (43) wprost z obserwacyi, to oznacza-
toby, ze w samych obserwacyach tkwig jakie$ biledy.¥

*) Poniewaz obliczalismy poprawki dMO... i t. d. metoda najmniejszych
kwadratow, wiec ta poprawka dG nie bedzie réwna roznicy G — GO, ktora
stoi we wiadomym wyrazie pierwszego réwnania (50). Bytaby jej réwna tylko
w takim razie, gdyby liczba réwnan [t. j. liczba obserwacyi] ograniczata sig¢ do
czterech.



8. Metoda Tietjena. Okres$lenie poprawek dQ oraz di.
Drugie przyblizenie.

Juz wiemy, ze do okres$lenia poprawek dQ oraz di stuzy
trzeci wzor (37 bis). Piszemy w nim u — K zamiast U a jednocze-
$nie zastepujemy sint? przez cos Jtang [dlaczego, to zaraz zoba-
czymy]. Mimochodem zauwazymy, ze kat g jest zawsze bardzo
maty. Otrzymujemy w ten sposob wzor:

PowinnibySdmy tu zamiast A i g wsta-
wi¢ wartosci obliczone z nowymi, poprawio-
nymi elementami M, <31} (p i a, ale aby uni-
kna¢ nowych rachunkéw napiszemy

AOcos g0 wezmiemy z réwnan (47) a d(Acosg)
obliczymy za pomocg drugiego réwnania (50).
Jednoczes$nie [patrz zatgczong rycine]® mamy

Lecz jest bardzo mate, przeto
zamiast sinusa mozemy napisa¢ kat. ledy

(K)

Tak samo jezeli z punktu Q spuscimy prostopadta OM na
przeciwlegty bok, to (przyblizenie)d M K=Q,K. Mozemy tedy
napisac

L

Wreszcie [wzory (8) rozdz. 1]
sin J cos K = sin  cos (1800— i) -j- sin (180°— i) cos iOcos dQ.

Przyjmujac cos dQ = 1, co jest oczywiscie dozwolone, otrzy-
mamy stad

» Na naszej figarze K oznacza wezet prawdziwej orbity na przyblizonej
a zarazem bok Q O-K i t. d.
2) Biad jest mata wielkoscia drugiego rzedu.
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Naturalnie zamiast sin (i — iQ mozemy napisaé i— i0= di,
przeto
(M)

Zbierajac wzory: (K), (L) i (M) i podstawiajagc we wzo6r (51),
dalej podstawiajgc Acosg ze wzoru (52), wreszcie podstawiajac
d{Acos g) z drugiego wzoru (50), otrzymamy

Po prawej stronie stoja same wiadome wielkosci, wspoétczyn-
niki rézniczkowe przy di i dty sa rowniez wiadome, przeto wzor (53)
nadaje sie do okres$lenia poprawek di i dQ. Poniewaz najmniejsza
liczba obserwacyi, z ktéremi mozna wykonaé¢ poprawki, wynosi
cztery, wiec zawsze beda co najmniej cztery rdéwnania i zawsze
wypadnie stosowa¢ metode najmniejszych kwadratéw.

Gdyby poprawione katy GO-j- dG [por. wyzej] okazaly sie
niedostatecznie zgodne z odpowiednimi katami G obliczonymi z ob-
serwacyi przez réwnania (43) [dopuszczalng jest niezgodno$¢ w utam-
kach sekund], to nalezy wykona¢ drugie przyblizenie, przyczem
mozna zatrzyma¢ te same wspotczynniki rdézniczkowe, ktére shu-
zylty w pierwszem przyblizeniu [wzory na wspo6tczynniki sg ozna-
czone literami (B) i t d]. Zdarza si¢ jednakze, ze ktéres G nie
godzi sie z odpowiedniem GO-(- dG nawet przy drugiem przybli-
zeniu. Jest to znak, ze odpowiednia obserwacya (wtasciwie normalne
miejsce, bo w tego rodzaju zadaniach bierze sie normalne miegjsca)
jest niedoktadna.

Z powyzszego wykiadu metody Tietjena mozna tatwo wy-
robi¢ sobie pojecie o innych metodach, w ktérych odrazu obliczamy
poprawki wszystkich szesciu elementéw. Naturalnie w tamtych me-
todach nie obliczamy katéw G ig, lecz obliczamy wprost geocen-
tryczne (biegunowe) wspoétrzedne.

Brak miejsca nie pozwala nam rozpatrze¢ specyalny przy-
padek, gdy pierwotne elementy byly paraboliczne a wyznaczajac
poprawiong orbite jednoczesnie przechodzimy do orbity eliptycznej.
Musimy odesta¢ czytelnikéw badz do dzieta J. Kowalczyka,
badz do dzieta J. Bauschingeral).

Do opisanego powyzej poprawienia orbity wzglednie, jak je¥

*) Die Bahnbestimmung der Himmelskorper, Lipsk 1906.
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nazywaja, do ostatecznego wyznaczenia orbity przystepujemy do-
piero wtedy, gdy planeta byta obserwowana w Kilku opozycyach.
Za podstawe rachunku bierzemy elementy juz poprawione badz
metodg waryacyi odlegtosci, badZz zresztg tg samg metoda wspot-
czynnikéw rézniczkowych, o ktérej moéwiliSmy w paru ostatnich
paragrafach. Naturalnie taka ,ostateczna4lorbita nie jest Sci$le biorac
ostateczng, bo z pewnoscig po dituzszym lub krétszym szeregu lat
okaze sie, ze trzeba jg znowu poprawi¢. Jednakze ,ostatecznad
orbita powinna w ciggu dziesiatkéw lub setek lat dawa¢ poprawne
pozycye planety naturalnie, o ile odliczymy perturbacye. Ze przy
wyznaczeniu ostatecznej orbity trzeba rugowaé perturbacye, o tem
moéwiliSmy juz wyzej. Jak sie to robi, to bedziemy mogli powie-
dzie¢ dopiero wtedy, gdy przejdziemy do teoryi perturbacyi. tu
wskazemy tylko, ze przy obliczeniu perturbacyi mozna obliczaé
albo zmiany pozycyi planety, t j. zmiany wspo6trzednych, albo
zmiany elementéw.

9. Wyznaczenie orbit gwiazd podwadjnych.

Do wyznaczania orbit gwiazd podwdéjnych moznaby zastoso-
wac i stosowano nawet nieco zmodyfikowane wzory stuzace do
wyznaczania orbit planetarnych; ale to metoda niepraktyczna i nie-
dogodna, bo warunki zadania sg zgota inne. Zmiany pozycyi ziemi
nie majg zadnego znaczenia oprocz pewnego wyjatku, o ktérym
bedzie mowa ponizej; do znajomosci wspdtrzednych satelity wzgle-
dem ciata gtdwnego nie potrzeba dochodzi¢ przez posrednictwo
wspotrzednych geocentrycznycb, bo obserwujemy bezposrednio rzuty
wzglednych wspétrzednych na sklepienie niebieskie. Wogéle z punktu
widzenia analizy zadanie przedstawia sie do$¢ tatwem; natomiast
obserwacye sg trudne. Nawet widziane we wielkich refraktorach
orbity gwiazd podwéjnych sg tak malutkie, ze btedy obserwacyi
bywaja nietylko poréwnywalne, ale niekiedy wigksze od mierzo-
nych wielkosci; wskutek tego rezultaty obserwacyi sg niepewne.

Wielkie trudnosci sprawia rugowanie btedéw osobistych; zato
z powodu ogromnego oddalenia i, co za tem idzie, matych réznic
pomiedzy wspétrzednemi obu ciat systemu [wszak golem okiem
nawet nie mozna ,oddzieli¢4ljednej gwiazdy od drugiej] odpadajg
zupetnie poprawki na refrakcye, aberacye, parallakse i nutacye.
Jedyna poprawka, ktoéra trzeba uwzgledni¢, to poprawka katéw po-
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zycyjnyc.h z powodu precesyi. Katem pozycyjnym nazywamy Kkat
miedzy kotem godzinowem przechodzacem przez cialo uwazane za
srodkowe a tukiem wielkiego kota przechodzacego przez toz ciato
centralne i przez towarzysza. [Zwykle licza katy pozycyjne od
pétnocnej strony kota godzinowego ku wschodowi i dalej w tym
samym Kierunkuj. Poniewaz obserwacye rozciggajg sie na szeregi
lat, wiec tymczasem wskutek precesyi zmienia sie potozenie ro-
wnika a z niem takze potozenie ko6t godzinowych. Moznaby obra-
zowo powiedzie¢, ze platforma, z ktérej obserwujemy system po-
dwdjny, chyli sie. Stosuje sie tu wzér (11 bis) z rozdz. XIl-go, bo
kat H, o ktéorym tam byta mowa, to wilasnie kat pozyeyjny. Cal-
kujac tak, jak gdyby a i d byty state, co oczywiscie w daDym
przypadku jest dozwolone, otrzymamy z pomienionego wzoru:

(54)

Jak wiadomo [por. uwage na str. 206 tomu I-go], n wynosi
okoto 20'05, t j. okoto 0?0056 rocznie. Ze wzoru (54) wynika,
Ze przez samg precesye kat pozycyjny wzrasta w ciggu czasu
t— 1 o nsinaseco (t— t). Zeby wiec katy mierzone w réznych
czasach byly ze sobg poréwnywalne, trzeba je sprowadzi¢ do
jednej epoki. Niech tO bedzie owa epoka, do ktérej sprowadzamy
wszystkie katy pozycyjne. Oczywiscie trzeba od mierzonych katéw
pozycyjnych odjac¢

Pomiary mikrometryczne dajg nam katowe odlegtosci miedzy
ciatem centralnem a towarzyszem [naturalnie wszystko jedno, ktore
cialo nazwiemy centralnem a ktére towarzyszem, ale skoro raz
nazwiemy ciato A centralnem, to musimy trzymac sie tego] i katy
pozycyjne, t j. wzgledne wspotrzedne biegunowe, plaskie. Nie sg
to wspotrzedne prawdziwej orbity, bo widzimy nie sama orbite,
a jej rzut na sklepienie niebieskie, ale wlasnie najwazniejszem
i najbardziej mozolnem zadaniem jest wyznaczenie ,widomeju
orbity. Skoro ta jest wyznaczona, to tatwo przejs¢ do orbity rze-
czywistej.

Trudnosci we wyznaczeniu orbity ,widomeju nie sg teorety-
cznej, lecz czysto rachunkowej natury. Zakladamy, ze prawdziwa
orbita jest elipsg Keplerowskg. O ile w danym systemie niema
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jakiego$ duzego ciemnego, a wiec niewidzialnego ciata, to hypoteza
powyzsza jest usprawiedliwiong, bo wedle wszelkiego prawdopodo-
bienstwa we wszechswiecie panujg te same prawa grawitacyi, co

Widoma orbita £ Herculis.

Ryc. 31.

Punkty numerowane oznaczaja obserwowane pozycye satelity a numera lata, np. 70
oznacza rok 1870. [Wiasciwie obserwacye bytly robione w réznych porach roku.
ale przez interpolacye i tworzenie $rednich wyprowadzono ,normalne miejsca" dla
poczatku kazdego roku]. Punkt S oznacza ciato centralne. Srednica ASC oznacza
rzut wielkiej, CD rzut matej osi, SB rzut ,latus rectum", A rzut periastrum.

(Wedle Th. Lewis’a, Observatory, tom XXXI str. 311).

w systemie stonecznym. Skoro atoli prawdziwa orbita jest elipsa,
to rzut jej na sklepienie niebieskie jest takze elipsg. Ognisko wi-
domej elipsy nie jest identyczne z ogniskiem orbity prawdziwej,
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a wiec nie lezy w S$rodku ciata centralnego, ktory przejmujemy
za Srodek wspotrzednych; ale to jest okoliczno$¢ bez znaczenia.
Majac odlegtosci i katy pozycyjne (poprawione wyzej opisanym
sposobem), mozemy oznaczy¢ tyle punktow widomej orbity, ile jest
obserwacyi. Poniewaz réwnanie elipsy zawiera pie¢ niezaleznych od
siebie parametréw, wiec pie¢ punktow, t j. pie¢ obserwacyi powin-
nyby wystarczy¢, ale praktyka pokazuje, ze trzeba miec¢ ich zna-
cznie wiecej. Btedy obserwacyi sa tak duze, ze gdy potaczymy
obserwowane punkty widomej orbity linig ciggla, to otrzymamy
mocno pogieta nieregularng krzywg [por. zatgczony rysunek; przed-
stawia on stosunkowo korzystny przypadek].

Herscbel uwazal pomiary odlegtosci za tak niepewne, ze
wyznaczat orbite widoma tylko na podstawie katéw pozycyjnych.
Poniewaz w ruchu Keplerowskim

i poniewaz wiasnos$¢ ta jest zachowana w rzucie (tylko wartosé
statej jest inna), wiec Herschel obliczat r ze wzoru

w ktéorym At oznacza odstep czasu, Ad odpowiedni przyrost kata
pozycyjnego a K dowolng stala, ktéra ma wplyw tylko na skale
rysunkul). Jednak potowe wielkiej osi elipsy okreslat Herschel
z pomiaréw odlegtosci. Za naszych czaséw dzieki udoskonaleniu
narzedzi mozna polega¢ takze na pomiarach odlegtosci; przeto
w dalszym ciggu bedziemy zakladaé, ze punkty orbity widomej sg
wyznaczone zaréwno przez katy pozycyjne jak przez odlegtosci.
Zatézmy tedy, ze mamy odlegtosci i katy pozycyjne n(n > 5) punk-
tow orbity widomej. Trzeba obliczy¢ jej réwnanie. W tym celu
ze wspobtrzednych biegunowych przez wzory

) Oczywista jest rzecza, ze mozna uzy¢ powyzszy wzér Herschla zaré6-
wno do kontroli obserwacyi jak do sprawdzenia, czy hypoteza, iz orbita jest elipsa
Keplerowska, jest w danym razie dopuszczalna.
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[r odlegtosé, H kat pozycyjny] obliczamy wspétrzedne prostokgtne n
punktéw i podstawiamy je w najogdlniejsze réwnanie elipsy

(55)

W ten spos6b otrzymamy n réwnan, w ktérych wspdtrzedne
x1L ~ ..., Xn ynsa wiadome, a state A, H i t d. niewiadome. RO-
wnania (55) sg liniowe wzgledem A, H i t d., zatem mozna bez-
posrednio stosowa¢ metode najmniejszych kwadratéw. Poniewaz
mamy az pie¢ niewiadomych a liczba réwnan jest z reguly duzo
wieksza niz 5 [nieraz mamy dla jednego systemu pareset obser-
wacyi, ale tworzymy z nich ,miejsca normalneu i w ten sposdb
zmniejszamy liczbe danych], wiec rachunki muszg by¢ diugie.

Mniej Scista, ale krotszg jest nastepujgca droga. Wyréwnu-
jemy graficznie krzywa i doprowadzamy ja do eliptycznego ksztaitu,
poczem stosujemy wzory Glasenappa. Kladziemy y = 0, dzieki
czemu rownanie (55) przywodzi sie do

Jezeli oznaczymy pierwiastki tego réwnania przez x1 i x2, to
jak wiadomo

skad

Ale xx i #2 mozna wymierzy¢ na rysunku, bo to sg wspot-
rzedne tych punktéw, w ktérych o$ x-Ow przecina elipse [jedna
ze wspoOtrzednych musi by¢ odjemna!]. Tak samo kiltadac x= 0
otrzymamy

skad

Majac A, B: F i G fatwo znajdziemy piatg i ostatnig statg H.
Wymierzymy wsp6trzedne dowolnego punktu xbyb. Nalezy wzigé
punkt taki, aby tak xb, jak yh byto jak najwieksze, poczem znaj-
dziemy H z réwnania
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Oczywiscie mozna okresli¢ H z kilku punktéw a poten wzigé
$rednia.

Dla przyktadu przytoczymy state A, B i t d. dla o*bity £
Herculis J [w dowolnych jednostkach]

Oczywiscie wszystko tu zalezy od graficznego wyrdévnania,
t.j. od procesu w gruncie rzeczy dowolnego. O ile zas$ wyréwnanie
w tym lub owym przypadku byto udatne, to bardzo trudio osa-
dzi¢. Metoda najmniejszych kwadratéw w kazdym razie pnwadzi
do pewniejszych rezultatéw.

Majac réwnanie orbity widomej przystepujemy do wymacze-
nia orbity rzeczywistej. Pozostanie tu zawsze pewna watpliwosc.
Ptaszczyzna orbity widomej to ptaszczyzna styczna do sfe*y nie-
bieskiej w ciele centralnem [a wiec prostopadta do promieiia wi-
dzenia, idgcego od ziemi ku ciatu centralnemu], ptaszczyzna ti prze-
cina sie z plaszczyzng orbity rzeczywistej wzdtuz pewnej prostej
(linii weztdéw), przeto jedna strona orbity znajduje sie pomiedzy
nami a ptaszczyzna orbity widomej a druga znajduje sie foza tg
ptaszczyzng; ale ktora, tego rozstrzygngé nie mozemy. Wikutek
tego wiasciwie nie wiemy, ktory wezetl jest wstepujacy a ktory
zstepujacy. Dopiero badania spektroskopiczne pozwalajg rozstrzy-
gna¢ te watpliwoséd, ale to rzecz oddzielna, z obecnem zacaniem
nic wspélnego nie majgca. Oznaczamy przez i kat pomiedzy nor-
malng do ptaszczyzny rzeczywistej orbity, skierowang ku wnetrzu
sfery niebieskiej, a promieniem widzenia; jest to zatem nactylenie
ptaszczyzny prawdziwej orbity do widomej. Nastepnie z poniedzy
dwu weztéw (ktérych zreszta jeszcze nie znamy) obieramy ten,
ktérego kat pozycyjny (por. definicye kata pozycyjnego) jest mniej-
szy; nazywamy ten kat pozycyjny diugoscig wezta i oznaczamy go
przez Q. O ile pominiemy watpliwos¢, o ktorej byla wyzej mowa,
to Q i i wyznaczajg ptaszczyzne orbity rzeczywistej. Potozenie
elipsy w jej wiasnej plaszczyZznie bedzie okresSlone przez kat w
miedzy linig weztéw a tg strong wielkiej osi, ktéra idzie ku jpe-
riastrum [analogiczne do perihelium], rozmiary i ksztatt przez po-

* Wedle tegoz Th. Lewisa, 1 c., str. 341.
2 Bo mozna z nich okres$li¢ predko$¢ w kierunku promienia widzenia.
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towe wielkiej osi a i miraosréd e. Zeby zas okresli¢ potozenie to-
warzysza na orbicie, musimy znaé¢ epoke przejscia przez periastrum t0
i peryod obiegu T. Razem potrzeba zna¢ siedm elementéow. tatwo
zrozumieé, dlaczego, gdy chodzi o gwiazdy podwoéjne, trzeba mieé
0 jeden element wiecej niz wtedy, gdy chodzi o mate planety.
Poniewaz masa matej planety jest znikoma wobec masy stonca,
wiec trzecie prawo Keplera sprowadza sie do zwigzku

Znajac a odrazu otrzymujemy s$redni ruch n czyli, co na

2 ji
jedno wychodzi, peryod obiegu T— 22" Tu za$ trzecie prawo Ke-

plera sprowadza sie do ksztattu.
(56)

Poniewaz nie znamy wiec nie mozemy obliczy¢ n
nawet wtedy, gdy umiemy wyrazi¢ a w jednostkach dtugosci. Trzeba
okresli¢ n z obserwacyi. mianowicie z obserwacyi mozna otrzymac
peryod T, ten za$ jest zwigzany ze Srednim ruchem przez prosty
zwigzek T==2" zato znajgc peryod i potowe wielkiej osi orbity
mozna obliczy¢

Objasnimy teraz zastrzezenie co do wyrazenia a przez jednostki
dtugosci. Z orbity widomej mozemy wyliczy¢ a tylko w sekundach
katowych. Dopiero wtedy, gdy parallalcsa jest znana, mozna sekundy
katowe zamieni¢ na astronomiczne jednostki diugosci, mianowicie
jezeli oznaczymy potowe wielkiej osi orbity towarzysza, wyrazong
w sekundach, przez a" a parallakse, takze wyrazong w sekundach,
przez p, to w astronomicznych jednostkach diugosci a wyrazi sie
przez wzor

(57)

Po tem wyjasnieniu powracamy do wyznaczenia elementéw
prawdziwej orbity. Mozna je dokona¢ kilku metodami [sg nawet
metody graficzne, np. Z wiersa], ale najbardziej elegancka i prostg
jest metoda M. Kowalskiego. Wyobrazmy sobie w ptaszczyznie
orbity rzeczywistej osie prostokatne; niechaj o$ x bedzie iden-
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tyczna z wielka, a 05 y z malg osig elipsy. Wtedy, jak wiadomo,
rownanie elipsy jest

Jezeli przesuniemy Srodek wspdtrzednych do tego ogniska,
w ktérem znajduje sie cialo centralne, to wszystkie X wzrosng
0 ae, przeto w nowym systemie wspotrzednych réwnanie elipsy
bedzie.

Obroémy teraz osie wspdtrzednych o kat — w tak, aby o$ x
stata sie identyczng z linig weztdw. Jezeli oznaczymy nowe wspo6t-
rzedne literami x' i y', to

i w nowym systemie wspdtrzednych réwnanie elipsy bedzie:
(58)

Spostrzegamy, ze system wspétrzednych x'y* ma wspélny $ro-
dek z tym systemem osi wspétrzednych, ktéry znajduje sie w pta-
szczyznie orbity widomej. Przypominamy, ze w tym drugim sy-
stemie 0$ y jest identyczna z poinocng strong stycznej do kota
godzinowego przechodzacego przez ciato centralne. Przyjmujemy
w drugim systemie promien widzenia, mianowicie t¢ jego strone,
ktora jest ku nam zwrdcona, za 0$ z, nastepnie okrecamy osie dru-
giego systemu o kat ty naokoto osi z tak, aby o$ x stata sie rowniez
identyczng z linig weztow. Wtedy, jezeli oznaczymy nowe wspot-
rzedne przez xx i yl5 tol

J Widzimy, ze Kowalski obraca drugi system w kierunku dodatnim,
podczas gdy obracat pierwszy w kierunku odjemnym. Jest to zupetnie racyo-
nalne, bo chcac doprowadzi¢ dwa systemy wspoétrzednych do koincydencyi trzeba
obraca¢ je ,na spotkanieX; wiec jezeli obracamy jeden system od prawej strony

ku lewej, to musimy obraca¢ drugi od lewej ku prawej.



— 49 —

Teraz obr6émy jeszcze osie yX i zx naokoto osi XX (naokoto
linii weztéw) o kat i tak, aby 0$ zx stata sie identyczna z normalng
do ptaszczyzny orbity prawdziwej. Jezeli oznaczymy nowe wspot-
rzedne przez x\ y' i 2\ to otrzymamy

a podstawiajgc te wartosci we wyrazenia na X, y. z otrzymamy:

Podstawmy teraz te ostatnie wyrazenia w réwnanie elipsy
widomej (55) a otrzymamy

Wspotrzedne xy', z' sg w obu réwnaniach (58) i (59) jedna-
kowe [dlatego to pod koniec obu przeksztatcerin wprowadziliSmy
jednakowe symbole]: sa to wspdtrzedne, w ktérych o$ x' jest iden-
tyczna z linig weztdw, oS y' lezy w plaszczyznie rzeczywistej orbity
i przecina prostopadle 0§ X' w samem ciele Srodkowem, wreszcie
0$ z' jest prostopadta do obu poprzednich. Réwnanie (58) to jest
rownanie walca, ktérego poprzecznem przecieciem jest orbita wi-
doma [0$ jego jest rownolegta do promienia widzenia]. Walec ten
przecina sie z ptaszczyznag Xx'y' whasnie wzdtuz orbity rzeczywistej.
Gdy zatem w réwnaniu (59) potozymy z'= 0, to z réwnania walca
otrzymamy réwnanie samej orbity rzeczywistej:

(60)

Réwnania (58) i (60), jako dwa réwnania tej samej krzywej
w tych samych wspdtrzednych, moga rézni¢ sie od siebie tylko
jakim$ czynnikiem. Pomnézmy przeto réwnanie (58) przez nieokre-

A.stronomia teoretyczna II. 4
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slony tymczasem czynnik X i przyréwnajmy do siebie wspétczyn-
niki przy tych samych potegach zmiennych x\ y'. z' a otrzymamy
sze$¢ rownan miedzy wiadomemi A, B i t d z jednej a niewia-

domemi: czynnikiem X i elementami rzeczywistej orbity Q, i. 00,
a i e z drugiej strony, mianowicie

Z ostatniego réwnania zaraz otrzymamy

Rugujac jeszcze a i b przez p (parametr) i e, t j. kladac

(61)

po tatwych przeksztatceniach otrzymamy nastepujgce réwnania:

(62)

W réwnaniach (62) wielkosci niewiadome sg tak ugrupowane,
ze obliczenie ich nie przedstawia zadnej trudnosci a liczba réwnan
rowna sie liczbie niewiadomych. Obliczywszy z réwnan (62)



i, p, toie przejdziemy do pierwszego réwnania (61) i otrzymamy a.
W ten sposéb bedziemy mieli pie¢ elementow.

Potrzeba jeszcze obliczyé czas przejscia przez periastrum tOi pe-
ryod obiegu T. Do tego potrzebujemy pewnego wzoru, ktéry tatwo
otrzymac¢ w nastepujacy sposdb. Zatoczmy dokota centralnego ciata
kule o promieniu jedno$¢ i rozpatrzmy $lady ptaszczyzn orbity wi-
dome! i rzeczywiste! na powierzchni owei kuli. Niechaj DE bedzie
Sladem orbity rzeczywistej a QP
widomej, kat przy @ jest to kat
nachylenia i. Niechaj punkt P be-
dzie rzutem punktu E, wtedy kat
przy P jest prosty. Naturalnie Q
oznacza wezet. W tréjkacie sfe-
rycznym QEP tuk QE = ¢)-\-v,
gdzie v oznacza anomalie rzeczy-
wista, a tuk QP = Pl— gdzie
H oznacza kat pozycyjny punktu P (rzutu punktu E). Poniewaz
trojkat QEP jest prostokatny, wiec

(68)

W periastrum u— 0, jezeli przeto oznaczymy odpowiedni kat
pozycyjny na orbicie widomej przez HO. to

(64)

Poniewaz © i i sg wiadome, wiec ze wzoru (64) znaj-
dziemy kat pozycyjny HO odpowiadajacy periastrum a nastepnie
z obserwowanych katéw pozycyjnych i z czaséw obserwacyi wyin-
terpolujemy czas odpowiadajacy katowi HO. Bedzie to czas przej-
$cia przez periastrum t0. Sredni ruch a wiec i peryod mozemy
okresli¢ takze z tego samego réwnania (63). Jezeli wezmiemy dwa
katy pozycyjne Px i P2 zmierzone w chwilach czasu txi t2 [nalezy
obra¢ takie chwile, aby odstep czasu 12— tx byt jak najdtuzszy]
i podstawimy najpierw jeden a potem drugi w réwnanie (63), to
znajdziemy odpowiednie anomalie rzeczywiste vx i v2. Nastepnie
za pomocg wzoru



znajdziemy odpowiednie anomalie mimos$rodowe EX i i'2 Z tych
znowu przez réwnanie Keplera [patrz rozdz. XIlI-ty, § 6] znaj-
dziemy anomalie $rednie Mr i A2 odpowiadajace chwilom czasu
ti_i t2. Wreszcie okre$limy n i T przez réwnanie

(65)

Dla przykiadu przytoczymy elementy orbity rzeczywistej
£ Herculis wedle Th. Lewisal

Nalezy zauwazy¢, ze tatwo otrzymaé mimosréod e wprost
z widomej orbity nastepujgcym sposobem. Odcinek CA [ryc. 31]
jest rzutem potowy wielkiej osi orbity a. za$ odcinek CS jest rzu-
tem tak zwanego liniowego mimosrodu ae. Poniewaz rzuty sg pro-
porcyonalne do rzuconych wielkosci, wiec

(66)

Naturalnie mozna uzy¢ ten wzér do kontroli e otrzymanego
ze wzoréw (62).

10. Wyznaczenie drogi roju meteorytéw. Droga w atmosferze.

Gwiazdy spadajace czyli meteoryty sa to drobne ciatka kra-
zace rojami naokoto stonca. Oddzielne meteoryty sa rozsypane nie-
regularnie wzdtuz catej orbity, przeto r6j meteorytéw tworzy co$
w rodzaju olbrzymiego, bardzo wydtuzonego wienca dokota stonca.
Powiedzielismy ,wydtuzonego”, bo — o ile wiadomo — drogi me-

1 c. str. 342.



teorytéw sg elipsami réwnie wydtuzonemi jak elipsy, po ktorych
kraza komety. Niektoére z tych wiencéw przecinajg sie ze ziemska
orbitg, wskutek czego ziemia co roku o tej samej porze natrafia
na roj. Poniewaz za$ kat miedzy orbita ziemi a orbitg roju pozo-
staje z roku na rok prawie S$cisle ten sam, wiec wydaje sie, ze
ten sam rdj co roku wychodzi z tej samej konstelacyi. Stad to po-
chodzg nazwy: Perseidéw [od konstelacyi Perseusza], Leonidéw [od
konstelacyi Lwa] i t d., ktére ponadawano rozmaitym rojom.

Meteoryty sg tak drobnemi ciatami, Zze spotkanie z rojem mo-
zemy skonstatowaé¢ tylko w nocy [0 aerolitach spadajgcych na zie-
mie wsrod dnia z hukiem i trzaskiem nie méwimy, bo nie bedziemy
zajmowac sie sposobem okreslenia ich drég] dzieki zjawisku swietl-
nemu, ktdére towarzyszy ich przelotowi przez atmosfere. Z powodu
tarcia o powietrze meteoryty rozpalajg sie, Swiecg a nawet zupeinie
ulatniajg sie lub rozsypuja 1). Swietlana prega pozostajgca poza me-
teorytem, to nic innego jak rozpalone powietrze moze z dodatkiem
rozpalonych gazéw pochodzacych z ulotnienia sie meteorytu. Wezy-
kowaty ksztalt niektérych drog meteorytéw takze ttornaczy sie przez
opor powietrza.

Gdyby nie przycigganie ziemi i nie opor powietrza, to na
krotkiej przestrzeni dostepnej obserwacyi moznaby uwazac drogi
meteorytow za rdéwnolegte i prostoliniowe. Wtedy obserwatorom
ziemskim zdawatoby sie, ze meteoryty danego roju wylatuja nie-
tylko z jednej okolicy, ale zjednego punktu nieba, z tak zwanego
Jradyantu“. Oczywiscie kierunek ku radyantowi to kierunek sty-
cznej do drogi roju; przeto oznaczajgc potozenie radyantu oznaczy-
libySmy jednoczes$nie kierunek stycznej. Spos6b wyznaczenia ,ra-
dyantuu nasuwa sie sam przez sie: skoro przedtuzym}' wstecz
Swiecace drogi meteorytéw, to przedtuzenia powinny przecigé sie
w radyancie. Naturalnie ze wzgledu na btedy obserwacyi nie mozna
oczekiwa¢, aby wszystkie przedtuzenia przecinaty sie doktadnie
w jednym punkcie, ale to okoliczno$¢ mniejszej wagi. Wazniejszem
jest to, ze z powodu przyciggania ziemi i oporu powietrza drogi
meteorytow w atmosferze nie sg ani doktadnie réwnolegte, ani pro-
stoliniowe.¥

*) Watpliwg jest rzecza, czy meteoryty spalajg sie. Na tych wysokosciach,
na ktérych meteoryty $Swieca, zawarto$¢ tlenu w powietrzu jest prawdopodobnie
bardzo mata.
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W asciwie zadanie o przelocie meteorytu mimo ziemi jest spe-
cyalnym przypadkiem zadania trzech ciat [stohce, ziemia, meteoryt],
ale nie warto stosowaé¢ te tak trudng teorye do przypadku, w kto-
rym z jednej strony mozna dojs¢ do celu metodami przyblizonemi
a z drugiej ze wzgledu na nature obserwacyi. na ktorych opie-
ramy sie, nie mozna osiggng¢ wielkiej doktadnosci.

PowiedzieliSmy juz, ze roje meteorytow krgza naokoto storica
prawdopodobniel) po wydtuzonych elipsach. Niekiedy mozna z gruba
okresli¢ rozmiary wielkich osi tych elips. Listopadowe Leonidy
wystepujg osobliwie rzesiscie co 33 lub 34 lata. Ttdmaczymy to
sobie w ten sposéb, ze peryod obiegu wynosi 331* lat (mniej wie-
cej) i ze w roju jest pewne skupienie, na ktére ziemia natrafia co
33 lub 34 lata. Peryodowi 331*- letniemu odpowiada potowa wiegk-
szej osi okoto 10,3 razy wieksza niz potowa wielkiej osi orbity
ziemskiej.

Nie wdajac sie w kwestye. o ile 6w 33X4-letni peryod jest
doktadnie oznaczony, widzimy, ze w przypadku Leonidéw mamy
pewne dane, na ktérych mozna oprze¢ okreslenie wielkiej osi. Po-
dobne dane istniejg w niektérych innych przypadkach, ale sg takze
takie przypadki, w ktérych niema zadnej podstawy do oceny roz-
miaréw wielkiej osi.

Nie mogac doktadnie okresli¢ rozmiaréw i ksztattu elips za-
ktadamy, ze meteoryty lecg z predkoscig paraboliczng. Przeceniamy
w ten sposéb predkosé: np. dla Leonidéw w chwili spotkania ze
ziemig predkos¢ paraboliczna jest o 2.5°/0 wigksza od predkosci
eliptycznej, odpowiadajgcej hypotezie a— 10.3. Ale wiasnie z tego
przykiadu widzimy, Zze przecenienie nie jest znowu tak wielkie.
Przyjmiemy tedy w dalszym ciggu, ze predkos¢ jest paraboliczna.¥

*) Nie twierdzimy, aby wszystkie roje, ktére ziemia napotykata lub napotka
w swym biegu, stale nalezaty do systemu stonecznego. By¢ moze, ze niekiedy,
cho¢ zapewne zrzadka wpada z miedzy$wiatowych przestrzeni jakié réj po to, aby
przeleciawszy przez system stoneczny powedrowaé¢ dalej. Nie mozemy wykluczyé
tej mozliwoséci chocby dlatego, ze pomiedzy samotnymi meteorytami zdarzajg sie —
i to czesto — meteoryty obdarzone predkosciag wzgledem ziemi wieksza nawet
niz ta maksymalna predkos$¢ 71,8,.. km na sek. (patrz dalej), ktéra moga osig-
gna¢ meteoryty lecace z predkoscig paraboliczng naokoto storica. Naturalnie mo-
wimy tu o predkosci w czasie lotu, a nie w chwili spadku, albowiem ta ostatnia
jest zawsze duzo mniejsza.



Ze wzoru (55) w § 8 rozdz. XIll-go otrzymamy na predko$é¢ pa-
raboliczng wyrazenie:

PrzyjeliSmy tu astronomiczne jednostki; mase meteorytu
naturalnie pomineliSmy. Poniewaz zas w chwili spotkania meteo-
ryty znajdujg sie na tej samej odlegtosci od storica co ziemia, po-
niewaz w tego rodzaju przyblizonych rachunkach mozna przyjac,
ze orbita ziemi jest kotem; wiec ktadziemy R — 1 i znajdujemy,
ze paraboliczna predkos¢ meteorytow w ich ruchu naokoto storica
jest |/2k. Jednoczes$nie przy tych samych zatozeniach predkos¢
ziemi bedzie poprostu k. Stad najwieksza predko$¢é meteorytu wzgle-
dem ziemi, gdy oba ciata biegng wprost naprzeciw siebie, bedzie
("2—41) A, a najmniejsza wzgledna predko$¢, gdy meteoryt doga-
nia ziemie, bedzie ( — 1) k. Otdz nawet ta najmniejsza wzgledna
predkos¢ jest jeszcze nieco wieksza nizli ta predkos$¢, ktora wy-
starcza. abv przelatujace koto ziemi ciato nie zostato przez nig poj-
mane. Rzeczywiscie obliczmy predko$¢ parabolicznga w ruchu na-
okoto ziemi dla ciala przelatujagcego tuz koto jej powierzchni.
Wracamy do wzoru (55) § 8 rozdz. XIll-go i piszemy

(67)

przyczem r oznacza S$redni promien ziemi a m jej mase.
Wedle rozdz. Xlll-go, § 3

Podstawiajac te wartosci we wzér (67) otrzymamy

podczas gdy X)

i) Jezeli zamiast astronomicznej jednostki diugoséci wprowadzimy kilometr
a zamiast doby $redniej stonecznej sekunde, to predkos$¢ ziemi na orbicie wyrazi
sie liczbg 29,75... km. na sek. a graniczne predkosci meteorytéw wyraza sie
przez 71,82... [gérna granica] i 12,32... [dolna granica] km. na sek., za$ para-
boliczna predko$¢ wzgledem ziemi wyrazi sie przez 11,18... km. na sek.
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Ale obliczyliSmy graniczne predkosci meteorytdw wzgledem
ziemi przypuszczajac, ze biegna dokota stonca ruchem paraboli-
cznym. Gdybysmy zatozyli, ze poruszajg sie ruchem eliptycznym,
to otrzymaliby$my nizsze wartosci tak na gorng jak na dolng gra-
nice, np. kladac a= 8 otrzymalibySmy na dolng granice wartos¢
juz nieco nizsza od parabolicznej predkosci wzgledem ziemi, to jest
nizszg od u0— 0,3758... k. Jasng jednak jest rzeczg, ze procent
meteorytéw, ktoére z tej racyi moga zostaé pojmane®* przez ziemieg,
jest bardzo maly. Wazniejszg role odgrywa opdr powietrza. Ma on
wptyw dwojaki: zmniejsza predkos¢ meteorytu i, powtére, zmienia
ksztatt jego drogi. Zmniejszenia predkosci obliczy¢ nie umiemy.
Schiaparelli prébowat zuzytkowaé niektére wzory balistyki, ale
cyfry, ktore otrzymat ze wzoru Didiona, nie zgadzajg sie z temi,
ktére otrzymat ze wzoru St. Roberta?d. Nic w tem dziwnego.
Oba wzory sg czysto empiryczne, oparte na doswiadczeniach z po-
ciskami dziatowymi. Stosujac je do meteorytéw ekstrapolujemy
poza wszelkie granice mozliwosci, bo po pierwsze predkosci meteo-
rytébw sg po kilkadziesigt lub kilkanascie razy wieksze od predkosci
pociskdéw, po drugie gesto$¢ powietrza, w ktérem odbywa sie lot
meteorytéw, jest wiele razy mniejsza niz gesto$¢ dolnych warstw
atmosfery, w ktérych odbywa sie lot pociskéw. Pomimo tego nie
ulega watpliwosci, ze meteoryty tracg swa predkosé osobliwie, gdy
dojdg do gestszych dolnych warstw powietrza: poprostu grzeznag
w atmosferze. Przecie rozgrzanie samego meteorytu i powietrza
[Swietlana prega pozostajgca za meteorytem], huk [ten ostatni sty-
szymy tylko wtedy, gdy meteoryt znajduje sie juz blisko powierzchni
ziemi] wszystko to wytwarza sie na koszt energii ruchu postepo-
wego. Dlatego to meteoryty, ktorych poczatkowa predkosé wzgle-
dem ziemi wielokrotnie przewyzszata paraboliczng predkosé lotu
naokoto ziemi uO, tracg tyle ze swej energii ruchu postepowego, ze

*) Méwimy o meteorytach, ktére mogltyby minaé ziemie, ale zostajg wcia-
gnione w jej sfere atrakcyi.

2 N. Herz [Kometen a. Meteore. W. Valentiner’a Handworterbuch der
Astronomie, t. Il str. 156] oblicza, ze gdyby kula zelazna wazgca 15000 kg [tyle
wazyt zelazny aerolit (holosyderyt), ktoéry znaleziono w Otumpa] spadia wprost
ze zenitu z poczatkowa predkoscia 72000 metréw na sek., to w chwili uderzenia
o ziemie posiadataby juz tylko predkos¢ 1007 metréw na sek. Liczba ta wypada
ze wzoru Didiona; ze wzoru St. Ko ber ta wypada jeszcze mniej, bo tylko
539,8 metréw na sek.



predkos¢ spada ponizej owej granicy «0, poczem meteoryty zostaja
pojmane przez ziemie.

Poniewaz teorya ruchu Keplerowskiego odnosi sie do ruchu
w prézni, wiec nie stosuje sie do lotu meteorytébw w powietrzu.
Zupelnie tak samo jak drogi pociskéw — drogi meteorytéw w atmo-
sferze nie sg aai przecieciami stozkowemi, ani krzywemi symetry-
cznemi, ani nawet krzywemi ptaskiemi. Ksztattu ich doktadnie nie
znamy, bo nie umiemy catkowaé¢ réwnan ruchu z uwzglednieniem
oporu powietrza. Nie powinniSmy zatem modwi¢ ani o hyperbolach,
ani o elipsach, tylko o drogach mijajacych ziemie i idgcych dalej
w miedzyplanetarne przestrzenie, lub o drogach okrgzajgcych ziemie
[i przecinajacych sie w koncu zjej powierzchnia]. Wptywem oporu
powietrza [zapewne czestokro¢ w potgczeniu z wptywem stanowiska
obserwatora] ttdmacza sie obserwowane od czasu do czasu dziwne
skrety i zawroty. Jednakze w niektorych zadaniach dotyczacych
lotu meteorytéw w powietrzu z musu uwazamy ich drogi za ka-
watki hyperbol majacych ognisko w $rodku ziemi. Dlatego hy-
perbol, a nie elips, ze obserwowane predkosci $wiecgcych meteory-
tow sa z reguty duzo wieksze od parabolicznej predkosci lotu
naokoto ziemi [t. j. od predkosci u0O— 0,3784...A]

11. Wyznaczenie elementéw drogi roju meteorytéw naokoto
storica z potozenia radyantu.

Wyznaczenie elementéw orbity roju meteorytdw rozni sie
zasadniczo od wyznaczenia elementéw orbity planety lub komety,
bo nie mamy trzech obserwacyi, t3lko potozeniel) ,radyantuuy,
t. j. kierunek stycznej do drogi. Zato mamy odrazu potozenie wezta
na ekliptyce, bo gdy rdj spotyka ziemie, to znaczy, ze przechodzi
przez ekliptyke, a wiec diugos¢ wezita jest ta sama, co diugosé
ziemi w chwili spotkania. Chodzi tylko o to, czy to wezet wste-
pujacy, czy zstepujacy. tatwo odpowiedzie¢ na to pytanie, bo gdy
szeroko$¢ radyantu b jest dodatnia, to réj idzie od dodatnich sze-
rokosci ku odjemnym; przeto wezet jest zstepujacy, jezeli za$ sze-
roko$¢ radyantu jest odjemna, to r¢j idzie od odjemnych szerokosci
ku dodatnim i wezet jest wstepujacy. Oproécz tych danych mamy

Widome potozenie radyantu zalezy w czesci od obrotu ziemi (rodzaj
aberacyi). Omawiac¢ tego niezbyt znacznego wptywu nie bedziemy.



jeszcze odlegto$¢ roju od stonca, bo w cbwili spotkania ta odlegtos¢
jest identyczna z odlegtoscia ziemi od storica, wreszcie mamy czas
obserwacyi.

Oznaczmy wspétrzedne ekliptyczne radyantu przez Zi b\ do-
stawy kierunkowe stycznej do drogi beda

Piszemy znak —. bo kierunek predkosci jest wrecz przeci-
wny kierunkowi radyantu. Oznaczmy absolutng wielkos¢ predkosci
wzgledem ziemi przez yk, gdzie y jest to pewien czynnik tymcza-
sem nieoznaczony, bo nie mozemy skorzysta¢ z obserwowanych
predkosci lotu w powietrzu, jako juz zmienionych przez tarcie
0 powietrze. Tedy skiadowe predkosci rojul) wzgledem ziemi sa:

(68)

Gdy do tych predkosci dodamy skitadowe predkosci ziemi
wzgledem stonca, to otrzymamy skiadowe predkosci roju wzgledem
stonica:

(69)

Stady¥

*» Moéwimy o predkosci roju, bo wyobrazamy sobie, ze wszystkie meteoryty
leca réwnolegle, prostoliniowo i z jednakowa predkoscia.



Po lewej stronie stoi kwadrat predkosci roju wzgledem storica.
Jest to wielko$¢ wiadoma, bo wedle zatozenia zrobionego w poprze-
dnim paragrafie r6j leci z predkoscia paraboliczng. Zatrzymujgc
te same jednostki, ktéoremi postugiwaliSmy sie w poprzednim para-
grafie i naturalnie pomijajac masy meteorytow mozemy zatem
napisaé

Tak samo suma dwdch pierwszych kwadratéw po prawej
stronie to nic innego jak kwadrat predkosci ziemi po orbicie. Po-
mijajac mase ziemi wobec masy stonca i kladac a=1, co jest do-
zwolone, bo a prawie nie r6zni sie od astronomicznej jednostki diu-
gosci, mozemy napisac:

Po tych podstawieniach otrzymamy
(70)

Wyrugujemy skladowe prostokatne predkosci ziemi wzgledem
dX . dy )
stonca o i m za pomocg wzordéw (13) rozdz. X-go. Trzeba tylko

potozyé £= 0, bo nasze wspotrzedne prostokgtne sg to wspdtrzedne
ekliptyczne. Z drugiej strony w celu ujednostajnienia wzoréw wpro-

k
wadzimy zamiast n jego wartos¢ Qaz [mase ziemi pomijamy wobec

masyr stonca], albo poniewaz przy-jmujemy, ze a— 1, poprostu k
W ten sposdb otrzymamy nastepujace wyrazenia na sktadowe pred-
kosci ziemi

(71)

Skoro to podstawimy we wzory (70), to zaniedbujac jeszcze
mimosréd orbity ziemskiej i skracajgc przez k2 otrzymamy naste-
pujace bardzo proste réwnanie na y

(70 bis)



Réwnanie na y jest kwadratowe, ma ono zawsze [nietylko
w tym uproszczonym ksztalcie ale i w ogélniejszym] jeden pier-
wiastek dodatni a drugi odjemny. Wobec poczynionych wyzej za-
tozen powinnismy wzig¢ dodatni pierwiastek.

Skoro mamy vy, to ,eo ipsou mamy przez wzory (68) wszystkie
trzy predkosci roju wzgledem ziemi a przez wzory (69) z uwzgle-
dnieniem wzoréw (71) wszystkie trzy predkosci roju wzgledem
stonca. Oprocz tego mamy wspdétrzedne roju wzgledem stonca
w chwili spotkania, bo sg one identyczne ze wspdtrzednemi ziemi
wzgledem stonca, t j.

W Scistym rachunku trzebaby uwzgledni¢ mimosrod orbity
ziemskiej, ale zazwyczaj wystarczy przyja¢ orbite kotowa, tj. wy-
starczy potozyé

(72)
Jak wiadomo zasada zachowania pél wyraza sie wzorem
(73)

albo jezeli weZzmiemy rzuty predkosci wycinkowej na trzy pta-
szczyzny wspoOtrzednych, wzorami

gdzie [por. np. wzory (69) rozdz. XIllI-go]

Zwazywszy, ze w danym razie z= 0 i podstawiwszy war-
tosci na pozostate wspotrzedne ze wzoréw (72) a na predkosci
ze wzorow (69) z uwzglednieniem wzoréw (71) otrzymamy



Stosownie do uczynionej na poczatku tego paragrafu uwagi,
gdy 0, to 180°-]-$ réwna sie diugosci ziemi, gdy za$ £ < 0O,
to Q réwna sie diugosci ziemi. Ale diugos¢ ziemi jest o 180°
wieksza od diugosci stonca, wiec w pierwszym razie Q = Q
a w drugim $ = 180°-f-Q. Tedy dwa pierwsze roéwnania przy-
wodza sie do

przyczem nalezy wzig¢ znak

o . . . (74)
Trzecie réwnanie pozostaje bez zmiany:

Oczywiscie wzory (74) wystarczajg do okreslenia p oraz i,
bo wszystko, co stoi po prawej stronie tych wzoréw, jest wiadome.
Mamy wiec obecnie juz trzy elementy: p ii. W celu oznacze-
nia argumentu szerokosci perihelium trzeba okresli¢ prawdziwg
anomalie v. Z réwnania [réwn. (45) rozdz. XIlI-ty]

trudno wyznaczy¢ anomalie prawdziwg, bo niewiadomo, jaki znak
ma mie¢ cos”v, ale rozniczkujgc to réwnanie otrzymamy

. civ , .
Rugujac stad EZZ pomoca rownania (73) otrzymamy

(75)

Ze wzoru (75) mozemy okresli¢ £v bez zadnej watpliwosci,
bo wiadomo, ze ten kat musi by¢ zawarty miedzy O a 180°.



Z drugiej strony argument szerokosci u jest zerem, jezeli r¢j
meteorytow jest we wstepujacym wezle, t.j. jezeli b<i0, zas m= 180°,
jezeli roj jest w zstepujacym wezZle, t j. jezeli &<0. Zatem argu-
ment szerokosci perihelium jest

(76)

zas dtugosé perihelium jest w obu przypadkach
(77)

Poniewaz oddzielne meteoryty przechodzg przez perihelium
w roznych chwilach czasu, wiec wyznaczanie epoki przejscia przez
perihelium nie miatoby sensu.
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ROZDZIAL XIX.

Zadanie trzech ciat i teorya perturbacyi.

1. Zadanie N ciat. Plaszczyzna niezmienna. Stalo$¢ systemu
stonecznego.

Dotychczas zajmowalismy sie tylko ruchem dwoéch ciat wza-
jemnie przyciagajacych sie wedle prawa Newtona; lecz do sy-
stemu stonecznego nalezy wiele ciat a wszystkie te ciata przycia-
gaja sie wzajemnie. Aby stworzy¢ Scistg teorye ruchéw zachodza-
cych w stonecznym systemie, powinnibySmy rozwigza¢ teoretyczne
zadanie o ruchu n ciat wzajemnie przyciggajacych sie wedle prawa
Newtona. W zadaniu tem chodzi tylko o ruchy postepowe, przeto
mozna zastgpi¢ wszystkie ciata przez punkty materyalne o masach
réwnych masom samych ciat. Wprawdzie niektére mate perturbacye
w ruchu postepowym zalezg od figury cial przyciagajgcych; ale
i bez nich zadanie przedstawia sie jako niestychanie trudne, wprost
przechodzace sity analizy. Poc6z wiec pomnaza¢ trudnosci?

Oznaczmy masy n punktéw materyalnych przez mi, m2...,
a , ich absolutne wspotrzedne przez ag, yx, z1: X2, z2..., XN y,, zn,
odlegto$¢ pomiedzy punktami i i j przez rij t. j. potézmy

Napiszmy réwnania ruchu, np. dla punktu mt: po lewej stro-
nie napiszemy przyspieszenia pomnozone przez mase punktu:

po prawej skltadowe przyciggania wszystkich innych punktéw na
punkt m{. Tak naprzyktad:



beda to skiadowe przyciggania punktu nij. W kazdem réwnaniu
wypadnie napisa¢ n— 1 takich wyrazéw ktadac kolejno j'= 1,2,...n
oprécz j = i. Jezeli dla prostoty przyjmiemy, ze stala przyciggania
rébwna sie jednosSci, to réwnania ruchu i-tego punktu bedg wy-
glada¢ tak:

(1)

przyczem nalezy pamietaé, ze w sumowaniu po prawej stronie

trzeba opusci¢j = i. Nie potrzebujemy chyba dodawa¢, ze bedziemy
mie¢ ogotem 3n réwnan ksztattu (1). Wyobrazmy sobie, zeSmy je
wypisali i zeSmy dodali do siebie (stronami odpowiedniemi) oso-

bno n réwnan odnoszacych sie do skladowej & n rownan odno-
szgcych sie do skitadowej y i n réwnan odnoszacych sie do skia-
dowej 2. Po prawej stronie otrzymamy sumy identycznie réwne
zeru, bo do kazdego wyrazu:

znajdzie sie odpowiedni wyraz:

ktéry zniesie sie z tamtym. Otrzymamy tg drogg trzy réwnania

@)

Jezeli zatem wezmiemy punkt o wspoétrzednych:

Astronomia teoretyczna II.



to okaze sig, ze te wspodtrzedne czyniag zado$¢ réwnaniom

@

Lecz punkt: x0, y0, z0 to ,$rodek masyu systemu n punktéw;
tedy z réwnan (4) wynika, ze $Srodek masy systemu punktéw ma-
teryalnych porusza sie prostoliniowo i jednostajnie. Nalezy jednak
zastrzedz sie, ze nie wzieliSmy w uwage zadnych sit zewnetrznych,
tylko wzajemne przycigganie n punktdéw systemu. Przeto twierdze-
nie wyrazone przez réwnania (4) stosuje sie do stonecznego systemu
tylko o tyle, o ile przypuscimy, ze przyciggania gwiazd na system
stoneczny mniej wiecej znoszg sie. Zresztg dotad nie wykryto za-
dnej krzywizny w drodze systemu stonecznego; mozna wiec po-
wyzsze twierdzenie uwaza¢ za przyblizenie stuszne.

Ruch absolutny jest fikcyg. Korzystamy z wiasnosci $rodka
masy, aby od ruchu absolutnego przejsé¢ do ruchu wzgledem czegos,
co daje sie oznaczyé. Bierzemy wspoétrzedne prostokatne 17 £, kto-
rych poczatek znajduje sie w Srodku masy systemu a osie maja
kierunki dowolne, ale state. Poniewaz wszystko jedno, jakie Kkie-
runki obierzemy, wiec dla prostoty przyjmujemy, ze nowe osie sa
rownolegte do dawnych absolutnych i piszemy:

Zanim wprowadzimy te nowe wspétrzedne do wzoréw (1),
wprzédy zapoznamy sie z pewnag wihasnoscig wspdtrzednych $rodka
masy. Jezeli mianowicie napiszemy powyzsze réwnania, dla wszyst-
kich n punktéw materyalnych systemu, jezeli pomnozymy je przez
odpowiednie masy i zesumujemy, to uwzgledniajgc wzory (3) otrzy-
mamy zwiazki

®)

Teraz podstawiamy nowe wspdétrzedne we wzory (1), uwzgle-
dniamy zwigzki (4) i otrzymujemy



przyczem

Widzimy stad, ze réwnania ruchu wzgledem $rodka masy sg
zupetnie tego samego ksztattu co réwnania ruchu we wspétrzednych
absolutnych. Mozemy wiec nawet powro6ci¢é do symbolow X, vy, z,
bylebysmy pamietali o tem, ze odtad te symbole oznacza¢ majg wspot-
rzedne odniesione do $srodka masy systemu n punktéw materyalnych.

Podobnie jak w teoryi ruchu dwoéch cial wprowadzamy po-
tencyal przyciagania

W sumie stojacej po prawej stronie nalezy wzig¢ wszystkie
mozebne kombinacye liczb i ij, przeto suma ta bedzie zawiera¢

n{n-\-V)

—-~—"% wyrazéw. Poniewaz

(6)

przyczem w sumie stojacej po prawej stronie j bedzie mie¢ po kolei
wszystkie wartoéci od j = 1 doj —n oprécz j = i, wiec mozna
napisa¢ réwnania ruchu w ksztalcie

)

Napiszmy te réwnania dla i— 1, i= 2 it d__ azdo i= n,
pomnoézmy pierwsze trzy réwnania: réwnanie dla kierunku X przez

~ | rownanie dla kierunku y przez , réownanie dla kierunku z
przez dalej pomnézmy nastepne trzy réwnania przez wzgle-
aT az

dnie przez %; wzglednie przez?é it d it d.; wreszcie dodajmy

wszystkie 3n réwnan do siebie stronami odpowiedniemi a otrzy-
mamy réwnanie:



Ze samego ksztattu lewej strony ostatniego réwnania widac,
ze to jest pochodna zupetlna wzgledem czasu. To samo mozna po-
wiedzie¢ o prawej stronie; wszelka za$ watpliwos¢ usuniemy przez
uwage, ze W zalezy od czasu tylko przez posrednictwo wspétrze-
dnych xx, y1? sa..., y2, i t d Po scatkowaniu otrzymamy
catke ,zachowania energii*“

(8)

gdzie h jest to stata. Dla stonecznego systemu h jest od-
jemne.

Teraz znang metodg tworzymy ,réwnania momentow”. Bie-
rzemy w tym celu réwnania (7), ale zamiast pochodnych poten-
cyatu przyciggania piszemy ich wartoéci wziete z réwnan (6)

Napiszmy powyzsze réwnania dla k= 1, 2.... n i dodajmy
je do siebie stronami odpowiedniemi a otrzymamy

Otéz suma stojagca po prawej stronie bedzie identycznie réwna
zeru, bo do kazdego wyrazu

znajdzie sie zawsze odpowiedni wyraz

ktéry sie z nim zniesie.



Mamy tedy ogélnie

Stad za$ zaraz wynikajg trzy catki ,zachowania pol“, mia-
nowicie:

©)

Wynika stad, ze wektor, ktérego sktadowe sg

jest co do wielkosci i kierunku staly. Plaszczyzne prostopadta do
pomienionego wektora, specyalnie za$ te, ktéra przechodzi przez
srodek masy, nazywamy ,ptaszczyzng niezmiennau systemu.

Mamy wiec trzy catki (9) i jedng catke (8), razem 4 catki
na 3n réwnan. Przenoszac srodek wspotrzednych do jednego z ciat
mx, m2,... mozemy zmniejszy¢ ilos¢ réwnan o trzy. Poniewaz to
sg réwnania drugiego stopnia, wiec dla 3n— 3 réwnan powinnismy
mie¢ 6n— 6 calek, tymczasem mamy tylko cztery, brakuje wiec
Qn— [O catek. Otéz tych brakujacych catek nie znamy nawet
w najprostszym przypadku, gdy n— 3 a 6w—10 = 8, bo choé
umiemy catkowaé réwnania ruchu w zadaniu trzech ciat, ale tylko
w niektdrych szczegdlnych przypadkach. Co wiecej wiadomo, ze
w o0g6lnym przypadku catek jednowartosciowych wcale niema.
Wskutek tego nie posiadamy $cistej teoryi stonecznego systemu,
nie wiemy nawet, czy system stoneczny jest staty, czy nie. Z cakki
zachowania energii (8) mozemy wywnioskowaé tylko tyle, ze
wszystkie planety nie moga jednoczesnie oddali¢ sie w nieskon-
czonos¢.
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Aby utatwi¢ rozumowanie, napiszmy réwnanie (8) w troche
innym ksztalcie. Suma po lewej jego stronie to suma kwadratow
predkosci planet pomnozonych przez masy; napiszmy wiec zamiast
niej 2mv2 dalej napiszmy zamiast 2W jawne Wyrazenie poten-
cyatu, wreszcie poniewaz h jest odjemne potézmy

przyczem g2 bedzie wielkoscig statg i dodatnig. Przestawiwszy nieco
wyrazy otrzymamy rdéwnanie:

Zatozmy, ze system stoneczny rozlazi sie, ze planety oddalaja
sie w nieskonczonos¢; wtedy

zmniejsza sie, ale zerem sta¢ sie nie moze, bo gdybysmy nawet
zatozyli, ze jednoczesnie wszystkie predkosci zmniejszaja sie i ze
2mv2 zdaza do zera, to pozostatoby

a wiec przynajmniej jedna odlegtos¢ musiataby pozosta¢ skoriczona.
Zatem caly system stoneczny rozle$¢ sie nie moze, muszg w nim
pozosta¢ przynajmniej dwa ciala.

PotraciliSmy w ten sposob o statos¢ systemu stonecznego. Od-
nosnem zadaniem zajmowat sie juz swego czasu Lagrange i do-
widdt, ze wielkie osie orbit daja sie wyrazi¢ przez szeregi funkcyi
kotowych czasu. Wynikatoby stad, ze zadna z planet nie moze
uciec ze systemu stonecznego, podczas gdy z catki zachowania
energii wynika tylko, Zze nie moga uciec wszystkie planety. Jednakze
nawet ze stanowiska Lagrange’a ani upadek na stonce, ani zde-
rzenia miedzy planetami nie sa wykluczone; mogtoby sie bowiem
zdarzy¢, ze peryodyczne zmiany osi orbit sg tak duze, iz jedna
orbita wkracza na drugg. Co wiecej, doniosto$¢ twierdzenia La-
grange’'a jest mocno ograniczona, bo w braku ogélnych catek
Lagrange uzyt metody przyblizonej, pominat kwadraty [i wyzsze
potegi] mas. Moéwig zazwyczaj, ze Poisson rozszerzyt dowdd
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Lagrange’a, bo pominat tylko szesciany [i wyzsze potegi] mas.
Ale twierdzenie Poissona nie jest bynajmniej identyczne z twier-
dzeniem Lagrange’a: wedle Lagrange’a wyrazenia na wielkie
osie orbit majg ksztatt 2 Asin(az-j-/?), gdzie a i sg to stale, za$
wedle Poissona wyrazenia te mogg zawiera¢ tez wyrazy ksztattu
2 Atsin («E-[-/?). Zatem wedle P. rozmiary wielkich osi zmieniajg
sie peryodycznie, przyczem owe peryodyczne zmiany wzrastaja
nieograniczenie z czasem: nietylko upadek planety na storice jest
mozliwy, mozliwem jest, ze planeta odbiegnie kiedy$ dowolnie da-
leko od storica. Jezeli za$ trzymajgc sie tych samych metod, co
Lagrange i Poisson, wezmiemy w uwage takze szeSciany mas.
to we wyrazeniach wielkich osi pojawig sie wyrazy wprost propor-
cyonalne do czasu a nie posiadajace peryodycznego wspétczynnika.
Okazat to p. Spiru-Haretu.

2. Zadanie trzech ciat.

Nie umiejgc catkowac¢ réwnan ruchu wielu cial ograniczamy
sie do najprostszego po przypadku dwoch cial zadania o ruchu
trzech ciat. WspominaliSmy juz, ze nawet w tem zadaniu ogdlnych
catek nie znamy, Ze jednakze umiemy rozwigza¢ je w niektorych
specyalnych przypadkach. Dwa takie rozwigzania znalazt La-
grange: w jednem trzy ciata poruszajg sie w taki sposob, ze ich
wzajemne odlegtosci wcigz tworzg tréjkat réwnoboczny, w drugiem
wszystkie trzy ciata wcigz znajdujg sie na jednej (ruchomej) prostej,
przyczem stosunki miedzy ich wzajemnemi odlegtoSciami sg state
i zalezne od wszystkich trzech mas. To znaczy, ze jezeli dowolnie
obierzemy odlegto$¢ miedzy dwoma ciatami, to trzecie nie moze
znajdowac sie gdziekolwiek, tylko w pewnych okreslonych punktach
potozonych na prostej tgczacej dwa pierwsze punkty. Zatézmy np., ze
masy punktéw materyalnych sg ml, m2i m3, przyczem ml)>m2>m 3;
zatozmy dalej, ze dane sga pozycye mas i m2; wtedy na owej
ruchomej prostej beda trzy zupeinie okreslone punkty: L1? pomie-
dzy mli m2, L2 poza m2 i L% poza ml. w ktdrych moze znajdo-
wacé sie owa trzecia masa mz. Zaréwno w przypadku, gdy trzy
punkty materyalne tworzg réwnoboczny trojkat, jak w przypadku,
gdy znajdujg sie na jednej prostej, orbity sg przecieciami stozko
wemi lezacemi w jednej ptaszczyznie i posiadajagcemi wspélne ogni-
sko w $rodku masy systemu trzech punktow.



Poczatkowo uwazano te rozwigzania — sam Lagrange byt
tego zdania — za pewnego rodzaju ,curiosa“. Obecnie jednak ina-
czej zapatrujemy sie na te sprawe, bo znamy juz cztery plane-
toidy tak zwanej trojanskiej grupy: Achillesa (588) i Patrokla 617)
odkrytych w 1906 r., Hektora (624) odkrytego w 1907 r. i Ne-
stora (659) odkrytego w 1908 r., ktére wciaz trzymajg sie nie-
daleko od wierzchotkéw obu réwnobocznych tréjkatéw wystawio-
nych na prostej: stonce-Jowisz. Widzimy zatem, ze przynajmniegj
jedno z odkrytych przez Lagrange’a rozwigzan jest przyblizenie
zrealizowane w systemie stonecznym. Ze jest zrealizowane wiasnie
w kombinacyi: stonce, Jowisz, planetoida, to nic dziwnego, bo storice
i Jowisz sg najwiekszemi ciatami stonecznego systemu; przeto do
systemu: stonce. Jowisz, planetoida stosujg sie przyblizenie prawa
ruchu trzech ciat, za$ przyciagania innych planet odgrywaja role
perturbacyi.

Owe rozwigzania Lagrange’a majg tez nie mate teoretyczne
znaczenie: stojg one w zwigzku z pewng kategoryag peryodycznych
rozwigzah zadania trzech ciat. Wezmy owe punkty Lx, L2 i L3,
o ktérych moéwiliSmy powyzej, weZmy nastepnie wierzchotki L4i L-0
obu réwnobocznych tréjkatow wystawionych na prostej ml, m2
Przy spetnieniu pewnych warunkéw punkty LI5 L2, L3, Li i L5,
czyli, jak je nazwat H. Gylden, punkty ,libracyiu maja podobna
wihasnosé jak w statyce pozycye statej réwnowagi. Jezeli w Kkto-
rymkolwiek z nich znajdzie sie ciato m3 obdarzone odpowiedniag
predkoscig réwnolegla do ptaszczyzny, w ktdrej poruszajg sie ciata
mx i m2. to musi wiecznie w nim pozosta¢. Jezeli za$ ciato w3
znajdzie sie badz nie w samym punkcie libracyi, tylko w poblizu,
badz z niewtasciwg co do wielkosci lub kierunku, ale mato od wia-
sciwej rézna predkoscia, to musi wiecznie krazy¢ dokota punktu
libracyi peryodycznym ruchem.

PotraciliSmy tu o rozwigzania peryodyczne. Umys$lnie méwimy
-fozwigzaniau, bo to nie sa catki ogdélne zawierajgce kompletng
ilos¢ statych dowolnych. W zadaniu o ruchu dwoéch ciat wzgledom
trzeciego ogoélne catki powinny zawiera¢ dwanascie statych dowol-
nych. Takich catek nie znamy. Znamy tylko rozwigzania o mniej-
szej ilosci stalych. Pomimo tego sg one bardzo wazne. Wprowadzit
je do mechaniki nieba, specyalnie do teorju ksiezyca, G. W. Hill
a H. Poincaré¢ stworzyt ogélng ich teorye. Ze samego pojecia
peryodycznosci wynika, ze po pewnym statym okresie czasu [pe-



ryodzie] wszystkie trzy ciata powracajg do tych samych wza-
jemnych pozycyi, do tych samych wzglednych predkosci.

Pomiedzy peryodycznemi rozwigzaniami jest jedno, w ktérem
analiza jest wzglednie tatwiejszg. Jest to tak zwany, wedle nomen-
klatury Poincardgo, ,probleme restreintw Zakladamy, ze jedno
ciato (storice) ma mase bardzo wielka, drugie (planeta) mase skon-
czong, ale mata w poréwnaniu z masa pierwszego, za$ trzecie (sa-
telita) ma mase nieskoriczenie malg. W ,zadaniu ograniczonem®
przycigganie trzeciego ciata nie ma zadnego wptywu na ruch dwoéch
pierwszych i planeta krazy naokoto storica po elipsie Keplerowskiej.
Pozostaje wiec tylko znales¢ ruch satelity. W celu dalszego uta-
twienia zakladamy, ze orbita planety jest poprostu kotem oraz, ze
satelita porusza sie w ptaszczyznie orbity planety. Pomimo tych
utatwien pozostajg wielkie analityczne trudnosci, ktére jednak G. W*
Hi 11 pokonat. Obecnie ,zadanie ograniczoneu jest o tyle wyrobione,
ze jest zupetnie przydatne do zastosowan praktycznych. Zapoznamy
sie z niem niebawem w teoryi ksiezyca.

Z powyzszych uwag widzimy, ze podstawowe dla teoryi pla-
net i satelitbw zadanie o ruchu n cial nie jest rozwigzane. Tym-
czasem teorya planet i satelitow Keplerowskim ruchem obejs¢ sie
moze; wypracowano tedy pewne przyblizone metody, do rozpatrze-
nia ktérych zaraz przystgpimy.

3. Metoda waryacyl statych dowolnych.

Zasadniczg mysl metody waryacyi statych dowolnych mozna
interpretowaé geometrycznie w nastepujacy sposob.

Wskutek przyciggania innych planet droga danej planety nie
jest elipsa, ani nawet krzywg ptaska. Pomimo tego mozemy uwazaé
ja za zlozong z nieskoriczenie matych tukdéw coraz to innych elips.
Kazda nastepna elipsa rézni sie tylko nieskonczenie mato od po-
przedniej. To znaczy, ze jezeli wezmiemy dwa nieskonczenie bliskie
momenty czasu t i t-j- dt, to w chwili t-j- dt planeta porusza sie
po tuku innej elipsy niz w chwili czasu t, ale elipsa z chwili t-\-dt
rézni sie nieskoniczenie mato od elipsy z chwili t. Dopiero wtedy,
gdy wezmiemy elipsy odpowiadajgce chwilom réznigcym sie od
siebie o skoriczony odstep czasu, to okaze sig, ze te elipsy réznig
sie od siebie o skonczone wielkosci.

Do odpowiednich wzoréw dochodzimy w nastepujacy sposoéb.
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Wezmy réwnania ruchu wzgledem $rodka masy systemu i nie zmie-
niajac kierunkéw osi przenieSmy poczatek ich do jednego z punktéw
systemu, np. do punktu: ma xs Yy, z,; wtedy wspotrzedne jakiego-
kolwiek innego punktu systemu wzgledem nowych osi beda

(10)

Teraz w rownaniach ruchu wzgledem $rodka masy systemu,
t j. w réwnaniach (7) wypisujemy prawe strony ,explicite“ na pod-
stawie wzoréw (6). Otrzymamy w ten sposéb réwnania

Nastepnie wedle roéwnan (10) podstawiamy

i otrzymujemy

Zauwazmy przytem, ze poniewaz odlegtosci zalezg tylko od
roznic wspétrzednych, wiec

Trzeba teraz wyrugowac przyspieszenia ruchu storica wzgle-
dem S$rodka masy systemu

Uzyjemy w tym celu tychze samych réwnan (7), w ktérych
atoli wyrazenia sit stojgce po prawej stronie takze napiszemy ,ex-
plicite® podstawiajac wartosci pochodnych potencyalu W z ro6-
wnan (6). W ten sposéb kiadac i = s otrzymamy



albo z uwagi na réwnania (10)

(11)

przyczem

Zatem ostatecznie otrzymamy réwnania ruchu wzgledem
punktu m, w postaci

Przeksztatcimy nieco te réwnania oddzielajac po prawej stro-
nie wyraz, w ktéorym wspotczynnikiem jest masa storica, t j. ten,
w ktéorym k—s

We wyrazie zawierajacym mase stonca m, w liczniku stoi
tylko xt, albowiem skoro przeniesliSmy poczatek osi do punktu ni,, to

Teraz przenosimy wyraz zawierajacy m, z prawej strony na
lewa a sume

z lewej strony na prawg za wyjatkiem tego wyrazu, w Kktérym
k — i, opuszczamy kreski jako juz niepotrzebne i piszemy ré-
whnania

Lecz mozna napisa¢ pierwszy wyraz po prawej stronie
W postaci



a drugi w postaci

wreszcie mozna potozyé
(13)
poczem bedziemy mogli napisa¢ nasze réwnania w postaci

(14)

Sa to réwnania ruchu punktu m{ wzgledem punktu m, przy-
jetego za Srodek wspotrzednych. Oczywiscie pod m, nalezy rozu-
mie¢ mase storica, pod m, mase uwazanej planety a pod xi: y{) zt
i rit jej wspotrzedne i odlegto$¢ od stornca. Gdyby byto zerem,
to réwnania (14) przywiodtyby sie do réwnan Keplerowskich, ale
Qi zerem nie jest, przeto ruch nie jest Keplerowskim.

nosi nazwe ,funkcyi perturbacyjneju. Ksztatt funkcyi pertur-
bacyjnej jest jednakowy dla wszystkich planet, ale wchodzace w niag
wielkosci zmieniaja sie od planety do planety. Ze wzoru (13) widac,
ze pierwsza suma, czyli tak zwana ,cze$¢ gtownawfunkcyi pertur-
bacyjnej zawiera odwrotne odlegtosci pozostatych planet od danej
planety, a druga, czyli ,czes¢ uzupetniajgcau oprécz powtarzajacych
sie w kazdym wyrazie wspétrzednych danej planety zawiera odle-
gtosci pozostalych planet od stonca i ich wspotrzedne. Przytem od-
legto$¢ danej planety od stonca wcale nie wchodzi w sktad funkcyi
perturbacyjne;j.

Catkujemy réwnania (14) znang metoda waryacyi statych do-
wolnych. Nalezy najpierw catkowa¢ réwnania (14) kiadac ==
Otrzymamy naturalnie zwykle catki Keplerowskie. Wspotrzedne
planety przedstawig sie nam jako funkcye czasu i szesciu ele-
mentéw eliptycznych, albo szeSciu, dowolnych zresztg, funkcyi
tychze elementéw. Nastepnie przechodzimy do catkowania réwnan
(14) przy zatozeniu, ze Q(jest od zera odmienne. We funkcye QX
podstawiamy wspotrzedne planety wziete z pierwszego catkowa-
nia [t j. z catek Keplerowskich] a wspdtrzedne innych planet
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uwazamy za dane, np. przyjmujemy, ze pozostate planety po-
ruszajg sie po wiadomych Kepleréwskich elipsach, albo bierzemy je
wprost z tablic.

Elementy planety m, uwazamy teraz za funkcye czasu. Aby
jednakze okresli¢ sze$¢ funkcyi czasu, musimy do trzech r6-
wnan (14) doda¢ jeszcze trzy — dowolne zresztg — rdéwnania.

. .y , - . dx dy dz
Mozemy np. wzig¢ réwnania wyrazajace warunki, aby
byty tego samego ksztattu, co w ruchu Keplerowskim. Dzigeki tym
zalozeniom elipsa posiadajgca state elementy réwne chwilowym
wartoéciom zmiennych elementéw a, e i t d. jest ,Scisle styczna
(oskulacyjna)“ do drogi planety. Dlatego to na poczatku tego para-
grafu powiedzieliSmy, ze wyobrazamy sobie droge planety jako
ztozong z nieskonczenie matych tukéw coraz to innych elips.

4. Metoda Lagrange’a.

W mysl powyzszych wskazéwek wyprowadzimy teraz te ré-
wnania rozniczkowe, ktérym czynia zados¢ elementy uwazane jako
funkcye czasu. Aby nie pisa¢ nieustannie tylu znaczkéw, napiszmy
w réwnaniach (14) zamiast mi: yt, zt i rit poprostu m: X, y)zi r:

(14 bis)

Wezmy najpierw ruch Keplerowski. Potézmy £ = 0 a oprécz
tego dla utatwienia potézmy tymczasowo

(15)

Wtedy réwnania Keplerowskie mozna napisa¢ w ksztatcie

(16)
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Oproécz tego mozna napisa¢ trzy réwnania wynikajgce wprost
z réwnan (15):

17

Roéwnania (16) i (17) majg ksztatt rédwnan tak zwanych ,ka-
nonicznychu, o ktérych bedzie mowa w § 9.
Zatézmy teraz, ze Q ~ 0 i potézmy tymczasowo

(18)

Oczywiscie mozemy napisa¢ rownania (14 bis) w postaci

(19)

Oprocz tego znowu piszemy réwnania (17) wynikajgce wprost
z réwnan (15) w postaci

(20)

przyczem Z, F, W sg to wielkosSci stale réwne zeru, ktore
piszemy tylko dla symetryi.

Zatézmy teraz, ze$my scatkowali 6 réwnan Keplerowskich (16)
i (17) we wiadomy sposéb i ze otrzymalismy juz X,y, z oraz predkosci



m V, W jako funkcye czasu i szesciu statych dowolnych — po-
wiedzmy — a, 6, ¢, d, €/; mamy wiec

Skoro zatozymy, ze a, b, c, e/ sa funkcyami czasu, to

Zamiast stojacych po lewej stronie pochodnych catkowitych:

mozemy podstawi¢ ich wartosci z réwnan (19) i (20)X, poczem
otrzymamy:

Ale wedle réwnan (16) i (17)

bo w ruchu Keplerowskim a, b, c... sg state, zatem pochodne cat-
kowite wzgledem czasu sa identyczne z czastkowemi. Dzieki temu
poprzednie réwnania przywodzg sie do szesciu rownanil

1 W ten sposéb elementy a, b, ¢.., i t d. beda $cisle styczne.



(22)

Réwnania (22) sa liniowe wzgledem szesciu pochodnych
db dt i t d. Poniewaz zas Pochodne % it d mozna otrzy-
mac¢ rézniczkujgc réwnania (21), poniewaz dalej X, Y, Z sa dane
przez réwnania (18) a U, V i W sg identycznie rdwne zeru, wiec
oczywiscie réwnania (22) sa owemi poszukiwanemi przez nas ro-
wnaniami rdzniczkowemi stuzacemi do okreslenia zaleznosci funkcyi
a, b... it d od czasu. Jednakze ksztatt tych réwnan nie jest do-
godny. Trzeba je przeksztalcic. W tym celu pomnézmy pierwsze

. . 9u . 9v ] 9w
rownanie (22) przez— drugie przez— —, trzecie przez — —

)

dic . o . . . .
czwarte przez —, te prze oOste przez — dodajmy je do
zwar pzthO_ piate przez QO_SZS pZZQO_I jmy j

siebie.  Zaraz spostrzezemy,ze w nowem réwnaniu wspoéiczynnik
da . . o ) e

przy G jest identycznie réowny zeru. Pozostate wspotczynniki nie
i

sg réwne zeru. Oznaczymy je dla krotkosci w nastepujacy sposob:

(23)

Jednocze$nie spostrzegamy, ze prawa strona nowo utworzonego
réwnania ma ksztatt
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Wzigwszy w uwage réwnania (18) a z drugiej strony to, ze
U=zV=W =0, mozemy prawg strone nowoutworzonego réwna-
nia napisa¢ w postaci

W ten sposdb otrzymamy pierwsze z nastepujacych szesciu
rownan

(24)

Pozostate pie¢ réwnan otrzymujemy tg sama metodg co
pierwsze.

Z réwnan (23) zaraz widaé, ze wspotczynniki [afrj... i t d.
figurujace w réwnaniach (24) czynig zado$¢ nastepujgcym zwigzkom:

Oprécz tego wspétczynniki [aft]..., uwazane jako funkcye a, b,... i t. d.
oraz czasu t, nie zawierajg czasu jawnie. Aby to udowodnié¢, dosé
jest wykazaé, ze skoro bedziemy uwaza¢ a b, c,d e,/ za stale, to
pochodne wspétczynnikéw [ab]... i t d. wzgledem czasu znikng
Utwoérzmy pochodng wspoétczynnika [ab] wzgledem czasu

Dalszych wyrazéw nie piszemy, bo — aby je otrzymaé¢ — dos¢
jest zastgpi¢ X przez y a potem przez z oraz jednocze$nie napisac Vv,
ewentualnie w zamiast U. Oczywiscie mozna powyzszy wzOr ha-
pisa¢ w ksztalcie:

Astronomia teoretyczna Il



Ale jezeli uwazamy a, b, c i t d. za state, to mozemy zasto-
sowaé wzory (16) i (17) i z ich pomoca wyrugowac¢ predkosci i przy-
$pieszenia. Otrzymamy wtedy:

Jezeli po prawej stronie zbierzemy razem wyrazy dodatnie
i tak samo wyrazy odjemne, to otrzymamy:

Taq samg droga mozna dowies$é, ze pozostate wspoétczynniki
tez nie zalezg jawnie od czasu.
Wréémy teraz do rownan (24). Jezeli rozwigzemy je wzgle-

dem pochodnych /az i t d, to otrzymamy sze$¢ rownan, ktore

mozemy napisaé w ksztalcie

(25)

Wspoétczynniki (ab) i t. d. sg oczywiscie funkcyami wsp6t-
czynnikéw [ab]... i t d.; wskutek czego takze nie moga zawieraé
czasu w sposéb jawny. Poisson okazat, ze mozna wyrazi¢ wspoét-
czynniki (ab)... i t d. przez pochodne a, b... wzgledem X... u...
w zupetnie taki sam sposéb, jak wspétczynniki [ab]... i t d. sa
wyrazone przez pochodne X... u... wzgledem a, b... Poniewaz
atoli ta forma wspétczynnikéw (ab) nie bedzie nam w dalszym
ciggu potrzebng, wiec wywodu Poisson a powtarza¢ nie bedziemy,
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powiemy tylko, ze wspoétczynniki (ab)... maja te same wiasnosci,
co wspétczynniki [ab]... i t d., wiec

5. Réwnania Lagrange’a.

Zatozymy teraz, ze wielkoéci a.b,...f sg to te same elementy
eliptyczne, o ktoérych juz byta mowa w rozdz. XIlI-tym, a ktore
potem w nastepnych rozdziatach takze czesto wystepowaty. Nie
wezmiemy tylko epoki przejscia przez perihelium t0, ktéra, o ile
chodzi o ruch po elipsie, jest niedogodng. Juz w rozdz. XVII-tym
(w przykiadzie) widzieliSmy, ze zamiast epoki przejscia przez pe-
rihelium astronomowie podaja S$rednig anomalie w pewnej, zresztg
dowolnej, epoce. Tu jako szésty element wezmiemy ,Srednig dtu-
gos¢ planety w orbicie” 10 zwigzang z anomalig $rednig réwnaniem

(26)

Jest to wiec suma ditugosci perihelium n i $redniej anomalii
w pewnej epoce MO) liczy sie za$ tak samo jak n od punktu po-
rownania dnia z nocg do wezta — w ekliptyce, stamtad za$ w orbi-
cie planety.

Poszukujemy wyrazen na wspo6tczynniki [a6] i t d. we wzo-
rach (24) a jednocze$nie rozwigzujemy te wzory wzgledem pocho-

dn}ﬂch %{: it d

Roéwnanie zachowania energii w ruchu Keplerowskim

pozostaje bez zmiany, bo skoro przyjeliSmy elementy Scisle styczne
[oskulacyjne], to wyrazenia na predkosci sa w ruchu zakidconym
takie same jak w ruchu Keplerowskim. Przer6zniczkujmy to.ro-
wnanie wzgledem czasu uwazajgc a za wielko$¢ od czasu zalezna,
a otrzymamy
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Rugujemy stad przyspieszenia za pomocg wzoréw (14 bis),
poczem poprzednie réwnanie przechodzi w nastepujace:

albowiem pozostate wyrazy znosza sie na mocy roéwnosci

Mozemy otrzymanemu przed chwilg réwnaniu przydaé nieco
inng posta¢ korzystajgc z tego, ze wedle naszych zatozern wspot-
rzedne X, y, z zalezg od czasu tak samo, jak w ruchu Keplerow-
skim, t j. tylko przez posrednictwo anomalii mimosrodowej. Wsku-
tek tego

Ale z rownania (26) wynika

przeto

i mozemy napisa¢ nasze réwnanie w ksztalcie

Wreszcie poniewaz potozyliSmy stalg przyciggania réwng je-
dnosci, wiec rownanie (61 bis) rozdz. XIll-go przywodzi sie do

wskutek czego réwnanie nasze przywodzi sie ostatecznie do postaci

@0
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Oczywiscie jest to rownanie ksztattu (24). Jezeli np. potozymy
a= a, b= 10, to bedzie to poprostu drugie réwnanie (24). Z po-
réwnania obu réwnan wynika [zamiast ogélnych symboléw a, b ...f
piszemy symbole oznaczajgce elementy eliptyczne]

(28)

Wezmy teraz catki pol. W ruchu Keplerowskim

przyczem c1? c2, c3 sg to stale. Tu wedle zalozenia bedg to wiel-
kosci zalezne od czasu, zatem ro6zniczkujgc wzgledem czasu otrzy-
mamy

Rugujemy stad przyspieszenia za pomocg wzoréw (14 bis),
poczem otrzymujemy

(29)

Utwdérzmy teraz

Poniewaz Q zalezy od i tylko przez posrednictwo "wspotrze-
dnych, wiec



ale wedle wzordw (73) rozdz. X111 go

(30)

albowiem u—nA-v — Q [n-[-v nazywaja ,prawdziwag dtugoscig
w orbicieu]. Stad

Podstawiajac to we wzér na otrzymamy po uporzadko-

waniu

albo na mocy réwnan (29)

Lecz wedle réwnan (68 bis) rozdz. XIlI-go

Skoro to podstawimy w poprzednie réwnanie, to otrzymamy

Wreszcie rugujemy stalg pdl ¢ za pomoca réwnania (43) roz-
dziatu XIll-go, wedle ktdrego

(31)
i piszemy:
(32)



Znowu mamy réwnanie tego samego typu co réwnania (24).

Rozumujgc tak samo jak z okazyi roéwnania (27) przychodzimy do
wniosku, ze

(53)

O tem, ze [ilON= 0, wiemy juz z réwnan (28).

2Q

Tworzymy teraz réwnanie, do ktérego wchodzi - Spoj-

rzawszy na wzory (30) widzimy, ze ta pochodna bedzie skladad sie
z dwoch czesci: jednej, do ktorej wejda te Czesci pochodnych X, vy, z,
ktore zaleza od argumentu Q 1 drugiej, do ktdrej wejdg te czesci
pochodnych, ktére zalezg od argumentu v— Q. Przeto mozna
napisac

Ale jezeli ignorujemy Q w argumencie v— Q, to ze wzoréw
(30) wynika:

przeto

fwedle trzeciego wzoru (29)].
Z drugiej strony z tychze samych wzoréw (30) wynikaja na-
stepujace wyrazenia:

przeto



t j. wedle wzoréw (29)

Wreszcie jezeli zwazymy, ze wedle wzoréw (68 bis) rozdz. XI111-go

(34)

to zaraz spostrzezemy, ze
(39)

Zatem tgczac ze sobg obie skitadowe otrzymamy

Trzeba tu jeszcze podstawi¢ c¢3 z ostatniego wzoru (34) a C
ze wzoru (31). Po podstawieniu, zrézniczkowaniu i uporzadkowaniu,
uwzgledniajac jeszcze zwigzek

(36)

wynikajacy ze zwigzku

otrzymamy wreszcie wzor

37

Oto trzeci wzor typu réwnan (24). Przez poréwnanie wzoru (37)
ze wzorami (24) dochodzimy do wzorow:

(38)



O tem, ze [Q/0]= 0O, wiemy juz z réwnan (28), a o tem, ze

wiemy juz z réwnan (33).
9
Przechodzimy do obliczenia —Q Funkcya perturbacyjna za-

lezy od u najpierw dlatego, ze we wzorach (30) na wspotrzedne X. y, z
zmienna « wystepuje jawnie w argumencie: n-\-v— Q, powtore
dlatego, ze anomalia rzeczywista v jest funkcyg anomalii mimosro-
dowej E, ta za$ przez réwnanie Keplera zalezy od ti. Rzeczy-
wiscie, poniewaz zamiast anomalii Sredniej wprowadziliSmy $rednig
dtugo$¢ w orbicie 10= MO 7, wiec musimy pisa¢ réwnanie Ke-
plera w ksztatcie

stad zas zaraz widaé, ze E a zatem i v jest funkcya tl nastepnie
widaé, ze

Obie pochodne stojace po prawej stronie juz sa obliczone.
Pierwszg mamy we wzorze (35), druga we wzorze (27), mozemy
wiec napisaé

Trzeba tu jeszcze podstawi¢ ¢ ze wzoru (31). Po tatwych
rachunkach pamietajac o réwnosci (36) otrzymamy wzor

Jest to czwarty wzor typu rownan (24). Przez poréwnanie
tego wzoru ze wzorami (24) oprocz wzoréw potwierdzajacych juz
dawniej otrzymane znajdziemy trzy nowe, mianowicie

Jezeli teraz rozpatrzymy sie we wzorach (28), (33), (38) i (40),
to tacno spostrzezemy, ze juz wszystkie wspoétczynniki: [...] sa



znane oprdécz jednego \ee\ Obliczenie tego ostatniego wspotczyn-
nika sprawia niemato kiopotu, bo trzeba go oblicza¢ wprost ze wzoru
typu (23), t j. ze wzoru

(41)

Trzeba tu podstawi¢ wspoétrzedne i predkosci ze wzoréw (30).
Aby utatwic¢ rachunki, przeksztatcamy nieco wzory (30): rozwijamy
funkcye kotowe argumentu n-\-v— Q oddzielajgc n— Q= &
od v, zbieramy oddzielnie wyraz} zawierajace cosw, a oddzielnie
wyrazy zawierajgce sinv, kiadziemy:

(42)

poczem kiladac jeszcze dla kroétkosci

piszemy

(43)

Co do predkosci w v, w, to nalezy zaznaczy¢, ze skoro przy-
jeliSmy, ze elementy sg $ciSle styczne, to predkosci muszg mieé
ten sam ksztatlt co w ruchu Keplerowskim. Dlatego to we wyra-
zeniach na predkos¢ musimy traktowa¢ elementy, a wiec takze
wspoétczynniki a i /? jako wielkosci od czasu niezalezne.

tatwo jest sprawdzi¢, ze

(44)
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Ze wzoréw (42) widaé, ze wspétczynniki a i /7 ani od a, ani
od e nie zaleza, przeto skoro podstawimy X, Yy, z. W, V i W ze wzo-
row (43) we wzor (41), to otrzymamy:

Stad wykonujac mnozenia i porzadkujac otrzymamy najpierw

a nastepnie biorgc w uwage wzory (44):

(45)

Zatem zadanie nasze sprowadzito sie do obliczenia wyrazenia
analogicznego do wyrazenia (41) zawierajacego jednak inne wspdt-
rzedne i w dodatku krotszego, bo skltadajgcego sie nie z trzech, tylko
z dwéch nawiaséw. Przystepujemy teraz do obliczenia prawej strony
wzoru (45). Zaraz wida¢, ze f i 1j sa to wspotrzedne prostokatne
w plaszczyznie orbity, zupeinie takie same [por. dwa pierwsze
wzory (42)] jak te, ktéremi postugiwaliSmy sie w rozdz. XIll-tym.
Mozna tu odrazu zastosowa¢ wzory: drugi (36) oraz wzor (37) roz-
dziatu XI1ll-go i napisac¢

(46)
skad

Atoli z réwnania Keplera mamy



dE .
Podstawiajgc stgd warto$¢ na we wzory na | i  znaj-

dziemy

(47)

Aby utatwi¢ dalszy rachunek, skorzystamy z tego, ze wedle
wyzej dowiedzionego twierdzenia wspoétczyniki [... ] nie zalezg od
czasu, ze przeto wszystko jedno, jaka warto$¢ wezmiemy na czas.
Wezmy np. te chwile czasu, gdy planeta przechodzi przez perihe-
lium, bo wtedy v =M = E — 0 i wzory znacznie upraszczajg sie.
Przedewszystkiem poniewaz wedle réwnania Keplera

wiec dla E = 0 otrzymamy

Przy sposobnosci przypominamy, ze E zalezy takze od a, bo
M. ktére stoi po prawej stronie réwnania Keplera, jest propor-
cyonalne do n a nadt= statej. Rézniczkujemy tedy £ i N\ [wzory (46)]
wzgledem a i wzgledem e, po zrézniczkowaniu kiladziemy E—0
i otrzymujemy

Widzimy stad, ze ostatni wyraz po prawej stronie réwnania (45)
musi znikng¢ bez wzgledu na warto$¢ pochodne] g Zatem mo-
a

zerny wcale nie oblicza¢ tej ostatniej pochodnej, zato musimy obli-
czy¢ trzy pozostate pochodne | i I7 [wzory (47)] wzgledem a i e:



Widzimy stad, ze pierwszy wyraz po prawej stronie réwna-
nia (45) takze znika, pozostaje wiec

Ale skoro tu podstawimy wartosci na pochodne stojace po
prawej stronie, to znajdziemy

(48)

Teraz mozemy napisa¢ wszystkie szes¢ rownan Lagrange’a
Roéwnania (27), (32), (37) i (39) poprostu przepisujemy a pozostate
dwa piszemy wedle wzordw (24), bo wspoétczynniki [... ] juz sag
wszystkie wiadome z réwnan (28), (33), (38), (40) i (48). Otrzy-
mujemy

(49)

tatwo wyprowadzi¢ stad réwnania na pochodne elementow
wzgledem czasu. Po bardzo prostych rachunkach otrzymamy szesc
réwnan



(50)

tatwo sprawdzié, ze
(51)

Do réwnania (51) mozna tez doj$¢ na podstawie wzordéw (25)
w potaczeniu ze zwigzkami

Musimy tu zrobi¢ pewng uwage co do pochodnej Q wyste-
9d
pujacej w szostem roéwnaniu (50). Pochodna ta zalezy od a w dwo-
jaki sposob: najpierw dlatego, ze samo a jawnie wystepuje we funkcyi
perturbacyjnej, nastepnie dlatego, ze 10 zalezy od a. Rzeczywiscie
wedle wzoru (26)

ale M=nt, za$ n jest — jak wiadomo — odwrotnie proporcyonalne
do a3* Z tego powodu

(90N

Przez oznaczyliSmy te cze$¢ pochodnej, ktéra powstaje

z wyrazéw wprost od a zaleznych.



9Q

Skoro podstawimy powyzsze wyrazenie pochodnej w osta-

tnie réwnanie (50), to otrzymamy

Ale wedle pierwszego réwnania (50)

wiec przenoszac odpowiedni wyraz na lewa strone mozemy napisac
széste rownanie (50) w postaci:

Mozemy oczywiscie zamiast elementu 10 wprowadzi¢ jako
zmienng

(52)

i napisa¢ szdéste rownanie (50) w postaci

(50, V1 bis)

przyczem nalezy pamieta¢, ze pochodne

majg powyzej wyluszczone znaczenie. Na inne rdéwnania powyzsza

S , - .
substytucya niema zadnego wpiywu, bo Q w Innych réwnaniach

nie wystepuje a z drugiej strony

albowiem zalezno$¢ Q od (&) jest taka sama jak zalezno$¢ od I0.
Moze atoli wyda¢ sie komu dziwnem, poco wogble robimy te sub-
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stytucye. Oto dlatego, ze gdybysmy jej nie podjeli, to w széstem
rownaniu (50) figurowalby wyraz wprost do czasu proporcyonalny.
Wskutek tego w réwnaniach catkowych wystgpityby tez wyrazy
wzrastajace z czasem; tego za$, jak to w dalszym ciggu zobaczymy,
nalezy unikac.

6. Rozwiniecie funkcyi perturbacyjnej.

Poréwnawszy wzor (13) ze wzorami (50) i (50, VI bis) zaraz
spostrzezemy, ze tu i tam figurujg inne zmienne; zatem przed pod-
stawieniem funkcyi perturbacyjnej, czy raczej jej pochodnych w ro-
wnania (50) trzeba wprzédy wyrazi¢ wspotrzedne prostokatne przez
elementy i czas. Z rozdziatu XIll-go, § 9 wiemy jednak, ze wspot-
rzedne prostokatne nie dajg sie wyrazi¢ przez funkcye skonczone
czasu, tylko przez nieskonczone szeregi funkcyi peryodycznych.
Argumentem w tych szeregach nie jest zreszta sam czas, tylko
anomalia Srednia, ale to na jedno wychodzi, bo anomalia $rednia
jest proporcyonalna do czasu. Skoro atoli wspétrzedne prostokatne
wyrazajg sie przez nieskonczone szeregi, to po podstawieniu funkcya
perturbacyjna przedstawi sie takze w postaci szeregu nieskonczo-
nego. Chodzi o to. jak jg rozwina¢ w szereg. We wykonaniu tego
zadania kierowano sie przekonaniem, ze system stoneczny jest
staly, ze przeto mozna wyrazi¢ Q przez funkcye peryodyczne. Tu
juz okazuje sie, dlaczego zastgpiono element 10 przez (10. Poprostu
chciano uniknaé¢ wyrazéw nieperyodycznych.

Aby uprosci¢ dalsze rozwazania, skorzystajmy z tego, ze funk-
cya perturbacyjna jest suma wyrazéw zaleznych od oddzielnych
planet sprawiajgcych perturbacye, a miedzy sobg zupeinie podo-
bnych. Do$¢ tedy rozwazac jeden ze skiadnikéw sumy, bo wszystko,
co odnosi sie do jednego ze skiadnikéw, stosuje sie bez zmiany do
pozostatych. Odtad wiec bedziemy postepowaé tak, jak gdyby byta
tylko jedna planeta sprawiajgca perturbacye.

Ze wzgledu na symetryczno$¢ funkcyi U wzgledem wspot-
rzednych planety doznajacej perturbacyi i planety sprawiajacej
perturbacye dogodnie jest rozwing¢ jg tez symetrycznie wzgledem
zmiennych dotyczgcych obu planet. Mozemy zresztg z tego sko-
rzysta¢ i postawi¢ zadanie na gruncie og6lniejszym: mozemy za-
tozy¢, ze zmienne dotyczgce planety sprawiajacej perturbacye sa
rowniez nieznane. Zadanie nasze obrdci sie wtedy w zadanie trzech



ciat. Jednakze trzeba bedzie dopisa¢ drugie tyle réwnan dla dru-
giej planety.

Wracamy do wzoru (13), oznaczamy mase planety doznajgcej
perturbacyi przez m ajej wspotrzedne heliocentryczne przez &y, z,
mase planety sprawiajgcej perturbacye oznaczamy przez mx a jej
wspoétrzedne heliocentryczne przez xx, yX zx. Odpowiednio do tego
odlegtos¢ pierwszej planety od storica oznaczamy przez r a drugiej
przez rlI5 wreszcie oznaczamy odlegto$¢ jednej planety od drugiej
przez d i piszemy

(53)

Przypominamy, ze gdybysmy chcieli uwzgledni¢ perturbacye
zalezne od przyciagania kilku planet, to musielibySmy napisa¢ tyle
wyrazéw w rodzaju (53), ile jest planet. Mozemy napisa¢ wyraze-
nie (53) w nieco innym ksztatcie korzystajgc ze znanych zwigzkow:

d2= r2— 2rrxcos H -[- rf, XXX-f- yyx-f- zzx— rrxcos H, (54)

gdzie H jest to kat przeciwlegty bokowi tgczacemu obie planety
w tréjkacie: storice i planety m \ mx mianowicie mozemy napisac¢

(89)

Gtéwnie rozchodzi sie o rozwiniecie A 1 w szereg. W swej
teoryi ksiezyca Delaunay rozwija d_1 w szereg funkcyi sfery-

cznych XY wedle wzrastajgcych poteg stosunku V— Wogoble w teoryi
ri

satelitbw uzywaja astronomowie rozwiniecia wedle wzrastajgcych
poteg Y—\ bo przedstawia ono niemate dogodnosci. Tam (w teoryi
r

satelitow) planeta jest ciatem srodkowem, satelita odgrywa role pla-
nety doznajgcej perturbacyi a stonce role planety sprawiajgcej per-
turbacye. Przeto d oznacza odlegtos¢ satelity od stonca, r odlegtosé
satelity od planety a rx odlegtos¢ planety od stonca. Wskutek

tego . jest matym utamkiem; nawet w przypadku ziemskiego

¥

*) Por. rozdziat V, § 2.

Astronomia teoretyczna II. 7



Y 1 .
ksiezyca stosunek — wynosi tylko okoto ~qqg- Dzieki temu rozwi-

niecie w szereg postepujacy wedle poteg L jest zawsze szybko
ri

zbiezne. Ale w teoryi planet, gdzie r i rl oznaczaja odlegtosci pla-
net od storica, tego rodzaju rozwiniecia sa nieprzydatne. Naprzy-
ktad w teoryi matych planet, gdzie planetg sprawiajaca najwazniejsze

Y
perturbacye jest Jowisz, — nie jest matym utamkiem. Tak samo
r\

w przypadku, gdy planeta sprawiajgca perturbacye jest blizsza do

T

stonica niz planeta doznajgca perturbacyi, — zazwyczaj nie jest ma-
ri

tym utamkiem.

Jezeli nachylenie jednej orbity do drugiej [oznaczymy je za
przyktadem Tisseranda literg J] jest mate, to rozwijamv
w szereg uporzadkowany wedle poteg sin2~*/. Dochodzimy do tego
szeregu w nastepujacy spos6b: Niech YNxN bedzie ekliptyka, NGm
orbitg planety m a1l N1Gmx orbitag planety mx. Zatem N i Nx sg to
wezty jednej i drugiej orbity na ekliptyce a G wezet jednej orbity
na drugiej, mim, sa to jednoczesne pozycye planet m i ml. Jezeli
oznaczymy dtugos¢ rzeczywistg pierwszej planety przez L a dru-
giej przez Lx, to yN-\-Nm = L, yNx-\-Nxmx— LX Oznaczmy

Na rycinie 38 kat przy ml wyglada jak prosty. Jest to dzieto przy-
padku; kat ten moze by¢ jakikolwiek.



dalej dtugos$¢ punktu G na orbicie planety m przez x a diugosé
tego samego punktu na orbicie planety mx przez rl; t. j. potézmy

wtedy w trojkacie sferycznym Gmmx

Stad

(56)

Podstawmy to wyrazenie na cos H w pierwszy wzdr (54)
potézmy dla krétkosci

(67)

a uzywajac wzoru dwumianowego bedziemy mogli napisaé

(58)

Widzimy zatem, ze stosownie do zapowiedzi A~1 zostato rozwi-
niete w szereg postepujacy wedle poteg —sin2 J.

Jezeli sin2~J nie jest dostatecznie maly, to w niektorych
konfiguracyach planet m i mx iloczyn —sin2"<7 bywa wiekszy niz

jednos¢ a szereg (5f) bywa z pewnoscig rozbiezny. Tisserand
wykazat to dowodnie na przyktadzie Jowisza i Pallady (J= 34°3).
Zatem gdy wzajemne nachylenie orbit nie jest dostatecznie mate,
to trzeba postugiwaé sie innem rozwinieciem, ktére wskazatl juz
Leverrier a opracowat F. Tisserand. Dodamy tu, ze H. Gyl-
den takze postugiwat sie tem samem rozwinieciem, cho¢ zreszta

7%
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metoda jego znacznie odbiega od metody Tisserand a Wiadomo,
ze A~X daje sie rozwing¢ w szereg Fouriera

(59)

przyczem

Lecz trzeba jeszcze rozwing¢ cosiJd, cos2H... it d, Tisse-
rand robi to w nastepujacy sposéb. Wzor (56) mozna napisac
w Kksztatcie

(60)
Potézmy
(61)
Z tem nowem znakowaniem
(60 bis)
Z tego wzoru Tisserand wyprowadza rozwiniecie
(62)

w ktorem wspotczynniki Q sg wielomianami zawierajacymi tylko
fi i v. Zresztag niektére z tych wspoétczynnikéw sa réwne zeru.
Skoro wyrugujemy ze wzoru (59) cosH, cos2H... i t d. przez
wyrazenia ksztattu (62), skoro potem zastapimy iloczyny cosix.coajy
przez \ [cos {ix -\-jy) - f cos (ix —jy)\, skoro wreszcie pos$ciggamy
razem wszystkie wyrazy zawierajace jednakowe argumenty, to
otrzymamy

przyczem na, i i j nalezy klas¢ wszelkie cate, dodatnie i odjemne
wartoséci. Oczywiscie Pit sg funkcyami nietylko fi i v, ale takze
r i rl5 bo sktadajg sie zaréwno ze wspoétczynnikéw Q, jak ze wspot-
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czynnikéw A. Funkcya perturbacyjna wyrazi sie przez analogiczny
szereg, albowiem skoro dodamy cze$¢ uzupeiniajgca, to biorgc
w uwage wzdr (60 bis) otrzymamy

(63)

Oczywiscie mozna sciagna¢ czes¢ uzupetniajaca z wyrazami
P10cos x i Poi cos v Dalszych faz tego rozwiniecia opisywac¢ nie
bedziemy, bo to, co powiedzieliSmy, wystarcza, aby da¢ pojecie
0 jego charakterze. Zresztg o ile chodzi o zastosowanie, to tamto
rozwinigecie, odnoszace sie¢ do przypadku, gdy J jest matym katem,
jest bodaj wazniejsze, albowiem opiera sie na niem teorya wiel-
kich planet. Zato M. Brendla teorya matych planet opiera sie
na metodzie Gyldéna, ktora, jak powiedzieliSmy wyzej, jest po-
niekad zblizona do metody Tisserand a

Z pomiedzy rozlicznych metod opisze pokréotce metode, za po-
mocag ktérej Leverrierl rozwingt funkcye perturbacyjng dla
przypadku, gdy nachylenia sg mate. Wracamy do rdéwnania (58)
1 podobnie jak w rozwinieciu (59) rozwijamy kazdy wyraz szeregu
stojgcego po prawej stronie tego réwnania — roéwniez w nieskon-
czony szereg. Dla krotkosci uzyjemy czasowo znakowania podanego
we wzorach (61) i napiszemy:

(64)

gdzie Bi... it d. sg funkcyami r \rl. Podstawmy to we wz6r (58)
przywracajac jednoczesnie warto$¢ na q wedle drugiego wzoru (57)
a otrzymamy

(65)

*) Podaje rozwiniecie Leverriera jako tatwiejsze niz rozwiniecie Gyl-
déena. Najbardziej elegancka jest metoda Newcomba, udoskonalona jeszcze pod
wzgledem analitycznym przez Poincarégo. Jednakze nie mozna wylozy¢ jej bez
operatorow Newcomba.
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Zamiast rzeczywistych diugosci Leverrier wprowadza $re-
dnie, ktore zupeinie tak samo jak S$rednie anomalie ro6znig sie od
rzeczywistych tylko o réwnanie Srodka [por. rozdz. XIII-ty, § 9].

Oznaczajgc réwnania $rodka przez Y i Ft a przez | i Sre-
dnie dtugosci mozemy napisac

skad

Leverrier wprowadza jeszcze symbol

i pisze

(66) . .
wreszcie kiadzie

Tak J iJj, jak Fi Fx sg to funkcye mimosrodu i anomalii
$redniej [por. rozdz. XIIl-ty, § 9].

Poczatkowo Leverrier zaniedbuje wszedzie X i X1} Fi FIP
t j. pisze Srednie diugosci zamiast rzeczywistych oraz potow)r wiel-
kich osi zamiast promieni, zamienia potegi i iloczyny funkcyi ko-
towych przez funkcye kotowe sum i roznic, porzadkuje na nowo
szereg (65) w taki sposob, ze taczy ze sobg wszystkie wyrazy za-
wierajace te sama funkcye kotowag, poczem otrzymuje

OpatrzyliSmy A znaczkiem °, aby przypomnie¢, ze w szeregu
po prawej stronie pominieto X, Xt, F i FI5 Zze zatem szereg ten
nie daje wiasciwej wartosci na d. Nastepnie Leverrier wprowa-
dza X i X1 Y i Fx, t j. pisze a(l-f-X) zamiast a, ™ (I-j-X])
zamiast al? X Y zamiast X i It-(- Fx zamiast Z* Podobnie jak
wspotczynniki Anw rozwinieciu Tisseranda — wspotczynniki
ilij, Nt i t d. sg funkcyami jednorodnemi rzedu — 1 poldw
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wielkich osi a i ax [oprocz tego zaleza tez od i>= sin2”«/]. Zakia-
dajac, ze rx jest wcigz wieksze od r, mozemy wiec napisaé

Teraz Lever rier rozwija funkcye F, t j. wspdlczynniki
Mti t d w szeregi Taylora traktujac A)% jako przyrost
1 -f-

a potem wydziela z argumentéw funkcyi kotowych Y i Yx, wiec
pisze np.

W ten sposob powstajg rézne funkcye X i Xxoraz Y i Yv
Wszystkie one zaleza tylko od mimosrodéw i anomalii $rednich.
Leverrier rozwija je w szeregi Fouriera, w ktorych argu-
mentami sg anomalie $rednie M i Mx a wspotczynnikami funkcye
mimosrodéw e i ex. Spostrzegamy, ze w ten sposob powstang ilo-
czyny funkcyi kotowych z argumentami typu kM. kxMx i funkcyi
kotowych z argumentami typu i (Ix— 1) i t. d., gdzie k, kx i t d.
sg to liczby cale. Leverrier zastepuje te iloczyny przez funkcye
kotowe sum i réznic, podstawia jeszcze

i otrzymuje ostatecznie rozwiniecie, ktére mozna ogélnie napisaé¢ tak:

Znowu mozemy powiedzie¢ to samo, co poprzednio moéwilismy
0 rozwinigciu Tisseranda, mianowicie, ze przez dolaczenie czesci
uzupetniajacej funkcyi perturbacyjnej charakter rozwiniecia nie
zmieni sie. Przeto otrzymamy ostatecznie rozwiniecie

(67)
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W tem rozwinigciu wspétczynniki C sa oczywiscie funkcyami
a, ax, e eli v= sin2™J. Liczby n, i,y, &i w wystepujace w argu-
mentach sa to liczby cale, zreszta dowolne, zaréwno dodatnie, jak
odjemne, zawsze jednak spetniajace warunek

(68)

Warunek ten musi by¢é zawsze spelniony dlatego, ze wedle
wzoréw (54) i (55) funkcya perturbacyjna nie zalezy od potozenia
tego punktu na ekliptyce, od ktdrego liczymy dtugosci. Gdyby wa-
runek (68) nie byt spetniony, to np. przesunawszy poczatek diugosci
0 kat a wstecz powiekszylibySmy wszystkie pie¢ katow o a, wskutek
czego argument wyrazu og6lnego we wzorze (67) powiekszytby sie o

Stad jasno wynika nieodzownos$¢ warunku (68).

Widzimy tez, ze rozwiniecie (67) zawiera same cosinusy.
I ta cecha objasnia sie przez nature funkcyi perturbacyjnej. Jezeli
zamiast danych diugosci wezmiemy dtugosci réwne im co do abso-
lutnej wartosci, ale o przeciwnych znakach, to [por. wzory (54),
(55) i (56)] funkcya perturbacyjna bedzie miata te samg wartos¢
co poprzednio. Stad wynika, ze rozwiniecie jej musi skladac sie
ze samych funkcyi parzystych, a wiec z ,cosinuséw*.

7. Podstawienie funkcyi perturbacyjnej w réwnania roézni-
czkowe i catkowanie tych ostatnich.

Obecnie, gdy juz posiadamy rozwiniecie funkcyi perturbacyj-
nej w szereg (67), nalezy podstawi¢ je w réwnania rézniczkowe (50)
[przypominamy, ze zamiast ostatniego rdwnania (50) trzeba wzigc
rownanie (50 VI bis)]. Wypadnie wiec tworzyé pochodne czgstkowe
funkcyi Q wzgledem elementéw. Ze wzgledu na zastrzezenie zro-

. ) . U o
bione w koncu § 5 nalezy — tworzac pochodng o ograniczy¢
sie do rézniczkowania wspoétczynnikéw C, ktére zawierajg a w sposéb
jawny. Tak samo tworzac U trzeba rézniczkowacé tylko wspot-

czynniki, bo argumenty cosinuséw zupeinie ode nie zalezag. Od-
wrotnie elementy | i n zupetnie nie wchodzg do wspétczynnikow,
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zato wchodzg do argumentéw cosinuséw. Wprawdzie ich tam
nie wida¢, ale wiadomo, ze

(69)

przyczem ani z1 ani z od | i n nie zaleza. Mamy wiec poprostu

i tworzac te pochodne mamy rozniczkowaé tylko co sin usy.
Wreszcie elementy i i Q nie wystepujg jawnie ani we wspoétczyn-
nikach, ani w argumentach cosinuséw, zato v= sin2~J figuru-
jace we wspotczynnikach C oraz z1 i z figurujagce w argumentach
cosinusow sg funkcyami tych dwdch elementéw. Moznaby przez
nowe przeksztatcenia wprowadzi¢ Q i do argumentéw cosinu-
soéw, ale Leverrier tego nie robi. Wskutek tego w jego rozwi-
nieciu argumenty cosinuséw przedstawiajg sie jako liniowe
funkcye szeSciu zmiennych 45 I, ji, x1 i z a poszukiwane po-
chodne sa

(70)

Na podstawie rézniczkowych wzoréw (19) rozdz. I-go tatwo
jest otrzymaé z trdjkgta w rycinie 33

(71)

Poniewaz J wystepuje tylko we wspoétczynnikach, a %i tx
tylko w argumentach cosinuséw, wiec pochodna U wzgledem J
sklada sie ze samych cosinuséw, a pochodne wzgledem z i zx

3J .
ze samych sinuséw. Skoro wiec wstawimy wartosci na y It. d.
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ze wzorow (71) we wzory (70) i znowu zastgpimy iloczyny ‘'untcyi
kotowychX przez funkcye kotowe sum i réznic argumentéw, to

okaze sie, ze sktada sie ze samych cosi, usSw, a || ze sa-

mych sinusow. Z drugiej strony poniewaz tworzac ptchodne
wzgledem a i e rézniczkujemy tylko wspétczynniki, a tworzac po-
chodne wzgledem lin tylko cosinusy, wiec ostateczne trzy
pochodne wzgledem a. e i i skladajg sie ze samych co sinusoéw,
a trzy pochodne wzgledem Il i n ze samych sinuséw Jezeli
teraz powrécimy do réwnan (50) i podstawimy w nie wyrazenia
pochodnych ELJ to zaraz spostrzezemy, ze %, %, dai wyrazajg ‘sie
przez szeregi zlozone ze samych sinusdw, zatem przez szeregi
funkcyi peryodycznych bez wyrazu stalego, podczas gdy n
i @ wyrazajg sie przez szeregi cosinusow, zatem przez fmkcye

peryodyczne i przez wyrazy state, bo wsréd rozmaitych argumen-
tow znajdg sie tez argumenty stale réwne zeru.

Zalézmy teraz, ze zamiast funkcyi perturbacyjnej zileznej od
jednej planety wzieliSmy funkcye perturbacyjng kompletna, t j. za-
wierajgca skitadniki zalezne od wszystkich pozostatych planet. Uwagi
powyzsze co do ksztattu réwnan (50) pozostang w swe sile, bo
funkcya perturbacyjna kompletna jest sumag skiadnikéw jednako-
wych co do ksztattu i natury. Oprdcz tego zatézmy, ze ruch in-
nych planet nie jest dany, ze zatem elementy innych planet sg tak
samo zmienne jak elementy planety uwazanej i odpowiednio do
tego napiszmy rownania (50) dla wszystkich planet. Wiadomo, ze
te réwnania pochodzg od réwnan (14), ktére ze swej strony sg
tylko pewng formg réwnan ruchu systemu n ciat. Poniewaz przy
wyprowadzeniu réwnan (50) nie robiliSmy zadnych uproszczen, za-
tem te ostatnie réwnania sg takze roéwnaniami ruchu n ciit i gdy-
byS§my wypisawszy te rownania dla wszystkich planet, jatkowali
je przy zatozeniu, ze elementy wszystkich planet sg zmienne, to
otrzymaliby$Smy og6lne catki zadania o ruchu n cial. Ten wniosek
wydaje sie nam nieco dziwnym, bo wiemy juz, ze nie mos$na otrzy-1

1) Przytem jednakze nie nalezy wprowadza¢ ani sin», ani sini,, ani sinJ
do argumentéw cosinuséw wzglednie sinuséw, nalezy wilaczy¢ je do wspét-
czynnikéw C.
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mac ogdlnych calek réwnan ruchu n ciat, ale chwilowo nie zasta-
nawiamy sie nad tem przeciwienstwem i probujemy wyciggna¢ pe-
wne wnioski ze samego ksztattu réwnan rézniczkowych. We wszyst-
kich grupach réwnan pochodne:

t. j. pochodne [wzgledem czasu] tych trzech elementéw, od ktdérych
zalezg: rozmiary, ksztatt i nachylenie orbity, wyrazajg sie przez
szeregi samych sinusow, a pochodne pozostatych elementéw wy-
razajg sie przez szeregi cosinusoéw z dodatkiem wyrazow statych.
Zatem pochodne pierwszych trzech elementéw powinny przybieraé
na przemiany to wartosci dodatnie, to wartosci odjemne. Co wiecej,
jezeli zalozymy, ze mozna oznaczy¢ taka skonczong gérng granice —
powiedzmy— p, ktérej zaden z peryodéw szeregu nie przekracza;
to, uwazajac okresy czasu dituzsze od owej granicy p, mozemy po-
wiedzie¢, ze Srednie wartosci pochodnych zdazajg do zera w miare
tego, jak powiekszamy uwazany okres czasu. Nawiasem moéwiac,
to ostatnie zatozenie zapewne nigdy nie bywa $cisle spetnione; ale
zalézmy chwilowo, ze jest spetnione przyblizeniel). Przyjdziemy
wtedy do wniosku, ze same funkcye a e, i nie powinny ani bez-
granicznie wzrasta¢, ani bezgranicznie zmniejsza¢ sie, ze powinny
podlega¢ tylko pewnym fluktuacyom. To znaczy, ze rozmiary,
ksztatty i nachylenia orbit powinnyby podlega¢ tylko pewnym
fluktuacyom. Przez analogiczne rozumowanie dochodzimy do wnio-
sku, ze pozostate elementy tz i | wyznaczajace potozenie we-
ztéw, periheliow i samych planet podlegajg nietylko fluktuacyom,
ale takze wiekowym zmianom, t j. bezgranicznie wzrastajg lub
zmniejszaja sie. To jest wiasnie tre$¢ twierdzenia o statosci systemu
stonecznego, o ktérem moéwiliSmy juz w § 1, bo gdyby rozmiary,
ksztatty i nachylenia orbit planetarnych moglty zmienia¢ sie tylko
w pewnych granicach, to system stoneczny musiatby zawsze pozo-
sta¢ mniej wiecej takim, jakim jest obecnie: Zzadna planeta nie
mogtaby go opusci¢. Tylko co do zderzeh z innemi planetami nie
mozna tg droga dojs¢ do zadnego pozytywnego wniosku.

Ale aby dowie$¢ powyzsza,twierdzeni®. nie dos¢ jest wyka-
_____________________ t

b Chcemy przez to powiedzie¢, ze wspoétczynniki wyrazéw nie czynigcych
zado$¢ powyzszemu zatozeniu sg znikomo mate.
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za¢, ze pochodne wzgledem czasu potdw wielkich osi, mimosrodéw
i nachylen skiadajg sie ze samych sinusdéw; trzeba dowies¢, ze
te szeregi sg zbiezne. Ot6z tego wiasnie dowie$s¢ nie mozna. Mo-
wimy to zupetnie ogolnie, t j. nietylko o wylozonej tu metodzie
statych dowolnych, ale takze o innych metodach, np. o metodach
Newcomba, Lindstedta, Gyldéna it d. Niezaleznie od me-
tody, niezaleznie od tego, czy wezmiemy elementy eliptyczne, czy
inne réwnowazne im zmienne, czy wyrazenia wspotrzednych it d.
zawsze okaze sie, ze w ciggu catkowania natrafimy na wyrazy stale
wzrastajace z czasem. Jezeli za$ przez odpowiednie wybiegi takich
wyrazéw unikniemy, to okaze sie, ze otrzymane przez nas szeregi
funkcyi peryodycznych nie sg zbiezne. Wtasnie najwazniejsze od-
krycie Poincarégo w mechanice nieba polega na tem, ze wykazat
rozbiezno$¢ ¥ owych szeregéw funkcyi kotowych. Poniewaz nie mo-
zemy nawet w skroceniu podaé wywodu Poincarégo, wiec po-
staramy sie wyttdmaczyé, o co tu chodzi. Znamy niektore szeregi,
w ktorych z poczatku wyrazy szybko ubywaja, potem za$ wzrastaja
bezgranicznie. Bierzemy bijgcy w oczy przyktad podany przez
samego Poincarégo?d. Oto dwa szeregi

W pierwszym szeregu wyrazy wzrastaja az do tysigcznego
wyrazu z poczatku bardzo szybko, potem powolniej; odtgd zmniej-
szajg sie z poczatku wolno a potem coraz to szybciej. Latwo prze-
kona¢ sie o tem zwazywszy, ze stosunek miedzy «-tym wyrazem
a poprzednim jestl

1) Zastrzegamy sie, ze twierdzenie Poincarégo dotyczy tylko szeregow
funkcyi kotowych, wyrazajacych elementy eliptyczne, lub inne réwnowazne zmienne.
Sama funkcya perturbacyjna moze by¢ rozwinieta w zbiezny szereg funkcyi ko-
towych. Rzeczywiscie, jezeli wytaczymy przypadek, gdy drogi uwazanych ciat
przecinaja sie, to funkcya perturbacyjna bedzie zawsze skonczona, peryodyczng
funkcya katow L i LI, t i r, [por. wzory (55) i (56)] a taka funkcya powinna
wedle ogdlnych zasad teoryi funkcyi da¢ sie rozwingé w zbiezny szereg funkcyi
kotowych z argumentami L i LIf x i rk

*) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Tom 11, Paryz 1893,
str. 1.
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Gdy n jest wielkie, to stosunek ten jest bardzo maty, np. dla

1
n= 1000000 warto$¢ stosunku wynosi juz tylko Jgqq- Wskutek

tego pierwszy szereg jest bezwzglednie zbiezny. Zajmijmy sie teraz
drugim szeregiem. Tu odwrotnie, z poczatku wyrazy ubywaja bar-
dzo szybko, potem coraz powolniej, zas poczawszy od tysigcznego
wyrazu poczynajg wzrasta¢ i wzrastajg bezgranicznie az do nie-
skonczonosci. tatwo przekonaé sie o tem zwazywszy, ze stosunek
miedzy w-tym wyrazem a poprzednim jest

Tak wiec np. milionowy wyraz jest tysigc razy wiekszy od
999999-go i szereg jest z pewnos$cig rozbieznym. Ot6z owe szeregi
funkeyi peryodycznych stuzace do wyrazenia wspotrzednych, ele-
mentéw eliptycznych lub innych réwnowaznych zmiennych majg
podobny charakter. Z poczatku wyrazy szybko ubywajg a potem
wzrastajg bezgranicznie. Stad jednak nie wynika, aby owe szeregi
byty zupelnie bezuzyteczne 1. Wprawdzie nie mozna oprze¢ na nich
zadnych ogdlnych wnioskéw odnoszacych sie do nieograniczonych
odstepow czasu, ale poprzestajac na poczatkowych wyrazach sze-
regéw, zatem na tej ich czesci, w ktérej wyrazy szybko ubywaja,
mozna przedstawi¢ czy to wspoétrzedne, czy to elementy, czy inne
zmienne w ciggu pewnego skornczonego i niezbyt diugiego czasu
z ograniczonem, ale czestokro¢ zupelnie wystarczajagcem przyblize-
niem. Wykroczy¢ poza ten czas nie mozna, bo nie mozna tak, jak
to sie dzieje ze szeregami zbieznymi, powiekszyé doktadnos¢ przez
uwzglednienie dalszych wyrazéw. Tego rodzaju szeregi Poincaré
nazwat ,asymptotycznymi“. Nazywaja je tez ,nap6t zbieznymi“
(semi-convergent).

W dalszym ciggu nie bedziemy zajmowac sie usitowaniami,
aby przedstawi¢ wspoétrzedne, czy elementy (czy inne zmienne)
przez szeregi funkeyi peryodycznych. Tylko dla informacyi po-
wiemy, ze te szeregi maja zawsze jednakowy wyglad. Wspétczyn-
niki przedstawiaja sie jako nieskonczone szeregi uporzgadkowaney¥

* Naprzyktad metoda H. Gyldena w opracowaniu M. Brend la (Theorie
der kleinen Planeten) okazata sie¢ bardzo uzyteczng i dogodng do przepowiadania
pozycyi matych planet w ciagu jakich stu lat.
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wedle poteg miinosrodéw i nachylen a zawierajace takze potowy
wielkich osi. Co za$ do samych funkcyi peryodycznych, to ich
argumenty sg liniowemi funkcyami $rednich dtugosci samych planet,
ich weztdw i periheliow.

Pamietajgc o tem. ze wszystkie nasze wnioski i rozumowania
sg wazne tylko dla ograniczonego czasu, chociaz wynoszacego setki
i tysigce lat, przechodzimy do klasycznych przyblizonych metod
catkowania, w ktérych nie usitowano osiggna¢ peryodycznego
ksztaltu we wyrazeniach na wielkie osie, mimosrody i nachylenia.
Wracamy tedy do réwnan (50), ale dla ogo6lnosci zaktadamy, ze
elementy innych planet sg takze zmienne. Jednocze$nie atoli ko-
rzystamy z tej okoliczno$ci, ze we wiekszos$ci konkretnych przy-
padkéw najwazniejsza role odgrywa reakcya tylko jednej planety
i upraszczamy zadanie przywodzac je do przypadku trzech ciat.
Rozpatrujemy tedy wzajemne oddziatywanie tylko dwu planet m
i ml, ale nic tatwiejszego jak uog6lnienie wywodéw do przypadku,
w ktérym ilo$¢ planet jest dowolna.

Powinniby$my napisa¢ dla planety ml drugich szes¢ takich
réwnan jak réwnania (50), ale ze wzgledu na zupetlne podobienAstwo
obu systeméw réwnan mozemy to zaniechaé. Zakladamy, ze mozna
napisa¢ wyrazenia na elementy w ksztalcie

(72)

przyczem a0, €0... i t d. sg to stale, zas 6'a, 6"a... &'e, a"e... sg
to tak zwane ,perturbacye pierwszego, drugiego i t d___ rzedu®,
albowiem sa to wielkosci pierwszego, drugiego i t. d__ rzedu wzgle-

dem mas m i mx. Podstawiamy te wyrazenia w rdéwnania (50)
i w odpowiednie réwnania dla drugiej planety, poczem przyréwnu-
jemy do siebie wyrazy jednakowego rzedu wzgledem mas. [Natu-
ralnie wyobrazamy sobie, ze po prawej stronie réwnan (50) juz
zastgpiono symbole

przez odpowiednie pochodne szeregu (67)]. Zaraz zajmiemy sie sa-
mem catkowaniem, ale wprzdédy jeszcze wspomnimy o niektérych,
gwoli wygody czesto uzywanych przeksztatceniach. Spojrzawszy
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na réwnania (50) zaraz widzimy, ze w niektérych mianownikach
figuruje mimosréd e. Tymczasem wiadomo, ze mimosrody orbit pla-
netarnych sg po wiekszej czesci mate, a z drugiej strony wiadomo,
ze we wszystkich wzorach, w ktére mamy podstawia¢ liczbowe
wartosci, nalezy unika¢ matych mianownikdéw [przyczyne tidmaczy-
liSmy juz kilkakrotnie]. Aby usung¢ e (wzglednie €2) z mianowni-
kéw, wprowadzamy pomocnicze zmienne

skad
(73)

Jezeli tu zamiast ~ i ™ podstawimy ich wyrazenia wziete
z réownan (50), to otrzymamy analogiczne do tychze réwnan nowe
rownania na pochodne ~ i Widzimy stad, ze w dalszych ra-

chunkach h i f bedg odgrywaé¢ te samg role co elementy. Natu-
ralnie trzeba wyrugowac¢ e i n z prawych stron réwnan na pocho-

dne ~ i za pomocg tych samych wzoréw (73), ale to jest rzecz
fatwa, zyskujemy za$ to, ze e figurujace jako wspotczynnik przy
d-

cz_;z skraca sie z e stojacem w mianownikach. W podobny spos6b

wprowadzajac

(74)

mozemy pozby¢ sie matego mianownika sini (lub sinit) w razie,
gdy jeden, lub drugi, czy wreszcie oba sg nazbyt mate.

Przechodzimy teraz do catkowania. Wiemy juz — diugo zreszta
0 tem rozprawialiSmy — ze pochodne elementéw wzgledem czasu
wyrazajg sie ostatecznie przez szeregi cosinusow, wzglednie si-
nuséw, ktérych argumenty w rozwinieciu Leverriera maja
ksztatt
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przyczem
Lecz

za$

Tedy mozna powyzsze argumenty napisa¢ w ksztalcie

Wiemy tez, ze przez odpowiednie przeksztatcenie [por. to, co
byto powiedziane we wzorze (67)] mozna te argumenty doprowa-
dzi¢ do ksztattu

w ktérym naturalnie liczby cate i. ix... nie sa te same, co w argu-
mentach rozwiniecia Leverriera. Ale mniejsza o to, ktory ksztah
obierzemy, bo zawsze dojdziemy do tego samego wyniku. Obierzmy
np. drugi; wtedy wspotczynniki przy funkcyach kotowych beda funk-

cyami a i ax, e i ex, i i ix. Do$wiadczenie poucza nas, ze tak te
ostatnie wielkosci, jak diugosci weztow i periheliow zmieniajg sie
bardzo powoli; tylko | i 11} t j. nt i nxtx zmieniajg sie stosunkowo

szybko. Zatem w pierwszem przyblizeniu mozna przyjac, ze oprocz nt
i Nxtx wszystkie elementy tak jednej, jak drugiej planety sg state.
Otrzymamy w ten sposob perturbacye ,pierwszego rzedu“. Rzeczy-
wiscie réwnania (50) przybiorg wtedy postac

Rozpatrzmy prawe strony: Du i Au sg to state. Stale Du nie
majg zadnego wptywu na rzed funkcyi, co za$ do A, to zwazmy,
ze prawe strony naszych réwnan (50) sa liniowemi funkcyami
czastkowych pochodnych funkcyi perturbacyjnej, ta za$ zawiera
we wspoltczynniku mase mx [por. wzér (13)]. Stad wynika, ze
wszystkie Aax zatem i prawe strony réwnan sa proporcyonalne do
pierwszych poteg mas.



— 113 —

Wiedzac o tem odpowiednio przystosujemy takze lewe strony
rownan, do ktérych mamy zamiast elementéw wstawi¢ rozwiniecia
(72). Zwazywszy, ze a0, e0 i t d. sg state, otrzymamy np.

Ale wedle umowy 0"a i dalsze 6a sg proprorcyonalne do
wyzszych poteg mas, przeto powinnismy je poming¢ i napisac

(75)

Poniewaz srednie ruchy n i nx sa takze stale, wiec catkowa-
nie réwnan (75) nie przedstawia zadnych trudnosci. Jezeli prawa
strona uwazanego réwnania skiada sie tak jak w pierwszem ze sa-
mych sinus6w, to otrzymamy szereg

jezeli za$ skiada sie ze samych cosinus6w, to szereg (76)

Ale ws$réd rozmaitych wartosci, ktére przybieraja i i ix, bedzie
tez kombinacya i= ix— 0. Po scatkowaniu réwnania (75) odpo-
wiedni wyraz w szeregu (76) wyrazajagcym perturbacye pierwszego
rzedu bedzie

(77)

Jest to poprostu stala pomnozona przez czas. Wyraz (77) nosi
nazwe ,perturbacyi wiekowej“, podczas gdy pozostate wyrazy sze-
regébw (76) nosza nazwe ,perturbacyi peryodycznych“. Zauwazmy,
ze wyraz (77) niekoniecznie musi by¢ tylko jeden. Jezeli n i nx
sg wymierne, to poniewaz i i ix mogg przybiera¢ wszelkie doda-
tnie i odjemne cate wartosci, wiec znajdzie sie taka para i i X
dla ktorej
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a wiec takze

Bedzie wiec caly szereg wyrazéw wiekowych, ktore zresztg
mozna ze sobg ziaczy¢, bo wszystkie sg jednakowo proporcyonalne
do czasu. Jednakze dla przyczyn, nad ktéremi trudno nam tu roz-
wodzi¢ sie, nalezy w tym przypadku inaczej poprowadzi¢ catg
analize.

O ile chodzi o wieksze planety i o olbrzymiag wiekszo$¢ ma
tych, to nie znamy przypadku wymiernosci pomiedzy ich ruchami
Srednimi. Ale $rednie ruchy czterech matych planet trojanskiej
grupy, o ktéorych mowiliSmy w § 2, s — jak sie zdaje — rowne
Sredniemu ruchowi Jowisza. Oprdcz tego jeszcze La place wykazal,
ze Srednie ruchy pierwszych trzech satelitbw Jowisza czynig za-
dos¢ zwigzkowi

(78)

Jest to przypadek wymiernosci troche wiecej skomplikowanej
anizeli ten, o ktorym mowiliSmy przed chwilg, bo do zwigzku (78)
wchodzg nie dwa, a trzy ruchy S$rednie; ale oczywista jest rzecza,
ze wymiernos¢ dwodch ruchéw $rednich, to tylko speeyalny przy-
padek ogdlniejszych liniowych zwigzkéw pomiedzy ruchami S$re-
dnimi ksztattu

w ktérych ml, m2... i t d. sg to liczby cale, dodatnie, lub od-
jemne. Jezeli taki zwigzek zachodzi pomiedzy ruchami S$rednimi k
planet (k”~ri), to przyréwnujac do zera wspoétczynniki przy pozo-
statych n— k ruchach $rednich otrzymamy wyrazy wiekowe.

tatwo przekonaé¢ sie, ze w pierwszem przyblizeniu
wielkie osie orbit nie maja wiekowych perturbacyi, tj. ze AO0=0.
Wezmy mianowicie pod uwage pierwsze réwnanie (50)

Gdy potozymy i= 0, — 0, to tem samem przyjmiemy, iz
dany wyraz szeregu nie zalezy ani od M, ani od M1l Ale M i Mx
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réznig sie od li Ix tylko o state, wiec wyraz niezalezny od M i Mx
nie zalezy takze od li Ix. Zatem, o ile chodzi o wyrazy wiekowe,

stad za$ na mocy pierwszego réwnania (50) wynika

Wiec o ile chodzi o wiekowe zmiany, to wielkie osie sg nie-
zmienne. To jest wihasnie owo twierdzenie Laplace’a o ktérem
juz kilkakrotnie wspominaliSmy. Tu za$ dowodnie widzimy, ze ma
ono charakter przyblizony, ograniczony, bo wynika z przyblizo-
nych, niekompletnych wzoréw.

Przechodzimy teraz do innego, z tamtym spokrewnionego
przypadku. Oto gdy n i nx nie sg wymierne, to wprawdzie in-{-ixnx
nie moze by¢ zerem, ale moze by¢ bardzo matg wielkoscig. Rozwinmy
np. n/nx w utamek tancuchowy a potem kitadZzmy i réwne liczni-
kom, za$ ix réwne mianownikom wzietym z przeciwnymi znakami
[naturalnie mozna tez odwrotnie bra¢ liczniki z przeciwnymi, a mia-
nowniki z wtasciwymi znakami] kolejnych ,reduktéw” utamka tan-
cuchowego Otrzymamy w ten sposéb szereg coraz to mniejszych
wartosci na in-\-ixwx. Sg to wiasnie owe ,male dzielniki“ [czy
,mate mianowniki“], ktére w teoryi perturbacyi sprawiaty i spra-
wiajg astronomom tyle klopotu. Oczywistg jest rzecza, ze choébv
nawet wspoétczynniki A( lub B« byty bardzo mate, to, dzieki ,ma-
temu dzielnikowi“ in-j- ixnx, wspoétczynniki

moga mie¢ duze wartosci, a wiec odpowiednie perturbacye

moga odgrywaé¢ wazng role. Peryod odpowiedniej perturbacyi jest
tem dtuzszy, im in-(- ixx jest mniejsze, bo peryod jest odwrotnie
proporcyonalny do wspotczynnika przy t. Tedy owe ,mate dziel-
niki“ dajg powod do ,dtugoperyodycznych perturbacyi“. Znamy

8
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niemato przyktadoéw perturbacyi o diugich peryodach, tak np. S$re-
dni dzienny ruch Jowisza wynosi 299"1, a Saturna 120"5. Stad
oznaczajgc Sredni ruch Jowisza przez n. a Saturna przez mamy

W tvm razie ,maty dzielnik" jest 70 razy mniejszy niz Sredni
ruch Jowisza a 28 razy mniejszy niz $redni ruch Saturna. Ponie-

waz za$

wiec peryod perturbacyi wynosi 2tiX 48000 dni, t. j. okoto 830 lat.
MoglibySmy przytoczy¢ wiele podobnych przykitadéw tak z teoryi
ruchéw wielkich, jak matych planet.

Najwiekszy wptyw majg ,mate dzielniki“ na ditugos¢. Wedle
wzoru (52)

Zatem jezeli w n znajduje sie wyraz

to w Z pojawia sie wyraz

ktérego wspétczynnik jako odwrotnie proporcyonalny do (iw-j-ijWi)2
jest bardzo wielki. Np. omawiana perturbacya w ruchu Saturna
moze zmieni¢ jego heliocentryczng diugosé¢ o cale 50'.

NatrafiliSmy przy catkowaniu na wyrazy ,wiekowe“, t. j. pro-
porcyonalne do czasu. Jasng atoli jest rzecza, ze pojawienie sie ich
jest spowodowane przez przyblizong metode catkowania. Gdybysmy

nie zatozyli, ze wszystkie parametry oprécz | i Ix sg state, to katy
Dit i Hu nie bylyby state; przeto ani wtedy, gdy z= = 0, ani
wtedy, gdy n i sg wymierne, nie mielibySmy pod znakiem

catkowania wyrazéw ksztattu: Cdt, tylko same cosinusy i sinusy
ze skomplikowanemi funkcyami czasu w argumentach. Swojg droga
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nie moglibySmy wprost catkowa¢ tych cosinusow i sinusow,
wiec musielibySmy rozwija¢ je w szeregi, a wtedy otrzymalibysmy
te same wyrazy pierwszego, drugiego i t. d. rzedu, co poprzednio.
.Mate dzielniki“, o ktérych mowiliSmy przed chwilg, maja
niekorzystny wptyw za zbiezno$¢ szeregdéw7(76). Jednakze C. V. L.
Charlier twierdzi, ze szeregi (76) sa nietylko napdét zbiezne
(patrz wyzej), -ale zupetnie, cho¢ nie bezwzglednie zbiezne. Wedle
terminologii Weierstrassa majg to by¢ szeregi warunkowo
zbiezne [bedingt convergent]. To znaczy, ze promien zbieznosci
zmniejsza sie w miare tego, jak czas wzrasta, a dla t— 00 staje
sie zerem. Reszty podobnych szeregébw wzrastajg z czasem i po-
miedzy szeregiem a funkcyg, ktérg ten szereg ma wyrazaé, powstaje
réznica wzrastajgca proporcyonalnie do czasu, a gdy chodzi o S$re-
dnig dtugosé I, to réznica wzrasta nawet projporcyonalnie do kwa-
dratu czasu. Wskutek tego mozna uzywaé owo6 szeregi tylko w ciggu
ograniczonego czasu. W dowodzeniu Char liera widze pewng luke:
przyjmuje on bez dowodu, ze szeregi wspétczynnikéw 22Au i
sg bezwzglednie zbiezne. Ale mniejsza o to, bo zaréwno wtedy, gdy
szeregi (76) sa ,nawpot zbiezne“, jak wtedy, gdy sg ,warunkowo
zbiezne* — mozemy ich uzywac tylko w ciggu ograniczonego czasu.

8. Wiekowe perturbacje 2.

Aby otrzymaé¢ wiekowe perturbacye pierwszego rzedu, dos$¢
jest wziaé¢ te czes$¢ rozwiniecia funkcyi perturbacyjnej, ktéra nie
zalezy od | i [ 3 i podstawi¢ ja w réwnania (50). Naturalnie nie
otrzymamy w ten sposéb wszystkich wiekowych perturbacyi, bo
przecie inne elementy figurujgce w argumentach takze przyczyniaja
sie do wiekowych perturbacyi. ale w pierwszem przyblizeniu to
wystarcza. Z drugiej strony, skoro metoda nasza juz z innych po-
wodow Scistga nie jest, to nie warto sili¢ sie na $cistos¢ w uwzgle-
dnieniu  wszystkich mozebnych wiekowych perturbacyi. Z tego
samego powodu zatrzymamy tylko wyrazy drugiego rzedu wzgle-¥

* Mechanik des Himmels, tom Il (Lipsk, 1907), rozdz. X, § 4, 5 i 6.

2 W tym paragrafie trzymamy sie przewaznie dzieta B. Bailla ud: Cours
d’Astronomie, Il (Paryz, 1896).

3 To znaczy, ze bierzemy z rozwiniecia te wyrazy, w ktérych przy | i It
stoi jako wspétczynnik zero.
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dem mimosrodéw i nachylen a pominiemy wszystkie wyrazy wyz-
szych rzedéw. Opuszczajac wywoéd odrazu napiszemy

WzieliSmy symbol funkcyi perturbacyjnej w nawias na znak,
ze to jest tylko cze$¢ funkcyi perturbacyjnej ogélnej, z drugiej
strony przywrdciliSmy stalg przyciggania, ktéra opusciliSmy jeszcze
na poczatku rozdziatu. Co do statych AO. i JX, to powiemy, ze
to sg te same stale, ktore juz wystepowaly we wzorach (64) i (65).
Wypisywaé ich nie mamy potrzeby, powiemy tylko, ze wyrazajg
sie one przez calki eliptyczne.

Skoro we wyrazeniu funkcja perturbacyjnej pomineliSmy wy-
razy wyzszych rzedéw wzgledem e, €el5 sini i sinix, to musimy
poming¢ je takze w rdéwnaniach (50). Np. trzecie réwnanie (50)
przywiedzie sie do

Drugi wyraz odpadt zupetnie, bo wedle réwnania (79)

Z drugiej strony w rozwinieciu pierwiastka \ |— e2 pomine-
lisSmy wszystkie dalsze potegi, bol——9 X7 jest pierwszego rzedu

wzgledem e a wiec dalsze wyrazy bytyby trzeciego, pigtego i t d.
rzedu, co wszystko pomijamy. Tak samo zamiast pigtego réwna-
nia (50) napiszemy:

Podstawiamy pochodne czgstkowe funkcyi [X?] wedle wzoru (79)»
ale przy tej okazyi rozszerzamy nasz wywodd od przypadku dwoch
planet na przypadek n planet, bo oczywiscie funkcya [X?] wyraza-
jaca wpltywy wszystkich pozostatych planet bedzie poprostu suma
n— 1 wyrazéw tego samego ksztattu co (79). Piszemy tedy odrazu
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(80)

Kropki oznaczajg podobne wyrazy dla planet w2, m3... it d.
Naturalnie we wyrazach odnoszacych sie do planet w2, m3... na-
lezy wszedzie, a wiec takze we wspéiczynnikach Bli B%I), napisac¢
a2, a3... i t d. zamiast al. Polézmy dla krdtkosci

(81)
a bedziemy mogli napisa¢ réwnania (80) w ksztalcie

(80 bis)

Naturalnie mozemy napisa¢ analogiczne réwnania dla
Teraz nalezy usungé e z mianownikéw przez

wprowadzenie pomocniczych wielkosci h i f [per. wzory (73)],
hxi fx i t d W tym celu trzeba pomnozyé pierwsze réwnanie
(80 bis) przez sinyr, drugie przez ecosTr i doda¢, potem pomnozyc¢
pierwsze przez cosn a drugie przez — esinyr i znéw dodac i t d.
W ten spos6b po oczywistych redukcyach otrzymamy réwnania¥

(82)

*) Zreszty:



(84)

(85)
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Sa to najzwyklejsze réwnania liniowe, rézniczkowe pierwszego
stopnia o statych wspotczynnikach. Aby je scalkowaé. potézmy wedle
wiadomej metody:

(83)

Skoro podstawimy te wartosci w réwnania (82), to otrzymamy
wiadomym sposobem réwnania, ktdrym muszg zado$¢ czynié¢ state
wspotczynniki ii/, Mx... i t d. oraz g. Okaze sie zreszta, ze pierwsze
i drugie réwnanie (82) daja to samo réwnanie warunkowe; tak samo
trzecie i czwarte réwnanie (82) dajg tez tylko jedno réwnanie wa-
runkowe i t d. Ostatecznie zatem otrzymamy tyle réwnan, ile jest
planet, t. j. dla systemu stonecznego otrzymamy osiem réwnan:

Wiadomo, ze jezeli nie wszystkie M sa réwne zeru, to wy-
znacznik wspétczynnikéw przy M musi by¢ réwny zeru. Otrzymu-
jemy w ten sposéb réwnanie rzedu n\

Jest to réwnanie algebraiczne z jedng tylko niewiadomag g.
Ma ono n pierwiastkéw rzeczywistych i zazwyczaj nieréwnych.
Poniewaz wspo6tczynniki M sg proporeyonalne do minoréw wyzna-
cznika (85), wiec kazdemu pierwiastkowi g odpowiada inny system
wspotczynnikow M i og6lne catki réownan (82) przedstawiajg sie
w Kksztaicie:

(83 bis)
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Widzimy, ze ,wiekowe perturbacje” wyrazity sie przez funkcye
peryodyczne zresztg o bardzo diugich peryodach, bo dla systemu
stonecznego state k i A sa bardzo mafte, wskutek czego wszystkie
pierwiastki réwnania (85) sg bardzo mate. Ale nie mozemy stad
wyciggna¢ zadnych daleko idgcych wnioskéw, bo podobnie jak
w poprzednim paragrafie opieramy sie na przyblizonych wzorach.
Tam wzieliSmy inne przyblizenie i inng metode rachunku; w re-
zultacie otrzymalismy wyrazy proporcyonalne do czasu; tu znowu
wzieliSmy inne przyblizenie i inng metode; w rezultacie otrzyma-
lismy funkcye kotowe czasu o baedzo diugich peryodach.

PowiedzieliSmy wyzej, ze pierwiastki réownania (85) sa zawsze
rzeczywiste i zazwyczaj nieréwne, ale swojg drogg moze sie zda-
rzy¢, ze réwnanie (85) ma jeden lub wiecej pierwiastkow podwdj-
nych, potrojnych i t d. Otdéz wiadomo, ze gdy chodzi o jedng
zmienng zalezna, okreslong przez liniowe réwnanie rézniczkowe
pierwszego rzedu ze statymi wspotczynnikami, a réwnanie zasa-
dnicze (85) posiada pierwiastki rowne, to w catkach muszg pojawic
sie wyrazy pomnozone przez t. Ale jezeli mamy tak jak tu system n
rownan liniowych pierwszego rzedu ze statymi wspétczynnikami,
to rownym pierwiastkom réwnania zasadniczego niekoniecznie od-
powiadajg wyrazy, w ktérych czas wystepuje poza znaki cos i sin.
Specyalnie w obecnym przypadku [catki (83 bis)], jak teydowiodt
jeszcze Laplace, czas nie wystepuje poza argumenty' funkcyi
kotowych.

W zastosowaniu do systemu stonecznego rozwigzanie roéwna-
nia algebraicznego (85) przedstawia niemate trudnosci. Wszak to
jest rownanie Osmego stopnia, a poniewaz przedstawia si¢ w po-
staci wyznacznika, wiec samo wyliczenie wspotczynnikéw przy ko-
lejnych potegach g wymagatoby niestychanie diugiego rachunku.
Astronomowie ulatwili sobie zadanie w ten sposéb, ze oddzielnie
obliczali perturbacye Marsa, Ziemi, Wenery i Merkurego a oddzielnie
Jowisza, Saturna, Uranusa i Neptuna. Jednem stowem zamiast je-
dnego systemu rozpatrywali dwa. Dzieki specyalnej konfiguracyi
systemu stonecznego ta napozor tak gruba metoda daje wcale za-
dawalniajace wyniki. Ale istnieje o wiele doskonalsza metoda po-
dana przez Jacobiego a polegajaca na kolejnych przeksztatce-
niach wyznacznika (85), dzieki ktérym wyrazy stojace poza gtdwna
przekatnig wcigz zmniejszaja sie. Latwo zrozumie¢ o co tu chodzi.
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Gdyby wszystkie wyrazy stojgce poza gtowng przekatnig byty
rowne zeru, to wyznacznik (85) przywiodiby sie do iloczynu

i kolejne pierwiastki bytyby: gx, g2, 9-s— 9ne Jezeli wiec pozmniej-
szatny wyrazy stojace poza gtdéwnag przekatnig i jezeli w ostatniem
przeksztatceniu na gtownej przekatni pozostang wyrazy:

to yx, y2, y3... it d. bedg przyWizonemi warto$ciami pierwiastkéw
rownania (85) i to tem wiecej przyblizonemi, im wyrazy stojgce
poza gtdbwng przekatnig wiecej zostaly zmniejszone. Naturalnie za
kazdem przeksztatceniem kierujemy rachunki tak, aby usuna¢ naj-
wiekszy z pomiedzy wyrazow stojacych poza gtdwnag przekatnia.
Metoda Jacob iego stosuje sie do wyznacznika symetrycznego,
ale to nic nie szkodzi, bo trzymajgc sie innej metody, anizeli ta,
ktéra tu byta wytozona (por. § 9). mozna otrzymac¢ réwnanie (85)
w postaci wyznacznika symetrycznego.

Z calek (83 bis) wynikajg pewne wnioski. Wedle rownan (73)

Podstawmy zamiast h, f, ,f\... i t d ich wartosci wziete
z réwnan (83 bis), a otrzymamy

(86)

Oczywiscie prawa strona tego réwnania osiggnetaby naj-
wieksza wartos¢ wtedy, gdyby wszystkie cosinusy miaty jedno-
czesnie wartosci -)-1 lub — 1 tak dobrane, aby wszystkie po-
dwdjne iloczyny byty dodatnie. Jezeli wiec oznaczymy przez M11

i t d. absolutne wartosci wspoétczynnikéw M1, N2... i t d.,
to wolno bedzie napisa¢

t j.
(87)

To znacz} ze mozemy wyznaczy¢ gorng granice, ktérej mimo-
8rod przekroczy¢é nie moze. Oto owe granice wedle Stock well a
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Nieréwnosé (87) jest jednag z tych, na ktdérych opiera sie
twierdzenie o statosci naszego systemu stonecznego, ale wynika ona
z nieScistej teoryi, wiec, jak to byto kilkakrotnie podnoszone, do-
niostos¢ jej jest ograniczona. Nastepnie na mocy tychze samych
wzoréw (831 i (83 bhisl

Ot6z moze sie zdarzy¢ i zdarza sie czesto, ze absolutna war-
tos¢ jednego ze wspoéiczynnikéw, np. wspétczynnika iVix jest wieksza
od sumy absolutnych wartosci wszystkich pozostatych wspétczyn-
nikéw. Pomnézmy pierwsze réwnanie przez sin (gxt- a drugie
przez cos (gt -{- BX) i dodajmy je do siebie. Otrzymamy

(88)

Poniewaz wedle zalozenia absolutna wartos¢ M1 jest wieksza
niz suma absolutnych wartosci wszystkich pozostatych wspéiczyn-
nikéw, wiec cos {n—gxt— RX) ma stale ten sam znak co Mx. Stad
za$ wynika, ze n—gxt —Rx jest wcigz zawarte w granicach —-90°
i — 90°, jezeli zas w granicach 90° i 270°, jezeli Mx<"0.
Innemi stowy w pierwszym razie kat n chwieje sie okoto argu-
mentu gxt - BX (przypominamy, ze Bx jest state) to w jednag, to
w druga strone, ale nie moze ani go wyprzedzi¢ wiecej jak o 90°,
ani tez pozosta¢ za nim w tyle wiecej jak o 90°. W drugim razie
(Mx<M0) kat n chwieje sie tak samo naokoto kata gxt-j- Bx-j-180°.
Moéwimy wtedy, ze n (dtugos$¢ perihelium) ma ,$redni ruch® gx, bo
rzeczywiscie w ciggu diugiego czasu n wzrasta Srednio o gx. Wedle
Stock wella perihelium Merkurego ma $redni ruch roczny 5','463803 0

9 Mojem zdaniem tak ta, jak w poprzedniej tabliczce odnoszacej sie¢ do
granicy mimosrodn, Stockwell pisze za wiele dziesietnych.
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t. j. wykonuje jeden calkowity obieg w 237197 lat. Perihelium
Marsa ma $redni ruch 177784456, Jowisza 3r716607, Saturna
22"460848, Uranusa 37716607 Neptuna 0"616685. Ani u ziemi,
ani u Wenery zadne M [raczej jego absolutna warto$¢] nie jest
wieksze od sumy absolutnych wartosci pozostatych wspdtczynni-
kéw. Wskutek tego nie mozemy tg drogg zbadaé, czy perihelia
orbit tych dwdch planet majg $rednie ruchy, czy nie; podejrzy-
wamy jednak, ze takze posiadajg $redni ruch, tylko odbiegaja od
Sredniej wartosci wiecej niz o 90° w jedna i druga strone.

W tych razach, w ktoérych jeden ze wspoétczynnikow M ma
absolutng warto$¢ wiekszg niz suma absolutnych wartosci pozosta-
tych wspotczynnikéw, mozna tez okresli¢ dolng granice mimosrodu.
Ze wzoru (88) zaraz widaé, ze e nie moze by¢ w zadnym razie
mniejsze od rdéznicy miedzy absolutng wartoscia najwiekszego
wspotczynnika a suma absolutnych wartosci pozostatych. Zatem
jezeli tym najwiekszym wspétczynnikiem jest np. Mr, to dolna
granica mimosrodu okre$la sie przez wzér:

(89)

Z tej nieréwnosci Stockwell okreslit nastepujace dolne gra-
nice mimosrodow:

dla Merkurego
. Marsa
» Jowisza
. Saturna
, Uranusa
» Neptuna

Co do Ziemi i Wenery, to dolng granicg ich mimosrodéw

jest zero.
W zupetnie taki sam sposob mozna traktowa¢ wiekowe nie-
rownosci nachylenia i diugosci wezta. Podobnie jak we wzo-

rach (74) kladziemy

4 Zwracamy uwage na to, ze $rednie ruchy periheliéow Uranusa i Jowisza
sa jednakowe.
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formujemy réwnania na i t d, kiadziemy

i dochodzimy do réwnania ze wszeehmiar podobnego do réwna-
nia (85). Ale tym razem rdéwnanie to ma jeden pierwiastek rowny
zeru, ktéoremu odpowiadajg réwne wartosci wspoétczynnikéw M\ po-
zostale pierwiastki sg wszystkie rzeczywiste i odjemne oraz w przy-
padku systemu stonecznego miedzy sobg rézne. Rozumujgc zupetnie
tak samo jak poprzednio znajdziemy, ze nachylenia nie moga przekro-
czy¢ pewnej granicy. Tak np. biorgc ekliptyke $rednig 1800,0 roku
jako ekliptyke stalg Leverrier znalazt nastepujagce goérne gra-
nice nachylen

dla Merkurego . . . i<C9° 17
Wenery . . . . 5 18
. Ziemi 4 52
., Marsa 7 9
, Jowisza . 21
Saturna . 2 33
Uranusa 2 33

Jednakze w tym razie najnaturalniejsza metodg jest odnies¢
nachylenia nie do dowolnej ekliptyki a do samej ,ptaszczyzny nie-
zmiennej“ [por. § 1] systemu stonecznego. Odno$ne wzory upraszczaja
sie wtedy. W ogélnym przypadku [nachylenie do pewnej dowolnie
obranej ekliptyki]

(90)

skoro za$ za ptaszczyzne X, y obierzemy ,ptaszczyzne nie-
zmienng“. to wspotczynnik Jl/j odpowiadajgcy zerowemu pierwiast-
kowi zniknie. Poniewaz za$ we wszystkich wyrazeniach na p, q,
B1, gl... i t d. na przemiany wystepuje to Mxsm R1, to MlaosRl,
przeto pierwsze wyrazy wzoréw (90) zupetnie znikna. Wedle
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Stockwella goérne granice nachylen do ,ptaszczyzny niezmien-
nej“ sa:

dla Merkurego

» Wenery

. Ziemi

, Marsa

» Jowisza

» Saturna

» Uranusa

» Neptuna

Znoéw rozumujgc tak samo, jak wprzody o dtugosciach peri-
heliéw, znajdziemy, ze wezly majg nastepujace $rednie wstecznel)
ruchy na ,plaszczyznie niezmiennej“. (Liczby wedle Stockwella)

Wezet Merkurego ma $redni ruch roczny?2
Wezty Jowisza i Saturna majg $r. ruch 3 .
Wezet UranusSa ..o

» Neptuna ..

Co do weztéw orbit Wenery, Ziemi i Marsa, to nie mozemy
powiedzie¢ nic okreslonego, bo ani jeden ze wspotczynnikéw M nie
przewyzsza sumy pozostatych. [Méwimy naturalnie o absolutnych
wartosciach wspoétczynnikow].

Ale powré¢my do tych planet, u ktérych jeden ze wspét-
czynnikéw czyni zado$¢ powyzszemu warunkowi; mozemy wtedy
oznaczy¢ takze dolng granice nachylenia do ,niezmiennej plaszczy-
zny“ tym samym sposobem, ktérym oznaczyliSmy poprzednio mi-
nimum mimosrodu. Oto liczby Stockwella

dolna granica i dla Merkurego
Jowisza
Saturna
Uranusa
Neptuna¥

*) Dlatego to w nastepujacej tabliczce wszystkie ruchy $rednie majg znak — .

2 Znowu musimy powiedzie¢, ze Stockwell pisze za duzo dziesietnych.

3 Zwracamy uwage na identyczno$¢ ruchu weztéw tych dwéch planet.
Jest to juz drugi przyktad ,libracyi“ odkryty przez Stockwella. Pierwszym
byta identycznos$¢ $r. ruchoéw periheliow Jowisza i Uranusa.
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Co do Wenery, Ziemi i Marsa, to ze wzgledu na to. ze prawa
strona rownania analogicznego do (89) jest odjemna, dolna gra-
nica nachylenia jest zerem.

Te ograniczenia nachylenia réwniez nalezg do szeregu nie-
rownosci, na ktorych opiera sie twierdzenie o statosci systemu sto-
necznego. Aby z niem skonczy¢, przypomnimy jeszcze jedno ro-
wnanie, o ktérem juz byla wyzej mowa. Poniewaz [fi] wcale nie
zalezy od dtugosci, wiec wedle pierwszego réwnania (50)

(91)

To znaczy, ze wielkie osie orbit wcale nie podlegajg ,wieko-
wym*® zmianom. Roéwnanie (91) jest ostatniem z réwnan i niero-
wnosci, z ktorych sklada sie twierdzenie o statosci systemu stone-
cznego. Co mysleé o tem twierdzeniu, juz wiemy, wiec nie potrze-
bujemy powtarza¢ réznych zastrzezeh i ograniczen.

Chcac otrzymac trzeba podstawi¢ [fi] w ostatnie réwna-

nie (50), albo raczej w réwnanie (50. VI bis). Po podstawieniu [fi]
ze wzoru (79), zaniedbujac wyrazy czwartego i wyzszych rzeddw,
otrzymamy rezultat ksztattu

Podstawimy tu e2 ze wzoru (86), za$ e\ ze wzoru, ktory
tatwo napisaé na podobieristwo wzoru (86), nastepnie podstawimy
ze wzoru

W podobny sposéb wyrazimy tez sin2«, sin2ix i t. d-—, przez
co ostatecznie otrzymamy wyrazenie ksztattu:

Po scatkowaniu otrzymamy stad:

(92)
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Podstawiajgc to we wz6r na Srednig diugo$¢ otrzymamy
w dalszym ciagu:

Widzimy stad, ze S$redni ruch, ktéry otrzymujemy z obser-
wacyi, jest (n-\-H), a wiec nieco rézny od tego $redniego ruchu

ktory wynika z definicyi przyjetej w ruchu Keplerowskim. Nic
w tem dziwnego, wszak stosujgc wzory Keplerowskie do planet
dopuszczamy sie ekstrapolacyi, wszak przenosimy wzory teoryi
ruchu dwoch ciat do teoryi ruchu n ciat.

9. Réwnania i zmienne kanoniczne.

Postugiwalismy sie dotychczas klasycznym aparatem teoryi
perturbacyi: elementami eliptycznymi. Trudno poming¢ go w pod-
reczniku, bo starsze dzieta, tablice, schematy rachunku i t d. sg
po wiekszej czesci doh przystosowane; nastepnie trudno go pomingé
takze dlatego, ze metoda waryacyi elementéw eliptycznych stoi
w najblizszym zwigzku z teoryg ruchu Keplerowskiego; ale w ba-
daniach teoretycznych o wiele dogodniejszemi sg metody postugu-
jace sie zmiennemi kanonicznemi. Aby wyjasni¢ co to sg zmienne
-Kanoniczne“, pojdziemy drogg wskazang przez H. Poincaré’go
w jego ,Lecons de mécanique céleste* [tom I, Paryz, 1905 r.], bo
wydaje sie nam najlatwiejszg. Wezmy zwyczajne réwnania ruchu n
punktéow materyalnych i zat6zmy, ze istnieje potencyat sit, albowiem
przypadek ogolniejszy, gdy sity nie posiadajg potencyatu, nie przed-
stawia dla nas zadnego interesu. Podobnie jak Poincaré ozna-
czymy wspobtrzedne pierwszego punktu materyalnego przez XX. Xz, x3
drugiego przez #4, x5, x6... i t d., nastgpnie oznaczymy mase pierw-
szego punktu przez mi, m3, drugiego przez m4, m5. m6... i t d#
Trzeba tylko zapamieta¢, ze ml= m2= m3=m 1, w4d= m5= me= m2
i t. d. oraz ze chcac przejs¢ do zwykiego znakowania nalezy po-
tozyé. xx= xx, X2= yx, X3= zx, Xt = X2, X3= y2 xe= z2... i t d.
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W tem nowem znakowaniu energia cynetyczna systemu, ktorg ozna-
czamy przez T, wyraza sie przez réwnanie:

Energie potencyalng systemu oznaczamy przez U. Energia ta
rowna sie poprostu potencyatowi sit wzietemu z przeciwnym zna-
kiem. Energia catkowita systemu, ktorg oznaczamy przez F, bedzie

za$ roéwnania ruchu beda:

(93)

Dotychczas, oprécz znakowania, nie wprowadziliSmy nic no-
wego, ale teraz wprowadzimy momenty ilosci ruchu

wiec np. yi,y2?”3 bedg to momenty ruchu pierwszego punktu ma-
teryalnego w trzech gtéwnych kierunkach. Wprowadzajgc momenty
ruchu mozemy napisac

oraz

(94)
Z drugiej strony mozna teraz napisa¢ réownania (93) w postaci
(93 bis)

Poniewaz T nie zalezy od x-6w a U nie zalezy od y-6w, wiec

i mozna napisa¢ réwnania (94) i (93 bis) w postaci

(95)

Astronomia teoretyczna |IlI.
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Roéwnania (95) to réwnania kanoniczne Hamiltona. Widzimy,
ze ksztatt ich jest bardzo prosty: zawierajg one tylko pierwsze po-
chodne wzgledem czasu, ale zato liczba ich jest dwa razy wieksza
niz liczba zwyktych réwnan dynamiki.

W tym przypadku ,wspo6trzednemi kanonicznemi“ xti yt byty
zwykte prostokatne wspétrzedne oraz momenty ruchu, ale mozemy
zamiast nich wprowadzi¢ nowe wspdtrzedne prosto czy krzywo-
liniowe, a pomimo tego utrzymaé¢ ,kanoniczny“ ksztatt réwnan.
Oznaczmy nowe wspotrzedne przez qu y2..., gnoraz ply ..., pn.
Podczas gdy dl, g2... i t d. odgrywajg te samag role co xx, x2... it d.,
Pi,Pi---P» odgrywajg role yl5y2... i t d. Jezeli tylko

(96)

gdzie dS oznacza rézniczke zupetng, to nowe réwnania ruchu bedg
tez ,kanonicznemi“, mianowicie bedg mialy ksztah

(95 bis)

Wspotrzedne p i q czynigce zado$¢ warunkowi (96) noszag
nazwe ,kanonicznych“. W teoryi ksiezyca spotkamy sie ze wspét-
rzednemi Jacobiego, ktére tez nalezg do ,kanonicznych*; zatem
nie potrzebujemy podawac¢ przyktadu. Natomiast poswiecimy Kkilka
stdw uzasadnieniu warunku (96).

Mozna napisa¢ réwnania ,kanoniczne® (95) w innym ksztaicie.
Wyobrazmy sobie, zeSmy scatkowali réwnania (95). Wtedy X i y
wyraza sie przez czas t i przez 6n stalych au a2..., abn. Na-
piszmy identyczne réwnania

(97)
gdzie ak oznacza ktérgkolwiek ze statych ax, a2..., abn. Zresztg
(98)

Na mocy roéwnan (95) prawe strony rownan (97) i (98) sa
miedzy sobg réwne, mamy tedy

(99)
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Poniewaz dla kazdego ak mozna napisa¢ podobne réwnanie,
wiec ogotem mozna napisa¢ 6w takich réwnan jak (99).— Wypro-
wadziliSmy réwnania (99) z réwnan (97) i (98), ale odwrotnie, jezeli
dane sg roéwnania (99), to prawe strony réwnan (97) musza by¢
rowne prawym stronom réwnan (98); mozna wiec napisa¢ 6n ro-
wnan ksztattu

liniowych wzgledem niewiadomych:

Wyznacznik tych 6w liniowych réwnan to wyznacznik funk-
cyjny x-0w i y-6w wzgledem parametréow ak Wyznacznik ten nie
moze by¢ réwny zeru, bo pomiedzy pochodnemi x-6w i y-6w wzgle-
dem a nie powinien zachodzi¢ Zzaden staly zwigzek. Stad wynika,
ze same niewiadome w liczbie 6n musza by¢ réwne zeru. Ale skoro
przyrébwnamy je do zer, to otrzymamy wiasnie réwnania (95).
W ten sposéb okazaliSmy, ze rownania (99) sa réwnowazne réwna-
niom (95).

Zalézmy teraz, ze wzieliSmy nowe zmienne, np. y i p i ze
zwigzki pomiedzy terni nowemi zmiennemi a dawnemi sg tego ro-
dzaju, iz warunek (96), t j. warunek, aby

byto rézniczka zupelna, jest spetlniony. Skoro tak jest, to bedzie
spetnione réwnanie

a jednoczesnie spetnionemi beda réwnania

Z rownan tych wynikajg tozsamosci

(100)
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Ale z rownan (95) wynikajg, jak wiemy, rownania (99), z tych
znowu na mocy tozsamosci (100) otrzymamy réwnania

(99 bis)

réznigce sie od réwnan (99) tylko tem, ze zamiast dawnych zmien-
nych X i y zawierajg nowe zmienne q i p. Zatem podobnie jak
z rownan (99) mozna otrzymaé réwnania (95) — tak samo z réwnan
(99 bis) mozna otrzyma¢ analogiczne do (95) réwnania (95 bis),
t. j. réwnania ,kanoniczne* w nowych zmiennych:

(101
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ROZDZIAL XX.

Perturbacye specyalne.
1. Catkowanie mechaniczne.

Teorye ,perturbacyi og6lnych” traktowaliSmy nieco pobieznie,
bo po pierwsze jest to temat tak obszerny, ze chcac go wyczerpad,
musielibySmy poswieci¢ mu caly oddzielny tom, po drugie sgadzimy,
ze to gataz mechaniki niebieskiej skazana na uschniecie. Samo
rozwiniecie funkcyi perturbacyjnej, osobliwie gdy mimosrody i na-
chylenia nie sg mate, wymaga ogromnej pracy. Nie zatowalibysmy
jej, gdyby w koncu mozna byto osiggnaé donioste rezultaty. Tym-
czasem z powodu rozbieznosci szeregow, przez ktore wyrazajg sie
elementy eliptyczne lub réwnowazne im zmienne), zadnych ogol-
nych wnioskéw postawi¢ nie mozemy. Pozostaje wiec cel prakty-
czny: przepowiadanie pozycyi planet i komet w ciggu krotszego
lub diuzszego czasu. Ot6z tu znowu okazuje sie, ze warto stosowaé
teorye perturbacyi tylko wtedy, gdy chodzi o przepowiednie na
kilkadziesigt lub kilkaset lat naprzéd; gdy chodzi o krétsze okresy
czasu: kilka lub kilkanascie lat, to pospolicie dogodniej jest postu-
giwaé sie tatwiejszemi i krotszych rachunkéw wymagajgcemi me-
todami. Do omoéwienia tych tatwiejszych metod, stuzacych do obli-
czenia ,perturbacyi specyalnych®, przystagpimy obecnie. Ttdmaczyé
nazwy nie bedziemy, bo ze samego wykiadu okaze sie, o co tu
wiasciwie chodzi.

Przy obliczeniu ,perturbacyi specyalnych® (szczeg6lnych) po-
stugujemy sie ustawicznie metodg ,catkowania mechanicznego”.
Pod tg nazwag rozumiemy wyznaczenie liczbowej wartosci catek
bez analitycznego catkowania. Rzecz prosta, ze ,mechaniczne cal-¥

* Przypominamy, ze twierdzenie Poincar6go o rozbieznosci szeregéw
nie dotyczy rozwiniecia samej funkcyi perturbacyjnej w szereg.
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kowanie" jest jedyng mozebng metoda w razie, gdy majac dane
liczbowe wartosci catkowanej funkcyi nie znamy jej analitycznego
ksztaltu. Zdarza sie jednak, ze nawet wtedy, gdy analityczne wy-
razenie catkowanej funkcyi jest znane, ale analityczne catkowanie
wymaga nazbyt diugich rachunkéw, dogodniej jest catkowaé¢ me-
chanicznie.

Niektore metody ,catkowania mechanicznego” sg dogodniejsze
w tych przypadkach, w ktérych odstepy miedzy argumentami od-
powiadajacymi danym wartosciom catkowanej funkcyi sa niejedna-
kowe, inne znowu sg dogodniejsze wtedy, gdy odstepy miedzy
argumentami sg rowne. Najpierw powiemy Kkilka stdw o metodach
nadajacych sie w tym razie, gdy odstepy pomiedzy argumentami
zmiennej niezaleznej sag nieréwne. Oznaczmy zmienne niezalezng
przez t a funkcye podlegajgca catkowaniu przez f(t). Jezeli, co
w dalszym ciggu wcigz bedziemy przypuszczaé. J(t) jest w catym
interesujgcym nas obrebie funkcya rozwijalng w szereg potegowy t
o tyle szybko zbiezny, Zze urywajac go na w-tym wyrazie otrzy-
mamy dostatecznie dokiadne przyblizenie; to mozemy zamiast
funkcyi f(t) napisa¢ szereg o n wyrazach

1

a jako wyrazenie calki:

mozemy przyja¢ skonczony szereg:

(2

Wspétczynniki a. b, c... h sg tymczasem nieoznaczone, ale
mozemy je okresli¢ z n réwnan

©)
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W roéwnaniach tych /i,/2...,/n oznaczajg liczbowe war-
tosci funkcyi/(z), odpowiadajgce argumentom tx, tn. W tych
przypadkach, w ktérych f(t) jest funkcya parzystg, albo nieparzysta,
trzeba naturalnie nieco zmodyfikowa¢ powyzsze szeregi i réwnania,
ale to rzecz tak fatwa, ze pozostawiamy jg czytelnikowi.

Czesto zdarza sig, ze pomimo tego, iz posiadamy n wartosci
funkcvi f{t) danych przez obserwacye, to jednakze chcac, o ile
mozna, wyrugowac¢ bledy obserwacyi okreslamy nie n wspoéiczyn-
nikéw a, b, c... i t d., ale mniejsza ilo$¢, np. m (przyczem m<~n)
i traktujemy réwnania (3) metoda najmniejszych kwadratéw. Wtedy
naturalnie szeregi (1) i (2) beda skiada¢ sie tez tylko z m wyra-
z6w. Zresztag metoda nie ulegnie zadnej radykalnej zmianie J.

Ryc. 84.

Jezeli wyznaczamy n wspoétczynnikéw: a,b,e,... z réwnan (3),
to wtedy parabola n— 1 stopnia, ktdrej réwnanie jest

y= a-jht4—ct23-.. -j—htn 1

ma n punktéw wspélnych z krzywag f{t). Jezeli te punkty sag od-
powiednio roztozone, to oczywiscie szereg (1) moze wecale dobrze
przedstawia¢ krzywag f [t) w odstepie od t= tl do t— tn(ale nie

poza temi granicami!). Np. na zatagczonym rysunku (ryc. 34)
catke )

i) Tylko znaczenie rezultatéw bedzie troche odmienne.
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przedstawia pole ograniczone kawatkiem krzywej ABC [gruba linia],
osig odcietych i rzednemi w A i (7. za$ funkcye

przedstawia pole ograniczone parabolg ABC (cienka linia) i tymi
samymi odcinkami prostych, co poprzednio. Drugie pole rézni sie
nieco od pierwszego, ale zaleznie od natury krzywej f(t), od roz-
ktadu. wreszcie od ilosci punktéw wspélnych krzywej f(t) i para-
boli réznica moze by¢ mniejsza, lub wieksza.

Poniewaz rozwigzanie réwnan (3) wzgledem wspdtczynnikéw
a &C,... i t d jest tem latwiejsze, im mniej wyrazéw zawiera

Ryc. 35.

szereg (1), wiec dogodnie jest stosowa¢ powyzsza metode w naste-
pujacy sposob. Zalézmy, ze 1, 2, 3... i t d. sg to te punkty krzy-
wej f(t), dla ktérych znamy odpowiednie rzedne: /i, /j,/3...;
przez punkty 1. 2 i 3 przeprowadzamy parabole drugiego stopnia:

przez punkty 3, 4 i 5 przeprowadzamy drugg parabole drugiego
stopnia:

przez punkty 5, 6 i 7 przeprowadzamy trzecig parabole takze dru-
giego stopnia i t d. Nastepnie obliczamy pola
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Suma tych p6l bedzie przyblizenie réwna polu przedstawio-
nemu przez catke

Tak tatwo jest napisa¢ réwnania odpowiadajgce réwnaniom (3),
ze pozostawiamy to, — zaréwno jak inne szczegoly, — czytelnikowi.

Przechodzimy teraz do przypadku, w ktérym odstepy pomie-
dzy argumentami tl t, sa rowne miedzy soba. Wtedy naj-
dogodniej jest uzy¢ wzoréw ,réznicowych”.

2. Wzory réznicowel).

Oznaczamy staly odstep miedzy kolejnemi wartosciami argu-
mentu, dla ktérych warto$¢ funkcyi jest wiadoma, przez tu, naste-
pnie oznaczamy te wartos¢ argumentu, od ktorej poczynamy liczy¢
rowne odstepy, przez a i odpowiednio do tego piszemy

Gdy n przybiera wartosci 1, 2, 3... i t d., to otrzymujemy
po kolei te wartosci argumentu t= a-j- (o, t— a-j- 2co... i t d,
dla ktorych warto$¢ funkcyi f jest znana, ale oprécz tego n moze
w sposob ciggly przybiera¢ wszelkie inne wartosci; — jednem sto-
wem, — n jest nowg zmienng. Tedy

Rozwijajgc /(a-j-wcu) w szereg Taylora otrzymamy

Catkujgc to rownanie wzgledem n otrzymamy

@)

3 Niniejszy paragraf jest prawie caty z matemi zmianami napisany wedle
W atsona.
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Poniewaz pospolicie nie znamy ksztattu funkcyi f i wskutek
tego nie mozemy utworzy¢ pochodnych, wiec wprowadzamy ,roé-
znice“. Bierzemy wzory (8) rozdziatu li-go. Zaktadajac, ze argu-
mentowi t— a odpowiada w tablicy A (8 2 rozdz. li-go) wiersz
0-wy, napiszemy

)

Przypominamy, ze AD, Adl i wogdle A nieparzystego rzedu
oznaczajg hie roznice, a Srednie arytmetyczne réznic, mianowicie
(6)

Gdy podstawimy wyrazenia na pochodne ze wzoréw (5)
we wzor (4), to ten ostatni przybierze ksztatt nastepujacy:

O]

Mozemy znacznie uprosci¢ wzor (7), jezeli wezmiemy granice
-w2= — nl: wtedy bowiem znikng zupetnie te wyrazy, w kté-
rych n wystepuje w potegach parzystych. Zresztg nalezy wzigé
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wedle moznosci ciasne granice, bo im n jest mniejsze, tem wiecej
szans, zeby szereg (4) byt szybko zbieznym. Poniewaz jednak gra-
nice catkowania muszg obejmowac¢ przynajmniej jeden odstep to,
wiec potozymy n2= ~ i otrzymamy

Sciggajac jednakowe wyrazy i porzadkujac otrzymamy stad
wzor:

8

Granice catki (8) obejmujg tylko jeden odstep co. ale to nic
nie szkodzi, bo mozna utworzyé takie same catki dla dalszych od-
stepéw zawartych miedzy n in—f,n—]in=\ it d—
Oczywiscie w tych nastepnych catkach beda figurowaé¢ argumenty
a-j-w, a-\-2(o i t d. oraz roéznice stojagce we wierszach: 1-szym,
2-gim, 3-cim i t d. tablicy (A) [rozdz. Il-gi, § 2]. Wogoble rozu-
miejgc pod i liczbe catg bedziemy mieli

Sumujac wszystkie tym sposobem otrzymane réwnania az
do — powiedzmy — n— k. przyczem Kk jest liczbg catg, otrzy-
mamy nareszcie wzor:
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Poréwnawszy ten wzér z tablicg (A) [rozdz. Il-gi, § 2] zaraz
spostrzezemy, ze mozna tu wprowadzi¢ pewne uproszczenia, mia-
nowicie

©)

Dla symetryi mozna tez potozyé
(10)

Poniewaz dang jest tylko lewa strona réwnania (10) (jest to
wihasnie suma danych wartosci funkcyi /], wiec z pomiedzy dwdch
statych: ¥(a + (*+ ) w) 1V(a— i M mozna obra¢ jedne dowol-
nie; wtedy druga bedzie okresSlona przez réwnanie (10). Otéz przy
obliczeniu perturbacyi zwykle obieramy poczgtkowe elementy w taki
sposdb, aby byty ,Scisle styczne“ w epoce t=a — t j. wia-
S$nie w tej, Kktérg obraliSmy za dolng granice catkowania. Stad
wynika, ze trzeba obra¢ F (a— %(0) w taki sposob, aby wyrazy
odnoszgce sie do dolnej granicy catkowania znikty, t j. trzeba
potozy¢

(V)

Jezeli przeksztalcimy wyrazenie naszej catki za pomocg wzo-
row (9) i (10), jezeli wprowadzimy warunek (11) a wkoricu po-
mnozymy caty wzor przez o, to bedziemy mogli napisaé:

(12

Mozna zawsze tak obra¢ odstep o i argumenty funkcyi /,
zeby wz6r (12) dat potrzebng catke badz wprost, badz przez inter-
polacye; ale mozna tez wyprowadzi¢ wzory odpowiadajgce innym
granicom. Naprzyktad w praktyce czesto bywa potrzebnym wzoér na
catke wzieta w granicach n= — \ i n= X gdzie k jest liczbg cala.
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Aby go otrzymaé, utworzymy catke wzietg miedzy granicami Kk
i k-{-$ i odejmiemy ja od catki (12). Najpierw tworzymy catke

miedzy granicami O i Wracamy do wzoru (7), wstawiamy gra-
nicce N— 0 i n= £ i porzadkujemy:

Analogiczna catka miedzy granicami k i k-j- £ bedzie mieé
te same wspotczynniki, ale po prawej stronie zamiast argumentu a
bedzie figurowaé¢ a-j—kco, co za$ do A to zamiast dolnego wska-
Znika 0 trzeba napisa¢ k. Tedy

Zamiast $rednich arytmetycznych A\, J™, Al... i t d. piszemy
ich wartosci

(13)

nastepnie podobnie jak we wzorze (12) piszemyi

(14)

i po tatwych redukcyach otrzymujemy
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Teraz mnozymy prawg i lewag strone przez i odejnujemy
od catki (12) Sciggnawszy jednakowe wyrazy i uporzadktwawszy
znowu wprowadzamy symbole $Srednich arytmetycznych
[por. wzory (13)]. poczem otrzymujemy

(15)

Przypominamy, ze

jest okredlone przez réwnania (10) i (11), w ktorych wszystkie
wielkosci oprocz

sg znane. Z drugiej strony

jest okreSlone przez pierwsze réwnanie (14), w Kktorerr wszystko
oprocz tej jednej niewiadomej jest znane.

Wz6ér (15) zawiera réznice, dla utworzenia ktérych trzeba mieé
wartosci catkowanej funkcyi lezgce poza granicami catkowania.
Mozna go przeksztalcié w taki sposob, zeby zawierat tylko te
roznice, do utworzenia ktérych wystarcza znajomos$¢ warosci funk-
cyi / wewnatrz granic catkowania. Mianowicie na pods:awie wzo-
row (13) i tablicy (A) [rozdz. ligi, § 2] tatwo znajdzieny

(16)

Podstawiwszy wartosci srednich arytmetycznych ze wzoréw (16)
we wzér (15) otrzymamy po uporzadkowaniu wzor zawienjacy tylko
takie roznice, do utworzenia ktérych wystarcza znajomos¢ wartosci
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funkcyi / wewnatrz granic catkowania. Jednakze wzdr ten jest
wiecej zalezny od btedéw obserwacyi anizeli wzor (15); dlatego tez
lepiej jest postugiwac sie tym ostatnim wzorem, tylko naturalnie
trzeba urzadzi¢ sie w taki sposéb, aby mie¢ odpowiednig ilos¢ war-
tosci funkcyi f poza granicami catkowania.

Przy obliczeniu perturbacyi musimy zazwyczaj catkowac dwu-
krotnie. Przejdziemy wiec do wyprowadzenia wzoru stuzgcego do
obliczenia catek podwojnych. Poniewaz

wiec

Wedle wzoru (7)

Dodajemy po obu stronach

poczem otrzymujemy

Mnozymy obie strony przez dn i powtdérnie catkujemy wzgledem n:

A7)



Ktadziemy

poczem wzOr nasz przechodzi w

Ze wzoru (15) fatwo znajdziemy:

Tu przez analogie ze Sredniemi arytmetycznemi rdznic poto-
zylismy:
(19)

Skoro podstawimy warto$¢ catki od — do O ze wzoru (18)
w ostatni wzor na podwojng catke, to po uporzadkowaniu otrzymamy

(20)

Stad przez analogie wynika

przyczem i jest to liczba cata.
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Jezeli potozymy i= 1, 2, 3... Kijezeli zesumujemy wszystkie
w ten sposdb otrzymane wyrazenia a takze wzdr (20), to otrzymamy

Lecz zwazywszy, ze

znajdziemy:

Tak samo znajdziemy:

it d i td

Funkcya F {a-\-nu>) jest réwniez $rednig arytmetyczna, mia-
nowicie podobnie jak we wzorze (19)

Ale mozemy uwaza¢ jg takze jako rdznice innych funkcyi,
a wiec mozemy napisa¢ zupetnie tak samo jak wyzej dla

Wskutek tego otrzymamy

Astronomia teoretyczna II.
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Skoro podstawimy to wszystko we wyrazenie na podwdjna
catke, to ta ostatnia przejdzie w

Teraz wprowadzamy pewne uproszczenia. Przedewszystkiem

nastepnie wedle wzoru (11)

Jezeli uwzglednimy powyzsze zwigzki, to nasza podwdjna catka
przywiedzie sie do nastepujgcego ksztattu:

Korzystajgc z tego, ze jedna z funkcyi nf jest dowolna, mo-
zemy teraz potozyé:

(21)

Zresztg poniewaz:
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to mozna napisa¢ réwnanie (21) w ksztalcie

Po uwzglednieniu réwnania (21), czy, co wszystko jedno, (21 bis) i po
pomnozeniu przez co2 catka podwojna przybierze posta¢ nastepujaca:

(22)

Réwnanie (21), dzieki ktéremu doprowadziliSmy podwdjng catke
do ksztattu (22), nie oznacza nic innego jak to. ze w dolnej gra-
nicy catka znika, a to bywa wtedy, gdy w epoce odpowiadajacej
dolnej granicy, t j. w epoce a— ~ dane elementy sg ,$cisle sty-
czne“. Gdyby to zatlozenie nie byto spetnione, to nie moglibysmy
korzysta¢ ani z réwnania (11), ani z réwnania (21). Atoli w tych
razach, gdy elementy nie sg $cisle styczne, warto$¢ pojedynczej
catki w dolnej granicy, t j. inaczej mowigc warto$¢ wyrazenia (11)
bywa dana i trzeba doda¢ jg do prawej strony wzoru (12). Tak
samo dang bywa takze warto$¢ podwojnej catki w dolnej granicy
i trzeba doda¢ ja do prawej strony wzoru (22).

Znowu przechodzimy do catki podwdjnej w granicach — £ i i.
W tym celu tworzymy najpierw na podstawie wzoru (17) catke podwojng
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Jezeli we wzorze (15) potozymy k= 0 ajednocze$nie skorzy-
stamy ze wzoru (19), t j. jezeli wprowadzimy symbol $redniej
arytmetycznej to otrzymamy

Przypominamy, ze F(a), df, djli t d wszystko to sg Srednie
arytmetyczne [por. wzory (13) i (19)]. — Skoro podstawimy otrzy-
mane przed chwilg wyrazenie we wzér na catke podwodjna i Sciag-
gniemy jednakowe wyrazy, to otrzymamy:

(23)

Ale

i tak samo

Zatem mozna napisa¢ wzor (23) w postaci:

Stad przez analogie odrazu wynika:

(24)
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Mnozymy wzdr (24) przez &2 i odejmujemy go od wzoru (22).
Przy odejmowaniu korzystamy jeszcze z rownosci

i znajdujemy ostatecznie po tatwych redukcyachl

(25)

Oproécz wzorow (12) i (15) dla catlek pojedynczych oraz wzo-
row (22) i (25) dla catek podwdjnych moglibySmy wyprowadzié
rozmaite analogiczne wzory dla réznych specyalnych przypadkow,
ale nie mamy na to miejsca. Poinformowa¢ sie o réznych szczego6-
tach mozna we wielokrotnie cytowanem dziele Th. v. Oppolzera:
-Lehrbuch der Bahnbestimmung“, tom Il-gi i w innych dzietach.

3. Zbieznos$¢ szeregéw stuzacych do mechanicznego catkowa-
nia. Wskazowki praktyczne. Klasyflkacya metod stuzacych do
obliczenia perturbacji specyalnych.

Liczbowe wspoétczynniki w szeregach stuzacych do mechani-
cznego catkowania zmniejszajg sie tak szybko, Ze jezeli dobierzemy
odpowiednio odstep o, to zazwyczaj mozna poniecha¢ juz roéznice
czwartego rzedu ~ie moéwigc naturalnie o roznicach wyzszych rze-
dow. Nie nalezy atoli stad wnosié¢, zeby te szeregi byly zbiezne;
przeciwnie majg one podobny charakter, jak inne szeregi napoty-
kane w teoryi perturbacyi, t j. przedtuzone do nieskonczonosci
staja sie wogole rozbieznymi. Naprzyktad mozna wyprowadzi¢ wzory
odnoszace sie do catek pojedynczych ze wzoru suinacyjnego Eulera.
Otdéz szereg Eulera przedtuzony do nieskoriczonosci jest wogdle

Przy ktérych ustawicznie korzystamy ze zwiazkow :
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rozbiezny: wyrazy szeregu z poczatku zmniejszajg sie, potem atoli
poczynaja wzrasta¢ i wzrastajg bezgranicznie. Jezeli ograniczymy
sie do skonczonej iloSci wyrazéw, to reszta szeregu da sie wy-
razi¢ przez pewna catke, ktérg mozna oszacowaé za pomocg zna-
nych z teoryi catkowania metod. Wartosé tej catki (wartos¢ reszty)
jest skonczona, ale nie zdaza do zera. Przeciwnie, jezeli bedziemy
wcigz dalej rozwija¢ szereg i wcigz tworzy¢ catki wyrazajgce nowe
reszty, to okaze sie, ze skoro miniemy najmniejszy wyraz szeregu,
to reszta pocznie wzrasta¢ i bedzie wzrasta¢ bezgranicznie. Wynika
stad, ze za pomoca szeregu Eulera i podobnych mu szeregéw
mozna osiggna¢ tylko pewna okreslong, ograniczona Scistos¢. Te
mozliwie najwiekszg Scistos¢ osiggamy wtedy, gdy zatrzymujemy
sie na wyrazie stojgcym tuz przed najmniejszym wyrazem, bo wtedy
reszta jest najmniejsza. Przez dodawanie dalszych wyrazéw juz nie
zwiekszamy S$cistosci, przeciwnie znowu zmniejszamy ja.

O ile wiadomo, szeregi stuzgce do mechanicznego catkowania
maja te samg wiasnos¢, wskutek czego nietylko nie mozna opierac
na nich zadnych ogélnych wnioskéw, ale przy obliczeniu pertur-
bacyi nawet nalezy ograniczy¢ sie do pewnego skoriczonego, sto-
sunkowo niewielkiego odstepu czasu. W praktyce to ograniczenie
nic nie wadzi, bo uzywamy owych szeregéw tylko do obliczenia
perturbacyi w ciggu kilku, kilkunastu, lub najwyzej kilkudziesieciu
lat, wskutek czego nigdy nie dochodzimy do najmniejszych wyra-
zow szeregow: wystarcza wziaé¢ kilka pierwszych wyrazow.

Wzory tu podane sg tego rodzaju, ze dla obliczenia wcho-
dzacych w nie roznic trzeba mie¢ wartosci funkcyi poza granicami
catkowania. lle ich mie¢ potrzeba, to naturalnie zalezy od rzedu
roznic, ktére jeszcze bierzemy w rachube. Jezeli np. wciggamy
w rachube réznice czwartego rzedu, to, jak to zaraz widac¢ z ta-
blicy A (rozdz. Il-gi, § 2), trzeba mie¢ po dwie wartosci funkcyi
poza granicami catkowania. Rzed wcigganych w rachube réznic,
t j. ilos¢ wjrrazéw szeregu, ktore bierzemyl, zalezy z jednej
strony od Scistosci, ktérg zamierzamy osiagna¢, z drugiej za$ strony
od wielkosci odstepu 0). lin ten odstep jest mniejszy, tem ,ceteris
paribus“ réznice sa mniejsze i tem nizszym jest rzed réznic, ktére¥

* Naturalnie ze wzgledu na powyzsze uwagi zakladamy, Zze jeszcze nie do-
szliSmy do tego kresu, od ktérego reszta szeregu poczyna wzrastac.
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jeszcze trzeba wciggna¢ w rachube. Zdawatoby sie wiec, ze nalezy
bra¢ jak najmniejszy odstep 0). Naturalnie lepiej w tym kierunku
przesadzi¢ niz nie dociggngé, ale nie mozna obiera¢ nazbyt ma-
tego odstepu, bo im mniejszy odstep o> tem ,ceteris paribusll dtuzsze
rachunki. Dtugoletnie doswiadczenie pokazato, ze przy obliczeniu
perturbacyi matych planet wystarcza odstep czterdziestodniowy, ale
gdy chodzi o perturbacye komet w tych czeSciach orbity, gdzie
krzywizna jest znaczna, albo gdzie szybko sie zmienia, a wiec w oko-
licy perihelium. albo w poblizu wielkich planet, trzeba bra¢ o wiele
krétsze odstepy. Zato w aphelium oraz daleko od gtéwnych planet
mozna bra¢ o wiele diuzsze odstepy.

Wartosci pierwszych i drugich pochodnych, do ktérych sto-
sujemy catkowanie mechaniczne, sg wiasciwie funkcyami wspoét-
rzednych zmienionych przez perturbacye. Ale jeszcze nie znamy
wspoétrzednych zmienionych: zadaniem naszem jest witasnie oblicze-
nie zmian wspdtrzednych. Musimy przeto z poczgtku postugiwac sie
wspotrzednemi wynikajacemi z ,elementéw S$cisle stycznych®. W po-
blizu epoki, do ktérej odnoszag sie elementy Scisle styczne, pertur-
bacye sg jeszcze bardzo nieznaczne, przeto biedy pochodzace z pod-
stawienia wspo6trzednych niezmienionych przez perturbacye zamiast
zmienionych sg znikome. W miare tego, jak oddalamy sie od epoki,
do ktérej odnoszag sie ,elementy Scisle styczne“, bledy wzrastajg
i trzeba ucieka¢ sie do kolejnych przyblizen. Jak sie to robi, zo-
baczymy pozniej.

Mozna podzieli¢ metody stuzace do obliczenia ,perturbacyi
specyalnych” na trzy grupy. Do pierwszej zaliczamy wszelkie wa-
ryanty metody ,waryacyi elementéw”, do drugiej metody Bonda
i Enckego, w ktorych obliczamy perturbacye wspétrzednych
prostokatnych, do trzeciej metody Han sena i Tietjena, w Kkto-
rych obliczamy perturbacye wspo6trzednych biegunowych. Kazda
z tych metod ma swoje zalety i wady; dla braku miejsca wyto-
zymy tylko metode Encke’go jako, ze wzgledu na symetrye Wzo-
réow, dla poczatkujgcych najtatwiejszg do zrozumienia.

W metodzie ,waryacyi elementéw® postugujemy sie wprost
wzorami Lagrange’a [patrz rozdz. XI1X] na pochodne elementéw.
Na podstawie danych elementéw SciSle stycznych, wspdétrzednych
planety podlegajacej perturbacyom i wspétrzednych planet sprawiaja-

cych perturbacye obliczamy wartosci na -del- [h oznacza ktérykolwiek
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z elementéw] w réwnych odstepach czasu. Nastepnie obliczamy
przez mechaniczne catkowanie perturbacye elementéw, t j. calki

przyjmujac za chwile poczatkowag te epoke, do ktérej odnoszg sie
elementy S$cidle styczne. Zatem w tej metodzie obliczamy zmiany
elementdéw spowodowane przez przycigganie innych ciat stonecztego
systemu i ze zmienionych elementéw obliczamy wspotrzedne, pod-
czas gdy w pozostatych metodach obliczamy wprost zmiany samych
wspoétrzednych.

4. Metoda Encke’go.

Powracamy do réwnan (14 bis) rozdz. XIX-go. Poniewaz mamy
w dalszym ciggu podstawiac liczbowe wartosci, wiec wprowadzamy
stalg przyciggania Gaussa i kiadziemy m,= 1:

(26)

przyczem [por. wzér (13) rozdz. X1X-go]

@7)

Akjest to odlegtoé¢ planety &-tej od planety podlegajacej pertur-

bacyom, rkjest to odlegtos¢ tejze A-tej planety od storica, mkijej

masa, I, X, ¥, Z sg to wspoétrzedne heliocentryczne planety podle-

gajacej perturbacyom, mjest to jej masa. Gdy chodzi o perturbacye

matych planet lub komet, to zawsze mozna zupetlnie pomingé¢ m.
Potézmy

przyczem r0, x0, y0, z0 sg to te wspoOtrzedne, ktére uwazana pla-

neta posiadataby w takim razie, gdyby perturbaC* nie istniaty,

t j. gdyby poruszata sie po orbicie wyznaczonej™ przez elementy
Z—.
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Scisle styczne. Na mocy tego zatozenia wspo6trzedne x0, y0, zO czynig
zado$¢ réwnaniom Keplerowskim

(28)

Gdy odejmiemy réwnania (28) od réwnan (26), to otrzymamy
réwnania rézniczkowe, ktérym zados$¢ czynig da, dy, 6z

Zadaniem naszem bedzie obliczenie [przez mechaniczne cat-
kowanie] ,perturbacyi“ dx, dy, 6z z powyzszych réwnarn. Dla
utatwienia mozemy wprowadzi¢ pewne przeksztatcenie. Przenosimy
drugi wyraz z lewej strony na prawa, nastepnie korzystajac z tego,
ze Xx0= x— 6x i t d., piszemy:

ale

przeto

gdzie

Stad za$

Skoro to podstawimy, to otrzymamy



— 154 —

gdzie
(29)

W XXXIV-tym tomie ,Astr. Nachr.* Encke podat tablice

logarytméw f siegajaca od q— — 0.021 do ~= -j- 0,021. W pod-
reczniku Watsona znajduje sie podobna tablica (Nr XVII) sie-
gajagca od q= — 0.03 do q= -]-0.03.

Po tem przeksztalceniu napiszemy wzory rézniczkowe
w ksztalcie

(30)

przyczem

(31)

Spojrzawszy na wzory (30) tatwo domysle¢ sig, w jaki sposob
mozna z nich otrzymaé d.r, 6y, 6z. Oczywiécie trzeba obliczy¢
prawe strony réwnan (30) dla réwnoodlegtych epok a potem zasto-
sowa¢ wzor (25). Z pomiedzy wielkosci figurujacych po prawej
stronie réwnan (30) wigksza cze$¢, np. xk yk zk rk sg to wielkosci
znane, ale 0x, Oy. 0z sg jeszcze nieznane [zauwazmy mimochodem,
ze X —X0-j- 6x, y —yQ\-dy. z— z0-j- 6z, a wiec X, vy, z takze zawie-
rajg nieznane jeszcze przyrosty]; przeto musimy uciekac sie do kolej-
nych przyblizen. Pomimo tego rachunki postepuja (stosunkowo do
innych metod) szybko. Zato perturbacye szybko wzrastajg, réznice
stajg sie wpredce nieregularne a rezultaty niepewne. Wskutek tego
trzeba po pewnym czasie przerwaé¢ rachunek, z otrzymanych pertur-
bacyi obliczy¢ nowe elementy $cisle styczne dla epoki mato odle-
gtej od poczatkowej i z tymi nowymi elementami liczy¢ perturbacye
dla nowego okresu czasu. Skoro perturbacye znowu wzrosng, trzeba
zndéw obliczy¢ nowe elementy dla nowej epoki i tak dalej. Wzory
Enckego sg zupelnie ogélne, stosujg sie do jakichkolwiek prosto-
katnych wspétrzednych; ale rachunki stajg sie do pewnego stopnia
tatwiejsze i krotsze, jezeli odpowiednio wybierzemy plaszczyzne
fundamentalna, t j. ptaszczyzne Xx.y. Jezeli wezmiemy jako pta-
szczyzne X, y plaszczyzne orbity Keplerowskiej w chwili poczatko-
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w,ej, to wspoétrzedna z bedzie wcigz bardzo mata. Mozemy wtedy
potozyé z0= 0. z— 6z. Jednakze co zyskamy na czasie przy obli-
czeniu wspo6trzednych, to stracimy przy obliczeniu sit perturbacyj-
nych. bo to ostatnie obliczenie bedzie dtuzsze anizeli wtedy, gdy
ptaszczyzng xy jest ptaszczyzna ekliptyki, albo réwnika. Dlatego to
warto obieraé plaszczyzne orbity Keplerowskiej za ptaszczyzne xy
tylko wtedv, gdy nachylenie jest wielkie; w przeciwnym razie do-
godniej jest przyjac¢ jako ptaszczyzne xy ptaszczyzne eklipty ki, albo
réwnika, przyczem tak w pierwszym, jak w drugim przypadku na-
lezy skierowaé¢ 0§ x ku wiosennemu poréwnaniu dnia z noca.

Gdy okres, dla ktérego mamy liczy¢ perturbacye. jest krotki,
gdy nie jest wymagang bardzo wielka S$cisto$¢, to mozna uproscié
rownania (30). Zamiast / [wzoér (29j] mozna poprostu przyjaé 3,
w g mozna poming¢ kwadraty, przez co g przywiedzie sie do

gdzie Or oznacza (jak wyzej) przyrost promienia. Po tych uproszcze-
niach mozna napisa¢ wzory (30) w postaci:

(32

5. Przyktad.

Pokazemy na przyktadzie zapozyczonym u Watsona [loc. cit
str. 448 i nast], jak oblicza sie perturbacye wspo6trzednych prosto-
katnych. Mianowicie dla okresu od 1 Stycznia 1864 r. do 15 Sty-
cznia 1865 r. (czas $r. berlinski) obliczymy perturbacye matej pla-
nety Eurynome (79) pochodzace od przyciggania Jowisza. Przyjete
za podstawe elementy $cisle styczne sa:

Epoka = 1864. Styczen, 1,0, czas $r. berlinski

Ekliptyka i $rednie poréwnanie
dnia z nocg z 1860,0
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Stad przez wzory rozdziatu XIll-go znajdujemy nastepu-

jace wspodtrzedne prostokatne i logarytm promienia wodzacego
Eurynome.
Tablica A
Czas &. berlinski: x0 y0 zQ log 1O

1863 Grudnia . . 120 +1,53616 +1,23012 - 0,03312 0,294084
1864 Stycznia . . 21,0 1,15097 1,59918 0,07369 0,294 837
— Marca . . . 1,0 0,69518 1,87033 0,10978 0,300674
—  Kwietnia . . 10,0 +0,19817 2,03141 0,13936 0,310 864
— Maja . . . 200 — 0,31012 2,08092 0,16134 . 0,324 298
— Czerwca . . 29,0 0,80326 2,02602 0,17523 0,339 745
— Sierpnia . . 8,0 1,26055 1,87959 0,18122 0,356101
—  Wrzesnia . . 17,0 1,66729 1.65711 0,17990 0,372 469
— Pazdziernika . 27,0 2,01414 1,37473 0,17209 0,388 214
— Grudnia . . 6.0 2,29597 1,04766 0,15870 0,402 894
1865 Stycznia . . 15,0 — 2,51077 +0,68978 — 0,14066 0,416 240

Podobnie jak elementy, wspétrzedne sa odniesione do eklip-
tyki i do S$redniego poréwnania dnia z nocg 1860.0. Odstep co wy-
nosi jak zwykle 40 dni. a epoka, dla ktérej sa podane elementy
scisle styczne, przypada na sam Srodek pierwszego odstepu.

Teraz widzimy, dlaczego w § 2 wprowadziliSmy dolng gra-
nice a— ~co. Dolna granica catkowania to witasnie 1864 r., Sty-
czen 1,0, za$ a to 1864, Styczen 21,0 i t d.

Oprocz wspo6trzednych Eurynome potrzebujemy tez mie¢ rowno-
czesne wspo6trzedne Jowisza i jego odlegtosci A od Eurynome. Oto
sg te odlegtodci i wspdtrzedne odniesione do tej samej ekliptyki
i poréwnania dnia z nocg 1860.0, co wspoétrzedne Eurynome

Tablica B

Czas sr. berlinski; x| yl zt 1° log A
1863 Grudnia . . 12,0 — 4,09683 — 3,55184 + 0,10533 0,73425 0,86866
1864 Stycznia . . 21,0 3,89630 3,76053 0,10152 0.73368 0,86713
— Marca .o 1,0 3,68416 3,95803 0,09744 0,73305 0,86292
— Kwietnia . 10,0 3,46098 4,14366 0,09304 0,73237 0,85622
— Maja . . . 200 3,22739 4,31684 0.08839 0,73164 0,84732
— Czerwca . . 29,0 2,98405 4,47693 0,08346 0,73086 0,83666
— Sierpnia . . 8,0 2,73162 4,62343 0,07827 0,73003 0,82428
— Wrzeénia . 17,0 2,47085 4,75576 0,07284 0,72915 0,81077
— Pazdziernika 27,0 2,20247 4,87345 0,06720 0,72823 0,79628
— Grudnia . . 6,0 1,92728 4,97606 0,06134 0,72726 0,78098

1865 Stycznia . . 150 — 1,64600 - 5,06301 +0,05531 0,72625 0,76498
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Mase Eurynome mozna naturalnie zaniedba¢. Na mase Jowisza
W at son przyjmuje wartosé

Odpowiednio do tego bedziemy mielixX

za$ réwnania (32) przywioda sie do

(32 bis)

Najpierw obliczamy pierwsze wyrazy po prawej stronie.
Wszystkie wielkosci, ktére w nich figuruja, sa podane w poprze-
dnich tablicach, trzeba tylko podstawié¢ i wykona¢ rachunki. Aby
nie powtarza¢ ciggle zer, wyrazimy wszystkie liczby w jednost-
kach si6dmego miejsca dziesietnego, poczem otrzymamy
nastepujaca tabliczke:

Tablica C

Data: argument : <02X 0 Mo

1863 Grudnia . . . 12,0 a— o -(-53,00 -(-47,09 — 1,43
1864 Stycznia . . . 21,0 a 53,71 46,31 0,91
— Marca R 1,0 a-(-o -(-54,23 -(-45,18 — 0,37
- Kwietnia . . . 10,0 a-(-2m -(- 54,69 -j- 43,59 -f- 0,22
- Maja . . . . 20,0 a-(-3w 55,23 41,51 0,70
— Czerwca . . . 29,0 a-j-4ft> 56,06 38,96 1,19
— Sierpnia . .o 8,0 a-|-5a) 57,30 35,92 1,66
—  Wrzes$nia .. 17,0 a-(-6ti> 59,09 32,47 2,08
- Pazdziernika . 27,0 a-j-7m 61,55 28,60 2,43
— Grudnia . .. 6,0 a-|-8co 64,85 24,34 2,69
1865 Stycznia . . . 15,0 a-(-90 -(- 69,09 -)-19,78 -j- 2,83¥%

* Przypominamy, ze K= 0,017 202 099
oraz, ze = 40.
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Tablicy drugich wyrazéw z prawej strony réwnania (32 bis)
odrazu utozyé nie mozemy, bo zawieraja one perturbacye wspot-
rzednych dr, dy, de i dr, ktére dopiero poszukujemy. Trzeba wiec
uciec sie do kolejnych przyblizen. Mozemy skorzysta¢ z tego, ze
epoka elementéw Scisle stycznych lezy posrodku miedzy dwoma
pierwszymi argumentami, zatem tak 12 Grudnia 1863 r., jak 21
Stycznia 1864 r. 0X, dy, de i dr i tak samo drugie wyrazy w roé-
wnaniach (32 bis) sg bardzo nieznaczne. W tym wiec okresie mo-
zemy catkowa¢ pomijajac drugie wyrazy po prawej stronie. Do
catkowania uzyjemy wzoru (25), ale spojrzawszy nan spostrzegamy,
ze nie posiadamy jeszcze statych Mf. Trzeba wiec przedewszystkiem
obliczy¢ te state. Wykonamy rachunek vin extensou tylko dla kie-
runku X. Z réwnania (21) — opuszczajgc wszystkie A jako bardzo
mate — otrzymamy

Potrzebujemy jeszcze 1f (a). Mozemy je obliczy¢ ze wzoru

ale tu znowu nie znamy jeszcze F (a— -J<n). Do obliczenia tej wiel
kosci postuzy nam wzdr (11), w ktdrym takze opuscimy wszystkie
roznice wyzszych rzedéw oprécz roéznicy pierwszego rzedu. Wedle
tak skrdéconego wzoru (11)

ale

przeto

za$

Majac juz state lf{a — o) i 2if {a) mozemy zastosowaé wzér (25).
Pominiemy wszystkie dalsze wyrazy oprécz dwoéch pierwszych i po-
tozymy najpierw k= — 1; wtedy:

12,0 Grudnia
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Tak samo kiadac k= O znajdziemy:
21,0 Stycznia

W obu rachunkach nie uwzgledniliSmy czynnika co2 bo zo-
stat juz uwzgledniony przy obliczeniu tablicy wartosci samej
funkcyi f. Zupetnie tak samo obliczymy &y i 6z dla tych samych
dwoéch dat, wreszcie obliczymy 6r za pomoca wzoru

(33)

poczem sformujemy nastepujgcag tabliczke:

12.0 Grudnia 1863 r.
21.0 Stycznia 1864 r.

Teraz mozemy obliczy¢ drugie wyrazy po prawej stronie
rownan (32 bis) dla tych samych dwoch dat. Znajdziemy

12.0 Grudnia 1863 r.
21.0 Stycznia 1864 r.

Skoro to dodamy do pierwszych wyrazéw (tablica C), to otrzy-
mamy dla tych samych dwoch dat réwnania:

12,0 Grudnia 1863 r.

(34)
21,0 Stycznia 1864 r.

w ktorych drugie wyrazy po prawej stronie juz sg uwzglednione.
Aby przejé¢ do 1,0 Marca obliczamy uf(a -[- co). Chcac otrzymacé
je, musimy tg samg metodg co poprzednio obliczy¢ nowe poprawne
wartosci na n/(a — co) i t d. Np. dla kierunku x liczymy w na-
stepujacy sposob:
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Liczac w ten sam sposéb dla kierunkéw y \z \zestawiajac
wyniki otrzymamy na r/(a-j-<y) nastepujace wartosci:

Musimy teraz obliczy¢ f{a-\-(0). Nowe 4L/t dla trzech Kkie-

runkéw sa:
0,37, — 0,51, 0,49.

Ze wzgledu na ciggtos¢ A4t nie mogg znacznie rézni¢ sie
od Alma Przyjmujac chwilowo A]jt= 4Li/t i dodajac je do /(a)
otrzymamy na f{a-j-co) dla trzech kierunkéw:

54,23 -f 0,37 = 54,60, 47,25 — 0,51 = 46,74,
— 0,96 + 0,49 ==— 0/47.

Zaokraglajac te liczby, jako nieco niepewne, przyjmujemy na
/(a-j-c0) nastepujace wartosci dla trzech kierunkoéw:

54,6, 46,7, — 0,5.

Teraz stosujemy wzor (25) naturalnie ograniczajgc sie do
dwdch pierwszych wyrazéw i piszemy dla 1,0 Marca

wreszcie z pomocg wzoru (33) znajdujemy
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Teraz podstawiamy te przyblizone wartosci na 0x, Oy, 0z, 6r
w drugie wyrazy po prawej stronie réwnan (32 bis), podstawiamy
odpowiednie x0, y0, z0, rO z tablicy A i znajdujemy na owe drugie
vcyrazy wartosci: 0,78, 8,68, — 0,63. Bierzemy z tablicy C wartosci
pierwszych wyrazéw po drugiej stronie réwnan (32 bis), mianowi-
cie: 54,23, 45,18 i — 0,37, dodajemy do przed chwilg znalezionych
drugich wyrazéw i otrzymujemy

1.0 Marca 1864 r.

Teraz stosujemy wzér (25) wcigz ograniczajac sie do dwdch
pierwszych wyrazéw i znajdujemy:

12

Nowe wartoéci na 0x, 0y, 0z tak mato réznig sie od poprze-
dnio znalezionych, przyblizonych, ze moznaby juz nie obliczaé¢ po-
nownie drugich wyrazéw po prawej strunie réwnan (32 bis); jednakze
obliczymy je jeszcze raz podstawiajgc nowe wartosci na 0x, 0y. 0z
i znajdziemy: 0,81, 8,73, — 0,63. Dodajac do tych samych pierw-
szych wyrazow, t j. do 54.23, 45,18 i — 0,37 otrzymamy osta-
tecznie

1,0 Marca 1864 r.

Teraz przechodzimy do 10,0 Kwietnia i liczac zupeinie tak
samo, jak poprzednio liczyliSmy dla 1,0 Marca, znajdujemy

10,0 Kwietnia 1864 r.

Nastepnie przechodzimy do 20.0 Maja i t d. i t d. Zbierajac
wszystkie poszczegdlne rezultaty formujemy wreszcie

Astronomia teoretyczna II. 11
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Tablice D.

12.0 Grudnia 1863

21.0 Stycznia 1861 54,23, 47,25, 0,96
1.0 Marca — 55,04, 53,91, 1,00
10.0 Kwietnia — 48,06, 63,19, 1,54
20.0 Maja — 32,85, 65,40, 2,07
29.0 Czerwca — 16,74, 54,48, 1,75
8.0 Sierpnia — 8,62, 31,39, — 0,86
17.0 Wrzeé$nia — 14.20, -j- 2,09, + 1,86
27.0 Pazdz. — 34,84, — 26,32, 4,44
6.0 Grudnia — 68,79, 47,87, 6,86
15.0 Stycznia 1865 -j-112,64, — 58,39, -[-8,68

Mamy teraz ostateczne wartosci f {u-\-kcS) dla wszystkich
kolejnych dat, mozemy wiec utworzy¢ tablice réznic pierwszego,
drugiego i t. d. rzedu [por. rozdz. ll-gi], poczem mozemy zastoso-
wacé wzér (25) juz nie ograniczajac si¢ do pierwszych dwoch wy-
razéw, ale biorac w uwage takze dalsze wyrazy. Oprdécz tego mo-
zemy obliczy¢ catki dla dat posrednich, a wiec dla 1,0 Stycznia,.
10.0 Lutego i t. d. za pomocg wzoru (22). Otrzymamy w ten sposob
nastepujaca tablice ,perturbacyi prostokgtnych wspot-
rzednych* zawsze w jednostkach siédmego miejsca dzie-
sietnego:

Tablica E.

Czas $r. berlinski : ox oy 6z

1863 Grudnia Lo 12,0 +6,7 +5,9 — 0,2
1864 Stycznia Lo 1,0 0,0 0,0 0,0
— — P 21,0 +6,8 +5,9 — 01
— Lutego Lo 10,0 27,1 23,5 0,5
— Marca R 1,0 61,0 53,7 1,1
— — P 21*0 108,9 97,4 2,0
— Kwietnia . . . 10,0 169,7 155,7 3,1
— — Lo 30,0 242,7 229,9 4,7
— Maja... 20,0 325,7 320,3 6,7
— Czerwca o 9,0 417,1 427,2 9,3
— — Lo 29,0 514,6 549 1 12,3
— Lipca... 19,0 616,1 684,9 15,7
— Sierpnia P 8,0 720,8 831,4 19,5
— — PR 28,0 827.,4 986,0 23,4
—  Wrzeénia . .. 17,0 936.8 1144.,6 27,0
— Pazdziernika .o 7,0 1049,4 1303,8 30,2

— — .. 27,0 1168,2 1460,0 326
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Czas $r. berlinski: 6x 6y 0z
1861Listopada Lo 16,0 1295,4 1609,4 33,9
— Grudnia . . . . 6,0 1435,6 1749,6 33,8
— — Lo 26,0 1592,8 1877,6 3270
1865 Stycznia . . . . 15,0 -j- 1772,6 -j- 1992,3 — 28,2

Tablica E potwierdza to, co powiedzieliSmy w poprzednim
paragrafie, mianowicie, ze ,perturbacye” prostokatnych wspé6trze-
dnych wzrastajg szybko. Pochodzi to stad, ze na prostokatnych
perturbacyach odbijaja sie nietylko zmiany rozmiaréw i ksztattu
orbity, ale takze zmiany w potozeniu osi absydéw. Powolniej
wzrasta tylko 6z. ktérego zmiany zalezg przewaznie od zmian na-
chylenia.

W danym razie wzory (32) sa zupetnie wystarczajace, bo $ci-
Slejsze wzory (30) datyby prawie to samo. Gdyby jednak chodzito
0 perturbacye w ciagu kilku lat, to wzory (32) okazatyby sie nie
dos¢ doktadnymi: trzebaby uzy¢ wzoréw (30).

6. Przeksztatcenie do innych ptaszczyzn fundamentalnych.
Obliczenie nowych elementéw Scisle stycznych.

Jezeli zechcemy przejsé od perturbacyi wspétrzednych pro-
stokatnych, ekliptycznych do perturbacyi wsp6trzednych réwniko-
wych z tej samej daty, to dokonamy tego przez wzory

(35)

0x', 6y\ 0z' oznaczajg perturbacye wspo6trzednych prostokgtnych
rownikowych, a e nachylenie S$redniej ekliptyki do Sredniego
rownika.

Jezeli chcemy zamieni¢ perturbacye 6x: Oy, 6z, odniesione do
Sr. ekliptyki w epoce t0 na perturbacye d™15 dyx, del5 odniesione
do sr. ekliptyki w epoce tx, to mozemy uzyé wzoréw

przystosowanych do danego przypadku.
Oznaczmy przez 0 diugos¢ wezta zstepujgcego ekliptyki
z epoki ™ na ekliptyce z epoki 20, przez J wzajemne nachylenie
11-
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obu ekliptyk, wreszcie przez p precesye w ciggu czasu — 10,
a pomienione réwnania przywiodg sie do postaci:

Ale J jest zawsze bardzo matym katem, przeto mozna zawsze
potozy¢ cos.7=1, sinJ=J, przyczem naturalnie trzeba wyrazic¢./
w mierze tukowej [to znaczy, ze trzeba wyrazi¢ J w sekundach
i podzieli¢ przez 206264,8...]. Po tem uproszczeniu réwnania nasze
przywiodg sie do

(36)

Mozna tez wyprowadzi¢ wzory stuzace do przejscia od eklip-
tyki z jednej epoki do réwnika z drugiej epoki lub odwrotnie, ale
dogodniej jest wykonaé to przeksztalcenie na dwa tempa. Tak
np. jezeli chcemy przejs¢ od ekliptyki z epoki tO do réwnika
z epoki zj, to wprzédy przechodzimy za pomocg wzoréw (36) do
ekliptyki z epoki tt a potem za pomocg wzordéw (35) do réwnika
Z tejze epoki.

MoéwilisSmy juz o tem, ze w metodzie Encke’go nie mozna
zbyt dtugo liczy¢ perturbacye na podstawie tych samych elementéw
scisle stycznych. Jakze obliczy¢ nowe elementy S$cisle styczne?
W bardzo prosty sposob. Trzeba wzigé wspétrzedne i predkosci
planety, czy komety w chwili, ktérg przyjmujemy za epoke no-
wych elementéw Scisle stycznych i obliczy¢ z nich nowe ele-
menty. Zatézmy np., ze liczyliSmy perturbacye z elementami odno-
szacymi sie do epoki t0, zalozmy dalej, ze nowa epoka, dla ktdrej
chcemy obliczy¢ elementy S$cisle styczne, jest t Obliczamy z da-
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wnych elementéw wspo6trzedne Keplerowskie ;r0, y0, zO i pertur-
bacye 0x, dy, 6z dla czasu t Wedle definicyi

sg to wspotrzedne planety w chwili t. Nastepnie réwniez z dawnych
elementéw obliczamy predkosci

oraz ich przyrosty

dla tego samego czasu t. Do obliczenia ... 1t d uzywamy

wzoru (15), ewentualnie (12). Nalezy przytem pamietaé, ze te wzory
zawierajg o tylko w pierwszej potedze. Zatem jezeli postgpiliSmy
tak jak w przyktadzie w § 5, t j. jezeli pomnozyliSmy prawe strony
rownan ruchu przez co2 to chcac przejs¢ do zwykiych jednostek
musimy podzieli¢ wyniki catkowania przez co. Dopiero potem
mozna dodac

Wedle definicyi

sg to predkosci planety (czy komety) w chwili t Majac wspétrze-
dne i predkosci obliczamy elementy ze wzoréw rozdz. XVIlI-go,
§ 3, albo jeszcze krocej w nastgpujacy sposéb. Ze wzoréw
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obliczamy Q, i oraz jo, potem ze wzoréw

r i w, zaS ze wzoru

Wtedy znowu ze wzorow

obliczamy e— sin (p i V. Nastepnie przez wzér

obliczamy anomalie mimosrodowg E a przez réwnanie Keplera

anomalie $rednig M. Dalej ze wzordéw

obliczamy o i n a ze wzoru

znajdujemy a wreszcie ze wzoru

okreslamy n. Aby otrzymaé s$redni ruch w sekundach katowych,
trzeba w tym ostatnim wzorze pomnozy¢ prawa strone przez
206264,8. Jezeli orbita ma bardzo wielki mimosréd, to trzeba okre-
§li¢ odlegtos¢ w perihelium oraz czas przejscia przez perihelium.
Odlegto$¢ w perihelium q obliczamy ze wzoru

za$ czas przejscia przez perihelium okreslamy z anomalii prawdzi-
wej VvV i mimosrodu e. Osobne tablice ulatwiajg to ostatnie zadanie.
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7. Poréwnanie z obserwacjami. Efemerydy. Miejsca normalne.
Orbity ostateczne.

Wiadomo, ze z powodu ,perturbacyi“ sprawionych przez
przyciaganie innych ciat stonecznego systemu drogi planet i komet
nie sg elipsami. Ale jezeli wyeliminujemy perturbacye, to otrzy-
mamy elipsy Keplerowskie. Wtasnie po to obliczamy perturbacye,
powiedzmy ,perturbacye specyalne“, aby owag eliminacye wy-
kona¢. Otrzymana po eliminacyi elipsa nie jest realna; ciato nie-
bieskie nie biezy po niej. Jednakze jest to fikcya w zastosowaniu
praktycznem pozyteczna, albowiem majac taka, jak ja nazywamy:
,ostateczng orbite* mozemy przepowiada¢ pozycye planety. Dosé
jest do wspotrzednych Keplerowskich w chwili, dla ktérej mamy
postawi¢ przepowiednie, doda¢ odpowiednie perturbacye, aby otrzy-
mac te wspoétrzedne, ktore planeta w owej chwili posiada¢ powinna.

Przepowiednie tego rodzaju sprawdzajg sie z poczatku bardzo
dobrze, potem coraz to gorzej. Nic w tem dziwnego, bo przecie
okreslamy ,ostateczng orbite” z obserwacyi, obserwacye zas. chocby
najlepsze, zawierajg btedy. Z drugiej strony niema moznosci wyeli-
minowa¢ perturbacye z absolutng dokladnoscig. Gdy ,ostateczna
orbita“ pocznie dawa¢ nazbyt niedoktadne przepowiednie, to nastala
chwila, w ktérej trzeba wypracowac ,teorye“ owej matej planety,
czy komety. Ale to kwestya, w ktérg tu wdawac¢ sie nie mozemy;
ograniczymy sie do skromniejszego zadania, do okre$lenia zwyklej
sostatecznej orbity“.

Korzystamy z tego, ze zawsze juz wiadome sg elementy Scisle
styczne, oraz z tego, ze te elementy sg zawsze dosj& bliskie do
elementow ostatecznej orbity; przeto zamiast odejmowac perturbacye
od obserwowanych wspotrzednych i zamiast oblicza¢ orbite wprost
z tym sposobem poprawionych wsp6trzednych, obliczamy tylko po-
prawki elementéw Scisle stycznych, t j. réznice miedzy elemen-
tami ostatecznymi a Scisle stycznymi. Zyskujemy w ten sposoéb
niemate uproszczenie i ulatwienie, bo owe poprawki sg mate, przeto
mozna poming¢ ich kwadraty i wyzsze potegi.

Nasamprzéd ukladamy efemeryde. To znaczy, ze z najlep-
szych, jakie posiadamy, elementéw Scisle stycznych obliczamy Ke-
plerowskie wspoétrzedne dla tych dat, z ktérych posiadamy obser-
wacye. Tu mozna odrazu uwzgledni¢ aberacye planetarna. Wiadomo,
ze w chwili t obserwujemy nie te pozycye, ktérg planeta fakty-
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cznie w chwili t zajmuje, ale te, ktorg zajmowata w chwili t—r,
gdzie x oznacza czas, ktorego potrzebowato Swiatto, aby przebiedz
od planety do obserwatoryum. Do Keplerowskich wspdtrzednych
dodajemy perturbacye obliczone dla tych samych dat co wspot-
rzedne, albowiem wszystko jedno, czy odejmiemy perturbacye od
obserwowanych wspoétrzednych, czy tez dodamy je do obliczonych
Keplerowskich. Otrzymane w ten sposéb heliocentryczne wspotrze-
dne zamienimy wreszcie na geocentryczne. Ale i te ostatnie nie sg
jeszcze gotowe do poréwnania z obserwacyami, bo obserwacye dajg
wspoétrzedne widome. Trzeba wiec jeszcze metodami wytozonemi
w rozdz. XIl-tym przejs¢ od wspo6trzednych geocentrycznych do
widomych. Liste obliczonych tym sposobem pozycyi planety nazy-
wamy ,efemerydg”. Zazwyczaj efemerydy podaja pozycye planety
w rownych, krétkich odstepach czasu. np. co cztery dni.

Nastepnie odejmujemy wspo6trzedne wziete z efemerydy od
obserwowanych, przez co otrzymujemy szereg roznic [w sensie
obs. — rach.], ktére dla krétkosci nazwiemy: hl,h2...hn. Réznice te
sg oczywiscie funkcyami poprawek Aa, Aji i t d. elementdéw i to
funkcyami znikajgcemi, gdy te poprawki znikajg. Poniewaz, jak
to wyzej zauwazyliSmy, poprawki Aa... i t d. sg o tyle male, iz
mozna poming¢ ich kwadraty i wyzsze potegi; przeto napiszemy
rownania liniowe ksztattu

@7

Zwykle poréwnujemy sferyczne wspoétrzedne. Poniewaz kazda
kompletna obserwacya daje dwie sferyczne wspotrzedne, wiec ilosé
rownan jest wogdle dwa razy wieksza od iloSci obserwacyi. Ale
pospolicie liczba obserwacyi jest tak znaczna [niekiedy Kkilkaset],
ze trudno podotaé mnéstwu réwnan. taczymy przeto po Kilka
i kilkanascie sagsiednich (co do czasu) obserwacyi w jedng fikcyjng
obserwacye. Mianowicie réznice h moga b}'¢ wyrazone przez sze-
regi Taylora uporzadkowane wedle poteg czasu. Jezeli tylko
obserwacye sa dobre a efemeryda niezle przedstawia rzeczywista
droge planety, to w ciggu dos¢ znacznych odstepéw czasu mozna
ograniczy¢ sie do wyrazéw liniowych. Zatem mozna napisac:
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W tych wzorach tl, t2..., tn oznaczaja momenty czasu, w kté-
rych zostaly dokonane odnosne obserwacye, za$ TO jest to pewna
epoka, ktoérej zreszta wyznaczac¢ nie potrzebujemy. Utwdérzmy Sre-
dnig arytmetyczng

Widzimy, ze nie r6zni sie ona niczem od wyrazen na po-
szczegblne réznice; mozemy przeto uwaza¢ hmjako réznice miedzy
pewng fikcyjng obserwacya dokonang w chwili tm a efemeryda.
Jezeli przydajemy obserwacyom rozmaite wagi, to zamiast zwykiej
Sredniej arytmetycznej wezmiemy S$rednig, obliczona z uwzglednie-
niem wag

przyczem

Znowu wiec czas fikcyjnej obserwacyi jest srednig arytme-
tyczng z czas6w poszczegdlnych obserwacyi, przyczem czasy obser-
wacyi majg te same wagi co obserwacye. Epoka TO moze, jak to
juz wyzej powiedzieliSmy, pozosta¢ nieoznaczona.

W niektérych przypadkach trzeba w szeregu Taylora uwzgle-
dni¢ takze kwadratowy wyraz. tatwo domysle¢ sie, jakie wtedy
trzeba wprowadzi¢ modyfikacye.

Kazda pare fikcyjnych wspoétrzednych odnoszacych sie do tego
samego czasu tmnazywamy ,miejscem normalnem®.

Jezeli mamy n kompletnych obserwacyi, lub miejsc normal-
nych, to mozemy napisa¢ 2n réwnan ksztattu (37). Poniewaz mamy
szes¢ niewiadomych, a liczba 2n jest zawsze wieksza niz 6, wiec
do rozwigzania réwnan (37) zawsze musimy stosowa¢ metode naj-
mniejszych kwadratow.

Obserwacye dajg rektascensye i deklinacye; przeto réwna-
nia (37) sa dwdch typow: w réwnaniach jednego typu
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a w rownaniach drugiego:

Obliczenie pochodnych Set ... i td, tj. wspotczynnikéw

rownan (37) jest dosy¢ kiopotliwe. Musimy wzig¢ do pomocy wspot-
rzedne heliocentryczne, prostokatne: X, y, z, wiec np. napiszemy:

(38)

Odpowiednio do tego musimy utworzy¢ z jednej strony szes¢
pochodnych a i 6 wzgledem X, y, z, a z drugiej osiemnascie po-
chodnych X, y, z wzgledem szesciu elementéw elipsy. Aby utwo-
rzy¢ pierwsze pochodne, wezmiemy znane réwnania:

w ktérych X. y, z oznaczajg heliocentryczne, réwnikowe, prosto-
katne wspotrzedne planety, X, Y, Z geocentryczne wspétrzedne
storica, A odlegto$¢ planety od ziemi, zas a i d jej geocentryczng
rektascensye i deklinacye. Ro6zniczkujemy te réwnania uwazajgc
X, Y, Z za stale, bo sg to wielkosci z géry dane i od zmian w po-
zycyi planety niezalezne:

Rozwiazujac te ostatnie réwnania wzgledem da i dé otrzy-
mamy wzory
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z ktérych wynikaja nastepujace wzory na pochodne rektascensyi
i deklinacyi wzgledem heliocentrycznych, réwnikowych, prosto-
katnych wspoétrzednych planety

(39)

Zatem pierwsza cze$¢ zadania jest wykonana. Aby znales¢
pochodne X, y, z wzgledem i oraz w; weZmiemy réwnania (74)
rozdz. Xl1ll-go, t. j. rébwnania

(40)
przyczem

(41)

Zmienna r wecale nie zalezy od zmiennych stojagcych w na-
wiasach. — Baczac na réwnanie (41) otrzymamy z réwnan (40)

Ale poréwnawszy wyraz w nawiasie z réwnaniami (40) spo-
strzezemy, ze to nic innego jak

Napiszemy wiec

Tak samo znajdziemy
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Nastepnie ze wzoru (41) wyprowadzimy zwigzki

za$ ze wzorow (40) zwigzki

Moglibyémy utworzyé 2( Su 9z na podlstawi):a rownan' (40).

tak np. otrzymalibysmy

ale umyslnie pozostawiliSmy tymczasowo te pochodne w og6lnej
formie, albowiem dla skrécenia rachunkéw dogodnie jest utworzyé

“ it d. nie ze wzorow (40), a ze wzorow (74 bi.s) rozdz. XIlI-go,
du

w ktorych jednakze zamiast a, C napiszemy sina, sinb, sine
(42)

Ze wzoréw (42) wynikaja nastepujace wyrazenia pochodnych
wzgledem u:

(43)
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Podstawimy ze wzorow (43); jednocze$nie za$
du du v

. ox &/ . dz r t
uproscimy wzory na —, — i — za pomoca wzordw, ktore tatwo

iest wyprowadzi¢ ze wzordéw (77) rozdziatu XIlI-go, mianowicie
(44)

i napiszemy ostatecznie:

(45)

Mamy wiec juz dziewie¢ pochodnych X, y, z wzgledem ele-
mentéw Ti, Q ii. Pozostajg jeszcze do utworzenia pochodne wzgle-
dem elementéw g MO i n. Wspotrzedne heliocentryczne, prostoka-
tne X, y, z zalezg od tych ostatnich elementéw przez posrednictwo
r iw; tedy np.

(46)

Wzory na pochodne y i z ro6znig sie od wzoréw (46) tylko
tem, ze na miejscu X stoi y, wzglednie z. Co do pochodnych wzgle-
dem r, to wiadomo, ze

(47 @)
co za$ do pochodnych wzgledem v, to ze wzoru (41) wynikajg zwigzki

(47 b)
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Stad na podstawie wzordéw (43) znajdujemy
(48)

Pozostaje jeszcze do utworzenia sze$¢ pochodnych

ale mozemy oszczedzi¢ sobie tego trudu, bo obliczyliSmy te po-
chodne w rozdz. XVIIl-tym, § 7 [wzory B, C, F, G, H, Jj. Zna-
lezliSmy tam

(49)

Skoro podstawimy we wzory (46) wartosci pochodnych wziete
ze wzor6w (47), (48) i (49), to otrzymamy nastepujace wyrazenia
pochodnych X, y, z wzgledem < il10i n
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Wzoréw na pochodne y i z nie piszemy, bo réznig sie od
wzoréw (50) tylko tem, ze zamiast X przed nawiasem stoi y, wzgle-
dnie z, a zamiast cotg (A -j-u) stoi cotg (B u), wzglednie
cotg (C—-). — Nalezatoby jeszcze pochodne wziete ze wzoréw
(39), (45) i (50) podstawi¢ we wzory (38); otrzymaliby$smy wtedy
ostateczne wzory na

razem dwanascie wzoréw na wspoétczynniki réwnan (37) obu ty-
péw. Napisa¢ je tatwo, ale poniewaz sg to nazbyt diugie wzory,
wiec oszczedzimy sobie trudu pisania. Zresztg dogodniej jest wy-
licza¢ wzory (39), (45) i (50) i podstawia¢ w réwnania (38) gotowe
liczbowe wartosci pochodnych

W razie, gdy mimosrod jest bardzo wielki, powyzsze wzory
sg niedogodne, bo wartosci liczbowe zbytnio zalezg od bledoéw.
Gdy za$ orbita jest paraboliczna albo hyperboliczna, to samo przez
sie rozumie sie, ze wzory powyzsze stosowanemi by¢ nie moga.
O hyperboli mozemy zupetnie przemilczeé, za$s o paraboli i o eli-
psach z bardzo wielkim mimosrodem wystarczy powiedzie¢, ze
nalezy potozy¢ sin @g— 1 a zamiast elementéw MO i n wprowadzi¢
czas przejscia przez perihelium T i odlegtos¢ w perihelium @
Wskutek tego trzeba wzory (49) i (50) zastgpi¢ przez inne, kto-
rych tu jednak wyprowadza¢ nie bedziemy. Chcacych poinformo-
wacé sie co do rzeczonych wzoréw, jak roéwniez tych, ktorzy chca
doktadniej zapoznal sie z teoryg perturbacyi, odsytamy do dziet
specyalnych, przedewszystkiem za$ do dzieta §. p. Dra Jana Ko-
walczyka pod tytutem: ,O sposobach obliczania przeszkéd
w biegu ciat niebieskich* [Warszawa, 1901].
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ROZDZIAL XXI.

Teorya ruchu ksiezyca.

1. Réwnania ruchu.

Ruch ksiezyca naokoto ziemi nie jest tatwy do opisania: naj-
zwyklejsze obserwacye instrumentalne juz w ciggu jednego miesigca
okazujg, ze orbita ksiezyca nie jest ani krzywa ptaska, ani zamknieta.
Dtugos¢ wezta wstepujacego na réwniku zmienia sie o przeszio sto-
pien w ciggu jednego obiegu. Chcac osiggna¢ jaka taka doktadnosé
nie mozna zadowolni¢ sie prawami Keplera; trzeba uwzgledni¢
perturbacye zalezne od przyciagania stonca. Naturalnie trzeba takze
uwzgledni¢ perturbacye sprawione przez przycigganie planet i przez
sptaszczenie ziemi, ale tak jedne, jak drugie sa nieznaczne i wolno
uwzgledni¢ je dopiero w dalszych przyblizeniach.

Jezeli ograniczymy sie do wplywu stonca, to teorya ruchu
ksiezyca bedzie oczywiscie specyalnym przypadkiem zadania trzech
ciat. Wiemy, jakie trudnosci przedstawia to zadanie, wiemy, ze og6lne
catki sa nieznane. Jezeli w przypadku ksiezyca mozemy to zadanie
rozwigza¢ wprawdzie nie scisle, ale ze zadawalniajgcem z teore-
tycznego punktu widzenia przyblizeniem; to gtdwnie dlatego, ze
odlegtosé storica od ksiezyca jest blisko 400 razy wieksza, niz od-
legtos¢ ksiezyca od ziemi.

Mozemy tu odrazu stosowaé wzory (7) rozdz. X1X-go, w kto-
rych $rodek wspo6trzednych prostokatnych jest identyczny ze Srod-
kiem masy systemu:

Astronomia teoretyczna II. 12
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przyczem

Rk oznacza odlegto$¢ pomiedzy punktami i i X za$ mk
sg to masy punktéw materyalnycb; co do state] przyciagania, to
przyjeliSmy czasowo, ze jest réwna jednosci. Zatézmy, ze xl,y 1,z1
sg to wspoétrzedne ziemi, mxjej masa oraz, ze symbole m2, X2, y2, 2
odnosza sie do ksiezyca, a m3, x3) ys, z3 do stonca. Przeniesmy
srodek wspotrzednych do $rodka ziemi, potézmy x2— xx=x it d.
x3— x1=x"' \t. d, aotrzymamy z réwnan (1), przez zupetnie oczy-
wiste i fatwe dziatania, nastepujgce réwnania ruchu ksiezyca, odnie-
sione do osi poruszajgcych sie razem ze ziemig, ale majacych state
kierunki

)

Zamiast R12, R1S wprowadzamy nowe oznaczenia

(3

Chcac catkowaé réwnania (2) musimy uwaza¢ wspoétrzedne
stonca x', y', z' za dane funkcye czasu. Ale warto je wyrazié
przez wspoétrzedne odniesione do wspdlnego srodka masy ksiezyca
i ziemi, albowiem ruch stonca wzgledem tego ostatniego punktu
odbywa sie po elipsie Keplerowskiej 1), wskutek czego wyrazenia
wspotrzednych stonca wzgledem wspélnego Srodka masy ksiezyca
i ziemi sg stosunkowo proste. Oznaczmy ten wspolny $Srodek masy
ksiezyca i ziemi przez G. Lezy on na prostej, taczacej srodki mas
ksiezyca i ziemi, ale jeszcze wewnatrz ziemi na odlegtosci okoto

~ Naturalnie przy zatozeniu, ze istniejg tylko trzy ciata. Gdyby byto wiecej
ciat, to ruch nie bytby Scisle Keplerowskim. Jednakze perturbacye ruchu storica
sprawiane przez inne planety sa tak mate, ze tu, gdzie chodzi o ruch ksiezyca,
a nie o ruch stonca, — wolno je zupetnie pominac.
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34 promienia réwnikowego od jej Srodka masy. Wspoétrzedne
punktu G wzgledem S$rodka masy ziemi sg

Tedy wspdtrzedne stonca wzgledem punktu G sg

@)

Stad odwrotnie wynika

(4 bis)

przyczem

Tak samo

stad zas$

Nalezy zauwazyé, ze X, Y, z, X0, y0, z0 sg to tak zwane wspot-
rzedne Jacobiego. GdybySmy wprowadzili jeszcze momenty iloSci
jruchu (por. rozdz. XIX-ty, § 9)

przyczem

i potozyli
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to otrzymalibySmy ,kanoniczne wspo6trzedne® Jacobiego (por*

§ 9 rozdz. XI1X-go).
Powracamy do poprzednich réwnan. Przedewszystkiem wia-

domym sposobem rozwijamy

w szeregi funkcyi kulistych *):

(6)

r ,
Szeregi te sg szybko zbiezne, bo — wynosi tylko okoto

Teraz podstawiamy nowe wyrazenia wspotrzednych storica
ze wzoréw (4 bis) w prawe strony wzoréw (2), piszemy (wedle
wzoréw (3)) r zamiast i?12... i t d., poczem otrzymujemy

?)

Zaraz widaé, ze powyzsze roéwnania majg ksztaht

(7 bis)

») Por. rozdz. V-ty, § 2
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przyczem

)

Widzimy wiec, ze F jest to pewien potencyat. Mozna go rozwi-
na¢ w szereg funkcyi kulistych, trzeba tylko we wzorze (8) zastapic

przez rozwiniecia w szeregi podane we wzorach (6). Po podsta-
wieniu zobaczymy zaraz, ze mozna opusci¢ wyraz

jako wcale nie zawierajacy wspotrzednych ksiezyca. Przekonamy
sie takze, ze wyraz zawierajacy cos YO ma wspoétczynnik réwny
zeru. Wskutek tego rozwiniecie potencyalu F w szereg funkcyi
sferycznych przybierze nastepujacg postac:

2. Osie krecace sie.

Z dawniejszych autorow Euler postugiwat sie krecgcemi sie
osiami, z nowszych G. W. Hill. W rekach Hilla a nastepnie
Poincaré¢go zastosowanie krecacych sie osi doprowadzito do
pierwszorzednych odkryc¢.

Zaktadamy, ze osie X i y obracajg sie naokoto osi z ze stalg
katowa predkoscig n'. Wskutek tego rdéwnania (7 bis) przechodzag
w réwnania

(10)
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w ktoérych wspétrzedne ksiezyca oznaczyliSmy znowu przez X, Y, z,
aby nie wprowadza¢ nowych symboléw. Funkcya F nie zmienia sie
przez przeksztatcenie do krecagcych sie osi, albowiem zawiera tylko
wzajemne odlegtosci trzech punktéw.

Kiadac

(11

nadajemy réwnaniom (10) postac:

(12)

nastepnie zaktadamy, ze ptaszczyzna X,y jest identyczna z ptaszczy-
zng tej elipsy®, po ktorej storice porusza sie naokoto punktu G.
Stad wynika, ze wspodtrzedne storica sg #0, y0, 0. Nastepnie zakila-
damy, ze n' jest to tak zwany S$redni ruch stoica, inaczej méwiac,
ktadziemy

gdzie T' oznacza rok gwiazdowy. Gdyby droga stonica naokoto
punktu G byta kotem, to n' byloby rzeczywista katowg predkoscig
stohca i moznaby zatozy¢, ze jedna z osi ekliptycznych, np. x stale
przechodzi przez stonce, tak za$ przechodzi¢ bedzie nie przez samo
stonce, a przez fikcyjny ruchomy punkt, zwany (pierwszem) Sre-
dniem storicem (por. rozdz. VII-my, § 1).

Poniewaz nie znamy zadnej metody, ktéraby dawata odrazu
ogdélne wyrazenia wspétrzednych ksiezyca w ruchu zakiéconym
przez stonce, wiec musimy uciec sie do metod ok6lnych. Wszystkie
okolne metody mozna podzieli¢ na dwie Kategorjre: do jednej na-
leza te metody, w ktérych uwazamy ruch jako chwilowo elipty-
czny, ale zakladamy, ze elementy elipsy wcigz zmieniajg sie; jest to
metoda ,waryacyi statych dowolnych®, o ktérej byta mowa w roz-
dziale XIX-tym; do drugiej te metody, w ktdérych zalozenia, ze

1) Cho¢ to nie odpowiada $cisle rzeczywistosci, bedziemy nazywaé te pta-
szczyzne ekliptyka.
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tor ksiezyca jest elipsg, nie robimy, natomiast staramy sie uczynié
zados¢ réwnaniom rozniczkowym przez kolejne przyblizenia. Odpo-
wiednio do tego wprowadzamy z poczatku pewne upraszczajgce
zatozenia, ktére nastepnie kolejno odrzucamy. W danym razie wy-
pada nam trzymaé¢ sie drugiej metody, bo gdybysmy zechcieli
trzymac sie pierwszej, to straciliby$my rozmaite dogodnosci i ko-
rzysci, wynikajace z uzycia wspétrzednych prostokatnych. Wyobra-
zamy sobie wyrazenia na wspétrzedne ksiezyca i storica rozwiniete
W szeregi postepujace wedle poteg matych statych: e e,y i a'-1
i w kolejnych przyblizeniach wprowadzamy wspotczynniki coraz
to wyzszych poteg tych matych statych. Pierwsze dwie stale sg
to tak zwane ,mimosrody orbit“ ksiezyca i storica. Nazwa ,mi-
mosrod orbity stonca“ jest zupelnie odpowiednia, bo w naszej
teoryi droga stonca naokoto punktu G jest rzeczywiscie elipsa,
ale nazwa ,mimos$réd orbity ksiezyca“ nie jest odpowiednia, bo
orbita ksiezyca nie jest elipsa, a w dalszych przyblizeniach nie
jest nawet krzywa zamknietg. Jednakze poniewaz zdawna przy-
zwyczajono sie stosowac¢ terminologie elipsy do orbity ksiezyca,
przeto i my nie odstgpimy od zwyczaju. Musimy tylko wyttémaczy¢,
co wiasciwie nalezy rozumiecipad ,mimosrodetnn orbity ksiezyca“.
Ro6zni autorowie przyjmujg rézne definicye statej e podykto-
wane przez pewne wzgledy praktyczne. Roztrzasa¢ tych definicyi
nie mozemy, bo to zaprowadzitoby nas nazbyt daleko; powiemy
tylko tyle, ze e ma zawsze znaczenie mato rézne od tego znacze-
nia, ktore posiada w przypadku elipsy; to znaczy, ze gdybysmy
w jakiejkolwiek chwili wzieli elipse ,Scisle styczng“ t. j. te, ktéra
w danej chwili najlepiej przystaje do orbity ksiezyca, to jej mimo-
srod roznitby sie od statej e tylko o wielkosci wyzszego rzedu.

Przejdzmy teraz do stalych y i Pierwsza stata, to nic in-

nego jak styczna kata nachylenia orbity ksiezyca do ekliptyki, t j.

Co do a', to ta stata jest okre$lona przez réwnanie:
(13)

Liczbowa jej wartos¢ roézni sie bardzo nieznacznie od potowy
wielkiej osi orbity stonca wzgledem ziemi, czyli, co na jedno wy-
chodzi, orbity ziemi naokoto stornica.
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3. Pierwsze przyblizenie. Wyrazy rzedu zero. Orbita posre-
dnia [Orbite intermédiaire, Intermediate orbity inter-
mediare Bahn].

W dawniejszych metodach po wiekszej czesci zaniedbywano
w pierwszem przyblizeniu przycigganie stonca; wskutek tego zada-
nie przywodzito sie do zadania dwu ciat i ruch stawat sie elip-
tycznym. W ten sposob orbita posrednia [nazwe te wprowadzit
Gyldén dla oznaczenia przyblizonej orbity] byta elipsg o tyle
tylko nieokreslona, ze jej linia weztow i linia absydalna, t. j. pro-
sta, taczaca perigaeum z ogniskiem, nie bytly state, ale poruszaty
sie w pewien dowolny sposéb. Zaktadano mianowicie, ze obie te
linie poruszajg sie z pewnemi statemi predkosciami katowemi, ktore
okreslano przy dalszych przyblizeniach. G. W. Hill wychodzi
ze zupelnie odmiennego zalozenia. Zaniedbuje tylko czes¢ pertur-
bacyi sprawionych przez stonrice i otrzymuje orbite posrednig odrazu
rozng od elipsy. .

Orbita posrednia Hilia jest krzywa zamknietg wzgledem osi
krecacych sie razem ze Sredniem storicem i symetryczng zaréwno
wzgledem osi & jak osi Y.

Przy matych wartosciach m (dla ksiezyca m— Tw mniej wie-

cej) krzywa ta jest dos¢ podobna do elipsy. Gdy m osiggnie war-
tos¢ 1,78, to krzywa ta ma na osi X [na ktérej znajduje sie storice]
punkty zwrotu (ostrza) jak na ryc. 36a. Hi 11 zatrzymat sie na
tym rezultacie, ale Poincaré poprowadzit badanie dalej i okazatl,
ze jeszcze wigkszym wartosciom m odpowiadajg krzywe z dwoma
punktami podwéjnymi (jak na ryc. 36b) na osi x, oraz, ze gdy m
wcigz dalej wzrasta, to owe punkty podwdjne najpierw schodza sie
w poczatku wspotrzednych a potem znikaja, za$ krzywa znéw
staje sie krzywg zamknietg bez punktéw podwoéjnych i bez punk-
tow zwrotu, ale ksiezyc przebiega ja w kierunku wstecznym.

Orbita posrednia Hilla wynika z pewnego specyalnego roz-
wigzania zadania trzech ciat, ktére wiecej zbliza sie do rzeczywi-
stosci niz ruch Keplerowski. Swojg drogg orbita posrednia Hilla
nie odpowiada ogélnym catkom uproszczonych réwnan ruchu, — te
bowiem pozostaja nieznane; odpowiada ona pewnemu specyalnemu
rozwigzaniu tych rdéwnan, zawierajacemu niepetng ilos¢ statych do-
wolnych.
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Do rozwigzania, o ktérem mowa, dochodzimy w nastepujacy
sposab:

Nie rozrézniamy punktu G od $rodka masy ziemi, wskutek
czego r'= r0. Poniewaz to zalozenie jest réwnowazne zatozeniu, ze
masa ksiezyca jest znikoma wobec masy ziemi, przeto w rozwi-

nieciu funkcyi F [wzor (9)] ktadziemy — 0. Oprocz tego wpro-

a

Ryc. 36.

wadzamy jeszcze inne uproszczenia. Po pierwsze zaktadamy,
ze orbita stonica jest kotem, t j. ze e'= 0, zas r'= rO= &, gdzie
a' jest to stata. Po drugie zakladamy, ze ksiezyc krazy w eklip-
tyce, t j. kladziemy z— 0, tangi— y= 0. Po trzecie zakia-
damy, ze mozna zaniedba¢ stosunek a/a/ ktéry, jak wiadomo, wy-

nosi okoto .
400
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Zobaczmy teraz, jak przy tych zatozeniach beda wyglada%‘
réwnania (12). Oczywiscie trzecie rownanie (12) bedzie identycznie
spetnione; pozostang tylko dwa pierwsze, w tych za$ funkcya F'
znacznie sie uprosci. Z réwnania (11) wiemy, ze F' zawiera funkcye F,
ktorej rozwiniecie w szereg bylo podane we wzorze (9). W szeregu
tym nie bedziemy uwzgledniaé¢ dalszych wyrazéw, bo wobec po-
czynionych uproszczen nie miatoby to sensu; zatrzymamy tylko
dwa pierwsze wyrazy. Pierwszy z nich pozostawiamy niezmienio-
nym, drugi za$ przeksztatlcamy w nastepujacy sposéb. W roéwna-
niu (13) mz jest przeszto 300000 razy wieksze od sumy pozosta-
tych dwéch mas, mozna tedy na mocy réwnania (13) napisac

Przy obecnych zatozeniach storice wcigz znajduje sie na osi X,
poniewaz za$ kat y0 jest to kat miedzy promieniem wodzgacym
ksiezyca a osig X, tedy

Z drugiej strony

zatem mozna napisac

Stad za$

(14)

a rownania (12) przechodzg w:
(15)

Teraz chodzi o to, zeby znales¢ peryodyczng catke tych dwoch
réwnan. Gdy X iy bedg funkcyami peryodycznemi czasu, to diroga
punktu wzgledem krecacych sie osi bedzie zamknieta. Hill piodat
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kompletne rozwigzanie tego zadania. Do réwnan (15) wprowadza
nowa jednostke czasu ktadac

Symbole n i ri oznaczaja, jak zwykle, $rednie ruchy ksie-
zyca i stonca, zas

jest to nic innego, jak stosunek miesiaca do roku.
Potdézmy jeszcze dla krotkosci

a bedziemy mogli napisa¢ réwnania (15) w ksztalcie

(15 bis)
4. Catkowanie réwnan (15 bis).
Napiszmy te rownania w ksztalcie:
(15 ter)
przyczem
Odrazu wida¢, ze réwnania (15 ter) maja catke
(16)

ic
Z trzech réwnan (15 ter) i (16) wyrugujemy — i w ten

sposéb otrzymamy dwa réwnania jednorodne. Za pierwszym razem
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pomnozymy pierwsze réwnanie przez @ drugie przez y, trzecie
przez 1 i dodamy do siebie; za drugim pomnozymy pierwsze przez yy

drugie przez — X, a trzecie przez 0 i znéw dodamy. Wtedy — pa-
mietajgc jeszcze o tem, ze: X2-j- y2— r2 oraz uzywajac dla krot-

dx
kosci znakowania Newtona, tj. piszac X zamiast — i t d. —

otrzymamy réwnania:
17

Wprowadzimy jeszcze nowe zmienne:
gdzie

Stad wynika zaraz

a réwnania (17) przechodza na réwnania

c0 mozna zaraz napisa¢ w ksztatcie:
(18)

Poniewaz catki maja by¢ funkcyami peryodycznemi, wiec
sprobujemy uczyni¢ zados$¢ réwnaniom (18) przez szeregi

(19)
gdzie

za$ ] moze przybiera¢ wszelkie cate wartosci poczynajac od — oo
az do -j-oo. Oczywiscie mozna uczyni¢ zado$¢ réwnaniom (18)
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przez powyzsze calki, o ile uda sie wyznaczyé stalg A oraz state
«2y, a_2j tak, aby szeregi byly zawsze zbiezne. Podstawmy tedy
wartosci na u i s ze wzoréw (19) we wzory (18). Oczywiscie mo-
zemy napisaé

Stad

nastepnie ze wzgledu na to, ze

Otrzymamy tedy nastepujace dwa réwnania warunkowe

oraz

Wspétczynniki przy kolejnych potegach £ muszg by¢ oddzielnie
rowne zeru, oprdécz wspoétczynnika przy potedze zero w pierwszem
rownaniu, ktéory ma by¢é rowny statej 2C. Zatem kazdy wspot-

. 9 .
1) Nawias przy —w* otrzymujemy w ten sposob :

42

2 bo
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czynnik daje warunkowe réwnanie za wyjatkiem wspotczynnika
przy potedze zero w drugiem réwnaniu, ktéry jest identycznie

réwny zeru.
Oddzielajac te wyrazy, w ktérych

otrzymujemy dwa réwnania, mianowicie:

(20)

oddzielajgc za$ kolejno wyrazy, w ktorych

otrzymamy szereg réwnan, ktére mozna napisa¢ ogélnie w postaci

(21) 1
oraz

W réwnaniach tych potozyliSmy dla prostoty

Chcac tedy otrzymac kolejne réwnania nalezy podstawi¢ na p
kolejne wartosci j3= + I, +2 i t d Jak widzimy, ilo$¢ réwnan
warunkowych jest nieskonczenie wielka, a kazde z nich skiada sie
z nieskonczonej ilosci wyrazéw, bo sumowanie wzgledem j rozcigga
sie od — 00 do -j-00. Porzadek w okresleniu wspdtczynnikow jest
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taki: najpierw okresla sie wspoétczynniki a2i, potem A, wreszcie C.
Oczywisécie nie mozemy obliczy¢ wspétczynnikéw a2j inaczej, jak
przez kolejne przyblizenia.

Z réwnan (21) mozna wyprowadzi¢ inne, dogodniejsze do ra-

. L . 2m-j-1 ., ..
chunku, mnozac drugie réwnanie (21) przez _ZB_“I odejmujac

od pierwszego oraz dzielgc drugie réwnanie (21) przez 4p. W ten
spos6b otrzymamy réwnania:

(22)
oraz

Przypatrzywszy sie tym réwnaniom spostrzegamy, ze wszystkie
wspoétczynniki a muszg by¢ funkcyami parametru /w, a skoro
poczniemy je obliczaé, to przekonamy sie, ze wspétczynniki a2
i a2 sa co najmniej rzedu mA. Zresztag mozna to dowie$¢ zupetnie
Scisle. Dowdd podat Poincaré, ale powtorzyé¢ go tu nie mozemy,
bo jest nazbyt diugi i trudny. Natomiast pokazemy, jak faktycznie
przez kolejne przyblizenia obliczy¢ wspétczynniki a2j i a_2] x.

Poniewaz mamy do rozporzadzenia statla A, przez ktorag caty
szereg jest pomnozony, wiec mozemy potozy¢ a0= 1. W ten sposob
jednoczesnie uczynimy zado$¢ postulatowi, aby wspotczynnik a0 byt
rzedu m°. Nastepnie weZmiemy ogélne wzory (22), potozymy p= |
i otrzymamy réwnania:
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oraz

Dotgczmy jeszcze dwa podobne réwnania dla p—2, zatrzy-
majmy we wszystkich czterech réwnaniach tylko wyrazy do rzedu m4
wiacznie; wtedy pomnac, ze a0— 1, bedziemy mogli napisaé naste-
pujace cztery réwnania:

AV

Z dwoch pierwszych réwnan otrzymamy natychmiast:

podstawiwszy za$ te wartosci na a2 i a 2 w rdéwnania Ill-cie
i 1V-te, znajdziemy zaraz

wyrazy wyzszego rzedu,

bo wspoétczynnik przy w4 jest zerem.

Chcac otrzymacd dalsze przyblizenie, musimy w réwnaniach (22)
potozy¢ p = 3, poczerh otrzymamy dwa nowe rownania. Bedziemy
wiec teraz mie¢ szes¢ réwnan. We wszystkich szedciu réwnaniach
zatrzymujemy tylko wyrazy az do rzedu me wiacznie, przyczem
naturalnie uwazamy a0 za wielko$¢ rzedu m°, a2i a_2 za wielkos$ci
rzedu m2 i za wielkosci rzedu mti t d. W ten sposob
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bedziemy mieli sze$¢ réwnan i sze$¢ niewiadomych a2, a_2, aiy a_4,
abi a$. Lecz w czterech pierwszych wspdétczynnikach wyrazy az
do rzedu m4 sg juz wiadome, pozostang tedy do okreslenia tylko
dodatkowe wyrazy rzedu w6 w czterech pierwszych wspotczynni-
kach i pierwsze wyrazy wspotczynnikéw a6 i a_6. Skoro otrzy-
mamy trzecie przyblizenie, to przejdziemy do czwartego i t d.

Hill i Brown okres$lajg wspétczynniki a2, a 2 i t d. nieco
inaczej, mianowicie wyprowadzajg z réwnan (22) jeszcze inne ro-
wnania i te dopiero rozwigzujg przez kolejne przyblizenia; ale nam
chodzito tylko o to, aby da¢ pojecie, jak obliczy¢é wspoétczynniki
a2, a2 it d, wolelismy tedy po6js¢ krotszg droga, aby nie traci¢
czasu i miejsca na ponowne przeksztatcenie réwnan. Gdybysmy
chcieli faktycznie wyliczaé owe wspétczynniki, to nie omieszkali-
bysmy wyprowadzi¢ ostateczne réwnania Hilla i Browna, bo
sg one do rachunku dogodniejsze. Postepujac drogg wskazana przez
Hilla, znalezlibySmy, ze kazde nowe przyblizenie powieksza do-
ktadnos¢ o cztery rzedy, bo odrazu otrzymujemy wyrazenie zawie-
rajace potege m o cztery jednostki wyzszal. Hill sam obliczyt
wspotczynniki az do rzedu m9 wiacznie. Jak za$ szybko ida ra-
chunki, to zobaczymy z nastepujgcego przyktadu podanego przez
Browna. Najwiekszy wspotczynnik po a0= 1 jest a_2. Przyj-
mujac, ze

Hill znajduje:

w pierwszem przyblizeniu
poprawka przy drugiem
" » trzeciem

Ostatecznie przyjeta wartosc!

Zbiezno$¢ szeregdw wyrazajgcych wspoétczynniki w znacznej
czesci pochodzi stad, ze w mianownikach stojg wielomiany ksztattu

‘) Tu spostrzegamy, ze Hill niedarmo jeszcze raz przeksztatca réwna-
nia (22). Dzieki nowemu przeksztatceniu obliczenie wspoétczynnikéw staje sie
o wiele szybszem.

*) Wogdble Hill obliczat po 15 dziesietnych; pierwsze przyblizenie daje
(doktadnie) szes¢ dziesietnych, drugie jedenascie, trzecie pietnascie.

Astronomia teoretyczna Il. 13
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2 (4jo2— 1) — 4 szybko wzrastajace wraz z liczbg p: naj-

mniejszy z nich, odpowiadajacy p— + 1 ma warto$¢ 6—4w-}-w2

a wiec blisko 6, nastepny odpowiadajacy p— =2 ma juz warto$é

prawie 30, dalszy odpowiadajacy p = + 3 wynosi blisko 70 i t d.
Znalezlismy, ze

Wspoétczynnik a0 daje gtéwny wyraz réwnania orbity nieza-
ktdconej; nastepne wspotczynniki a2 i a_2 odpowiadajg gtéwnym
wyrazom wielkiej nieréwnosci, znanej pod nazwag ,waryacyi“ a od-
krytej przez Tychona Brahegol.

Dotychczas otrzymalismy atoli nie same wartosci wspotczyn-
nikéw, a jedynie wartosci ich stosunkéw, bo dowolnie potozyliSmy
a0= 1, za$ wspdlny wszystkim wyrazom szeregu wspoétczynnik A
pozostat dotad nieokreslony.

5. Okreslenie wspoétczynnika A.

Aby okresli¢c A, trzeba powrdci¢ do pierwotnych réwnan
(15 ter), w ktoérych figuruje k. Réwnania te zawierajg zmienne X iy,
zwigzane z wi s przez réwnania:

Trzeba najpierw podstawi¢ wartosci na w i s w powyzsze roé-
whania, potem podstawi¢ otrzymane w ten sposdb wyrazenia na X iy

* Gdyby wszystkie a byty réwne zeru précz a0, a_2 i as, to bytoby

skad

to jest koto. Pamieta¢ nalezy, ie orbita jest odniesiona do osi krecacych sie
ze stalg predkoscig N\ t. j. krecgcych sie razem ze $redniem storicem.
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w ktorekolwiek z pomiedzy réwnan (15 ter), poczem otrzymamy
rownanie, z ktérego mozna bedzie okresli¢ A. Ale jeszcze lepigj
postgpi¢ tak: pomnézmy drugie rownanie (15 ter) przez i= \ —1
i dodajmy do pierwszego; otrzymamy wtedy réwnanie

(23)

W prawg strone tego réwnania podstawimy pochodng wzgle-
dem s funkcyi F' wzietej ze wzoru

poczem po obu stronach réwnania wyrazimy wis przez szeregi (19).
W ten sposéb otrzymamy réwnanie, z ktérego mozna bedzie okre-
$lic A jako funkcye parametréow k i m. Poniewaz to réwnanie
musi by¢ spetnione dla wszelkich wartosci f, przeto najdogodniej
potozy¢ (naturalnie po zrdézniczkowaniu) z= 0, £= 1; wtedy za$
(t. j. dla z=m0) okaze sie, ze

Samego podstawienia wykonywac¢ nie bedziemy, podamy tylko
gotowy rezultat:

Przypomnijmy sobie, ze

oraz ze

Stad wynika

Jezeli teraz podstawimy to wyrazenie na kK w powyzsze roé-
wnanie i jezeli rozwigzemy je wzgledem A, to otrzymamy:
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Przypominamy, ze ml i m2 oznaczaja masy ziemi i ksiezyca,

€ m— —— | przyczem n i N sg to Srednie ruchy Kksiezyca
n—n r

i stonca, oraz ze stata przyciagania jest réwna jednosci.

Skoro obliczymy A, to z pierwszego réwnania (20) obliczymy
takze stalg C

Na zakohczenie tego paragrafu wyprowadzimy wyrazenia na
wspoétrzedne x i y. Mamy

przeto

Potaczmy teraz ze sobg wyrazy, w ktérych £ jest podniesione
do pewnej potegi dodatniej, z wyrazami, w ktorych £ jest podnie:
sione do tejze samej potegi odjemnej, a otrzymamy po uporzadko-
waniu i po tatwych przeksztatceniach

(24)

przyczem

6. Ruch wezta. Zasadnicze réwnanie.

Podobnie jak w poprzednich paragrafach zaniedbujemy mimo-
$rod orbity stonecznej €', podobnie jak tam uwazamy stosunek a/a’
za znikomy, t j. przyjmujemy, ze rozmiary orbity ksiezyca sg
wobec rozmiaréw orbity stonca bardzo mate. Wogdle przyjmujemy
wszystkie upraszczajace zatozenia poprzednich paragraféow, ale juz
nie ktadziemy e= 0, t j. nie zaktadamy, ze ksiezyc krazy w eklip-
tyce, natomiast przyjmujemy, ze droga jego tworzy z ekliptyka
pewien skonczony kat. Wskutek tego zamiast
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mamy obecnie

Réwnania (15), (15 bis) i t d. pozostajg bez zmiany (tylko r
ma inne, nowe znaczenie), ale réwnanie dla zmiennej z nie jest juz

. . . - 9F' .
identycznie spetnione przez zatozenie z= 0, ~—~= 0: natomiast

podobnie jak w rownaniach (12) mamy

Poniewaz zwiazek

pozostaje i teraz w swej mocy, wiec jezeli ograniczymy sie do
tych samych wyrazéw rozwiniecia F w szereg, ktore pisalismy
poprzednio, to bedzie:

wyrazy pomijane
oraz

wyrazy pomijane.

Tedy trzecie réownanie ruchu bedzie:

albo z tem samem znakowaniem co poprzednio

albo wreszcie

(25)

jezeli dla krotkosci potozymy
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W rzeczywistosci z zawsze pozostaje mate, przeto jezeli ogra-
niczymy sie do wyrazéw tego samego rzedu co pierwsza potega
nachylenia, to mozemy we funkcyi 8 zaniedba¢ kwadrat nachylenia,
t j. z2 Przeto mozemy w niej przyja¢ po staremu

i jednoczes$nie pozostawi¢ na & i y poprzednio znalezione wartosci.

Mozna sobie utatwi¢ obliczenie odjemnej potegi promienia wo-
dzacego, figurujacej we wyrazeniu funkcyi 8, korzystajac z réwna-
nia (16) wyrazajacego catke Jacobiego. RoOwnanie to daje nam

(26)

k k
Skoro za$ otrzymamy —, to tatwo obliczymy — a potem

k .k . .
8 =m 2\—-. Spostrzegamy zaraz, ze — a tak samo i 8 zawiera

tylko parzyste, dodatnie i odjemne potegi z drugiej strony gdy
zmienimy X na —+t, albo £ na C-1, to u zmieni sie na s i odwro-
tnie, za$ ani r ani 8, jako symetryczne wzgledem u i s, nie do-
znaja zadnej zmiany. Stad wynika, ze jezeli napiszemy

to bedzie

stad za$ znowu wynika, ze mozna potaczy¢ wyrazy zawierajgce £2*
z wyrazami zawierajacymi £~2*i napisac¢

(27)

Ze wzgledu na to, ze funkeya 8 powstaje ze znanych juz
funkcyi, wspétczynniki 8k sg z goéry dane: sa to funkeye wspét-
czynnikéw a2i i A z 8 4 i 5. Podobnie jak wspétczynniki a2} sg
one tem wyzszego rzedu wzgledem m, im k jest wieksze, miano-
wicie wspoétczynnik 8kH jest wzgledem m zawsze co najmniej o dwa
rzedy wyzszy niz wspoétczynnik 8k
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7. Catkowanie réwnania
Wiadomo, ze w przypadku, gdy ® jest funkcyg peryodyczng

w rodzaju (27), to powyzsze réwnanie posiada nastepujace dwie
catki:

gdzie m jest to funkcya peryodyczng ksztattu:

Mozemy tedy napisa¢é dwa rozwigzania:
i (28)

Oczywiscie F (vr) jest funkcya parzysta, a/ (X) nieparzysta,
poniewaz za$ ip(t) zawiera pewien staty wspoétczynnik a X jest to
stata dowolna, wiec mozna wprowadzi¢ pewne warunki, mianowicie
mozna zatozy¢, ze

i odpowiednio do tego

Oczywiscie

Z drugiej strony poniewaz funkcya ip(x) jest peryodyczng i za-
wiera tylko parzyste potegi eil, przeto peryod jej jest 4, a wsku-
tek tego:

jednoczesnie za$ na mocy pierwszego réwnania (28)
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Stata g ma niemate znaczenie w teoryi ksiezyca, albowiem
od niej zalezy ruch wezta orbity ksiezycowej na ekliptyce. Aby
to okaza¢, napiszmy catke nasza nieco ogodlniej wprowadzajgc do
argumentu dowolng statg w

Poniewaz, jak to pézniej zobaczymy, szereg jest szybko zbiezny,
wiec pierwszy wyraz, w ktorym X= 0, ma wspoéiczynnik w po-
réwnaniu z nastepnymi bardzo duzy, a wskutek tego punkty, w kto-
rych z staje sie zerem, lezg bardzo blisko punktéw, w ktorych

staje sie zerem. Stad wynika, ze wezty orbity ksiezyca lezg w po-
blizu punktéw

oraz ze X wzrasta od jednego wezta wstepujacego do nastepnego mniej
wiecej o 2T Jezeli za$ wezmiemy dtuzszy odstep, np. od p-go wezta
wstepujacego do p-f-g-}-1-go wezta wstepujacego, to doktadnosé
powiekszy sie i bedziemy mogli powiedzie¢, ze x wzrosto prawie do-

ktadnie o — Mozemy tedy powiedzie¢, ze — jest to Sredni
9

odstep pomiedzy dwoma przejsciami ksiezyca przez ten sam wezet.

Jak wiadomo, zmienna x= (w— n')t-f- const. jest to nic in-
nego, jak réznica $rednich diugosci ksiezyca i storica. Mozemy wiec
powiedzie¢, ze od jednego przejscia ksiezyca przez wezet do na-
stepnego przejscia przez ten sam wezet rdéznica diugosci wzrasta

- 27T - . - - - - - -
srednio 0 — . Poniewaz atoli odnosimy wszystkie zjawiska nie-

bieskie do pewnego czasu, wiec zamiast zmiennej X napowrot wpro-
wadzimy zmienng t i napiszemy:
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Tu D oznacza nowa stala. Aby zblizy¢ sie do pospolitego w in-

nych teoryacb znakowania, potézmy

Nowa stata g' bedzie okreSlona przez réwnanie

argument gtdwnego wyrazu w szeregu na z bedzie

za$ S$redni odstep czasu uptywajacy miedzy jednem przejsciem ksie-
zyca przez wezet a nastepnem przejsciem przez ten sam wezet,
czyli tak zwany miesigc drakoniczny (smoczy) bedzie

W tych samych jednostkach $redni okres czasu, w ciggu kté-
rego ksiezyc opisuje 360°, czyli tak zwany miesigc gwiazdowy
wyraza sie przez

poniewaz zas miesiac ,gwiazdowy“ liczy 27,321 661 S$rednich dni
stonecznych, poniewaz dalej :

poniewaz wreszcie

wiec miesigc ,smoczy“ liczy
§r. dni stonecznych.
Widzimy stad, ze miesiac ,smoczy“ jest krotszy od gwiazdo-

wego i mozemy powiedzie¢, ze wezlty posuwajg sie po ekliptyce
jakby na spotkanie ksiezyca, t. j. w kierunku przeciwnym Kkierun-
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kowi jego obiegu. Mozemy doj$¢ do tego samego wniosku troche
inng drogg. Napiszmy argument g'nt-]- @' w nastepujacy sposob:

Gdyby byto

to cosinus argumentu g ''n t g' stawatby sie zerem dla wartosci:

n
a poniewaz peryod obiegu gwiazdowego wynosi $rednio , to wezly

El
przypadatyby — przynajmniej $rednio — na te same punkty eklip-
tyki. Inaczej méwigc, gdyby g'=1. to wezly bytyby nieruchome
na ekliptyce. Skoro jednak

to cosinus powyzszego argumentu staje sie zerem dla wartosci:

przypadajacych na coraz to inne punkty ekliptyki i mozemy po-
wiedzie¢, ze wezly posuwajg sie po ekliptyce. Predko$¢ tego ruchu
[wiasciwie Srednia predkos¢ weztdow, bo rzeczywista predkosé
wyraza sie wiecej skomplikowanym wzorem] jest oczywiscie

jest tedy odjemna, co oznacza, ze wezly posuwajg sie w kierunku
przeciwnym kierunkowi obiegu ksiezyca. Predkos$¢ (g'— 1)n wynosi
tylko okoto 0,004... S$redniego ruchu ksiezyca, a wiec odwrotnie
czas, w ciggu ktorego wezet opisuje kat 360°, musi byé okoto 250
razy diuzszy niz ten czas, w ciggu ktorego ksiezyc opisuje kat
360° t. j. musi wynosi¢ okoto 250 miesiecy gwiazdowych. 250 mie-
siecy gwiazdowych to prawie dokiadnie 6803,3 dni, ale jezeli wy-
konamy Scisty rachunek i uwzglednimy niektére poprawki, to
znajdziemy, ze obieg wezia trwa 6793,4 dni, t j. okoto 18,6 lat
a zarazem o 9,9 dni krécej niz 250 miesiecy gwiazdowych.
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8. Obliczenie statej Y i wspéiczynnikéw ft,.

W poprzednim paragrafie przytoczyliSmy juz warto$¢ liczbowa
statej g, w obecnym za$ pokazemy, w jaki sposéb Hi 11 wykonat
obliczenie. Wedle réwnan (28)

Podstawmy to w réwnanie (25) a otrzymamy

skad po wykonaniu mnozenia wynika:

Przyrownajmy do zera wspoétczynniki przy kolejnych pote-
gach £ a otrzymamy réwnania:

Widzimy, ze w kazdem réwnaniu sg po dwa wyrazy zawie-
rajace jeden i ten sam wspoétczynnik, np. w dwoch wyrazach pierw-
szego z powyzszych réwnan figuruje €, w dwéch wyrazach dru-
giego blt trzeciego & it d. taczac w kazdem réwnaniu owe dwa
wyrazy mozemy napisa¢ szereg rownan ksztattu:

(29)

przyczem suma stojgca na drugiem miejscu powinna obejmowad
wszelkie cate wartosci dodatnie i odjemne za wyjatkiem k=j.
Oczywiscie ilos¢ rownan (29) jest nieskonczona, a kazde z nich za-
wiera nieskoriczong ilos¢ niewiadomych bk Mozna tu zastosowaé
teorye réwnan liniowych i skorzysta¢ w celu ich rozwigzania z wika-
snosci wyznacznikéw. Cata trudnos¢ polega na tem, ze réwnania zawie-
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rajg nieskonczong liczbe wyrazéw oraz ze wyznacznik ich sklada
sie z nieskonczonej ilosci wierszy i kolumn. Trzeba tedy dowodzié
zbiezno$¢ réwnan i wyznacznika. Dowody te zostaly przeprowa-
dzone, ale z powodu braku miejsca nie mozemy powtérzy¢ ich
w catosci, mozemy tylko pokrétce wskaza¢ bieg dowodzenia i ra-
chunkoéw.

Przedewszystkiem dzielimy kazde réwnanie (29) przez

poczem otrzymujemy szereg réwnan ksztattu:

Wedle zasad teoryi réwnan liniowych wyznacznik tych ro-
wnann musi byé réwny zeru, piszemy tedy

Powstaje przedewszystkiem pytanie, o ile ten wyznacznik ma
sens, 0 ile wyraza co$ okreslonego. Mozemy go uwaza¢ jako gra-
nice, do ktdérej zdaza pewien wyznacznik o skonczonej liczbie wy-
razéw. Jezeli okaze sie, ze wyznacznik nieskonczony czyni zados$¢
pewnym warunkom, to moze mie¢ zupetnie okreslong warto$¢ i moze
by¢ przedstawiony przez pewne zbiezne szeregi. Ot6z przedewszyst-
kiem poniewaz elementy gtéwnej przekatni sg wszystkie réwne
jednosci, wiec warto$¢ gtdwnego wyrazu wyznacznika rozwinietego
w szereg rowna sie takze jednosci. Nastepnie mozna dowiesé, ze
wyznacznik jest zbiezny, jezeli szereg J)

J Ramki: | | oznaczaja, jak zwykle, wartosci absolutne.
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jest zbiezny. Ale na podstawie tego, co wiadomo o wartosciach
wspotczynnikéw tatwo mozna dowie$¢, ze powyzszy szereg jest
zbiezny i to szybko zbiezny za wyjatkiem tylko tego przypadku,
gdy ktore

(31)

bo wtedy wyznacznik D staje sie nieskoriczonym. Jednakze mozna
dowie$¢, ze ten przypadek wcale nie zachodzi, t j. mozna dowiesc,
ze wyznacznik D jest zawsze zbiezny.

Zwazmy teraz, ze wszystkie state 0* sg dane, wiec skoro przy-
rownamy D do zera, jak tego wymaga réwnanie (30), to otrzymamy
rownanie z jedng niewiadoma g. Atoli zaraz wida¢, ze réwnanie (30),
t. j. réwnanie

(30 his)

jest przestepne, ze zatem moze posiada¢ nieskoriczong ilo$¢ pier-
wiastkow rzetelnych i powstaje pytanie, ktéry z tych niezliczonych
pierwiastkéw nalezy przyja¢ na g.

Ta ostatnia trudno$¢ a zarazem watpliwo$¢ rozwiewa sie przy
blizszem rozpatrzeniu réwnania (30). Odrazu widaé, ze jezeli to
rownanie ma pierwiastek g0, to ma takze pierwiastek — g0, bo
skoro zastgpimy -]-g0 przez — gQ a jednoczesnie, liczac Srodkowy
wiersz za O-ty, przestawimy kazdy — k-ty wiersz z -j-&-tym oraz,
liczac $rodkowag kolumne za O-ta, przestawimy kazdg — j-tg ko-
lumne z -j-y-tg, to otrzymamy wyznacznik identyczny z pierwo-
tnym. Zatem pierwiastki wystepuja parami: kazdemu pierwiastkowi
-j— towarzyszy pierwiastek — gO0.

Nastepnie spostrzegamy, ze jezeli -J-<f jest pierwiastkiem
réwnania (30), to tak samo pierwiastkiem jest: g0+ 2T gdzie k
jest jakakolwiek liczba cata, albowiem gdy zamiast g0 podstawimy
i 2k a jednocze$nie przesuniemy wszystkie wiersze o k miejsc
w goére, wzglednie w dot, a wszystkie kolumny o k miejsc w lewo,
wzglednie w prawo, to wyznacznik nie zmieni sie w niczem.

Z tych dwéch uwag wynika, ze jezeli réwnanie (30) posiada
pierwiastek y0, to posiada takze pierwiastki:

i t d., nastepnie
i t d, dalej
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pierwiastki: . 1t d., wreszcie
Litod.

Ale to sa pierwiastki réwnania

a wiec wyznacznik D zawiera czynnik

Z drugiej strony znalezliSmy [réwnanie (31)!], Zze gdy

to D przybiera nieskonczong wartosé. Stad wyprowadzamy wnio-
sek, ze bieguny funkcyi D sg pierwiastkami roéwnania

a w dalszym ciggu wyprowadzamy wniosek, ze

Wreszcie mozna okaza¢, ze

Rzeczywiscie mamy pewng funkcye zmiennej g wyrazong
w dwdch formach: jedna to wyznacznik (30), druga przed chwilg
znaleziona

przyczem K jest to czynnik dotad nieoznaczony. Aby go ozna-
czy¢, trzeba mie¢ przynajmniej jedng warto$¢ funkcyi D nieréwng
zeru. Zatézmy naprzyktad, ze wszystkie wspdétczynniki © oprocz ©0
sg rowne zeru, wtedy wyznacznik przybierze wartos¢: jednos¢, awiec
w tym specyalnym przypadku njusi by¢
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To ostatnie réwnanie ma dwa rozwigzania: jedno

i drugie

Gdybysmy przyjeli pierwsze rozwigzanie, to po podstawieniu
wartosci K we wyrazenie na D okazatoby sie, ze nietylko wtedy,
gdy wszystkie @ oprocz ®0 sg zerami, ale zawsze funkcya D jest
rowna jednosci. Oczywiscie nie mozemy przyjg¢ tego rozwigzania;
mozemy przyja¢ tylko drugie rozwigzanie. Kladziemy tedy j£=1
i otrzymujemy jako ostateczne wyrazenie funkcyi D

Skoro tak jest, to réwnanie (30), t j. réwnanie

przywodzi sie do réwnania

ale, aby rozwigzac to ostatnie réwnanie, trzeba obliczy¢ g0. W tym
celu zatézmy chwilowo, ze g= 0 i oznaczmy odpowiednig wartosé
funkcyi D przez DO; otrzymamy:

skad
(32)
To ostatnie réwnanie zawiera po prawej stronie tylko wia-

dome wielkosci, bo (90 jest znane, a DO jest to znana funkcya zna-
nych wspétczynnikéw @b @2, ®3... i t mianowicie:
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Wyliczenie wyznacznika DO, acz dos¢ zmudne, nie przed-
stawia wielkich trudnosci, bo szereg, w ktéry go mozna rozwingg¢,
jest szybko zbiezny.

9. Obliczenie wyznacznika DO.

Rozumie sie, ze przy rozwinieciu wyznacznika DO nalezy ogra-
niczy¢ sie do tych wyrazéw, w ktorych figuruja iloczyny skon-
czonej ilosci elementéow nienalezgcych do gldwnej przekatni, bo
iloczyny nieskonczonej ilosci elementéw nienalezacych do gtownej
przekatni beda tego samego rzedu, co nieskoriczenie wysokie potegi
liczby m, a poniewaz m< 1 (m— okoto wiec wartosci takich
iloczynow sa nieskonczenie mate. Trzeba zaczyna¢ rozwiniecie od
iloczynu elementéw gtdwnej przekatni, a nastepnie bra¢ iloczyny,
zawierajace po jednym, po dwa, po trzy i t d. elementy nienale-
zace do gtéwnej przekatni.

Mozna dogodnie wykonaé¢ rozwiniecie w nastepujacy sposaéb.
Uwazajmy s$rodkowy element za Srodek wspotrzednych, uwazajmy
we wierszach kierunek od lewej ku prawej stronie, a w kolumnach
kierunek z dotu w goére za dodatni. Miejsca we wierszach ozna-

0
czymy literami i, a w kolumnach literami j, wiec np.)l/(. ------ - 0zna-
0
czymy przez [2, 1], ay-~— przez [—1, — 1]. Oczywiscie przy
tem znakowaniu elementy gtéwnej przekatni sg: [0, — O], [L, — 1],
2, —21,... — 1,11 [— 2, 2],... wogdle [i, —i], przyczem i moze
przybiera¢ wszelkie wartosci od i= —co do z= -(-00. Mozemy

wiec symbolicznie napisa¢ iloczyn elementéw gtéwnej przekatni
W postaci:

Z tego iloczynu otrzymamy wyraz, zawierajacy mozliwie matg
ilos¢ elementéw nienalezgcych do gtéwnej przekatni, jezeli doko-
namy jedng zamiane wskaznikéw stojgcych w nawiasach na dru-
giem miejscu (tak samo mogliby$Smy robi¢ zamiany miedzy wskazni-
kami, stojacymi na pierwszem miejscu; tu obieramy tamten sposob
i skoroSmy go raz obrali, musimy trzyma¢ sie go do kohca).
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Wezmy np. wyrazy [i, — N\ oraz [i-\-k, —i— K] i wykonajmy za-
miang, a otrzymamy elementy:

poczem odpowiedni wyraz w rozwinieciu wyznacznika bedzie:

bo wszystkie czynniki tego iloczynu, jako elementy gtéwnej prze-
katni, sg rowne jednosci, za wyjatkiem dwocb, ktére powstaly przez
zamiane wskaznikéw i, przedstawiajgcych elementy nienalezace do
gldwnej przekatni a zatem od jednosci rézne. Znak postawilismy
odjemny, bo wedle znanych zasad teoryi wyznacznikéw jedna za-
miana wskaznikéw sprowadza zmiane znaku. lle jest mozliwych
zamian wskaznikéw, tyle otrzymamy wyrazéw, zawierajgcych ilo-
czyn dwéch elementéw, nienalezacych do gtéwnej przekatni. Wy-
razy te beda rozmaitego rzedu, bo figurujace w tych iloczy-
nach sa rozmaitego rzedu wzgledem m, ale najnizszy rzed jest m4
bo © sg co najmniej rzedu w2 Otrzymamy tedy przez jedng za-
miane wskaznikéw sume:

Tak samo przez dwie zamiany wskaznikéw miedzy trzema ele-
mentami otrzymamy sume:

dalej przez dwie zamiany pomiedzy czterema wskaznikami otrzy-
mamy poczwérng sume i t d__

Przejdzmy teraz do obliczenia tych wyrazeh. Gidéwna prze-
katnia daje: -j-1; wyrazy, pochodzace z jednej zamiany wskazni-
kow, dajg sume:

Ale, jak to byto powiedziane jeszcze w § 6,

Astronomia teoretyczna II. 14



— 210 —

tedy mozna sume nhasza hapisa¢ w postaci:

Poniewaz Oj jest co najmniej rzedu m2 ®2 co najmniej rzedu m*,
@ co najmniej rzedu w6i t d, wiec pierwszy wyraz jest co naj-
mniej rzedu m4 drugi co najmniej rzedu m8 trzeci co najmniej
rzedu ml2it d. Widzimy zatem, ze stosownie do tego, jakie chcemy
osiggna¢ przyblizenie, nalezy wzia¢ mniej lub wiecej wyrazdéw.
Gdybysmy np. chcieli pomina¢ wyrazy rzedu 12-go i wyzszych,
to nalezatoby uwzgledni¢ tylko dwa pierwsze wyrazy. Ta sama
uwaga stosuje sie naturalnie takze do wyrazow, ktére powstajg
przez dwie, lub wiecej, zamiany wskaznikow.

We wszystkich wyrazach powyzszej sumy figuruja pewne
szeregi. Szeregi te sg wszystkie jednego ksztaltu i wszystkie daja
sie zesumowac za pomoca znanego Wzoru:

trzeba tylko potozy¢

i napisac t

Po tatwych przeksztatceniach, podstawiwszy napowrét ®0, znaj-
dziemy, ze owe szeregi daja sie wyrazi¢ przez wzory ksztattu:

*
r
przyczem l-szemu szeregowi odpowiada k= 1, 2-mu k= 2 i t d.
Jezeli zatem ograniczymy sie do wyrazéw pochodzacych z je-
dnei zamiany wskaznikéw, to
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W podobny sposdb mozna takze obliczy¢ wyrazy pochodzace
z dwu i wiecej zamian wskaznikéw, ale tych dalszych rachunkow
przytacza¢ nie bedziemy, powiemy tylko, ze Hi1l obliczy! DO az
do wyrazéw 16 stopnia ,exclusiveu, t j. wyrazéow rzedu ml6 juz
nie uwzglednit.

10. Rozwigzanie réwnania (32). Obliczenie wspétczynnikéw bk

Posiadajgc DO wracamy do réwnania (32), t j. do réwnania
(32 bis)

w ktérem obecnie oba czynniki, stojagce po prawej stronie, sg znane,
i obliczamy 0. Ostatnie obliczenie g0 wykonat Co well i znalazt

Wiemy juz, ze pierwiastki réwnania D = 0, sa:

Chcac obliczy¢ wspétczynniki bk musimy powréci¢ do roé-
wnan (29), bo obliczenie za pomocg wyznacznikéw bytoby nazbyt
trudne. Naturalnie réwnania (29) dajg’ nam tylko stosunki pozosta-
tych wspétczynnikéw bk do jednego z nich, np. do bO. Wobec tego
réwnanie, odpowiadajace przypadkowi j = 0, zostawiamy tymczasem
na boku, a dopiero na koncu, gdy inne wspdtczynniki zostang juz
wyznaczone jako funkcye @0, podstawimy je w réwnanie (29) od-
powiadajgce przypadkowi j = 0 i okre$limy bO. Obliczamy wspét-
czynniki bk przez kolejne przyblizenia podobnie, jak obliczaliSmy
wspotczynniki ak w poprzednim rozdziale, przyczem tak samo ko-
rzystamy z tego, ze wspodtczynnik bk jest co najmniej rzedu 2k
wzgledem m.

11. Ruch perigaeum. Wyprowadzenie réwnan.
Rozwigzanie podane w § 5 zawieralo tylko wyrazy rzedu
. . 71f ,
zero, t j. zalezne tylko od stosunku m— -------- 7, przyczem wspot-

rzedna z byla zerem. W nastepnych paragrafach przeszliSmy do

14*
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drugiego przyblizenia, ale tylko co do wspotrzednej 2, mianowicie —
uwzgledniajgc nachylenie orbity ksiezyca do ekliptyki — znale-
zliSmy wyrazy pierwszego rzedu, t j. drugie przyblizenie na z.
Teraz przejdziemy do wyrazow pierwszego rzedu, t j. do drugiego
przyblizenia na wspétrzedne x i y. Przewodnia idea, ktorg kieru-
jemy sie przy poszukiwaniu tego drugiego przyblizenia, jest naste-
pujgca. Jezeli zaniedbujemy przycigganie stonca, to droga ksiezyca
jest elipsg a wspotrzedne wzgledem osi nieruchomych wyrazajg sie
przez funkcye peryodyczne [por. rozdz. XIlI-ty, § 9]

(33)

jezeli zas zaniedbujemy mimosréd orbity ksiezyca, ale uwzgle-
dniamy przycigganie storica tak, jakesmy to uczynili na poczatku
tego rozdziatu, to otrzymujemy orbite symetryczng wzgledem Kre-
cacych sie osi a wspotrzedne wyrazajg sie przez funkcye peryo-
dyczne o innym peryodzie:

(34)

To, ze w pierwszym razie osie sg nieruchome, a w drugim
krecg sie, nie stanowi zasadniczej rdéznicy, bo chcac przejs¢ od
drugich osi do pierwszych dos¢ jest zatozyé, ze predko$¢ obrotu n'
zmniejsza sie stopniowo i w koncu znika.

Kierujac sie analogig z catkami (33) i (34) przypuszczamy,
ze w przypadku ogélniejszym, gdy uwzglednimy jednoczesnie mimo-
$réd orbity ksiezycowej i zaktdcenia sprawione przez stonce, t j. gdy
zatozymy, ze ein' sg jednoczes$nie rézne od zera, wspo6trzedne po-
winny da¢ sie wyrazi¢ przez szeregi funkcyi kotowych o argu-
mentach skombinowanych z argumentéw obu szeregéw (33) i (34).
Nastgpi przytem pewna zmiana, na ktéra naprowadza nas prosty
przyktad z teoryi réwnan rézniczkowych. Wezmy réwnanie

catka jego jest:

Z peryodem
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Wezmy teraz réwnanie

catka jego

jest takze peryodyczna, ale peryod °r rozni sie od poprzedniego.

Co$ podobnego zachodzi i tutaj: gdy przechodzimy od ruchu elip-
tycznego do zakidéconego i gdy wprowadzamy funkcye perturbacyjng
do réwnan, to peryod wiasciwy ruchowi eliptycznemu zmienia sie.
Wyrazamy te zmiane wprowadzajac do wszystkich argumentoéw,
pochodzacych ze szeregu (32), staly czynnik, powiedzmy c¢'. Odpo-
wiednio do tego piszemy

albo tez, wprowadzajac znowu zmienna x= (n— n') (t— t0) oraz
analogiczng zmienng xx— [N — n") (t — ), wreszcie kladac

piszemy

(35)

Spéjrzmy na wzory (35); po prawej stronie stojg podwdjne
sumy, bo z kazdg calg wartoscia na g mozemy kombinowaé
wszystkie cate wartosci na k poczynajac od — oo az do -j-0o0.
Szeregi, odpowiadajace wartosci q— 0, juz otrzymaliSmy w § 5.
Oznaczymy je przez x0i y0. Z pozostatych szeregéw, odpowiada-
jacych wartosciom

2=1,2...,

wezmiemy tylko dwa pierwsze, w ktérych q= 1. Sg to szeregi
najwazniejsze, bo majg w poréwnaniu z dalszymi najwieksze wspot-
czynniki. Mozemy zatozyé, ze ich wspotczynniki sg proporcyonalne
do pierwszej potegi roimosrodu orbity ksiezycowej, wspotczynniki
innych szeregéw beda proporcyonalne do mimosrodu orbity stonca



— 214 —

i do stosunku —, dalej do wyzszych poteg mimosrodéw, stosunku

a
Al it d Tych dalszych szeregéw obliczaé¢ nie bedziemy, powiemy

tylko, ze metoda obliczenia jest podobna do tej, ktorg bedziemy
postugiwac sie przy obliczeniu obu szeregéw odpowiadajgcych hy-
potezie q= 1.

Oznaczamy te dwa szeregi przez AX i Ay i piszemy

(36),

Mozemy tez przedstawi¢ te same szeregi w innej postaci, mia-
wicie w postaci:

(36 bis)

przyczem

Poniewaz uwazamy AX i Ay za przyrosty do otrzymanych
w § 5 wartosci x0 i y0O, wiec mozemy napisac

i podstawi¢ w réwnania (15 bis), t j. w réwnania

(15 ter)

Po podstawieniu skorzystamy z tego, ze x0i yO wlasnie czyniag
zado$¢ powyzszym réwnaniom, nastepnie skorzystamy z tego, ze
Ax i Ay sa mate w poréwnaniu z 70 i i/0, a wiec rozwingwszy

W szereg
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pominiemy wyrazy rzeddéw wyzszych, poczem otrzymamy rdwnania
rézniczkowe:

(37)

w ktdérych dla krotkosci potozylismy

Poniewaz wzgledem AXx i Ay roéwnania (37) s liniowemi ro-
wnaniami drugiego stopnia, wiec powinny mieé¢ cztery pary catek,
t. j. procz calek (36 bis) powinny mie¢ jeszcze dwie paryX, ktoére
mozna utworzy¢ w nastepujacy sposob: X0 i yO zawierajg tylko
zmienng %— (n— n')t i stalg M\ jezeli do t dodamy pewng stata,
to X0 i yO nie przestang zado$¢ czyni¢ réwnaniom (15 bis); mo-
zemy tedy przyjacé:

Ale w takim razie, jezeli rozwiniemy te catki w szeregi
Taylora wedle poteg £ to

a jezeli rozwiniemy wedle poteg m, to

bedg takze czyni¢ zado$¢ réwnaniom waryacyjnym (37), beda to
zatem catki tych réwnan. Ale wré¢my do calek (36).

Aby oznaczyé¢ wspoétczynniki bk i ck oraz statg c, nalezy pod-
stawi¢ catki (36) w réwnania (37). W rezultacie otrzymamy nie-
skoriczong ilo$¢ par rownan o nieskonczonej ilosci niewiadomych.
Wyznacznik tych réwnan musi by¢ réwny zeru. Skoro go przy-
rownamy do zera, to otrzymamy rdwnanie przestepne na C. Po

J) Catki (36 bis) dajg pare rzetelnych calek (36) i pare urojonych.
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okresleniu statej ¢ wrocimy do pierwotnych réwnan i przez kolejne
przyblizenia wyznaczymy niewiadome state bki ck Niestety tak réwna-
nia, jak wyznacznik sa duzo trudniejsze niz te, z ktéremi mielismy
do czynienia w poprzednich paragrafach, albowiem w § 7 byto jedno
rownanie, tu za$ mamy dwa. Jednakze zamiast trudnego wyzna-
cznika, mozna, jak to pokazat Hi ll, otrzymaé tatwiejszy; tylko
droga, ktéra do niego prowadzi, jest do$¢ diuga.

12. tatwiejszy wyznacznik na C.

W dotychczasowych rozwazaniach za punkt wyjscia stuzyty
nam roéwnania (15 bis), ktére w poprzednim paragrafie oznaczyliSmy
numerem (15 ter). Réwnania te majg tak zwang catke Jacobiego:

ktérg oczywiscie mozna wzigé za punkt wyjscia tak samo, jak ro-
wnania (15 ter).

Utwoérzmy réwnanie waryacyjne, podobne do réwnan (37),
podstawiajac x = xO0 y = yO0-\-Ay, zaniedbujgc wyrazy rzedu
wyzszego ponad pierwszy, wreszcie korzystajgc z réwnania:

Otrzymane réwnanie wyglada tak:

k
Tu znowu mozna wyrugowaé —g za pomocg réwnan (15 ter), kto-
ro

rym catki X0 i yO czynig zado$¢, poczem otrzymamy ostateczne
réwnanie

(38)

Wprowadzmy nowe zmienne okreslone przez zwigzek:
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z ktorego zaraz wynika

Po podstawieniu tych wartosci na Ax i Ay w rdéwnanie (38)
otrzymamy

(39)

Podstawmy teraz nowe zmienne w rdwnania (37) a otrzy-
mamy dwa réwnania rézniczkowe zawierajgce pochodne £, rj, £i N\
oraz same zmienne £ i 1j. Po uporzadkowaniu spostrzezemy, ze wspot-
czynniki przy £ w obu réwnaniach sg réwne zeru. Rzeczywiscie te
wspodtczynniki sa: w pierwszem réwnaniu:

a w drugiem

t j. maja ksztatlt lewych stron réwnan (37). Tymczasem zna-
lezliSmy wyzej, ze réwnania (37) maja catki

zatem pomijajac staty wspoétczynnik £{n— n') znajdziemy, ze funkcye

czynia zado$¢ réwnaniom (37). Stad za$ wynika, ze powyzej po-
dane wspétczynniki przy £ sa na mocy réwnan (37) réwne zeru.

Zresztg rownania (37) przybiorg po podstawieniu nowych zmien-
nych ksztatt:1

1) Nie piszemy wyrazéw stojagcych w ostatnich nawiasach, bo sa nazbyt
dtugie.
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Mnozac pierwsze z tych réwnan przez — Y0 a drugie przez x0
i dodajac do siebie otrzymamy réwnanie:

nie zawierajgce juz ani \ ani Wreszcie mozemy wyrugowac
jeszcze | za pomoca réwnania (39), poczem otrzymamy réwnanie
zawierajgce juz tylko zmienng 1j i jej pochodne

(40)
w ktérem dla krétkosci potozyliSmy:

(41)

Widzimy stad, ze rj czyni zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu
drugiego stopnia, w ktérem wspoétczynnikami sg wiadome funkcye
zmiennej t. Rzeczywiscie pomienione wspétczynniki zawieraja tylko
wiadome funkcye X0 i yO oraz ich pochodne wzgledem X. Lecz
funkcye i yO oraz ich pochodne sg peryodyczne; stad za$ wy-
nika, ze wspoétczynniki réwnania (38) sa peryodyczne. Pozostaje
nam tylko przeksztatci¢ réwnanie (38). Potdzmy

(42)
przyczem
(43)

Po podstawieniu przekonamy sie, ze q czyni zados$¢ réwnaniu
rézniczkowemu:

(44)
Co do wspotczynnika ®, to positkujgc sie zwiazkiem (43)
zaraz wyprowadzimy z réwnania (40) wzor:

(45)

Réwnanie (44) jest zupetnie podobne do réwnania (25). Po-
dobienstwo jest nietylko formalne, ale rzeczywiste, bo, podobnie
jak tam, funkcya ® jest funkcya peryodyczng zmiennej % o pe-
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ryodzie n. Istotnie wspotczynniki A, B i C w réwnaniach (37) sg
peryodyczne i posiadajg peryod n, catki réwnan (37) sg takze pe-
ryodyczne, peryodycznemi sg wreszcie funkcye £ i fj oraz wspdt-
czynniki réwnania (40). Wskutek tego funkcya 0 jest rdwniez
peryodyczna. Co wiecej, tak 9n jak 0 sg parzyste. Obliczy¢é 0 mozna
z réwnania (45). Zresztag w dzietach Hilla i Browna sag podane
sposoby obliczenia 0 jak najkrotsza droga. Tedy obecna funkcya 0
i funkcya 0 z réwnania (25) sa do siebie zupeilnie podobne, tylko
wspotczynniki majg inne wartosci i jezeli rozwiniemy O w szereg:

(46)

to zaraz zobaczymy, ze tu &l jest znacznie wieksze niz w § 6.

Ze wzgledu na podobienstwo réwnania rézniczkowego i funkcyi 0
stojacej we wspotczynniku przy niewiadomej mozemy do obliczenia
statej ¢ uzy¢ wyznacznika zupetnie podobnego do tego, ktdry po-
przednio stuzyt do obliczenia statej g\ zobaczymy jednak, ze, gto-
whnie z powodu wiekszego wspoétczynnika 01; rozwiniecie wyznacznika
w szereg jest powolnie) zbiezne niz rozwiniecie funkcyi 0 z § 6.

Majac ¢ mozemy przejé$¢ do wyznaczenia statych bki ck. W tym
celu podstawimy caltki (36) w réwnania (37) i przyréownamy do zera
wspdtczynniki przy kolejnych potegach £ Otrzymamy nieskonczong
iloé¢ par réwnan, zawierajacych wspétczynniki bki ck Rozwigzemy
te réwnania przez kolejne przyblizenia, korzystajac z tego, ze war-
tosci bk i ck szybko zmniejszajg sie w miare tego, jak liczba po-
rzadkowa Kk wzrasta. Réwnania, o ktérych moéwimy, sg do$¢ zawite
[patrz E. Brown: ,Motion of the Moon“ w ,Memoirs of the Roy.
Astr. Soc.“, tom LIII] mozna jednak zastapi¢ je przez inne réwna-
nia, wyprowadzone ze zwigzkéw pomiedzy catkami (36) [patrz
Poincaré: ,Lecons de mécanique céleste“, tom Il, cz. Il, str. 69]
i catkami:

Niektére z pomiedzy wspoétczynnikéw bk i cf; majgce duze
liczbowe wartosci, odpowiadajg waznym nieréwnosciom, np. wspot-
czynnikom b0 i ¢cO odpowiada tak zwane ,réwnanie S$Srodka*“,
a wspotczynnikom b_x i cl tak zwana ,ewekcya“.

Nietylko inne wyrazy pierwszego rzedu, ale takze wyrazy za-
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wierajgce wyzsze potegi parametréw e, é,i oraz a — okreslamy

w podobny sposob jak wyrazy rzedu pierwszego proporcyonalne
do e tj. za pomocg réwnan waryacyjnych w rodzaju réwnan (37)
obecnego rozdziatu; jednakze zadanie jest z reguly o tyle tru-
dniejsze, ze trzeba oblicza¢ nietylko nowe przyblizenia trzech wspot-
rzednych X, y i z, ale takze dwdch statych c i g. Obliczamy tedy
nie trzy niewiadome, jak w pierwszem przyblizeniu, a piec.

13. Znaczenie statej c.

PowiedzieliSmy juz, ze stata c jest w zwigzku z ruchem pe-
rigaeum, a wyzej juz podalismy zwigzek

(47)

Przekonamy sie niebawem, ze
(48)

jest to predko$¢ ruchu perigaeum. ze zatem zwigzek miedzy c, '
i predkoscig ruchu perigaeum jest zupeinie podobny do zwigzku
miedzy g, 9" a predkoscig ruchu wezta.

Aby rozpozna¢ nature tego zwigzku, powrrécimy na chwile do
orbity posredniej, o ktérej byta mowa w § 3. Orbita ta jest od-
niesiona do osi krecacych sie ze stalg katowa predkoscig n'. Jest to
krzywa ptaska, symetryczna wzgledem osi g i y o ksztalcie nieco
podobnym do ksztattu elipsy. Ziemia znajduje sie w jej Srodku,
najkrétsza Srednica ma kierunek osi X, mozemy tedy powiedzie¢,
ze orbita posrednia z § 3 posiada dwa perigaea, po jednem na
kazdym koncu najkrotszej srednicy. Poniewaz za$ cata krzywa jest
zamknieta i nieruchoma, wiec oba perigaea sg nieruchome.

Co sie stanie, gdy do wspotrzednych orbity posredniej do-
damy przyrosty Ax i Ay znalezione w obecnym rozdziale? Aby to
dobrze wyrozumie¢, zatézmy chwilowo, ze stata ¢, ktora, jak wiemy,
jest troche wieksza od jednosci, — ma warto$¢ scisle réwna je-
dnosci. Innych catych wartosci na ¢ nie potrzebujemy rozwazac,
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bo wszystkie parzyste cate wartosci na ¢ dajg ten sam wynik co
hypoteza c= 0, gdy za$ c= 0, to poprostu powracamy do pierw-
szego przyblizenia i przyrosty AXx i Ay stajg sie zbedne. Z drugiej
strony wszystkie nieparzyste cate wartosci na ¢ dajg ten sam wynik
co hypoteza c= 1. Lecz gdy c= I, to

gdzie X oznacza pewna stata. Peryod wyrazéw Ax i Ay jest dwa
razy krotszy niz peryod wyrazéw x0 i y0, ale poniewaz jest z pe-
ryodem tamtych wyrazéw wymierny, wiec chociaz krzywa zmienia
swdj ksztatt, jednakze pozostaje nieruchoma i zamknieta™ a ksiezyc
za kazdym obiegiem opisuje te samg droge. Elementarne rozwaza-
nia zaraz pokazg nam, ze krzywa nie jest juz symetryczng wzgle-
dem osi x iy, ze ziemia nie znajduje sie w jej $rodku, ze wreszcie
jest juz tylko jedno perigaeum. Naturalnie to perigaeum jest nie-
ruchome, znajduje sie ono po stronie bardziej od storica oddalonej.

Wezmy teraz c troche wieksze od jednosci i napiszmy argu-
menty funkcyi kolowych we wyrazeniach na Ax i Ay w ksztalcie

Peryody oddzielnych funkcyi kotowych sa niewymierne tak
z 2w, jak miedzy soba; krzywa o wspotrzednych x0-\-Ax i y0-\-Ay
jest wprawdzie podczas kazdego oddzielnego obiegu ksiezyca podobna
do krzywej odpowiadajgcej przypadkowi c= 1, ale za kazdym
nowym obiegiem przechodzi przez inne punkty. Jest to wiec krzywa
niezamknieta o nieskonczonej iloSci zwojéw przecinajgcych sie
miedzy sobg i wkraczajacych na siebie. Wskutek tego i perigaeum
wcigz zmienia swag pozycye. Musimy przeto uwazac je za ruchome,
a predkos¢, z ktorg perigaeum przesuwa sig, jest oczywiscie funkcyg
réznicy c— 1 i to znikajaca wraz z ¢— 1. Przypuszczamy, ze
funkcya ta daje sie rozwina¢ w zbiezny szereg potegowy o0 pote-
gach catych i dodatnich, a poniewaz ¢— 1 jest bardzo mate, wiec
przyjmujemy, ze mozna urwaé szereg na pierwszym wyrazie i ze
$rednia predkos$¢ ruchu perigaeum jest

Wspotczynnik K powinien by¢ liczbg absolutna, bo argumenty
funkcyi kotowych sg liczbami absolutnemi; skoro zatem podzielimy
argument przez t, to otrzymamy predkos¢ katowa, stosunek zas
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pomiedzy tg predkoscia katowa a v, ktdre jest takze predkoscig
katowg musi by¢ liczbg absolutng. Zresztg liczba K moze by¢ tylko
-(-1 lub — 1, bo c— 1 ma wszedzie w argumentach wspotczynnik 1,
chodzi wiec tylko o znak lub —. Spostrzegamy zaraz, ze znak
musi by¢ —, albowiem perigaeum cofa sie. Aby wyrazi¢ to cofanie
sie bierzemy funkcye kotowe o argumentach

v I / I 1\ 7 7

jako wzrastajace i zmniejszajace sie predzej niz funkcye kotowe
0 argumentach

Jezeli Ax i Ay skladajg sie z wyrazéw o0 argumentach
pierwszego typu, to XO0-\-Ax i yO-\~Ay wcze$niej osiagaja naj-
mniejsze, wzglednie najwieksze wartosci, anizeli wtedy, gdy AX
i Ay skladajg sie z wyrazoéw drugiego typu. Przeto w pierwszym
razie predzej dojdziemy do minimalnej wartosci promienia, t. j. do
‘perigaeum niz w drugim razie. Lecz w drugim razie perigaeum .
jest nieruchome, a wiec w pierwszym razie cofa sie. Jezeli atoli
perigaeum cofa sie, to

Skoro za$ od predkosci katowej liczonej w jednostkach zmiennej t
przejdziemy do zwyklych jednostek czasu, to bedziemy musieli
napisac

(49)

Wreszcie poniewaz predko$¢ v jest obliczona wzgledem osi kre-
cacych sie z predkoscia katowg n\ to chcgc otrzymaé predkosé
katowa wzgledem osi nieruchomych, potozonych takze w ptaszczy-
znie ekliptyki, musimy doda¢ predkos$¢ katowag obrotu osi. Zatem
predkos¢ katowa wzgledem osi nieruchomych bedzie:

(50)

Mimochodem zauwazymy, ze podczas gdy v<(0, to F> 0.
Podstawmy wreszcie w ostatni wzor (50) wartos¢ na c wzietg
ze wzoru (47), a otrzymamy

Ta sama metoda, ktora stuzyta do obliczenia g oraz kiladac
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Hill znalazt, ze

stad za$ na mocy zwiazku (47)

Tedy $redni ruch perigaeum (1— ¢)n jest 0,00857... razy
mniejszy niz $redni ruch ksiezyca n a czas, w ciggu ktérego pe-
rigaeum zakresla cate 360°, wynosi

t. j. okoto 3187 dni, albo o 100 dni mniej niz 9 lat, bo 9 lat, to
prawie doktadnie 3287 dni. Rzeczywisty ruch perigaeum nie jest
jednostajny: w doktadnej teoryi predkos¢ zawierataby takze pewne
wyrazy peryodyczne, ktére mozna i nalezy pominaé, gdy chodzi
o Sredni ruch. Okres czasu, ktory uptywa od jednego przejscia
przez perigaeum do drugiego, jest niejednostajny, ale $Srednio wy-
nosi 27,554600 dni. Jest to tak zwany miesigc anomalistyczny.
Jezeli oznaczymy dtugos¢ miesiaca gwiazdowego (=27,321661 dni)
przez T{, a anomalistycznego przez Ta, to

Kierunek ruchu perigaeum jest ten sam, co kierunek ruchu
ksiezyca — rozumie sie — wtedy, gdy odnosimy oba ruchy do osi
nieruchomych, bo, jak to wyzej widzieliSmy, gdy odnosimy oba
ruchy do osi krecacych sie za $redniem storicem, to ruch perigaeum
jest wsteczny.

14. Kilka stéw o innych teoryach ksiezyca.

Wytozylismy tu pokrétce w najogolniejszych zarysach te teorye
ksiezyca, ktéra postuguje sie wspotrzednemi prostokatnemi. Mozemy
ja uwaza¢ za nowa, bo cho¢ juz Euler uzywal wspotrzednych
prostokatnych, jednak dopiero w nowszych czasach w rekach Hilla
i Poincarcégo teorya ta nietylko znacznie sie rozwineta, ale nawet
przescigneta inne.
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W dawniejszych teoryach uzywano wspétrzednych bieguno-
wych: promienia wodzacego, dtugosci i szerokosci ksiezyca. W pierw-
szem przyblizeniu zupelnie zaniedbywano przyciaganie stonca, wsku-
tek czego naturalnie otrzymywano orbite eliptyczng, Kepleréwska;
ziemia znajdowata sie w jednem z ognisk a perigaeum, podobnie
jak cata orbita, byto nieruchome wzgledem osi posiadajgcych state
kierunki. Skoro zupelnie zaniedbywano przycigganie stonca, to na-
turalnie nie byto zadnego powodu uwazaé ptaszczyzne orbity ksie-
zyca za identyczng z ekliptyka, zakladano tedy od samego poczatku,
ze ta ptaszczyzna jest do ekliptyki nachylona.

Wezmy rozwiniecia w szeregi promienia wodzacego, dtugosci
i stycznej szerokosSci ksiezyca [zazwyczaj biorg nie samag szerokos¢,
a jej ,tangens®, bo to dogodniejsze]. W ruchu Keplerowskim,
eliptycznym rozwiniecia te sa:

(51)

We wzorach tych f oznacza dtugo$¢, s tangens szerokosci
ksiezyca, e mimos$réd, y= tangi, gdzie i oznacza nachylenie pta-
szczyzny orbity ksiezyca do ekliptyki, zas

Te dwa ostatnie katy nosza nazwy ,Sredniej anomalii® i ,Sre-
dniego argumentu szerokosci“. Aby lepiej zrozumieé znaczenie zmien-
nych M i 1]0 oraz statych e!), n, Q, rozpatrzmy zatgczony tu rysu-
nek, na ktérym przedstawiono przeciecia ptaszczyzn ekliptyki i orbity
ksiezyca ze sferg niebieska.l

1) Symbol e odgrywa tu te sama role, co I0 w rozdziale XIX.
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T oznacza S$rodek ziemi, G ten punkt na ekliptyce, od kto6-
rego liczymy dtugosci, t j. wiosenne poréwnanie dnia z noca,
A oznacza perigaeum, Q wstepujacy wezet orbity, M punkt, w kté-
rym promien wodzacy, idacy do rzeczywistego, MO punkt, w kto-
rym promien wodzacy, idacy do fikcyjnego Sredniego ksiezyca,
przebija sfere niebieska. MMyjest to kawalek kota szerokosci, zatem
MMi jest prostopadte do ekliptyki. Kat ATM = v— prawdziwej
anomalii, Q = dtugosci wezla wstepujacego, i = nachyleniu orbity
do ekliptyki, @MO= nt-f-e —Q, o= (rQ-{-Q” = $-]-Q A= dlu-
gosci perigaeum (katy liczymy czeécig wzdtuz ekliptyki, czesScia
wzdtuz orbity), / = GMX— dlugosci rzutu ksigezyca na ekliptyke,

nt -]-£= GQ QIH0, a wiec e to jest wartos¢ tego kata w chwili
t= 0. Anomalia $rednia M liczy sie, tak samo jak anomalia praw-
dziwa w od perigaeum, a wiec

Z drugiej strony zaraz wida¢, ze

Ale wré¢my do réwnan (51). Widzimy, ze szeregi stojgce po
prawej stronie skladajg sie z funkcyi kotowych, w ktérych argu-
mentami sg M i &, ich wielokrotnosci oraz sumy i réznice tychze
argumentoéw i ich wielokrotnosci. Wspétczynnikami przy funkcyach
kotowych sa szeregi potegowe matych wielkoSci eiy, przyczem im
argument funkcyi kotowej jest wyzszego rzedu, tem wyzszg jest
potega, od ktérej zaczyna sie szereg stojacy we wspoétczynniku.
Wspomniane szeregi sg wog6le tak szybko zbiezne, ze mozna zawsze

Astronomia teoretyczna II. 15
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ograniczy¢ sie do pierwszych paru wyrazéw. Tu we wzorach (51)
ograniczyliSmy sie do wyrazéw trzeciego stopnia wigcznie.

W ruchu nieeliptycznym, zakidconym przez przycigganie storica
rozwijamy wspo6trzedne r, f i s w szeregi podobne do szeregéw (51)r
ale zamiast argumentéw M i O wprowadzamy agumenty:

Stale c'i g' sg bliskie jednosci, przyczem, jak to juz wiemy, c'< 1
a g'~>\. Odrazu wida¢, ze dzieki tej modyfikacyi orbita ksie-
zyca przestaje by¢ elipsg a zarazem przestaje by¢ niezmienng
i nieruchomg. Charakter zmian mozna rozpozna¢ przez nastepujgce
rozwazania. Wezmy wyrazenie na promienn wodzacy r z drugiego
wzoru (51) ograniczajac sie do pierwszej potegi mimosrodu:

Oczywiscie perigaeum przypada na punkty, w ktérych

t j. na jeden i ten sam punkt. To samo otrzymalibySmy zresztg
ze Scistego wzoru (51) (drugi wzér). Natomiast w ruchu zakioco-
nym, nieeliptycznym z tem samem przyblizeniem:

przeto perigaeum przypada na punkty, w ktérych

majace coraz to inne diugosci. Stad wnosimy, ze perigaeum prze-
suwa sie. Predkos$¢ przesuwania sie znajdziemy piszgc O w nieco
odmiennym od poprzedniego ksztatcie:

Mozemy powiedzieé, ze sredni ruch ksiezyca n jest ten sam, co
w ruchu eliptycznym, ale dtugos$¢ perigaeum zamiast mie¢ statg war-
tosé w, jak w ruchu eliptycznym, ma zmienng wartos¢: n -f- (1 — ¢") nt.
Oczywiscie predkos$¢ perigaeum, albo, jak mowia, Sredni ruch peri-
gaeum jesc (1— c')n. Wiemy juz z poprzedniego paragrafu, ze
(1 — ¢) n ma malg dodatnig warto$¢; zatem perigaeum posuwa sie
powoli w tym samym Kkierunku co ksiezyc, wskutek czego miesiac
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anomalistyczny (por. poprzedni paragraf) jest troche diuzszy od
gwiazdowego. Stosujac podobne rozumowania do argumentu 17 znaj-
dziemy, ze wezly ksiezyca poruszajg sie z predkoscig (1 — g')n,
poniewaz za$ (1 — g')n ma malta odjemng wartosé, wiec wynika
stad, ze wezty cofajg sie powoli oraz ze miesigc smoczy jest troche
krotszy od gwiazdowego.

15. Ogolne uwagi o teoryi ksiezyca.

Posuwajac sie coraz dalej w kolejnych przyblizeniach doj-
dziemy wreszcie do tego momentu, w ktérym wszystkie wazniejsze
perturbacye zostang uwzglednione. Jest to moment, w ktérym na-
lezy podstawié¢ liczbowe wartosci i pordwnac teorye z obserwacyami.
Tymczasem Hansen podstawia liczbowe wartosci juz w pierw-
szych stadyach rachunku. Zasadniczo ta metoda jest niewatpliwie
wadliwa, bo raz popetniony btad rachunkowy odbija sie na dal-
szych rachunkach a odnales¢ go bardzo trudno; nastepnie jezeli
okaze sig, ze ktéras z przyjetych statych byta niedokltadng, to pra-
wie niema moznosci wprowadzi¢ odpowiednie poprawki. A jednak
trudno postapi¢ inaczej, bo obliczenie wszystkich wyrazéw we formie
algebraicznej wymaga ogromnej pracy i bardzo diugiego czasu.
Do$¢ powiedzie¢, ze Delaunay posSwiecit dwadziescia kilka lat
na wypracowanie swojej teoryi. Dzielo jego to dwa grube tomy:
same wzory ostateczne na dtugosé, szerokos$¢ i parallakse ksiezyca
[parallaksa jest réownowazna odlegtosci] zajmujg 121 stronic pomimo
tego, ze brak w nich wyrazéw zaleznych od przyciggania planet
i od figury ziemil). Réwniez algebraiczna teorya Plany zapehlnia
trzy ogromne tomy.

Moze najtrafniejsza, bo jednoczesnie zadawalniajgcg prakty-
czne i teoretyczne postulaty, jest metoda, ktérej trzymat sie E. W.
Brown? w swej stosunkowo nowej, bo dopiero w 1908 r. ukon-
czonej teoryi ksiezyca. Brown wyprowadza wszedzie algebraiczne
wzory, tylko liczebne wartoéci na ni n\ t j. na S$rednie ruchy
ksiezyca i stonca, jako bardzo dokltadnie znane, podstawia juz
w pierwszych stadyach rachunku, przez co osigga znaczne upro-
szczenie i skrocenie dalszych rachunkdw.

) Delaunay utonat nie dokonczywszy swego dzieta: brak trzeciego tomu,
ktéry miat by¢ poswiecony wymienionym w tekscie perturbacyom.
2 Teorya Brown’a opiera sie¢ na teoryi Hilla.

15+
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Z powyzszych wzmianek widzimy, ze teorya ksiezyca jest
ogromnie zawitg i trudng, ze chcac osiggnag¢ dostateczng Scistosé
musimy oblicza¢ olbrzymie wzory; wobec tego wolno spytaé, czy
odpowiedni skutek wiericzy dzieto, czy osiggnieta doktadnos¢ jest
zupetnie zadawalniajgca? Trudno da¢ ostateczng odpowiedz na to py-
tanie, bo nie wiemy jeszcze, jak przygotowywane obecnie, a oparte
na jego teoryi, tablice Browna wytrzymajg prdobe praktyki; ale
to wiemy napewno, ze wydane w 1857 r. a uwazane swego czasu
za rodzaj arcydzieta tablice Hanse na juz dzi$ dajg pozycye ksie-
zyca czesto o pot minuty i wiecej btedne.

Skad to pochodzi? Z pewnoscig nie z bledow w samych ta-
blicach. bo te sa nazbyt mate, aby mogty spowodowaé tak znaczne
réznice miedzy pozycyami podanemi przez tablice a obserwowa-
nemi. Z drugiej strony wydaje sie. ze uwzgledniamy wszjstkie
sity grawitacyjne, mogace wchodzi¢ w rachube. Przycigganie ma-
tych planet, rojow meteorytowych i réznych innych drobnych ciat
nalezacych do stonecznego systemu, o ile mozna sadzi¢ na podsta-
wie probnych rachunkéw, nie moze sprawi¢ zadnej wiekszej per-
turbacyi. Tak samo tarcie towarzyszace przyptywom oceanicznym
i ziemskim wydaje sie zanadto stabem, aby w ciggu Kkilkudzie-
sieciu lat wywota¢ widoczne zmiany w ruchu ksiezyca. Zdaje sie
tedy, ze trzeba szukaé¢ przyczyny w innym Kierunku.

O ile wykluczymy zadanie dwdch ciat oraz niektdre spe-
cyalne przypadki zadania trzech cial, mianowicie przypadki wska-
zane przez La gran ge’'a oraz pewne rozwigzania peryodyczne, jedno
z ktérych wytozyliSmy w pierwszych paragrafach (1—5) obecnego
rozdziatu; — szeregi uzywane w mechanice niebieskiej majg wade,
o ktérej moéwilismy juz w rozdz. Xlll-tym: brak im zbieznosci,
wskutek czego nie jesteSmy pewni, czy wyliczone przez nas sumy
kilku lub kilkunastu pierwszych wyrazéw zblizajg sie do jakiej
okreslonej granicy. Na te wade cierpialy dawniejsze teorye Kksie-
zyca. Z drugiej strony nie mamy pewnosci, czy Newtonowskie prawo
przyciagania jest Sciste, czy tylko we wysokim stopniu przyblizone.
Gdyby byto tylko przyblizone, to znaczytoby, ze w rzeczywistosci
wcigz zaniedbujemy jakie$ nieznane nam mate wyrazy, ktére moze
w ruchu ciata tak stosunkowo bliskiego, jak ksiezyc, odgrywajg
pewna role.

Zresztg kto wie, czy nie istniejg jakie$ inne przyczyny, jakie$
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nieznane nam sity, ktdére, acz w malym stopniu, wspotdziatajg ze sitg
ciezkosci.

WspomnieliSmy tu o tarciu towarzyszacem przyptywom. Na to
tarcie powotywano sie gidwnie w celu objasnienia pewnego niewy-
ttdbmaczonego przyspieszenia w ruchu ksiezyca. Sprawa ta ma caig
historye, ktorg postaramy sie przedstawi¢ w kilku stowach.

Jeszcze w koncu XVII wieku przez poréwnanie éwczesnych
za¢mien ksiezyca ze starozytnemi obserwacyami zaémien podanemi
przez Ptolomeusza i z obserwacyami arabskich astronoméw
Halley znalazt pewne przyspieszenie w ruchu ksiezyca. W sto lat
pézniej Laplace wykazal, ze przyczyng przyspieszenia sg powolne
zmiany mimosrodu drogi ziemi naokoto storica. Zdawato sie, ze
kwestya jest ostatecznie wyjasniona, alisci w 1853 r. Adams
odkryt, ze przyspieszenie spowodowane przez zmiany mimosrodu
wynosi tylko potowe przyspieszenia podanego przez Laplace’a
Roznica miedzy Laplace’'m a Adams’em pochodzi stad, ze
pierwszy zadowolnit sie przyblizonem obliczeniem, a drugi wykonat
je z wiekszg scistoscia. Wkrétce potem Delaunay i inni stwier-
dzili rezultat otrzymany przez Adamsa. W ten sposéb kwestya
przyspieszenia ruchu ksiezyca stata sie znowu aktualng, bo przy-
spieszenie teoretyczne okazalo sie mniejszem niz obserwowane. Po-
wstata cala literatura dotyczaca przyspieszenia i za¢mien obserwo-
wanych w starozytnosci. Delaunay postawit hypoteze, ze przy-
czyna pozostatego, niewyttdmaczonego przyspieszenia moze byc¢ tarcie
towarzyszgce przyptywom, albowiem tarcie zmniejsza predko$¢ obrotu
ziemi, a wiec zwieksza dtugos¢ dnia gwiazdowego, ktéry stuzy za
miare czasu. Skoro za$ miara czasu staje sie coraz to diuzsza, to
odwrotnie ruchy™ ciat niebieskich a wiec i ksiezyca muszg wyda-
wac sie przyspieszone. Hypoteze Delaunay’a podjat pézniej G. H.
Darwin i osnut naokoto niej calg teorye ewolucyi ksiezyca. Lecz
spor o przyspieszenie ruchu ksiezyca nie skonczyt sie na tem.
Pare lat temu z powodu prac Cowella angielscy i amerykanscy
astronomowie znowu wiedli obszerng dyskusye nad tg kwestya,
jednakze nie doszli do ostatecznego rezultatu.

By¢ moze — takiem jest przynajmniej zdanie Charliera —
ze owo niewyttdmaczone przyspieszenie pochodzi poprostu z nie-
dostatecznej zbieznos$ci, czy raczej z rozbieznosci szeregdw uzywa-
nych w mechanice niebieskiej, o ktorej mowiliSmy Kkilkakrotnie
w rozdz. XIX-tym i XX-tym. W kazdym razie godnym uwagi
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jest fakt, ze w ostatnich czasach astronomowie znajdujag mniejsze
wartosci ha owo niewyttdmaczone przyspieszenie niz— powiedzmy —
dwadziescia lat temu. Lecz nie nalezy stad wysnuwa¢ nazbyt opty-
mistycznych wnioskéw, nalezy poczekaé z ostatecznym sadem do
chwili, gdy zostang wydane nowe tablice E. Brown’a oparte na
nowej (tu wylozonej) teoryi ksiezyca. Zobaczymy, czy i jak diugo
przepowiadane przez nie pozycye ksiezyca bedg zgadzac sie z obser-
wowanemu
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ROZDZIAL XXII.
Zac¢mienia.
1. Opis zaé¢mienia stonca.

Rozpatrzmy przebieg za¢mienia stonca i to catkowitego. Naj-
pierw zachodnia krawedz tarczy stonecznej dotyka wschodniej kra-
wedzi tarczy ksiezycowej, potem stonce stopniowo zasuwa sie poza
ksiezyc, wreszcie znika zupetnie. Po krotkim czasie, najwyzej po
kilku minutach zachodnia krawedz tarczy stonecznej pojawia sie
z poza zachodniej krawedzi tarczy ksiezycowej, poczem stonce sto-
pniowo wysuwa sie z poza ksiezyca. Zaémienie konczy sie w chwili,
gdy krawedzie — tym razem wschodnia storica i zachodnia ksie-
zyca— juz tylko stykajag sie ze sobg. Chwile, w ktorych obie tarcze
stykaja sie krawedziami réznoimiennemi, a wiec zachodnig ze wscho-
dnig, lub odwrotnie to sg chwile zetknie¢ (kontaktéw) zewnetrz-
nych, zas$ chwile, w ktérych obie tarcze stykajg sie jednoimiennemi
krawedziami, a wiec wschodnia ze wschodnig, lub zachodnig ze za-
chodnig to sa chwile zetknie¢ wewnetrznych. W czasie kontaktéw
zewnetrznych obserwator znajduje sie w powierzchni ,stozka pot-
cieniowego“ AA', stycznego do ksiezyca i storica, ktérego wierzchotek
znajduje sie w P, miedzy ksiezycem a stoncem. W czasie kontak-
tow wewnetrznych obserwator znajduje sie w powierzchni ,stozka
cieniowego“ BB', ktdrego wierzchotek P znajduje sie poza ksie-
zycem od strony ziemi.

Poniewaz chodzi tylko o pozory zjawiska, wiec mozemy ro-
zumowac¢ tak, jak gdyby stonce i ksiezyc a z nimi razem oba
stozki byly nieruchome, za$ tylko obserwatoryum przenosito sie
z miejsca na miejsce. Pierwszy kontakt zewnetrzny [miedzy zacho-
dnig krawedzig storica a wschodnig ksiezyca] nastepuje wtedy, gdy
obserwatoryum wchodzi do stozka péicieniowego w punkcie a
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Pierwszy kontakt wewnetrzny [storice znika stykajac sie swa wscho-
dnia krawedzig ze wschodnig krawedzig ksiezyca] nastepuje wtedy,
gdy obserwatoryum wchodzi w b we wnetrze stozka cieniowego.
Drugi kontakt wewnetrzny [stoice wysuwa sie z poza ksiezyca
stykajac sie swag zachodnig krawedzig ze zachodnig krawedzig
ksiezyca] nastepuje wtedy, gdy obserwatoryum wychodzi z cienia
w punkcie b'. Wreszcie drugi kontakt zewnetrzny (stonce rozigcza
sie z ksiezycem stykajac sie swa wschodnig krawedzig ze zacho-

wschoéd

zachod.

Ryc. 38.

dnig krawedzig ksiezyca) nastepuje wtedy, gdy obserwatoryum wy-
chodzi w a' ze stozka poéitcieniowego.

MowiliSmy dotad o zaémieniu catkowitem, gdy ksiezyc
wydaje sie wiekszym od stonca i catkowicie je zakrywa. Bywa to
wtedy, gdy wierzchotek stozka cieniowego R siega poza obserwa-
toryum. Jezeli wierzchotek stozka cieniowego nie dosiega obserwa-
toryum, to ksiezyc wydaje sie mniejszy niz storice i nawet w $rodku
za¢mienia widzimy naokoto ksiezyca blyszczacg krawedz stonca.
Zaémieniu obrgczkowemu odpowiada na rysunku droga ozna-
czona przerywana strzatka. Zaraz widaé, ze przy zacmieniach
obraczkowych kontakty wewnetrzne sg inne niz przy catko-
witych zacmieniach. W czasie catkowitego zaémienia obserwator
przecina wprzédy tworzaca BB a potem tworzgacg B'B\ przy obracz-
kowem przeciwnie. Wskutek tego przy zaémieniu catkowitem
w czasie pierwszego wewnetrznego kontaktu stykajg sie
wschodnie krawedzie obu cial, a w czasie drugiego zacho-
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dnie; natomiast przy zaémieniu obrgczkowem w czasie pierw-
szego wewnetrznego kontaktu stykajg sie zachodnie kra-
wedzie obu ciat, a wr czasie drugiego wschodnie. Zewnetrzne
kontakty maja jednakowy wyglad przy wszystkich za¢mieniach.
Dopoki obserwatoryum znajduje sie w stozku péicieniowym,
zaémienie jest czesciowe, bo tylko czesé stonca jest zakryta. Jezeli
obserwatoryum przechodzi w pewnej chwili przez samg prostg $rod-
kow ksiezyca i storica, to méwimy, ze miato zaémienie Srodkowe.
Srodkowemi mogg by¢ zaémienia tak catkowite, jak obraczkowe.
Jasnem jest, ze to samo zaémienie rozmaicie przedstawia sie na
rozmaitych obserwatoryach. Prosta srodkéw, o ile wogéle natrafia
na powierzchnie ziemi, znaczy na niej $lad, pewna linie, wzdtuz
ktorej zaémienie jest Srodkowe. Jezeli przytem wierzchotek stozka
cieniowego siega poza powierzchnie ziemi, to po obu stronach linii
srodkowego za¢mienia ciggnie sie pas mniej, lub wiecej waski,
wyznaczony przez kolejne przeciecia powierzchni ziemi ze stozkiem
cieniowym. Punkty lezgce wewnatrz tego pasa majg, stosownie do
odlegtosci od brzegu pasa, krétsze, lub diuzsze catkowite zaémienie.
Po obu stronach pasa catkowitego za¢mienia ciggnie sie szerszy pas
wyznaczony przez kolejne przeciecia powierzchni ziemi ze stozkiem
poétcieniowym, w ktéorym zaémienie jest tylko czeSciowe. Tak bywa
przy za¢mieniach catkowitych; przy zaémieniach obrgczkowych
mamy pas, w ktéorym zaémienie jest obrgczkowem, i pas, w Kkto-
rym jest czeSciowem. Zresztg zdarza sie nieraz, ze zaémienie jest
w pewnej czesci swego przebiegu obrgczkowem, a w drugiej catko-
witem. Zdarza sie tez czesto, ze ziemia przechodzi tylko przez stozek
potcieniowy; wtedy pewna cze$¢ powierzchni ziemi ma zaémienie
czesciowe, a zaémienia catkowitego, lub obraczkowego wcale niema.

2. Warunki zaémieni storica i ksiezyca.

Wezmy wspoétrzedne geocentryczne, ekliptyczne. Jezeli diu-
gosci dwdch ciat niebieskich sg jednakowe, to méwimy, ze te dwa
ciata niebieskie sg w konjunkcyi; jezeli zas ich dtugosci réznig
sie miedzy sobg o 180°, to moéwimy, ze oba ciata sg w opozy-
cyi. Specyalnie konjunkcya ksiezyca ze stoncem nazywa sie ,no-
wiem*, a opozycya ,petnig“. W czasie nowiu oba ciata znajduja sie
na tej samej stronie nieba, a poniewaz stonce jest dalej od ziemi
niz ksiezyc, wiec oswieca te strone ksiezyca, ktora jest od ziemi
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odwrécona. Dlatego to w czasie nowiu ksiezyc jest ciemny, nie-
widzialny. W czasie petni oba ciata znajdujg sie na przeciwnych
stronach nieba, oSwiecong jest ta strona ksiezyca, ktéra jest zwro-
cona do ziemi. Dlatego to widzimy calg tarcze ksiezyca jasna.
Pierwsze dwie fazy, ndéw i pelnie razem wziete, nazywamy ,syzy-
giami“; te zas dwie fazy ksiezyca, w ktorych jego dtugosé jest
od diugosci stonca o 90°, wzglednie o 270° rézna, nazywamy ,kwa-
drami“ (pierwsza i ostatnia kwadra).

Oczywiscie zaémienia stonica moga zdarzaé sie tylko okoto
nowiu, bo tylko wtedy ksiezyc moze znale$¢ sie miedzy ziemig
a stoncem, zas zaémienia ksiezyca moga zdarzaé¢ sie tylko okoto
petni, bo tylko wtedy ziemia moze znales¢ sie miedzy ksiezycem
a stoncem.

Gdyby ksiezyc krazyt naokoto ziemi w plaszczyznie eklip-
tyki, to w ciggu kazdego miesigca musiatyby zdarzyé sie dwa za-
¢mienia: jedno zaémienie stonca na nowiu i jedno zaémienie ksie-
zyca na petni, bo tak w czasie konjunkcyi, jak w czasie opozycyi
srodki wszystkich trzech ciat znajdowalyby sie chwilowo prawie
na jednej prostej. Moéwimy ,prawie“ dlatego, ze $rodek stonca
krazy nie w samej ekliptyce, ale wychyla sie z niej to w jedng, to
w druga strone, zresztg bardzo nieznacznie, zaledwo troche wiecej
niz o sekunde. Naturalnie wszystkie cechy zaé¢mienn bylyby takie
same, jak obecnie, ale zalmienia storica bytyby widzialne tylko
w okolicach miedzyzwrotnikowych.

W rzeczywistosci droga ksiezyca przecina ekliptyke pod ka-
tem wynoszacym okoto 5°. Wskutek tego s$rodki ksiezyca, ziemi
i storica moga tylko wtedy znale$¢ sie na jednej prostej, gdy czy
to néw, czy petnia zdarzy sie w chwili przejScia ksiezyca przez
jeden z weztdéw, t j. przez jeden z tych punktéow, w ktérych droga
ksiezyca przecina ekliptyke. Jednak do za¢mienia wcale nie potrzeba,
aby S$rodki wszystkich trzech ciat znajdowaly sie na jednej pro-
stej. Poniewaz rozmiary wszystkich trzech ciat sg skonczone, wiec
nawet dla catkowitego za¢mienia stohca wystarcza, aby jakas czesé
powierzchni ziemi znalazta sie wewnatrz stozka cieniowego Kksie-
zyca. Zato zac¢mienie stonca bywa zawsze widzialne tylko na pe-
wnej czesci powierzchni ziemi. Tak samo dla zaémienia ksiezyca
dos¢ jest, aby ksiezyc, lub pewna jego czes$¢ znalazta sie wewngtrz
stozka cieniowego ziemi. Srodkowe zaémienia ksiezyca bywajg wi-
dzialne na catej pétkuli zwréconej do ksiezyca, w dodatku poniewaz
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ziemia w czasie zaémienia obraca sig, wiec okolica, w ktdrej Srod-
kowe zaémienie ksiezyca jest widzialne, jest z reguty wigksza od
potowy powierzchni ziemi.

Rozpatrzmy blizej warunki, w ktoérych zaémienia sg mozliwe.
Zaczniemy od zaémien storica. Zatézmy, ze potozenia Srodkéw Kksie-
zyca i stonca na nowiu, widziane ze Srodka ziemil, sga M i S, ze
zatem MS jest to szeroko$¢ ksiezyca na nowiu; zatézmy dalej, ze N
jest to wezetl drogi ksiezyca, ze SN to przeciecie ekliptyki ze sferg
niebieska, ze wreszcie MN jest rzutem drogi ksiezyca na sfere
niebieskg. Nastepnie oznaczmy przez M' i S' potozenia Srodkdéw
ksigzyca i stonca w chwili, gdy widoma ich odlegto$¢ jest naj-
mniejsza. Oznaczmy MS. t j. szeroko$¢ ksiezyca przez U nachylenie

orbity ksiezyca do ekliptyki, jak zwykle, przez i, spusémy M'P
prostopadle do ekliptyki i potaczmy M z S'. Oznaczmy przez k sto-
sunek SP :SS\ zaraz widaé, ze

gdzie Vi V' oznaczajg dtugosci ksiezyca i stonca. Oznaczmy wreszcie
najkrotsza odlegto$¢ S'M' przez q a kat SMS' przez y. Z ryciny
zaraz widac¢, ze

skad

a zatem

Z drugiej strony¥

* Wywdd ten nie jest absolutnie Scisty, ale dostatecznie przyblizony.
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Wreszcie z tréjkgta prostego S'PM’

to jest

(1)

Z pomiedzy wielkosci figurujacych po prawej stronie osta-
tniego wzoru tylko y moze zmienia¢ sie, bo pozostate sg z gory
dane. Najmniejsza wartos¢ osigga g wtedy, gdy

to jest wtedy, gdy
)

Podstawmy te warto$¢ na tangy we wzor (1), a po oczywi-
stych skréceniach otrzymamy:

WprowadZmy jeszcze pomocniczy kat i' okreSlony przez ré
whanie

a po tatwych przeksztatceniach bedziemy mogli napisaé:

(3

Poniewaz q moze by¢ tylko dodatnie, wiec znak — nalezy
bra¢ wtedy, gdy U jest odjemne (potudniowa szerokos¢). Oczywiscie
w dalszym ciggu wystarczy rozwaza¢ tylko przypadek, gdy U jest
dodatnie a znak stojacy przed wyrazeniem jest -{-.

Atoli g jest to katowa odlegtos¢ Srodkéw Kksiezyca i storica
widziana ze $r od k a ziemi. Widziana za$ z powierzchni ziemi
moze by¢ wieksza, albo mniejsza niz g Spo6jrzmy np. na zatgczong
rycine. Zaraz wida¢, ze katowa odlegtos¢ punktéow S i L widziana
z punktu PxX jest:
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a widziana z P2 jest

gdzie & oznacza parallakse ksiezyca a @' parallakse stonca.

Zaémienie czesSciowe, lub catkowite zdarza sie wtedy, gdy wi-
doma odlegto$¢ Srodkoéw jest mniejsza od sumy promieni ksiezyca
i storica. Tedy w punkcie Px mielibySmy warunek:

Zaraz widzimy, ze ten warunek nie moze by¢ spetniony.
Rzeczywiscie r wynosi co najwyzej 16'46", r' najwyzej 16'18",

Ryc. 40.

wiec suma ich wynosi co najwyzej 33', 4". Tymczasem parallaksa
ksiezyca w wynosi co najmniej 52'50", podczas gdy parallaksa
stonca @' nie dochodzi do 9". Zatem, gdyby nawet q bylo zerem
(odjemnem by¢ nie moze), to nieréwnosé nie bytaby mozliwg. Wi-
dzimy tedy, ze mozliwym jest tylko drugi przypadek, t j.

Podstawiajac warto$¢ g2, przenoszac réznice w — @' na druga
strone nieréwnosci i dzielgc obie jej strony przez cosi' mozemy
napisa¢ powyzszy warunek w ksztalcie:

4)

Wszystkie wielkosci stojgce po prawej stronie tej nieréwnosci sag

w pewnych granicach zmienne, mianowicie r miedzy 14'24" i 16'46",
r' miedzy 15'45" i 16'18", w miedzy 52'50" a 61'32"; tylko na
aj' mozna przyja¢ statg wartos¢ 8/ 8, a w tego rodzaju rachunkach
nawet 9"; wreszcie i' zmienia sie w granicach 5° 17' i 5° 52"
Przyjmujac na r, r'. g i i' najmniejsze wartosci otrzymamy jako
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wartos¢ prawej strony nieréwnosci (4) 1°23/ 11/, przyjmujac zas
najwieksze otrzymamy 1°34/57". Mozemy wiec powiedzieé, ze jezeli
na nowiu szeroko$¢ ksiezyca jest mniejsza niz 83', to gdzie$ na
powierzchni ziemi bedzie bodaj czeSciowe za¢mienie stonca, jezeli jest
wieksza niz 95', to zaémienia napewno nie bedzie; jezeli za$ jest
zawarta miedzy 83' i 95, to mozna orzec co$ pewnego dopiero po
podstawieniu tych wartosci na r, r' i <§ ktdre te wielkosSci przy-
biorg w czasie samego zacmienia.
Z tréjkata na ryc. 39 wynika:

Potézmy

a znajdziemy

Poniewaz dtugos¢ ksiezyca wzrasta o 360° Srednio w 27,321661
dni, wiec o 15°612... wzro$nie mniej wiecej w ciggu 28y 2 godzin.
Oblicza¢ doktadnie nie warto, bo predkos¢ ksiezyca jest w szerokich
granicach zmienna; jednakze juz na podstawie powyzszego przybli-
zonego rachunku mozna powiedzie¢, ze jezeli néw zdarzy sie na
mniej niz 28 godzin przed, lub po przejSciu ksiezyca przez wezet,
to za¢mienie storica bodaj czeSciowe jest pewne.

Oczywiscie warunek zaé¢mien ksiezyca jest:

gdzie R oznacza potowe Srednicy cienia ziemi. Poniewaz wszyscy
obserwatorowie znajdujacy sie na potkuli zwroconej do ksiezyca
prawie jednocze$nie widza, jak ksiezyc wchodzi w cien ziemi, wiec
osobnych warunkéw dla réznych punktdéw powierzchni ziemi wy-
prowadza¢ nie potrzeba. Swojg drogag parallaksy ksiezyca i stonca
wejda do nieréwnosci wyrazajgcej warunek zaé¢mienia ksiezyca, bo
od nich zalezy R. Jezeli $rodek ksiezyca jest w M. stornca w S,
a ziemi w T, to potowa S$rednicy cienia ziemi jest LM, a widzimy
ja ze S$rodka ziemi pod katem LIM. Zaraz (ryc. 41) wida¢, ze
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ale -efcBLT to horyzontalna parallaksa ksiezyca (5, -efcTAB to ho-
ryzontalna parallaksa stornca cD, -eéfcAlS to kat, pod ktérym wi-
dzimy potowe $rednicy stonca ze ziemi, wreszcie -efcATS= r'
(w mierze katowej!), przeto

Widzimy stad, ze te same parallaksy i te same potowy $rednic
ksiezyca i stonca, ktére wchodzity do warunku dla zaémien stonca,
wchodzg tez do warunku dla zaémieh ksiezyca, tylko w nieco
innej kombinacyi. Procz tego, poniewaz wskutek obecnosci atmo-
sfery $rednica cienia ziemi jest powigekszona mniej wiecej o jedng

Kyc. 41.

51
piecdziesigta, mnozymy kat LTM przez czynnik — i piszemy wa-

runek:

®)

Podstawiajac skrajne graniczne wartosci znajdziemy, ze gdy
U<i 63'9, to zaémienie ksiezyca jest mozebne, a gdy 17<C52'1, to
pewne. Widzimy, ze granice, w ktorych zaémienia ksigezyca sg
badz pewne, badz mozebne, sa ciasniejsze niz odpowiednie gra-
nice dla zaémien stonca. Pochodzi to gtéwnie stad, ze tam w sumie
r-j-r-j- & — D tylko stosunkowo mata wielko$¢ <6 ma znak od-

. , . 51 i " . .
jemny; tu za$§ w sumie — (@>-]- c0'— r')-j- r z odjemnym znakiem
ou

stoi r\ ktére jest okoto czterdziestu razy wieksze od qj'.

Podobnie jak w poprzedniem zadaniu fatwo znajdziemy, ze
jezeli pelnia zdarzy sie $Srednio na mniej niz 17 godzin przed, lub
po przejsciu ksiezyca przez wezel, to zaémienie jego jest pewne.
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3. Ruch weztdw orbity ksiezyca. Sarosl).

Chcac przepowiedzieé¢ zaémienia, ktére maja zdarzy¢ sie
w pewnym roku, musimy naturalnie zbada¢, w czasie ktérych no-
wiow, wzglednie pelni powyzej podane warunki bedg spetnione.
O ile chodzi o najblizsze lata, to potrzebne do tego daty mozna
znale$¢ w tablicach ksiezyca; ale gdy chodzi o odlegte epoki, dla
ktorych nie posiadamy tablic, to dogodnie jest postugiwaé sie pe-
wnemi prawidtami dotyczacemi powtarzania sie zaémieh w pewnych
odstepach czasu, a pozwalajgcemi przepowiada¢ zaémienia niezale-
znie od dynamicznych teoryi ruchu ksiezyca.

Wezmy najpierw przypadek fikcyjny: przypusémy, ze rok
rowna sie dokladnie dwunastu, miesiacom synodycznym, oraz ze
orbita ksiezyca zajmuje state potozenie wzgledem ekliptyki; wtedy
wszystkie wzgledne pozycye storica, ksiezyca i ziemi a wiec takze
za¢mienia powtarzatyby sie regularnie co roku. Wiemy, ze tak nie
jest: ani miesigc synodyczny nie jest wymierny z rokiem, ani tez
orbita ksiezyca nie zajmuje statego potozenia wzgledem ekliptyki;
przeciwnie, tak zwane ,wezty", t j. punkty, w ktdrych droga ksie-
zyca przecina sie z ekliptyka, zmieniajg nieustannie swe potozenie.
Oczywiscie ruch weztéw musi mie¢ pierwszorzedny wptyw na ter-
miny zaémien, bo wiemy juz, ze zaémienia moga zdarzaé sie tylko
w poblizu weztow.

Wezty drogi ksiezyca poruszajg sie po ekliptyce ruchem
wstecznym, t j. ze wschodu na zachodd, jak gdyby szty na spotka-
nie ksiezyca. Wskutek tego czas, ktory uptywa miedzy jednem
przejsciem ksiezyca przez wezetl i nastepnem przejsciem przez ten
sam wezet, jest kréotszy anizeli ten, w ciggu ktérego diugos¢ ksie-
zyca wzrasta o 360°. Tak jeden, jak drugi odstep czasu nie sg
zresztg stale, niezmienne, ale Srednio pierwszy z nich liczy obe-
chie 27,212 222 dni, a drugi 27,321661 dni. Te Srednie odstepy
Czasu nosza nazwy: pierwszy miesigca smoczego (drakonicznego),
drugi miesigca gwiazdowego (sideralnego), oba za$ sa krétsze od
tego okresu czasu, ktory Srednio upltywa miedzy dwoma po sobie¥

*) Nazwa ta nie jest wiasciwa, bo sar u Babilonczykéw oznaczat okres
3600 lat. Kompilator bizantynski Suidas — zdaje sie przez pomytke — nzyt tej
nazwy dla oznaczenia okresu 223-miesiecznego i odtad jeden autor za drugim
powtarza ja.
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nastepujacemi konjunkcyami (nowiami), lub opozycyami (petniami)
ksiezyca a ktory nosi nazwe miesigca synodycznego (lunacyi)
i wynosi 29,530588 dnil). Mozemy powiedzie¢, ze lunacya jest
Srednim okresem obiegu ksiezyca wzgledem osi geocentrycznych,
krecgcych sie razem ze Sredniem storicem, a miesiac gwiazdowy
jest srednim okresem obiegu wzgledem osi geocentrycznych nieru-
chomych.

Powiedzielismy juz, ze wezly cofajg sie na ekliptyce. W ciagu
miesigca smoczego cofajg sie o kat, powiedzmy, X, ktory Kksiezyc
przebiegtby $rednio w 0,109439 dni, bo o tyle wiasnie miesigc
smoczy jest krotszy od gwiazdowego. Ale 360° ksiezyc przebiega
Srednio w ciggu miesigca gwiazdowego, t j. w ciagu 27.321661 dni,
wiec mamy proporcye

skad &= 1°44..., tj. mniej wiecej obwodu kota. Stad wynika,

ze cate kolo wezly powinny obejs¢ w ciggu mniej wiecej 250 mie-
siecy smoczych. Dokiadny rachunek okazuje, ze okres obiegu we-
ztbw wynosi troche mniej niz 250 miesiecy smoczych, bo tylko
6793,391 dni, t j. 18,5997 lat, podczas gdy 250 miesiecy smoczych
wynoszg okoto 6803,3 dni.

Ale okres ten ma dla za¢mienn tylko posrednie znaczenie.
Zaémienia zdarzajg sie wtedy, gdy przejscie przez wezet schodzi
sie ze syzygium. Chodzi wiec nie o stosunek miesigca gwiazdo-
wego do smoczego, a o stosunek miesigca synodycznego do smo-
czego.

Ot6z jezeli rozwiniemy ten stosunek w ulamek tancuchowy,
to otrzymamy:

9 Ptolemeusz podaje, zeHipparch z babiloniskich obsorwacyi obliczyt
dtugos¢ miesiaca synodycznego na 29,530 597 dni (naturalnie P. podaje te liczbe
w dniach, godzinach, minutach i t. d.). Dzi§ wiemy, ze te sama dtugos¢ lunacyi
znali réwniez babilonscy astronomowie. Wedle Newcomba za czaséw Hippar-
cha lunacya wynosita 29,350 590 dni, byta tedy nieznacznie dtuzsza niz obecna.
Lunacya babilonska jest jeszcze nieco dtuzsza, jednakze warto$¢ jej jest tak do-
ktadna [r6znica z wartoécig obliczong przez Newcomba wynosi tylko 0,6 sekundy !],
ze przynosi zaszczyt babilofiskim astronomom.

Astronomia teoretyczna II. 16
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Kolejne ,redukty“ bedg tedy:

Wiadomo, ze coraz to dalsze redukty coraz to dokladniej
zblizaja sie do wartosci rozwijanego utamka, ale dla pewnych przy-
czyn, ktére niebawem wyjasnimy, najlepiej zatrzymacé sie na sz6-
stym redukcie, ktory zreszta daje juz wcale doktadne przyblizenie,
bo 223 lunacye to 6585,3213... dni, a 242 miesigce smocze to
6585,3577... dni, przeto od 223 lunacyi do 242 miesiecy smoczych
brakuje tylko 0,036377... dni, t j. 52 min. i 23 sek. Jezeli za$
w ciggu 242 miesiecy smoczych ksiezyc wykonat tylko 223 obiegi
wzgledem osi krecgcych sie razem ze storicem, to dlatego, ze samo
stonce wykonato w ciggu tego samego czasu 242 — 223 = 19 obie-
gow wzgledem wezta drogi ksiezycowej. Ten okres wynoszacy 223
lunacye to 6w ,Saros“ znany juz babilonskim astronomom.

Potréjny Saros, t j. okres obejmujacy przyblizenie 19756 dni,
Grecy nazywali ,gijeAcyiAde", co znaczy ,uwolnienie®, bo przypuszczali,
ze Saros liczy doktadnie 6585y3 dni, przeto mnozac przez 3 ,uwal-
niali“ sie od utamka. Dla przepowiedni zatmien w danem miej-
scu ma jeszcze wieksze znaczenie niz sam Saros.

Wiemy juz, ze Saros liczy 6585,3213 dni. Jest wiec tylko
0 niespetna 11 dni— doktadniej o 10,962... dni — diuzszy od 18 lat
tropicznych. Od 18 lat kalendarzowych Saros jest wiekszy o 11,32 dni,
jezeli wsréd danych 18 lat sg 4 lata przestepne, za$ o 10,32 dni,
jezeli wsréd danych 18 lat jest 5 lat przestepnych. Jednocze$nie
Saros jest przyblizenie wspotmierny z miesigcem anomalistycznym,
tu jest z tym okresem czasu, ktéry srednio uptywa pomiedzy dwoma
kolejnemi przejsciami ksiezyca przez perigaeum, albo przez apo-
gaeum. Miesigc anomalistyczny ma 27,554600 dni; przeto 239 mie-
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siecy anomalistycznych to prawie dokiadnie 6585,55 dni, czyli tylko
kilka godzin [niespetna sze$¢ godzin] wiecej niz Saros. Ta nieco
gruba wspdtmierno$¢ Sarosu z rokiem tropicznym i znacznie do-
ktadniejsza wspétmiernos¢ z miesigcem anomalistycznym ogromnie
podnosza jego praktyczng wartos¢ i daja mu przewage nad diuz-
szymi okresami odpowiadajacymi dalszym reduktom utamka (6),
np. nad okresem obejmujgcym 716 lunacyi. Przekonamy sie o tem,
skoro weZmiemy w uwage rzeczywiste ruchy ksiezyca i stonca.
Wskutek zmian predkosci diugos¢ rzeczywistego storica moze rdznié
sie od ditugosci $redniego o 2° a ditugosé rzeczywistego ksiezyca
moze ro6zni¢ sie od diugosci sredniego o 5°. Wskutek tego tatwo
moze zdarzy¢ sie, ze podczas gdy Srednie storice i Sredni ksiezyc sg
w opozycyi, albo w konjunkcyi, to tymczasem rzeczywisty ksiezyc
i rzeczywiste stonce sg dalekie od opozycyi, wzglednie konjunkcyi.
Ale zmiany predkosci rzeczywistego storica i jego zboczenia od
Sredniego storica maja peryod roczny, a poniewaz Saros liczy tylko
o 11 dni wiecej niz 18 lat, wiec zboczenia rzeczywistego storica
od Sredniego powtarzajg sie po uptywie Sarosu chociaz niezupetnie
doktadnie. Z drugiej strony predkos¢ ksiezyca jest w bezposrednim
zwigzku z jego odlegtodcig od ziemi: w perigaeum jest najwieksza
a w apogaeum najmniejsza i okres czasu, po ktéorym powtarzaja
sie te same, albo prawie te same predkosci, to wlasnie miesigc
anomalistyczny. Poniewaz za$ Saros jest prawie dokiltadnie wielo-
krotnoscig miesigca anomalistycznego, wiec po uptywie Sarosu
powtarzaja sie prawie te same predkosci i prawie te same zbo-
czenia rzeczywistego od Sredniego ksiezyca.

Dzieki tym przyblizonym wspo6tmiernosciom to samo zacmie-
nie powtarza sie po uptywie Sarosu, ale, jak to dalej zobaczymy,
nie nieograniczenie, tyiko w ciggu Kkilkunastu wiekow.

Inne analogiczne okresy odpowiadajace dalszym przyblize-
niom do utamka tancuchowego, figurujgcego we wzorze (6), np. obej-
mujace po 716, 3803, 4519 i t d. lunacyi, sg mniej doktadnemi
wielokrotnosciami roku i miesigca anomalistycznego nizli Saros,
a wskutek tego zboczenia ruchéw rzeczywistych od Srednich, zda-
rzajace sie po uptywie tamtych okreséw, sg wieksze, niz po uptywie
Sarosu. Zresztg tamte okresy, jako diluzsze, sa w praktyce mniej
dogodne niz Saros.

Tak samo mniej dogodnemi sg cykle oparte na wspoétmierno-
$ciach bezposrednio z utamkiem (6) nie zwiazanych. Np. znany

16+
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w starozytnosci cykl Kailip pa, obejmujacy 76 lat, nadaje sie
dobrze do przepowiedni zaémien ksiezyca, ale do przepowiedni za-
¢mien stonca jest nieprzydatny. Cykl o miesigc od cyklu Kal-
lippa krotszy, wiasciwie cykl obejmujgcy 27 730 dni réwna sie
prawie doktadnie 9391 lunacyom Ilub 1019 miesigcom smoczym.
Cykl ten nadaje sie do przepowiedni za¢mien stonca, ale mniej
dobrze niz pojedynczy, albo potréjny Saros.

4. Blizsza analiza Sarosu.

W obecnym paragrafie bedziemy mowi¢ przewaznie o zaémie-
niach storica jako o wazniejszych, zresztg wieksza czes¢ naszych
uwag bedzie mieé¢ zastosowanie takze do zaémien Kksiezyca.

Poniewaz Saros ma 658573 dni (przyblizenie), wiec zaémienie
stonca, powtarzajgce sie po uplywie Sarosu, jest widzialne nie na
tych samych miejscach, co poprzednie, ale mniej wiecej o 120°
dalej na zachoéd. Dopiero po trzech Sarosach [t j. po jednym
L0SXiYP-0¢“] zaémienie powraca prawie na te same potudniki. Z dru-
giej strony miejsca widzialnosci po uplywie jednego Sarosu prze-
suwajg sie badZz na potudnie, badZ na poéinoc. Jezeli umoéwimy sie
uwaza¢ za¢mienia powtarzajace sie po uptywie jednego Sarosu za
nalezace do tej samej seryi, to z jednej strony spostrzezemy, ze
kazda serya zaémien w koncu przestaje by¢ widzialng, bo miejsce
jej widzialnosci wysuneto sie przez ktorg$ ze stref podbiegunowych
poza ziemie, za$ z drugiej strony spostrzezemy, ze pojawiajg sie nowe
serye za¢mien wkraczajgce na powierzchnie ziemi takze przez ktéras
z podbiegunowych stref. Przyczyne tego zjawiska zaraz wyjasnimy.

Uwazajmy wezty za nieruchome na orbicie i, ograniczajac
sie tymczasem do ruchéw Srednich, zapytajmy, gdzie lezg te
punkty orbity, w ktérych zdarzaja sie konjunkcye i opozycye. Po-
niewaz lunacya jest dluzsza niz miesigc smoczy, wiec kazda nowa
konjunkcya, wzglednie opozycya zdarza sie w innym (dalszym)
punkcie niz poprzednia i kolejne punkty konjunkcyi i opozycyi sg
rozrzucone po orbicie. Gdyby 223 lunacye réwnaty sie 242 miesigcom
smoczym, to po uptywie Sarosu kazda nowa konjunkcya, wzglednie
opozycya zdarzataby sie znowu w tym samym punkcie, w ktorym

i) 939 = 223 -j-716, 1019= 242 777, zatem ten cykl jest kombinacyg
6-go i 7-go reduktu utamka (6).
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przed Sarosem zdarzyta sie jej poprzedniczka. Orbita bylaby po-
dzielona na 223 réwne odstepy przez 223 punkty konjunkcyi i tak
samo na 223 réwne odstepy przez 223 punkty opozycyi. Wszystkie
zaémienia stonca powtarzajace sie po uptywie Sarosu, a wiec, wedle
naszej umowy, wszystkie zaémienia nalezgce do tej samej seryi
zdarzatyby sie w jednym i tym samym nieruchomym wzgle-
dem wezta punkcie orbity. Lecz poniewaz 223 lunacye nie sg wy-
mierne z 242 miesigcami smoczymi, wiec, chcac utrzymaé pozostate
nasze twierdzenia co do punktéw konjunkcyi, musimy porzucié¢ za-
tozenie, ze sg one nieruchome wzgledem weztéw, musimy zatozyé,
Ze posuwajg sie one po orbicie i ze kolejno przechodzg przez wezly.
Zaraz obliczymy predkos$é tego ruchu.

Poniewaz Saros jest tylko o 0.036 377 dnia krotszy od 242
miesiecy smoczych, wiec mozemy powiedzie¢, ze po uplywie Sa-
rosu ksiezyc spaznia sie o 0,036 377 dnia wzgledem wezta. Ten
odstep czasu odpowiada katowi

bo tu chodzi o ruch ksiezyca wzgledem wezta, a obieg smoczy
trwa S$rednio 27,212222 dni. Odwrotnie mozemy powiedzie¢, ze
w ciagu Sarosu punkty konjunkcyi odsunety sie od weztéw o taki
sam kat. Stad za$ przyjmujac, ze Saros wynosi 18,03 lat, znaj-
dziemy, ze trzeba X

(przyblizenie) 13480 lat

na to, aby dany punkt konjunkcyi. wzglednie opozycyi opisat cate
koto i znéw powrdécit do tego samego wezta. Poniewaz za$ sg 223
punkty konjunkcyi i poniewaz, o ile chodzi o ruchy $Srednie, wolno

. . - 13480 = .. -
uwazac¢ te punkty za réwnoodlegte od siebie, to co = t. j. mniegj

wiecej co 61 lat nowy punkt konjunkcyi przechodzi przez wezet.
Podajemy tu tylko przyblizone, zaokraglone liczby, bo dokitadnych
rachunkéw przeprowadza¢ nie warto. Teorya, ktérg tu wyktadamy,¥

* Poniewaz dilugo$¢ Sarosu i predko$¢ punktdw konjunkcyi.z czasem
zmieniajg sie, wiec obliczony z obecnej predkosci okres obiegu nie jest doktadny.
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jest przyblizona; na dokfadng nie mamy ani miejsca, ani czasu, ale
gdybysmy ja wytozyli, to przekonalibysmy sie, ze wskutek dtugo-
okresowych perturbacyi w ruchu ksiezyca rozmaite wchodzgce
w rachube okresy doznaja powolnych zmian. Juz wyzej w uwadze
wspomnieliSmy, ze za czaséw Hipparcha Ilunacya byla nieco
diuzsza niz obecnie, tak samo i miesigc smoczy i gwiazdowy byly
nieco dtuzsze. ZnalezlibySmy tez, ze predko$¢ ruchu punktéw kon-
junkcyi byta dawniej nieco mniejsza niz obecnie, np. przed 2500
laty okres czasu, uptywajacy miedzy przejsciem danego punktu
konjunkcyi przez wezet a przejsciem nastepnego punktu konjunkcyi
przez ten sam wezet, wynosit nie okoto 61, lecz okoto 63,6 lat.

Péki dany punkt konjunkcyi znajduje sie daleko od wezla, poty
zaémienie storica nie moze zdarzyé sie w nim, bo (por. § 2) z powodu
nachylenia orbity ksiezyca do ekliptyki cienn ksiezyca mija ziemie,
ale skoro zblizy sie na mniej wiecej 18° do wezta, to, jak to zna-
lezliSmy w 8§ 2, zaémienie staje sie mozebne. Oczywiscie poczat-
kowe zaémienia danej seryi sa czeSciowe, co wiecej sg widzialne
tylko w pdinocnej, wzglednie w potudniowej podbiegunowej strefie,
bo zdarzajg sie przy znacznej, bliskiej do granicznej, szerokosci
ksiezyca. W miare tego, jak dany punkt konjunkcyi coraz bardziej
zbliza sie do wezla, szerokosé ksiezyca, przy ktorej przytrafia sie
za¢mienie, staje sie coraz to mniejsza, a okolica, w ktorej zaémie-
nie czesciowe jest widzialne, przysuwa sie ku réwnikowi; gdy za$
punkt konjunkcyi zblizy sie na jakie 10°— 12° do wezta, to za-
¢mienie staje sie srodkowemx) [calkowitem, lub obrgczkowem sto-
sownie do okolicznosci].

Poniewaz punkty konjunkcyi opisujg cate koto w ciagu mniej
wiecej 15500 do 14000 lat, wiec w ciggu jednego Sarosu Srednio
opisuja kat

(okoto)

Widzimy stad, ze w srodku kazdej seryi, t j. okoto czasu przejscia
danego punktu konjunkcyi przez wezet musi zdarzy¢ sie jedno lub
dwa zaémienia, w czasie ktorych odlegtos¢ miedzy weztem a punk-
tem konjunkcyi jest mniejsza niz ¢éwier¢ stopnia. Przy tak malej
katowej odlegtosci stonce, ksiezyc i ziemia znajdujg sie prawiel

1 To znaczy, ze prosta $rodkoéw ksiezyca i storica natrafia na powierzchnig
ziemi.
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na jednej prostej. Jednoczesnie widzimy, ze jezeli dana serya, na-
lezagca do pewnego punktu konjunkcyi, zaczeta sie np. zaémieniem
czeSciowem, widzialnem w poétnocnej podbiegunowej strefie, to pas,
w ktorym zaémienie nalezgce do tej seryi jest widzialne, wedruje
powoli z péinocy na potudnie dopoéty, az serya zaémien skonczy
sie zaémieniem czesciowem. widzialnem w potudniowej podbiegu-
nowej strefie. Odwrotnie serya, ktora zaczeta sie w potudniowej
podbiegunowej strefie, koriczy sie w pdinocnej. Caty odstep, w kto-
rym dany punkt konjunkcyi moze dawac¢ zaémienia, wynosi okoto
36°, a czas, w ciggu ktorego punkt konjunkcyi przebiega ten od-
step, wynosi okoto 1350 lat. Tak wiec jedna serya zaémien istnigje
w ciggu trzynastu do czternastu stuleci, t j. w ciggu mniej wiecej
75 Saroséw, obejmuje przeto okoto 75 zaémien, w tem za$ okoto
45 Srodkowych i okoto 30 czesciowych, mianowicie mniej wiecej
po pietnascie czesciowych na poczatku i na koncu seryi.

Stad. ze odstep, w ktérym moga zdarza¢ sie zaémienia stonca,
siega do mniej wiecej 18° w jedng i druga strone kazdego wezia,
wynika jeszcze jedna konsekwencya. Trzydziesci sze$¢ stopni koto
jednego wezta i tylez koto drugiego to razem okoto pigtej czesci
obwodu kota. Na tej przestrzeni moze pomiesci¢ sie 44 lub 45
punktéw konjunkcyi. a wiec co najwyzej tylez seryi zaémien moze
istnie¢ réwnoczesnie. Atoli liczby powyzsze, otrzymane z przyblizo-
nych wzoréw i niescistych rachunkdéw, nie sg doktadne. Naprzykiad
obecnie n>amy tylko 42 takich punktéw i 42 serye zaémien. Co
do za¢mien Kksiezyca, to poniewaz graniczne odlegtosci od wezia,
wewnatrz ktérych moga zdarza¢ sie zaémienia, sg mniejsze niz
graniczne odlegtosci dla zaémienn stonca, wiec ilos¢ punktéw opo-
zycyi, w ktérych zdarzajg sie zaémienia ksiezyca, i tak samo ilo$¢
seryi zaémien ksiezycowych jest mniejsza: obecnie tylko 29. Wreszcie
jezeli najeden Saros przypadajg 42 za¢mienia storica, to na jeden rok
powinny przypada¢ 2, lub 3, moga za$ niekiedy przypas¢ nawet
4 za¢mienia stonca; za$ jezeli na jeden Saros przypada 29 zaémien
ksiezyca, to na jeden rok przypada tylko jedno, lub dwa, a nawet
zdarza si¢ niekiedy, ze w danym roku nie ma ani jednego zaémie-
nia ksiezyca.

Pomiedzy 42 obecnie istniejgcemi seryami zaémienn stonca
jest jedna nowa, ktéra rozpoczeta sie zaémieniem 17 Czerwca 1909 r.
w poéitnocnej podbiegunowej strefie; nastepne zacmienie tej seryi
29 Czerwca 1927 r. bedzie widzialne w Szkocyi i pétnocnej Anglii.
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5. Znaczenie Sarosu dla przepowiedni zaémien stonca
w starozytnosci.

Astronomowie babilonscy wykryli i sprawdzili Saros zapewne
na podstawie obserwacyi za¢mien ksiezyca, albowiem ilos¢ zaémien
ksiezyca widzialnych w danem obserwatoryum jest bez poréwnania
wieksza niz ilos¢ widzialnych zaémienn stonca. Pochodzi to stad, ze
zatmienia ksiezyca sa widzialne na znacznie wiekszej czesci po-
wierzchni ziemi, niz zaémienia storica. Srodkowe zaémienia ksiezyca
sg widzialne na catej poétkuli zwrdconej do ksiezyca, a nawet wiecej
niz na catej potkuli, bo ziemia obraca sie o pewien skonczony kat
w ciggu tego czasu, w ciggu ktdérego ksiezyc pozostaje w cieniu
ziemi. Ogromna wiekszo$¢ zaémien stonca, ktére zdarzyly sie w sta-
rozytnosci, musiata pozosta¢ nieznang dwczesnym obserwatorom.
Takie np. trzy zaémienia stonca, jak zaémienia z 30 Listopada na
1 Grudnia 1891 r., 12 Grudnia 1909 r. i 24 Grudnia 1927 r., jako
widzialne tylko na potudniowej pdtkuli (zresztg wszystkie trzy cze-
sciowe), w starozytnosci musiatyby ujs¢ uwagi astronomow.
Nawet z pomiedzy za¢mien, widzialnych w umiarkowanej strefie
potnocnej potkuli wiele mogto i musiato ujS¢ uwagi starozytnych
z powodu, ze pas widzialnosci przesuwa sie co Saros o 120° na
Zachéd. Tak np. zaémienia stonca 18 Lipca 876 r. przed Chr.
i 20 Sierpnia 822 r. przed Chr. byly widzialne w Babylonie, ale
zaémienie 29 Lipca 858 r. i za¢mienie 9 Sierpnia 840 r.1l) przed Chr.
byty niewidzialne. W danym razie czwarte za¢mienie byto widzialne
na tem samem miejscu, co pierwsze; ale czestokro¢ bywa inaczej.
Z powodu przesuwania sie pasa widzialnosci z po6tnocy na potu-
dnie, wzglednie w odwrotnym kierunku, za¢mienie powracajace po
potréjnym Sarosie na te same potudniki bywa czestokro¢ o tyle prze-
suniete z potnocy na potudnie, lub odwrotnie z potudnia na péinoc,
ze przestaje by¢ widzialnem nietylko w danem miescie, ale nawet
w danym kraju. Jednakze dla przepowiedni lokalnej potrojny Saros
(,e™eAiypde”) mdgt mieé¢ duze znaczenie, jak to zaraz zobaczymy
z nastepujacego przyktadu podanego przez Ginzla. Ginzel [Kanon
der Finsternisse] bierze pod uwage Matg Azye, $cislej mowigc,¥

" Te same lata wedle rachuby astronomicznej beda: —875, — 821, — 857
i —839, bo rok 1-szy przed nar. Chr. liczy sie w rachubie astronomicznej
za rok 0.
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terytoryum zawarte miedzy 25° i 42° diugosci wschodniej (od
Greenw.) oraz 36° i 42° szerokosci pin. i rozwaza pytanie, ile za-
¢mien mozna byto przepowiedzie¢ w tym Kkraju z pomoca Sarosu
zwyczajnego, lub potréjnego w czasie od 900 do 1 r. przed Chr.
W ciggu tego czasu bylo 128 zac¢mienn widzialnych w Matej Azyi.
Jako widzialne uwaza Ginzel za¢mienia co najmniej 9-calowel.
Wsréd tych 128 zaémien byto tylko 5 takich, ktére powtorzyty sie
po uptywie jednego Sarosu; zato 27 takich, ktdre powtorzyty sie
po uptywie potréjnego Sarosu; dalej 8 takich, ktére powtérzyly sie
raz po trzech Sarosach, a drugi raz po szesciu; 3 takie, ktére po-
wrocity trzy razy po trzech Sarosach, a wiec po 3, 6 i 9 Sarosach;
wreszcie jedno, ktére powrocito cztery razy, t. j. po 3, 6, 9 i 12
Sarosach: razem byto wiec 56 zacmien, ktére mozna byto trafnie
przepowiedzie¢ z pomocg potréjnego Sarosu. Doliczajac jeszcze
pierwsze zac¢mienia, t. j. te, ktére stuzyly za punkt wyjscia prze-
powiedni, znajdziemy 95 zat¢mien sprawdzajgcych regute. Na tych
samych matoazyatyckich zaémieniach Ginzel okazuje, ze 4-krotny,
5-krotny Saros, cykl Kailip pa i inne cykle dajg mniej korzystne
rezultaty niz potrdjny Saros.

6. Znaczenie za¢mien dla chronologii i dla teoryi ksiezyca.

Dzieta klasycznych autoréw zawieraja niekiedy wzmianki
0 zat¢mieniach. Te dawne zadmienia daja nam moznos¢ kontrolo-
wacé chronologie starozytng oraz, co jeszcze wazniejsze, stuzg do
sprawdzenia teoryi ksiezyca. Najwiekszg wage majg zac¢mienia
stonca a to dlatego, ze okolica, w ktdrej za¢mienie storica jest wi-
dzialne, jest ograniczona, za$ pas, w ktérym zacémienie jest catko-
wite, bywa zazwyczaj tak waski, ze setki lat mijajg, zanim w pe-
wnem danem miejscu, lub nawet kraju zdarzy sie catkowite za-
¢mienie. Np. w Anglii ostatnie catkowite zaémienie byto w 1724 r,,
a najblizsze bedzie dopiero w 1927 r.

Tymczasem przy obliczeniu za¢mienia mata zmiana w przy-
jetych elementach sprawia znaczne przesuniecie pasa, w ktoérym
zaémienie jest catkowite, a zatem przez poroéwnanie teorety-¥

*) Dzielimy $rednice storica na 12 réwnych czesci. Jezeli w czasie maxi-
mum zaémienia byly zakryte, 1, 2, 3... czesci $rednicy, to méwimy, ze zaCmienie
byto jedno, dwu, trzy-calowe i t. d.... Oczywiscie dwunasto-calowe zaémienie jest
catkowite.



— 250 —

cznych obliczern z obserwacjg mamy moznos$¢ skontrolowaé mate
nawet btedy teoryi. Kontrola jest tem dokiadniejsza, im rozpatry-
wane zaémienie jest starsze, — wiec zaémienia z czasow grecko-
rzymskich majg ,ceteris paribusu wieksza doniosto$¢, niz za¢mienia
Sredniowieczne.

Niestety wiadomosci o za¢mieniach stonca, przechowane przez
starozytnych autordw, tylko wyjatkowo bywajg dostatecznie Sciste.
W niektérych razach miejsce, gdzie zaémienie byto obserwowane,
jest dokladnie wskazane, ale nie mozna z opisu wywnioskowad,
czy byto catkowite, czy czeSciowe. Za innym razem widaé z opisu,
ze zaémienie byto catkowite, ale zato miejsce, gdzie je widziano
jest niedo$¢ doktadnie wskazane. Np. zaémienie, ktore widziat
Agatokles i jego marynarze na morzu 15 Sierpnia 310 r. przed
Chr., byto z pewnoscig catkowite, bo gwiazdy byty widzialne wsréd
dnia; ale na podstawie tekstu Diodora nie mozna w zaden sposéb
rozstrzygnaé, czy Agatokles widziat je u po6tnocnych, czy u potu-
dniowych wybrzezy Sycylii. Niektére znéw wzmianki u autoréw
starozytnych, pospolicie interpretowane jako wzmianki o zaémie-
niach, prawdopodobnie dotyczg innych zjawisk. Tak np. twierdzg?
ze zatmienie storica 19 Maja 557 r. przed Chr. byto widzialne
w Larissie nad Tygrem, a to na podstawie nastepujacej wzmianki
u Ksenofonta. ,Gdy Cyrus oblegat Larisse nad Tygrem, chmura
zakryta stonce. Podczas gdy stonce byto zakryte, mieszkarncy uciekli,
poczem Cyrus zajat opuszczone miasto“. Konstatuje, ze Kseno-
font wyraZznie méwi o chmurze (vecpeXr), nastepnie podnosze to, ze
geste chmury moga wsréd dnia sprawi¢ ciemnos$¢ prawie taka, jaka
bywa w nocy. Przykiad tego mieliSmy w jednym z dni Listopada
1909 r. w Paryzu: wsrdd biatego dnia musiano i to na kilka godzin
zapali¢ latarnie na ulicach. Z drugiej strony trudno zrozumie¢, jak
mieszkancy chocby matego miasteczka mogli uciec w ciagu kilku
minut catkowitego za¢mienia. Natomiast ciemnos$ci, sprawione przez
geste chmury, mogty trwaé¢ przez kilka kwadranséw, nawet przez
kilka godzin, wiec mieszkahcy mieliby dosy¢ czasu, aby zebra¢ sie
i uciec z miasta.

Jeszcze dalej wstecz, niz wzmianki u autoréw greckich i rzym-
skich, siegaja wiadomosci o zaémieniach obserwowanych w Baby-
lonie, bo az do X1 wieku przed Chr. Niestety identyfikacya tych
zaémien przedstawia jeszcze wieksze trudnosci, niz identyfikacya
za¢mien wspominanych przez autoréw klasycznych. P. H. P. Co-
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well identyfikuje najdawniejsze znane nam zacmienie babilonskie
ze zaémieniem 31 Lipca 1063 r. przed Chr. — o ile trafnie —
tego nie umiem powiedziec.

7. Warunki, aby za¢mienie stonca byto catkowite
i diugotrwate.

Warunki, aby zaémienie stonca byto dtugotrwate, sg po czesci
te same, co warunki, aby bylto catkowite. Np. dla catkowitego za-
¢mienia potrzeba, aby widoma Srednica ksiezyca byta wieksza niz
widoma S$rednica stonca. To zas wymaga, aby ksiezyc byt jak
najblizej ziemi, a stonce jak najdalej. Ten sam warunek musi tez
by¢ spetniony, zeby zaémienie storica byto diugotrwate, albowiem
im ksiezyc jest blizej ziemi a stonce dalej, tem cien ksiezyca jest
wiekszy i trzeba wiecej czasu, aby przesungt sie przez obserwa-
toryum. Oczywiscie najkorzystniej skladaja sie okolicznosci, gdy
1) ksiezyc jest w ,perigaeumu, a 2) storice jednocze$nie w ,apo-
gaeumuy, t. j. gdy prawdziwa anomalia ksiezyca jest zerem, a stonca
= 180°. Oba te warunki moga by¢ jednoczes$nie speinione.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze gdy ksiezyc jest w perigaeum,
to jego liniowa predkosé jest najwiekszg. Zatem cien ksiezyca sunie
stosunkowo szybko. Ale w danym razie wplyw rozmiaréw cienia
zawsze przemaga nad wptywem zwiekszonej predkosci, przeto bliskos$¢
ksiezyca jest jednym z koniecznych warunkéw diugotrwatosci za-
¢mienia. Wptyw odlegtosci ksiezyca jest donioSlejszy niz wplyw
odlegtosci stonca, bo odlegtos¢ ksiezyca zmienia sie w procentowo
szerszych granicach niz odlegto$¢ stonca.

3) Poniewaz cien ksiezyca jest stozkiem, wiec rozmiary jego
zalezg takze od tego, czy zacieniona cze$¢ powierzchni ziemi znaj-
duje sie dalej lub blizej od ksiezyca niz inne. Najwiekszym jest
cien wtedy, gdy prosta Srodkéw ksiezyca i stonca przechodzi takze
przez S$rodek ziemi. Ale wtedy obserwatorowie, dla ktérych za-
¢mienie jest Srodkowem, widzgje w zenicie. Tedy 3-ci warunek jest,
aby za¢mienie miatlo miejsce w zenicie obserwatoryum. Poniewaz
atoli stonce bywa w zenicie tylko w krajach miedzyzwrotnikowych,
wiec 3-ci warunek moze by¢ spetniony tylko miedzy zwrotnikami.

4) Cien ksiezyca sunie po powierzchni ziemi zawsze ze za-
chodu na wschéd, t j. w kierunku jej dziennego obrotu. Predkos¢,
z ktérg cien posuwa sig, jest wieksza niz liniowa predkos$¢ nawet
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tych punktéw powierzchni ziemi, ktdére znajduja sie na rowniku.
Stad odwrotnie wynika, ze im liniowa predkos¢ obserwatoryum
jest wieksza, tem szybciej nadaza ono za cieniem i tem diuzej trwa
zaémienie. Poniewaz liniowa predkos¢ jest najwieksza na roéwniku,
wiec 4-ty warunek moze by¢ najlepiej spetlniony na réwniku.

5) Wreszcie trzeba, zeby 0$ cienia posuwata sie wzdtuz rowr
leznika obserwatoryum, wtedy bowiem obserwatoryum moze ,celeris
paribus“ najdtuzej pozostawa¢ w cieniu.

Gdyby ksiezyc i stonice krazyty dokota ziemi w ptaszczyznie
rownika, to warunki 3-ci, 4-ty i 5-ty bylyby wcigz spetnione i czas
trwania zaémienia zalezatby tylko od tego, o ile warunki 1-szy i 2-gi
sa. lub nie sg spetnione. Poniewaz atoli ksiezyc i storice nie kragzg
w plaszczyznie réwnika, wiec rozne warunki bywajg w réznym
stopniu spetnione a koincydencya najkorzystniejszych warunkow
jest nawet zgota nieprawdopodobng. Mozna jednak obmysle¢ takie
kombinacye, przy ktoérych czas trwania zaémienia jest juz prawdo-
podobnie bliski do ,maximum maximorum“. Du Séjour znajduje,
ze catkowite zaémienie byloby najdiuzszem, gdyby zdarzylo sie
2 Lipca w samo potudnie na rowniku w czasie, gdy ksiezyc jest
w perigaeum, i oblicza, ze trwatoby 7 m. 58 sek C. T. Whitmell)
powtérzyt rachunek Du Séjour’a z nowszemi datami, przyczem
otrzymat te sama liczbe. Ze owo najdtuzsze za¢mienie Du Séjour’a
ma miejsce na réwniku, to znaczy, ze warunek 4-ty jest spetniony;
ze ma miejsce 2 Lipca, to znaczy, ze czyni zado$¢ 2-mu warun-
kowi, bo za czaséw Du Séjour’a (XVIII wiek) apogaeum storica
przypadato na 2 Lipca [w r. 1913 przypada miedzy 3 a 4 Lipcal;
wreszcie ma miejsce w samo potudnie, bo w potudnie ruch stonca
jest réwnoleglty do réwnoleznika danego obserwatoryum. Zaémien
trwajacych prawie 8 minut jeszcze nigdy nie obserwowano. Bodaj
najdtuzsze zaémienie obserwowat w r. 1868 Hennessy na Borneo:
trwato ono 6 m. i 13 sek. Ale Hennessy obserwowat je nie
w potudnie. Whitmell oblicza, ze w tym punkcie, w Kktérym
zatmienie przypadato na samo potudnie, trwato ono 6 m. 49 sek.
W XX wieku?d najdtuzszem bedzie zaémienie 20 Czerwca 1955 r.;¥

* The Maximum Duration possible for a Total Solar Eclipse. Monthly No-
tices, tom LX. str. 435—441. Zapozyczam u Whitmella tylko liczby nieza-
lezne od jego wywodéw, ktére wydaja mi sie nieco batamutne.

2 Wedle A. C. D. Crommelin’a. Whitmell, loc. cit.
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w tym punkcie [117° E, 15°N.]. w ktédrym zdarzy sie o potudniu,
bedzie trwato 7 m. 2412 sek. Punkt ten lezy na potudniowo-chin-
skiem morzu na zachéd od Manilli.

8. Efemerydy, kanony zaémien i t. d.

Na podstawie wyzej wytozonych zasad mozna, znajac zacmie-
nia storica i ksiezyca w ciagu jednego Sarosu, przepowiedzie¢ dalsze
zatmienia na dtugi szereg lat. Majac za$ zaémienia, ktére zdarzyty
sie w ciagu kilku minionych Saroséw, oraz biorgc w uwage prze-
suwanie sie punktéw konjunkcyi, mozna nawet rozpozna¢, czy ktoéra
serya zatmien nie zakonczy sie w przysztosci, lub czy nie pojawi
sie nowa serya. Dopiero przy dokladniejszej przepowiedni réznych
szczeg6tow zaémienia nie mozna obej$¢ sie bez pomocy teoryi ru-
chow ksiezyca. Swojg droga rzadko kiedy zdarza sig, aby kto mu-
siat rozwigzywac¢ odno$ne zadania zupelnie samoistnie, albowiem
istnieje caly szereg srodkéw pomocniczych, ogromnie utatwiajacych
zadanie. Jezeli chodzi o rok biezacy, lub nastepny, to dos¢ jest wziaé
ktérykolwiek z kalendarzy astronomicznych: ,Berliner Jahrbuch®,
sConnaissance des Temps“, ,American Ephemeris”, lub ,Nautical
Almanac“. W kazdym z nich znajdziemy mapy zaé¢mien oraz ta-
bliczki, z ktéorych mozna powzig¢ wszystkie potrzebne wiadomosci
co do pasa Ssrodkowego za¢mienia, co do granicy widzialnosci, co
do czasu, o ktorym zalmienie zaczyna sie i konczy sie i t d.
Czego niema na mapie, lub w tablicach, to mozna tatwo obliczy¢
z pomocg zatgczonej w kalendarzu instrukcyi. Dla zaémien histo-
rycznych i dla zaémien, ktére majg zdarzy¢ sie w ciggu Kkilkuset
najblizszych lat, istniejg osobne tablice. Newcomba ,Récurrence
of Solar Eclipses” obejmuje czas od 700 r. przed Chr. do 2300
po Chr.; Oppolzera ,Kanon der Finsternisse“ podaje elementy
i rozne pomocnicze dane dla zaémien od 1208 (— 1207) r. przed
Chr. do 2161 r. po Chr.; Ginzla ,Spezieller Kanon der Finster-
nisse* obejmuje tylko okres czasu od 900 r. przed Chr. do 600 r.
po Chr., ale jest z wielu wzgledéw dokladniejszy niz kanon
Oppolzera; dalej mamy ,Tablice zacmien“ (Ekliptische Tafeln)
Hansena i t d

Tablice i kanony podaja wszystkie dane potrzebne dla obli-
czenia zaémienia, od potozenia obserwatoryum niezalezne, wiec po-
daja: czas prawdziwej konjunkcyi [zazwyczaj bywa podany czas
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greenwichski], wspdlng diugos¢ ksiezyca i storica, szerokosci obu
ciat (szerokos¢ stonca jest zawsze bardzo mata), horyzontalne ekwa-
toryalne parallaksy, nachylenie ekliptyki, $rednice rzutu cienia na
ptaszczyzne prostopadta do linii Srodkéw a przechodzacg przez srodek
ziemi, kat otworu stozka cieniowego i t d. Wszystkie te wielkosci
sa podane badZ oddzielnie, bgadZz odrazu w tych kombinacyach,
w ktérych wchodzg do rachunku, wszystkie zas sg podane dla
chwili prawdziwej konjunkcyi.

Lecz poniewaz zaémienie trwa pewien czas, wiec trzeba mieé
te wielkosci nietylko dla chwili prawdziwej konjunkcyi, ale takze
dla kilku momentéw przedtem i potem. Hansen bierze dla przy-
ktadu zaé¢mienie 18 Lipca 1860 r. i oblicza elementy dla nastepu-
jacych momentéw:

18,00 d.
18,05 ,
18,10 ,
18,15 ,,
18,20 ,,

Srodkowy moment 18,10 jest bardzo bliski do momentu kon-
junkcyi, ktora nastgpita 18,096 Lipca 1860 r.

Nastreczajace sie w dalszym ciggu zadania mozna rozwigzywacé
roznemi metodami. Najlepszemi sg metody Hansena i Bessla,
obie zasadniczo podobne, ale rézne tem, ze kazda z nich postuguje
sie innym systemem wspoétrzednych: Hansen uzywa wspo6trzednych
ekliptycznych, a Bessel réwnikowych. Wspotrzedne ekliptyczne
sa dogodne stad, ze w kanonach i tablicach podane sg dtugosci
i szerokosci, niedogodne za$ stad. ze trzeba rugowa¢ wspotrzedne
zenitu obserwatoryum. Z drugiej strony réwnikowe wspétrzedne sg
niedogodne tem, ze w tych razach, w ktérych uzywamy nie efe-
meryd, a tablic, musimy oblicza¢ rektascensye i deklinacye z dtu-
gosci i szerokosci. My tu bedziemy trzymaé sie metody Bessla
zmodyfikowanej przez W. Chauvenet a

Zatozymy, ze rektascensye i deklinacye juz sg obliczone.

9. Wspoéirzedne prostej sSrodkow.

Oznaczmy przez a i d geocentryczng rektascensye i geocen-
trycznag deklinacye tego punktu, w ktérym prosta, przechodzgca
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przez s$rodki ksiezyca i stohca, przebija sfere niebieskg. Wspoét-
rzedne prostej rownolegtej do prostej Srodkéow a przechodzacej
przez Srodek ziemi, bedg naturalnie takze a i d, bo sfera niebieska
jest nieskonczenie wielka. Oznaczmy przez G odlegto$¢ Srodka stonca
od S$rodka ksiezyca, dalej przez a. 0 i A geocentryczng rektascensye,
geocentryczng deklinacye i odlegtos¢ sSrodka ksiezyca od $rodka
ziemi, oraz przez a'. 0' i A' takie same wspotrzedne stonca. Oznaczmy
przez X, y, z geocentryczne, réwnikowe, prostokatne wspdtrzedne
srodka ksiezyca, a przez y' z' takie same wspo6trzedne Srodka
stonca, przyczem. jak zwykle, dodatnia 0§ X bedzie skierowana ku
wiosennemu poréwnaniu dnia z noca.

RYC. 2.

Oznaczmy wreszcie przez X, Y, Z prostokatne, selenocentryczne
wspotrzedne Srodka stonca, réwnolegte do geocentrycznych. Mamy
oczywiscie:

a jednoczes$nie

oraz



— 256 —

Rugujac z réwnan (7) wspétrzedne prostokgtne za pomoca
réwnan (8) otrzymamy réwnania

(9

Poniewaz chodzi o wyznaczenie potozenia prostej Srodkow,
wiec trzeba przedewszystkim« okreslic a i d. Najpierw wyprowa-
dzimy z réwnan (9) réwnania:

(9 bis)

Stad za$, t j. z dwdch pierwszych réwnan (9 bis) otrzymamy
przez dzielenie:

Jak wiadomo

gdzie n i n' oznaczajg horyzontalne réwnikowe parallaksy ksiezyca
i storica, mozna wiec wprowadzi¢ stosunek parallaks zamiast sto-
sunku odlegtosci. Ale poniewaz w efemerydach zazwyczaj podana
jest odlegtosé¢ stonca na kazdy dzien, wiec dogodnie jest usunaé A
ale niedogodnie usuwacé¢ A'. Z tego powodu postepujemy tak: piszemy

nastepnie przyjmujemy $rednig odlegto$¢ storica od ziemi za je-
dnos¢, piszemy

gdzie ®0 oznacza S$rednig parallakse stohca* i przyjmujemy

*) Obecnie przyjmujemy
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\vreszcie przeksztalcamy poprzednie réwnanie na

(10)

Wszystkie wielkosci figurujace po prawej stronie tego réwnania sg
znane. Skoro obliczymy tang (a — a'), to zaraz otrzymamy a— a',
a wiec takze a, bo a' jest znane.

Przechodzimy teraz do obliczenia tang (d— d'). Gdybysmy
chcieli zachowa¢ zupetng S$cistos¢, to musielibySmy napisa¢ bardzo
skomplikowane wzory, ale poniewaz chodzi o zaémienie, wiec mo-
zemy skorzysta¢ z tego, ze podczas zaémienia wspoétrzedne Kksie-
zyca, stonca i prostej srodkéw sa mato od siebie rézne i mozemy
przyjac

Wtedy mozemy napisa¢ pierwszy i trzeci wzor (9 bis) w ksztalcie

skad zaraz wynika

(V)

stad za$s po takich samych przeksztatceniach jak te, ktérych do-
konalismy ze wzorem (10),

(12)

Podobnie jak we wzorze (10) i tu po prawej stronie stojg same znane
wielkosci.

Lecz mozna jeszcze skorzysta¢ z tego, ze a— a', d— d',
®— a i 6— O sg to wszystko mate wielkosci i mozna przybli-
zenie potozy¢
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wreszcie mozna skorzysta¢ z tego, ze ., N jest to takze mgla

wielkos¢ i zamiast wzoréow (10) i (12) mozna do rachunku uzyé
uproszczonych wzoréw:

(10 bis)

(12 bis)

Z drugiej strony kiladac w pierwszym wzorze (11)

otrzymamy wzor
(13

z ktérego mozna obliczy¢ przyblizong wartos¢ na G.

10. Zasadnicze réwnanie.

Wiemy juz z § 1, ze w chwili zetkniecia tarcz ksiezyca
i stonca obserwatoryum znajduje sie w powierzchni pewnego stozka
stycznego do obu ciat. Wiemy dalej, ze sg dwa stozki: potcieniowy A
i cieniowy B. Oba stozki sg kragte. Bioragc prosta Srodkow za o0$
z-6w, a plaszczyzne prostopadtg do prostej Srodkéw, przechodzacg
przez Srodek ziemi, za ptaszczyzne Xy, mozemy napisaé roéwnanie
obu stozkéw w postaci:

(14)

gdzie (patrz ryc. 43) c jest to odlegto$¢ wierzchotka stozka od
ptaszczyzny Xxy, za$ f jest to kat miedzy tworzacag stozka a prostg
Srodkoéw. Kierunek osi stozka jest juz znany: znalezliSmy go w po-
przednim paragrafie. Teraz trzeba tylko wprowadzi¢ warunek, aby
obserwatoryum znajdowato sie w powierzchni stozka.

Bierzemy wspoétrzedne prostokagtne, majace Srodek w Srodku
ziemi, 0$ z réwnolegla do prostej srodkéw, 0$ X potozong w ptaszczy-
znie réwnika i skierowang na wschdd od osi z, wreszcie oSy
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prostc&tojpadtg do tamtych dwdch a skierowang ku poétnocnej
stroninite nieba.

~Obliczmy najpierw wspoétrzedne ksiezyca. Gdybysmy obrdécili
osie z z iy o kat —d naokoto osi a;, to 0§ z znalaztaby sie w pta-
szczy™yzmie rownika, o$ y bytaby identyczna z osig obrotu, mieli-
bysmmyy tedy wspoétrzedne geocentryczne, réwnikowe tem tylko od
zwyc”\cziajnych rozne, ze nazwy osi sg pomieniane i ze zadna 0$ nie
jest e slkierowana ku punktowi wiosennego poréwnania dnia z noca.
Mozetermy jednak liczy¢ rektascensye od tego punktu, w ktédrym
dodatatmia 0$ z przecina réownik, tylko poniewaz ta 0§ sama posiada

Ryc. 43.

rektitasicensye a, przeto musimy zmniejszy¢ rektascensye o a. Zatem
w oYwym czasowym, przechodowym systemie wspotrzednych mamy:

(15)

Jezeli teraz napowrdét obrécimy osie z iy o kat -j-d naokoto
osi to wrécimy do tego systemu osi, 0 ktéry nam chodzi, t. j. do
tegoi systemu, w ktorym o$ z jest réwnolegta do prostej Srodkow.
Przesz ten obrot wspoétrzedna x nie ulegnie zmianie, za$ pozostate
dwiie wspoétrzedne beda:

(16)

Podstawiajgc tu wartosci nay i z z réwnan (15) i opuszczajgc nie-
potrzebne juz znaczki znajdziemy nastepujace wspoétrzedne ksiezyca:

17

17~
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Przy obliczeniu wspétrzednych zazwyczaj biorg promien ziem-
ski réwnikowy za jedno$¢, to znaczy, ze biorg jednostke diugosci
w stosunku sin mniejsza, niz w poprzednim paragrafie. Poniewaz
za$ wedle definicyi

Asin n = ‘promieniowi réwnikowemu,

wiec skoro przyjmiemy ten promien za jednostke diugosci, to be-
dziemy musieli przyja¢:

(18)

Parallakse wprowadzamy dlatego, ze wiasnie parallaksy sg po-
dane w efemerydach. Wskutek tego, ze obraliSmy prosta, réwno-
legta do prostej Srodkéw za o$ z-O6w, wspotrzedne X' i y' $rodka
storca sg identyczne ze wspoétrzednemi $rodka ksiezyca X iy, co
za$ do wspoétrzednej z', to ta jest tylko o G wieksza od 2\ mamy
tedy

(19)

dalej mamy 2 dane przez pierwsze réwnanie (i i) a O przez réwna-
nie (13). Trzeba tylko pamieta¢ o tem, zeby wyrazi¢ wszystkie
dtugosci w tych samych jednostkach.

Z kolei obliczamy wspétrzedne obserwatoryum. Odlegtosé
obserwatoryum od $rodka ziemi oznaczamy przez ¢. Poniewaz przy-
jeliSmy promien réwnikowy za jednos$¢, przeto e bedzie z reguly
troche mniejsze od jednosci. Deklinacya obserwatoryum to nic in-
nego, jak jego geocentryczna szeroko$¢ ¢\ rektascensya obserwato-
ryum to czas gwiazdowy w danem obserwatoryum. ktory ozna-
czamy przez ®. Oznaczajac tedy wspotrzedne obserwatoryum przez
I, 7 £ mozemy odrazu przez analogie do réwnan (17) napisac:

(20)

Jezeli teraz zamiast osi geocentrycznych wezmiemy osie ma-
jace te samg ptaszczyzne Xxy. osie X iy réwnolegte do poprzednich,
a 0$ z nietylko réwnolegta do, a identyczng z prosta Srodkéw, to
wtedy wspétrzedne obserwatoryum wzgledem nowych osi bedag
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jednoczes$nie za$ w nowym systemie oS z bedzie identyczna z osig
stozkéw cieniowego i potcieniowego. Wracajac teraz do réwnania (14)
widzimy, ze

a zatem widzimy, ze warunek, aby obserwatoryum znajdowato sie
w powierzchni jednego z tych stozkéw, jest

(21)

To jest ,réwnanie zasadnicze" teoryi Bessla.
W chwili, w ktérej wspétrzedne obserwatoryum £, 1j, £ czynig
zado$¢ roéwnaniu zasadniczemu, kontakt jest wiasnie widzialny

Ryc. 44.

w obserwatoryum. Figurujace w réwnaniu (21) wielkosci vy, £ A
C sg dane przez wzory (17) i (20). Zresztg <y, f, 7l £ sa zalezne
od wielkosci albo dla danego obserwatoryum statych jak pi <, albo
takich, ktére mozna obserwowaé jak <9 albo takich, ktére sa dane
przez efemerydy i tablice jak a i d, albo wreszcie takich, ktdre
mozna obliczy¢ za pomocg wzoréw (10 bis) i (12 bis). Trzeba tylko
jeszcze wyrazi¢ ci f przez znane wielkosci.

Kat / daje sie tatwo wyrazi¢. Rzeczywiscie spoéjrzmy na ry-
cing a spostrzezemy odrazu, ze dla stozka cieniowego

Stad znowu wynika

gdzie G jest dane przez wzor (13). Mozemy wiec napisac:
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(22)

Podobnie dla stozka potcieniowego znalezlibySmy tatwo

(22 bis)

Naturalnie wzdér (22) powinien byé stosowany do zetknieé zewnetrz-
nych, a wzor (22 bis) do wewnetrznych.
Z drugiej strony dla stozka cieniowego

a dla stozka pédtcieniowego

Lecz

za$ z jest dane przez jeden ze wzorow (17); wiec mozemy napisaé
dla stozka cieniowego

(23)

a dla stozka pétcieniowego

(23 bis)

Dla poéitcienia c (odlegtos¢ plaszczyzny Xy od wierzchotka
stozka) jest duze, wieksze niz odlegtos¢ ziemi od ksiezyca, przeto
c— £ jest zawsze dodatnie; ale dla cienia ¢ jest albo mate, albo
nawet odjemne, przeto ¢c— £ moze by¢ dodatnie lub odjemne. Jezeli
c— £ > 0, to wierzchotek stozka cieniowego nie dosigga obserwa-
toryum, zaémienie jest obraczkowe; jezeli za$ c— £<!0, to cien
siega poza obserwatoryum, zaémienie jest zupeine.
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Pospolicie kfada:

(24)

i pisza réwnanie zasadnicze w ksztalcie

(21 bis)

11. dranice cienia i poicienia.

Oczywistg jest rzecza, ze jezeli wezmiemy na X, y, a d, i X
wartosci odpowiadajgce pewnej chwili greenwichskiego czasu, to
zasadnicze réwnanie (21 bis) wraz z réwnaniem powierzchni ziemi
wyznaczy krzywg, wzdtuz ktorej stozek cieniowy lub pdicieniowy
w tejze chwili czasu przecina sie z powierzchnig ziemi. Ponie-
waz | i A maja po dwie wartosci, wiec, aby unikngé zamieszania,
w dalszym ciggu zatozymy, ze li Z majg te wartosci, ktére od-
powiadajg stozkowi cieniowemu. Zamiast réwnania (21 bis) dogo-
dnie jest napisa¢ dwa roéwnania

(25)

i przyja¢ Q za zmienng niezalezng. Réwnanie powierzchni ziemi
[wiasciwie elipsoidy ziemskiej]

(26)

w ktorem p jest funkcya qd, sprawia pewne trudnosci. Nie mo-
zna — osobliwie gdy chodzi o zaémienia we wyzszych szeroko-
$ciach — przyjaé e = 1, bo wynikajace z tego zatozenia btedy sg
nazbyt duze; trzeba wiec uciec sie albo do kolejnych przyblizen
albo tez, co o wiele lepsze i dogodniejsze, do wybiegu obmyslonego
przez Bessla, ktory pozwala wzigé¢ sptaszczenie w rachube od
samego poczatku. Wybieg Bessla polega na tem, aby zamiast
rownania (26) traktowaé¢ réwnanie

27)

Wchodzace w to réwnanie nowe zmienne Tg i sg naturalnie
zwigzane ze wspo6trzednemi Ai £ a tak dobrane, ze bardzo mato
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rozni sie od £ Wskutek tego w réwnaniach (25) w matym wy-
razie Xt, mozna poprostu zastgpi¢ £ przez fj.

Do zwigzkéw, o ktérych mowa, dochodzimy w nastepujacy
spos6b. Wiadomo z rozdz. I1X-go [wzory 4], ze jezeli (p oznacza
geograficzng szerokosé, to

Otéz Bessei wprowadza nowy kat (pl okreSlony przez réwnania

Z tych okre$lajacych réwnan z jednej strony wynika:

a z drugiej wynikajg zwigzki

Zaraz wprowadzimy gqr do réwnan (20), wprzédy jednak zau-
wazymy, ze w ©— a wilasciwg zmienng jest zachodnia dtugos¢ L.
Rzeczywiscie, jezeli oznaczymy liczony od potudnika greenwich-
skiego kat godzinowy punktu, w ktdrym prosta $rodkéw przebija
sfere niebieska, przez to

(28)

Rzecz jasna, ze jest jednakowe dla catej powierzchni ziemi,
za$ L zmienia si¢ od potudnika do potudnika. Dla utatwienia ra-
chunkéw [A bywa podawane w tablicach zaémienn (w kalendarzach
astronomicznych) razem z «, d, X, y i t d. w krétkich odstepach
czasu. Odtad w réwnaniach (20) bedziemy pisa¢ [i — L zamiast
© — a. Piszemy tedy
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Ale nie dos¢ na tem. Potézmy jeszcze
(29)

Nowe pomocnicze zmienne @5 p2, dx i d2 sg oczywiscie wspélne
catej powierzchni ziemi i zalezne tylko od czasu greenwichskiego.
Mozna wiec obliczy¢ tablice wartosci na pl5 p2, dx i d2 dla tych
samych momentéw czasu, dla ktérych podane sg a, d, X, y, fii t d.
w kalendarzu astronomicznym. Okaze sie przytem, ze i €2 sg
prawie state dla calego czasu za¢mienia. Po podstawieniu tych no-
wych zmiennych réwnania (20) przybiorg postac

(30)

Otéz pomocnicze zmienne rlx i sg okreslone przez analo-
giczne do réwnan (30) réwnania

(31)

Odrazu widaé, ze £, rjx i Cx sprawdzajg réwnanie (27), za$ z po-
rownania drugiego réwnania (31) z drugiem réwnaniem (30) zaraz
widaé, ze

(32)

Oprécz tego z drugiego i trzeciego roéwnania (31) wynikaja zwigzki

Skoro podstawimy te wartoéci na sin o i cos gxcos [fi— L) w trze-
cie réwnanie (30), to otrzymamy

(33)

Zatem skoro znajdziemy rjix i £I5 to z pomocg réwnan (32) i (33)
zaraz otrzymamy 1 i £
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Wracamy teraz do réwnan (25) i (27). Poniewaz mato
rozni sie od £ wiec w matym wyrazie piszemy zamiast
nastepnie rugujemy N za pomocg réwnania (32) i otrzymujemy
réwnania

(34)

tacznie z réwnaniem (27), t j. z réwnaniem
(27 bis)

réwnania (34) wystarczaja do wyznaczenia wartosci na £, rfjl i
dla kazdej dowolnie obranej wartosci C, albowiem (x juz zostato
naprzod obliczone. Rozwiazujemy roéwnania (34) i (27 bis) nastepu-
jacym sposobem. Kiladziemy

(35)

Lewe strony réwnan (35) zawierajg same dane wielkosci. W celu
zupetnego okres$lenia katéw B i y zatozymy jeszcze, ze [ lezy
w pierwszym kwadrancie; wtedy kwadrant, w ktorym ma leze¢ vy,
bedzie zupetnie okreslony. Skoro podstawimy wartosci z réwnan (35)
w réwnania (34), to po uporzadkowaniu otrzymamy

(36)

Nastepnie podstawiajgc wartosci na £ i X z réwnan (36) w ro-
wnanie (27 bis) i porzadkujac otrzymamy na kwadratowe
réwnanie

(37)

w ktorem

(38)
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WprowadZmy pomocniczy kat # okre$lony przez réwnanie X
(39)

a roéwnanie kwadratowe przybierze postac:

Stad

Po oczywistych redukcyach jeden pierwiastek przywiedzie sie do

a drugi do

Tylko dodatni pierwiastek ma fizyczne znaczenie2, bo odjemna
wartosé odnosi sie do przeciwnej strony powierzchni ziemi, gdzie
zatmienie jest niewidzialne. Zobaczmy wiec, ktéry pierwiastek jest
dodatni. Uméwilismy sie. zeby B lezato w pierwszym kwadrancie,
zatem cos/?>0, tang/?>0. Stad wynika, ze tang# [por. réwnanie (39)]
ma ten sam znak co k. Gdy k>>0, to przyjmiemy 0<#<<900¢0;
gdy k<C 0, to przyjmiemy 90°< #< 180°. Zawsze jednak bedzie:
()=<£# <[90°. Przeto pierwszy pierwiastek jest dodatni i jedyne
mozebne rozwigzanie jest:

(40)

Ze wzgledu na to, ze otrzymaliSmy réwnanie (37) pomijajac maltg
roznice miedzy £ a ™, mozemy a nawet powinniSmy pominaé
mate wielkosSci figurujace w réwnaniu (40). Poniewaz gl mato rézni

‘) Cf. W. Auhagen: Note ou Chauvenets Theory of solar Eclipses.
Astr. Journ. tom XXII, str. 105.

2 Przy tej sposobnosci przypominamy, ze tylko £, i £ zawarte miedzy
— 1 a -j- 1 moga mie¢ realne znaczenie.
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sie od jednos$ci, wigc z pierwszego réwnania (38) wynika, ze A2jest
bliskie jednosci, a z drugiego, ze k jest prawie réwne cos(Q —y).
Przyjmujac

oraz pomnac, ze

tatwo przyprowadzimy réwnania (39) i (40) do ksztattu
(41)

Zreszta kat f jest zawsze tak maty, ze cosf jest prawie réwny
jednosci®.

Majac obliczymy £i rjl z réwnan (36). Z réwnan (32) i (33)
mozemy obliczy¢ rj i £ ale nie potrzebujemy zadawaé sobie tego
trudu, bo tak samo, jak z réwnan (30), mozna tez obliczy¢ (pli fi— L
wprost z réwnan (31). Jak rozwigza¢ te réwnania wzgledem (px
i fi— L, nad tem nie potrzebujemy sie zastanawia¢, bo juz wielo-
krotnie rozwigzywaliSmy podobne systemy réwnan. Skoro znaj-
dziemy fi— L, to natychmiast otrzymamy L, bo fi jest dla obra-
nego momentu greenwichskiego czasu znane; nastepnie za pomocg
wzoru

(42)

znajdziemy geograficzng szeroko$¢ (p tego samego punktu.

Ktadac na Q po kolei coraz to inne wartoséci od O az do 360°
wyznaczymy szereg punktéw lezacych na granicy cienia, a taczac
je krzywg ciggltg otrzymamy sama granice w obranej chwili czasu.
Gdyby chodzito o granice poicienia,, to nalezatoby postepowaé tak
samo, tylko na | i X trzebaby wzigé wartoéci odpowiadajace stoz-
kowi péitcieniowemu.

WytozylisSmy tu metode Bessla, zmodyfikowang przez Chauve-
neta z dodatkiem poprawek Auhagena. Jak widzimy, metoda nie
jest catkiem S$cistg, bo polega na substytucyi zamiast £ Gdy-

9 Pomijajac A* tatwo jest sprowadzi¢ drugi wzér (41) do wzoru Chauve-

neta:

£ = cosR — AsinBcos (Q—Y).
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bySmy postepowali zupetnie $cisle, t. j. gdybysmy podstawili C
ze wzoru (33) we wzory (25), to te ostatnie przybralyby postaé:

przyczem

Stad otrzymaliby$Smy

Podstawiwszy to we wzdr (27) znowu otrzymalibySmy kwadra-
towe roéwnanie na tylko o wspoétczynnikach wiecej skompliko-
wanych, anizeli wspdtczynniki kwadratowego réwnania (37). Zreszta
dalszy bieg rozwigzania bytby ,mutatis mutandisu taki sam jak
tutaj, tylko naturalnie nie moznaby robi¢ zadnych upraszczajgcych
hypotez. Przy tak Scistem analitycznem rozwigzaniu zadania mu-
sielibySmy tez postara¢ sie o Scisto$¢ w innych kierunkach: mu-
sielibySmy z jednej strony uwzgledni¢ refrakcye, a z drugiej te
okolicznosé, ze fizyczna powierzchnia ziemi nie jest obrotowg
elipsoidg, t j. musielibySmy uwzgledni¢ lokalne wzniesienia nad
poziomem morza. Jednem stowem rachunki statyby sie o wiele
dtuzsze i bardziej skomplikowane.

MoglibySmy tu nawigza¢ caly szereg zadan odnoszacych sie
do wyznaczenia granic pasa cieniowego, pasa poicieniowego it d;
ale to wszystko sg zadania, ktéremi zajmuja sie tylko cztonkowie
biur wydajgcych kalendarze astronomiczne. Przecietny astronom
prawie nigdy nie rozwiazuje tych zadan, bo w kalendarzach astro-
nomicznych znajduje gotowe mapki zaémien, w ktérych podane sg
owe granice i wiele innych szczegdtéw. Przecietny astronom za-
zwyczaj zajmuje sie tylko przepowiednia zaémienia w pewnem
okreslonem miejscu. (Bedzie o tem mowa w § 13). Nawet zadanie,
ktérem zajmowalismy sie w tym paragrafie, mato go obchodzi. Jezeli
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wiec wytozyliSmy je, to gtéwnie dlatego, aby da¢ pojecie o tem,
w jaki sposob przygotowujg sie owe mapy i tablice za¢mien, ktore
widzimy kalendarzach astronomicznych. Tak samo li tylko gwoli
informacyi omoéwimy tu jeszcze jedno zadanie pokrewne z tylko
co wytozonem.

12. Linia srodkowego zaé¢mienia i pas catkowitego zaé¢mienia.

Linia S$rodkowego (centralnego) za¢mienia to poprostu Slad
prostej srodkéw na powierzchni ziemi. Poniewaz mozemy te pro-
stg, ktdéra jest jednoczes$nie wspoOlng osig stozkéw: cieniowego i pot-
cieniowego, takze uwazaé¢ za stozek, ale o nieskoriczenie matym
otworze wierzchotkowym, wiec w réwnaniu (21) ktadziemy /= 0,
poczem to réwnanie rozpada sie na nastepujace trzy rdéwnania:

oraz

Wskutek tego réwnania (35) przywodza sie do réwnan

(43)

z ktérych mozemy zaraz okresli¢ 8 iy. Jednocze$nie ze wzoru (32)
otrzymamy

(44)

Ale skoro

to z réwnania (27) wynika
(45)

Wiec wszystkie trzy wspotrzedne f, X i ~ sg wyznaczone. Ale
z réwnan (31) wynikajg réwnania

(46)
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z ktérych, znajac f, t]J1 i £t, wyznaczamy (X i L [przypominamy,
ze dx i Ausg z gory obliczone dla catego szeregu réwnoodlegtych
momentéw czasu greenwichskiego], poczem za pomocg wzoru (42)
wyznaczamy q@ Wyobrazmy sobie, ze wykonaliSmy te rachunki
dla rownoodlegtych momentéw czasu tx, t2,... tn, dla ktérych po-

siadamy gotowe wartosci na X, Yy, i t d, a otrzymamy szereg
punktéow, w ktérych prosta srodkéw w chwilach tx, t2,... tn prze-
bija powierzchnie ziemi. kaczac je linig ciggta otrzymamy ,linie

Srodkowego zac¢mienia“. Chodzi tylko jeszcze o oba konce
tej linii, t j. o punkty, w ktérych prosta srodkéw juz nie przebija
powierzchnie ziemi, tylko jest do niej styczna. Oczywiscie w tych
punktach zaémienie ma miejsce o wschodzie, wzglednie o zachodzie
stonca. Gdy prosta S$rodkéw jest styczna do powierzchni ziemi
w punkcie — powiedzmy — A, to punkt, w ktéorym ta prosta prze-
bija sfere niebieskg, lezy w horyzoncie punktu A. Zatem jezeli
przez Z oznaczymy odlegto$¢ miedzy punktem, w ktérym prosta
srodkéw przebija sfere niebieska, a zenitem punktu A, to musi by¢:
Z = 90°. Stad

Poniewaz

wiec mozemy napisa¢ ostatnie réwnanie w postaci

albo na mocy wzoréw (29) w postaci

Poréwnawszy to réwnanie z ostatnim wzorem (31) widzimy,
iz nie oznacza ono nic innego, jak to, ze ~ = 0. Zwracamy uwage
na te charakterystyczng dla pomocniczej wspoétrzednej rownosc.

Ale wedle wzoru (45), gdy ~ = 0, to 0.0sR—0 a sin”~=1)
i rébwnania (43) i (44) przywodzg sie do)

(47)

i) Przypominamy, ze wedle umowy, zrobionej w poprzednim paragrafie,
B lezy w pierwszym kwadrancie.



— 272 —

Teraz znajdziemy czas poczatku i korica za¢mienia $rodko-
wego. Oba wynikng z jednego i tego samego réwnania, ale dla
kréotkosci bedziemy przez pewien czas wyrazac sie tak, jak gdyby
chodzito tylko o koniec za¢mienia. Pomiedzy momentami tt, t2,... tn,
dla ktérych mamy gotowe daty, obierzemy pewien moment TO przy-
padajacy, jak sie nam zdaje, mniej wiecej na S$rodek zaémienia
(moéwimy o zaémieniu na catej ziemi). Oznaczamy chwile konca
za¢mienia przez T i piszemy

przyczem X jest niewiadome. Bierzemy z tablicy gotowych dat xO,
yo, £10 odpowiadajagce momentowi 7D, nastepnie bierzemy xO0, VO,
gdzie x0, yO oznaczajg cogodzinne zmiany X iy (t. j. poprostu po-
chodne x i y wzgledem czasu). Ze szeregu Taylora urwanego

y

na drugich wyrazach wynika, Ze x i — odpowiadajace chwili 1
Qi

wyrazg sie w nastepujacy sposob:

Potézmy teraz

(48)

a poprzednie rdéwnania przybiorg ksztatt:

Stad wiadomym sposobem otrzymamy

W pierwszem roéwnaniu wszystko, co stoi po prawej stronie,
jest wiadome, zatem odrazu znajdziemy y— N. Zalézmy np., ze
y— N=ip. Przechodzimy do drugiego réwnania, rozwigzujemy je
wzgledem %i piszemy
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Znowu wszystko, co stoi po prawej stronie, jest wiadome, wiec
wnet otrzymamy poszukiwany czas t. Poniewaz atoli w pierwszem
rownaniu X jest okreslone tylko przez sinus, wiec zawsze beda
dwa katy odpowiadajgce temu samemu sinusowi, mianowicie X
i 180°— ip. Odpowiednio do tego trzeba w réwnaniu (49) wzigé
cosip raz ze znakiem drugi raz ze znakiem —. W ten sposdb
otrzymamy na z dwie wartosci: wiekszg odpowiadajaca korncowi
i mniejsza odpowiadajacg poczatkowi zaémienia. Chcac osiggnaé
Sciste rezultaty nalezy powtdérzy¢ rachunki ale nie z poprzednig
wartoscig na TO, tylko z nowemi wartosciami jak najblizszemi do
momentéw konca i poczatku, albowiem odpowiednie gotowe daty:
X0, jOi t d, jako bardziej zblizone do X, y i t d. odpowiadaja-
cych chwili korica wzglednie poczatku zacmienia, beda doktadniej-
sze. Naturalnie jezeli wezmiemy TO bliskie konca, to tylko x od-
powiadajace koncowi bedzie dokiadne, drugie t odpowiadajace po-
czatkowi bedzie witasnie bardzo niedoktadne; ale tez uwzglednic
nalezy tylko pierwsze, drugie trzeba odrzucic.

Gdy juz doktadnie wyznaczymy czasy poczatku i konhca za-
¢mienia, np. I\ i 72, to badz wprost obliczymy, badz wyinterpo-
lujemy z tablic odpowiadajgce momentom Tx i T2 wartosci na X. y
i , poczern metodg nieco wyzej opisang znajdziemy wspo6trzedne
L i g punktéw, w ktorych Srodkowe zaé¢mienie zaczyna sie i konczy,
t. j. znajdziemy koncowe punkty linii Srodkéw.

Jezeli rozpatrywane zacmienie jest catkowite, to majac linie
srodkowego za¢mienia mozemy niewielkim trudem nakresli¢ gra-
nice pasa ,catkowitosci“. Korzystamy z tego, ze rozmiary cienia
na powierzchni ziemi zmieniajg sie stopniowo i nieznacznie a przy-
tem zawsze pozostajg bardzo mate w stosunku do rozmiaréw ziemi.
Metoda wytozong w poprzednim paragrafie wyznaczamy granice
cienia w Kkilku odpowiednio obranych momentach czasu. Natural-
nie nie caty kontur cienia jest potrzebny: potrzebne sg tylko te
czesci, wsérod ktorych lezg punkty stycznosSci z granicg pasa cal-
kowitosci. Wszak granice pasa poitnocna i potudniowa sg to owi-
jajace kolejnych cieniéw. Nakresliwszy granice cieniow kreslimy
od reki styczne do nich granice paséw, baczac na to, aby od-
stepy miedzy granicami pasa i liniag Srodkowego zaémienia zmie-

Astronomia teoretyczna II. 18
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nialy sie¢ w sposob ciggly. Stosownie do doktadnosci, ktoéra zamie-
rzamy osiggna¢, i do natury rozpatrywanego zaémienia trzeba
kresli¢ raz mniej, drugi raz wiecej konturéw poszczegélnych cie-
niow. Jezeli, jak to np. zdarzylo sie ze za¢mieniem 17 Kwietnia
3912 r., za¢mienie jest w ciagu pewnej czesci swego przebiegu
obraczkowe, a w ciggu innej catkowite, to trzeba kresli¢ wiecej
poszczegdlnych cienidw, trzeba wyznaczy¢ na linii $rodkowego za-
¢mienia ten punkt, w ktorym zaémienie przechodzi z obrgczkowego
w catkowite, lub odwrotnie i t d. Odpowiednich analitycznych za-
dan rozpatrywaé nie bedziemy.

13. Przepowiednia za¢mienia stonnca w daiiem miejscu.

Bedziemy wcigz rozumowaé tak, jakby chodzito tylko o stozek
cieniowy, ale te same rozumowania stosujg sie tez do stozka pot-
cieniowego, trzeba tylko wzigé na | i X odpowiadajace poétcieniowi
wartosci.

Wiemy juz, ze w chwili kontaktu

(50)

Gdy lewa strona tego réwnania jest wieksza od prawej, to dany
punkt powierzchni ziemi znajduje sie poza obrebem cienia, gdy
jest mniejsza, to dany punkt jest wewnatrz cienia, zaémienie jest
catkowite. Dla praktyki najwazniejsza rzeczg jest okresli¢ z po-
mocg warunku (50) te momenty czasu, w Kktérych w danem
miejscu widaé¢ kontakty, t j. te momenty czasu, w ktérych réwna-
nie (50) jest przy danych £, 1j i £ spetnione. Dochodzimy do okre-
Slenia owych momentéw czasu przez kolejne przyblizenia w sposob
podobny do tego, ktérym postugiwaliSmy sie w poprzednim para-
grafie; zatem piszemy zamiast réwnania (50) réwnania

(51)

w ktérych Q jest to pewien kat pomocniczy. Tak samo, jak w po-
przednim paragrafie, za pomocg efemeryd, map i t. d. obieramy
moment TO dostatecznie bliski do czasu zetknigcia i tak samo, jak
tam, zaktadamy, ze czas kontaktu jest TO-\-X. Réwniez zaktadamy,
ze momentowi TO odpowiadajg wartosci x0, y0, dO: 10 i A0 a mo-
mentowi TO-]-t wartosci x, y, d, | i A ioznaczamy tak samo, jak
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w poprzednim paragrafie, Srednie cogodzinne przyrosty wspotrze-
dnych x iy przez x i Yy. Dla ulatwienia rachunku te przyrosty
bywajg podane w efemerydach.

W obecnem zadaniu czas z bywa rzeczywiscie krotki, krétszy
anizeli w zadaniu z poprzedniego paragrafu, wiec zupetnie stusznie
mozemy ograniczy¢ sie do pierwszych dwu wyrazéw szeregu
Taylora i napisa¢

W przeciwienstwie do poprzednich zadan w danym razie nie
poszukujemy takiego punktu na powierzchni ziemi, ktéryby w danej
chwili spetniat pewne warunki; tu wlasnie danym jest pewien
okreslony punkt na powierzchni ziemi — dla krétkosci nazywamy
go ,obserwatoryum®. Obliczamy wspétrzedne obserwatoryum £0, rjo
i £0 dla chwili TO za pomocg wzoréw (20). Obliczenie to jest tatwe,
bo p i g sg dla danego obserwatoryum wiadome, za$ a, | i t d.
juz obliczyliSmy zawczasu dla chwili TO. Musimy tez obliczy¢ po-
chodne wzgledem czasu £ i rj. Aby przytem obliczeniu médz uzy-
waé efemeryd, piszemy tak samo jak w § 11 [réwnanie (28)]

a zamiast rownan (20) piszemy réwnania

(52)

Rézniczkujac wzgledem czasu i opuszczajac wyrazy, w kto-

rych figuruje (zawsze) bardzo mata pochodna @ otrzymamyl)
Cii

(53)

jest niepotrzebne.

18*
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Mozemy teraz napisa¢ rownania (51) w postaci:
(51 bis)

Wprowadzmy jeszcze pomocnicze katy M i A okreslone przez
réwnania

(54)

Poniewaz X0, yOr *70j yo, to i W s4 juz znane, wiec katy
M i N oraz wspétczynniki mi n mogg by¢ natychmiast obliczone.
Ktadac leszcze

mozemy napisaé

Stad za$ znanym i wielokrotnie uzywanym sposobem, kiadac dla
krotkosci

znajdziemy

to jest

(55)

W ostatnich dwu réwnaniach po prawej stronie stoja same
juz przedtem obliczone wielko$ci, mianowicie jezeli z pierwszego
rownania (55) okreslimy sintp, to z drugiego (55) mozemy okre-
$li¢c €. Poniewaz jednaka jest okreslone tylko przez sinus, wiec
musimy na coswzig¢ obie wartosci, zaréwno dodatnig, jak od-
jemna. W ten sposéb otrzymamy dwie wartosci na T =T 0-\-t:
mniejszg odpowiadajgcg poczatkowi i wiekszg odpowiadajgcg kon-
cowi zaémienia. Stowem mozemy 'powtérzy¢ wszystko to, co byto
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powiedziane w poprzednim paragrafie z okazyi réwnania (49). Pierwsze
przyblizenie moze by¢ o kilka minut btedne, ale drugie powinno by¢
dokladne az do kilku sekund 1.

14. Przyktad.

W r. 1913 dnia 6 Kwietnia bedzie czesciowe zaémienie stonca,
widzialne w potnocno-wschodniej cze$ci oceanu Spokojnego i w pot-
nocno-zachodniej Ameryce. Z ,American Ephemeris“ na r. 1913
zapozyczamy przykitad obliczenia poczatku i konca za¢mienia w Sitce,
w Alaszce. Poniewaz zaémienie jest czesSciowe, wiec w rachube
wchodzi tylko stozek potcieniowy. Z mapki zaémienia (str. 562— 563)
widzimy, ze poczatek i koniec zaémienia przypadajg mniej wiecej
na nastepujace momenty czasu:

poczatek na 6 Kwietnia 4h40™ cz. $r. greenwichskiego

koniec .V n 6 20

Odrazu wykonamy dwa rachunki przyjmujac w jednym
TO= 6d4"40m w drugim TO= 6d6h20m W ten sposob odrazu
otrzymamy niezte przyblizenia.

Przedewszystkiem obliczamy wspotrzedne Sitki: f, I7 i C dla
tych dwdch momentéw czasu. Wspotrzedne geograficzne sa:

(dtugos¢ zachodnia).

Stad przez wzory rozdz. 1X-go albo, co o wiele krétsze, za pomoca
wzoréw u dotu str. 716 i tabliczki na str. 717 ,American Ephe-
meris“ znajdujemy

9 Naturalnie o ile fundamentalne daty wziete z tablic ksigzyca sa dokta-
due. W czasie zaémienia storica 28 Kwietnia 1911 r. na wyspach Vavau (Tonga)
pierwszy kontakt nastgpit o 20 sekund wecze$niej, niz to wypadato z rachunku.
Tego rodzaju przypadki nie sa bynajmniej rzadkoscia. Przyczyna ich nie jest
niedoktadnosé¢ teoryi zaé¢mien, a niedoktadnos$¢ tablic ksiezyca.



— 2718 —

Nastepnie w tablicy na str. 563 ,Amer. EphemA gdzie X, Yy,
fi, sine?, cos@ i | sg podane co 10 minut, znajdujemy gotowe war-
tosci fi dla obu obranych momentéw, mianowicie:

Stad

Teraz obliczamy rj, £ ze wzoréw (52j:
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Teraz obliczamy predkosci f, j ze wzoréw (53) przyjmujac

minute za jednostke czasu. Z tag jednostkg log ~ = 7,63992 %), zatem
Cii

W tablicy na str. 563 ,Amer. Ephem.u znajdujemy dla 4h40m
i 6h20” gotowe wartosci x i y, mianowicie:

Zatem

Tak samo z tejze tablicy na str. 563 ,Amer. Ephem.“ znajdujemy
przez fatwa interpolacye:

przeto

Zatem

J Dla poréwnania przytaczam, ze
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Teraz wedle wzoréw (54)

Teraz wedle wzorow (55):
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Pozostate dwie arytmetycznie wieksze wartosci na z sg nie-
przydatne. Np. z= 9,6,152 datoby chwile korica zamienia, ale na-
zbyt niedoktadnie. Wzajemnie z= — 112,507 daloby chwile po-
czatku jeszcze mniej doktadnie.

Nawet z pomiedzy przydatnych poprawek pierwsza, odnoszgca
sie do poczatku zacmienia, jest nieco za duza. Wobec tego rach-
mistrze ,Amer. Ephem.” przeszli do drugiego przyblizenia. Swojg
droga znalezli liczbe bardzo mato rézng od poprzedniej, bo — 4"263,
ktorg ostatecznie przyjeli. Poniewaz pierwotnie przyjete czasy po-
czatku i konca byly 4h40" i 6120m wiec przyjmujac poprawki
— 47263 i — 2"193 otrzymamy: 4?35™737 i 6" 17,"807 wedle czasu
ér. greenwichskiego. Ale dtugos$¢ zachodnia Sitki wynosi (w godzi-
nach) 9hOn%33, przeto wedle czasu miejscowego poczatek zaémie-
nia bedzie

) czas
a koniec |
okalny

Przypominamy, ze te ostatnie liczby wyrazajg czas miejscowy
astronomiczny. Poniewaz czas cywilny jest o 12 godzin wiekszy
od astronomicznego, wiec zamieniajgc jeszcze utamki minut na se-
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kundy i zaokraglajac znajdziemy, ze poczatek zaémienia w Sitce
bedzie

a koniec

15. Zaémienia ksiezyca.

PodalisSmy warunki za¢mien w § 2, teraz pokazemy, jak zna-
les¢ czas, w ktorym ma nastapi¢ pewna faza zaémienia ksiezyca.
Mozna w tym celu wzig¢ wzory z analogicznego zadania odnosza-
cego sie do zacmien stonca, trzeba tylko zamieni¢ role ziemi i ksie-
zyca i uwaza¢ zaémienie ksiezyca jako zacmienie stonca, widziane
z ksiezyca. Ale mozna tez rozwigza¢ zadanie innym sposobem, pre-
dzej prowadzacym do celu.

Niech (ryc. 45) S bedzie tym punktem sfery niebieskiej, ktéry
znajduje sie naprzeciw $rodka stonica, t j. niech S bedzie pozorng
geocentryczng pozycya S$rodka cienia ziemi, niech dalej M bedzie
geocentrycznem potozeniem $rodka ksigezyca, a P biegunem. Pozo-
stawimy wszystkie dawne oznaczenia a oprocz tego oznaczymy

PSM przez Q, a tuk SM przez L. Wspdtrzedne punktu S sg
ISO0-)-«' i — O, gdzie a' i 0" sg to, jak zwykle, wspdtrzedne
stonca. Z tréjkata PSM otrzymamy

(56)

Zaémienie zaczyna sie lub konczy sie wtedy, gdy tuk SM
rowna sie sumie widomych promieni ksiezyca i cienia. Stad wy-
nika, ze pierwszy i ostatni zewnetrzny kontakt ksiezyca z poicie-
niem nastepuje wtedy, gdy (poréwnaj § 2)

Tak samo wewnetrzne kontakty z péicieniem nastepujg wtedy, gdy
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Pierwszy i ostatni kontakt zewnetrzny ksiezyca z cieniem
nastepujg wtedy, gdy

a pierwszy i ostatni kontakt wewnetrzny z cieniem nastepuja
wtedy, gdy

Podstawiamy te wartosci w rdéwnania
(56), ale poniewaz granice cienia i poicienia
sg niewyrazne a katy wchodzace w ra-
chube male, wiec mozna pisa¢ poprostu L
zamiast sinL, a— a' zamiast sin(a— a).
Précz tych uproszczeh zrobimy jeszcze pewne
mate przeksztatcenie, napiszemy mianowicie:

nastepnie we wyrazie pomnozonym przez matg

wielko$¢ sin2£ (a — a') nie bedziemy rozréznia¢ d' od d a wreszcie
napiszemy $— < zamiast sin(d-j-d'). Wtedy rdéwnania (56) przejda
na nastepujace:

Oznaczajac prawe strony tych réwnan przez X i y, mozemy na-
pisa¢

Jezeli w chwili TO, X i y maja wartosci x0 i y0, to w chwili
kontaktu T = TO0-J- % bedzie

Dalszy rachunek robi sie tak, jak w analogicznem zadaniu,
odnoszacem sie do zaémien storica. Naturalnie podstawiamy na L
te z powyzej wyliczonych wartosci, ktéra odpowiada temu kon-



— 284 —

taktowi, ktérego moment poszukujemy. Co do xO, yO, x0, Y0, to na-
turalnie obliczamy je zawczasu dla réznych momentéw TO. Kat Q
jest to kat pomocniczy, do dalszych rachunkéw niepotrzebny.
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ROZDZIAL XXIII.

Dynamiczna teorya precesyi i nutacyi oraz Eule-
rowskiej perturbacyi.

1. Réwnania rézniczkowe.

Juz w rozdziale XI-tym (8§ 1) dowiedzieliSmy sie, ze przyczyna
precesyi i nutacyi jest niecentrobarycznos¢ ziemi [definicya centro-
barycznego ciata znajduje sie w rozdz. XIIlI-tym, § 2]. Wnosimy
stad, ze w dynamicznej teoryi precesyi i nutacyi nie mozna uwa-
za¢ ziemie za punkt materyalny, ze trzeba uwaza¢ ja za ciato
0 rozmiarach skonczonych i uwzgledni¢ wewnetrzny rozktad mas.
Natomiast mozemy uwaza¢ stonce i ksiezyc za punkty materyalne
przyciagajace. Niecentrobaryczno$¢ tych ciat, jako sama przez sie
bardzo nieznaczna, niema zadnego widomego wplywu na precesye
1 nutacye.

Réwnania rézniczkowe, rzadzace zjawiskiem precesyi i nutacyi,
wyprowadzimy rab ovou. Mozemy wyobrazi¢ sobie kazde ciato jako
skupienie punktéw materyalnych o nieskoriczenie matych masach
wl5 w2, m3... it d OdnieSmy ruch ciat do systemu wspoétrze-
dnych absolutnych, oznaczmy wspétrzedne punktéw m2... it d.
przez Xt, Yx, Zt... it d., a skladowe sit dziatajgcych na te punkty
przez FX, FM, F4, FX Fy2 Fa.. i t. d.; wtedy réwnania ruchu
punktu beda:

Odpowiednie réwnania dla innych punktéow ciata beda natu-
ralnie mialy zupeinie taki sam ksztalt. Z réwnan tych wyprowa-
dzimy najpierw réwnania momentéw. Np. dla punktu ml réwnania
momentéw beda:
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Sumujac réwnania momentéw dla wszystkich punktéw ciata
otrzymamy rdéwnania momentéw dla calego ciala, mianowicie

Zauwazmy tu, ze gdy sumowanie rozcigga sie do catego uwa-
Zanego ciata, to po prawej stronie znosza sie momenty wszystkich
sit wewnetrznych, t j. sit dzialajacych pomiedzy réznemi czesSciami
ciata. Jezeli punkt wywiera na punkt m} site R dziatajgca wzdtuz
prostej taczacej oba punkty, to na mocy prawa dzialania i przeciw-
dziatania punkt ntj wywiera na site — R réwna co do abso-
lutnej wielkosci i tak samo skierowang wzdtuz prostej taczgcej oba
punkty, ale wprost przeciwng. Jezeli dostawy kierunkowe prostej
taczacej punkt z punktem m, sg a, B, y, to sktadowe sity wy-
wieranej przez na mb sag: Ra, RB, Ry, a skladowe sity wy-
wieranej przez mi na sz — Ra, —RB, — Ry. Przeto np.
w pierwszem réwnaniu po prawej stronie bedziemy mieli wyraz
R(Y{y— Z{B), zalezny od przyciggania punktu na punkt m

oraz wyraz — — ZjR), zalezny od przyciggania punktu m, na
punkt nii. Ale jezeli D oznacza prostoliniowg odlegto$é¢ pomiedzy
i m, to

Przeto mozemy napisa¢ powyzsze wyrazy w ksztatcie:

Widzimy, ze suma tych dwoch wyrazéw jest identycznie réwna
zeru. Powtarzajgc to samo rozumowanie kolejno dla wszystkich
punktow ciata wzietych parami i to nietylko w pierwszem réwna-
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niu momentéw, ale takze w dwoéch pozostatych, przyjdziemy do
przekonania, ze po prawej stronie tych réwnan pozostang tylko
momenty sit zewnetrznych.

WprowadZzmy teraz wspotrzedne réwnolegte do absolutnych,
ale o poczatku ruchomym. Zaldézmy, ze Srodek ich znajduje sie
w $rodku masy uwazanego ciata i oznaczmy je przez £, 77, £ Z de-
finicyi nowych wspoétrzednych wynika, ze

gdzie X0, YO, Z0 sg to absolutne wspoétrzedne Srodka masy ciala.
Wiadomo [por. wzory (1) rozdz. Xlll-go], ze

jezeli sumowanie rozcigga sie do catego uwazanego ciala. Wpro-
wadzmy wspétrzedne £, rj, £ do réwnan momentéw, a kiadac

i baczac na przed chwilg napisane réwnania $rodka masy, otrzy-
mamy

Ale w tymze rozdz. XIll-tym mieliSmy rdwnania ruchu S$rodka
masy [rownania (4)]

na mocy ktorych wszystkie te wyrazy w réwnaniach momentéw,
ktére zawieraja wspoétrzedne absolutne X0, YO, Z0, poznoszg sig;
przeto réwnania nasze przywiodg sie do ksztattu:
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co mozna tez napisa¢ tak

1)

W réwnaniach (1) potozyliSmy: Ft — Fx i t d.,, bo sity zewnetrzne,
jako przytozone do punktéw ciala, od poczatku osi wspoétrzednych
nie zaleza, za$ skiadowe ich roéwnolegte do osi X, Y. Z sg tak
samo réwnolegte do osi f, 1], f, jako réwnolegtych do dawnych.

Dla przeprowadzenia dalszych rozumowan nalezy przeksztatcic¢
rownania (1). Wprowadzimy nowe osie, majace tak samo jak osie

£ poczatek w Srodku masy, ale krecgce sie razem z ciatem.
Obieramy je tak, aby byty identyczne z gtdwnemi osiami bezwia-
dnosci ziemi. Dzieki temu nowe wspoétrzedne — powiedzmy — X, Yy, z
beda czyni¢ zados¢ nietylko réwnaniom

(2

wiasciwym wszelkim systemom osi majacych poczatek w $rodku
masy, ale takze réwnaniom

©)
Oznaczmy dostawy kierunkowe osi X. y, z wzgledem osi £, 1], £
przez al5 a2, a3... i t d, a bedziemy mieli znane zwiazki liniowe

(4)

i odwrotnie

(5)

przyczem miedzy dostawami al5 a2... i t. d. zachodzg znane zwigzki

(6)
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Potézmy teraz dla krétkosci

Z tem nowem skroconem znakowaniem mozemy napisaé réwna-
nia (1) w ksztaitcie

(1 bis)

Lecz momenty H i L sg to takie same wektory, jak np. predkosci,
zatem

gdzie Hx... i t. d, Lx... i t d. oznaczaja takie same momenty
obrotu, wzglednie momenty sit naokoto osi X,vy, z jak _Hg.. it d,
Lg... i t d naokoto osi fj, C Podstawmy wiec wartosci na i7g,

Lgi t d. wziete z ostatnich wzoréw w réwnania (1 bis), a otrzymamy

Pomnézmy pierwsze z tych réwnan przez al} drugie przez a2,
trzecie przez a3 i dodajmy do siebie, potem pomnézmy je tak samo
przez I?x, 82, Bs i zndw dodajmy, wreszcie pomnézmy przez yx, y2, y3
i znéw dodajmy, a otrzymamy na mocy réwnan (5):
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W tych roéwnaniach figuruje szes¢ wielkosci ksztattu

lecz jezeli przer6zniczkujemy trzy ostatnie réwnania (6). t. j. réwna-
nia typu

to zaraz spostrzezemy, ze trzy z nich sg trzem pozostatym rdéwne
co do wielkosci, a przeciwne co do znaku, ze przeto przywodzg
sie do trzech niezaleznych i réznych miedzy sobag wielkoSci. Z wy-
miaréw widaé, ze to sg predkosci katowe, mianowicie sg to skia-
dowe obrotu chwilowego osi ruchomych #, y, z, z ktdremi spoty-
kaliSmy sie juz w rozdz. X1 tym, § 2. Oznaczajac je tak, jak zwykle,
przez p, ¢ r mamy:

?)

Tedy mozemy napisa¢ réwnania momentéw w ksztatcie:

(8)

Oto sg réwnania, ktérym krecenie sie ciata naokoto $rodka
masy musi czynié¢ zados¢. Przypominamy, ze srodek wspo6trzednych
X, ¥, Z znajduje sie WI Srodku masy, oraz ze osie wspotrzednych
sg identyczne z osiami gldwnemi bezwladnosci uwazanego ciala.
Roéwnania (8) sa zupetnie ogdlne, odnosza sie do wszystkich ciat
zarébwno sztywnych, jak niesztyWnych. Teraz atoli wprowadzimy
hvpoteze, ze ziemia jest sztywna. Jest to hypoteza dozwolona, bo
w zjawisku precesyi i nutacyi ziemia zachowuje sie prawie tak,
jak ciato zupetnie sztywne.

Wedle definicyi
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Skoro ziemia jest wedle hypotezy sztywna, to niema ruchéw we-
whnetrznych i predko$¢ kazdego oddzielnego punktu pochodzi tylko
ze wspdblnego obrotu; mozemy przeto skorzysta¢ z réwnan

ktére wyprowadziliSmy juz w rozdz. XI-tym, 8§ 2 [ostatnie réwnania
przed roéwnaniami (1)]. Skoro je podstawimy we wyrazenia mo-
mentéw Hx, Hy, H,. to na mocy réwnan (3) otrzymamy

©)

Wielkosci A, B: C zwane ,momentami bezwladnosci“ sg u ciata
sztywnego zupeinie stafe.

Skoro podstawimy wartosci momentéw obrotu z réwnan (9)
w rownania (8), to otrzymamy tak zwane réwnania Eulera

(10)

na ktérych opiera sie teorya precesyi i nutacyi. Przypominamy, ze
Lx, Ly, L3 oznaczaja momenty sit zewnetrznych naokoto rucho-
mych osi X, y, z. Poniewaz ksztalt ich jest niezalezny od kierun-
kéw osi, wiec [por. wzory na i t d po wzorach (6)]:

C))

przyczem FXx, Fy, F, oznaczajg sktadowe sit zewnetrznych
w Kierunkach osi ruchomych x.y,z. Predkos$¢ obrotu chwilowego,
ktorego skitadowe sg p, Q, r, oznaczymy przez <y t. j. potozymy

(12)
19*



— 292 -

O$ tego obrotu przechodzi przez poczatek wspdétrzednych (przez
Srodek masy). Jej dostawy kierunkowe sg;

2. Obliczenie momentéw sit zewnetrznych.

Sity zewnetrzne, ktére tu uwzgledniamy, sa to przyciggania
storica i ksiezyca. Dos¢ jest przeprowadzi¢ rachunek dla jednego
z tych ciat, albowiem wszystkie wyrazenia odnoszgce sie do dru-
giego beda mialy ten sam ksztatt, tylko liczbowe wartosci bedg
miaty inne. Uwazamy tylko storice, przyczem, jak to byto na poczatku
§ 1 wyjasnione, mozemy je uwaza¢ za punkt materyalny. W mysl
tego zatozenia napiszemy [por. rozdz. XIll-ty, 8§ 2] odrazu poten-
cyatl przyciggania stonca na element masy ziemi dm

Przez V oznaczyliSmy potencyat, przez m0O mase stonca a przez R

odlegto$¢ srodka storica od uwazanego elementu ziemi. Przeto

jezeli #0, y0O, z0 oznaczajg wspotrzedne $rodka storica.
Z wiadomych zwigzkéw

wynika, ze zamiast wzoréw (11) mozna napisa¢ wzory:

ktéore mozna tez napisa¢ w ksztalcie:
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Ale

Skoro to podstawimy we wzory na LX, LM to okaze sie. ze
mamy tozsamosciowo

i wzory te przywiodg sie do ksztattu

Lecz, jak wiadomo, mamy identyczne zwigzki

przeto mozemy napisacé

Wreszcie poniewaz sumowanie (wtasciwe catkowanie) odnosi sie do
wspotrzednych X, y, 2, wiec mozna napisac:
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Oznaczmy jeszcze 2V przez W, t j. potozmy:
(13)

a wzory na Lt, L,, L, przybiorg ostatecznie ksztait

(14)

gdzie #0, y0, z0 sa to wspotrzedne Srodka stonca.
Trzeba teraz obliczy¢ W. Kiladziemy

(15)

Wtedy

Jezeli rozwiniemy R 1 w szereg wielomiandw Legen dre’a
postepujacy wedle poteg - [por. rozdz. V, § 2], to bedzie to szereg

szybko zbiezny; bo nawet wtedy, gdy chodzi o potencyat ksiezyca,
stosunek miedzy r a a, t j. miedzy odlegtoscia uwazanego punktu
ziemi od jej $rodka masy a odlegtoscig Srodka masy ziemi od Srodka
masy ksiezyca wynosi co najwyzej okoto . Piszemy tedy

stosujemy wzdr (8) rozdziatu V-go ktadac a = L, x= cosy i otrzy-

mujemy:
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przyczem Xly X2... maja znaczenie podane we wzorach (9) i (10)
rozdz. V-go. Podstawiamy powyzsze rozwiniecie we wzor (13) i ktadac
jeszcze

(ie;
otrzymujemy

Teraz odwrotnie rugujemy r i rcosy za pomocg pierwszego
i trzeciego wzoru (15) i wyprowadzamy za znak catkowania a, X0,
yo, z0 jako niezalezne od zmiennych podlegajacych catkowaniu. Po
dokonaniu tego dziatania spostrzegamy, ze drugi wyraz po prawej
stronie ostatniego wzoru jest réowny zeru. Rozpada si¢ on na trzy
cafki, z ktérych kazda jest réwna zeru na mocy wzoréw (2). Po-
dobnie trzeci wyraz po wyrugowaniu r2 i r2cos2y przez wzory (15)
i po wyprowadzeniu a, X0, y0O i 20 za znaki catkowania rozpadnie
sie na sze$o calek, mianowicie przybierze ksztatt:

17

Ostatnie trzy catki sg rdwne zeru na mocy wzoréw (3), za$ pierwsze
trzy daja sie wyrazi¢ przez momenty bezwladnosci. Rzeczywiscie
wedle wzoréw (9)

(18)

skad zaraz otrzymujemy

Skoro to podstawimy we wyrazenie (17) i troche uporzadku-
jemy, skoro nastepnie podstawimy wyrazenie (17) w szereg na W,
to otrzymamy

(19)

Dalszych wrrazéw szeregu nie uwzgledniamy, bo sg nazbyt male.
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9w
Utwoérzmy teraz pochodne i t d i podstawmy je we

wzory (14). Niektére wyrazy poznoszg sie i pozostanie

(20)

Jezeli teraz potgczymy roéwnania (20) z rownaniami (10). to—
dopisujac jeszcze po prawej stronie wyrazy odnoszace sie do ksie-
zyca — otrzymamy:

(21)

Tu ml oznacza mase, ax odlegtos¢ a a5 y1? zx wspdirzedne
Srodka ksiezyca. Nalezy pamieta¢, ze rownania (20) i (21) juz nie
sg zupelnie Sciste, bo w rozwinieciu potencyatu W pominelismy
dalsze wyrazy poczynajac od wyrazow trzeciego rzedu. Z réwnan (21)
widzimy, ze gdyby gtéwne momenty bezwiadnosci ziemi byty mie-
dzy sobg réwne, to zjawisko precesyi nie istniatloby wcale; widzimy
dalej, ze z obserwowanej precesyi mozna okresli¢ stosunki

widzimy wreszcie, ze sity sprawiajgce precesye sa wprost pro-
porcyonalne do mas przyciggajacych, a odwrotnie proporcyonalne
do trzecich poteg odlegtosci [w mianownikach stojg pigte potegi
odlegtosci, ale w licznikach stojg iloczyny wspdtrzednych stonica,
wzglednie ksiezycal.

Momenty A i B naokoto réwnikowych osi bezwtadnosci ziemi
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sg prawie réwne. Mozna z tego skorzystaé i znacznie uproscic¢
réwnania (21). Odktadamy to uproszczenie na po6zniej, bo musimy
przedewszystkiem przeksztatci¢ réwnania (21).

3. Przeksztaltcenie réwnan precesyi.

Roéwnania (21) sa bardzo eleganckie, ale catkowac ich nie
mozna, bo po lewej stronie stoja inne zmienne, a po prawej inne.
Trzeba przedewszystkiem przyprowadzi¢ je do takiego ksztattu,
w ktorym po obu stronach znajdujg sie te same zmienne. W tym
celu wprowadzamy katy Eulera, o ktéorych moéwiliSmy juz w roz-
dziale XI-tym, 8§ 2. Mozemy bezposrednio stosowaé¢ podane tam
wzory; trzeba tylko pamietaé, ze tam oznaczaliSmy osie majace
poczatek w srodku masy ziemi i state kierunki przez X, F, Z, a tu
oznaczyliSmy je przez £, rj, £ Z drugiej strony poniewaz nie po-
trzebujemy rozréznia¢é pomiedzy nachyleniem réwnika (ruchomego)
do ekliptyki ruchomej a nachyleniem do ekliptyki statej, bo wcho-
dzi w rachube tylko nachylenie do ekliptyki statej, np. z r. 1850,
wiec zamiast duzej litery, zawadzajacej we wzorach, bedziemy pisaé
matg, t j. bedziemy oznacza¢ nachylenie przez e. Wzory (4), (5)
i (6) rozdz. Xl-go daja wszystko, co potrzeba do przeksztatcenia
lewych stron réwnan (21); ale nad przeksztatceniem prawych stron
tych réwnan musimy jeszcze zastanowi¢ sie. Jezeli przypomnimy
sobie ich pochodzenie, jezeli np. spojrzymy na réwnania (14), to
przyjdziemy do przekonania, ze prawe strony réwnan (21) muszg
by¢ liniowemi funkeyami pochodnych potencyatu aw dWi ow
Chodzi tylko o to, aby znales¢ wspoétczynniki liniowych zwigzkdéw
pomiedzy terni pochodnemi a momentami Lx LW L,. Jest to rzecz
. ' OW dW , 9W Y .
iatwa, bo I - s same momentami sit przyciagajacych

okoto pewnych osi, mianowicie:

9w .
-gy jest to moment naokoto osi Ot, [w rozdz. XI-tym naokoto osi OZ]
OA~Njak w rozdz. XI-tym]

Oz [jak w rozdz. XI-tym].
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B(b*' .. .. 9w .
uczymy najpierw wyraZenia momentdw ...itd. przez

momenty Lx, L,, L,, bo ze wzgledu na to, ze osie tych ostatnich mo-
mentéw sa prostokatne, nie potrzeba oblicza¢ katéw pomiedzy osiami.

GdybysSmy za$ obliczali wprost wyrazenia LX... i t. d. przez
i t d. to musielibySmy po drodze oblicza¢ katy pomiedzy osiami
momentow i t d. Pamietajac o tem, ze wedle naszego spo-

sobu liczenia dtp i de sa odjemne, mamy:

(22)

Wstawiamy teraz wartosci na cos (£,x)... i t. d. ze wzoréw (5)
rozdz. XlI-go [przypominamy, ze tam Z oznacza to samo, co tu £],
t j. kladziemy

(23)

i otrzymujemy

(22 bis)

Rozwigzujemy te ostatnie réwnania wzgledem Lx, L,, L, i otrzy-
mujemy:
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(24)

Skoro to podstawimy w réwnania (10), to te ostatnie przy-
biorg postac:

(25)

przyczem wedle wzoréw (6) rozdz. XI-go

(26)

O ile chodzi o ciala sztywne, to wzory (25) s3 zupetnie ogélne,
bo mozemy pod W rozumie¢ nie przyblizone, a Sciste wyrazenie
potencyatu przyciagania. Podstawienie p, q i r ze wzoréw (26) we
wzory (25) odktadamy na péZniej; przedtem wprowadzimy pewne
uproszczenie, o ktdrem wspominaliSmy juz poprzednio.

Dla ziemi mozna potozy¢ B = A. Wprawdzie budowa ziemi
nie jest doktadnie taka, jaka powinna by¢ budowa ciata obroto-
wego, ale w kazdym razie réznica B — A jest w poréwnaniu ze sa-
mymi momentami bezwladnosci tak mata, ze mozna ja pomingc.
Zresztg gdybySmy jej nie pomineli, to nie wiedzielibySmy, co dalej
poczaé. Gdy potozymy

to [por. wzory (20)]
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za$ trzecie réwnanie (25) przywiedzie sie do:

skad

Z drugiej strony gdy B — A, to pierwsze i drugie réwnanie (25)
przywodzag sie do

(27)

Jezeli bedziemy uwaza6 te réwnania jako réwnania na p i 0)
to bedg to zwykte liniowe réwnania 1-go rzedu. Wiadomo z teoryi
rownan liniowych, ze ogdélne ich catki sktadaja sie z dwoch czesci:
jednej, ktdérg otrzymujemy catkujac zamiast réwnan (27) analogi-
czne réwnania, w ktorych zamiast prawych stron wstawiono zera —
i drugiej, ktora otrzymujemy catkujac dane réwnania z uwzgle-
dnieniem prawych stron. Wiadomo, ze mozna te drugie czesci otrzy-
mac¢ z pierwszych przez metode waryacyi statych dowolnych — za-
ktadajac, ze state figurujgce w pierwszych catkach sg w rzeczy-
wistosci funkcyami czasu. MoglibySmy i tu uzy¢ tej metody, ale
nicbySmy na tem nie zyskali. Zatem zapamietamy sobie z tej uwagi
tylko to, ze kompletne, ogdlne catki réwnan (27) zawierajg takze
catki rownan bez prawych stron [t j. catki réwnan (27), w Kkté-
rych zamiast prawych stron stojg zera]. Te dodatkowe catki przed-
stawiajg tak zwang ,Eulerowska perturbacye“. Wrocimy do niegj
na koncu rozdziatu, tu za$ zajmiemy sie w dalszym ciagu catko-
waniem kompletnych réwnan (27). Podstawiamy p i q z dwodch
pierwszych réwnan (26) w réwnania (27), mnozymy pierwsze réwna-
nie (27) przez sin 9 a drugie przez cosgp i dodajemy, potem pierwsze
przez — cosgp, a drugie przez sin @ i znéw dodajemy. W ten sposob
otrzymujemy nastepujgce dwa réwnania:
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7
Rugujemy &._Z za pomocg trzeciego réwnania (26), w ktérem natu-

ralnie trzeba teraz potozyé r = n: troche porzadkujemy, poczem
otrzymujemy:

Otrzymalismy réwnania (28) dzieki upraszczajacemu zatoze-
niu B=A\ jednakze i te réwnania dajg sie catkowaé dopiero po
dalszych uproszczeniach. Wiadomo z obserwacyi, ze pochodne
i — sg zawsze bardzo male; mozna wiec poming¢ wyrazy drugiego
dip de . (dtpy
dt "dt  \dt)
uproszczenie. Wszystkie obserwacye astronomiczne odnosza sie nie
do osi najwiekszego momentu bezwiadnosci, a do osi obrotu chwi-

lowego. Predkos$¢ obrotu naokoto pierwszej osi, t j. naokoto osi z
jest r = n, predkos$¢ obrotu chwilowego jest [por. wzor (12)]

N
rzedu: Oprécz tego nastrecza sie jeszcze inne
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przyczem p i q acz bardzo mate w poréwnaniu z n i qj, jednak
nie sg réwne zeru. Zatem o0$ chwilowa cho¢ mato rézni sie od osi
najwiekszego momentu, jednak nie jest z nig identyczna: kat miedzy

!
niemi — to arc cos —. Skoro obserwacye odnoszg sie do osi obrotu
chwilowego, ktorg oznaczymy przez |. to powinniSmy przej$¢ od
osi z do osi I. Potozenie jej wzgledem osi nieruchomych |, 71, £

wyznacza sie zupetnie tak samo, jak potozenie osi z. Dostawy kie-
runkowe 0si zZ s3:

Tak samo oznaczajac odpowiednie katy Eulera dla osi 1 przez
i .- [kat. ¢ jest, jak widzimy, niepotrzebny] napiszemy:

(29)

Ale, aby przej$¢ od osi z do osi 1, potrzebujemy jeszcze zwigzkow
pomiedzy katami xp' i .- a katami i, - i . Dojdziemy™ do nich
nastepujacym sposobem. Mozemy te same dostawy kierunkowe osi 1
wyrazi¢ przez wzory:

(30)

Ale z jednej strony [por. wzory na samym koncu § 1]

(1)
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z drugiej za$:

(32)

Podstawiajac wartosci ze wzoréw (31) i (32) we wzory (30)
a jednoczes$nie piszac po lewej stronie zamiast cos (/. £) i t d. od-
powiednie wartosci ze wzoréw (29) otrzymamy:

Ktadziemy r = n i rugujemy p i q przez wzory (26). Po tatwych
redukcyach otrzymujemy:

(33)

Stad znanym i wielokrotnie uzywanym sposobem otrzymamy:

(34)
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a stad

(35)

Ale w drugiem réwnaniu (34) mozemy potozy¢ cos{ty'— ty = 1,
bo ty' — ty jest zawsze bardzo maltym katem. Wtedy

Skombinujmy to réwnanie z trzeciem réwnaniem (33), D jest
z réwnaniem

Z obu ostatnich réwnan tg samag metodg, co poprzednio, otrzy-
mamy najpierw

a potem

(36)

W réwnaniu (35) mozemy pomingé malutki wyraz cose ™

wobec n, nastepnie tak w tem réwnaniu, jak w rdéwnaniu (36) mo-
zemy napisa¢ tuki zamiast tan gensow, bo e'—e i ty'— 1ty sa
bardzo mate. Po tych uproszczeniach napiszemy réwnania (35) i (36)
w ksztalcie:

(35 bis)

(36 bis)

Wyrugujmy teraz sin o Z pierwszego wzoru (28) za pomoca

LE
wzoru (36 bis) as\ z drugiego wzoru (28) za pomocg wzoru (35 bis).
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Jednocze$nie opus¢my wyrazy kwadratowe i zmienhmy troche po-
rzadek. Po tatwych redukcyach otrzymamy

PomineliSmy juz wyrazy kwadratowe, zaniedbajmy jeszcze
mate roznice pomiedzy katami xp' i e' i e. Wtedy w drugiem
réwnaniu drugi wyraz po prawej stronie zniknie, cze$¢ wyrazow
w nawiasach zniesie sie i pozostang roéwnania Pois son a

(37)

Nalezy pamieta¢, ze réwnania Poissona sg przyblizone, ze
pod koniec wywodu nietylko pomineliSmy kwadratowe wyrazy, ale
takze pomieszaliSmy o0$ najwiekszego momentu z osia chwilowego
obrotu.

4. Catkowanie réwnan Poissona.

A . . o dW
Chcac catkowac réwnania Poissona trzeba wyrazi¢: — . —

1 SW ~_ slnf ™
i przez funkcye czasu. W tym celu trzeba najpierw wyrazié¢

potencyat W przez Hpi e, utworzyé¢ pochodne, podzieli¢ je przez sin e,
poczem nalezy wyrazi¢ wszystkie zmienne przez czas. Za punkt
wyjscia obieramy wzor (19), ale po pierwsze w mysl hypotezy
przyjetej w poprzednim paragrafie zaktadamy, ze B — A, powtoére
przeksztatcamy tylko te cze$¢ potencyatu, ktéra zalezy od C— A,
bo ze wzoréw (21) widaé, ze tylko ta cze$¢ wchodzi w rachube.
Po tatwych przeksztatceniach, w ktérych postugujemy sie réwnoscia:

znajdujemy, ze trzeba wyrazi¢ przez xp i e tylko wyraz:

Astronomia teoretyczna Il. 20
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Ale odlegtos¢ stonca, wzglednie ksiezyca nie zalezy ani od € ani
od ip, ani od £ przeto ostatecznie pozostaje tylko wyraz

a wyrazenia pochodnych potencyatlu W przywodzg sie do

z0 jest to wspotrzedna stonca [wzglednie ksiezyca] wzgledem os
ruchomych. Zamiast niej musimy wprowadzi¢ wspotrzedne wzgle-
dem osi nieruchomych.

Odtad przestaniemy pisa¢ znaczki 0: — nie wyniknie stad
zadne nieporozumienie, bo oprocz wspotrzednych s$rodka storica
[wzglednie ksiezyca] niema tu zadnych innych wspétrzednych. Pi-
szemy tedy wyrazenie na z w ksztakcie:

albo, biorac wyrazenia na dostawy kierunkowe ze wzoréw (32),
w Kksztaicie

Ale nasze wspoétrzedne nieruchome 1j, £ sg to wspdtrzedne eklip-
tyczne, zatem oznaczajac, jak zwykle, dtugos¢ i szerokos¢ przez N
i B mamy

Skoro to podstawimy we wzér na 2, to otrzymamy go w ksztalcie

a podstawiajac to ostatnie wyrazenie na z we wzér na F otrzy-
mamy

(398)
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Stad za$ wynikajg wzory

(39)

Widzimy po prawej stronie wspotrzedne ekliptyczne a, A R
storica, wzglednie ksiezyca. Sg to wielkosci znane jako funkcye
czasu. Obok nich widzimy takze ty i £ ktére mamy dopiero okre-
Sli¢ przez catkowanie rownan (37). Jakze pokona¢ te trudnosé? Je-
dyna mozliwa droga to kolejne przyblizenia. Mozemy skorzystac
z tego, ze wiekowe zmiany kata e sg bardzo powolne, a peryody-
czne zawarte w ciasnych granicach i w pierwszem przyblizeniu
potozyé e— sO= statej. Co do ty, to znowu wiemy, ze z gruba
wzrasta proporcyonalnie do czasu, mozemy wiec w pierwszem przy-
blizeniu potozy¢ ty= statej X L Odpowiednio do tego takze we wy-
razeniach na wspétrzedne stonca, czy ksiezyca nalezy ograniczyé
sie do wazniejszych wyrazéw. Zresztg za naszych czaséw nie po-
trzebujemy zaczyna¢ od pierwszego przyblizenia, bo teorya pre-
cesyi nie jest czem$ nowem. Posiadamy wcale doktadne wyrazenia
mtyie W swym ,Lehrbuch zur Bahnbestimmung“ Th. Oppol-
zer przyjmuje jako pierwsze przyblizenie wyrazenia podane przez
Leverriera:

(40)

Tu Q oznacza dtugos¢ wstepujacego wezta drogi ksiezyca

a Q diugos¢ stonca. Za jednostke czasu Oppolzer przyjmuje
julianskie stulecie = 36525 $r. dniom, a jako ,epoke“ 1850,0. Nie
mozemy tu przeprowadzi¢ catego bardzo obszernego rachunku, ale
pokrétce opiszemy, jak wykonat go Oppolzer. Poniewaz tablice
podaja diugosci i szerokosci ksiezyca i stonca wzgledem rucho-
mego punktu réwnonocnego, a we wzorach naszych stojg dtu-
gosci i szerokosci odniesione do statej ekliptyki i statego punktu
réwnonocnego [specyalnie do ekliptyki i poréwnania dnia z nocg
1850,0 r.]; wiec Oppolzer przedewszystkiem przeksztatca ilo-
20-
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czyny: cos B cos (X— ty), cos Bsin (X— ty) i sinB wprowadzajac
zamiast funkcyi kotowych argumentéw X i B takie same funkcye
argumentéw — powiedzmy — X i R' odniesionych do ruchomej
ekliptyki i do ruchomego poréwnania dnia z nocg. To przeksztat-
cenie pocigga za sobg znaczne powiekszenie ilosci wyrazéw. Naste-
pnie Oppolzer rozwija funkcye kotowe argumentu ty i nowo
wprowadzonego argumentu Ae= e— £0 w szeregi potegowe ogra-
niczajac sie atoli do wyrazéw drugiego, wzglednie trzeciego rzedu,
wiec np. przyjmuje

potem podstawia ty i e ze wzoréw (40), diugosci i szerokosSci stonca
bierze ze wzoréw Leverriera a dlugosci i szerokosci ksiezyca
ze wzorow Hanse na. Wyrazenia diugosci i szerokosci skiadajg
sie z wielu wyrazéw. Wchodzg w nie nowe argumenty, jako to
Srednie anomalie ksiezyca i stonca, odlegtosci perigaeéw obu ciat od
wstepujgcego wezta ksiezyca i dtugos¢ tego wezla. Te nowe argu-
menty wzrastajg wraz z czasem, przyczem czynniki proporcyonal-
nosci, tj. tak zwane ,Srednie ruchy“ wprawdzie zmieniajg sie, ale
tak powolnie, ze mozna przyjaé je za state. Po wykonaniu mnozen.

. . . : . kazuie sie 3 1 dw
po odrzuceniu wyrazéw wyzszych rzedéw okazuje sig, ze — ;. -I—

.1 div L . . r .
i— . wyrazajg sie przez (diugie) szeregi~wyrazow nastepuja-

cego ksztattu:

przyczem ¢, Cj, c2, y, y', a. B sg to pewne state, ktérych liczbowe
wartosci sg z wiekszein lub mniejszem przyblizeniem znane. Wszystkie
wyrazy powyzszego ksztattu sa naturalnie bezposrednio catkowalne,
przeto obliczenie ty i e ze wzoréw (37) jest rzecza tatwego rachunku.
Jednakze natrafiamy tu na pewng trudno$¢ nie rachunkowg, ani
analityczng, a zupeinie innej natury. Oto, jak widac ze wzoréw (39),
Lozw 1

sine 3ty sine .
podstawieniu we wzory (37) po prawej stronie tych ostatnich po-
jawi sie wspoélny czynnik: S\J_TA Na n mozemy bez wahania
przyjaé¢ katowa predkos¢ obrotu ziemi, ale —TrA— nie daje sie obli-

zawierajg wspoélny czynnik: C— A. zatem po
1 J J : r



— 309 —

czy¢ bezposrednio, bo zalezy od nieznanego rozktadu mas we wne-

q
trzu ziemi. Wskutek tego mozna obliczy¢ stosunek — ~—- tylko

ze samej precesyi. Musimy wiec poczatkowo podstawié jego przy-

blizong warto$¢ wzieta z dawniejszych obliczenn, a potem przez po-

rébwnanie teoretycznej precesyi z obserwowang sprawdzi¢, czy przy-
A

jeta przez nas wartos¢ na —z— nie wymaga poprawki.

5. Eulerowska perturbacya.

Teorya precesyi i nutacyi to jest wlasciwie teorya catek
kompletnych réwnan (27); ale takze catki niekompletnych réwnan,
t j. rébwnan (27), w ktérych zamiast prawych stron stojg zera,
maja fizyczne znaczenie. Przedstawiajg one tak zwana ,eulerowska
perturbacye“. Ktadziemy wiec w réwnaniach (27) W — 0 a jedno-
cze$nie dla prostoty piszemy

Wtedy réwnania (27) [przypominamy, ze w tych réwnaniach juz
przyjeto B— A = 0] przybierajg postac

(41)

Catki tych réwnan sa

przyczem h i k sg to state catkowania. Odpowiednio dobierajgc
poczatkowy moment czasu mozna zawsze sprawi¢ to, ze bedzie
k=0 i pozostanie:

(42)
Ruch przedstawiony przez te réwnania jest peryodyczny. ta-

two obliczy¢, ile dni wynosi peryod 2[:—' bo peryod obrotu ziemi:
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277
doba gwiazdowa jest — , zatem peryod perturbacyi Eulerowskiej

2TV 2T . . .
— — — . —---- jest w stosunku ~------ wiekszy od doby gwia-
i H o— A G— A

zdowej. Wedle Newcomba
stad

Tedy peryod perturbacyi wynosi¢ powinien tylez doéb gwiazdo-
wych, t. j. prawie 303 doby $rednie stoneczne.

ZnalezliSmy peryod; zobaczmy jeszcze, jak wyglada ta per-
turbacya. Moment wypadkowy obrotu jest

osawy kierunko we osi wypadkowego momentu wzgledem osi
Y, Z S&

wedle wzoréw (42)

Zatem 0§ wypadkowego momentu — powiedzmy OK — okrgza o$
gtéwnag bezwiadnosci OzxX w ciggu 303 dni $r. stonecznych, toczac
sie po stozku kragtym, ktorego os$ jest identyczna z Oz g kat

wierzchotkowy = arctang Tak samo predkos¢ wypadko-

wego obrotu (chwilowego) jest [por. wzor (12)]:

a dostawy kierunkowe osi chwilowej Ol wzgledem osi X, Y, zZ s3

) Punkt O to $rodek masy ziemi.
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t j. wedle wzoréw (42)

Zatem o0$ chwilowego obrotu takze okrgza o$ Oz w ciggu tego
samego czasu, co o$ wypadkowego momentu, toczac sie takze po
stozku kragtym, ktorego osig jest Oz. Co wiecej, obie osie: 0 wy-
padkowego momentu i 0§ chwilowa toczg sie razem, to znaczy, ze
wcigz lezg w jednej i tej samej krecacej sie ptaszczyznie przecho-
dzacej przez o$ gtébwnag bezwiadnosci Oz. Kat wierz-

chotkowy stozka, po ktérym toczy sie o$ chwilowa,

jest a2— arctang —. Z obserwacyi wiadomo, ze katy

«j 1 a2 sg bardzo mate [mniejsze od ™ sekundy kg-
towej], przeto mozna nie rozroznia¢é tangenséw od
tukoéw i przyjac

Poniewaz A jest o jakg Ysm mniejsze od 6, wiec
ayjest takze ojaka Ysob mniejsze od a2. To znaczy,
ze oS wypadkowego momentu jest potozona pomiedzy
osig gtébwng bezwiadnosci a osig chwilowa, ale kat Ryc' '’
a2— pomiedzy nig a osig chwilowg jest przeszio
trzysta razy mniejszy od kata an wzglednie a2. Poniewaz samo a2
dochodzi zaledwo do pét sekundy katowej, wiec a2 — § jest tak
matym katem, ze mozna nie rozréznia¢ osi wypadkowego momentu
OK od osi chwilowej Ol.

Rozwazalismy tu ruch osi OK i Ol wzgledem osi Oz. Ponie-
waz ta ostatnia jest sztywnie zwiazana ze ziemig, wiec mozemy
powiedzie¢, ze opisaliSmy ruch osi chwilowej i osi wypadkowego
momentu wzgledem ziemi. Ale w przestrzeni rzecz ma sie inaczej.
Jezeli chwilowo wykluczymy precesye i nutacye, to okaze sie, ze
0$ wypadkowego momentu OK ma staly kierunek w przestrzeni;
a wiec w przestrzeni wihasnie 0§ OK jest nieruchoma, a o$ gtéwna
bezwtadnosci Oz krazy naokoto niej toczac sie po stozku kragtym
0 kacie wierzchotkowym al. Ale ziemia jest sztywnie zwigzana
ze systemem osi X, y, z, wiec takze kreci sig, czy, jesli kto woli,
kotysze sie naokoto osi OK w podobny sposéb, jak nazbyt szeroka
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piasta kotysze sie dokota osi wozu. Naturalnie peryod tej pertur-
bacyi jest ten sam. co w ruchu wzglednym, t j. wynosi prawie
303 doby $r. stoneczne. Jaki stad bedzie skutek? Aby go poznac,
znowu bedziemy rozwaza¢ ruch osi OK wzgledem ziemi.

Wezmy dowolny punkt powierzchni ziemi np. A. Zatézmy, ze
w pewnej chwili czasu, np. w chwili 0§ wypadkowego momentu
znajduje sie w plaszczyznie OzA (ryc. 48) przechodzacej przez o$
gtéwng Oz i przez punkt A. Dajmy na to, ze 0§ momentu zajmuje wia-
$nie potozenie OKx pomiedzy osig Oz i punktem A. Jezeli w chwili tx
zmierzymy w A szerokos$¢ geograficzna, to otrzymamy kat 90° — yI?
bo kat ylpomiedzy pionem w A a statym w przestrzeni kierunkiem OK
dopelnia sie z wysokoscig bieguna [t j. z szerokoscig geograficzna]
do 90°. Sciéle biorgc pomiary astronomiczne dajg nie kat yx, a kat
pomiedzy normalng w A i kierunkiem osi chwilowej. Wiemy atoli,
ze ta ostatnia tak mato rézni sie od osi wypadkowego momentu,
ze mozemy uwazaé¢ jg za identyczng z tamtg. Zalézmy nastepnie,
ze okre$lamy ponownie szeroko$¢ geograficzng punktu A po upty-
wie potowy peryodu perturbacji, np. w chwili 2. Wtedy 0§ wy-
padkowego momentu znowu znajdzie sie w plaszczyznie OzA. ale
po przeciwnej stronie osi Oz, np. w pozycyi OK2, a pomiar astro-
nomiczny da nam szeroko$¢ geograficzng 90°— y2. Widzimy stad, ze
szeroko$¢ geograficzna zmierzona w chwili tljest o kat y2—yl= 2al
wieksza od szerokosci geograficznej w chwili 2. Wiec Eulerowska
perturbacya musi mie¢ wptyw na szerokosci geograficzne: dzieki
niej geograficzne szerokosci wszystkich punktéw powierzchni ziemi
muszg podlega¢ peryodycznym zmianom o peryodzie wynoszacym
okoto 303 dni $ér. stonecznych. Stad odwrotnie wynika, ze mozna
wykry¢ ja przez czesto powtarzane Sciste pomiary geograficznych
szerokosci.

Powszechnie wiadomo, ze peryodyczne zmiany geograficznych
szerokosci zostaly w ostatniej ¢wierci X1X wieku wykryte, oraz
ze od kilkunastu lat sg stale obserwowane. Ot6z obserwowana per-
turbacya Eulerowska bynajmniej nie zgadza sie z opisang tu teore-
tyczna. Mianowicie szerokosci geograficzne podlegaja pewnym wcigz
powtarzajacym sig, ale nieregularnym fluktuacjom. Jezeli wezmiemy
Sredni okres tych fluktuacyi, to zamiast okoto dziesieciu miesiecy,
jak wymaga teorya, znajdziemy czternascie. tatwo objasni¢ te nie-
zgodnos$¢é obserwowanego peryodu z teoretycznym. Podana tu teorya
perturhacyi opiera sie na z pewnoscia nieprawdziwej hypotezie. ze
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ziemia jest absolutnie sztywna. W teoryi precesyi ta hypoteza nie
prowadzi do wiekszych bledéw: precesya nawet catkiem piynnego
sferoidu bytaby prawie taka sama, jak precesya absolutnie sztywnej
ziemi. Natomiast w teoryi Eulerowskiej perturbacyi skoro odrzu-
cimy hypoteze absolutnej sztywnosci i zatozymy, Ze ziemia troche
odksztatca sie wskutek zmian w rozkiadzie sit odsrodkowych,
zmian spowodowanych przez wedréwki osi chwilowego obrotu we-
wnatrz ziemi; to, jak to najpierw okazat Newcomb, zaraz znaj-
dziemy, ze peryod perturbacyi musi

by¢ dtuzszy, niz u catkiem szty- J

whnego ciala.

Naturalnie skoro odstgpimy od
hypotezy absolutnej sztywnosci, to
nie bedziemy mogli uzy¢ ani wzo-
row (27), ani wzorow (10); ale og6lne
wzory (8) pozostang w swej sile. bo
wzory te obejmujg takze teorye obrotu
odksztatcajgcego sie ciata. Jezeli skom-
binujemy je w odpowiedni sposéb ze
wzorami teoryi sprezystosci dla ciala
jednorodnego, niescisliwego i postawimy pytanie, jakim musi by¢
wspotczynnik sztywnosci, aby peryod perturbacyi przedituzyt sie
z 10 miesiecy na 14; to znajdziemy wspdtczynnik sztywnosci troche
wiekszy niz wspoiczynnik stali.

W tern nowem rozwigzaniu droga bieguna osi chwilowej (czy
tez osi wypadkowego momentu) naokoto gtéwnej osi bezwladnosci Oz
pozostaje kotem. Jasng jest rzecza, ze inaczej by¢ nie moze nietylko
w przypadku, gdy rozwazamy ciato jednorodne, ale takze wtedy,
gdy rozwazamy cialo regularnie uwarstwowane. Wiemy, Ze bu-
dowa skorupy ziemskiej nie jest bynajmniej regularng, ale czy
nieregularno$¢ budowy skorupy wystarcza do wytldmaczenia nie-
regularnosci obserwowanej drogi bieguna osi chwilowej naokoto
bieguna osi bezwladnosci, to inne pytanie. Droga ta przedstawia
jakies zawroty, — od czasu do czasu zacie$nia sie naokoto bie-
guna osi bezwladnosci, poczem znowu rozszerza sie. Te zawroty, te
zaciesnienia i rozszerzenia powtarzajg sie zanadto czesto, aby mozna
byto wyttomaczy¢ je przez bledy obserwacyi a z drugiej strony
trudno przypusci¢, zeby nieregularno$¢ budowy skorupy mogta
je spowodowaé. By¢é moze. ze przyczyng omawianych nieregular-
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nosci w ruchu bieguna osi chwilowej sg ruchy wewnetrzne, jako to
przesuniecia przy trzesieniach ziemi, opady $niegowe i deszczowe,
odptyw do morza wod pochodzacych z wiosennego tajania $nie-
géw, przesuniecia mas powietrza, zmiany pradéw morskich i po-
wietrznych i t d.; ale, o ile sie zdaje, przesuwane przytem masy
sg pospolicie w poréwnaniu z masa ziemi za mate, aby mogly mieé
widoczny wptyw na droge bieguna osi chwilowej. Kolejne zacie-
$nianie sie i rozszerzanie sie krzywej moznaby ttomaczy¢ przez
zanikanie perturbacyi, wzglednie przez wznowienie spowodowane
przez nowe impulsy, tylko bieda z tem, Ze powtarza si¢ to za
czesto.

Z powodu zanikania, wzglednie wznawiania sie perturbacyi
musimy powiedzie¢ kilka stow. Zaréwno precesya i nutacya, jak
Eulerowska perturbacya sg to perturbacye w ruchu obrotowym
ziemi. Pierwsza jest wymuszona, w zupetnosci zalezna od sit ze-
wnetrznych: nie istniataby, gdyby te sity nie istniaty; druga jest
swobodna, od sit zewnetrznych niezalezna.

W jaki sposob moze powstaé¢ taka swobodna perturbacya?
Wyobrazmy sobie, ze ziemia jest doskonale zréwnowazona naokoto
osi obrotu, ze zatem osie: gtéwna bezwiladnosci, wypadkowego mo-
mentu i chwilowa sg identyczne a obrét zupetnie staty. Wyobrazmy
sobie, ze wskutek jakichs deformacyi, jakich$s geologicznych pro-
cesOw zmienito sie rozmieszczenie mas i ze o$ gldwna bezwia-
dnosci zmienita swe potozenie. Naturalnie takze o0$ wypadkowego
momentu musi odsung¢ sie od osi chwilowej chociaz tylko o -gj®
tego kata, o ktéry odsuneta sie o$ gtéwna bezwiadnosci. Z chwila,
w ktorej o$ gtéwna bezwladnosci roztgczyta sie z osia wypadkowego
momentu, Eulerowska perturbacya musi natychmiast rozpoczac¢ sie.

Jezeli owe geologiczne zmiany odbywajg sie powoli i sto-
pniowo, to odsuwanie sie jednej osi od drugiej takze postepuje sto-
pniowo i perturbacya powieksza sie stopniowo. Jezeli -za$ defor-
macya byta nagta, to rozigczenie osi jest tez nagle a perturbacya
wystepuje odrazu jak vdeus ex machinau w sposéb nagly, nieciggty.
Zobaczmy teraz, co sie dzieje dalej. Gdyby, podczas gdy pertur-
bacya juz jest w toku, ziemia nagle absolutnie zesztywniatla, to
perturbacya pozostataby taka, jakg byta w chwili zesztywnienia ziemi
i trwataby wiecznie tak, jak np. swobodne drgania systemu pozba_
wionego tarcia; lecz w rzeczywistosci wskutek odksztalcen towarzy-
szacych Eulerowskiej perturbacyi, wskutek wewnetrznych taré¢ towa-
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rzyszacych odksztatceniom i t d. powinno nastapi¢ powolne przysto-
sowywanie sie. ziemi do nowych warunkdéw réwnowagi, powinny
nastgpi¢ odksztatcenia zmierzajgce ku temu, aby o$ gtdwna bezwia-
dnosci, 0$ obrotu chwilowego i 0§ wypadkowego momentu znowu
staty sie identyczne. Jednem stowem perturbacya powinnaby po-
woli zanika¢ dopéty, dopdéki nowe geologiczne procesy hie spowo-
duja noWego jej wzmocnienia. Wiadomo, ze procesy geologiczne to
swego rodzaju ,perpetuum m obileledwo jeden skonczyt sie, lub
jeszcze nie skonczyt sig, gdy juz zaczyna sie drugi; — wskutek
tego zapewne Eulerowska perturbacya nigdy nie znika zupetnie,
tylko w pewnych okresach czasu stabnie, aby wzmocni¢ sie w innych.



ROZDZIAL XXIV.

Figury rbwnowagi ciata ciektego, obracajgcego sie.

1. Zasadnicze zatozenia.

Teorya figur rownowagi, jako majgca bliski zwigzek z teorya
figury ziemi i planet, zajmowano sie¢ duzo. Pomimo trudnosci, a moze
wihasnie dzieki nim, pociggata ona ku sobie matematykéw: dos¢
wymieni¢ Newtona i jego ucznia Maci aurina, Clair auta,
Laplace’a, Dirichlet’a, Liouvilla, Jacobiego, Poinca-
régo, G. H Darwina z pomiedzy niezyjacych i Liapunowa
Z pomiedzy zyjacych.

Z powodu ogromnych trudnosci ogélna teorya réwnowagi ciat
ciekach niejednorodnych jest dotychczas bardzo mato wyrobiona.
Lepiej wyrobiona, nawet w ogolnych zarysach wykonczong jest
teoryg réwnowagi ciat jednorodnych. Najpierw zajmiemy sie tg
ostatnig; teorye réwnowagi cial niejednorodnych odtozymy na ko-
niec rozdziatu.

Wyobrazamy sobie ciato ciekte, jednorodne, izotropowe, nie-
Scisliwe o statej i we wszystkich czesciach jednakowej tempe-
raturze. Zakladamy, ze czasteczki cieczy przyciggaja sie wzaje-
mnie wedle prawa Newtona, za$s wykluczamy wszelkie inne
sity wewnetrzne, czy zewnetrzne. Zatem wyobrazamy sobie nasze
ciato jako zupeinie samotne. Nie zmniejsza to doniostosci teoryi
dla praktycznych zastosowan, bo wzajemne odlegto$ci pomiedzy
ciatami niebieskiemi sg tak wielkie, ze przycigganie jednego ciata
na drugie prawie zupeinie dokladnie przywodzi sie do jednej wy-
padkowej, przechodzacej przez $rodek masy ciata, ktéra ma wpra-
wdzie wpityw na ruch po orbicie, ale na ksztatt ciata nie ma
wplywu.
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Ruch po orbicie rozwazaliSmy w innych rozdziatach, tu mo-
zemy go pomingé. Mozemy zatem rozumowac tak. jak gdyby uwa-
zane ciato bylo samotne. Zreszta w dalszym ciggu rozpatrzymy
pewne zadania, w ktorych wplyw przyciggania innych ciat na
figure rozwazanego wchodzi w rachube.

Zaktadamy, ze katowa predkos$¢ obrotu naokoto osi jest mata
i dla wszystkich czasteczek cieczy jednakowa, nastepnie zaktadamy,
ze 0% z jest osig obrotu oraz, ze dwie pozostate osie obracajg sie
razem z ciatem. Wskutek tego ciecz znajduje sie w spokoju wzgle-
dem osi wspétrzednych a hydrodynamiczne réwnania przywodza
sie do:

1)

W tych réwnaniach  oznacza statg predkos¢ obrotu, V po-
tencyat przyciggania, q gestos¢ ap cisnienie. Zaktadamy, ze ciecz
jest niescisliwa, jednorodna oraz, ze temperatura jej jest wszedzie
jednakowa i stata; wtedy q nie zalezy ani od czasu, ani od wspoét-
rzednych. Z 'drugiej strony, jezeli ciecz znajduje sie w spokoju
wzgledem obracajgcych sie osi, to ani p, ani V od czasu nie za-
leza. Wskutek tego, gdy pomnozymy pierwsze réwnanie przez dX,
drugie przez dy, trzecie przez dz i gdy dodamy je do siebie, to
otrzymamy po prawej stronie zero a po lewej rézniczke zupetna.
Mozemy wiec catkowaé, poczem otrzymamy bardzo proste réwnanie

2

w ktérem C oznacza statg catkowania a ™ (02(x2-f- y2) jest to po-
tencyat ,sity odsrodkowej“. Ktadac

(3

gdzie W oznacza potencyat ,sity ciezkosci“, mozemy napisac ro-
wnanie (2) w ksztalcie

(2 bis)
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Réwnanie (2), wzglednie (2 bis) musi by¢ spetlnione w ccej
cieczy. Powiada ono, ze w cieczy cisnienie jest proporcyonalnedo
potencyatu sity ciezkosci, albowiem mozna zawsze wiaczy¢ stat C
do tego potencyatu. Zdawaloby sie, ze dos¢ przyja¢ jakakolwek
funkcye na W i okredli¢ p przez réwnanie (2 bis), aby waru.Ki
rownowagi byty spetnione. Jednakze pozostaje pewne ,ale“.

2. Warunek graniczny.

Rozwazmy jeszcze, co dzieje sie w powierzchni ciektego cita.
Naturalnie rownanie (2 bis) musi by¢ spetnione takze w powierzcini,
ale dotacza sie dorn pewne warunkowe réwnanie. Oto w powierzcmi
cieczy cidnienie nie moze by¢ jakiekolwiek. W danym razie, jdy
chodzi o zastosowanie do ciat kosmicznych, powinnismy przyaé,
ze powierzchnia cieczy jest swobodna, t j. ze ciSnienie W do-
wierzchni jest réwne zeru. Skoro to przyjmiemy, to réwnane
(2 bis) obroéci sie w

@

to za$ oznacza, ze powierzchnia cieczy jest powierzchnig ekwpo-
tencyalng. Powierzchnia ekwipotencyalna jest normalna do tity
ciezkoéci, bo wzdtuz niej mamy we wszystkich kierunkach 6W=z 0,
stad za$ wynika, ze pochodne potencyatu W w kierunkach (ty-
cznych do powierzchni sg réwne zeru. Lecz jezeli pochodne w kie-
runkach stycznych, t j. skltadowe sity ciezkosci w kierunkieh
stycznych sa réwne zeru, to sita ciezkosci jest identyczna z po-
chodng potencyatu normalng do powierzchni. Wiec sita eiezktsci
jest normalna do powierzchni ekwipotencyalnej i odwrotnie po-
wierzchnia ekwipotencyalna jest normalna do sity ciezkosci.

Tu wyptywa owo ,ale“, o ktéorem moéwiliSmy na koncu po-
przedniego paragrafu. Réwnanie warunkowe (4) jest oczywiicie
niczem innem, jak réwnaniem powierzchni ciata, ale funkcya W
w niem wystepujgca sama zalezy od ksztattu powierzchni, bo za-
lezy od niego gtéwny skiadnik funkcyi W: potencyat przyciggani! F.
Przeto, aby okresli¢ V i, co za tem idzie, W, trzeba juz zna¢ ksztat
powierzchni; tymczasem ksztatt ten ma dopiero wynikng¢ z przy-
rownania funkcyi W do statej. Trudno$¢ zadania polega na tem,
ze trzeba ,odgadnac¢“ figure, ktéra miataby te wihasnosé, ze gdy do
potencyatu przyciggania zawartej wewnatrz niej jednorodnej masy
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dodamy potencyat sity odSrodkowej a nastepnie sume przyréwnamy
do statej, to otrzymamy znowu réwnanie tej samej figury chociaz
moze pod innym ksztattem. Nie znaczy to jednak, aby systematy-
czne, analityczne badania nic tu pomddz nie mogty, przeciwnie
jednym z najwiekszych tytutbw Poincarégo do stawy jest wia-
$nie to, ze w swej znamienitej rozprawie: ,, Sur les figures d'équi-
libre dune masse fluide animée dun mouvement de rotationu poka-
zat, jak mozna od jednych figur réwnowagi przejs¢ do innych.
Jednakze nie zabiegajmy naprzéd: powrécimy do badan Poinca-
régo w dalszym ciggu, teraz za$ zrobimy przeglad znanych figur
réwnowagi.

3. Kula i elipsoida.

Kula jest oczywiscie figurg réwnowagi w przypadku, gdy
predkos$¢ obrotu m jest zerem. Wtedy warunek réwnowagi (2) przy-
wodzi sie do

Ze samych wzgledéw symetryi wynika, ze w tym razie V jest
funkcya odlegtosci od S$rodka kuli:

Zreszta V ma ksztait

Tedy warunek (4) przywodzi sie do

skad r = statej," to jest znowu otrzymujemy roéwnanie kuli i wa-
runek graniczny jest speiniony.

Juz Newton dowiddt, ze elipsoida obrotowa sptaszczona jest
figurg réownowagi. Co do elipsoid tréjosiowych, to diugi czas sa-
dzono, ze nie mogg one by¢ figurami réwnowagi; dopiero w r. 1834
Jacob i odkryt, ze niektére elipsoidy trdjosiowe sg figurami réwno-
wagi. Dowodu nie podat, ale ogtosit twierdzenie jako wyzwanie
francuskim matematykom. Rekawice podjat J. Liouville ogta-
szajac szczegotowy dowdd twierdzenia.

Ze elipsoidy mogag by¢ figurami réwnowagi, to wynika stad>
ze potencyat przyciggania wewnatrz elipsoidy wyraza sie przez
wzor :

©®)
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albowiem dzieki temu ksztattowi potencyatu réwnanie warunkowe
w powierzchni ma ksztatt:

(6)
zatem jest formg kwadratowg tak samo, jak rdéwnanie elipsoidy
odniesione do osi gtéwnych:

(*)

Réwnania (6) i (7) bedg przedstawiaé¢ jedng i te sama powierzchnie,
jezeli beda spetnione réwnania

8)

Ale aby wiedzie¢, czy i w jaki sposob mogg by¢ spetnione
warunki (8), musimy pozna¢ wspotczynniki A, B i C1). W tym celu
musimy poznaé potencyat przyciagania wewnatrz elipsoidy.

4. Potencyat przyciagania wewnatrz elipsoidy.

Wezmy wspétrzedne prostokatne, zatézmy, ze 0§ X jest iden-
tyczna z najdtuzsza osig gtéwna elipsoidy, 0$ z z najkrotszg a o$ y
z pozostatg trzecig osig gtowng. Oznaczmy przez X, y, Z wspoirze-
dne punktu przycigganego, przez x\ y\ z' wspétrzedne punktéw
przyciaggajacych, przez e gesto$é, przez & stalg przyciggania, przez

najkrotsza odlegto$¢ miedzy dwoma punktami, a bedziemy mogli
napisac

9

gdzie ™ oznacza potréjne catkowanie po catej objetosci elipsoidy.

Dogodniej jest rozwaza¢ nie sam potencyat, a sktadowe przy-
ciggania. Z drugiej strony jest to dla naszego zadania obojetne,
czy rozwazamy potencyat, czy jego pochodne, bo chodzi nam o state
A, B, C ktoére wchodzg zaréwno do potencyatu, jak do jego po-
chodnych, t. j. do skladowych przyciggania.¥

*) O statg B nie chodzi, bo to stata dowolna.
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Z réwnania (9) wynika

10,

. 9Vv , 9V .

oraz ;analogiezne wzory na I . Dla przykiadu obliczymy
catke (10); pozostate dwie catki na pochodne wzgledem y i z otrzy-
mamy z pierwszej przez proste przestawienia kotowe. Aby utatwié
rachunek, przeniesiemy $rodek wspétrzednych do punktu przycia-
ganego X, y, z nie zmieniajac jednakze kierunkéw osi. Oprocz tego
zastagprimy wspo6trzedne prostokgtne przez biegunowe obierajac 0$ x
za 0§ biegunowga. Odpowiednio do tego potozymy

(11

Skoro to podstawimy we wzor (10), to otrzymamy:

Co o granic catkowania, to jasnem jest, ze musimy catkowac
wzgledem 6 od O do n, wzgledem x od O do 2ji, wzgledem r
od 0 do r', gdzie r' jest to odlegtos¢ punktéow powierzchni. Oczy-
wiscie r' jest funkcya 6 i ip, podczas gdy O i tp od r' nie zalezs;
trzeba wiec catkowa¢ najpierw wzgledem r, poczem otrzymamy

12

r' jest to odlegtos¢ miedzy przycigganym wewnetrznym punktem
X,Y,Z i przyciggajacym punktem powierzchni x\ y\ z'. Ten ostatni
punkt, musi czyni¢ zado$¢ réwnaniu elipsoidy (7), tedy

Astronomia teoretyczna Il 21
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Skoro tu podstawimy wartosci na x', y\ z' z réwnan (11), to orzy-
mamy réwnanie elipsoidy w ksztatcie:

13)
gdzie

(14)

L jest stale dodatnie jako suma kwadratéw, zas N jest stah od-
jemne, bo X, y, z sa to wspdétrzedne punktu potozonego wewigtrz
elipsoidy, wiadomo za$, ze w punktach wewnetrznych

Stad. ze L jest stale dodatnie a N stale odjemne, wynika, Ze oba
pierwiastki réwnania (13) sg rzeczywiste, ale znakéw przeciwnych.
Poniewaz r' moze by¢ tylko dodatnie, wiec bierzemy tylko do-
datni pierwiastek

podstawiamy go we wzoér (12) i otrzymujemy

Mozemy napisa¢ te catke w ksztakcie:

W tym ostatnim wzorze

oznacza element powierzchni kuli o promieniu réwnym jednosci,
catkowanie rozcigga sie do calej powierzchni kuli a
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jest to funkcya punktu w powierzchni owej kuli. Dogodnie jest
rozdizieli¢ powyzszg calke na dwie czesSci. Rozpatrzmy najpierw
pienwszg czes$¢, w ktérej pod znakiem catkowania stoi wyraz

Uwazajmy elementy lezagce wzgledem siebie w antypodach,
t j. elementy, dla ktorych

Poniie waz

przejtoi tak L, jak N majg w obu punktach jednakowe wartosci
absodutne i jednakowe znaki; M wprawdzie zmienia znak, ale war-
toscii absolutne ma w obu punktach jednakowe, przeto M2 jest
w ohu punktach dodatnie i ma te sama absolutng warto$é. Stad

. VM*~~NL. . .
wynuka, ze --—---—-- Ij ------ jest w obl punktach' i ‘'co do warto$éi ‘i co

do zamku jednakowe; poniewaz za$ cos 6 ma w obu punktach jedna-
kowy wartosci absolutne, ale przeciwne znaki, wiec catka zawiera-

. . . . . . 9V .
jaca pierwiastek daje w rezultacie zero i przywodzi sie do

albo, jezeli podstawimy warto$¢ na M z drugiego roéwnania (14), do:

Oczywiscie ta catka rozpada sie na trzy czesci. W drugiej i trze-
ciej czesci znosza sie elementy lezace na tym samym roéwnolezniku,
ale odlegte od siebie o 180° diugosci, t j. elementy, u ktérych

0=: ¥j — ifjx znosza sie z tymi, u ktorych d= 01?7 xp= n-t%

pozostaje wiec ostatecznie

21*
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Poréwnajmy otrzymang przed chwila pochodng z tg, ktéra
wynika ze wzoru (5), mianowicie z pochodng

z poréwnania wynika
(15)

We wzorze (15) nalezy jeszcze podstawi¢ L 2z pierwszego
wzoru (14). Spostrzegamy, ze 1 a tak samo B i G nie zalezg od
pétosi a, b, c, tylko od ich stosunkéw. Poniewaz przytem A, Bi C
sg proporcyonalne do gestosci, wiec wszystkie jednorodne homo-
tetyczne elipsoidy (t. j. takie, u ktorych stosunki miedzy osiami
sg jednakowe) o jednej i tej samej gestosci maja jednakowe A,
B i C Mozemy stad wyprowadzi¢ pewne interesujgce twierdzenie.
Wezmy dwie elipsoidy homotetyczne o réznych rozmiarach: wiekszg
0 gestosci (> mniejsza o gestosci — (> natézmy je na siebie tak,
zeby osie gtowne byly identyczne. Tam, gdzie gestos¢ — ¢ jest
natozona na gesto$¢ -j- e, wytwarza sie proznia, przeto otrzymujemy
tym sposobem warstwe ograniczong przez dwie homotetyczne eli-
psoidy. Dla obu elipsoid A, B, C majg te same absolutne wartosci
ale znaki przeciwne, tedy we wewnetrznej prézni przycigganie jest
rowne zeru. Mamy wiec twierdzenie:

Jednorodna warstwa zawarta miedzy dwoma ho-
motetycznemi, wspoétosiowemi elipsoidami nie wy-
wiera zadnego przyciggania na punkt znajdujacy sie
w jej wnetrzu.

Pot6zmy teraz dla utatwienia

(16)

i korzystajac z oklepanej réwnosci:

napiszmy pierwszy wzor (14) w ksztatcie:
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nastepmie wypiszmy ,explicite® we wzorze (15) warto$¢ elementu
powierzchniowego da i granice catkowania dla obu zmiennych 6
i t/j, a otrzymamy

Poniewaz pod znakiem catkowania stojg tylko kwadraty cos2t>
i sin2~, wiec mozna zastgpi¢ catkowanie wedle Xj od O do 360° przez
czterokrotne catkowanie od 0 do 90°. Tak samo mozna zastgpic
catkowanie wzgledem 6 od O do 180° przez dwukrotne catkowanie
od 0 do 90°, bo a i R zawierajg tylko kwadraty cos26 i sin2Q
a sin ® od 90° do 180° ma ten sam znak co od 0 do 90° i przy-
biera te same wartosci tylko w odwrotnym porzadku. Mozemy
wiec napisaé

Wykonajmy teraz catkowanie. Wiadomo, ze

Zatem podstawiajgc jeszcze napowrdt wartosci na a i B ze wzo-
row (16) i przyprowadzajgc wyrazenia stojace po lewej stronie
tych wzoréw do jednego mianownika otrzymamy

(17

Wzoréw na B i C nie piszemy, bo tatwo je otrzymac przez ko-
towe przestawienia.
Mogliby$smy w dalszym ciagu uzyé podstawienia Jacobiego

gdzie m jest nowa zmienng, ale dogodniej bedzie uzyé innego pod-
stawienia, tego mianowicie, ktérem postuguje sie Tisserand
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w ,Traité de mécanique céleste”. Kto pierwszy je wprowadzit, nie
wiem, ale spotykatem je w dzietach starszych niz dzieto Tisse-
rand a. Niech bedzie

Oprécz tego potozymy we wyrazeniu na A

B

c

Wykonajmy np. pierwszag z powyzszych substytucyi we wzo-
rze (17) na A. Znajdziemy

Co do granic, to wartosci 0= 0 odpowiada f = |, a wartosci

= ?odpowiada £= 0. Skoro to wstawimy we wzor (17) i skoro

odwrécimy granice catkowania, skoro nastepnie wykonamy podsta-
wienia we wzorach na B i C, to otrzymamy:

(18)

W ten spos6b sprowadziliSmy wyrazenia na A, B, C do mozli-
wie prostego ksztattu, bo figurujace po prawej stronie réwnan (18)
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catki sg to catki eliptyczne, ktérych na prostsze catki sprowadzi¢
nie mozna. Oblicza sie je za pomocg tablic tak samo, jak funkcye
kotowe. Mozna tez rozwija¢ je w szeregi, z czego we wilasciwej
chwili zrobimy uzytek.

5. Warunki réwnowagi.

Nalezy teraz powrdci¢ do warunkéw réwnowagi (8). O statg D
nie ma co troska¢ sie, bo to stata dowolna, ktérej mozna zawsze
nada¢ odpowiednig warto$¢. Wazne sg tylko dwa pierwsze réwnania

(8 bis

Oznaczmy element trzeciej catki (18) przez dS;, wtedy mozna
napisac:

U

Oczywiscie

Stad wynika

Potézmy jeszcze ,pour fixer les idées* a~>b”~>c, wtedy

a wskutek tego A <”B </C i jest mozno$¢ spetnienia rownan (8).
Trzeba teraz podstawi¢ wyrazenia na A, B, C w réwnania (8 bis).
Aby uprosci¢ pisanine, potdzmy jeszcze:

Otrzymujemy réwnania
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Korzystajac z tego, ze

przywodzac do jednego mianownika i nieco porzadkujgac, mozemy
to napisa¢ w ksztatcie:

(20)

Wezmy teraz drugie réwnanie. Za pomoca tych samych pod-
stawien mozna je przyprowadzi¢ do ksztattu:

(21)
u
Rugujemy wreszcie oj2 z réwnan (21) i (20). Po niektorych
przeksztatceniach otrzymamy réwnanie

(22)

Oczywiscie to réwnanie rozpada sie na dwa: jedno

ktore daje elipsoidy obrotowe i drugie, w ktérem catka stojgca
w réwnaniu (23) ma by¢ roéwna zeru, a ktére daje elipsoidy Ja-
cobiego.

6. Elipsoidy obrotowe.

W przypadku elipsoid obrotowych

Catki eliptyczne przechodzg wtedy w catki kotowe. Zaczniemy od
catki wchodzacej w C. Catka ta jest
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Wezmy teraz catke wchodzacg w skiad A, t j. catke

Potézmy znowu A £ =m; wtedy

wiec

Poréwnujgc te rezultaty ze wzorami (18) i kladac wrcigz
tak samo:

mozemy napisac

(23)

Skoro przyjelismy Xx= Z to jeden z warunkéw roéwnowagi
zostal spetniony; pozostaje jeszcze drugi. Wszystko jedno, czy
wezmiemy roéwnanie (20), czy (21). To ostatnie jest, jak wiadomo,
identyczne z drugiem réwnaniem (19), t j. z réwnaniem:

Zatem zamiast wykonywac¢ catkowania figurujgce w réwnaniu (21)
bierzemy wartosci na B i C z réwnan (23), podstawiamy w tylko
co0 napisane réwnanie, korzystamy z réwnosci

i otrzymujemy réwnanie przestepne, ktore po uporzadkowaniu mozna
napisa¢ tak:
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Ale dla elipsoidy obrotowej:

zatem mozna napisa¢ powyzsze rownanie w ksztalcie:
(24)

Jest to oczywiscie rownanie przestepne stuzace do okres$lenia X bo
z prawej strony stojag tylko wiadome wielkosci a z lewej funktya
przestepna zmiennej X u n

Wiadomo, ze pomiedzy X= — — i X= -\-- mozna rozwiigé
arctg X w szereg

Podstawmy te wartos¢ w réwnanie (24) a po tatwych rachin-
kach otrzymamy

(25)

W réwnaniu tem prawa strona jest dodatnig, lewa za$ dla
X2< 0 skiadataby sie wytacznie z odjemnych wyrazéw. Zatem od-
jemne wartosci na X2 nie moga by¢ pierwiastkami réwnania (24),
lub (25). Z drugiej strony pierwiastki urojone sg wykluczone jiko
nie majace fizycznego znaczenia, mozebne sg tylko dodatnie pier-
wiastki. Lecz jezeli X2~>0, to a2= b2”>c2 co oznacza, ze 0$ ob:otu
jest mniejsza od rownikowej: elipsoida musi by¢ sptaszczcna.

Rozpatrzmy teraz dodatnie pierwiastki réwnania (24). W :ym
celu trzeba zbadaé¢ przebieg funkcyi J (X, co znowu wymaga sba-

dania pochodnej oF Poniewaz F (X) jest tunkcya parzysta, viec

dF
dos¢ jest zbadac
os¢ jest zbadat

chodna na podstawie wzoru (24), bo jest do tego celu dogodniejszy
niz wzor (25). Po tatwych rachunkach znajdziemy

miedzy X= 0 a X= -\-00. Utworzymy po-

(26)
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Oczywiscie znak pochodnej zalezy tylko od wyrazenia stoja-
cego w nawiasie. Dla X= 0 to wyrazenie staje sie zerem, ale tuz
po X= 0 (t.j. dla matych dodatnich wartosci zmiennej X) jest do-
datnie, bo

Q
(9i-{- 7X3 — (1-]-A2 (9-j-Adartctg™ = ™ N 5—... wyzsze potegi A,...,

co dla bardzo matych wartosci X jest dodatnie. Zobaczmy teraz, co
bedzie dalej. Z pomiedzy dwéch wyrazéw w nawiasie wzoru (26)
pierwszy wcigz pozostaje dodatnim, co wiecej z poczatku wzrasta, ale
tylko do pewnego maximum, poczem zmniejsza sie, az wreszcie dla
2 = oo staje sie nieskonczenie matym. Przeciwnie drugi wyraz.

. .. . . L . .
t.j. arctg”™ wcigz wzrasta i dla X= 00 przybiera warto$¢ —. Poniewaz

arctg X ma znak odjemny, wiec skoro jeszcze wezmiemy w uwage

to, co byto przed chwila powiedziane o znaku wyrazu w nawiasie

w poblizu X— O, to dojdziemy do wniosku, ze wyraz ten jest do-

datni miedzy X= 0, a pewnag skonczong wartoscig na 2, ktdrg mo-

zemy oznaczy¢ przez X— Xm potem za$ jest stale odjemny. Inaczej
¢)F

mowiac, aX miedzy O a 4-00 zmienia znak jeden raz przechodzac

od wartosci dodatnich do odjemnych. n
Wréémy teraz do samej funkcyi F(X). Skoro miedzy O aoo

tylko raz zmienia znak, to F(X) musi wzrasta¢ az do pewnego
. . . . . . . . 9F
maximum odpowiadajgcego pierwiastkowi: X— Xmréwnania ~ = 0 ,

poczem zmniejsza sie. Zreszta z wyrazenia po lewej stronie réwna-
nia (25) zaraz wida¢, ze F (X)= O gdy X= 0, za§ z wyrazenia po
lewej stronie réwnania (24) widaé¢, ze dla X= -\-00 iunkcya F (X
znowu staje sie zerem. ktagczac to wszystko razem dochodzimy
do wniosku, ze F (X) jest zerem dla X= O, nastepnie wzrasta do
pewnego maximum a potem znowu spada asymptotycznie do zera,
t j. ma przebieg mniej wiecej taki, jak krzywa na ryc. 49.
Przejdzmy teraz do réwnania przestepnego (24). Po prawej
jego stronie stoi pewna stata. Jezeli ta stata jest wieksza, anizeli
maximum funkcyi F(X\ to réwnanie wcale nie posiada pierwiast-
kéw dodatnich; jezeli jest mniejsza, to sa dwie wartosci funkcyi
F (X réowne owej statej i réwnanie ma dwa pierwiastki dodatnie.

<2
Naturalnie moze sie takze zdarzyé, ze stata 2njcig jes™w a@’e
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wna najwiekszej wartosci funkcyi F {)\ wtedy oba pierwiastki zle-
waja sie ze sobg. Graficznie mozemy to przedstawié¢ kreslac prosta,

a2
rownolegta do osi y na odlegtosci rownej stalej "_m. Jezeli ta

prosta nie przecina sie z krzywa, to pierwiastkéw dodatnich niemaT
jezeli przecina sie z nig, to koniecznie przecina sie w dwoch
punktach odpowiadajacych dwém dodatnim pierwiastkom. W przy-
padku granicznym prosta jest styczna do krzywej w najwyzszym
jej punkcie.

Za wyjatkiem owego granicznego przypadku sg tedy albo
dwie elipsoidy czynigce zado$¢ warunkom réwnowagi, albo niema
zadnej. Jezeli sa dwie elipsoidy czynigce zado$¢ warunkom, to ta,
ktéra odpowiada mniejszemu pierwiastkowi jest mato spta-
szczona: — jest to tak zwana ,elipsoida planetarna, albo New-
tona“; druga odpowiadajgca wiekszemu pierwiastkowi X= X2i wiecej
splaszczona jest to tak zwana elipsoida Maclaurina. Juz Newton
dowiodt, ze elipsoida obrotowa moze by¢ figurg réwnowagi, ale do-
wod jego wiasciwie odnosit sie do planetarnych elipsoid. Dopiero
uczen jego Maclaurin okazal, ze takze znacznie splaszczone
krazkowate elipsoidy obrotowe moga by¢ figurami réwnowagi. Widaé
zaraz (z ryc. 49), ze stosunek miedzy elipsoidami Maclaurina
a planetarnemi polega na pewnym kontrascie. Drugi pierwiastek
jest tem wiegkszy, im pierwszy jest mniejszy, a wiec im mniej
sptaszczong jest elipsoida planetarna, tem towarzyszgca jej eli-
psoida Maclaurina jest wiecej sptaszczong i odwrotnie.

WidzieliSmy juz, ze samo istnienie, wzglednie nieistnienie
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pierwiastkdw réwnania przestepnego zalezy wytacznie od wartosci
(024
statej !{Lr—: albowiem lewa strona réwnania nie zalezy od za-
Jl nkq \yJ

dnych danych fizycznych. Jest to pewna funkcya, ktéra przebiega
szereg wartosci zupeilnie okreslonych i niezmiennych zupetnie tak

*

jak cos. lub sin. Zato stata © zalezy od danych fizycznych

zadania. Nie zalezy od nich 2ji, bo to stala matematyczna absolu-
tna, nie zalezy od nich takze stala Newtonowskiego przycig-
gania & bo skoro raz obraliSmy jednostki, to k2 jest dla wszyst-
kich ciat jednakowe. Zatem mozemy powiedzie¢, ze wartos¢ statej
zalezy od stosunku miedzy kwadratem predkosci katowej w2 a ge-
stoscig q. Jezeli gesto$¢ jest z gory dana, to stala wzrasta propor-
cyonalnie do kwadratu predkosci katowej. Przy matych predko-
Sciach obrotu stata jest mata i mozebne sg dwie figury réwnowagi.
W miare tego, jak predkos¢ obrotu wzrasta, stata tez wzrasta ajedno-
cze$nie obie elipsoidy obrotowe: planetarna i Maclaurina stajg sie
coraz to wiecej do siebie podobne, wreszcie dla pewnej granicznej
predkosci stajg sie identyczne. Jezeli predkos¢ obrotu wzrasta jeszcze
dalej, to elipsoidy obrotowe przestajg by¢ figurami réwnowagi.

ZapomnieliSmy powiedzie¢, ze gdy predkosé obrotu jest ze-
rem, to pierwiastki réwnania przestepnego sa —0 i = °°-
Pierwszemu z nich odpowiada kula, drugiemu nieskonczenie cienki
a zarazem nieskonczenie wielki krazek. Juz w § 3 poznalismy kule,
jako figure réwnowagi odpowiadajgca nieskonczenie matej predkosci
obrotu, ale nie mogliSmy tam odgadnaé, ze obok kuli w tym przy-
padku istnieje takze druga figura réwnowagi: nieskonczenie spta-
szczona elipsoida Maclaurina.

Zajmijmy sie jeszcze owym skrajnym granicznym przypad-
kiem. w ktérym elipsoidy obrotowe przestajg by¢ figurami réwno-
wagi. W tym celu trzeba obliczy¢ maximum funkcyi F(X).

Jezeli wr6cimy na chwile do wzoru (26), to zaraz spostrze-
zemy, ze warunek maximum jest

(27)

Mozna rozwigza¢ to rownanie przez kolejne przyblizenia: po dos¢
dtugim rachunku znajdziemy pierwiastek:
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Skoro podstawimy te warto$¢ na A we wyrazenie na F (A), np.
we wzér (24), to znajdziemy

Zatem maximum, ktére moze osiagnaé¢ lewa strona réwnania (24),

. L .C0 2 L,

wynosi 0,22467... i jezeli prawa strona, t j. - — ma wartosc
u 7ZrccQ

wieksza od tej granicznej wartosci, to réwnanie realnych pier-

wiastkéw nie posiada. To za$ oznacza, ze skoro

to elipsoida obrotowa figura réwnowagi by¢ nie moze.

Zastosujmy to do ziemi. Przycigganie [nie sita ciezkosci, ale
przycigganie] w powierzchni ziemi wynosi $rednio 9,81 metr.
na sek. Stad, oznaczajgc S$redni promienn ziemi przez R a mase
przez M. znajdziemy

Lecz

jezeli pod g bedziemy rozumie¢ $rednig gesto$¢ ziemi. Zatem

stad za$

Poniewaz w sekundach

wiec:

Podstawiajac jeszcze
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znajdziemy (dla ziemi)

a wiec wartos¢ o wiele mniejsza od granicznej wartosci 0,22467.
Widzimy stad. ze we warunkach ziemskich elipsoida obrotowa jest
figurg réwnowagi.

Trzeba jeszcze znale$¢ te elipsoide, czy raczej te elipsoidy,
bo réwnanie (24) ma dwa pierwiastki. Potézmy w niem

a znajdziemy:

Wezmy najpierw drugi pierwiastek odpowiadajgcy elipsoidzie
Maclaurina. Poniewaz ™ = [/l -]- A2 wiec stosunek ™ ma wartos$¢

przeszto 681,... tj. elipsoida Maclaurina jest ogromnie spta-
szczona: jest to cienki krazek. Wolno spyta¢, dlaczego takich eli-
psoid niema wsréd planet, dlaczego te cienkie krazki nie sa zreali-
zowane w przyrodzie. Uprzedzajgc to, o czem bedzie mowa w dal-
szym ciagu, powiemy, ze elipsoidy Maclaurina nie sg figurami
statej réwnowagi.

Wezmy teraz pierwszy pierwiastek: X1=0,0932... odpowia-
dajacy elipsoidzie planetarnej. Poniewaz sptaszczenie wyraza sie
wzorem :

(28)

wiec po podstawieniu wartosci X— 0,0932... znajdziemy:

tymczasem spiaszczenie ziemi wynosi z pewnoscig okoto ggg? a wi?c

jest duzo mniejsze od e wynikajacego z teoryi réwnowagi ciat cie-
ktych jednorodnych. Nic w tem dziwnego, bo ziemia nie jest cia-
tem jednorodnem.

Do kwestyi, o ile splaszczenie ziemi odpowiada warunkom
réwnowagi, powrécimy na innem miejscu; tymczasem gwoli infor-
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macyi powiemy jeszcze, Ze przy gestosci réwnej Sredniej gestosci
ziemi — granicznej wartosci na yl5 t. j. podwéjnemu pierwiastkowi
odpowiada czas obrotu 8718 sekund. Wynika to z réwnania

w ktorem, skoro na g przyjmiemy pewng okreslong warto$¢ (w da-
nym razie 5.5), wszystkie wielkosSci oprécz (0o beda wiadome. Odpo-
wiednie splaszczenie otrzymamy ze wzoru (28) ktadac ~= 2,5293...,
poczem znajdziemy

7. Elipsoidy Jacobiego.

W koncu § 5 przez eliminacye otrzymalismy réwnanie (22),
ktore rozpadto sie na dwa rownania: jedno prowadzace do elipsoid
obrotowych, drugie do elipsoid Jacobiego. Opuszczajac staty
czynnik (1 -[- AD-1 mozemy napisaé to ostatnie réwnanie w ksztatcie:

(22 bis)

Oproécz rownania (22 bis) musi by¢ spetnione jedno z pierwotnych
rownan, wyrazajgcych warunki réwnowagi, wszystko jedno czy
réwnanie (20), czy (21). Obieramy réwnanie (20), bo z powodu sy-
metryi wzgledem Xi Xx przedstawia ono niektore dogodnosci, z kté-
rych bedziemy mogli skorzysta¢. Réwnanie to wyglada tak

Poniewaz

przeto mozemy nada¢ mu ksztaitt:

(20 bis)
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Przestepne réwnania (20 bis) i (22 bis) zawieraja dwie nie-
wiadome A2 i Ai, zatem mamy tylez roéwnan, ile niewiadomych.
Ale pomienione réwnania majg realne i dodatnie pierwiastki tylko

dopéty, dopéki 2nk2Q n”e Prze”racza Pewnej granicy, albowiem,

skoro» zatozymy, ze A2(>0 i A?)>0, to okaze sie, ze lewa strona
réownania (20 bis) wogble pewnego maximum przekroczy¢ nie
moze- Nam specyalnie chodzi o wzgledne maximum lewej strony
réownania (20 bis) przy jednoczesnem spetnieniu réwnania (22 bis).
Oznaczmy lewa strone réwnania (20 bis) przez (p a lewa strone
réwnania (22 bis) przez ip. Wiadomo, ze warunek maximum funkcyi @
przy jednoczesnem spetnieniu réwnania

ip= 0
wyraza sie wzorem

gdzie q jest to pewien nieokreslony czynnik. Wiadomo dalej, ze
wspo6-tczynniki przy clA i dAl musza by¢ oddzielnie réwne zeru,
t j. -wiadomo, ze powyzsze réwnanie rozniczkowe rozpada sie na
dwa rdéwnania:

Ruguijac z tych ostatnich réwnan nieoznaczony czynnik q otrzy-
mamy réwnanie

(29)

ktoremu, dzieki symetryi funkcyi g i X wzgledem A i Aj, mozna
uczyni¢ zados¢ kiadac

t j. przyjmujac, ze elipsoida jest obrotowa. Wtedy funkcye (i ip
przywodzg sie do

Astronomia teoretyczna II. 22
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(30)

Obie catki wyrazajg sie przez funkcye kotowe. Aby ulatwi¢ sobie
catkowanie, wezmy tozsamos$é¢, ktora tatwo sprawdzié

Z lewej strony tego ostatniego réwnania ip= 0 na mocy
pierwszego roéwnania (30), z prawej zas druga catka jest réwna
zeru, albowiem wyraz pod znakiem catkowania jest pochodng wzgle-
dem £ funkcyi

ktora, gdy w niej podstawimy granice £=0 i £ = 1, da w rezul-
tacie zero. Tedy kladac jeszcze

otrzymujemy

Poniewaz

przeto

(1)

Ale do elipsoidy naszej, jako obrotowej, stosuje sie réwna-
nie (24); z drugiej za$ strony wedle réwnania (20 bis)
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Poréwnujac to ostatnie réwnanie z réwnaniem (24) a nastepnie
z rowm&niem (31) mozemy napisac

albo ttroche przeksztatcajac i porzadkujac
(32)

Przez rozumowanie podobne jak w § 6 przekonamy sie, ze
rownainie (32) ma tylko jeden pierwiastek rzeczywisty, nastepnie
inetodlg ,falsi“, lub graficznie znajdziemy, ze ten pierwiastek jest
~= 1,395..., wreszcie podstawiwszy w réwnanie (31) znajdziemy

Oto j est poszukiwane (wzgledne) maximum funkcyi qu Pozostaje
jeszczie pytanie, czy oprécz tego maximum niema innych. Odpo-
wiedZ odktadamy na pdzniej, do chwili, gdy bedziemy rozwazad
statos¢ rownowagi. Tymczasem przyjmujemy, ze jest tylko jedno
maxirmum i wnosimy, ze jezeli przy jednoczesnem spetnieniu réwna-
nia (2f2 bis) lewa strona réwnania (20 bis) nie moze przekroczy¢
wartosci 0,187..., to réwnania te mogg mie¢ realne i dodatnie
pierwiiastki tylko dopdty, dopdki

Mozenny zatem powiedzie¢, ze w powyzszych granicach obok eli-
psoid 'obrotowych: planetarnej i Maclaurina figurami réwnowagi
sg tez elipsoidy Jacobiego. W granicy, gdy

elipsoida Jacobiego przechodzi w obrotowg. Odtad az do

22*
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figurami réwnowagi moga by¢ juz tylko elipsoidy obrotowe. Ne
od rzeczy bedzie powiedzie¢, ze splaszczenie tej elipsoidy, ktdra jejt
jednoczes$nie elipsoida obrotowa i elipsoida Jacobiego, jest

Wartos$¢ ta wynika ze wzoru (28), skoro wen podstawimy X= 1,395 ...

Wyprowadzimy jeszcze pewng charakterystyczng dla elipso.d
Jacobiego nieréwnos¢. Spédjrzmy na rdédwnanie (22 bis). Ponie-
waz £ jest zawarte w granicach 0 i 1, wiec poki X2X</l. poyy
wszystkie elementy catki stojgcej po lewej stronie tego réwnania
sg dodatnie i catka zeru roéwnac¢ sie nie moze. A zatem musi by¢
koniecznie

(33)

Podstawiajac wartosci

mozemy przyprowadzi¢ nierownos$¢ (33) do ksztattu
(33 bis)

Z nieréwnosci (33), wzglednie (33 bis) wynika, ze w elipsoidach
Jacobiego 0$ ¢ tj. oS obrotu jest mata w poréwnaniu z dwoma
pozostatemi, albo przynajmniej w poréwnaniu z jedng z pozosta-
tych. Jezeli np. zatozymy, ze Xx jest male, t j. ze ¢ i b sa prawie
rowne, to zato X2 musi by¢ wielkie a wiec a musi by¢ wielkie
w poréwnaniu zbié¢. Figur tego rodzaju wséréd wiekszyck planet
nie spotykamy.
Przy danej predkosci obrotu czynigcej zado$¢ warunkowi

istnieje tylko jedna elipsoida Jacobiego. Wtiasciwie istniejg dwie,
bo jezeli wartosci X= a i Xx= R czynia zado$¢ réwnaniom (20 bis)
i (22 bis), to z powodu symetryi tych rownan wzgledem X i XX,
czynig im takze zado$¢ wartoéci X= B i XI= a. Ale obie te eli-
psoidy sa identyczne co do ksztattu, tylko inaczej zoryentowane:
podczas gdy najdiuzsza o$ jednej ma ten sam kierunek, co 0$ X.



to naijdtuzsza o0$ drugiej ma ten sam kierunek, co 0§ y. Oczywi-
scie nalezy uwazac te dwie identyczne elipsoidy zajedng. Dowodu

na twierdzenie, ze danej wartosci na Agéf odpowiada tylko jedna

elipsoida Jacobiego, nie podajemy, bo jest nazbyt diugi.
W przypadku ziemi

wiec warto$¢ tej stalej jest duzo mniejsza od granicznej wartosci
0,187... Wynika stad, ze przy tej predkosci obrotu, ktérg posiada
ziemia, oprocz elipsoid obrotowych: planetarnej i Maclaurina
moze, istnie¢ takze elipsoida Jacobiego. Kwestyg, w jakich wa-
runkach elipsoida Jacobiego moze byé¢ figurag réwnowagi statej,
zajmiemy sie pdzniej, teraz za$ przejdziemy do pierscienia.

8. Pierscien.

Istnienie pierscieni Saturna naprowadza na mysl, ze pierscien
moze, by¢ figura réwnowagi Laplace zajmowal sie tg kwestya,
a poniewaz chodzito mu wiasnie o pierScienie Saturna, wiec zakita-
dat, ze w S$rodku pierscienia znajduje sie masa przyciggajaca.
W. Thomson (pézniejszy lord Kelvin) podat bez dowodu twier-
dzenie, ze samotny pierscien, t j. pierscien bez Srodkowej, przy-
ciggajacej masy moze by¢ figurg réwnowagi. Dowdd podat w dwa
lata pézniej Poincaré w swej stawnej rozprawie ,Sur I'équilibre
d’'une niasse fluide, animée d'un mouvement de rotation...“. Samo-
tnym pierscieniem zajmowal sie takze Basset w r. 1889. Za-
danie Lap lace’a podjeta na nowo Zofia Kowalewska wr. 1885*
Analiza jej jest znacznie dokiadniejsza niz analiza Laplace’a

H. Poincaré przyjat za podstawe analizy nie wytozong tu
w § 2 zasade, ze powierzchnia cieczy musi byé powierzchnig ekwi-
potencyalna, lecz rownowazng jej zasade, ze energia potencyalna
uktadu znajdujacego sie w réwnowadze musi czyni¢ zado$¢ wa-
runkowi minimum.

Energia potencyalna elementu cieczy o masie dm sktada sie
z dwoéch czesci: jednej zaleznej od potencyatu przyciggania i dru-
giej zaleznej od potencyatu sity odsrodkowej. Jezeli oznaczymy
potencyat przyciggania catego uktadu na jednostke masy przez V,
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predkos¢ katowa obrotu przez (0 a odlegto$¢ od osi obrotu przez
xE-J-y2 to pierwsza cze$é jest

a druga

przyczem

Znak N oznacza, jak zwykle, catkowanie po catej objetosci cie-

ktego ciata a r oznacza odlegto$¢ elementu o masie dm' od uwaza-
nego elementu o masie dm Tedy energia potencyalna catego uktadu,
ktéora oznaczamy przez U bedzie

(34)

gdzie

oznacza moment bezwiadnosci catego uktadu wzgledem osi obrotu.
Warunek réwnowagi wyraza sie wzorem

(35)

Pomimo tego, ze analiza oparta na zasadzie minimum energii
potencyalnej przedstawia rozliczne udogodnienia, pozostajg wielkie
trudnoéci do pokonania. Zeby je omingé, trzeba uciec sie do uta-
twiajacych zatozen. Trzeba zatozy¢, ze rozmiary poprzecznego prze-
kroju pierscienia sg mate w poréwnaniu z jego S$rednicg, wtedy
bowiem mozna pomija¢ kwadraty, iloczyny i wyzsze potegi stosun-
kéw pomiedzy pozostatymi parametrami a $rednicg pierscienia i t d.
Tak samo trzeba zatozy¢, ze krzywa ograniczajaca poprzeczny prze-
kréj nie rozni sie zbytnio od kota.

Gdy pierscien jest samotny (t. j. gdy niema masy $rodkowej),
to okazuje sie, ze poprzeczny przekréj ma ksztatt podobny do elipsy,
ktorej wieksza 0§ lezy w ptaszczyznie réwnika pierscienia. Im
predkos¢ obrotu jest wieksza, tem mimosrod elipsy jest wiekszy
[albo, co na je™no wychodzi, tem sptaszczenie jest wiekszej; ale
nie wiadomo, czy mimosréd powieksza sie nieograniczenie razem
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z predkoscig obrotu, bo wzér, na ktérym opiera sie to twierdzenie,
zositat wyprowadzony przy zatozeniu, ze mimosrod jest wogodle
ma.ty. Dalej okazuje sie, ze kazdej predkosci obrotu odpowiada
tylko jeden pierscien czynigcy zado$¢ warunkom réwnowagi, na-
stepmie okazuje sie, ze przy danej masie i gestosci poprzeczny
przsekrdj pierscienia wzrasta razem z predkoscig obrotu, ale tylko
dopéty, dopoki stosunek -——— nie przekroczy granicy 0,949....
u Ji/cie

bo p>rzy dalszym wzroscie predkosci obrotu poprzeczny przekroj
juz zmniejsza sie. Mozemy zatem powiedzie¢, ze przy danej masie
i gestosci pomiedzy granicami

wiekszej predkosci obrotu odpowiada pierscien mniejszy a grubszy,
za$ powyzej

wiekszej predkosci obrotu odpowiada pierscien wiekszy a cienszy.
Spostrzegamy, ze granica 0,949... jest w poréwnaniu z temi, ktore
dotad spotykalismy [0,22467..., 0,187...], bardzo wysoka.

Powyzsze twierdzenie jest ograniczone w swej doniostosci przez
to, zte badZz co badz zostato wyprowadzone nie ze Scistych, a z przy-
blizonych wzoréw; wszak na poczatku zatozyliSmy, ze pierscien
jest duzy a cienki i odpowiednio do tego zalozenia pomineliSmy
rézne wielkosci jako mate; gdybysSmy za$ zalozyli, ze pierscien
jest maty a gruby, to te same wielkosci nie bytyby malte, ale po-
rownywalne z temi, ktére pozostaty w réwnaniach. Zresztg mniejsza
0 to> zobaczymy w dalszym ciggu, ze pierscien nie jest figurg
réwnowagi stalej, przeto teorya jego przedstawia, jezeli wolno tak
wyrazi¢ sie, czysto akademicki interes.

Tak Laplace, jak Z Kowalewska rozpatrujgc zadanie
o rownowadze pierscienia, w Ssrodku ktérego znajduje sie przycia-
gajaca masa, wyszli ze zasady, ze powierzchnia pierscienia jest
powierzchnia ekwipotencyalng. Zatem wzory ich na warunek réwno-
wagi wygladaja tak samo. jak wzér (4): trzeba tylko do poten-
cyatu przyciggania samego pierscienia doda¢ potencjat przycigga
nia Srodkowego ciala, zamiast ktérego mozna podstawi¢ potencyat
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punktu o masie réwnej masie srodkowego ciata. Poniewaz piersciei
jest figurg obrotowa, wiec do$¢ jest napisa¢ réwnanie warunkowe
dla jednego przekroju. Jezeli zatozymy, ze Srodek wspoétrzednych
znajduje sie w centralnym przyciggajacym punkcie, ze ptaszczyzm
Xy jest plaszczyzng réwnikowg a o$ z osig obrotu, to np. dla prze
kroju w ptaszczyznie yz bedziemy mieli réwnanie

(36)

W réwnaniu tem V oznacza potencyal przyciggania samego
pierscienia, Mx mase centralnego ciata, y i z sg to wspdtrzedne
punktu powierzchni pierscienia a C, iak zwykle, stata. Trudnosci,
ktére napotyka sie w tem zadaniu, sa jeszcze wieksze niz w za-
daniu Poincarégo. Tidmaczy sie to obecnoscig centralnego ciata.
By¢ jednak moze, ze gdyby pojs¢ ta sama droga, co Poincaré,
to moznaby uzyska¢ pewne ulatwienia. Tymczasem z powodu tru-
dnosci nie mozna posung¢ sie w dyskusyi tak daleko, jak w tamtem
zadaniu. Jednakze Kowalewska okazata: 1) ze warunek réwno-
wagi moze by¢ spetniony przynajmniej przyblizenie; 2) ze poprze-
czny przekrdj pierscienia posiada symetrye tylko wzgledem pta-
szczyzny réwnika, ma bowiem ksztatt jajowaty. Inaczej moéwiac,
krzywizna powierzchni pierscienia jest po stronie zwrdconej do
ciata srodkowego inna, niz po stronie przeciwnej. Wiasciwie gidwny
rezultat pracy Kowalewskiej polega na wykryciu tej dysyme-
tryi, bo juz La place wykazatl, ze pierscien moze by¢ figurg
rownowagi w razie, gdy w $rodku jego znajduje sie ciato przycia-
gajace, ale poniewaz posungt sie w przyblizeniach mniej daleko,
niz Kowalewska, wiec owej dysymetryi nie znalazt. Zreszta
Kowalewska ponownie znalazta rezultat, ktéry wykrytjuz La-
place, mianowicie, ze masa ciala centralnego nie powinna przekra-
cza¢ pewnej granicy, ze powinno by¢

Aby zrozumiec istotne znaczenie tej nieréwnosci nalezy sobie
uprzytomni¢ to, ze gesto$¢ pierscienia zostala przyjeta za jednosc
oraz, ze za jednostke dtugosci przyjeto R, t j. odlegtos¢ srodka po-
tudnikowego przeciecia pierscienia od $rodka centralnego ciata.
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Jezeli przywrocimy ogdlne, nieokreslone jednostki diugosci i ge-
stosci, to powyzsza nierdwnos$¢ przybierze ksztatt:

gdzie g oznacza gesto$¢ pierscienia.

Podobnie jak pierscien izolowany, takze pierscien z centralug
masa jest figura réwnowagi niestatej. Wnosimy stad, ze pierscienie
Saturna nie moga by¢ ciatami ciggtemi, gazowemi, lub ciekltemi,
nie moga tez by¢ ciatami ciggtemi, statemi, bo musiatyby wtedy
by¢ zrobione z materyatu posiadajgcego niestychang wytrzymatosé.
By¢ moze, ze skladajg sie one z mndstwa drobnych ciatek, jak to
przypuszczat juz Cassini. Badania spektroskopiczne potwierdzajg
to przypuszczenie. W ostatnich czasach Birkeland postawit na-

wet hypoteze, ze piersScienie Saturna sg zjawiskiem magnetoelek-
trycznem.

9. Inne figury réwnowagi.

WspomnieliSmy juz poprzednio, ze figury réwnowagi trzeba
poprostu odgadywac¢. Odgadniecie elipsoid obrotowych i pierscieni
wiasciwie tak trudnem nie bylo. Na elipsoidy obrotowe naprowa-
dza ksztalt poziomu morza. Wprawdzie ziemia nie jest cialem
jednorodnem, ciektem; ale fakt, ze powierzchnia morza ma przybli-
zenie ksztatt elipsoidy obrotowej, naprowadza na pytanie, czy ciato
catkowicie ciekte nie powinno mie¢ elipsoidalnego ksztattu. Skoro
za$ postawiono sobie to pytanie, to naturalnym biegiem rzeczy, po-
prostu idagc w kierunku najmniejszego oporu otrzymano najpierw
rozwigzanie dla cieczy jednorodnej, bo wtedy analityczne zadanie
przedstawia najmniejsze trudnosci. Tak samo na pierscien naprowa-
dzito istnienie pierscieni Saturna, ale na inne figury réwnowagi natura
sama nie naprowadza. To tez na odkrycie, ze nietylko elipsoidy obro-
towe, ale takze niektére trojosiowe moga by¢ figurami rownowagi,
czekano przeszio 150 lat od Newtona do Jacobiego. Jezeli na
odkrycie innych figur rownowagi czekano tylko po6t wieku, bo tylko
od Jacobiego (1834 r.) do (1885 r.), to zawdzieczamy to jedynie
geniuszowi Poincarégo. Poincaré okazal ze mozna owe odga-
dywanie usystematyzowaé, ze mozna droga dedukcyi dojs¢ do po-
znania nowych figur réwnowagi. Jednocze$nie Poincaré okazat, ze
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istnieje nieskonczona ilo$¢ figur réwnowagi, z ktérych atoli wiekszos¢,
raczej ogdt z nielicznymi wyjatkami, sg to figury réwnowagi nie-
statej. Jednag z odkrytych przez sie figur, figura gruszkowata, ktéra
wydawata sie dla kosmogonicznych teoryi szczeg6lnie wazng, Poin-
caré zajmowal sie specyalnie, a kwestya. czy ta figura jest figura
rownowagi statej, c7y niestatej wywotata obszerng, dotad niezakon-
czong dyskusye. Do tej figury gruszkowatej powrécimy nieco dalej,
bo wprzédy zajmiemy sie wykiladem zasad teoryi Poincarégo.
Zeby je dobrze zrozumieé, musimy przypomnieé sobie niektdie po-
przednio znalezione rezultaty.

Napiszmy dla krétkosci

@7

Znalezlismy, ze dopdki /m< 0.187..., to figura réwnowagi moze
by¢: 1) elipsoida planetarna, 2) elipsoida Maclaurina i 3) eli-
psoida Jacobiego. Kazdej wartosci parametru odpowiada jedna
elipsoida planetarna, jedna Maclaurina i jedna Jacobiego.
Gdy f zmienia sie w sposéb ciagty, to wymiary tych elipsoid
zmieniajg sie takze w sposéb cigglty. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
pomiedzy /= 0 a/= 0,187... istniejg trzy serye figur réwnowagi.
Lecz skoro f przekroczy granice 0,187... to elipsoidy Jacobiego
stajg sie niemozebne: ich serya urywa sie, pozostajg tylko elipsoidy
obrotowe (serye 1 i 2) Zresztg te ostatnie takze stajg sie niemo-
zebne, gdy / przekroczy granice 0,22467... Ale rozwazmy, w jaki
spos6b zakonczyta sie serya elipsoid Jacobiego?

Oto gdy / jest bardzo male. to elipsoida Jacobiego jest
bardzo wydtuzona: wyglada jak igla. W miare tego jak f wzrasta,
elipsoida Jacobiego staje sie coraz to wiecej podobng do eli-
psoidy obrotowej, stosunki pomiedzy jej osig obrotu a dwoma po-
zostatemi zblizaja sie do siebie, wreszcie gdy f = 0,187..., elipsoida
Jacobiego przechodzi w elipsoide obrotowg planetarng. Zatem
elipsoida obrotowa odpowiadajgca wartosci h= 0,187... jest wspélna
seryom 1 i 3. Te wspdlna elipsoide Poincaré nazwat elipsoidg ExJ).

Jezeli wsrdd tych niewielu seryi figur réwnowagi, ktére do-
tychczas poznaliSmy, sg takie przejscia, jezeli istniejg figury wspoélne¥

*) Sptaszczenie jej jest 0,4173..., za$ stosunek miedzy osig obrotu a réwni-
kowg 0,5827...
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dwém seryom. to dlaczego zjawisko to nie miatoby by¢ bardziej
powszechnem? Zasadnicza idea teoryi Poincarégo polega wtasnie
na przypuszczeniu, ze obok izolowanych, samotnych seryj figur
rownowagi — taka izolowang serya jest naprzyklad serya pier-
Scieni, — istniejg inne laczace sie ze sobg. W przeno$ni mozna po-
wiedzie¢, ze niektore serye figur réwnowagi przecinajg sie ze soba.
Mozna zatem przez posrednictwo figur wspélnych dwém seryom,
jak np. elipsoida EIf przejs¢ od jednej seryi do drugiej. Ale po czem
poznaé, ze pewna figura jest wspdlna dwém seryom i jak rozpoznaé
ksztatt figur tamtej drugiej seryi? Jezeli trzeba znowu odgadywaé
jedno i drugie, to c6z zyskamy przez wprowadzenie pojecia tgczno-
$ci miedzy oddzielnemi seryami? Wszak np. elipsoida obrotowa Et
byta znana oddawna, ale dopiero dzieki odkryciu Jacobiego
dowiedziano sig, ze ta elipsoida nalezy jednocze$nie do seryi eli-
psoid Jacobiego. Otéz Poincare wskazat, poczem mozna roz-
poznaé, ze ta a nie inna figura jest wspo6lna dwom seryom [figury
takie Poincaré nazwat .figures de bifurcation“] i jak przez jej
posrednictwo przej$¢ od jednej seryi do drugiej. Kryteryum jest
w Scistym zwigzku ze statoscig réwnowagi.

10. Statos¢ réwnowagi. Teorya Poincarégo.

Moéwimy, ze pewien uktad jest w réwnowadze, gdy jego ener-
gia potencyalna czyni zado$¢ warunkowi minimum- maximum, albo-
wiem wtedy nie dziatajg zadne sity i uklad moze pozosta¢ nie-
zmienionym. Jezeli wiec oznaczymy energie potencyalng ukiadu
przez P a najogdlniejsze wspdtrzedne, od ktdrych zalezy jego ksztatt
i stan, przez gx, g2, g3..., gn to w stanie "6wnowagi

(38)

Jezeli wszystkie wspotrzedne qt, g2__ gnsa od siebie nieza-
lezne, to réwnanie powyzsze rozpada sie na n réwnan:

(39)
jezeli za$ pomiedzy qi. g3..., gnistnieja pewne zwiazki, to réwna-

nie wyrazajagce warunek minimum znowu rozpada sie na n réwnan
podobnych do réwnan (39), ale zawierajacych takze czgastkowe pocho-



dne funkcyi wyrazajacych zwiazki miedzy wspotrzednemi. W kaz-
dym wiec razie otrzymamy n réwnan, z ktérych mozna wyznaczy¢
te wartosci wspotrzednych, ktére czynig zado$¢ warunkowi minimum-
maximum.

Réwnowaga ukitadu jest stata, jezeli jego energia potencyalna
wihasnie osigga minimum, t j. jezeli przy 6P =() jednoczesnie

(40;

Zaldzmy, ze ten ostatni warunek jest spetniony i wyobrazmy
sobie, ze nie zmieniajgc momentu obrotu (ol przeprowadzili$my
uktad do jakiejkolwiek sasiedniej konfiguracyi. Ta sasiednia kon-
figuracya nie jest konfiguracya roéwnowagil), wiec skoro ukiad
znajdzie sie w niej, to natychmiast pojawiag sie sity odksztatcajgce.
Poniewaz w pierwotnej konfigurac}® energia potencyalna byta naj-
mniejszg, to w nowej jest z konieczno$ci wieksza od pierwotnej
i wszystkie sity sg skierowane ku dawnej konfiguracyi, wszystkie
daza ku ternu, aby ja przywrdci¢. Inna rzecz, ze ukiad nasz moze
bedzie oscylowa¢ dokota konfiguracyi réwnowagi, bo skoro raz
rozpocznie sie ruch, to musi trwa¢ dopéty, dopdki tarcia nie zni-
weczg jego cynetycznej energii. Dla nas waznem jest tylko to, ze
uktad musi oscylowaé¢ naokoto konfiguracyi rownowagi statej.

Warunek (40) musi by¢ spetlniony bezwzglednie, to jest dla
wszelkich (matych) wartoéci przyrostéw 69~ 06g2..., 6gn Jezeli
mozna znale$¢ bodaj jeden taki uktad wartosci na przyrosty (np.
uktad, w ktérym wszystkie przyrosty &q sa réwne zeru, albo zni-
kome, tylko jeden ma troche wieksza wartos¢), przy ktérym d2P
staje sie odjemne, to réwnowaga nie bedzie stalg, bo wprawdzie
nie po wszelkich, ale po niektérych odksztatceniach uktad nie po-
wrdéci do pierwotnej konfiguracyi.

Napiszmy teraz wyrazenie drugiego przyrostu ,expliciteu. Dla
prostoty zatozymy, ze wszystkie wspotrzedne qt, qa.., gn sg od
siebie niezalezne. Gdyby za$ niektére wspoétrzedne byly od innych
zalezne, to wyrugujemy je za pomoca zwigzkéw wyrazajacych owag
zalezno$¢ tak, aby pozostaty tylko niezalezne wspoétrzedne. Otrzy-
mamy:¥

#® Przypadek, gdy sasiednia konfiguracya jest takze konfiguracyg réwno-
wagi, jest wyjatkowy. Nie potrzebujemy go tu rozwazaé. Tak samo nie potrze
bujemy rozwazaé przypadku, gdy 6iP znika razem z SP.
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Aby upewni¢ sie, Ze figurujaca po prawej stronie forma kwa-
dratowa jest stale dodatnia, trzeba przeksztatci¢ ja na sume kwa-
dratow. Metod ku temu stuzacych nie potrzebujemy ttémaczy¢. bo
wykitad ich znajduje sie w kazdym podreczniku algebry wyzszej
w rozdziale o formach kwadratowych. Zatézmy, ze nowe wspot-
rzedne, przy ktérych 62P przechodzi w sume kwadratéw, sa: hx,
A,..., h,. Po przeksztatceniu otrzymamy

(42)
gdzie

(43)

Aby O62P mogto pozostawaé dodatniem przy wszelkich warto
$ciach przyrostéw 6ht, 6h2.... 6h,n trzeba aby wszystkie wspoétczyn-
niki H byty dodatnie. Od ich znakéw zalezy statos¢ roéwnowagi.
Z tego powodu Poincaré nazwal je wspoétczynnikami statosci
[ coefficients de stabilité].

Zanim péjdziemy dalej, wpierw musimy omoéwi¢ pewna tru-
dnoé¢, ktéra powstaje stad, ze, n t j. liczba parametréw h [wzgle-
dnie (] jest pospolicie nieskoriczona. Zdawatoby sie, ze przy-
najmniej w niektérych przypadkach, np. w przypadku elipsoid,
n mogtoby by¢ liczbg skonczona. Wszak elipsoida jest zupetnie okre-
Slona. skoro dane sg rozmiary jej trzech osi. Gdy jednak zasta-
nowimy sie nad tem blizej, to spostrzezemy, ze nawet w przypadku
elipsoidy liczba parametréow, od ktorych zalezy energia potencyalna
uktadu, musi by¢ nieskonczona. W istocie, jezeli chcemy wyprébo-
wac statos¢ réownowagi elipsoidy, to nie mozemy ograniczy¢ sie do
odksztatcen, w ktérych tylko rozmiary podlegajg zmianom, a ksztatt
elipsoidalny jest zachowany; musimy wyprébowaé stato$¢ na wszystkie
dajace sie pomysle¢ odksztatcenia, wtedy za$ musimy wprowadzic¢
nieskonczong ilo$¢ parametrow h. Wynika stad niemata trudnos¢,
bo przy przeksztatceniu formy kwadratowej (41) na sume kwa-
dratéw (42) trzeba rozwigza¢ réwnanie algebraiczne M-tego stopnia.
Co pocza¢ z tem réwnaniem? Na szcze$cie mozna obej$¢ trudnosé
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W nastepujacy sposob. Istniejg dla kuli funkcye sferyczne, dla
elipsoid funkcye Lamé go, za pomoca ktérych mozna wyrazi¢
kazde dowolne odksztatcenie, a ktdre majg te wilasnos¢, ze wyra-
zenie na 62P odrazu przedstawia sie w postaci sumy kwadratéw.
Uzywajac tych funkcyi mozna przeto obejs¢ sie bez przeksztat-
cenia formy (41) we forme (42) i veo ipsou mozna obej$¢ sie bez
rozwigzania réwnania algebraicznego nieskonczenie wysokiego sto-
pnia. Co wiecej, K. Schwarzschild okazat, ze dla innych figur
mozna utworzy¢ ,funkcye ortogonalne® majgce takie same wia-
snoéci jak funkcye sferyczne i Lamégo.

Odksztatcenia, ktorym poddajemy figury réwnowagi, sa do-
wolne co do rodzaju, ale ograniczone co do rozmiaréw, albowiem
cala nasza teorya opiera sie na zalozeniu, ze przyrosty 69, wzgle-
dnie 6h sg o tyle mate, ze wolno urwaé rozwiniecie P w szereg
Taylora na drugim przyroscie. Gdyby przyrosty wspoétrzednych
nie byly mate, to nie moznaby ze znaku drugiego przyrostu wnio-
skowa¢ o tem, czy energia potencyalna w nowej konfiguracyi jest
wieksza, czy mniejsza, niz w konfiguracyi pierwotnej, bo to zale-
zatoby nietylko od drugiego, ale takze od dalszych przyrostow.

Wro6émy teraz do wiasciwego naszego tematu. Chodzi nam
o to, poczerh pozna¢ figure bifurkacyjnag, t j. taka, w ktérej roz-
patrywana serya figur réwnowagi krzyzuje sie z inna serya. Za-
t6zmy, ze rozpatrywana serya figur rdwnowagi jest uporzadkowana
tak, jak u Poincarégo, wedle odpowiednich wartosci momentu
obrotu cu/, gdzie 1 oznacza moment bezwiadnosci wzgledem osi
obrotu, albowiem ten porzadek jest z pewnych wzgledéw najdogo-
dniejszy. Zatézmy, ze w rozpatrywanej przez nas seryi réwnowaga
jest stata, ze zatem wszystkie wspétczynniki H sg dodatnie. W miare
tego, jak przechodzimy od jednej wartosci momentu obrotu do dru-
giej i od jednej figury do drugiej, pierwiastki rownan (39). t.j. pa-
rametry Aj, h2... i wspotczynniki H zmieniajg sie. Otéz jezeli
u figury B zmienia znak ktdéry ze wspotczynnikéw, np. wspdéiczyn-
nik Hk to rozpatrywana serya przestaje by¢ serya réwnowagi
statej, dalsze figury poza figurg B juz nie sg stale. Ale to nie
znaczy, aby przy dalszej zmianie momentu obrotu ciecz nie mogta
przybra¢ figury réwnowagi statej (chociaz i taki przypadek moze
sie zdarzy¢), — to znaczy, ze przy dalszej zmianie momentu obrotu
ciecz przybiera figure rownowagi statej nalezgcg nie do rozpa-
trywanej seryi, a do innej seryi figur statych. Przejscie powinno
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by¢ ciagte, wiec we figurze B krzyzujg sie dwie serye figur réwno-
wagi; figura B jest ,figurg bifurkacyjng“. Az do figury B pierwsza
serya jest serya rownowagi statej, odtad wiasnosé ta przechodzi na
nowa serye. Co wiecej, poniewaz — wedle zatozenia — u figury bifur-
kacyjnej zmienia znak wspotczynnik Hk wiec po odksztatceniach,
w ktérych 6hk— 0. przyrost 02P jest dodatni i ciecz powraca do
pierwotnego ksztattu, natomiast po odksztatceniu, w ktérem inne 6h
sg réwne zeru a 6hk~ 0O, przyrost d2 jest odjemny i ciecz do
dawnego ksztaltu powrdci¢ nie moze. Zatem przejScie do nowej
seryi odbywa sie wiasnie przez odksztatcenie odpowiadajace zmia-
nie wspoétrzednej hk i badajac to odksztalcenie mozemy rozpoznaé
ksztatt figur nowej seryi.

Wezmy dla przyktadu elipsoidy obrotowe. Porzadkujemy je
na wzér Poincar6ogo wedle wartosci momentu obrotu. Wtedy
elipsoidy planetarne i elipsoidy Maclaurina utworzg jeden sze-
reg, bo przy tej samej masie momenty obrotu elipsoid Maclau-
rina sa wieksze niz momenty obrotu elipsoid planetarnych i mozna
uwazac¢ szereg elipsoid Maclaurina za przedtuzenie szeregu eli-
psoid planetarnych. W tym nowym szeregu elipsoidy planetarne
nastepujag po sobie w tym samym porzadku, co przy uporzadko-
waniu wedle odpowiednich wartosci 0) lub/, t j. wieksze momenty
obrotu odpowiadajg wiekszym predkosciom obrotu; natomiast eli-
psoidy Maclaurina nastepujg po sobie w odwrotnym porzadku,
bo u nich wiekszym momentom obrotu odpowiadaja coraz to
mniejsze predkosci obrotu (coraz to mniejsze/). Zatem w tem no-
wem uporzgdkowaniu szereg elipsoid obrotowych zaczyna sie kulg
w= 0./= 0, o)l=0) i postepuje ku coraz to wiecej spta-
szczonym elipsoidom planetarnym az do elipsoidy odpowiadajacej
/'= 0,22467...*); odtad idg elipsoidy Maclaurina coraz to wiecej
sptaszczone az do nieskonczenie cienkich krazkéw, dla ktérych o)
i f sg znikome, ale col nieskonczenie wielkie.

Rozpatrzmy ten szereg poczynajgc od kuli. Kula jest figurg
rownowagi statej, wszystkie jej wspoétczynniki H sg dodatnie; na-
stepujace po kuli coraz to wiecej sptaszczone elipsoidy planetarne
sg réwniez figurami statej réwnowagi, ich wspotczynniki H sg
wszystkie dodatnie, ale coraz to mniejsze. Jezeli uporzadkujemy

*) Sptaszczen' » tej elipsoidy jest 0,6328... a stosunek mniejszej osi do
wiekszej 0,3676 .. .
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wspotczynniki H wedle ich wielkosci, to spostrzezemy, ze najpierw
zbliza sie do zera najmniejszy z nich H1 a gdy dojdziemy do
elipsoidy Ex4H), to H1 zmieni znak. Na tej figurze serya elipsoid
obrotowych traci stato$é: wszystkie planetarne elipsoidy poza EXx
i wszystkie bez wyjatku elipsoidy Maclaurina sg niestate. Ale
elipsoida Ex nalezy jednoczes$nie do seryi elipsoid Jacob iego.
jest to wiec ta elipsoida bifurkacyjna, w ktorej serya elipsoid obro-
towych Kkrzyzuje sie ze serya elipsoid Jacobiego.

Pozostanmy jeszcze przez chwile przy elipsoidach obrotowych.
Wspdtczynniki H dla tej seryi majg stosunkowo dos¢ prosty ksztah;
jezeli poczatkowo uszykujemy je wedle wielkosci, poczynajac od
najmniejszego, to zmieniajg one znak w tym samym porzadku:
najpierw zmienia znak H1: potem H2... i t d. Kazda elipsoida,
u ktorej jedno z H zmienia znak, jest ,bifurkacyjna“, t j. w kazdej
z nich serya elipsoid obrotowych krzyzuje sie z nowa serya figur
réwnowagi, ale wszystkie te nowe serye oprocz pierwszej, t j. oprécz
elipsoid Jacobiego sa niestate, bo serya elipsoid obrotowych utra-
ciwszy statos¢ na figurze Ex juz im tej cechy oddac¢ nie nnoze; prze-
ciwnie w miare tego, jak coraz to nowe wspoétczynniki Ef zmieniaja
znak, serya ta staje sie coraz to wiecej niestata?d. Z tego powodu
wszystkie dalsze serye, Kkrzyzujace sie ze serya elipsoid obroto-
wych, nie przedstawiajg wielkiego interesu. Jednakze Poincaré
zbadat je pobieznie i okazat, ze to sg figury majace pewna ilosé
ptaszczyzn symetryi przechodzacych przez o$ obrotu, ilos¢ dla
coraz to dalszych seryi coraz to wiekszg. Sg to zatem figury, kto-
rych przekroje réwnikowe maja ksztatt astroid.

Przejdzmy teraz do elipsoid Jacobiego, ktdrych serya
skrzyzowata sie ze serya elipsoid obrotowych w elipsoidzie EXx
Obie gatezie tej seryi zawierajg figury réwnowagi statej, bo obie
odpowiadajg wiekszym momentom obrotu niz mo-
ment, ktéoremu odpowiada elipsoida Ex. Podobnie, jak u elipsoid
Maclaurina, wieksze momenty obrotu odpowiadajag mniejszym
predkosciom obrotu i mniejszym /, bo przy mniejszej predkosci
obrotu elipsoida Jacobiego staje sie coraz bardziej wydtu-
zonag. Zreszta obie gatezie zawieraja te same figury; tylko naj-¥

*) Sptaszczenie elipsoidy El byto podane wyzej; odpowiednie /= 0,187...

s) Ta nalezy zauwazyé¢, ze wspétczynniki H elipsoid obrotowych sa tak
uksztattowane, iz zmieniaja znak tylko raz; skoro wigc przejda od wartosci do-
datniej do odjemnej, to na zawsze pozostaja odjemnemi.



— 353 —

dtuzsze osie figur jednej galezi tworza z najdtuzszemi osiami figur
drugiej gatezi kat prosty [por. koniec § 7]. — W obu galeziach
wszystkie figury blizsze figury E1 sg zupetnie state, wszystkie ich
wspotczynniki H sg dodatnie. Deformacya, dla ktérej elipsoida EXx
jest niestala, polegajgca na wydtuzeniu jednej z osi réwnikowych,
jest nieszkodliwa dla elipsoid Jacobiego, bo wilasnie przez te
d«eformacye elipsoida obrotowa przechodzi w elipsoide trojosiowa.
Maturalnie pierwsze, t j. najblizsze do elipsoidy EXx elipsoidy Ja-
cobiego sa malo wydluzone, wspétczynniki H sg wszystkie
citodatnie, ale w miare tego, jak posuwamy sie ku coraz to wiek-
szym momentom obrotu, wydtuzenie powieksza sie a wspdiczyn-
niki H zmniejszajg sie i po kolei przechodzg do wartosci od-
jemnych. W chwili, gdy pierwszy z nich przechodzi przez zero
(odpowiedniag figure Poincaré nazwal elipsoidg i£2), elipsoidy Ja-
cobiego tracg swojg statos¢ a jednoczesnie serya ich krzyzuje sie
z nowg seryg figur rownowagi; w chwili, gdy drugi wspdtczynnik H
przechodzi przez zero, nastepuje skrzyzowanie z drugg serya no-
wych figur réwnowagi i t d. i t d__

Figury pierwszej seryi majg ksztatt gruszki: trdjosiowg eli-
psoida Jacobiego przechodzi we figure, w ktdrej mozna roz-
rézni¢ dvpa wydecia: wieksze, przez ktore przechodzi 0$ obrotu
i mniejsze. Wydecia sg potgczone szyjg zlekka zwezong. Figury
drugiej seryi majg ksztatt barytkowaty: rozrézniamy tu Srodkowe
wydecie, przez ktére przechodzi o$ obrotu, a po obu stronach dwa
mniejsze symetrycznie potozone na obu koncach najdtuzszej osi
i potaczone z centralnem zlekka zwezonemi szyjami. Rzecz jasna,
ze druga, trzecia i dalsze serye figur rownowagi krzyzujgce sie
ze seryg elipsoid Jacobiego nie sg figurami rownowagi statej,
bo skadby mogly naby¢ te wiasnosé, gdy elipsoidy Jacobiego
poczawszy od elipsoidy E% juz jej nie posiadaja; ale mozebnem
jest, ze pierwsza serya krzyzujaca sie z elipsoidami Jacobiego
we figurze E2 nabywa statos¢ utracong przez tamte. Poincaré
sadzit, ze tak jest, t j. sadzit, ze owe figury ksztattem podobne
do gruszki sg state, ale K. Schwarzschild wykazat, ze obie
gatezie seryi figur gruszkowatych idg w strone zmniejszajgcych
sie momentéw obrotu, a wiec wprost przeciwnie jak gatezie seryi
elipsoid Jacobiego i w ten sposéb zakwestyonowat ich statosc,
zas A. Liapunow nawet podat bezposredni dowodd niestatosci.
Wprawdzie G. H. Darwin starat sie wykaza¢, ze pomimo tego

Astronomia teoretyczna II. 23
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figury gruszkowate sg state a dyskusya, ktdra sie stad wywigzala,
jeszcze nie jest zakonczona, ale wedle zdania piszacego te stowa
zakonczy sie prawdopodobnie na niekorzys$¢ statosci.

Stato$¢ figur gruszkowatych (pyriformes — jak je nazwat
Poincaré) dlatego wzbudzita takie zainteresowanie, ze wydawato
sig, iz Poincaré odkryt sposéb powstawania gwiazd podwdéjnych
i ksiezycéow. G. H. Darwin postawit nawet hypoteze, ze ksiezyc
ziemi poprostu oddzielit sie od niej : najpierw pierwotna masa przy-
brata ksztatt gruszkowaty, potem szyja taczaca oba wydecia sto-
pniowo zwezala sie, az w koncu nastgpito rozerwanie na dwa ciata:
wieksze — Ziemie i mniejsze — Ksiezyc.

Swoja droga nie nalezy sadzi¢, aby przez dowdd niestatosci
figur gruszkowatych hypoteza rozerwania sie kosmicznego ciata
zostata zupetnie obalong. Rozerwanie mogto pomimo tego nastgpic,
tylko nie przez powolnag, stopniowa ewolucye, a przez nagty kataklizm,
ktérego teorya figur réownowagi, jako teorya staty czna,' objgc
nie moze. Zresztg nalezy pamieta¢ takze o tem, ze cala teorya
Poincarégo dotyczy cial ciekltych, jednorodnych; tymczasem
ciata kosmiczne, — przynajmniej wieksze, — sg z pewnoscig nie-
jednorodne: gesto$¢ ich wzrasta od powierzchni ku $rodkowi.

11. Statos$¢ pierscieni.

W poprzednim paragrafie nie natrafiliSsmy na pierscienie. Jak
sie zdaje, ani serya elipsoid obrotowych, ani serya elipsoid Jaco-
faiego nigdzie nie krzyzuje sie ze seryag pierScieni. Poniewaz
niema tacznosci miedzy elipsoidami a pierécieniami, wiec trzeba
bada¢ stato$¢ tych ostatnich zupelnie niezaleznie od pierwszych.
Ale to badanie przedstawia ogromne trudnosci. Poincaré Kkilka-
krotnie powiada, ze pierscienie sg figurami niestatemi, ale dowodu
nie podaje. J. C. Maxwell badat statos¢ w przypadku, gdy
w Srodku pierscienia znajduje sie cialo przyciggajace. Metoda
Maxwell a jest zupelnie odmienna od metody Poincarégo
i niezupelnie Scista, ale dotad nic lepszego nie obmyslono. Zakiada
on, ze po pierscieniu przebiegajg fale, bada jego zachowanie sig
i wykazuje, ze muszg by¢ spetnione pewne warunki prowadzgce do
sprzecznych wnioskéw: z jednych warunkéw wynika, ze gesto$¢ pier-
Scienia musi by¢ bardzo mata, z drugich za$, ze musi by¢ stosun-
kowo znaczna. Ostatecznie przychodzi do wniosku, ze te sprzeczne
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warunki dadza pogodzi¢ sie tylko wtedy, gdy przypuscimy, Zze pier-
Scien sklada sie z drobnych ciatek i to niezbyt gesto rozsianych.
Wniosek ten znajduje pewne potwierdzenie w rezultatach, do kto-
rych doszedt E. Roche w swych badaniach nad statoscig cie-
kiego satelity.

12. Ciekly satelita. Teorya E. Boche’a.

E. Roche zaklada, ze satelita jest ciekly, ze porusza sie po
kole dokota planety mato sptaszczonej, wreszcie zaktada, ze podo-
bnie, jak nasz ksiezyc, wcigz zwraca te samg strone ku planecie.
Oczywistg jest rzecza, ze w tych warunkach figurg réwnowagi dla
satelity musi by¢ elipsoida trojosiowa, ktérej gtdwna o$ jest skie-
rowana ku planecie. Obserwacye nad naszym ksiezycem dowodza,
ze cho¢ z pewnoscig nie jest caly ciekly, jednak ma ksztatt czy-
nigcy zados$é temu postulatowi, tylko poniewaz odlegto$¢ jego od
ziemi jest stosunkowo znaczna, wiec 0$ skierowana ku ziemi jest
tylko bardzo nieznacznie diuzsza od pozostatych. Witasciwie moze-
bne sg dwie elipsoidy trojosiowe: jedna malo, druga bardzo wy-
dtuzona. Na odlegtosci naszego ksiezyca i przy jego orbitalnej pred-
kosci pierwsza mato rézni sie od kuli, druga zas wyglada ak
cienka igta. Ale ta druga wydluzona figura jest niestata, wiec
niema potrzeby zastanawia¢ sie nad nia; nalezy rozwazyé tylko
figury mato wydtuzone. WyobraZzmy sobie chwilowo, Zze odlegtos¢
ksiezyca zmniejsza sie a predkos¢ jego obrotu naokoto wiasnej osi
zwieksza sie. Wiasciwie te dwa zalozenia sa SciSle ze sobg zwig-
zane, bo przyjeliSmy, ze czas obrotu i czas obiegu sg jednakowe,
a wedle trzeciego prawa Keplera czas obiegu jest tem krotszy,
im odlegto$¢ mniejsza. Ot6z gdy odlegto$¢ zmniejsza sie, to owa
stata, mato wydtuzona elipsoida coraz bardziej wydituza sie, za$
tamta niestata, mocno wydtuzona skraca sie, az wreszcie przy pred-
kosci obrotu, ktéra okresla sie z réwnania

obie figury * zlewajg sie ze soba. Po przekroczeniu predkosci obrotu

*) K. Schwarzschild, ktéry badat stato$¢ elipsoid Roche’a metodg
Poincarégo, nazwat te graniczng figure EO. Ciekawa jest rzecza, ze niektére

23*
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eWwyznaczonej przez powyzszg granicg, réwnowaga jest zupeinie nie-
mozebna. Odlegto$¢ ksiezyca, odpowiadajgaca owej granicznej pred-
kosci katowej, okresla sie wzorem

w ktérym D oznacza szukang odlegtos¢, R Sredni promien pla-
nety, op gestos¢ planety, emgesto$¢ ksiezyca. Zastosujmy ten wzor
do ziemi i jej ksiezyca. Popetnimy w ten sposéb pewng extrapo-
lacye, bo teorya zaklada, ze 6w ciekly ksiezyc jest ciatem jedno-
rodnem, a nasz ksiezyc jest prawdopodobnie ciatem niejednorodnem,
ale to nic nie szkodzi, bo chodzi tylko o przykitad.

Ktadac

znajdziemy

Tedy na odlegtosci mniejszej niz 2,86.. .R ksiezyc ciekly nie
mogtby istnie¢, mogtby istnie¢ tylko ksiezyc staly i to bardzo
maty.

Zaraz wyttomaczymy dlaczego ksiezyc ciekly nie mogiby
istnie¢ na odlegtosci mniejszej niz 2,86... R? Oto dlatego, ze sita
odsrodkowa pochodzgca z obrotu wraz z przycigganiem ziemi prze-
magatyby nad wlasnem przyciaganiem ksiezyca, wiec np. w po-
wierzchni ksiezyca sita ciezkosci bylaby skierowana nie ku wnetrzu,
a na zewnatrz. Natomiast ciato state mogtoby istnie¢ w tych warun-
kach, bo spdjnos¢ czasteczek przeciwdziatataby rozrywajgcym sitom.
Jednakze rozmiary jego nie mogtyby przekraczaé pewnej granicy,
albowiem sita przyciggania wzrasta ,ceteris paribu$u proporcyonalnie
do trzeciej potegi liniowych rozmiaréw ciata, a opor zalezny od
spojnosci tylko proporcyonalnie do drugiej potegi, wiec ,ceteris
paribus® im wieksze ciato, tem wytrzymatos$¢ jego jest stosunkowo
mniejsza. Dlatego to powiedzieliSmy, ze na odlegtosci mniejszej?
niz krytyczna, mégtby istnie¢ ksiezyc staty, ale matych rozmiardéw.

Zastosujmy to samo kryteryum do Saturna i jego pierscieni.
O gestosci pierscieni Saturna nic pewnego nie wiemy, ale trudno
przypusci¢, aby ciekle ksiezyce mogly mie¢ gestos$¢ wiekszg niz

wspoétczynniki H statych elipsoid Roche’a stajg sie zerami, ale do wartosci od-
jemnych nie przechodzg, tylko powracajg do wartosci dodatnich.
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sama planeta. Potézmy dla proby ep— em wtedy otrzymamy:
D= 244... R Tymczasem krawedz wewnetrzna wewnetrznego
pierscienia znajduje sie na odlegtosci 1,33 ... i?, a krawedz ze-
wnetrzna zewnetrznego na odlegtosci 2,23... R, zatem pierscienie lezg
wewhnatrz Krytycznej przestrzeni. To przemawiatoby za twierdzeniem,
ze to sg roje drobnych statych cialek. Ale ze wzgledu na nieswia-
domo$¢ gestodci dowodd jest bardzo niepewny. O wiele pewniejszym
jest dowdd innej natury. Oto trudno zrozumie¢, w jaki sposéb roje
drobnych, cieklych ciatek, albo jednolite cienkie [ze sg cienkie, to
wiemy z obserwacyi], ciekle pierscienie mogltyby od wiekéw unosi¢
sie w zimnych miedzyplanetarnych przestrzeniach i nie skrzepnac.

Przypominamy wreszcie, ze nie jest wykluczong hypoteza
Birkelanda, iz pierscienie Saturna sa poprostu zjawiskiem ma-
gneto-elektrycznem.

W naszym stonecznym systemie ogromna wiekszos¢ Kksiezy-
cow krazy daleko poza krytyczng granicag Roche’a; tylko 5-ty
ksiezyc Jowisza krazy na odlegtosci 2,55 i? ajeden ksiezyc Marsa:
-Phobosu na odlegtosci 2,70 R. Poniewaz ani w jednym, ani w dru-
gim przypadku gestosci satelitbw nie znamy, wiec nie mozemy
rozstrzygnaé, czy znajduja sie wewnatrz, czy zewnatrz krytycznej
przestrzeni. Ale jest to kwestya dos¢ obojetna, bo tak 5-ty ksiezyc
Jowisza, jak Phobos sg to wedle wszelkiego prawdopodobieristwa
mate state ciala. Doktadnych rozmiaréw poda¢ nie mozemy, bo
niema mowy o pomiarze tak matych ciat; ale wnoszgc z ich wiel-
kosci [56-ty ksiezyc Jowisza przedstawia sie jako gwiazdka 13-tej,
a Phobos jako gwiazda 10-tej wielkos$ci] przy jednoczesnem uwzgle-
dnieniu odlegtosci i innych okolicznosci przychodzimy do przekona-
nia, ze Srednica pierwszego wynosi prawdopodobnie nie wiecej jak
300—400, a drugiego nie wiecej jak 60 km.

13. Réwnowaga ciata ciektego, niejednorodnego.
Teorya Clairaut’'a.

Wiasciwie dla teoryi figury ziemi i innych ciatl niebieskich
wazng jest nie teorya figur réwnowagi ciat ciektych, jednorodnych,
a takaz teorya ciat niejednorodnych. Niestety ta ostatnia jest sto-
sunkowo mato wyrobiona.

Na wstepie musimy zaznaczy¢, ze wszystko, co dalej po-
wiemy, odnosi sie do ciat izotermicznych, albowiem oprdécz przy-
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padku, gdy ciato jest sferycznie i wspoétsrodkowo uwarstwowane,
warunki réwnowagi dajg sie pogodzi¢ z rownaniami termodynamiki
tylko w takim razie, jezeli temperatura ciata jest stata i wszedzie
jednakowal. Nastepnie musimy zaznaczy¢, ze posiadamy tylko ogra-
niczong teorye odnoszaca sie do ciat o bardzo matem sptaszczeniu,
t j. prawie kulistych. Teorye te stworzyt wiasciwie Clairaut
w XVIIl wieku, szczeg6ty wypracowali pézniej inni uczeni.
Zakltadamy, ze predkos$¢ obrotu jest mata, ze zewnetrzna po-
wierzchnia i powierzchnie oddzielajgce warstwy o réznej gestosci
sg mato rozne od kul wspotsrodkowych; bedziemy tedy mogli po-
ming¢ kwadraty i wyzsze potegi sptaszczenia. Zakladamy, ze nasze
ciato jest izotermiczne, dzieki czemu warunek termodynamiczny
odpada i pozostaje tylko warunek mechaniczny, aby gestos¢ i ci-
Snienie byty w powierzchniach ekwipotencyalnych state. Nie trudno
odgadnaé¢ geometryczny ksztatt powierzchni ekwipotencyalnych czy-
nigcych zados¢ temu warunkowi. Ksztalt ziemi naprowadza nas na
elipsoidy obrotowe. Zatézmy tedy, ze to sg wspotsrodkowe i wspodt-
osiowe powierzchnie elipsoidalne a zarazem zat6zmy, ze ciato sklada
sie ze skonczonej ilosci warstw o réznej gestosci. Wedle tego zalo-
zenia gestos¢ zmienia sie w sposob nieciggly, ale mozna przejs¢ do
ciagtego prawa gestosci zaktadajac, ze warstwy o roznej gestosci staja
sie nieskonczenie cienkie a ilos¢ ich wzrasta do nieskoriczonosci-
Poniewaz wiadomo, ze stato$¢ réwnowagi wymaga, aby ge-
stos¢ wzrastata od powierzchni ku srodkowi, wiec mozemy sobie
wyobrazi¢, ze cialo jest zbudowane w nastepujgcy sposéb. Niech

gestos¢ powierzchownej warstwy bedzie gestos¢ nastepnej
gestos¢ jeszcze giebszej es i t d., przyczem
(44)

Potézmy dla prostoty
(45)

Oczywiscie na mocy nieréwnosci (44) wszystkie N sg dodatnie.
Mozemy sobie wyobrazi¢ elipsoide jednorodng o gestosci X zajmu-
jaca cale ciato, potem nalozong na nig mniejsza wspétosiowg eli-
psoide o gestosci 12, na te natozong trzecig jeszcze mniejsza 0 ge-
stodci %... i t d

4) Obszerne uzasadnienie tego nie nowego zresztg, ale czesto ignorowanego
twierdzenia podatem we ,Fizyce ziemi“ (Krakéw, 1909) w rozdz. I-szym.
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Jezeli powierzchnie graniczne sg ekwipotencyalne, to jedno-
cze$nie sg powierzchniami statego cisnienia, bo na mocy réwnania
hydrostatycznego:

dp= 0, skoro dW = 0, t j. ci$nienie jest state, skoro potencyat sity
ciezkosci W jest staty. Zatem chodzi tylko o to, zeby powierzchnie
graniczne byty jednoczes$nie ekwipotencyalnemi, t j. chodzi o to,
zeby w kazdej z nich réwnanie

(46)

w ktorem V oznacza potencyal przyciggania a o predkos¢ obrotu,
przywodzito sie do rdéwnania elipsoidy. Jest to ten sam warunek,
co u elipsoidy jednorodnej, ale trudniejszy, nawet, jak to zaraz
zobaczymy, nie dajacy sie Scisle spetnié. Wezmy dowolny punkt M
w p-tej powierzchni granicznej. Dla elipsoidy o gestosci PX jest to
punkt wewnetrzny, tak samo jest to punkt wewnetrzny dla eli-
psoid o gestosci %... it d, wressj*ie nawet dla elipsoidy p-tej
o gestosci fp] ale dla dalszych, blizej ku $érodkowi potozonych eli-
psoid jest to punkt zewnetrzny. Wskutek tego potencyat V w ré-
whnaniu (46) bedzie sumg p potencyatéw wewnetrznych oraz n— p
potencyatdw zewnetrznych i réwnanie to przedstawi sie w ksztalcie:

(46 bis)

Naturalnie nalezy sobie wyobrazi¢, ze to réwnanie jest napisane
n razy, t j. dla kazdej powierzchni granicznej oddzielnie.
Wiadomo, ze potencyaly wewnetrzne VK majg ksztatt:

(47)

wiadomo tez. ze mozna wyrazi¢ potencyaly zewnetrzne Vle przez
pewne catki, albo przez szeregi funkcyi Lamégo. Poniewaz w da-
nym razie naprzdd wiadomo, Zze powierzchnie graniczne sa obro-
towe, wiec wypadnie w potencyatach wewnetrznych potozyé Bk= Ak
a zewnetrzne wyrazi¢ przez obrotowe funkcye Lamdégo. Dla ula-
twienia skorzystajmy z tego, ze powierzchnie graniczne mato réznig
sie od kul wspotsrodkowych i zamiast funkcyi Lamégo wezmy
funkcye sferyczne. Wskutek tego wyrazenia na potencyaly ze-
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wnetrzne Vie nie bedg zupetnie $ciste; ale poc6z stara¢ sie o zupetng
scistos¢ w tem miejscu, gdy wiadomo, ze w innych bedziemy musieli
uciekac¢ sie do przyblizen i zaniedbywac¢ wielkos$ci tego samego rzedu,
co wielkosci pomijane przy zamianie funkcyi Lamé go na sfery-
czne. Zresztg ta zamiana jest dozwolona, bo gdybySmy pozostali
przy funkcyach Lamégo, to otrzymalibySmy wkoncu te same
rezultaty, co z funkcyami sferycznemi. Otéz potencyatl zewnetrzny
wyrazony przez szereg funkcyi sferycznych ma ksztatt nastepujacy:

(48)

gdzie

KOk K~k K3k... it d. sg to state [UMft= 0], zas P2, P3... it d.
sg to wielomiany Legen dre'a (por. rozdz. V-ty, § 2), w ktérych
zmienng jest cos6. Wiec np.:

przyczem 6 jest to odlegtos¢ katowa od dodatniej strony osi z.
Poniewaz

wiec mozna wyrugowaé cos 6 i napisa¢ np.:

(48 bis)

Ot6z sprébujmy przywiesé rownania warunkowe (46 bis) do
ksztaltu rownania elipsoidy obrotowej

Skoro podstawimy wyrazenia potencyatdw wewnetrznych (47)
i zewnetrznych (48 bis) w réwnanie (46 bis), to okaze sie, ze po-
tencyaty wewnetrzne nie dajg powodu do trudnosci, zato poteneyaty
zewnetrzne czynig zadane przywiedzenie niemozliwem z powodu od-
jemnych poteg r i wyzszych poteg wspdtrzednych X, y, z, wystepu-
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jacych we funkcyach sferycznych wyzszych rzedéw. Podobna tru-
dnos¢ okazalaby sie takze wtedy, gdybysmy zamiast przyblizonego
rozwiniecia w szereg funkcyi sferycznych uzyli $cistego rozwiniecia
w szereg funkcyi Lamégo i gdybySmy zamiast elipsoid obroto-
wych rozpatrywali tréjosiowe. Mozemy wiec wypowiedzie¢ zupetnie
ogélnie twierdzenie, ze ,graniczne powierzchnie pomie-
dzy warstwami o0 réznej gestosci nie moga by¢ eli-
psoidami®“. Jezeli jednak korzystajac z tego, ze wedle zatozenia
powierzchnie, o ktérych mowa, sg podobne do kul wspotsrodko-
wych, pominiemy kwadraty i wyzsze potegi spitaszczenia, to be-
dziemy mogli doprowadzi¢ réwnania (46 bis) do pozadanego ksztattu,
tylko naturalnie otrzymane w ten sposéb powierzchnie graniczne
nie beda elipsoidami obrotowemi, a pewnemi do elipsoid obroto-
wych bardzo podobnemi sferoidami obrotowemi.

Poniewaz dalsze, t j. po wyrazie ze wspoétczynnikiem K2k
nastepujace wyrazy szeregu (48), wzglednie (48 bis) sa wyzszych
rzedébw niz pierwsza potega sptaszczenia e wiec pomijamy je zu-
petnie a wyrazy zatrzymane przeksztatcamy w odpowiedni sposéb.
W danym razie r jest to odlegtos¢ dowolnego punktu M p-tej po-
wierzchni granicznej — od S$rodka. Lecz wedle zalozenia ta po-
wierzchnia mato rdézni sie od kuli; mozna tedy z dostatecznem *)
przyblizeniem potozyé

(49)
gdzie Rp jest to Sredni promienn a ep sptaszczenie _p-tej powierzchni

granicznej. Stad pomijajac kwadrat i wyzsze potegi sptaszczenia
otrzymamy

(50)

Podstawmy to we wzér (48 bis); we wyrazie ze wspoiczyn-
nikiem K2k mozna pominagé ep(E — cos20), bo

*) Elipsoide ziemska mozna w ten sposéb przedstawi¢ o tyle dokiadnie, ze
sbocaenia begda wynosi¢ nie wiecej jak po kilkadziesiat metréw.
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jest tego samego rzedu co spiaszczenie. Rugujac jeszcze cos20 za
pomocg réwnosci

zatrzymujac wszedzie tylko wyrazy tego samego rzedu co spia-
szczenie, wreszcie opuszczajgc dowolng stala, jako niepotrzebna,
przeksztatcimy wzor (48 bis) na

Ale
(51)

gdzie k2 oznacza — jak zwykle — statg przyciggania, Mk mase
A-tej elipsoidy o gestosci rjk, a Cki Ak jej momenty bezwiadnosci
dokota osi obrotu i osi rownikowej. Wprowadzajgc wartosci (51)
w poprzednie rdéwnanie napiszemy je ostatecznie w ksztaicie:

(52)

Podstawimy to w réwnanie (46 bis), tak samo podstawimy war-
tosci potencyatdow wewnetrznych ze wzoru (47), ale przyjmiemy
przytem Bk= Ak, bo rozwazamy figury obrotowe. State D i kK2ZVIKR~I
pominiemy, bo réwnanie (46 bis) zawiera dowolng stalg. W ten
sposéb réwnanie (46 bis) dla jo-tej powierzchni granicznej przejdzie w:

Powyzsze réwnanie juz ma ksztalt réwnania elipsoidy obro-
towej, jednak trzeba jeszcze okresli¢ wspoétczynniki w odpowiedni
sposob. Rownanie p-tej elipsoidy obrotowej jest



— 363 —

co ze wzgledu na zwigzek

mozna takze napisa¢ w postaci:

Pomnézmy cate to réwnanie przez (1 — eg2 i opusémy el tak samo,
jak gdzieindziej, a bedziemy mogli napisa¢ réwnanie jo-tej elipsoidy
w ksztaitcie

(54)

Roéwnania (53) i (54) maja by¢ identyczne. Na to wystarczy,
zeby wspotczynniki przy x2-f-yr i przy z2 byty do siebie propor-
cyonalne; o prawa strone réwnan niema co troskaé sie, bo w ro-
wnaniu (53) po prawej stronie stoi stala dowolna. Wspoétczynniki,
o ktérych mowa, beda proporcyonalne, jezeli bedzie speinione roé-
wnanie:

w ktoérem dla krotkosci potozylismy:

(55)

[ v \% )

Wykonujac mnozenie po prawej stronie, odrzucajac iloczyny Skep,
jako malte wielkosci drugiego rzedu i nieco inaczej porzadkujac
otrzymamy

Zanim pédjdziemy dalej, wprzédy wykonamy niektore przeksztalce-
nia. Z jednej strony wiadomo, ze

tedy mozemy zamiast wzoru (55) napisa¢ wzdr

(57)
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Z drugiej strony w § 6 mieliSmy wzory (23), mianowicie:

w ktérych

za$

Gdy rozwiniemy Ak= Bki Ckw szeregi potegowe A2 gdy wyra-
zimy A2 przez ek i pominiemy wyzsze potegi sptaszczenia, to otrzy-
mamy:

(58)

Teraz podstawimy wartosci z rownan (57) i (58) w réwnanie (56),
skrécimy, co sie da, odrzucimy wyrazy rzeddéw wyzszych, podzie-
limy przez k2 i potagczymy ze sobg obie sumy od 1 do p. Otrzy-
mamy w ten sposéb réwnanie:

(59)

Nastepnie podstawimy

(60)
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znowu pominiemy wszystkie potegi sptaszczenia wyzsze od pierw-
szej, wreszcie pomnozymy cate réwnanie przez W ten sposob

ostatecznie otrzymamy:

Liczba réwnan (61), wzglednie (59) jest n, t j. taka sama jak
liczba powierzchni granicznych. Sg to réwnania liniowe wzgledem
sptaszczen e. Mozna wiec okresli¢ z nich splaszczenia czynigce zadosé
warunkom réwnowagi, skoro dane sg diugosci wiekszych pétosi
powierzchni granicznych i gestosci kolejnych warstw, bo réznice
gestosci 1j sa zwigzane z gestoSciami e przez réwnania (45). Ale
nawet nie robigc specyalnych zatozen co do kolejnych ai ¢ mozemy
wyciagng¢ z réwnan (61), wzglednie (59) pewne ogélne wnioski.

14. WniosKi.

I. Odrazu wida¢, ze gdy @&= 0, to wszystkie e muszg zniknac.
Wszystkie graniczne powierzchnie muszg by¢ kulami, jak to byto
do przewidzenia.

1. Zastosujmy nasze réwnania do ciata jednorodnego: wszystkie
e oprocz ex znikajg, wszystkie M oprécz Mx [wszystkie A oprécz 14
znikaja, réwnania (59) [dogodniej jest wzig¢ rownania (59) niz (61)]
przywodza sie do jedynego réwnania:

Opuszczajgc jeszcze wskazniki, jako niepotrzebne, mozemy to napi-
saC w ksztaicie:

albo tez — korzystajac z pierwszego réwnania (60) — w ksztalcie:
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Wiadomo, ze aco2 to sita odsrodkowa na réwniku, zas’l-(—gto erz%-

cigganie na réwniku, wiadomo tez, ze stosunek tych sit wynosi okoto

29— — ; tedy pomijajac wyzsze potegi sptaszczenia napiszemy:
skad

W ten sposob otrzymalismy spiaszczenie jednorodnej elipsoidy obro-
towej posiadajgcej gestos¢ rowng Sredniej gestosci ziemi i obraca-
jacej sie z tg samag predkoscia co ziemia. Liczba, ktérg otrzyma-
liSmy, jest [por. § 6] troche zamata, ale od nieco niedoktadnej
metody nie mozna oczekiwaé¢ zupetnie doktadnego rezultatu.

1. Napiszmy rdéwnanie (61) raz dla ™>-tej, drugi raz
(lp>)-ej powierzchni granicznej i odejmijmy drugie od pierw-
szego; dodajac jeszcze niektére wzajemnie znoszgce sie wyrazy
otrzymamy:

(62)

Oczywiscie mozemy napisa¢é n— 1 takich réwnan. Ostatnie z nich
(dla p= n—1) wyglada tak:

Dodajmy tu identycznie réwng zeru wielkos¢:

wtedy po oczywistych uproszczeniach bedziemy mogli napisac:

dla
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albo przenoszac drugi wyraz na prawag strone i znowu upraszczajac

(63)

Wszystkie 1j, e i a sg dodatnie, przyczem z koniecznosci

(64)

Tedy znak réznicy

musi by¢ ten sam, co znak wyrazu w nawiasie po prawej stronie.
tAra?,

(65)

gdzie ze wzgledu na nieréwnosci (64) e)> 0, a otrzymamy

Poniewaz wszystkie« moga by¢ tylko dodatnie, wiec wedle wzoru(65)
£ jest zawsze zawarte miedzy O a stad za$ wynika, ze wy-
razenie stojagce po prawej stronie ostatniego réwnania jest stale do-
datnie, a wskutek tego dodatnig jest tez prawa strona réwnania (63).
Przeto mamy stale

(66)

Potézmy teraz w réwnaniu (62) p= n— 2, a otrzymamy:
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a otrzymamy po oczywistych przestawieniach

(67)

Pierwszy wyraz po prawej stronie jest zupetnie podobny do prawej
strony rownania (63) i ze zupeinie tych samych co tam powodow
jest stale dodatni. Co do drugiego wyrazu, to ten byiby stale do-
datnim nawet wtedy, gdyby byto

tembardziej za$ jest dodatnim, gdy e,<<sni [por. rownanie (66)].
Ze bytby dodatnim nawet przy en= , 0 tem tatwo przekonaé
sie w nastepujacy sposéb. Potézmy chwilowo dla krotkosci

Przy zatozeniu, ze

znak drugiego wyrazu po prawej stronie réwnania (67) zalezatby
od znaku funkcyi

Lecz ta funkcya jest stale dodatnia, albowiem na mocy nieréwno-
sci (64) mamy stale

Wnosimy stad, ze drugi wyraz po prawej stronie réwnania (67)
jest takze wcigz dodatni. Skoro oba wyrazy po prawej stronie ro-
wnania (67) sg dodatnie, to

(68)

Opierajac sig na nieréwnosciach (66) i (68) mozna tak samo dowies¢, ze
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Ostatecznie otrzymamy szereg nieréwnosci

(69)
ktore oznaczaja, ze ,sptaszczenie powierzchni granicznych
wzrasta od srodka ku powierzchni zewnetrznej“.

IV YW&Zmy réwnanie (61) i zgrupujmy w niem razem wszystkie
wyrazy zawierajgce ep:

Wedle wzoréw (45)

Podstawiajagc to a nastepnie przywodzac do jednego mianownika
cafe wyrazenie, stojagce w pierwszym nawiasie i mnozac przez

w liczniku i mianowniku mozemy napisaé

Tu w liczniku stoi suma wszystkich mas zawartych wewnatrz kuli
0 promieniu a w mianowniku stoi jej objetos¢. Tedy wyrazenie
powyzsze jest S$rednig gestoscig owej kuli, albo pomijajac mate
wielkosci drugiego rzedu $rednig gestoscig masy zawartej wewnatrz
p tej powierzchni granicznej. Oznaczajac te $rednig gestos¢ przez dy
podstawiajac w nawias przy ep i przenoszac pozostate wyrazy na

prawg strone mozemy zatem napisa¢ réwnanie stojgce na poczatku IV
w ksztalcie:

(70)

Napiszmy teraz takie samo réwnanie dla (p-j-1)-ej powierzchni
i odejmijmy od niego réwnanie (70); otrzymamy z tatwoscia:

Astronomia teoretyczna Il 24
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Prawa strona tego ostatniego rownania jest dodatnia, bo [por.
wzory (64)]

mamy zatem

(71)

Jednoczesnie ze wzoru (70) wynika

co mozna tez napisaé w ksztatcie:

(72)

Pomnézmy w liczniku i mianowniku przez ap i wykonajmy te same
przeksztatcenia, ktore wykonaliSmy pod Il. Spostrzezemy zaraz,
ze drun™Ni wyraz w nieréwnosci (72) to przyblizenie mp, gdzie przez
mp oznaczyliSmy stosunek sity odsrodkowej na rowniku danej
powierzchni granicznej do przyciagania na tymze réwniku. Mo-
zemy wiec napisac

(73)
i specyalnie dla powierzchni zewnetrznej
(74)

Ostatnia nieréwnos¢ jest spetniona w przypadku ziemi.

Napiszmy teraz zamiast nieréwnosci (74) odpowiednig rownosé.
Otrzymamy ja z réwnania (70) tg sarng droga, ktorg otrzymalismy
nieréwnos$¢ (74), mianowicie otrzymamy

Stad po oczywistych przeksztatlceniach otrzymamy
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Lecz juz z poprzedniego wywodu wiemy, ze

2 1

Podstawiajagc te wartos¢ na Dx w licznik prawej strony poprzedniego
réwnania i troche zmieniajac porzadek otrzymamy rdéwnos¢:

Na mocy nieréwnosci (64) i (69) wszystkie wyrazy sumy stojacej
po prawej stronie sg dodatnie; przeto

(75

I ta nieréwnos$¢ sprawdza sie w przypadku ziemi.
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