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0 metodzie teleologicznej
Hoene-Wronskiego
rozwigzywania réownan algebraicznych.

Przez

S. Dicksteina.

W artykule ,O niektorych wlasnodciach funkey;j alef,“?)
podalem spostrzezenie, ze metoda FURSTENAUA rozwiazywa-
nia réwnan algebraicznyeh stopni wyzszych jest w gruncie
rzeczy identyczna z weze$niejsza o lat kilkadziesiat metoda
rozwigzywania, zwana przez WRONSKIEGO teleologiczna.

W pracy niniejszej zamierzam metode te przedstawié,
spostrzezenie powyzsze uzasadni¢ i zarazem wykazaé stosu-
nek metody WroXskieGo do metod analogicznyeh jego po-
przednikow i nastgpcéw.

Ei 0 R/ pomiedzy wielu metod rozwiazywania réwnan, me-
toda teleologiczna wyréznia sie tem, ze jest niejako posred-
nia pomigdzy metodami liczebnego i algebraicznego ich roz-
wiazywania. Z metodami pierwszemi ma te ceche wspolna,

) Pam. Akad. Um. Tom XII, str. 40.
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4 : S. DICKSTEIN.

ze daje sposoby ofrzymywania przyblizonych warto§ei pier-
wiastkow; do metod za$§ drugich zbliza sie przez to, ze daje
dla pierwiastkow wyrazenia w fankeyi wspoélezynnikéw row-
nania. Wyrazenia te maja postaé stosunku wyznacznikéw
nieskoncezonych o zupelnie oznaczonym sposobie tworzenia.

7 odmiennego nieco punktu widzenia, mozna metode
teleologiczna uwaza¢ za metode rozkladu wielomianow na
czynniki, co ja wiaze z odpowiedniemi badaniami EuLera, La-
GRANGEA i GaAvssA. Oprocz tego, metoda teleologiczna pozo-
staje w Scistym zwiazku z teoryja szeregéw zwrotnych, ktora
jej dala poezatek oraz z teoryja funkeyj alef.) Dodam jeszeze,
ze metoda teleologiczna moze by¢ podniesiona na stanowisko
ogolniejsze przez uogodlnienie funkeyj alef, jak to bedzie oka-
zanem w ostatnim ustepie pracy niniejszej.

2. Za tworce metody teleologicznej rozwiazywania réw-
nan uwaza¢ nalezy DANIELA BERNOUILLIEGO, ktory w roz-
prawie: , Observationes de seriebus recurrentibus“*®) pierwszy
podal nowy sposob obliczania pierwiastkow réwnania, pole-
gajacy na wiasnosci szeregow zwrotnych. Jezeli danem jest
rownanie

l=ax+br*+cx*+ ....
to BERNOUILLI tworzy szereg zwrotny, ktory ma tyle dowol-
nych poczatkowych wyrazow, jaki jest stopieh rownania, a kto-
rego kazdy nastepujacy wyraz E powstaje z poprzedzaja
T 4,B, C, D wedlug prawidla
F=aD +bC+cB+dAd+ ....

Jezeli M z N sa dwa dostatecznie odleglte wyrazy sze-

) Wiasnosei funkeyj alef wylozylem w artykulaéh ogloszonych
w XII i XVI tomie Pamigtnika Akad. Umiejetnosei (1886,
1888).

*) Commentarii Academiae Petropolitanae, III, pag. 85—100.
rok 1732:
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regu, to iloraz Jlg— wyraza przyblizona warto$¢ najmniejszego

pierwiastka rownania danego. Ten sam sposéb, zastosowany
do réownania, ktéorego pierwiastki sa odwrotnosciami pier-
wiastkow réwnania danego, doprowadza z latwoscia do przy-
blizonej warto$ei pierwiastka najwiekszego.

W dalszym ciagu swej rozprawy BERNOUILLI czyni
uwage, ze metoda jego daje sie zastosowac i do innych picr-
wiastkow, gdy znane sa pierwsze ich przyblizenia, zasta-
nawia si¢ nad przypadkiem pierwiastkéw urojonych, ktérego
jednak zadawalajaco nie rozstrzyga, podaje zastosowanie
swojej metody do wyciagania pierwiastkow stopni wyzszych
z liczb; zaznacza wreszcie, ze sposOb przez niego podany
daje sie stosowa¢ i do réownan literalnych, co na przykladzie
objasnia. Rozprawe BERNOUILLIEGO, mimo odmiennego zdania
WRONSKIEGO, ') uwazaé musimy, jako zawierajaca w sobie
pomysly do wszystkich pozniejszych ulepszen i uogélnien w me-
todzie teleologicznej. :

3. EuLERr *) wprowadzil do powyiszej metody ulepsze-
nie przez uwazanie szeregu zwrotnego, sluzacego do otrzy-
mywania pierwiastkow réwnania, jako utworzonego z ulamku,
ktorego licznik jest wielomianem stopnia o jednosé nizszego
od stopnia roéwnania, mianownik zas jest pierwsza strona
rownania, ktorego pierwiastki sa odwrotnosciami pierwiast-
kéw rownania badanego. Ale najwazniejszy postep w pracy
EurLera stanowi blizsze zbadanie przypadku pierwiastkow
urojonych. Jezeli mianowicie najwiekszy (lub najmniejszy)
pierwiastek jest rzeczywisty, to do otrzymania tego pier-

) Por. Résolution générale des équations de tous les degrés,
str. 50, 52.

*) Introductio in analysin infinitorum, 1748. Cytujemy wedlug
najnowszego przektadu niemieckiego Masera, 1885, strona
273—292.
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6 ~S. DICKSTEIN.

wiastka, mozna zawsze stosowaé metode BERNOUILLIEGO, bez
wizgledu na to, czy pomiedzy nastepnemi pierwiastkami sa
urojone lub ich nie ma; gdy wszakZe iloczyn dwoch pier-
wiastkéw urojonych sprzeionych jest wiekszy (Iub mniejszy)
od kwadratu kazdego z pierwiastkow rzeczywistych, to sze-
reg zwrotny BERNOUILLIEGO, jak to wykazuje EULER, nie do-
prowadza do zadnego rezultatu. W tym przypadku daje sie
wszakze wyznaczy¢ wielomian drugiego stopnia, bedacy czyn-
nikiem réwnania danego. Jezeli mianowicie @, R, S, T sa
cztery kolejue, dostatecznie odlegle wspolezynniki szeregu
zwrotnego, jaki otrzymujemy z ulamku tworzacego, to czyn-
nikiem stopnia drugiego bedzie trojmian:

RS—QT  S—RT

T maps Ut Bige

ktory, przyrownany do zera, daje dwa pierwiastki urojone,
sprzg¢zone réwnania danego. Zobaczymy niZej, Ze tréjmian
ten daje nie tylko pierwiastki urojone, ale stosowaé sie moze
i do przypadku dwoch pierwiastkow rzeczywistych.

EuLer pokazuje, ze przypadek pierwiastkow réwnych
Jjakkolwiek teoretycznie podpada pod metod¢ BERNOUILLIEGO,
do -obliczania wszakze pierwiastkow rownych uiy¢ sie nie
daje. Mozna atoli, gdy idzie o obliczanie pierwiastkow row-
nan liczebnych, uwolnié¢ si¢ znanym sposobem od pierwiast-
kow réownych i sprowadzi¢ réwnanie do innego, posiadaja-
cego pierwiastki rozne. ?)

1) Jan SNIADECKI W »Rachunku algebraicznym teoryi przy-
stosowanej do linij krzywych (Krakéw 1783), Tom I,
§. XXXVIII str. 197—199, podal za Evrerem metode Ber-
NOUILLIEGO, pominal jednak badanie dotyczace pierwiastkéw
urojonych.
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4. LAGRANGE w znakomitem dziele: , Traité de la réso-
lution des équations numériques de tous les degrés“?), po-
$wigca cala note V-a wykladowi metod BErNOUILLIEGO i EU-
LERA. Roznica w przedstawieniu Lagrangeowskiem polega
na wprowadzeniu szeregéw zwrotnych, ktorych wspoélezynniki

~sa sumami jednakowych poteg pierwiastkow rownania, a ktore

to szeregi otrzymuja sie z ulamku tworzacego, majacego za
mianownik stron¢ pierwsza réwnania danego, za licznik za$
jej pochodna. Rozwijajac taki ulamek wedlug ujemnych po-
teg zmiennej, otrzymuje LAGRANGE, jako wspolezynniki roz-
winigé, sumy jednakowych dodatnich poteg pierwiastkow row-
nania. Jezeli dwa kolejne takie wspolezynniki sa:

T=atf-at+ ... +att; Usattt pabt [ 4 gt

i jezeli =, jest najwigkszym z pierwiastkéw rzeczywistych

i nier6wnych, to stosunek —g— wyraza przyblizona wartos$é

pierwiastka z,,i to z tem wiekszem przyblizeniem, im bar-

- dziej odlegle braé bedziemy wspolezynniki. Rozwijajac zad

powyzszy ulamek, tworzacy wedlug dodatnich poteg zmien-
nej, otrzymujemy jako wspolezynniki rozwinigé sumy - jedna-
kowych ujemnych poteg pierwiastkow, i podobnym sposobem
dochodzimy do oznaczenia pierwiastka najmniejszego. W no-
cie XI-ej tego samego dziela, zestawia LAGRANGE metode
BERNOUILLIEGO ze zpang metoda NEwTONA przybliZonego
obliczania pierwiastkéw i otrzymuje ciekawe wyrazenie pier-
wiastka najmniejszego i calkowitej jego potegi, mogace shu-
zy¢é do obliczania pierwiastkéw i bedace zarazem wyrazeniem
pierwiastka w fankeyi wspélezynnikoéw, a wige wyrazeniem
teleologicznem, wedlug terminologii WROKSKIEGO. ?)

) Piewsze wydanie z r. 1798. Cytujemy wedlug trzeciego
(Poinsota) z roku 1826.

) Lecenore w ,Théorie de nombres“ i Cavemy w ,Cours
d’analyse algébrique® wykladaja metode BrrNouiLLIEGO,
nie dodajac do niej nic nowego.

i h alsZaWskIBE(

www.rcin.org.pl



8 ' S. DICKSTEIN.

5. WroXskr staral sie nada¢ metodzie teleologicznej
ceche zupelnej ogdlnodei przez uwazanie jej za metode roz-
kladu wielomianéw na.czynniki stopnia nizszego od stopnia
rownania danego. Juz w r. 1827") oglosilt on szkic swej metody
w zastosowaniu do rownan stopnia 5-go, ale dopiero w 1847
w dziele p. t. ,Résolution générale des équations algébriques
de tous les degrés“?), przedstawil metode teleologiczna w zu-
pelnem rozwinieciu (bez podania dowodu wzoréw zasadni-
czych) dla rownan wszelkiego stopnia. U WRONSKIEGO, jak
i u LAGRANGEA, odegrywaja glowna role funkeyje symetryczne
pierwiastkow, lecz juz nie sumy jednakowych poteg pier-
wiastkow, tylko funkeyje alef, z upodobaniem stosowane przez
WRONSKIEGO w rozmaitych poszukiwaniach. Procz wszakze
funkeyj alef, ktoryech wlasnodei przedstawilem w wyiej cy-
towanych artykutach, a ktore WxkoNskr nazywa pojedyn-
czemi, wprowadza on funkcyje alef zlozone roznych rze-
déw. Przed przedstawieniem przeto melody WRONSKIEGO,
winienem podwieci¢ slow kilka wykladowi sposobu powsta-
wania tych nowych funkeyj.

Jezeli szereg

N N e e

przedstawia funkeyje alef pojedyncze, 6dnoszape si¢ do row-
_nania algebraicznego, stopnia m-go:
1) gr— A am* LA a2 — A a2+ (=) A, =0,

to funkeyje alef zlozone 1-go rzedu, okresla WRONSKI za po-
moca nastgpujacego wzoru: °)

) Canons de logarithmes de H. W. Paryz, str. 59—64.

*) Dazielo to stanowi tom III wiekszej calosci, p. t.: ,Réforme
absolue et par conséquent finale du savoir humain.“ I w to-
mie II-gim ostatniego dziela stronnice LXX—LXXX, po-
gwigcone sa metodzie teleologicznej.

%) Podajemy znakowanie Wronskiego, nieco tylko zmienione.
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE WRONSKIEGO. 9

Nyo =N, NIH—Q. = Nk+a+-1- 2)

Funkeyje alef zlozone 2go rzedu, powstaja z funk-
cyj alef 1go rzedu, wedlug prawidla:

N/e, 4o LR e Nl:. o1 Nk-{—p, e Nk—t,(xx ‘\‘k+lf3+x, az 3)

Funkeyje alef zlozone 3go rzedu powstaja z funk-
cyj 2go rzedu przy pomocy wzoru:

Nk,(au, az. 43, 04), ({3:, [32), e Nk, (a1, az), [31 N’H"Y‘ (a2, 04), {32

‘k- 1, (&1, 02), @z Nk-l»Y«H, (a3, 0.4), pz 4)

gdzie o, o, o, ...B,, B,, v sa dowolnemi liczbami cal-
kowitemi, dodatniemi Ilnb unjemnemi, (nie wylaczajac
zera). W tenze sam sposéb z funkeyj alef zltozonych 3go
rzedu otrzymamy funkeyje rzedu 4go, i w ogole funkeyje
rz¢du n-go z funkeyj rzedu (n—1)-go.

Oznaczmy kolejune funkeyje alef pojedyncze, po-
czawszy od (k—17)ej, dla skrocenia, w ten sposob:

Nk—x :'P7 Nk . Q} Nk-l—x S -R' NIH—'.* A SJ Nlc-l—a S T)
Nk+4= a Nk-‘-s: If; Nk-|—c,-: w.

Przy pomocy wzoréw 2)_:i‘ ‘3;) otrzymujemy z la-
twoscia nastepujace wyrazenia funkeyj alef zlozonych
1go i 2go rzedu:

Niz, i e QZ_I)R7 xk{—x, g Re— Q‘g)‘ Nlc+2, o Sz-RT;
N,, = QR—PS, 8, .= RS—QT, N, ,— ST—RU;
R, .= @S—PT, §,,, ,=RT—QU, §\,,, ,— SU—RV;
N, , = QT—PU, N, ,=RU—-QV, &, ,— SV—-RW.

Nt o0 0, —« = (S—RT) (RS—QT) — (B"—@8) (ST-RU);
R 200 = (8—RT) (RT—QU) — (R~ Q8) (SU-RYV);
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10 S. DICKSTEIN.

M4 10 000 — (S—RT)(RU=QV) — (B'—QS) (SU=RW);
Neooo —(B—QS)(R—Q8) — (¢—PR) (S—RI).

Drugie strony wszystkich powyzszych réwnoseci daja sie
przedstawi¢ w postaci wyznacznikéw, ktorych elementami sg
funkeyje alef pojedyficze; w szezegdlnosei cztery ostatnie
funkeyje alef 2go rzedu, ktére oznaczmy dla krotkosei przez
D, ¢, y i K, daja sie przedstawi¢ w sposob nastepujacy:

S, R, Q T, R, ¢
®—R|T 8, B, v=R|U, S R,

U178 P S

U, R, Q R QP .
y—B VS R, K=R pa el

W, T, S T, 8, R

Do podobnej formy sprowadzi¢ sie daja funkeyje alef
ztozone rzedu 3go, 4go i wyzszych. Mozna tez funkeyje alef
zlozone przedstawi¢ wprost w postaci wyznacznikow, kto-
rych elementami sa wspoélezynniki rownania. ') Okazemy te
wlasno§é dla funkeyj alef zlozonyeh pierwszego rzedu, okre-
glonych réownaniem 2). Przedstawmy w postaci wyznacz-
nikéw funkeyje alef pojedyncze, znajdujace si¢ po drugiej
stronie tego réwnania:

SRAU MG T o A d

1) Axy e Alc 2) Ak——i 1) Ax = Ak—3) Ak—e
Nk T 0) 1 < Ak —8) Ak 2 i Nk-—l . 07 1 78 Ak—47 Ak—s

0; 4 Lok 0, 0 1.4

Yy Poréwn. Firstenav. Darstellung der reellen Wurzeln der
algebraischen Gleichungen durch Determinanten der Coéf-
ficienten. Marburg, 1860, str. 9—11.
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO. 11

|A17A2"'Ak+a~1' Akia Ax' Az"‘Ak—{ravalr%a%l
I1) Ax Ak+a—zv Ak+ a—2 1: Az Ak-r—o:—x

Aita
Mae T 0 LA A a0 S B
p|

k+o—1

0, 0 ...1 Aeinr] R ;

Wyznacznik N, rozlézmy wedlug elementéw pierwszej
kolumny, wyznacznik zas N, ,, ktory jest stopnia (% + a)-go,
przedstawmy jako wyznaczuik stopnia (% + « + 7)-go, dodajac
kolumng 17, 0, 0 ... 0 jako pierwsza, i wiersz 1, 4,, 4, ...
Aitay Ariaio jako pierwszy. Wykonywajae nastepnie mno-
zenie i redukeyje, otrzymujemy z tatwodcia:

Mo ol b A

Te s T i
LR DT

Nk+a=—
AT R BB
R e S
i g

gdzie N',_, jest minorem wyznacznika N, powstalym po od-
rzuceniu pierwszej kolumny i drugiego wiersza. Jezeli teraz
od elementow pierwszej kolumny otrzymanego wyznacznika
N, o odejmiemy odpowiednie elementy nastepnych (k—17) ko-
lump, pomnozone przez kolejne minory wyznacznika &, lab
N, rozlozonego wedlug elementow pierwszego wiersza, to
wszystkie elementy pierwszej kolumny stana si¢ zerami, z wy-
jatkiem elementu w wierszu (% + 1)-ym od gory, lub (¢+ 7)-ym
od dolu, ktéry bedzie rowny (—2)*+ Wynika ztad bezpo-
Srednio, Zze funkeyja alef 2-go rzedu N, , jest minorem rzedu
1go wyznacznika, przedstawiajacegofunkceyje alef pojedyncza
Ny op0 Otrzymujacym si¢ przez odrzucenie pierwszej kolumny
1 wiersza (2 + 1)-go od dolu, lub, co na jedno wychodzi, przez
odrzucenie kolumny (a+ 7)-ej i ostatniego wiersza.
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12 S. DICKSTEIN.

Stosujac ten sam sposob rozkladu do funkeyj alef 2-go
~rzedu, okreslonych wzorem 3), okazacby mozna, Ze powstaja
one z funkeyj 1-go rzedu, przez opuszczenie jednego wiersza
i jednej kolumny, a wiee, Ze sa minorami 2-go rzedu od-
powiednich wyznacznikow, przedstawiajacych funkeyje alef
pojedyncze. Funkeyje alef zlozone 3go rzedu, beda minorami
3-go rzedu wyznacznikéw, przedstawiajacych funkeyje alef
pojedyncze i td., jednem stowem teoryja funkeyj alef zlozo-
nych WROXSKIEGO jest, jak widzimy, identyczna z teoryja
minor6w wyrazen wyznacznikowych, przedstawiajacych funk-
cyje alef pojedyncze. Mozna tez funkeyje alef zlozone wyra-
zi¢ jako funkeyje pierwiastkow réownania. Nie przeprowadza-
jac tego przeksztalcenia, powiemy tylko, ze funkeyje alef
zlozone, rownie jak i pojedyncze, wyrazi¢ sie daja jako ilo-
razy dwoch alternantéw, ktorych elementami sa potegi pier-
wiastkow réownania. ')

W powyzszych wzorach 2), 3), 4), uwazaliSmy skaznik
k jako dodatni; wzory te wszakze stosuja sie i do ujemnych
wartoéei skaznika; otrzymujemy wtedy funkeyje alet ztozone
réznych rzedow o skazniku ujemnym, majace wlasnosci zu-
pelnie analogiczne z wlasno$ciami funkeyj alef zlozonych
o skazniku dodatnim. Jedne i drugie funkeyje maja zastoso-
wanie w metodzie WroXskieco, do wykladu ktorej przyste-
puvjemy:

Danem jest rownanie 1), ktérego pierwiastki oznaczy¢
mamy. Tworzymy szereg funkeyj alef pojedynczych o ska-
zniku dodatnim i badamy, eczy stosunek kolejnych funkeyj
dazy do granicy oznaczonej. Jezeli tak jest, to tworzymy
réwnanie stopnia (m—1)go:

5) = B e BT s A

Y Poréwn. art. ,0 twierdzeniu Crocchiego,“ Pam. Akad. Um.
. X1V
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO. 13

ktérego wspolezynniki maja warto$ci wyrazone wzorem:

PoX=4,8 . —4, N +4, .8, + ...
+ (=D Ay Nt 6)
lub wzorem
P, =—d, 8— Ay N+ A, By, +e
+ (__'I)P-H Ao Nt
w=2,3...m; 4,—1. 6)

Przejscie od wzoru 6) do wzoru 6’) uskutecznia
sig z latwoscia przy pomocy wzoru zasadniczego dla
funkeyj alef. ') We wzorach 6) i 6") nalezy uwazaé k&
za liczbe nieskonczenie wielka, w zastosowaniu za$ do
przyblizonego - obliczania pierwiastkow za liczbe skon-
czona, dostatecznie wielka. Jezeli stosunek funkeyj alef
pojedynczych nie o skazniku dodatnim, lecz o skazniku
ujemnym, dazy do granicy oznaczonej, w takim razie
w réwnaniu 5) wspélczynniki P, maja wartodci ozna-
czy¢ sie dajace z wzoréow 6), 6'), w ktorych liczbe %
nalezy uwazaé za ujemna. Rownanie 5) przedstawia tym
sposobem dwa rownania: jedno odpowiada skaznikom
dodatnim, drugie skaznikom ujemnym funkey;j alef.

W jednym i drugim przypadku, réwnanie 5) jest
czynnikiem stopnia (m—I)-go réwnania 1) i zawiera
m—1 pierwiastkow tegoz; pozostaly pierwiastek row-
nania danego znajdziemy, tworzac czynnik dopelniajacy
stopnia 1go, ktéry jak latwo widzie¢, bedzie mial postaé:

P e Ha)
k

Jezeli stosunek kolejnych funkeyj alef pojedyn-

czych, ezy to ze skaznikiem dodatnim czy z ujemnym,

) Poréwn. ,O niektérych wlasnosciach funkeyj alef.“ Pam.
Akad. Um. T. XII. str. 37.
3
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nie dazy do granicy oznaczonej, to réwnanie 5) prze-
staje by¢ czynnikiem réwnania 1), i wtedy przej$é mu-
simy do czynnika stopnia niZszego. Przejicie to doko-
nywa WRONSKI, powiekszajac o jednos$¢ skazniki we
wspolezynikach rownania 5), od tak zmienionego row-
nania odejmujac pierwotne i dzielac nastepnie obie
strony przez wspélezynnik przy niewiadomej w stopniu
(m—~2)-ym. Tym sposobem dochodzi do réownania:

Tt — Q@+ Q2™ ..+ (—D)" 2 Qs
ktorego wspolezynniki otrzymuja sie z wzoru:
Qp. Nk+1,o TV Ap. Nk,o o, A(J.—I»x Nk—:,x + Ap.-{»z Nk—-z,x =

i (’—J)M_IJ. Am Nk—(m—p.),m—(_L
lub z wzoru:

Qp. Nk-f-x,a S Ap.——z N,H,‘o e ‘4p.~3 Nk—i~x,1 =+ Ap——u N/:+1,z_— Saealt
+ (——1)}" Ao Nk-|» 1,
e i s A ==

.

w ktérych po drugich stronach znajduja sie funkeyje
alef zlozone 1go rzedu, okre§lone rownaniem.2). Row-
nanie 7) bedzie czynnikiem (m—2)-go stopnia rowna-
nia 1) tylko w takim przypadku, jezeli stosunek funk-
cyj alef zlozonych 1go rzedu, a mianowicie stosunek
::"—'“ dazy do granicy oznaczonej; gdy w ogole poczaw-
T—1,0,
szy od wartosei % dostatecznie wielkiej, jest:

Nl.-,ax s Nk{»B»[—x,az

Nk~1,a1 Nlc-{»ﬁxoce

Moze to mie¢ miejsce dla funkeyj alef o skazniku
dodatnim lub dla funkeyj o skazniku ujemnym. W je-
dnym lub drugim przypadku réwnanie 7) zawiera m—2
pierwiastkow rownania 1); pozostale za$ dwa pierwiastki
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO.

zawiera czynnik dopelniajacy, ktory, jak latwo wi-
dzie¢, bedzie mial postaé:

x?

Nk-f—x,x Nlc+z,¢v 0
_ xr + N =0,
Nk-{-x,o k41,0

albo uzywajac oznaczen skroconych,

REQF . NART
bR i o Y

2 —

0,

a wiec postaé zupelnie zgodna z réwnaniem EULERA,
W razie, jezeli stosunek funkeyj alef 1-go rzedu,
czy to o skazniku dodatnim ezy o ujemnym, nie dazy
do granicy oznaczonej, rownanie 7) przestaje by¢ czyn-
nikiem réwnania 1) i nalezy przej$¢ do eczynnika sto-
pnia nizszego. Przejscie to uskutecznia si¢ w zupelnie
ten sam sposob, w jaki od réwnania 5) przeszlismy do
rownania 7). Powiekszamy w réwnaniu 7) skazniki we
wspolezynnikach o jednodé, od tak zmienionego réwna-
nia odejmujemy pierwotne; dzielac nastgpnie obie strony
przez wspolezynnik przy niewiadomej w potedze (m—3)ej,
otrzymujemy réwnanie stopnia (m—=3)-go:

2" — R a"*+Ram*.... +(—1)"*R,=0,
ktorego wspoélezynniki otrzymaé mozina z wzoru:

By Reto 001 = Ap Nt 0.0 — Apte R geon s
+ Ap-'}'z NkAx,(z,o),z_ s o (__1)m+y. Am i’{k‘ (m—r—1) (m—L,0),m—{L
lub z wzoru:

-Rp. Nk-]-z, (0, 1),—1 E= Ap.—s NIc'-i»:a,(o, 1),—1 T AP.—-( Nk+2,(0,2),—x
+ Ap..-s xk+z,(o,a), s el CNROEL NS + (_1)p'+l A-o Nlc-}-z, (o, p.-z),—.l
p=4,5, e My A0=1.

Rownanie 9) zawiera¢ bedzie m—3 pierwiastkow
rownania danego, jezeli stosunek funkeyj alef zlozonych
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16 S. DICKSTEIN.

rzedu 2go, czy to o skazniku dodatnim czy o ujemnym,
- dazy do granicy oznaczonej, tj. gdy poczawszy od war-
tosci % dostatecznie wielkiej, jest:

Nucanan fe _ Neryiacas ao s

Ni—sas, az) 1 Nk+*{ (@3, ), B2

gdzie liezby calkowite « i B sa zupelnie dowolne. Po-
zostale trzy pierwiastki rownania zawieraé¢ bedzie czyn-
nik dopelniajacy trzeciego stopnia, ktory, jak latwo
otrzymaé mozna, bedzie postaci:

9a) 2?*—Coee+ Cox— C, =0
gdzie

0 Sl NIc,(o, 2),—1 NIH 2, (0,27),:1
L=

Nk,(o, 1),—1 NIH»z, (0,1),—1

0 wiafs [ Nk,(o, 2),—1 ] i NIc,(o, B s o [Nk—f»?, (0,2), —1] i Nk+z,(o, 3),—1
I e ] — £ SRR Bt B Y

xk,(o, 1),—1 Nk,(o, 1),—~1 Nk«{»z, (0,1), —1 Nk-f—z,’o, 1),—1

C s Nk;("y i ey N’H‘—’y(l’v 1)y—1
g =

Nk—x(n, 0),0 RIchx (0, 0),—0

Wprowadzajac oznaczenia skrécone, wyzej uzyte,
mozemy rownanie 9a) napisa¢ pod postacia:

D, AP s
9b) mf—(—p~x’+{(6)—(—b~}x—f__0
Mozemy wreszeie wyrazi¢ wspétezynniki O, C,, O,
pod postacia wyznacznikow i rownaniu 9a) nadaé forme:

T, R, Q T, S, @ T, 8 R

U S R U TR U T8

Vidyh V.U, 8 ViU F
r——u 4 r— =0

S, R, @ 'S, R, Q S, R, @

T Sah AR o T 8/R

UiseS T B R \U, T, 8
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WROXNSKIEGO. 17

Wspétezynniki C, i C, sprowadzaja sie do formy wy-

znacznikowej na zasadzie wzorow a); co sie za$ tyczy wspol-

b Nz

czynnika) C. = %) (I)’ to sprowadzamy go do formy

zadanej, zastepujac w wyrazeniu wyznacznikowemn y elementy

pierwszej kolumny U, V, W ich wartosciami
U=CT—C,S+C,R
V=CU—-0C,T+C,S
W=0CV—-CU+C,T

i wykonywajac redukeyje.

Gdy jednak stosunek funkeyj alef zloZonych drugiego
rzedu, czy to o skazniku dodatoim czy o ujemnym, nie dazy
do granicy oznaczonej, to przej$é¢ znowu musimy od rowna-
nia 9) do réwnania stopnia nizszego sposobem wyzej opi-
sanym. Otrzymujemy tym sposobem eczynnik stopnia (m—4)
i dopelniajacy stopnia 4-go, dalej czynnik stopnia (m—5)-go
i dopelniajacy stopnia 5go. Postepowanie to prowadzié na-
lezy, oczywiscie, najdalej do stopnia réwoego %lub m—j—l-
Jezeli w ogéle:

pm=n Bn+1 xm—-n—x + B"+2 pm—n—2 S + (_1 )m—n Bm
przedstawia czynnik stopnia (m—n)-go, rownania 1), czyn-
nik, ktory WRrONSKI nazywa glowny m, to odpowiedni czyn-
nik dopeiniajacy stopnia n-go:

B G O L (e O,
wyznacza sie¢ z latwoscia przy pomocy zwiazkow:

Ay S
Gl BB

2

sy T OBW CB,,+2 BS

n-t

‘On—! SATE An—1 Cn~2 -Bn+ . S On 3 Bn +2 o o —sz—x

o
) i KA n
(/“ 47 -Bm
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18 8. DICKSTEIN.

Zdaje sig, ze wielce niedogodne znakowanie funkeyj alef
ztozonych wyzszych rzedéw bylo glowna przeszkoda, dla kt6-
rej WRONSKI nie podal wyraZenia czynnika stopnia n-go nie-
zaleznie od czynnika glownego. Wyrazenie to podamy nizej,
w ustepie 8-ym.

Tak si¢ przedstawia co do swej istoty metoda teleolo-
giczna, ktoéra, w bardzo szezegélowem rozwinieciu wraz z za-
stosowaniem do rownan stopnia 4go, 5go, 6go, 7go, przedsta-
wil WRONSKI we wspomnianem dziele.

Uzasadnienie metody WROKSKIEGO podal, o ile wiemy,
pierwszy HANEGRAEFF. ') Wychodzi on z rozwinigeia w sze-
reg nieskonczony odwrotno§ei wielomianu, ktory jest pierw-
8z3 strona rownania danego, lub odwrotnoseia wielomianu,
ktorego pierwiastki sa odwrotnosciami pierwiastkow réwna-
nia badanego. Przedstawimy te metode nieco uproszezona,
wychodzac z rozwinie¢ podanych w artykule: ,0 twierdze-
niu Crocehiego.“ *) Wspolezynniki tych rozwinieé sg funkey-
jami alef pojedynczemi; o skazniku dodatnim lub ujemnym.
Mnozac obie strony jednego z tych rozwinigé:

1 TN N,

—_— T — 1 T e
f{L’ xm+xm+1 e s +x‘m+k+x+

przez z—ux,, gdzie x, jest najwiekszym pierwiastkiem row-
nania danego fz — 0, otrzymujemy po stronie drugiej rozwi-
nigcie zbiezne dla wszystkich wartoSei zmiennej, ktorych
modut jest wigkszy od modulu kazdego z pozostalych pier-
wiastkow. Ze zbieznodci tego rozwiniecia wynika, e

lim (N, 2, —N,,,) =0

k=»

SRR ey
a ztad %; == lit =2
k=» k

) Méthode pour la résolution générale des équations par leur
décomposition succesive en facteurs. Bruksella, 1854.
) Pam. Akad. Um. Tom XII, str. 41, 42.
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO. 19

Jezeli wiec istotnie stosunek funkeyj alef dazy do gra-
nicy oznaczonej, to granica ta réwna si¢ najwiekszemu (rze-
czywistemu) pierwiastkowi rownania. Bedzie przeto:

i Nk—“

N, =

zgodnie z réwnaniem 5a), tj.z czynnikiem pierwszego stop-
nia rownania 1), zkad latwo przej§¢ do czynnika 5) stopnia
(m—1)-go.

Jezeli wszakie stosunek funkeyj alef pojedynczych nie
dazy do granicy oznaczonej, to mozna otrzymaé wprost ezyn-
nik stopnia 2-go, mnozac obie strony powyiszego rozwinie-
cia przez (z—z,) (x—u,), gdzie =z, i x, sa dwa pierwsze
pierwiastki. Otrzymujemy wtedy po stronie drugiej rozwi-
nigcie zbiezne dla wszystkich wartosei, ktérych modult jest
wiekszy od modulu kazdego z pozostalych pierwiastkow, a ze
zbieznosci tego szeregu wynika, ze dla wartosei & nieskon-
czenie wielkich:

N, — N (2, +2) +2, 2,8, =0
Ny, — N, (@, +2,) + 2, 2, Ny, — 0.

Z tych dwoch réwnan otrzymujemy nastepujqce rownanie dla
wyznaczenia pierwiastkow z, i z,.

P Nk<|—1 Nk-{-z_xk N/a+3 S Nl.-\hx) 0 N N/J, 2

—0
(N/c }—1)2 S Nk Nk+2 (N ‘\I —1 &14 1

zgodne z rownaniem Ta). Od tego czynnika stopnia 2-go
latwo przejs¢ mozna do czynnika 7) stopnia (m—2)go. Ro-

~_zumie sig, ze trojmian powyzszy bedzie czynnikiem roéwna-

nia 1) pod warunkiem, ze stosunki funkeyj alef 1go rzedu
stanowiace wspolezynniki jego, sa oznaczone. Jezeli ten wa-
runek nie spelnia sig, przechodzimy za pomoca wylozonej
metody do ezynnika stopnia 3go i odpowiadajacego mu czyn-
nika stopnia m —3-go itd.
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20 S DICKSTEIN.

Wychodzac znowun z rozwiniecia funkeyi ?) we-

b
S ()
dlug dodatnych poteg zmiennej, mozemy powyZsze badanie
zastosowaé do funkeyi alef o skazniku ujemnym i dojs¢ do
odpowiednich czynnikéw stopnia 1go, 2go, 3go i t. d.

W tym wywodzie metody WRONSKIEGO otrzymujemy naj-
przéd czynniki dopelniajace, a z nich czynniki glowne; Bu-
KATY dal inny wywod *), w ktérym rownanie 5) wyprowadza
wprost z rowpania 1), dzielac pierwsza strone przez ro-

Nk«{»x

Znice x — ; lecz dalsze rozwiniecie metody w przypadku,

k
gdy stosunek funkeyj alef pojedynezych nie dazy do granicy
oznaczonej, nie jest w wywodzie BURATEGO dostatecznie uza-
sadnionem. Przytem przedstawienie czynnikéw dopelniajacych
stopnia 2go, 3go i t. d. BukaTYy zupelnie pominal ®).

6. Fourier, w dziele p.t. ,Analyse des équations déter-
minées *) (1831), oglosit pomysty dotyczace rozwinigcia me-
ody BERNOUILLIEGO. Za podstawe swej metody przyjmuje
Fourier szereg zwrotny 4, B, C, D, E..., kiory sig otrzy-
muje jak u BERNOUILLIEGO. Z tego szeregu pierwotnego wy-
prowadza 2 szeregi pochodne, ktére nazwijmy szeregami po-
chodnemi 1go rzedu : : .

AD—BC, BE—CD, CF—DE, ...
AC—B*, BD—C*, CE—D. ... ;
z tych znow wedlug tego samego prawidla szeregi pochodne

") ,0 twierdzeniu CroccHiEGo“ L. c. str. 43.

*) Résolution générale des équations. Méthode spéeiale ou
téléologique de H. Wroxski, démontrée par A. Burary,
Edité par L. N(iepzwirckr). Paryz, 1878.

%) Wyklad metody teleologicznej dal MonTrerriER W ,Ency-
clopédie mathématique* (Tom II str. 184—229), ale po-
wtarzajac rzecz za WRoXskmM, zasadniczych wzoréw nie
udowodnit.

“) Rozdzial p. t. ,Exposé synoptique“ str. 68 i dalsze.
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO. 21

2go rzedu i t. d. Jezeli pierwszy pierwiastek (najwiekszy)
jest rzeczywisty, to zbliza¢ sie do niego bedziemy, dzielac
kazdy wyraz szeregu pierwotnego przez wyraz poprzedza-
jaey. Dla otrzymania nastepnego z kolei pierwiastka, oznacza
Fourier granice, do ktérych daza stosunki wyrazow poste-
pujacych do poprzedzajacych w jednym i drugim szeregu po-
chodnym rzedu 1go; granica tego stosunku w pierwszym ma byé
wedlug FOURIERA réwna sumie, w drugim iloczynowi dwéch
pierwszych pierwiastkow; te dwa szeregi zatem wystarczaja
do oznaczenia dwoch pierwiastkéw. W podobny sposob, za
pomocg szeregéw pochodnych 2go rzedu, wyznaczaja sie trzy
pierwsze pierwiastki i t. d. Wszystko to ma miejsce atoli
w przypadku zbieznoci szeregu badanych stosunkow; jezeli
pierwszy pierwiastek jest wszakze urojony, to szereg ilora-
z0W w szeregu pierwotnym nie daje jednego rezultatu i wtedy
nastepne dwa szeregi doprowadzaja do wartosci modulu pier-
wiastka urojonego. Jezeli trzeci z kolei pierwiastek jest rze-
czywisty, to odpowiadajace mu szeregi ilorazéw sa zbieine;
jezeli jest urojony, to nalezy si¢ uciec do dalszych szeregow
pochodnych i t. d.

Fourier, jak to zauwazyl STERN ?), pomylil sie, twier-
dzac, ze szereg ilorazéw utworzonych z wyrazéw szeregu

AD—BC, BE—~CD, CF—DE....

dazy do granicy rownej sumie pierwiastkdw; przeciwnie sze-
reg tych ilorazéw dazy, jak o tem latwo przekonaé sie mo-
zna, do granicy rownej iloczynowi pierwiastkéw; do granicy
za§ réwnej sumie pierwiastkéw dazy stosunek ilorazéw po-
wstatych z podzielenia wyrazéw jednego z szeregéw pocho-
dnych 1go rzedu przez odpowiednie wyrazy drugiego. Po-

) Remarque sur un théoréme enoncé par M. Fourier, Crelle,
IX, str. 305.

4
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22 ; 8. DICKSTEIN.

mijajac ten blad, widzimy, ze metoda FOURIERA nie rézni
sie¢ w zasadzie od metody WRONSKIEGO; kolejne bowiem sze-
regi zwrotne odpowiadaja funkeyjom alef roznych rzedow.

7. STERN w kilka lat pézniej ') oglosil metode rozwia-
zywania rownan, w ktérej za punkt wyjscia bierze, jak La-
GRANGE, sumy jednakowych poteg pierwiastkow. Jezeli z,,
Z,,..%, sa pierwiastki rownania 1), uporzadkowane wedlug
malejacych wielkodci, to dla % dostatecznie wielkiego przy-
jaé mozna:

Skts Sita = Satite

X, = X =
5 R e St — Sar

S 3slc—ltxszlz+z+ 28518
S — 384 S + 28

B 08y =

gdzie wielkosci s;, oznaczajace sumy " poteg pierwiastkow
réwnania, zastapi¢ nalezy ich znanemi wyrazeniami w funk-
cyi wspolezynnikow tegoz. Utworzmy szeregi:

2 —s

Iloraz dwoch dostateczunie odleglych wyrazow szeregu
pierwszego daje pierwiastek z,, iloraz dwodch dostatecznie
odleglych wyrazéow szeregu drugiego daje iloczyn z,x,,
iloraz takichze wyrazéw szeregu trzeciego daje iloczyn
x,%,%, ... Jezeli pomigdzy pierwiastkami sa urojone, to sze-
reg odpowiadajacy iloczynowi zx,... z,, w ktérym pier-
wiastek z, jest urojony, bedzie rozbiezny, lecz nastgpny sze-

") Theorie der Kettenbriiche und ihre Anwendung, Crelle, XI
(1834) str. 293.
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O METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE WRONSKIEGO. 23

reg, odpowiadajacy iloczynowi z,x, ... #, =, bedzie zbie-
zny i postuzy do otrzymania iloczynu z,2,,, pierwiastkow
sprzezonych. Jezeli w ogole jeden z dwéch kolejnych szere-
gow jest zbiezny, a drugi rozbieiny, dowod to, Ze réwnanie
dane ma dwa pierwiastki urojone sprzezone.

Metoda STERNA jest, jak widzimy, pewna modyfikacyja
metody FOURIERA, a wige w gruncie rzeczy, jest identyczna
z metods WRONSKIEGO.

8. FURSTENAU ') dochodzi do czynnikéw nizszego sto-
pnia réwnania danego w sposob nastepujacy. Mnozac réwna-
nie dane przez kolejne potegi zmiennej x, a mianowicie przez
z,x*, «°..., a nastepnie rugujac z otrzymanych réwnan ilodeci :

N1 -+2 +k—1
il e S e

dochodzi sie, dla nieograniczenie rosnacej wartosei %, do ro-
wnania stopnia n* postaci:
1,2,3.. n—1 2,54/, n 1,2,8.0 N—2yn 1,2,3...0—1
Nes ot L oSepitariis oo TS i N0
dajacego n najwigkszych pierwiastkow z,, z, ... x, réwna-
nia danego. W réownaniu FURSTENAUA wspolezynniki maja
nastepujace znaczenie:

Z k+m—1
-1y 5

rowna si¢ zatem (—1)* N, i wyraza si¢ w postaci znanego wy-
znacznika; z tego Wyznacznika za§ otrzymuje si¢ wspélezyn-
niki powyzszego réwnania przez odrzucenie % — 1 kolumn

') Darstellung der reellen Wurzeln etc. Marburg, 1860. Neue
Methode zur Darstellung und Berechnung der imaginiiren
Wurzeln algebraischer Gleichungen, Marburg, 1867. Me-
tode FUrsTENAUA uproscit Barrzer. (Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik VI Jahrgang, Literaturzeitung str. 9).
Poréwn. GintaER Lehrbuch der Determinantentheorie str. 130.
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(i odpowiednich wierszy), ktérych skazniki wypisane sa nad
gloska S. Wspolezynniki te zatem sprowadzaja si¢ do funkeyj
alef zlozonych rzedu (n—1I)go, co stwierdza tozsamos$é¢ me-
tody FirsTENAUA 7 metoda WROXsKiEGo. W samej rzeczy,
bezposrednio stwierdzi¢ mozna, Ze czynnik stopnia 1go:

28, + 8. =0
jest identyczny z czynnikiem

N
x—~¢=0

/3
WRONSKIEGO ; ezynnik stopnia drugiego

I‘c-}-x x + Slt—(—z z + SI‘c-&-z o 0

jest identyczny z czynnikiem

N, N
xg iR .I+x,1 z _,_ k2,0 L] 0;
Nk—{—x,o le+x,o
czynnik trzeciego stopnia
Szt 4+ St '+ Seto + S, =0

sprowadza sie do réwnania:

S, R, @ T, R, @ T, 8, @ T,:8, R
ol S e BN R e U
078 V. T8 708 V. U, T

ktére otrzymalismy z réwnania WRONSKIEGO ).

9. Najmniejszy pierwiastek rownania algebraicznego
daje sie wyznaczyé jeszcze za pomoca nastepujacego twier-
dzenia podanego przez KONigaA ?). Niechaj w, oznacza liczbe

!) Metodzie FiURSTENAUA poSwiecit obszerne studyjum NA-
GELSBACH ,Studien zu Fiirstenau's neuer Methode der Dar-
stellung und Berechnung der Wurzeln algebraischer Glei-
chungen durch Determinanten der Coefficienten®.  (Ar-
chiv der Mathematik und Physik, Tom 59 -i 61), gdzie
bada zachowanie si¢ funkecyj alef, ktére nazywa wspél-
czynnikami dzielenia (niektére jego twierdzenia wyprowa-
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zmian znakéw w szeregu funkeyj alef o skazniku ujemnym:
R etmy s Nogaminr « + + Ngpmin)
argument i modul ¢ i w pierwiastka najmniejszego
Z = p(COoS ® + ¢ sin v)
daja sie wyrazi¢ w ten sposob:

(0] ( w, )
(o " NS

gt 1! A e es
e \/ N—(k+m+")

Twierdzenie to daje si¢ oczywidcie zastosowaé i do
pierwiastka najwiekszego. Jezeli w, oznacza liczbe zmian
znakow w szeregu funkeyj alef o skazniku dodatnim :

T, P PG SRS A

0

to modul i argument R i Q pierwiastka najwigkszego
R (cos Q + ¢ sin Q)

wyrazaja sie za pomoca wWzorow :

; Q (w,, )
T n RN

R = mod (\7&,)

nEQ N 2
7 twierdzenia tego mozemy wyprowadzi¢ niektore cie-
kawe wnioski. Jezeli szereg funkeyj alef, poczawszy od pe-

dzamy nizej jako wniosek z twierdzenia KonicA), oraz pray-
blizenia warto$ci pierwiastkow, obliczanych zapomoca me-
tody FirsteNava. Zwiazek pomiedzy metoda FURSTENAUA
a ulamkami ciagltemi wykazal Gixraer: ,Ueber die allge-
meine Auflosung der Gleichungen durch Kettenbriiche* (Ma-
thematische Annalen, Tom VI, str. 262.)

*) Ein allgemeiner Ausdruck fiir die ihrem absoluten Betrage
nach kleinste Wurzel der Gleichung n™ Grades. Mathema-
tische Annalen. Tom IX. str. 530—540.
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26 S. DICKSTEIN.
wnego miejsca, daje same tylko nastepstwa znakow, to

n
wiatek jest rzeczywisty dodatni; jezeli daje same zmiany, to

(—Wl) e = 0,Q = 0, zkad wynika, Ze najwiekszy pier-

(::ﬂ) = 1,Q = =, co dowodzi, e najwigkszy pierwia-
n=Q0

stek jest rzeczywisty ujemny; jezeli liczba zmian jest dwa
razy wigksza od liczby nastepstw, otrzymujemy pierwiastek
czysto urojony i t. d.?)

10. Istota metody teleologicznej polega, jak widzieliémy,
przedewszystkiem na wlasnosci zasadniczej funkeyj syme-
trycznych pierwiastkow rownania, ktoreto funkeyje daja sie
wyrazaé jako funkeyje jego wspolezynnikow. Wynika ztad
mozno§é¢ uogolnienia metody teleologicznej przez zastapienie
funkeyj symetrycznych samych pierwiastkow réownania ich
funkeyjami symetryeznemi, ale zaleznemi i od innych wiel-
kogci. Tak n. p. sumy rownych poteg pierwiastkéw roéwna-

Lt=m
nia mozna zasta} i¢ funkeyja Z (z —z,)"; zamiast funkeyj
Vil

alef samych pierwi:stkow rownania, mozna wzia¢ funkeyje

l:m('x___x &
Z ﬁ it.p. Na fej drodze metoda teleologiczna zdolna
BT

jest do dalszezgo rozwoju, jak to wykazuja prace E. SCHRO-
DERA i RuNeEkGo.
Pierwszy z nich *) za podstawe swojej metody przyj-
muje funkeyje
L=m x)l\ 2@

Q@ =) Gy

=T

') Sato powyzej wspomniane, udowodnione na innej drodze
twierdzenia NAGELSBACHA.

*) E. Scur6per. Ueber unendlich viele Logarithmen zur Auf-
losung der Gleichungen. Mathematische Annalen Tom II.
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0 METODZIE TELEOLOGICZNHJ HOENE-WRONSKIEGO 21

gdzio %, % sa liczby calkowite dodatnie (nie wylaczajac i ze-
ra); y (x) jest funkeyja, ktéora dla zadnej warto$ci, rowne;j
ktéremukolwiek z pierwiastkéw réwnania danego f(z) = 0,

nie staje sig ani zerem ani nieskonezonoscia. Dla X(x)=m

i y(x) =1 otrzymuje SCHRODER specyjalniejsze funkeyje:

1=m el
A @=) Gy
B} () = el (x__—xa)gt Jite
=
ktére moga shuzyé do otrzymywania pierwiastkow. Jezeli mia-
nowicie oznaczymy przez F(z) iloraz A—j\;(—?, przez F' (z)
iloraz th f to

B} (»)’
i ¥ (oY = lim-T} (x) = 2
k=00 =0 o)

gdzie z, jest ten z pierwiastkow réwnania danego, ktory lezy
blizej dowolnie przyjetej wartosci poczatkowej x, niz kazdy
inny 2 pierwiastkow. Dla h=1, otrzymujemy wprost pierwia-
stek z,. Widoczna, ze dla A =0, h=1,oraz dla wartodei po-
czatkowej « rownej 0 (lub o), metoda ScHRODERA schodzi
si¢ z metoda wynajdywania pierwiastka najwiekszego (lub
najmniejszego), wedlug FURSTENAUA lub WRONSKIEGO.

RUNGE ') za podstawe metody swojej przyjmuje funkeyje

L=m 1

i otrzymuje nastepujace wyrazenia dla pierwiastkéw rowna-

') Entwickelung des Wurzeln einer algebraischen Gleichung
in Summen von rationalen Functionen der Coefficienten, Acta
mathematica, VI, str. 305—318.
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nia 2, @,, %, ..., z ktérych pierwszy lezy blizej wielkosci
x niz pozostale, z, blizej niz pozostate procz =, i t.d.

z, =z + R, (x)
k=00

: R2(x)

e R;f@‘ E=00
o B (x)

xs =2 + i R’iz)(x) i

gdzie wielkosci R maja nastepujace znaczenie:
2 (e,—x)*
Sz, —a)

[(1‘ _x) (xv—x> ]‘k
(@, —x) (@ —) ]

R, (z) =

Ry
(x,—x) (xx'—x) (@) — x, ] T
Z,—x)(%y—1) (x)\—x)]

k—1

[
RY (z) = %

Sumy po drugiej stronie 1-go z tych wzoréw roz-
ciagaja sie na wszystkie wartosei od 1 do 0, po drugiej
stronie drugiego wzoru na wszystkie kombinacyje pierwiast-
kow po dwa, po drugiej stronie trzeciego wzoru na wszystkie
kombinacyje pierwiastkow po trzy i t.d. Wyrazenia R daja
sig oczywideie przedstawi¢ w funkeyi wspolezynnikéw r6-
wnania danego.

Warszawa, w Pazdzierniku 1888.

4
*
Y
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[’ Dopelnienie artykulu
»0 metodzie teleologicznej Hoene-Wroinskiego

rozwiazywania réwnain algebraiczunych*

przez

S. Dicksteina.

2ol o gen L

W artykule, ogloszonym w Tomie XIX Rozpraw i Spra-

wozdan Wydzialu matem.-przyr. Akademii Um. (str. 167—192),
przedstawiajac metody rozmaitych autoréw analogiczne z me-

toda teleologiczna WRONSKIEGO, pominalem rozprawe JAco-

BIEGO, ogloszona wr 1835 w 13ym tomie dziennika CREL-

LEA: , Observatiunculae ad theoriam aequationum pertinentes®

(str. 310—355). W piatym ustepie tej rozprawy, zatytulowa-

nym : , Quomodo regula Bernowilliana ad investigandas radi-

: ces quae maximam aut minimam sequuntur , extendi potest*,
e JAcoBI, pobudzony pomystami Fouriera, ogloszonemi w dzie-
: le: ,Analyse des équations déterminées® z r. 1831 ') rozwija

1) Poréwn. O metodzie teleologicznej Rozpr. i Spraw.
Akad. Um. T. XIX, str. 184.
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2 8. DICKSTEIN.

metody DaNieLa BErRNOUILLIEGO i EULERA ') 1 zestawia wy-
wody swoje z metoda badania szeregéw zwrotnych, podang
przez LAGRANGEA W 1. 1772 ). Metoda JACOBIEGO rozWia-
zuje w zupelnoéci zagadnienie FOURIERA, jest zatem w istocie
rzeczy identyczna z metoda WRONSKIEGO, podana w r. 1827
i rozwinigta w 1847 °). Opierajac si¢ na tej rozprawie JA-
COBIEGO *), podaje tu uzasadniénie metody teleologicznej, nie-
pozostawiajace, jak §miem sadzié, nic do Zyezenia pod wzgle-
dem prostoty, i dopelniajace tym sposobem poprzednig moja
prace.

Niech bedzie rownanie:
ARSI W L e s +(—1)" 4, =0,

pierwiastki jego, poczynajac od majacego najwigkszg war-
tos¢ beawzgledna i idac kolejno do majacego warto8¢ bez-
wizgledng najmniejszg, oznaczmy przez Z,,,,.. &, Kolejne
funkeyje alef rownania (1) wyrazaja sig, jak wiadomo, we
funkeyi tych pierwiastkéw przy pomocy wzoru °).

(2) izm .,Il.:..;—fm—t

L fr

1) Tamze str. 168—170.

*) W rozprawie , Recherches sur la maniére de former des ta-
bles des planetes d'aprés les observations® w Memoires de
UAcad. des Sciences de Paris.

%) Rozpr. i Spraw. XIX, str. 172. :

4) Jacosr nie uzywa jeszcze w tej rozprawie algorytmu wy-
znacznikéw, ktore bardzo upraszezaja wywdd ; zasadnicza
rozprawa JAcoBiEGO o wyznacznikach byla ogloszong do-
piero w r. 1841 w 22im tomie dziennika Crellea.

®) O twierdzeniu Crocomigco, Pam. Akad. Um. T. XIL
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lub tez we funkcyi wspoélezynnikow réwnania (1) przy po-
mocy wzoru ')

Vs LR e G
VAR L ot e (RS, ()

N 05 ST An s An s At (3)
005 1= A,

W metodzie teleologicznej WRrOXsKIEGO idzie przede-
wszystkiem o otrzymanie tak nazwanego czynnika glow-
nego stopnia »n << m pierwszej strony réwnania (1), albo
inacze] méwiac, o otrzymanie réwnania stopnia n, ktérego
pierwiastkami sa pierwiastki z,, z,, ... z, réwnania da-
nego %). Aby otrzymaé¢ to rownanie stopnia »%°, odrzuémy po
drugiej stronie wzoru (2) wyrazy, zawierajace pierwiastki
Znyey Tnysy- - &, Redukeyje taka czynimy na tej zasadzie,
ze stosunek sumy odrzuconych wyrazéow do sumy wyrazéw
pozostawionych dazy do zera, gdy liczba % rosnie nieogra-
niczenie. Oznaczajac dla krotkosci wyrazy pozostawione przez
R, R,, ... R,, otrzymujemy z wzoru (2) nastgpujace :

Nt R R e R,
N, = B2, + B, +... +" Bz,
Nese—aflat EoRar op LR (4)

e —

R = R+ Root ... + R

") O niektérych wlasno§ciach funkcyi alef. Pam.
Akad. Um. T. XIIL
) Rozpr. i Spraw. XIX, str. 181.
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Jeieli szukanem rownaniem stopnia »* jest
) z"—Bx + By — ...+ (—I1)" B, =.0,
to oczywiscie
a"—B, 2" 7'+ B,x"* ... + (—=1)"B, = (x—x, )(x—1,) ... (x—,,)
be;dzié tozsamosciowo zerem dla z=z,, x,, ... Z,.
Mnozae zatem r6éwnania (4) odpowiednio przez B,,

B,.., ... 1 idodajac je do siebie, otrzymujemy, przy
uwzgleduienin powyzszej uwagi, rownosé

NS B R BN G TR e,

Kladac tu kolejno 7a % liezby: %, k+1,... k+n—1,
otrzymujemy » réwnan, ktére wraz z réwnaniem (5) daja
uklad #+1 réwnan nastepujacy:

z" —Ba— +Bax* —.+(=1)"B, =0
Ry —B N BN — % (—1)@5,: =)
(6) Nitars — 'Bl Nejo 4 B2 N =i (—l)ﬂﬂ:k-ﬁ—! =0

NIH—ﬂn—x R Bl NIc~|~2n—z'|‘ -Bg Nl:—{»zn—a e + (—'1 %{k-} n—1 = 0

Rugujac z tyeh # + 7 réwnan » wspolezynnikéw B,,
B,, ... B,, otrzymujemy réwnanie stopnia n’

/i SRR S e
Nk+n ) NIH»n—x ) NIc+n—-z ) R Nk

(7) NG Nitn AN Rk—{-x =05
a¢I:—i-zn—x ) NIc-I-zm—z ) Nk+zn—a LI Rk«{m—x
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0 METODZIE TELEOLOGICZNEJ HOENE-WRONSKIEGO. 5

ktérego pierwiastki sa tem blizszemi pierwiastkow z,, z,, ... z,
rownania (1), im liczba % jest wieksza.

7 réwnania (7) dla » =1 otrzymujemy bezpo§rednio
prawidlo DaNiELA BERNOUILLIEGO, dla #=2 znane prawidlo
EuLERA.

Wspoélezyaniki rownania (7) sa oczywiScie wyznaczni-
kami, ktérych elementa stanowia funkeyje alef; sg to funk-
cyje alef zlozonc WRONSKIEGO !); poniewaz za§ funkeyje te
przy pomeey wzorn (3) daja sie wyrazi¢ przez wspolezyn-
niki réwnania (1), przeto wszystkie wspolezynniki rowna-
nia (7) sa rowniez oznaczonemi funkeyjami wspolezynnikow
réwnania (1). ‘

W zupelnie ten sam sposéb moina otrzymaé bezposre-
dnio réwnanie, ktérego pierwiastkami sa pierwiastki z,,
@, ..., rownania (1), poczynajac od majacego naj-
mniejsza wartos¢ bezwzgledna. W takim razie po pierwszej
stronie rownania (7) mie¢ bedziemy funkeyje alef o skazni-
kach ujemnych, zamiast funkeyi alef o skaznikach do-
datnych *).

1) Rozpr. i Spraw. XIX, str. 172—176.

) Ten prosty wywoéd zawiera cala teoryje metody teleolo-
gicznej, ktorej WroNskr poswigeil obszerny traktat: IMe-
thode téléologique ou speciale pour la resolution générale des
équations® na 108 stronicach in folio. Praca ta nie zwré-
cilta uwagi mnezonych 2z przyczyny nieusprawiedliwionego
ignorowania pomystéw WRONskIEGo; ale i rozprawa Jaco-
BIEGO pozostala prawie nieznana w samych Niemczech, tak,
ze FURSTENAU oglaszajac swoja metode rozwiazywania ro-
wnan byl przekonany, iz oglasza rzecz nowa. Rzecz szcze-
g6lna, ze zdanie to podzielali BALtzer i GUNTHER, ktdrym
przeciez praca JACOBIEGO nie powinna byla pozostaé nieznana.

Warszawa, w Marcu 1890.
e . RS

Osobne odbicie z XX. Tomu Rozpr. i Spraw. Wydz. matem.-przyr. Akad. Umiejetn.

Krakéw, 1890. — Drukarnia Uniwersytetu Jagielloniskiego pod zarzadem A. M. Kosterkiewicza.
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Extrait do Bulletin de 1’Académie des Sciences de Cracovie.

S. Dickstein. ,Dopelienie do artykutu o metodzie teleo-
logicznej Hoene-Wronskiego.“ (Sur la méthode téléologique de
Hoene- Wrotisksi).

Dans un mémoire: ,Observatiunculae ad theoriam aequa-
tionum pertinentes® (Journal de Crelle XIII) Jacosr, en déve-
loppant I'idée exposée dans I , Analyse des éguations détermi-
ndes“ de Fourier, a donné une extension des méthodes de Da-
niel Bervouiint et de Eurer pour la détermination de la plus
grande et de la plus petite racine d’une équation algébrique du
degré m. La méthode de Jacosr, étant au fond identique avee
celle de Wroxski, peut en méme temps nous servir i établir
trés simplement la méthode téléologique de Wrosski, ee qui
fait T'objet de la note présente. En prenant pour point de départ
les fonctions ,aleph“ de Wroxsk: exprimées au moyen des racines
de I'équation donnée et n’en retenant que les termes répon-
dants aux plus grandes = racines (n << m), de I'équation donnée,
on obtient un systéme d’équations dont la résultante est une
équation algébrique du degré n. Les racines de cette équation
sont égales aux n premiéres racines de I'équation donnée, avec
une approximation d’autant plus grande, que lest l'indice des
fonctions aleph. Les coéfficients de I’équation résultante sont
les fonctions aleph composées, de Wroxski.

Cracovie, 189o. — Imprimerie de 1'Université Jagellonne.
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