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Paradoxien des Unendlichen
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vulgairement, je tiens qu’elle I’affecte par-tout, pour
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part 1. p. 243.)

2. unverianderte Auflage.

Berlin,
Mayer & Miiller.
1889.

O NIMts

http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



Wegen Entfernung des Herausgebers vom Druckorte
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47, ,, 2 von unten streiche das: irgend ein.
52, ,, 16 st. alle Reihen, 1. aber alle Reihen.
33, , 10 von unten st. der Reihe, I. die Reihe.
38, , 9 verbinde die Null mit (4) und 1. 0(4).
60, ,, 5 von unten schalte vor ,,dass ein: d. h,
77, 5, 1 st strengsten L strengstem.
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9 5 At ba'libe.

98, ,, 11 w.s.w, von unten st. ¢ 1. B
104, ,, {vulbR(—bata R)=bS(—aS—ab)
121, ,, 2 von unten st. aufgestellt 1. aufgehellt,
123, ,, 13 von unten st. SS 1 55.
126, ,, 12st.aller Atomel. allcr umstehenden Atome.
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Vorwort des Herausgebers.

Die merkwiirdige Abhandlung iiber die Para-
doxien des Unendlichen begann ihr Verfasser
hereits im Jahre 1847 wiihread eines lindlichen
Aufenthaltes in Gesellschalt des Herausgebers auf
der anmuthigen Villa zu Liboch hei Melnik, voll-
endete sie aber erst, durch Arbeiten anderer Art
unterhrochen, in den Sommermonaten des folgenden
Jahres, dem letzten seines Lebens. Er bethitigte
mit diesem Werke nicht nur, dass seine geistigen
Vermogen trotz des hereits vorgeriickten Alters (er
stand damals in seinem 67. Jahre) und der sicht-
lichen Abnahme der kirperlichen Krifte an ihrer

Frische und Regsamkeit noch immer nichts verloren
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hatten; sondern er lieferte hiermit zugleich der ge-
lehrten Welt einen neuen Beweis, welch ungemeine
Einsichten in die abstractesten Tiefen der Mathema-
tik, der reinen Naturwissenschalt und Metaphysik ihm
waren zu Theil geworden. Wahrhaftig, hitte Bol-
zano nichts Anderes geschrieben und uns hinter-
lassen als diese Abhandlung allein: er miisste, wie
wir fest glauben, schon um ibretwillen den aus-
gezeichnetsten Geistern unsers Jahrhunderts Dei-
gezihlt werden! Die interessantesten und ver-
wickeltsten Fragen, welche die Bearbeiter jener
apriorischen Wissenschalten in Bezug auf den Be-
griff des Unendlichen von jeher beschiltigten, ver-
steht er mit bewandernswerther Leichtigkeit zu 16sen
und mit solch einer Klarheit vor den Augen des
Lesers zu entfalten, dass anch derjenige, der nur
nicht ganz ein Kremdling auf diesem Gebiete ist
und von den hierher einschlagenden Dingen nur
Weniges begriffen hat, dem Vortrage des Verfassers
zu folgen und seine Lebrsitze, mindestens ilrem
grossen Theile nach, verstindlich zu finden vermag.
Der Kenner iiberdies muss, wofern er der Abhand-
lung einige Aufmerksamkeit schenket (und sollten

wir dies nicht von einem jeden Gelehrten erwarten
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diirfen?), bald gewahr werden, von welcher Wichtig-
keit die hier angedeuteten und in andern Werken
Bolzano’s (seiner Logik insbesondere und Athanasia)
umstiindlicher auseinandergesetzten Ansichten seien,
und wie es mit ihnen aufl nichts Geringeres abge-
sehen sei, als auf eine villige Umgestaltung aller
bisherigen wissenschaftlichen Darstellung.

Der Herausgeber erhieit diese Abhandlang im
Manuscripte ans dem Nachlasse des Verfassers von
dessen Erben mit der Verbindlichkeit, sie sobald
als méglich zum Dracke zu fordern, und iibernahm
diese Verpflichtung um so bereitwilliger, je mehr sie
mit seinen innersten Gefiihlen (Bolzano war sein
unvergesslicher Lehrer und Frennd) zusammenstimmte.
Gern hiitte er sich anch dersellien schon frither ent-
ledigt, wiren ilun nicht bedentende Hindernisse in
den Weg getreten, die er nicht eher ais im Verlaufe
dieses Jahres hat beseitigen konnen. Nun erst sah
er sich in den Stand gesetzt, die lange bereits be-
sorgte Abschrift nach dem nicht immer sebr les-
baren, hier und da sogar incorrecten Manascripte zu
verbessern, eine genaue Inhaltsanzeige zur leichteren
Benatzung des Biichleins zu fertigen und einen taug-

lichen Verlagsort dafiir aufzusachen. Er wihlet
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Leipzig; weil er einerseits von diesem Umstande
cine grossere Verbreitung der Abhandlung selbst
erwartet, andererseits eben hiermit die beriihinte
Biicherstadt, die Zierde und den Stolz seines neuen
Vaterlandes (er ist ein geborner Biohme), zn ehren
gedenkt: denn er lebt des Glaubens, es werde einst,
wird nur erst Bolzano’s hoher Genius allgemeine
Anerkennung finden, Leipzig eben nicht zam letzten
Rubme gereichen, zur Erscheinung dieser Paradoxien

beigetragen zu haben.

Budissin, am 10. Juli 1850.
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lichen Menge anderer, die alle endlich sind, betrachten, ist selbst
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47. Belenchtung des Lehrsotzes, dass die gemeine Cykloide inn
dem Puncte, wo sie auf ibre Grundlivie trifft, eine unendlichh
grosse Hriimmung habe.

. 48. Wie es komme, dass manche riumliche Ausdehnungen, diee

sich durch einen uuendlichen Raum verbreiten, gleichwohl nurr
eine endliche Grosse haben; andere dagegen, die in einem end--
lichen Raume beschriinkt sind, doch eine unendliche Grisse be--
sitzen; und noch manche andere eine endliche Grisse bebalten,,
ob sie gleich unendlich viele Umginge um einen Punct heruvinn
machen,

. 49, Noch einige paradoxe Verhiltnisse rinmlicher Ansdehnungen,,

die eine unendliche Grisse besitzen.

50. Paradoxien des Unendlichen auf dem Gebiete der Physik undd
Metaphysik.

Welche Wahrheiten man anerkenoen miisse, um diese Para--
doxien richtig zu beurtheilen.

Beweis, dass es nicht zwei durchaus gleiche Dinge, somitit
auch nicht einander durchaus gleiche Atome (einfache Substanzen))
im Weltall gebe; ferner

dass es nothwendig einfache Substanzen gebe, und dass diesse
Substanzen verdnderlich seien.

51, Vorurtheile, iiber die man sich wegsetzen wiisse, um dide
hierber gehiorigen Paradoxien richtig zu beurtheilen.
Es gibt keine todte, bloss trige Materie.

. 52. Es ist ein Vorurtheil der Schule, dass die Annahme eineer

unmittelbaren Einwirkung der Substanzen unerlaubt sei,

53. Eben so ist es ein Vorurtheil, zu glanben, dass unmittelbarre
Einwirkuogen in die Ferne nicht moglich seien.

. 54, Eino Durchdringen der Substanzen muss unbedingt geliugneet

werden,

53. Vorartheil von der vollkommenen Unrdumlichkeit geistigeer
Wesen , insofern sie nicht einmal den Ort eines Punctes solleen
einnehmen konnen.

Zwischen den geschaffenen Substanzen gibt es keine andereen
als Gradunterschiede. :

56. Das grosse Paradoxon von der Verbindung zwischen deen
geistigen und materiellen Substanzen behebt sich nach dieser Ana-
sicht von selbst.
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. 57 Irrthimliche Vorstellung von der Cousteuction des Weltalls

aus blossen Kraften ohne Substanzea.

58. Es gibl keine hiehste, aber auch keine niedrigste Stufe des
Daseins in Goltes Schipfung.

. 59, Mit der steligen Erfiillung des uneundlichen Raumes durch

Substanzen besteht reeht gut ein verschiedener Grad von Dichtig-
keit der Rorper, uad es ist nicht nithig anzunebmen, dass Substan-
zen einander durchdringen.

60. Jede Substanz der Well stehl mit jeder andern in stetem
Wechselverkehr.

. 61. Es gibt darunter herrschende Substanzen, aber keine von

diesen letztern besitzt Rrifte, welche die der beherrschten um
ein Unendliches iibertreffen.

. 62. Ob in einem jeden beliebigen Inbegriffe von Substanzen Eine

herrschende vorhanden sein iiisse.

. 63. Ausser den herrschenden Substanzen gibt es noch einen an-

deren Wellstoff, den Aether, der ohne ausgezeichnete Substanzen
allen brigen Weltraum erfillt und alle Weltkorper verbindet.

Unter den Substanzen findet ein Anziehen und Abslossen
statt, und wie sich der Verf, dasselbe vorstelle.

Woher es komme, dass Stoffe, die sich in ihren Kriiften,
namentlich in dem Grade ihrer gegenseiligen Anziebungen von
einander unterscheiden, in ihrem Gewichle gleichwohl einander
durchgangig gleichen, oder dass ihre Gewichte sich wie die
Massen verhalten. :

. 64, Worin sich die Herrschaft gewisser Substanzen oder Atoms

iiber andere dussere, und was davon die Folge sei.

. 65. HKeine ausgezeichnete Substanz erfihrt eine solche Veriinde-

rung, dass sie durch diese von allen Theilen ihrer nichsten Um-
gebung frei wiirde.

. 66. Wo ein Korper aufhtre und ein anderer anfange; oder die

Frage iiber die Griinzen des Korpers.

. 67. Ob und wenn Rirper in einer unmittelbaren Beriihrung mit

einander stehen.

. 68. Mogliche Arten der im Weltall statifindenden Beweguangen.

. 69. Ob ein Atom im Weltall zu irgend einer Zeit eine vollkommen

gerade oder vollkommen krumme Linie beschreibe.
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0Ob bei des Verl. Ansichten von der Unendlichkeit des Welt- -
alls ein Fortricken des Ganzen nach irgend einer gegebenen
Richtung oder auch eine drehende Bewegung desselben um eine:
gegebene Weltaxe oder einen Weltmittelpunct statthaben kinne.

. 70. Zwei durch Euler beriihmt gewordene Paradoxien.
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Nicht zwar, wie Kistner sagt, alle, aber gewiss die
meisten paradoxen Behauptungen, denen wir aul dem Ge-
biete der Mathematik begegnen, sind Sitze, die den Begriff
des Unendlichen entweder unmittelbar enthalten oder doch
bei ihrer versuchten Beweisfithrung in irgend einer Weise sich
auf ihn stitzen. Noch unstreitiger ist es, dass gerade dieje-
nigen mathematischen Paradoxien, -die unsere grosste Beachlung
verdienen, weil die Entscheidung hochwichtiger Fragen in man-
cher anderen Wissenscbalt, wie in der Metaphysik und Physik,
von einer befriedigenden Widerlegung ihres Scheinwiderspru-
ches abhingt, unter dieser Gattung sich finden.

Und dieses ist eben der Grund, warum ich mich in der
vorliegenden Abhandlung ausschliesslich nur mit der Betrach-
tung der Paradoxien des Unendlichen befasse. Dass es aber
nicht maglich sein wiirde, den Schein des Widerspruches, der
an diesen mathematischen Paradoxien haftet, als das, was er
ist, als einen blossen Schein zu erkennen, wenn wir uns nicht
vor Allem deutlich machten, welchen Begrilf wir doch eigent-
lich mit dem Unendlichen verbinden, erachtet man von selbst.
Dies also schicken wir voraus.
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Dass man das Unendliche allem blos Endlichen
entgegenselze, sagt schon das Wort. Und durch den Umstand,
dass wir die Benennung des Ersten aus jener des Zweiten
ableilen, verrith sich iiberdies, dass wir uns auch den Be-
grif{ des Unendlichen als einen solchen denken, der aus jenem
des Endlichen erst durch Hinzufiigung eines neuen Bestand-
theiles (dergleichen ja auch der blosse Begriff der Vernei-
nung schon ist) hervorgehe. Dass endlich beide Begriffe auf
Mengen, niher auf Vielheiten (d. h. auf Mengen von Ein-
heiten), somit auch auf Gréssen angewandt werden, ldsst
sich schon aus dem Grunde nicht abliugnen, weil es ja eben
die Mathematik, d. h, die Grossenlehre ist, wo wir am
Haufigsten von dem Unendlichen sprechen, indem wir endliche
sowohl als unendliche Vielheiten, und nebst den endlichen
Grossen auch nicht nur unendlich grosse, sondern selbst
unendlich kleine Grossen zum Gegenslande unserer Be-
trachtung und —- Berechrung sogar erheben. — Ohne noch
anzunehmen, dass jene beiden Begrifie (des Endlichen nimlich
und des Unendlichen) sich stets nur auf Gegensiinde anwenden
lassen, an denen in irgend einem Betrachte sich Grosse und
Vielheit nachweisen lisst, dirfen wir holfen, dass eine ge-
nauere Unlersuchung der Frage, unter welchen Umslinden wir
eine Menge fir endlich oder fir unendlich erkliren, uns auch
dariilber, was das Unendliche fiberhaupt sei, Aulschluss
gewihren werde.

'y

Zu diesem Zwecke miissen wir jedoch bis zu ecinem der
einfachsten Begriffe unseres Verstandes zuriickgehen, um uns
itber das Wort, das wir zu seiner Bezeichnung gebrauchen
wollen, erst zu verstindigen. Es ist der Begriff, der dem
Bindeworte Und zu Grunde liegt, den ich jedoch, wenn er so
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deutlich hervortreten soll, als es die Zwecke der Mathematik
sowoh! als auch der Phlosophie in unzihligen Falleo erheischen,
am Faglichsten durch die Worte: ein Inbegriff gewisser
Dinge oder ein aus gewissen Theilen bestehendes
Ganze, glaube ausdricken zu konnen, wenn nimlich festge-
selzt wird, dass wir diese Worte in einer so weiten Bedeu-
tung auslegen wollen, dass sich behaupten lasse, in allen Satzen,
wo man das Bindewort Und anzuwenden pflegt, also z. B. in
den gleich folgenden: ,Die Sonne, die Erde und der
Mond — stehen in gegenseitiger Einwirkung aufeinander;®
sDie Rose und der Begriff einer Rose — sind ein
Paar sehr verschiedene Dinge;* ,Die Namen Sokrates und
Sohn des Sophroniskus — bezeichnen einerlei Person,*
— sei der Gegenstand, von dem man in diesen Sitzen spricht,
ein gewisser Inbegriff von Dingen, ein aas ge-
wissen Theilen bestehendes Ganze: im ersten namentlich
sei es dasjenige Ganze, das Sonne, Erde und Mound miteinan.
der bilden, von welchem man aussagt, dass es ein Ganzes sei,
dessen Theile in gegenseitiger Einwirkung aufeinander stehen;
im zweiten sei es der Inbegriff, den die zwei Gegenstinde
»die Rose und der Begriff einer Rose* miteipander ausmachen,
woriiber man urtheile, dass sic zwei sehr verschiedene Dinge
wiren, u. s. w. Schon dieses Wenige diirfte zur Verstindi-
gung dber den hier in Rede stehenden Begriff geniigen, wenn
wir noeh allenfalls beifiigen, dass jeder beliebige Gegenstand
4 nmit allen beliebigen andern B, C, D ..... in einen lnbe.
griff vereinigt werden kdnne oder (noch richliger gesprochen)
an sich selbst schon einen Inbegriff bilde, von dem sich manche
mehr oder weniger wichtige Wahrheit aussagen lasse, sofern
nur jede der Vorstellungen 4, B, C, D .... in der That
einen anderen Gegenstand vorstellt, oder sofern nur keiner
der Sitze: A ist dasselbe mit B, A4 ist dasselbe mit C, B ist
dasselbe mit C, u. s. w. wahr ist. Denn ist z. B, A dasselbe
Ding mit B, dann ist es allerdings ungereimt, ven einem In-

begriffe der Dinge A und B zu reden.
‘ *
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Es gibt Inbegriffe, die, obgleich dieselben Theile 4, B,
C, D .... enthaltend, doch nach dem Gesichtspuncte (Begriffe),
unter dem wir sie so eben auffassen, sich als verschieden
(wir nennen es wesentlich verschieden) darstellen, z. B. ein
ganzes und ein in Stiicke zerbrochenes Glas als Trinkgefiss be-
trachtet. Wir nennen dasjenige, worin der Grund dieses Un-
terschiedes an solchen Inbegriffen bestehet, die Art der Ver-
bindung oder Anordnung ihrer Theile. Einen Inbegriff, den
wir einem solchen Begriffe unterstellen, het dem die Anord-
nung seiner Theile gleichgiltig ist (an dem sich also nichts
fir uns Wesentliches indert, wenn sich bloss diese indert),
nenne ich eine Menge; und eine Menge, -deren Theile alle
als Einheiten einer gewissen Art 4, d. h. als Gegenstinde,
die dem Begriffe A unierstehen, betrachtet werden, heisst eine
Vielheit von 4.

§. 5.

Bekanntlich gibt es auch Inbegriffe, deren Theile selbst
noch zusammengesetzt, d. h. abermals Inbegriffe sind. Unter
.ihnen auch solche, die wir aus einem Gesichtspuncte betrachten,
fiir den sich nichts an ihnmen Wesentliches dndert, wenn wir
die Theile der Theile als Theile des Ganzen selbst auffassen.
Ich nenne sie, mit einem von Mathematikern erborgten Worte,
Summen. Denn das eben ist der Begriff einer Summe, dass
A+ (B 4 €)= A 4 B + C sein miisse.

§. 6.

Betrachten wir einen Gegenstand als gehorig zu einer
Gattung von Dingen, deren je zwei, M und N, niemals ein an-
deres Verhiiltniss zu einander haben kénnen, als dass sie ein-
ander entweder gleich sind, oder dass sich das ecine von
ihuen als eine Summe darstellt, dic einen dem andern gleichen
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Theil in sich fasst, d. h. dass entweder M = N oder M =
N4 v oder N=M 4 u, wo von den Theilen » und p
abermals dasselbe gelten muss, dass sie niimlich einander ent-
weder gleich, oder der eine als ein in dem andern enthaltener
Theil anzusehen sind: so betrachten wir diesen Gegenstand als
eine Grosse.

A

Wenn ein gegebener Inbegriff von Dingen ....... 4,
B, C,D,E F.... L, M, N..... von einer solchen Beschaf-
fenheit ist, dass sich fir jeden Theil M irgend ein und auch
nur Ein anderer N nachweisen ldsst von der Art, dass wir
nach einem fir alle Theile des Inbegriffes gleichen Ge-
setze entweder N durch sein Verhilltniss zu M, oder M durch
sein Verhiltniss zu N bestimmen konnen: so nenne ich
diesen Inbegriff eine Reihe, und seine Theile die Glieder die-
ser Reihe; jenes Gesetz, nach welchem entweder N durch sein
Verhiltniss zu M, oder M durch sein Verhiltniss zu N bestimm-
bar ist, das Bildungsgeselz der Reihe; das eine dieser Glie-
der, .welches man will, nenne ich (ohne durch diesc Benennung
den Begrifl einer wirklichen Zeit- oder Raumfolge Dezeichnen
z2u wollen) das vordere oder vorhergehende, das andere
das hintere oder nachfolgende; jedes Glied M, welches
sowohl ein vorderes als ein nachfolgendes hat, d. h. das nicht
nur selbst aus einem andern, sondern aus welchem auch wie-
der ein anderes nach dem fiir die Reihe geltenden Bildungs-
gesetze ableitbar ist, nenve ich ein inneres Glied der Reihe,
wornach man von selbst schon erachtet, welche Glieder ich,
falls sie vorhanden sind, dussere, welches das erste oder
das letzte Glied nenne*).

*) Nahere Erlduterungen iiber diese, wie iiber einige schon in
den vorigen §§ aufgestellten Begritfe sind iu der Wissenschalts-
lehre zu suchen,
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Denken wir uus eine Reihe, deren erstes Glied eine
Einheil von der Art 4 ist, jedes nachfolgende aber aus seinem
vorhergehenden auf die Weise abgeleitet wird, dass wir einen
ibm gleichen Gegenstand nehmend, denselben mit einer neuen
Einheit von der Art 4 zu einer Summe verbinden: so werden
offenbar alle in dieser Reihe vorkommenden Glieder — mit
Ausnahme des ersten, das eine blosse Einheit von der Art
A darbietet — Vielheiten von der Art A sein und dies
zwar solche, die ich endliche oderzihlbare Vielheiten,
auch wohl geradezu (und selbst mit Inbegriff des ersten Glie-
des) Zahlen, bestimmter: ganze Zahlen nenne.

§. 9.

Nach der verschiedenen Beschaffenheit des hier dureh 4
bezeichneten Begriffes kann es eine bald grossere, bald ge-
ringere Menge der Gegenstinde, welche er unter sich fasst,
d. h. der Einheiten von der Art 4, und darum auch eine bald
grossere, bald geringere Menge der Glieder in der besproghe-
nen Reihe geben. Namentlich kann es derselben auch so viele
geben, dass diese Reihe, so fern sie diese Einheiten alle er--
schopfen (in sich aufnehmen) soll, durchaus kein letztes
Glied haben darf; wie wir dies in der Folge noch umstind-
licher nachweisen wollen, Dies also vor der Hand vorausge-
setzt, werde ich eine Vielheit, die grdsser als jede endliche
ist, d. h. eine Vielheit, die so beschaffen ist, dass jede end-
liche Menge nur einen Theil von ihr darstelit, eine unend-
liche Vielheit nennen.

§. 10.

Man wird mir, wie ich hoffe, zugeben, dass die hier auf-
gestellte Erklarung der beiden Begriffe einer endlichen und
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einer unendlichen Vielheit den Unterschied zwischen den-
selben in Wahrheit so bestimme, wie ihn diejenigen, die
diese Ausdriicke in einem strengen Sinne gebrauchten, sich ge-
dacht haben. Man wird auch zugeben, dass in diesen Erkli-
rungen kein versteckter Zirkel liege. Es handelt sich also
nur noch darum, ob wir durch einc blosse Erklirung dessen,
was eine unendliche Vielheit heisse, im Stande sein werden»
zu bestimmen, was ein Unendliches dberhaupt sei. So
wire es, falls es sich zeigen sollte, es gehe streng genom-
men nichts Anderes, als eben nur Vielheiten, auf welche der
Begrifl' des Unendlichen i seiner eigentlichen Bedeutung an-
gewandt werde, d. h. wenn es sich zeigen sollte, dass die
Unendlichkeit eigentlich nur eine Beschaffenheit von Vielheiten
ist, oder dass wir Alles, was wir fir unendlich erkliren,
nur darum so nennen, weil und inwiefern wir daran eine Be-
schaffenheit gewahren, die sich als eine unendliche Vielheit
ansehen ldsst. Das ist nun, diucht mir, wirklich. Der Mathe-
matiker gebraucht dieses Wort offenbar nie in .einem anderen
Sinne; denn es sind iberhaupt fast nur Gréssen, mit deren
Bestimmung er sich beschiftigt, wozu er sich der Annahme
einer aus ihnen, die von derselben Art ist, zur Einheit und
des Begritfes einer Zahl bedient. Findet er eine Grisse, grosser
als jede Anzahl der zur Einheil angenommenen, so nennt er
sie unendlich gross; findet er eine so klein, dass jedes
Vielfache derselben kleiner ist als die Einheit, so nennt er
sic unendlich klein; und ausser diesen beiden Gattungen
des Unendlichen und den von ihpen noch ferner abgeleiteten
Arten uuendlich grosser und unendlich kleiner Gréssen von
hdherer Ordnung, die alle aus demselben Begriffe hervor-
gehen, gibt es far ihn sonst kein Unendliches.

§ 11,

Mit diesem den Mathematikern so wohl bekannten Unend-
lichen nun sind einige Philosophen, zumal der neueren Zeit,
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wie Hegel und seine Anhinger, noch nicht zufrieden zu stel-
len, nennen es verdchtlich das schlechte Unendliche und wollen
noch ein viel hiheres, das wahre, das qualitative Unend-
liche kennen, welches sie namentlich in Gott und iiberhaupt
im Absoluten nur finden. Wenn sie, wie Hegel, Erd-
mann u, A. sich das mathematische Unendliche nur als eine
Grosse denken, welche verdnderlich ist und in ihrem
Wachsthume keine Grinze hat (was freilich manche Mathe-
matiker, wie wir bald sehen werden, als die Erklirung ihres
Begriffes aufgestellt haben): so pflichte ich ihnen in ihrem
Taael dieses Begriffes einer in das Unendliche nur wachsen-
den, nie es erreichenden Grosse selbst bei. Eine wahr-
haft unendliche Grisse, z. B. die Linge der ganzen bei-
derseits grinzenlosen Geraden (d. h. die Grosse desjenigen
Raumdinges, das alle Puncte enthilt, die durch ihr blosses be-
grifflich vorstellbares Verhiltniss zu zwei gegebenen Dbestimmt
sind), braucht eben nicht verinderlich zu sein, wie sie es denn
in dem hier angefiihrten Beispiele in der That nicht ist; und
eine Grosse, die nur stets grisser angenommen werden kann,
als wir sie schon genommen haben, und grisser als jede ge-
gebene (endliche) Grisse zu werden vermag, kann dabei gleich-
wohl bestindig eine bloss endliche Grosse verbleiben, wie die-
ses namentlich von jeder Zahlgrisse 1, 2, 3, &..... . gilt
Was ich nicht zugestehe, ist bloss, dass der Philosoph einen
Gegenstand kenne, dem er das Priidicat der Unendlichkeit bei-
zulegen berechtiget sei, ohne in diesem Gegenstande in irgend
einer Beziehung erst eine unendliche Grisse oder doch Viel
heit nachgewiesen zu haben. Wenn ich darthun kann, dass
selbst in Gott als in demjenigen Wesen, das wir als die voll-
kommenste Einheit betrachten, sich Gesichtspuncte nachweisen
lassen, aus welchen wir eine unendliche Vielheit in ihm er-
blicken, und dass es eben nur diese Gesichtspuncte sind, aus
denen wir ihm Unendlichkeit beilegen: so wird es kaum néthig
sein, noch ferner darzuthun, dass dhnliche Riicksichten auch in
allen anderen Fillen, wo der Begriff der Unendlichkeit in sei-
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nem guten Rechte ist, zu Grunde liegen. Ich sage nun: wir
nennen Gott unendlich, weil wir ihm Krifte von mehr als
Einer Art zugestehen miissen, die eine unendliche Grdsse be-
sitzen. So miissen wir ihm eine Erkenntnisskraft beilegen, die
wahre Allwissenheit ist, also eine unendliche Menge von Wahr-
heiten, weil alle dberhaupt, umfasst, u. s. w. Und welcher
wiire denn der Begriff, den man uns statt des hier aufgestellten
von dem wahren Unendlichen aufdringen will? Es soll das All
sein, das jedes beliehige Elwas umfasst, das absolute All,
ausser dem es nichts gibt. Nach dieser Angabe wire es ein
Unendliches, das auch nach unserer Erklirung unendlich Vieies
in sich schliesst, Es wire ein Inbegriff von nicht nur allen
wirklichen Dingen, sondern auch allem demjenigen, was keine
Wirklichkeit hat, den Sitzen und Wahrheiten an sich. Und
so diirfte denn — auch abgesehen von all den ibrigen Irr-
thiimern, die man in diese Lehre vom All verwoben hat —
kein Grund vorhanden sein, unsern Begrifl von dem Unendlichen
zu verlassen, um jenen anzunehmen,

§ 12.

Doch auch so manche andere Erklirungen von dem. Un-
endlichen, die selbst von Mathematikern und in der Meinung
aufgestellt wurden, dass sie nur die Bestandtheile dieses Einen
und desselben Begriffes darbiten, kann ich nicht umhin, als
unrichtig zu verwerfen.

4. In der That haben, wie ich nur eben vorhin erwihnte,
einige Mathematiker, unter ihnen selbst Cauchy (in seinem
Cours d Analyse u. m. a. Schriften), der Verfasser des Artikels
sUnendlich® in Kligels Wirterbuche, geglaubt, das Un-
endliche zu erkliren, wenn sie es als eine verinderliche Grosse
beschreiben, deren Werth unbegrinzt wichst und figlich
grosser werden konne, als jede gegebene,nochso grosse
Grosse., Die Grinze dieses unbegrinzien Wachsens sei
die unendlich grosse Grisse. So sei die Tangenle
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des rechten Winkels, als® stetige Grosse gedacht, unbegrénzt,
ohne Ende, im eigentlichen Sinne unendlich., Das
Fehlerhafte dieser Erklirung erhellt schon daraus, weil das,
was die Mathematiker eine verinderliche Grésse nennen,
eigentlich nicht eine Grisse, sondern der blosse Begriff, die
blosse Vorstellung von einer Grésse ist, und zwar eine
solche Vorstellung, die nicht eine einzige, sondern eine unend-
liche Menge von einander verschiedener, in ihrem Werthe, d. h.
in ihrer Grossheit selbst sich unterscheidender Grossen
unter sich befasst. Was man unendlich nennt, sind ja nicht
jene verschiedenen Werthe, welche der hier zum Beispiel
angelilhrte Ausdruck tang. @ fir verschiedene Werthe von ¢
darstellt, sondern nur jener einzelne Werth, von dem man (ob-
gleich in diesem Falle mit Unrecht) sich vorstellt, dass jener
Ausdruck ihn fir den Werth q>=1 annehme. Auch ist es

2

wohl ein Widerspruch, vom der Grioze eines unbegrinzien
Wachsens und bei der Erklirang des unendlich Kleinen eben
so von der Grinze einer unbegrinzten Abnahme zu reden.
Und wenn man jene fir das unendlich Grosse erklirt: so
sollte man der Analogie nach diese, d. h. die blosse Null
(ein Nichts) fir das unendlich Kleine erklaren; was doch ge-
wiss unrichtig ist und weder Cauchy noch Grunert zu sagen
sich erlauben.

2. War die so eben betrachtete Erklirung zu weit, so ist
dagegen die von Spinoza und vielen anderen Philosophen sowohl
als Mathematikern angenommene, dass nur Dasjenige un-
endlichsei, was keiner ferneren Vermehrung fihig
ist, oder dem nichts mehr beigefigt (addirt) werden kaan,
viel zu enge. Der Malhematiker erlaubt sich zu jeder Grosse,
auch der unendlich grossen, noch andere, und nicht nur end-
liche, sondern selbst andere schon bereits unendliche Grissen
zuzusetzen, ja er vervielfalligt die unendliche Grdsse sogar un-
endlichemal u. s. w. Und wenn Einige noch dardber streiten,
ob dies Verfahren auch ein gesetzmissiges sei: welcher Mathe-
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watiker, der nur nicht alles Unendliche verwirft, wird nicht
zugeben missen, dass die Linge einer pur nach der Einen
Seite hin begrinzten, nach der andern aber in das Unendliche
fortlaufenden Geraden wunendlich gross sei, und gleichwoh!l
durch Zusitze nach der ersten Seite hin vergrossert werden
kionne ?

3. Nicht belriedigender ist die Erklirung Jener, die sich
genau an die Bestandtheile des Wortes halten und sagen, un-
endlich sei, was kein Ende hat. Dichten sie dabei nur
an ein Ende in der Zeit, ein Aufhéren: so konnten unur Dinge,
die in der Zeit sind, endlich oder unendlich heissen. Allein
wir fragen auch bei Dingen, die in keiner Zeit sind, z. B. bei
Linien oder Grossen dberhaupt, ob sie endlich oder unendlich
sind. Nehwen sie aber das Worl in einem weiteren Sinne,
etwa gleichgeltend mit Grinze tberhaupt: so erinnerc icherst-
lich, dass es gar manche Gegenstinde gibt, bei denen man
fiiglich nicht nachweisen kaun, dass sich an ihnen eine Grinze
befinde, ohne dem Worte eine hachst schwankende, Alles ver-
wirrende Bedeutung unterzuschieben, und die gleichwohl Nie-
mand zu den unendlichen-zihlt. So hat doch wohl ein jeder
einfache Theil der Zeit oder des Raumes (ein Punct in der
Zeit oder im Raume) keine Grinzen, wird vielmehr selbst ge-
wohnlich nur als Grinze (einer Zeitlinge oder Linie) betrachtet,
ja von den Meisten geradezu so definirt, nicht anders als ob
dies zu seinem Wesen gehirte; noch Niemandem aber fiel ein
(es wire denn etwa Hegel), in dem blessen Puncte eine Un-
endlichkeit sehen zu wollen. Eben so wenig kennt der Ma.
themaliker an der Kreislinie und an so vielen anderen in sich
zuriickkehrenden Linien und Flichen eine Griinze, und betrach-
tet sie doch nur als endliche Dinge (es miisste denn sein, dass
er auf die unendliche Menge der in ihnen enthaltenen Puncte
zu sprechen kime, in welchem Betrachte er aber auch an je-
der begrinzien Linie etwas Unendliches anerkenmen muss).
Zweitens bemerke ich, dass es gar viele Gegenstinde gebe,
die unliugbar begrénzt sind und dabei doch als Grissen an-
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gesehen werden, die zu den unendlichen gehdren. So ist es
nicht nur bei der schon frither erwihnten Geraden, die nar
nach Einer Seite zu in das Unendliche reicht, sondern auch
bei dem Flichenraume, den ein Paar unendliche Parallelen,
oder die beiden in das Unendliche reichenden Schenkel eines
auf einer Ebene verzeichneten Winkels, zwischen sich ein-
schliessen, u. m. a. So werden wir aoch in der rationalen
Psychologie eine Erkenntnisskraft schon dann unendlich gross
nennen, wenn sie, auch ohne allwissend zu sein, nur irgend
eine unendliche Menge von Wahrheiten, z. B. nur die ganze
unendliche Reihe der Decimalstellen, welche die emzngc Grosse
V" 2 enthilt, zu iberschauen vermag.

4. Am Gewohnlichsten heisst es: unendlich gross sei,
was grosser ist als jede angebliche Griosse. Hier bedarf
es vor Allem einer genaueren Bestimmung dariiber, was man
sich bei dem Worte angeblich denke? Soll es nur soviel
bedeuten, dass etwas méglich sei, d. h. Wirklichkeit haben
konne, oder nur, dass es nichts Widersprechendes
sei? Im ersten Falle beschrinkt man den Begriff des End-
lichen einzig auf jene Gattung von Dingen, die zu den Wirk-
lichkeiten gehiren, entweder zn aller Zeit wirklich sind,
oder doch zu gewissen Zeiten wirklich gewesen sind oder noch
werden sollen, oder wenigstens irgend einmal zur Wirklichkeit
gelangen konnten, In diesem Sinne scheint in der That
Frics (Naturphilosophie §. 47) das Unendliche genommen zu
haben, wenn er es das Unvollendbare nennt. Der Sprach
gebrauch aber wendet den Begriff des Endlichen und eben so
auch jenen des Unendlichen auf Beides, sowohl auf Gegenstinde
an, denen Wirklichkeit zukommt, wie namentlich auf Gott, als
auch auf andere, bei denen von gar keiner Existenz derselben
gesprochen werden kann, dergleichen die blossen Sitze und
Wahrheiten an sich, sammt ihren Bestandtheilen, den Vorstel-
lungen an sich; indem wir endliche sowohl als unendliche Mengen '
derselben annehmen. Versteht man aber unter dem Angeblichen
alles Dasjenige, was sich nur eben nicht widerspricht: dann
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legt man es schon in die Erklirung des Begriffes, dass es
kein Unendliches gebe; denn eine Grisse, die grisser sein
soll, als eine jede, die sich nicht widerspricht, miisste auch
grosser als sie selbst sein, was freilich ungereimt ist. Allein
es gibt noch eine dritte Bedeutung, in der man das Wort an-
geblich nehmen kionnte, wenn man darunter nur etwa Solches
verstinde, was eben uns nur gegeben werden kann,
d. h. ein Gegenstand unserer Erfahrung zu werden ver.
mag. Doch ich frage Jeden, ob er die Worte endlich und
unendlich nicht jedenfalls in einem solchen Sinne nehme,
und — soll in der Wissenschaft ein niitzlicher Gebrauch von
ihnen gemacht werden — auch nothwendig nur in einem solchen
Sinne nehmen miisse, dabei sie jedenfalls eine gewisse innere
Beschaffenheit der Gegenstinde, die wir so nennen,'keineswegs
aber ein blosses Verhiltniss derselben zu unserem Erkennt-
nissvermogen, zu unserer Sinnlichkeit sogar (ob wir
Erfahrungen iiber sie einzichen konnen oder nicht kénnen)
betreflen. Somit kann denn die Frage, ob’etwas endlich oder
unendlich sei, gewiss nicht davon abhingen, ob der in Rede
stehende Gegenstand eine Grosse besilze, die wir noch wahr-
zunehmen (etwa zu iberschauen oder nicht zu tuberschauen)
vermégen.

§. 13.

Sind wir nun mit uns einig geworden, welchen Begriff
wir mit dem Worte Unendlich verbinden wollen, und haben
wir uns auch die Bestandtheile, aus denen wir diesen Begriff
zusammensetzen, zu einem klaren Bewusstsein erhoben: so ist
die nichste Frage, ob er auch Gegenstindlichkeit habe,
d. h. ob es auch Dinge gebe, auf die er sich anwenden [isst,
Mengen , die wir in der erklirten Bedeutung unendlich nennen
diirfen? Und dieses wage ich mit Entschiedenheit zu bejahen,
Es gibt schon im Reiche derjenigen Dinge, die kei-
nen Anspruch aul Wirklichkeit, ja nur auf Mog-
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lichkeit machen, unstreitig Mengen, die unendlich sind.
Die Menge der S&tze und Wahrheiten an sich ist,
wie sich sehr leicht einschen ldsst, unendlich; denn wenn wir
irgend einc Wahrheit, etwa den Satz, dass es Wahrheiten
iiberhaupt gebe, oder sonst jeden beliebigen, den ich dureh
4 bezeichnen will, betrachten: finden wir, dass der Satz, wel-
chen die Worte ,,4 ist wahr* ausdriicken, ein von A4 selbst
verschiedener sei; denn dieser hat offenbar ein ganz anderes
Subject als jener. Sein Subject niimlich ist der ganze Satz 4
selbst. Allein nach eben dem Gesetze, wie wir hier aus dem
Satze A diesen von ihm verschiedenen, den ich B nennen will,
ableiten, lisst sich aus B wieder ein dritter Satz C ableiten,
und so ohne Ende fort. Der Inbhegriff all dieser Sitze, deren
jeder folgen'de zu dem nichst vorhergehenden in dem nur eben
angegebenen Verhiltnisse steht, dass er denselben zu seinem
Subjecte erhebt und von demselben aussagt, dass er ein wah-
rer Satz sei, dieser Inbegriff — sage ich — umfasst eine
Menge von Theilen' (Sitzen), die grisser als jede endliche
Menge ist. Denn ohne meine Erinnerung bemerkt der Leser
die Aehnlichkeit, welche die Reihe dieser Sitze nach dem so
eben algegebenen Bildungsgesetze mit der §. 8 betrachteten
Reihe der Zahlen hat; eine Aehnlichkeit, bestehend darin,
dass es zu jedem Gliede der letzteren ein ihm entsprechendes
der ersteren gibt, dass es somit fir jede auch noch so grosse
Anzahl auch eine ihr gleiche Anzahl verschiedener Sitze gibt,
und dass wir immer noch neue Sitze dariiber bilden kénnen,
oder besser zu sagen, dass es solche Sitze, gleichviel ob wir
sie bilden oder nicht, an sich selbst gebe. Woraus denn folgt,
dass der Inhegriff all dieser Sitze eine Vielheit besitze, die
grosser als jede Zahl, d. h. die unendlich ist.

§ 14

Aber wie einfach und einleuchtend auch der eben gelie-
ferte Beweis ist: doch gibt es eine betrichiliche Anzahl Ge-
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lehrter und sehr scharfsinniger Minner, dic den Satz selbst
den ich hier dargethan zu haben glaube, nicht nur fir para.
dox, sondern geradezu fir falsch erkliren. Sie liugnen, es
gebe irgend ein Unendliches. Nicht nur unter den
Dingen, die Wirklichkeit haben, sondern auch unter den iibrigen
gibt es nach ihrer Behauptung kein einzelnes, auch keinen
Inbegriff mehrerer, an dem sieh in irgend einem Betrachte eine
unendliche Menge von Theilen annehmen liesse. Die Griinde,
welche sie gegen das Unendliche im Reiche der Wirklichkeit
erheben, wollen wir spiter betrachten, weil wir auch spiter
erst die Grinde fir das Vorhandensein eines solchen Unend.
lichen vorbringen werden. Hier also lasset uns nur die Griinde
vernehmen, durch welche dargethan werden soll, dass es nir-
gends, nicht einmal unter den Dingen, die keinen Anspruch
auf Wirklichkeit machen, etwas Unendliches gebe. 4. ,Eine
sunendliche Menge,* .sagt man, ,kann es schon aus dem Grunde
ghirgends geben, weil eine unendliche Menge nie in ein
sGanzes vereinigt, nie in Gedanken zusammenge-
wfasst werden kann.“ — Diese Behauptung muss ich ge-
radezu als einen Irrthum bezeichnen, als einen Irrthum, den
die falsche Ansicht erzeugte, dass man, um ein aus gewissen
Gegenstinden a, b, ¢, d . ... bestehendes Ganze zu denken,
zuvor sich Vorstellungen, die einen jeden dieser Gegen-
stande im Einzelnen vorstellen (Einzelvorstellungen von ihnen),
gebildet haben miisse. So ist es durchaus nicht; ich kann
mir die Menge, den Inbegriff oder, wenn man so lieber will,
das Ganze der Bewohner Prags oder Pekings denken, ohne
mir einen jeden dieser Bewohner im Einzelnen, d. h. durch
eine ausschliesslich ihn nur betreffende Vorstellung, vorzustellen.
Ich thue das wirklich jetzt eben, indem ich von dieser Menge
derselben spreche und z. B. das Urtheil fille, dass ihre An-
zahl in Prag zwischen den.beiden Zahlen 100,000 und 120,000
liege. Es ist ndmlich, sobald wir erst eine Vorstellung A be.
sitzen, die jeden der Gegenstinde a, b, ¢, d ...., sonst
aber nichts Anderes vorstellt, iiheraus leicht zu einer Vorstel-
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lung zu gelangen, welche den Inbegriff, den alle diese Ge-
genstinde zusammen ausmachen, vorstellt. Dazu bedarf es in
der That nichts Anderen, als den Begriff, den das Wort In.
begriff bezeichnet, mit der Vorstellung 4 in der Art zu
verbihden, wie es die Worte: der Inbegriff aller 4, an.
deuten. Durch diese einzige Bemerkung, deren Richtigkeit
Jedem, wie ich glaube, einleuchten muss, fillt alle Schwierig-
keit weg, die man bei dem Begriffe einer Menge, wenn sie
aus unendlich vielen Theilen besteht, finden will; sobald nur
ein Gattungsbegriff, der jeden dieser Theile, sonst aber nichts
Anderes umfasst, vorhanden ist, wie dieses bei dem Begriffe:
sDie Menge aller Sitze oder Wahrheiten an sich®,
der Fall ist, wo der bendthigte Gattungsbegriff kein anderer
als der schon vorliegende: ,ein Salz oder eine Wahrheit an
sich“ ist. — Allein ich darf noch einen zweiten Irrthum,
den man in jenem Einwurfe verrith, nicht ungeriigt lassen.
Es ist die Meinung, ,dass eine Menge nicht vorhanden
,wire, wenn nicht erst Jemand, der sie denkt, vorhanden
swire.“ Wer dies behauptet, der sollte, um so folgerecht zu
sein, als man es iberhaupt bei einem Irrthum sein kann, nicht
nur behaupten, dass es keine unendliche Mengen von Sitzen
oder Wahrheiten an sich gebe, sondern er sollte hehaupten,
dass es itberhaupt gar keine Siilze und Wahrheiten an sich
gebe. Denn wenn wir den Begriff von Sitzen und Wahrheiten
an sich zu einem klaren Bewusstsemn bei uns erhoben haben
und an der Gegenstindlichkeit desselben in der That gar nicht
zweifeln: so konnen wir wohl schwerlich auf Behauptungen,
wie die nur angefilbrte ist, gerathen, oder doch sicher nicht
bei denselben beharren. Um dies auf eine Jedem einleuch-
tende Weise zu zeigen, erlaube ich mir die Frage aufzuwerfen,
ob an den Polen der Erde nicht auch sich Kirper, flissige so-
wohl als feste, befinden, Luft, Wasser, Steine u. dergl., ob
diese Korper nicht nach gewissen Gesetzen auf einander
einwirken, z. B. so, dass die Geschwindigkeiten, die sie
einander bei ihrem Conflicte mitiheilen, sich verkehrt wie ihre
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. Massen verhalten u. dergl,, und ob dieses Alles erfolge, auch
wenn kein Mensch, noch irgend ein anderes denkendes Wesen
da ist, das es beobachtet? Bejahet man dieses (und wer
miisste es nicht bejahen?): dann gibt es auch Sitze und Wahr-
heiten an sich, die alle diese Vorginge ausdriicken, ohne dass
irgend Jemand sie denkt und kennt. Und in diesen Sitzen ist
hiufig von Ganzen und Mengen die Rede; denn jeder Korper
ist doch ein Ganzes und bringt gar viele seiner Wirkungen
nur durch die Menge der Theile, aus denen er besteht, her-
vor. Es gibt also Mengen und Ganze, auch ohme dass ein
Wesen, welches sie denkt, da ist. Und wenn dies nicht wire,
wenn diese Mengen nicht selbst da wiren: wie konnten die
Urtheile, welche wir dber sie fillen, wahr sein? Oder viel-
mehr, was miisste der Sinn dieser Urtheile sein, wenn sie erst
dadurch wahr werden sollten, dass Jemand da ist, der diese
Vorginge wahrninmt? Wenn ich sage: ,Dieser Block [dste
sich vor meinen Augen von jenem Felsen ab und stirzte, die
Luft durchschneidend, herunter; so miisste dies ohngefahr fol-
genden Sinn haben: Indem ich gewisse einfache Wesen dort
oben zusammen dachte, entstand eine Verbindung derselben,
die ich Block nenne; diese Verbindung entfernte sich von ge-
wissen anderen, die sich, indem ich sie zusammen dachte, zu
einem Ganzen vereinigten, welches ich einen Felsen nenne;
. 8. W.

2. Allein man diirfte sagen: ,es bleibe bei allem dem
»wahr, dass es nur unser Werk, und zwar ein grossentheils
»sehr willkiirliches Werk sei, ob wir gewisse einfache Gegen-
»Stinde in einen Inbegriff zusammendenken oder nicht zusam-
ymendenken wollen; und nur erst, wenn wir dies thun, ent-
nstehen Verhiltnisse zwischen ihnen. Der mittelste Atom in
ndiesem an meinem Rocke befindlichen Knopfe und der mit-
ptelste Atom in jenem Thurmknopfe dort gelien einander nicht
»das Geringste an und stehen in gar keiner Verbindung mit
»einander; erst durch mein gegenwirtiges Zusammendenken
»derselben entsteht eine Art Verbindung zwischen ihnen* —

2
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Auch Diesem muss i1ch widersprechen. Die beiden Atome
waren, noch ehe das denkende Wesen ihire Vorstellungen -
sammenfiigte, in gegenseitiger Einwirkung anfeinander, z. B.
durch die Kraft der Anziehung v dgl.; und wenn anders jenes
denkende Wesen in Folge seiner (iedanken nicht auch noch
Handlungen vornimmt, die ecine Aenderung in den Verhéltnissen
zwischen den beiden Atomen bewirkea: so ist es durchius
unwahr, dass erst durch jenes Zusammendenken derselben Ver-
hilltnisse unter ihnen entstinden, die ausserdem nicht da wiiren.
Soll ich mit Wahrheit urtheilen, dass jemer Atom der niedere,
dieser der hohere sei, und dass somit dieser durch jenen um
irgend ein Kleines in die Hohe gezogen werde u. s. w.: so
misste dies Alles stattfinden, auch wenn ich nicht daran ge-
dacht hitte u. s. w.

3. Doch Andere sagen: ,Nichi, dass ein Inbegriff von
»einem denkenden Wesen wirklich gedacht werde, ist
»dazu nothwendig, dass cr bestehe: wohl aber ist dazu neth-
»wendig, dass er gedacht werden kinne, Und weil nun kein
»Wesen mdglich ist, das eine unenmdliche Menge von Dingen
»jedes im Einzelnen sich vorzustellen und diese Vorstellungen
»dann zu verbinden vermag: so ist auch kein Inbegriff, der
»eine unendliche Menge von Dingen als Theile in sich fasste,
»maoglich.«

Wie irrig die hier wiederholte Voraussetzung sei, dass zu
dem Denken eines Inbegriffs das Denken aller seiner Theile
im Einzelnen d. h. das Denken eines jeden einzelnen Theiles
vermittelst einer denselben vorstellenden Einzelvorstellung er-
fordert werde, haben wir No. 1. schon gesehen; auch brauchen
wir nicht erst auf das allwissende Wesen als auf ein solches
zu verweisen, dem selbst die Auffassung einer unendlichen
Menge von Dingen, jedes im Einzelnen, keine Miahe verursacht.
Allein wir dirfen nicht einmal die erste Voraussetzung zu-
geben, namlich, dass das Vorhandensein eines Inbegriffes von
Dingen aunf der Bedingung heruhe, dass ein solcher Inbegrifl
gedacht werden kann, Denn das sGedacht werden
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kinnen einer Sache® kann nie den Grund ihver Méglichkeit
enthalten; sondern es ist vielmehr gerade umgekehrt die Mog-
lichkeit einer Sache erst der Grund davon, dass ein verniinf-
tiges Wesen, wenn es sich nicht eben irrt, die Sache mog-
lich oder wie man (nur uneigentlich) sagt, sie denkbar
findet, sie denken kann., Von der Richtigkeit dieser Be-
merkung und von der ginzlichen Unhaltbarkeit der freilich sehr
verbreiteten Ansicht, welche ich hier bekimpfe, wird man sich
noch volliger iberzeugen, wenn man sich die Bestandtheile,
aus welchen der hochst wichtige Begriff der Moglichkeit be-.
steht, deutlich zu machen sucht. Dass man méglich Das-
jenige nemnt, was secin kann, ist offenbar keine Zerlegung
dieses Begriffes; denn in dem Worle Kénnen steckt der
Begriff der Maglichkeit noch ganz. Aber noch unrichtiger
wire es, die Erklirung aufstellen zu wollen, dass miglich Das-
jenige sei, was gedacht werden kann. Denken im
eigentlichen Sinne des Wortes, wo es auch schon das blosse
Vorstellen befasst, kinnen wir uns auch das Unmagliche;
und denken es uns ja wirklich, so oft wir dariiber urtheilen,
und es z. B. eben fiir unmoglich erkliren; wie wenn wir
sagen, dass es keine Grésse gebe und geben konne, welche
durch 0 oder v — 1 vorgestellt wird. Aber auch wenn man
unter dem Denken hier nicht ein blosses Vorstellen, sondern
ein eigentliches Firwahrhalten versteht, ist es falseh, dass
Alles moglich sei, was wir fiir wahr halten konnen. Dureh
Irrthum halten wir ja zaweilen auch das Unmogliche, z. B,
dass wir die Quadratar des Zirkels gefunden hitten, fir wahr.
Es miisste also gesagt werden (wie ich schon oben verbessernd
annahm), moglich sei Dasjenige, woriiber ein denkendes Wesen,
wenn es der Wahrheit gemiiss urtheilt, das Urtheil ausspricht,
dass es sein konne, d. h. dass es méglich sei. Eine Erklirung,
die einen offenbaren Zirkel enthalt! Wir sind also wohl ge.
nothigt, die Beziehung auf ein denkendes Wesen bei der Er-
klirung des Moglichen ganz aufrugeben und uns pach einem
andern Merkmale umzusehen. Moglich ist, hdrt man zuweilen
2‘
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auch sagen, ,was sich nicht widerspricht. Allerdings ist
Alles, was einen Widerspruch schon in sich selbst enthilt,
z. B. dass eine Kugel keine Kugel sei, unméglich. Aber nicht
alles Unmégliche ist nur eben von solcher Art, dass der Wi-
derspruch schon in den blossen Bestandtheilen, aus welchen
wir die Vorstellung desselben zusammmengesetzt haben, vor-
kommt. Dass ein Korper, der von sichen ebénen Seitenflichen
eingeschlossen ist, von gleichen Seitenflichen eingeschlossen sei,
ist unméglich; aber das Widersprechende liegt nicht schon in den
Worten, die hier verbunden werden, offen zu Tage. Wir miissen
also unsere Erklirung erweitern. Wollten wir aber sagen, unmdg-
lich sei, was mit irgend einer Wahrheit im Widerspruche steht:
so wiirden wir Alles, was nicht ist, auch eben darum schon
fiir unmbglich'erklﬁren, weil der Satz, dass es ist, der Wahr-
heit, dass es nicht ist, widerspriche. Wir wiirden also gar
keinen Unterschied zwischen dem Maglichen und dem Wirk-
lichen, ja dem Nothwendigen sogar zulassen, was wir doch
Alle thun. Wir sehen demnach, das Gebiet der Wahrheiten,
denen das Unmogliche widerspricht, milsse nur auf eine ge-
wisse Gattung derselben beschrinkt werden; und nun kann es
uns kaum mehr entgehen, welche Gattung von Wahrheiten dies
sei. Es sind die reinen Begriffswahrheiten. Was irgend einer
reinen Begriffswahrheit widerspricht, ist das Unmaogliche
zu nennen; moglich also, was mit keiner reinen Begriffswahr-
heit im Widerspruche steht. Wer einmal eingesehen hat, dies
sei der richtige Begriff der Moglichkeit, dem kann es kaum
mehr in den Sinn kommen, die Behauptung aufzustellen, dass
etwas nur erst dann méglich sei, wenn es gedacht, d. h. von
einem denkenden Wesen, das sich in seinem Urtheile nicht
irrt, fir moglich angesehen wird. Denn dieses hiesse ja sagen:
,,Bin Satz widerspricht nur erst dann keiner reinen Begriffs-
,,wahrheit, wenn es keiner reinen Begriffswahrheit widerspricht,
»dass es ein denkendes Wesen gebe, welches von diesem Satze
,,der Wahrheit gemiss das Urtheil fillt, dass er keiner reimen
,,Begriffswahrheit widerspreche.« Wer sieht nicht, wie gar
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nicht zur Sache gehorig diese Einmengung eines denkenden
Wesens hier sei? — Ist es aber entschieden, dass nicht das
‘Denken die Moglichkeit erst mache: wo bleibt noch irgend
ein Grund, aus dem vermeintlichen Umstande, dass eine unend-
liche Menge von Dingen nicht zusammen gedacht werden
kann, zu folgern, dass es dergleichen Mengen nicht geben konne?

§ 15.

Ich betrachte es nun als geniigend dargethan und ver-
theidiget, dass es unendliche Mengen, wenigstens unter den
Dingen, die keine Wirklichkeit haben, gebe; dass namentlich
die Menge aller Wahrbeiten an sich eine unendliche
sei. Man wird in dhnlicher Weise, wie §. 43 geschlossen
wurde , auch zugeben, dass die Menge aller Zahlen (der
sogenannten natiirlichen oder ganzen, deren Begriff wir §. 8
erklirten), unendlich sei. Aber auch dieser Satz klingt para-
dox, und wir dirfen ihn eigentlich als die erste der auf
dem Gebiete der Mathematik erscheinenden Paradoxien be-
trachten; denn die vorhin betrachtete gehdrt eigentlich noch
in eine allgemeinere Wissenschaft als in die Grossenlehre.

»Wenn jede Zahl,“ dirfte man sagen, ,jihrem Begriffe
»nach eine bloss endliche Menge ist, wie kann die Menge aller
,,Zahlen eine unendliche sein? Wenn wir die Reihe der natiir-
»lichen Zahlen:

1, 2, 3, & 5, 6,

»betrachten: so werden wir gewahr, dass die Menge der Zah-
»ien, die diese Reihe, anzufangen von der ersten (der Einheit)
»bis zu irgend einer z. B. der Zahl 6, enthilt, immer durch
ndiese letzte selbst ausgedriickt wird. Somit muss ja die Menge
naller Zahlen genau so gross als die letzte derselben und
»somit selbst eine Zahl, also nicht unendlich sein.*

Das Tiuschende dieses Schlusses verschwindet auf der
Stelle, sobald man sich pur erinnert, dass in der Menge aller
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Zahlen m der natirlichen Reibe derselben keine die letzte
stebe; dass somit der Begriff einer letzten (hichsten) Zahl ein
gegenstandloser, weil einen Widerspruch in sich schliessender,
Begriff sei. Denn nach dem, in der Erklirung jener Reihe
(§. 8) angegebenen Bildungsgesetze derselben hat jedes
ihrer Glieder wieder ein folgendes. Dies Paradoxon wire
denn also durch diese einzige Bemerkung schon als geldst wm
betrachten.

§. 46,

Ist die Menge der Zahlen (nimlich der sogenannten
ganzen Zahlen) unendlich: so ist um so gewisser die Menge
der Grossen (nach der § 6. und Wissenschaftslehre §. 87
vorkommenden Erklirung) eine unendliche. Denn jener Er-
klirung zufolge sind nicht nur alle Zahlen zugleich auch Gros-
sen, sondern es gibt noch weit mehr Grdssen als Zahlen, weil
auch die Briiche 3, 3, 3, 4, . . . . ., ingleichen .die soge-
namntep irrationalen Ausdricke 2, Y2, .... &, ¢
..... Grossen bezeichnen, Ja dieser Erklirung zufeclge ist es
auch kein Widerspruch, von Grissen zu reden, welche unend-
lich gross, und anderen, welche unendlich klein sind,
sofern man unter der unendliich grossen Grisse nur eine
solche versteht, die bei der einmal zu Grunde gelegten Einheit
als ein Ganzes erscheint, von welchem jede endliche Menge
dieser Einheiten nur ein Theil ist; unter der unendlich klei-
nen Grosse aber eine solche, bei der die Einheit sclbst als
ein Ganzes erscheint, von welchem jede endliche Vielheit dieser
Grosse nur einen Theil ausmacht, — Die Menge aller Zahlen
zeigt sich sofort als ein nicht zu bestreitendes Beispiel einer
unendlich grossen Grosse. Als einer Grosse, sage ich; frei-
lich aber nicht als Beispiel einer unendlich grossen Zahl;
denn eine Zahl ist diese unendlich grosse Vielheit allerdings
iicht zu nennen, wie wir nur eben im vorigen §. bemerkten.
Wenn wir dagegen die Grisse, die m Beziehung auf eine zur
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Einheit angenommene andere unendlich gross erscheint,
uun selbst zur Einheit machen und die vorhin als Einheit be-
trachtete mil ihr messen: so wird sich diese jelzt als unend.
lieh klein darstellen,

§ 17

Eine hochst wichtige Gattung unendlich grosser Grossen,
die gleichfalls noch nicht in das Gebiet des Wirklichen geho-
ren, obwohl sic Bestimmungen am Wirklichen sein kdnnen,
sind Zeit und Raum. Weder die Zeit noch der Raum ist
ciwas Wirkliches; denn sie sind weder Substanzen, noch
auch Beschaffenheiten an den Substanzen; sondern sie
treten bloss als Bestimmungen an allen unvollkommenen (be-
grinzien, endlichen oder — was auf dasselbe hinausliuft —
abhiingigen, geschaffenen) Substanzen auf; indem sich jede
der letztercn fortwihrend in einer gewissen Zeit und auch in
einem gewissen Raume befinden muss; dergestalt, dass jede
einfache Substanz zu jedem Zecitpuncte, d. h. in jedem eiu-
fachen Theile der Zeit, sich in irgend ecinem einfachen Theile
des Raumes, d. h. in irgend einem Puncte desselben, aufhalten
muss. In der Zeit nun sowohl als auch im Raume ist die
Menge der cinfachen Theile oder Puncte, aus denen jene und
dieser bestchen, unendlich. Ja nicht nur die Menge der
cinfachen Theile, aus denen die ganze Zeit und der ganze
Raum zusammengesetzt ist, d. h. die Menge der Ze¢it- und
Raumpuncte, welche es itberhaupt gibt, ist unendlich gross;
sondern schon die Menge der Zeitpuncte, die zwischen je zwei
cinander auch noch so nahestehenden Zeitpunkten @ und f,
ingleichen die Menge der Raumpuncte, die zwischen je zwei
einander auch noch so naliestehenden Raumpuncten a und b
licgen, ist unendlich. In eine Vertheidigung dieser Sitze
brauche ich mich um so weniger cinzulassen, da es kaum ir-
gend cinen Mathematiker gibt, der, falls er nur nicht jedes
Uneudliche iberhaupt liugnet, sie uns nicht zugestinde. —
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Die Gegner aller Unendlichkeit aber retten sich, um das hier
so klar vorliegende Unendliche nicht zugestehen zu missen,
hinter den Vorwand, ,,dass wir der Puncte in Zeit und Raum
ofreilich wohl immer mehrere, als wir uns schon gedacht,
yhinzudenken kinnen, dass aber die Menge derer, die es
»in Wirklichkeit gibt, doch stets nur eine endliche bleibt.*
Darauf entgegne ich aber, dass weder die Zeit noch der
Raum, somit auch weder die einfachen Theile der Zeit,
noch jene des Raumes etwas Wirkliches sind; dass es so-
mit ungereimt sei, von einer endlichen Menge derselben, die
in der Wirklichkeit bestehen, zu reden; noch ungereimter
aber, sich vorzustellen, dass diese Theile erst durch unser
Denken ihre Wirklichkeit erhalten. Denn daraus wiirde fol-
gen, dass die Beschaffenheiten der Zeit sowohl als jene des
Raumes von unserem Denken oder Fiarwahrhalten abhingen,
und dass somit das Verhiltniss des Durchmessers zum Umfange
des Kreises rational war, so lange wir aus Irrthum dafir hiel-
ten, es wire rational, und dass der Raum alle diejenigen Ei-
geuschaften, die wir erst in der Folgezeit kennen lernen wer-
den, auch dann erst annehmen werde! — Berichtigen aber
die Gegner den obigen Ausdruck dahin, dass nur ein Denken,
welches der Wahrheit gemiss ist, die wahren Eigenschaften
der Zeit und des Raumes bestimme: so sagen sie etwas ganz
Tautelogisches, dass nimmlich das, was wahr ist, wahr sei;
woraus gewiss nicht das Geringste gegen die von uns behaup-
tete Unendlichkeit der Zeit und des Raumes geschlossen wer-
den kann. Es ist somit jedenfalls abgeschmackt, zu sagenm,
dass Zeit und Raum nur soviel Puncte enthielten, als wir uns
eben denken.

§. 18.

Wiewohl eine jede Grisse, iiberhaupt jeder Gegenstand,
der uns in irgend einer Beziehung fir unendlich gelten soll,
sich in eben dieser Beziehung muss beirachten lassen, als ein
aus einer unendlichen Menge von Theilen bestehendes Ganzes:
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so gilt doch nicht umgekebrt, dass jede Grisse; welche wir
als die Summe einer unendlichen Menge anderer, die alle
endlich sind, betrachten, selbst eine unendliche sein miisse.
So wird z. B. allgemein anerkannt, dass die irrationalen Grdssen,
wie \/' 2, in Bezug auf die bei ihnen zu Grunde liegende Ein-
heit endliche Grossen sind, obgleich sie angesehen werden
konnen als zusammengesetzt aus einer unendlichen Menge von
Briichen von der Form %+ 4;0 4 404(')0 -4 403001- & ey
deren Zihler und Nenner ganze Zahlen sind; eben so, dass die
Summe der unendlichen Reihe Summanden von der Form:

afae4ae?4.... ininf = ‘——i—; der endlichen Grdsse

a
i—e

gleichkomme, so oft e <4 ist*). [a der Behauptung

#) Da der gewdhnliche Beweis fiir die Summirung dieser Reihe
nicht vollig strenge scheint, sei es erlaubt, bei dieser Gelegenheit
folgenden anzudeuten. Nehmen wir a = 1 und e positiv an (weil die
Anwendung auf andere Fille sich von selbst ergibt), und setzen wir
als symbolische Gleichung

(1) S=1l<4eted..... in inf

so ist wenigstens so viel gewiss, dass S eine positive, gleichviel ob
endliche oder unendlich grosse, Grosse bezeichne, — Es ist aber auch
fir jeden beliebigen ganzzihligen Werth von n

n—1 nt+l
S=1seepeled .., e doe e o ,..ininf,

oder auch

n
1 - t1
@ S=p—Seede 4. . inilL

wofiir wir auch
n
f—e

(3) S=l—"_‘:; +ll’

schreiben konnen, wenn wir den Werth der unendlichen Reihe
n n+1 1
eoee oo, ...ininf, durch P bezeichnen: wobei wir wenigstens dies
1

sicher wissen, dass P eine von e und n abhingige, messhare oder un-
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also, dass eine Summe von unendlich vielen endlichea Grassen

messbare, jederfalls aber positive Grésse bezeicimet. Dieselbe unend-
liche Reihe konnen wir aber anch auf folgende Art darstelien:

n ntil n

ede ....ininf. =efl4e4....in inf]
Hier hat pun die aus unendlich vielen Gliedern bestehende Summe
in den Klammern anf der rechten Seite der Gleichung, nimlich

[l ede?ade..... in inf]
zwar ganz das Aussehen der in der symbolischen Gleichung (1) =8
gesetzten Reihe, ist aber gleichwohl mit ihr nicht fiir einerlei zu halten;
indem die Menge der Summanden hier und in (1), obwohl beide-
mal unendlich, doch nicht dieselbe ist; sondern hier unstreitig um n
Glieder weniger hat, als in (1),
Wir kénnen also mit voller Zuversicht nur die Gleichung [1 e

2
4e?4.... ininf.] =S — P ansetzen, wobei wir annehmen diirfen,

1
dass P jedenfalls eine von n abhdngige, stets positive Griosse hezeichne.
Sonach erhalten wir

(4)8.._1 +e [s pJ oder

1—e
DY o ——
S [1 e] - iy e P oder endlich

n
f—e e 2
®s=1=2_+_3
1—e¢
Die beiden Gleichungen (3) und (5) geben durch Verbindung
by e. 1 S c' 2
4P = 3= P
1 —e
1 —e
oder
n n
s e
P 4+ i -
1—e 1—e

woraus zu ersehen, dass, wenn wir » beliebig gross annchmen
n

und dadurch den Werth von . unter jede beliebige, auch noch so

1 —e
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selbst doch nur eine endliche Grosse gebe, liegt sicher niehts
Widersprechendes, weil sie sonst nicht als wahr sich erweisen
liesse. Das Paradoxe aber, das man in ihr gewahren diirfte,
gehet nur daraus hervor, dass man vergisst, wie die hier zu addi-
renden Glieder immer kleiner und kleiner werden. Denn dass
eine Summe von Addenden, deren jeder folgende z. B. die
Hilfte von dem nichstvorhergehenden betrigt, nie mehr be-
tragen- konne, als das Doppelte des ersten, kann wohl Niemand
befremden, indem bei jedem auch noch so spiiten Gliede dieser
Reihe zu jenem Doppelten immer gerade so viel noch mangelt.
als dieses letzte Glied betrigt.

8. 19,

Schon bei den bisher hetrachteten Beispielen des Unend-
lichen konnte uns nichi entgehen, dass nicht alle unendliche
Mengen in Hinsicht auf ihre Vielheit einder gleich
zu achten seien; sondern lass manche derselben grosser
(oder kleiner) als eine andere sei, d. h. die andere als eiren
Theil in sich schiiesse (eder im Gegentheile sich selbst in der
andern als blosser Theil hefinde). Auch dieses ist eine Be-
hauptung, die Vielen paradox klingt. Und freilich Alle, die
das Unendliche als etwas Solches erkliren, das keiner weite-
ren Vermehrung fihig ist, missen es nicht nur paradox, son-
dern geradezu widersprechend finden, dass Ein Unendliches
grosser sei als ein anderes. Allein wir haben schon oben
gefunden, dass diese Ansicht auf einem Begriffe von dem Un-
endlichen beruhe, der mit dem Sprachgebrauche des Wortes

o

P

n'P
1—e

fiir sich unter jeden beliebigen Werth herabsinken miisse, Ist aber

Dieses, so belehrt jede der beiden Gleichungen (3) nnd (5), dass,

weil doch S bel einerlei & nur einen unverinderlichen Werth haben,

1 1
kleine Grésse N herabdriicken, auch jede der Grossen P und

somit nicht von n abhingen kann, S = ;— -, sei.
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gar nicht iibereinstimmt. Nach unserer nicht nur dem Sprach-
gebrauche, sondern auch dem Zwecke der Wissenschaft ent-
sprechenden Erklirung kann Niemand etwas Widerstreitendes,
ja nur Auffallendes in dem Gedanken finden, dass Eine unend-
liche Menge grosser als eine andere sein soll. Wem muss
es z. B. nicht einleuchten, dass die Linge der
.
S- — R

nach der Richtung a R unbegrinzt fortlaufenden Geraden eine
unendliche sei? dass aber die von dem Puncte b aus nach
derselben Richtung hinlaufende Gerade b R noch um das Stiick
b a grosser, deun a R zu nennen sei? und dass die nach bei-
den Seiten a R und a S hin unbegrinzt fortlaufende Gerade
um eine Grosse, die selbst noch unendlich ist, grosser zu
nennen sei? u. s, w.

§. 20.

Uebergehen wir nun zur Betrachtung einer hichst merk-
wiirdigen Eigenheit,.die'in dem Verhiltnisse zweier Mengen,
wenn beide unendlich sind, vorkommen kann, ja eigent-
lich immer vorkommt, die man aber bisher zum Nachtheil fir
die Erkenntniss mancher wichtigen Wahrheiten der Metaphysik
sowohl als Physik und Mathematik iibersehen hat, und die man
wohl auch jetzt, indem ich sie aussprechen werde, in einem sol-
chen Grade paradox finden wird, dass es sehr ndthig sein dirfte,
bei ihrer Betrachtung uns etwas linger zu verweilen. Ich be-
haupte nimlich: zwei Mengen, die beide unendlich sind, kdnnen
in einem solchen Verhiltnisse zu einander stehen, dass es
einerseits maglich ist, jedes der einen Menge gehdrige
Ding mit einem der anderen zu einem Paare zu verbinden mit
dem Erfolge, dass kein einziges Ding in beiden Mengen ohne
Verbindung zu einem Paare bleibt, und auch kein einziges in
zwei oder mehreren Paaren vorkommt; und dabei ist es doch
andrerseits moglich, dass die eine dieser Mengen die an-
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dere als einen blossen Theil in sich fasst, so dass die Viel-
heiten, welche sie vorstellen, wenn wir die Dinge derselben
alle als gleich d. h. als Einheiten betrachten, die mannig -
faltigsten Verhdltnisse zu einander haben.

Den Beweis dieser Rehauptung werde ich durch zwei
Beispiele fihren, in welchen das Gesagle unwidersprechlich
stattfindet.

4. Nehmen wir zwei beliebige (abstracte) Grossen, z. B,
5 und 412: so leuchtet ein, dass die Menge der Grdssen,
welche es zwischen Null und 5 gibt (oder die kleiner als §
‘'sind), ingleichen auch die Menge der Grissen, die kleiner als
42 sind, unendlich sei; und eben so gewiss ist die letste
Menge fiir grosser als die erste zu erkliren, da diese ja un-
widersprechlich nur ein Theil von jener ist, Wir konnen so-
gar, wenn wir an die Stelle der Grissen 5 und 42 was immer
fir andere setzen, nicht umhin zu urtheilen, dass jene beiden
Mengen nicht immer dasselbe Verhiltniss gegen einander be-
halten, sondern vielmehr in die verschiedenartigsten Verhilt-
nisse treten. Allein nicht minder wahr als alles Dieses ist
auch Nachstehendes: Wenn o was immer fiir eine zwischen
Null und 5 gelegene Grisse bezeichnet, und wir bestimmen
das Verhiltniss zwischen « und y durch die Gleichung

Sy =197

so ist auch y eine zwischen Null und 42 liegende Grdsse;
und umgekehrt, so oft y zwischen Null und 412 liegt, so liegt
x zwischen Null und 5. Auch folgt aus jener Gleichung, dass
zu jedem Werthe von « nur Ein Werth von y, und umgekehrt
gehore. Aus diesem Beidem ist aber klar, dass es zu jedem
in der Menge der zwischen (0 und 5 liegenden Grissen == 2
eine in der Menge der zwischen 0 und 42 liegenden Grdssen
==y gebe, die sich mit jener zu einem Paare verbinden lisst,
mit dem Erfolge, dass nicht ein einziges der Dinge, aus denen
diese beiden Mengen bestehen, ohne Verbindung zu einem
Paare bleibt und auch kein einziges in zwei oder mehreren
Verbindungen auflritt.
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2. Das zweite Beispiel werde von einem riumlichen Ge-
genstande entiehnt. Wer es schon weiss, dass die Beschaffen-
heiten des Raumes auf jene der Zeit, und die Beschaffenheiten
der Zeit auf jene der abstracten Zahlen und Grossen sich
grinden, brauchte freilich nicht erst aus einem Beispiele zn
ersehen, dass es dergleichen unendliche Mengen, wie wir so
eben unter den Grossen iiberhaupt gefunden, auch n der Zeit
und in dem Raume gebe. Doch ist es wegen der richtigen
Anwendung, die wir von unserem Satze in der Folge zu ma-
chen haben, nithig, wenigstens Einen Fall, wo solche Mengen
vorhanden sind. im Einzelnen zu betrachten. Es scien also
a, b, ¢, drei beliebige Puncte in einer Geraden, und das Ver-
hiiltniss der Entfernungen ab : ac ein ganz beliebiges, doch se,
dass ac die grissere von beiden bezeichne. Daon wird, ob.

gleieh
b

L | | ¢
|
X

| ] Y,

die Mengen der Puncte, welche in den ad und ac liegen,
beide unendlich sind, dennoch die Menge der Puncte in ac
jene der Puncte n ab ubertreffen, weil in der ac nebst allen
Puncten der a b auch noch alle der be liegen, die in ad nicht °
anzutreffen sind. Ja wir konnen sogar nicht umhin, wenn das
Verhiltniss der Entfernungen ab : ae beliebig abgeindert wird,
zu urtheilea, dass auch das Verhiltniss dieser zwei Mengen ein
sehr verschiedenes sein werde. Gleichwohl gilt auch von die-
sen zwei Mengen dasselbe, was vorhin von den zwei Mengen
der Grossen, die zwischen Null und 5 und zwischen 0 und 12
liegen, in Ilinsicht auf die Paare, welche sich aus je einem
Dinge der einen und je einem der andern Menge bilden lassen,
erwiesen wurde. Denn sei @ irgend ein Punct it der ab: so
wird, weun wir in der Richtung ax den Punct y so nehmen,
dass das Verhaliniss
ab:ac=ax:ay

bestehe, auch y ein Punct in ac sein, Und wenn umgekehrt
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y ein Punct in ac ist, wird 2, wenn wir nur azx aus ay nach
derselben Gleichung bestimmen, ein Punct der ab sein. Aunch
wird etn jedes andere v ein anderes y und umgekehrt ein jedes
andere y ein anderes  bestimmen. Aus diesen beiden Wahr-
heiten aber ist abermals zu ersehen, dass sich zu jedem Puncte
der ab Ein Punct der ac, und za jedem der ac Ein Punct der
ab auswihlén lasse, mit dem Erfolge, dass von den Paaren,
die wir aus je zwei solchen Puncten bilden, behauptet werden
kann, es sei kein einziger Punct weder in der Menge der
Puncle von ab, noch in der Menge der Puncte von ao, der
nicht in Einem dieser Paare erschiene, und auch kein einziger,
der zwei oder mehrmal daselbst erschiene.

§. 2i.

Bloss aus dem Grande also, weil zwei Mengen 4 wnd B
ifi einem solchen Verhiltnisse zu einander stehen, dass wir za
jedem in der Einen 4 befindlichen Theile @, mach einer ge-
wissen Regel verfahrend, auch einen in B befindlichen Theil d
mit dem Erfolge aussuchen kénnen, dass die simmilichen Paare
(a9 b), die wir so bilden, jedes in 4 oder B befindliche
Ding enthalten und jedes nur einmal enthalten, — bhloss aus
diesem Umstande ist es — so sehen wir — noch keineswegs
erlaubt zu schliessen, dass diese beiden Mengen, wenn
sie unendlich sind, in Hinsicht auf die Vielheit ihrer
Theile (d. h. wenn wir von allen Verschiedenheiten derselben
absehen) einander gleich scien; sondern sie kinnen trotz
jenem Verhiltnisse zwischen ihnen, das fiir sich selbst aller-
dings beiderseits gleich ist, ein Verhiltniss der Ungleichheit
in ihren Vielheiten haben, so dass die eine derselben sich als
ein Ganzes, daven die andere cin Theil, herausstellen kamn.
Auf eine Gleichheit dieser Viclheiten wird erst geschlossen
werden dirfen, weunn irgend ein anderer Grund noch dazu-
kommt, wie etwa, dass beide Mengen ganz gleiche Bestim-
mungsgrimde, z. B, eine ganz gleiche Entsichungsweise haben.
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§. 22.

Das Paradoxe, das — wie ich gar nicht in Abrede stelle
-— diesen Behauptungen anklebt, geht, einzig aus dem Um-
stande hervor, dass jenes gegenseitige Verhiltniss, welches wir
an den zwei mit einander verglichenen Mengen finden, bestehend
darin, dass wir die Theile derselben mit dem schon mehrmal
erwiknten Erfolge paarweise zusammenstellen kénnen, in jedem
Falle, wo diese Mengen endlich sind, allerdings hinreicht,
um sie in Hinsicht auf die Vielheit ihrer Theile far vollig
gleich zu erkliren. Zwei endliche Mengen nimlich, wenn sie von
einer solchen Beschaffenheit sind, dass wir zu jedem Dinge a der
einen, eines der anderen b auffinden und zu einem Paare vesr-
einigen kinnen, mit dem Erfolge, dass in keiner der beiden
Mengen ein Ding zuriickbleibt, fiir das sich kein entsprechen-
des in der anderen vorfinde, und dass es auch keines gibt,
das in zwei oder mehreren Paaren erschiene, sind ihrer Viel-
heit nach einander immer gleich., Es gewinnt also den An.
schein, dass dieses auch der Fall sein sollte, wenn diese Men-
gen, statt endlich, unendlich sind.

So scheint es, sage ich; aber bei einer niheren Betrach.
tung zeigt sich, dass es keineswegs so zu sein brauche, indem
der Grund, warum es bei allen endlichen Mengen eintrifft,
nur eben in ihrer Endlichkeit liegt, bei den unendlichen also
wegfallt. Sind ndmlich beide Mengen 4 und B endlich, oder
(denn auch schon dieses geniigl) wissen wir nur von der einen
A, dass sie endlich sei, und sehen wir, um beide Mengen jetzt
nur in Hinsicht auaf ihre Vielheiten zu betrachten, von aliem
Unterschiede zwischen den Dingen, aus denen sie bestehen, ab:
s0 miissen wir, indem wir irgend ein beliebiges Ding in der
Menge 4 darch 4, irgend ein anderes durch 2 bezeichnen
d. 8. w. dergestalt, dass wir jedem folgenden immer die Zahl
der Dinge, die wir bisher betrachtet haben (dasselbe mit dazu.
genommen), zu seiner Bezeichnung ertheilen, irgend einmal
bei einem Dinge m 4 anlangen, nach dessen Bezeichnung keines
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mehr ibrig ist, welches noch unbezeichnet wire. Dies un-
mittelbar zufolge des Begriffes einer endlichen oder zihlbaren
Vielheit. Erhielt nun dieses so eben besprochene Letzte in 4
die Zabl » zu seiner Bezeichnung: so ist die Anzahl der Dinge
in 4 =mn. Weil nun zu jedem der Dinge in A4 eines in B
zu finden sein soll, das sich mit ihm in ein Paar vereinigen
lisst: so muss, wenn wir ein jedes der Dinge aus B mit eben
dem Zeichen bezeichnen, welches dasjenige aus 4 an sich hat,
mit dem es zu einem Paare vereiniget wird, sich finden, dass
es der Dinge in B, die wir auf solche Weise verbraucht haben,
gleichfalls n gibt; indem ein jedes derselben ein Zeichen er-
hielt, das zu erkennen gibt, wie viele wir bisher verbraucht.
Somit erhellet, dass es der Dinge in B sicher nicht weniger
gibt als n; denn diese Zahl fihrt Eines (dasjenige, was wir
zuletzt gebrauchlen) wirklich. Aber es gibt derselben auch
nicht mehr; denn gibe es nur noch ein einziges iiber die bis-
her verbrauchten, so gibe es zu diesem-keines in 4, mit dem
es zu einem Paare konnle vereiniget \;erden; was der Vor-
aussetzung widerspricht. Demnach ist die Zahl der Dinge in
B weder kleiner noch grosser als m, also =n. Beide Mengen
haben somit eine und dieselbe oder wie man auch sprechen
kann, die gleiche Vielhett. Dieser Schlusssatz fillt offenbar
weg, sobald die Menge der Dinge in 4 eine unendliche ist;
denn nun gelangen nicht nur wir Zihlenden nie an ein Lelz-
tes in A, sondern es gibt, kraft der Erklirung einer unend-
lichen Menge, an uad fiir sich kein solches letztes Ding in
A, d. h. so viele man auch bereits bezeichnet habe, so gibt
es immer noch andere zu bezeicinen; daher entfillt denn
auch, trotz dem, dass es in der Menge der B gleichfalls an
Dingen nie fehlt, welche mit denen in 4 zu neuen und immer
nchen Paaren vereiniget werden konnen, doch aller Grund zu
schliessen, dass die Vielheit beider Mengen eine und dieselbe
sei,
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§. 23.

Das nun Gesagte zeigt wohl, dass der Grund, der die
nothwendige Gleichheit endlicher Mengen bewirkt, sobald das
mehr besprochene Verhiltniss zwischen denselben statt hat,
bei den unendlichen Mengen wegfallt; es zeigt uns
aber noch nicht, wie und wodurch bei letzteren oft eine Un-
gleichheit herbeigefithrt werde. Dies wird uns erst aus Be-
trachtung der angefithrien Beispiele ersichtlich. Diese lehren
uns nimlich, dass die aus den zwei zu vergleichenden Mengen
genommenen Theile a und b, die wir zu einem Paare (a 4 b)
verbinden, in ihren Mengen nicht ganz in derselben
Weise erscheinen. Denn wenn die Theile a’ und ¥
noch ein zweites Paar bilden, und wir vergleichen die Verhilt-
nisse, in welchen @ und a’ in der Menge 4, b und b’ aber in der
Menge B erscheinen, untereinander: so zeigt sich alsbald, dass
sie verschieden sind. Heben wir (in dem ersten Beispiele) aus
der Menge der Grissen, die zwischen 0 und 5 liegen, ganz nach
Belieben zwei, etwa die Grossen 3 und 4 hervor: so sind die
ihnen zugehérigen (mit ihnen Paare bildenden) in B offenbar

12
b
Verstehen wir nun (wie wir sollen) unter dem Verhiltnisse
rwischen zwei Dingen den Inbegriff aller am ihrem Vereine
sich kundgebender Beschaflenheiten, so dirfen wir an dem
Verhiltnisse, in welchem die Theile 3 und 4 in der einen,
und 7} und 92 in der anderen Menge zu einander stehen,
nicht etwa einseitiger Weise bloss dasjenige Verhiltniss, das
man das geometrische zu nennen pflegt, heachten, sondern
auf alles hiezu Gehdrige sehen, namentlich also auch darauf,
dass der arithmetische Unterschied zwischen den Grossen
3 und 4 ein ganz anderer sei, als zwischen den Gréssem 7}
und 97; indem jener = 4, diese == 2% ist. Obwohl also jede
Grisse in 4 oder B mit einer und nur einer einzigen in B
oder A 7n einem Paare sich vereinigen lisst: so ist doch die

%'3und +k-d.i. 7} und 93.
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Menge der Gréssen in B eine andere (grissere) als in A, weil
auch der Abstand, welchen je zwei solcher Gréssen in B von
einander haben, ein anderer (grosserer) ist, als der Ab stand,
welcher die zwei ihnen zugehirigen in 4 von einander trennt.
Und hieraus folgt natiirlich, dass je zwei dieser Grissen in B
eine andere (grossere) Menge von solchen Gréssen noch zwi-
schen sich haben, als es in 4 der Fall ist; und somit ist
kein Wunder, dass auch die ganze Menge der Grissen in B
eine andere (grossere) ist, als in 4. — Ganz &hnlich ver-
hilt es sich in dem zweiten Beispiele: daher wir iiber dasselbe
nichts weiter sagen wollen, als dass die Puncte in @b, die mit
den Puncten in ac in Paare zusammengedacht worden sind,
einander alle niher stehen, als die ihnen zugehdrigen in uc;
indem der Abstand je zweier dorl zu dem Abstande je zweier
hier sich immer wie ab : ac verhilt.

§. 24.

Diirfen wir nun den Satz des §. 20 durch das Bisherige
als zur Geniige erwiesen und erliutert.ansehen: so ergibt sich
als eine der niichsten Folgerungen aus demselben, dass wir
zwei Summen von Grossen, welche einander paar-
weise (d. h. je eine aus der einen mit je einer aus der
anderen) gleich sind, wenn ihre Menge unendlich
ist, nicht sofort schon einander gleichsetzen diir-
fen; es sei denn, dass wir uns erst fiberzeugt hitlen, dass
auch die unendliche Vielheit dieser Grissen in beiden Summen
die nimliche sei. Dass die Summanden thre Summe bestimmen,
und dass somit gleiche Summanden auch gleiche Summen geben,
ist wohl ganz unstreitig und gilt nicht nur, wenn die Menge
dieser Summanden endlich, sondern auch, wenn sie unend-
lich ist. Nur muss, weil es verschicdene unendliche Men-
gen gibt, im letzteren Falle auch erwiesen sein, dass die
unendliche Menge dieser Summanden in der Einen Summe
genan dic ndmliche wie in der anderen sei. Dies aber

3*
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schliessen zu diirfen, ist es nach unserem Satze keineswegs
schon genug, wenn sich auf irgend eine Weise zu jedem in
der Einen Summe befindlichen Gliede ein ihm gleiches auch
in der andern ausfindig machen lidsst; sondern dies wird mit
Sicherheit erst dann gefolgert werden konnen, wenn beide
Mengen gieiche Bestimmungsgrinde haben. In
welche Ungereimtheiten die Rechnung mit dem Unendlichen
verwickle, wenn man dies iibersieht, werden wir in der Folge
aus manchem Beispiele ersehen.

§. 25.

Ich komme nun zu der Behauptung, dass es ein Unend-
liches micht bloss unter den Dingen, die keine Wirklichkeit
haben, sondern auch auf dem Gehieie der Wirklich-
keit selbst gebe. Wer immer nur, es.sei durch eine Reihe
von Schliissen aus reinen Begriffswahrheiten, oder auf sonst
eine andere Weise, zu der hochwichtigen Ueberzeugung ge-
langt ist, dass ein Gott sei, ein Wesen, welches den
Grund seines Seins in keinem anderen hat, und eben deshalb
ein allvollkommenes ist, d. h. alle Vollkommenheiten und
Krifte, welche nur neben einander vorhanden sein konnen, und
jede derselben in jenem hdchsten Grade, in welchem sie nur
neben einander sein konnen, in sich vereiniget: der nimmt
schon eben hiermit das Dasecin eines Wesens an, welches in
mehr als Einem Betrachte, in seinem Wissen, in seinem
Wollen, in seinem Wirken nach Aussen (in seiner Macht)
Unendlichkeit bat, unendlich Vieles (nimlich das All der
Wahrheiten) weiss, unendlich Vieles (nimlich die Summe
alles nur an sich moglichen Guten) will, und Alles, was
es will, durch seine Kraft, nach Aussen zu wirken, in Wirk-.
lichkeit setzt. Aus dieser letzteren Eigenschaft Gottes er-
gibt sich die weilere Folge, dass es auch ausser ihm Wesen,
nimlich geschaffene gibt, die wir im Gegensatze zu ihm
nur endliche Wesen nennen; an denen sich aber dennoch
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manches Unendliche nachweisen lisst. Denn schon die Menge
dieser Wesen muss eine unendliche sein; ingleichen die Menge
der Zustinde, die jedes einzelne dieser Wesen wihrend
einer auch noch so kurzen Zeit erfilirt, muss (weil jede solche
Zeit der Augenblicke unendlich viele enthilt) unendlich gross
sein u. s, w. Auch auf dem Gebiete der Wirklichkeit be-
gegunen wir also iberall einer Unendlichkeit.

§. 26.

Doch dieses zuzugestehen weigern sich selbst mehrere
derjenigen Gelehrten, welche bei Dingen, die keine Wirklich-
keit haben (wie bei den blossen Sitzen und Wahrheiten an
sich), eine Unendlichkeit aicht abliugnen zu kdnuen einsehen.
Denn ein Unendliches sogar auf dem Gebiete der Wirklichkeit
zuzulassen, das, meinen sie, werde durch den uralten Grund-
satz, dass alles Wirkliche eine durchgingige Be-
stimmtheit haben muss, verboten. Allein ich glaube,
schon in der Wissenschaftslehre (Bd. 1. § 45) gezeigt
zu haben, dass dieser Grundsatz in eben dem Sinne, in dem
er von allen wirklichen Dingen gilt, auch von den unwirk-
lichen gelte. Ueberall nimlich gilt er bloss in dem Sinne,
dass jedem Gegenstande (jedem beliebigen Etwas) von je zwei
widersprechenden Beschaffenheiten die Eine zukomme,
die andere abgesprochen werden miisse. Wire es demnach
gegriindet, dass wir durch die Annahme einer Unendlichkeit
bei Dingen, die Wirklichkeit haben, gegen diesen Grundsatz
verstossen: so dirften wir auch bei den unwirklichen Objecten
unseres Nachdenkens von keiner Unendlichkeit sprechen, also
nicht einmal eine unendliche Menge von Wahrheiten an sich
oder von blossen Zahlen zulassen, Doch wir verstossen
gegen den angezogenen Grundsatz dadurch allein, dass wir et-
was fir unendlich erkliren, noch gar nicht. Wir sagen da
nur, es gebe an diesem Gegenstande in einem gewissen Be-
trachte eine Vielheit von Theilen, die grosser als jede beliebige
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Zahl ist; also wohl allerdings eine Vielheit, die sich durch
eine blosse Zahl nicht bestimmen ldsst. Daraus
folgt aber noch gar nicht, dass diese Vielheit etwas auf
keine Art zu Bestimmendes sei; folgt durchans nicht,
dass es auch nur ein einziges Paar einander contradictorisch
entgegenstehender Beschaffenheiten b und Nicht-b gebe, deren
beide ihr miissten abgesprochen werden. Was keine Farbe
hat, z. B. ein Salz, der lisst sich freilich nicht durch die An-
gabe seiner Farbe; was keinen Ton von sich gibt, nicht durch
die Angabe seines Tones bestimmen u. s. w. Aber deshalb
sind dergleichen Dinge noch gar nicht unbestimmbar und ma-
chen keine Ausnahme von jenem Grundsatze, dass von den
beiden Pridicaten b oder Nicht-b (blan oder nicht-blau, wohl-
lautend oder nicht wohllautend u. s. w.), wenn wir sie nur
so auslegen, wie wir es miissen, damit sie contradictorisch
bleiben, jedem Dinge eines derselben zukommt. Ganz in der
gleichen Weise, wie Nichtblau oder Nichtwohlriechend eine
Bestimmung (freilich nur eine sehr weite) des pythagordischen
Lehrsatzes ist, ist auch die blosse Angabe, dass die Menge
der Puncte zwischen m und n unendlich' sei, Eine von den
Bestimmungen dieser Menge. Und es bedarf oft gar nicht
vieler Angaben, um eine dergleichen unendliche Menge von
Dingen vollsidindig d. h. so zu bestimmen, dass alle ihre
Beschaffenheiten bloss aus den etlichen, die man so eben an-
gab, schon von selbst folgen. So haben wir die so eben er-
wihnte unendliche Menge von Puncten zwischen m und » schon
auf das Vollkommenste bestimmt, sobald wir nur die zwei
Puncte m und n selbst (etwa durch eine auf sie sich bezie-
hende Anschauung) bestimmen. Denn dann ist ja bloss durch
jene wenigen Worte von jedem anderen Puncte schen genau
entschieden, ob er zu dieser Menge gehdre oder nicht.
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§ 27.

Durfte ich in dem Bisherigen so manche Annahme eines
Unendlichen gegen ungerechte Bestreiter desselben vertheidi-
gen: so muss ich gegenwirtig mit gleicher Offenheit hekennen.
dass viele Gelehrte, besonders aus der Klasse der Mathema
tiker, auf der entgegengesetzien Seite zu weit gegangen sind;
indemn ste bald ein unendlich Grosses, bald auch ein un-
endlich Kleines in Fillen angenommen haben, wo meiner
innersten Ueberzeugung nach keines besteht.

4. Gegen die Annahme einer unendlich grossen
Zeitlinge, wenn man darunter eine Zeillinge versteht, welche
entweder keinen Anfang oder kein Ende oder gar weder das
Eine noch das Andere hat (also die ganze Zeit oder der In-
begriff aller Zeitpuncte iberhaupt ist), habe auch ich nichis
einzuwenden: wohl aber finde ich es nothig, sich das Gréssen-
verhiltniss, das eine zwischen zwei Zeitpuncten gelegenc
Entfernung oder Zeitlinge zu jeder anderen zwischen zwei
Zeitpuncten gelegenen Entfernung oder Zeitlinge hat, als cin
bloss endliches, durch blosse Begriffe villig bestimmbares
Grossenverhiltniss zu denken, also nie eine durch Anfang und
Ende begrinzte Zeitdauer als unendlichemal grisser oder kleiner
denn eine anderc dergleichen Zeitdauer vorauszusetzen. Ge-
rade dies aber thua bekanntlich gar viele Mathematiker, indem
sie nicht nur von unendlich grossen Zeitriumen, die gleich-
wohl von beiden Seiten begrinzt sein soilen, sondern noch
ofterer von unendlich kleinen Zeittheilen sprechen,
im Vergleiche mit denen dann jede endliche Zeitlange, z. B.
einer Secunde, schon ehen darum als unendlich gross zuge-
standen werden miisste.

2. Ein Aehnliches gilt von den Entfernungen zwi-
schen je zweien Puncten im Raume, die meiner An-
sicht nach immer in einem bloss endlichen (durch reine Be-
griffe véllig bestimmbaren) Verhiltnisse zn einander stehen
konnen, wihrend nichts gewdhnlicher bei unseren Mathema-
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tikern ist, als von unendlich grossen und unendlich
kleinen Entfernungen zu reden.

3. So ist es endlich auch mit den in der Metaphysik
sowohl als Physik anzunehmenden Kriften im Weltall, deren
keine wir als unendlichemal grésser oder kleiner als eine an-
dere, wohl aber alle in einem durch blosse Begriffe vollig be-
stimmbaren Verhiltnisse zu jeder anderen voraussetzen miissen;
wie oft man sich auch das Gegentheil zu thun erlaubt. Die
Grinde, aus denen ich dies Alles behaupte, werde ich hier
allerdings Niemandem ganz deutlich zu machen vermdgen, der
die Begriffe, welche ich mit den Worten: Anschauung und
Begriff, Ableitharkeit eines Satzes aus anderen, ob-
jective Abfolge einer Wabrheit aus anderen Wahrheiten
u. m. a. verbinde, endlich auch die Erkldrungen von Zeit
und Raum noch gar nicht kennt. Wer jedoch wenigstens die
beiden Abhandlungen: ,Versuch einer objectiven Be-
grimdung der Lehre von der Zusammensetzung der
Krafte“*), und ,Versuch einer objectiven Begriin-
dung der Lehre von den drei Dimensionen des
Raumes“™) gelesen, diirfte nachstehenden Beweis nicht
vollig unverstindlich finden.

Aus den Erklirungen der Zeit und des Raumes ergibt
sich unmiiteibar, dass alie abhingigen (d. h. geschaffenen)
Substanzen fortwihrend in gegenseitiger Einwirkung auf ein-
ander stehen; ingleichen, dass es verstattet sei, von je zwei
Zeitpuncten o und 3, wie nahe oder ferne sie auch einander
stehen mogen, den Zustand der Welt in dem fritheren e« als
eine Ursache und den Zustand der Welt in dem spiteren §
als eine (wenigstens mittelbare) Wirkung zu betrachten, so-
fern wir nur noch die in der Zwischenzeit « 8 etwa stattge-
fundenen unmittelbaren Einwirkungen Gottes mit zu der Ur-
sache rechnen. Hieraus folgt weiter, dass aus der Angabe der

#) Prag 1842. In Commission bei Kronberger & Rziwnas.
##) Prag 1843. In Commission bei Kronberger & Rziwnas.
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beiden Zeitpuncte ¢ und {3, aus der Angabe der simmtlichen
Krifte, welche die geschaffenen Substanzen in dem Zeit-
puncte « gehabt, aus der Angabe der Orte, wo eine jede
sich befunden, endlich aus Angabe der gittlichen Einwirkungen,
welche die eine oder die andere jener Substanzen irnerhalb
« § erfuhr, — sowohl die Krifte, die eben diese Substanzen
in dem Zeitpuncte (3 erhielten, als auch die Orte, die ihnen zu
Theil wurden, in der Art ableithar seien, wie eine Wirkung
(gleichviel ob eine mittel- oder unmiitelbare) aus ihrer voll-
stindigen Ursache ableitbar sein muss. Dies nun wieder er-
heischt, dass alle Beschaffenheiten der Wirkung sich aus Be-
schaffenheiten ihrer Ursache ableiten lassen, vermittelst eines
aus lauter reinen Begriffen zusammengesetzten Obersalzes von
der Form: Jede Ursache von der Beschaffenheit u, u’, u” Ak
hat eine Wirkung von der Beschaffenheit w, w', w" .....
Eine leichte Folge hieraus, die wir gerade zu unserem Zwecke
benothigen, ist: Jeder Umstand an der Ursache, der fir die
Wirkung nicht gleichgiltig, d. h. der so geartet ist, dass
die Wirkung nicht fortwiihrend gleich verbleibt, wie er auch
immer sich dndere, muss sich durch blosse Begriffe, bei denen
hichstens einige solche Anschauungen, welche auch zur Be-
stimmung der Wirkung erforderlich sind, zu Grunde gelegt
werden, vollstindig bestimmen lassen.

Nach diesen Vorausschickungen nun sind unsere oben auf.
gestellten Behauptungen leicht zu begrinden. Denn gibe es
; 4. auch nur zwei Zeitpuncte @ und f, deren Entfernung
von einander unendliche Male grisser oder kleiner als die Ent-
fernung zweier anderer y und § wire: so wirde hieraus die
Ungereimtheit hervorgehen, dass sich der Zustand der Welt, der
in dem Zeitpuncte § eintreten soll, schlechterdings nicht be-
stimmen liesse aus jenem Zustande derselben, der in dem
Zeitpuncte e stattfand, die in der Zwischenzeit eingetretenen
gotilichen Einwirkungen sowohl als auch die Grésse der Zeit-
linge « f# dazugerechnet. Auch zur Bestimmung des Zustan-
des nimlich, in welchem sich die geschaffenen Wesen, ja nur
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die Grossen ibhrer Krifte in einem einzigen Zeilpuncte
@ befinden, ist die Zugrandelegung einer eigenen Zeiteinheit
nothig; denn weil diese Krifte blosse Verinderungs-
krifte sind, so kann ihre Grosse unméglich anders als dureh
Beriicksichtigung einer gegebenen Zeitlinge, innerhalb deren
sie eine gegebene Wirkung zu Stande bringen, beurtheilet
werden. Nehmen wir also (was uns verstatlet sein muss) die
Zeitlinge y d zu dieser Zeiteinheit an: so wird selbst in dem
gunstigsten Falle, wenn sich bei dieser Zeiteinheit alle Krifte
der geschaffenen Substanzen, wie sie im Zeitpuncte e bestehen,
genau bestimmen liessen, und wenn auch alles Andere, was
zur vellstindigen Ursache des in dem Zeitpuncte § eingetrete-
nen Weltzustandes gehort, sich ganz genau bestimmen liesse,
doch die Entfernung, in welcher dieser Zeitpunct selbst von a
steht, durch jene Zeiteinheit sich nicht bestimmen lassen, indem
sie bloss als eine unendlich grosse oder unendlich kleine sich
herausstellt. Soll also umgekehrt verstattet sein, jeden be-
liebigen Zustand der Welt (unter den schon mehrmal erwihn-
ten Bedingungen) als Ursache von jedem beliebigen spiteren
zu betrachten: so darf es auch nicht zwei Zeitpuncte « und §
geben, deren Entfernung von einander im Vergleiche zu der
Entfernung, darin ein Paar andere y und J stehen, sich als
unendlich gross oder klein herausstellen wirde.

2. Gibe es auch nur zwei Puncte im Raume e¢ und b,
deren Entfernung von einander sich im Vergleiche zu einem
Paare anderer ¢ und d unendlich gross oder klein erfinde: seo
wiirde es zur Bestimmung des Zustandes der Welt in irgend
einem Zeitpuncte o unter Anderem auch gehiren, die Grisse
der Kraft (etwa der Anziehung oder der Abstossung) zu be-
stimmen, welche die in jenem Zeitpuncte so eben in dem Orte
a befindliche Substanz 4 auf die in dem Orte b befindliche B
ausiibt. Dies aber wiirde sich, wenn wir (wie jedenfalls er-
laubt ist) die Entfernung cd zur Lingeneinheit annihmen,
selbst in dem giinstigsten Falle, dass es bei allen ibrigen
Kriften gelinge, bei dieser Einen Kraft als etwas Unmogliches

http://rcin.org.pl



k3

erweisen. Denn wenn die Kraft der Anziehung oder Abslossung,
welche die Substanz 4 aul eine der B sonst villig ihnliche
Substanz in zur Lingeneinheit angenommener Entfernung (==c¢ad)
ausiibl; auch eine ganz bestimmte Grosse hitte: so wire doch
und zwar gerade darum, weil diese Grisse bestimmt ist, die
Grisse der Anziehung oder Abstossung, mit welcher 4 aul B
wirkt, unbestimmbar, wenn das Verhiltniss der Entfernnngen
ab:cd, von welchem sie jedenfalls abhingt, unendlich und so-
mit unbestimmt wire.

3. Gibe es endlich auch nur eine einzige Kraft k, die
sich in ihrem Vergleiche mit einer anderen ! als unendlich
gross oder klein darbite: so wiirde, wenn wir den Zeitpunct,
wo dies Verhiltniss statt hat, durch @ bezeichnen, fir diesen
Zeitpunct selbst in dem ginstigsten Falle, dass alle tbrigen
Krifte bei den zu ibhrem Maasse gewihlten Zeit- und Raums
einheiten sich als endlich erwiesen hitten, wo denn somit auch
| eine endliche Grisse wire, die Grosse k sich eben darum
als eine unendlich grosse oder kleine, d. h. als unbestimmbar
herausstellen. Hiedurch aber wiirde der ganze Wellzustand im
Zeitpuncie ¢ als unbestimmbar erscheinen, somit die Unmog
lichkeit der Ableitung irgend eines spiteren Weltzustandes, als
einer durch ihn hervorgebrachten Wirkuug, eintreten.

§. 28.

In dem Vorstehenden glaube ich nun die Grundregeln
festgestellt zu haben, nach denen sich alle befremdend klingende
Lehren, die wir noch in der Folge aufzufithren haben, beur-
theilen lassen und entschieden werden muss, ob sie als Irr-
thimer aufgegeben oder als Sitze, die trotz ihrem Anscheine
der Widersinnigkeit doch Wahrheiten sind, beibehalten werden
miissen., Die Ordnung, in der wir diese Paradoxa vorfihren,
mag das wissenschaftliche Gebiet, welchem sie angehiren, und
ihre eigene grossere oder geringere Wichtigkeit bestimmen.

Die erste und umfassendste Wissenschalt, auf deren Ge-
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biete uns Paradoxien des Unendlichen begegnen, ist — wie uns
schon einige Beispiele zeigien — die allgemeine Gros-
senlehre, wo es an solchen selbst in der Zahlenlehre
nicht fehlt. Mit diesen wollen wir also beginnen.

Schon der Begriff einer Rechnung des Unendli-
chen hat, ich gestehe es, den Anschein, einen Selbstwider-
spruch zu enthalten, Denn etwas berechnen wollen, heisst
doch, eine Bestimmung desselben durch Zahlen versu-
chen. Wie aber will man das Unendliche durch Zahlen zu
bestimmen versuchen, — jenes Unendliche, das unserer eigenen
Erklirung nach stets etwas Solches sein muss, das wir als
eine aus unendlich vielen Theilen bestehende Menge, d. h. als
eine Menge betrachten, die grosser als eine jede Zahl ist, die
sonach unméglich durch die Angabe einer blossen Zahl be-
stimmt werden kann? — Doch diese Bedenklichkeit verschwin-
det, wenn wir erwigen, dass eine regelrecht vorgehende Rech-
nung des Unendlichen nicht eine Berechnung, was eben an
ihm durch keine Zahi bestimmbar ist, niimlich nicht die Be-
rechnung der unendlichen Vielheit an sich, sondern nur eine
Bestimmung des Verhidltnisses zwischen dem einen und
dem andern Unendlichen bezwecke; eine Sache, die in ge-
wissen Fillen allerdings ausfihrbar ist, wie wir durch mehrere
Beispiele zeigen wollen.

§. 29.

Wer zugesteht, dass es unendliche Vielheiten uund somit
auch unendliche Grdssen iiberhaupt gebe, der kann auch micht
mehr in Abrede stellen, dass es unendliche Grossen gebe, die
sich durch ihre Grosse (Grossheit) selbst gar mannigfach un-
terscheiden. Wenn wir z, B. die Reihe der natirlichen Zahlen
durch

A5 25585 A iioiv o n, a4, ... in inf.
darstellen: so wird die Zeichnung

1 4+243F+kt+....+ 040+ )+..... in inf.
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die Summe dieser natirlichen Zahlen; folgende Zeichnung
aber ;

1° 4 20 4304 404 ...n® 4+ (n 4 1)° 4 ... in inf.
in welcher die einzelnen Addendi 19 2° 3% ... insgesammt

blosse Einheiten vorstellen, die blosse Menge aller natiirlichen

o
Zahlen darbieten. Bezeichnen wir diese durch N, und bilden
wir also die bloss symbolische Gleichung

O 20 894 . g a0 (a0 F ... ininf =N ... (1),
und bezeichnen wir eben so die Menge der natiirlichen Zahlen
von (n+ 1) durch 1:', und bilden somit die Gleichung

(4104 0420+ 0430+ ... inink=N.... ():

so erhalten wir durch Abzug die gewiss ganz untadelhafte
Gleichung

104204304 ...+ 0=n=N—N.... (3),

aus der wir also ersehen, wie zwei unendliche Grdssen
o n

N und N zuweilen einen ganz bestimmten endlichen Unterschied
haben.

Bezeichnen wir dagegen die Grisse, welche die Summe

o
aller natiirlichen Zahlen darbietet, durch S, oder setzen die
bloss symbolische Gleichung

o
an: so werden wir wohl auf der Stelle begreifen, dass S weit

grosser sein miisse als lsl; aber nicht eben so leicht wird es
uns gelingen, den Unterschied zwischen diesen beiden unend-
lichen Grissen oder auch ibr (geometrisches) Verhiltniss
zu einander auf eine genaue Art zu bestimmen. Denn wollten
wir, wie es wohl Manche gethan, die Gleichung

S=N.(N 4 1)
B
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aufstellen: so hitten wir zu ihrer Rechtfertigung kaum einen
anderen Grund, als weil bei jeder endlichen Menge von Glie-
dern die Gleichung:

TS LTve PARY +n=“_'£"72.i‘_“
besteht, woraus zu folgen scheint, dass bei der ganzen un-

o
endlichen Menge der Zahlen, nur n in N iibergehe. Allein so
ist es in der That nicht; weil es ja ungereimt ist, bei einer
unendlichen Reihe von einem letzten Gliede desselben, das den

o
Werth N hitte, zu reden.
Die bloss symbolische Gleichung (4) inzwischen zu Grunde
gelegt, wird allerdings erlaubt sein, durch successive Multipli-

L
cation beider Glieder mit N auch folgende Gleichungen ab-
zuleiten:

19N + 2% N+ 3°N + ... in inf. = (N)?

19, ()2 + 2% (N)2+ 3° ()2 4 ...in inf. = (N)® u. s. w.
wodurch wir uns iberzeugen, dass es auch unendliche Grdssen
von sogenannien hoheren Ordnungen gebe, deren die
eine die andere unendlichemal iibertrifft. Dass es aber auch
unendliche Grossen gibt, die jedes beliebige ratiosielle sowohl
als irrationelle Verhaltniss ¢ : # zu einander haben, folgt ja

o
schon daraus, weil, sofern N nur irgend eine sich immer gleich-

bleibende unendliche Grésse bezeichnet, a.& und . 1§ ein
Paar gleichfalls unendliche Grossen sind, die sich wie «: f
verhalten,

Nicht minder einleuchtend wird man es wohl auch finden,
dass die ganze Menge (Vielheit) von Grossen, die zwischen
zwei gegebenen, z. B. 7 und 8, liegen, ob sie gleich eine un-
endliche ist, und somit durch keine auch noch so grosse
Zahl bestimmt werden kann, doch lediglich nur von der Grdsse
des Abstandes jener zwei Grinzgrissen von einander, d. h. von
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der Grisse 8 —7 abhiinge und somit eine gleiche sein miisse,
so oft nur dieser Abstand gleich ist. Dieses vorausgeselzt,
wird es, wenn wir die Menge aller zwischen « und b liegen-
den Grossen durch
Mult. (b —a)
bezeichnen, unzihlige Gleichungen von folgender Form geben:
Mult. (8—17) = Mult. (13 —142);
ingleichen auch von der Form
Mult, (b —a): Mult. (d—¢) = b—a:d—e,

gegen deren Richtigkeit sich nichts Stichhaltiges einwenden lisst.

§. 30.

Und wie nun schon diese wenigen Beispiele geniigend
darthun, dass eine Rechnung mit unendlich Grossem
bestehe, so auch bestehet eine mit dem unendlichKleinen.

o
Denn ist N unendlich gross, so stellt ja
1

]

N
nothwendig eine Grdsse vor, die unendlich klein ist, und wir
werden wenigstens in der allgemeinen Grossenlehre keinen
Grund haben, eine solche Vorstellung fiir durchaus gegenstand-
los zu erkliren. Denn um ein einziges Beispiel zu geben,
wenn man die Frage aufwirlt, welche Wahrscheinlichkeit es
hat, dass Jemand, der eine Kugel auf das Gerathewohl ah-
schiesst, sie dergestalt abschiessen werde, dass ihr Miltelpunct
auf seinem Wege genau durch den Mittelpunct jenes auf die-
sem Baume hingenden Apfels hindurchgehen werde: so muss
Jeder zugestehen, dass die Menge aller hier maoglichen Fille
von einer gleichen oder noch geringeren Wahrscheinlichkeit
unendlich sei, woraus denn folgt, dass der Grad jener Wahr-

scheinlichkeit eine Grdsse habe == oder < irgend ein %

Hiermit ist aber auch schon erwiesen, dass wir der unendlich




48

kleinen Grissen unendlich viele haben, deren die eine zur anderen
jedes beliebige Verhiltniss haben, namentlich auch unendlichemal
grosser sein kann; daher denn auch unendlich viele Ordnungen
wie unter den unendlich grossen, so eben unter den unendlich
kleinen Grossen bestehen; und es wird unter Beobachtung ge-
wisser Regeln allerdings mdglich sein, gar manche richtige
Gleichungen zwischen Grissen von dieser Art zu finden.

Ist es z. B. erst entschieden, dass der Werth einer ver-
dnderlichen Grosse y von einer anderen x in der Art abhange,
dass zwischen beiden fortwihrend die Gleichung besteht:

s y=x*+4 ax3 4 bx2 4-ex 4 d
und vertrigl es sich mit der Natur jener besonderen Gattung
von Grossen, welche hier  und y bezeichnen, dass sie auch
unendlich klein werden, also auch unendlich kleine Zuwichse
annehmen konnen: so muss, wenn wir & um einen durch dz
bezeichneten unendlich kleinen Theil zunehmen lassen und die
Verinderung, welche dann y erfibrt, durch dy bezeichnen,
nothwendig auch folgende Gleichung bestehen:
y+dy=(x 4 dx)* 4 a(x 4 dx)?4b (x 4 dx)®+ ¢ (x4-dx) 4 d,

aus der unwidersprechlich auch die nachstehende fliesst:

:}—i: (4x3 4 3 ax2 42 bx |4 ¢) + (6x2 4 3 ax + b) dx
4+ (hx 4=a) dx2 4 dx3,
die das Verhiltniss der beiden unendlich kleinen Gréssen als

ein nicht nur von @, b, ¢ und &, sondern auch von dem Werthe
der Verinderlichen dx selbst abhiingiges darstellt.

§. 31.

Allein die meisten Mathematiker, welche sich an die Rech-
nung mit dem Unendlichen gewagt, gingen viel weiter, als es
nach den hier aufgestellten Grundsitzen geschehen darf, Nicht
nur eriaubten sie sich ohne Bedenken bald ein unendlich
Grosses, bald ein unendlich Kleines bhei Grissen vorauszusetzen,
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die ihrer Natur nach eines solchen unfibig sind (wovon erst
in der Folge Beispiele angefihrt werden sollen): sondern sie
nahmen sich auch heraus, Gréssen, welche aus der Summirung
einer unendlichen Reihe hervorgehen, einander bald gleich zu
seizen, bald wieder die ecine als grosser oder kleiner denn die
andere zu erkliren, bloss weil in beiden sich Glieder, welche
in einem solchen Verhiltnisse der Gleichheit oder Ungleichheit
stehen, paarweise aufweisen lassen, obwohl ihre Mengen offen-
bar ungleich waren; sie waglen es, auszusprechen, dass nicht
nur jede unendlich kleine Grosse in der Summirung mit einer
endlichen, oder auch jede von einer hoheren Ordnung neben
einer von niederer Ordoung, sondern auch jede unendlich
grosse Grosse von niederer Ordnung in der Summirung neben
einer von hoherer Ordoung gleich einer blessen Null
verschwinde; sie verfielen, um ihre auf diesen Satz ge-
stiitzte Rechnungsmethode nur einigermaassen zu rechtfertigen,
auf die Behauptung, dass es erlaubt sei, auch eine blosse Null
als Divisor zu betrachten, und dass der Quotient
1
e

im Grunde nichts Anderes als eine unendlich grosse
Grosse, der Quotient —g— aber eine ganz unbestimmte
Grosse bezeichne. Wir miissen nachweisen, wie falsch und
irrefihrend diese Begriffe sind, weil sie auch heut zu Tage
noch mebr oder weniger im Schwange sind.

e %

Erst noch 4830 versuchte in Gergonnés Annales de
Mathématique (T. 20. No. 12) ein mit M. R. S. Unterzeichneter
zu beweisen, dass die bekannte unendliche Reihe

a—aa—ada—ad ...... in inf.

den Werth chal

3 habe; indem er, diesen Werth = & gesetat,

i
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schliessen zu dirfen glaubte, dass
x—a—at+a—at..ninf=a—@—afa—a-+4
. in inf)

und die in den Klammern eingeschlossene Reihe identisch
mit der zu berechnenden, somit abermals = & zu setzen sei,
welches denn

X=—a—xX

: a .
und somit e s gibt.

Der Fehlschluss liegt hier nicht tief verborgen. Die Reihe
in den Klammern hat offenbar nicht mehr dieselbe Glieder-
menge, wie die zuerst = x gesetzte; sondern ihr fehlt das
erste a. lhr Werth hitte also, falls er iberhaupt angeblich
wire, durch & — a bezeichnel werden miissen; was aber die
identische Gleichung

xX=a<x—a
gegeben hiitte.

»Aber eben darin, diirfte man sagen, ,liegt etwas Para-
,doxes, dass diese Reihe, die doch gewiss nicht unendlich gross
,»ist, keinen genau bestimmbaren, messharen Werth haben sollte,
,eumal da sie durch eine in das Unendliche fortgesetzte Divi-
,sion von 2=1 - 1 in a hervorgehe; ein Ursprung, der ganz
Hfir die Richligkeit der Voraussetzung spricht, dass ihr wah-

a ;
rer Werth doch nur 9 sei.«

Ich erinnere, es sei doch eine an sich nicht unbegreifliche
Sache, dass es auch Gréssenausdriicke gebe, die keine
wirkliche Grosse bezeichnen, wie wir denn schon die Null
selbst als einen solchen allgemein anerkennen und anerkennen
miissen.

Eine Reihe insonderheit, wenn wir erkliren, sie nur als
eine Grosse, namlich nur als die Summe ihrer Glieder be-
trachten zu wollen, muss kraft des Begriffes einer Summe
(die zu den Mengen, d. h. zu denjenigen Inbegriffen gehort,
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bei denen auf keine Ordnung ihrer Theile geachtet werden
soll) von einer solchen Beschaffenheit sein, dass sie keine Ver-
dnderung in ihrem Werthe erfihrt, — welche Verinderung
wir auch in der Aufeinanderfolge ihrer Glieder vornehmen mé-
gen. Bei Griossen muss namentlich sein:

A+B)+ C=A+ @B+ €)=+ +B.
Dies Merkmal nun bietet uns einen klaren Beweis dar, dass
die hier in Rede stehende Zeichnung:

a—a-a—a-a—a-...in iof.
kein Ausdruck einer wirklichen Grosse sei. Denn sicher wiir-
den wir an der hier vorgestellten Grisse, falls eine vorgestellt
wiirde, nichts dndern, wenn wir jene Zeichnung so abinderten:

) a—a 4+ (@—a)4(@a—a)4.... ininl;
weil hier nichts Anderes geschah, als dass je zwei unmittelbar
einander folgende Glieder in Eine Theilsumme vereinigt wur-
den: was gewiss moglich sein muss, weil die gegebene Reihe
wirklich kein letztes Glied haben soll. Dadurch erhalten
wir aber
040404 ..... in inf.,

was offenbar nur = 0 ist.

Eben so wenig kann jedoch an der Grosse, die jener Aus-
druck vorstellt, falls er in Wirklichkeit eine vorstellt, sich
etwas indern, wenn wir ihn so umformen :

Qa+(—ata)+(—ata)4 (—ata)=....ininf
wo wir, mit Uebergehung des ersten, je zwei der folgenden
Glieder in eine Theilsumme verbinden, oder auch so:

3) —at@—a4t+@—at+@a—a-4..... in inf,

was man aus (1) erhilt, wenn man die Glieder in jedem Paare

versetzt, und mit dem so gewonnenen Ausdrucke dann dieselbe

Verinderung vornimmt, durch welche (2) aus (4) hervorging.

Wire somit der gegebene Grossenausdruck nicht gegen-

standlos, so miissten die Ausdriicke (1), (2) und (3) alle die-

selhe Grisse bezeichnen; weil dech cinleuchtend ist, dass die
‘i
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Vorstellung ciner Summe von einer und derselben Menge von
Grossen nicht mehrere von einander verschiedene Gros-
sen vorsiellen kann, wie es z. B. wohl bei den Vorstellungen
v + 1, are. Sin. =-;— u. m. a. der Fall ist. Allein die hier

vorliegende Grﬁssenvorétellung:
f —A4+1—141—1 .... ininf

miisste, wenn sie nicht durchaus gegenstandlos ist, mit dem-
selben Rechte, mit dem wir sic etwa der Null gleichsetzen
wollten (die man in uneigentlichem Sinne freilich auch eine
Grosse zu nennen pflegt), auch == -} a und auch == — a ge-
selzt werden; was durchaus ungereimt ist, und uns somit zu
dem Schlusse berechtigt, dass wir hier eine schlechterdings
gegenstandlose Vorstellung vor uns haben.

Dass die besprochene Reihe durch eine in das Unendliche
fortgesetzte Division von 2 =1 4 1 in a zum Vorschein komme,
1st wahr; alle*Reihen, welche aul eine solche Art zum Vor-
schein kommen, kinnen begreiflicher Weise gerade darum,
weil jene Division stets einen Rest (hier abwechselnd bald — a
bald 4 a) zuriicklisst, den wahren Werth des Quotienten (hier

a : s
—2~) héchstens nur dann angeben, wenn die durch fernere Di-

vision hervortretenden Reste kleiner als jede auch noch so
kleine Grosse werden; wie dieser Fall bei der §. 18 betrach-
teten Reihe a - ae 4 ae2 4 ... in inf,, welche durch Division
von 1 —e in a erzeugt wird, stattfindet; so oft e <1 ist.
Wenn aber, wie in dem vorliegenden Falle, e =4, oder wenn
gar e>1 isl, wo die Reste somit nur um so héher steigen,
je weiter das Geschift des Dividirens fortsgesetzt wird, ist
nichts begreiflicher, als dass der Werth der Reihe dem Quo-

tienten nicht gleichgestellt werden kénne. Oder wie

a
f—¢
sollte 2. B, die Reihe mit abwechselnden Vorzeichen:

1 —10 4 100 — 1000 4+ 10000 — 100000 + ... in inf,
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welche durch eine in das Unendliche fortgesetzte Division von

4410 in 1 entsteht, =i% gesetzt werdea dirfen? Wer

vollends wollte die aus lauter positiven Gliedern zusammenge-
setzie Reihe

1 +40+400+ 1000 4= ... in inf.
dem negativen Werthe ———;— gleichschitzen, bloss weil 0 : —10
durch Entwicklung auf diese Reihe leitet? Gleichwohl nimmt
solche Summirungen der vorhin erwihnte M. R. S. noch immer
in Schutz, und will z, B. die Richtigkeit der Gleichung

1~24 §—8 4 16 — 32466 — 128 - ...in inf.=—;—

nur aus dem Grunde erweisen, weil ja doch
x=4 — 24 4 — 84 16—32 4 64 — ...
=1 -2(1—24+4;i—8416—324..)=1—2x

wire; wobei abermal iibersehen ist, dass die in den Klammern
enthaltene Reihe gar nicht die nimliche mit der urspringlich
angenommenen sei, weil sie nicht mehr die niamliche Menge der
Glieder hat. Dass auch dieser Grissenausdruck gegenstandlos
sei, erhellet auf Zhnliche Art, wie bei dem frither betrachte-
ten, weil er zu widersprechenden Ergebnissen fihrt. Denn
einerseits miisste sein:

1—24 k—8+416—32-4 64 — ...

=14+ (—244i) 4+ (—8+16) 4 (—32 4 64 + ...
=14+24+84+324644...

andrerseits eben so gewiss:

=1 —2)4+ (4 —8) 4 (16 —32) + (64 —128)4 ...
= —1—5—16 — 6k — ...

so dass sich also durch einen doppelten berechtigien Vorgang
einmal ein unendlich grosser positiver, das andremal ein
unendlich grosser negativer Werth desselben Ausdruckes ergibe.
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§ 33.

Wollen wir also in unseren Rechnungen mit dem Unend
lichen nicht auf Irrwege gerathen: so diirfen wir nie uns er-
lauben, zwei unendlich grosse Grossen, die aus Summirung der
Glieder zweier unendlicher Reihen entstanden sind, schon darum
fir gleich, oder die eine fiir grosser oder kleiner als die an-
dere zu erkldren’, weil je Ein Glied in der einen je einem in
der anderen Reihe entweder gleich oder grisser oder kleiner
als das der letzteren ist. Wir diirfen eben so wenig die Eine
Summe fir die grossere erkliren, bloss weil sie die simmt.
lichen Glieder der andern und nebstdem noch gar viele, sogar
unendlich viele Glieder (die alle positiv sind) in sich schliesst,
welche der andern fehlen. Denn auch bei alle dem kann sie
noch kleiner, ja unendlichemal kleiner sein als diese. Ein
Beispiel liefert uns die sehr bekannte Summe der Quadrate
aller natiirlichen Zahlen, verglichen mit der Summe der ersten
Potenzen dieser Zahlen. Gewiss kann Niemand in Abrede
stellen, dass jedes Glied der Reihe aller Quadrate
124224324 42 4 524 62 4724 824 924 10? \

' + ... in inf. =
A4+44+9416+4+ 254364 494 64 4814100
= ... in inf. ==’
weil- es ja gleichfalls eine natiirliche Zahl ist, auch in der Reihe
aller ersten Potenzen der natiirlichen Zahlen

LI O L FB 0+ T840+ 10411 184
1
A3+ 44+ 15 + 16... in inf. = S

1
erscheine; ingleichen dJass in der letzteren Reihe S nebst allen
2

Gliedern der S noch gar viele (ja unendlich viele) Glieder er-
2
scheinen, die in der Reihe S fehlen, weil sie nicht eben Qua-

2
dratzahlen sind. Gleichwohl ist S, die Summe aller Quadrat-
X 1

zahlen, nicht etwa kleiner, sondern unstreitig grosser als S,
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die Summe der ersten Potenzen aller Zahlen. Denn erstlich
ist, trotz allem Anscheine des Gegentheils, die Gliedermenge
in beiden (noch nicht als Summe betrachteten und somit nicht
in beliebige Mengen von Theilen zerlegbaren) Reihen gewiss

dieselbe, Dadurch, dass wir jedes einzelne Glied der Reihe
1 2
S in der S auf das Quadrat erheben, dndern wir bloss die Beschaf-

fenheit (die Grosse) dieser Glieder, nicht ihre Vielheit. Ist aber
1 2
die Menge der Glieder in S und S dieselbe: so liegt am Tage.
2 1
dass S viel griosser als S sein miisse, indem, mii Ausnahme

2
des ersten Gliedes, jedes der ibrigen in S entschieden gros-
1

o

2
ser als das gleichvielste in S ist; so zwar, dass S als Grosse

1
betrachtet das ganze S als emen Theil in sich fasst, und noch
einen zweiten Theil hat, der fir sich selbst abermals eine un-

1
endliche Reihe von gleicher Gliederzahl mit S darbietet, nimlich:

0, 2, 6, 12, 20, 30, 42,56 ... n. (n —4) ... 1 inf,

darin, mit Ausnahme der zweti ersten, alle folgenden Glieder
&
grosser als die gleichvielsten in S sind, so dass die Summe
1
der ganzen Reihe unstreitig abermals grosser als S ist. Ziehen

1
wir daher von diesem Reste der Reihe S zum zweitenmal ab;
so erhalten wir als zweiten Rest eine Reihe von derselben
Gliedermenge

—1,0,3,8,45,24,35,48... n(n —2) .. in inf.
darin, mit Ausschluss der drei ersten Glieder, abermals alle

1
folgenden grisser als die gleichvielsten in S sind; so dass auch

1
dieser dritte Rest ohne Widerspruch grosser als 8 zu schitzen
ist. Da sich nun diese Schliisse ohne Ende fortsetzen lassen,

2
so erhellet, dass die Summe S unendlichemal grésser sei als

1
die Summe S; indem wir allgemein
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o -

g- =1 —m)+ 22—2m) + (32 — 3 m) 4 (42 — im)

+...@—nY)+ ... +0(0—m+..in iof.
haben, in welcher Reihe nur eine endliche Menge von Glie-
dern, nfmlich aur die m — 4 ersten negativ, das m* == 0, alle

folgenden aber positiv sind und ins Unendliche wachsen.

8. 3k.

Ehe wir die Unrichtigkeit der iibrigen, schon in §. 31 er-
wihnten Behauptungen in das gehérige Licht stellen konnen,
milssen wir den Begriff der Null etwas genauer, als man ge-
wohnlich thut, bestimmen *).

Unstreitig wollen alle Mathematiker mit dem Zeichen 0
nur einen solchen Begriff verbunden wissen, dass es, 4 sei was
immer fir ein Grossenausdruck, unentschieden ob einer wirk-
lichen Grosse entsprechend, oder ganz gegenstandlos, erlaubt
bleibe, die beiden Gleichungen

L A—A=0, 1. A+0=A

zu schreiben. Hier wird nun Jeder zugestehen, dass dieses
nur verstattet sein konne, wenn wir das Zeichen 0 selbst nicht
als die Vorstellung einer wirklichen Grdsse, sondern als blosse
Abwesenheit einer Grisse und die Zeichnung A + 0 als eine
Forderung betrachten, zu der etwaigen Grdsse, die A bezeich-
net, in Wahrheit weder etwas zusetzen noch abziehen
zu wolien. Irrig wire es aber zu glauben, dass schon die
blosse Erklirung, dass Null eine gegenstandlose Grdssenvor-
stellung sei, zur yollstindigen Bestimmung des Begriffes, den
Mathematiker mit diesem Zeichen verbinden, hinreiche. Denn

—

#) Sehr gern rdume ich Herrn M, O hm das Verdienst ein, in’
seinem sehr schétzbaren ,,Versuche eines vollkommen con-
sequenten Systems der Mathematik® (2. Aufl. Berlin 1828)
der Erste gewesen zu sein, der auf die Schwierigkeiten in dem Be-
griffe der Null das mathematische Publicam aufmerksam gemacht hat.
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offenbar gibt es noch andere in der Mathematik iibliche Gros-
senbezeichnungen, wie namentlich das in der Analysis so unge-
mein wichtig gewordene Zeichen y —4, die gleichfalls gegen-
standlos sind, die wir dessohngeachtet nicht als gleichgeltend
mit 0 ansehen und behandeln diirfen. Bestimmen wir aber
die Bedeutung des Zeichens ( genauer durch die Erklirung:
es solle so aufgefasst werden, dass die zwei Gleichungen I
und II allgemein gelten: so stellen wir einen Begriff auf, der
einerseits villig so weit ist, als der bisherige Gebrauch und
das Interesse der Wissenschaft es fordert, und andrerseits doch
auch enge genug ist, um jeden Missbrauch desselben zu ver-
hindern,

Es ist aber, niher betrachtet, nicht bloss der Begriff der
Null, der durch die festgesetzte Allgemeingiltigkeit der beiden
Gleichungen | und II auf eine eigene Weise bestimmt wird,
sondern es erfahren auch die Begriffe des Addirens und des
Subtrahirens, welche hier unter den Zeichen 4 und —
auftreten, durch die Festsefzung dieser Gleichungen eine eigen-
thiimliche Erweiterung, die sehr zum Vortheile der Wissen-
schaft gereicht.

Derselbe Vortheil der Wissenschaft verlangt noch iiber-
dies, man moge auch den Begriff der Multiplication so
weit auffassen, dass sich, was auch 4 sei (ob eine endliche
oder unendlich grosse oder unendlich kleine Grisse, oder auch
eine blosse gegenstandlose Grissenvorstellung wie { — 4 oder
0) die Gleichung

NEGED S A — ADe =)
ansetzen lasse,

Endlich miisser wir auch im Interesse der Wissenschaft
fordern, man mége auch den Begriff der Division so allge-
mein fassen, als es nur méglich ist, um nicht mit einer der
drei schon aufgestellten Gleichungen in Widerspruch zu ge-
rathen, also auch in der Gleichung

Iv. Bx(;]‘:_)=(.%)xB=A
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dem Zeichen B einen so weiten Umfang zu geben, als es nur
jene drei Gleichungen in der ihnen schon zugestandenen All-
gemeinheit erlauben. Diese erlauben nun immerhin, dass B
jede beliebige endliche sowohl als unendlich grosse oder un.
endlich kleine wirkliche Grosse, auch wohl die imagindre v/ —1
bezeichne; schlechterdings aber nicht, dass B=10 geselat
werde, d. h. dass wir die Null oder irgend einen der Null
gleichgeltenden Ausdruck jemals als einen Divisor anwenden.
Denn da nach Iil 0 (4) == 0 sein muss, was immer 4 sei:

A
$0 miisste, wenn wir in IV B = 0 setzten, auch B (~—§) =

o
sein, welches mit der in IV geforderten Gleichung B (F) = A

nur in dem einzigen Falle, wenn auch A==0 wire, iiberein-
stimmen wiirde. Wir miissen also, um nicht in Widerspriiche
zu gerathen, die Regel festsetzen, dass man die Null
oder einen der Null gleichgeltenden Ausdruck nie
als Divisor anwenden dirfe in einer Gleichung,
welche noch etwas Anderes als eine bloss iden-
tische sein soll, wie etwa
A A

0 0

. Dass die Beobachtung dieser Regel durchaus nothwendig sei,

beweisen nebst dem so eben Gesagten gar viele hochst unge-

reimte Folgerungen, die sich aus véllig richtigen Vordersitzen
ergeben, sobald wir uns Divisionen mit Null erlauben.

Sei a was immer fir eine reelle Grdsse: so stellt sich,
wenn das Dividiren durch einen der Null gleichgeltenden Aus-
druck z. B. 1 — 1 erlaubt sein soll, nach der bekannten, ge-
wiss ganz regelrechten Divisionsmethode folgende Gleichung dar:

wo der Summanden von der Form a jede beliebige Anzahl
auftreten kann. Ziehen wir nun zu beiden Seiten den glei-

chen Grossenausdruck 1—?—4- ab: so ergibt sich die hochst un-
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gereimte Gleichung
adad... +a=0.

Sind @ und b ein Paar verschiedene Grdssen: so gelten

die zwei identischen Gleichungen:
a—b=a~—Db ;
b-——a=h-—a. Also durch Addition auch
a—a==b —b oder
a(l—1)=b{A—1)

Ist es nun erlaubt, die beiden Glieder einer Gleichung durch
einen der Null gleichgeltenden Factor zu dividiren, so erhalten
wir das ungereimte Ergebniss a==b, was immer ¢ und b
sein mdgen. Doch es ist allgemein bekannt, dass man nur
allzu leicht bei grisseren Rechnungen auf eim unrichtiges Er-
gebniss stosst, wenn man einen gemeinschaftlichen Factor aus
beiden Gliedern der Gleichung entfernt, ohne sich erst iber-
zeugt zu haben, dass er nicht Null sei.

§. 35.

Es wird nun leicht sein, zu zeigen, wie unrichtig die von
so Manchen aufgestellte Behauptung sei, dass nicht nur eine
unendlich kleine Griosse von hoherer Ovdnung in der Verbin-
dung durch Addition oder Subtraction wmit einer anderen von
niederer Ordnung oder mit einer endlichen, sondern auch jede
endliche, ja selbst unendlich grosse von jeder beliebig hohen
Ordnung in ihrer Verbindung durch Addition oder Subtraction
mit einer anderen unendlich grossen von héherer Ordnung
gleich einer blossen Null verschwinde. Soll dies
nun sc verstanden werden — und in dem gewdhnlichen Vor-
trage, der noch etwas unvorsichtiger als die so eben gebrauch-
ten Ausdriicke lautet, warnt man vor einer solchen Missdentung
nicht — soll dieses, sage ich, so ausgelegt werden, dass man
aus dem Complexe der beiden Grissen M + m, deren die erste
unendlichemal grdsser ist als die zweite, diese schlechterdings
weglassen diirfe, auch wenn m dem Verfolge der Rechnung
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die Grosse M vielleicht selbst (etwa durch Abzug einer ihr
gleichen) wegfillt: dann brauche ich die Irrigkeit dieser Regel
nicht erst zu bheweisen.

Doch man wird sagen: So sei es nicht gemeint, Wenn
man die Grossen M und M + m fir gleich erklire, so meine
man nicht, dass sie ein gleiches Resultat gewihren, wenn sie
in fortgesetzter Rechnung neue Verbindungen durch Addiren
oder Subtrahiren eingehen; sondern ihre Gleichheit bestehe
nur darin, dass sie bei dem Geschifte des Messens, nament-
lich durch eine Grésse N, welche von gleichem Range mit
ihnen, in einem endlichen (also villig bestimmbaren) Verhilt-
nisse zu Einer von ihnen z. B. M steht, gleiche Ergebnisse
darbieten. Dies wire in der That das Geringste, was man zu
der Erklirung, dass ein Paar Grissen gleich gross sind, zu
fordern berechiigt ist.  Aber leisten denn M und M + m
auch nur so viel? Stehet die eine derselben, z. B. M, in
einem irrationalen Verhdltnisse zum Maasse N, so 'kann es sich
allerdings treffen, dass wir bei der gewdhnlichsten Weise des
Messens, welche zu jeder beliebigen auch noch so grossen
Zahl ¢ eine andere p von der Beschaffenheit sucht, dass

M
fude i 053 e

sei; und es kann sich figen, dass auch — ™ fortwihrend in

denselben Griinzen verbleibt, dass sich auch

M+m> <p+l

findet. Ist aber das Verhaltniss% rational: so gibt es ein ¢,

fiir welches

o
- P
und dagegen ll_g-_m entweder > oder <—§- ist; wo also ein
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Unterschied zwischen diesen Grossen selbst im Vergleiche zu
blossen Zahlen (endlichen Gréssen) sich kund gibt. Wie
also diirflen wir sie einander gleich nennen?#

§. 36.

Um solche Widerspriiche zu vermeiden, nahmen nach
Eulers Vorgange mehrere Mathematiker ihre Zuflucht zu der
Erklirung, dass die unendlich kleinen Grissen in der That
blosse Nullen, die unendlich grossen Grissen aber die
Quotienten wiren, welche aus einer endlichen Grisse durch
die Division mit einer blossen Null hervorgehen. Durch diese
Feststellung hatte man das Verschwinden oder Wegwerfen einer
unendlich kleinen Grdsse in ihrer Verbindung durch Addition
zu einer endlichen mehr als gerechtfertigt; desto schwieriger
aber war es, das Dasein der unendlich grossen Grissen, in-
gleichen die Maglichkeit des Hervorgehens einer endlichen
Griosse durch die Division zweier unendlich kleiner oder auch
grosser Grossen und das Vorhandensein umendlich kleiner und
grosser Gréssen hdherer -Ordnungen begreiflich zu machen.
Denn die unendlich grosse Grosse kam auf diese Art durch
eine Division mit Null oder einem der Null gleichgeltenden
Grossenausdrucke (der eigentlich eine gegenstandlose Vorstellung
ist), also auf eine durch die Gesetze des Rechnens verbotene
Weise zum Vorschein; an allen jenen endlichen oder auch un-
endlichen Gréssen aber, die man durch Division einer unend-
lichen in eine andere unendliche Grdsse hervorgehen liess,
haftete die Makel der illegitimen Geburt vervielfacht,

Was noch am meislen fiir die Richtigkeit dieser Rech-
nung mit Nullen zu sprechen scheint, ist wohl die Art, wie
man den Werth einer von der verinderlichen & abhingigen -
Grosse y, der durch die Gleichung

Fx

Y=g

Dx
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bestimmt werden soll, in dem besonderen Falle berechnet,
wenn ein gewisser Werth von x==a entweder den Nenner
dieses Bruches allein, oder den Nenner und den Zihler zu-
gleich zn Null macht. In dem ersten Falle, wenn @a =0
wird, Fa aber eine endliche Grdsse verbleibt, schliesst man,
dass y unendlich gross geworden sei. In dem zweiten
Falle dagegen’, wenn sowohl Mg als Fa==0( sind, schliesst
man, dass die beiden Ausdricke @ und Fz den Factor von der
Form (z —a) ein- oder etlichemal enthalten und somit von der
Form
Bx—(x —a)= ¢gx; Fx=(x —a). fx

sein miissen: wo allenfalls p& oder fx auch Constante vor-
stellen konnen. Ist nun m >n, so schliesst man, dass, auch

F
nach einer den Werth des Bruches —@anicht indernden Auf-

hebung der gemeinschaftlichen Factoren im Nenner und im
Zihler, der erstere fir #==a immer noch zu Null werde, und
bleibt somit bei der Behauptung, dass der Werth z==a ein
unendlich grosses y gebe. Ist aber m==n, so sieht man, da
—F-‘—x-:f—x sein mass, die endliche Grosse, die f_a ausdriekt,
®x ¢x ga

als den richtigen Werth von y an. Und ist endlich m<n,
so schliesst man, weil jetat

S R e i ¢

W
fir x==a zu Null wird, dass der Werth x==a die Grisse y
zu Null mache.

Ueber dies Verfahren denke ich so. Wenn der zu z==a
gehorige Werth von y in den angegebenen Fillen fir oo gross
erklirt wird: so kann das offenbar nur dann und dann nur
zufallig wahr sein, wenn die Grisse y zu der Art derer ge-
hort, die auch unendlich gross werden kdnnen; allein es
bleibt dabei, dass dieses Ergebniss aus dem gegebenen Aus-
drucke, der hier eine Division durch Null verlangt, nicht her-
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vorgeht. Bloss aus dem Umstande, dass gesagt wird, der
Werth von y sei immer der nimliche, den der gegebene Aus-

druck (l;—x angibt, ldsst sich nur schliessen auf die Beschaffen-
X

heit der Grésse y fir alle jene Werthe von @, die eine wirk-
liche Grosse vorstellen, nicht aber fir solche, bei denen dieser
Ausdruck gegenstandlos wird; wie dies der Fall ist, wenn
sein Nenner oder auch nur sein Zihler oder gar beide zu-
gleich Null werden. Wohl lisst sich sagen, dass die Grosse
y in dem zuerst erwilnten Falle, wo nur @x==0 ist, gros-
ser, und in dem zweiten Falle, wo nur Fx=0 ist, kleiner
als jede gegebene werde, endlich im dritten Falle, wo 5)—:

eine gleiche Anzahl von Factoren von der Form (x—a) im
f
Nenner und Zihler enthiilt, dem Werthe (P—:‘ so nahe komme, als

man will, indem man x dem Werthe a so nahe riickt, als man
will : allein aus allem diesem folgt nichts fiir die Beschaffen-

heit dieses Werthes dort, wo der Ausdruck —(l;—;gegensland-
los ist, d. h. gar keinen Werth darstellt, weil er entweder
die Form 0 selbst oder die Form Oi oder gar die Form %—

annimmt. Denn der Salz von der Gleichheit des Werthes zweier
Briiche, deren der eine sich von dem anderen nur durch die
Aufhebung eines gemeinschaftlichen Factors im Nenner und
Zahler unterscheidet, gilt wohl in alien Fillen, nur in dem
Falle nicht, wo dieser Factor eine Null ist; weil sonst mit

eben dem Rechte, mit dem wir behaupten wollten, dass

2.0 & . 4
- =? ist, auch behauptet werden diirfte, dass jede be-

liebige Grosse, z. B. 1000 =-% sei. Denn sicher ist doch

sowohl 3000.0 =0, als auch 2.0=0. Wenn also2 P —g—
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2>< (3000.0)__(2.3000).0

gesetzt werden darf, so darf auch I<@.0) —3.2.0
-l '330;0 = 4000 gesetzst werden.

Der Fehlschluss, der hier in die Augen springt, fallt oben
nur desshalb minder auf, dass man die Division mit dem
einer Null gleichgeltenden Factor (z —a) in einer Form vor-
nimmt, die diesen Nullwerth verhiillt. Und weil die Fort-
schaffung desselben in jedem anderen Falle erlaubt ist, so
nimnt man um so zuversichtlicher an, sie auch in diesem Falle
sich erlauben zu diirfen, weil der fir y sich herausstellende
Werth gerade so ausfillt, wie man ihn zu erwarten berech-
tigt zu sein glaubt; niimlich wenn er ein endlicher ist,
genau wie das Gesetz der Stetigkeit ihn fordert, Null, wenn
die niichststehenden bis auf Null abnehmen, und unendlich
gross, wenn die nichststehenden in das Unendliche zunehmen.
Allein hierbei vergisst man, dass das Geselz der Stetigkeil
keineswegs von allen verinderlichen Grossen beobachtet
werde, ingleichen dass eine Grisse, welche so klein wird, als
man nur will, indem man z dem Werthe a so nahe bringt,
als man will, darum noch eben nicht fir x==a zu Null wer-
den miisse; unb dass sie eben so wenig, wenn sie in das Un.
endliche wichst, wihrend sich # dem Werthe a nihert, fir
w==a in Wahrheit unendlich werde. Es gibt ja namentlich
in der Geometrie unzihlig vicle Grossen, die kein Gesetz der
Stetigkeit kennen, z. B. die Grossen der Linien und Winkel,
die zur Bestimmung der Umfangslinien und Oberflichen der
Polygone und Polyeder dienen u. m. A.

§. 37.

Obgleich wir der bisherigen Darstellungsweise der Lehre
von dem Unendlichen so viele wichtige Mingel, wie ich
glaube, nicht mit Unrecht vorwerfen mdgen: so ist es doch
bekannt, dass man meistens ganz richtige Ergeb-
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nisse erhilt, wenn man die Regeln, die in der Rechnung mit
dem Unendlichen allgemein eingefiithrt sind, mit der gehdrigen
Vorsicht befolgt. Solche Ergebnisse hitten sich nimmer dar-
bieten konnen, wenn es nicht eine Weise der Auffassung und
Handhabung dieser Rechnungsmethode gibe, die wirklich un-
tadelhaft ist; und gerne will ich glauben, dass es im Grunde
nur diese gewesen sein dirfte, die den scharfsinnigen Erfindern
jener Methode im Geiste vorgeschwebt, ob sie auch nicht so-
gleich im Stande waren, ihre Gedanken hieriiber mit aller
Deutlichkeit auseinander zu selzen; eine Sache, die in schwere-
ren Fillen insgemein erst nach wiederholten Versuchen gelingt.

Sei es mir denn verstattet, hier nur in wenigen Umrissen
anzudeuten, wie ich diese Methode des Rechnens glaube auf-
fassen zu miissen, damit sie vollkommen zu rechtfertigen wire.
Es wird geniigen, von dem Verfahren zu sprechen, das bei
dem sogenannten Differential- und Integralecaleiil zu
beobachten ist, denn die Methode des Rechnens mit dem un-
endlich Grossen ergibt sich dann schon durch den bhlossen
Gegensatz leicht, zumal nach Allem, was Cauchy hieriiber
schon geleistet.

Ich also bedarf hier schlechterdings nicht der so beengen-
den Voraussetzung, die man wohl sonst fir néthig erachtete,
dass die in Rechnung zu nehmenden Grossen unendlich
klein werden kinnen; eine Beschrinkung, wodurch alle be-
grinzte Zeit- und Raumgrossen, auch alle Krifte begranzter
Substanzen, also im Grunde alle Grossen, an deren Bestimmung
uns gerade am meisten liegt, aus dem Bereiche dieser Rech-
nungsmethode im Vornhinein ausgeschieden werden. Ieh he-
gehre nichts Anderes, als dass diese Grossen, falls sie ver-
dnderlich und doch nicht frei verdnderlich, sondern von
einer oder mehreren anderen Grossen abhingig sind, ihre
Abgeleitete (une fonction derivée nach der Lagrange’schen
Erklarung) haben; wenn nicht far alle Werthe ihrér Bestim-
menden, wenigstens fir alle diejenigen, auf welche die
Rechnung als giltig angewandt werden soll. Mit anderen

5
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Worten, wenn z eine der frei verinderlichen Grdssen urd
y=[x eine von ihr abhingige bezeichnet: so muss, wemn
unsere Rechnung fir alle innerhalb @ =a und x==b liegende
Werthe von x ein richtiges Resultat geben soll, y in einer
solchen Art von x abhlingen, dass fir alle innerhalb @ und b
gelegenen Werthe von @ der Quotient

Av fx+Ax) —fx
E&- By a0
welcher zum Vorschein kommt, indem wir den Zuwachs von y
durch den ihm zugehéorigen von x dividiren, einer entweder
constanten oder doch nur ven x allein abhingigen Grosse fiz
so nahe kommt, als man will, wenon man nur A klein genug
nimmt, und dann noch immer so nahe bleibt oder noch niher
riickt, wenn A« noch kleiner gemacht wird *).
Ist eine Gleichung zwischen & und y gegeben: so ist es
insgemein eine sehr leichte und bekannte Sache, diese abge-

leitete von y zu finden. Wire z. B.

) y¥=ax2 4 a?
so hidtte man hier fiir jedes A, das nur nicht Null ist,
@ G+Aa’=a(x+An?+ad
woraus sich nach bekannten Regeln
(3) 2 ax + aAx

T3P F AT+ A

an +3ay’Ax——6uyAy-—2axAy’
Y+ 9y Ay 43 Oy

ergibt. Und die gesuchte abgeleitete Function der y
oder (nach Lagrange’scher Bezeichnung) y' wire

#) Es lasst sich zeigen, dass alle abhdngig verédnder-
lichen Grossen, wenn sie nur itberhaupt bestimmbar sind, an
dies Gesetz gebunden sein miisser in der Art, dass Ausnahmen da-
von, wenn auch in einer unendlichen Menge, stets nur fiir isolirt-
stehende Werthe ihrer frei Yerdnderlichen eintreten diirfen.
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2ax
3y2

eine Function, die aus dem Ausdrucke vom

Ay

Ax
hervorgeht, wenn wir nach der gehorigen Entwicklung dessel-
ben, nimlich nach einer solchen, dabei im Zihler und Nenner

die in A oder in Ay multiplizirten Glieder von den @brigen
trennen, also in dem Ausdrucke

2ux4+aAx
WP+ 3vAy+ Ay
Beides, A x sowohl als Ay==0 setzen,

Von welchem vielfiltigen Nutzen die Findung dieser Ab-
geleiteten sei; aul welche Weise jeder einem endlichen
Zuwachse von @ entsprechende endliche Zuwachs der y ver-
mittelst solcher Abgeleiteten sich berechnen lasse; und wie,
wenn umgekehrt nur die abgeleitete ‘@ gegeben ist, auch
die urspriingliche Fanction fz bis auf Eine Constante bestimmt
werden kann — brauche ich nicht zu sagen.

Weil wir aber, wie nur eben angemerkt wurde, die ab-
geleitete Function eiper abhingigen Grisse y in Bezug auf
ihre Verinderliche « erhalten, sobald wir in dem Ausdrucke

Ay

Ax
falls er erst so entwickelt wurde, dass weder Ax noch Ay
irgendwo als Divisoren erscheinen, das Az sowohl als auch
das A y==0 setzen: so dirfte es wohl nicht so unschicklich
sein, die abgeleitele durch eine Zeichnung wie etwa folgende

dy

dx
darzustellen, wenn wir hierbei erkiiren, einerseits, dass
alle in der Entwicuung von —A—i vorkommenden Az, Ay oder
die allenfalls statt ilwer angeschriebenen dx, dy als blosse

18

bl
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Nullen angesehen und behandelt werden sollen; — ander-
: ay.. . y
seits aber, dass man die Zeichnung d—z nicht etwa als einen

Quotienten von dz in dy, sondern nur eben fiir ein Sym-
bol der abgeleiteten von y nach x anzusehen habe.

Dass einem solchen Verfahren noch keineswegs der Vor-
wurf gemacht werden kdénnte, es nehme Verhiltnisse zwischen
Grossen ‘an, die gar nicht vorhanden sind (Null zu Nall), ist
klar; denn man will jene Zeichnung ja eben fiir nichts Ande-
res als fiir ein blosses Zeichen angesehen wissen.

Eben so untadelhaft wird es ferner anch sein, wenn man
die zweite abgeleitete Function von y nach x, d. h. diejenige
bloss von x abhingige (oder vielleicht auch ganz constante)
Grosse, welcher der Quotient

aty

A?
so nahe kommt, als man will, sobald man nur auch Az so
klein, als man will, nehmen darf, darch

d?y
dx?2
bezeichnet und dies so auslegt, dass man die in der Entwick-
2
lung von ﬁ‘Z vorkommenden Grossen A x, A?y als blosse

2
Nullen betrachten und behandeln, in der Zeichnung % aber
nicht eine Division von Null in Null, sondern nur das Sym-
bol der Function erblicken misse, in welche die Entwicklung
A?y
Ax?

Diese Bedeutungen der Zeichen

yon

nach der so eben verfangten Verinderung iibergeht.

dy d%y
a—x-, m.,...
ausgesetzt, konnen wir strenge darthun, dass ecine jede von
einer anderen frei Verinderlichen x auf eine bestimmbare Art
abhiingige verinderliche Grdsse

einmal vor-
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N
hochstens mit Ausnahme gewisser isolirt stehender Werthe von
o und A« an die Gleichung

e ik . Ax? A% Ax? I
tatanmited:. 7w Tl B9

Axr x4+ puAx)
4o e dx®

LR

worin p <4 ist, gebunden sei*),

Wie viele wichtige Wahrheiten der allgemeinen Griéssen-
lehre (besonders der sogenannten hoheren Analysis) durch diese
einzige Gleichung begriindet werden konnen, ist Niemandem
unbekannt. Aber auch in der angewandten Grossenlehre, in
der Raumlehre (Geometrie) und in der Kriftenlehre (Statik,
Mechanik u. s. w.) bahnt diese Gleichung den Weg zur Lg-
sung der schwierigsten Probleme, z. B. von der Rectification
der Linien, der Complanation der Flichen, der Cubirung der
Korper, ohne irgend einer hier widersprechenden Voraussetzung
eines unendlich Kleinen, noch sonst eines anderen angeblichen
Grundsatzes zu bediirfen, dergleichen der bekannte Arehime-
dische u. m, a. sind.

Ist es aber erlaubt, Gleichungen von der Art, wie z. B.
die Formel fir die Rectification der Curven hei einem recht-
winkligen Coordinaten-Systeme

ds dy.® ildz ’-)
=V (+G@+@
in der vorhin erklirten Bedeutung aufzustellen: so wird es

auch, ohne Gefahr zu irren, moglich sein, Gleichungen von der
Art, wie etwa folgende niederzuschreiben:

#) Der Beweis dieses Satzes fiir jede, gleichviel ob uns bekanute
und durch die bisherigen Zeichen darstellbare oder nicht darstellbare
Art der Abhingigkeit der y von @, lange schon vom Verfasser nieder-
geschrieben, wird vielleicht ehestens verdffentlicht werden. H.
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d(adbxex?4dxd 4. .. )=Dbdx 4 2 cxdx 4 dxZdx 4 .;
ds? = dx2 4 dy2 4 dz2;

oder wenn r den Halbmesser des Krimmungskreises bei einer
Linie von einfacher Kriimmung bezeichnet,

S ds?

———m;u. a. m.

worin wir die Zeichen dx, dy, dz, ds, d% u. s. w. fort-
wihrend nicht als Zeichen wirklicher Grossen, sondern sie viel-
mehr als der Null gleichgeltend betrachten, und in der ganzen
Gleichung nichts Anderes sehen, als einen Zeichencom-
plex, der so geartet ist, dass sich, wenn wir mit
demselben nur lauter Verinderungen vornehmen,
welche die Algebra mit allen Zeichen wirklicher
Grossen erlaubt (hier also auch ein Dividiren mit dz
u. dergl.) — nie ein unrichtiges Ergebniss heraus-
stellt, wenn es zuletzt gelingt, die Zeichen dz,
dy u. s. w. auf beiden Seiten der Gleichung ver-
schwinden zu sehen.

Dass dieses so sei und sein miisse, ist leicht zu begreifen.
Denn wenn z. B. die Gleichung:

ds dv 2
ol LR ACHN
untadelig ist: wie solite nicht auch die Gleichung

ds? = dx2 + dy2

untadelig sein; da sich nach der so eben erwihnten Verfah-
rungsart aus dieser sofort auch jene ableiten lasst?

Endlich ist leicht zu erachten, dass es auch keine Irrung
herbeifithren kénne, wenn wir in irgend einer Gleichung, welche
die Zeichen dzx, dy ..... enthilt, zur Abkirzung alle diejeni-
gen Addenden, von welchen wir mit Bestimmtheit vorauswissen,
dass sie am Schlusse der Rechnung, als der Null gleichgeltend
weglallen werden, gleich anfangs weglassen. So konnen wir
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es, z. B. wenn wir durch irgend eine Rechnung erst auf die
(aus 1 und 2 sich ergebende) Gleichung
3v2. Avy+3yAV Ay =2ax Ax +aAx®
gerathen sind, die bei dem Uebergange zu den der Null
gleichgeltenden Zeichen die Gestalt
3v2.dy + 3y.dy? + dy® = 2 axdx 4 a.dx?
annimmt, sogleich ersehen, dass die Addendi, welche die héhe-
ren Potenzen dy2, dy® dax? enthalten, zuletzt jedenfalls weg-
fallen werden und somit alsbald nur
8y? dy = 2axdx

ansetzen ; woraus sich dann die gesuchte Abgeleilete von y in
Bezug auf «

dy  2ax

dx =~ 3y*

alshald ergibt.

Dies ganze Verfahren, dass wir es schliesslich noch mit
Einem Worte sagen, beruht auf ganz dhnlichen Grundsitzen,
aul welchen die Rechnung mit den sogenannten imagindren
Grossen (welche ja eben so wie unsere dx, dy ... blosse
Zeichnungen sind) oder auch die in der neueren Zeit erfundene
abgekiirzte Divisionsmethode und andere dhnliche Rechnungs-
abkirzungen beruhen. Hier nimlich eben so wie dort genigt
es, zur Rechtfertigung des Verfahreéns nachzuweisen, dass wir
den eingefithrten Zeichen (dx, %, -(;sz’ VAR YA )1

as b

:7__——4 u. &, w.) nur eine solche Bedeutung geben, und uus

mit ihnen nur solche Verdinderungen erlauben, dass zuletzt
jedesmal, wenn endlich statt der gegenstandlosen
_Zeichen solche zum Vorschein kommen, die wirk-
liche Griossen bedeuten, beide Glieder der Glei-
chung einander in Wahrheit gleichgelten.
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§. 38.

Wenden wir uns zu dem angewandten Theile der Gros-
senlehre, so begegnen uns die ersten Paradoxien auf dem Ge-
biete der Zeitlehre in dem Begriffe der Zeit selbst,
zumal inwiefern sie eine stetige Ausdehnung sein soll,
Es lasten aber die schon von Alters her so berithmten schein-
baren Widerspriiche, die man in dem Begriffe einer
stetigen Ausdehnung eines Continuums zu finden glaubte,
in gleicher Weise wie auf der zeitlichen auch auf der raum-
lichen, ja auch der materiellen; daher wir sie gleich in Ver-
einigung betrachten wollen.

Sehr wohl erkannte man, dass alles Ausgedehnte seinem
Begriffe nach aus Theilen zusammengesetzt sein miisse; er-
kannte ferner, dass sich das Dasein des Ausgedehnten nicht
ohne einen Zirkel aus der Zusammensetzung solcher Theile,
die schon selbst ausgedehnt sind, erkliren lasse; wollte jedoch
nichts desto weniger auch einen Widerspruch in der Voraus-
selzung finden, dass es aus Theilen, die keine Ausdehnung
haben, sondern schlechterdings einfach sind (Puncten in Zeit
Raum, Atomen, d. i. einfachen Substanzen im Weltall auf dem
Gebiete der Wirklichkeit), entstehe.

Wurde gefragt, was man an dieser letzteren Erklirung
anstossig finde: so hiess es bald, dass eine Eigenschalt, die
allen Theilen mangelt, auch nicht dem Ganzen zukommen kdnne;
bald, dass doch je zwei Puncte wie in der Zeit so auch im
Raume, und eben so auch je zwei Substanzen noch immer
eine Entfernung von einander haben, somit nie ein Conti-
nuum bilden.

Es bedarf aber wahrlich nicht vieler Ueberlegung, um das
Ungereimte in diesen Einwiirfen zu erkennen. Eine Beschaffen-
heit, die allen Theilen mangelt, soll auch dem Ganzen nicht
zukommen diixfen? Gerade umgekehrt! Jedes Ganze hat und
muss gar manche Eigenschaften haben, welche den Theilen
mangeln, Ein Automat hat die Beschaffenheit, gewisse Be-
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wegungen eines lebenden Menschen fast tiuschend nachzu-
ahmen, die einzelnen Theile aber, die Federn, Riderchen
u. s. w. entbehren dieser Eigenschaft. — Dass je zwei Zeit-
puncte noch durch eine unendliche Menge dazwischenliegen-
der Zeitpuncte getrennt sind; dass es eben so zwischen je
zwei Puncten im Raume eine unendliche Menge dazwischen-
liegender gibt, ja dass es selbst im Reiche der Wirklichkeit
zwischen je zwei Substanzen noch eine unendliche Menge an-
derer gebe — ist allerdings zuzugestehen: aber was folgt
hieraus, das einen Widerspruch enthielte? Nur so viel folgt,
dass durch zwei Puncte allein, ja auch durch drei, vier und
jede bloss endliche Menge derselben noch kein Ausgedehntes
erzeugt wird. Dies Alles gestehen wir selbt, ja wir gestehen,
dass auch eine unendliche Menge von Puncten nicht immer
zar Erzeugung eines Continuums, z. B. einer auch noch so
kurzen Linie, hinreicht, wenn diese Puncte nicht zugleich die
gehorige Anordnung haben. Versuchen wir namlich, uns
den Begriff, den wir mit den Benennungen ,eine stetige
Ausdehnung oder ein Continuum® bezeichnen, zu einem
deutlichen Bewusstsein zu bringen: so konnen wir nicht um-
hin zu erkliren, dort, aber auch nur dort sei ein Continuum
vorhanden, wo sich ein Inbegriff von einfachen Gegenstinden
(von Puncten in der Zeit oder im Raume oder auch von Sub-
stanzen) befindet, die so gelegen sind, dass jeder einzelne
derselben fiir jede auch noch so kleine Entfernung wenigstens
Einen Nachbar in diesem Inbegrifie habe. Wenn dieses nicht
der Fall ist, wenn sich z.B. unter einem gegebenen Inbegriffe
von Puncten im Raume auch nur ein einziger befindet, der
nicht so dicht umgeben ist von Nachbarn, dass sich fir jede
— nur klein genug genommene Entfernung ein Nachbar fiir ihn
nachweisen ldsst: so sagen wir, dass dieser Punct vereinzelt
(isolirt) dastehe, und dass jener Inbegriff eben desshalb kein
vollkommenes €ontinuum darbiete. Gibt es dagegen nicht
einen einzigen in diesem Sinne isolirt stchenden Punct in
einem vorliegenden Inbegriffe von Puncten, hat also jeder der-
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selben fir jede auch noch so kleine Entfernung wenigsiens
einen Nachbar: so eriibrigt nichts mehr, was uns berechtigen
konnte, diesem Inbegriffe die Benennung eines Continuums ah-
zusprechen. Denn was noch sonst wollten wir verlangen? —

»Dieses,* erwidert man, ,dass jeder Punct Einen
yhabe, den er unmittelbar beriithrt!“ — Allein hier
fordert man etwas, das eine offenbare Unmdiglichkeit ist, einen
Widerspruch in sich schliesst. Denn, wann doch wollt Ihr
sagen, dass ein Paar Puncte einander berihren? Vielleicht
wenn die Grinze des Einen (etwa die rechte Seite desselben)
mit der Grinze des anderen (etwa der linken Seite desselben)
zusammenfillt? Aber Puncte sind ja einfache Theile des
Raumes, sie haben somit keine Begrdnzungen, keine rechte
und linke Seite. Hitte der Eine nur Einen Theil gemein mit
‘dem anderen, so wire er schon durchaus derselbe mit ihm;
und soll er etwas von ihm Verschiedenes haben, so miissen
Beide ganz auseinander liegen, und es muss somit Raum da
sein, noch fir einen zwischen ihnen liegenden Punct; ja, weil
von diesem mittleren im Vergleiche zu jenen beiden das Nim-
liche gilt, fiir eine unendliche Menge von Puncten.

»Aber das Alles ist, wie man sagt, ,nicht zu be-
greifen!“ Allerdings lisst es sich nicht mit den Fingern
begreifen, allerdings auch nicht mit den Augen wahrnehmen;
wohl aber wird es erkannt durch den Verstand und erkannt
als etwas, das nothwendig so und nicht anders sein kann, so
dass ein Widerspruch nur erst dann angenommen wird, wenn
man es anders, wenn man es sich unrichtig vorstellt.

Doch man fahrt fort: ,Wie unbegreiflich ist es, sich in
»der kleinsten Linie noch eine Anhdufung von unendlich vielen
»Puncten, ja eine unendliche Menge solecher Anhidufungen von
»Puncten vorzustellen, wie man dies Alles nach der gewdhn-
ylichen Lehre thun muss! Denn selbst die kleinste Linie soll
»Mman ja noch in eine unendliche Menge anderer Linien zer-
»legen kénnen, indem man sie erst in zwei Hilften, dana
mdiese abermals in Hélften und so ohne Ende fort zerlegt! —
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feh finde in dieser ganzen Gedankenverbindung nichis Irriges
und nichts Befremdendes, bis auf den einzigen Ausdruck ciner
kleinsten Linie, den Manche sich wohl nur aus Mangel
an Aufmerksamkeil entschlipfen liessen, weil es doch eine solche
nicht gibt und geben kann, und von derjenigen, die man hier
eben betrachtet, geradezu erklart wird, dass sie in kleinere
zerlegt werden konne. Jede unendliche Menge, nicht die der
Puncte in einer Linie allein, lisst sich in Theile zerlegen, die
selbst noch unendliche Mengen enthalten, ja in unendlich viele
solche Theile. Denn bedeutet oo eine unendliche Menge, so
) ® ®

sind auch S -
es in dem Begriffe des Uneundlichen.

unendliche Mengen., So liegt

»Wie aber® (dirfte man, falls die bisherigen Erliuterungen
nach einer lingeren Erwiigung sich vielleicht doch als befrie-
digend herausgestellt hiitten, zuletzt sagen), ,,wie sollen wir die
nBehauptung derjenigen Mathematiker deuten, die selbst er-
wkliren, dass das Ausgedehnte durch keine, auch noch so grosse
»Aneinanderhiufung von Puncten erzeugt und durch Zerlegung
»in eine auch noch so grosse Menge von Theilen auch nie in
»einfache Puncte aufgelost werden kénne?“ — Strenge zu re-
den, sollte man einerseits freilich lehren, dass nie eine end-
liche, eine unendliche Menge von Puncten aber nur dann allein,
dann aber auch immer ein Ausgedehntes liefere, wenn die
schon mehrmal erwihnte Bedingung erfillt wird, dass namlich
jeder Punct fiir jede hinreichend kleine Entfernung gewisse Nach-
barn erhilt; dabei aber sollte man andrerseits zugestehen,
dass auch nicht jede Zerlegung eines gegebenen Raum-
dinges in Theile, namentlich keine Zerlegung in solche Theile,
deren Menge nur eine endliche ist, ja auch nicht jede solche,
die ins Unendliche geht (z. B. durch fortgesetzte Halbirungen),
wie wir nur vorhin sahen, bis an die einfachen Theile gelange.
Nichts desto weniger muss man darauf beharren, dass jedes Con-
tinuum zuletzt doch aus nichts Anderem als aus Puncten und
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wieder nur Puncten hervorgehen kinne. Und Beides vertrigt
sich, nur recht verstanden, sehr wohl.

§. 39.

Dass man an den Beschaffenheiten jener besonderen ste-
tigen Ausdehnung, welche die Zeit ist, auch noch besondere
Anstosse nehmen werde, liess sich im Voraus erwarten, Zu-
mal denjenigen Philosophen, die wie die Skeptiker es eigends
darauf anlegten, die menschlichen Begriffe statt zu verdeut-
lichen, nur zu verwirren und allenthalben scheinbare Wider-
spriiche zu finden, musste die Lehre von der Zeit willkomme-
nen Stoff darbieten. Wir werden jedoch hier nur das Wich-
tigste erwihnen, zumal nicht Alles, was hier vorgebracht wiirde,
den Begriff des Unendlichen beriihrte.

Man warf die Frage auf, ob die Zeit etwas Wirkliches
sei, und wenn dieses, ob Substanz oder Adhirenz, und im
ersten Falle, ob erschaffen oder unerschaffen? ,,Wenn Jenes,*
meinte man, ,miisse sie einen Anfang genommen haben, auch
»Wwohl einst wieder ein Ende nehmen, mithin sich indern,
»demnach selbst wieder einer anderen Zeit bediirfen, in der
»sie sich dndert. Noch ungereimter sei es, sie fir Gott
»Selbst, oder fir eine an ihm befindliche Adhirenz zu
»erkliren. Gewiss sei es auch, dass man die Zeit der
sEwigkeit entgegensetze; was nun sei diese? Wie sei es
»moglich, dass eine unendliche Menge nicht nur von Augen-
»blicken, sondern von ganzen Zeitlingen enthalten sei
»il einem einzigen auech noch so kurzen Weilchen, z. B.
»il einem einzigen Blick mit dem Auge, von dem jeder ein-
»fache Zeittheil ehen den Namen Augenblick hat? Doch
»es ist in der That (sagte man zuletzt) gar keine Zeit
svorhanden! Denn die vergangene Zeit ist eben, weil ver:
»gangen, offenbar nicht mehr da; die zukiinftige aber ist,
»weil erst kiinftig, jetzt noch nicht da: was endlich gegen-
»wirtig ist, das ist nichts Anderes als ein blosser Augen-
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»hlick in des Wortes strengsten Sinne, der keine Dauer,
,somit auch keine Anspriiche auf den Namen einer Zeit hat.«

Meinen Begriffen zufolge ist die Zeit allerdings nichts
Wirkliches im eigentlichen Sinne des Wortes, wo wir nur
den Substanzen und ihren Kridften Wirklichkeit beilegen.
Ich halte sie also auch weder fir Gott selbst noch fir eine
geschaffene Substanz, noch auch nur fiir eine Adhirenz weder
an Gott, noch an irgend einer geschaffenen Substanz, oder an
einem Inbegriffc mehrerer. Sie ist auch eben darum gar
nichts Verinderliches, sondern vielmehr dasjenige, worin
alle Verinderung vorgeht. Wenn man das Gegentheil sagl,
wic in dem Sprichworte: die Zeiten dindern sich; so
wurde lingst schon erinnert, dass man hier unter der Zeit nur
die in ihr befindlichen Dinge und deren Zustinde verstehe.
Die Zeit selbst ist, um es nun niher anzugeben, diejenige an
einer jeden (verinderlichen oder was eben so viel ist) abhin-
gigen Substanz befindliche Bestimmung, deren Vorstellung
wir zu der Vorstellung dieser Substanz hinzufigen miissen, um
von je zwei einander widersprechenden Beschaffen-
heiten b und Nicht-b ihr die Eine in Wahrheit beizulegen,
WUie andere absprechen zu konnen. Genauer ist die hier er-
wiihnte Bestimmung ein einziger einfacher Theil
der Zeit, ein Zeitpunct oder Augenblick, in welchem wir uns
die Substanz @, der wir von je zwei widersprechenden Be-
schaffenheiten, b und Nicht-b, Eine mit Sicherheit beilegen
wollen, vorstellen miissen; dergestalt, dass also unser Ausspruch
eigentlich lauten muss: & in dem Zeitpuncte ¢ hat entweder
die Beschaffenheit b oder Nicht-b. Gesteht man mir diese Er-
klirung des Begriffes eines Augenblickes erst als richtig zu,
dann kann ich auch deutlich angeben, was die Zeit selbst und
zwar die ganze Zeit oder die Ewigkeit sei, nimlich das-
jenige Ganze, dem alle Augenblicke als Theile zugehdren. Und
jede endliche Zeit, d. h. jede innerhalb zweier gegebener
Augenblicke enthaltene Zeitdauer oder Zeitlinge erklire
ich als den Inbegriff aller der Augenblicke, die zwischen jenen
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zwei Grinzaugenblicken liegen. Diesen Erklirungen zufolge ist
also kein Unterschied zwischen der Zeit und der Ewigkeit,
wenn man unter jener nicht (wie es oft geschieht) eine be-
schrinkte, endliche, sondern die ganze (nach beiden Richtungen
hin endlose) Zeit versteht. Wohl aber besteht ein grosser
Unterschied in der Art, wie Gott und wie die verinderiichen
oder geschaffenen Wesen in dieser Zeit sich befinden. Diese
nimlich sind in der Zeit, indem sie sich in ihr veridn-
dern, Gott aber ist zu aller Zeit ganz unverdnderlich der-
selbe. Dies hat Veranlassung gegeben, ihn allein ewig, die
ubrigep Wesen aber, seine Geschépfe, zeitliche Wesen zu
nennen. — Dass jedes auch noch so kurze Weilchen, wie ein
Blick mit den Augen, schon eine unendliche Menge ganzer
Zeitlingen enthalte: dies sich in einem sinnlichen Bilde aus-
zumalen, mag eine schwere Aufgabe fir unsere Phantasie
sein; genug, dass der Verstand es begreift und als etwas
erkennt, das gar nicht anders sein kann, Aus dem Begriffe
der Zeit, den wir hier andeuteten, lisst sich auch selbst der
objective Grund hievon erkennen; dech wiirde die Auseinander-
setzung desselben hierorts zu weitliufig sein. Ungereimt wire
nur, wenn wir behaupteten, dass in der kurzen Zeit die gleiche
Menge von Augenblicken wie in der lingeren slecke, oder dass
die unendlich vielen Zeitlingen, in welche sich jene zerlegen
lasst, von einer gleichen Linge, wie bei irgend einer lingeren
Zeit wiren.

Der Trugschluss endlich, der die Realitit des Begriffes
der Zeit gianzlich vernichten will, liegt so am Tage, dass es
kaum eines Wertes zu seiner Widerlegung bedarf. Wir ge-
stehen ja, dass die Zeit iiberhaupt nichts Existirendes sei, und
so hat freilich weder die vergangene, noch die zukiinftige Zeit
Existenz; denn selbst die gegenwirtige hat keine: aber wie
soll hieraus folgen, dass die Zeit Nichts sei? Sind denn
nicht auch Sitze und Wahrheiten an sich — Etwas, obgleich
sich Niemand einfallen lasst, zu behaupten, dass sie — wenn
man mit ihnen nicht ihre Auffassung in das Bewusstsein eines
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denkenden Wesens, also nicht wirkliche Gedank en oder Ur-
theile verwechselt — etwas Existirendes wiren?

§. 40.

Hinsichtlich der Paradoxien in der Lehre vom Raume
ist es bekannt, dass man auch diesen nicht zu erkliren ge-
wusst; dass man auch ihn hiufig far etwas Existirendes ge-
halten, bald mit den Subslanzen, die sich in ihm befinden,
verwechselt, bald ihn sogar fiir Gott selbst, wenigstens fiir ein
Attribut der Gottheit gehalten; dass selbst der grosse Newton
auf den Gedanken verfiel, den Raum fir das Sensorium der
Gottheit zu erkliren; dass man nicht pur die im Raume Dbe-
findlichen Substanzen sich oft bewegen, sondern ihn selbst
d. h. die Orte ihre Orte verindern liess;‘ dass man (seit Des
Cartes) entdeckt zu haben glaubte, nicht alle, sondern nur
die sogenannten materiellen Substanzen befinden sich im Raume:
bis endlich Kant sogar auf den unglicklichen, von Vielen noch
jetzt ihm nachgesprochenen Einfall gerieth, den Raum sowohl
als die Zeit gar nicht als etwas Objectives, sondern als eine
blosse (subjective) Form unserer Anschauung zu betrach-
ten; dass man seitdem die Frage aufgeworfen, ob andere We-
sen nicht einen anderen Raum, z. B. mit zwei oder vier Di-
mensionen , haben; dass endlich Herbart uns vollends mit
einem doppelten, einem starren und stetigen Raum, und
einer eben solchen doppelten Zeit hat beschenken wollen,
Ueber dies Alles habe ich mich schon an anderen Orten er-
klirt.

Mir ist nimlich der Raum, Zhnlicher Weise wie die Zeit,
keine Beschaffenheit der Substanzen, sondern nur eine
Bestimmung an denselben, so zwar, dass ich diejenigen Be-
stimmungen an den geschaffenen Substanzen, welche den Grund
angeben, warum sie bei dem Besitze ibrer Beschaffenheiten in
einer gewissen Zeit geradc diese Verdnderungen in einander her-
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vorbringen, die Orte, an welchen sie sich befinden, den Inbegrifl
aller Orte aber den Raum, den ganzen Raum nenne. Diese Er-
klirung setzte mich in den Stand, die Lehren der Raumwissen-
schaft aus jenen der Zeitlehre objectiv abzuleiten, also z, B.
zu zeigen, dass und warum der Raum drei Ausdehnungen
habe u. m. A.

Die Paradoxien also, die man schon in dem Begriffe
des Raumes, in jener Gegenstindlichkeit, die ihm trotz
dem, dass er nichts Wirkliches sei, zukommen soll, in der
unendlichen Menge seiner Theile und in dem stetigen Ganzen
gefunden, welches sie unter einander bilden, trotz dem, dass
auch nicht zwei dieser einfachen Theile (Puncte) einander un-
mittelbar berihren, diese Scheinwiderspriiche glaube ich nicht
ferner besprechen zu sollen, sondern als abgethan betrachten
zu dirfen,

Das Erste, was eine niihere Beleuchtung noch erheischt,
mochte wohl der Begriff der Grdsse einer réumlichen Aus.
dehnung sein. Dass aller Ausdehnung Grisse zukomme, dar-
iiber ist kein Streit; auch daritber ist man einig, dass sich,
wie bei der Einen zeitlichen, so auch bei den drei rium-
lichen Ausdehnungen die vorkommenden Grdssen nur durch
ibr Verhiltniss zu Einer, die man willkirlich als Maass-
einheit angenommen hat, bestimmen lassen; ingleichen,
dass diese zur Einheit angenommene Ausdehnung von eben
derselben Art, wie die durch sie zu messenden, also fir
Linien eine Linie, fir Flichen ecine Fliche, fir Korper
ein Korper*) sein miisse. Fragen wir aber jetzt, worin das

#) Vielleicht ist es Manchem nicht unlieb, hier gelegenheitlich
die Erklirung dieser drei Arten rdumlicher Aunsdehnung zu lesen.
Gesteht man die §. 38 gegebene Erklirung einer Ausdehnung
@iberhaupt als richtig zu (und sie hat das Verdienst, dass sie miy
einer leicht anzubringenden Erweiterung auch auf diejenigen Grdssen
der allgemeinen Grossenlehre, welche man stetig verédn-
derliche nennt, sich ausdehnen lisst): so sage ich, ein rdumlich
Ausgedehntes sei einfach ausgedehnt, oder eine Linie, wenn jeder
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eigentlich bestehe, was wir die Grisse einer rdumlichen
Ausdehnung nennen, so mdchte man wohl, zumal da eine
solche Ausdehnung doch aus nichts Anderem als aus Punc-
ten, welche nach einer gewissen Regel geordnet sind, be-
stehet, bei einer Grosse aber nie auf die Ordnung, sondern
nur auf die Menge der Theile gesehen werden soll, — sehr
gemeigt sein, zu schliessen, nur eben diese Menge der
Puncte sei es, was wir uns unter der Grdsse eines jeden
Raumdinges denken; wie dieses auch der Name selbst zu
bestitigen scheint, wenn wir die Grosse einer Fliche oder
eines Korpers geradezu den Inhalt dieser Raumdinge nennen.
Dennoch zeigt eine nihere Betrachtung, dies sei nicht so.
Oder wie konnten wir sonst annehmen, was wir doch allge-
mein und unbedenklich thun, dass sich die Grésse eines Raum-
dinges, z. B. eines Wirfels, nicht im Geringsten &ndert, ob
wir die Umgrinzung desselben, hier also die Oberfliche des
Wiirfels (die doch selbst schon eine Grosse hat) mit zu dem
Inhalte desselben rechnen, oder nicht? Und so verfahren wir
unstreitig, wenn wir z. B. die Grdsse eines Wiirfels von der
Seite 2 achtmal so gross finden, als einen Wirfel, dessen
Seite = 4 ist, ohngeachtet der erste 42 quadratische Seiten-
flichen von der Grisse = 4 weniger hat, als die letzteren,
indem durch ihre Zusammenstellung in einem einzigen Wiirfel
von 24 solchen Quadraten, die in das Innere des grisseren
Wiirfels kommen, die Hilfte wegfillt. Hieraus geht denn her-
vor, dass wir uns unter der Grosse einer riumlichen Ausdeh-

Punct fiir jede hinldnglich kleine Entfernung einen oder mehrere,
keinesfalls aber so viele Nachbarn hat, dass deren Inbegriff fiir sich
allein schon ein Ausgedehntes wiire; ich sage ferner, ein rdumlich
Ausgedehntes sei doppelt ausgedehnt oder eine Fliche, wenn
jeder Punct fiir jede hinlénglich kleine Entfernung eine ganze Linie
von Puncten zu seinen Nachbarn hat; ich sage endlich, ein rdumlich
Ausgedehnles sei dreifach ausgedehnt oder ein Kérper, wenn
Jjeder Punct fiir jede hinldnglich kleine Entfernuug eine ganze Fliche
voll Functe zu seinen Nachbarn hat.

6
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nung, sei es Linie, Fliche oder Korper, eigentlich doch nichts
Anderes denken, als eine Grosse, welche aus einer zur Einheil
angenommenen Ausdehnung von derselben Art mit der zu mes
senden nach einem solchen Gesetze abgeleitet wird, dass, wenn
wir, nach ebhen diesemn Gesetze verfahrend, aus dem Sticke
M die Grosse m und aus dem Stiicke N die Grosse n ahleiten,
wir nach demselben Geselze verfahrend, aus dem durch die
Yerhindung der Sticke M und N erzeugten Ausgedehnten, die
Grosse m 4 n erhalten, gleichviel ob wir die Grinzen, die M
sald N und das aus beiden entstehende Ganze M 4 N haben,
mit in Betracht ziehen oder nicht. Dass sich aus diesem Be-
griffe die allgemeinsten Formeln, welche die Raumwissenschalt
fur die Rectification, die Complanation und die Cubirung auf-
zuweisen hat, in der That ableiten lassen, ohne dass es sonst
einer anderen Voraussetzung, namentlich auch nicht der falsch-
lich so genannten Grundsitze des Archimedes bedirfte, ist in
der schon §. 37 erwihnten Schrift gezeigt.

§ 41,

Auf die seither gegebenen Erklirungen uns stitzend, dir-
fen wir nun ohne Besorgniss, man werde uns eines Wider-
spruches beschuldigen kdnnen, Sitze, wie folgende, aufstellen,
so paradox auch einige fir die gewdhnliche Vorstellungsweise
erscheinen mdégen.

A. Der Inbegrift aller Puncte, die zwischen den beiden
a und b liegen, stellt eine Ausdehnung von einfacher Art oder
Linie dar; sowohl wenn wir die Puncte a und b mit dazu-
rechnen, wo sie dann eine begrinzte Gerade ist, als auch
wenn wir den einen oder den anderen oder auch beide Grinz-
puncte nicht dazurechnen, wo sie also unbegridnzt, in
jedem Falle aber stets von derselben Linge ist, wie vorher.
Jede lergleichen unbegrinzte Gerade hat an der Seite, wo ihr
der Granzpunct fehll, eben desshalb keinen iussersten (ent-
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ferntesten) Punct, sondern hinter jedem steht noch ein fernerer,
obgleich ihre Entfernung stets eine endliche verbleibt.

2. Die Umfangslinie eines Dreieckes abc lisst sich zu-
sammensetzen 1) aus der auf beiden Seiten begrinzten Geraden
ad, ?) der nur auf einer Seite, bei ¢, hegranzten ac, und
3) der beiderseits Unbegranzten bc; ihre Linge aber ist gleich
der Summe der drei Lingen von ab, bc und ca.

3. Wenn wir uns vorstellen, dass die Gerade az durch
den Punct b halbirt, das Stiick bz abermals durch den Punct
¢ halbirt, das ¢z wieder durch den Punct 4 halbirt und so
ohne Ende fortgefahren werde; und wenn wir annehmen, dass
diese unendlich vielen Halbirungspuncte b, ¢, d, .... und der
Punct z aus dem Inbegriffe der Puncte, die zwischen a und z
liegen, hinweggedacht werden sollen: so wird der Inbegriff
der fibrigen noch immer den Namen einer Linie verdienen,
und ihre Grdsse wird noch dieselbe wie vorhin sein. Rech-
nen wir aber z mit zu dem Inbegriffe: so ist das Ganze kein
stetig Ausgedehntes mehr zu nennen; denn der Punct z steht
vereinzelt, weil es fiir ihn keine auch noch so kleine Entfer-
aung gibt, von der gesagl werden konnte, dass er fiir diese
und fir jede kleinere einen Nachbar in diesem Puncteninbegriffe
habe. Namlich fir alle Entfeinungen, welche der Form —;—f
unlerstehen, fehlt es an einem Nachbar fir z,

4. Wenn die Entfernung der Puncle a und b der Ent-
fernung der Puncte « und # gleicht: so muss auch die Menge
der Puncte zwischen a und b der Menge der Puncte zwischen
« und 3 gleich angenommen werden.

5. Ausdehnungen, die eine gleiche Menge von Puncten
haben, sind auch von gleicher Grosse, nicht aber umgekehrt
missen zwei Ausdehnungen, welche von gleicher Grisse sind,
auch gleichviel Puncte haben.

6. Bei einem Paar Raumdingen, welche einander voll-
kommen #hnlich sind, miissen sich auch die Mengen ihrer
Puncte genau wie ihre Grdssen verhalten.

-4 6‘
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7. [Ist also das Grdssenverhiltniss zwischen zwei einan-
der vollkommen ihnlichen Raumdingen ein irrationales: ist
auch das Verhiltniss zwischen den Mengen ihrer Puncte irra-
tional. Es gibt also Menge n (nimlich unendliche nur), deren
Verhiltniss in jeder beliebigen Art irrationalist.

§. 42.

Unter diesen Silzen, deren Anzahl (wie man sieht) leicht
vermehrt werden konnte, hat meines Wissens der sechste allein
in den Schriften der Mathematiker schon bisher eine Beach-
tung gefunden; jedoch nur in der Art, dass man im Wider-
streite mit ihm den Satz aufstellte, hnliche Linien miiss-
ten, wie verschieden sie auch in ihrer Grésse
wiren, doch eine gleiche Menge von Puncten be.
sitzen. Solches behauptete Dr. J. K. Fischer (Grundriss
der gesammien hoheren Mathematik. Leipzig, 4809. Bd. IL
§. 51. Anm.) namentlich von i#hnlichen und concentrischen
Kreishdgen, aus dem beigefigten Grunde, weil sich durch
jeden Punct des Einen ein Halbmesser ziehen liesse, der Einem
Puncte des anderen begegnet. Bekanntlich aber hat schon
Aristoteles sich mit dieser Paradoxie beschiftigt. Fischers
Schlussweise verrith offenbar die Meinung, dass ein Paar Men-
gen, wenn sie auch unendlich sind, einander gleich sein miiss-
ten, sobald nur jeder Theil der Einen mit Einem der anderen
zu Einem Paare verkniipft werden kann. Nach Aufdeckung
dieses Irrthums bedarf es keiner weitéren Widerlegung jener
Lehre, von der sich uberdies gar nicht einsehen liesse, warum
wir, sofern sie richtig wire, diese Behauptung der gleichen
Punctenmenge nur eben auf Kreishogen und auf concentrisch
liegende und #hnliche beschrinken miissten, da sich der gleiche
Grund auch fir alle gerade Linien und fir die verschie-
denartigsten, nichts weniger als einander’ &hnlichen Curven
anfihren liesse.
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§. 43.

Kaum gegen eine in die Raumlehre gehdrige Walrheit
diirften sich die Lehrer dieser Wissenschaft ofter versiindiget
haben, als gegen die, dass jede zwischen zwei Puncten
im Raume liegende Entfernung, somit auch jede
auf beiden Seiten begrinzte Gerade nur eine
endliche sei, d. h. mit jeder anderen in einem durch
blosse Begriffe genau bestimmbaren Verhiltnisse stehe. Denn
es wird kaum Einen Geometer geben, der nicht zuweilen von
unendlich grossen Entfernungen gesprochen und eine Ge-
rade, die doch nach beiden Seiten hin ihre Grinzpuncte haben
sollte, unter gewissen Umstinden nicht hitte unendlich
gross werden lassen. Als Beispiel geniige uns hier die Hin-
weisung auf jenes bekannte Linienpaar, welches die, im geo-
metrischen Sinne des Wortes zu verstehende, Tangente und Se-
cante cines Winkels oder Bogens genannt wird. Diese sollen
nach der ausdriicklichen Erklirung ein-Paar gerade Linien sein,
welche nach beiden Seiten hin begrinzt sind: und doch wie
Wenige gibt es, die ein Bedenken tragen zu lehren, dass fir den
rechten Winkel Tangente sowohl als Secante unendlich
gross wirden. Dennoch wird man fir diese irrige Lehre
gleich auf der Stelle bestraft durch die Verlegenheit, in die
man hierbei gerith, sobald man angeben soll, ob diese zwei
unendlich grossen Grissen als positiv oder als negativ an-
zusehen seien? Denn offenbar spricht derselbe Grund, der fir
das Eine angefiihrt werden konnte, auch fir das Andere; weil
ja bekanntlich eine durch den Mittelpunet des Kreises gleich-
laufend zu einer Berithrungslinie desselben gezogene Gerade zu
beiden Seiten dieser Berithrenden ein vollig gleiches Verhilt.
niss hat, daher so wenig aufl der einen als auf der anderen
Seite mit ihr zusammenstosst. Auch in dem Grdssenausdrucke

fir diese beiden Linien =—:)— liegt, da Null weder als positiv

noch als negativ angesehen werden kamn, nicht der geringste
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Grund, diese vermeintlich unendliche Grdsse eher fir positiv
oder fir negativ zu erkliren. Es ist also nicht bloss paradox,
sondern ganz falsch, das Vorhandensein einer unendlich grossen
Tangente des rechten Winkels, so wie simmtlicher Winkel von
der Form

tant s

anzunehmen.

Dass es, strenge gesprochen, auch fiir den Winkel =0
oder fir den = + n.n weder Sinus noch Tangente gebe,
sei bloss gelegenheitlich erinnert. Der Unterschied in diesen
beiden Annahmen ist bloss, dass sich bei letzterer kein falsches
Ergebniss herausstellt, wenn man in Fillen, wo diese Grissen-
ausdriicke als Factoren erscheinen, die Producte wie gar nicht
vorhanden betrachtet, dort aber, wo sie als Divisoren auftreten,
schliesst, dass die Rechnung etwas Ungesetzliches verlangé.

§. b,

Ein eben so unberechtigtes Verfahren, welches jedoch
gliicklicher Weise wenig Nachahmer fand, war es, wenn Joh.
Schulz die Grosse des ganzen unendlichen Rau-
mes berechnen wollte, indem er aus dem Umstande, dass sich
aus jedem gegebenen Puncte a nach allen Seiten hin, d. h. in
jeder Richtung, die es nur immer gibt, gerade Linien in das
Unendliche hinaus gezogen denken lassen, und aus dem ferne-
ren Umstande, dass jeder nur immer gedenkbare Punct m des
ganzen Weltraumes in Einer und nur in Einer dieser Linien
hegen miisse, sich zu dem Schlusse berechtiget hielt, dass man
den ganzen unendlichen Raum als eine Kugel ansehen dirfe,
die aus dem willkiirlich gewihlten Puncte a mit einem Halb.
messer von der Grosse == o beschrieben wire; worauns sich
ihm denn sofort ergab, dass der ganze unendliche Raum genau

&
nur die Grosse g 3 habe.
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Es wire ohne Zweifel einer der wichtigsten Lehrsitze der
Raumwissenschaft, wenn dies als wahr gerechtfertiget werden
konnte. Und gegen die beiden Vordersitze (die ich jedoch
hier eben nicht genau nach Schulzens, mir nicht vor Augen
liegenden Vortrage darstellte) diirfte sich kaum etwas Gegriin-
detes einwenden lassen.. Denn wollte Jemand sagen, der
zweite Vordersatz miisse schon darum irrig sein, weil aus ihm
eine sehr ungleiche Vertheilung der Puncte im Weltraume
nimlich eine viel dichtere Anhdufung um den doch willkiirlich
zu wihlenden Mittelpunct a herum folgen wiirde: so gibe er
nur zu erkennen, das §. 24 f. von uns bekimpfte Vorurtheil
noch nicht iberwunden zu haben. Gefehit und ganz offenbar
gefehlt hat Schulz nur darin, dass er die Geraden, die aus
dem Puncte a nach allen Richtungen ins Unbegrinzte hinaus
gezogen sein miissen, wenn jeder Punct des Raumes in irgend
einer derselben gelegen sein soll, dennoch ais Halbmesser,
somit als beiderseits begrinzie Linien annahm. Denn nur aus
dieser Voraussetzung ist ja die Kugelgestalt des unendlichen

Raumes und die Berechnung seiner Grisse == %7{ w3 gefol-

gert. Aus diesem Irrthume fliesst aber auch die Ungereimtheit,
dass — weil es zu jeder Kugel doch auch einen sie um-
schliessenden Cylinder oder auch einen dergleichen Wiirfel, ja
noch gar viele andere Raumdinge z. B. unendlich viele sie um-
gebende andere Kugeln von gleichem Durchmesser geben muss
— der angeblich ganze Raum nicht der ganze, sondern ein
blosser Theil ist, der noch unendlich viele andere Riume
ausser sich hat.

Die einzige Bemerkung, dass eine, auch nur nach Einer
Seite hin in das Unendliche hinaus gezogene Linie eben dess-
halb keine nach dieser Seite hin begrinzte Linie sei, dass
also auch von einem Grinzpuncte derselben so wenig gespro-
chen werden konne, wie etwa von der Spitze einer Kugel oder
der Kriimmung einer Geraden oder eines einzelnen Punctes,
oder dem Puncte des Zusammenstlosses zweier Gleichlaufenden,
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— diese einzige Bemerkung; sage ich, reicht hin, um die
meisten Paradoxien (mysteria infiniti), die Boscowich in s.
Diss. de transformatione locorum geometricorum (angehingt s.
Elem. univ. Matheseos T. III. Romae A754) vorgebracht hat,
in ihrer Nichtigkeit zu zeigen.

§. 45.

Nicht viel seltener als unendlich grosse hat man auch
unendlich kleine Entfernungen und Linien im Raume
angenommen, besonders wenn es ein scheinbares Bedirfniss
wurde, Linien oder Flichen, deren kein Theil (der noch selbst
ausgedehnt ist) gerad oder eben isl, gleichwohl als solche,
die gerad oder eben sind, zu hehandeln, z. B. um ihre Linge
oder die Grosse ihrer Krimmung oder auch wohl gewisse
fir die Mechanik merkwiirdige Beschaffenheiten derselben leich-
ter bestimmen zu konnen. Ja man erlaubte sichs in solchen
Fillen sogar, Entfernungen zu erdichten, die durch unendlich
kleine Grissen der zweiten, dritten u. a. hoherer Ordnungen
gemessen werden sollten.

Dass man bei diesem Verfahren, besonders in der Geo-
metrie, nur selten aul ein falsches Resultat gerieth, hatte man
bloss dem schon §. 37 erwihnten Umstande zu danken, dass
die verdnderlichen Grossen, die sich auf ridumliche Ausdehnun-
gen, welche bestimmbar sein sollen, beziehen, von einer
solchen Beschaffenheit sein miissen, dass sie, hochstens mit
Ausnahme einzelner isolirt stehender Werthe, eine
erste, zweite und jede folgende abgeleitete Function haben.
Denn wo dergleichen bestehen, da gilt dasjenige, was von den
sogenannten unendlich kleinen Linien, Flichen und Kérpern
behauptet wird, insgemein schon von allen Linien, Flichen und
Kérpern, die — ob sie gleich stets endlich verbleiben — doch
so klein, als man nur will, genommen werden, d. h. (wie man
sich ausdriickt) m das Unendliche abnehmen kénnen. Solche
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verinderliche Grdssen also waren es eigentlich, von denen galt,
was man nur falschlicher Weise von den unendlich kleinen
Entfernungen aussagte.

Dass aber bei einer solchen Darstellung der Sache immer
doch viel Paradoxes, ja ganz Irriges vorgebracht und scheinbar
erwiesen werden musste, begreift sich von selbst. Wie an-
stossig klang es z. B. schon, wenn man von jeder krummen
Linie und Flache behanptele, dass sie nichls Anderes sei, als
eine Zusammensetzung aus unendlich vielen geraden Linien und
ebenen Flichen, die nur unendlich klein vorausgesetzt werden
missten; besonders wenn daneben wieder unendlich kleine
Linien und Flichen, die gleichwohl krumm seien, zugestanden
wurden, Wie sonderbar war es, wenn man von Linien, welche
in einem ihrer Puncte gar keine Kriimmung, sondern z. B.
einen Wendepunct haben, behauptete, dass ihre Krimmung in
diesem Puncte unendlich klein, ihr Krimmungshalbmesser also
unendlich gross wire; oder von Linien, die in einem ihrer
Puncte in eine Spitze auslaufen, dass ihre Krimmung hier

unendlich gross, ihr Krimmungshalbmesser unendlich Kklein
wire, u. dergl. m.

§. 6.

Als ein recht auffallendes und zugleich sehr einfaches
Beispiel, zu welchen Ungereimtheiten die Annahme solcher
unendlich kleinen Entfernungen Stoff und Veranlassung darbot,
erlaube ich mir hier nur die Anfihrung eines Salzes, den nach
Kiastners Berichte (Anfangsgriinde der héh. Analysis, Bd. 1L
Vorr.) schon Galilei in s. Discorsi e dimoslrazioni matema-
tiche etc., wohl nur in der Absicht, um das Nachdenken zu
wecken, aufgestellt hatte, nimlich, dass der Umfang eines
Kreises so gross als dessen Mittelpunct wire.

Um eine Vorstellung von der Art, wie man dies darzuthun
suchte, zu erhalten, denke der Leser sich ein Quadrat abcd, darin
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aus a als dem Mittelpuncte mit
ST dem Halbmesser abd == a der
k / Quadrant bd beschrieben, dann
die Gerade pr parallel zu ab ge-
zogen ist, und die beiden Seiten
des Quadrats ad und be inp
und r, die Diagonale ac in n,
b b und den Quadranten in m schnei-
det; kurz die hekannte Figur, durch die man darzuthun pflegt,
dass ein Kreis mit dem Halbmesser pn gleich sei dem Ringe,
der durch Abzug des Kreises mit pm von dem mit pr zuriick-
b_leibt; oder dass
a.pn2=mn.pr2 —m.pm?

P

sei. Wenn pr stets niher zu ab heranrickt, wird offenbar
der Kreis mit pn stets kleiner und der Ring zwischen den
Kreisen mit pm und pr immer schmiler. Geometer also, die
keinen Anstoss an unendlich kleinen Entfernungen nahmen,
dehnten dieses Verhiltniss auch auf den Fall aus, wenn pr
unendlich nahe an ab heranriickt, also z. B. der Abstand
ap = dx wird, wo dann die Gleichung

m.dx2=m.a2— n (a2—dx?

eintreten sollte, die sich auch in der That als eine bloss iden-
tische rechtfertigt, In diesem Falle aber war ihrer Vorstellung
nach der Kreis mit pn ein unendlich Kleines der zweiten
Ordnung geworden ; der Ring dagegen, der nach dem Abzuge
des Kreises mit pm von dem mit pr ibrig bleibt, hatte jetat
nur die Breite

Aidx s A dse

TR ang atve [0

die selbst schon ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung
war, erhallen. Wurde nun vollends angenommen, dass pr
ginzlich in ab ibergehe, so zog sich der unendlich kleine
Kreis mit pn in den einzigen Punct a zusammen, und der

-—Ir =
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unendlich schmale Ring von der Breite mr verwandelte sich
in die blosse Umfangslinie des Kreises mit dem Halbmesser
ab. Daher man berechtigt zu sein schien zu dem Schlusse,
dass der blosse Mittelpnnct a jedes beliebigen Kreises mit ab
so gross als die ganze Umfangslinie desselben wire,

Das Tauschende in diesem Schlusse wurde vornehmlich
durch die Einmengung des unendlich Kleinen erzeugt. Durch
dieses ndmlich wurde der Leser auf eine Gedankenreihe ge-
leitet, die ihn viel leichter iibersehen lisst, wie vieles Unge-
reimte in den Behauptungen liegt, dass von dem Kreise mit
pn, wenn statt des Punctes p zuletzt der Punct a zu betrach-
ten kommt und gar kein Halbmesser wie pn mehr vorhanden
ist, doch noch der Mittelpunct a bleibe, d. h. dass
eben so der durch den Abzug des Kreises mit dem kleineren
Halbmesser pm von dem Kreise mit dem griosseren Halbmesser
pr entstehende Ring zuletzt, wenn beide Halbmesser und so-
mit auch Kreise einander gleich werden, zur Umfangslinie des
vorhin grosseren werde, Denn freilich bei den unendlich klei-
nen Grossen ist man gewohnt, dieselben Grossen bald als ein-
ander gleich, bald wieder die Eine als um ein unendlich
Kleines einer héheren Ordnung grosser oder kleiner als die
anderen, bald auch als véllig gleich der Null zu betrachten.
Wollen wir schlussgerecht verfahren, so dirfen wir aus der
richlig angesetzten Gleichung

w.pn?=m.pr? —gx.pm?
welche die blossen Grissen (Flicheninhalte) der in Rede stehen-
den Kreise vergleicht, nichts Anderes schliessen, als dass fir
den Fall, wo pr und pm einander gleich werden, der Kreis
mit pn gar keine Grosse habe, demnach gar nicht vorhan-
den sei.

Wahr ist es freilich (und ich habe die zu dieser Wahr-
heit fiihrenden Primissen §. 41 selbst aufgestellt), dass es auch
Kreise mit und ohne Umfangslinie gebe, und dass dies an der
Grosse derselben, die lediglich von der Grésse ihres Halb-
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messers abhingt, nichts Zndere. Und daraus kinnte wohl
Jemand noch einen neuen Scheinbeweis fir den Satz Galilei’s
hernehmen wollen, indem er von der allerdings erlaubten
Forderung ausginge, dass man den Kreis mit pm sich ohne
Umfangslinie, den Kreis mit pr aber sammt seiner Umfangs-
linie denken solle. Dann niimlich wiirde nach Hinwegnahme
des Kreises mit pm von dem mit pr, wenn wir von pr zu
ab ibergehen, in der That nur die Umfangslinie des Kreises
mit ab ibrig bleiben. Aber auch jetzt noch liesse sich von
keinem Kreise um a, der sich in einen einzigen Punct zusam-
mengezogen habe, sprechen, und noch viel weniger wire es
erlaubt, sich auf die obige Gleichung berufen zu wollen, um
aus ihr zu folgern, dass der Punct @ und jene Umfangslinie
einander gleich gross wiren, da die besagte Gleichung nur
von den Grossen der drei Kreise, sie mogen mit oder ohne
Umfangslinien betrachtet werden, handelt.

§. 47.

Das eben besprochene Beispiel wurde, wie schon er-
wihnt, von seinem Erfinder selbst nicht aufgestellt, um als
Wahrheit angestaunt zu werden. Als ernste Wahrheit aber
lehrt man von der gemeinen Cykloide, sie habe in dem Puncte,
wo sie auf ihre Grundlinie trifft, eine unendlich grosse Kriim-
mung oder (was eben so viel heisst) einen unendlich kleinen
Krimmungshalbmesser und stehe hier in senkrechter Richtung
auf. Es hat dies auch seine véllige Richtigkeit, versteht man
es so, dass der Krimmungshalbmesser in das Unendliche ab-
nimmt, wihrend der Cykloidalbogen sich der Grundlinie in das
Unendliche nihert; wie auch, dass seine Richtung in dem
Puncte des Eintrittes selbst eine senkrechte ist. Nur was von
dem unendlich kleinen oder zu Null gewordenen Kriimmungs-
halbmesscr gesagt wird, bestehet (richtiger ausgedriickt) bloss
darin, dass (weil die Curve bekanntlich iber ihrer Grundlinie
nach beiden Seiten hin in das Unendliche fortgeht und somit
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keine Grinzpuncte hat) auch in diesem Puncte zwei Bogen-
stiicke zusammentreffen und zwar in der Art, dass sie, weil
beide senkrecht auf der Grundlinie stehen, hier mit einander
eine Spitze bilden, und zwar eine solche, wo beide nur Eine
und dieselbe Richtung haben, oder (wie man schon minder
richtig sagt) mit ihren Richtungen hier den Winkel Null
einschliessen.

Allein man kann durch Rechnung iberzeugt sein, dass
sich dies Alles ‘in der That so verhalte, und doch nicht be-
greifen, wie es so komme, ja auch nur méglich sei. Um auch
dies einleuchtend zu machen, wodurch das Paradoxon erst
gelost wird, miissen wir zuvor begreifen, warum die Richtung,
in welcher die gemeine Cykloide dber ihre Grundlinie empor-
steigt, eine senkrechte sei.

Aus der Art, wie die gemeine Cykloide constrairt werden
kann, nidmlich, dass man aus jedem Puncte o der Basis
einen diese berithrenden Kreishogen mit dem Halbmesser des
erzeugenden Kreises beschreibt und, von demselben ein Stick
om von gleicher Linge mit der Entfernung des Punctes o vom
Anfangspuncte a abschneidend, m als einen Punct der Cykloide
betrachtet, -— ergibt sich sofort, dass der Winkel mao einem
rechten immer niher tritt, je ndher man mit dem Puncte o
zu a rickt, indem der Winkel moa, dessen Maass der halbe
Bogen om ist, immer kleiner und das Verhiltniss der beiden
Seiten oa und om im
Dreiecke moa sich immer
mehr dem Verhiltnisse der
Gleichheit ndhert; daher
die Winkel an der dritten
Seite am sich immer we-
niger vom rechien unter-
scheiden.  Die wirkliche
Berechnung zeigt dies ganz
deutlich. Hieraus folgt aber noch iberdies, dass der Cykloi-
dalbogen am ganz auf derselben Seite der Chorde am, nament-
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lich zwischen ihr und dem aus a errichleten Lothe at liege;
somit, dass dieses die Richtung der Curve im Puncte a be-
zeichne. Beschreiben wir ferner aus o als Mittelpunct einen
voui @ ausgehenden Kreishbogen mit oa; so ist offenbar, dass
dieser die Chorde om erst in einem Puncte r ihrer Verlinge-
rung schneide, weil or==0a>om sein muss. Ist nun u
irgend ein noch niher an a liegender Punct der Curve, so
gibt es fiar ihn ein noch niher an a liegendes w in der ao
von der Art, dass von der Chorde wp dasselbe gilt, was so
eben von der om behauptet wurde, nimlich, dass ein aus w
als Mittelpunct mit dem Halbmesser wa beschriebener Kreis-
bogen in die Verlingerung wu iiber u irgendwo in g eintrifft.
Wegen wa<Coa liegt aber der Kreisbogen ap innerhalb des
Kreisbogens ar, also zwischen dem CGykloidalhogen ap und
dem Kreishogen ar. Wir sehen demnach, dass es zu jedem,
mit noch so kleinem Halbmesser oa heschriebenen Kreishogen
ar, den die Cykloide am in a beriihrt, einen anderen ag gibt,
der ihr noch niher kommt in dieser Gegend; mitl anderen
Worten, dass es keinen auch noch so kleinen Kreis gibt, der
sich als Maass der in @ stattfindenden Krimmung, falls es
hier eine gibt, ansehen liesse. Es gibt also hier in Wahrheit
keine Krimmung, sondern die Curve, die in diesem Puncte
nicht endet, hat hier, wie wir schon wissen, eine Spitze.

§. 48.

Paradox hat man es auch hiufig gefunden, dass manche
riumliche Ausdehnungen, die sich durch einen unend-
lichen Raum verbreiten (d. h. Puncte haben, deren Ent.
fernung von einander jede gegebene Entfernung idbersteigt),
gleichwohi nur eine endliche Grosse, und wieder andere,
die in einem ganz endlichen Raume beschrinkt
sind (d. h. deren simmtliche Puncte so liegen, dass ihre Ent-
fernungen von einander eine gegebene nicht iiberschreiten),
doch eine unendliche Grasse besitzen; oder endlich dass
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manche riumliche Ausdebnung eine endliche Grosse behslt, ob
sie gleich unendlich viele Umginge um einen Punect
herum macht,

A. Wir missen hier vor Allem unterscheiden, ob unter
der riumlichen Ausdehnung, von welcher hier gesprochen wird,
ein aus mehreren von einander getrennten Theilen be-
stehendes Ganze (dergleichen z. B. die mit vier Zweigen ver-
sehene Hyperbel ist), oder nur ein durchaus zusammen-
hingendes Ganze, d. h. nur eine soiche Ausdehnung ver-
standen werden soll, die keinen einzigen, selbst noch eine
Ausdehnung darstellenden Theil hat, an dem nicht wenigstens
Ein Punct vorhanden wire, der, zu den ubrigen Theilen
gerechnet, mit ihnen abermals ein Ausgedehntes bildet.

Dass eine Ansdehnung, die aus getrennten Theilen besteht,
durch einen unendlichen Raum sich ausbreiten kdnne, ohne
darum schon unendlich gross zu sein, wird Niemand anstissig
finden, der daran denkt, dass auch eine unendliche Reihe von
Grossen, wenn sie im geometrischen Verhiltnisse abnehmen,
eine bloss endliche Summe darbeut. In diesem Sinne also
kann allerdings auch eine Linie sich ins Unendliche ver-
breiten, und doch nur endlich sein, wie gleich diejenige, welche
zum Vorschein kommt, wenn wir aus einem gegebenen Puncte
a in gegebener Richtung aR eine begrinzte Gerade ab auf-
tragen, dann aber in einem sich immer gleichbleibenden Ab-
stande eine Gerade cd, welche nur halb so gross als die
vorige ist, auftragen, und nach demselben Gesetze in das Un-
endliche fortfahren.

Sprechen wir aber — und das soll in dem nun Folgenden
immer geschehen — nur von solchen raumlichen Ausdehnungen,
die ein zusamme nhingendes Ganzes gewdhren: so ist
wohl einleuchtend, dass unter den Ausdehnungen der
niedrigsten Art, d. h. den Linien, keine zu finden sein
kénne, die sich in das Unendliche erstreckt, ohne zugleich
eine unendliche Grésse (Linge) zu haben. Denn so er-
gibt es sich ja schon mit Nothwendigkeit aus der bekannten
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Wahrheit, dass die kiirzeste durchaus zusammenhingende Linie,
die zwei gegebene Puncte mit einander verbinden soll, nur
die Gerade zwischen denselben ist*).

Anders als bei den Linien ist es bei den Flichen, die
bei derselben Linge bloss durch Verminderung ihrer Breite,
und bei den Kdrpern, die bei derselben Linge und Breite
bloss durch Verminderung ihrer Hohe so klein, als man nur
will, gemacht werden kénnen. Daraus begreift sich denn,
warum auch Flichen, die eine unendliche Linge, und Korper,

#) Weil der Beweis dieser Wahrheit so kurz ist, erlaube ich
mir, ihn dieser Note einzuverleiben. Ist die Linie amonbd nicht
gerade, so muss es irgend einen Punct o in ihr geben, der ausser-
halb der Geraden a b liegt und es sind, wenn wir aus o das Loth

\5

a
ow auf ab fillen, die Entfernungen
aw<<ao, bw<bo.

Da aber alle Systeme zweier Puncte einander dhnlich sind, so gibt
es zwischen den Puncten @ und o eine Linie ayw, dhnlich dem
zwischen den Puncten a und o liegenden Stiicke @mo der gegebenen
amonb, uud zwischen den Punclen 6 und @ ebenfalls eine Linie
bvw, dhnlich dem zwischen den Puncten b und o liegenden Stiicke
bno der gegebenen bnoma., Diese Aehnlichkeit aber fordert
anch, dass sich die Linge der Geraden aw zur Linge der auw ver-
halte wie die Lénge der Geraden ao zur Linge des Stiickes ameo
und die Lénge der Geraden b w zur Linge by w wie die Liinge der
Geraden bo zur Lénge des Stiickes bno. Weil nun aw<<ao, so
muss auch au w<< am o und weil b u<<bo, so muss auch bro<<bno
sein, Folglich ist auch das Ganze e uw» b <<das Ganze amonb.
Die krumme Linie amond ist also nicht die kiirzeste zwischen @
und b, sondern die auwyb ist kirzer.
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die neben einer unendlichen Linge auch eine unendliche
Breite haben, zuweilen doch nur eine endliche Grosse be-
haupten. Ein Beispiel, das auch der Unkundigste begreiflich
finden wird, geben wir ihm, wenn wir verlangen, dass er
siech auf der in das Unendliche fortlaufenden Geraden «R die
gleichen Stiicke ab =4 —=bc=c¢d= u. s. w, in das Un.

| e 1 ¢
a A d e

endliche aufgetragen denken, sodann iiber dem ersten Stiicke
ab das Quadrat be, iiber dem zweilen bc¢ das Rechteck ey,
das nur die halbe Hohe ¢ hat, und so iber jedem folgenden
ein Rechteck, halb so hoch als das nichstvorhergehende vor-
stellen wolle, wo er gewiss sehr bald erkennen wird, dass
die zusammenhingende Fliche, die ihm hier vorschwebt, in
das Unendliche reicht und doch nicht grésser als 2 ist. Nicht
schwieriger wird es ihm sein, sich einen Wiirfel zu denken,
dessen Seite == 14 ist, und diesem'in Gedanken einen zweiten
Korper unterzustellen, dessen Grundfliche ein Quadrat von der
Seite 2, also viermal so gross, als die Grundfliche des vorigen
Wirfels, die Hohe aber nur } helrigt; diesem hierauf einen
dritten unterzusetzen, dessen Grundiliche abermals ein Quadrat
viermal so gross als des nichstvorhergehenden, die Hohe aber
4 von der Hohe des vorigen Korpers betrigt, — und sich
vorzustellen, dass nach demselben Gesetze in das Unendliche
fortgefahren wiirde. Er wird begreifen, dass die Linge und
Breite der Korper, die hier im Verfolge untersetzt werden,
in das Unendliche wachsen, obgleich ihr kérperlicher Inhalt
our immer kleiner wird, so zwar, dass jeder folgende die
Hilfte von dem nichstvorhergehenden betrigt; dass also die
Grosse des pyramidalischen Ganzen, das so zum Vorschein

A 7
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kommt, trotz seiner unendlichen Basis doch nie den korper-
lichen Inhalt = 2 iibersteige.

2. Wie der bisher betrachtete Fall, wo eine Ausdehnung,
die etwas Unendliches (eine unendliche Liinge oder anch Breite)
an sich hat, und gleichwohl von einer nur endlichen Grisse
befunden wird, nur bei den zwei hoheren Arten der Ausdeh-
nung, den Flichen und Kérpern, nicht aber bei Linien
eintreten kann: so findet das Gegentheil bei dem Falle staut,
auf den wir jetzt zu sprechen kommen, wo eine Ausdehnung,
die desshalb endlich scheint, weil sie in einen ganz endlichen
Raum beschrinkt ist, in der That dech eine unendliche Grosse
besitzt. Dieser Fall nimlich kann nur bei den zwei niederen
Arten der Ausdehnung, den Linien und Flichen, keines-
wegs aber bei Korpern Platz greifen. Ein Korper, in dem es
keine Puncte gibt, deren Entfernungen von einander jede ge-
gebene Grosse wberschreiten, kann sicher nicht unendlich gross
sein. So ergibt es sich unmittelbar aus der bekannten Wahr-
heit, dass nnter allen Kérpern, deren Puncte ecine gegebene
Entfernung &, der eine von dem andern nicht iberschreiten
sollen, der grosste eine Kugel vom Durehmesser & sei, Denn
diese enthdlt jene Puncte allzumal, und ihre Grisse ist nur

14 2 W S AR : 4
~€.53; jeder andere diesen Raum nicht @herschreitende Kérper

{ A T / SR
muss also nothwendig kleiner als . € sein, Der Linien

dagegen, die sich in den Raum einer einzigen, auch noch so
kleinen Fliche, z. B. eines Quadratschuhes, einzeichnen
lassen, gibt es unendlich viele, und jeder aus ihnen kénnen
wir eine wenigstens endliche Grisse, z. B. die Linge eines
Quadratschuhes, ertheilen, auch durch Hinzufiigung einer oder
auch unendlich vieler Verbindungslinien sie alle zu einer ein-
zigen durchaus zusammenhéngenden Linie vereinen, deren Linge
dann gewiss eine unendliche sein muss. Und véllig eben so
gibt es der Flichen, die sich in den Raum eines einzigen,
auch noch so kleinen Kérpers, z. B, cines Cubikschuhes.
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einzeichnen lassen, unendlich viele, deren jeder wir eine Grosse,
z. B. die eines Quadratschuhes, ertheilen kinnen, nnd durch
Hinzufiigung einer oder auch unendlich vieler Verbindungs-
flichen konnen wir alle diese Flichen zu einer einzigen ver-
einen, deren Grisse dann unstreitig eine unendlich grosse sein
wird. Dieses Alles kann auch Niemand Wunder nehmen, der
nicht vergisst, dass es nicht etwa dieselbe Einheit sei, mit der
wir Linien, Flichen und Korper messen, und dass, obgleich
die Menge der Puncte schon in jeder auch noch so kleinen
Linie eine unendliche ist, in einer Fliche diese Menge jeden-
falls noch unendlichemal grisser als in der Linie, in einem
Korper endlich mit eben solcher Gewissheit unendlichemal
grdsser als in der Fliche vorausgesetzt werden muss.

3. Das dritte, im Anfange dieses §. erwihnte Paradoxon
lautete, dass es auch Ausdehnungen gebe, die eine unendliche
Menge von Umliufen um einen gewissen Punct herum machen,
und dabei gleichwohl eine endliche Grosse behalten, Soll
eine solche Ausdehnung lineir sein, so kann dies, wie wir
so eben in No. 4 sahen, nur dann erfolgen, wenn sich die
ganze Linie in einem endlichen Raume befindet. Unter dieser
Bedingung aber liegt durchaus nichts Unbegreifliches in des
Erscheinung, dass sie eine endliche Linge behalte, obgleich
sie der Umliufe um einen gegebenen Punct uncadlich viele
vollbringt; wird nur die fernere Bedingung noch erlillt, dass
diese Umldufe von einer endlichen Grésse begiunend, in der
gehdrigen Weise bis ins Unendliche abnehmen, eine Forderung,
die wieder durch den Umstand ermoglicht wird, dass es ein
blosser Punct ist, um welchen jene Umliufe erfolgen sollen.
Denn dies erlaubt, dass die Entfernungen, welche die einzelnen
Puncie eines solchen Umlaufes von diesem Mittelpuncte und
somit auch untereinander selbst haben, in das Unendliche ab-
nehmen kinnen; wo dann die Kreislinie selbst uns lebrt, dass
auch d