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1
Einleitung.

Unter dem Titel: Versuch einer Geschichte der
Darstellung willkiirlicher Functionen einer Va-
riabeln durch trigonometrische Reihen ist in
jiingster Zeit_die Dissertation eines Doctoranden an der philo-
sophischen Facultit zu Gottingen erschienen und verbreitet
worden, die, so weit sie meine Betheiligung an den Fort-
schritten jener Theorie anbelangt, zwar in einem Punkte
Verstindniss zeigt *), iibrigens aber durch systematische Ver-
schweigungen, weiter, indem sie eine lingst von mir erledigte
Streitfrage wieder hervorholt, um darin eine beschriinkte Auf-
fassung nachtriiglich zur Geltung zu bringen, endlich durch
eine vollig sinnlose Bemiingelung meines Integralbegriffs mich
zwingt, ihren Aufstellungen, wohl bemerkt, nur wo sie gegen
mich gerichtet sind, entgegenzutreten.

Freilich, stiinde hinter der Schrift nur ihr Titel - Autor
und wire sie keine Dissertation, so konnte ich mir diese Miihe
sparen. Man vermisst, wenn man sie zur Hand nimmt, so-
gleich jene Schirfe der Begriffe, jenes Zusammenwirken von

*) In der Frage nach den allgemeinsten Bedingungen, unter wel-
chen die Coefficienten der trigonometrischen Reihe in die bekannte
Integralform sich bringen lassen. Hr. O. Stolz hat indessen schon

frither richtig erkannt, um was es sich handelt (Jahrbuch iib. d.
Fortschr. d. Math,, 1876, VIII, 128).
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2 Einleitung.

Freiheit und Vorsicht des Denkens, ohne welches man in
diesem heiklen Grebiet nur zu leicht falsche Vorstellungen sich
bildet und auf Irrwege geriith.

Um ein Beispiel von der Metaphysik der Dissertation zu
geben, so stellt sie sich im Hinblick auf die sprungweisen
Werthiinderungen der Functionen die Frage: Was soll man
verstehen unter: »Die trigonometrische Reihe stellt eine Func-
tion dar«? Die trigonometrische Reihe nimmt bekanntlich
in den Sprungstellen den Mittelwerth der angrenzenden Werthe
an. Die Functionen im Allgemeinen, die doch lediglich Vor-
schriften sind, durch welche den numerischen Werthen des
Arguments numerische Werthe der Function zugeordnet wer-
den, unterliegen iiberhaupt keiner Beschrinkung, also auch
nicht jener, in den Sprungstellen den Mittelwerth }f(z +0)+
1f(z—o0) zu erhalten. Daraus ergiebt sich, dass eine Funetion,
wenn sie in einem Intervall keine Sprungstelle hat, moglicher-
weise fiir jeden Punct dieses Intervalls durch eine trigono-
metrische Reihe dargestellt werden kann. Hat sie deren, so
kann sie in den Sprungstellen nur dann dargestellt werden,
wenn sie dort den Mittelwerth annimmt. Weiter lisst sich
dariiber natiirlich Nichts sagen. Die Function ist, wie sie
ist, und die Reihe auch. Eine Function, die nur in verein-
zelten Puncten durch die Reihe nicht wiedergegeben wird,
ist eben bis auf diese Puncte darstellbar. KEine durchweg
unstetige Function wird z. B. in unzihligen Puncten dar-
stellbar sein konnen, in unzihligen nicht. Das scheint sonnen-
klar. Der Dissertation geniigt dies jedoch nicht, sondern sie
macht Vorschlige (pag. 15), um der Darstellbarkeit der Func-
tionen durch trigonometrische Reihen ein weiteres Gebiet zu
eroffnen. Da an der Reihe Nichts zu #ndern ist, so soll die
Function sich fiigen, und fortan den Sprungwerth stets an
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Einleitung, 3

der vorschriftsmissigen Stelle tragen. Stellen wir uns aber
vor, die wissenschaftliche Welt einer Epoche beschliesse wirk-
lich, eine Zuordnung nur dann Function zu nennen, wenn
der Sprungwerth an die vorgeschriebene Stelle gebracht ist,
so dass alle Functionen, um als solche der Analysis angehoren
zu diirfen, diese Operation sich gefallen lassen miissen. Wenn
nun aus dem so zugerichteten Calciil einmal eine Function
hervorginge, bei welcher der Sprungwerth doch wieder an eine
falsche Stelle kiime, und wenn gerade dieser Sprungswerth
es wire, der das Problem 16st, welche Verlegenheit! Entweder
man renkt ihn vorschriftsmissig ein, dann ist die Losung falsch,
oder man ldsst ihn gelten, dann ist das Princip durchbrochen.

Keineswegs spasshaft scheint es mir aber, dass die Dis-
sertation, die eine historische sein will, hierbei noch oben-
drein auf Riemann sich beruft *).

Angesichts so merkwiirdiger Reformvorschlige konnte ich,
wie gesagt, die Angriffe jener Schrift auf sich beruhen lassen.
Gewiss hat jeder publicirende Gelehrte auf eine Reihe von
Fachgenossen Riicksicht zu nehmen, welche bei der mit jedem
Tage mehr gebotenen Trennung der Forschungsrichtungen sei-
nen Untersuchungen fremd bleiben und sich kein selbststéindiges
Urtheil dariiber bilden konnen, an deren Achtung ihm jedoch
viel gelegen ist. Sie wiirden sich indessen wohl sagen, dass
in so abstracten Dingen die tiefere Einsicht an der Seite
des Erfolges zu suchen ist, und wiirden in diesem Urtheil
durch den zuversichtlich -absprechenden Ton der Schrift sich
schwerlich beirren lassen.

Allein diese Schrift ist eben eine Dissertation, und
tritt als solche mit einer gewissen Autoritit auf. Hinter ihr

*) Riemann soll sich am Vorschlag der Dissertation betheiligen:
gesammelte Schriften pag. 223.

1*

http://rcin.org.pl



4 Einleitung.

steht eine sie mit ihrem Ansehen deckende und ihre Verbrei-
tung zu erheblichem Theil iibernehmende Behorde. Sie
hat also gewissermassen amtlichen Charakter. Aus diesem
Grunde pflegen Facultitsreferenten ihren Facultiten nicht
gern Streitschriften iiber controverse Fragen zur Annahme zu
empfehlen, geschweige Angriffsschriften, die gegen Profes-
soren anderer Universititen gerichtet sind.

Selbst wenn der Referent vollig im Rechte wire, und
die streitigen Behauptungen sich grosser Actualitit er-
freuten, so wiirde solcher Schritt noch immer hochst unge-
wohnlich erscheinen. Man wiirde sich billig fragen, warum
fiir die Veroffentlichung nicht ein neutraler Ort vorgezogen
worden sei, und da man von dem Referenten doch wohl vor-
aussetzen miisste, er werde nur im Einverstindniss mit den
Sachverstindigen seiner Facultit *) und mit gutem Bedacht

*) Von Hrn. Prof. Amandus Schwarz, unter dessen Auspicien
diese Dissertation verdffentlicht wurde, ist indessen vor deren Erscheinen
eine ihren Inhalt betreffende Eroffnung an seine Fachgenossen in der
Facultiit nicht gemacht worden, wie diese Herren auf meine Anfrage
mir mitzutheilen die Giite hatten. Auch wurde mir geschrieben, dass
ihnen auf Grund der besonderen an ihrer Facultiit bestehenden Einrich-
tungen keine Gelegenheit geboten war, vor dem Druck von der Arbeit
Kenntniss zu nehmen.

Es sei mir gestattet, hier noch einmal zu betonen, wie bedenklich
es ist, Dissertationen polemischen Charakters, besonders gegen Collegen
gerichtete zuzulassen.

Der Angegriffene befindet sich offenbar in #hnlicher Lage, wie ein
von Insulten durch die Tagespresse Betroffener, der nicht weiss, mit
wem er es eigentlich zu thun hat, mit dem Sitzredacteur, dem Chef-
redacteur oder ihm bekannten Mitarbeitern des Blattes. Er wire ent-
schieden befugt, zunichst von der Facultit Erklirungen zu verlangen,
die ihr doch immerhin peinlich sein miissten. Diese wiirde natiirlich
an ihren Berichterstatter sich halten, der ihr gegeniiber verantwort-
lich ist. Die Facultiit aus dem Spiele lassend, hat weiter der von einer
Dissertation angegriffene Autor, selbst wenn es sich herausstellen sollte,
dass der Titel-Autor auch intellectueller Urheber der Streitschrift ist,
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Einleitung, 5

der Angriffsschrift zu dem nicht zu liugnenden Nachdruck
einer Inauguraldissertation verholfen haben, so lige der Schluss
nahe, dass ihr grosses Gewicht beizulegen sei. Kurzum es
konnten Fachgenossen auf dergleichen Erwigungen hin die
Aufstellungen jener Dissertation unbesehen fiir ebenso be-
griindet halten, als sie es thatsiichlich nicht sind. Und ge-
rade dieser Umstand n6thigt mir eine Erwiderung ab, deren
ich, schon um von meiner Zeit einen mir erspriesslicher schei-
nenden Gebrauch machen zu konnen, gern wire iiberhoben

gewesen.

Wie es nun eben geht, aus der kurzen Abfertigung, die
ich zuniichst beabsichtigte, wurden umstindlichere Auseinan-
dersetzungen; ich fand die Gelegenheit einladend, nachdem
ich so lange Nichts iiber die Theorie der Darstellungen ver-
offentlicht, einen Ueberblick zu geben iiber meine bisherigen
Untersuchungen in diesem Gebiet, die ich nun gleichsam aus
der Ferne besser iibersehen konnte, und namentlich die seither

doch ein volles Recht nicht allein gegen diesen, sondern auch gegen
den Berichterstatter der Facultiit sich zu wenden, der ja fiir die Dis-
sertation eingetreten ist.

Ist die Dissertation vollends gegen einen Collegen gerichtet, und
dieser beniitzte seine Stellung, um seinem Unmuth Luft zu machen,
indem er z. B. gleichfalls ein Stiick Tendenzgeschichte als Dissertation
zuliesse, wie widerwirtig kiinnte ein solcher Streit ausarten!

Um nun zu meinem Fall zuriickzukehren, so unterliegt es fiir mich
keinem Zweifel, nach genauer Priifung des Inhalts der Dissertation
und nach Allem, was mir sonst iiber diese Angelegenheit zu Ohren ge-
kommen ist, dass ich dem Titel-Autor Unrecht thun wiirde, wenn ich
meine Vertheidigung gegen ihn, oder doch besonders gegen ihn rich-
tete. Mitschuldiger ist er gewiss. Ich ziehe jedoch vor, die Autorfrage
vor der Hand auf sich beruhen zu lassen, und da ich keinen andern
Zweck habe, als den, mich meiner Haut zu wehren, so betrachte ich
im Texte die Dissertation lediglich in abstracto als meinen Gegner,
behandle sie also gleichsam als eine pseudonyme Schrift.
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6 Einleitung.

fiir die Darstellbarkeit der Functionen aufgefundenen Bedin-
gungen zu erdrtern. Ich hatte dergleichen Bedingungen in
mehreren Abhandlungen mitgetheilt, mir eine eingehende Dis-
cussion des von Andern und von mir in dieser Richtung Ent-
deckten auf eine spiter zu veriffentlichende vollstindige Dar-
stellung der Theorie versparend. Dem nun greife ich hier
ein wenig vor, indem ich schon jetzt eine kurze vergleichende
Uebersicht iiber die Giiltigkeitshedingungen mittheile.

Eine ausfiihrliche Critik der Dissertation liegt entfernt
nicht in meiner Absicht. Viel weniger miihsam wiire es fiir
mich, gleich selbst die Geschichte der Fourierschen Reihen
zu schreiben. So verschieden ist meine Auffassung, dass ich
fast keine Seite unterschreiben wiirde. Ich habe es hier, wie
Eingangs bemerkt, nur mit ihren mich personlich angehenden
Verschweigungen und Angriffen zu thun.

Was jene anlangt, so stehen sie mit dem #usseren Plan
der Geschichte in gewissem Zusammenhang. Auf ihn will ich
zunichst etwas eingehen. Indem ich sodann die allgemeinen
Grundziige der Geschichte der trigonometrischen Reihen, wie
" sie meiner Vorstellung sich eingepriigt hat, zu entwerfen ver-
suche, wird das System der Verschweigungen deutlich her-
vortreten.

hitp://rcin.org.pl



2.

Allgemeine Grundziige einer Geschichte der trigomo-
metrischen Reihen.

Die Dissertation erzihlt die Geschichte der trigonometri-
schen Reihen so, als ob es in ihrem Plane liege, sie voll-
stindig zu sondern von der Theorie allgemeinerer analytischer
Formen, mit denen sie jedoch im engsten Zusammenhang
stehen, und deren mit keiner Sylbe Erwiihnung geschieht.

Solche Trennung mag formal ausfiihrbar, ja praktisch
scheinen, in Wirklichkeit ist sie aber unnatiirlich, und be-
eintriichtigt wahre Einsicht. Wer mochte z. B. die Topo-
graphie einer binnenlindischen Provinz behandeln, als wire
sie eine Insel, unter systematischem Ausschluss ihrer Bezie-
hungen zum Angrenzenden! Es miisste, um nur Eines zu er-
wihnen, ein Fluss, der die Grenze mehr als zweimal iiber-
schreitet, mehr als einmal unter den Fliissen der Provinz auf-
gezithlt werden. So kann es auch nicht das richtige Ver-
fahren sein, um den Entwickelungsgang der Theorie der tri-
gonometrischen Reihen zu beschreiben, sie loszuldsen von den
grosseren Gebieten, zu denen sie gehort. Der allgemeine Be-
griff von darstellenden Formeln, welchen ich in mehreren Ab-
handlungen auszubilden bestrebt war, sollte gerade von hd-
herem Standpunct aus einen besseren Einblick in den Inhalt
der speciellen Formeln gewiihren, wie es denn alltigliche Er-
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8 Allgemeine Grundziige ete.

fahrung ist, dass man das Besondere erst vom Allgemeinen
aus richtig versteht.

An den trigonometrischen Reihen als solchen ist von In-
teresse, nur was aus ihrer eigenthiimlichen Zusammensetzung
entspringt. Was sie mit unzihligen anderen Formeln gemein
haben, ist von Interesse eben fiir die gemeinsame Form, aber
nicht fiir die trigonometrischen Reihen im Besondern. Eine
weise Beschrinkung ist es daher wohl kaum zu nennen,
wenn man in einer Geschichte der Fourierschen Reihen sie
von allem mit ihr Zusammenhingenden loslost.

Ich vergass hervorzuheben, dass ich hier unter Geschichte
nicht ein blosses Anfithren der erschienenen Schriften und
ihres Inhaltes verstehe, sondern jene durchleuchtete Schilde-
rung der Fortentwickelung des wissenschaftlichen Gedankens,
der, einem kostlichen Stoffe vergleichbar, zwar bestindig durch
die Arbeit der Forscher erzeugt wird, leider jedoch nur zu
geringen Procenten in der verbrauchten Druckerschwiirze ent-
halten ist. Thn zu sammeln und in ein wiirdiges Geféss zu fiillen,
ist die miihevolle und edle Aufgabe des Geschichtsschreibers.

Als Geschichtsschreiber der Fourierschen Reihen, wiirde ich,
jenes Ziel verfolgend, zuniichst zwei Aufgaben vor mir sehen.
Einmal giilte es den geistigen Kampf der vor Fourierschen
Epoche zu verstehen. Er setzt die Entdeckung des eigentlichen
Wesens der darstellenden Formeln durch Fourier und ihre
Ausdehnung auf andere Gebiete durch Laplace in das rechte
Licht. Hiermit gelangt die physikalische Periode der
Geschichte der darstellenden Formeln, wie man sie nennen
kann, der Hauptsache nach zum Abschluss. Die Methoden
sind gewonnen, sie werden weiter ausgebildet, auf neue Pro-
bleme angewandt, doch der Grundgedanke bleibt derselbe.

Die zweite Aufgabe ist die Schilderung der math em a-
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Allgemeine Grundziige ete. 9

tischen Periode der Theorie. Thr Ziel ist die streng lo-
gische Begriindung der durch die Arbeiten der ersten Periode
gewonnenen Formeln und Sitze. Sie wird nach einigen er-
folgarmen Anlidufen erdtfnet durch Lejeune-Dirichlet,
und fithrt durch zahlreiche Untersuchungen zur heutigen Lehre
von den Darstellungsformeln. Bei der Geschichtsschreibung
dieser zweiten Periode wiirde ich, wenn es sich nur um die
Fourierschen Formeln handeln soll, dem oben Gesagten ent-
sprechend, zu unterscheiden bestrebt sein zwischen dem was
grosseren Classen darstellender Formeln angehort, und dem was
den Fourierschen Darstellungen eigenthiimlich ist.

Zum Letzteren gehoren einmal die Untersuchungen, die
sich mit dem Bau der Reihe rechts in:

f(x)=a,+ a, cosz+a, cos 2+ . ..
+ b, sinz+b, st 22+ ...
und den aus ihr durch Integration und Differentiation ent-
stehenden Reihen beschiftigen, dann aber die Untersuchungen,
welche mehr der dargestellten Function f(x) links in jener
Formel gewidmet sind, also namentlich, wenn sie die Bezie-
hungen zwischen der Summengrenze und den Coefficienten
betreffen. Zwar lisst sich diese Eintheilung weder sachlich
noch chronologisch vollig scharf durchfiihren, doch gewihrt
sie im Allgemeinen eine gute Uebersicht.

Ueber die gliedweise Integration besitzen wir nur die
Riemannsche Habilitationsschrift, welche werthvolle dorthin
gehorige Sitze enthilt. Die durch einmalige Integration der
trigonometrischen Reihen erhaltenen Reihen sind in der Li-
teratur, so viel ich weiss, bis jetzt ohne Erdrterung geblieben, |
und ich beniitze den Anlass, um anzukiindigen, dass ich fiber ,
diesen Gegenstand gearbeitet habe, und zu mittheilens-
werthen Ergebnissen gelangt bin. Er steht in enger Bezie-
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10 Allgemeine Grundziige etc.

hung zum allgemeinen Problem iiber die gliedweise Integrir-
barkeit der Reihen. Die angekiindigten Resultate gelten, so-
weit sie trigonometrische Reihen betreffen, lediglich fiir Fou-
riersche Reihen*), oder doch fiir solche trigonometrische Reihen,
deren Summe in einem Intervall integrirbar ist, die sich aber
gleichfalls, wie ich bei dieser Gelegenheit fand und bereits
veroffentlicht habe, in die Fouriersche Form bringen lassen.

In diesen Theil der Theorie gehort auch, was iiber die
Differenzirbarkeit u. dergl. an den Tag gebracht ist, wobei aber
ebenfalls Fouriersche Reihen zu Grunde gelegt werden, end-
lich auch die genauere Untersuchung ihrer Coefficienten.

Tritt nun weiter die darzustellende Function links in

f(@)=a,+ a, cos z+a, cos 2z+ ...
+ b, sin 2+ by sin 29+ . ..

in den Vordergrund, so bieten sich hier, wie in allen &hn-
lichen Fillen, zuerst die beiden Fragen dar: nach dem Be-
stimmtsein der Darstellung durch die darzustellende Function
(was man auch wenig zutreffend Eindeutigkeit der Darstellung
nennt) und nach der Beschaffenheit der Reihensumme f(z),

*) Wir wollen auch hier vom allgemeinen Gebrauch uns nicht ent-

fernen, indem wir unter trigonometrischen Reihen iiberhaupt Reihen
der Form :
Ax)=ao+aicos z+as cos 22+ .. .
b1 sin 2~+b2 sin 22+ ...
verstehen, und sie Fouriersche Reihen nennen nur wenn bedeutet wer-
den soll, dass die Coefficienten in die Form

+n +7n
1
W= 5 f def(e), ap=— % f daf(c) cos pe ,

—n —n

1+n
b, = ;fdaﬂa) sin pe
—n
gebracht sind (Abhandl. d. K. bayer. Akad. d. W. IL. Cl. XIL Bd. IL
Abth. pag. V.).
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Allgemeine Grundziige ete. 11

welche die oben angefiihrte Bestimmung der Coefficienten auf
gewisse Integrale gestattet.

Was den Bericht iiber die einschligigen Untersuchungen
anlangt, so muss in ihm #usserst sachliche Strenge walten.
Denn wir forschen hier weitab von den Strebungen der Praxis,
welche aus diesen Subtilititen fiir's Erste keinen Vortheil
ziehen wird, ja zum Theil befinden wir uns auf metaphy-
sischem oder wie man es jetzt nennt, metamathematischem
Boden. Jedenfalls ist das Interesse an solchen Forschungen
ein rein abstractes, und wenn iiber sie nicht vollig genau
berichtet wird, so hat der Bericht keinen theoretischen Werth,
und da er eben keinen practischen besitzt, so hat er gar
keinen Werth. Der Historiker darf z. B. nicht iibersehen,
dass aus der Coefficientenbestimmung die Bestimmtheit der
Darstellung nur bedingt folgt, da die Coefficienten - Integrale
versagen, wenn f(z) nicht integrirbar ist. Aus Hrn. G. Can-
tor’s und meinen Untersuchungen ergiebt sich, dass hierauf
in der That Riicksicht genommen werden muss. Gerade durch
diese feineren Unterscheidungen wird die Forschung an die
trigonometrischen Reihen gefesselt, wihrend jene beiden Fragen
bei unzihligen Reihen gestellt werden, und bei den meisten,
wenn man eben von den feineren Unterschieden absieht, ein
Gleiches sich ergiebt wie bei den trigonometrischen Reihen,
dass es ndmlich fiir em dieselbe Functlon null'ﬂe;;e Ent-
mcgﬂlngmlnem gew1ssen Formelement glebt “und dass
die Coefficienten durch gewisse Integrale iber em Intervall
der dargestellten Function sich ausdriicken lassen.

Der dritte Hauptgegenstand der Forschung iiber die tri-
gonometrischen Reihen ist die Frage, welche Eigenschaften
eine Function besitzen miisse, um durch eine trigonometrische
Reihe darstellbar zu sein, oder, richtiger ausgedriickt, welchen
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12 Allgemeine Grundziige ete.

Beschriinkungen man zu diesem Zweck den allgemeinen Func-
tionsbegriff unterwerfen miisse. Diese Frage zerfillt in eine
allgemeinere, wo {iiber die Function von vornherein Nichts
vorausgesetzt ist, namentlich nicht ihre Integrirbarkeit, in
welchem Falle die trigonometrische Reihe nicht in die Fou-
rier'sche Form gebracht werden kann. Ausser einigen
Stellen bei Riemann ist schwerlich iiber diesen allgemeinen
Fall etwas an die Oefientlichkeit gedrungen. Die bisherigen
Untersuchungen iiber die Giiltigkeit der trigonometrischen
Entwickelung fassten das Problem enger auf und setzen vor
allen Dingen die Integrirbarkeit der darzustellenden Function
und die Fouriersche Form der Reihe voraus.

Der Zeit nach begann mit der Forschung iiber diesen
Gegenstand die mathematische Periode der Entwickelung der
Theorie, und zwar, wie angedeutet, mit Dirichlets berufener
Note im IV. Bde des Crelleschen Journals im Jahre 1829. Das
Ziel der Mathematiker war damals zwar zuniichst zu beweisen,
dass die Fouriersche Reihe gegen den Werth der darzustellen-
den Function convergirt, aber dies liuft wesentlich auf das-
selbe hinaus, wie die Aufstellung von solchen Beschriinkungen
fiir die Function f(z), unter denen sie entwickelbar ist, da
ohne dergleichen Beschriinkungen der Beweis eben nicht ge-
fiihrt werden kann.

Dirichlets Beschriinkung, welche ich die Dirichletsche
Bedingung genannt habe *), bestand darin, dass die Function in
dem Intervall, in welchem sie darstellbar sein soll, nur eine
endliche Anzahl Maxima besitzen diirfe. Lingere Zeit war
der mathematische Erkenntnisstrieb durch das Dirichletsche
Resultat und den Weg, auf dem es erhalten wurde, befriedigt.

*) Borch. Journal, Bd. 79, pag. 33.
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Allgemeine Grundziige etc. 18

Erst 35 Jahre nach Erscheinen der Dirichletschen Note wird
die Forschung iiber die Giiltigkeitsbedingungen fiir die Fou-
riersche Darstellung wieder aufgenommen. Hr. Lipschitz
untersucht, ob Dirichlets Bedingung, die offenbar nur
eingefiihrt war, um das augenfilligste Ergebniss sogleich
ausser Frage zu stellen, durch seine Analyse wirklich gefordert
sei. Es ergiebt sich, dass Dirichlets Calciil dem Ge-
biet durch Fouriersche Reihen darstellbarer Functionen er-
heblich weitere Grenzen gestattet, als die von ihm aufge-
stellte Bedingung.

Die Arbeiten, durch welche sodann ich an diesen For-
schungen mich betheiligte, hatten zuniichst ganz andere Ziele.
Die trotz seiner unvergleichlichen Feinheit immerhin besonders
dem Docenten fithlbare Umsténdlichkeit des Dirichletschen
Beweises, der geheimnissvolle Grenzfall der Fourierschen
Reihen, den man die Fouriersche Formel nennt, welcher mir
der Schliissel zu der ganzen Theorie zu sein schien, worin ich
mich denn auch nicht getiuscht habe, vor allen Dingen aber
die Gewissheit, dass die Grenzausdriicke der Losungen par-
tieller Differentialgleichungen den Fourierschen Darstellungen
ganz dhnliche Eigenschaften zeigen miissen, was in zahlreichen
Einzelfillen schon bestitigt ist: Alles dies reizte mich, den
tieferen Zusammenhang dieser analytischen Erscheinungen auf-
zusuchen, einfache und allgemeine Integralsitze als ihre ge-
meinsame Grundlage aufzudecken. Das Ergebniss war, dass
die Fouriersche Darstellungsart, soweit Dirichlet ihr Strenge |
ertheilt hatte, ein sehr specieller Fall in der That hochst all- !
gemeiner Integralsitze ist. Um den Beweis hierfiir zu leisten, '
konnte ich mich nicht der Zerlegung bedienen, welche Di-
richlet auf das Integral anwendet, in welches er die n ersten
Glieder der Fourierschen Reihe zusammenfasst. Das neue Be-

http://rcin.org.pl




14 Allgemeine Grundziige ete.

weisverfahren, welches die allgemeinen Sitze heischten, nahm
die Form eines neuen Mittelwerthsatzes an, von dem schon
viel geschrieben worden ist, und den ich bei dieser Gelegen-
heit nachdriicklichst fiir mich in Anspruch nehme *).

Mit Hiilfe dieses Satzes beweist man in wenigen Zeilen
die allgemeinen S#tze, von denen der Dirichet’sche ein be-
sonderer Fall ist, und zwar unter den néimlichen Bedingungen
fiir die darzustellende Function, welche er zu Grunde legte,
und die fiir die Anwendungen vorlidufig geniigen werden.

Mich fesselte aber die Theorie, und so sah ich kein an-
deres Ende des Nachdenkens iiber diesen Gegenstand vor mir,
als bis ich in Betreff der Bedingungen fiir die Darstellbar-
keit zu endgiiltigen Aufschliissen iiber folgende Punkte ge-
langt sein wiirde. Es handelte sich um die Giiltigkeitshe-
dingungen fiir die allgemeinen Formeln, welche den Fourier-
schen analog sind, und von den fiir diese im Besonderen gel-
tenden. Hinsichtlich letzterer war die Hauptfrage, wo fiir sie
die Grenze der Giiltigkeit zu suchen sei, ob schon innerhalb
der stetigen Functionen, oder in unserer Vorstellung entle-
generen Regionen der Functionenmannigfaltigkeit. Als letztes
Ziel leuchtete mir die Aufstellung einer nicht allein ausrei-
chenden sondern nothwendigen Bedingung fiir die Darstellbar-
keit durch Fouriersche Reihen. Diese Probleme sind behan-
delt in einer Reihe von Arbeiten, wo sie zu gutem Erde ge-
fihrt sind. FEine nothwendige Bedingung fiir die Darstell-
barkeit durch Fouriersche Reihen habe ich allerdings nicht
.géﬁ;ﬂ(ien, aber ich habe an besonderen Functionsklassen ge-
zeigt, was sie Alles leisten miisste, wodurch die Existenz
einer solchen Bedingung in Frage gestellt ist.

*) Im Anhang erdrtere ich diese Priorititsfrage, um sie, wenn
méglich aus der Welt zu schaffen.
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Allgemeine Grundziige ete. 15

Von diesen Untersuchungen ist in der Dissertation fast
keine Erwihnung geschehen, sie hebt nur die Aufstellung
stetiger doch nichtdarstellbarer Functionen hervor.

Der Umfang des Verschweigungsgebiets erscheint unter
Voraussetzung zweier Motive vollkommen bestimmt. Es sind
diese: Erstens trigt man Scheu, die Priorititsfrage in Betreff
des zweiten Mittelwerthsatzes zu beriihren. Zweitens will
man vermeiden, gegeniiber den neuen Zeichen > ~v <<, und
den daran sich kniipfenden Operationen Stellung zu nehmen.
Das erste Motiv achte, das zweite begreife ich. Indessen
wiirde unter solchen Umstéinden ein anderer Titel fiir die
Dissertation sich empfohlen haben, etwa: »Fragmente einer
Geschichte der Fourierschen Reihen« oder dergl.

Wie Eingangs bemerkt, erscheint es mir niitzlich, schon
bei dieser Gelegenheit die geriigte Liicke in der Geschichts-
schreibung der Dissertation wenigstens zum Theil auszufiillen,
indem ich die verschiedenen bis jetzt bekannten allgemeinen
Giiltigkeitsbedingungen fiir die Darstellbarkeit der Functionen
vergleichend zusammenstelle. Denn weitere allgemeine Er-

gebnisse hinsichtlich der Bedingungen fiir die darzustellende |
Function scheinen weder fiir die allgemeinen Darstellungsfor- |
meln noch fiir die Fourierschen in naher Aussicht zu stehen. |

Vorher jedoch will ich der Dissertation auf zwei aus-
driicklich gegen mich gerichtete Angriffe antworten, die mir
Gelegenheit zu Erorterungen von allgemeinerem Interesse
bieten. Es handelt sich erstens wieder einmal um den Grenz-
werth von Functionen zweier Verinderlichen, in dem vieler-
wogenen FKalle, wo eine Function einer Veriinderlichen als
Grenze einer Reihe etc. dargestellt ist, und zweitens um den
Begriff des bestimmten Integrals.
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3.

Die Bedeutung von Grenzen unendlicher Operationen
an Sprungstellen.

Ich hatte in meiner Abhandlung »Ueber die sprung-
weisen Werthiinderungen der Functionen« die Frage erortert,
was alles unter einer als

lim 3, _ oo flz, k)
definirten Function f(x) verstanden werden kdonne. Da z
eine unbestimmte Grosse ist, so braucht man, wihrend % zu-
nimmt, z nicht fest sich zu denken, und so ist der allge-

meinste Werthinbegriff von ; f(x,h) fiir einen beson-

im h=00

deren Werth z=x,, das was ich mit lim S f(z, h)

bezeichne, wo der lim j, _ o , — : bedeutet , dass z und %
=00, &=

z
sich gleichviel wie, entweder nacheinander oder nach irgend
einem Gesetze gleichzeitig ihren Grenzwerthen niéihern. Die
Sprungstellen von lim §ids it f(z,h) sind es, fiir welche ein

Unterschied zwischen den verschiedenen Auffassungen des Li-
mes von f(z, h) sich zeigt. Ich habe es natiirlich, so lange
sich noch nicht eine der moglichen Auffassungen von f{z)
in der Wissenschaft festgesetzt hat, als Sache personlichen
Dafiirhaltens hingestellt, welcher von den Auffassungen man
den Vorzug geben will, und habe mich personlich fiir die all-

gemeinste Auffassung lim ;__ f(x, ) entschieden. Die

GO, &— o}
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Bedeutung von Grenzen unendlicher Operationen ete. 17

Griinde, welche ich fiir meine Wahl beibringe, sind, glaube
ich, durchschlagend. In der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen wird die Definition der Function f(z), wie
ich sie auffasse, ohne Zweifel die herrschende bleiben. Doch
habe ich diese Dinge rein gegenstéindlich dargelegt, und sogar
besonderer Vorsicht im Ausdruck mich befleissigt. Ich behan-
delte sodann einige an diese begrifflichen Unterscheidungen sich
kniipfende Probleme. Hat man niimlich eine unendliche Ope-
ration, z. B. eine Reihe und ist eine Function als
h’mn=ooé:u(x)

definirt, so legt das Obige die Aufgabe nahe, mit Hiilfe der
®

Summe der Reihe 2u(z), wenn man sie bilden kann, auch
1

den Limes:
n
lim Zu(x)
N= 00, L—1; 1
auszudriicken. Es ist dies ein Problem wie jedes andere, und
ich gab eine allgemeine Formel, die es in vielen Fillen lost.
Ich wendete sie auf die Fouriersche Formel, die Fouriersche
Reihe und ein gewisses mit ihr verwandtes Integral an, fiir
welches Hr. Prym die Aufgabe schon frither, aber von der
Theorie der partiellen Differentialgleichungen aus behandelt
und in der seinen Zwecken entsprechenden Form gelost hatte.
Ich hielt diese Sache fiir abgethan und ich meine auch,
dass sie es ist. Widerspruch hatte sich nicht erhoben. Wo-
gegen auch? Vielmehr las ich zustimmende Erwihnungen
meiner Behandlung der Frage, und auch Unterhaltungen
mit Fachgenossen konnten mich eines Anderen nicht be-
lehren.
Die Dissertation greift mich nun dieser Untersuchung
2

http://rcin.org.pl



18 Bedeutung von Grenzen unendlicher Operationen etc.

wegen an, indem sie offenbar zwei Dinge verwechselt. Wenn
es sich blos um die Summe einer Reihe handelt, deren Glie-
der Functionen einer Veriinderlichen sind, so wird allerdings
Niemand etwas anderes darunter verstehen, als die Grenze der
Summe der ersten n Glieder der Reihe fiir einen festen Werth
des Arguments. Aber wenn man, wie oben erdrtert, eine
Funection zu definiren hat, so kann man sie natiirlich gleich-
falls als Summe der Reihe in diesem gewohnlichen Sinne ansehen,
aber eben so gut als etwas Anderes, und es ist doch gewiss
Sache der Convention, zu entscheiden, was sie, im Besonderen
und im Allgemeinen, vorstellen soll. Kin Missverstindniss,
das ich mir kaum erkliren kann, ist, dass ich irgendwo den
Nachweis zu fithren versucht, die Fourlersche Reihe stelle an der
Unstetlgkeltsstelle alle Werthe der Function zvﬁéchén deﬁ”é,n-
g;gr_lzenden Werthen dar. Angesichts der Schiirfe, mit der ich
‘mich ausdriickte, lisst diese Behauptung blos die Deutung zu,
dass der Verfasser die Abhandlung nur vom Hérensagen kennt,
und entweder Missverstandenes gehort, oder Gehbrtes miss-
verstanden. Ich habe vielmehr den Nachweis wirklich gefiihrt
und nicht nur zu fithren versucht, dass die Grenze der ersten
n Glieder der Fourierschen Reihe bei gleichzeitiger Be-
wegung des Arguments diese Werthe annimmt.
Von der Formel

Lzmn 60, L=+ x.l ff(oc)da

+zt +n

+ cos xj f(@) cos ado + <+« + cosmcf f(a)cosnodo
e BTEL

+n l

+ sin xf f(@) sinado + « - +smnxff(a) smnada]
=y b [ 5
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Bedeutung von Grenzen unendlicher Operationen ete. 19

= g{f(x&o) + Az, —o)!

f
\ n(z—w,) 3
1 sin o do
+ {f(x, +0) — flo, — O)I' L“”u:oo, PR oy
0

sage ich weiter wortlich: sie »muss als die eigentliche Werth-
bestimmung der Fourierschen Reihe fiir Sprungstellen ange-
sehen werden, da sie jeden Werth des Limes der
Reihe liefert, wie man auch der Sprungstelle
sich ndhern und dazu die Gliederzahl unend-iz
lich werden lassen moge«. Gegen vorstehende Be-|
hauptung mit ithrer Begriindung ist schwerlich etwas einzu-
wenden. Wiirde ich ohne nihere Erliuterung die Formel fiir
die eigentliche Werthbestimmung der Fourierschen Reihe er-
klart haben, wie die Dissertation es darstellt, so wire dies
allerdings eben so unwissenschaftlich, wie der Ukas, den sie
gleich darauf erlisst: »Es darf keine andere Reihenfolge statt-
finden als die, zuerst z=z, und dann n=o00 zu setzenx. . ..
Damit untersagt sie also ein fiir alle mal — wir vermigen
keinen anderen Sinn in ihren Worten zu entdecken — #hn-
liche Formeln, wie die oben angefiihrte aufzusuchen. Sie ver-
bietet also geradezu, gewisse Functionen aufzustellen, versucht
mithin den Functionsbegriff zu beschriinken. Die Functionen

p=n

der Form f(z) = limn 2 uy(z + ¢) sind aus der
—1

=00, £=0
: p

Analysis verbannt, ganz iihnlich wie sie bereits vorschlug, (s.
die Einleitung dieser Entgegnung) Functionen das analytische
Biirgerrecht nur dann zu gewiihren, wenn sie den Sprungwerth
in der Mitte der Schwankung hiitten.
Wie sich zeigt, wenn man weiter liest, erstreckt sich das
Ausweisungsdecret der Dissertation allein auf jene Art ge-
9 %

o5 1

-
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20 Bedeutung von Grenzen unendlicher Operationen etec.
mischter Grenzen und nicht auf f(z)=1lim Flz+e k)
=00, E=0

im Allgemeinen, denn zu Gunsten des von Hrn. Prym bei
Gelegenheit einer partiellen Differentialgleichung behandelten

Integrals:

~+n

1 1—r2

72-7{‘/‘daf(a) 1—2r cos («—x)+ 12 = F(z, r)
—7

wird eine Ausnahme gemacht. Seine gemischten Grenzwerthe
limr g oo OF(x, r) sind gestattet. »Die Fouriersche Reihe
convergirt aber durchaus nur gegen den Mittelwerth, da wir
uns bei ihr nur im Gebiete einer Variabeln befindenc, fiigt
die Dissertation hinzu. Wenn es uns nun dennoch trotz dem
p=n

2 uy(2)

Interdict gefiillt, auch den Ausdruck lim
=1

=00, D—r

zu untersuchen, weshalb ist dann » keine Variabele? Etwa
weil sie nur in ganzen Zahlen wiichst? Ja was hindert denn,

n
sich »# continuirlich wachsend zu denken, Zu, aber immer nur
1

um ein Glied zunehmend, so oft # eine ganze Zahl durchliuft,
ihnlich wie die springenden Zeiger der Uhren ihren Weg
withrend der stetig wachsenden Zeit zuriicklegen ?

Es ist jedenfalls ein seltsames Unterfangen, eine analyti-
sche Theorie, die bei innerer Folgerichtigkeit durch neue
Aufgaben und Sitze nach aussen als leistungsfihig sich be-
wihrt, in die Grenzen einer beschrinkten und inconsequenten
Doctrin zuriickweisen zu wollen. Wenn die Doctrin gemischte
Grenzwerthe von Reihen verwirft, wo denn innerhalb der un-
ermesslichen Mannigfaltigkeit unendlicher Operationen gedenkt
sie die Grenze zu ziehen, von welcher an sie der »sogenann-
tenc Stetigvieldeutigkeit nach ihren Vorstellungen Existenz-

berechtigung einriiumen darf?
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Zum Integralbegriff.

Bei der Besprechung der Riemannschen Habilitationsschrift
ist zuerst von deren allgemein-theoretischen Theil die Rede.
Die Dissertation erwihnt voriibergehend, dass Riemann den
Begriff des bestimmten Integrals definirt und untersucht, wann
eine Function ein Integral besitzt. Dann wendet sie sich
plotzlich gegen mich mit der Bemerkung: »Hr. Prof. P. du
Bois-Reymond nimmt freilich in seinen Schriften iiber die
Fourierschen Integrale wieder den Cauchyschen Standpunkt
ein in Betreff der Definition des bestimmten Integrals, den
Riemann wegen seiner Willkiirlichkeit verwirft. Daher schrei-
ben sich manche seiner von den gemeinhin angenommenen
vollig abweichenden Resultate.« In der Anmerkung hierzu
ist eine Auzahl Stellen aus meinen Abhandlungen angefiihrt,
welche wohl das Urtheil im Texte bestiitigen sollen.

Die Begriffsfestsetzung des bestimmten Integrals zerfillt
in zwei Theile. Es ist erstens festzustellen, unter welchen Be-
dingungen das Integral existirt iiber ein Intervall genommen,
in welchen die Function endliche Schranken nicht iiberschreitet,
und zweitens ist der Begriff des bestimmten Integrals zurecht-
zulegen, falls im Integrationsintervall oder an den Grenzen
Puncte vorkommen, bei der Anniiherung an welche die Func-
tion nicht zwischen festen Grenzen eingeschlossen werden kann.

Was die erste Frage betrifft, so beschiftigt sich Cauchy,
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29 Zum Integralbegriff.

8o viel ich weiss, mit ihr nicht weiter. Er denkt sich, wie
zu seiner Zeit allgemein geschah, die Function stetig mit ein-
zelnen Maximis und auch Unstetigkeiten. Meines Wissens riihrt
die erste Bemerkung, welche dem allgemeineren Functions-
und Integralbegriff gewidmet ist, von Lejeune-Dirichlet
her. Ich besprach sie kiirzlich (Leipz. Ann. XVI Bd., 127
Anm.). In die Wissenschaft eingefiihrt wurde der erweiterte
Integralbegriff durch die Art. 5 und 6 der Riemannschen
Habilitationsschrift.

Die zweite Frage anlangend, so scheint hier in der That
Cauchy zuerst genaue Begriffe geschaffen zu haben, indem
er das bestimmte Integral, wenn f(z) fiir z = ¢, wo a<lc<(b,
unendlich wird, als

c—¢

b, _Off(x)dx+ff(x

ct€4

auffassen lehrte. Nachdem Riemann dies am Schlusse des
Art. 4 der cit. Schrift gebiihrend hervorgehoben, fiigt er
hinzu, dass andere Festsetzungen von Cauchy iiber den Be-
griff des bestimmten Integrals in Fillen, wo es dem Grund-
begrift nach ein solches nicht gibt . . . zur allgemeinen Ein-
fithrung ihrer grossen Willkiirlichkeit wegen kaum geeignet
seien; womit natiirlich die in jedem Lehrbuch an die vor-
stehende Cauchysche Begriffsfestsetzung sich anschliessenden
Cauchyschen Hauptwerthe

c—¢ b
hms:o f o1 f
a c+¢

gemeint sind.
Da nun keine andere Stelle bei Riemann aufzufinden
ist, auf welche die Dissertation bei ihrem iiber mich verhZing-
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Zum Integralbegriff. 23

ten Tadel sich hat berufen kinnen, so muss der meiner Schrif-
ten umkundige Leser schliessen, dass ich in Cauchyschen Haupt-
werthen speculire. Allerdings kommt gelegentlich deren einer
bei mir vor, wo er jedoch ebenso am Platze ist, wie bei einer
dhnlichen Gelegenheit ein solcher bei Riemann (Art. 12 der
cit. Schrift). Die zum Beleg in der Anmerkung angefiihrten
Stellem aus meinen Schriften haben aber mit den Cauchyschen
Hauptwerthen gar Nichts zu schaffen. Mit Ausnahme einer
Stelle (Leipz. Ann. VII, 257, Anm.), deren wenig geschickte
Retorsion der Tadel der Dissertation wahrscheinlich ist, und
die mit den Hauptwerthen gleichfalls ausser jeder Beziehung
steht, betreffen sie Doppelintegrale.

Wiihrend Cauchy in seinen Untersuchungen iiber die
intégrales singuliéres vom Integrationsgebiete des Doppelinte-
grals zwei sich kreuzende Streifen abtrennte, in welchen zu-
gleich der Unendlichkeitspunct der Function liegt, habe ich
vorgezogen, seine oben angefiihrte Auffassung des fiber einen,
oder bis an einen Unendlichkeitspunct erstreckten einfachen
Integrals, die von Niemand bemiingelt wird, anf die Doppel-
integrale auszudehnen, indem ich erst das Integral iiber ein Ge-
biet nahm, das zwar dem Gebiete des auszuwerthenden Integrals
angehorte, den Unendlichkeitspunct aber nicht enthielt, und
welches ich sodann in das erste iibergehen liess. Dies ist die
natiirlichste und allgemeinste Vorstellung, welche hier moglich
ist, die zu bekannten Methoden der Functionentheorie fiihrt,
und die dem correcten Grenzbegriff entspricht. Es ist eben durch-
aus nichts Willkiirliches darin, Nichts worin ich der Analysis
Zwang anthue, wie die Dissertation es einigemal versucht.
Das urspriingliche Gebiet ist rechteckig, mit dem Unendlich-
keitspunct in einer der Ecken, und das sich ihm néhernde
nehme ich, den besonderen mir vorliegenden Aufgaben ent-
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24 Zum Integralbegriff.

sprechend, ebenfalls rechteckig an, und mit einer Seite in eine
Seite des urspriinglichen fallend, untersuche aber auch, zu
welchen Ergebnissen die allgemeinere Annahme fiihrt, wo die
rechteckige Begrenzung des beweglichen Gebiets der des ur-
spriinglichen nur parallel ist*).

Seit dem Erscheinen dieser Untersuchungen sind iiber
zehn Jahre verflossen, ohne dass ich je ein Wort des Wider-
spruchs vernommen, wogegen mir Gfters lebhafte Zustimmung
ausgedriickt wurde. Es ist lediglich eine aus der Luft
gegriffene Unwahrheit, dass manche meiner »Re-
sultate« von den gemeinhin angenommenen vollig abweichen.
Nicht ein Beispiel weiss ich dafiir. Wobei ich iibrigens zu
Gunsten der Dissertation voraussetze, dass sie » Ansichten« oder
» Anschauungsweisen« hat sagen wollen, denn ein Resultat
ist richtig oder falsch, und ist keine Annahme.

Da aber die in Rede stehende interessante Phrase der
Gottinger Inauguraldissertation meinen Integralbegriff als mit
der Riemannschen Auffassung des bestimmten Integrals in
Widerspruch stehend behauptet, so will ich auf diese Seite der
Frage noch mit einigen Worten eingehen, die Gelegenheit be-
nutzend, um einen kurzen Riickblick auf meine bisher ver-
offentlichten Untersuchungen iiber den Integralbegriff zu werfen.

Wenn ich den Riemannschen Standpunkt verlassen hiitte,
so kinnte es sich doch nur um den Integralbegriff fiir zwischen
endlichen Grenzen verharrende Functionen handeln: also um
die Riemannsche Bedingung der Integrirbarkeit, dass die
Summe der Theilintervalle mit den in ihnen vorhandenen
grossten Werthunterschieden der Function multiplicirt, zu-
gleich mit dem grossten der Theilintervalle die Null zur

*) Leipz. Ann. IV, 370.

http://rcin.org.pl



Zum Integralbegriff. 2b

Grenze hat. Sehen wir zu, ob ich mich dieser neuen Be-
dingung gegeniiber abweisend verhalten habe.

Die Wahrheit ist, dass ich durch meine Beschiiftigung
mit den partiellen Differentialgleichungen, bei denen Integrale
von voraussetzungslosen Functionen eine so bedeutende Rolle
spielen, auch wenn ich nicht von je fiir den Integralbegriff
mich interessirt hiitte, mit Nothwendigkeit darauf hingewiesen
werden musste, ihm die grosseste denkbare Allgemeinheit zn
ertheilen. Als ich jene Riemannsche Bedingung kennen ge-
lernt, leuchtete mir nach einigem Schwanken ein, dass sie das
Non plus ultra der Allgemeinheit sei, und ich suchte und
fand den Beweis dafiir, dass wirklich jede Function, die ihr
geniigt, integrirbar ist, und jede integrirbare Function ihr
geniigt.

Ich éusserte mich sodann, es war in den sechziger Jah-
ren, befreundeten Gelehrten gegeniiber in dem Sinne, dass die
seitherige Begriindung der allgemeinen Principien und Me-
thoden der Intgralrechnung ungeniigend sei, und dass sie auf
Grund des Riemannschen Criteriums neu durchgefiihrt werden
miisste. Es wurde mir nur die Schwierigkeit eines solchen
Unternehmens entgegengehalten. Da aber eine wirklich be-
friedigende Darstellung der Grissenbeziehungen, welche in den
allgemeinen Siitzen der Integralrechnung enthalten sind, nur
moglich ist, wenn deren Hauptbestandtheil, die zu integrirende
Funetion, so unbeschriinkt gelassen wird, wie es die Sitze ge-
statten, so schien mir die Wichtigkeit des Erfolgs den Kampf
mit den Schwierigkeiten der Aufgabe zu lohnen.

Meine erste Mittheilung iiber diesen Gegenstand hatte
ich einem Aufsatz iiber die Divergenz der Fourierschen Reihe
eingefiigt, an welchen sich Weiterungen kniipften, so dass ihre
Verbffentlichung um ein paar Jahre verzogert wurde. Gleichwohl
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26 Zum Integralbegriff.

habe ich die Prioritéit in Bezug auf alle Sitze der neuen In-
- tegraltheorie: Der Beweis dafiir, dass die neue Bedingung
nothwendig und ausreichend ist; die Integrirbarkeit von Pro-
ducten integrirbarer Functionen und die Husserste Erweiterung
dieses Satzes; die allgemeinste Form, welche der Bedingung
ertheilt werden kann hinsichtlich der Functionswerthunter-
schiede, mit denen die Theilintervalle zu multipliciren sind;
die partielle Integration; der Fundamentalsatz der Integral-
rechnung; die Rolle, welche der allgemeine Integralbegriff in
der Theorie der darstellenden Integrale und der trigonometri-
schen Reihen, und in der Variationsrechnung spielt, sind
theils von mir zuerst theils nur von mir verdffentlicht.

Das Erwiihnte nebst Manchem, was ich iiberging, und
Mehrerem, was ich noch nicht zu veréffentlichen Musse und
Gelegenheit fand, berechtigen mich schon heute zu erkliren,
dass mein urspriinglicher Plan, den allgemeinen Theil der
Integralrechnung auf Grund des Riemannschen Criteriums neu
aufzurichten, der Hauptsache nach durchgefiihrt ist, und ich
werde dies in Biilde durch eine zusammenhiingende Darstellung
dieser Ergebnisse zeigen, wenn mir, der ich langsam arbeite,
und hiufig aufgehalten werde durch die dem Begriinder einer
Theorie eigene Aengstlichkeit, in dieser schreiblustigen Zeit
nicht von minder bedichtigen Autoren zuvorgekommen wird.

Doch kehren wir von diesem @ propos wieder zu dem Ur-
theil der Dissertation zuriick. Ich bemerke, dass die eben nam-
haft gemachten Untersuchungen nicht etwa vergraben blieben,
sondern gelesen, vielfach erwihnt, und verarbeitet wurden.
Gleichwohl sagt sie, ich hiitte statt des Riemannschen wieder
den Cauchyschen Standpunkt eingenommen. Ich glaube der
Schliissel zu dieser Ungereim theit und zu anderen dhnlichen ist:
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Zum Integralbegriff. ¢

Die Dissertation — wenn ich sie personificiren darf — kiénnte
nicht biindiger, als durch diesen so naiven Griff nach den
Hornern des Stiers beweisen, dass sie von der Sache
Nichts versteht. Tch gestehe, dass ihr iiberlegener Ton
den Durchbruch dieser Erkenntniss eine Weile bei mir zu-
riickgehalten hat. Aber was soll ich schliesslich mit dem besten
Willen mir dabei denken, wenn ich z B. lese (p. 23):
» ... Erfiillt die Function nicht mehr die Bedingung der In-
tegrirbarkeit (eine Annahme, die aber Riemann (gesamm.
Schr. p. 224) gar nicht macht), so haben die Integraltheo-
reme freilich ihren Sinn verloren; in diesem Falle aber haben
wir iiberhaupt noch gar kein Mittel zur Untersuchung« (sci-
licet ob die Fouriersche Reihe convergirt oder divergirt). Zu-
treffender bemerkt R iemann, indem er a. a. O. jene Annahme
ganz ausdriicklich macht, dass sodann schon die Fourier-
sche Coefficientenbestimmung nicht mehr anwendbar ist.
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Ueber den Giiltigkeitsbereich der Darstellungsformeln
fiir beliebige Functionen.

Man wolle das unter dieser Ueberschrift Vorgefiihrte ansehen
als einen Zusatz zum einer Abhandlung: Allgemeine Lehr-
sitze tiber den Giiltigkeitsbereich der Integral-
formeln, diezur Darstellung willkiirlicher Fune-
tionen dienen, Borch. Journ. Bd. 79, pag. 38 sqq.

Es sollen in diesem Zusatz einige meiner dortigen Sitze
sorgfiltiger hergeleitet, und gegen andere zu gleichem Zwecke
aufgestellte abgewogen werden, wie ich es denn namentlich
am Schluss dieses Kapitels mir angelegen sein lasse, den
gegenwiirtigen Stand dieser Probleme und die Ziele meiner
anderen einschligigen Untersuchungen zu beleuchten.

1. Die Formeln, welche den Gegenstand der Untersuchung bil-
den. (Allgemeine Lehrsitze ete.)

Ich erinnere zunichst an die Fundamentalformeln der
Theorie der darstellenden Integrale:

b
(A.) lim f daf(@)p(z, h)=0, 0<a"b.

a a
(B.) lim | def(@)p(a, h)=[(o) lim | dap(a,h).
/ /
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Das Zeichen lim stellt den Grenzwerth % = oo vor und
@(z, k) ist so beschaffen, dass der Limes rechter Hand in (B.)
von @ unabhiingig, endlich und bestimmt ist.

Die Formeln (A.) und (B.) bilden die Grundlage der zur
Darstellung willkiirlicher Functionen dienenden Formel:

B 0
lim | daf(a)p(a—mz,h) = [(x—0) lim | dop(a,h)
) i

b
+f(x + o) lim f dasp(a, h),

wo beide Grenzwerthe rechts unabhiingig von @ und &, end-
lich und bestimmt sind, und 4 < z < B ist.

Von Formel (A.) habe ich gezeigt (1. c. Art. 1), dass sie
als ein Theorem der Integralrechnung von ungewdhnlicher
Allgemeinheit sich erweist. Sie gilt niimlich stets, wenn fiir
a=a, S b,

b,
lim / dap(o,h)=0
4

ist, @(, /) bei zunehmendem 7% eine endliche Grisse nicht
tiberschreitet, und f(z) integrirbar ist. Hiernach konnen wir
ihre Theorie als erledigt ansehen, so dass die Untersuchung
sich auf die Formel (B.) zu beschriinken hat, deren Theorie
namentlich hinsichtlich der Functionen f(z), auf welche die
Formel angewendet werden darf, die erheblichsten Schwierig-
keiten darbietet.

Ich hatte in meiner ersten Arbeit iiber Darstellungen
(Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppel-
integralen, zu welcher das Fourier'sche Doppelintegral gehort,
Borch. Journ. Bd. 69) die allgemeine Formel (B.) bewiesen,
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unter der Voraussetzung, dass die Function f{(z) von z=o0 an
bis zu einem beliebig wenig von o verschiedenen Argument
kein Maximum oder Minimum habe. Die Aufgabe war also,
diese grosse Beschriinkung so weit als moglich aufzuheben.
Mein erster Schritt in dieser Richtung (Allgemeine Lehr-
siitze etc. Art. 4) bestand darin, dass ich eine Classe von
Functionen ¢(z, #) ausschied, fiir welche die Integrirbarkeit
von f(z) und das Bestimmtsein von f(0-}0) ausreicht. Es waren
die Functionen ¢(z,%), welche einen unbedingt conver-

genten Grenzwerth
a
lim f dap(e, h)
0
ergeben. So nannte ich diesen Limes, wenn

a
lim f da mod o(a, )
0

endliche Schranken nicht iibersteigt, ohne dabei bestimmt sein

zu brauchen.
Hier nun sehen wir uns unmittelbar vor den Gegenstand

unserer Untersuchung gestellt, welcher ist, den Giiltigkeits-

bereich der Formel:
a

(B.) lim f def(a)o(2, b)=1(0) lim f Ao, k)

o
festzustellen, falls der Grenzwerth rechts

zwar endlich und bestimmt und von ¢ unab-
hingig aber bedingt convergent ist, d. h. wenn

der Grenzwerth

a
lim f do. mod (o, h)
()
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unendlich gross ist, wie dies z B. bei dem bekanntesten

sin xh

Beispiel ¢(z, h)=-—_"= zutrifft, wo

@ ah NN
fda mod @(a, k):fda-H/sm? P
o
g 0

mit % logarithmisch unendlich wird.

Die Aufgabe ist daher zuniichst fiir jede Function
@(z, h), welche die Eigenschaft hat einen bedingt
convergenten und von a unabhingigen Grenz-

werth

a
lim f dap(e, )
0

zu ergeben, moglich weiteste Bedingungen fiir
f(z) zu finden, unter denen Gleichung (B, statt-
finden muss.

Diese Bedingungen werden voraussichtlich bei der grossen
Unbeschriinktheit der Function ¢(z, ) in demselben Maasse
die Function f(z) einschriinken. Die weitere Aufgabe wird
sein, angemessene Beschrinkungen der Funec-
tion @, h) aufzusuchen, welche f(z) einen be-
ziiglich weiterenSpielraum gewidhren, und bei
diesen Forschungen das Ziel im Auge zu behalten, dass man
in der Richtung der bekannten und in den Anwendungen
niitzlichen besonderen Darstellungsformeln vordringe.

Wir stellen an die Spitze dieser Betrachtungen ein Paar
Hiilfssiitze, die ich (Allgemeine Lehrs. Art. 8) des Niheren
zu begriinden nicht fiir nothig hielt, hier indessen nicht un-
bewiesen lassen will, iibrigens gegenwiirtig auch wohl etwas
schiirfer zu fassen in der Lage bin.
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2. Zwei Hiilfssitze.

I. Eine stetige Function f(z) lisst sich, wenn
sie integrirbareDifferentialquotienten hat¥),
in zwei andere fi(@)+fy(z) spalten, derenerste
nirgends abnimmt, und deren zweite nirgends
zunimm t.

Denn es sei:

fw) —1@) = | (x)dz),

unter f/(z) irgend einen Differentialquotienten von f(z) ver-

standen.

*) Ueber die mogliche Beschaffenheit der Differentialquotienten einer
stetigen Function f(z) gilt Folgendes:

Eine stetige Function kann haben:

1. einen stetigen Differentialquotienten,

2. einen durchweg bestimmten eindeutigen, aber durchweg unsteti-
gen Differentialquotienten,

3. irgendwie unstetige Differentialquotienten.

Vom zweiten Fall ist mir kein Beispiel in der Literatur vorgekom-
Ich werde andeuten, wie man solches analytisch bilden kénnte. Wenn man
im Raum zwischen zwei sich in der Ordinate z—z, deriihrenden Curven
eine von beiden Curven abwechselnd reflectirte Zickzacklinie von glei-
chen Neigungen beschreibt und deren Ecken abrundet, so ist ihr Diffe-
rentialquotient ein durchweg bestimmter eindeutiger, im Punct a—==z,
unstetiger und auf die bekannte Weise lisst sich durch Summation einer
geeigneten Folge von solchen Zickzacklinien entsprechenden Functionen
eine Function bilden, deren Differentialquotienten in pantachischen Punc-
ten unstetig sind.

Wenn wir nun im Texte den oder die Differentialquotienten inte-
grirbar annehmen, so diirfen sie zu jeder der drei obigen Klassen ge-
horen. Jedenfalls aber muss einer der iusseren Differentialquotienten von
f(z) integrirbar vorausgesetzt werden, in welchem Falle auch die weiter-

hin beniitste Gleichung f(x) — f(a) = f f(z)dz statt hat. (Leipz. Ann.
XVI. Bd. pag. 122. i
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Wir beginnen damit die Werthe von f’(z) auszulassen,
oder durch Null zu ersetzen, in denen diese Function fiir ein
Argument z zugleich positive und negative Werthe besitzt;
was wir wegen und unbeschadet der Integrirbarkeit
thun diirfen. Alsdann zerlegen wir f/(z) in zwei Functionen
fi'(®) und f/(x) von denen f'(z) positiv und = f/(z) oder
Null ist je nachdem f/(x) positiv oder negativ ist, £,/(*) negativ
und = f/(x) oder Null ist, je nachdem f*(z) negativ oder positiv
ist, wobei ich bemerke, dass, wenn f/(z) unbestimmt ist, mit
einem ihm gleichen Functionswerth f,’(@) oder f,/(x) ein solcher
gemeint ist, der unbestimmt zwischen denselben Grenzen ist.

Nun besteht der wichtige Umstand, dass jede der
Functionen f/(x), () fiir sich integrirbar ist.
Denn im Intervall &, seien f/,, und f',, resp. der grosste und
der kleinste geometrische Werth von f/(z), so ist wegen der
Integrirbarkeit von f/(@): lim 28,(f'sp—fup) = 0. Ersetat
man nun z B. f%, durch Null, wo diese Grosse negativ ist,
so muss @ fortiori sein lim 28,(f'sp — f'up) = 0, also ete.

Bilden wir daher:

)= 1@+ [ 1. @aa + [ 1 @aa

so ist f(z) in der angezeigten Weise zerlegt, wenn wir

F@)=if@-+o+ [ (@i

T
D)= ifl)—c+ [ (@)a
a
setzen, unter ¢ irgend eine Grosse verstanden. Q. E. D.

I. Wenn eineFunction f(z)einen integrir-

3
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baren Differentialquotienten hat, und « be-
wegt sich von a bis X, so werden die resp.
nirgend abnehmenden und nirgend zunehmen-
den Componenten fy(z) und fi(@) von f(z) dann
zu endlichen Werthen f(X) und f,(X) gelangen,
wenn das Integral

X
JECL

unbedingt convergirt.
Denn dann ist convergent alles was aus dem Integral
X
f f(@)de. wird, wenn man darin beliebige Werthe von f(x)
a

durch Null ersetzt.

3. II. Methode der Herleitung der Formel (B.).

Wiihrend die Art. 1. dieses Capitels erwiihnte erste Me-
thode unter Anwendung meines Mittelwerthsatzes auf das In-

a
tegral f dof(x)p(e, ) oder genauer auf seine beiden Theile
G

a

&
f + f zu der von mir nach Dirichlet benannten Be-
a

&

dingung fiir die Function f{(#) (keine unendliche Anzahl Ma-
xima zu haben) fiihrt, so gestattet die gleich anzugebende
zweite Herleitung unter gewissen Bedingungen unendlich viele
Maxima von f(z), indem sie aber in anderer Beziehung f(z)
mehr einschrinkt wie die Dirichletsche Bedingung, von dieser
Function nimlich voraussetzt, dass sie einen Differentialquo-

tienten hat.
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Das Princip, nach welchem wir iiberhaupt neue Beding-
ungen finden, hier und bei der folgenden Herleitung IIT, ist
dass wir die beliebig schwankende Function f{#) auf Functionen
zuriickzufiihren suchen, die nur in wachsendem oder abneh-
mendem Sinne sich @ndern, wo dann die oben angedeuteten
Methoden meiner ersten Untersuchung in Kraft treten.

Die II Herleitung beniitzt die Hiilfssiitze wie folgt: So-
bald in

f dorf(a)9(a 1)

erstens f{x) einen integrirbaren Differentialquotienten  hat,
zweitens das Integral

e

an der unteren Grenze absolut convergirt, lisst f(«) sich in
fi(z)+f.(z) zerlegen, wo f,(x) und f,(x) nur je in einem Sinne
sich #indern. Und indem man auf die Integrale

f dof (a)e(os 1), [ daf(ap(e

die I. Herleitungsart (Art. 1.) anwendet, gelangt man wieder zu
Formel (B.). Ich habe in einer spiiteren Untersuchung die eben
erhaltene Bedingung auf besondere Fille angewandt.

4. III. Herleitung von Formel (B.).
Die Specialisirung der Function ¢(,%), welche den An-
wendungen niiher fithrt, besteht darin, dass ¢(z, %) = w(xT,h)

gesetzt wird, mit der Bestimmung, dass ¢(z, #) auch fiir
h=oc unter einer endlichen Grenze bleibt, und dass $(z, %)

3*
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bei endlichem /% mit @ verschwindet. Auf diese Beschrinkungen
fiihrte eine Transformation des Integrals f dof(a)p(e, ) durch
0

partielle Integration, bei welcher fiir f{z) entsprechend weitere

Bedingungen als bei der Herleitung II erhalten werden.
a

&
Wir transformiren nur den Theil f des Integrals f B

[)
beliebig klein, weil fiir lim f = 0 nach Art. 1. f(z) ja iiber-

haupt nur integrirbar zu sein braucht.
Es wird gesetzt:

f aofle)ole, ) = (1) [ o ji = Zee® [ e
0 0 0 ]

alsdann fithrt man eine Hiilfsfunction A(z) ein, die durch

aMz) = f fle)de

gegeben ist, zerlegt A(z), unter der Voraussetzung dass A(x)
einen integrirbaren Differentialquotienten hat in die nirgend
abnehmenden resp. nirgend zunehmenden Componenten A(z)=
A(x)+2(x) und transformirt vorstehende partielle Integra-

tion in:

f daffo)e o, 1)=(0) f ol 1)+ (M (6) — 1(0) [éq»(& Bime

f dep(a h)] (xg(e)_12(0)> [Emp(&,,k)-— f ol k]
3
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+ Mo) lim  _ o P& ),

S
Diese Umformung ist gezeigt: Allgemeine Lehrsiitze ete.
pag. 55 und 56. Lisst man % unendlich werden, so fillt man
wieder auf Formel (B.).
Hier also ergiebt sich auf Grund der Hiilfssitze fiir f(z)
die Bedingung, dass

f % da(“ f dﬁf(ﬁ)) f i ﬂa) W;f d@f(ﬁ)

absolut convergent sei, da doch

L1 - 0L [

0
mit f(x) zugleich integrirbar ist.

Diese Bedingung ist ein wirklicher Fortschritt in der
Theorie der darstellenden Integrale. Es ist die erste Be-
dingung, welche fiir die Darstellbarkeit der Fune-
tion fiir einen besonderen Argumentwerth keinem
noch so kleinen Intervall, dem er angehort, die
Stetigkeit auferlegt.

Erinnert man sich, dass ein Integral

[daF(@)"?
0

an der unteren Grenze absolut convergent ist, wenn #(«) eine
Function bezeichnet, die <<t(«) ist, unter t(z) die Grenze
zwischen Convergenz und Divergenz verstanden, wihrend F(x)
nur unter einer endlichen Grenze zu bleiben braucht, so er- .
giebt sich leicht (Allgemeine Lehrsitze Art. 11) dass in:”

&

p w
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fal fau, fae)

die beiden Integrale rechts fiir sich absolut convergent sind,
wenn f(z) die Form
f(0) +4(=) F(z)
hat, wo f(0o) aus der Differenz der Integrale herausfillt. Es
i}

ist ¢(x) z. B. (Tlg)”"” 7?(7@7‘“’ etc., v beliebig klein aber
> o. F(x) braucht nur integrirbar zu sein.

Auf die Interpretation dieser dritten Bedingung gehe ich
im Folgenden des Genaueren ein. Ihr Interesse tritt ndmlich
besonders hervor, wenn man sie mit der IV. nun zu bespre-
chenden Bedingung vergleicht, und beider Vortheile und Wirk-
samkeitsbereich gegen einander abwiigt.

5. VIte Ableitung der Formel (B.)

Die vierte Ableitung der Formel (B.) beschrinkt die
Function ¢(x, ) im Grunde nicht weiter als die dritte, son-
dern verlangt nur, unter Aufstellung unterscheidender Merk-
male, zwei verschiedene Herleitungen. Bei einer spiteren Ge-
legenheit werde ich dies ausfiihrlich zeigen, wihrend ich hier
lediglich schon Vertffentlichtes eingehender zu erdértern mir
zur Aufgabe gestellt habe *).

*) Hier will ich nur andeuten, dass man die bei dem von Dirich-
let betrachteten Integral sich natiirlich darbietende Zerlegung in
abnehmende alternirende Theile auch bei dem allgemeinen Integral

a

f ¢(e, h)de herstellen kann, indem man ¢(e, h) in ¢, (e, k) + ¢, (a, h)
0

zerlegt, wo z. B. ¢, («, h) positiv und gleich ¢(a, h) oder Null ist. Je-
des Integral fiir sich hat einen unendlichen Limes. Man kann sie‘da-
her und muss sie nun in Theilintegrale zerlegen, die dhnliche Eigen-
schaften wie die Dirichletschen zeigen.
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Dieser vierten Ableitungsweise liegt der Dirichletsche Be-
weis der Formel (B.) (im Falle sie auf die Sinus-Cosinusreihe
sich bezieht) mit seiner Erweiterung durch Hrn. Lipschitz
zu Grunde. Hr. Lipschitz fiihrte die Dirichletsche Analyse
durch, unter Verzicht auf dessen erleichternde Voraussetzung,
dass in Formel (B.) die Function f(z) von 0 an nur abnimmt.
Diese Annahme gestattete Dirichlet einen Theil des Inte-
grals linker Hand in (B.) von vornherein ausser Betracht zu
lassen. Setzt man aber von vornherein Nichts iiber die Func-
tion f(z) voraus, so zeigt Hr. Lipschitz, dassdie Formel (B.)
erhalten wird, wenn iiber das Nullwerden von f(z+¢) — f(z)
geeignete Voraussetzungen gemacht werden. Darin, dass auf
solche Weise, und im Allgemeinen in solcher Form Gilltig-
keitsbedingungen fiir die Darstellung der Functionen aufge-
stellt werden konnen, scheint mir das wissenschaftliche In-
teresse der Analyse des Hrn. Lipschitz zu liegen, withrend
es mich minder wesentlich diinkt, dass er den langsamsten
Grad der erforderlichen Abnahme von f(x+¢) — f(«), der aus
seinen Formeln geschlossen werden kann, nicht angab, auf den
spiter Hr. U. Dini aufmerksam machte.

Worauf es aber ankommt, das ist, ob diese Bedingung
eine Punctbedingung oder eine Streckenbeding-
ung ist, was ich gleich niher erliutern will. Es handelt
sich, um Missverstiindnissen vorzubeugen, fiir's Erste nur um
Darstellung eines besonderen Functionswerthes, und nicht um
die Darstellung einer Function in einem Intervall. Dann sei
unter Puncthedingung eine solche verstanden, welche
nur die Art der Anniéiherung der benachbarten Functionswerthe
an den darzustellenden beschriinkt, und die namliche oder eine
andere Beschrinkung keinem Puncte seiner Umgebung auf-
erlegt. Die Streckenbedingung enthilt dagegen fiir

http://rcin.org.pl



40 Ueber den Giiltigkeitshereich der Darstellungsformeln ete.

alle Puncte eines, den darzustellenden Functionswerth iibrigens
beliebig eng einschliessenden Intervalls gleiche Vorschriften.
Bei der Punctbedingung erfahren daher, wenn die Darstellbar-
keit von f(x) fiir @ = @, gepriift werden soll, die 2, benach-
barten Functionswerthe keine anderen Beschriinkungen, als
die durch das Zeichen lim i moglicherweise bedingten *).

Eine Strecken- oder genauer Gebietsbedingung ist z. B.
die fiir die Potenzreihen durch die Functionentheorie festge-
setzte, desgleichen sind es auch die durch die Restausdriicke
fiir die Taylorsche Reihe gegebenen Bedingungen.

Die aus der Analyse des Hrn. Lipschitz fol-
gende Bedingung ist eine Streckenbedingung. Sie
muss lauten: Wir setzen f(x+e) —f(@)=p(e) fi(z,¢).
Wenn in einem den Punkt « =2, einschliessen-
den beliebig kleinen Intervall fiir jeden Werth
von « die Grosse fi(z,e) mit e verschwindet, wenn
sie ferner verschwindet, falls @ gleichzeitig
einem besonderen Werthe sich nihert, wihrend ¢
unter jede Grenze sinkt: dann ist f(2) fiir 2 ==,

1
darstellbar. p(e) erweist sich gleich log
€

Die etwas zusammengesetzte Natur dieser Bedingung und
ihre Beziehung zu der Bedingung, welche aus der ITI. Herlei-
tung der Formel (B.) hervorgeht, werden wir griindlicher ver-
stehen, wenn wir vorher einige bei der Beurtheilung der Ste-
tigkeitseigenschaften der Functionen wesentliche Punkte uns
iiberlegt haben.

*) Eine Bedingung kann i{ibrigens auch gemischt, d. i. gleichzeitig
Punct- und Streckenbedingung sein. In gewissem Sinne sind dies die
Obigen auch, da die Function im Integrationsintervall integrirbar sein
muss,
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6. Ueber die Stetigkeit der Functionen.

Wenn die Function f(z) die Bedingung
lim,, _, (@) — e+ 2))

in einem Puncte x = x, erfiillt, so heisst sie in diesem
Puncte stetig, und wenn sie jene Bedingung fiir jeden
Punct eines Intervalles erfiillt, so heisst sie in dem In-
tervall stetig. Hrn. Heine's Princip von der gleich-
miissigen Stetigkeit kann man auch so interpretiren, dass der
Limes :

lim,_,. o @) —flo£e)
innerhalb jeden Intervalles Null ist, in welchem die Function
f(@) stetig ist.

Fassen wir wieder einen Punct z = z, ins Auge, Wenn
f(z,)—f(z,+¢) sich auf die Form bringen lisst: p(e)f.(z,, €),
wo p(e) mit ¢ ohne Maxima verschwindet und f(z,, €) nicht
Null wird, aber unter einer endlichen Grenze bleibt, so heisse
p(e) der Grad der Stetigkeit von f(#z) im Puncte
z=z. Je kleiner die Null von p(g), desto hoher sei
der Stetigkeitsgrad (der iibrigens an beiden Seiten von z, ver=
schieden sein kann).

Nun ist auf Dieses zu achten: Es sei p(e) der Stetig-
keitsgrad von f(z) im Puncte # =x,. Setzt man f(z)—f(z+¢)
=p(e)fi(#,€), so kann, wenn ¢ und 2—z, nach einem
geeigneten Gesetz y(¢,2)=0 zugleich verschwin-
den, fi(z,e) endlich bleiben, aber auch beliebig
stark im Verhédltniss zu g¢) unendlich werden.
Man sieht dies geometrisch leicht ein, u. A. durch eine @hnliche
Construction, wie die, mit der ich sogleich folgende wichtige
Erweiterung vorstehender Bemerkung beweisen werde: Wenn
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in einem Intervall, in welchem die Function
flz) stetig ist, p(c) deren niedrigsten Stetig-
keitsgrad vorstellt, so kann dennoch f(z,¢) in
p(e)fi(z,e)=f(2)—f(z+€) beliebig rasch im Verhilt-
niss zu p(e) unendlich werden, falls # einzel-
nen Puncten @, sich nihert, wihrend zugleich
egegen die Null abnimmt.

Dass dies richtig ist, leuchtet ein, wenn man einen Blick
auf die eine solche Function f(#) darstellende ausgezogene

Linie in folgender Figur wirft:

Die Function f{z) ist die ausgezogene Linie iiber o v,,
welche man sich mit unbegrenzt oft wiederkehrenden dhnlichen
Maximis, wie die drei in der Figur angegebenen, in den
Winkel zwischen der punctirten Kurve y=2" und der Abscissen-
axe fortgesetzt zu denken hat. In den Strecken v,a,:+, sei f(@)
Null, und sei durchweg stetig mit endlichem Differential-
quotienten. Setzen wir nun =8,, e=«,—f,, so wird

f(@)—f(@ +¢) = fR.)—H(2) = f(B.),
und ferner:
(B.) = pla—B.)fi(, ),
und es ist klar, dass welchen Stetigkeitsgrad man auch fiir
p annehmen moge, wegen der Beziehungslosigkeit zwischen
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B, und a,—B, die Grosse fi(z,¢) beliebig stark unendlich wer-
den kann, withrend 8, und «,—f, mit angemessener relativer
Geschwindigkeit zugleich verschwinden. Ist, wie hier voraus-
gesetzt, die Function durchweg differenzirbar, so ist p(c) =e¢
ihr niedrigster Stetigkeitsgrad.

7. Ueber das Verhiiltniss zwischen den Be-
dingungen IIL und IV.

Die Bedingung der absoluten Convergenz des Integrals

f da g f a5/ )

ist gemischter Natur. Bis zum Stetigkeitsgrade t(a) (Grenze
zwischen Convergenz und Divergenz) ist sie reine Punctbe-
dingung. Fiir niedere Stetigkeitsgrade scheint sie nur Strecken-
bedingung zu sein, wenigstens sind die etlichen besonderen
Interpretationen jener allgemeinen Bedingung, welche mir bis
jetzt gelungen, so beschaflen, dass sie Eigenschaften der
Function in einem Intervall verlangen.

Handelt es sich zuniichst um die Ergebnisse (Allgemeine
Lehrsiitze ete. Art. 11) allgemeiner Natur, so ist, wie schon
oben angefithrt, jede Function fiir =0 darstellbar, wenn
f(@) = p(@)fi(x), wo fi(«) keiner anderen Beschrinkung als der
Endlichkeit und Integrirbarkeit unterliegt, also namentlich
nicht stetig zu sein braucht, und der Grad p(x) der Stetigkeit
im Puncte @ =0 <<t(z) ist, daher also z. B.

1 1
p(w) = (il_)1 + », lff(lﬂ}’)’l +», etc. sein kann, wo v beliebig
klein.

http://rcin.org.pl



44  Ueber den Giiltigkeitsbereich der Darstellungsformeln ete.

Ich untersuchte dann weiter den Fall, wo in p(z) =
1
(-ll—)P p<1 gedacht wird, und fand, dass alsdann die Form

(m) f da(e) = w(x)

az‘” SRR 8.
y .Z‘

stets darstellbar ist, indem l(s) nur integrirbar zu sein braucht.
Diese Bedingung auferlegt aber offenbar dem {(x) Beschriink-
ungen innerhalb einer Strecke, da f() durch ein
Integral dargestellt ist.

Mit dem Lipschitzschen Criterium lésst sich unseres nur
vergleichen in Intervall <<t(c) des Stetigkeitsgrades. Die
Herleitung III der Formel (B.) verlangt, wie gesagt, nur,
dass fiir den darzustellenden Functionswerth der Stetigkeits-
grad <<t(e) sei, und lisst die Function iibrigens bis auf die
Integrirbarkeit unbeschriinkt. Die Herleitung IV verlangt,

1
dass der Stetigkeitsgrad <li1_ sei, legt aber der Function nicht

3
allein Stetigkeit auf, sondern auch die besonders einschriinkende

i
Bedingung, dass, f(x)——/(wie):ﬁf,(w, ¢) gesetzt, fiir jeden
&
Punct @, eines Intervalles lim s ey fi(@,e)=0 sei*).
Wiirden wir uns nun, nachdem wir obige aus der Her-
leitung III fliessende Puncthedingung entdeckt hiitten,
die fernere Aufgabe gestellt haben, eine Streckenbedin-

gung mit etwaigen neu einzufiihrenden Beschriinkungen fiir
die Darstellbarkeit der Function f(z) zu ermitteln, so wiiren

*) Man kann iibrigens durch eingehende Priifung der Forderungen
der Herleitung IV. die Abhiingigkeiten zwischen « und &, fiir welche
lim f(x, ¢) verschwinden muss, zum Vortheil der Bedingung einschriinken.
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wir, da die Function f(z) iibrigens an Freiheit einbiisst, in
vollem Rechte, zu erwarten, dass die ihr in Bezug auf den
Stetigkeitsgrad auferlegte Beschriinkung erleichtert werde, und
wiirden es natiirlich finden, dass fiir den Stetigkeitsgrad die

1
Bedingung von <<t(¢) auf <Z—1— herabginge.
&

Dies wohl iiberlegt, wird man es mit mir fiir zutreffend
halten, wenn ich die Lipschitzsche Bedingung als eine Zusatz-
bedingung zur Herleitung III auffasse, welche letztere die
weitaus umfassendere ist.

Die Bedingung der absoluten Convergenz des Integrals
a a
f da% —i— f dBf(B) enthiilt, wie bemerkt, zwei Arten von Be-
0 0

dingungen fiir die Darstellung eines Functionswerthes je nach-
dem fiir diesen Werth der Stetigkeitsgrad <<t(«) oder grosser
als t(«) ist. Um sich diese beiden Arten durch einen Ver-

gleich verstiindlicher zu machen, erinnere ich an die Conver-

a

genzbedingungen fiir ein Integral f —"S‘—)-f(a)da. So lange p(z)
0

<t(a), ist die Beschaffenheit von f{«), wenn diese Function

nur integrirbar ist, gleichgiiltig. Sobald aber p(a)>t(x) ist,

muss f(«) besondere Eigenschaften besitzen, wenn das Integral

1
convergent sein soll. Fiir das Intervall 'c(e)<p(s)-<ii des

&
Stetigkeitsgrades liefert sowohl Herleitung III als IV Be-
dingungsformen , die nicht ohne eingehende offenbar #usserst

schwierige Untersuchungen sich vergleichen lassen werden.

1
Dariiber hinaus, also fiir p(s)gz besitzen wir aber nur die
€
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aus III entspringenden Bedingungen, weshalb man mir um
so mehr Recht geben wird, wenn ich oben die aus IV fliessende
Bedingung als Zusatz zu III erklirte, der eben nur das Inter-

1
vall t(e)<p(e)<£ betrifft, und, wie ich betonen muss, eine

&

keineswegs leichte Anwendung versprechende Form besitzt.

Natiirlich sind diese Betrachtungen simmtlich hinterher
angestellt, d. i. sie beleuchten und combiniren nachtriiglich
die dem Spiirsinn zur Beute gefallenen Siitze. Bei einem der-
artigen Gewirr verschlungenster Beziehungen mochte kein Ver-
stand von vornherein das leitende Princip zu erkennen ver-
mogen. So ist es wohl moglich, dass fernere Entdeckungen
den von mir eben dargelegten Sachverhalt theilweise verschie-

1
ben, wenn z. B. fiir das Intervall t(e)<< P(€)<l_l des Stetig-
&

keitsgrades einfachere Bedingungen als die aus der III. oder
der IV. Ableitung folgenden, z. B. einfache Punctbedingungen
gefunden wiirden, nach denen ich viel geforscht habe. Vor
der Hand aber liegen die Dinge so, wie sie von mir darge-
stellt wurden.

Falls es sich um die Frage handelt , unter welchen Um-
stinden eine Function fiir alle Puncte eines Intervalls dar-
stellbar sei, so werden die Punctbedingungen natiirlich zu
Streckenbedingungen. Hier bietet aber die Bedingung III fiir
den Stetigkeitsgrad <{t(x) wiederum den Vortheil, dass man
bei der Untersuchung von fi(z,¢) in f(x)—f(z+e)=p(c)fi(2,¢)
das Argument x fest lassen darf, wiihrend e abnimmt. Sie
verlangt ‘dann jedoch die Stetigkeit von f(z) im ganzen In-

tervall.
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8. V. Beschrinkung des Problems itiber die Dar-
stellbarkeit einer Function durch Fourier-
sche Reihen.

Aus dem oben Besprochenen geht Eines unzweifelhaft
hervor: dass niamlich alle jene allgemeinen Bedingungen mit
Ausnahme der einen aus III. fiir den Stetigkeitsgrad <<t(a)
folgenden, so einfach ihr Ausdruck auf den ersten Blick auch
erscheinen mag, ihrer wahren Natur nach sehr verwickelt
sind. Zwar kann man Gleiches auch von den Restbedingungen
fir die Taylorsche Reihe sagen. Trotz den neueren Unter-
suchungen iiber die Darstellung von Differentialquotienten un-
bestimmt hoher Ordnung wird Jeder, der in der Lage war,
wirklich von den Restausdriicken Gebrauch zu machen, mir
bestiitigen, dass mit ihnen zur Zeit noch nicht viel anzufangen
ist, und dass sie schon bei iiberraschend einfachen Functionen
hoffnungslos versagen.

Um so niitzlicher und nothwendiger miissen dem, welcher
Verstindniss und Interesse fiir Probleme dieser Gattung besitzt,
speciellere Untersuchungen erscheinen, die sich zur Aufgabe
stellen, einmal Functionsklassen von vielleicht dem Ausdruck
nach lingeren, im Wesen aber einfacheren Eigenschaften zu
beschreiben, die darstellbar sind, anderseits aber Functions-

—

klassen zu entdecken und zu untersuchen, welche nicht dar-

stellbar sind. Dergleichen Nachforschungen werden uns viel
niher an die gesuchten Grenzdistricte zwischen Darstellbarkeit
und Nichtdarstellbarkeit fithren, als jene oben durchgespro-
chenen allgemeinen Bedingungen, auf welche ich kein iiber-

missiges Gewicht lege, wenn ich sie auch keineswegs fiir tiber-

fiissig halte. Von solchen Erwigungen ausgehend, habe ich
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meine »Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz
der Fourierschen Darstellungsformeln« und andere #hnliche
Ziele verfolgende Arbeiten durchgefiihrt.

Ibhr Grundgedanke ist folgender:

Wiihrend bei den bisherigen Untersuchungen iiber die
Darstellbarkeit der Functionen — wenn wir der Einfachheit
halber annehmen, es handele sich um die Darstellung von
f(x) fiir £=0 und es sei f(0)=0 — der Function f,(z) in f(x)
=p(x). fi(x) keine Aufmerksamkeit geschenkt wurde, der Stetig-
keitsgrad p(z)vielmehr allein iiber die Darstellbarkeit entscheiden
sollte: so scheint es die natiirliche Fortsetzung dieser Unter-
suchungen zu sein, nun besondere Annahmen iiber f,(z) zu
machen, und die dadurch erhaltenen Functionen auf ihre Dar-
stellbarkeit zu untersuchen. Da fiir die Theorie nur solche
Functionen Interesse haben, die in der Umgebung des darzu-
stellenden Punctes unendlich viele Maxima besitzen, so wird
man fiir fj(z) Functionen wiihlen, die bei verschwindendem a
mit unendlich vielen Maximis unbestimmt werden, und hier
ist wieder die nichstliegende, einfachste und analytisch zu-
ginglichste Annahme, zu setzen f,(®)= cos{(x) wo ¢(z) mit

—:;— unendlich wird. So wurde denn diese Function f(x)=p(x)

cos Y(z) der Gegenstand meiner ferneren Arbeiten.

Es sind zwei Hauptannahmen iiber {(x) moglich. Erstens
{(x) wird ohne Maxima unendlich, zweitens mit Maximis. Beide
Fille untersuchte ich auf das eingehendste. Ich fand im ersten
Falle u. A., dass fiir irgend einen Stetigkeitsgrad p(z) die
Function f(#)=p(z)cos Y(x) stets darstellbar ist, und bei der
Untersuchung des zweiten Falles kamen die langer Ungewiss-
heit und allgemein herrschenden Vorurtheilen ein Ende be-
reitenden stetigen nichtdarstellbaren Functionen zum Vor-
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schein, durch welche die Bedentung der Fourierschen Reihen
in der Analysis unstreitig eine wesentliche Verschiebung erfuhr.

Die Untersuchung der Function f(z)=p(z)cosd(z) im
Falle ¢(z) keine Maxima hat, war identisch mit der Auffin-
dung simmtlicher Grenzwerthe:

a
limh= i f daa(a) cos Y(a) sin hade,
]

ein zienlich zusammengesetztes Grenzproblem, welches ich in-
dessen ¢d assem erledigt habe.

Seine vollstiindige Losung verlangt den Limes des Integrals
fiir jedes Unendlichwerden von () und o(z), und sie ist von
mir in einer Tabelle zusammengestellt worden. Diese Losung
einmal gefunden, war bequeme Gelegenheit zur Vergleichung
der verschiedenen bis dahin fiir die Darstellbarkeit aufgestell-
ten Becingungen geboten, die ich. denn auch nicht unbeniitzt
liess. Diese Vergleichung, eine Ausdehnung jener Grenzauf-
gabe, und wohl nicht uninteressante Folgerungen aus dem
Obigen, wie z. B. dass

a
" e Y
lim f do [c"s ot ]_sm L
o o
o

ist, wikrend lim % 0% zwischen unendlichen Grenzen un-
24
bestimuwt ist, dass also die Fouriersche Reihe auch versagen
kann, mdem sie convergirt, wo sie divergiren sollte, bilden
den Schluss dieser Mittheilung, soweit sie ausfithrlich ist. Es
kniipft sich an diese Grenzwerthbestimmung noch die Frage,
welche allgemeinen Darstellbarkeitsbedingungen daraus her-
vorgehea, und auch in dieser Richtung habe ich die Unter-

suchung fortgefiihrt, allein ich zog vor, eben weil ich auf die

B!
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allgemeinen Bedingungen weniger Werth legte, meine Ergeb-
nisse nur auszugsweise in einem Anhang einzufiigen.

Ich habe dies Alles nicht etwa ungeordnet dem Leser
vorgelegt, sondern mit vorangeschickten Inhaltsangaben und
eingetheilt in Capitel und Artikel mit ausfiihrlichen Ueber-
schriften, kurz die ganze Darstellung erfreut sich gewiss einer
Uebersichtlichkeit, wie sie leider nicht gewohnlich ist und fiir
die ich eher Anerkennung erwartet hiitte. Wenn die Inaugural-
dissertation trotzdem urtheilt, dieser Theil der Untersuchung
scheine zu keinen »greifbaren« Resultaten zu fithren, so bleibt
wohl kaum fiir eine andere Vermuthung Raum, als dass sie
entweder urtheilt ohmne die Arbeit zu kennen, oder dass es
ihr am geeigneten Organ zum Greifen gebricht.

Fiir eine solche Annahme spricht auch eine andere Stelle,
wo sie von dem zweiten Theil der Abhandlung sagt, »in einer
weitliufigen Abhandlung« wiirden von mir »verwickelte Be-
dingungen« aufgestellt, »unter denen die Fouriersche Reihe,
welche sonst die stetige Function darstellt, an einzelnen Stel-
len nicht mit den Functionswerthen iibereinstimmt«. Meine
Abhandlung enthalte allerdings ein erstes Beispiel fiir eine in
einem Punct nicht darstellbare Function, die Dissertation
werde aber statt dessen ein anderes zwar formal in dem
Meinigen enthaltenes aber in der Anlage und im Beweise
einfacheres mittheilen. Diese Bemerkungen, welche den zwei-
ten Theil der Untersuchung betreffen, in welchem ich ¢(x)
mit unendlich vielen Maximis behaftet voraussetze, zeigen nur,
dass ich fiir den Autor der Dissertation noch nicht weitliufig
genug war.

Erstens das Beispiel anlangend, so bemerke ich, dass ich
keines habe geben wollen, sondern dass ich lediglich die Unter-

suchung des Limes:
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a
limy _ f dep(a) cos () Si"ah“
0

fortgesetzt habe unter jener weiteren Annahme iiber §(z). Ich
habe Vorschriften fiir die Aufeinanderfolge der Maxima von
$(2) und fiir das Nullwerden von p(z) aufgesucht, damit der
Limes divergent sei, ich habe ferner den hichsten Stetigkeits-
grad bestimmt, von welchem an schon Divergenz auftreten
kann, und habe schliesslich, was durchaus nicht iiberfliissig
war, festgestellt, dass diese Divergenzerscheinungen auch auf-
treten konnen, wenn die Function ¢(z) mit allen ihren Diffe-

rentialquotienten stetig ist.

Beziiglich der Functionen p und ¢, welche fir z=o0 di-
vergente Entwickelungen von p(z)cos{(z) geben, ging ich
von der einfachst denkbaren Hypothese iiber ¢(z) aus. Ich
nahm zuniichst eine polygonale Linie an, deren Ordinaten
d(2) darstellen. Sie verliuft iiber dem Intervall o....a=2,
welches in die gegen Null abnehmenden Theile A,=z,—z,,
[\ = —y, ete., getheilt ist, der Art, dass sie im Intervall A,
den Werth 7,2 hat, wo /i, =oco. Ich finde alsdann folgende

Bedingungen dafiir, dass p(z)cos {(z) fiir = o nicht darstell-
bar sei. Erstens fiir p(z) gilt die Ungleichheit:

1
b L iy o

09—
Dann fiir die %, und z, hat man, wenn
i L
P oy
Tper T Bp = Up Ty

gesetzt wird, die Bedingung, dass lim u, =00 und dass v, das
Glied einer absolut convergirenden Reihe sei (Art. 39). Dies also
4 ¥

‘\(‘: wi ot
A\ - J
s BN AV
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sind die »verwickelten« Bedingungen, welche die Dissertation
allein meinen kann, denn andere habe ich nicht abgeleitet.

Der Nachweis, dass die Function {(z)in der fiir z=o0 nicht
darstellbaren Function p(z)cos $(z) nicht nothwendig jene
polygonale Gestalt haben miisse, sondern mit allen Differen-
tialquotienten stetig sein konne, wie endliche Functionen,
liess sich freilich nicht einfach fithren. Hier war also noch
etwas zu leisten, und zwar nicht etwa wieder, wie es in der
Dissertation geschieht, eine zahlentheoretische Function zu-
sammenzusetzen , sondern eine analytische Function in end-
licher Form auszusinnen. HEs scheint aber, dass dies mir
iiberlassen bleibt.

Das Beispiel der Dissertation ist keineswegs einfacher und
auch nicht einmal kiirzer, wie die Construction der Art. 35,
36, 37 meiner Abhandlung. Ebenso ausfiihrlich gerechnet,
wiirde es erheblich linger sein, auf alle Fille diirfte es, weil
einen speciellen Fall herausgreifend, weniger geeignet sein,
iiber das Wesen der nichtdarstellbaren Funectionen Licht zu
verbreiten, wie meine Construction, welche innerhalb der zu
Grunde gelegten Functionsform p(z)cos Y(z) die Allgemeinheit
thunlich wahrt. Eine Verbesserung ist daher das neue Bei-
spiel wohl nicht.

Ich habe zwei Arten nichtdarstellbarer Functionen ange-
geben, die eine, von welcher oben die Rede war, die andere
in einem Nachtrage zu der besprochenen Abhandlung. Bei
beiden Aufstellungen war es ein Hauptziel, den hochsten

Stetigkeitsgrad zu finden, bei dem bereits Nichtdarstellbarkeit
1

eintritt. Beide Functionsformen ergaben p(e):?lj *). Allein
&

*) Die zweite Form anlangend, so ist der Nachweis, dass der
Stetigkeitsgrad einer nicht darstellbaren Function f(z)=zx, sinh,z
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es ist nach dem Obigen wohl moglich, dass bei einem Stetig-
¥

keitsgrad Z—l>-p(e)>'c(e) auch schon Nichtdarstellbarkeit statt-
&

findet, falls in f{z) —f{zt+e)=p(e)fi(z,e) derlim , _ . . _ 3 fi(z,¢)

nicht Null ist, ein Problem, auf dessen Liosung ich, wie schon
angedeutet, einige Miihe, jedoch erfolglos verwendete.

Schluss.

Das wenig anmuthende Geschiift, welches mir durch die
Verbreitung einer in unserer Dissertationsliteratur ihres Glei-
chen schwerlich besitzende Schrift auferlegt wurde, scheint

1

%2y S0 hyx 4 ... bis zu _ZT hinaufsteigen kann (Leipz. Ann. X, 443)

durch folgenden zu ersetzen. Lassen wir den durch hyzp=—=n bestimm-
ten Puncten x, Werthe der Form: x, sin h,axp -+ %, sin hyxp + ...

[os)
+ %p—1 8in xp—1%p + 2%, entsprechen, so ist leicht zu sehen, dass f(zp)
P

A . X : . hp—1 5
nicht dariiber ist. Wir nehmen weiter an Uim ,1;’;4 = 0, s0 kiénnen
74
o 3 /1
wir, wenn wir zp durch a0 ersetzen, annehmen, dass dem xp der
P

[o.0)
Werth Xz, Qf(zp) entspricht, Nun haben wir zwischen %p und hp

?
die Beziehung xplhy 51, und wir wilhlen das untere Zeichen. In

R
f(zp) 6 g ist % durch hq zu ersetzen und h; durch z,. Das Glied
»

(=" o | >

der Reihe X The konnen wir aber zunichst leicht so bestimmen, dass
P

ihre Gesammtsumme mit wachsendem p nicht langsamer Null wird als
ihr erstes Glied. Sie braucht hierzu nur eine geometrische Reihe zu
j { » PO il { 1 }
sein. Setzen wir z. B. hp =e¢¢, so ist X 7 -V pz—und go(zp) OV ; 1-
7 lhy l‘77
?
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bis auf Weiteres erledigt. In ihren Angriffen erkenne ich eben-
soviel Beweise fiir die Begriffslosigkeit ihres Verfassers. Nun
fallt, wenn man sie durchblittert, sogleich auf, dass sie zu
erheblichem Theil Mittheilungen aus Vorlesungen des Hrn.
A. Schwarz bringt, wesshalb man schliessen mochte, auch die
gegen mich gerichteten Ergiisse seien aus einer #hnlichen
Quelle geschopft, eine Ansicht, die Vertreter findet. Sollte diese
Vermuthung richtig sein, so wiirde mir das Vorgehen des Hrn.
A.Schwarz in doppelter Beziehung tadelnswerth erscheinen.
Einmal wiire es nicht ritterlich, sich hinter seinen Knappen zu
verbergen, und ihn statt sich selbst in die Pfanne hauen zu lassen.
Dann aber sind die Angriffe nicht gehauen und nicht gesto-
chen, sondern sind allgemeiner, oberfliichlicher Natur, und
gestatten nicht die tibliche Abwehr. Sie erheischen, wie man
im Obigen gesehen, vielmehr gleichfalls einen allgemeinen,
und leider zeitraubenden Wiederherstellungsprocess.

Gerade dies hebe ich hervor, weil ich gegen sachgemisse
Kritik durchaus nicht abweisend mich verhalte. Im Gegen-
theil. Ich habe in verhiltnissmiissig kurzer Zeit ziemlich viel
iiber Gegenstinde der allgemeinen Functionentheorie verdffent-
licht, und war zum Theil gezwungen, meine Aufsiitze schneller
erscheinen zu lassen, als mir lieb war, theils pour prendre
date, und mir nicht, wie es schon einige Mal geschah, in
wichtigen Dingen, die ich schon lingere Zeit auf Lager hatte,
ohne die letzte Hand an sie zu legen, zuvorkommen zu lassen,
theils gelegentlich auch, weil amtliche Arbeit binnen Kurzem
anhaltendes Nachdenken iiber so subtile Gegenstinde, welche
keine andere Beschiftigung neben sich dulden, unméglich
machen musste.

Wie leicht also konnen nebensiichliche Irrthiimmer, vor
denen die Besten nicht sicher sind, in meinen Schriften unter-
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gelaufen sein! Wo ich dergleichen bemerkte, habe ich sie,
wenn etwas darauf ankam, bei nichster Gelegenheit verbessert.
Nichts kinnte mir erwiinschter sein, als auf Ungenauigkeiten
aufmerksam gemacht zu werden, die ich iibersehen hitte.

Um dergleichen handelt es sich aber in diesem Falle
ganz und gar nicht, sondern offenbar nur um wissenschaftlich
unfruchtbare Kundgebungen von Gelehrtenmissgunst. Und wenn
die Dissertation vollends es sich herausnimmt, meine analyti-
schen Grundvorstellungen anzufechten, so kann ich des Ein-
drucks mich nicht erwehren, als ob ein Fihrmann, der gelernt
hat am gespannten Seil seinen Nachen iiber den Fluss zu fithren,
in den Principien der Seemannskunst es besser wissen wollte,
wie ein Kapitin, der gewohnt ist, auf der tiickischen Salzflut
seinen Weg zu finden.
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Anhang.

In seinen Fondamenti per la teorica delle funzioni di
variabili reali erwihnt Hr. Ulisse Dini, der in seiner
Vorrede zu diesem Werke angiebt, dass er sich von Hrn.
A. Schwarz Rath erholt habe, lediglich Hrn. Weierstrass
als Urheber des bisher mir zugeschriebenen Mittelwerthsatzes:

l & b
Je@fz)iz=s(a) @)z + ¢@) [(2)dz, a<E=D,
a a §

wo ¢(z) eine im Intervall @...b entweder nur wachsend oder
nur abnehmend sich #ndernde Function, f{z) irgend eine im
selben Intervall integrirbare Function vorstellt.

Auf meine briefliche Anfrage, wieso dies geschehe, gab
er mir die Auskunft, dass er his zum Drucke seines Werkes
diese Dinge nur aus Hrn. Thom#’s »Einleitung in die Theorie
der bestimmten Integrale« gekannt habe, wo in einer An-
merkung die Sache ungefihr so dargestellt sei, wie bei ihm
zu lesen. Es scheint ihm sonach iitber Hrn. Thomi’s Rich-

tigstellung *) seiner Anmerkung nichts mitgetheilt worden zu

*) Die betreffende Stelle bei Hrn. Th o m i (Schlomilch’s Zeitschrift ete.
XX, 475) lautet: »... Die Sache verhiilt sich jedoch so, dass Hr.
Weierstrass diesen Satz mittels partieller Integration, also unter
wesentlichen Beschriinkungen hergeleitet und in Vorlesungen angewen-
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Anhang. b7

sein. Hr. U. Dini hatte die Giite hinzuzufiigen, dass er in-
zwischen eines Anderen belehrt worden sei, und seine Angabe
bei niichster Gelegenheit corrigiren werde. Ich habe bis jetzt
eine solche Correctur nirgend gedruckt gesehen. Aber gleich-
viel , ich kann ihm aus seinem irrthiimlichen Citat keinen
Vorwurf machen, da ich aus eigener Erfahrung weiss, wie
schwer es ist, wenn man nicht eine sehr vollstiindige und be-
quem zugiingliche Bibliothek beniitzen kann, und vielleicht
keines hiiufigen Verkehrs mit Fachgenossen sich erfreut, auch
nur in der inlindischen Literatur Nichts zu iibersehen, was
auf den besonderen Gegenstand, den man gerade behandelt,
Bezug hat, geschweige in einer so ausgedehnten auslindi-
schen, wie es fir Hrn. U. Dini die deutsche ist.
Hinsichtlich obigen Mittelwerthsatzes scheint es mir aber
an der Zeit, der so geschaffenen Verwirrung durch Darstel-

lung des historischen Sachverhalts, wenn moglich, ein Ende
zu machen.

Thatsache ist, dass ich meiner Abhandlung: Ueber die
allgemeinen Eigenschaften der Classe von Doppelintegralen,
zu welcher das Fourier’sche Doppelintegral gehirt, Borch.
Journ. Bd. 69, § 3, den Satz zuerst in seiner vollen Allge-
meinheit streng bewiesen, und mit Darlegung seiner Haupt-
anwendungsweise verdffentlicht habe, und dass er, wie der Er-
folg zeigt, durch diese Abhandlung in die Wissenschaft ein-
gefithrt worden ist.

Mir selbst erziihlte sodann Hr. Weierstrass, wihrend

det hat, ohne dass hiervon Hr. du Bois-Reymond Kenntniss hatte.
Zudem hat Hr. du Bois-Reymond jenen Satz von den beschrinken-

den Bedingungen befreit, und ihm so erst die Bedeutung gegeben, die
er jetzt hat.«
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meine Abhandlung unter der Presse war, dass er den Satz bei
Gelegenheit einer Ausdehnung der Fourier'schen Formel, die
jedoch der meinigen an Allgemeinheit nachstehe, gefunden,
und spiter in Vorlesungen von ihm Gebrauch gemacht habe.

Ferner hat Hr. Darboux mich auf einen Aufsatz des
Hrn. Ossian Bonnet aus dem Jahre 1849 (Remarques sur
quelques intégrales définies, Liouwv. Journ. X1V, 1849, p. 249)
aufmerksam gemacht, in welchem bereits ein wichtiger beson-
derer Fall des Satzes angegeben und angewendet ist. In der
allgemeinen Formel:

b g b
Jo@ )iz = ¢(a) [ f@)dz+ ) [f(z)dz, a <ESD,
a a g

ist die Funclion ¢ nicht stetig vorausgesetzt, und es kann da-
her falls z. B. ¢(b)>¢(a), ¢(a) durch jeden Werth <¢(a) und
¢(b) durch jeden Werth >¢(b) ersetzt werden, ohne dass §
das Intervall @...bd verlisst. Desgleichen, wenn ¢(b)<<9(a),
kann etc. Nehmen wir ¢(b)<<¢(a) und positiv an, und er-
setzen ¢(b) durch Null, so folgt:

b §
Je@)fi@)iz = 9(a) [Az)iz, a<E=D,

welches der Satz des Hrn. O. Bonnet ist*). Hr. O. Bon-

*) Hr. O. Bonnet schliesst den Satz aus dem III. der allgemeinen
Reihensiitze, die Abel in der Einleitung zu seiner Abhandlung iiber die
binomische Reihe mittheilt (Crelle’s Journ. I, 314). Hr. O. Bonnet
giebt dem Satze die Form: Wenn a,, a,,...ar irgend welche Zahlen,
€y, £y -+ &n aber positive, abnehmende Zahlen sind, und

-A<a1 +a2 '{_"aP<Byp=172"'n7
so ist auch & A <e @, .0, +..2pap <6, B, p=1,2,..n

Der erwiithnte Abelsche Satz ist ein besonderer Fall eines allge-
meinen Satzes, den ich in meinem Antrittsprogramm pag. 2
mitgetheilt habe, welcher lautet: Wenn die Unterschiede vp — vp+1
gleichzeitig entweder nicht negativ oder micht possitiv sind, wihrend
iiber die up nichts vorausgesetzt wird, so hat man:
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net wendet ihn mit vollem Erfolge an auf das Integral:

h
S o@)i,

0
wenn ¢(z) der Dirichletschen Bedingung gentigt, um dessen
Grenze fiir n=00 zu finden, womit bekanntlich die Giiltigkeit
der Fourier’schen Darstellungsformeln dargethan ist. Von
hervorragendem Nutzen ist der von Hrn. O. Bonnet be-
merkte Satz fiir b=o00:

(o7e) &
S o@@)iz = ¢(a) [fa)iz, a=E= oo,
a a

wie er selbst a. a. O., und spiiter auch Hr. H. Weber*) ge-
gezeigt hat.

Aus dem Satze des Hrn. O. Bonnet kann man den all-
gemeineren Mittelwerthsatz, wie folgt, zuriickerhalten. Es
werde in:

b £
f $(@)f(z)dz = ¢(a) f f(@)dz, a<E=D,

wo also ¢(x) positiv sein muss und nirgend zunehmen darf,
eingesetzt: ¢(z) = P(b) — ®(z), so darf ®(«) nicht abnehmen,
aber die Beschriinkung hinsichtlich des Zeichens fillt fort, und
man fillt auf die Gleichung:

b & b
[ ®(@)fw)iz=D(a) [Ala)iz+ @) [ )iz, «<ELD.
a a §

%0, +u,0, +-..+1lmvn=’l)l{ Uy, 4%y + . U Gur+1}
+”w{(1—@)w+1+ur+2+---+un}, <O,

Der Abelsche Satz folgt hieraus, wenn man die vp und vp—wp+1 nicht
negativ annimmt, das Glied hinzufiigb: wn41vat1, und vat1=o0 setzt.
*) Ueber einige bestimmte Integrale, Borch. Journ. LXVIII, 231.
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Setzt man jetzt ®(z) = W(a) — W(«), so darf W(z) rirgend

zunehmen , ebenfalls ohne Beschrinkung des Zeichens, und
man fillt auf die némliche Gleichung:

b & b
J¥@N@)dz = W(a) [flw)do+ W) [f2)dz, a=Eb.
a a §

Somit ergiebt sich, dass diese Formel stets gilt, wenn aur die
in f(#) multiplicirte Function entweder nirgend wiichst oder
nirgend abnimmt.

Obschon der Satz des Hrn. O. Bonnet ein anderer ist,
als der obige Mittelwerthsatz und sich zu ihm wie ein spe-
cieller Fall verhilt, so habe ich doch geglaubt hier seiner ge-
denken zu miissen, weil er in der That bei geschickter An-
wendung dieselben Dienste leistet, wie der allgemeine Satz. |

Dies das Historische iiber den Satz. Um nun auf die
Priorititsfrage einzugehen, so meine ich erstens, dass
eine Vorlesungsmittheilung nicht als eine
authentische Publication angesehen werden
kann. Ich bekenne mich zu dieser Ansicht, obschon, wenn
die gegentheilige Oberhand gewinnen wiirde, ich einen wohl-
begriindeten Priorititsanspruch u. A. auf gewisse heut zu
Tage viel genannte Principien erheben konnte. Einmal aber
sind die Berichte der Zuhorer hiufig ungenau, ja widerspre-
chend. Beispielsweise habe ich gerade iiber jene W eierstrass-
sche Mittheilung so Verschiedenartiges gehort, dass ich mir
heute noch kein Bild von ihr machen kann. Sodann ist billig
zu bedenken, dass ein Autor, der, die Niitzlichkeit eines Re-
sultats erkennend, es dem gesammten fachgentssischen Publi-
cum durch eine gedruckte Mittheilung zur Verfiigung stellt,
gegen einen anderen, der sich mit einer gelegentlichen m tind-
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lichen Mittheilung begniigt, ganz unverdient benachtheiligt
wiire, weil die Fertigstellung eines gedruckten Aufsatzes manch-
mal viel Zeit erfordert.

Wenn ein Gelehrter sich auf eine derartige miindliche
Mittheilung eines wichtigen Resultats beschriinkt, so wird man
schliessen, entweder, dass er dessen Bedeutung nicht voll er-

|

kannt, oder, dass ihm aus irgend welchen Griinden Nichts
daran liegt, es ordentlich zu publiciren. In letzterem Falle
schuldet ihm aber die Wissenschaft sicherlich keinen Dank fiir

seine Entdeckung.

Zweitens glaube ich, dass wenn man hinsichtlich der
' Prioritiit nicht an gedruckte Publicationen sich hiilt, es na-
| mentlich sehr schwer sein wird, historisch festzustellen, bei
wem zuerst ein neuer Gedanke die Schwelle des Bewusstseins
tiberschritten hat. In dieser mir aufgedrungenen Vertheidigung
- meines wohlerworbenen Eigenthums glaube ich anfiihren zu
diirfen, dass ich schon im Besitz des Satzes war, als ich am
Ende meines Konigsherger Aufenthalts (in den fiinfziger Jah-
ren) mich lingere Zeit mit Mittelwerthen beschiiftigte, wie
meinen Freunden aus jener Zeit bekannt ist. Ich kann acten-
missig beweisen, dass der Satz in meinen damaligen Rech-
nungen figurirt. Freilich gestehe ich gern, dass ich diesen
besonderen Satz aus dem Gesicht verloren. Aber als ich nach
“einem Hiilfssatze forschte, der zum Beweise der verallgemei-
- nerten Fourierschen Formel geeignet wére, erinnerte ich mich
wohl, dass dergleichen Sitze existiren, so dass ich sehr bald
den richtigen Weg einschlug.

Es kommt mir natiirlich nicht bei, in Frage zu stellen,
dass Hr. Weierstrass den Satz mit allen seinen Beziehungen
genau gekannt habe, als ich ihn verdffentlichte. So wenig
zweifele ich daran, dass ich es im Gegentheil befremdlich fin-
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den wiirde, wenn ein Mann, wie er, bei seinen tiefen und um-
fassenden Forschungen in der Functionenlehre ein fiir sie so
unentbehrliches Hiilfsmittel iibersehen hitte.

Allein darauf kommt es bei der Feststellung, wem die
Geschichte der Wissenschaft das Erstlingsrecht der Entdeckung
zuerkennen soll, durchaus nicht an. Hier kann gerechter Weise
nur entscheidend sein, wer zuerst den Satz, b efriedi-
gend bewiesen, unter Klarlegung seiner wahren
Bedeutung, dem allgemeinen Gebrauch iiber-
geben hat.

In diesem Sinne glaunbe ich den Mittelwerthsatz als mir
angehorig in Anspruch nehmen zu sollen.
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