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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat 11l nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie
z dnia 25 stycznia 1938 r.

A. Trybon.

O zbieznosci odcinkdw szeregu potegowego w obszarach lezgcych
nazewnatrz kota zbieznosci.
Przedstawit S. Mazurkiewicz dnia 25 stycznia 1938 r.

STRESZCZENIE.

W pracy niniejszej dowodze metodg kategorii istnienia sze-
regbw potegowych zbieznych w kole jednostkowym i majacych
wiasno$¢ nastepujaca: dla kazdego obszaru G jednospdjnego i le-
zacego nazewnatrz kota jednostkowego i kazdej funkcji g{z) ana-
litycznej i regularnej w G — mozna znale$¢ cigg odcinkéw danego
szeregu zbiezny w G do g(z), przy czym zbiezno$¢ jest jednostajna
na kazdej domknietej i ograniczonej podmnogo$ci obszaru G.

A. Trybon.

Uber die Konvergenz von Abschnittsfolgen einer Potenzreihe in
Gebieten, welche ausserhalb des Konvergenzkreises liegen.
Note présentée par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 25 janvier 1938.

Ich werde hier das Problem der Konvergenz von Abschnitts-
folgen einer Potenzreihe in Gebieten, welche ausserhalb des Kon-
vergenzkreises liegen, mit der Methode der Kategorie im Funktional-
raume behandeln 1).

1) vrgl. Jentsch: Acta Math. 41, S. 263, sowie Mazurkiewicz: Fund.
Math. XXVIII, S. 289-293 (im folgenden als M. zitiert), wo die Methode der
Kategorie auf das Problem der Uberkonvergenz angewendet wird.



1. Wir bezeichnen mit R2 die komplexe Ebene, mit U das
Innere des Einheitskreises.

Ist (G,} eine aufsteigende Folge von Gebieten und
so sagen wir dass {G,} gegen G konvergiert in Zeichen

2. Ist G ein einfach zusammenh&ngendes Gebiet, so bezeichnen
wir mit31(G) die Menge aller in G reguldren, analytischen Funktionen.
A(G) kann man wie folgt metrisieren 2), Sei
Fir 0<A<A' sei G*{X) die Menge der zeG fir die:

(1)

Sei G(A) diejenige Komponente von G*(A), die z' enthdlt. G(A)
ist beschrankt und einfach zusammenhé&ngend; wenn Ai>A2, so
ist G(Ai)CG(A2)CG; wenn fir die Folge (A) die Beziehungen ,

gelten so ist (

Wir setzen fir

2

@)

ist eine Entfernung und 5I(G) ein metrischer, separabler,
vollstdandiger Raum. Wenn /,/,6"(G), n=1,2... so bedeutet die
Relation: aG{f,fn)-~0, dass /,, in G gegen / konvergiert und zwar
gleichméssig in jeder beschréankten, abgeschlossenen Teilmenge
von G. Fur G=U setzen wir z'=0; dann ist die Metrik au mit der
von Kierst und Szpilrajn eingefiihrten Metrik aequivalent.

3. Die Einfuhrung der Metrik gg gestattet folgende, bequeme
Formulierung des Runge'schen Satzes: Sind GM™GM"Gm — paar-
weise  punktfremde, einfach ~ zusammenhangende Gebiete, und st

so existiert eine Folge von Polynomen  {g,(2)},
derart dass:

(4)

2) M. 2. S. 289.
3) Fund. Math. XXI, S. 281.



4. Wir formulieren noch folgenden (seinem Wesen nach be-
kannten) Hilfssatz. Sei fIME®{G), k=\2... Existiert fur
jedes n eine Teilfolge {Mjn)}, /=1,2... derart dass ctg,,(/,/*(«))->0, so
existiert auch eine Teilfolge {fk), derart dass  (rG{f,fkj)->0.

5. Satzl. Sei § die Menge aller f€$L{U) mit der folgenden
Eigenschaft: zu jedem Gebiet G welches einfach zusammenhangend
ist und zu U punktfremd und zu jeder Funktion  ge%{G), existiert
eine Abschnittsfolge ~ der Mac-Laur in'sehen Reihe von /, welche in G
gegen ¢ konvergiert und zwar gleichmassig in jeder abgeschlossenen,
beschrénkten Teilmenge von G. Dann ist § eine Residualmenge
in  %(U).

6. Sei f€%(U); wir bezeichnen mit die Mac-Laurin'sche
Reihe von /, mit p*p{z), k=0,l,, ihre Abschnitte, also:

(5)

(6)

Sei "Mf) die Menge aller p<p. Die Menge 8§ kann man definieren
als die Menge aller mit der Eigenschaft, dass fir jedes
der Bedingung GU==0 geniigende einfach zusammenhangende Gebiet
G in NG) dicht st

7. Sei:
(7 /=1,2...

die Folge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten, und:

(8) {0i) /=1,2...

eine Folge von einfach zusammenhdngenden Gebieten, welche
folgende Eigenschaften besitzt: 1) es ist GjU=0; 2) ist G ein einfach
zusammenhé&ngendes Gebiet, welches der Bedingung GU=0 geniigt,
so enthélt (8) eine gegen G konvergente Teilfolge. Eine solche Folge
lasst sich in mannigfacher Weise konstruiren, z. B. kann man als (8)
die Folge aller einfach zusammenhé&dngenden Polygongebiete nehmen,
welche zu U fremd sind und deren sdmmtliche Eckpunkte rational
sind.

»



Sei [, /,m=1,2...; r=0,1,2... die Menge aller f€%(U)
welche der Ungleichung genlgen:

©)

Wir setzen:

(10)
(H)

(12)

Fir ein festesrist p* eine in Bezug auf / stetige Funktional-
operation in jedem Funktionalraum ~(G).'*) Mit anderen Worten,
zu jedem einfach zusammenhédngenden Gebiet G und jedem
kann man ein ju,>0 so bestimmen, dass aus:

(13)

die Ungleichung:

(14)

folgt. Also ist offen in %(U); daher ist ein GO in

Sei ?;>0 und h€'$i{U). Nach dem Satz von Runge in der Formu-
lierung von 3 kann man ein Polynom v(2) bestimmen derart dass:

(15)
(16)

Sei s der Grad des Polynoms v. Dann ist also:
(17
also Daher ist dicht in %{U) und somit
eine Residualmenge in  ‘aiv).

8. Sei Wir bezeichnen mit die Menge der Polynome
(7). Sind /,/ fest, so existiert wegen /eM.y.m, m=\2.. zu jedem
m ein r” derart dass:

(18)

*) M. S. 291-292.



also ist im Rdume ~(Gy) das Polynom ¢" ein Halfungspunkt der
Menge Also ist dicht in Da aber in 51(Gy)
dicht ist so ist in ~(Gy) dicht.

Ist nun G ein beliebiges einfach zusammenhdngendes Gebiet,
welches der Bedingung GU=0 geniigt, und g65I(G), so kann man
zundchst eine Teilfolge {GyJ von (8) so bestimmen dass Oj"-i-G.
Dann ist ge5l(Gy”?), also enthélt die Folge {p[n} eine Teilfolge {p%}
flr die: "

(19)

Wegen (19) und 4 enthdlt (p;/)} eine Teilfolge {p[n) fir die:
(20)

Also ist ~(/) in ~(G) dicht, fe”, und Satz | bewiesen.

9. Mit denselben Hilfsmitteln ldsst sich auch der folgende,
etwas weitergehende Satz beweisen.

Satz  /(«). Sei fe%(U) mit der folgenden
Eigenschaft: zu jeder Folge (G,) von einfach zusammenhangenden,
untereinander und zu U punktfremden  Gebieten, und zu jeder Folge
{giiZ)}, wo gie'iKGi), enthalt die Folge {p[n} eine Teilfolge {p”p) die
den Bedingungen  genlgt: "

(21)
fir jedes i. Dann st eine Residualmenge in  ~{U).

10. Wir werden noch einen Satz angeben, welcher eine von
Bourion”) entdeckte Erscheinung betrifft.

Satz Il. Sei © die Menge aller fe%{U) mit der folgenden
Eigenschaft: zu jeder auf der Kreislinie \2\™\  definierten und daselbst
stetigen Funktion  (p{z) enthalt die Folge {/?(/)} eine Teilfolge, welche

auf der Kreislinie gegen (p{z) konvergiert und zwar gleich-
massig auf jedem Kreisbogen welcher den Punkt 2=1 nicht enthalt.
Dann ist S eine Residualmenge in

5) Bull. Sc. Math. LX (1936), S. 247-250.



Wir bezeichnen mit Vj das Gebiet:

Sei die Menge aller
fur die:
(22)
Wir setzen:
(23)

Man kann, durch Uberlegungen, welche denjenigen von 7

und 8 analog sind dass 1) 33* eine Residualmenge in '$L{U) ist, 2) dass
beim Beweis von 2) stlitzt man sich auf den Satz von
Hartogs®) dass auf einem einfachen Kurvenbogen jede stetige
Funktion durch Polynome gleichméssig approximiert werden kann.

K. Borsuk.

0 pewnych staltych zwigzanych z klasami przeksztatcen sfery
n-wymiarowej na siebie.

Komunikat przedstawiony dnia 25 stycznia 1938 r.

STRESZCZENIE.

Niech Sn bedzie sferg euklidesowg n-wymiarowg o0 promie-
niu 1iniech 6,,,, 0znacza kres dolny liczbh d takich, ze istnieja prze-
ksztatcenia ciagte sfery S,, w siebie, ktérych rzad (w sensie L. E. J.
Brouwera) jest réwny /n, za$ érednice warstw (t. j. przeciwobrazéw
punktéw) sa Wiadomo, ze dla m parzystych jest o,,,,= 2.
Autor dowodzi, ze dla m nieparzystych ro6znych od *\ zachodzi

nieréwnosé

«) Math. Ann. 98, S. 164-179.



K. Borsuk.

Sur certaines constantes liées avec les classes des transformations
des surfaces sphériques en soi.
Note présentée dans la séance du 25 janvier 1938.

Soit S,, la surface sphérique n-dimensionnelle de centre 0 et
de rayon 1, située dans l'espace euclidien de dimension n+1.
On sait®) que le degré d'une fonction continue 9 transformant S,,
en soi de maniére que les images des points antipodiques (c. a d.
des points de S,, dont la distance est égale a 2) sont antipodiques,
est impair. Ce théoreme se laisse aussi formuler comme il suit:

(1) ¢) étant une transformation continue de S,, en soi telle que
(p(P)=\={q}*) pour tout couple p,p* des points antipodiques de
S,,, le degré de cpest impair.

En effet, il suffit de poser

pour tout peSn, afin d'obtenir une transformation continue (p'
de Sn en soi qui fait toujours correspondre aux points antipodiques
des points antipodiques. Par conséquent le degré de (p' est impair.
Or, pour tout peS,, le produit scalaire ((p(p) (p'(p)) des vecteurs

"c.a d. le cosinus de l'angle a entre ces vecteurs)
est égal a

Par conséquent l'angle a est aigu, donc
Il en résulte que le degré de 9 coincide avec le degré de (p';
il est donc impair.

Voir mon travail: Drei Satze uber die n-dimensionale euklidische S phare,
Fund. Math. 20 (1933), p. 177-190. Voir aussi le livre de MM. P. Alexan-
droff et H. Hopf, Topologie, Berlin 1935, p. 483.
2) Voir p.ex lLc. p. 179.



Désignons maintenant par dnm la borne inférieure des nombres
d tels que S, admet une transformation continue 9 de degré m dont
toutes les tranches (c. a d. les ensembles de la forme

sont de diametre L'existence, pour toute transformation con-
tinue de S,, en soi de degré pair, des points antipodiques p,p* sa-
tisfaisant a la condition (p{p)=(p{p*) entraine:

pour tout n=0,1,2,... et tout m pair.

Le probléme de calculer pour les nombres m impairs
reste ouvert dans le cas général. Nous ne savons le résoudre que
dans le cas spécial n= 1 (voir la formule (6)). Dans le cas général,
nous allons donner seulement quelques inégalités (voir les formules
(7) et (9)) qui conduisent a une évaluation assez exacte de O6nm-

La transformation par l'identité étant de degré 1 et chacune
de ses tranches ne contenant qu'un seul point, on a

pour tout n=0,1,...

En désignant par x la transformation homéomorphe de S,, en
soi de degré —1, on voit que, pour toute transformation continue (p
de Sn en soi, les transformations (px et 9 ont des degrés opposés et
les mémes tranches. Il en résulte que

pour tout n,/71=0,1,2,...

Puis, on a l'inégalité

pour tout n,m—0\.2,...
Afin de démontrer cette inégalité, il suffit de prouver qu'il
existe pour toute transformation continue (p de S,, en soi de degré m
une transformation continue y) de en soi du méme degré,

pour laquelle la borne supérieure d~ des diametres des tranches
ne surpasse pas la borne supérieure des diameétres des tranches de
la transformation (p. On parvient & une telle transformation xp de
la maniére suivante:

Chaque point p= (Xi,X2,...,x,,+i,x,,+2)eS,,+i est déterminé
d'une maniére univoque par ses ,coordonnées géographiques",
c.ad. par sa ,latitude" >a()= arcsin x,+2 et sa ,longitude”



d{p)= cette derniére

n'étant définie que pour les points différents de deux ,pdles"”

p+={0,0,...0,\) et /?_=(0,0,...0,-1) de S,--i. En désignant par
[A; 6] le point de de latitude A et de longitude 6, posons:
pour tout

On voit sans peine que la fonction y) ainsi définie transforme
5,+i en soi d'une maniere continue et que son degré coincide avec
le degré dte, c.ad. est égal a m. Si, en outre,

sont deux points différents de I'égalité

entratne que p,/7'eS,+i—(/?+) —(p_) et qu'on a

c.ad. x,+2=xA+2 et cpB{p)—cpd{p’). Or, la distance de
ne surpasse pas d®, c.a d.

d'ou

La démonstration de l'inégalité (5) est ainsi terminée.
Nous allons démontrer a présent la formule suivante:

pour tout m impair.

Le diametre d'un polygone régulier de \m\ c6tés {m impair)
inscrit dans Si étant égal a 2cos”, I'égalité (6) se laisse formuler
aussi comme il suit:

(6') Pour tout m impair, le nombre coincide avec le diametre
d'un polygone régulier a \m\ cOtés inscrit dans  Si.

La circonférence 5i peut étre considérée comme I'ensemble
de tous les nombres complexes z satisfaisant a la condition \2\—\.
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Or, on obtient une transformation @ de Sj en soi de degré m lors-
que'on pose (p{z)="z"\ Cette transformation a pour tranches les

systemes des racines des équations de la forme c.ad.
les systemes des sommets de polygones réguliers a \m\ coOtés. Par
conséquent le nombre ne surpasse pas le diametre d'un tel po-

lygone. D'autre part, si cpest une transformation continue de Sj
en soi de degré impair m, alors l'acroissement de l'argument du
nombre complexe (p{z) pendant un parcours de S* par z dans le sens
positif est égal a 27im. Ceci entraine qu'il existe un intervalle de la

forme \mi \m sur lequel la fonction g(0) prend

comme valeur chaque point de Sj. Par conséquent, il existe un Oq

| | 2/+1+ ||
tel que «—"*0Qq”"-" et que 2m| ). Le point

2/+1

étant antipodique au point e ‘'i\m\, la distance entre
n'est pas inférieure a la distance entre

c.ad. elle est
Les relations (5) et (6) entrainent

@) O,,,,,,<2co,$f?| pour fout m impair et n naturel.

Nous allons montrer enfin que

(8) Pour toute transformation continue de S, en soi de degré 1
il existe des tranches dont le diametre n'est pas inférieur a la
longueur de l'aréte d'un simplexe régulier de  dimension

n+1 inscrit dans S,,
La longueur de a,+i étant égale a le théoreme

(8) conduit a l'inégalité suivante

9) pour tout mAH\ et n naturel.

3) Comp. la Note de M. S. Eilenberg ,,Sur les transformations a petites
tranches”, Fund. Math., 30(1938), p. 92-95. Il résulte d'un théoreme général de
cette Note qu'il existe une constante positive e telle que, pour toute transfor-
mation continue de en soi de degré N + 1, il existe des tranches de diameétre
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Afin de prouver (8) et (9), admettons que (p est une transfor-

mation continue de en soi dont toutes les tranches sont de
diametre Il est a démontrer que le degré de (p est
égal

Le nombre étant <2, on conclut de (2) que le
degré de cp est impair. Il vient

Le diametre des tranches de cp étant

étant compact, il existe®) un e>0 tel que
entraine
Envisageons une décomposition simpliciale H de en sim-
plexes sphériques non dégénérés®) de diameétre En tenant

compte de la formule (10), on peut faire correspondre a tout sommet

a der un point”(a) arbitrairement choisi dans lI'ensemble E[(p{p)=2].
D

Les simplexes de Z ayant le diametre <e, il découle de (11) que la
distance des points y){a) et y)}{a’), correspondant aux sommets a et a'

Voir p.ex. la Note de M. S. Ulam et de moi ,,Ober gewisse Invar ianten
der s-Abbildungen”, Math. Ann. 108 (1933), p. 313.

Par simplexe sphérique ..0,") aux sommets Qg Oj,.., O
j'entends la projection centrale (du centre 0) sur d'un simplexe géométrique
ordinaire C don t tous les sommets appar-
tiennent a S et Oe/2™*—A (ou, ce qui revient au méme, appar-
tiennent a une calotte de S* de diametre <2). Les projections
des faces (i" A ~ont dites faces du simplexe sphérique a. Il est clair

que la dimension de afaQ, a”,..., a® ne surpasse pas fe; lorsque elle est </c, le
simplexe sphérique a est dit dégénéré.

Le systeme des simplexes sphériques n dimensionnels
(non dégénérés) tel que S,=CTj+a2+eee0"; et que la partie commune de deux
simplexes a. et Oj coincide toujours avec le simplexe sphérique ayant comme
sommets tous les sommets communs de et cr, est dit décomposition  simpli-
ciale de S" en simplexes sphériques. Par les sommets de 2, on entend les som-
mets des simplexes a®, aAh,..., at.



d'un des simplexes de E, est en résulte qu'il
existe, pour tout simplexe sphérique a = afaQ, a" En) de E,
une calotte de de diameétre <2 contenant tous les points

Cela veut dire que fait correspondre aux
sommets de a{ao,ai,...,an) les sommets d'un certain simplexe sphéri-
que (dégénéré ou non) af{y){ao),y)Xai), ....,y){an)). Ceci nous permet de
prolonger simplicialement sur chacun des simplexes de la décom-
position E. On parvient ainsi a une transformation continue ~ de
S,, en soi.

Ceci établi, nous allons prouver que

(12)

Soit, en effet, a*a{ao,ai...,an) l'un des simplexes sphériques
de la décomposition E contenant (p{p). Le diametre de a étant
et yHai) appartenant a Il'ensemble E[(p{p)=ai], on conclut de (11)
p

que les distances mutuelles entre les points

sont < / — e t par conséquent qu'il existe une calotte de dia-
meétre <2 contenant tous ces points. 1l en résulte que le point
comme appartenant au simplexe sphérique

est aussi situé dans cette calotte. L'inégalité (12) est ainsi démontrée.
Il en résulte que le degré de la transformation yxp est égal au degré
de la transformation par identité, c.ad. & 1. Par conséquent le
degré de (p est, comme un diviseur de 1, égal a +1, c.q.f. d.

Voir ¢c. Kuratowski, Sur les transformations des sphéres en des sur-
faces sphériques, Fund. Math. 20 (1933), p. 206-7.

Soit a=a{aQ,a",...,af") un simplexe sphérique (dégénéré ou non). Faisons

correspondre a tout systéme des nombres non négatifs dont la
somme est égale a 1, la projection centrale du centre barycen-
trique des masses situées respectivement dans les sommets

Il est clair que cette correspondance est continue et, dans le cas d'un simplexe
non dégénéré, elle est biunivoque. 11 en résulte qu'une transformation ijj dé-
finie dans les sommets d'un simplexe sphérique non dégénéré

et les transformant en sommets d'un autre simplexe sphérique (dégénéré
ou non) afi){aQ),ip{af),....,rp{af)) admet un prolongement simplicial sur a,
c.ad. un prolongement continu qu'on obtient en faisant correspondre a tout
p=pMbQ,b",...,.bNea  \\e point ii>{p)=p"AbQ,b",...bNe(/. On voit sans peine
que les valeurs que (p prend dans une face arbitraire de a ne dépendent que
de valeurs aux sommets de cette face.



Andrzej Mostowski.

O pojeciu zbioru skonczonego.
Komunikat przedstawiony przez K. Kuratowskiego dnia 25 stycznia 1938 r.

STRESZCZENIE.

Autor wprowadza (w odniesieniu do pewnych sformalizowa-
nych systemdw logiki) pojecie mozliwej definicji zbioru skoriczonego
wzgl. mozliwego pewnika nieskonczono$ci i dyskutuje warunki,
jakie spetnia¢ musi system logiki, aby istniata dla niego najmocniej-
sza definicja zbioru skornczonego, wzgl. najstabszy pewnik nie-
skonczono$ci. Komunikat zawiera nadto dyskusje stosunkéw wy-
nikania miedzy kilkoma konkretnymi definicjami zbioru skonh-
czonego.

Andrzej Mostowski.

Ober den Begriff einer endlichen Menge.
Vorlaufige Mitteilung, vorgelegt von K. Kuratowski am 25 Januar 1938.

Die vorliegende Arbeit enthalt eine Zusammenfassung einiger
metamathematischer Ergebnisse, die mit dem Endlichkeitsbegriff
zusammenhangen. Die genaue Durchfiihrung der Beweise wird an
einer anderen Stelle verdffentlicht werden, hier sollen nur kurz
die Probléme und deren Losungen angegeben werden.

Ais formales System, auf das sich die folgenden metamathe-
matischen Behauptungen beziehen, wahlen wir der Bestimmtheit
halber das System S der Logik, das von Tarski formuliert wurde”);
unsere Beweise lassen sich aber auf einige andere Systeme iiber-
tragen, wie es an den entsprechenden Stellen weiter unten bemerkt
werden wird.

Wir schreiben kurz ajM” (wobei a,/S zwei Ausdrucke des Sy-
stems 5 sind und M eine Menge von solchen Ausdriicken bezeichnet),
um auszudriicken, daB die Implikation:

aus a folgt ~

Alfred Tarski. Einige Betrachtungen iiber die Begriffe der o-Wider-
spruchsfreiheit und <o-Vollstdndigkeit. Monatshefte fur Math. und Physik, 40.
Band, S. 97—112 (1933).
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aus den Grundsatzen des Systems S und den Satzen der Menge M
vermdge der in S angenommenen SchluBregeln ableitbar ist.

Gilt ajM” und ~Dna, so schreiben wir kurz

Im System 5 lassen sich bekanntlich folgende Eigenschaften
einer Menge X ausdriicken 2)

a®(X):X enthalt gar kein  Element;
ar{X):X enthalt genau ein  Element;

a%X) :X enthalt genau zwei  Elemente;

a"{X) :X enthalt genau n Elemente;

Im Zusammenhang damit lassen sich in S auch Satze aus-
driicken, die die Existenz von mindestens n verschiedenen Indi-
viduen behaupten (n= 1,2,3,...). Es sind dies Satze von der Form

a"es gibt ein X derart, dafi a"{X) (n=1,2,3,...).

Die Gesamtheit aller Satze a" (n= 1,2,3,...) bezeichnen wir
mit Ma>.

Nun wird eine Aussagefunktion <5(X) von S mit einer freien
Variablen ,X" eine mdgliche Endlichkeitsdefinition in Be-
zug auf eine Satzmenge M genannt, wenn fur jede naturliche
Zahl n die Formel a"(X)Ditf6(X) gilt. Anders ausgedruckt, geh6rt
eine Aussage (5(X) der Klasse T)(M) aller mdglichen Endlichkeits-
definitionen in Bezug auf M dann an, wenn wir, von den Axiomen
der Logik und Satzen der Menge M ausgehend, zeigen kénnen, da6
aile Mengen von der Machtigkeit n («=0,1,2,...) die durch O{X)
ausgedriickte Eigenschaft besitzen?).

2) Tarski, 1 c. Définition 11. Es ist zu bemerken, daB wir hier, um die
unnoétigen Komplikationen zu vermeiden, das Zeichen ,X" gleichzeitig als
Bezeichnung einer Menge und einer Variablen des Systems S verwenden.

3) Der Name ,mogliche Endlichkeitsdefinition" ist ziemlich schlecht
gewahlt, da die Klasse ®(M) auBer den Aussagefunktionen, die, vom intuitiven
Standpunkt aus betrachtet, wirklich eine Endlichkeitsbedingung ausdrucken,
auch z.B. Aussagefunktionen ~(X) enthalt, die besagen, daB die mit dem Sym-
bol X bezeichnete Menge eine sehr groBe Machtigkeit hat; freilich passt der Name
»-modgliche Endlichkeitsdefinition" zu solchen Aussagefunktionen nicht mehr,
wir fanden aber keinen besseren Termin.



Eine Aussagefunktion aeDiM) wird starkste Endlich-
keitsdefinition in Bezug auf M genannt, wenn uJm® fiir
allé /SeD(Af).

Fiigen wir allé Satze der Menge M zu den Grundsatzen des
Systems S hinzu, so kann jede starkste Endlichkeitsdefinition in
Bezug auf M ais beste Charakterisierung des Begriffes einer endli-
chen Menge angesehen werden, die im so gewonnenen System S{M)
ausgedriickt werden kann.

Es entsteht nun dte Frage, fur was fiir Mengen M es solche
starkste Endlichkeitsdefinitionen in Bezug auf M gibt. Diese
Frage wird im folgenden Satz | teilweise gelost:

I. Ist M eine rekursive’) Menge von Satzen und ist M+M~
widerspruchsfrei, so gibt es keine starkste Endlichkeitsdefinition in
Bezug auf M.

Diesem Satze zufolge, ist es unmoglich, in einem gewohnlichen
System der Logik, das mit dem a-Begriff der Folgerung aus-
gestattet ist (und insbesondere im System S selbst), den Begriff
emer endlichen Menge formai so einzufiihren, da6é sich diese Défi-
nition mit der ,unendlichen logischen Summe" aller Aussagen
a"(X) deckt, vorausgesetzt, da6 sich in diesem System die nicht-
Existenz von mehr ais einer festen Zahl n von Individuen nicht
beweisen laBt Wohl aber gibt es starkste Endlichkeitsdefinitionen
in Systemen, die mit einem /-Begriff der Folgerung versehen sind,
wie aus folgendem Satz einleuchtet:

Vgl. K. Godet. Ober jormal unentscheidbare Satze der Principia  Mathe-
matica und verwandter Systeme. |. Monatshefte fur Math. und. Phys., 38 Band,
S. 173-198 (1931).

Frei gesprochen kénnte man sagen, daB ein System der Logik mit
einem (0-Begriff der Folgerung ausgestattet ist, wenn man erstens von jedem
Satz dieses Systems in endlich vielen Schritten entscheiden kann, ob er zu
Axiomen des Systems gehort oder nicht und wenn man zweitens durch eine
endiiche Anzahl der Versuche immer erkennen kann, ob die einmalige Anwen-
dung der SchluBregeln des Systems von den gegebenen Satzen zu einem
gegebenen Satz v fuhrt oder nicht. Sind diese Bedingungen nicht erfullt, so
sagt man, das betrachtete System habe einen /-Begriff der Folgerung. Systeme
mit einem a-Begriff der Folgerung reichen zum formalen Aufbau der Mathe-
matik vollkommen hin, theoretisch wichtiger sind aber Systeme mit einem
/-Begriff der Folgerung. Man vergleiche dazu R. Carnap. Logische Syntax
der Sprache (Wien, 1934), S. 123-128.

®) Dies ist die Ldsung eines Problems, das mir von Tarski gestellt wurde.
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li. Bezeichnet M die Klasse aller wahren, bzw. aller in jedem

Individuenbereich ~ wahren Satze so ist die gewohnliche Russell'sche
Induktivitatsdefinition die starkste Endlichkeitsdefinition in  Bezug
auf M.

Offen bleibt die eher philosophische als mathematische Frage,
ob es aus Satz Il folgt, da6 der Russell'sche Endllchkeitsbegriff,
der sich unter allen bisher vorgeschlagenen Endlichkeitshegriffen
zur praktischen Durchfiihrung der Theorie der endlichen Mengen
am besten bewahrt hat allen méglichen Endlichkeitsdefinitionen
wirklich uberlegen ist. Zur Beantwortung dieser Frage ist eine genaue

Analyse der Voraussetzungen notig, die dem Satz Il zugrunde
liegen. Es zeigt sich, da6 Satz Il seine Giiltigkeit vor allem dem
Umstand verdankt, da6 das Metasystem (in dem Satz Il bewiesen

wurde) gewisse infinitistische Begriffe umfaBt, Wenn man aber das
Metasystem verarmt hatte, indem man es einer analogen Umfor-
mung unterworfen hatte, die von der Sprache | von Carnap zur
Sprache U fiihrti®), so wiirde sich in diesem vollkommen finitisti-
schen Metasystem unser Satz Il nicht mehr beweisen lassen.

Die Ergebnisse Rosser's gestatten es, eine genauere Analyse
der Struktur der Klasse T)(M) fiir den Fali einer rekursiven Satz-
menge M anzugeben. Fiihren wir die Abkiirzung aD”/3 fiir den
Ausdruck: i

afX){M) und 7€T){M) und aDn” und “nonjMct

ein, so gilt

Diese beiden Mengen definiert Tar ski, Der Wahrheitsbegriff in den
formalisierten  Sprachen. Studia Philosophica, 1. Band, S. 261-405 (1936).

8) Eine Menge heilit induktiv, wenn sie zu jeder Klasse " gehdrt, die
die leere Menge enthalt und der Bedingung geniigt: gehort X der Klasse * an
und entsteht Y aus X durch Hinzufiigung eines einzigen Eléments, so gehdrt
auch Y der Klasse  an. Vgl. B. Russell und A. N. Whitehead. Principia
Mathematica. H. Band (zweite Auflage, Cambridge, 1927), *120.01 und *120.02.
Die Définition von Russell und Whitehead 1aBt sich bekanntlich auch iim
System 5 ausdrucken; vgl. dazu Tarski, 1c.i). Définition 11").

») Vgl. A. Tarski. Sur les ensembles finis. Fundamenta Mathematicae,
6. Band, S. 45-95 (1925).

Vgl. Carnap, lc.s), S. 147.

") Berkeley Rosser. Extensions o/ some theorems of Gédel and Churr.h.

The Journal of Symbolic Logic, 1. Band, S. 87-91 (1936).



I1l1. Ist M eine rekursive Satzmenge, so da/i wider-
spruchsfrei  ist, so sind folgende Aussagen  richtig:

a) fur jedes aeliM)  gibt es so da/i "Dtra;

b) fur jedes aeT}¥M), das nicht aus M ableitbar ist, gibt es
so da/i aDti";

C) wenn so gibt es y, so da/i aDly und yJtin.

Dieser Satz ist einer ubersichtlichen geometrischen Deutung
fahig. Betrachten wir einerseits die Klasse T)(M), wobei wir aber
zwei ihrer Elemente a,” ais identisch ansehen, wenn a”M” gilt und
anderseits die Klasse K derjenigen Mengen, die in der bekannten
diskontinuierlichen Menge C i*) zugleich offen und abgeschlossen
sind und den Anfangspunkt von C nicht enthalten; dann gilt

IV. Ist M eine rekursive Satzmenge, so da/i M+M” wider-
spruchsfrei ist, so ist die Relation Jtr in der Klasse D(M) zur Relation
der echten Inklusion in der Klasse K isomorph i»).

Die oben angegebenen Satze I|—IV lassen sich ohne Schwie-
rigkeit (und manchmal auch mit betrachtiichen Vereinfachungen)
auf andere Systeme der Logik bzw. Mengenlehre erweitern; sie
konnen z. B. auf das System P von Godetoder auf die axioma-
tische Mengenlehre von Zermelo i®) bezogen werden.

Vgl. z. B. K. Kuratowski, Topologie I, (Warszawa, 1933), S. 79.

") Satz IV hangt eng damit zusammen, daB die Relation der Inklusion
in einem beliebigen abzahlbaren Boole'schen Kérper (und insbesondere die
Folgebeziehung in logischen Systemen) zur Relation der Inklusion in einem
Bereich der Mengen, die in C zugleich offen und abgeschlossen sind, isomorph
ist. Vgl. M. H. Stone. Application of the theory of Boole'an rings to generat
topology. Trans, of the Amer. Math. Soc. 41. Band, S. 375-481 (1937) und
A. Mostowski. Abzahlbare Boole'sche Korper und ihre Anwendung auf die
allgemeine Metamathematik.  Fund. Math. 29. Band., S. 34-56 (1937).

") Die originelle Axiomatik von Zermelo istvon ihm in seiner bekannten
Abhandlung in Math. Annalen, Bd. 65 (1908) veroffentlicht worden. Seit dieser
Zeit sind verschiedene Modifikationen dieser Axiomatik vorgeschlagen worden;
man vergleiche dazu die bibliographischen Angaben in Fraenkel's Einleitung
in die Mengenlehre (dritte Auflage, Berlin 1928) und P. Bernays, A system of
axiomatic set theory — part I. The Journal of Symbolic Logic, 2. Band, S. 65-77
(1937).



Dem Begriff einer méglichen Endlichkeitsdefinition entspricht
ein gewissermaBen dualer Begriff, namlich der eines méglichen
Unendlichkeitsaxioms in Bezug auf eine Satzmenge M.
So wird namlich ein Satz C (ohne freie Variablen) dann und nur
dann genannt, wenn fiir jede natiirliche Zahl n die Formel CDA/»/!
gilt. Diese Définition 1aBt sich wie folgt umformen:

V. Damit C ein mogliches Unendlichkeitsaxiom in Bezug auf
eine Satzmenge M sei, ist notwendig und hinreichend, dafi es eine
mogliche  Endlichkeitsdefinition <3(X) in Bezug auf M gibt, so dafi

Wenn wir die Klasse aller méglichen Unendlichkeitsaxiome
in Bezug auf M mit 'i]J8(M) bezeichnen, gilt:

VI. Ist M eine rekursive Satzmenge und ist kein Element von
'>\"{M)eineFolgevonM-\-M,0, sogibtesfirfedesae'iM) ein
so dafi ajM* und “non=Ma.

Dieser Satz driickt die Tatsache aus, da6 es grundsatzlich
unmoglich ist, in Systemen S(Af), die sich aus S durch Hinzufugung
einer rekursiven Menge M von neuen Axiomen gewinnen lassen,
ein ,schwéchstes" Unendlichkeitsaxiom auszusondern"), es sei denn,
es gibt ein Unendlichkeitsaxiom, das in S{M) beweisbar ist (in wel-
chem Falle dieses Axiom natiirlich ein schwachstes Unendlichkeits-
axiom ist).

Im allgemeinen, hort Satz VI auf, fiir nicht rekursive Mengen
wahr zu sein, was man am Beispiel der Menge aller Satze, die in
jedem Individuenbereich wahr sind leicht nachpriifen kann.

Auch die Satze, die sich auf den Begriff eines moglichen
Unendlichkeitsaxioms beziehen, kdénnen in anderen logischen Sy-
stemen bewiesen werden, allerdings nur unter der Voraussetzung,
daB sich in diesen Systemen das Problem der Existenz unendlicher
Mengen nach keiner Richtung hin entscheiden IaBt

15) D. h. es laBt sich beweisen, daB f mit dem Satz aquivalent ist, der
behauptet, daB die Alli<lasse die Bedingung 6{X) nicht erfuilt.

16) In der Ausdruci<sweise von Tar ski, Grundzuge des  Systemenkalkuls,
Fundamenta Mathematicae, 25. Band, S. 504-524 (Définition I1) kdnnen wir
auch sagen: die Folge von Satzen an ist im System S(M) nicht konvergent.

") Hierher gehoért z. B. die Zermelo'sche Axiomatik ohne Unendlich-
keitsaxiom.



Alle bisherigen Ergebnisse wurden mit Hilfe der Gddel'schen
Arithmetisierungsmethode”) gewonnen. Da im Go6deTschen Sy-
stem P im Gegensatz zum System S das Unendlichkeitsaxiom
von vornherein angenommen wird, ist es notig gewesen, die GO0-
del'schen Uberlegungen ein wenig abzuandern, um sie dem Sy-
stem S anpassen zu konnen. Ais Hauptaufgabe erweist sich dabei,
den Satz V von Godetauf Systeme ohne Unendlichkeitsaxiom
zu iibertragen. Es zeigt sich, da6 es bei geeigneter Formulierung
und Abschwachung der Behauptung dieses Satzes moglich ist, sein
Gegenstiick im System S zu beweisen.

Wir gehen jetzt zur Besprechung anderer Ergebnisse uber,
die sich auf einige spezielle Endlichkeitsdefinitionen beziehen. AuBer
dem oben erwahnten RusselTschen Begriff der Induktivitat sind
andere Endlichkeitsbegriffe vorgeschlagen worden, von denen die
von Dedekind herriihrende ,lIrreflexivitat" am besten bekannt
ist. Eine ganze Reihe von solchen Definitionen hat Tarski») an-
gegeben und dabei die Frage aufgeworfen, ihre gegenseitige Un-
abhéngigkeit zu untersuchen. Die fiinf Tarski'schen Definitionen
konnen wir noch mit einer sechsten vervollstandigen: eine Menge X
wird namlich dann ais endlich im Sinne der Définition VI
bezeichnet, wenn das kombinatorische Produkt XxX~®) eine gros-
sere Machtigkeit hat, ais die Menge X selbst.

Alle diese Definitionen lassen sich ohne Schwierigkeit in der
Sprache des Systems 5 ausdriicken; wir gewinnen auf diese Weise
sechs Aussagefunktionen (mit einer freien Variablen) 06i,02,....69
Wir bezeichnen den Satz:

es gibt eine Menge, die die Eigenschaft 6" nichi hat

mit a°° 20). sej schlieBlich die Menge, welche aus dem Element
a°® allein besteht. Es laBt sich dann folgender Satz beweisen:

18) Ais kombinatorisches Produkt X xY  zweier Mengen X und Y
bezeichnet man die Menge aller geordneten Paare (X,y) wobei x zu X und y zu
Y gehort. Die Bemerkung, daB Définition VI auch ais eine mogliche Endlich-
keitsdefinition angenommen werden kann, ruhrt von Tarski her.

®) stellt eine Formalisierung der Dedekind'schen und (* der Rus-
sell'schen Définition dar. 6" ist in der unter”) zitierten Arbeit Tarski's explizit
angegeben worden (vgl. Def. II®).

Es ist dies eine ubliche auch in Principia Mathematica angenommene
Formulierung des Unendlichkeitsaxioms.



VII. Ist die Menge Moo widerspruchsfrei, so gilt keine von den
Relationen: o0t+iDMooni  fur /= 1,2,3,4,5.

Fugen wir aber das Auswahlaxiom zu den logischen Axiomen
hinzu, so sind bekanntlich allé Definitionen 6i,02,...,(56 miteinander
aquivalent; insbesondere wurde die Aquivalenz von 6j und <& mit
Hilfe des Auswahlaxioms fiir Mengen zwetten Typus in Principia
Mathematica *124.56 bewiesen. Aus VII (und der bekannten
Bedingung 6iD"T/*0"g) folgern wir also

VIII. Ist die Menge Mwiderspruchsfrei, so ist das  Auswahl-
axiom fiir Mengen zweiten Typus keine Folgerung  der  logischen
Grundsatze und des Satzes a°°.

Beim Beweis von VII erhalten wir noch ein ziemlich intéres-
santes Nebenergebnis:

IX. Ist die Menge Moo widerspruchsfrei, so ist die  Aussage,
die die Existenz einer unendlichen Menge (ersten Typus) mit  unendli-
chem Komplement  behauptet, aus Moo nicht ableitbar™).

Die Satze VII, VIII, IX beweist man mit Hilfe einer Methode,
die mit der oft in axiomatischen Untersuchungen verwendeten
Interpretationsmethode22)eng verwandt ist. Es besteht iibrigens
ein Zusammenhang zwischen den von uns verwendeten Methoden
und den Ideen, die FraenkeP”) bei seinem Beweis der Unabhan-
gigkeit des Auswahlaxioms von den Axiomen der Mengenlehre
entwickelt hat.

21) Das Problem der Unabhangigkeit dieses Satzes ist von Chwistek
gestellt worden. Vgi. Leon Chwistek, Granice Nauki (polnisch, Warszawa-
Lwéw 1936), S. 138.

2) Vgl. Fraenkel, lc.A*), S. 341-343.

23) Vgl. A. Fraenkel. Ober den Begriji ,,définit" und die Unabhangigkeit
des Auswahlaxioms.  Sitzungsb. d. PreuB. Akademie der Wiss., Phys. Math
Klasse, S. 253-257 (1922) und desselben Ober eine abgeschwachte Fassung
des Auswahlaxioms. The journal of Symbolic Logic, 2. Band, S. 1-25 (1937).
Der Fraenkel'sche Beweis, der zu verschiedenen Bedenken AnlaB gibt, ist
in einer noch nicht veroffentlichten Arbeit von A. Lindenbaum und dem
Yerfasser bearbeitet worden. Die dort gewonnene verscharfte Fassung des
Fraenkel'schen Beweises bringt es auch mit sich, daB die Gegenstucke der
Satze VII, VIII, IX in gewissen Systemen der axiomatischen Mengenlehre
bewiesen werden konnen; namlich in denjenigen Systemen, welche die Existenz
einer unendlichen Menge, deren Elemente keine Mengen sind, nicht ausschlieBen.



L. Bruwier.

0 tozsamosci Eulera dla funkcji jednorodnych.
Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu dnia 25 stycznia 1938 r.

STRESZCZENIE.

Uogdlniajac pewne twierdzenie p. S. Gotgba (Spraw. Tow.
Nauk. Warsz., 1932, str. 105—110) o funkcjach jednorodnych dwu
zmiennych na funkcje jednorodne dowolnej iloSci zmiennych. Autor
otrzymuje twierdzenie nastepujace:

Jezeli funkcja /(xi, Xg,..., X,,) jest jednorodna /n-tego rzedu

w otoczeniu pewnego punktu x"=(x?,x2,...,,Xj), xS+0, i posiada
w tym punkcie rézniczke zupetng wzgledem n—\ pierwszych zmien-
nych Xi, X2,...,x,,_i, wlwczas posiada w X" pochodne czastkowe

wzgledem wszystkich n zmiennych xi,x2,..., X,,
i pochodne k spetniajg znang tozsamo$¢ Eulera dla funkcji jedno-
rodnych.

L Bruwier.

Sur l'identité d'Euler relative aux fonctions homogenes.

Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 25 Janvier 1938.

1. Une fonction réelle, f(xi, x2,...,%,), de plusieurs variables
réelles est, au point (x?, xS,..., xll), homogéne de degré m relativement
a l'ensemble des variables Xj (/= 1,2,3,...n) quand l'identité

(1)

est satisfaite pour toutes les valeurs de la variable t comprises dans
un intervalle contenant le point t=\. La fonction est homogéne
au sens habituel si cet intervalle contient tous les nombres réels;
elle est positivement homogéne s'il comprend les seuls nombres
positifs.

Une fonction est homogéne dans un domaine si elle est ho-
mogéne en tout point du domaine.

L'identité d'Euler

()



est une conséquence immédiate de I'égalité (1), si I'on impose a la
fonction homogéne /(Xi, ..,x,,) la condition d'étre, au point (x",...,Xx®),
différentiable au sens de Stolz relativement a Il'ensemble des n
variables Xyi).

L'objet de la présente note est de montrer que l'identité
d'Euler peut étre établie dans I'hypothése de la différentiabilité,
au sens de Stolz, relativement a (n—1) des variables contenues
dans la fonction /, du moins si la n® variable n'est pas nulle.

Dans le cas particulier d'une fonction de deux variables,
F(x,y), la différentiabilité de la fonction par rapport & l'une des
variables, x par exemple, est une conséquence de l'existence de la
dérivée partielle F'(x,y). On obtient alors la proposition que M". Go-
tab a démontrée dans les ,Comptes Rendus de la Société des Sciences
et des Lettres de Varsovie" (année 1932, pp.105—110); la proposition
de l'auteur cité ne s'étend pas aux fonctions de plus de deux variables
(loc. cit. pp. 107—110); cela s'explique par le fait que I'existence des
dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables n'entraine
pas la différentiabilité, au sens de Stolz, par rapport & l'ensemble
des variables.

2. Théoreme. Si la fonction  /(xi,x2,...,x,,) est homogene dans
un domaine contenant a son intérieur le point (x?,...,x"), si elle est
au point envisagé différentiable au sens de Stolz relativement  aux
(n—1) variables xix2,...,X,,--, si de plus le nombre x® n'est pas nul,
la dérivée partielle premiére de la fonction /(xi,...,x,,) relative a la
variable x, existe au point (x?,x2,...,Xx®_i; xJ) et ridentitt  d'Euler

(3)
est  Vérifiée.

1) La fonction / est différentiable au sens de Stolz; par suite,

et les variables ej tendent vers zéro avec
A cause de I'homogénéité le premier membre est égal a

d'ou, aprés division par h et pour lim/i=0, I'identité a établir.



Démonstration. L'hypothése relative a la différentiabilité
signifie que la fonction de(«—1) variables, /(xi,X2,...,X,,-i;xS) est
différentiable au sens de Stolz, au point (xf,xS,...,xS_i); si l'on
désigne par la notation zIxjun accroissement infiniment petit attribué
au nombre xj (/= 1,2,3,...,/?7—1) l'accroissement subi par la fonction,
a savoir

(4)

la lettre ej représente un infiniment petit relativement a I'ensemble
des accroissements Axj (/=1,2,...,n—1) ou bien zéro; d'une maniere
précise, a tout nombre positif e' correspond un nombre positif rj
tel que l'inégalité |e;|<e' soit satisfaite des que la somme
est inférieur a rj.
Soit h un infiniment petit, différent de zéro; posons,

(5)

la variable r définie par la formule (5) est un infiniment petit diffé-
rent de zéro et réciproquement si r tend vers zéro, sans s'annuler,
h jouit de la méme propriété.
La fonction / est, par hypothése, homogene dans le voisinage
du pomt (xi,x2,...,x"); elle est donc homogéne au point
: d'ou I'égalité,

puis la suivante.

Le premier terme du second membre peut étre transformé au
moyen de la formule (4) en faisant dans celle-ci ZIX/ égal
arxy (/=1,2,...,n—1); de plus le nombre xd n'est pas nul en vertu
de I'énoncé, et h tend vers zéro sans s'annuler; conséquemment.



(6)

Si I'on pose fiXS égal a k, on constate que les variables h et k
tendent simultanément vers zéro, sans s'annuler. Pour lim h—0,

f
et conséquemment pour limA:=0, le rapport ~ tend vers —1,

d'aprés la formule (5); de plus la limite du quotient
est égale a m.

Par suite le second membre de la formule (6) a une limite
déterminée quand l'accroissement k, égal a hx,, attribué au nombre
xj qui figure dans le premier membre tend vers zéro. Ce premier
membre jouit de la méme propriété et la fonction /(xi,x2,...,X,,)
posséde une dérivée partielle premiére relative a la variable x, et
au point (x?,...,x®). De plus I'égalité

est vérifiée; l'identité (3), aussi.

Remarque: Quand le nombre xj est nul, le théoréme est
applicable a la fonction /(xi,x2,...,x,,_i;0); pour que l'identité
d'Euler se maintienne il suffitalors, quand le nombre xS_i est diffé-
rent de zéro, que la fonction de (n—2) variables
soit différentiable, au sens de Stolz, relativement a I'ensemble
des variables Xi, X2,...,x,,_2 et que de plus la dérivée partielle

existe. Plus généralement si les nombres Xj

sont tous nuls et si le nombre Xp est différent
de zéro il suffit de supposer que la fonction /(xi,x2,...,xp_i;xj;0,...,0)
est différentiable et que les {n-~p) dérivées partielles

existent.



Irena Chmielewska.

Badania nad barwnikiem czerwonych burakow.
Beta vulgaris L.

Przedstawit W. Lampe dnia 25 stycznia 1938 r.

Etude sur le colorant du betterave a salade.

Mémoire présenté par M. V. Lampé dans la séance de 25 janvier 1938.

STRESZCZENIE.

Opracowano metode wyodrebniania i oczyszczania barwnika
czerwonych burakéw — betaniny — prostszg i dajgca lepsze wyniki,
niz sposob, opisany przez R. Willstattera i G. Schudel'a 1).
Polega ona zasadniczo na wytworzeniu trudno rozpuszczalnej
w wodzie soli otowiawej antocyjanu i nastepny rozklad jej meta-
nolowym roztworem chlorowodoru.

Dziataniem etanolu na otrzymany produkt wyodrebniono
dwa glukozydy: jeden o zabarwieniu fioletowym, drugi czerwonym,
przy czym drugi jest produktem przemiany pierwszego, zachodzacej
w samej roélinie. Oba zwigzki sa monoglukozydami; duza zawartos$¢
procentowa azotu — do 7.3% — wskazuje na obecno$¢ zwigzanej
konstytucyjnie substancji azotowej, prawdopodobnie aminokwasu,
odszczepiajagcego sie podczas hydrolizy. Pod wptywem dziatania
tugu barwnik ulega nieodwracalnej zmianie — powstajg chlorowo-
dorki o zabarwieniu pomarahnczowo-brunatnym.

Hydroliza glukozyddw metanolowym roztworem chlorowodoru
doprowadzita do otrzymania metylowanych antocyjanidyn. Oczysz-
czenie ich przeprowadzono przy pomocy nierozpuszczalnych w wo-
dzie pikrynianéw. Aglukony majg zabarwienie fioletowe; w skiad
ch czasteczki wchodzg dwa atomy azotu, dwie grupy o charakterze
kwasowym, oraz prawdopodobnie dwie grupy hydroksylowe.

Dane te nie sg zgodne z wynikami, opublikowanymi niedawno
przez R. Robinsona i A. D. Ainley'a 2), ktdrzy przypisujg aglu-
konowi barwnika wz6r sumaryczny C20Hi9_2307N2Cl i budowe soli
pieciohydroksyflawyliowej z przykondensowang donh ornityng. Stusz-

1) Dys. G. Schudel'a, Zurich, 1918.
2) J. Chem. Soc. London 1937, 453.



nosci hipotezy badaczy angielskich zaprzecza fakt istnienia w barw-
niku dwoch grup kwasowych, oraz nieobecno$¢ alifatycznej grupy
aminowej.

Dziatanie 2n tugu sodowego -na aglukony, oprécz zmydlenia
grup estrowych powoduje zmiane, polegajacg prawdopodobnie tylko
na przegrupowaniu wewnetrznym: metylowane chlorowodorki pro-
duktow przemiany posiadaja wyniki analiz niemal identyczne
z odpowiednimi danemi dla antocyjanidyn.

Prowadzone obecnie w Zaktadzie Chemii Organicznej U. J. P.
prace nad barwnikami czerwonych burakéw zmierzaja: 1) do roz-
szczepienia pierscienia pyryliowego, a tym samym otrzymania pro-
duktéw dalszej odbudowy, 2) do otrzymania syntetycznych soli
aminoflawyliowych (praca p. L. Bajdzinskiej) i zbadania zacho-
wania sie ich wobec réznych czynnikéw w celu pordwnania z bar-
wnikami naturalnymi.

Praca ogtoszona zostanie w Rocznikach Chemii.

Zaktad chemii Organicznej U. J. P. w Warszawie.



Posiedzenie
z dnia 16 marca 1938 r.

Adolf Lindenbaum i Andrzej Mostowski.

O niezaleznosci pewnika wyboru i niektérych jego konsekwencji.
Przedstawit W. Sierpinski dnia 16 marca 1938 r.

STRESZCZENIE.

Autorowie poddajg krytyce badania A. Fraenkla nad nie-
zalezno$cig pewnika wyboru i wymieniajg osiggniete przez nich
wyniki z tego zakresu, stanowigce zar6wno odpowiedzi na pytania,
ktére postawit sobie Fraenkel, jak i na niektére inne, zwigzane
z pojeciem skonczonosci.

Adolf Lindenbaum und Andrzej Mostowski.

Ober die Unabhingigkeit des Auswahlaxioms und einiger seiner
Folgerungen.
Présenté par M. W. Sierpiniski dans la séance du 16 mars 1938.

Alle bisher bekannten Beweise der folgenden mengentheore-
tischen Aussagen A—J machen vom Auswahlaxiom Gebrauch:

A. fiir jede Menge A, deren samtUche Elemente disjunkte  Mengen
von der Machtigkeit 2 sind, gibt es eine Auswahlmenge?);

jede Menge kann geordnet werden;

C. wenn es fiir jede Menge, derenn Elemente endliche und zuein-
ander fremde Mengen sind, eine Auswahlmenge gibt, so gibt
es fiir jede abzdhlbare Menge, deren Elemente zueinander fremde
Mengen sind, eine Auswahlmenge;

1) D. h. eine Menge, die mit jedem Element von A genau ein gemeinsames
Element hat.
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D. sind aile Elemente einer Menge A zueinander fremde  Mengen,
so enthalt die Vereinigungsmenge von A eine mit A gleich-
machtige Teilmenge;

E. jede unendliche Menge st als Vereinigung zweier  unendlicher
und zueinander fremder Mengen darstellbar;

F 2). jede Menge, die im Sinne der Définition Il endlich ist, ist auch
im Sinne der Définition | endlich;

G. jede Menge, die im Sinne der Définition IIl endlich ist, ist auch
im Sinne der Définition Il endlich;

H.  jede Menge, die im Sinne der Définition IV endlich ist, ist auch
im Sinne der Définition Il endlich;

J. jede Menge, die im Sinne der Définition V endlich ist, ist auch
im Sinne der Définition IV  endlich.

Der Frage der Unentbehrlichkeit des Auswahlaxioms in Be-
weisen einiger der obigen Satze hat A. Fraenkel eine Reihe von
Arbeiten  gewidmet, wobei er seine Untersuchungen auf ein axio-
matisches System UQ der Mengenlehre bezog, das aus folgenden
Axiomen besteht:

2) Die in Satzen F,G,H,J vorkommenden Definitionen des Endliciikeits-
begriffes sind der Arbeit von Tarski: Sur les ensembles finis. Fund. Math. 6
(1924), S. 45—95 entnommen.

3) Die Arbeiten Fraenkels, die dieses Thema behandeln, sind folgende:

[1] Der Begriff »definit und die Unabhangigkeit des Auswahlaxioms.  Sitzungs-
berichte der PreuB. Akad. d. Wiss. (1922), S. 253—257.

[2] Ober die Ordnungsfahigkeit beliebiger Mengen. Ibid. (1928), S. 90—91.

[3] Sur une atténuation essentielle de I'axiome du choix. C. R. (Paris) 192 (1931),
S. 1072.

14] Ober die Axiome der Teilmengenbildung. Verh. Intern. Math. Kongr. Zu-
rich 2 (1932), S. 341—342.

[5] Sur l'axiome du choix. Ens. Math. 34 (1935), S. 32—51.

[6] Ober eine abgeschwachte Fassung des Auswahlaxioms. Journal of Symb.
Logic 2 (1937), S. 1—25.
Auch im Biche

[7]1 Einleitung in die Mengenlehre. (3. Aufl., 1928)

findet man Bemerkungen (ber die Frage der Unabhangigkeit des Auswahl-
axioms (S. 345f.).
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I. Axiom der Bestimmtheit;
Il. Axiom der Paarung;
I1l.  Axiom der Vereinigung-,
IV. Axiom der Potenzmenge;
V. Axiom der Aussonderung;
VI. Axiom des Unendlichen

Als Axiom VI ist es dabei bequem, folgende Aussage anzu-
nehmen: es gibt eine mindestens abzahlbare Menge, deren Elemente
keine Mengen  sind.

Die Ergebnisse Fraenkels lauten folgendermaBen:

Die Aussagen A., B.,C,, sind im System Uq nicht ableitbar.

Der Beweis dieser metamathematischen Behauptung in der
Form, wie er von Fraenkel dargestellt wurde, enthalt ohne Zweifel
eine wichtige und intéressante Idee, kann aber, unserer Meinung
nach, noch nicht als endgijltig betrachtet werden, da eine geféahrliche
Verwechslung der metamathematischen und mathematischen Dé-
griffé daran haftet.

Schwierigkeiten beginnen mit der von Fraenkei angenom-
menen Formulierung des Aussonderungsaxioms: es handelt sich
namlich um den Fraenkelschen Begriff der Funktion, bei dem
man kaum entscheiden kann, ob er einen mathematischen oder
metamathematischen Charakter haben soll Die so entstandene
Verwirrung macht die weitere Konstruktion unklar: dies tritt beson-
ders an der Stelle zu Tage, wo Fraenkel ein Modeli fur das System
Uo als einen Bereich definiert, der erstens gewisse Mengen enthalt,
deren Existenz in den Axiomen des Systems Ko gefordert wird, und
der zweitens in bezug auf gewisse Operationen abgeschlossen ist
Die Moglichkeit, diese Operationen prazis auszudriicken, hangt
sowohl von der angenommenen strengen Formalisierung des axio-
matischen Systems UQ als auch vom Reichtum des Systems der
Mengenlehre, auf dessen Boden der Unabh&ngigkeitbeweis verlauft,
ab Wir miissen hier zwei Varianten unterscheiden:

Vgl. Fraenkel [7J, S. 274, 277, 278, 279, 285 f.

5 Vgl. Fraenkel [7], S. 286.

8) Vgl. Fraenkel [5], S. 43 und 49.

*) Es ist bei diesen Betrachtungen das deduktive System Uq der Men-
genlehre, das hier das Objekt der metamathematischen Untersuchung darstellt,
von einer anderen Mengenlehre sorgféltig zu trennen, die als das Instrument
der metamathematischen Analysis dient.



1 Der Funktionsbegriff ist adaquat mit der iiblichen intuitiven
Bedeutung dieses Begriffes gefaBt. Dann laBt sich die Konstruktion
von Fraenkel erst mit Hilfe des semantischen Begriffes

eine Menge erfiillt eine Aussagefunktion

durchfiihren, was kompliziert ausfallt und die Heranziehung von
sehr starken Mitteln erheischt.

2", Der Funktionsbegriff ist so eng gefaBt, daB er sich ganz
mit den Mitteln des axiomatischen Systems Uo in endlich vielen
Worten ausdriicken laBt. Dann ist zwar der Fraenkelsche Beweis
durchfiihrbar, ist aber nicht ais eine vollstdndige Ldsung der Frage
zu betrachten.

Von dieser grundsatzlichen Unklarheit, die sich in allen hier
besprochenen Arbeiten Fraenkel s wiederholt, abgesehen, steckt
noch im Unabhangigkeitsbeweis der Aussage C ein Fehler, der,
wie es scheint, nicht leicht zu verbessern ware: in [6] auf der
Seite 23, Zeile 9 wird geschlossen, daB wenn eine Permutation

ist und fiir ein gewisses tf-T, so muB fur jrdes ter
gelten, denn sonst — schreibt der Verfasser — ,ware der Durch-
schnitt '!p(t)-t4=0 und da lage ein Widerspruch mit der

Voraussetzung vor, wonach die Elemente von T zueinander
fremd sind". Diese Uberlegung ist gewiB nicht richtig, da ~(T)
gleich T sein kann

Wegen des Obengesagten haben wir (im Jahre 1935) die
Fraenkel sche Methode einigen Veranderungen unterworfen, wo-

Ober den Begriff des Erfulltseins gibt die Arbeit Tarskis: Der Wahr-
heitsbegriff in den formalisierten Sprachen. Studia Philosophica 1(1936), S. 261 —
405, eine ausfuhrliche Auskunft.

® Es ware auch leicht zu zeigen, daB der in [6J, S. 3 definierte Bereich

sicher Mengen enthalt, die in bezug auf keine Zelle halbsymmetrisch sind. Man
hat zu diesem Zweck eine Menge B zu betrachten, die auf folgende Weise auf-
gebaut wird: es sei zunachst A die Menge aller geordneten Paare <ab>, wo
a,b zwei voneinander verschiedene Elemente derselben Zelle Ci- bedeuten und
Cl- aile Zellen durchlauft. Die Menge A teilen wir nun in endliche und zuein-
ander fremde Mengen ein, indem wir zwei Paare zu einer und derselben Menge
dann rechnen, wenn diese sich ausschlieftlich durch die Anordnung ihrer Ele-
mente unterscheiden. B ist nun die Menge aller so erhaltenen Teilmengen von A.
Es ist klar, daB B dem Bereiche angehort; daraus folgt aber, daB es auch eine
Auswahlmenge von B in  geben muB und man stellt leicht fest, daB eine Aus-
wahlmenge von B in bezug auf keine Zelle halbsymmetrisch ist.
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durch wir (wie es uns scheint) einen ganz richtigen Beweis erhalten
haben i»).

Ais Grundlage des Systems der Mengenlehre nehmen wir das
Axiomensystem U an, das in Hauptziigen dem Zermelo-Fraen-
kelschen System ganz ahnlich ist. Dem System U gehoren namlich
die oben angegebenen Axiome I, II, Ill, IV an, ferner das Ausson-
derungsaxiom und zwar in der Formulierung, die der unlangst von
Quine verodffentlichten ganz ahnlich ist®i), das Ersetzungsaxiom
(das sich auf ahnliche Weise wie das Aussonderungsaxiom prazi-
sieren laBt) und schlieSlich das Unendlichkeitsaxiom, z. B, in der ur-
spriinglichen Zermeloschen Fassung™)"

In bezug auf dieses System konnen wir folgende Behauptung
beweisen:

Ist das System U widerspruchsfrei,  so ist keiner der Satze A., B.,
C, D, E., F., G, H.,, J. im System U ableitbar i").

Insbesondere ist also die Identitat der induktiven und der nicht-
reflexiven  Kardinalzahlen'*)  ohne Auswahlaxiom nicht  beweisbar.

Die ausfiihrliche Durchfuhrung der Beweise mitsamt der ge-
naueren Kritik des Beweises Fraenkels wird an einer anderen
Stelle in nachster Zukunft verdffentlicht werden. Hier sei nur der
Gedankengang des einfachsten Unabhangigkeitsbeweises fiir die
Aussage E kurz angedeutet.

Zuerst stellen wir fest, da6 das System H auch dann wider-
spruchsfrei bleibt, wenn wir zu seinen Axiomen noch die Aussage:

es gibt eine unendliche Menge M, deren Elemente keine  Men-
gen sind
hinzufiigen.

Dieses Ergebnis wurde auf dem von A. Lindenbaum an der Uni-
versitat Warschau gefuhrten Kolloquium im Herbst 1935 behandelt und aus-
serdem von A.Mostowski am 10. I. 1936 auf der Sitzung derWarschauerSektion
der Polnischen Mathematischen Gesellschaft vorgetragen.

") W. V. Quine: Set theoretic foundations for logie. Journal of Symb. Lo-
gic 1 (1936), S. 45 ff.

Vgl. etwa Fraenkel [71, S. 307.

1®) Die Unabhangigkeit der Aussagen A und B wurde von den beiden
Verfassern gemeinsam bewiesen. Weitere Ergebnisse, uber C—J, ruhren von
A. Mostowski her. Vgl. A. Mostowski: Uber den Begriff einer endlichen
Menge. Dieser Band, S. 13ff.; O niezaleznosci definicji skonczonosci w systemie
logiki. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Matem. 11 (1938).

1) Vgl. Fraenkel [7], S. 298 f.



Nach diesem vorbereitenden Schritt drucken wir (ganz in
der Sprache des Systems U) folgende Relation aus:

d{fx): die eineindeutige = Abbildung f der Menge M auf sich selbst
la fit die Menge x invariant.

Bei der prazisen Formulierung dieser Aussagefunktion (wo-
rauf der Schwerpunkt des ganzen Beweises beruht) stiitzen wir
uns auf die Theorie der Ordnungszahlen, die sich nach v. Neumann
im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre durchfiihren laBt i®),
sowie auch auf die Mbglichkeit, jeder Menge gewisse Ordnungszahl
zuzuordnen: es wird dabei jedem Ding, das keine Menge ist, die
Zahl O, jeder Menge dagegen, deren samtlichen Elementen Zahlen
<i zugeordnet wurden, hochstens die Zahl | zugeordnet.

Ist die Aussagefunktion d{fx) definiert, so ist es schon leicht
einen Bereich S anzugeben, worin allé Axiome des Systems U
erfiillt sind, die Aussage E aber nicht. Es geniigt namlich ais 93
den Bereich der Mengen x anzunehmen, fiir die es eine endliche
Menge N gibt, derart, daé x in der Beziehung d{fx) zu jeder Fun-
ktion / steht, die M eineindeutig auf sich abbildet und allé Elemente
von N festlaBt i?).

Wir bemerken noch zum SchluB, daB sich unser Beweis Kkeines-
wegs auf das System U' anwenden laBt, welches aus U durch Hin-
zufiigung des Satzes

0) jedes Ding ist eine Menge

entsteht daB es aber moglich ist,unsereBeweise mehreren anderen
logischen bzw. mengentheoretischen Systemen (z. B. dem System
der Principia Mathematica mit vereinfachter Typentheorie)
anzupassen i®).

Vgl. J. V. Neumann: Die Axiomatisierung der Mengenlehre. Math.
Zeitschrift 27 (1928), S. 669—752.

Die bloBe Angabe eines Modells geniigt fiir die Zwecke des Unab-
hangigkeitsbeweises nur dann, wenn das betrachtete System der Mengenlehre
axiomatisierbar ist, d. h. sich auf eine endliche Anzahl der Axiome stutzt. Ist
das, wie z. B. im System U, nicht der Fali, so muB man noch einen Kunstgriff
anwenden, um den Beweis zu vollenden. Wir gehen hier in diese Einzelheiten
nicht naher ein.

Es wurde schon von A. Fraenkel hervorgehoben, daB das Problem
der Unabhangigkeit des Auswahlaxioms in Systemen, wo die Aussage (") zu
Axiomen gerechnet wird, erhebliche Schwierigkeiten bietet. Vgl. Fraenkel [5],
S. 41.

Vgl. A. Mostowski: a. a. O.i").



Alfred Tarski.

Uwagi w sprawie aksjomatyki algebry Boole'a.

Przedstawit J. tukasiewicz dnia 16 marca 1938 r.

STRESZCZENIE.

Uwagi, podane w komunikacie, dotyczg ugruntowania algebry
Boole'a (i pewnych systeméw pokrewnych) na uktadach postu-
latow, zawierajgcych znak inkluzji jako symbol pierwotny.

Alfred Tarski.

Einige Bemerkungen zur Axiomatik der Boole'schen Algebra.

Vorgelegt von J. tukasiewicz am 16 Marz 1938.

Die Boole'sche Algebra kann bekanntlich auf Postulaten
aufgebaut werden, in denen nur zwei Grundzeichen auftreten: ein
Klassenzeichen ,,B" und ein Relationszeichen , <". ,,B" bezeichnet
eine Menge (Klasse) von beliébigen Elementen a, b,c.. und , <"
eine bindre Relation zwischen Elementen dieser Menge, die sog.
Relation der Inklusion (die Formel ,,a<b" wird gelesen: ,,a ist
enthalten in b").

Ein System von neun Postulaten, die diese Grundzeichen
enthalten und zur Begriindung der gewohnlichen Boole'schen
Algebra (d. i. der Theorie der sog. Boole'schen Ringe mit Eins-
element) hinreichen, wurde vor mehreren Jahren von Huntington
ver6ffentlicht 1). Ich mochte hier ein einfacheres Postulatensystem
dieser Art angeben. Das System besteht aus funf Satzen, von denen
die drei ersten bereits im System von Huntington vorkommen:

<M. Ist abeB, a<b und b<a, so ist ab.
st a,b,C€B, a<b und b<c, so ist a<c.
<"3.Zu je zwei Elementen a“beB gibt es ein Element ceB
mit folgenden Eigenschaften: {\) a<c wund b<c; (2) ist xeB, a<x
und b<x, so ist c<x.

E. V. Huntington, Trans. Am. Math. Soc. 5, 1904, S. 297 (das zehnte

Postulat von Huntington, demzufolge der »Bereich der Betrachtung« B min-
destens zwei verschiedene Eiemente enthalt, wird hier nicht berucksichtigt).
3
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Um dem vierten Postulat eine durchsichtige Form zu geben,
formulieren wir zunachst eine Hilfsdefinition:

Die Formel: (1) a){b (in Worten: a und b sind disjunkt)
driickt dasselbe aus wie die Bedingung-. (2) ist xefl, x<a und  x<b,
S0 ,ist x<y fiir jedes  yeB.

A.  Zu jedem Element aeB gibt es ein Element beB mit fol-
genden Eigenschaften: (1) a){b; (2) ist xeB und a)ix, so ist x<b;
(3) ist XeB und x){b, so ist x<a.

A. Die Menge B enthalt mindestens ein  Element.

Der Beweis, da6 das System [*i—A] dem Huntingtonschen
Postulatensystem aquivalent ist, macht keine Schwierigkeiten;
die Ableitung der bekannten Satze der Booie'schen Algebra aus
den Postulaten "i—<"6 st iiberhaupt ganz einfach und erfordert
vom Anfang an keine , Kunstgriffe".

Man verfahrt etwa in folgender Weise. Aus " ergibt sich
unmittelbar, da6é die Relation < reflexiv ist: es gilt a<a fiir jedes
aeB. Aus ersieht man, daB es zu je zwei Elementen ab e B
genau ein Element ceB gibt, das die Bedingungen (1) und (2) des
Postulates S"erfullt; dieses einzige Element c¢ wird mit a+b be-
zeichnet. Ebenso zeigt man, daB das Element b in <4 durch die
Bedingungen (1)—(3) eindeutig bestimmt ist, und man bezeichnet
es mit a. Auf Grund von und éP" werden leicht die Satze der
Kontraposition und des doppelten Komplements gewonnen. Das
Produkt a-b wird durch die Formel a-b={a'-\-b'y definiert; mit
Hilfe der Kontrapositionssatze zeigt man, daB c—a-b den zu (1),(2)
dualen Bedingungen genugt. Man erhalt ferner fiir beliebige a”beB
die Formel: a'a'<b<a-\-a'-, mit Riicksicht auf ergibt sich hieraus
die Existenz des Null- und des Einselements. Die kommutativen,
assoziativen und distributiven Gesetze fiir die Addition und die
Multiplikation werden genau so wie auf dem Boden des Hunting-
ton schen Systems bewiesen usw. usw.

Manchmal ist es bequem, die Gleichheit in der Booie'schen
Algebra von der logischen Identitdt zu unterscheiden und die For-
mel ,,a=b" als gleichbedeutend mit der Konjunktion ,,a<b und b<a"
zu definieren. Das System [1—<"5] erfahrt in diesem Fall eine
Vereinfachung, da A wegfallt.

Durch geringe Modifikationen gewinnt man aus Po-
stulatensysteme, die zur Begriindung gewisser mit der gewdhnlichen



Boole'schen Algebra verwandter Disziplinen geeignet sind. Wir
betrachten namlich folgende Postulate:

<"3. Zu jeder Teilmenge A von B gibt es ein Element aeB mit
folgenden  Eigenschaften: (1) x<a fur jedes xeA; (2) ist yeB  und
x<y fur jedes xe A, so ist a<y.

<M, Zu je zwei Elementen abeB gibt es ein Element ce B mit
folgenden Eigenschaften: (1) c<a und b){c; (2) istxeB, x<a und b){x,
so ist x<c; (3) ist xeB, x<a und x){c, so ist x<bh.

éPi. Es gibt ein Element xeB, so daji y<x fiir fedes yeB.
ist offenkundig eine Verallgemeinerung von «fg; auch
und ergeben sich unmittelbar aus 3. Die Systéme
und sind miteinander aquivalent und reichen zur
Begrundung der sog. erweiterten Boole'schen Algebra (d. i. der
Theorie der absolut-additiven Boole'schen Ringe) hin”).

Das System K—c?'g, <M, <"5] ist mit K—A25] aquivalent.
Das System K—<~3, <M, <5 dagegen ist logisch schwacher ais diese
beiden Systeme und bildet eine Grundlage nicht fur die gewohn-
liche, sondern fur die sog. verallgemeinerte Boole'sche Algebra
(die Theorie der beliebigen Boole'schen Ringe)3). Aus der Ver-
gleichung der Systeme [<"1—c*] und K—#3, M, ] mit [M—<13,

, 5] gewinnt man leicht gewisse metamathematische Satze iiber
die formale Beziehung der gewohnlichen Boole'schen Algebra zu
der verallgemeinerten Boole'schen Algebra; man ersieht z. B., da6
jeder giiltige Satz der ersten Disziplin durch eine gewisse Rela-
tivierung (auf deren genaue Beschreibung hier verzichtet wird) in
einen gultigen Satz der zweiten Disziplin iibergeht.

Wie leicht zu zeigen, sind in dem Postulatensystem [fx—~"”"
aile Postulate voneinander unabh&ngig; Postulat S™ wird jedoch
aus den ubrigen Postulaten ableitbar, wenn man folgendermaBen
modifiziert:

Zu je zwei Elementen a,beB gibt es ein Element ceB, so dafi
fiir jedes xeB die Formel: c<x dann wund nur dann gilt, wenn
zugleich a<x und b<x.

2) Vgl. meine Arbeit in Fund. Math. 24, 1935, S. 177ff., wo analoge
Postulatensysteme angegeben sind.

3) Vgl. M. H. Stone, Journ. of Math. 57, 1935, S. 721 f.; ein anderes
Postulatensystem fur die verallgemeinerte Boole'sche Algebra wurde von mir
In C. R. Soc. Se. Vars. 30, 1937. CI. 111, S. 169 veroffentlicht.

3*
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Georges de Alexits.

0 pojeciu odstepu w przestrzeniach abstrakcyjnych.

Przedstawit W. Sierpifnski dnia 16 marca 1938 r.

Sur la notion d'écart dans les espaces abstraits.

Présenté par M. W. Sierpifski dans la séance du 16 Mars 1938.

Les espaces abstraits dont les points d'accumulation sont
définis par l'intermédiaire d'un écart jouent un réle important dans
les recherches topologiques modernes. En variant les conditions
restrictives imposées a la notion d'écart, on obtient des types plus
ou moins généraux d'espaces. Nous allons rechercher quelques
propriétés de ces espaces, ayant égard aux rapports a d'autres
catégories d'espaces, surtout ce qui concerne les espaces distanciés
de M. Fréchet 1).

Les espaces semi-distanciés.

1. Soit E un espace abstrait dont les points d'accumulation
sont définis par I'intermédiaire d'un écart ou le mot ,écart” désigne
un nombre pq assujetti aux conditions suivantes

10. pg=qgp”o-

2®. Les relations pg=0 et p= g s'entrainent réciproguement.
La géométrie d'un tel espace difféere beaucoup de la géométrie des
espaces distanciés; pour la rendre plus approchée de nos idées habi-
tuelles, il faut prétendre au moins que le dérivé de tout sous-ensemble
de l'espace considéré soit fermé. M. Fréchet a démontré3) que
cette propriété équivaut a la condition suivante:

3". Etant donné un point p et un nombre e>0, il existe un nombre
y>0 tel que l'inégalitt pg<y ayant lieu, il existe un nombre 6>0
pour lequel [l'inégalit¢ qr<6 entraine  pr<E.

1) M. Fréchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel. Rend. Cire. Mat.
Palermo, 22 (1906), p. 1-74.

2) M. Fréchet, 1 c, p. 18.

3) M. Fréchet, Relations entre la notion de limite et la distance. Trans.
Amer. Math. Soc. 19 (1918), p. 53-65.



2. Nous appellerons espace semi-distancié tout espace abstrait
dont les points d'accumulation sont définis par l'intermédiaire d'un
écart assujetti aux conditions 1° 2°, 3®. L'ouvrage mentionné de
M. Fréchet contient implicitement le résultat que les espaces semi-
distanciés sont équivalents aux espaces de Hausdorff dont les points
d'accumulation  peuvent étre définis par rintermédiaire d'un écart.

3. Nous allons d'abord montrer que les espaces semi-distanciés
jouissent d'une propriété familiere dans la géométrie des espaces
distanciés, mais qui cesse d'étre exacte dans la plupart des espaces
abstraits plus généraux que les espaces distanciés:

Tout sous-ensemble fermé F d'un espace semi-distancié est le
produit d'une infinit¢ dénombrable d'ensembles  ouverts.

Désignons par S{P,Q) le sphéroide de centre p et rayon Q,
c'est a dire I'ensemble des points g de l'espace considéré tels que
pg<Q. Un espace semi-distancié étant équivalent a un espace de

Hausdorff, il existe un ensemble ouvert Gn{p)CS p,- comprenant

p a son intérieur. Posons

G,, étant la somme des ensembles ouverts G,{p), il est lui-
méme un ensemble ouvert. La relation suivante vaut par définition:

(1)

ou le symbole // désigne le produit de ses arguments. Soit q un

point arbitraire de I'ensemble H . existe, pour tout
entier un point q,, de F tel que q soit contenu dans le
sphéroide S L'écart qg,, tend, par conséquent, vers zéro;

q est donc un point d'accumulation de I'ensemble F. Or F étant
fermé, il contient tous ses points d'accumulation, q est donc un
point de F. Comme ¢ était un point arbitraire de I'ensemble

il en résulte

@)

") F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), p. 213.
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En comparant les relations (1) et (2), on obtient

n=I

QU tous les ensembles G,, sont ouverts, ce qui était justement notre
proposition.

Les conditions de continuité.

4. Désignons par S(P,Q) les sphéroides fermés de centre p et
rayon q, c'est a dire lI'ensemble des points q tels que pg”"Q- On est
tenté d'attribuer un caractere spécial aux espaces dont les sphé-
roides S{P,Q) sont des ensembles ouverts ou bien les sphéroides
fermés S{P,Q) sont des ensembles fermés. On voit sans peine que
ces propriétés sont équivalentes aux conditions suivantes portant
directement sur la nature de I'écart:

30 a. Etant donné un point p et un nombre e>0, il existe un
nombre 6>0 tel que les inégalités pg<e, qr<6 entrainent pr<e.

30 b. Etant donné wun point p et un nombre e>0, il existe un
nombre 6>0 tel que les inégalités pg>e, qr<dé entrainent pr>e.

5. On voit aisément que ces conditions sont, en quelque sorte,
les plus faibles concernant la continuité de I'écart. En effet, désignons

par ExE I'ensemble des couples de points {p,q) de l'espace E et
définissons I'écart des points {p,q), {p'.q) de ExE par la relation
Nppy+iqay. On peut considérer I'écart pg comme une fonction

f{p,q) de deux variables définie dans l'espace ExE. Soit une de ces
variables, par exemple p, un point fixe de E. L'ensemble des points g
ou la valeur de f{p,q) reste inférieure a un nombre positif q est
I'ensemble {p)xS{p,Q). Si ${P,Q) est ouvert, {p)xS{p.Q) I'est aussi;
f{p,q) est donc, pour tout point p fixe, une fonction semi-continue
supérieurement de g. Soit, inversemet, f{p,g) une fonction semi-
continue supérieurement de q pour tout point p fixe; alors
{p)xS{p,Q) est ouvert, S{P,Q) I'est donc aussi. La symmétrie
de la fonction f{p,q)"pq entraine des relations semblables, si'”
reste fixe et p varie. Nous avons donc obtenu le résultat suivant:

Pour que les sphéroides S{P,Q) soient des ensembles ouverts,
il faut et il suffit que I'écart pg soit une fonction semi-continue su-
périeurement  en chacune des variables  p,qg.



. 6. On peut caractériser de la méme maniére les espaces dont
les sphéroides fermés sont des,ensembles fermés:

Pour que les sphéroides fermés S{P,Q) soient des ensembles
fermés, il faut et il suffit que I'écart pg soit une fonction semi-continue
inférieurement en chacune des variables p,q.

7. On appelle espace régulier un espace de Hausdorff dans
lequel tout voisinage Vp d'un point arbitraire p comprend la ferme-
ture Wp d'un voisinage Wp de p

Si les sphéroides fermés d'un espace semi-distancié E sont des
ensembles fermés, E est un espace  régulier.

En effet, E est, grace au théoreme de M. Fréchet mentionné

au paragraphe 2, un espace de Hausdorff; il reste a démontrer
I'existence d'un voisinage Wp tel que WpCVp, quel que soit le point p
et son voisinage Vp. Soit, a cet but, et tel que S{p,Q"N)CVp-,

désignons par g* un nombre positif arbitraire <~1. E étant Un
espace de Hausdorff, le sphéroide® 5(/7,a) comprend un voisi-
nage Wp de p. En désignant par'4 la fermeture d'un ensemble
quelconque A, on obtient

'WpCSip,Q,).

Or S{p,Q2) est, d'aprés I'hypothése, un ensemble fermé, c'est

a dire  S{p,Q2)=S{p,Q"). Nous sommes donc conduits a la relation
WpCs{p,Q).
Vu que Q2<Qi> il s'ensuit
S{p.Q2)CS{p.Q.)CVp,

par conséquent

c. g. f. d.

8. Ayant en vue les résultats des paragraphes 5 et 6, on est
tenté de restreindre encore les conditions S™a et 3"b, en prétendant
que I'écart pg soit une fonction continue en chacune des variables p,q
ou méme qu'il soit une fonction continue de deux variables. Ces
propriétés sont exprimées par les conditions suivantes:

6) L. Vietoris, Stetige Mengen. Monatsh. Math. Phys. 31 (1921),
p. 173-204.
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3®c. Etant donné un couple de points {p,gq) et un nombre >0,

il existe un 6>0 tel que l'inégalitt qg'<a entraine \pg—pg'\<e.

3M. Etant donné un couple de points {p,q) et un nombre e>0,
il existe un 06>0 tel que les inégalités pp'<o, qq'<é entrainent
\pg-p'q‘\<e.

Il est a remarquer qu'une fonction semi-continue supérieure-
ment et intérieurement en chacune de ses variables est continue
en chacune de ses variables et vice-versa. Il en résulte, grace aux
résultats des paragraphes 5 et 6, que 30c est la condition nécessaire
et suffisante  pour que les S{P,Q) soient ouverts et, en méme temps,
les S{P,Q) soient fermés.

Equivalences topologiques.

9. Un espace de Hausdorff est parfaitement sérparable, s'il
existe une famille dénombi-able de voisinages équivalente a la
famille donné d'avance®). Un espace semi-distancié est  distancié,
si I'écart pq satisfait a la condition ')

3»e. pr+qrpg.

Nous allons voir que, pour les espaces parfaitement sépa-
rables, 3"b équivaut a la condition 3®e:

Si les sphéroides fermés d'un espace E semi-distancié et par-
faitement  séparable sont des ensembles fermés, E est homéomorphe
a un espace distancié.

En effet, E est, d'aprés le théoréme démontré au paragraphe 7,
un espace régulier et parfaitement séparable. Il satisfait donc, en
vertu d'un théoreme de M. Tychonoff®), aux conditions dont
Urysohn®) a reconnu la suffisance pour que E soit homéomorphe
a un espace distancié.

6) F. Hausdorff, l.c.,, p. 263.
M. Fréchet, lc.i), p. 30.
8) A. Tychonoff, Uber einen Metrisationssatz von P. Urysohn. Math.
Ann. 95 (1926), p. 139-142.
» P. Urysohn, Zum Metrisationsproblem. Math. Ann. 94 (1925),
p. 309-315.
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10. Quoique la différence entre les espaces semi-distanciés
dont les S{P,Q) sont ouverts et les espaces dont les S{P,Q) sont
fermés parait étre bien petite, ces deux catégories d'espaces sont
essentiellement différentes. Soit, a titre d'exemple, E un plan ou
I'écart pg de deux points distincts /7=(xi,yi), g—ix"J  est défini
par la relation

Si 0;
pA = , Si 0, X2+0, 0,
1, si. Xi=0, yi=0, Xg"-0O, y2=0.

E est un espace semi-distancié et parfaitement séparable, les sphé-
roides S{P,Q) sont ouverts; mais on établit aisément la non-régu-
larité de cet espace. Il n'existe donc, en vertu du théoréme du par
ragraphe 7, aucune homéomorphie entre E et un espace dont les
S{p,q) sont fermés.

11. Un espace abstrait est compact i®), si tout son sous-ensemble
infini donne lieu a au moins un point d'accumulation. Nous allons
voir que, parmi les espaces compacts, il n'y a pas de différence
topologique entre les conditions 3®d et 3"e:

Si I'écart d'un espace E semi-distancié et compact est assujetti
a la condition 3" d, E est homéomorphe a un espace distancié.

Il suffit de démontrer, en vertu d'un théoréme de M. Wilson
que l'espace E ne contient aucun point p, de sorte qu'on y puisse
attacher deux suites de points {q,,} et {r,} telles que prn-\-q,r,,->-0,
tandis que pgn reste supérieur a un nombre positif. Admettons,
par impossible, que I'espace E ne posséde pas cette propriété. Alors,
on peut déterminer un point p, deux suites de points {q,,}, {r..} et
un nombre (5>0, de sorte que

3) pgn>0, (n=1,2,...),
(4) prn-\-qnr,,<E,

quel que petit que soit e>0, pourvu que ne soit assez grand. L'espace
E étant compact, la suite contient une suite partielle {QK"}
convergente vers un point q. De méme, on peut extraire de la suite
(r"J  une suite partielle convergente vers un point r.

1») M. Fréchet, 1c.i), p. 6.

") A. W. Wilson, On semi-metric spaces. Amer. Journ. Math. 53 (1931),
p. 361-373.
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L'inégalité (4) entraine les inégalités prk™ <e, Qk* Tk* <e, si
n~rie. En appliquant la condition 3®d, on obtient donc

Il en résulte: p=r et g=r, donc Or, d'aprés l'inégalité (3)
on a pq/t*-~pg”6>0, d'ou Ainsi, nous sommes ramenés
a une contradiction, ce qui montre I'incompatibilité des inégalités (3)
et (4). Notre démonstration est, par conséquent, achevée.

Zygmunt Weyberg.

0 pewnym glinokrzemianie wapniowym zawierajgcym brom.

Komunikat zgtoszony dnia 16 marca 1938 r.

Sur quelque alumosilicate calcaire contenant le brome.

Mémoire présenté a la séance du 16 mars 1938.

Praca wyjdzie w ,,Archiwum Mineralogicznym T. N. W.".
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