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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat Ill nauk matematyczno - fizycznych.

Posiedzenie™*)
z dnia 27 pazdziernika 1936 r.

H. Milicer-Gruzewska

O prawdopodobnej aproksymacji funkcji skonczonej liczby
momentéw zmiennych réwnowaznych.
Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu w dniu 27 pazdziernika 1936 r.

On the probable error of a function of a finite number
of equivalent variables

Mémoire présenté par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 27 Octobre 1936.

Introduction. The theorems of the probable constant and
mean errors of a function of a finite number of moments of in-
dependent variables are extended here to the équivalent varia-

bles 3): (xi, Xa,...) i. e xX]? XNp = My, (/ =
= 1,2,..., 1j, 12,.. li — are différent). We shall consider the se-
lected variables: x”, Xt,.. Xn, their empirical moments:

n
(1) © Ya = i=\,2,.k

/=i

and the function of these moments

*) Rekopis zostat przedstawiony w kwietniu 1937 r.
'y Communicated on the 4-thi section of thie International Mathematicai
Congress in Oslo. 1936.
H. Milicer-Gruzewska ,An empirical curve and its gene
ralization- C. R. d. 1. Soc. d. Sc. et. d. Let. de Varsovie 1935.
B. de Finelli ,Sui numeri aleatori equivalenti” R. d. Reale
Accademia Nationale d. Lincei. 1933.



Put
(2)

2)
3)
(4)

(®)
R~ — the space of moments

Consider the following conditions.

(~i) Ail partial dérivates of the first order of the function
f{x) are in the space continuons and bounded.

(~2) Ail partial derivates of the second order of the function
f{x) are represented in the point (a) by an absolutely convergent
Maclaurin sériés, and are continuous and bounded in the space R*".

where C is a positive constant?).

Theorem. If the condition {B" isfulfilled then

Theorem Il If the conditions {82) and (8") are fulfilled then
A0/ (m (M<?))]= O (— ¢
\' nj

Remark 1. These theorems are true for the function of
a finite number of moments of pairs of équivalent variables
i. e. of variables for which
| i are dif-
ferend). The same theorems will hold good with regard to every
polynomial of finite number of empirical moments.

i. ¢c. the moments verify prof. Edgeworth's conditions: since we can
suppose Af,= 0; v, A. L. Bowley .Eléments of Statistics’ p. 297.

In Oslo was communicated the theorem Il only and in a less gene-
rat aspect.



The proof is analogous to that of my paper quoted above.
Some modifications and abbreviations of this method make it
possible to prove the theorems on the probable errors of the
function of a finite number of moments of independent variables
under more generat hypothesis. The simplification refered to has
been achieved by the application of inequality of Schwarz. My
attention to the possibility of applying was drawn by Professor
S. Mazurkiewicz. | am happy to express to Professor Mazurkie-
wicz my thanks both for his comments and for reading through
this work.

8§ 1. Proof of the theorem /.
Put

(6)
<6')

()

It follows from the condition (A), the notations (4), (5), (6), (6"
and (7):

(8

(8"
and
9

where Ai are positive constants.
But

(10)
<10")

and®)

« See B. de Finetti loc. cit. p. 203.



(H)
We deduce from (8), (8", (9), (10), (10") and (11)
k

(12)

(12*)

This proves the theorem |I.

§ 2. Proof of the theorem IL

It may be proved, following B. de Finetti's method of Com-
puting the mathematical expectations of empirical moments
of équivalent variables, that if / is a polynomial than

and =0 If /(/«(«)) is not
\nj

a polynomial but a function that accomplishes the conditions
{B2) and ("*3) the proof of the theorem II is as follows. Accor-
ding to the hypothesis (B2) and notations (6), (6" and (7) we
may write

(13)

(13)
where Ai”j are positive constants. It is then
(14)

It follows from (11), (13), (13") and (14) that

(15)

We shall prove that
(16)



Dénoté by W. {U) the /—th differential polynomial of the func-
tion fu. (U) at the point zero. Write :

<17)

where 0;/,,~,../" are constants, and
and

<18)

<19)

<20)

(21)

The series (21) is convergent according to the hypothesis ("2),
and we shall have :

(22)

after we have shewn that the series

(23)

is convergent

o V. A . Kolmogoroff ,Gruadbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung", Berlin, 1933.



We shall prove that
(24)
and

(25)

The expression (16) follows from the expressions (24) and (25).

Proof of ihe expression (24).
Put

(26)

where
(26")
(27)

and write:

(28)

It follows from (26), (27) and the inequality of Schwarz

(29)

and from (1), (6), (26" and (27)

(30)



where
(30

We deduce from (B,), (26), (28), (30) and (30

The expression (24) follows from (A), (4), (6), (21), (27) and (31).
Proof of the expression (25)
According to (17) we wright

(32)

where
(32)

We deduce the expression (25) from (18), (28), (32), (*2) and (33):

(33)

Proof of the expression (33).
It follows from (1) and (4)

(34)

and from (1), (6) and (34) that

(35)



But:
(36)
where
(37)

and Is,t are positive integers or zero, such that:

(38)

are positive constants and:

(39)

It follows from (32'), (38) that the number of positive [is is not
greater than |. Hence for each system

(40)
(40%)
It results:

(41)

But:
(42)

if s is Différent from Yi ir, and:

(43)

if



Hence from (A),

(44)

and from (39), (41), (44):

(45)

what proves the inequality (33).



Posiedzenie
z dnia 19 stycznia 1937 r.

W. Sierpinski.

Przeksztatcenia ciggte, a przeksztatcenia z pomoca
funkcyj ciggtych.

Komunikat przedstawiony na posiedzeniu w dniu 19 stycznia 1937 r.

W. Sierpinski.
Les transformations continues et les transformations
par fonctions continues.

Présenté dans la séance du 19 janvier 1937.

Théoreme 1 (resp. 2). Si l'ensemble linéaire H de dimen-
sion 0 est une image continue (resp. continue et biunivoque)
de Vensemble linéaire E de dimension 0, il existe une fonction
continue d'une variable réelle, J) (x), et un ensemble linéaire T
homéomorphe de E, tels que la fonction (J> transforme (resp.
transforme  d'une fagon biunivoque) Vensemble T en Vensemble H.

Démonstration. M étant un ensemble linéaire de di-
mension 0 (c'est-a-dire ne contenant aucun intervalle), il existe,
comme on sait, une transformation homéomorphe (méme a l'aide
d'une fonction monotone) de Il'ensemble de tous les nombres
réels en l'ensemble de tous les nombres réels intérieurs a I'in-
tervalle (0,1) qui transforme I'ensemble M en un ensemble de
nombres irrationnels. Il en résulte tout de suite qu'il suffit de
démontrer nos théorémes dans le cas oii les ensembles E ti H
sont des ensembles de nombres irrationnels de l'intervalle (0,1).

On peut, comme on sait, définir une ,courbe" continue
de Peano

8 V=90 =T ot0<"r<1



remplissant le carré K [0 < x < 0 <y < \] de maniére que
les points (x, y) du carré K aux deux coordonnées irrationnelles
soient des points simples (et non pas multiples) de la courbe (1),
c.a. d. qu'il existe un nombre réel unique t pour lequel x =
et3; = ()(0- Telles sont p. e. les ,,courbes remplissant le carré"
définies en effet par G. Pean o et par M. D. Hilbert.

Soit maintenant H un ensemble de nombres irrationnels de
I'intervalle (0,1) qui est une image continue (resp. continue et
biunivoque) d'un ensemble E de nombres irrationnels de I'inter-
valle (0,1). Il existe donc une fonction f {x) définie et continue
dans E qui transforme (resp. transforme d'une fagon biunivoque)
I'ensemble E en H. Les points de I'ensemble plan

)

ont donc les deux coordonnées irrationnelles.
Posons

®)

La fonction / {x) étant continue dans E, Il'ensemble (2) est
homéomorphe a l'ensemble E. Or, les points de I'ensemble Q
étant (d'aprés f {E) = H) des points simples de la courbe (con-
tinue et bornée) (1), on voit sans peine que les formules (1)
établissent une homéomorphie entre I'ensemble (linéaire) T et
I'ensemble (plan) Q. L'ensemble T est donc homéomorphe
a l'ensemble E.

Je dis que
(4)

En effet, si ts T, on a, d'aprés (3), @ {t), §; (t)) e Q, donc
d'apres (2): @ () eE et {t) = / (p(0), dou 6{t)ef{E)=H.
On a donc ™ (T) ¢ H.

D'autre part, siy t H, il existe, d'aprés H = f{E) un nombre
X ut E (et, dans le cas oii la fonction f {x) transforme d'une
facon biunivoque E en H, un nombre A unique de E), tel que
yz=f{x). D'apres la propriété de la courbe (1) (x et étant
des nombres irrationnels de (0,1)), il existe un nombre t unique
de [Il'intervalle (0,1), tel que @(0 = x et §) {t) = y. Comme

, on a donc, d'apres (2)
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donc, d'apres (3):tz Ttiy = ~{i)z" (7> La formuley s H
donne donc y e (;{T), d'ou // c 6 (T).

La formule (4) est ainsi établie et, dans le cas ou la fonction
[ {x) transforme d'une facon biunivoque I'ensemble E en //,
a tout nombre y At H correspond un nombre unique de E,
tel que y z=f(x) et un nombre t unique de T, tel que = {t),
ce qui prouve que la fonction transforme alors d'une fagon
biunivogue I'ensemble E en I'ensemble H.

La fonction " et I'ensemble T satisfont ainsi aux conditions
du théoréeme 1 (resp. 2).

Les théoremes 1 (resp. 2) sont ainsi démontrés.

Corollaire 1 (resp. 2). Si F est une famille d'ensembles
linéaires qui est un invariant topologique (c'est-a-dire qui con-
tient tout ensemble linéaire homéomorphe d'un ensemble qu'elle
contient) et qui contient tout ensemble linéaire qui est une
somme ou une différence de deux ensembles dont un  appartient
a F et Vautre est au plus dénombrable, alors les images conti-
nues (resp. continues et biunivoques) des ensembles de la fa-
mille F coincident avec les ensembles linéaires qu'on obtient en
transformant {resp. en transformant d'une fagon biunivoque)
les ensembles de la famille F par les fonctions continues  d'une
variable  réelle.

Sophie Piccard

Rozwigzanie zagadnienia p. Ruziewicza z teorji stosunkéow
dla liczb kardynalnych m < NQ

Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu w dniu 19 stycznia 1937 r.

Sophie Piccard
Solution du probléme de M. Ruziewicz de la théorie des re-

lations pour les nombres cardinaux m < NQ
Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 19 janvier 1937.

M. S. Ruziewicz a posé le probléme suivant: E étant
un ensemble de puissance m > No. « un nombre cardinal < m
et R une relation entre les éléments de l'ensemble E, telle qu'il
existe, pour tout élément x de E, moins que it éléments y de E
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pour lesquels on a x Ry, existe-t-il toujours un  sous-ensemble
H de E de puissance m et dont aucun couple d'éléments dis-
tincts n'est lié par la relation R (c'est-a-dire qu'on n'a ni xRy,
niy Rx pour x zH et s //)?

J'ai démontré récemment que la réponse au probléme de
M. Ruziewicz est positive pour tout nombre cardinal m régu-
lier”). Le but de cette Note est de prouver que la réponse au
probléme de M. Ruziewicz est positive pour tout nombre cardi-
nal m < Xj).

Lemme. Quels que soient les nombres cardinaux infinis
it, nti et tito qui satisfont aux inégalités tt < tMi < nts, m" étant
régulier, si A est un ensemble de puissance m® B un ensemble
de puissance nio et R une relation entre les éléments de A B ,
telle que quel que soit I'élément x de cet ensemble, I'ensemble
V{x) = E {y zA A- B, XRy) est de puissance < n et si deux

éléments distincts de I'ensemble + A sont liés par la re-
lation xRy que si x zB, y t A, iXexiste un sous-ensemble M
de A, de puissance < ttti, et un sous-ensemble A de B, de
puissance m” tels que si I'on pose A= A — M, aucun couple
d'éléments distincts de l'ensemble A™ + "'Ast lié par la re-
lation R.

Démonstration. Quel que soit I'elément A de A, posons
Z{x) = E{y zB,y Rx). Pour établir notre lemme, il suffit de
y

montrer qu'il existe un sous-ensemble M de A, de puissance
< ttii et tel que l'ensemble

est de puissance itta-

Supposons le contraire et admettons que quel que soit le sous-
ensemble M de A" de puissance < iiii, I'ensemble
est de puissance < m,.

Soit Y le plus petit nombre ordinal de puissance m" et soit

D

une suite transfinie formée de tous les éléments de A.

") Fundamenta  Mathernaticue 29, p.
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Posons Ao = A et, pour tout nombre ordinal
posons
On voit immédiatement que

Quel que soit le nombre ordinal a<Y, Il'ensemble A — Ai
est de puissance <mi. Donc, en vertu de notre hypothése, la

puissance de I'ensemble quel que soit

Comme m,, est régulier, on a

Or, je dis que l'on a
)
En effet, il est clair que

®)

Montrons que l'on a aussi l'inclusion inverse.

Soit p un élément quelconque de B. Si p n'appartenait pas
au second membre de (2), il devrait exister, pour chaque indice
a <Y, au moins un élément y» de l'ensemble A? tel que p Ry a-
Envisageons la suite transfinie

(4)

Comme p est un élément de B, il résulte de nos prémisses
que V{p)<xx.  Ainsi, la suite (4) contient moins de tt termes
distincts. Il doit donc exister au moins un €lément 3/ de Aqg= A
qui figure itti fois dans la suite (4). Soit y un tel élément. Alors,
quel que soit le nombre ordinal a < vy, il doit exister un nombre

ordinal 6> a et < y. tel que y, y étant le plus petit
nombre ordinal de puissance ttti.

Or, comne 4o D D/I,~...D/la3 ..., (@a<y) il en
résulte que vc 11 , ce qui est impossible puisque j | = 0.

a a<yY
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On est ainsi conduit a une contradiction et, par suite, p appar-
tient nécessairement au second membre de (2). Cela étant quel
que soit I'élément p de B. on a bien

®)

De (3) et (5) résulte I'égalité a démontrer (2). Or, I'égalité (2)
est impossible, puisque B = tny, tandis qu'au second membre de
(2) figure un ensemble de puissance < nty. Donc la supposi-
tion qu'il n'existe aucun sous-ensemble M de A, de puissance

< ftiti et tel que B — = tn™ est fausse et notre lemme
XZA—M

est démontré.

Théoréme. Quel que soit le nombre cardinal m = » 0ii
a est un nombre ordinal de seconde classe (W< a < ") et quel
que soit le nombre cardinal n < m, si est un ensemble de
puissance m et R une relation entre les éléments de E, telle que
quel que soit I'élément de f, Il'ensemble V {x) ==E {y s E,

y

X Ry) est de puissance < tt, il existe un sous-ensemble H de E,
de puissance m et dont aucun couple d'éléments distincts n'est
lié par la relation R.

Démonstration. Vu notre résultat antérieur, nous pouvons
supposer que m est un nombre cardinal non régulier < Xj)-
Il existe donc une suite dénombrable de nombres cardinaux
croissants mi<m2<m3<..., dont chacun est inférieur a m
et tels que m = itti -j" + + e En outre, on peut tou-
jours choisir les nombres cardinaux tn®, m”, tn”,.. de fagon
que chacun de ces nombres soit > tt et > Ko et que, quel que
soit l'entier n > I'on ait m, = ou a, est un nombre
ordinal < a de premiére éspeéce.

Soit, a présent, E un ensemble de puissance m qui satis-
fait aux conditions de notre théoréme.

D'aprés la remarque précédente, nous pouvons toujours dé-
composer E en une suite dénombrable de sous-ensembles dis-
soints deux a deux

tels que



la suite des nombres ordinaux croissants a®, ao,..., dont cha-
cun est < a et qui ont pour limite a, ne contenant que des
nombres ordinaux de premiére espece.

Comme tt < iii,, quel que soit n = 2, 3..., et que m"
n'est pas une somme de < ttt« nombres cardinaux < m,, il existe,
en vertu du théoréme que j'ai démontré ailleurs™), pour “ut en-
semble En un sous-ensemble Hn de cet ensemble, tel que Hn =ntn
et qu'aucun couple d'éléments distincts de Hn n'est lié par la re-
lation R. Nous obtenons ainsi la suite dénombrable H”, HA,.. s,
de sous-ensembles, disjoint deux a deux, de E jouissant des
propriétés que nous venons de signaler.

Comme HM = «tj et que V (x) < tt, quel que soit x t E,

donc aussi quel que soit
Donc

Soit a présent n un nombre entier quelconque
L'ensemble H" -f- Un- \ est de puissance
comme V {x) < n quel que soit

on a

Donc

Posons = et, en général, pour tout entier 1, posons

Comme nous venons de voir.

Donc + = m-

En outre, si A et j/ sont deux éléments distincts de l'en-
semble tels que xRy, il doit exister deux nombres
entiers distincts et~ »tels que

Posons i

') Loc. cit.



Quel que soit le nombre entier n> les deux ensembles
Pi" et Pn satisfont aux condition du lemme. |l existe donc un
sous-ensemble de puissance <ttii, de P"" et un sous-en-
sernble de puissance ttt,, de P~, tels qu'aucun couple d'e-
lements distincts de l'ensemble P™ — + n'est lié par
la relation R.

Comme le nombre cardinal infini ttti est > it et > Ko et

comme ttti n'est pas une somme de moins de nti nombres car-
00

dinaux dont chacun est < m”, l'ensemble R est de
n=2

puissance <ttti et I'ensemble Q" = — est de puissance itti.

Or, quel que soit I'élément y de cet ensemble, il n'existe aucun

élément A de l'ensemble "F + eeexntel que XxRy.

Soit, & présent, n un nombre entier quelconque > 1 et
supposons que nous avons déja défini un sous-ensemble Rn-i
de AN puissance < m”-i, ainsi qu'un sous-ensemble

pour tout nombre entier k>n, de facon que
et que, quel que soit I'elément y de I'ensemble
il n'existe aucun élément A de [I'ensemble

, tel que xRy.

Les ensembles et satisfont aux conditions du
lemme, quel que soit l'entier k>n. Il existe donc, pour tout
k>n, un sous-ensemble de puissance <Jtt,, de PJ»-') et
un sous-ensemble P7"), de puissance ttik de tels qu'aucun
couple d'éléments distincts de I'ensemble PIV™) — wy") -j- P
n'est lié¢ par la relation R.

Posons

L'ensemble Rn est de puissance < nt®, donc On = ftit« et
quel que soit I'élément y de l'ensemble Q,,, il n'existe aucun
élément A de l'ensemble PJ"lj+ P~J, + e tel que xRy.

Cela étant quel que soit l'entier «>1, posons

L'ensemble H est évidemenent de puissane m. Or, je dis
qu'ancun couple d'éléments distincts de H n'est lié par la rela-
tion R. En effet, soient A et deux éléments distincts quelcon-

2
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ques de H. S'il existe un indice n>\, tel que A S y ~Qn
comme Q« (ZHn, on ne saurait avoir ni xRy, n\y Rx. Sup-
posons, a présent, qu'il existe deux nombres entiers distincts n*
et «2, tels que xeQn,, y*Qn,. Soit, p.e, n2>n" Comme
Qn,cpn, et qn.cpn,, ON ne saurait avoir xXRy. D'autre
part, comme et Qn.CPiH", saurait avoir y RX.
Le raisonnement est tout a fait analogue se l'on suppose que
[Z2<«i. Le sous-ensemble M Qe E satisfait donc notre théo-
réme qui, de ce fait, est démontré.

Stanistaw Ruziewicz.

Uogolnienie Kilku twierdzeh rownowaznych hipotezie
continuum.
Komunikat zgtoszony na posiedzeniu w dniu 19 stycznia 1937 r.

Stanistaw Ruziewicz.

Généralisation de quelques théorémes équivalents

a I'hypothése du continu.
Présenté dans la séance du 19 janvier 1937.

Le fait qu'un théoreme T est équivalent a I'hypothése du
continu peut étre exprimé de la fagon suivante: ,Pour que le
théoréme 7 soit vrai, il faut et il suffit qu'on ait = Xi". *En
éconcant ainsi les propositions du livre de M. Sierpinski
.»Hypothese  du continu™ i) qui y sont désignées par P" (p. 9), P»
(p. 11), Pg (p. 23), Pg (p. 25), Pga (p. 28) ainsi que le théoreme
de ma Note ,,Sur une proposition équivalente a Vhypothése du
continu® (C. R. Soc. Se. Varsovie, XXVII, CI. 1ll, 1934) que je
désigne par P, je tacherai ici de généraliser ces théorémes aux
théoremes analogues concernant les ensembles infinis de puissan-
ces quelconques, de sorte que leur démonstration n'exige aucune
hypothése. Je désignerai ces théorémes généralisés respective-

') Monografie Matematyczne, t. IV, Warszawa-Lwow 1934.



ment par Qg, Qg, Qg, Qsa et Q. Leurs démonstrations ne
seront qu'une modification legeére et parfois une répétition textu-
elle des démonstrations des théorémes primitifs. Ces derniers
s'obtiendrant des théorémes généralisés (concernant les nombres
cardinaux m et tt) en posant m = tt = Xi- Or, en posant
m = tt = Xa+i, nous obtiendrons les théorémes qui seront
vrais dans ce et seulement dans ce cas si I'hypothése de Cantor
sur les alephs est vraie.

Théoréme Qi- Soit M un ensemble infini de puissance m.
L'inégalitt ~m < tt est une condition nécessaire et suffisante  pour
que le carré combinatoire MX M soit une somme de deux en-
sembles dont run est de puissance < tt sur toute paralléle a I'axe
d'abscisses et Vautre est de puissance <tt sur toute paralléle
a l'axe  d'ordonnées.

J'ai donné ailleurs ') la démonstration de ce théoréme, ainsi
que de son corollaire Og qu'on obtient en posant ttt=i<a, tt=X"+i:

Théoreme Q" M étant un ensemble de puissance Xa, Vi-
négalitt a< fi+ 1 est une condition nécessaire et suffisante
pour que le carré combinatoire MX M soit une somme XA
courbes.

Théoréme 03. Pour qu'un ensemble infini M de puissance
t« soit une somme d'ensembles croissants de puissances < ftt,
il faut et il suffit qu'on ait ttt < tt

Demonstration: 1) La condition est suffisante.  Sup-
posons que m<tt et soit [k le plus petit nombre ordinal de
puissance itt. Soit

une suite transfinie du type [x formée de tous les éléments de
I'ensemble M.
Posons, pour

— ce seront des ensembles croissants de puissances < m < ftt,
donc de puissances < tt et on a évidemment

'y Publ. math. Univ. Belgrade V, p. 5.
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2) La condition est nécessaire.  Supposons qu'on a tt<m.
Soit N un sous-ensemble de M de puissance n, et soit L la fa-
mille d'ensembles croissants satisfaisant aux conditions du théo-
reme Q. Pour tout elément x de l'ensemble M il existe donc
un ensemble D{x) de puissance < tt appartenant a la famille F
et tel que xzD{x). Posons

— ce sera un ensemble de puissance tt, en tant qu'une somme
de tt ensembles non vides de puissances ~tt.

Soit Ab un élément quelconque de M. L'ensemble D{xy
étant de puissance <n, il existe dans l'ensemble S (qui est de
puissance tt) un élément y, tel que y non BD(Xg). Or, comme
y zS, il existe un élément a: de N, tel que yED{x). Les ensem-
bles de la famille F étant croissants, on a soit D{x) CZD{Xaq),
solDix") ¢z D{x). Si D{x)c:D{xM\ la formule yzD{x) donne
yzD{xQ), contrairement a la définition d'élément y. On a donc
D{x")(ZD{x)(ZS, donc X~ pouvant étre un élément arbit-
raire de cela don” ce qui est impossible, si tt< m,
puisque M = m et A/ = tt.

Le théoréeme Q" est ainsi démontré.

Théoreme Q. Pour qu'un ensemble infini M de puissance
m contienne une famille de sous-ensembles de puissances < u
telle que toute somme de tt ensembles de cette famille est égale
a M, il faut et il suffit qu'il soit m < tt.

Démonstration. \) La condition est suffisante.

Supposons que m<tt. En désignant par [l le plus petit
nombre ordinal de puissance ttt, rangeons les éléments de I'en-
semble M en une suite transfinie du type a,

Posons, pour

On a donc

La famille f formée de tous les ensembles
est donc une famille d'ensembles de puissances



Soit 4> uae famille quelconque de puissance m d'ensembles
de la famille F. On a donc

011 est une suite croissante de nombres ordinaux<[1l.
Soit x"M. Il existe donc un nombre ordinal tel
que X= XY\ Or, il résulte de la définition des ensembles Eo.
que XX"E™ pour a>X, La suite étant croissante, on
a pour Comme X<Jjl, il existe un nombre ordinal
tel que \<'g<\h, donc aussi )v<aY]<[x. On a donc
donc

Chaque somme des ensembles distincts de la famille F, dont
I'ensemble de termes est de puissance m contient donc tous les
éléments de l'ensemble M. Comme tt m, il en résulte que
notre condition est suffisante.

2) La condition est nécessaire. Soit F une famille de sous-
«nsemblesde I'ensemble Al qui satisfaitauxconditions du théoréme Q:
tout somme 5 formée de tt termes qui sont des ensembles de la fa-
ensemble de la famille F est donc de puissance <tt  Toute
somme 5 formé de tt termes qui sont des ensembles de la fa-
mille F est donc de puissance <tt.tt = tt. La somme 5 de-
vant contenir tous les éléments de Il'ensemble Af, on a donc
tt"> m, ce qui donne, vu que m > Ko, tt > m, c. q. f. d.

Théoréme Qg. Soit <"une famille de puissance <xn de
sous-ensembles  d'un ensemble infini .M, telle que M n'est pas
une somme de moins que tt ensembles de la famille et d'un
ensemble  de puissance < tt. Alors, pour que l'ensemble M
contienne un sous-ensemble N de puissance tt qui a avec tout
ensemble de la famille < moins que tt éléments communs,
il faut et il suffit qu'on ait m < tt

Démonstration. \) La condition est suffisante.

Admettons gi® m<tt. Soit 9 le plus petit nombre ordi-
nal de puissance M. Rangeons tous les éléments de M en une
suite transfinie du type ¢p,

(1)



Soit i la puissance de la famille on a donc I< m < tt.
Soit X le plus petit nombre ordinal de puissance t Rangeons
les ensembles de la famille P en une suite transfinie du type X

Nous définirons par l'induction transfinie une suite transfi-
nie comme il suit.

Posons Soit maintenant a un nombre ordinal
donné, l<a<X, et supposons définis tous les éléments oii
I<a:™oit Pa leur ensemble. D'aprés a<X on a
don Pa < tt. Posons

c'est donc une somme de moins que”™l, donc de moins que
tt ensembles de la famille d'aprés Pa<n et d'apres la con-
dition du théoréme Qg on a donc M"Pa-"S" et, puisqu'on a,
d'aprés la définition des ensembles Pa et Sa, Pa+ ~aC~f, on
trouve Af—(Pa-f<S'a)=t=0. Nous définirons comme le premier
terme de la suite (1) qui est un élément de I'ensemble

La suite transfinie est ainsi définie par Il'induction
transfinie et tous leur éléments sont distincts.

Soit N I'ensemble de tous les éléments de la suite
Soit EK (ou 7.<X) un ensemble quelconque de la famille <t
D'aprés la définition de la suite on a pour a<X:

donc p non s 5a pour a<X, donc, les ensembles Su étant croi-

ssants, pa non e Sa pour z<a<X, donc, a plus forte raison,

poL non z Ey. pour y.<a<X. Les termes de la suite

qui sont éléments de E~ ont donc nécessairement des indices
et, comme y.<X, leur ensemble est de puissance <1,

donc <tt.

Ey. étant un ensemble quelconque de la famille on voit
que l'ensemble N jouit de la propriété exprimée dans I'énoncé
du théoreme Qg.

2) La condition est nécessaire.  Admettons, pour démon-
trer, qu'on a n<m. Soit p le nombre cardinal qui suit immé-
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diatement tt: nous aurons donc tt < ~ < ttt. Soit M un ensem-
ble de puissance en désignant par tc le plus petit nombre or-
dinal de puissance p, rangeons les éléments de l'ensemble M
en une suite transfinie du type T.

(2)
Posons
pour

Soit la famjjle formée de tous les ensembles oia

On a donc = et, comme ~ est le nombre
cardinal qui suit immédiatement tt, tout ensemble de la famille
< est de puissance <tt. Toute somme de moins que tt ensem-
bles de la famille <> est donc de puissance < tt< ™ et elle reste
encore de puissance <tt<” si I'on augmente d'un ensemble de
puissance <tt. Une telle somme ne peut donc pas donner l'en-
semble A/ et la famille satisfait aux conditions du théoréme
Qg. Ce théoréme supposé vrai, il existe donc un sous-ensemble
Ar de Al de puissance tt qui a avec tout ensemble de la famille
<> moins que tt éléments communs. Or, nous pouvons regarder
les éléments de I'ensemble IS comme termes d'une suite transfinie

®)

extraite de la suite (2).

Je dis qu'il existe un indice y< r. plus grand que chacun
des indices ag des termes de la suite (3). En effet, si un tel
indice y n'existe pas, il existe pour tout nombre ordinal a < t
un terme Xa* de la suite (3), tel que ce qui donne

Or, alors la somme

(4)

contient la somme ~ " Ea qui coincide évidemment avec l'en-
a<i1l

semble Af. Or, la puissance de I'ensemble de termes de la

somme (4) est tt et chaque terme de cette somme est un en-

semble de puissance la somme (4) est donc un ensemble

de puissance i K p= M, et I'ensemble Af ne peut pas étre

contenu dans la somme (4).



Il existe donc un indice tel qu'on a pour tout terme
Xa" de la suite (3) I'inégalité a. <7. Or, on aalors la formule NC
et, vu que W = tx, I'ensemble N a avec l'ensemble de la fa-

mille tt éléments communs, contrairement a l|'hypothése.

L'hypothése qu'on a tt<m implique donc une contradiction.

Le théoréme Qg est ainsi démontré.

Pareillement on démontre le

Théoreme Qga. L'inégalité m<tt est une condition né-
cessaire et suffisante pour que la proposition suivante soit vraie:
Soit P une propriété de sous-ensembles d'un ensemble M assu-
jettie aux conditions:

1) jP est une propriété héréditaire 0

2) Toute somme de moins que tt ensembles jouissant de
la propriété P jouit de cette propriéte.

3) Tout ensemble formé d'un seul élément de Il'ensemble
M jouit de la propriété

4) 1l existe une famille ~ de puissance < m de sous-en-
sembles de I'ensemble M jouissants de la propriété P et telle
que tout sous-ensemble de M jouissant de la propriété P est
contenu dans un au moins des ensembles de la famille

alors tout sous-ensemble E M qui ne jouit pas de la
propriété P contient un sous-ensemble N de puissance tt qui
a moins que tt éléments communs avec tout ensemble jouissant
de la propriété P.

') Une propriété d'ensembles est dite héréditaire  si elle appartient a tout
sous-ensemble d'un ensemble qui en jouit.



S. Mazurkiewicz.

O aproksymowaniu funkcyj ciggtych zmiennej rzeczywistej
przez sumy czeSciowe szeregu potegowego.
Komunikat przedstawiony na posiedzeniu dnia 19 stycznia 1937 r.

STRESZCZENIE.

W pracy niniejszej dowodze metodg kategorji w pewnej
przestrzeni funkcyjnej — nastepujacego twierdzenia: istnieje sze-
00

reg potegowy AMNhakx" taki, ze kazda funkcja zmiennej rze-
k—1

czywistej f{x) ciaggta w przedziale O " x * 1i znikajgca dla x = O,

da sie w tym przedziale jednostajnie aproksymowac¢ z dowolng

doktadnoscig przez sumy czeSciowe tego szeregu.

S. Mazurkiewicz.

Sur I'approximation des fonctions continues d'une variable
réelle par les sommes partielles d'une série de puissances.
Note présentée dans la séance du 19 janvier 1937.

* 1. Le but de cette note est la démonstration du théoréme
suivant®). A
Théoreme. Il existe une série de puissances " akx telle
k=1
que toute fonction f{x) de variable réelle x, continue pour
0~ X~ 1 est la limite uniforme d'une suite de sommes par-
tielles de la série

1 suffit evidement de démontrer le théoreme pour les
fonctions f{x) telles que /(O) = 0. La démonstration s'obtiendra
par la considération d'un certain espace fonctionnel.

2. z designera une variable complexe, x une variable réelle,

(z) deésignera pour /= 0 la fonction F{z).

1) Ce théoréme a été démontré par une autre méthode par MM. Pal et
Fekete. comp. Pa/; T6 hoku Math J. 5 (1914) p. 8-9 et 6 (1914/5) p. 42—43.



26 —

3. Soit U [l'intérieur du cercle Désignons par
I'ensemble de fonctions qui possédent les pro-
priétés suivantes:
est holomorphe dans
pour admet ume extension sur

que nous désignerons par

On voit que si alors posséde les propriétés
4. Désignons pour toute fonction possédant les proprié-
par la norme de F dans U c.a. d.

et définissons dans une distance par la formule:

On voit facilement que pour la relation
est équivalente a I'ensemble des relations:
elle exprime donc la convergence uniforme dans

de vers pour

5. est un espace complet. Soit et
1 en résulte I'ensemble des relations lim

Donc les fonctions continues

dans convergent uniformément dans vers les fonctions
continues Soit pour est alors
holomorphe pour et I'on aura:

Donc Pour

) c. oa d est continue pour pour



Donc G posséde les propriété AN, AN, AY), ce qui démon-
tre ndtie assertion.

6. est un espace séparable. Désignons respectivement
par les ensembles de polynomes a coefficients ration-
nels, satisfaisant a A”") et de fonctions holomorphes dans un
cercle satisfaisant a ™3). On a:

(®)

Si A, e , alors la convergence uniforme de Fk vers F
dans un cercle de centre—1 et de rayon >1 entraine
Il en resuite immédiament que 12 est dense dans (dans le

sens déterminé par la métrique fx).
Soit F £21. Posons:

(6)
est holomorphe pour donc
On a:
(7
)
pour Donc entraine Donc

est dense dans 31. Donc est dense dans 21, ce qui dé-

montre noétre assertion.
7. Soit Désignons par le polynome:

(9)

Supposons fixe. La relation entraf-
ne pour donc la convergence



uniforme de vers dans tout ensemble fermé

et borné. Il en résulte I'énoncé suivant. Soit n—fixe,
un polynome-, I'ensemble de qui satisfont a Viné-
galité:

est ouvert dans

8. Rangeons en une suite infinie tous
les polynomes de Désignons pour pour
I'ensemble des fonctions qui satisfont a I'inégalité:

Posons:

D'apres sont ouverts dans donc est un

dans Soit maintenant fixes. D'apres
6 nous pouvons déterminer un polynome tel que:
On a: donc nous pouvons déterminer

un nombre tel que

D'aprés nous pouvons déterminer un tel que pour
tout polynome I'inégalité:



(16)

entrafne 5) <; ~-q, donc d'apres (14):

17)

Les cercles: \z— A on'ont ert
commun que le point z—\. Donc d'aprés un théoreme de Walsh'),
il existe un polymone R”iz), satisfaisant au conditions:

(18)
(19)
(20)
L'inégalité (18) entraine:
(21)
D'autre part il resuite de (15), (18), (19)
(22)
(23)
Donc:
(24)
D'aprés (20) on a: Désignons le degré de R™ par ..
On aura:
(25)

Y Wal sh: Amer. Trans. 30 p. 473 Theorem IIL



Donc, d'aprés (24):

(26)
Donc C ”~k.m- L'inégalité (21) montre que
est dense dans Donc est un résiduel dans Donc
9. Soit maintenant FB”. Posons
Soit / une fonction continue de a: dans l'intervalle: et

supposons que /(O) = 0. D'aprés le théoréeme de Weierstrass
il existe une suite d'indices kj, j =\, 2. telle que
uniformément pour O A~ x~ 1. Comme

on aura en particulier Fs"/,., donc a tout J correspond un nj

tel que Fe”kpj.nj- Donc:

(27)

(28)

Donc: uniformément pour

Le théoreme est ainsi démontré.

Si I'on suppose / réelle on peut supposer que les a, sont
réels. En effet s'il n'en était pas ainsi on pourrait remplacer
chaque Ur par sa partie réelle.

Warszawa 6.1.1937.



Edwin W. Miller

O pewnej wiasnosci rodzin zbioréw.
Przedstawit K. Kuratowski na posiedzeniu dn. 19 stycznia 1937 r.

Autor zajmuje sie rodzinami zbiorow o nastepujacej wia-
snosci B: rodzina zbiorow posiada witasnosé B, jesli istnieje zbidr,
ktéry z kazdym zbiorem, nalezacym do tej rodziny, posiada ele-
ment wspdélny, jednak zadnego z tych zbioréw nie zawiera w ca-
tosci.

Edwin W. Miller (Ann Arbor)

On a property of families of sets.

Introduction. A family of infinite sets will be said to
possess property B if there exists a set which contains at least
one element of each set of the family but does not exhaust any
set of the family.

Any family of mutually exclusive infinite sets, it is clear,
possesses this property. On the other hand, not all families of
infinite sets possess the property. A simple example is the family
of all infinite subsets of any infinite set.

In another paper | have indicated the importance of prop-
erty B in the theory of connected sets. The present paper will
be chiefly concerned with property B itself rather than its appli-
cations. Extensive use will be made of the axiom of Zermelo.

If A denotes any collection of objects, we shall denote the
cardinal number of A by A. Likewise if a is an ordinal number,
we shall denote the cardinal number corresponding to a by a.
If p is a transfinite cardinal, we shall denote by Hp the smallest
ordinal to correspond to p. Finally, if A denotes a family of sets,
we shall denote by (A) the set which is the sum of the sets of
the family A.

We shall have occasion to use an important result due to
F. Bernstein. This result (in modified form) is the following theo-
rem.

') Concerning biconnected sets. Fund. Math. 29. This paper will be
referred to hereafter as C. B. S.
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Theorem of Bernstein Any family F of infinite sets 5
possesses property B if F for every set S of F.
A stronger result has been obtained by Sierpinski.

J"heorem of Sierpifski. Let be a family of sets such
that F=/7 where /? is a transfinite cardinal. If for every
set \S of F, then there exists a family G of mutually exclusive
sets such that 6 = p and every set of G has p elements in com-
mon with every set of F.

Corollary. If W is a plane connected set, and if every M
boundary (defined as in C. B. S.) has the power ¢, then M is
the sum of ¢ mutually exclusive connected sets each of which
is dense in M.

The proof of this corollary follows the lines of the proof
of theorem 2 in C. B. S. The theorem of Sierpinski is used in
place of the theorem of Bernstein.

§ 1

It will be observed that the theorems of Bemsteiji and Sier-
pifiski are concerned with families F such that 5 for every
set \S of F. In this section we shall consider the case in which
S = p for every set 5 of F, where s a transfinite cardinaKF.

Theorem 1. Le”F be a family of sets such that for every
set 5 of F we have p where is a transf'nite cardinal. If
every infinite subset of {F) contains a finite set which is con-
tained in at most p sets of F, then F has property B. _

Proof. The theorem is true in the case where F~p, by
Bernstein's theorem. We will prove by induction 2) that the theo-
rem holds true in general.

Let F be any familyjof sets satisfying the conditions of the
theorem and let us put T=q, where g>p. We will assume
that the theorem holds true for any family of sets which has
a power and proceed to show that the theorem holds true
for F.

") See C. B, S. for references in connection with this theorem and the
following one.

Since we employ the axiom of Zermelo, we have the theorem that

every transfinite cardinal is an aleph, so that the principle of transfinite in-
duction applies.



Let us arrange the sets of in a well ordered series of
type 9.7

Consider the set SN It is clear that there are only p finite sub-
sets of since for any natural numberand p. =
It follows readily from the hypothesis of our theorem that there
are exactly p finite subsets K of S such that each set K is con-
tained in at most p sets of F. Let us denote by Ai the family
of all sets S of F which contain at least one such finite subset
K of S We have A*"p- We next define the family A2 of sets

of F on the basis of the set (/AJ in precisely the same way
as we defined A" on the basis of the set S*. In general, we de-
fine the family of sets An (for n >2) on the basis of the set
(/4,_i) in the manner indicated. We now define F* as the family

of sets It is easily shown that

Now let us suppose that we have defined families F* of sets
of F for all a<p where p is any ordinaKIli®. Let denote
the first set of our well ordered series which is not a set of any
of the families F~ for a < We now define the family F™ on

the basis of the set + in the same way as we de-

fined F* on the basis of S*. We notice in the first place that

for every a<p. We will show that We have
of course TA"~p- 1. Let us_assume that for every a<p we have
~a ™M follows that p for any a<p. Therefore,

Then, from the way in which

was defined on the basis of it follows that

p. ~f. Thus by transfinite induction we have tj"is result for

every Therefore for all such p we have Finally,

we may notice that if 5 is any set of F, there exists an ordinal
such that 5 is a set of



— 34 —

Now consider the families of sets

Let us denote them in the order named as
Gi, Ga,... Gp,... p
Consider G*. It will be proved that any set of G* has at most

a finite number of elements in common with (GJ. Assume

the contrary and let S denote any set of G* which has infinitely

many elements in common with ~~ (GJ. Then the infinite set

5 contains a finite set K which is contained in at most p sets
of F. Since the sets {F* are monotonie increasing, there is an
ordinal a'< p such that {F*>) contains AT. Then, from the def-
inition oiF”>, it is clear that ~ is a set of F~,. Then clearly it
is not a set of G, contrary to our supposition. It has been
shown then, that any set of G”, with has at most a fi-
nite set of elements in common with ~~ (GJ. Now for every

delete from each set of Gp the finite set of elements it

has in common with (GJ. The family of sets corresponding

to G" and so obtained will be denoted by H”. Since every set

of Ff* has the power p and since c (, there exists (by our as-
sumption that the theorem holds true for any family which has
a power<</) a set such that has an element in

common with each set of H”, and does not exhaust any set of H”
But (//J. {H") = 0 if a @ and each set of F contains a set of

some family H”. It is therefore clear that » M~ contains an
element of each set of F but does not exhaust any set of F.

As a special case of theorem 1 we have the following the-
orem.
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Theorem 2. Le~”™ be a family of sets such that for every
set 5 of F we have 5 = /? where is a transfinite cardinal.
If iz is a fixed positive integer, and if every set of n elements
of {F) belongs to at most p sets of F, then F has property B.

Corollary. If the condition concerning n in theorem 2 be
replaced by the condition that the common part of any collection
of p sets of F consists of at most n points, then F has property B.

Proof: Since the common part of any collection of p sets
of F consists of at most n points, it follows that any set of « -j-1
points of {F) is contained in less than p sets of the family.
Accordingly, theorem 2 applies and F has property B.

In this connection the following question is of interest. Does
F necessarily possess property B if the condition in theorem 2
concerning n be replaced by the condition that the common part
of any collection of p sets of F is finite} We will show that this
question is to be answered in the negative. In fact we will prove
the following theorem.

Theorem 3 If S = Xo, then there exists a family F of
subsets of D each of which has the power ai“d which are such
that 1) any two sets of F have at most a finite number of ele-
ments in common; and 2) F fails to possess property B.

Proof: We firs® express D so that D = D*

where Dn = Ko and Di. Dy= 0 if i® j. The set K

of all sequences (x» x~.-. Xn,...), where xn~ Dn, has the
power c¢. Since the set of all increasing sequences of natural
numbers {n", n*.. nj..) has the power c, the same is true

of the set L of all sequences of the form (2«', 2«'+ 2"»,. e., Z& +
-f-... + 2"y,...). There exists then a 1— 1 correspondence T
between the sequences of K and the sequences of L.

Now let A = (Al xA. .. Xn,..) represent any particular
sequence of AT, and y = (2«', 2«--f 2«™ ..., 2« + ... + 2«y,...)
represent the sequence of L corresponding to Xx in virtue of T.
Let us now form the subset of D consisting of the elements
XAA +...+2">eee |t js to be understood
that these elements are chosen from the particular sequence x
under discussion. Let W designate the family of all such subsets

1) The method employed in the proof of this theorem is based on
-a procedure due to Sierpinski, Hypothése du Continu, p. 34,
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of D determined by corresponding sequences Arand y o\ K and
L respectively. We now define F as the family of all sets of UM
together with all the sets Clearly each set of F has the
power Ko-

As for 1), we have in the first place that any two sets Dn
have no elements in common. In the second place, any set of W,
from its very construction, has at most one element in common
with any D,,. Lastly, any two sets of W have at most a finite
number of elements in common, since for sufficiently large i and /
the subscript + must differ from the subscript
2'" . -f + 2"™/- Now let M be any subset of D which
contains an element of each set of F. Then M contains an ele-
ment Xn from each set Dn- But the sequence A = (ATi, x",...Xn,.. ¢}
determines a set of U”and therefore of F all of whose elements are
elements of the sequence x. This set is accordingly a subset of
M, and (2) is proved.

Now theorem 3 is equivalent to the statement that if F is
a family of sets each of power Xo, and if every subset of {F) of
power Xo is contained in at most one set of F, then F need not
have property B. The same conclusion holds, a fortiori® if the
words ,,one set of F' are replaced by ,Xo sets of F". In other
words, theorem 1 cannot be generalized in this direction.

§ 2.

We shall now consider briefly the case of a family F of in-
finite sets which do not all have the same power. The consider-
ation of this case is bound up with the following question. If
the families F* and F”* each possess property B, under what cir-
cumstances will the family F = F~-\-FA possess property 5?
That this will not be the case under all circumstances is clear
from _the foHowing example. Let and D" be two sets such
that Z7i= Da= K 3nd 07.0” = 0. Let us arrange the elements
of and D2 in sequences.

«2» e e cin-'
Dz'.b", »eee bn..

Denote by G the family of all infinite subsets of D®. Now de”
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note by F\n the family of sets obtained by adjoining to each set
of G the element bn. Now put A AFm- The family F*
n—\
obviously possesses property B. Let F* denote the family of all
infinite subsets of D™ which contain the element b”. It is clear
that F* possesses property B. It is easily proved, however, that
F= F*"A-F* does not possess property B.
Among the theorems which can be proved in the present
connection, the two which follow are perhaps of special interest.

Theorem 4. If p and q are transfinite cardinals, and if F*
is a family of p sets of power p and F* is a family of q sets of
power q, then F=F"-\-F* possesses property B.

Theorem 5. Let F* be a family of p sets of power p. Let

be any family of mutually exclusive infinite sets. Then F =
= -f- has property B.

Proof : Let G denote the family of sets obtained by repla-
cing each set T of F* by a subset of T of power Ko- It is clear
that it will be sufficient to prove that the family F* A- G pos-
sesses property B.

Case 1. Let us assume = Then at most Ko sets of
G contain elements of {F, since = Let us denote the
family of all these sets of G by H. Then /1 is a family of
power Ko of sets of power Ko- Hence, by Bernstein's theorem
there is a subset of {Fi-\-H) which contains an element of
each set of Ff and exhausts no set of F*-j- H. Now let M*
be a set obtained by choosing exactly one element from each set
of the family G —H. The existence of the set Mi A-M2 implies
that Fi-\- G has property B.

Case 27). Let us assume that /7>Ko- Arrange the sets of
FA in a well ordered series of type 9.pj

a<12p

Choose two elements a™ and bi from S”, such that and b» are
distinct and_do not belong to the same set T of G. This is poss-
ible since and T=%  for each set T of G. Now choose

") The method of proof used in case 2 is based on the procedure of
Bernstein.
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two elements a” and b of such that (1) & and b" are dis-
tinct, and are distinct from both a* and b”, (2) a* and b* do
not belong to the same set T of G, and neither a. nor b" be-
longs to the same set 7 of G as either a® or b”. In general, if
p is any ordinal < Hp, choose two elements and b" from S#,
such that (1) and b" are distinct, and are distinct from all ele-
ments a* and b* for a<p, (2) a* and b" do not belong to the
same set T of G, and neither belongs to the same set 7 of G
as any a" or b" for a<p. That the elements a* and b” can be
so chosen is clear from the following considerations. We have,

on the one hand, On the other hand,

and the set which is the sum of all sets 7 of G which have an

element in common with has a power

Now denote by A, and denote by M a set obtained

by selecting exactly one element from each set of G in such

a way that M The set obviously contains

an element of each set of It does not exhaust any set
of G since it contains at most two elements of any set of G.
But also it cannot exhaust any set of A, since it does not
contain the element . Therefore has property B.



Edward Szpilrajn

O zbiorach i funkcjach bezwzglednie mierzalnych.
Przedstawit W. Sierpinski na posiedzeniu dn. 19 stycznia 1937 r.

WSTEP.

Temat niniejszej pracy wigze sie z nastepujacymi trzema
faktami:

1. klasy zbiorow ,mierzalnych” (w tym czy innym zna-
czeniu) wzgledem réznych ,miar" — nie sg identyczne;

2. mierzalno$¢ (L) (zbiorow resp. funkcyj) nie jest nie-
zmiennikiem réznych operacyj, jak np. homeomorfizmy, super-
pozycje, etc;

3. mierzalno$¢ (l) przedstawia szereg analogij z wiasnosScia
Baire'a (w znaczeniu szerszym)

W zwigzku z tym nasuwajg sie zagadnienia zbadania

1) klasy zbioréw resp. funkcyj, ktére bytyby ,mierzalne”
wzgledem wszelkich ,miar";

2) klasy zbioréw resp. funkcyj (w przestrzeni euklideso-
wej), ktére pozostawatyby mierzalne (L) po dokonaniu réznych
operacyj;

3) klasy zbioréw resp. funkcyj, ktéra mogtaby by¢ uwazana
za analogiczng do klasy zbioréw resp. funkcyj posiadajgcych
bezwzgledna whasnosé Baire'a (czyli t. zw. wiasnosé Baire'a
W znaczeniu wezszym).

Na pytania te otrzymujemy w niniejszej pracy taczng od-
powiedz.

Obrawszy, jako punkt wyjscia, skonczone nieujemne funkcje
przeliczalnie addytywne zbioru borelowskiego (potrzebne twier-
dzenia dotyczace tych funkcyj zebraliSmy w § 1), definiujemy
klase zbiorow i funkcyj bezwzglednie  mierzalnych (8 2). Oka-
zuje sie, ze

1] klasa zbioréw bezwzglednie mierzalnych jest identyczna
z klasg zbioréw mierzalnych (w znaczeniu Carathéodory'ego)

) Sierpinski [1] chap. IlIl; Kuratowski [I],str. 58; Szpil-
rajn [2], [4], [3],
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wzgledem kazdej Massfunktion Carathéodory'ego, jako tez
z klasg zbioréw mierzalnych wzgladem kazdej Inhaltsfunktion
Hahnai) (6.5);

2] bezwzgledna mierzalno$¢ zbioréw resp. funkcyj jest nie-
zmiennikiem operacji (A) (2.2(ii)), homeomorfizmu uogélnionego
(2.5 (v)), mnozenia kartezjaniskiego (2.6), superpozycji (2.4 (v)),
etc; w szczegOllnosci klasa zbhioréw bezwzglednie mierzalnych po-
krywa sie z klasg zbiorow, ktérych kazdy obraz zawarty w prze-
strzeni euklidesowej, otrzymany przez homeomorfizm uogélniony,
jest mierzalny (L) (4.2);

3] klasa zbiorow resp. funkcyj bezwzglednie mierzalnych
moze by¢ uwazana za analogiczng do klasy zbioréw resp. funkcyj
0 bez\vzglednej wiasnosci Baire'a (choé¢ naog6t zachowuje sie
w spos6b bardziej regularny”)).

Klasa zbioréw bezwzglednie mierzalnych, umieszczonych na
linii prostej, jest identyczna z klasg zbioréw, ktére Lawrentiew
nazwat doskonale mierzalnymi  (t. j. zbioréw, ktére sg mierzalne
{L) wraz ze wszystkimi liniowymi obrazami homeomorficznymi—
por. 4.2(iii)); twierdzenia przezen udowodnione 3) sg szczegdélnymi
przypadkami twierdzeh pracy niniejszej.

Zajmujemy sie réwniez zbiorami, ktoérych wszystkie pod-
zbiory sa bezwzglednie mierzalne, a ktére nazywamy zbiorami
bezwzglednie  zerowymi (8§ 3). Klasa ta posiada szereg wiasno-
$ci analogicznych do klasy zbioréw zawsze | kategorii (3.1 (i)).
Dowdd istnienia zbioru nieprzeliczalnego bezwzglednie zerowego
zawdzieczamy p. SierpiAskiemu Na zbiorach bezwzglednie
zerowych znikajg wszelkie miary, przyjmujgce wartosci skon-
czone; nalezy jednak zaznaczy¢, ze np. miara liniowa zbiorow
ptaskich moze na nich (przy zatozeniu hipotezy continuum) przyj-
mowac¢ warto$ci nieskonczone (5.2 (ii)).

Badanie zbioréw bezwzglednie zerowych wigze sie z t. zw.
ogblnym  zagadnieniem  miary, podajemy ponizej tatwy dowdd

Y Carathéodory [1], str. 238; Hahn [1], str. 444,

*) W. Sierpinski udowodnit za pomoca hipotezy continuum, ze
bezwzgledna wtasno$¢ Baire'a nie jest niezmiennikiem mnozenia kartezjan-
skiego, superpozycji, etc. Por. Sierpinski [i], str. 71 i 75.

'Y Lavrentieff [I], str. 156-160.

*) Sierpinski —Szpilrajn [1], str. 257. Wocze$niej uzyskat ten
rezultat p. Popruzenko przy pomocy hipotezy continuum; por. Szpilrajn
15], str. 311 i 307.
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twierdzenia Banacha — Kuratowskiego —Ulama?”), [*ére
dotyczy tego zagadnienia (3.4).

StwierdZzmy na koniec, ze dowody niektérych twierdzen
0 zbiorach i funkcjach bezwzglednie mierzalnych otrzymuje sie
przez modyfikacje znanych rozumowan, dotyczacych innych klas
zbioréw i funkcyj (w szczegdlnosci dowodéw podanych w ksigzce
Kuratowskiego)”). Mozna byto wskutek tego pewne do-
wody pomingé (2.7).

Terminy i oznaczenia. Przestrzeniami nazywa¢ bedziemy wylacznie
przestrzenie metryczne, o$rodi<owe i nieprzeliczalne. Oznaczaé¢ je bedziemy:
X, Y, Z. Przez zbiory rozumie¢ bedziemy stale (z wyjatkiem 3 4) tylko pod-
zbiory takich przestrzeni.

Dla E czX oznaczamy przez c™(x) funkcje charakterystyczng zbioru E,
t. j. ktadziemy c™Mx)=\ dla xtE, ¢™MJC)= 0 dla AIE X — E.

Dla kazdej funkcji / okre$lonej na zbiorze E i dla zbioru A c. E ozna-
czamy przez A funkcje g okreslong wytacznie dla xzA przez réwnosc
g{x)=f{x). Podobnie dla funkcji zbioru tp okre$lonej dla zbioréw fsK, oraz
dla klasy Q <K, oznaczamy przez @|Q funkcje ‘I okre$long wytacznie dla
E'£Q wzorem: (£) = (E).

Rzeczywista funkcja zbioru @ {E), okreslona dla zbiorow klasy K, zwie
sie przeliczalnie addytywna, gdy relacje: E£2+ eee= ~ 0 s K dla
n= 0,1,2,... oraz Ej . E» = Odla O <y </j pociaggaja za soba: 9 (E0) = f (E£"))i-
+ f(”~2)+ e+« Funkcja P{E) nazywa si¢ ciggta w punkcie p, jesli (p) £ K
1f [(P)1=0.

Przez [a, b] oznaczamy przedziat ktadziemy dalej 9 = [0,1].
Q™ oznacza «-tg potege kartezjanskg zbioru 9 czyli kostke podstawowa prze-
strzeni euklidesowej «-wymiarowej C". Przestrzen Hilberta oznaczamy przez

a zbior tych jej punktoéw, ktére posiadajg jedynie skoriczong liczbe wspot-
rzednych O — przez 9M0- Zbidr, ktéry nie ma skonczonego wymiaru (w zna-

czeniu Brouwera-Mengera-Urysohna) zwie sie wymiaru przeli-
czalnego™ gdy jest suma ciagu zbioréw O0-wymiarowych ; w przeciwnym razie
jest wymiaru nieprzeliczalnego (Kg jest wymiaru przeliczalnego, a " wy-

miaru nieprzeliczalnego)").

B (AT) oznacza¢ bedzie klase zbioréw borelowskich w przestrzeni X\ po-
dobnie Ji{X, Y) oznacza klase funkcyj / mierzalnych (fl), przeksztatcajgcych
X na podzbiér przstrzeni Y (t. j. takich, ze jezeli G jest zbiorem otwartym
w Y, to (G) £B (A")). Zbioér (przestrzen) E taki, ze £ £B {Z) gdzie Z jest
przestrzenig zupetna, zwie sie bezwzglednie borelowski ~ (symbolicznie :  £B).
Przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne / zbioru A na zbiér B takie, ze /s
B{A, B) i £1i{B, A), zwie si¢ homeomorfizmem uog6lnionym.

'y Dowdéd ten zawarty byt w pracy: Sierpinski —Szpilrajn
1], str. 256-259.
2) KuratowsKki [1], §§ 26 -28 ; por, takze Szpilrajn [6].
Hurewicz [1],
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Najmniejsza klasa podzbioréw przestrzeni ZeB, zawierajgca B(Z), zam-
knieta ze wzgledu na operacje uzupeinienia i przeksztalcen ciagtychi, zwie sie
klasga zbioréw rzutowych  (przestrzeni Z).

Zbiér ktory nie zawiera zadnego podzbioru doskonatego nosi nazwe

ca'kowicie  niedoskonatego. Zbior E<z X posiada wihasnos¢  Baire'a w X {"fizna-
czeniu szerszym), gdy jest ksztattu E=G  — Ki-\- K2, gdzie G jest zbiorem
otwartym w Z, a Ki i KN — zbiorami | kategorii w X. Zbiéor fcZeB po-

siada bezwzgtednag whasno$¢  Baire'a  (czyli wiasno$¢ Baire'a w znaczeniu wez-
szym), gdy dla kazdego zbioru doskonatego Pc Z zbiér EP posiada wlasnosé
Baire'a w P (w znaczeniu szerszym). Zbior A~cZsB, Ktoéry jest | kategorii
na kazdym zbiorze doskonalym P ¢ Z zwie sig zawsze | kategorii.

Symbole inf i sap oznaczaja odpowiednio kres dolny i gérny. Dla
zbioru E ¢ C" oznaczamy przez m {E) jego miare zewnetrzng (n—wymiarowg)
Lebesgue'a.

Nastepujace terminy i oznaczenia okreslone sa w tek$cie pracy:

Miara; zbiory mierzalne wzgledem (x; klasy M ™) i N ([ji) 11
[T 1.4
Funkcje mierzalne wzgledem [x; klasa (a, K) 1.8
Zbiory bezwzglednie mierzalne w X; klasa M (X) 2.1
Zbiory bezwzglednie mierzalne; klasa M 2,1
Funkcje bezwzglednie mierzalne na X-, klasa M {X, Y) 2.1
Zbiory bezwzglednie zerowe; klasa N 3.1
Wiasnos¢ (C) 5.2
Wtiasnosci (5) i (Mo) 5.4
Funkcja Carathéodory'ego; zbiory wzgledem niej mierzalne; klasa M-([J.*) 6.1
Miara zewnetrzna 6.2

§ 1. MIARA. ZBIORY | FUNKCJE MIERZALNE.

11 Miara i zbiory mierzalne. Definicje. Kazdg nieu-
jemng, skonczong, przeliczalnie addytywna funkcje ti (5) zbioru
BbB{X) nazywamy miarg w przestrzeni X. Zbior jest
mierzalny wzgledem X (symbolicznie: £ S M @JO) gdy istniejg zbiory

eB(X) i s B {X) takie, ze
* B,a E~ B i = a{B~

Ktadziemy wtedy = rozszerzajac  w ten sposob
miare na wszystkie zbiory wzgledem niej mierzalne (liczba
nie zalezy —jak tatwo stwierdzi¢é —od wyboru zbiorow B i Bg).

Klase zbiorow AMEM(i) takich, ze ix(A")= 0 oznaczamy
przez N (jx).

Miara Lebesgue'a m {B) («-wymiarowa) zbioréw ii £B (9")
jest miarg w znaczeniu wyzej podanym, przy czym klasa M {m)
pokrywa sie z klasg zbioréw mierzalnych {L).



- 43 —

Zatozenie skonczonos$ci miary jest dla dalszycti rozwazah nader
istotne. Przyjeta definicja mierzalnosci nie bytaby wtasciwa dla miar, przyj-
mujacycti  wartosci nieskonczone, a nawet przy innycti okres$leniacti mierzal-
nosci wiele z twierdzen wystowionycti w 8§ 1 nie zachodzi np. dla miary li-
niowej podzbioréw kwadratu D' ).

1.2 Zbiory miary zero i zbiory mierzalne. Z definicji
miary na zbiorach mierzalnych wynika natychmiast, ze

(i) Na to by £"sNfiJ.) potrzeba i wystarcza, by istniat
zhior B Z) E taki, ze BbB{X).N (ii).

Przeliczalna addytywno$¢ miary na zhiorach borelowskich
w X pocigga za sohbg dla kazdego ciggu zbioréw .

skad —wobec (i) —otrzymujemy fatwo:

(i) Jezeli

Okazemy dalej, ze

(iii) Na to by EE™A ([i) potrzeba i wystarcza, by byt po-
staci E = B{-N {a takze : E= B — N), gdzie

Koniecznos$é. Gdy £'sM(ii.), to dla pewnych zbioréw
zachodzi warunek (*) (1.1), a wiec

Poniewaz — N (¥, wiec
Wystarczalnos$¢. Niech £ = -f A/(lub
gdzie AEB(A) (lub a A”EN([x). Niech dalej —wo-
bec (i) —5 bedzie nadzbiorem dla N takim, ze
Kladac = A+ 7 = — stwierdzamy, ze spet-

niony jest warunek (*) (1.1).
Z (iii) oraz (ii) wynika natychmiast, ze
(iv) Jezeli Mn £M (g) dla
M(iJ.) oraz AI* —M"z
(v) Jezeli dla zbioru E oraz zbioréw
zachodza warunki  (*) (1.I), to

1) Por.np szpilrajn [3], str. 4 12

3) Zaznaczmy, ze kazdy zbiér mierzalny wzgledem miary [x jest suma
zbioru F-* (w X ) i zbioru miary [jl zero (jako tez r6znicg zbioru Gg w i zbioru
miary zero). Dla dowodu nalezatoby przeprowadzi¢ rozumowania analo-
giczne do odpowiednich dowodéw dla miary Lebesgue'a, lub tez oprze¢ sie na
pewnych twierdzeniach dotyczacych funkcyj Carathéodory'ego (por. 6.2, wa-
runek (5%), oraz 6 3 (iii)).



(vi) Jezeli Mn™MA ([X), to

a jesli ponadto zbiory Al,,sa rozigczne, to

1.3 Operacje na miarach.

(i) Niech bedzie ciggiem liczb dodatnich, a cig-
giem miar w X, przy czym Potézmy
(lia kazdego Teza: jest miarg

w X iprzy tym:

Dowody nie nastreczajg trudnosci; zajmiemy sie jedynie
wykazaniem, ze jezeli

Istniejg bowiem woéwczas zbiory sB(A) i e B (A') takie, ze
Ktadagc 5= A + 52+ ... i B*= Bi A..., otrzymujemy
a zatem
(ii) Zatozenia-. XezY\ jest miarg w

dla kazdego BBB{Y). Teza-, vjest miarg w

(iii) zatozenia: A'EB(K); jest miarg w
Teza: vjest miarg w X.

Dowody nie przedstawiajg zadnych trudnosci.

Twierdzenie (iii) mozna uogdlIni¢, jak nastepuje:

(iv) Zalozenia: XaY-, jest miarg w Y; funkcja v okre-
Slona jest dla kazdego /I £B {X) wzorem :
gdzie B przebiega zbiory klasy B (K), zawierajgce A. Teza:
jest miarg w X

Niech wiec B bedzie sumg ciggu zbiorow roztgcznych

Istnieje cigg zbioréw rozigcznych ~*£B(K) takich, ze
Potozmy

Niech bedzie ™> 0. Istnieje £B (K) taki, ze

*)

a)



Ze wzgledu na (*) mamy a zatem
wiec, wedtug

Z drugiej istnieje dla z= 1,2,... zbior /4, 2) borelowskt

w K, taki, ze {An)< v + Ktadac
otrzymujemy:
a wiec, wobec i dowolnosci liczby t~>0, mamy

c. b. d. o.

1.4 Miara ciggta. Niech a bedzie miarg w X, a D zbiorem
jej punktow niecigglosci.  Teza: 1" Zbior D jest najwyzej  prze-
liczalny. 2 Funkcja, okreSlona dla kazdego 5 eB {X)  wzorem

jest miarg ciagla w
P Jest to wniosek z addytywnos$ci i skonczono$ci funkcji jx.
2" Funkcja jest miarg w X na podstawie 1.3 (iii) oraz
Ciagtos¢ jej wynika z definicji zbioru D.
Pot6zmy ~ {8) = (BD) dla kazdego BsB (A). Mamy
wiec stale:

Funkcja ™ jest miarg w A' (1.3 (ii)). Dla kazdego zbioru
EEX mamy E={E—D)-\~ED, przyczem
a zbior ED jest najwyzej przeliczalny, a zatem
skad: Z réwnosci (*) i twierdzenia 1.3 (i)
otrzymujemy

15 Ciagto$¢ jednostajna. Niech bedzie miarg ciagly
w X. Dla kazdej liczby e> O istnieje liczba rj> Otaka, ze jesli

Dowo6d tego twierdzenia, prosty w przypadku przestrzeni X
zwartej”), przeprowadzit w przypadku ogo6lnym p. Saks?).

1.6 Operacja (A). Niech u= n"} bedzie ukladem
okreslajagcym zbioréw mierzalnych wzgledem miary |x, E — jadrem
tego uktadu, a EM (0<4<ii) skiadowymi zbioru E ze wzgledu
na uktad tt. Hausdorff wykazat (uogdiniajac twierdzenie Se-

Y Por. np Poprougénko |1], th. IV.
) Por. Szpilrajn [5], str. 309.
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liwanowskiego i Sierpinskiego dotyczace miary Le-
besgue'a) ze
(i) Jezeli miara [j. jest ciggla na E, to istnieje  liczba

taka, ze

Wobec mierzalno$ci wzgledem jx poszczegélnych sktadowych
El, otrzymuje sie stad (przy czym warunek ciggtosci moze by¢
pominiety dzieki L4):

(i) Wynik operacji (/4), wykonanej na zbiorach mierzal-
nych zvzgledem ix, jest zbiorem mierzalnym  wzgledem  [x.

Poniewaz z definicji mierzalnosci wynika, ze
wiec z (ii) otrzymujemy:

(iii) Jezeli zbior A jest analityczny w

1.7 Zbiory mierzalne miary dodatniej. Niech i bedzie
miarg w przestrzeni  Z s B, cigglg na zbiorze
Teza: 1° M zawiera zbior doskonaly P. 2" M zawiera zbior

Punkt 1° mozna wzmocni¢, jak nastepuje: 3° M  zawiera

zbior doskonaty

Z ciggtosci funkcji x oraz 1,2 (ii) i (iii) wynika, ze zbidr
M zawiera zbior borelowski nieprzeliczalny, a wiec réwniez zhior
doskonaty P.

2" Rozktadamy zbiér M na dwa zbiory catkowicie niedo-
skonate. Gdyby byty one mierzalne wzgledem |x, to — wobec
jeden z nich musiatby zawiera¢ zbiér doskonaty, co datoby nam
sprzecznos¢.

Wezmy pod uwage zbior analityczny nieborelowski A
zawarty w P. Mamy: /4eM (ix) (1.6 (iii)), a zatem
gdzie "sB, a A”eN(tx) (1.2 (iii)). Zbiér N jest nieprzeliczalnym
zbiorem analitycznym, zawiera wiec zbiér doskonaty P”. Oczy-
wiscie

1) Hausdorff [1], str. 242; Sélivanowski [lj; Sierpinski
(3);Szpilrajn [4]
Dowé6d powyzszy mozna zmodyfikowaé, zastepujac zbiér analityczny
nieborelowski przez zbiér Gg nie bedacy F~ i opierajac sie na twierdzeniu,
wystowionym na str. 43, odsytacz-).
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1.8 Funkcje mierzalne. Niech bigdzie miarg w X. Funkcja
przeksztalcajgca przestrzen . ' na podzbiér przestrzeni  zwie

sie mierzalng wzgledem  (symbolicznie: gdy dla
kazdego zbioru otwartego w  mamy Wynika
stad tatwo, ze

Jezeli to relacje:

sg  réwnowazne.

Jezeli to

Na to by potrzeba i wystarcza by

Jezeli

Jezeli

1.9 Przeksztatcenia miar.

Niech bedzie miarg w oraz Teza :
Funkcja zbioru jest miarg w
Jezeli

Funkcja jest miarg w gdy bowiem jest suma

zbiorow roztgcznych

wobec

a wiec

czyli

2° Gdy to istniejg zbiory
takie, ze

Mamy zatem oraz

wiec, na mocy
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Twierdzenie (i) stuszne jest w szczegdlnosci dla funkcy)
mierzalnych {B) (por. 1.8 (v)); zatem, stosujac je dwukrotnie,
otrzymujemy:

(ii) Jezeli a jest miarg w X, a h homeomorfizmem uogol-
nionym  przeksztatcajgcym X w Y, to funkcja v{B) =-a [h-" (5)J
zbioru 5 £B (K) jest miarg w Y. Funkcja h przeprowadza klasy
M (@X) i N (;X) odpowiednio w klasy M (v) i N (v).

Poniewaz dla kazdej przestrzeni ZeB istnieje homeomor-
fizm uogolniony h taki, ze h{9) = Z wiec stosujagc (ii) dla
X =19, Y= Z oraz = mierze liniowej Lebesgue'a, otrzymujemy:

(iii) W kazdej przestrzeni Z S B istnieje miara ciagla W
taka, z¢ {2)= L

§ 2. ZBIORY 1 FUNKCJE BEZWZGLEDNIE MIERZALNE

2.1 Definicje. R6wnowaznosci. Zhior A'nazywamy
wzglednie mierzalnym  w przestrzeni X (symbolicznie: EbM. (AY),
gdy jest mierzalny wzgledem kazdej miary w X. Zbi6r, ktéry
jest bezwzglednie mierzalny w kazdej zawierajgcej go prze-
strzeni, nazywamy bezwzglednie  mierzalnym  (symbolicznie: EzfA).

Funkcje / przeksztatcajacg przestrzen X na podzbiér prze-
strzeni Y nazywamy bezwzglednie mierzalng na X (symbolicz-
nie: /e 31 {X, Yj), gdy jest mierzalng wzgledem kazdej miary w X

Z twierdzenia 14 (1" i 3°) wynika, ze

(i) Na to by EbM (X) potrzeba i wystarcza, by zhior E
byt mierzalny wzgledem kazdej cigglej miary w X

Z definicji i twierdzefi 1.8 wynika, ze

(i) Jezeli f{X)CIY*if{X)CI YA to relacje: /s 31 {X, Y%
i B3KX, Kj) sg  roéwnowazne.

(iii) Na to by fz31{X,Y) potrzeba i wystarcza, by dla
kazdego zbioru otwartego G (Z K (G)sM {X).

(iv) Na to by E bfA{X) potrzeba i wystarcza, by S
31 {X, 9).

2.2 Zbiory bezwzglednie mierzalne. Z twierdzen 1.2 (iv),
1.6 (ii) oraz 1.6 (iii) otrzymujemy.

Y Kuratowski [1], str. 231.
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(i) Jezeli sM(X) dla n=\2,... to e
M {X) oraz M*— M zm {X).

(i) Wynik operacji ("4) wykonanej na zbiorach bezwzgled-
n  mierzalnych w X jest zbiorem bezwzglednie mierzalnym w X

(iii) Jezeli zbidor A jest analityczny w X, to AB M. {X)
oraz X—AeMiX).

2.3 Zbiory ktére nie sg bezwzglednie mierzalne.

(i) Kazdy zbiér nieprzeliczalny 5 sB zawiera  podzbior
R~em{B).

Z 19 (iii) wynika, ze istnieje miara ciggta 4 w 5 taka, ze
[x(5)>0; [z twierdzenia 1.7 (2") wynika dalej, ze istnieje zbior
RdB  taki, ze R é M(ix), a wiec R é M (B).

Twierdzenie (i) pozwala rozstrzygnaé nastepujace pytanie: czy istnieje
cigg miar (w X) taki, by mierzalno$¢ zbioru Ec:X wzgledem wszystkich
tych miar pociggata za soba jego mierzalno$¢ bezwzgledna?"')

(i) Dla kazdego ciagu ([i'™™ miar w przestrzeni Ze B istnieje zbior
RdZ taki,te RT m i Rt (jx") dlan= 1,2,..

Dobierzmy ciag liczb Funkcja
zbioru jest miarg w Z Rozwazmy zbiér ' punktéw nie-
ciggtosci miary oraz ciggtg miare

Z alternatywy: lub oraz wynika, ze Z
zawiera zbior doskonaty W mysl istnieje w zbiorze zbiér

Poniewaz wiec tembardziei dla

2.4 Funkcje bezwzglednie mierzalne. Przeksztatcenia
zbiorow bezwzfflednie mierzalnych.

Jezeli
Jezeli

Sg to wnioski z definicji 2.1 oraz z twierdzen
Jezeli

O Analogiczne pytanie dla warunku Baire'a stawiat Utam; por.
Szpilrajn [6], str. 20.
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Niech bedzie dowolng miarg w Dla kazdego zbioru
potézmy (mamy: na
podstawie Wedtug funkcja jest miarg w
Wobec zatozenia: mamy a wiec z
otrzymujemy: Wobec dowolnosci miary
Z twierdzen oraz otrzymujemy :
Homeomorfizm uogdlniony  przeksztatcajacy X na Y
przeprowadza klase w  klase
Z wynika réwniez twierdzenie o superpozycjach :
Jezeli to dla funkcji  okre-
Slonej  {dla kazdego wzorem : mamy :
Dla kazdego bowiem zbioru otwartego w mamy :
Wobec: mamy
a wiec, wobec oraz

2.5 Bezwzgledna mierzalno$é w réznych przestrzeniach.

Jezeli to
Niech wiec  bedzie miarg w Dla kazdego zbioru
potézmy Jest to miara w
a zatem Istnieja wiec zbiory
takie, ze
a wiec
Mamy wiec istotnie: a zatem (wobec dowolnosci
Jezeli

Jest to wniosek bezposredni z twierdzenia

Jezeli
Niech bedzie miarg w Jezeli
gdzie a zatem Dla kazdego wiec zbioru
mozemy potozy¢ Funkcja  jest miarg
w Istniejg wiec dwa zbiory borelowskie w , a wiec

Por. 2.5 (v) i 3.5 (iv).
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bezwzglednie mierzalne w A'takie, ze
a wiec [J-(M) = Z 12 (v) wynika, zef'eM(ix). Mamy
zatem E BM {X), c. b. d. o.

(iv) Niech bedzie ECZM BM.. Na to by EBM  potrzeba
i wystarcza, by EBJ\[(M).

Konieczno$¢ warunku jest oczywista, udowodnimy wiec
jego wystarczalnos¢. Niech (Z A'; okazemy, ze zatozenia:

pociggaja za sobag

Oznaczmy przez Z dowolng przestrzen zupetna zawierajgca
M; przez Z* przestrzen zupeilng zawierajgcg X-, przez D dom-
kniecie zbioru E w Z, a przez D* domkniecie zbioru E w Z*.

Z (iii) wynika, ze eM fZ), a wiec, wobec

Pomiedzy zbiorami D \ D ” istnieje— jak tatwo stwierdzi¢—
homeomorfizm przeksztatcajgcy E w siebie, zatem na mocy 2.4 (iv),

skad wynika na podstawie (iii) oraz (ii), ze

Dzieki twierdzeniu (iv) badanie klasy M redukuje sie do bada-
nia klas M {X) dla X bedacych np. przestrzeniami bezwzglednie
borelowskimi. Tak np. otrzymujemy:

(v) Jezeli XBM, a h jest homeomorfizmem uog6lnionym
takim, ze

Homeomorfizm h daje sie rozszerzy¢ na przestrzenie bore-
lowskie AID X\ BZ:)Y. Z relacji XB M wynika A's M (A), a wiec,
na podstawie 2.4 (iv): YeM{B), skad, wobec

2.6 Mnozenie kartezjanskie.

(i) Jezeli
Dla kazdego punktu z= (xy) B X \'Y potézmy
Wobec 2.4 (ii) mamy pzM (XX a wiec, wobec
Poniewaz p-~ (M)= AI"K wiec
(i) Niech » = X X e« bedzie iloczynem  kartezjan-
skim skoniczonej lub przeliczalnej  liczby czynnikow niepustych,
zawartych ~ odpowiednio  w przestrzeniach XA, X2,..niech
Na to by EB M (X) potrzeba i  wystarcza,
by stale

O Por. 2.4 (iv) j 3.5 (iv).
-) Bezposredni dowéd tego twierdzenia podat wcze$niej p. Sierpinski.
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Konieczno$¢. Niech Xnf£ En- Rozwazmy zbior
Poniewaz z zatozenia wiec na podstawie
Z 2.4 (iv) wynilta wiec, ze " sM (X"). Analogicznie :

Wystarczalnos$¢. Z (i) wynika, ze

Zatem

2.7 Ciagi funkcyj. Wykresy funkcyj. Funkcje dwdch
zmiennych. Z twierdzen poprzednich wynikajg nastepujace:

(i) Niech f {x) = bedzie ciggiem [skoriczonym  lub
przeliczalnym) funkcyj  przeksztatcajgcych X odpowiednio na
podzbiory  przestrzeni K,., Na to by
potrzeba i wystarcza by stale

(i) Jezeli f zM {X, V), a W jest wykresem tej funkcji, to

(iii) Niech f {x,y) bedzie funkcja okreSlong dla .
o wartosciach nalezacych do Z. Przypusémy, ze dla kazdego

funkcja {xX) =f{x,y") jest cigglta, a dla kazdego x"z X
funkcja y)=f {xQ,y) nalezy do M{Y, Z). Teza:

Dla udowodnienia tych twierdzen wystarczy powtérzy¢ ro-
zumowania, stosowane czesto w teorii funkcyj w przestrzeniach
metrycznych

§ 3. ZBIORY BEZWZGLEDNIE ZEROWE

3.1 Definicja. Réwnowaznosci. Zbiér N nazywamy bez-
wzglednie zerowym (symbolicznie: Nz N), gdy kazda ciaggta miara
w kazdej przestrzeni XZDN znika na N.

(i) Niech NEX. Nastepujace  warunki  sa réwnowazne
miedzy  soba:

(0) A~sN;

(@) kazda ciggla miara w X znika na

Por. Kura to wski [1], str. 182, 183, 180.



(P) kazda ciggta miara w N znika na N-,
(y) jezeli ECIN, to Es
() N jest zbiorem catkowicie niedoskonatym i ASM.

Wykazemy kolejno, ze (0) (a) (p)” (0) oraz

Bezposredni wniosek z definicji.
Zaktadamy, ze N spetnia (a). Niecli bedzie
dowolng ciggtg miarg w N. Funkcja v(-5)= (5 7V) zbioru B e
jest ciagta miarg w
Zatem N (v); istnieje wiec zbiér A ~B (AT). N (v), za-
wierajacy N (1.2 (i)), a wiec
3° (P) (0). Zaktadamy, ze N spetnia (p). Niech Y bedzie
dowolng przestrzenig zawierajgcg AY a ciggtg miarg w Y. Funkcja
zbioru A eB {N) okreslona wzorem : v(/4) = inf {B), gdzie B
przebiega zbiory B (K) zawierajgce A, jest miarg w
Mamy wiec Ws N (v). Wynika stad tatwo, ze istnieje zbidr
zawierajacy N, skad wynika, ze A/JEN(txj.
Niech bedzie NdZtB; NsH', ECZN. Dla
kazdej ciggtej miary w Z mamy A”eN([j.), a wiec
Wobec dowolnosci miary ciagtej z 2.1 (i) wynika, ze
a wiec, wobec 2.5
Bezposredni wniosek z 2.3 (i).
Niech N bedzie zbiorem spetniajacym (0);
Niech [ bedzie dowolng miarg ciggta w Z. Ponie-
waz kazdy zbiér YW s M (jx)— N (ix) zawiera podzbiér doskonaty
(1.7(1% wiec A”s N (ix). — Zbior A spetnia zatem warunek (a)
w przestrzeni Z, a poniewaz wykazaliSmy juz (2" i ze dla
kazdej przestrzeni X warunek (a) w przestrzeni X pocigga
warunek (o), wiec istotnie (S) (o).

3.2 Podzbiory. Dodawanie. Z 3.1 (i) wynika bezpos$rednio
<np. przez zastosowanie warunku (a) lub (Y)), ze

() Jezeli
(i) Jezeli
(i) Jezeli

3.3 Zbidr nieprzeliczalny bezwzglednie zerowy. Wybie-
rajac po jednym punkcie z niepustych skitadowych zbioru anali-
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tycznego nieborelowskiego, umieszczonego w przestrzeni Z s B
otrzymujemy w mys$l 1.6 (i) zbior NsN mocy Xi. Mamy wigc

(i) W kazdej przestrzeni Z £ B istnieje zbiér AMeN mocy
Xl

Z twierdzenia tego oraz 3.2 (i) wynika, ze

(ii) W kazdej przestrzeni ZeB istnieje  conajmniej
zbior6w A/'eN.

3-4 Zagadnienie miary 2). Twierdzenie 3.3 (i) pozwala
przeprowadzi¢ tatwy dowdd twierdzenia Banacha-Kuratow-
skiego-Ulama o. t. zw. ogblnym zagadnieniu miary.

Rozwazajmy nastepujaca wiasno$¢ zbioru N:

(v) Kazda funkcja nieujemna, skonczona, przeliczalnie addy-
tywna i ciggla, okreslona dla wszystkich podzbiorow zbio-
ru Ny znika tozsamoS$ciowe.

Wiasnos¢ ta ma sens dla wszelkich zbioréw N (nietylko
metrycznych) i jest niezmiennikiem przeksztatcen wzajemnie je-
dnoznacznych.

Z drugiej strony wiasnos¢ (P) (sformutowana w twierdzeniu
3.1 (i)) pocigga za sobg wiasnos¢ (v). Zatem

(i) Jezeli w pewnej przestrzeni istnieje zbhior A*E N mocy
n, to kazdy zbioér tej mocy posiada wiasnos¢ (v).

Z (i) oraz 3.3 (i) otrzymujemy wiec twierdzenie Banach a—
Kuratowskiego — Ulama:

(ii) Kazdy zbior mocy Xi posiada whasnos¢ (v).

3.5 Przeksztatcenia.
(i) Niech bedzie fzM {N, Y);f {N)zN. Na to
potrzeba i wystarcza by f-* (y) eN dla kazdego
Konieczno$¢ tego warunku jest oczywista; udowodnimy
wiec jego wystarczalnos$¢. Niech bedzie miarg ciggta
w N. Potdézmy N"=f{N). Dla kazdego zbioru 5£B(K) mamy
Mozemy wiec potozyc
otrzymujac miare w AP (1.9 (i)). Jest ona ciggta, bo dla kazdego

'Y Wynik p. Sierpinskiego. Por. str. 40, odsytacz *).
Por. Sierpinski —Szpilrajn [1].
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Poniewaz z zatozenia A™ s N, wiec

a zatem a (A/)= 0. Wobec dowolnosci mamy A*eN, c. b. d. o.
Jako wniosek z (i) otrzymujemy
(i) Wiasnosé: A/l'sN jest niezmiennikiem przeksztatcen

wzajemnie jednoznacznych, ktorych odwrécenia sa mierzalne {By).

Wynika stad tatwo, ze

(iii) Kazdy zbior E mocy Xi jest obrazem ciaglym i wza-
jemnie jednoznacznym  pewnego zbioru A/sSN

Bowiem przeksztatcenie wzajemnie jednoznaczne dowolnego
zbioru na zhiér E jest superpozycjg przeksztatcenia wzaje-
mnie jednoznacznego ¢, ktorego odwrdcenie jest ciagle i prze-
ksztatcenia wzajemnie jednoznacznego ciggtego2). Wystarczy
wiec wzigé E* sN mocy Xi i potozyc

Z (iii) oraz z istnienia zbioréw M (2.3 (i)) wynika, ze

(iv) Jezeli Xi= c, to whasnosci : Et* oraz Es M nie za-
chowujg sie przy przeksztatceniach cigglych wzajemnie  jedno-
znacznych.

3.6 Mnozenie kartezjanskie. Niech Ey™/E". Na to
by A X AN potrzeba i wystarcza, by

Konieczno$é. Niech pe EM. Jezeli
a wiec réwniez A sN (bo zbiory A i EPX ") ™
izometryczne). Podobnie: £2”N.

Wystarczalno$¢. Dla kazdego 2 = (X, y)eEiX po-
t6zmy p (z) = x. Funkcja p jest ciggta, a wiec
Dla kazdego x e E® mamy
a wiec w mysl 3.5 (i) réwniez

Twierdzenie powyzsze nie uogo6lnia sie na iloczyny kartezjanskie prze-
lic-.alne. Istotnie, dla zbioru E ztozonego z dwoécti punktéw, zbiér £ X X oo
jest tiomeomorficzny ze zbiorem doskonatym Cantora, ktéry wobec 3.1 (i) (wa-
runek (0)) nie jest zbiorem bezwzglednie zerowym.

O Por. Sierpinski —Szpilrajn [1], str. 260—261.
'O Sierpinski —Szpilrajn [2], str. 290.



§ 4 TWIERDZENIE O ROWNOWAZNOSCI MIAR.

WNIOSKI DLA ZBIOROW BEZWZGLEDNIE MIERZALNYCH

4.1 Réwnowazno$¢ miar ciggtych.

(i) Niech {j. bedzie ciagltg miarg w 9 takg, ze {D)= 1: Teza:
Istnieje  homeomorfizm uog6lniony @ taki, ze @{0)=D i ze dla
kazdego BbB{9) mamy m [p (5)] = x{B). W przypadku, gdy
(L nie znika na zadnym odcinku, otrzymujemy jako @ homeo-
morfizm  zwykly.

Potézmy /(A:) = K (O, x]) dla kazdego xeQ. Wobec jedno-
stajne] ciagtosci miary ( (1.5), funkcja/ jest ciagta.

Potézmy dalej v(5)= [[/-i*fij] dla kazdego
W mysl 1.9 (i) funkcja v jest miarg w 9. Z definicji/ i v wy-
nika tatwo, ze dla kazdego przedziatu G C 9, a wiec rowniez dla
kazdego zbioru G otwartego w 9 mamy
(*)

Niech teraz bedzie » sB(9). Wobec (*) mamy oczywiscie

gdzie G przebiega wszystkie zbiory otwarte w 9, zawierajgce A.
Poniewaz z inkluzji: G"A  wynika: v(G) > v(/lI), wiec z
otrzymujemy:

Dla kazdego 5 eB (9) mamy wiec jednoczes$nie :

a zatem m{B) = ~{B). Wedtug definicji v mamy wiec stale
dla

Gdy miara ( nie znika na zadnym odcinku, funkcja/ jest
rosnagca, a zatem jest homeomorfizmem. Druga cze$¢ twierdzenia
zostata w ten spos6b udowodniona.

WeZzmy teraz pod uwage sume W wszystkich przedziatow
statosci funkcji/, wraz z ich lewymi krancami, natomiast bez kran-
coéw prawych; mamy oczywiscie : [x (W) = 0. Poldzmy
oraz g=f \ V. Funkcja g jest r6znowartosciowg, przy czym

Udowodnimy, ze

Istotnie, z inkluzyj:



i z réwnosci :

otrzymujemy : { [@" (B5)]= [f-'{Bj], co, wobec (V). daje nam
wzor (+).

Poniewaz = wiec |x(\/) = |; zbiér  zawiera wigc
zbior doskonaty A®taki ze tx(AN) = 0(1.7 (3")). Potézmy
Funkcja g jest ciggta i réznowartoSciowa na N, zatem zbior
jest réwniez zbiorem doskonatym. Z réwnosci (") wynika wiec, ze

Pomiedzy kazdymi zbiorami borelowskimi nieprzeliczalnymi
istnieje homeomorfizm uogdlniony”); niech wiec (j bedzie prze-
ksztatceniem przez homeomorfizm uogdlniony zhioru A”-fU”na
zbior N*. Okres$lmy dalej przeksztatcenie ¢ jak nastepuje:

Przeksztatcenie @ jest istotnie homeomorfizmem uogdlnio-
nym przeksztatcajgcym zbior N A-W na zb\6v N*, a zbior
na zbior 9-~-N*, a zatem przedziat D na siebie.

Pozostaje do okazania, ze dla kazdego B £B (9) mamy

Z (+) wynika, ze

Dla kazdego zbioru E ClI 9 — N* mamy
a zatem, na podstawie

Wz6r (% ) zostat wiec udowodniony.

Poniewaz kazda przestrzen Zs B daje sie odwzorowaé przez
homeomorfizm uogdlniony na odcinek 9 przy czym kazda miara
w tej przestrzeni zostaje w ten sposéb przeprowadzona na miare
w 9 i naodwrét (1.9 (ii)), wiec z twierdzenia (i) wynika:

(i) Dla kazdych dwbéch miar ciaglych: [k w  przestrzeni

przestrzeni B e B, takich ze x{A) = v{B), istnieje
homeomorfizm  uogdlniony cp taki, ze
dla kazdego

» Por. Kuratowski [1], str. 231.
Por. Kuratowski [1], str. 231.
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4.2 Zbiory bezwzglednie mierzalne i bezwzglednie ze-
rowe.

(i) Niech u. bedzie miarg ciagta w przestrzeni Z s B, przy
czym K (Z)>0. Na to by Ez* resp. “e N potrzeba i wystar-
cza, by dla kazdego homeomorfizmu  uogdlnionego @ takiego, ze
@ {E) C Z, zachodzita relacja : @ sSM {jx) resp. @ eN ([x).

Konieczno$¢ warunku wynika z 2.5 (v) resp. 3.5 (ii).

Wystarczalno$¢. Niech bedzie ~"CireB, a v miarg
ciggta w Y. Mozemy zatozy¢ bez szkody dla ogélnosci, ze v (K) =
= K (Z). W mys$l 4.1 (ii) istnieje wiec tiomeomorfizm uogdlniony
@ pomiedzy Y 2. X, taki ze
* (03] = V(5 dla

Z zatozenia @ {E) e M (\i) resp. @ (E) e N (ix). Z réwnosci (*)
wynika wiec, ze Eb M (v) resp. Es N (v) (1.9 (ii)).

Wobec dowolnosci miary ciggtej v, mamy M (2.1 (i), oraz
2.5 (iv)), resp. N (3.1 (i)).

Z (i) wynika w szczego6lnosci, ze

(i) Na to by Es IWresp. ESN potrzeba i wystarcza, by
kazdy obraz zbioru E, zawarty w 9", otrzymany przez  homeo-
morfizm  uogélniony, byt mierzalny {L) resp. miary Lebesgue'a
zero.

Dla zbioréw liniowych twierdzenie to mozna zmodyfikowac:

(iii) Niech Edg. Na to by ESfA  resp. EsN potrzeba
i wystarcza, by kazdy obraz homeomorficzny  zbioru E  zawarty
w D byt mierzalny {L) resp. miary {Lebesgue'a) ze/o™).

Konieczno$¢ warunku wynika z (ii), przejdzmy wiec

do wystarczalno$ci. Niech bedzie miarg ciggta w 9. Bez
szkody dla og6lnosci mozemy zatozy¢ ;x(9) = |. Potdzmy:
Cl) VB) =" X{B)+ m(B)] dla 5 £B (9).

Vjest miarg w9 na podstawie 1.3 (i), przy tym ciagtg i nie-
znikajacg na zadnym odcinku C 9. W mysl 4.1 (i) istnieje ho-
meomorfizm h laki, ze h (9 = 9 i v [h{B)] == m {B) dla kazdego
i"£B(9). Zbior h{E) jest z zatozenia mierzalny (Z) resp. miary
(Lebesgue'a) zero, a wiec £eM (V) resp. JE"EN(V) (1.8 (ii)).

')y Por. wstep, str. 40. — Zbidér nieprzeliczalny, ktérego kazdy liniowy

obraz homeomorficzny jest miary (Lebesgue'a) zero, podatl po raz pierwszy
p. Sierpinski, [2].
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Z (I) i 1.3 (i) wynika, ze tym bardziej E s M([x) resp. Ez N
Wobec dowolnosci miary ciagtej a, otrzymujemy: Et Ni
resp. £N.

§ 5. ZESTAWIENIE BEZWZGLEDNEJ MIERZALNOSCI
Z INNYMI WEASNOSCIAMI ZBIOROW

5.1 Rzutowo$¢. Niech bedzie przestrzen Z eB. Z hipotezy
continuum i twierdzenia 3.3 (ii) wynika odrazu, ze istniejg w Z
zbiory bezwzglednie mierzalne, ktore nie sg rzutowe.

Zagadnienie odwrotne nastrecza trudnosci znacznie powaz-
niejsze. Wigze sie ono SciS$le z zagadnieniem mierzalnosci (1)
zbioréw rzutowych. Udowodnimy mianowicie, ze

(i) Jezeli wszystkie zbiory rzutowe w przestrzeni Z"B sg
mierzalne wzgledem pewnej cigglte] miary ij. W Z, to wszelkie
zbiory rzutowe sg bezwzglednie  mierzalne.

Oznaczmy te miare przez a, a przez R dowolny podzbior
rzutowy przestrzeni KeB. Kazdy jego obraz w Z, otrzymany
przez homeomorfizm uogdlniony, jest rowniez zbiorem rzutowym
a wiec —w mys$l zatozenia — mierzalnym wzgledem [j. Z 4.2 (i)
wynika, ze bedzie wdwczas RtfA.

Z (i) otrzymujemy natychmiast:

(i) Zagadnienie  mierzalnosci  bezwzglednej  zbioréw  rzu-
towych jest réwnowazne  zagadnieniu mierzalnosci  {L) pod-
zbioréw rzutowych odcinka D.

Istotnie, jesli kazdy zbiér rzutowy /?C9jest mierzalny (Z.),
to — wedtug (i) — kazdy zbiér rzutowy jest bezwzglednie mie-
rzalny; naodwrét za$, jesli kazdy zbidér rzutowy jest bezwzglednie

mierzalny, to w szczeg6lnosci kazdy zbior rzutowy RCO jest
mierzalny {L).

5.2 Wiasno$¢ (C). Rozwazmy nastepujacg whasnos¢ zbioru E:
(C) Dla kazdego ciggu liczb a,,>0 istnieje rozktad
taki, ze
(i) Jezeli E posiada wiasnos¢ (C), to EtH
J) Sierpinski 4], str. 273.
2) Por. Sierpinski [1], str. 37; Szpilrajn [1], 15]; Mazur-

kiewicz—Szpilrajn [1]. str. 308.
3) Wynik p. Popruzenki; por. Szpilrajn [5], str. 311.
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Niech wiec [x bedzie dowolng miarg ciagta w E \ niech yj>0.
Z twierdzenia o jednostajnej ciagtosci (1.5) wynika, ze dla kaz-
dego/z naturalnego istnieje liczba > O taka, ze jesli
i ASB{E), to K (/) < z wiasnosci (C) wynika, ze istnieje
rozktad E = EI-\- E2-\-.. taki, ze D{E,,)<A,.. Dla kazdego
n naturalnego znalezé mozna zbiér EN, otwarty w E, taki,
ze nadal O {G,,)CA,,. Mamy wiec [J (E) < (Gi)-f (Gg) r.
Poniewaz r byto dowolng liczbg > O, wiec —0, c. b.d o.

Wiadomo z drugiej strony, ze z hipotezy continuum wy-
nika istnienie zbioru liniowego o wikasnosci (C), ktérego kwadrat
kartezjanski wiasnosci (C) nie posiada, a nawet jest miary linio-
wej dodatniej Z (i) oraz 3.6 otrzymujemy w ten sposoéb :

(ii) Jezeli Xi= c, to istnieje w y zbior EeN o mierze
liniowej dodatniej {a wiec nie posiadajacy  wihasnosci  (C))M).

5.3 Kategoria | wiasno$é Baire'a. Jak wiadomo, z hipo-
tezy continuum wynika istnienie zbioru liniowego o wiasnosci
(C), nieposiadajacego wiasnosci Baire'a (t. zw. zbiér Luzina);
z drugiej strony z hipotezy tej wynika rowniez istnienie zbioru
zawsze | Kkategorii, ktory nie jest mierzalny {L) (t. zw. zbiér
0 wkasnosci (5) Sierpinskiego)®). Mamy wiec dwa dwoiste
twierdzenia :

(i) Jezeli Xi= c to istnieje zhior liniowy bezwzglednie ze-
rowy, ktory nie posiada wilasnosci Baire'a {a wiec nie jest  zawsze
1  kategorii).

(i) Jezeli Xi= c, to istnieje zbior liniowy zawsze | kate-
gorii, ktory nie jest mierzalny {L) {a wiec nie jest bezwzglednie
zerowy).

5.4 Wiasnosci (s) i (sM)?N). Mowimy, ze zhior £C ZeB
posiada witasnos¢ {s), gdy kazdy zbiér doskonaty PC Z zawiera
zbior doskonaty D taki, ze Z)E = 0 lub DCE. Zbi6r posiada
whasnos¢  (5"), gdy kazdy jego podzbior posiada wiasnosé (5).

(i) Jezei Mt to M posiada whasnos¢  {s).

'Y Sierpinski [5J.
«) Rezultat otrzymamy zostat na innej drodze w pracy : Mazurkie-
wicz— Szpilrajn [1], str. 308. Por. nizej 5.5.
Por. np. Sierpinski 11], str. 37 i 81.
Szpilrajn [6].



Niech ZEB bedzie przestrzenig zawierajagcg AJ, a P jej
podzbiorem doskonatym. W mysl 1.9 (iii) istnieje ciggta miara
{xwPtalca, ze Oczywiscie P—TWsM i PMeM, przy
czym [J-(P—AT1)>0 lub ix(PAT)>0, a wiec—wobec 1.7 0°) —
jeden z tycti dwocti zbioréw zawiera zadany podzbiér doskonaty D.

Twierdzenie (i) daje nam odrazu:

(ii) Jezeli A/sN, to N posiada wihasnos¢ {s").

Poniewaz kazdy zbiér zawsze | kategorii ma wasnos$¢ (50)
wiec z tiipotezy continuum i 5.3 (ii) wynika niemozno$¢ odwro-
cenia twierdzen (i) i (ii).

5.5 Wymiar2). Jak udowodnit Hilgers”), kazdy zhior
liniowy mocy c jest obrazem cigglym i wzajemnie jednoznacznym
pewnego zbioru n wymiarowego umieszczonego w (jako tez
pewnego zbioru przeliczalnie wymiarowego — w oraz nieprze-
liczalnie wymiarowego — w "i). Poniewaz klasa N jest niezmien-
nikiem przeksztatcen wzajemnie jednoznacznych!, ktérych odwré-
cenia sg ciagte (3.5 (ii)), poniewaz dalej istnieje zbidér liniowy
A/sN mocy Xi (3.3 (i), wiec

(i) Jezeli Xi= c, to istnieje zbiér n-wymiarowy ~w prze-
strzeni {oraz zbior przeliczalnie wymiarowy — w Tfoi zbior
nieprzeliczalnie  wymiarowy w 91), ktéry jest bezwzglednie Zerowy.

Poniewaz kazdy zhiér o wiasnosci (C) ma wymiar O"),
wiec otrzymujemy z (i) inny przyktad zbioru bezwzglednie zero-
wego, ktéry nie posiada wiasnosci (C) (por. 5.2).

Hurewicz udowodnit przy pomocy hipotezy continuum, ze istnieje w 9
zbi6ér nieprzeliczalny W o nastepujacej wiasnosci: {H) Kazdy podzbiér O - wy-
miarowy zbioru W jest najwyzej przeliczalny (czyli: kazdy nieprzeliczalny
podzbiér zbioru W jest nieprzeliczalnie wymiarowy) tatwo mozna wykaza¢, ze

(ii) Dla kazdej miary istnieje  rozklad Xz= N -\-Q gdzie =
oraz dim (Q) = 0.

Z (ii) wynika natychmiast, ze

(iii) Kazdy zbiér o wihasnosci  (H) jest bezwzglednie zerowy'”).

Otrzymujemy w ten sposéb (réwniez przy pomocy hipotezy continuum)
inny przyktad nieprzeliczalnie wymiarowego zbioru bezwzglednie zerowego.

Szpilra jn [6], str. 31.
2) Por. Mazurkiewicz —Szpilrajn [1], str. 308,
Hilgers [lj.
*]1 Szpilrajn [73, str, 85.
Hurewicz [2].
«) Analogicznie wykazat Hausdorff, ze zbi6r o wihasnosci (H) jest
zawsze | kategorii, Fund. Math. 27 (1936), str. 293.



§ 6. FUNKCJE CARATHEODORY'EGO
1 ZBIORY BEZWZGLEDNIE MIERZALNE

6.1 Funkcja Carathéodory'ego”). Funkcje przyporzad-
kowujacg kazdemu zbiorowi ECX  liczbe (E) > O (skon-

czong, lub réwng nazywamy funkcjg Carathéodory'ego w X,
gdy spetnia warunki:

(1) Jezeli

2 . _

(3) Jezeli

Zbiér MC X nazywa sie mierzalnym wzgledem (symbo-

licznie: M £ M* ((x+)), gdy dla kazdego zbioru EC X mamy
(z warunku (2) wynika, ze mozna ogra-
niczy¢ sie do rozwazania przypadku
Dla funkcyj Carattiéodory'ego w X zachodzg twierdzenia :

dla

Jezeli

(iii) Funkcja (¢* jest przeliczalnie addytywna w klasie

(iv) Jezeli AC X i [x*jest funkcja Carathéodory'ego w
to funkcja V*{E) = [x*{A E) {okreSlona dla kazdego ECX) jest
funkcja  Carathéodory'ego  w X.

(v) Jezeli YCX i jest funkcjg Carathéodory'ego w X,
to funkcja {sf" {E), rozwazana wylgcznie dla EC Y, jest funkcja
Carathéodory'ego  w Y,

6.2 Miara zewnetrzna. Rozwazajmy skonczone funkcje
Carathéodory'ego w X, t.j. spetniajace warunki (1), (2), (3) oraz
4)
Funkcje takg nazwiemy miarg zewnetrzng w X, gdy spet-
nia ponadto warunek:
(5) Dla kazdego zbioru ECX istnieje nadzbior
taki, ze
(i) Niech [x* bedzie miarg zewnetrzng w X. Na to by
potrzeba i wystarcza, by istniaty zbiory
takie, ze

*)

'Y Por. Carathéodory [1], Kap. V; Saks [1). chap. IL
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Konieczno$¢. Niech bedzie f s M*(a*). Istniejg wiec
zbiory B[t B{X), B., s B {X) takie, ze
oraz
oraz
Kfadziemy A = A'—A'. Mamy wiec
oraz
Wystarczalnos$¢. Z (*) wynika, ze
zatem [j* (E=—Bi) = O, co, wobec roéwnosci
daje nam mierzalnos¢ zbioru E.
(ii) Dwie\miary'zewnetrzne {w Xy. a* i v* réwne dla zbio-
réw borelowskich {w X), sa identyczne.
Jest to tatwy wniosek z warunku (5).

Zaznaczmy, ze kazda miara zewnetrzna [i* w spetnia warunek:

(5") Dla kazdego zbioru /TC A'mamy: {E) — inf gdzie G
przebiega otwarte w X nadzbiory zbioru E;
skad wynika natychmiast, ze dla kazdego £ c A‘istnieje nadzbiér H bedacy
zbiorem G. w A' taki ze [i* (E) = (H). (W ten spos6b klasa miar zew-
netrznych w X pokrywa sie z klasg skonczonych Inhaltsfanktionen W znacze-
niu Hahna')).

Dla dowodu warunku (5'J potézmy

)
gdzie G przebiega otwarte w X nadzbiory zbioru E. Sprawdza sie bez tru-
dnosci, ze V* jest miarg zewnetrzng w X, przy czym
dla kazdego
oraz

Z powyzszych relacyj, z definicji mierzalnosci 6.1, oraz 6.1 (iii) wy-

niknie, ze
dla kazdego

a wiec, wobec (ii), [jI*= Z réwnosci (]) otrzymujemy wiec warunek (5%).

6.3 Miara i miara zewnetrzna. Z 6.1 (ii), (iii) wynika
bezposrednio:

(i) Jezeli [j.* jest skonczong funkcjg Carathédofyego w X,
to funkcja [. = B*1 B {X) jest miarg w X

Niech teraz [x bedzie miarg w X. Potdézmy dla kazdego

gdzie
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Z rownosci powyzszej, przez tatwe sprawdzenie warunliéw
(1) —(5), otrzymujemy:

(i) Jezeli a jest miarg w X, to  jest miarg zewnetrzng
w przy czym a{B)= a {B) dla

Z (i), (ii) oraz 6.2 (i), (ii) otrzymujemy:

(i)  Przyporzgdkowujac kazdej mierze zewnetrznej
funkcje  pi==iJ-* | B (A), otrzymujemy odpowiednio$¢ wzajemnie
jednoznaczng miedzy  wszystkimi miarami  zewnetrznymi w
a wszystkimi miarami  w X, przy czym:

6.4 Rozszerzanie miary zewnetrznej. Niech a* bedzie
miarg zewnetrzng w YCX. Teza: Istnieje miara zewnetrzna
w X taka, ze v*{E) = a*{E) dla ECY.

Funlccja = {* B (K) jest w mys$l 6.3 (i) miarg w Y. Po-
tézmy v (5) = [ (B K) dla kazdego BeEiX); w mys$l 1.3 (ii)
V jest miarg w X.

Niech teraz v* bedzie miarg zewnetrzng w X odpowiadajacg
mierze v wedtug wzoru 6.3 (*) i twierdzenia 6.3 (ii). Dla kaz-
dego zbioru ECY mamy

gdzie

Zbior B Y przebiega wiec zbiory borelowskie w Y, zawie-
rajagce E, a wiec wzor (*) daje nam w mys$l warunku (5):

6.5 Zbiory bezwzglednie mierzalne. Kazdy z nastepu-
jacych  warunkéw  jest réwnowazny warunkowi:

dla kazdej ciggltej miaty zewnetrznej

dla kazdej miary zewnetrznej
dla kazdej funkcji Caratéhodory'ego

Z twierdzenia 6.3 (iii) oraz 2.1 (i) wynika natychmiast, ze
warunki (a) i (b) sg rownowazne bezwzglednej mierzalnosci zbioru
M w X. Poniewaz oczywiscie (c) (b), wiec pozostaje do oka-
zania, ze (b) (c).

Zatézmy wiec, ze M C X i ze TWs M* (v*) dla kazdej miary
zewnetrzne] v* w X. Niech [x* bedzie dowolng funkcjg Carathéo-



dory'ego w X, a R dowolnym zbiorem takim, ze
Nalezy dowies¢, ze
n
w mysl 6.1 (v) oraz 6.3 (i) funkcja [J-*a* | B (R) jest miarg
w R. Kladac dla kazdego

gdzie

otrzymujemy na mocy 6.3 (ii) miare zewnetrzng w R, przy czym

Wedtug 6.4 istnieje miara zewnetrzna w X taka, ze

Z zatozenia M e (v*); mamy wiec

a wiec, na podstawie

skad, wobec (*), otrzymujemy

6.6 Zbiory bezwzglednie zerowe. Rozwazajmy przestrzen Z a B. Ja-
kie wartosci mogg przyjmowaé funkcje Carathéodory'ego na zbioiach N s N,
zawartych w Z?

Gdy wszystkie podzbiory zbioru E”Z spetniaja odpowiednio (bj lub
(c) (por. 6.5), to mowi¢ bedziemy, ze zbiér E spetnia warunek (bo) lub (Co).

Wobec 2.5 (iv), 6.5 oraz 3.1, mamy

(i) Warunek N z N jest rownowazny kazdemu z warunkéw (b i (Co).

Ot6z z 2.1 (i), 6.3 (iii) oraz 1.7 (2") wynika, ze

(i) Warunek  (bo) jest réwnowazny  warunkowi: ib'o) Kazda ciggla
miara zewnetrzna w Z znika na N.

Za pomocyg twierdzenia 3.4 (ii) otrzymujemy tatwo:

(iii) Jezeli s, = c, to warunek (Oq)jest réwnowazny kazdemu z wa-
runkow:

Kazda ciagta i skorczona funkcja  Carathéodory“ego w Z znika
na N-
Dla kazdej ciaglej funkcji  Carathéodory'ego w Z i dla

kazdego zbioru E* N mamy [j*(f) = O lub

Za pomocg hipotezy continuum dowodzimy, ze (Co) (c'q) a potem:
juz bez tej hipotezy, ze

w zwigzku z warunkiem (c"o) warto zaznaczy¢, ze na to by kazda ciggta
funkcja Carathéodory'ego znikata na N potrzeba i wystarcza, by zbiér N byt naj-
wyzej przeliczalny. — Wyzej podalismy juz przyktad zbioru ptaskiego NeH
(przy zatozeniu hipotezy continuum) na ktérym nie znika t, zw. miara liniowa
(ktéra jest ciggta funkcjg Carathéodory'ego) (5.2 (ii)).
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Edward Szpilrajn

Sur les ensembles et les fonctions absolument
mesurables.

Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 19 janvier 1937.

RESUME.
Soit X un espace métrique séparable. L'auteur appelle me-
sure dans X chaque fonction non négative (finie) et compléte-
ment additive I (B) d'ensemble borelien dans X. Un ensemble

E C X est mesurable par rapport a a, lorsqu'il existe deux en-
sembles B et B2 boreliens dans X et tels que

Un ensemble M est absolument  mesurable, lorsqu'il est
mesurable par rapport a chaque mesure (dans chaque espace
X-DM).

L'auteur démontre que

1" la mesurabilité absolue est un invariant par rapport a
I'homéomorphie généralisée, l'opération (A), la multiplication car-
tésienne, etc.;

2" la mesurabilité absolue d'ensemble M est équivalente
a la mesurabilité (L) de chaque image linéaire de TW, obtenue
par une homéomorphie généralisée (pour le cas d'ensemble M
linéaire il suffit de considérer I'homéomorphie au sens ordinaire);

3" la mesurabilité absolue est équivalente a la mesurabilité

au sens de M. Carathéodory par rapport a chaque ,Mass-
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funktion” de M. Carathéodory, ou bien par rapport a cha-
que ,lInhaltsfunktion" au sens de M. Hahn.

L'auteur considere également les ensembles dont tous les
sous-ensembles sont absolument mesurables. Cette propriété est
aussi un invariant par rapport a diverses opérations (la multipli-
cation cartésienne finie, les transformations biunivoques inverses
aux transformations mesurables {B), etc.). L'étude de cette pro-
priété est rattachée au probléme généralisé de la mesure.



Posiedzenie
z dnia 25 lutego 1937 r.

W. Sierpifski.

O pewnem twierdzeniu z ogdlnej teorji mnogosci réwno-
waznem twierdzeniu tuzina.

Komunikat przedstawiony na posiedzeniu w dniu 25 lutego 1937 r.
STRESZCZENIE.

Nawigzujgc do pracy p. Kuratowskiego z XXlI-go
tomu Fund. Math. (str. 315-318) autor podaje pewne twierdze-
nie z og6lnej teorji mnogos$ci, rownowazne twierdzeniu tuzina
0 istnieniu zbioru linjowego mocy continuum, nie zawierajgcego
zadnej czasci nigdziegestej nieprzeliczalnej. Twierdzenie to orzeka
istnienie uktadu okre$lajacego (utworzonego ze zbioréw o do-
wolnych elementach), spetniajacego pewne warunki.

W. Sierpinfski.

Sur une proposition de la Théorie générale des ensembles
équivalente au théoréme de M. Lusin.

Présenté dans la séance du 25 Février 1937.

Dans le vol. XXIlI des Fundamenta  Mathematicae  (p. 315—
318) M. Kuratowski a démontré que le théoréme de M. Lu-
sin (d'aprés lequel il existe un ensemble linéaire de puissance
du continu ne contenant aucun sous-en§emble non dense indé-
nombrable (ce qui a été démontré par N. Lusin en 1914 a l'aide
de I'hypothése du continu) équivaut a un énoncé de la Théorie
générale des ensembles. Dans le méme ordre d'idées je démon-



trerai ici (sans faire appel a I'hypothése du continu), que le
théoreme de M. Lu sin équivaut a un autre énoncé de la Théorie
géneérale des ensembles. Je prouverai notamment ce

Théoréme: L'existence d'un ensemble linéaire L de puissance
du continu ne contenant aucun sous-ensemble non dense indé-
nombrable équivaut a Vexistence d'un systéme déterminant
S \ En,,n, rik) formé d'ensembles non vides quelconques, tel que

quelle que soit la suite finie de nombres naturels n”, n™.... Uky
nk-W {pli k> \). *

quelle que soit la suite finie de nombres naturels n® n?,.., n?
et le nombre naturel n'k4= nk.

3®. Quelle que soit la suite infinie de nombres naturels n"y
«2, I'ensemble

contient au plus un élément.

4", Le noyau N — N{En,,n, n"} du systeme S est un en-
semble de puissance du continu.

5". Si T est une somme d*ensembles du systtme S qui a au
moins un élément commun avec chaque ensemble du systeme
S, Vensemble N — T est au plus  dénombrable.

Démonstration. 1 Soit L un ensemble linéaire de puis-
sance du continu ne contenant aucun sous-ensemble non dense
indénombrable. Nous pouvons évidemment supposer que les élé-
ments de L sont des nombres irrationnels de l'intervalle (0,1)
et que L est dense dans cet intervalle®).

Désignons, pour tout systeme fini de nombres naturels

I'ensemble de tous les nombres de

') Cela résulte tout de suite du fait qu'une somme d'une infinité dé-
nombrable d'ensembles de Lus in est un ensemble de Lus in et qu'un sous-
ensemble de I'ensemble de Lusin est un ensemble de Lusin.



L dont le développement en fraction continue infinie a pour /j-iéme
réduit le nombre

On voit sans peine que le systeme déterminant
jouit des propriétés 2°, et 4°. Je dis qu'il jouit aussi de
la propriété 5"

Soit donc T une somme d'ensembles du systéme S qui a
au moins un élément commun avec tout ensemble du systéme S.
Je dis que Il'ensemble L—T est non dense.

En effet, admettons que l'ensemble L — Test dense dans un

intervalle ouvert &. Il existe, comme on voit sans peine, une suite
finie de nombres naturels /Wj, nip, telle que tout nombre

irrationnel dont le /7-iéme réduit est

appartient a
D'aprés la propriété de la somme on a

Soit a: un nombre de Il'ensemble son déve-
loppement en fraction continue est donc

(ou est une suite infinie de nombres naturels).

D'aprés A's T et la définition de T il existe un ensemble
du systéme 5 contenu dans T et contenant A et, d'aprés la dé-
finition des ensembles un tel ensemble est de la
forme

ou q est un nombre naturel.

On a donc Em, m, m*C T. Soit
on aura donc, d'aprés 1", Em, m, C T, donc

I'ensemble Z — 7 ne contient donc aucun nombre irrationnel,



dont le 5-iéme réduit est Or, d'aprés

tous tels nombres appartiennent a d. L'ensemble

étant dense dans l'intervalle ouvert 6, il existe donc un nombre
de L— T, dont le s ieme réduit est

On a donc une contradiction.

L'ensemble Z — T est donc non dense, donc, d'aprés la pro-
priété de I'ensemble I. au plus dénombrable. Le systéme 5 jouit
donc de la propriété 5"

Nous avons ainsi démontré que l'existence de I'ensemble L
entratne celle du systéme déterminant S{En, «j,..., } jouissant
des propriétés 1" —5°,

2. Soit S [En,,n,,...nk) un systeme déterminant formé d'en-
sembles non vides quelconque jouissant des propriétés — 5"
et soit N le noyau du systéeme 5.

Désignons par L l'ensemble de tous les nombres

tels que

Il résulte tout de suite de 4" et 3® que l'ensemble L est de
puissance du continu. Je dis que I'ensemble L ne contient aucun
sous-ensemble non dense indénombrable.

En effet, soit Q un ensemble non dense donné quelconque
situé dans Il'intervalle (0,1). Soit T la somme de tous les ensem-
bles En,,,,,...,nk du systéeme 5, ol la suite d'indices ri®, n”, ...,nk
jouit de la propriété suivante: il n'existe aucun nombre de l'en-

semble LQ, dont le /i-ieme réduit est

Soit maintenant Em,m,,...,mp un ensemble donné quelconque
du systeme L'ensemble Q étant non dense, il existe, comme
on voit sans peine, une suite finie de nombres naturels

telle que I'ensemble Q ne contient aucun
nombre irrationnel, dont le p-{-g-\éme réduit est



D'apres la définition de la somme T, I'ensemble
est donc un terme de cette somme, et on a

(1)

Or, d'apres 1" on a

donc, d'aprés (1), les ensembles du systeme 5 étant non vides:

L'ensemble T a donc au moins un élément commun avec tout
ensemble du systéme 5: d'aprés 5" I'ensemble N—T est donc
au plus dénombrable.
Soit p un élément donné de I'ensemble N: d'aprés
et 2B il existe une et une seule suite infinie
de nombres naturels n®, n” n”, ..., telle que

Posons

— ce sera donc une fonction univoque définie dans I'ensemble
N et, d'apres la définition de I'ensemble L, nous aurons

(2)

Or, d'apres la définition de la somme T nous aurons pour cha-
que terme de cette somme

d'ou

(©)

D'aprées (2) on a, vu que

donc, d'apres (3):
(4)
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L'ensemble N —T étant au plus dénombrable, il en est donc de
méme de l'ensemble f {N—7): d'aprés (4), l'ensemble L Q est
donc au plus dénombrable.

L'ensemble L ne contient donc aucun sous-ensemble non
dense indénombrable, c. q. I. d.

Nous avons ainsi démontré que I'existence d'un systéme
déterminant S{En,n, «J jouissant des propriétés 1"—5« en-
traine celle de I'ensemble L de Lus in.

Notre théoréme est ainsi démontré.

Z. Kobrzynski.

Teoria wyznacznikoéw logicznych.
Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu w dniu 25 lutego 1937 r.

Teoria wyznacznikdw logicznych jest rozdziatem algebry
zbiorébw wyrazonym przy pomocy czterech funkcji: dodawania
logicznego, mnozenia logicznego, przeczenia i roéwnosci logicznej.
Wyznacznikiem logicznym Kklasy pierwszej (wzgl. drugiej) naleza-
cym do tablicy (kaik)||i(::Z|i,22,....ﬂ jest suma logiczna iloczynéw lo-

gicznych po n czynnikow w kazdym (wzgl, iloczyn logiczny sum
logicznych po n skladnikéw w kazdej) z ktérych zadne dwa nie
leza w tym samym poziomie ani w tym samym pionie jedno-
cze$nie. Tablica wyznaczniow jest poziomo (wzgl. pionowo) roz-
tgczna, jezeli iloczyn logiczny jej kazdych dwoch wyrazéw poto-
zonych w tym samym poziomie (wzgl. pionie) jest réwny zeru
logicznemu. Tablica wyznacznikdw jest poziomo (wzgl. pionowo)
zupetna, jezeli suma logiczna jej kazdych dwoch wyrazéw poto-
zonych w tym samym poziomie (wzgl. pionie) jest réwna jednosci
logicznej.

Czes$¢ twierdzen przystugujacych wyznacznikom liczbowym
daje sie przenie$¢, po dokonaniu uproszczed, na wyznaczniki
logiczne klasy pierwszej — inne przystuguja im przy zatozeniu
roztgcznosci, poziomej lub pionowej, odno$nych tablic. Do grupy
twierdzeA wymagajacych roztgcznosci naleza: 1° twierdzenie
0 znikaniu wyznacznika posiadajgcego dwa rzedy réwnolegte iden-
tyczne; 2® twierdzenie o dodawaniu rzedéw réwnolegtych;
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3® twierdzenie Cauchy'ego o0 mnozeniu wyznacznikow. Wy-
znacznikom logicznym klasy drugiej przystugujg wiasnosci dwo-
iste wzgledem poprzednich. Role tablicy roztgcznej odgrywa
wowczas tablica zamknieta. Zaprzeczenie wyznacznika logicznego
klasy pierwszej jest wyznacznikiem logicznym klasy drugiej i na-
odwrot.

Wyznaczniki logiczne obu klas znajdujg zastosowanie przy
rozwigzywaniu uktadéow réwnan logicznycli schroederowskicti —
t. . réwnan wyrazonych przy pomocy funkcji miniméw niewia-
domych. Zagadnienie sprowadza sie do wyrazenia rozwinieé

funkcji przy pomocy wyznacznikow

logicznych nalezagcych do macierzy

Z.Kobrzynski.

La Théorie des déterminants logiques.
Note présentée par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 25 fevrier 1937.

La Théorie des déterminants logiques est un chapitre
de [I'Algébre des ensembles. Elle se réduit aux formules

contenant 1" les termes a + b, ab, a, a = b dans |le
sens de la somme logique, du produit logique, de la néga-
tion et de I'égahté logique des termes a et & ® les

signes 0 (zéro logique) et 1 (unité logique) dans le sens des
modules de l'addition et de la multiplication logiques; 3° les

termes A~ ai et ai dans le sens de la somme et du

produit logiques des termes Uik, i étant un indice numérique
parcourant, pour m”~n, les valeurs naturelles de /n a /z.
§ 1. Soit T une suite double de mn termes aik pour

/= 1,2,..,, met A= 12,..., [z La suite T sera dite tableau
i) D'aprés Couturat; — resp. les termes a b, ab, a, acob
d'aprées M. M. Hilbert-Ackermann, indépendamment de toute interpré-

tation qu'on en donne en Logique.
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des déterminants-, les suites = n tt m

seront dites respectivement i-éme ligne et k-eme colonne du ta-
bleau T.

Soit p le non supérieur des nombres m et n. Le produit
et la somme logiques de p termes dont aucun n'est de la méme
ligne ou colonne qu'un autre seront dits respectivement som-
mande et fadeur du tableau T. Le nombre p sera dit degré
du tableau TA).

1. Posons m — n. Dans ce cas la somme logique de tou-
tes les sommandes et le produit logique de tous les facteurs du
tableau T seront dits respectivement déterminant de la 1ére et
de la 2-éme classe appartenant & T. Désignons les par les
symboles:

et

2. Posons mCn. Dans ce cas nous appellerons détermi-
nant appartenant a T chaque déterminant appartenant a un ta-
bleau composé de m diverses colonnes du tableau T.

3. Posons m>n. Dans ce cas nous appellerons  détermi-
nant appartenant a T chaque déterminant appartenant a un ta-
bleau composé de n diverses lignes du tableau T,

Les termes, les lignes, les colonnes, les sommandes, les fac-
teurs et le dégré d'un tableau des déterminants seront dit res-
pectivement termes, lignes, colonnes, sommandes, facteurs et
dégré des déterminants appartenant a ce tableau. Les déter-
minants des classes différentes appartenant au méme tableau et
étant composés des mémes lignes (resp. colonnes) seront corres-
pondants l'un a Vautre.

Il s'ensuit que la valeur du déterminant logique ne dépend
de l'ordre de ses lignes ou colonnes; la valeur du déterminant

) Dans le cas p — \ somme (resp. produit) logique de p termes a,,
pour i = 1,2,..., p signifie a,.



logique reste invariable, si ses lignes entrent a la place de ses
colonnes et réciproquement. Le déterminant de la 1-ére classe
est égal au zéro logique, si une de ses lignes ou colonnes est
composeé des zéros logiques; le déterminant de la 2-éme classe
est égal a l'unité logique, si une de ses lignes ou colonnes est com-
posée des unités logiques. La négation du déterminant logique
D est le déterminant correspondant au déterminant dont le sym-
bole s'obtient de celui de D par la négation de tous ses termes.

§ 2. D étant le déterminant logique appartenant au tableau
r (8 1j, nous appellerons mineur du déterminant D  appartenant
au terme aik le déterminant dont le symbole s'obtient de celui
de D par I'éffacement de la /-éme ligne et de la k éme colonne.
1 s'ensuit que le mineur du déterminant du dégré n est un dé-
terminant du dégré n—\ Les mineurs de deux déterminants
correspondants l'un a l'autre et appartenant au méme terme sont
correspondants l'un a l'autre.

Théorémes:

1. Soit D le déterminant de la 1lére classe et A celui de
la 2-éme appartenant au tableau T\ si lI'on désigne respective-
ment par Aik et Bik les mineurs des déterminants D et A appar-
tenant au terme aik, on a

2. Les condidions du théoreme 1 étant remplies, si l'on
désigne par Dy, 12y~ n, le déterminant dont le symbole s'ob-
tient de celui de D en y remplagant les ay (ou fly,) pour
i = 1,2,..., n respectivement par les a”aij (ou a”aji) on a
Dj = a, D.

De méme, si l'on désigne par Ay le déterminant dont le
symbole s'obtient de celui de A en y remplacant les ay (ou ay,)
pour les mémes valeurs de l'indice variable i respectivement par
les a* + Oij (ou ~"0+ a//) on a Ay= ac+ A

3. Les conditions du théoréeme 1 étant remplies, si I'on dé-
signe par Djs, \ nti s=\,2,,p, \t déterminant dont



— 78 -

le symbole s'obtient de celui de D en y remplacant les aij (ou
By/) pour /= 1,2,..., n respectivement par les bis et si l'on pose,
pour les mémes valeurs de l'indice variable I'égalité aij =

De méme, si l'on désigne par Ay* le déterminant dont le
symbole s'obtient de celui de A par les opérations transformant

D en Djs et si I'on pose pour i=\,2,...,n l'égalité

8 3. Nous passons a I'étude des tableaux satisfaisant aux
conditions spéciales.

La suite des termes logiques sera dite disjointe, si le pro-
duit logique de chaques deux de ses éléments est égal au zéro
logique; la suite des termes logiques sera dite enfermeé, si la
somme logique de chaques deux de ses éléments est égale a I'u-
nité logique”). Le tableau des déterminants sera  horizontale-
ment (resp. verticalement)  disjoint, s'il est composé des lignes
(resp. colonnes) disjointes; le tableau des déterminants sera ho-
rizontalement  (resp. verticalement) enfermé, s'il est composé des
lignes (resp. colonnes) enfermées. Les tableaux des négations
des termes d'un tableau horizontalement (resp. verticalement) di-
sjoint est horizontalement (resp. verticalement) enfermé et réci-
proquement.

Il s'ensuit que le déterminant logique de la 1-ére classe
appartenant a un tableau horizontalement ou verticalement dis-
joint et comprenant deux lignes ou colonnes identiques est égal
au zéro logique; de méme, le déterminant logique de la 2-eme
classe appartenant a un tableau horizontalement ou verticalement
enfermé et comprenant deux lignes ou colonnes identiques est
égal a l'unité logique.

")  Conformément a la terminologie ancienne, employant le terme pro-
duit logique dans le sens de la conjonction et celui de la somme logique dans
le sens de l'alternative. M M. Hilbert-Ackermann emploient ces ter-
mes dans le sens invers.
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on démontrera aisement, que la valeur du déterminant de
la 1-ére classe appartenant au tableau = . « horizontale-
ment (ou verticalement) disjoint reste invariable, si l'on y rem-
place les Uij (ou aji), 1~j~n et /=1,2,..., n, respective-

ment par les

satisfaisant a la condition

De méme, la valeur du déterminant de la 2-eme classe ap-

partenant au tableau {bik\i=\o0, n horizontalement (ou vertica-
n *k= 1.2 n

lement) enfermé reste invariable, si lI'on y remplace les bij (ou
bji) respectivement par les

les a, satisfaisant a la méme condition Ir”a,

§ 4. Application du Théoréme de Cauchy. Soient T et
72 respectivement les tableaux des termes an, et bik pour i =
= 1,2,..., met k—1,2n . Supposont T” verticalement
disjoint (resp, verticalement enfermé). Soit C le déterminant de
la 1-ére (resp. 2-éme) classe appartenant au tableau

Posons

1. Dans le cas «> m on a

2. Dans le cas « = w on a
A ti B eétant les déterminants de la 1-ere (resp. 1-éme) classe du
dégré m appartenant respectivement a

3. Dans le cas

désignant par A”, A”™,..., Ap la suite de

tous les déterminants de la 1-ére (resp. 2-eme) classe du dégré
m appartenant a T" et par Bt pour t=\2,.., p le déterminant
de la 1-ére (resp. 2-éme) classe, composé des colonnes du tab-
leau 72 correspondant a celles du déterminant At.
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Démonstration analogique a celle du Théoréeme de Cauchy
en Algébre numéraire.

Le déterminant C sera dit produit (resp. sommé) logique
des tableaux T et Nous le désignerons par

resp. par

§ 5. Les développements de

Soit T wun tableau des termes aik, m et ~=1,2,
.., Nn, horizontalement disjoint (resp. horizontalement enfermé).

1. Dans le cas

2. Dans le cas m = n la formule

représente le déterminant de la 1-ére (resp.

2-eme) classe du dégré n appartenant a T.



3. Dans le g2lsm > n la formule

représente la somme (resp, le produit) lo-
gique de tous les déterminants de la 1-ére (resp. 2-éme) classe
appartenant a T. En abrégé nous désignerons la dite somme
et le dit produit respectivement par

Application: Les formules

pour n = T sont contenues dans les solutions du systeme

désignant par pk pour les minima 2) des incon-
nues pour s = 1,2,..., fz. Les termes aik seront dits coeffi-
cients des minima des inconnues Xs-e

En éliminant les inconnues on a la condition du systéme

En résolvant le systeme par rapport a on a

')y On peut définir ces symboles respectivement comme somme logique

de toutes les sommandes et produit logique de tous les facteurs du tableau T.

Dans le sens des produits logiques des termes Xj, a-j,..., Xn et de

leurs négations, chaque produit logique comprenant n termes différents et ne
comprenant jamais a la fois un terme et sa négation.



resp.

désignant par pour /= 12,...., w et A;=1,2,..., "* les
coefficients des minima contenant I'inconnue Xj et par pour
les mémes valeurs des indices variables i et k les ccefficients

des minima contenant la négation de la variable
Supposons le tableau des ccefficients des minima des in-
connues horizontalement disjoint (resp. horizontalement enfermé)”.

Dans ce cas les formules

représentent les déterminants de la 1-ére (resp. 2-eme) classe des

dégrés "M et appartenant aux tableaux des coefficients am,
et Nous les dirons respectivement déterminants du
systeme, déterminants  des ccefficients de la variable déter-

minants des ccefficients de la négation de la variable  x™.

') Ces conditions ne resserent pas |'étendue de nos applications,
chaque systéme des équations logiques pouvant étre transformé en systéme
dont le tableau des coefficients des minima des inconnues est horizontalement
disjoint (resp. horizontalement enfermé). Par ex.: I'équation
pour fl6 4= 0 équivaut au systéme
pour fl + ft =4= 1 équivaut



W. Kozakiewicz

O pewnym twierdzeniu Gliwenki.

Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu w dniu 25 lutego 1937 r.

Praca niniejsza zawiera prosty dowdd twierdzenia Gli-
wenki orzekajgcego, ze empiryczne prawo prawdopodobieAstwa
zmiennejlosowej jest mocno stochastycznie zbiezne do jej prawa
prawdopodobiefistwa apriorycznego przy nieograniczenie rosnacej
liczbie préb i zatozeniu niezaleznoSci prab.

W. Kozakiewicz

Sur un théoréme de Glivenko.

Note présentée par M. S. Mazurkiewicz dans la séance du 25 fevrier 1937.

Cette notte contient une démonstration trés simple d'un
théoreme de M. Glivenko.

1. Désignons par P \E) la probabilité d'un événement E,
par C (z) l'espérance mathématique d'une variable aléatoire
Etant donné une suite {z*}, «=1,2... de variables aléatoires,
nous désignos —pour t réel — par Pm{zn<t} la probabilité
d'avoir simultanément toutes les inégalités:

<1) 2:,,<t;  fz= m, m-f-I
2. Soit X une variable aléatoire. Posons pour t réel :
<2) F{t) = P{x<t)

F{t) est la loi de probabilité totale de la variable x.

Soient x*, X2.. X,, — n valeurs de la variable x, correspon-
dant & Mepreuves indépendantes. Déterminons pour cha-
que Xi: (I<k<fi) une fonction Uj* {t) par les conditions u® {t)
= 1 s\ Xfr<t UM {t) = 0 s\ X} yt. Posons:

®)

0 Glivenkor Sulla determinazione empirica delle leggi di probabi-
lita. Giornale dell'Istituto Italiano degli Attuari 1V, Nr. 1, 1933. Voir aussi le
travail de Kolmogoroff dans le méme fascicule.
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On appelle loi empirique de probabilité, parce
que pour x®, x”... Xn fixés, Vn{t) possede toutes les propriétés
d'une fonction de probabilité totale.

Le théoreme de M. Glivenko peut étre exprimé par la
relation :

(4)
ce qui veut dire: la suite des variables aléatoires \vn{t) —

— F {t) | converge de maniére stochastique et forte vers zéro.
Autrement dit, a tout couple de nombres positifs s, r*on peut
faire correspondre un nombre N tel que m> N entraine:

()

3. Démonstration. Les fonctions
sont continues & droite. Désignons par

leur limites & gauche. On a pour t fixe:
(6)
(@)

donc les suites des variables aléatoires:

satisfont aux conditions de la loi forte de grands nombres. Il en
résulte la convergence stochastique forte de

respectivement vers les limites

Soit e 0, Tj> 0. Soit {a/} la suite de tous les points de
discontinuité de F {t). On a:

(8)
Déterminons un entier s tel que:
)

Soit R un nombre réel tel que:

(10)
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Rangeons en une suite croissante: d~" d" ...<e dr-\ tous les points
qui sont intérieurs a l'intervalle <— R, R>, et posons:

Considérons un intervalle quelconque
p. ex. l'intervalle <di d™. Soit F {t) la fonction dé-
finie par les conditions: F {t) = F {t) pour d"<t<.d2, F (0f) =
est continue aux points d®, d”, de plus l'in-
térieur de l'intervalle d™ ne contient aucun point a- tel que

donc aucun point a/ tel que pi> 3 Il en résulte que l'os-

cillation de la fonction F {t) dans tout point de l'intervalle fermé

£
est inférieure ~ ~ . D'aprés un théoréme connu de la

théorie de fonctions d'une variable réelle il existe, une suite:
telle que:

<11)

Déterminons m de maniere a avoir simultanément les q inéga-
lités.

<12) ,

<13)

ce qui est possible d'aprés la loi forte de grands nombres. Soit

maintenant d”~Kt~d”~-, il existe alors un —1 tel que-
et les inégalités:

<14)
(15)
entrainent :

<16)



Donc:

17)

Donc d'apres (12), (13) on aura:
(18)

et des inégalités analogues pour les intervalles:

<dr-\, dr*. On voit que nous pouvons déterminer un tel que
I'on a simultanément les inégalités:
(19)

La probabilité d'avoir simultanément toutes les inégalités:
(20)
(21)
(22)
est par suite supérieure a | — Mais (20), (22) entraTnent:
(23)

D'autre part (21) et (10 entrainent pour

(24)

(25)
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et de méme (22) et (10) entrainent:

(26) Sup \ Vn{t)-F{t)\<t.
t> R

Donc on aura:

(27) P;no{Sup]| =N
c. g f d.

Remarquons que le théoreme démontré peut étre généralisé
pour le cas de plusieurs dimensions. En outre les méthode em-
ployé dans ce travail peut étre appliqué sous des modifications
convenables aussi lorsque les épreuves ne sont pas indépendantes.

Warszawa. 25/11 1937.

Marian Kamienski.

O mineratach arsenowych z fliszu karpackiego okolicy Liska.
Przedstawit St. J. Thugutt dn. 25 lutego 1937 r.

STRESZCZENIE.

Wsrod warstw eocenskich Karpat srodkowych przebiega
antyklina z NW na SE przez wsie Huczwice, Bystre i Jabtonki,
ztozona z piaskowcow szarych, S$rednio- i gruboziarnistych,
0 spoiwie krzemionkowym z blaszkami serycytu, og6lnej miaz-
szosci 5 do 6 m. Na piaskowcu spoczywajg tupki stalowoszare,
ciemnoszare, prawie czarne, ze znaczng iloscig drobnego serycytu,
oraz tupki krzemionkowe z duza iloscig ziarn kwarcu, o tacznej
migzszosci 2,5 m. Na tupkach zalegajg piaskowce zlepiehcowate
szarordzawe.

Ot6z do poziomu piaskowcéw i tupkéw przywigzane sa
mineraty arsenowe, mianowicie realgar z mata iloScig wtérnego
aurypigmentu. Wystepujg one w szczelinach i spekaniach wy-
petnionych utworami gliniastymi i biegnacych z N na S oraz z W



na E. Krysztaly realgaru dochodzg do wielkosci 1 cm. Towarzy-
szg im niekiedy krysztatki kwarcu, t, zw. diamentu marmaroskie-
go. Zawarto$¢ arsenu w tupku ilastym siega 0, 1%.

Krysztaty realgaru nie sg dobrze rozwiniete i do pomia-
réw goniometrycznych sie nie nadajg ze wzgledu na liczne uszko-
dzenia, wywotane istnieniem napie¢ wewnetrznych. Mianowicie
mata zmiana temperatury, nawet chuchniecie powoduje juz roz-
pryskiwanie sie realgaru na drobne czgsteczki.

Poza Slaskiem arsen w Polsce nie byt znany, W roku ubie-
gtym wykryt Dr Zbigniew Sujkowski w Karpatach
wschodnich w dorzeczu Czeremoszu blaszki realgaru w kon-
krecjach pirytowych, wystepujgcych w czarnych tupkach serii
szypockiej. Na terenie obcym, po stronie potudniowej Karpat,
znany jest realgar z zyt kruszcowych Kapniku, Felsobanyi,
Nagyagu, réwniez z Tajov na Stowacczyznie, gdzie wystepuje
wapieniach triasowych-

Znaczenia praktycznego nasze ztoza realgaru dotad nie
majg, gdyz jest go narazie zbyt mato.

Marian Kamienski.

Minéraux arséniféeres dans les Carpathes flyscheuses aux
environs de Lisko.

Note présentée par M, St. J. Thugutt a la séanec du 25 février 1937,
RESUME.

Dans la région des Carpathes flyscheuses, au sud de la ville
de Lisko, prés de Baligréd, on a rencontré des traces de réalgar
accompagné d'oripiment. Ces minéraux apparaissent en quant-
tité trés limitée dans des fissures parcourant les gres et les schi-
stes éocenes et ayant des directions N—S et W—E. Le réalgar
s'y présente sous formes de cristaux de dimensions variables dé-
puis microscopiques jusqu'a 10 mm, de forme prismatique, mal
définie.



Eugenia Zaniewska-Chlipalska.

O sktadzie chemicznym pewnych adularéw
Przedstawit St. J, Thugutt dn. 25 lutego 1937 r.

STRESZCZENIE.

Zgodnie z doSwiadczeniem St, J, Tliugutta ogniowy
ortoklaz rozpada si¢ w temperaturze 200" C pod wptywem dzia-
tajacej nan wody na dwa ogniwa: jedno nierozpuszczalne w wo-
dzie i ubozsze w krzemionke, drugie koloidalnie rozpuszczalne,
zarazem w krzemionke bogatsze. Nalezato przypuszcza¢, ze to
samo zjawisko powtdrzy sie w przyrodzie, W istocie poza nor-
malnym glinosze$ciokrzemianem sodowopotasowym, ortoklazem
czy tez sanidynem, istnieje skalen nieco mniej krzemionki za-
wierajgcy, mianowicie mikroklin, pospolity skiadnik pegmatyto-
wy Doktadne analizy obu tych mineratéw wykonatam przed
kilku laty Mysl, ze tym bogatszym w krzemionke skaleniem
bedzie wodnego pochodzenia adular nasuwata sie sama przez
sie, W celu stwierdzenia powyzszej mozliwosci wykonatam ana-
lizy trzech okazow, mianowicie adularu gotardskiego, salzburg-
skiego i z Bourg d'Oisans. Nie potrzeba dodawaé, ze materiat
poddany analizie byt uprzednio bardzo doktadnie zbadany na
swg jednorodno$¢ i Sladéw nawet wolnej krzemionki nie zawie-
ral, Stosunek R.O: ALO”: SiOo byt nastepujacy:

0,9744 :1 :6,1164, 0,9712 :1 :6,0301 0,9887 :1;6,1294,

Zgodnie wiec z przewidywaniem we wszystkich trzech przy-
padkach okazat sie w stosunku do normalnego skalenia potaso-
wego pewien nadmiar krzemionki.

Podczas hydrolizy ogniowego skalenia potasowego jeszcze
inne wazne zachodza okoliczno$ci, mianowicie cze$ciowo uste-
puje s6d w postaci glinosze$ciokrzemianu sodowego. Jest to
znane i bardzo w przyrodzie rozpowszechnione zjawisko albity-
zacji. Wytugowany albit osiada w szczelinach skalenia potaso-

1) St. J. Thugutt. Sprawozd. T. N. W. (1913) 633.
2) St.J. Thugutt. Arch. Min. T. N. W. 1 (1925) 63
Arch. Min. T. N. W. 7 (1931) 49—67.
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wego, wytwarzajgc z nim zrosty pertytowe. Ubytek sodu widzi-
my réwniez w adularach. Lecz tu wytugowany albit zrostéw
z mineratem macierzystym nie tworzy, wedruje dalej, poczem
osiada na Scianacti szczelin skalnych jako taki- Oczywiscie
wtdrny mikroklin i wtorny adular wzbogacajg sie z natury rze-
czy w potas.

I znéw rzecz ciekawa, ze za potasem podgza bar réwniez
z ogniowego wytugowany skalenia, W sanidynie bywa go okoto

Do adularu przedostaje sie prawie 1% BaO, gdy reszta,
wynoszgca okoto 0,2% uwieziona zostaje w mikroklinie. Para-
geneza baru z potasem jest z punktu widzenia geochemii zjawi-
skiem na szczeg6lng zastugujgcym uwage. Dwa te pierwiastki
majg bardzo do siebie zblizone promienie jonowe. Wynoszg one
dla baru 1,43 A, dla potasu 1,33 A, stad tatwo$¢ wzajemnej ich
wymiany w komdrce elementarnej.

Z danych Schiebolda wynika, ze najwiekszg Kko-
madrke elementarng, a wiec najmniejsza gestos¢ wykazuje adular,
najmniejszag komdrke elementarng — sanidyn, gdy mikroklin
posrednie zajmuje miejsce. Oznaczone przeze mnie ciezary
wiasciwe analizowanych skaleni wynoszg:

2,5830 dla sanidynu z Wehr, Eifel,

2,5720 ,, mikroklinu z Klesowa na Wotyniu,
2,5720 ,, adularu z Bourg d'Oisans,

2,5715 ,, " z Gotardu,

2,5680 ,, v z Krimml z Salzburga

sg zatem zgodne z rozwazaniami Schiebolda.

E. Zaniewska-Chlipalska.

Sur la composition chimique de quelques adulaires.
Note présentée par M, St. J, Thugutt a la séance du 25 février 1937,

RESUME.

St. J, Thugutt a démontré que I'orthose soumise a I'ac-
tion de I'eau & 200" C se partage en deux produits: un colloidal,
soluble dans I'eau et plus riche en silice et en soude, [|'autre

1) E. Schiebold. Centralbl. f. Min. etc. (1927) A. 453—458.
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moins riche et insoluble La méme chose s'effectue dans la
nature, A c6té de la sanidine et de l'orthose normales et pyro-
géniques on rencontre un feldspath contenant moins de silice.
C'est le microcline — constituant connu d'origine pégmatitique

A son temps j'ai annoncé plusieurs analyses concernant les deux
minéraux susdits Quant au feldspath plus acide on a pu s'at-
tendre de le trouver dans I'adulaire, minéral tapissant les fentes
et les fissures de certains roches ignées et métamorphiques. Trois
analyses des adulaires: de Saint-Gothard, de Salzburg et de
Bourg d'Oisans exécutées dans ce but ont confirmé I'idée lancée
tout a I'heure. Voila les rélations pour R20 :AI003 :SiOa ainsi
évaluées:

0,9744 :1 :6,1164, 0,9712 :1 :6,0301 0,9887 :1,;6,1294

Simultanément avec la silice entre le soude en solution,
donnant lieu & la formation de I'albite. Celle-ci forme des cri-
staux homogénes ou bien des perthites.

Autant mobile que le soude est I'élement congéné — le
barium. On trouve notamment ca 1V4/0 BaO dans la sanidine,
ca 1% BaO dans I'adulaire et ca 0,2% BaO dans le microcline.
La paragénése de barium avec le potassium est au point de vue
géochimique d'un intérét tout a fait spécial. Les valeurs des
rayons ioniques de Ba et de K s'approchent autant qu'ils peuvent
se remplacer mutuellement dans la cellule élémentaire.

Selon E, Schiebold les dimensions de la cellule
élémentaire de feldspaths potassiques varie en certaines limites.
Elles grandissent en partant de la sanidine par le microcline ju-
squ'a l'adulaire, ce qui est d'accord avec les poids spécifiques de
ces minéraux indiqués par l'auteur (v, le texte polonais).

St, J. Thugutt, C. R. des séances de la Soc. des Se, de Var-
sovie (1913) 633.
2) St J, Thugull Arch. de Min, de la Soc. des Se. de Varsovie
/ (1925) 633,
E. Zaniewska. Arch, de Min. de la Soc. des Se. de Varsovie
7 (1931) 43 — 67.
<) E. Schiebold, Centralbl. f. Min, A, (1927) 453 — 458,



Posiedzenie

z dnia 16 marca 1937 r.

S. Lipinski,

Nova Herculis 1934.
Przedstawit M. Kamienski dn. 16 marca 1937r.

STRESZCZENIE.

Praca niniejsza zawiera opracowanie 340 witasnych ocen
blasku Novej Herkulesa, dokonanych metodg Argelandera w Ob-
serwatorium U. J. P., w czasie 1934 XII 22. — 1937 | 15.

Jasnosci Novej wyrazono w skali fotowizualnej harwardz-
kiej. Jasnosci gwiazd poréwnania zaczerpnigto badZ z ,,Harvard
Bulletin®™ NN-o0 898 i 899, badz, o ile dana gwiazda nie figurowa-
ta we wspomnianym spisie, obliczono przy pomocy poprawek
podanych w,, Harvard Annals™ vol. 89, badZz wreszcie wyznaczo-
no drogg bezposrednich pomiaréw fotometrycznych i wizualnych.

Przy obserwacjach uzywano nastepujacych przyrzaddw:
a) gotego oka, b) lornetki Zeissa ,, Turact™ 8 x, ¢) refraktora Hey-
dego (otwér 162 mm), d) refraktora Grubba (otwdér 207 mm),
e) lunety Merza (otw6r 100 mm).

Przy obliczaniu jasnosci Novej z obserwacyj dokonanych
gotym okiem i lornetkg uwzgledniono ekstynkcje rézniczkowa.

Wyniki obserwacyj (Srednie wieczoru) ujeto w wykresy,
umieszczone w koncu niniejszej pracy.
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S. Lipinski,

Nova Herculis 1934. (DQ Her).

Mémoire présenté par M. M. Kamienski a la séance du 16 mars 1937.

Mémoire présent comprend 340 éstimations d'éclat de la
Nova Herculis obtenues par la méthode d'Argelander du 22 dé-
cembre 1934 au 15 janvier 1937, Les observations ont été faites
pour la plupart a I'Observatoire de ['Université J, Pitsudski
a Varsovie, sauf les observations NN°® 153—185, 284—296 fai-
tes & Szadek X= 1Ih 16™,6 E, f= -f 51M2"'.3).

I, Etoiles de comparaison.

A quelques exceptions prés les magnitudes des étoiles de
comparaison données dans le Tableau | sont celles publiées dans
Harvard Bulletins NN'® 898 pp. 25—27 et 899 p, 2, c'est a dire
rapportées a échelle photovisuelle de Harvard (HPv), Parmi les
exceptions mentionnées ci-dessus se trouvent les étoiles suivantes:

a) Les étoiles marquées dans le tableau I, par un asté-
risque, dont les magnitudes sont rapportées a I'échelle photovi-
suelle internationale. Elles différent trés peu de celles de I'échel-
le de Harvard.

b) e Her, p Her, a Cyg, BD + 50" 2468.

Ces étoiles ne figurent pas sur les listes de Harvard. Leurs
magnitudes phctovisuelles ont été calculées a l'aide des correc-
tions publiées par C, H, P ay ne dans Harvard Annals vol, 89,
pp, 12, 64, 70 en partant des magnitudes visuelles que I'on trou-
ve dans la Revised Harvard Photometry (H. A, vol, 50),

c) | Her.

m m

Sa magnitude adoptée ici (3.57 + 0.03) a été déduite de
toutes les observations comprenant cette étoile en vue d'amé-
liorer I'acccrd entre les magnitudes de la Nova résultant des
comparaisons avec les étoiles autres que iHer et de celles avec
elle. Ces derniéres s'écartaient systématiquement de la moyenne

m
du soir de + 0,2 (valeur moyenne, les valeurs maxima s'élevant

m
a + 0,4), Aprés l'introduction dans les calcules de la nouvelle

m

magnitude, ce résidu s'est réduit a + 0,06 (moyenne calculée en
tenant compte du signe du chaque résidu.)
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d) Magnitude de I'étoile BD f 45" 2665 résulte de mes
propres mesures photométriques faites au photomeétre a coin de
Graff- Comme étoiles de comparaison m'ont servi les étoiles
h et b.

Magnitudes des étoiles y et z ont été déterminées l'aide de
deux methodes différentes:

1) Au moyen des mésures photométriques de J, Gad o m-
s ki qui s'est servi des étoiles N, K, A comme étoiles de com-
paraison,

2) Au moyen de I'ensemble d'observations visuelles
NN°® 153—182 (comparaisons placées dans le tab, Il entre pa-
renthéses compris) traité par la méthode de moindres carrés.

Ces deux méthodes ont donné les résultats suivants:

1) 2)
m m
8.05 8.12
8.50 8.41

L'accord entre eux étant satisfaisant (surtout si l'on tient
compte de différents instruments utilisés) on a adopté comme
magnitudes définitives les moyennes des précédantes.

TABLEAU I
e Tétoile ™M ge atoite M9 e Tetotte Te el ¢ M8
30 Dra !

a Lyr 0.08 t Her '301 (BD+5002468) 5.16 1(BD+4602427) 10.08*
« Cyg 131 p yr 3.23 u (BD+4502629) 6.59 d(BD+45<'2661) 10.18*
p UMi  ~198 t Her 3.57 H(BD+4602426) 7.41 1~(80+4502656) 10.30*
v Dra 214 ~ Dra 3.69 K(BD+46'72416) 7.66 m(BD+4502665) 10.39
i Cyg 230 ~ Her 13.72 y(BD+46<'2412) 8.08 h BD-4502655) 10.44»
ACyg 238 P Her 4.08 N(BD+45<'2652)k24 1 10.67*
Y, Dra 274 V Dra 4.17 a (BD+4502662) 8.40% p 11.40%
A Dra 282 e Her 4.56 z (BD+4502649) 8.45 r 11.61%
0 Cyg  2881f Her 4.84 h(BD+4502654) 9.06* s 11.79%

C Dra 2.98 (B 0+4302892)4.96 c (BD+4502664) 9.18*



IL Extinction.

Les magnitudes de la Nova déduites des observations fai-
tes a l'oeil nu ou a la jumelle sont exemptes de I'extiction diffé-
rentielle- Les valeurs de I'extinction étaient prises de table de
Miiller (Photometrie der Gestirne pp. 515—516),

1, Instruments.

Pendant les observations de la Nova on a utilisé les instru-
ments suivants:

a) L'oeil nu (observations 1— 63),

b) Jumelle , Turact" Zeiss 8 X (obs. NN\« 64—112).

c) Réfracteur Heyde d = 162, f = 1460, avec des oculai-
res f=—20 mm et f= 60 mm (premier des oculaires n'étant uti-
lisé gu'exceptionnellement, obs. 113—123, 136-152, 186 —
283, 297—340),

d) Réfracteur Grubb d = 207, f= 2910, avec oculaire de
photométre de Graff. (obs, NN-0s 124—135),

e) Lunette portative Merz d = 100 mm, avec oculaire ter-
restre grossissant 40 X transformé en oculaire astronomique
par I'enléevement de sa partie antérieure (obs, NN'® 153—185,
284—296),

Les observations faites a l'un de ces instruments sont sé-
parées dans le tableau Il de celles faites a l'un autre par deux
traits horizontaux.

Les cas d'émploi d'autres instruments qu'enumerés ci-des-
sus sont indiqués dans les remarques.

TABLEAU H.

. . Magnitude Moyenne Remar-
Nr. J. J. Comparaisons Poids g Y

conclue du soir ques

24277.. mg mg
1 94.2153 alLyr 6 n 4 Y Dra 4 1.31 1,2
2 94.3660 aCyg 3 n 6 o Cyg 2 1.37 1
3 alyr 2 n 3 YCyg 1 1.20 131 1.3
4 aCyg 3 n5 £Cyg 2 131 1
5 95.1639 alyr 8 n 3 YCyg 2 1.63
6 aCyg 2 n 3 Y Dra 4 1.97
7 aCyg 2 n 6 6 Cyg 3 1.61 1.75
8 aCyg 2 n 5 RDra 4 1.68
9 alyr 8 n 1 ”™UMi 1 1.76



Nr.

10
11
12
13
14
15
16
17
18

24277..
96.1910

97.2111

97.2153

24278,.
01.1813

01.1889

02.1743

03.2792

03.2854
10.1806

11.1757

12.1924

12.1965

13.1979
14.1785

14.1882
16.2632

18.2410

Comparaisons

aCyg5 N 1 Y Dra
n U Y Cyg

a Cyg
a Cyg
a Cyg
T Dra
£ Cyg
Y cyg

Dra

~ Dra
Y Dra
P Dra
«fIDra
~ Dra
P Dra

Y Dra
Y Dra

Ura
£ Cyg
Y Cyg
Y Dra
Y Dra
Y pra
Y Cyg
Y Dra
Y Dra
Y Cyg
£ Cyg
Y Dra
Y bra
Y Cyg
Y Cyg
£ Cyg

P A WA o a

AR W WWO®W W wWww NI O OO NS

2

n

53 5 33 5535

n 0 PDra

Y Dra
V] Dra
£ Cyg
Y cyg
P Dra
~Dra
Y Dra
fi Dra
£ Cyg

Dra
Y Dra
Y Dra
er,Dra
£ Cyg
Y Dra

5

GUwa ANt N OO W

~ Dra
Cyg
Cyg
Dra
Cyg
Lyr
Dra

W a W o wa
>< © > ot

i Her
¢ Dra
Y Lyr
~Dra
£ Her
C Dra
~ Dra
5 Y Lyr

B WA WO

Dra
0 Cyg
~ Dra
-~Dra
~ Dra

BN A WP

;ECyg3.5n

2 ™ Dra
5 Y Lyr
3 Dra
7 ~ Dra
4 " Dra

6 Y Lyr
5 C Dra
4 0 Cyg

5 ' Lyr
4 " Dra
2.5 0 Cyg
2.5 0 Cyg
5 ”~ Dra

6 E Dra
4 ; Dra
6 C Dra
1 0 Cyg
1 ~ Dra
1 [i Dra
3 'Dra
2 0 Cyg
2 ~ Dra

9% —

Poids

W W W W W W W

bW WWN ke NN b WWADDW®WWWHE®WWHAEW®WWRNWWWANND, WwWw

1
Magnitude Moyenne

conclue

NN NRN R R NN e

MR RNMNRNRONMNRONRNROMNNNRONRNRNONMNRNONRNNONRNNRNONRNNRONRNNNNRONRNONRNRONRNNNRONRNONRNONRONRN NN ®W W

mg

.95
18
00

58
50
71
75

14
21
07
87
27
.33
.62
71
.73
62
59
31
30
28

62
.53
49
.54
40
40
60
47
47
80
72
71
49
52
91
80
84
75
77
72
68
54
48
45
50

90 J

du soir

mg

2.66

Remar-
ques



24278.."
20.1771

27.2035

38.2000

40.2097

44,2257

55.2292
56.2188
59.3181

62.3715

65.3333

66.3056

67.3701

70.3583

72.3611

76.3639

77.3507

77.3549
78.3833

79.4049

84.3528

92.3903

Comparaisons

V Dra
I Cyg
Y Dra
T Dra

Y Dra

~ Dra
"Dra
"Dra
Y Dra
“Dra
C Dra
S Dra
k Dra
P Dra
~ Dra
Y Dra
Y Dra
S Dra
~ Dra
~ Dra
: Her
i Her
" Dra
Dra
Her
Dra
Her
Dra
Dra
Her
~ Dra
Her
Her
Her
Dra
Dra
Her
Her
k Dra
t Her

Her
~Her
~ Dra
r. Her
£ Her
E Dra
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[30 Dra]
p Her
V Dra
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7 [30 Dra]
8 [30 Dra]
2 p Her
V Dra 3 n
8 [30 Dra]
3 p Her
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n 2 V Dra
n 3 p Her
n 7[30Dra]
n; VbDra2n
n 3 [30 Dra]
n 5 f Her
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~Her4n4[BD+4a0 2892]
eHer4.5n2[BD-r4302892|

Poids

Magnitude Moyennel Remar-
conclue

mg
2.38
2.41
2.43
2.44
2.31

3.34

\
1

du soir

mg

2.39

2.39

3.49

3.29

2.49

3.49

3.60

4.03

3.53

3.92

3.95

3.96

ques

10.

11

11



Nr. J. J. Comparaisons Poids « Se"'" Moyenne  Remar-

du soir ques
24278.. mg mg
109 e Her 4.5 n 3 [30 Dra] 3 4.87 4.86
110 93.3688 AHer6n3[BD-43''2892] 3 4.62 j
111 e Her 0 n 3 4.56 4.56
112 Q Her 6 n 5 [30 Dra] 3 451 1
24279..

113 00.4069 H5n3h 2 8.44 8.54 14.
114 N 4n4h 2 8.65
115 03.3972 h 35 n 6 k 2 9.52 1;15.
116 06.3694 h 6 n3 k 4 1 9.89 1;15.
117  06.3854 g3n3m 4 [ 10.23
118  07.3444 k 0 n 3 10.30 1;15.
119  07.3729 m 2 n 5[n] 3 10.47
120  08.3229 k 3 n 3([n] 3 10.49 14:16;17.
121 09.3340 k 3.5 n 2 [n] 3 10.54 1;14;16.
122 10.3403 k 4 n2[n] 3 10.55 1;15;16.
123 11.3708 n 0[n] 2 10.67 14;18.
124 12.3667 [nN]25 n5p 3 10.91
125 13.3632 [N13 n4dp 3 10.98 19.
126 14.3590 [nN]5 n 15 p 4 11.23 11.23
127 [n]6 n 4r 4 11.23 ’
128 15.3278 pa4an3r 3 11.52 1157 16
129 p3n2s 3 11.63 ’ 16
130 16.3479 r3n 3 11.85 20
131 17.3215 reén 2 12.09 20.
132 19.3403 1 13.30 21;
133  20.3333 - - 22.
134  26.3333 - - 22.
135 58.3778 h 2n6 k 2 9.37
136 58.3875 h 3 n8k 4 9.40 15.
137 1 59.3771 ad4n25h 4 8.81
138  61.3889 h 2n5 k 3 9.41 23.
139 63.3757 a6n225h 3 8.86
140 64.3681 a3ne6h 4 8.62
141 65.3882 N4n2a 2 8.35 1;23.
142  65.3535 N 4n3a 3 8.33
143 66.3681 N 5n 15 a 3 8.36
144  66.3819 N 45 n 25 a 3 8.34
145 67.3736 ' N 4 n3a 3 8.33
146  68.3653 N 4n3a 3 8.33
147  68.3840 N 3 n45a 3 8.30
148 69.3715 N 4n3a 2 8.33 1:24.
149 72.3771 H8n25N 3 8.04
150  75.3736 H6n2N 3 8.03 i
151 76.3729 H5n3N 3 7.93
152  79.3924 H6n4a 3 8.00
153  85.4132 H4n8z 7.76 125,

! [H 8 N 3]



154

155

156
157

158

159
160
161
162

163
164

165
166

167
168

169
170

171
172

173
174

175
176

24279..
86.3979

87.3944

90.4201
92.3910

93.4042

94.3917

95.3854

96.3882

24280..
01.3868

03.3805

05.4264

07.3778

08.3833

09.3708

10.3708

11.3646

13.4035

17.4083

18.4361

24.3597

Comparaisons
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Poids

wWwmMNN N

N

~oww A BAMNON B N W D e A~

S

Magnitude
conclue

mg
7.79

7.76

7.82

7.80

7.74
7.78

7.71
7.77

7.82
7.87

Moyenne i Remar-
du soir ' ques
mg
25.
25.
126.
27.
7&1 1; 7.
1; 27.
7.70 11
27.
770
7. %%
7.01
7.87
24,
[
7-82
"
1.7
28.
7.76
776 1; 24.



Nr

24280..

35.3590
36.3750
37.3715
39.3847
40.3562
41.3549
42.3396

43.3542
46.3500

47.3354
48.3194

53.3257

58.3118

67.3319

68.3437

70.3354

74.3396

75.3375

76.3215

77.3333

80.3694

83.3347

88.3153

89.3146

90.2500

93.2396

95.2215

24281..
06.3583
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Poids

AR WWWWRAPRPWWWWRADPMNWWNNUIOIOIUTWOWDNABRNCOUOINDNNADRMADNUORADMNUUODRADNWWW W

Magnitude
conclue

mg
7.16
7.60
7.13
7.20
7.41
7.20
7.14
7.14
7.23
7.17
7.64
7.72
7.23
7.56
7.47
7.23
7.18
7.64
7.61
7.60 1
7.66
7.60 1

Moyenne
du soir

mg

7.38

7.18

7.68

7.51
7.20

7.63

7.62

7.74

7.79

7.71

7.76
7.78
7.78
7.83
7.81

7.66

7.80

Remar-
ques

31.

30.

30; 1

30.
30.

13.

31.

16; 30; 33.

27.



Nr

24281..

08.3174

09.3042

10.3062

11.2278

18.2326

19.2292

20.2139

22.2174

23.2257

24.2465

25.2417

27.2555

65.2292

70.2201

24283..

06.3576

07.3673

11.3694

12.3750

15.3875
23.3701
34.3694
43.4090
52.3937

96.3993
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Poids

WWARARAEARARMDWOWARARDWWWWNNNNARMOOION >J>J>(AJ

NNWWWWWNNARDMREDRMDMDIAN

[

Magnitude ! Moyenne
conclue 1 du soir

mg
7.80
7.73
7.80
7.72
7.77
7.73
7.80
7.71

mg
7.79

7.76

7.71

7.57

7.88

Remar-
ques

32.

34.

32.

1; 27; 34.

217.
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Magnitude Moyenne 1 Remar-

Nr J. J. Comparaisons '1P0|ds conclue du soir 1 ques

24283.. mg mg
785 K2n6V 1 7.76 7.74
286 97.4153 H 6 n 3 N 2 7.96 go2 36
287 noy 2 8.08 ’ 27.
288 98.4062 H 7 n 4 N 2 7.94 7.93
289 K5n3y 2 7.92 '

24284.. 1
290 02.4069 N 4 n 3 a 2 1 8.33 8.33 16
291 y5n2z 2 8.34 :
292 07.3854 N 4 n 6 il 1 8.57 / 16; 30.
293 y 5n6 z 1 8.25 > 8.41
294 a0n 1 8.40 \
295 09.3715 N 7n2a 2 8.36 8.32 1; 16.
296 y4n3z .2 8.29 )
297 27.2986 N 4 n 3 a 4 8.33 8.45
298 z2n8h 4 8.57 ’
299 28.3472 a0 n 4 8.40 g5 3T
300 z3n4c 4 8.76 ’
301 29.3299 N 3 n3a 4 8.32 8.33
302 y5n2z 4 8.34 :
303 30,3243 z4n5¢C 1 1 8.77 i 37.
304 a0n 4 8.40 ' 8.61
305 N 6 n45 h 2 8.71 1
306 32.3340 a3nidc 3 8.73 ~ 8.73
307 z5n6h 3 8.73 ‘
308 33.3278 n o0 a 3 8.40 ]
309 z4n5c 3 8.77 8.63
310 N5n5c 3 8.71 ]
311 343222 a3 n45h 2 8.66 8.79 16.
312 z5n3c¢c 2 8.91 )
313 35.3875 a3 n5h 1 8.65 8.76 9
314 z5n4c 1 8.86 '
315 37.3201 a6n2h 3 8.90 8.90 1
316 z7n4dc 3 8.91 ’
317 483271 a3 né6h 4 8.62 8.72
318 z5n5c¢ 4 8.82 :
319 56.3611 a n 4 h 2 8.68 8.75 24,
320 z5n5c¢ 2 8.82 :
321 58.3666 h 3 n 5 d 3 9.48 0.63 16, 37, 38.
322 c2nidg 3 9.78 '
323 63.3229 h 2n5d 3 9.38 1 9.46 16; 38; 39.
324 c4nebyg 3 9.54 :
325 66.3278 a3 n5 h 4 8.65 871 1
326 z6n6cC 2 8.82 )
327 67.3750 a3 n5h 1 8.65 8.75 1; 16
328 z5n4c 1 8.85 '
329 72.2736 | a3 n 3 h 3 8.73 8.82 1
330 z5n3c¢ 3 8.91 ’

1
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Magnitude Moyenne Remar-

Nr J. J. Comparaisons Poids conclue du soir ques
24284.. g mg

331 78.2164 n 3 8.78 881

332 n 4 8.85 :

333 80.3042 n 2 8.84 8.89

334 n 3 8.94 :

335 88.2625 n 3 8.78

336 n 3 8.94 8.86
24285..

337 19.2219 a4 n1lh 8.93 16.

8.95

338 z5n2c 8.97 .

339 242368 h 3 n2d 9.73 1; 16.

340 49.2153 a3 n2h 8.80

Les résultats des observations (moyennes du soir) sont re-
présentés par les diagrammes, placés a la fin du présent Mémoire,

REMARQUES.

1. Clair de Lune. 2. Nova jaune-verdatre. 3. a Lyr en grande distance
zénithale. 4. Observations a la jumelle , Turact”. 5. Magnitude de la Nova
extrapolée. 6. Nova jaunatre. 7. Observation en proximité d'un cirrus.
8. Brouillard léger. 9. Ciel brumeux. 10. Observation au voisinage d'une
nuage. 11. Nova peu éloignée de I'horizont, 12. Brouillard léger. 13. Transpa-
rence de l'air médiocre. 14. Observation au réfracteur Heyde. 15. Idem, ocu-
laire f = 20 mm. 16. Estimations difficiles. 17. (n) — désignation de I'étoile
d'aprés HB. 18. Observation dans une éclaircie. 19. Estimations assez diffi-
ciles. 20. Nova a la limite de visibilité, estimation au moyen des parties
laterales de la rétine. Valeur adoptée d'un degré (0.08) représente la moyen-
ne des soirées du 20 au 22 avril 1935. 21. Estimations peu exactes, oculaire
f = 30 mm. 22. Nova invisible. 23. Observation au réfracteur Grubb. 24.
Quelques cirrus sur le ciel. 25. Observation au chercheur d = 60 mm, gros-
sissant 7 fois. 26. Observation a la lunette Merz, oculaire terrestre 40 X,
éstimatian peu sdre. 27, Position de I|'observateur incommode. 28. Proximité
d'un nuage. 29. Observation au chercheur de réfracteur Grubb. 30. Nova
bleuatre. 31.Nova bleue. 32. Nova verdatre. 33. Nuages c¢a et la. 34. Nova
verte-émeraude. 35. Lumiéres de ville génent I'observation. 36. Objectif se
couvre du dépdt de rosée. 37, Nova verte. 38. L'image de la Nova floue.
39. Nova verte-foacée.

V. Généralités.

Durant les mois de janvier et fevrier 1935 la Nova était
observée aux grandes distances zénithales sur la partie nord du



du ciel, souvent récouverte des fumées et éclairée par des lumie-
res d'une grande ville. Ces circonstances génaient parfois beau-
coup les observations.

Les magnitudes de la Nova se rapportant a l'intervalle de
temps durani lequel la Nova présentait la coloration verte-intense
sont a peu prés d'une grandeur supérieures a celles publiés par
les observateurs utilisants les instruments plus faibles. Ce phé-
nomene avait été déja constaté par L, Campbell, M-me G,-C,
Flammarion et F, Quénisset, Son explication a été donnée par
F, Baldet™),

Cette coloration verte était en contraste saillant avec celles
des étoiles voisines. Elle rendait parfois les estimations difficiles.
Quelques observations de la couleur de la Nova se trouvent
dans les remarques.

Pour terminer qu'il me soit permis de remercier M, le Dr
J, Gadomski qui a bien voulu d'effectuer les mésures photo-
métriques de quelques étoiles qui ne figurent pas sur les listes
de Harvard,

Varsovie, le 18 janvier 1937,

1) P. A. Nov. 1935 et B. S. A. F. 50 p. 225.
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Fig. 1. Graphique des observations de la Nova Herculis faites du 22 décembre
1934 au 26 avril 1935.

Fig. 2. Graphique des observations de la Nova Herculis faites du 4 juin
1935 au 15 novembre 1936.
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ERRATA.

Page 3, 14-th line in the formula (6') instead of:

ought to be:
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