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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat Il nauk matematyczno-fizycznych

Posiedzenie

z dnia 24 czerwca 1937 r.

Alfred Tarski.

O ciatach i funkcjach zbioréw addytywnych i multy-
plikatywnych.

Przedstawit K. Kuratowski dnia 24 czerwca 1937 r.

STRESZCZENIE.

Rodzing zbioréow K, ktéra wraz z dowolnemi dwoma zbio-
rami X i Y zawiera rowniez jako elementy sume X+Y i rdzni-
ce X — Vtych zbioréw, nazywamy, jak wiadomo, ciatem zbiorow.
Jesli przytem suma, wzgl. iloczyn, dowolnych zbioréw danego
ciata w ilosci conajwyzej m réwniez nalezy do danego ciata, to
ciato nosi nazwe m -addytywnego, wzgl. m - multyplikatywnego.

Funkcjami zbiorow nazywa autor tego rodzaju fiinkcje F,
ktore kazdemu zbiorowi X, nalezacemu do pewnego ciata K,
przyporzadkowujg inny zbiér f ( X ) (nie koniecznie nalezacy do K).
Jesli przytem funkcja sumy, wzgl. iloczynu, co najwyzej m zbio-
row réwna sie sumie, wzgl. iloczynowi, funkcyj wszystkich tych
zbioréw, to funkcja nosi nazwe m-addytywnej, wzgl. m-multy-
plikatywnej.

Autor podaje (bez dowodow) szereg twierdzenn o funkcjach
addytywnych i multyplikatywnych; okazuje sie w szczegolnosci,
ze w pewnych warunkach z tego, ze funkcja jest m - addytywna
i m-multyplikatywna dla jakiej$ liczby kardynalnej m, mozna
wnioskowaé o tem, ze jest ona tt-addytywna i n-multyplikatywna
dla réznych liczb it wiekszych od m. Wspomniane twierdzenia
posiadajg rozne zastosowania w teorii ideatéw, w abstrakcyjnej
teorii miary, dalej w badaniach nad zagadnieniem reprezentacji
oraz nad izomorfizmem i homomorfizmem ciat Boole'a.
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Alfred Tarski.

Uber additive und multiplikative Mengenkorper
und Mengenfunktionen.
Vorlaufige Mitteilung, vorgelegt von K. Kuratowski am 24. VI 1937.

Die Hauptbegriffe der vorliegenden Betrachtungen sind die
Begriffe des m-additiven und des m -multiplikativen Mengen-
korpers sowie der m-additiven und der m - multiplikativen
Mengenfunktion. Es werden verschiedene Sétze Uber diese Begriffe
angeflhrt; ferner werden einige Anwendungen dieser Satze auf-
gezeigt, und zwar auf die Theorie der Ideale, auf das allgemeine
MafRproblem und auf das sog. Reprédsentationsproblem; schlieRlich
werden gewisse Folgerungen fir die allgemeine 'Theorie der
Boole'schen Korper gezogen. Alle Ergebnisse sind in dieser
(vorlaufigen) Mitteilung ohne Beweise angegeben”).

§ 1. Additive und multiplikative Mengenkdrper; erreich
bare Kardinalzahlen.

1.1. Ein nicht leeres Mengensystem K heit Mengen-
korper oder kurz Korper, wenn es mit zwei beliebigen
Mengen X und Y zugleich ihre Summe X -\-Y und ihre Diffe-
renz X — K als Elemente enthalt.

1.2. Der Korper K heiBt m-additiv, bzw. nt-mul-
ti pli kat iv, wenn er mit allen Mengen X eines nicht leeren
Systems X a K, dessen Machtigkeit < m ist, zugleich ihre Summe

A A X, bzw. ihren Durchschnitt | X als Element enthélt.
1.3 Der Korper /v heilit absolut-additiv, bzw. abso-

lut-multiplikativ, wenn er mit allen Mengen X eines be-
liebigen nicht leeren Systems A*(Z K zugleich ihre Summe

N X, bzw. ihren Durchschnitt | X als Element enthalt 2).

1.4. Ist A" ein beliebiges Mengensystem, so wird die Menge

AN N mit 7Y bezeichnet und All -oder Einsmenge des

Systems X genannt.
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1.5 Der Korper K wird als Kérper mit Einselement
bezeichnet, wenn 1 s K st
1.6 Das Mengensystem K heilt vollstdndiger Korper,

wenn A"= h [X cz 1jM] ist.

1.7. Ist K ein Kdorper, so heiit ein System A" Basis des
Korpers K, wenn X e K und wenn Y=~rn X far jede

Menge KeAgilt. XzXundXczY

1.8. Ist K ein Korper, so heiBt eine nicht leere Menge
A'e/v Atomelement des Korpers /v, wenn jede nicht
leere Menge Y (z X, die zu K gehort, mit X identisch ist; das
System aller Atomelemente des Korpers K wird mit At(K)
bezeichnet”).

1.9. Der Korper K heillit atomar, wenn das System  At(K)
eine Basis von K ist.

1.10. Der Korper K heift atomfrei, wenn At(K) =<0 ist.

Es gelten nun folgende, groRtenteils einleuchtende oder
leicht beweisbare Séatze:

1.11. Ist m < Ko, so ist jeder Korper m-additiv und
m - multiplikativ.

1.12. Ist m>it, so ist jeder m-additive (-multiplikative)
Kdérper zugleich »-additiv (-multiplikativ).

1.13. Es sei jedem Element m einer Menge M mit der
Méachtigkeit M = m eine Kardinalzahl it® zugeordnet und sei

2 = ist jeder Korper K, der sowohl m - additiv

(-multiplikativ), als auch u”-additiv (-multiplikativ) fir jedes
m&M ist, zugleich n-additiv (-multiplikativ).

1.14. Jeder absolut-additive (-multiplikative) Korper ist
zugleich  m-additiv (-multiplikativ) fur jede Kardinalzahl m.

1.15. Wenn der Korper K eine B”sis mit einer Maéchtig-
st < m hat oder inshesondere wenn K < m oder auch wenn
/"< m ist und wenn dabei K m -additiv (-multiplikativ)
ist, so ist zugleich K absolut -additiv (-multiplikativ).

1.16. Jeder endliche Korper ist absolut - additiv.

1.17. Jeder m-(bzw. absolut-) additive Korper ist zugleich
m-(bzw. absolut-) multiplikativ.
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1.18. Jeder m-(bzw. absolut-) multiplikative Korper mit
Einselement ist zugleich m-(bzw. absolut-) additiv.

1.19. Jeder absolut-additive Korper ist ein Korper mit
Einselement.

1.20. Jeder vollstdndige Korper ist ein absolut - additiver
Kdorper.

1.21. Jeder absolut - multiplikative und umsomehr jeder
absolut-additive Kd&rper ist atomar.

1.22. Ist der Kdérper K absolut - additiv und ist At (Kj— m,
so ist k = 2",

1.23. Jeder unendliche Korper K enthdlt ein abzdhlbares
Teilsystem X d K von paarweise disjunkten Mengen?®).

1.24. Jeder unendliche absolut - additive Koérper hat eine
Méachtigkeit >

1.25. Damit es einen Kdérper K mit der Méchtigkeit /L= m
gibt, ist es notwendig und hinreichend, daB entweder m > X»
oder m von der Form: m = 2", n < Xo, ist.

1.26. Fir jeden Korper K und jede Kardinalzahl m sind
folgende Bedingungen &quivalent: (i) K ist absolut - additiv und
Ai( K) = m\ (ii) K ist m-additiv und m ist die grofte Zahl,
fur die es ein System X ¢ K mit der Méchtigkeit m von nicht
leeren disjunkten Mengen gibt.

1.27. Fir jeden Korper sind folgende Bedingungen &qui-
valent: (i) K ist absolut additiv und At ( K) ist abz&hlbar; (ii) K
ist unendlich, Xg-additiv und jedes System X cz K von paar-
weise disjunkten Mengen ist hochstens abzdhlbar.

Wie leicht ersichtlich, ist 1.27 ein Korollar von 1.26 und 1.22.

Fur weitere Zwecke brauchen wir noch zwei Begriffe aus
der Arithmetik der Kardinalzahlen?).

1.28. Wir wollen sagen, daf die Kardinalzahl it von
der Kardinalzahl ni aus schwach erreichbar ist,
wenn n zu jedem System von Kardinalzahlen gehort, das fol-
genden Bedingungen genigt:

H m£A;

(i) ist ~ £A und q < so ist q e ft

(iti~ ist jedem Element p einer Menge P mit der Mach-
tigkeit F = V £ A eine Kardinalzahl £ A zugeordnet, so ist

ptP



(iv) ist p s A und q e S0 ist Ms

129. Wir wollen sagen, daB die Kardinalzahl tt von
der Kardinalzahl m aus stark ist, wenn it zu jedem System
U von Kardinalzahlen gehdrt, das den Bedingungen (i), (ii) und
(lii) aus 1.28 sovie folgender Bedingung genugt:

(v) in dem System A gibt es keine groRte Kardinalzahl.

Es gilt, wie leicht zu zeigen:

1.30. Das System A der Kardinalzahlen, die von der ge-
gebenen Kardinalzahl m aus schwach bzw. stark, erreichbar sind,
genligt den Bedingungen (i)-(iv) aus 1.28, bzw. den Bedingun-
gen (i)-(iii) aus 1.28 und (v) aus 1.29.

1.31. Ist m < 2, so ist n dann und nur dann von m aus
schwach erreichbar, wenn tt <; 2 ist.

1.32. Ist 2 -< m <: Xo, so ist tt dann und nur dann von ttt
aus schwach erreichbar, wenn tt < Xo ist.

1.33. Ist itt <Xo, so ist tt dann und nur dann von m aus
stark erreichbar, wenn tt < Xo ist.

1.34. Ist m > 2, so ist jede Zahl tt, die von ttt aus stark
erreichbar ist, zugleich erreichbar.

1.35. Folgende Satze sind d&quivalent:

(i) ist ttt eine beliebige Kardinalzahl, so ist die Zahl 2™
von ttt aus stark erreichbar;

(i) ist ttt eine beliebige Kardinalzahl, so ist jede Zahl tt,
die von ttt aus stark erreichbar ist, zugleich auch stark erreichbar.

Beide Satze (i) und (ii) sind Folgerungen aus der Gan-
ter sehen Alefhypothese:

= fur jede Ordnungszahl a.

Das Problem, ob es Kardinalzahlen gibt, die von der Zahl
Ko aus weder stark noch schwach erreichbar sind, kann aller Wahr-
scheinlichkeit nach auf dem Boden der ublichen Axiomensysteme
der Mengenlehre nicht entschieden werden.

§ 2. Additive und multiplikative Mengenfunktionen.

In diesem und drei folgenden Paragraphen”.wird ein bestimm-
ter Korper K als gegeben angenommen; alle Begriffe und Satze
werden implizite oder explizite auf diesen Kdérper bezogen.
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21®) Eine Funktion F wird ais Mengenfunktion
(in K) bezeichnet, wenn sie jeder Menge X z K eine Menge
F (X) (nicht notwendig aus K) eindeutig zuordnet, m. a. W.
wenn der Vorbereich von F sich mit K deckt und der Nach-
bereich aus Mengen besteht.

2.2 Eine Mengenfunktion F heilit m-additiv, bzw. itt-mul-
tiplikativ, wenn

fur jedes nicht leere System X a K mit der Mé&chtigkeit X < m,
dessen Summe 7 X, bzw. Durchschnitt | | X, dem Korper K

XzX XzX
angehort.
2.3 Eine Mengenfunktion F heiBt absolut-additiv, bzw.
absolut-multiplikativ, wenn

fur jedes nicht leere System Xc: /i, dessen Summe bzw.
Durchschnit T-K X zn K gehort.

Zwischen den m-additiven und m - multiplikativen Men-
genfunktionen, die verschiedenen Werten von m entsprechen,
bestehen zahlreiche Beziehungen, zum Teil ganz elementarer
Natur. Es gelten z. B. folgende Sétze, die den Séatzen aus § 1
teilweise analog sind:

2.4. Ist m < 2, so ist jede Mengenfunktion m-additiv und
m- multiplikativ.

25. Ist m < Xo» so ist jede 2-additive (-multipHkative)
Mengenfunktion zugleich m-additiv (-multiplikativ).

2.6. Ist m > n, so ist jede m -additive (-multipHkative)
Mengenfunktion zugleich «-additiv (-multiplikativ).

2.7. Es sei m > Xo und tt eine Dbeliebige Kardinalzahl.
Damit jede m-additive (-multipHkative) Mengenfunktion zugleich
ti-additiv (-multiplikativ) ist, ist notwendig und hinrei-
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chend, daB jedem System I'Cl K mit der Mé&chtigkeit F < tt,

derart dal , ein System Xc: |I" mit der
Machtigkeit entspricht, das der Formeh
genugt.

Dieser Satz gilt auch fir die Zahlen «t < Xo, wenn man
nur in ihm die Formel: X < m durch: X < K« ersetzt.

2,8”s sei jedem Element m einer Menge M mit der Méch-
tigkeit M = tn eine Kardinalzahl it* zugeordnet und es sei

Ist dann sowohl der Kérper K als auch die Mengen-
funktion F tt,,-additiv  (-multiplikativ) fur jedes msM und ist
dabei die Mengenfunktion F m-additiv (-multiplikativ), so ist sie

auch tt-additiv.  (-multiplikativ).

2.9. Jede absolut-additive (-multiplikative) Mengenfunktion
ist zugleich m-additiv (-multiplikativ) fir jede Kardinalzahl m.

2.10. Wenn der Korper K eine Bais mit einer Machtig-
keit < m hat oder insbesondere wenn A"<; m oder auch wenn

ist, so ist jede nt-additive (-multiplikative) Mengen-
funktion zugleich absolut -additiv (-multiplikativ).

211, Ist m >-2 und tt > 2, so ist jede ttt-additive und
tt-multiplikative Mengenfunktion zugleich tn-multiplikativ und
tt-additiv. (und umgekehrt).

2.12. Ist ttt >- 2, so ist jede tn-additive und absolut-multi-
plikative Mengenfunktion zugleich tn-multiplikativ und absolut-
-additiv (und umgekehrt).

Tiefer liegend als die vorangehenden Sdatze ist der Satz

2.13. Ist der Korper K 2"'-additiv, so ist jede tn-additi-
ve und tn-multiplikative Mengenfunktion zugleich 2"'-additiv
und 2"'-multiplikativ.

Der Satz 2.13 kann auf Grund von 2.6 und 2.8 erheblich
verallgemeinert werden:

2.14. Ist der Korper K tt-additiv und ist dabei die Zahl
tt von der Zahl tn aus schwach erreichbar, so isi jede tn-addi-



— 158

tive und m -multiplikative Mengenfunktion zugleich n-additiv
und tt-multiplikativ.

Hieraus ergibt sich sofort folgendes Korollar:

2.15. Ist der Korper K absolut -additiv und ist die Mach-
tigkeit dieses Korpers von der Zahl ttt aus schwach erreichbar,
so ist jede ttt-additive und ttt-multiplikative Mengenfunktion
zugleich absolut-additiv und absolut-multiplikativ.

Wir geben hier eine Anwendung dieses Korollars. Es sei
K der Korper, der aus allen Mengen reeller Zahlen besteht.
Wir wollen eine Mengenfunktion /*als Urbildfunktion bezeich-
nen, wenn es eine Funktion / der reellen Variable gibt, so daf
F{X) die Urbildmenge der Menge X in Bezug auf / ist, d. h.

der Formel: F{X) — h [/(x) s X\ fur jedes X S K genigt.
X

Nun kann man auf Grund von 2.15 (und 2.11) zeigen, daR eine

Mengenfunktion F in K (deren Nachbereich auch in K enthalten

ist) dann und nur dann eine Urbildfunktion ist, wenn sie Xo-"ddi-

tiv. und 2-multiplikativ ist und dabei der Formel: F{0) = 0

genugt.

Der Satz 2.15 kann auf gewisse Korper ausgedehnt werden,
die nicht absolut-additiv sind; so z. B.:

2.16. Der Korper K sei ttt-additiv; es sei maoglich, jedem
j*ementenpaar {m, n) aus einer Menge M mit der Maéchtigkeit
M — m eine Menge X* , s A in der Weise zuzuordnen, dafl (i)

AN n— hi mzM gilt und dal (ii) fir jede Funktion

mM

/, deren Vorbereich gleich M und deren Nachbereich in ™W

enthalten ist, die Menge XAN entweder leer oder ein Ato-
rmM

melement von K ist. Dann ist jede ttt-additive und ttt-multi-
plikative Mengenfunktion zugleich absolut-additiv und absolut-
multiplikativ.

Zu den Korpern, die den Voraussetzungen von 2.16 geni-
gen, gehdren wu. a. (in dem wichtigsten Spezialfall: ttt = XQ
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alle Ko-additiven Korper, die aus Punktmengen eines /z-dimen-
sionalen Euklidischen Raumes bestehen und die unter ihren Ele-
menten alle (/2-dimensionalen) Intervalle dieses Raumes enthalten,
also z. B. die Systeme der Boreischen und der im Lebesgue'-
schen Sinne meRbaren Mengen.

Die Voraussetzung uber die Erreichbarkeit der Zahl tt, bzw.
der Méchtigkeit K von der Zahl m aus scheint in 2.14, bzw. 2.15
wesentlich zu sein. Von dem trivialen Fall: m < 2 abgesehen,
ist es aber bis jetzt nur gelungen, dieses Problem fur den Fall:
2 < m < Xo endgultig zu lésen. Es bestehen ndmlich die Satze"):

2.17. Die Bedingung:

(i) » gibt ein unendliches System Y a K mit der Mach-
tigkeit Y < tt von paarweise disjunkten Mengen, so dal

N Y s K,
YzY

ist notwendig und hinreichend dafiir, daB es eine 2-additive
und 2-muUiplikative Mengenfunktion gibt, die weder tt-additiv
noch tt-multiplikativ ist.

2.18. Ist der Korper K unendlich und Xo-additiv, so ist
die Bedingung (i) aus 2.17 fur tt = Ko erflllt und es gibt demnach
eine 2-additive und 2-multiplikative Mengenfunktion, die weder
Ko-additiv noch Xo - multiplikativ ist.

2.19. Die Bedingung:

(i) es gibt ein unendliches System Y a K von paarweise

disjunkten Mengen, so daB """ Ke /v,
Yt Y

ist notwendig wund hinreichend dafir, daR es eine 2-additive
und 2-multiplikative Mengenfunktion gibt, die weder absolut-
additiv noch absolut-multiplikativ ist.

2.20 Die Bedingung (i) aus 2.19 impliziert folgende Be-
dingung:

(i) es gibt eine Menge Ys K, die keine Summe von endlich
vielen Atomelementen des Koérpers K ist.

Die beiden Bedingungen (i) und (ii) sind stets erflllt, wenn
K ein unendlicher Kdrper mit Einselement ist.
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8 3. Anwendungen auf die Theorie der Ideale.

3.1. Ein nicht leeres Mengensystem | a K heilit ldeal
(in K), wenn es mit zwei beliebigen Mengen X und Y zugleich
ihre Summe X A- Y und mit jeder beliebigen Menge A'zugleich
jede Menge Y zK, die eine Teilmenge von X ist, als Element
enthélt«).

3.2. Das Ideal I heift m-additiv, wenn es mit allen Men-
gen X eines Systems X cz T, dessen Méachtigkeit < m ist,

zugleich ihre Summe ~~ X als Element enthdlt, vorausgesetzt

daB diese Summe zu Jv gehort.
3.3. Das ldeal / heiBt absolut-additiv, wenn es mit
allen Mengen eines beliebigen Systems X a | zugleich ihre

Summe ~”~ A'als Element enthélt, vorausgesetzt dall diese Summe

A-eA
zu K gehort.

3.4. Das Mengensystem | (Z K heift Hauptideal (in K
wenn ljeK und / = h [XBK und X cz 1j\ st

3.5. Das Ideal X heiBt ~-saturiert, wenn jedes System
A'cz K— /, das folgender Bedingung genigt:

ist A, Y£X, so ist AT= r oder XY s/,
eine Madchtigkeit < " hat.

3.6. Das Ideal I heift Primideal (in K), wenn es von
K verschieden und 1-saturiert ist.

Wir wollen hier eine Reihe von Sé&tzen aus der Theorie
der Ideale angeben. Wir beginnen dabei mit S&tzen ganz elemem-
taren Charakters; tieferer Natur sind dagegen die weiter unten
angefihrten Ergebnisse (3.19 — 3.26) die Primideale und allgemei-
ner m-saturierte ldeale betreffen.

3.7. Das Mengensystem | a K ist dann und nur dann ein
Ideal, wenn es die Nullmenge als Element enthdlt und dabei
folgender Bedingung genugt:

ist A'ezZ, KEK und X—Yz I\ so ist auch Ys /.

3.8. (i) Jedes Ideal ist ein Korper;

(i) ist der Korper K m-, bzw. absolut -additiv, so st
jedes m "(bzw. absolut-) additive Ideal in K ein m-, bzw.
absolut-additiver Korper;



— 161 -

(iii) ist der Korper K vollstdéndig, so ist jedes absolut-addi-
tive Ideal in K ein vollstdandiger Korper;

(iv) ist der Korper K atomar, bzw. atomfrei, so ist auch
jedes lIdeal in K ein atomarer, bzw. atomfreier Kdorper.

3.9. Ist m cXo, so ist jedes Ideal m-additiv.

3.10. Die Satze 2.6—2.10 bleiben giltig, wenn man in ihnen
Uberrall das Wort ,,Mengenfunktion” durch ,ldeal” ersetzt (und
dabei die Worte wegldBt, die sich auf multiplikative Funktionen
beziehen).

3.11. Folgende Bedingungen sind &quivalent:

(i) I ist ein absolut-additives Ideal; (i) T= ~ [Xs K
X

und X a /,]; (iii) es gibt einen vollstandigen Korper X, so daf
J= K L

3.12. 1 ist dann und nur dann ein Hauptideal, wenn | ein
absolut-additives Ideal ist und wenn dabei Ij zu K gehort.

3.13. Der Korper K ist dann und nur dann absolut-addi-
tiv, wenn jedes absolut-additive Ideal in K zugleich ein Haupt-
ideal ist.

3.14. Der Korper K ist ein absolut-additives Ideal in K
und ist zugleich das einzige O-saturierte Ideal.

3.15. Folgende Bedingungen sind &quivalent: (i) | ist ein
absolut-additives Primideal; (ii) J ist ein Primideal und es gilt
[l == 1jy', (iii) es gibt ein Element a e /j*, so dal | =

= [A'£ K and x non e X].
X
Es bestehen gewisse Verknupfungen zwischen der Theorie
der lIdeale und der Theorie der additiven und rnultiplikativen
Mengenfunktionen; die Analogien zwischen beiden Theorien, die
bereits durch Satz 3.10 ans Licht gebracht wurden, haben ihre
eigentliche Quelle in folgenden einfachen Satzen:

3.16. Ist F eine m-(bzw. absolut-) additive Mengenfunk-
tion, wobei m > 2, und ist 1 = [F{X) = F(@©0)], so ist I
X
ein m-(bzw. absolut-) additives Ideal.
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3.17. Unter den Voraussetzungen von 3.16 ist T dann und
nur dann ein Primideal, wenn F m-(bzw. absolut-) multipli-
kativ ist und wenn der Nachbereich von F aus genau zwei
Mengen besteht.

3.18. Ist / ein m - (bzw. absolut-) additives lIdeal, so gibt
es eine nt - (bzw. absolut-) additive Mengenfunktion F, fir die

7 = H [{X) — F (0)] gilt; eine solche Funktion kann z. B.

durch die Formeln:

F{X) = 0 fir XsL, F{X)= 1 fir YeK — |
bestimmt werden.

Auf Grund von 3.18 kdénnen die Ideale als ein Instrument
zur Konstruktion von additiven Mengenfunktionen verwendet
werden; durch die Primideale wird insbesondere (mit Rucksicht
auf 3.17) die Konstruktion von Funktionen ermdglicht, die zugleich
additiv und multiplikativ sind.

Mit Hilfe von 3.16—3.18 kdnnen (neben Sétzen 2.6 — 2.10,
von denen in 3.10 die Rede war) auch die wichtigsten Sétze
aus 8 2, namlich 2.13 —2.16, auf den Boden der Theorie der
Ideale (bertragen werden; auch Sdtze 2.17 — 2.20 sind zu einer
analogen Umformung geeignet. Auf diesem Wege werden folgende
Ergebnisse gewonnen:

3.19. Unter den Voraussetzungen von 2.14 ist jedes tit-addi-
tive Primideal zugleich «-additiv.

3 20. Unter den Voraussetzungen von 2.15, bzw. 2.16 st
jedes m-additive Primideal zugleich absolut - additiv (und dem-
nach — im Falle von 2.15 — ein Hauptideal).

3.217). Die Bedingung (i) aus 2.17 ist notwendig und hin-
reichend dafir, daB es ein Primideal gibt, das nicht n-additiv ist.

3.22. Die Bedingung (i) aus 2.19 ist notwendig und
hinreichend dafir, dal es ein Primideal gibt, das nicht abso-
lut-additiv ist.

Es ist zu bemerken, daR die beiden letzteren Sé&tze nicht
als Korollare aus 2.17 und 2.19 erhalten werden kd&nnen; es be-
stehen hier vielmehr die Folgebeziehungen in umgekehrter Rich-
tung: aus der Existenz der Primideale kann auf die Existenz der
additiven und multiplikativen Mengenfunktionen geschlossen werden.
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Da in dieser Mitteilung die Primideale als ein Spezialfall'
der ~-saturierten |ldeale definiert wurden, so entsteht in einer
natirlichen Weise die Frage, ob und wie man die fir die Prim-
ideale gewonnenen Ergebnisse auf beliebige saturierte Ideale aus-
dehnen kann. Die Untersuchungen in dieser Richtung sind noch
nicht abgeschlossen; wir geben hier einige der bisher erzielten
Teilergebnisse an, die mit 3.19 und 3.20 zusammenhéngen.

3.23®). Ist der Korper K tt-(bzw. absolut-)additiv und
ist die Zahl ii (bzw. die Machtigkeit des Systems At {K)) von
der Zahl m aus stark erreichbar, so ist jedes m-additive und
m -saturierte ldeal zugleich n-additiv (bzw. ein Hauptideal).

3.24. Ist der Korper K it-(bzw. absolut-) additiv, ist ferner
nt>2”" und ist das Ideal 14=K m -additiv und » -saturiert, aber
nicht n-additiv (bzw. kein Hauptideal), so kann | 2u einem
m - additiven Primideal J" erweitert werden {l a J), das ebenfalls-
nicht tt-additiv (bzw. kein Hauptideal) ist, Ist » < X« so gilt
dieser Satz fir beliebige (nicht nur tt-, bzw. absolut - additive)
Kdrper.

Aus 3.19, 3.20 und 3.24 ergibt sich sofort:

3 25. Ist der Korper K tt-(bzw. absolut-) additiv und st
die Zahl tt (bzw. die Maéchtigkeit des Systems ~If(JL)) von
der Zahl ttt aus schwach erreichbar, so ist jedes ttt-additive und
p - saturierte ldeal, wo ttt > zugleich tt-additiv (bzw. ein
Hauptideal).

Es sei bemerkt, dal es bis jetzt nicht gelungen ist, folgen-
den Satz 5 zu beweisen, der eine Verscharfung jedes der drei
Sétze: 3.19, 3.23 und 3.25 darstellen wiirde:

5. Unter den Voraussetzungen von 2.14 ist jedes ttt-addi-
tive und itt - saturierte ldeal zugleich tt-additiv.

Man ersieht aus 3 19 und 3.25, daB es genligen wiirde, den
Satz ¢& im Falle: n = 2™ zu beweisen, um sich von der Giltig-
keit des Satzes in seiner allgemeinen Form zu uberzeugen (es-
wiirde sogar gentigen, diesen Spezialfall von ¢ lediglich fir die
vollstdndigen Korper zu beweisen). Anderseits leuchtet es ein,,
daR O direkt aus 3.23 abgeleitet werden kann, wenn die Rich-
tigkeit der Hypothese (i), bzw. (ii) aus 1.85 (oder umsomehr der<
Ca ntorschen Alefhypothese) vorausgesetzt wird.
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8 4. Anwendungen auf das abstrakte MaRproblem.

4.1. Eine Funktion /wird als endlich-, bzw. abzahl-
bar-additive MaRBfunktion (in K) bezeichnet, wenn sie
folgenden Bedingungen genugt.

(i) jeder Menge X ~ K wird eine reelle Zahl f ( X ) O
zugeordnet;

(ii) fur jede endliche, bzw. unendliche Folge von paarweise

disjunkten Mengen eK istf {XAX2X"-]-...)=
=[(XN)-{-/(X")-\-f{X")... (vorausgesetzt, dal die Summe
+ + + eee zu K gehort);

(iii) es gibt eine Menge X e K, so daB f{X) 0;

(iv) es gibt ein System V(ZK, so dal /Y = hv und
f(X)=:0 flr jedes A's X ist.

Das abstrakte MaRproblem betrifft eben die Existenz
von Funktionen, die den angegebenen Bedingungen genligen;
durch die zusatzlichen Bedingungen (iii) und (iv) werden dabei
die ,trivialen” L&sungen dieses Problems ausgeschlossen (um
eine Funktion / zu erhalten, die (i) — (iii), aber nicht (iv) erfullt,
genlgt es, ein Element x s Ij* zu wéhlen und zu setzen: f{ X) = 0,
wenn A non e X-, f{X)= 1, wenn X SA")

4.2. Eine endlich-, bzw. abzahlbar - additive MaRfunktion
heillit g-wertig, wenn ihr Nachbereich die Machtigkeit q hat.

Es bestehen gewisse Zusammenhé&nge zwischen den MaR-
funktionen und den Xo -saturierten ldealen; insbesondere sind die
2-werligen MalRfunktionen mit den Primidealen eng verknipft.
Das erhellt aus folgenden Satzen, die zu 3.16 — 3.18 analog sind:

4.3. Ist / eine endlich - (bzw. abzahlbar-) additive MaR-
funktion und ist / = H [f{X) = 0], soist | ein saturiertes

A
(bzw. ein Xo" additives und X, - saturiertes), aber kein absolut-
additives Ideal.

4.4. Unter den Voraussetzungen von 4.3 sind folgende Be-
dingungen é&quivalent:

(i) es gibt eine Zahl so dal das ldeal I “-satu-
riert ist;

(ii) es gibt eine Zahl so daB die MaRfunktion /
q - wertig ist.
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Insbesondere ist 1 dann und nur dann ein Primideal, wenn
f 2-wertig ist.

45 Ist V u n d ist 1 ein “-saturiertes (bzw. ein
Ko-additives und ~-saturiertes), aber kein absolut-additives
Ideal, so gibt es eine endlich - (bzw. abzéhlbar-) additive MaR-
funktion /, fir die / = p [fiX) = 0] ist. Ist dabei | fur keine

X
Zahl tt, die < p ist, tt-saturiert, so kann die Funktion / so
bestimmt werden, daR ihr Nachbereich aus den ganzen Zahlen
von 0 bis p besteht; ist insbesondere | ein Primideal, so wird
eine solche Funktion durch die Formeln:

f(X)= 0im X sl, f{X)=\fir X K— I

definiert.

Es sei bemerkt, dal die Bedingung: ~ < Xo in Satz 4.5
wesentlich ist, zumindest wenn es sich um die abz&hlbar-additiven
MafRfunktionen handelt. Man kann namlich einen (Xqg-additiven)
Kérper K und ein Xo"additives und Xg-saturiertes, aber nicht
absolut -additives Ideal | in K angeben, so daR fur Kkeine
abzahlbar - additive MaRfunktion f m K die Formel: | =

= H [/(A")= 0] gilt; ein Beispiel wird durch den Korper aller

Bore Ischen Mengen eines Euklidischen Raumes und durch das
Ideal der Bore Ischen Mengen erster Kategorie geliefert

Auf Grund von 4.3— 4.5 ergeben sich aus 3.20—3.22 und
3.24 folgende Korollare:

4.6. Ist m = X)> < und sind die Voraussetzungen von
2.15, bzw. 2.16 erfillt, so gibt es in K keine abzdhlbar - additive
g-wertige MaRfunktion.

4.7.") Die Bedingung (i) aus 2.17 fir tt = Xo ist notwendig
und hinreichend dafur, dal es eine endlich -additive 2-wertige
MaRkfunktion in K gibt, die nicht abzdhlbar - additiv ist.

4.8. Die Bedingung (i) aus 2.19 ist notwendig und hinrei-
chend daliir, daB es eine endlich-additive 2-wertige MaRfunktion
in K gibt.

Séatze 4.7 und 4.8 bleiben glltig, wenn man in ihnen das
Wort ,,2-wertige” weglaRt.
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Aus 3,23 ergibt sich ferner folgender, tbrigens wohlbekannter
Satz:

4.9.13) Ist der Koérper K abisolut - additiv und ist die Mach-
tigkeit des Systems At {K) von der Zahl Ko aus im engeren
Sinne erreichbar, so gibt es keine abzdhlbar - additive MaRB-
funktion in K

Man kann dieses Ergebnis noch etwas scharfer fassen:

4.10. Smd die Voraussetzungen von 4.9 erfallt und ist /
eine endlich - additive MalRfunktion in K, so entspricht jeder
Menge XBK ein héchstens abzahlbares System Y (zK, derart daB

2 V= X und f{V) = 0 fir jedes Ye Y ist.
Yt r

Ersetzt man in 4.9 das Wort ,engeren” durch ,weiteren”,
so erhdlt man einen Satz, der wohl logisch schéarfer als Sétze 4.6
und 4.9 ware, der aber bis jetzt noch nicht bewiesen ist; er ist
eine ummiltelbare Folgerung aus dem am Ende des § 3 formu-
lierten und ebenfalls bisher nicht bewiesenen Satz rj. Auch st
noch heute kein allgemeines Kriterium fir die Existenz einer abzahl-
bar-additiven MaRfunktion in einem beliebigen Koérper bekannt.

§ 5. Anwendungen auf das Représentationsproblem.

5.1. Zwei beliebige Mengen X und K des Koérpers K heillen

kongruent modulo /, in Zeichen K (modf. J), wenn
/ ein Ideal ist und wenn die Menge {X-—Y) -j- — zu |
gehort®).
5.2, Ist / ein ldeal und X eine beliebige Menge des Kor-
pers K, so setzen wir: UMX) = H [Xis® Y [mod. /)]; jedes
Y

Mengensystem A" von der Form: X = Ri {X), wo A'e K, wird
Restklasse modulo / genannt.

5.3. Eine Mengenfunktionwird als m-reprédsentative
Funktion fur das Ideal / (in/f) bezeichnet, wenn sie
folgenden Bedingungen genigt:

(i) F ist m-additiv und m - multiplikativ;
(i) FiO) = 0;



(iii) far beliebige X und Y sind die Formeln: F(X)=F{Y)
und X = V {mod. /) 4&quivalent;
(iv) ist Xe K, soist F{X) s K wund F{X) = X (mod. 1).

Diese Definition 1aBt sich folgendermaRen umformen:

5.4. Ist m > 2, so ist die Mengenfunktion F dann und nur
dann eine m -reprasentative Funktion fur das Ideal Z, wenn sie
folgenden Bedingungen genigt:

0] ist m-additiv und m - multiplikativ;

@iy J = BI/MNW =
(iii) ist ~ E: K, so ist F(X) e K und F{FiX)) =  KX).

Die Frage, ob es— fir einen gegebenen Korper K und fir
ein gegebenes Ideal / in K — m -représentative Funktionen
gibt, wird als Reprédsentationsproblem oder genauer:
als m-Représentationsproblem bezeichnetEine an-
dere, &quivalente Formulierung dieses Problems ergibt sich aus
folgendem Satz:

5.5. Es sei 2 Damit es eine m-reprdsentative Funk-
tion fir das Ideal / in K gibt, ist notwendig und hinreichend,
dal es einen m-additiven Unterkdérper L von K gibt, der mit
jeder Restklasse modulo / genau ein gemeinsames Element hat.

Das Représentationsproblem wurde bisher nur fir den ein-
fachsten (nicht trivialen) Fall: m = 2 gestellt und erortert. Es
wurden verschiedene Teilergebnisse gewonnen: so ist z. B. die
Lésung des 2-Reprdsentationsproblems positiv, wenn K der
Kdorper aller im Lebesgue'schen Sinne melbaren Mengen eines
Euklidischen Raumes R und / das Ideal der Mengen vom
MaRe 0 ist*); sie ist dagegen (unter Zugrundelegung der Konti-
nuumhypothese) negativ, wenn K aus allen Mengen des Raumes
R und | aus allen Mengen vom Lebesgue'sehen Male 0
bzw. aus allen Mengen erster Kategorie besteht Die firm= 2
erzielten negativen Ergebnisse gelten offenbar a fortiori fur jede
Zahl m > 2. Es taucht aber die Frage auf, ob auch die positiven
Ergebnisse erweitert werden kdénnen, und zwar auf unendliche
Zahlen m, insbesondere auf m = Xo-

Um diese Frage zu beantworten, wollen wir einige in 88 2
und 3 angegebene Satze auf das Reprasentationsproblem in seiner
allgemeinen Form anwenden.
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Aus 3.16 ergibt sich unmittelbar:
5.6. Gibt es eine m-reprdsentative Funktion fir das Ideal
[/, so muR | ein in-additives Ideal sein.

Tiefere Ergebnisse kdnnen auf Grund von 2.14 —2.16 ge-
wonnen werden:

57. Gibt es—unter den Voraussetzungen von 2.14 —eine
m-représentative Funktion fir das Ideal /, so muf / ein
«-additives Ideal sein.

5.8. Gibt es —unter den Voraussetzungen von 2.15, bzw.
2.16 —eine m-reprasentative Funktion fir das ldeal 7, so muf
JT ein absolut - additives ldeal sein (und demnach — im Falle von
2.15 —ein Hauptideal).

Aus diesen Sdtzen und insbesondere aus 5.8 ist leicht zu
ersehen, daB die Lodsung des Repréasentationsproblems fiir eine
unendliche Kardinalzahl m in den interessantesten Spezialféllen
negativ ist. Ist z. B. J" der Kérper aller Punktmengen, bzw. aller
Boreischen oder auch aller im Lebesgue'schen Sinne melba-
ren Mengen eines Euklidischen Raumes, so gibt es sicher keine
Ko-reprdsentative Funktion fir ein Ideal J in K, wenn nur 7
nicht absolut-additiv ist.

Es sei noch folgendes bemerkt:

5.9. Satze 5.7 und 5.8 bewahren auch dann ihre Giltigkeit,
wenn in Definition 5.3 die Bedingung (iv) weggelassen wird.

Dieser Umstand wird es uns in § 7 ermdglichen, den in
5 7 und 5.8 enthaltenen Ergebnissen eine schéarfere Form zu geben.

Als ein Beispiel von Resultaten positiver Natur, die das
allgemeine Représentationsproblem betreffen, sei hier folgender,
Ubrigens ganz elementarer Satz angeflhrt™?j:

5.10. Ist K ein beliebiger Korper und / ein Hauptideal in
K, so gibt es eine Funktion F, die m-reprdsentativ fur das
Ideal / ist, und zwar fir jede beliebige Kardinalzahl m.

§ 6. Ausdehnung der Begriffe und Ergebnisse auf die
allgemeine Theorie der Boo 1e'schen Korper.

Die Tneorie der Mengenkdrper stellt bekanntlich eine Inter-
pretation eines formalen Systems dar, der als (verallgemeinerte)
Boole'sche Algebra oder auch als Theorie der Bo-
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ole'schen Ko&rper bezeichnet wird"®). Es taucht nun das
Problem auf, inwieweit man die Begriffe und Ergebnisse der vo-
rangehenden Paragraphen auf jene allgemeinere Theorie ausdeh-
nen kann. Diesem Problem eben ist der vorliegende Paragraph

gewidmet.
Ein System JL von ganz beliebigen Dingen wird Boole'scher
Koérper genannt, wenn fir seine Elemente X)Y.. zwei bindre

Operationen: die Addition X V und die Subtraktion X—V  be-
stimmt sind, die denselben formalen Gesetzen gehorchen wie die
Ublichen Operationen mit Mengen. Will man diese Definition
ganz prdazis formulieren, so muB man freilich einige der erwé&hn-
ten Gesetze explizit angeben, und zwar solche, die zur Herleitung
der Ubrigen Gesetze ausreichen. Das kann z. B. auf folgendem
Wege geschehen:

6.1. Ein System K von beliebigen Dingen wird als
Boole'scher Kdérper mit den Grundoperationen
X-\-V und X—Y bezeichnet, wenn fiir beliebige Elemente
X, Y und Z dieses Systems folgende Formeln gelten:

(i) XA-Ye K und X—YeK,

(i) X-~{Y+Z)=izZ~X) + Y,

i)y X -{vy-v) = X

(iv) {X Yy — Y= X —Y,

VM X-{Y-zZ2}y={X-Y) "[Z-{Z-X)]"").

Wir betrachten nun einen bestimmten Bool e'sehen Kor-
per K mit den Grundoperationen X Y, und X —Y. Mit Hilfe
der beiden Grundoperationen definieren wir zwei weitere Opera-
tionen mit Elementen des Korpers K: die symmetrische Subtrak-
tion X® Kund die Multiplikation X.Y, sowie zwei Relationen
zwischen Elementen dieses Korpers: die Relation des Enthalten-
seins (der Inklusion) X dY und die des Disjunktseins; und zwar
setzen wir:

6.2. X ®Y = {X— ) (Y—X)

6.3 XY = X — {X -Y)

6.4. 0 ist dasjenige Element des Korpers K, das die For-
mel: 0 = X— X im jedes X e K erfillt.

6.5. Wir sagen, dal das Element ~in dem Element Y
enthalten ist, in Zeichen: A'c K wenn A'-f-= ™ (oder,
was auf dasselbe hinauskommt, wenn X— Y = 0).



- 110 —

6.6. Wir sagen, daB die Elemente X und Kdisjunkt
sind, wenn X — Y = X (oder, was auf dasselbe hinauskommt”
wenn X.Y=0).

Es gilt folgender Satz:

6.7. Es sei K ein Boole'scher. Kérper mit den Grund-
operationen X Y und X — Y. Bestimmt man fir die Elemente
dieses Korpers die Operationen X ® Y und X. Y durch die
Formeln 6.2 und 6.3, so wird K zu einem kommutativen Ring
in Bezug auf die Operationen A'© Kund XY (im Sinne der
abstrakten Algebra), und zwar zu einem Ring, in dem jedes Ele-
ment X idempotent ist, d. h. der Formel: XX = X genigt.

Es sei umgekehrt K ein kommutativer Ring in Bezug auf
die Operationen X®Y und X —Y; jedes Element dieses Korpers
sei idempotent. Setzt man fir beliebige Elemente X und Y die-
ses Korpers:

XY = (X® Y) ® (X.Y)
und X— Y =X ® {XY),
so wird K zu einem Boole'schen Koérper mit den Grundépe-
rationen X A-Y nné. X—=Y").

Die unendlichen Operationen der Addition und der Multi-
plikation werden in die Theorie der Boole'schen Korper in
folgender Weise eingefuhrt”):

6.8. Ist X ¢ K, so ist X dasjenige Element Y s Ky

XtX
das folgenden Bedingungen genugt:

i) A*c p [A£K und A'c K];

(i) ist ZzK und X H {X"K und X (ZZ], so ist

A
Kc Z.

6.9. Ist X d K, so ist | |a' dasjenige Element Yz K. das

folgenden Bedingungen geniigt:

i) .Yc p [XzK und Y (Z X\
X
(ii) ist ZeA und X ¢ p [XeK und Z (ZX], soist Z ¢ K
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Es sei bemerkt, dal die beiden letzteren Operationen nicht
immer ausfuhrbar sind; es kann vorkommen, daR einem System
.Y ¢ K kein Element YzK entpricht, das die Bedingungen (i)
und (ii) aus 6.8, bzw. 6.9 erfillt.

Man kann nun jetzt alle in 8§88 1—4 definierten Begriffe auf
die Theorie der Boole'schen Korper Ubertragen (etwa mit Aus-
nahme des Begriffs des vollstandigen Korpers, da die Definition
1.6 in ihrer Anwendung auf die Boole'schen Korper inhaltslos
ist). Die geringen Modifikationen, die dabei vorgenommen wer-
den missen, sind einleuchtend. Anstatt von Mengen und Men-
gensystemen mufl man freilich von Elementen des Kdérpers K und
von Teilsystemen dieses Korpers sprechen. Anstatt ,Mengen-
funktion” kann z. B. der Ausdruck ,Boole'sche Funktion"” ge-
braucht werden in der Definition dieses Begriffs (vgl. 2.1)
mufR ausdriicklich gefordert werden, daf nicht nur der Vorbe-
reich einer Bool e'schen Funktion sich mit dem gegebenen Kor-
per K deckt, sondern auch dafl ihr Nachbereich in einem (even-
tuell von K verschiedenen) Bool e'schen Korper enthalten ist.
Im Zusammenhang mit den Definitionen 1.2, 1.3, 15, 2.2, 2.3,
3.2 und 3.3 lohnt es sich zu bemerken daf auf dem Boden der
Bool e'schen Korper Bedingungen von der Form:

die Summe X, bzw. das Produkt A', gehort zu dem
ATSA! A'SA'
Korper K
durch einfachere aquivalente Bedingungen:
die Summe ~ "~ A", bzw. das Produkt X, existiert
A€A .YSA

ersetzt werden koénnen (denn im Einklang mit 6.8, bzw. 6.9,
gehort ex definitione die Summe, bzw. das Produkt, aller Ele-
mente eines Systems .Y ¢ K zu dem Korper ii, wenn sie nur
Uberhaupt existiert).

Man muB den Umstand beachten, daR alle Begriffe, die
oben explizite definiert oder aus 8§ 1—4 (Ubertragen wurden, im-
mer einen relativen Charakter haben wund zwar auf einen be-
stimmten Bool e'schen Koérper K sowie auf die Grundoperatio-
nen dieses Korpers bezogen werden missen (wenn dies auch in
der Terminologie und Bezeichnungsweise nicht zum Ausdruck
kommt). Die Begriffe der additiven und multiplikativen Funk-
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tion werden sogar einer doppelten Relativierung unterzogen, da
die Argumentwerte und die Funktionswerte im allgemeinen zu
verschiedenen Korpern mit verschiedenen Grundoperationen ge-
hdren.

Der relative Charakter der unendlichen Addition und Mul-
tiplikation kommt besonders deutlich bei der Betrachtung der
Unterkdrper eines Korpers ver. Der Begriff des Unterkdrpers wird
namlich folgendermaBen definiert:

6.10. Ein System LeK wird als Unterkdrper des
Koérpers K bezeichnet, wenn es zu zwei beliebigen Elementen
X und Y zugleich deren Summe X ~ Y und Differenz X—Y
als Elemente enhélt (oder, was auf dasselbe hinauslduft, wenn
es ein Boole'scher Korper mit denselben Grundoperationen
wie K ist).

Es sei nun L ein Unterkdérper des gegebenen Korpers K.
Ist X ¢ i ein beliebiges unendliches System, so mul man die

Summe ~ X, bzw. das Produkt J™ ~ in Bezug auf L streng
ATA "EA

von der Summe, bzw. dem Produkt in Bezug auf K unterschei-
den: die Existenz einer dieser Summen ist von der Existenz der
anderen unabh&ngig, und wenn auch beide existeren, so missen
sie keinswegs identisch sein (wenn aber die Summe in Bezug
auf K zn L gehort, so ist sie zugleich die Summe in Bezug
auf X). Deshalb erweist es sich als nitzlich neben dem Begriff
des Unterkdrpers noch den engeren Begriff des eigentlichen Un-
terkérpers einzufihren:

6.11. Der Unterkoérper L (Z K wird als eigentlicher
Unterkdrper des Korpers [/f bezeichnet, wenn fir jedes

A" d L die Summe A~ in Bezug auf X, sofern sie Uberhaupt
XzX

existiert, zugleich die Summe in Bezug auf K ist.

Man zeigt leicht:

6 12. Ist L ein eigentlicher Unterkorper des Kérpers K, so

ist fir jedes X ¢ L das Produkt A' in Bezug auf X, sofern
es Uberhaupt existiert, zugleich das Produkt in Bezug auf K.
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Im Zusammenhang mit den obigen Bemerkungen dirfen die
unendlichen Summen und Produkte in der Theorie der Boo-
le'schen Korper nicht als genaue Korrelata der mengenlheoreti-
schen Summen und Produkte angesehen werden (um genaue
Korrelata der Boole'schen Summen und Produkte zu erhalten,
muflte man in die Theorie der Mengenkdrper die Begriffe der
relativen Summe und des relativen Produktes
einfihren: als relative Summe aller Mengen eines System A" in
Bezug auf den Korper K wiirde man nédmlich die kleinste Menge
Yz K bezeichnen, die alle Mengen XsX umfalit). Auch die Be-
griffe des additiven Korpers, der additiven Funktion, des additi-
ven lIdeals usw. aus der Theorie der Mengenk6rper entsprechen
nicht genau den gleichlautenden Begriffen aus der Theorie der
Boole'schen Korper (beispielsweise ist jeder m-additive Men-
genkdrper zugleich m-additiver Boole'scher Kdorper mit den (b-
lichen mengentheoretischen Addition und Subtraktion als Grund-
operationen, aber nicht umgekehrt). Das hat ferner zur Folge,
dal nicht alle S&tze der ersten Theorie, die die genannten Be-
griffe betreffen, auch innerhalb der zweiten Theorie im unveréan-
derten Wortlaut ihre Giltigkeit bewahren. So z. B. fallen unter
den Sdtzen aus 88 1—4 die wichtigsten Sdtze 2.13—2.16 nebst
ihren Folgerunhen 3.19, 3.20, 4.6 und 5.7—5.9 weg (im ubrigen,
noch Sdtze 1.20- 1.22, teilweise 1.26 und 1.27, ferner 3.8 (iii),
3 11, 3.15(iii), 3.23—3.26 und 4.10; in 115, 2 10 und 3.18
mull man alles weglassen, was 1 betrifft). Nichtsdestoweniger
haben Satze 2.13—2.16 auch fur die allgemeine Theorie der
Boole'schen Korper eine gewisse Bedeutung: in § 7 werden wir
manche interessante Folgerungen aus diesen Sdtzen (genauer:
aus 5.7—5.9j angeben, die die Isomorphiebeziehungen zwischen
den additiven Mengenkérpern und den additiven Boole'schen
Kdérpern betreffen und den Unterschied zwischen diesen beiden
Begriffen noch deutlicher ans Licht bringen.

8 7. Anwendungen auf die Probleme der Homomor-
phie und Isomorphie von Korpern.

7.1. Man sagt, daB die Funktion /“eine Homomor-
phie zwischen zwei gegebenen Boole'schen Kor-
pern K und L herstellt, wenn der Vorbereich von F gleich
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K, der Nachbereich gleich L ist und wenn dabei F 2 additiv
und 2-multiplikativ ist.®)

7.2. Man sagt, daB die Funktion /"~eine Isomorphie
zwischen zwei gegebenen Boole'schen Kdrpern
K und L herstellt, wenn F eine Homomorphie zwischen
K und L herstellt und wenn dabei F eineindeutig ist.

Es sind verschiedene &quivalente Umformungen dieser bei-
den Definitionen bekannt, die aber hier nicht angegeben werden.

7.3. Man sagt, dal der Korper L zu dem Koérper K
homomorph, bzw. isomorph ist, wenn es eine Funktion
gibt, die eine Homomorphie, bzw. eine Isomorphie zwischen K
und L herstellt.

Aus 3.17 und 7.1 ergibt sich leicht:
7.4"). Wenn die Funktion /~eine Homomorphie zwischen den

Korpern K und L herstellt, so ist das System | = 2~ [F(X) = 0]
ein ldeal in K. X

Um eine Umkehrung dieses Satzes zu gewinnen, geben wir
folgende Definitionen an:

7.5. Man sagt, dal der Kodrper L zum Korper K
modulo | homomorph ist, wenn es eine Funktion F
gibt, die eine Homomorphie zwischen K und [1J herstellt und

dabei der Formel / = [F(X) = 0] genigt.

7.6. Ist K ein Kdrper und | ein Ideal in /L, SO wird das
System aller Restklassen modulo / Restklassenkdrper ge-
nannt und mit Kj 1 bezeichnet; wir setzen dabei fir zwei belie-
bige Restklassen A" 1's KjT:
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Es gelten dann folgende Satze i"):

7.7. Ist K ein Korper und | ein Ideal in K, so ist der
Restklassenkdrper Kjl ein Boole'scher Kdérper mit den Grund-
operationen X und X — 7Y, und zwar ein Korper, der zu

K modulo I homomorph ist.

7.8 Ist K ein Korper und | ein Ideal in Ji, so ist ein
Kérper L dann und nur dann zu K modulo I homomorph,
wenn er zu dem Resklassenkdrper Kjl isomorph ist.

Mit Ricksicht auf 7.7 und 7.8 kann der Restklassenkdrper
KU als Vertreter aller zu dem gegebenen Korper K modulo |
homomorphen Koérper gelten; die unten angegebenen Sétze betref-
fend den Korper KJ!' lassen sich autom.atisch auf alle zu K
modulo I homomorphen Mengen- und Bool e'schen Koérper aus-
dehnen.

Nach einem bekannten Satz ist jeder Boole'sche Korper
zu einem Mengenkdrper isomorph Im Zusammenhang mit
den in § 6 gemachten Bemerkungen, die die Beziehung der un-
endlichen Bool e'schen Summen und Produkte zu den mengen-
theoretischen betrafen, stellt es sich jedoch heraus, daf dieser
Satz auf die m-additiven Bool e'schen Korper nicht erstreckt
werden kann: es gibt m-additive Boole'sche Korper, die zu
keinem m-additiven Mengenkdrper homomorph sind. Es ist so-
gar eine ziemlich allgemeine Methode zur Konstruktion derarti-
gen Korper bekannt; sie stitzt sich auf folgende funf Sé&tze:

79. Ist K ein m-, bzw. absolut-additiver (Mengen- oder
Boole'scher) Korper und | ein m-, bzw. absolut-additives
Ideal in K, so ist K/ ein m-, bzw. absolut-additiver Boo-
le'scher Kdorper.

Dieser Satz ist ganz elementar; tiefer liegend, aber speziel-
lerer Natur ist

7.10. Ist K ein m-additiver (Mengen- oder Boole'scher)
Kérper und | ein m-additives und m-saturiertes lIdeal in K, so
ist Kjl ein absolut-additiver Boole'scher Korper.

Eine &quivalente Umformung von 7.10 gibt folgender Satz:
7.11. Wenn K ein m-additiver Boole'scher Korper ist und
wenn jedes System A'c K von paarweise disjunkten Elementen
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eine Machtigkeit < m hat, so ist K ein absolut-additiver Boo-
le'scher Korper.

Es ist zu bemerken, daRl in diesem Satz der Ausdruck
.Boole'scher Korper" durch ,Mengenkdrper" ersetzt werden
kann (vgl. 1.26), wodurch sich aber der Beweis des Satzes we-
sentlich verandert.

Zwei letzte Satze dieser Gruppe wurden aus 57 und 5.8
mit Ricksichi auf 5.9 gewonnen:

7.12. Wenn der Mengenkdrper K und die Kardinalzahlen
m, It den Veraussetzungen von 2.14 geniigen und wenn | ein
m-additives, aber kein «-additives Ideal in K ist, so ist der
Boole'sche Korper KjT zu keinem m-additiven Mengenkdrper
isomorph.

7.13 Wenn der Mengenkdrper K und die Kardinalzahl m
den Voraussetzungen von 2.15, bzw. 2.16 gentugt und wenn /
ein m-additives, aber kein absolut-additives ldeal in K ist, so
ist der Boole'sche Korper Kjl zu keinem m-additiven Men-
genkdrper isomorph.

Um ein Beispiel fir die Anwendung der Satze 7.9—7.13
zu geben, betrachten wir wiederum den Korper K der im Le-
besg ue'schen Sinne meRbaren Mengen und das Ideal 1 der
Mengen vom MaRe 0 Wie leicht zu zeigen, sind dann die Vo-
raussetzungen von 2 16, 7.10 und 7.13 fir m = Xo erflllt; dem-
nach ist der Boole'sche Kérper KIT zwar Xo- und sogar abso-
lut-addiliv 20), aber zu keinem Xg und umsomehr zu keinem ab-
solut-additiven Mengenkdrper isomorph. Ein nnderes Beispiel mit
denselben Eigenschaften wird durch den Koérper K der Borel-
schen Mengen und durch das Ideal / der Boreischen Mengen
erster Kategorie geliefert ™).

Beispiele von absolut-additiven Boole'schen Kérpern, die
zu keinem absolut-additiven Mengenkdrper isomorph sind, kon-
nen auch auf anderen Wegen gewonnen werden: es stehen ndam-
lich zwei ganz allgemeine Methoden zur Konstruktion von abso-
lut-additiven Boole'schen Koérpern zur Verfugung und dabei
ist ein einfaches Kriterium bekannt, das unter den mit Hilfe die-
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ser Methode konstruierten Korpern diejenigen auszusondern er-
laubt, welche zu keinem absolut-additiven Ko&rper isomorph sind.
Wir wollen zundchst dieses Kriterium formulieren:

7.14. Fir jeden Boole'schen Korper K sind folgende Be-
dingungen d&quivalent: (i) K ist zu einem absolut-additiven Men-
genkdrper isomorph, (ii) K ist zu einem vollstdindigen Mengen-
korper isomorph, (iii) K ist absolut-additiv und atomar

Zur Formulierung der Séatze, auf denen die erste Methode
beruht, brauchen wir folgende Bezeichnungen:

7.15. Ist K ein Boole'scher Korper, so wird mit 51(71)
das System aller absolut-additiven Ideale in K und mit *"{K)
das System aller Hauptideale in K bezeichnet.

7 16. Sind J und J zwei ldeale eines Boole'schen Kor-
pers K, so definieren wir ithre Summe /-f/J'als das klein-
ste absolut-additive lIdeal, das die beiden Ideale 1 und jr um-
falt, und ihre Differenz J — a | s das groBRte ldeal das in 1
enthalten ist und mit J kein gemeinsames Element aufler 0 hat.

Es gilt dann:

7.17. st ein beliebiger Boole'scher Korper, so ist
"HC/t) ein absolut-additiver Boole'scher Korper mit den Grund-
operationen r und X—/ Y, dieser Korper (if) ist dann

und nur dann atomar, wenn K atomar ist. Dabei ist JC zu ei-
nem eigentlichen Unterkérper von 5C(/f), und zwar zu Jo{K)
isomorph "i).

7.18. Ist der Boole'sche Kérper K zu einem Unterkdrper
(bzw zu einem eigentlichen Unterkdrper) L eines absolut-additi-
ven Boole'schen Korpers AT isomorph, so ist auch 51 {K) zu
einem Unterkorper (bzw. zu einem eigentlichen Unterkdrper) M
von X isomorph, und zwar so, dal L cz M d X] die Iso-
morphie zwischen 31 und ~ ( K) kann dabei durch eine Funk-
tion F hergestellt werden, die zugleich X auf -~(/i) abbildet:

H [XsL] = 21 (Yij.
F(X)
7.17 und 7.18 dricken zusammen aus, daB '»H(ii) der

»kleinste" absolut-additive Korper ist, in den der Koérper K
eingebettet werden kann.
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7.19. Fir jeden Boole'schen Kérper K sind folgende drei
Bedingungen d&quivalent: (i) it ist absolut-additiv, (ii) 31(/f) =
= .M(/Lj, (iii) jiC ist zu 21(/i) isomorph.

Wie man aus 7.19 ersieht, ist die betrachtete Methode zur
Konstruktion von absolut-additiven Korpern ganz allgemein, und
zwar in dem Sinne, dal jeder absolut - additive Kdérper zu einem
mittels dieser Methode konstruierten Koérper isomorph ist.

Die zweite Methode grundet sich auf die Topologie. Wir
bringen folgende bekannte Definitionen in Erinnerung: S

7.20. Eine Menge R wird als topologischer Raum
mit der Grundoperation AT bezeichnet (A'heift abge-
schlossene Hiulle der Menge X), wenn “gende Bedin-

gungen erflllt sind: (i) ist X (Z R, so ist X=X(zR™)-, (i)
besteht die Menge X a R aus genau einem Element, so ist
= X; (iii) ist AT4-r c so ist A:-fT = K

7.21. Ist R ein topologischer Raum, so wird eine Menge
X ¢z R abgeschlossenes Gebiet genannt, wenn X =
= R — R — X ist; das System der abgeschlossenen Gebiete
wird mit G (R) bezeichnet.

7.22. Sind X und V zwei abgeschlossene Gebiete eines to-
pologischen Raumes R, so setzen wir: » A-g Y =« X Y (die
Ubliche mengentheoretische Summe) und X—"Y = X—Y.

Es gilt nun:

7.23. Ist R ein topologischer Raum, so ist (r(R) ein obso-
lut-additiver Boole'scher Korper mit den Grundoperationem
A' Y und AT —" V.

7.24. Ein Boole'scher Korper K ist dann und nur dann
absolut-additiv, wenn es einen topologischen Raum R gibt, so
daB K zu G (R) isomorph ist24).

Durch die Satze 7.14, 7.17 und 7.23 wird die Konstruktion
verschiedenster absolut-additiver Kaorper ermdéglicht, die zu kei-
nem absolut-additiven Mengenkdrper isomorph sind. Das einfach-
ste Beispiel derartigen Korper ist wohl das System aller abge-
schlossenen Gebiete eines Euklidischen Raumes: es ist ein abso-
lut-additiver atomfreier Korper mit einer abzdhlbaren Basis.
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In Anknilipfung an eben dieses Beispiel geben wir hier zum*
SchluB noch folgende zwei Satze:

7.25. Zwei beliebige absolut-additive atomfreie Kdérper mit
abzahlbaren Basen sind zueinander isomorph

7 26. Es werden topologische Rdume betrachtet, die fol-
gender Bedingung genigen:

(i) es gibt ein abzéhlbares System X & G (R), derart dal
in jeder nicht leeren Menge VeG(R) eine nicht leere Menge
XeX als eine echte Teilmenge enthalten ist.

Sind nun R™ und Ro zwei topologische R&ume von dieser
Beschaffenheit, so sind die Korper G (RJ und G (R") zueinander
isomorph.

Satz 7.26 ist offenbar eine Folgerung aus 7.23 und 7.25.
Die Voraussetzung dieses Satzes wird ersichtlicherweise durch
beliebige metrische separable insichdichte R&ume ”2) und insbe-
sondere durch beliebige Euklidische Radume erfullt

ANMERKUNGEN.

) Uber die in dieser Mitteilung dargestellten Ergebnisse hat der Ver-
fasser am 12. VI. 1936 (und zum Teil auch am 1.V. 1936) in der Warschauer
Sektion der Polnischen Mathematischen Gesellschaft berichtet; vgl. Ann. See.
Pol. Math. 15, 1937, S. 190 (und S. 186 ff).

Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlinund Leipzig 1927, S. 78 ff.
(die m-, bzw. absolut-additiven Korper werden von Hausdorff als er-
weiterte Korper bezeichnet). Mit Mengenkdrpern und insbesondere mit
additiven und multiplikativen Koérpern habe ich mich u a. in einer Arbeit in
Fund. Math. 16, 1930, S. 181 ff.,, befallt, hauptsachlich aber unter dem Ge-
sichtspunkt der Méachtigkeitslehre (vgl. insbesondere S. 298 ff., Théoréme fon-
damental Xlii—XVI).

3) Vgl. hiezu A. Tar ski, Fund. Math, 24, 1935, S. 191 ff.

Dieser Satz stammt von Kuratowski und ist in meiner Arbeit
in Fund. Math. 6, 1924, S. 94 f. verdéffentlicht.

Zum Folgenden vgl. die gemeinsame Arbeit von W. Sierpinski»
und mir in Fund. Math. 15, 1930, S. 292 f. Der Zusammenhang zwischen dem
Begriff der unerreichbaren Kardinalzahl, der loc. cit. Detrachtet wird, und dem
weiter unten eingefuhrten Begriff der Erreichbarkeit ist klar: eine Zahl u
ist dann und nur dann von der Zahl m aus erreichbar, wenn es keine uner-
reichbare Zahl p gibt, so daB mC|)<tt. Den zwei Begriffen der Erreichbar-
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keit (vgl. 1.28 und 1.29) entsprechen dabei die zwei nicht &quivalenten Defi-
nitionen der unerreichbaren Kardinalzahl, von denen in der zitierten Arbeit
die Rede ist.

) Zum Folgenden vgl. A. Tarski, Ann. Soc. Pol. Math. 6, 1928, S.
127 f. In diesem Bericht habe ich lediglich Mengenfunktionen mit einem ,un-
beschréankten™ Vorbereich behandelt; unter gewissen zusatzlichen Vorausse-
tzungen konnen aber die loc. cit. angebenen Ergebnisse auf Mengenfunktio-
nen im Sinne von 2.1 erweitert werden (teilweise sogar auf Boole‘sche
Funktionen, die weiter unten in § 6 betrachtet werden); dbrigens sind heute
noch verschiedene andere Ergebnisse analoger Natur bekannt. Es sei bei die-
ser Gelegenheit auf einen Druckfehler in dem zitierten Bericht hingewiesen:
auf S. 128, Z. 7 von oben, muS man nach dem Wort .relation" das Wort
,»biunivoque* einschieben. — Vgl. noch hiezu S. Ulam, Fund. Math. 14, 1929,

S. 231 ff; T. Posament. C. R Soc. Sc. Vars. 27" 1934, Gl. IlI, S. 89 ff.
) Is Zusammenhang mit Satzen 2.17—2 20, 3.21, 3.22, 4.7 und 4.8 vgl.
A. Tar Ski, C. R. Sos. Sc. Vars. 22, 1929, Gl. Ill, S. 117 (Théoreme 1V) so-

wie Fund. Math. 15, 1930, S. 42 ff; S. U1 am, Fund. Math. 14, 1929, S. 231 ff;
M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc. 40, 1926, S. 100 ff. (wo auch wei-
tere Litteraturangaben zu finden sind).

Die aus der abstrakten Algebra geschépfte Terminologie wird hier
nach dem Vorbild von Stone verwendet; vgl. seine Mitteilung in Proc. Nat.
Ac. Sc. 21, 1935, S. 103 ff. sowie seine oben zitierte Arbeit aus Trans. Am.
Math. Soc. 40; s. auch meinen Bericht in Ann. Soc. Pol. Math. 15, 1937, S. 186
ff. Mit den Idealen in den Mengenkdrpern hat man sich Ubrigens schon seit
mehreren Jahren befaSt, man hat sie aber anders bezeichnet, némlich als erb-
liche und additive Mengensysteme; vgl. z. B. meine in Anm. -) zitierte Arbeit
aus Fund. Math. 16, in der verschiedene Probleme betreffend die Anzahl der
Ideale in vollstandigen Mengenkdrpern gelost sind (S 241 ff.,, Théoreme fon-
damental V, X und XII).

*) Sétze 3 23 — 3.25 stehen im Zusammenhang mit gewissen Ergebnis-
sen von Sierpinski und Ulam aus der algemeinen MaStheorie; vgl. S.
Ulam, Fund. Math. 16, 1930, S. 140 ff. und W. Sierpinski, Fund. Math.
20, i;)33, S. 214 ff

") Vgl. S. Banach et C. Kuratowski, Fund. Math. 14, S. 127 f
sowie meine in Anm. zitierten Aufsdtze aus G. R. Soc. Sc. Vars. 22 und
Fund Math. 15.

") Das ergibt sich aus gewissen Untersuchungen von E. Szpflrajn;
vgl. seine Aufsatze in Futtd. Math. 21, 1933, S. 226 ff., insbesondere S. 233 f,,
und in Fund. Math. 22, 1934, S. 304 ff.

'-) Satz 4.6, der hier als eine Folgerung aus Ergebnissen allgemeiner
Natur angegeben wird, wurde bereits vor einigen Jahren von Ulam und von
dem Verfasser gewonnen; vgl. S. Ulam, Fund. Math. 16, 1930, S. 140 ff. (ins-
besondere S. 146, Anmerkung *)).

"j Vgl. S. Banach, Fund. Math. 15, 1930, S. 97 ff. sowie die oben
zitierte Arbeit von Ulam aus Fund. Math. 16.

") Vgl. (fir den Fall: m= 2) J. von Neumann and M. H. Sto-
ne, Fund. Mith. 25, 1935, S. 353 ff. (insbesonderes S. 359, 368 und 376).
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Das zuletzt angegebene Ergebnis scheint mir neu zu seir.

'« Vgl. M. H. St one, Am. Journ. Math. 57, 1935, S. 703 ff.; es wird
dort u. a. ein Postulatensystem fir die verallgemeinerte Bool e'sche Algebra
gegeben (S. 722), das dem System (i) — (v) aus 6.1 aquivalent ist, aber an-
dere Grundausdriicke anthalt.

Vgl. M. H. Stone, Proc. Nat. Ac. Sc. 21, 1935, S. 103 ff.

Dieser Ausdruck wird oft in einem viel engerem Sinne verwendet;
vgl. z. B. J. C. C. Mc Kinsey, Trans Am. Math. Soc. 40, S. 343 ff.

Vgl. M. H. Stone, Trans. Am. Math. Soc. 40, 1936, insbesondere
S. 81 (Theorem 43) und S. 106 (Theorem 67).

Dieses Ergebnis wurde bereits in 1931 von Jaskowski gefun-
den, aber bisher nicht veroffentlicht; Jaskowski hat dariber am 22.1.1932
in der Warschauer Sektion der Polnischen Matematischen Gesellschaft berich-
tet (vgl. Ann. Soc. Pol. Math. 12, 1934, S. 122).

-') Dieses Ergebnis (das verschiedenartig formuliert werden kann) wui-
de in unabhangiger Weise von Stone und von dem Verfasser gewonnen.
Vgl. die in '») zitierte Arbeit von Stone, S. 66 ff. (Tfieorem 28 und 29) und
S. 73 f, wo in diesem Zusammenhang noch die Dissertation von Mac Neil-
le: The theory of parlially ordered sets, 1935, erw&hnt wird; vgl. ferner
meinen Bericht in Ann. Soc. Pol. Math. 15, 1937, S. 187 sowie S. 189, Anmer-
kung ") (in dem Bericht, S. 187, Z. 23 von oben kommt ein Druckfehler vor:
die Formel .1/ = soll durch .1, — In" ersetzt werden).

") Zum Folgenden vgl. C. Kuratow s ki, Topologie. |, Warszawa—
Lwow 1933, insbesondere SS. 15, 37, 40, 80 und 81.

-3) ,,Z" bezeichnet hier offenbar nicht die Machtigkeit der Menge X.

Satz 7.23 ist mir seit 1927 bekannt; in seiner Anwendung auf Eu-
klidische Raume steckt er implizite in einem Aufsatz, den ich im Ksiega Pa-
migtkowa pierwszego  Polskiego  Zjazdu = Matematycznego. Lwow, 7—10.1X.
1927 (Andenkenbuch des 1 Poln. Math. Kongr.), Annex zu Ann Soc. Pol.
Math., Krakéw 1929, S. 29 ff. verdffentlicht habe Den Satz 7.24 habe ich in
1935 auf Grund eines bekannten Ergebnisses von Stone (Proc. Nat. Ac. Sc.
20, 1934, S. 198, Theorem IV”) gewonnen.

Zusatz.  Aus einer neuen Arbeit von Stone: Algebraic characte-
risation of special Boolean rings, die in Fund. Math. 29 erscheint, erfahre
ich, daS Sé&tze 7,17 — 7.19, 7.23 und 7.24 oder zumindest nahe liegende
Ergebnisse in unabhdngiger Weise von Mac Neiile, v. Neumann und
Stone neulich gewonnen wurden. Im Zusammenhang mit Satzen 7.17—7.19
vgl. namlich H. Al. Mac Neille, Proc. Nat. Ac. Sc. 22, 1936, SS. 45—50
sowie die eben zitierte Arbeit von Stone, Theorem 2.4 und 2.5. Bezluglich
der Satze 7.23 und 7.24 vgl. J. von Neumann, Proc. Nat. Ac. Sc. 22. 1936.
SS. 92—108 sowie Stone, op. cit, Theorem. 4.1. Auch das oben S. 176 an-
gegebene und in Anm. -) besprochene Ergebnis (eine Anwendung des Satzes
7.10 auf den Korper der im Lebesgue'schen Sinne meRBbaren Mengen)
wurde unabhédngig von v. Neumann gefunden und loc. cit. veréffentlicht.



Posiedzenie
z dnia 19 pazdziernika 1937 r.

W. Sierpinski.

O stosunku pewnej wiasnosci metrycznej do og6lnej teorii
mnogosci.
Komunikat przedstawiony na posiedzeniu dnia 19 pazdziernika 1937 r.

STRESZCZENIE.

W pracy tej autor podaje pewne twierdzenie z o0g0lnej
teorii mnogos$ci, o ktérem dowodzi bez pomocy hipotezy conti-
nuum, ze jest réwnowazne twierdzeniu o istnieniu zbioru linio-
wego mocy continuum, nie zawierajgcego zadnej czeSci nieprze-
liczalnej miary zero.

W. Sierpinski.

Sur le rapport d'une certaine propriété métrique a la théorie
générale des ensembles.
Présenté dans la séance du 19 octobre 1937.

En utilisant I'hypothése du continu j'ai démontré”) qu'il
existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui jouit
de la propriété (5) suivante:

(S) L'ensemble N ne contient aucun sous-ensemble indé-
nombrable de mesure nulle?).

') Fundamenta  Mathematicae 5 p. 184—185.
La propriété (S) a été traitée en outre dans les travaux cités dans
la Bibliographie qui se trouve a la fin de cette Note.
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Le but de cette Note est de démontrer (sans faire appel
a I'nypothése du continu) que le théoréme métrique de I'existence
d'ensembles linéaires de puissance a propriété (S) équivaut
a un énoncé de la Théorie générale des ensembles™). Je vais
démontrer notamment ce

Théoréme: L'existence d'un ensemble linéaire de puissance
du continu a propriété (5) équivaut a Vexistence d'un ensemble
E de puissance du continu (formé d'éléments quelconques) et
d'un systtme {Ea“«2eee®fc} d'ensembles correspondant a toutes

les suites finies a*, a.h,... formées de nombres 0 et 1 de ma-
niere que les conditions suivantes soient  remplies:
P On a

la sommation s'étendant & toutes les suites at« 2 , d e k
nombres 0 ou 1;

2" quelle que soit la suite finie 7.47-2,.., a* de nombres 0
ou 1, on a

3" si pour un k naturel les suites a® 7.2,.., a" et R"
sont distinctes, on a

4" quelle que soit la suite infinie a® a® 7.3.. formée de nom-
bres 0 et I, I'ensemble

contient au plus un élément?)

') Dans le méme ordre d'idées cf. C. Kuratowski Fand. Math. 22,

p. 315-318 et W. Sierpinski C. R. Soc. Se. Varsovie. 30, p. 70; Fund.
Math. 29, p. 91-96 et p. 182—190.

Les conditions 1°— 4° coincident respectivement avec ceux que j'iii

considéré dans ma Note concernant la propriété (C): voir Fund. Math. 29, p. 92.

3
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si EIl E E et s'il existe pour tout s> 0 une suite infinie
d'ensembles du systéeme

telle que

(1)
et

)

I'ensemble E”™ est au plus dénombrable.

Démonstration. I. Soit N un ensemble linéaire de puissance
du continu et jouissant de la propriété (5). Nous pouvons le
supposer situé dans l'intervalle (0,1). Soit E I'ensemble de tous
les nombres irrationnels appartenant a N. L'ensemble E est encore
de puissance du continu et jouit de la propriété {S). Désignons
pour tout systéme fini a®, 7.3,..., a* dt nombres 0 et 1, par
4 a,ttj...a. la partie de l'ensemble E située dans l'intervalle

(B)

On voit sans peine que le systeme d'ensembles
jouit des propriétés 1° 2° 3° et 4°. Nous allons maintenant a
montrer qu'il jouit également de la propriété 5®.

Soit EM un sous-ensemble de E et supposons qu'il existe
pour tout £> 0 une suite infinie

d'ensembles du systeme {£«, a2...a"} telle qu'on a les formules
(1) et (2). Il résulte de la définition de Il'ensemble a,...«"
qu'il est contenu dans l'intervalle (3) de longueur 1/2~: d'aprés
(2) et (1) I'ensemble E™ est donc contenu dans un ensemble de
mesure < s. Ceci étant quel que soit le nombre positif e, on en
conclut que Il'ensemble E est de mesure nulle, donc, en tant que
sous-ensemble de E (d'apres la propriété {S) de I'ensemble E)
au plus dénombrable, c. q. f. d.
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Nous avons ainsi démontré que I'existence d'un ensemble
linéaire de puissance 2"° jouissant de la propriété (S) entraine
I'existence d'un ensemble E de puissance 2"" et d'un systéme
d'ensembles {"«,«2...rx"} jouissant des propriétés P-06".

Il. Soit mamtenant E un ensemble de puissance du continu
(formé d'éléments quelconques) et {fa, «2...a"} un systeme d'en-
sembles jouissant des propriétés P—5".

Soit N I'ensemble de tous les nombres irrationnels

(4)

tels que

(®)

L'ensemble E étant de puissance du continu, il résulte sans peine
de 1° 2° 3" et 4" que l'ensemble N est également de puissance
du continu. Je dis que Il'ensemble N jouit de la propriété (6").

En effet, soit N un sous-ensemble de N de mesure nulle

et soit s un nombre positif donné quelconque. Il existe donc un
ensemble ouvert G de mesure < s contenu dans l'intervalle (0,1)
et contenant Or, comme on voit sans peine, tout ensemble

ouvert contenu dans l'intervalle (0,1) est une somme d'intervalles
de la forme (3) (ou les a/ sont des nombres 0 ou 1) n'empiétant

pas les uns sur les autres. Il existe donc wune suite infinie
oa'jal...«« {n = 1,2,3,...) d'intervalles du systeme

telle que

(6)

et qu'on a l'inégalité (1).

Or, on a ¢ Al et Alj (Z G, donc, d'aprés (6):

™



Posons, pour tout nombre (4) de N:

d'aprés la définition de I'ensemble N et d'apres les propriétés
jo — 400 jg fonction / (x) transforme d'une facon biunivoque
I'ensemble N en I'ensemble E. L'ensemble N* cz N est donc de
méme puissance que l'ensemble

8)
Or, il résulte tout de suite de (3) et de la définition de la fonction
f{x)auesi X eN on af{x) & D'aprés (7)

et (8) on a donc

et on trouve la formule (2).

Il existe ainsi pour tout s > 0 une suite infinie E ,, n «

1,2, 3,...) densembles du systéme telle qu'on
a les formules (1) et (2). D'aprés la propriété 6", I'ensemble E”
est donc au plus dénombrable. Il en est donc de méme de lI'en-
semble Ni (qui est de méme puissance que Ey).

L'ensemble N ne contient donc aucun sous-ensemble indé-
nombrable de mesure nulle, donc jouit de la propriété (S),
c. q. f. d.

Notre théoréeme est ainsi démontré.

Il est a remarquer qu'on peut, dans notre théoreme, rem-
placer portout les mots ,de puissance du continu"™ par ,indé-
nombrable” (sans en altérer la démonstration).
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A. J. Ward

O pewnej funkcji prostokata.
Przedstawit S. Saks dn. 19 pazdziernika 1937 r.

Jak wiadomo, kazda funkcja addytywna i ciggta przedziatu,
ktéra posiada wszedzie pochodng dolng nieujemna wzgladem do-
wolnie ustalonej siatki, jest monotoniczna nieujemng. Twierdzenie
to byto uogolniane w wielu kierunkach. Autor pokazuje jednak,
budujac stosowny przykiad, iz w zadnym razie, w twierdzeniu po-
wyzszym, poctiodna dolna nie moze by¢ zastgpiona przez po-
chodna gérng (nawet w przypadku, gdy siatce narzuci sie pewne
warunki regularnosci np. ze jest siatkg diadyczng kwadratow).

A. J. Ward

A certain function of rectangles.
Note presentee par M. S. Saks dans la séance du 19 octobre 1937.

The object of this note is to give a simple example of
a continuous additive function of rectangles, F (R), which as-
sumes both positive and negative values, and yet has everywhere
a non-negative upper derivate with respect to the fundamental
binary net.”) The interest of the example lies in the fact that if
we knew (in addition to this last property) either (a) that at each
point lying on a line of the net {x=p. 2™ ory = q.2~", p, q N
being integers) the lower derivate of F with respect to the net
was different from — co, or {b) that F was of bounded variation,
then we could deduce that the function took no negative values.
It may be remarked also that, for a continuous function of one

') By the fundamental binary net we mean the net of all squares of

the form < x < ([?+41).2~", A2™MM <3< {p. g, n inte-
gers). The upper and lower derivates of F[R) with respect to the net, at a
point (X, are respectively the upper and lower limits, as the diameter of

5 tends to zero, of F(S) /|5;, where S is any square of the net which contains
(X'y) (possibly on its boundary), and S is the area of i
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variable, the fact that the upper derivate, with respect to the
binary net, is everywhere non-negative, is by itself sufficient for
the function to be non-decreasing.

1. The function F{R) will ultimately be defined for all rect-
angles with sides parallel to the co-ordinate axes; we begin
however by defining it for squares of the binary net. Sq will
denote the square 0<x<1l, 0<3/<Il. §" will denote any
square (of the net) of the «th order, that is, of side We shall
suppose always «> 0.

First of all, we define F{S") = 0 whenever S" lies outside
(or adjoins) So. If S" lies within A, we define F{S") by induc-
tion. We assign to F(So) the value 1. Suppose now that F(S")
is defined for all squares S" of order 1, 2,..., N, where A*=3yW>0,
(M an integer). Take any one square S, say, of order N, and
suppose F{S) = a. Divide into 64 squares, S. say, /= 1,2,...,
64, of order 3= 1), and define As) for each of
these squares according to the scheme shown in the diagram.
(The figure inside each square indicates the value of F{S.) for
that square. The value of F{S") for a square of order 1 or
A"N+2, contained in S, is to be obtained by addition of the values
of F{S.) for those S. which compose the required square 5".)

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 010
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 040
0 0 0 0 0 0
0 0 0 010
: ! 00 5 0

It is clear that by this process we define F{S") for all
squares of the net, and that the function is additive. We note
that FisA")] < 2"".
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2. We consider next rectangles R, composed of a finite
number of squares of the net. For such a rectangle we define
F{R) by addition of the values of F{S) for any finite system of
non-overlapping squares .S of the net, which together make up R.
It is easily seen that F{R) is thus uniquely defined, and is addi-
tive for such rectangles.

We consider in particular rectangles of the form

composed of g*— g" adjacent squares of order n. Such a rec-
tangle will be called a column-rectangle  of order n. If R is any
such rectangle, and if 3m < then it is easy to see from the
diagram, by induction with respect to m, that R intersects at
most one square of order 3m for which the value of F \s dn'fer-
ent from zero. If there exists such a square, we call it S"*. Taking
in particular the value of m such that 3m <«-<3m4-2, we obtain,
again using the diagram,

Interchanging the parts played by x and y, we obtain what
we shall call row-rectangles. We say that if is a row-rectangle
of order n, and if 3m ¢< « < 3m-f-2, then again

We prove this by induction. It is obviously true for z= 0.
Suppose that it is true for ail row-rectangles of order N, where
N=2>M, and consider a row-rectangle R of order A~-f-3. If this
lies entirely within one square S”, then it is clear, by the diagram
and by the inductive hypothesis, that F{R) |< 7 <
Now suppose that R intersects two or more squares of order A/
then these squares clearly compose a row-rectangle of order N,
which can be written as -f -j-... A-S”, say, the squares
occurring in their natural order of increasing x. R consists of
squares, of order ~V-[-3, lying in the same row of the diagram
for each S, say the gih row counting from the bottom. If » =
3, 4, 5 6, 7, or 8 then we have at once F{R) = 0. If however
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g= \ or 2, then we see that, for \<:i <cp, since R traverses
the whole width of we have

while

Hence we can write

where R' is a row-rectangle of order N, which contains

and does or does not contain S”, according as = i or
similarly R' does or does not contain S”, according as
Now i< 2", by the inductive hypothe-

sis, and so

Any row-rectangle R of order A”-f 2 is the sum of two row-
rectangles of order yV-f-S, and so satisfies
Finally, a row-rectangle of order N-I*-1 is the sum of four row-
rectangles of order AA-f-3, but, in the diagram, at least two of
these must lie in rows 3,4..., 7 or 8 in each square S” and so
contribute nothing to F{R); hence again
Thus we have proved the required resuit for
yV-]-3; and so, since 3= 3 (AT-f 1), we see by induction
that the resuit is true for ail n.

3. Now let R be any rectangle whatever. Dénoté by R"
the rectangle formed by ail the squares of the net, of order n,
which lie entirely in R. Then, for sufficiently large n, R" does not
vanish, while as n >(x>, R" approaches R. Now — con-
sista of at most two column-rectangles and at most two row-rect-
angles, of order (@+ 1). Hence

This is true also if vanishes, if we write 0 for Since

converges, tends to a limit as We define
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Now we have

On the other hand, if then clearly R" vanishes, and
so \F{R) <32.2""""~ This shows that F{R) tends uniformly to
zero as R tends to zero.

Now let be three rectangles such that R*= Ri-{-R2,
so that Ri, Ro have a side in common. Then we see that either

or
where is either a column-rectangle or a row-rectangle, 6f order n.

Hence

Letting n -> 00, we have

We see that F{R) is, as required, a continuous additive function
of rectangles.
4. \[ P = y") is a point which lies on an edge of
a square of order O, then, since all squares 5 outside A have
F{S) = 0, we see at once that the upper derivate at P is non-neg-
ative. If P lies on a line of the net but not on a line of order O,
then we can find m such that P lies on an edge of a square
A but not on an edge of any square S*"'. On referring to
the diagram for we see that there exists at least one square
containing P on its boundary, for which = 0.
Since each square obtained by subdividing this square also satis-
fies F{S) = 0, we see again that the upper derivate at P is non-
negative.
Now let P be a point which lies on no line of the net.
Then, for each there is exactly one square of order n which
contains P. We call this square Suppose, if possible, that
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the upper derivate of F at P, with respect to the net, is nega-

tive. Then there exists n® such that <0 if «>/70. Take
any M such that 3/W>«o, and let be

< X< Xl4- 12 My, o+
Since S'M-'iP) and S'AM'AP) all have nega-

tive (not zero) values of F, we see that S ~P) must lie in
the bottom row of the diagram for S™ {Py, that is.

Proceeding in the same way for the diagram of we obtain

and so on; whence contrary to the hypothesis that P
lies on no line of the net. Hence the upper derivate of F dii P
cannot be negative. This completes the proof of the properties
of F{R).

I. P. Natanson (Leningrad).

O catkach Bochnera
Przedstawit W. Sierpifiski na posiedzeniu w dniu 19 pazdziernika 1937 r.

STRESZCZENIE.

Autor nawigzuje do pracy S. Bochnera (Fundam. Math.,
20 (1933) pp. 262 — 280), zawierajgcej definicje catki dla funkcyj,
ktére przyjmuja wartosci nalezace do przestrzeni liniowej abstra-
kcyjnej. Autor wskazuje na pewne rdznice istotne miedzy tg
catkg a zwyklg catkg Lebesgue'a. Np. wiadomo, ze jesli
{/<(a:)} jest ciggiem funkcyj rzeczywistych i calki nieoznaczone
Lebesgue'a tych funkcyj sg jednakowo ciggte bezwzglednie,
to catki nieoznaczone funkcyj |/«(x) tworzg rowniez cigg fun-
kcyj jednakowo ciggtych bezwzglednie. Ot6z okazuje sie, ze dla
catki Bochnera twierdzenie analogiczne jest fatszywe.



I.P. Natanson.

Sur les intégrales au sens de M. Bochner.

Note présentée par M. W. Sierpinski dans la séance dn 19 octobre 1937.

1. Dans son mémoire ,lIntegration von Funktionen, deren
Werte die Elemente eines Vektorraumes sind”, M. S. Bochner?)
a introduit la notion de l'intégrale d'une fonction dont les valeurs
appartienent a un espace abstrait du type de Banach. La thé-
orie de ces intégrales est en presque tous les points analogue a la
théorie ordinaire des intégrales de Lebesgue. Cependant M. S.
Bochner-) a trouvé quelques propositions qu'on ne peut pas
transposer du cas habituel a la théorie des ses intégrales. Telle
est p. ex. L'égalité de Parseval.

Dans cette note nous allons indiquer encore quelques diffé-
rences essentielles entre les intégrales de Lebesgue et celles
de Bochner.

2. On dit que l'intégrale de Lebesgue

jfnit)dt 1)

est uniformément absolument  continue, si a chaque nombre
e>-0 .correspond un nombre o0>0 tel que l'inégalit¢ mec. a en-
traine l'inégalité

quel que soit n. On sait que, si l'intégrale (1) est uniformé-
ment absolument continue, l'intégrale

(2)

du module de la fonction considérée I'est aussi.

') Fund. Math., 20 (1933), p. 262.
-) loc. cit.,, voir aussi S. Bochner, Abstrakte Funktionen und die
Besseische Ungleichung (udttinger Nachr., 1, Nr. 40, 1933, p, 178).
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Cependant, comme nous le montrerons dans le n™ 4, pour
les intégrales de Bochner a l'intégrale uniformément absolu-
ment continue (1) ne correspond pas nécessairement une intégrale
(2) de mémes propriétés.

3. Considérons la fonction f {t) de la variable réelle t, dont
les valeurs sont des points de l'espace abstrait (2%, c.-a-d. des
suites

pour lesquelles

Il est clair que notre fonction a la forme

Il est facile de démontrer que pour que f {t) soit mesu-
rable, il est nécessaire et suffisant que toutes les fonctions @ {t)
(ot A=1,2, 3, et soient mesurables.

La fonction f {t) est intégrable dans le sens de Bochner si
elle est mesurable et si la fonction

est sommable.
Lemme. Si f (t) est intégrable dans le sens de Bochner,
on a

Démonstration. Remarquons d'abord que d'aprés l'inéga-
lit¢ évidente

le second membre de I'égalité (3) est un point de l'espace {1-).
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Ceci fait, considérons la fonction

Il est évident que

Posons maintenant

Puisque l'intégrale de Bocliner est additive, nous avons

Or, pour chaque valeur déterminée de t, on aura

et comme
on a
®)

La relation (3) découle de (4) et (5). Le lemme est donc dé-
montré.

Il en résulte que
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Mentionnons encore la relation

()

4. Nous pouvons maintenant passer a l'exemple'mentionné
au début.

Exemple. Considérons l'intervalle 0 < < 1 divisé
en segments par les points

Nous numéroterons les intervalles partiels dans I'ordre ou ils se
suivent de gauche a droite et les désignerons, ainsi que leurs
longueurs, par

Soit

ou

Soit E un ensemble mesurable arbitraire dans l'intervalle (0,1).
Posons

La relation (6) prend alors la forme

Soit £>0. Cherchons un nombre n” tel que



et posons

On aura alors pour n quelconque

et, sous la condition que

on aura

de sorte que [lintégrale

est uniformément  absolument continue.
D'autre c6té nous avons, d'aprés (7),

d'ou

Posons maintenant

de sorte que
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Alors

tend vers -{- @ avec n  oo0.

1
Comme mf~") tend vers 0 avec o I'intégrale

n'est pas uniformément absolument continue, ce qui démontre
notre assertion.

5. L'examen de l'exemple du 4 montre encore une dif-
férence entre l'intégrale de Bochner et celle de Lebesgue.
Introduisons notamment la fonction f {t) en posant

et définissons la fonction "n{t) dans l'intervalle 0 < - < 1 dela
maniére suivante

Cette fonction est évidemment mesurable. Comme

la norme "\f{t) "\ n'est pas sommable; donc la fonction méme
f {t) n'est pas intégrable dans le sens de Bochner. D'autre
coté pour chaque t défini on a

ou /(«) {t) est la fonction du n" 4.



De cette facon nous avons un exemple d'une suite conver-
gente de fonctions intégrables telle que l'intégrale

est uniformément absolument continue, mais la fonction limite
n'est pas intégrable. On sait qu'on ne peut pas trouver un
exemple analogue dans la théorie de Lebesgue.

6. De cette facon le célebre théoréme de Vitali sur le pas-
sage a la limite sous le signe d'intégrale ne peut pas étre étendu
au cas des intégrales de Bochner. Cependant si l'on supposait
a priori l'intégrabilité de la fonction limite, ce théoréme reste-
rait encore valable.

Théoréme. Soit {/,, {t)) une suite de fonctions intégrables
au sens de Bochner, convergente vers une fonction intégrable  f{t),

Pour que [I'égalité

ait lieu quel que soit l'ensemble E mesurable, il est nécessaire
et suffisant que Il'intégrale

soit uniformément absolument  continue.
La condition est suffisante. Il ressort de la condition (8) que

De cette facon la mesure de I'ensemble

1
tend vers 0 avec - Si E est un ensemble mesurable arbitraire
et si nous posons

An = E. En (&) Bh = E - An



alors

Pour l'intégrale étendue sur I'ensemble Bn nous avons

1
L'intégrale prise pour I'ensemble An tend vers 0 avec —. Ceci
démontre le théoréme.

La nécessité de la condition découle du lemme général
suivant:

Lemme. Si pour chaque ensemble mesurable E on a

V intégrale

est une fonction uniformément absolument  continue.
On peut transposer presque sans changements la démonstra-

tion que M. Lebesgue a donnée a ce lemme') aux intégrales
de Bochner. Nous ne répéterons pas le raisonnement de

I'illustre auteur.

Université de Leningrad.
Institut Mathématique.

Y H. Lebesgue, Sur les intégrales singuliéres, Annales de Tou-
louse, 1| (3), 1909, p. 58.
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Zygmunt Zahorski

Konstrukcja funkcji rézniczkowalnej, monotonicznej, nie
stalej, majacej wszedziegesty zbidr przedzialéw statosci.
Przedstawit S. Mazurkiewicz na posiedzeniu w dniu 19 pazdziernika 1937 r.

STRESZCZENIE.

Funkcje o wymienionych w tytule wikasnosciach konstruuje
klasyczng metodg superpozycji, przyczym postuguje sie funkcjg
rézniczkowalng rosngca f(x), ktérej pochodna posiada wszedzie-
gesty zbidr zer. Konstrukcja naog6t nie jest efektywna, mozna
jednak dobra¢ f(x) tak, ze da sie ona przeprowadzi¢ efektywnie.

Z. Zahorski

Ober die Konstruktion einer differenzierbaren, monotonen,
nicht konstanten Funktion, mit (berail dichter Menge von
Konstanzintervallen.

Note présentée par M. S. Mazurkiewicz & la séance du 19 octobre 1937.

Ich werde in dieser Note eine neue Konstruktionsmethode
von Funktionen mit den genannten Eigenschaften angeben, die
sich von den bekannten Methoden von S. Mazurkiewicz”),
A. Denjoy”) und W. Bogomotowa”) unterscheidet. Diese
Methode ist im wesentlichen mit der klassischen Methode der
Singularitatenkondensation identisch.

Wenn x~'~Ax”, so sol! (@Ti, /0y ~s offene, -"x~~Ax"" das
abgeschlossene Intervall mit den Endpunkten Xj, bezeichnen.

Sei f{x) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(1) f {x) ist in <iab> wachsend  und differenzierbar”)
Y Mazurkiewicz: Konstrukcja funkcji rézniczkowalnej majacej

wszedziegesty zbiér  przedziatow statosci. Prace mat.-fiz. T. 27 S. 87—91
(1915). Poln. m. fraiiz. Res.

-) Denjoy: Sur les fonctions dérivées sommables. Bulletin
de la Société Mathématique de France T. 43 S. 237 (1915).
Bogomotowa: Sur une classe des fonctions asymptotiquement

continues. Moscou Rec. Math. T. 32 S. 152—171 (1924). Russ. m. franz. Res.
In a rechts —\n b linksseitig.
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in den Punkten einer in (a,b) Uberall dichten Menge.

Funktionen mit den Eigenschaften (1), (2), (3), existieren z.B.
die bekannte Funktion von Pompe iu®), hat aber /i{a;) die Ei-
genschaften (1), (2), (3), so hat —/ (a) Eigenschaften
D, @), B 4.

Jetzt bestimme ich induktiv eine abz&hlbare Menge von
paarweise punktfremden Intervallen:

(5)

in folgender Weise.
ein Stetig-

keitspunt von f{x)\ ein solcher Punkt existiert, denn /'(x) ist
von der ersten Klasse, besitzt also eine in (a, b) Uberal dichte
Menge von Stetigkeitspunkten. Dann ist nach (3):

(6)

und man kann eine Zahl Qjj so bestimmen, dass:

(7

fur
In @Tjj— p + wéhlen wir fljp bj, so aus dass:
9)
(10)

Solche Punkte existieren, da die Menge der Nullstellen von
nach (3) in (a, b) Uberall dicht ist. Somit ist
bestimmt. Wenn die 2"—1 paarweise punktfremden, in (a, b)

'Y Pompeiu: Sur les fonctions dérivées. Math. Ann. T. 63, S. 326—
332 (1906).
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enthaltenen Intervalle
bestimmt sind, so kann man

wie folgt bestimmen.

Die Menge {ab) — nn ~k besteht aus
k=i j=i

offenen punktfremden Intervallen, die wir mit

bezeichnen. Wir wahlen in

einen Stetigkeitspunkt von f{x) und bestimmen die Zahl
so dass:
(11)
(12)
In wahlen wir zwei
Punkte: so dass:
Man sieht leicht ein, dass die zuein-

ander und zu den

paarweise punktfremd sind, die Konstruktion vori (5) ist also un-
beschrankt fortsetzbar.

Die so gebildete Intervallmenge ist in (a, b) Uberall dicht.
Ware dies nicht der Fall, so gabe es ein Intervall
mit x~dx” welches zu allen Intervallen (5) punktfremd ware.
' waéare also fur jedes n in einem der Intervalle
enthalten. Aber, wie man leicht induktiv beweisen kann,
gilt die Ungleichung:
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(15)

Also wadre fur jedes m —a;, < /-IH 1 (b—a), somit
" N

\2 ' 20/
im Widerspruch mit der Voraussetzung.

Nach (I1), (14), (8), (12) hat man fur
(16)

(17)

Nun setzen wir:

(18)
(19)
(20)
(21)

und

(22)

Ich behaupte, ~(x) besitzt die gewiinschten Eigenschaften.
Wegen (16) sind die Funktionen f~Jx), also auch die
in <a,differenzierbar. Nach (17) ist:

far
far

Da die Intervalle J paarweise punktfremd sind,
so folgt:

(25)
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die Reihe:
(26)
ist also in cab:> gleichmassig konvergent. Nun verschwinden

fur x = a alle Glieder der Reihe (22), dieselbe konvergiert somit
fir x = a und ist also, wegen der gleichméssigen Konvergenz

von (26) — in cab> auch gleichméssig konvergent. Also ist
g{x) bestimmt und in ca, bh:> differenzierbar.
In @™\, bfY)) sind alle fAm~")’ Ausnahme von

konstant. Also hat man fiir

(27)
Die Intervalle (5) sind somit Konstanzintervalle von  g{x).
Fir ein x, welches zu keinem Intervall (5) gehort, verschwin-
den also alle f'ix) und es folgt nach (1):
(28)

Also ist g{x) monoton (nicht abnehmend)
Wegen (25) hat man:

(29)

(30)
(31)

Also ist g{x) nicht konstant in «<(,

Die gegebene Konstruktion von g{x) ist nicht effektiv, aber
man kann f{x) so konstruieren, dass sie effektiv wird. Gleich-
zeitig kann man noch gewisse Zusatzbedingungen erfiullen, z. B.
kann man f{x) so konstruieren, dass eine Uberall dichte Menge
algebraischer Zahlen existiert mit folgenden Eigenschaften: 1) die
Zahlen der Menge sind durch Summen einer endlichen Anzahl von
quadratischen Irrationalzahlen darstellbar, 2) sie sind Stetigkeits-
punkte von f{x), 3) die entsprechenden Funktionswerte sind
rational.
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W. Lampe i J. Swiderski.

Synteza dwuferuloilo-a, B-etanu (homologu kurkuminy).

Przedstawit W. Lampe d. 19 pazdziernika 1937 r.

La synthése du diferuloyl-a, B-éthane (homologue

de la curcumine).
Mémoire présenté par M. V. Lampé dans la séance de 19 Octobre 1937.

STRESZCZENIE.

Celem pracy byta synteza oraz poznanie wasnosci chemicz-
nych i barwierskich dwuferuloilo-a, B-etanu (wzo6r 1),
barwnika roslinnego, kurkuminy (wzor II).
odtwarzajg gtéwne etapy syntezy

homologu
Nastepujace wzory

Dwuferuloilo-a, B-etan otrzymaliSmy w dwéch odmianach tau-
tomerycznych. Forma ketonowa, trudniej rozpuszczalna w alko-
holu etylowym krystalizuje sie w cytrynowo-z6tto zabarwione
blaszki o t. t. 190 — 191", nie barwigce sie pod wpltywem FeClj;
forma enolowa, wydzielona z alkoholowych #tugédw pokrystalicz-
nych odmiany ketonowej tworzy skupienia cytrynowo-zétto za-

barwionych, drobnych igietek o 1.1 179—180° dajacych z Fe CI3
krwisto-czerwone zabarwienie.
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Opisywana substancja posiada b. zblizong budowe do barw-
nika roslinnego kurkuminy, dla ktérej udowodniony zostat wzor
dwuferuloilometanu zaproponowany przez Kostaneckiego

Stwierdzone rdznice w zachowaniu sie obydwu homologicz-
nych zwigzkéw ttumaczyé nalezy przynaleznoscig produktow do
dwéch odrebnych substancyj macierzystych: B, wzglednie Y-dwu-
ketonu.

Pomaranczowo-czerwono zabarwiona kurkumina barwi ba-
wetne bezposrednio na kolor pomaranczowy i wykazuje pozy-
tywng reakcje z kwasem borowym, — a mianowicie: bibuta, nasy-
cona roztworem kurkuminy zmienia pod wplywem rozczynu kw.
borowego zabarwienie na kolor silnie pomaraficzowy; tug wywotuje
na tak przygotowanym papierku niebiesko czarng plame.

Cytrynowo-z6tto zabarwiony dwuferuloilo-a, B etan zabarwia
bawetne bezposrednio na kolor cytrynowo-zoty; zwigzek ten cha-
rakterystycznej reakcji z kw. borowym nie wykazuje.

Praca ogtoszona zostanie w ,,Rocznikach Chemii".

Zaktad Chemii Organicznej
U.J. P. w Warszawie.

Bogumit Krygowski,

O nowej metodzie rozdzielania ziarn plasku wedtug stopnia

ich zaokraglenia.
Przedstawit A. taszkiewicz dn. 19 pazdziernika 1937 r,

Bericht Uber eine neue Methode der Selektion der Sandkdrner
nach ihrem Rundungsgrade.
Mémoire présenté par M. A. ktaszkiewicz a la séance du 19 octobre 1937,

Praca ukazata sie w,, Archiwum Mineralogicznym", XIII.
1937. 52 — 62,

'Y Rozprawy Akad. Umiej, w Krakowie t. 57 Ser. A., str. 23. [1917 r.].
') Berichte d. Deutsch. Chem. Ges. t. 43, str. 2163 [1910 r.].



Posiedzenie
z dnia 23 listopada 1937 r.

Kazimierz Smulikowski.

O wykryciu molibdenitu w okolicy Jasnohorki (powiat Sarny).
Przedstawit A, taszkiewicz dn. 23 listopada 1937 r.

Trouvaille de molybdénite a Jasnohorka (arrondissement
de Sarny).

Mémoire présenté par M. A. taszkiewicz a la séance du 23 novembre 1937.

Praca ukazata sie w ,,Archiwum Mineralogicznym™, XIII.
1937. 98 — 108.

AdamDrath.

Wystepowanie molibdenitu w powiecie Sarnenskim na Wotyniu.
Przedstawit A. taszkiewicz dn. 23 listopada 1937 r.

Molybdénite dans I'arrondissement de Sarny en Volhynie.

Mémoire présenté par M. A. taszkiewicz a la séance du 23 novembre 1937,
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Ludwik Piotrowski.

Wiasnosci krystalograficzne heliantyny.
Przedstawit A. taszkiewicz dn. 23 listopada 1937 r

Sur les propriétés cristallographiques de I'héliantine.
Mémoire présenté par M. A. taszkiewicz a la séance du 23 novembre 1937.

Praca ukazata sie w ,Archiwum Mineralogicznym", XIII,
1937, 63 — 79,

Maria Kotaczkowska,

Badania rentegonologiczne naturalnego i syntetycznego
kaliofilitu oraz jego pochodnych.
Przedstawit St. J. Thugutt dn. 23 listopada 1937 r

Etudes roentgenoscopiques sur la kaliophilite et sur I'alunite
naturelle et synthétique.
Mémoire présenté par M. St. J. Thugutt a la séance du 23 novembre 1937.

Praca ukazata sie w , Archiwum Mineralogicznym", XIIlI,
1937, 92 — 97.



Posiedzenie
z dnia 16 grudnia 1937 r.

L. C. Young.

O krzywych uogdlnionych | o istnieniu minimum
bezwzglednego w rachunku wariacyjnym.

Przedstawit S. Saks dnia 16 grudnia 1937 r.

Autor bada zagadnienie minimum dla wyrazen postaci
1

b

w ktoérym oznacza funkcje rzeczywistg ciagta zmiennego wekto-
ra, za§ F{x, y) — funkcje dwu wektoréw X i j; w przestrzeni
euklidesowej, przyjmujgca wartosci nalezace do przestrzeni linio-
wej abstrakcyjnej. Funkcja A {t) zmiennej rzeczywistej t inter-
pretowana jest, jak zwykle, jako krzywa zmienna w /z-wymiarowej
przestrzeni euklidesowej, przy czym zaktada sie m. in, ze po-
chodna x' {t) istnieje prawie wszedzie oraz ze jx' {t) [ < AT gdzie
K jest pewng stats.

Wyrazenie (*) moze nie osigga¢ swego minimum dla za-
dnej krzywej rozwazanego typu. Autor wprowadza jednak pewne
krzywe uogoélnione, ktére uwazaé mozna za ,punkty skupienia"
klasy krzywych rozwazanych, i pokazuje, ze poszukiwane mini-
mum jest osiggane zawsze w dziedzinie krzywych uogdlnionych.
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L. C. Young.

Generalized curves and the existence of an attained absolute
minimum in the Calculus of Variations.
Mémoire présenté par M. S. Saks a la séance du 16 décembre 1937.

1. Introduction. The classical calculus of variations con-
cerned itself only with problems in which a maximum, or mini-
mum, of the variational integral under consideration, was actually
attained. It was therefore found necessary to supplement the clas-
sical investigations by an existence theory ensuring the existence
of an attained extremum in certain types of problems, in order
to render the classical ideas applicable.

The restrictions required to build up such an existence theory
were of a very drastic kind, and it is natural to ask whether the
variational methods cannot be generalized so as to apply to cer-
tain types of problems in which the extrema are not attained.
These problems still have a definite meaning, and in special ca-
ses their solutions constitute well-known inequalities which are of
great importance in Analysis.

Actually such a generalization is possible, if we introduce
a class of elements called generalized admissible carves which
may, for the variational problem considered, be regarded as the
closure of the originally given class of admissible curves. The
procedure is merely an adaptation of the ideas which led to the
notion of irrational number.

The definition of these generalized curves is implicitly con-
tained in the ideas of the note [7], We give it here explicitly,
and in a general form, applicable when the space is a general
vector space of the Banach type. We also link it, in a natural way,
to the theory of general linear operations, and we employ it to
extend the scope of the Calculus of Variations by transforming
certain types of variational problems with unattained extrema into
corresponding problems with attained extrema.

The present methods, when used in conjunction with those
of the paper [9], where the classical conditions for a minimum
are extended correspondingly, make it possible to solve, in the
framework of the Calculus of Variations, important classes of pro-
blems concerning unattained minima.
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2. A general type of variational problem. We shall for-
mulate our present results for a variational problem of a rather
general type concerning simple integrals, and which, like certain
other problems recently considered (cf., in particular, Menger
[5]), refers to an abstract space.

We denote by % a complete metrical vector-space (a Ba-
nach space, cf section 3 below, or for instance Banach [1]
Chap. IV) and by F (x, y) a continuous single-valued function of
two vectors jc and y of «-dimensional space, the values / of
the function F being vectors of the space subject to the con
dition of homogenuity

(2-1) Fxay) = GFxy)
for every non - negative real scalar a. Further, we denote by < (/)
a continuous real function of the vector / in We shall be con-
cerned with the problem
1
(2-2) ~Nfron dt} = Min,
b

where the variable absolutely continuous vector - function a; (0
of the real parameter t will be supposed, for simplicity, to have
a bounded derivative x' {t) almost everywhere, and fixed ends
a:{0)=--a;0, The condition of homogenuity (2i) en-

sures that the integral
1

(2-3) = f F{x @® x (0) at

0
is independent of the choice of the parameter t in terms of
which C is represented by the function x {t).

We shall, actually, be concerned only with the minimum
of (2-2) for carves of aniformly bounded length. To our hypo
theses on the curves, we therefore add the condition

1
folx'i) \dt<. K,
6

or, with a suitable standard parameter (a constant multiple of the
length of arc), the condition

VT {t)\ <K,
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which expresses that the length must not exceed the fixed num-
ber K.

In the above variational problem, the function F and the
limits of integration are fixed, as well as and the constant Ky
while C is a variable curve.

It is convenient, however, to make the function F and the
range of integration variable, and keeping the curve C fixed for
the moment, to consider the operation

//\{F;\):F Fix it), X' {t)) dt,
\

(where |x' (t) |[< IC, x (Z)i< jXqi [C) an operation which makes
correspond to the function F {x,y) a function of the sub-interval
A of (0, 1). We may forget about our minimum problem, to which
we shall return in a later section. In the meantime, we study the
closure of the operations {F\ A}.

We begin with the definitions and elementary theorems which
comprise all we need know, in this note, of the vector-spaces
which occur here.

3. Vector-spaces and the principle of linear closure.
As usual, we term Banach space, a space J* of points / {cal-
led vectors), such that: (i) whenever the are points of fT" and
the ai are real numbers, for i=\2,.., N, the linear combina-
tion ~~ ai fi defines a unique point of "o such that the laws

of vector algebra hold; (ii) the non - negative real number f \is

defined for each / of J* and we have i/'|= 0 only when / is
the null-vector 0; moreover, |/i-j-/21 AT 1A My
every real number t, tfA\ = @t > \f - (iii) the distance of any

two vectors fA.f~ is defined to be f-i—fi , and, given any se-
quence of vectors {/,J («= 1,2,...) such that

lim  \fp-fq=0,
qco TPt

there exists a vector f such that

A function F whose values f are vectors belonging to a Ba-
nach space .70, will be termed a vector-function. The product
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/.<1> of a constant vector / and a real function  will be termed
an elementary  vector -function. Evidently, every continuous
vector-function P {x) defined in a closed Euclidean interval is
the uniform limit of finite sums of continuous elementary  vec-

tor-functions. The elementary vector - functions of this ap-

proximation can for instance be chosen to have the form
n

" (c). where is the k-ih coordinate of a:
k=i

and <>o™) = Max (1— ~j, 0), and where a, b, c are constant.

Functions F whose values / belong to % may in their turn
be treated as abstract vectors of a space not necessarily
a Banach space, and in which the part of a norm i is played
by a functional Q {F), whose choice is to some extent arbitrary
subject to the conditions

3-1) + + Q{CR=C Q{F)
where c is any real constant. In the space the linear combi-
nation "™ ai Fi denotes, of course, the function whose value for

each A is the vector of defined by »~ a-Fi {X). The ,quasi-
norm"™ Q (f-) clearly fulfils the condition Q (0) = 0, but we do

not stipulate that Q (F) > 0 whenever Moreover, Q (F)
gives rise to a ,quasi - distance" Q — 0*' s we shall say
a Q-distance, of any two functions F" and but the cond-

ition of completeness corresponding to (iii) will not be assumed.
We shall term Q-closure of a set E of abstract vectors of
the set of the vectors F for each of which there exists a sequence
\Fn) {n= 0,1,2,... ) of vectors of F such that

(3-2) lim Q {fn — F) = 0.
n

Principle of linear closure. Given an abstract space % of
abstract vectors F and a quasi-norm  Q (F), let L {F) be a lin-
ear operation whose values are vectors f of a Banach  space
Jo- and which is defined and subject to the condition

\L{F)\KQ in
for each F of a linear subspace F of Then there  exists
5
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a unique linear extension of L (F) which is subject to the same
conditions in the Q-closure of the set E.
The proof is easy. Let F belong to the closure in question,

and let («= 0,1,2,...) be a subsequence of E for which
(3-2) holds. Since the operation L is linear, we have.
I L {Fp)-L{F,) I = 1L (Fp-Fg) < Q(>- Fg) <

on account of (3i). Thus, by 3-2, the vectors fn= L {Fn) of the
Banach space have the convergence property considered in
(iii) above, and there must exist a vector / for which

lim A"L{Fn)-f\=~
n

If a second sequence {Fn) (z= 0,1,2,...) of vectors of fulfils
the relation (3-2), the same is true of the mixed sequence

FQ. F\

and it follows that there exists a vector f* for which, simultan-
eously,

lim IL(Fn)- r| =0, limI1Z(Q -f*\= 0.

n n

Evidently this is only possible if /=/* and we see that the vector
/is uniquely attached to the function F. Writing L{F)=f, we
at once verify that L (F) is a linear operation, with the proper-
ties asserted, defined in the Q -closure of the set E. Finally,
given any second linear extension L* {F) with the properties in
question, we must have

LN{F) - L{FN =1lim | {F- LEFN\ =
=--lim | K lim Q{F-Fn) = 0,

n
so that the extension is unique.

The result just establisted, which goes back substantially to
Freeh et and F. Riesz [6], will be of frequent use in the se-
quel.

4. Linear operations in functional vector - spaces. We
shall require the elements of a theory of integration for vector-
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functions. This theory, an account of which is given by Boch-
ner [2], may be based in a simple manner on the principle of
linear closure discussed in the preceding section.

We observe that a linear functional A (<I>), such as a Le-
besgue integral, defined in a field of real functions <, has a tri-
vial extension

(41) L

i i
in the field consisting of the finite sums of elementary vector-
functions p=fit>~ where the / are constant vectors. We have

only to verify that the definition is consistent, and this amounts
to showing that

(4-2) the identity (a) ~ [// <Pi==:0 implies {b) ~ /A

I /
For this purpose, let /J (/=1,2,..., A™) be a linearly indepen-
dent base of the finite system of vectors// (/= 1,2,..., Al), and let

j
We must then have, for each y, since the f * are linearly inde-
pendent and since (4-2) (a) holds,

2 %
i

Hence, by linearity of V(<I>),

1
o
T

i J
Suppose now, for definiteness, that

1
A@)= f (0 dt
b

and that this operation is defined, in the first instance, in the
field of real step -functions of the real variable t. We observe



— 218 —

that, by superposition of suitable subdivisions, any finite system

of step - functions (/=1,2,..., N) may be regarded as con-
sisting of functions each of which is constant in each interval A®
(fe=1,2,K) of a fixed subdivision of the interval of défini-

tion (0,1). The trivial vector-extension L (F) of A (4>) there-

fore fulfils, for any F of the form fi the relation

(4-3)

where we have written !~k : for the length of \k and < (Ik) for
the constant value <1™(0 when telk-
if we now write, for any vector -function F whatever,

(4-4) QiF} = \*{\F.),

where A* (4>) now dénotés the upper Lebesgue integral of any
real function < of the variable t, it follows that L {F) extends
uniquely to ail functions F of the Q-closure of the vector step-
functions so as to fulfil the conditions of linearity and the ine-
quality

I~ (/=)'<Q

The functions F belonging to this Q-closure are termed Le-
besgue integrable, and L {F) is termed their Lebesgue integral.
Most of the further properties of this integral (for which cf. Bo-
chner [2,3]) are easily obtained from the corresponding pro-
perties of the real Lebesgue integral.

For instance, if the vector-function F {t) is Lebesgue in-
tegrable, we have, almost everywhere in B,

the proof, a simple conséquence of the définition, is identical
with the corresponding proof by approximation (cL Hobson
[4], vol. | p. 582, 583) of the corresponding resuit for real functions.
From this we may deduce, further, that F {t) is almost every-
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where the derivative of its indefinite integral, etc. It is less simple
to prove that an indefinite integral can be characterized by abso-
lute continuity (vide Boch ner [3]). But these developments
need not detain us and will not be required in the sequel.

There are, however, in the same order of ideas as the de-
finition of wvector -integration, some further extensions of real
variable notions of importance to us.

Instead of the operation of integration, let us consider any
linear functional A (<I>), defined for all continuous real functions
<$ (x) in a closed Eucidean interval and measurable {B). We shall
see that A has a unique vector analogue defined for all con-
tinuous vector-functions F with values in i70. As is well-known
(cf. Banach [1], p. 54) there exists a constant N, depending on
A, such that

A ()< N. Max ;¢ (x) T.
X

We shall restrict ourselves to the case N =\, without effective
loss of generality. Moreover, in the space whose elements are
continuous real functions, or continuous vector-functions, we shall
term uniform the notions of distance, closure, etc., obtained by
taking for our quasi -norm Q (&) or Q {F) the expressions

M &)= Maxi (x)1, M (F)= Max \F (x) .

Principle of uniform vector continuation of a linear functional. Given,
for all continuous real functions <1> (%)in a closed Euclidean
interval, a linear functional A (<) such that

(4-5) AP < M (<b),

there exists a unique linear operation L {F), defined for all
continuous  vector efunctions F {x) (in the same interval)  whose
values belong to a Banach space A, such that

)] L{F)=f.\(<>) when F =f<\>

(i)

We call L {F) the uniform vector - continuation of A (<I>)
I1{A, (™)} («= 0,1,2,.,.) is a sequence of linear func-

tionals defined for all continuous <I> (x) and we have for each
continuous 4> (A)
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lim (<>) <)
"ax m<M(<\>),

then for each continuous vector-function F {x) we have

(47) Iiw Ln {F) = L*(/=),
where Ln {F) and L* (F) are the uniform vector - continuations
of the linear functional A, &) and A* respectively.

Proof. We see at once from the principle of linear clo-
sure (section 3) that both the existence, and the unicity, of an
operation L {F), linear in F and subject to (i) and (ii), need only
be established in a field of vector-functions F whose uniform
closure includes all continuous vector - functions, and for which,
at the same time, the elementary functions of the field have
a uniform closure including all continuous elementary functions.

Now we have already seen (section 3, p. 6) that the finite
sums of continuous elementary vector - functions have for their
uniform closure the field of all continuous F, and for these finite
sums the unicity of L {F) is evident on account of (i). Therefore
L (F), if existent, is certainly unique.

Again, if A, > and A* (") have uniform vector - contin-
uations, the relation (47) clearly holds for the finite sums of
elementary continuous vector-functions. This relation extends at
once to all continuous vector-functions, since (ii) implies equi con-
tinuity in F for the linear operations Ln {F).

It only remain to establish the existence of the uniform
vector - continuation. We do this in a larger field of vector-
functions (in which there is not necessarily unicity). Denoting by
{<>,} the enumerable set of step-functions each of which assumes
the value 0 except at the points of an interval, determined by
a binary subdivision of the interval of definition, at which it
assumes the value 1, we call simplicial field of real, and of ve-
ctor, functions, respectively, the sets of finite linear combinations

N N
2 ai & and ~ S

i-\ Ir=1

where the at and /, are constant real numbers and vectors.



In virtue of a well-known principle of continuation due to
Banach ([1], p. 28), we can continue A (&) in at least one way
into the real simplicial field so as to have A )< M (<I>). The
trivial extension (4-1) defines a linear operation L {F) subject to
(i) in the simplicial field of vector - functions. To verify that

we have also (ii), we observe that if then

now we can choose the <> (of which F is a linear combination)
to correspond to non -overlapping intervals, and we then have

Max

and

Hence (ii) follows.

Finally, since every continuous elementary vector - function
belongs to the closure of the simplicial field, the existence of
I (F) subject to (i) and (ii) for all continuous vector -functions F is
established.

5. Weak closure of operations of a special type. Let now

{i,y) be a continuous vector-function in a (1-{-'z) - dimen-
sional interval of {t,y) including the set [0<”~< 1, W< K]. Keep-
ing fixed our curve C, together with its standard parameter and
the corresponding functions a: {t}, x' (t), let us now consider the
operation

-1

where i is a subinterval of [0<”~<I] with the length A; The
integrand is here Lebesgue integrable. In fact, we have

(5-2)

where, for a suitable continuation of (0 outside
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For in (5-2), tiie integrand tends to zero almost everywhere and
is uniformly bounded, by continuity of F, since

The relation (5-2) therefore follows from the ordinary Lebesgue
principle of bounded convergence, and F (t, x' (/)) is Lebesgue
integrable, as asserted.

We shall study the ,weak closure” of the operations (5'1)
which correspond to any infinite system of curves C of lengths
not exceeding the fixed constant K.

Evidently, for each A, these operations are uniform vector-
continuations of the corresponding linear functionals

defined for real continuous <> {t, y). The principle of uniform
vector-continuation will allow us to base our conclusions on this
special cgse. We observe that

(5-3)

where /M (<> A) denotes the maximum modulus of for

and \W\<K, and is independent of C. For each the
additive functions of A, A (<I>; i), are thus equi- continuous in i.
By a well-known theorem, due to Helly, there exist, on account
of (5'3), for fixed A, a subsequence {\n A)} and a linear fun-
ctional A* <> A), such that

(5-4)

By an application of the ,diagonal process”, we can arrange
that (5-4) holds simultaneously for an enumerable set of inter-
vals A everywhere dense. This relation then holds, by equi-
continuity, for all intervals A, simultaneously

This being so, (5'3) requires
and since A* (<I>; A) is evidently additive in A by (5"4), it follows
that, for each fixed <> there exists, almost everywhere in t",
a derivative



— 223 —

Now, for almost every t* this derivative exists simultaneously  for
all of a given enumerable everywhere dense set of functions;
by equi -continuity in < of the functionals A* (<> A) A for
the various intervals A, this derivative also exists simultaneously
for all continuous and represents a linear functional majorized
by the maximum modulus M (<> tY) of & (t, y) for fixed 1= 1"
and for \y\ <K.

The number (‘> t°) therefore depends only on the va-
lues of for t = 1Q,and we easily verify that

(b)
Moreover

(5-6)

A linear functional t") subject to (5-5) will be termed
linear average at t* of the real function <&{ty) over the sphere
its vector - continuations, both for functions

whose values lie in a Euclidean space and for functions

whose values lie in a Banach space will be written

and {F\ t"), and termed extended linear averages at t* over
the sphere

By the principle of uniform vector-continuation, the vec-
tor-continuations Ln{F-, A) of the A, (<> A) tend, as «
to the vector-continuation L* {F\ A) of A* (<> A) for each con-
tinuous vector-function F {t,y). For the same reason (with the
continuous ,,parameter” A in place of n, an alteration which does
not affect the validity of the argument of p. 220), the operation

on F, tends for almost every to the vector-contin-

uation (F; O of (<™, ™o) as Atends to t*. Thus
is the derivative at ™ of L* {F-, A), and is moreover Lebesgue
mtegrable in t* since, for each F,

converges boundedly to zero almost everywhere in when
denotes the interval 0 ~ "o+ V™ and is suitably
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continued outside the interval 0<”~<1. Hence the relation (5*6)
extends to

(5-7) ¥/ D= f si {F\ dt,
A

both sides being here uniform vector -continuations of the cor-
responding sides of (5'6)

Suppose now that the given system of curves C consists
of curves with the fixed endpoints x*, x”*. Choosing y of Euclid-

ean space in place of the function F {t, y) of and interpret-
ing (57) in Euclidean space, we see that

1
(5-8) — Xo (f) shtiy; t) dt

It may also be observed that if Xn [t) is the standard re-
presentation of the curve C, corresponding to the operation
A, <>, we have

(O = x,-\-Ln {y, A) when A= [0< *< t].

The curves therefore converge uniformly to a limit curve Q
with the representation A* (t) = lim x,, {t) which may be written
. n
(5-9) N+ / 1) du.

O

This curve Q in conjunction with the operation s-1 {F\ t) is re-
lated to the generalized curves that we define further on.
Recapitulating we have: Given any infinite system of cur-

ves C, with fixed endpoints x* and x* and with lengths not
exceeding the fixed constant K, there exists a subsequence of
the curves C such that, for each continuous vector  -function
F (t, yj whose values lie in an arbitrary Banach space the
corresponding  operations (51) tend uniformly in A to an oper-
ation of the form

f shiF- t)dt

A
where ¢ (F\ t) is an extended linear average at t over the
sphere  "\<K, subject to (5'8j. Moreover the, subsequence of
the curves C thus obtained converges uniformly to the curve
with the representation (5 9).
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The result just obtained has a converse, except that, in the
hypothesis, the constant K is then replaced by any smaller value.
Let s < t) be a linear average at t over the sphere
\y <R, defined and measurable in t for each continuous real
{t,y) [0<”<1l, Vy and let a* be an absolutely
continuous «-dimensional vector -function whose derivative is
almost everywhere the extended linear average s/l {y, t) and
whose values at ~= 0 and ~=1, respectively, we denote by x*
and x~.
We shall show that a* {t) is expressible as the uniform
limit of a certain sequence of absolutely continuous n- dimen-
sional vector -functions Xn if)such that

and that for each continuous vector -function F {t,y) whose
values lie in an arbitrary Banach space we have,  uniformly
in

limf F{t xnit) dt=  ~ {F-t) dt

"A A

In view of the conditions (5'5) (a) and (b) (which define the

notion of linear average), the function of t, s (<> t), is boun-
ded for each continuous <>{t, y), and therefore integrable in t,
and we have

[cf(<l>;  t)dt<\It A),
A

where M/ (<>, A)is the maximum modulus of for "eA, W< R.
Similarly we shall write Mp (4> to) for the maximum modulus
when t = tQ, \’< R.

We shall begin by continuing sd t) for almost all t,
into a wider field of functions 4> {t, y), including those which
are continuous in t and step-functions iny, and we shall do this
in such a manner that the above inequality remains true in the
extended field.

The left-hand side has, for each fixed A, a continuation
A* (<t>; A) with the same majorant, this continuation being linear
in (P, in the field of functions in question. This follows from
the theorem of Banach ([1], p. 28) already cited. We require A*
to be also additive in A, and to be expressible as the integral
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of a continuation of sl (<> t). For this purpose, denoting by
\n each of the binary intervals of length we write A® <> A)
for a continuation of the Banach type, defined when A= A, and
extended by addition to intervals A which are sums of A, for
fixed n. For an everywhere dense enumerable set of our func-
tions <> there exists a subsequence of n so that A, (<> A) tends
to a limit for each A expressible as a finite sum of binary intervals.
The limit extends, by equi - continuity in < and in A, to all func-
tions <> of our field and to all intervals A in [0<~< 1], and is
an operation A* (<>, A) additive in A, linear in < and majorized
by 1A . Mi* (4> A). To show that A* (& A) is the integral of its
derivative in A, and that this derivative, defined outside a set of
values of t independent of the function <> of our extended field,
is a linear average at t which agrees with s"l t) if is con-
tinuous, is now a trivial consequence of the argument already
used on p. 222, 223.

Our next object is to show that the integral over A of
srl (<> t) is for each <> of the original field, uniformly in A the
limit of a sequence of integrals of elementary linear averages
at t, each of which is subject also to the same conditions as

(<> t), except that the corresponding curves x {t) need not
have the endpoints x* and x*. By an elementary linear average
at t, we mean a linear operation of the form

N
(5-10) 3M),

where the yi are a given finite system of constant points, and
where the at {t) are given non-negative step-functions subject to
N

(5-11) nai{t)=\.

For this purpose, let {t, y) be, for each t, the step-function
whose intervals of constancy (some open, some closed) are the
cubes of a subdivision of 3/-space into cubes of diameter not
exceeding 1//z, and which agrees with <(t, y) at the centres of
these cubes. For each continuous <it, y), we write

fin (<> t) = si i<\ t).
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Evidently, for large n, QU t) cannot exceed TW? (<>, t), where
and tends uniformly to .d. t) for each continuous
moreover, .cf, (<% t) is of the form (5-10), with the

centres of the cubes of our subdivision for the yi and with

where M, = U-(3;) is the characteristic function of the cube of
centre 3//. Each ai (t) is measurable in t and non-negative and
the relation (51), which reduces to

is fulfilled. Hence approximating to each ai {t) by a step «func-
tion bi {t) such that

we obtain a sequence of elementary linear averages with the
required property.

This being so, we shall now show that there exists a se-
quence of functions Xn {t) with derivatives xh {t) in modulus not
exceeding K (but not necessarily fulfilling the relations

such that, for each real continuous

(5-12)

uniformly in A

By what has been proved, we may suppose that
is an elementary linear average at t given by (5 10).

We divide the intervals which are common intervals of con-
stancy of the N functions a- into 2"" equal parts /; and we
divide each / into N parts /, so that, for any t t I,

Let us define, in each of the intervals /, Ci{t)= 1 when ts//
and Ci (t) = 0 otherwise. The difference

clearly does not exceed the product of |h\ and of the oscillation
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of & for t zI. It follows that for any interval A expressible as
a sum of a finite number of the intervals / of the /z-th stage,
and therefore of all subsequent stages, the expresion

tends to zero as « c¢», uniformly in A, for each continuous
The same is true, by equicontinuity in A, for every interval A,
uniformly in A, and this establishes (5-12) if we write (at the
/z-th stage)

and observe that

This being so, we observe that (512) extends at once (cf.
the proof of (5-7)) to the case in which <${t, y) is replaced by
a vector-function F {t, y); and in particular choosing
we have

where £,70 as n <+ o00. Finally we make = by altering
the function Xn (t) in the interval 1—§,<” <1, where

in this interval we replace (t) by the linear function whose
values at t= | — o* and t= 1 are, respectively, 1 —™t) and
XI. The derivative of this function,

is, in absolute value, at most
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The corresponding alteration of the integral

is therefore at most (= A A)  which tends to
zero uniformly in A as /z - co. This completes the proof.

6. Weak closure of variational integrals. We shall now
apply the results of the preceding section to functions of the
form F{x{t), y) where F {x, y) denotes, as in section 2, a con-
tinuous vector-function of the two Euclidean /z- dimensional
points  and subject to the homogenuity condition (2-1).

Given any infinite system of curves C with fixed end-points
a” and x* and with lengths not exceeding the fixed constant K,
the subsequence {Cn} @= 0,1,2,...), with the parametric repre-
sentations Xn (t) in terms of a standard parameter in
and which was constructed in the preceding section, has the pro-
perty that Xn (t) tends uniformly to a limit (t) given by (5'9)
and that moreover, uniformly in A

(6 1)

It follows at once, since

uniformly for |3;|<A: and for 0<”~<1, that we have uniformly
in A,

(6-2)

It this relation sd denotes, as previously, the vector extension of
a linear average (@>; t) at t over the sphere \y < K. Let us
remark that this average may here be further restricted to be
an average over the surface of a sphere y \— where

by this we mean that (5-5) (b) is strengthened to

(6-3)

In fact, with a standard parameter t, the value of ; x {t)\
is constant almost everywhere and equal to the length of the
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curve C considered; so that (6-2) with F {x, y) = \y gives

where R is the limit of the lengths of the curves C,. We may
thus suppose that sI{\y\-, t) is a constant R < K.
Let now ~f* (<>, t) be any linear average at t" over a sphere
such that s {\\)t) = R. Writing

and

we clearly have sl = si* for the functions < {t, y) which are
homogeneous iny, and moreover (5-5) (a) and (6-3) are valid.

This remark will be of some importance to us.

The converse result established in the preceding section
also extends to the functions F (a: {t), y). In fact, given at each
t the linear average sd over the surface of the sphere
or over the sphere y < R itself, where R <: K, the function

defined by (5'9) is the uniform limit of a sequence of fun-
ctions Xn (t) such that

and that (6'1) holds. Therefore, for this sequence, the relation
(6 2) must hold also, as before.

We have, in particular, established the following

Theorem.  For every continuous vector efunction F {x, V),
homogeneous in y, the limits of the variational integral Dc for
curves C with lengths not exceding the fixed constant K and
with the fixed endpoints x* and x* are all of the form

(6-4)

where sd denotes the vector extension of a linear average

at t over the surface of a sphere ~y = R, where

the expression sf'i(<I>; t) being measurable in t for every
continuous real <I> {t, y) such that
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Moreover, when R ¢ K, each of these expressions (6-4) is such
a limit of 9c-

7. The notion of generalized curve. For variational pur-
poses, an ordinary curve C means a pair of points x — x{t),
y = X'it) depending on t and fulfilling certain conditions, viz.
a: {t) absolutely continuous, x' {t) equal almost everywhere to the
derivative  of x {t), etc. In generalizing the notion of curve, it
is important to regard a: and 3/ as on a quite different footing:
the point x — x[t) fulfils conditions of extreme smoothness in t
and is subject to definite boundary conditions; the point y = x' {t)
may vary in a most disconcerting manner. This difference of
footing is not artificially imposed by the modern theories of in-
tegration and derivation. The direction of a sailing ship, or that
of a mountain road, is (for purely practical reasons having a de-
finite variational interpretation) constantly oscillating between wide
limits, while the path described departs only slightly from the
geodesic. In our generalization, we shall therefore keep x = x{t)

as a point, but the derivative will be replaced by something
more general.

In accordance with modern ideas, a point, or a number,
may be regarded as a special case of a distribution of a unit mass
over a set of points, viz. the special case in which this set has
only one element. This view has already led to important develop-
ments of Analysis as well as, of course, Modern Physics. Thus
the classical problem of attaching a generalized limit to certain
sequences of numbers, was changed by the founders of modern
diophantine  approximation to that of correlating with each of
these sequences a distribution of unit mass, termed its asymptotic
distribution® and which generalizes the notion of limit of a con-
vergent sequence.

In defining a generalized curve, we prefer here to use the
notion of a linear average rather the equivalent notion of a dis-
tribution of unit mass. This is only a slight difference of nota-
tion. Accordingly, the definition differs in form (but not in sub-
stance) from those of my papers [7, 8, 9].

By a generalized admissible curve Q with the ends Xg,
we shall mean a point x (/f) together with a linear average,
shl= srl  \t), at t over the surface of a fixed sphere =
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and which is defined as a measurable function of t whenever
<+ {t, y) is continuous, such that
t 1
x{t)=""XQ-\- f (; tdt = xr — (y; t) dt
o) i i
We write, for any continuous vector - function F {x, y) homogen-

eous in v,
1

(7-1) 9c. = fel[F{x{ty,y);t]dt,

0
where the integrand denotes the extended linear average obtained
by uniform vector -continuation from (<; t). The number R
is termed length of Q, and for any subinterval \ of [0</'<I],
the number R\ is termed length of arc of Q.

Like the curvilinear integral 9c», the length of Q s, of
course, strongly dependent on the linear averages cl at the points
t, as well as on the positions of x {t). In particular the ordinary
curve C, defined parametrically by the function x {t) and its der-
ivative x' (t) given rise to a wholly different integral 9c and to
a wholly different length.

Let us add that the definition both of generalized curve, and of corre-
sponding integral and length, may also be framed so as to permit changes of
parameter, just as in the case of ordinary curves. The definition requires some
easy formal developments into which we shall not enter here, and is shown
to be eventually wholly equivalent to the definition given above.

Let us observe that every ordinary curve C may be regard-
ed as a special case of a generalized curve.

For, if X it) is a parametric representation of C in terms
of a standard parameter, we have x' {tf{ = R where R s
the length of C in the ordinary sense, and the linear average
sd{<i>; t) = <P {tx {t)), uniquely defined for all continuous <& {ty]t
has almost everywhere in t the required properties. Moreover
the curvilinear integrals (2-3) and (7'1l) agree, in this case, for
every F {x, y).

8. Main conclusions. Let us observe that for any constant
K greater than \x* —algs given any curve C of length not
exceeding K there exists a curve C, attached to C, such that
the length of C, does not exceed (1 —I/«) /C-j- xi —x"Hn and
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that the difference 19c — ! exceed the oscillation of
F (X, y) for points of (A,y) espace distant at most 4 Kin such
that \y " K, X <K-\-\Xo\.

It is sufficient, writing A {t) for the parametric representa-

tion of C in terms of its standard parameter, to take for C, the
curve represented by

= (L- 1jn) X@O+ + - x)n

This being so, the theorem of section 6 may be expressed
as follows, remembering that the straight line is the only curve
of length not exceeding [x* — Xq which joins the points x" and Xy.

Theorem, (i) For every continuous vector efunction F {x\y)
homogeneous in y, the limits of the variational integral 9c for
curves C, with lengths not exceeding K and with the endpoints
Xx:o0and x?, consist of the values of the generalized variatio-
nal integral 9c® for generalized curves Q, with lengths not
exceeding K and with the endpoints x* and x" Moreover
(if) the set of the values of 9c:, is closed.

It only remains to justify (ii). This is almost evident. To any
generalized curve Q we can attach, for each an ordinary
curve Cof length not exceeding that of C*such that joc—9c. | /22,
Therefore given any sequence of generalized curves for which
the lengths do not exceed K and for which 9c, tends to a limit /,
there exists a corresponding sequence of ordinary curves of

lengths not exceeding K and for which 9c tends to /. This com-
pletes the proof.

As an immediate consequence we have:

Theorem. Let <> (/) be a continuous real function of the
vector f of and let F{x, y) be any continuous vector-
function  homogeneous in y. Then the closure of the numbers

(9c) for curves C with lengths not exceeding K and with the
endpoints  A:, and x», consists of the set of numbers of the form

{9¢J which correspond to generalized curves C™ with  lengths
not exceeding K and with the endpoints x* and X"

In particular:

The lower bound of the numbers <>(9c) for curves C with
lengths not exceeding K and with the endpoinis Xg and x* is
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the minimum of the numbers 7 (9c») for generalized curves C*
with length not exceeding K and with the endpoints x* and x"
This minimum is attained for one of the curves Q concerned ).

These results may be further extended a little by making
use of the uniformity in \ of the results of section 5

LITTERATURE
(see also memoirs cited in Young [9]).

Banach, S.
[1] Theorie des operations linéaires, Monografje Matematyczne | (War-
szawa 1932).
Bochner, S,
[21 Integration von Funktionen, deren Werte Elemente eines  Vektor-
raumes sind, Fund. Math., 20 (1933), 262 - 274
[3] Absolut-additive  abstrakte Mengenfunktionen, Fund. Math ,21 (1933),
211 - 213.
Hobson E. W.
[4] The Theory of Functions of a Real Variable (Cambridge, 2 nd ed.,
1921).
Menger, K
[5] Calcul des Variations dans les espaces distanciés généraux, C. R.
Acad. d. Se. Paris (i6 Mars 1936).
Riesz, F.
[6] Sur les opérations fonctionnelles linéaires, C R. Acad. d. Se. Paris,
149 (1909), 974- 977.
Young, L C.
[71 Approximation by polygons in the Calculus of Variations, Proc.
Roy. Soe. A, 141 (1933), 325-341.
[8] Limits of Stieltjes integrals, Journal London Math. Soc., 9 (1933),
119—126.
[9]1 Necessary conditions in the Calculus of Variations, to appear in
the Acta Mathematica.

')y For a study of the conditions fulfilled by such a generalized minim-
ized curve C* (in the case of the simplest problem of the Calculus of Va-
riations in ordinary form) vide my paper [91. The conditions are analogous
to the classical conditions for an ordinary minimizing curve.



— 235 —

P. P. Demianczuk

Ruch pocisku ze zmienng masg w powietrzu.
Przedstawit M. Kamienski dn. 16 grudnia 1937.

STRESZCZENIE

W pracy tej autor rozwigzuje zagadnienie ruchu pocisku
0 zmiennej masie w osrodku oporowym, przy nastepujgcych za-
tozeniach:

1. Masa pocisku jest funkcja ciggta i rézniczkowalng, za-
lezng od czasu.

2. Sita odrzutu, powstajgca przy zmianie masy pocisku
mierzy sie (na jedng sekunde) ilosScig ruchu gazéw, wyrzuconych
w Kierunku przeciwnym ruchowi pocisku.

3. Spalanie sie masy zawartej w pocisku jest jedynie fun-
kcja czasu, zupeinie nie zalezacg od kierunku ruchu @ pocisku,
czyli ze dla kazdego momentu t zachodzi zaleznos$¢

dm

W streszczeniu, gtéwne wyniki tej pracy sg nastepujace:

Szybko$¢, czas lotu, daleko$¢ lotu oraz wysoko$¢ wzniesie-
nia sie pocisku ponad linie celu sg tym wieksze im wiekszy jest
stosunek:

m

gdzie przez m" oznaczona jest masa pocisku w chwili t*, za$
przez m — jego masa w chwili t.

Nadmieni¢ przytem nalezy, iz przy zatozeniach przyjetych,
rozwigzanie problemu sprowadzito sie do rozwigzania elemen-
tarnej catki typu

I sin™+i (0 —cp)
T
Ktadagc we wzorach og6lnych, wyprowadzonych przez autora

m = mo = constans,
otrzymamy wzory, charakteryzujgce ruch pocisku zwyktego
w osrodku oporowym.
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Kladac za$
m = constans, 0= 90"
otrzymamy znane wzory Bernoulliego. Przyjmujgc wreszcie

m = constans, =0

bedziemy mieli wzory, odnoszgce sie do ruchu pocisku zwyktego
w osrodku nieoporowym.

P. P. Demianczuk

Le mouvement du projectile a masse variable dans [l'air.
Mémoire présenté par M. M. Kamienski a la séance du 16 décembre 1937.

Dans ce mémoire nous nous occuperons du probléme du
mouvement du projectile a masse variable.

Admettons ce qui suit:

1) la masse du projectile est une fonction continue et diffé-
renciable, dépendant du temps,

2) la force du rejet se produisant lors du changement de
la masse du projectile est mesurée par la quantité de mouve-
ment en une seconde des gaz projetés en sens invers a celui
du projectile,

3) la combustion de la masse comprise dans le projectile
n'‘est que fonction du temps et comme telle elle est tout & fait
indépendante du sens du mouvement du projectile c'est a dire
que pour chaque instant t on a la relation:

f — désigne l'angle entre la direction de la vitesse du projectile
et l'axe Désignons par a l'angle de la situation, et par 7
I'angle de I'élévation.
Désignons la vitesse initiale par et la masse du pro-
jectile au moment du déclanchement du mouvement par m*.
Désignons enfin par les symboles

u* — l'angle de I'aboutissement
0 — l'angle de la chute. i
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Fig. 1. Le plan du départ du projectile.

En désignant par le symbole R la résistance de l'air agi-
ssant en sens invers au mouvement du projectile on trouvera les
composantes de la résistance de l'air dans les directions de I'axe
Ox. et Oy. Désignant ces composantes par , Ry on aura

(1)

Disons que la résistance de l'air s'exprime par la fonction
de la forme

2
oil la masse du projectile au moment t, est désignée par m,
et a,, désigne une certaine constante correspondant a une valeur
donnée du nombre n. On le sait étant donné la condition de la

stabilité de la masse, la dérivée de la quantité de mouvement
par rapport au temps est égale a la force extérieure.

Si la masse est variable, alors dans la dérivée de la quan-
tité de mouvement par rapport au temps il faut considérer, en
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outre de force extérieure, celle de rejet due a I'émission des gaz
en sens invers a celui du projectile. Vu cette observation, nous
écrivons

3)

oil g désigne la valeur moyenne de la force de pesanteur, et V"cG, Kv

les composantes de la vitesse de I'écoulement des gaz du pro-
jectile. Les équations (3) sous forme développée sont telles

(4)

®)

Il résulte directement de la fig. 1 que

(6)

)

ou V désigne la vitesse de I'écoulement des gaz du projectile.
En prenant la dérivée par rapport au temps de la premiére
expression (6) on aura

8

et de la premiére (7)

(9)
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En substituant les expressions (8) et (9) au (4) et (5), on
obtiendra

En résolvant le systeme (10) par rapport a dlﬁlt)’ ?_” on aura

rfclp )
La valeur m se trouve par l'expresion
t

(12)

Le mouvement du projectile a masse invariable dans un
millieu non résistant s'exprime par (12) et

(13)
Les équations (12) et (13) donnent
(14)

Ayant intégré on obtient [I'expression pour la vitesse du
projectile ordinaire dans un millieu non résistant

(15)

ou Y désigne l'angle de I'élévation.



Supposons que la vitesse du projectile a masse variable
dans un millieu résistant s'exprime j

(16)

oil «1 est une fonction continue et differenciable dépendant du
temps. Vu (16), I'expression (12) prendra le forme

(17)

En prenant la dérivée de (16) par rapport au temps, nous
aurons

Considérant (17) de la derniére expression on a

Substituant (16) et (18) dans (11) on aura

En éliminant dt au moyen de I'expression (17) on aura

Mais vu nos suppositions
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toujours, donc I'équation (20) se réduit a

En désignant

nous écrivons l'expression (21) sous une forme aisée a intégrer

En intégrant I'expression (23) et en effectuant des réduc-
tions bien simples on a

Dans I'expression ci-desous «i,0 désigné la valeur de la
fonction pour l'instant to; au quel répond la valeur de I'angle @
égale a vy.

De l'expression (16) nous avons

Vu le (25) I'expression (24) deviendra

Ainsi donc la vitesse du projectile a masse variable s'expri-
mera par la formule générale que voici
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Nous déterminerons le temps du vole du projectile & masse
variable a l'aide de (12): moyennant I'expression (27). Intégration
faite, nous aurons

Moyennant la premiere équation (6) et (12) nous trouverons
la longueur du vol. En éliminant dt nous aurons

Vu (27) I'expression (29) deviendra

ce qui aprés intégration donne l'expression générale pour la lon-
gueur du vol du projectile

Trouvons ensuite la hauteur de I'élévation du projectile au
dessus de la ligne de mire. Nous profiterons de la premiére
expression (7) et (12) qui aprés I'élimination de dt, donne

(32)



En substituant dans la derniére expression pour Vv sa va-
leur de (27) et en intégrant nous obtiendrons I'expression géné-
rale pour I'élévation du projectile au dessus de la ligne de mire

(33)
[

Au point de mire les grandeurs

, Y, t v, seront respe-
ctivement

(34>

En posant

on obtiendra le probléme plus restreint concernant le mouve-

ment du projectile ordinaire; ici les formules sont beaucoup plus®
simples.

L'expression (26) devient

L'expression pour la vitesse du projectile & masse inva-
riable sera

|
Le temps du vol du projectile & masse invariable s'exprimera

(37>
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L'expression pour la longueur du vol du projectile a masse
invariable sera

La hauteur de I'élévation du projectile a masse invariable
au dessus de la ligne de mire prendra la forme

(39)

Mettant dans les expressions 0 = 90" on aura les formules
de Bernoulli.

Mettant X, = 0 nous obtenons les expressions se rapportant
au mouvement du projectile dans un millieu non résistant.

En résumé, étant donné nos suppositions la résolution du
probléme s'est réduite a résoudre l'intégrale élémentaire du type

Or, en mettant dans les expressions générales (26), (27),
(28), (31), (33)

nous avons obtenu les expressions caractérisant le mouvement
du projectile ordinaire dans un millieu résistant.

En mettant B= 90" nous obtenons le formules de Ber-
noulli, en mettant X,= 0 nous avons les expressions du mou-
vement du projectile dans un millieu non résistant.

Varsovie, le 20 Sept. 1937.
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LITTERATURE.

1. Ing. Giovani Blanchi ,,Corso Teorico-Pratico di Balistica Esterna™ 1922.

2. DrIng. Godofredo Garcia ,Movimiento de los Proyectiles en el
aire™ 1933.

3. M. Kurenskij ,Formules fondamentales pour le calcul des éléments
de la trajectoire du centre de gravité d'un projectile™.
Comptes Rendus de I'Académie de Sciences de I'U, R. S. S. Nr 6—7. Moscou.

S. Lipinski.

Nova CP Lacertae.
Przedstawit M. Kamienski dnia 16 grudnia 1937 r.

STRESZCZENIE.

Praca niniejsza zawiera opracowanie obserwacyj jasnosci
Novej CP Lac, dokonanych przez autora, w okresie czasu 1936 VI
19 — X1 15, przewaznie w obserwatorium U. J. P. w Warszawie.

Obserwowano metodg Argelandera i fotometrem klinowym.
Jasnos$ci gwiazd poroéwnania przyjeto wedtug katalogow Har-

wardzkich, z wyjatkiem gwiazd zawartych w tablicy IlI, ktorych
jasnosci wyznaczono drogg pomiaréw fotometrem klinowym. Wy-
niki obserwacyj zawiera tablica Ill, graficzne za$ ich przedsta-

wienie podaje rysunek 1.

S. Lipinski.

Nova CP Lacertae.

Mémoire présenté par M. M. Kamienski a la séance du 16 décembre 1937.

Der Schriftsteller beobachtete N Lac in den Zeitraume 1936
VI 19 — X1 15 in der Universitats-Sternwarte in Warschau, mit
Ausnahme der Beobachtungen Nr Nr 67—81, die in Ortschaft
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m )

Szadek (X= 16,6 E, = + 5]°42.3) angestellt wurden. Im ganzerr
besteht das Beobachtungsmaterial aus 108 Schéatzungen der Hel-
ligkeit der Nova, durchgefiuihrt mit der Argelanderschen Methode
und aus photometrischen Messungen wdahrend 15 Né&chten.

Anfangs wurde mit blossen Auge beobachtet (Beobachtun-
gen 1—22), spéater, als die Helligkeit der Nova sich vermin-
derte, wurden folgende Instrumente benutzt:

1) Ein Prismenglass ,Turact” 8x, Objektivdurchmesser 24
mm. (Beobachtungen NrNr 23-25, 27—39, 41-51).

2) Ein Kometensucher von Heyde, Objektivdurchmesser 162
mm, Brennweite 146 cm, Vergr. 25X. (Beobachtungen NrNr 52,
f)3, 82-123).

3) Ein Fernrohr von Merz, Objektivdurchmesser 100. (Beo-
bachtungen NrNr 67-81).

4) Ein Refraktor von Grubb, Objektivdurchmesser 207 mm
abgeblendet auf 80 mm, verbunden mit einem Keilphotometer
von Graff. (Beobachtungen NrNr 26, 40, 54-66).

Bei photometrischen Messungen, mit 2 Ausnahmen, die in
Bemerkungen angegeben sind, diente als Vergleichstern BD -j-
56« 2746.

Die Vergleichsterne, deren Helligkeiten aus Haivard Anna-
len L und LXXIV entnommen wurden, sind in der Tabelle |
zusammengestellt. Die Tabelle 1l enthdlt dagegen die Vergleich-
sterne, deren Helligkeiten ich mit Hilfe des Photometers, Ver-
bunden mit Instrument 4, wéhrend 8 Néchten (Mai 1937), aus-

m

gemessen habe. Der mittlere Fehler einer Helligkeit betrdgt rt 0.04.
Es wurden ingesamt bei Ausmessung dieser Helligkeiten 980

m
Anschlisse an Vergleichsterne: BD+ 55° 2714 (7.16), BD + 55° 2724
m
(7.30), Q, R, und L (siehe Tab. I) angestellt.

Tabelle Il enthdlt die Beobachtungen in extenso so wie
die daraus erfolgenden Helligkeiten der Nova, Fig. 1 stellt gra-
phisch die Ergebnisse der Beobachtungen dar.

Warschau, den 6 November 1937.



247

"UBSSQID UauauUOMaBb $1818W010Yd Sep 8)[IH W 3Ip UsINapag UssIadd]
uszaemyods UsJjoA aId

‘usbeJlabula apuaqy UBPUDLJSIIQ 48P SLIBMISIIIA 1P Sudlsiaw puls Bunuydlaz Jap uj
'9e1490e] dD BAON UOA uaxbBij1aH J48p uabuniyoeqoag J4sp Bunjjaisieq ayossiydedo

‘T b4



— 248 —

TABELLE L

TABELLE IL



Nr

NPpRPprRrRrRrRrRRR e
COWONOURAWNRPOOONOUAWN

NN NN
POWNPE

BPADAADADDDADNWWWWWOWWWWW

24283..

39.347
39.358
39.430
39.438

40.358

40.410

42.365
42.403
43.400

43.449

44.406
45.417

46.395
46.407

47.424

48.396

49.367

49.385

49.402
50 388

52.376
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TABELLE

Beobachtungen.

Schatzungen

T ~yg5n4: Ce
6C¥/g 1 n4l3cgp
YCyg3n5RCep
Cas 2n3aCep
a Cyg 10n3 £ Cyg
TCygOn
aCyg8n4£Cyg
aCyg8n2RCas
a Cyg8n3acCep
«Cyg7n2TCyg
RUMi4n3RCas
aCyg7n3qCep
B UMi4n5E£Cyg
CCepOn
:Cep3n6[7 Lac]
: Cep 6 n4[7 Lac]
Ty Cep45n7E Cep
rnCas3n4CCas

: Cep 6.5n5 [7 Lac]
~Cyg3.5n4.5vCyg
riCep5n7£Cep
~Cep 11 n3e Cep
£Cep3n6XCep
~Cep 1 n3[3Lac]
[7 Lac] 5n 4 [4 Lac]
Photometer
£Cep5n35ACep
N Cep4nb6A

[3 Lac]0.5n2 [4 Lac]
[7 Lac]7n6A
ECep6n6A

@ Lac]3n6 A
£Cep5n 7A
[3Lac]6n4C
4Lacl4n7B

9 Lac] 3.5 n6A Cep
[9 Lac]5n6A

[3 Lac] 8 n 4 X Cep
N Cep8n5C
Photometer
[9Lac]7n4 A

[4 Lac]9n5 A Cep
ACep3n25A
C3n6F
[19Cep|3n2D
[20Cep]4n4[14Cep]
A5n6F

E5n4H

Ge-
wicht

-b-b-b-b-b-b-hhh-b-bU'l(A)www(A)(A)l\)l‘\.)-b-b-bl\.)MMNNNNbbwawwwwwwwthhww

1L

3.01
2.95
2.67
2.52
2.33
2.29
2.20
2.30
2.20
2.06
2.36
2.20
2.36
3.62
3.71
3.76
3.81
3.54
3.75
3.97
3.86
4.10
4.55
4.45
4.29
4.59
4.79
4.81
4.59
4.70
4.83
5.03
4.72
5.12
4.93
4.96
5.10
4.99
4.99
5.38
5.20
4.99
5.31
5.66
5.38
5.44
571
5.97

Mg
(Mittel)

2.46

2.25

2.25

3.70

4.45

4.75

4.93

4.93

5.03

511

5.45

Bem.

~No oo



Nr

75
76
77
78
79
80
81
82
83

85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98

J. D.

24283..

54.382
56.387

57.395
59.388
60.375
64.385
66.397
67.381
68.362
73.410
74.409
75.373
76.403
80.356
83.356
96.387

97.430

98.364

24284..
02.383

07,394
09.378

27.283

28.337

29.393
30.312

31.312
32.322

33.316

34.312

Schétzungen

D 3.5n5 [13 Cep]
B4n5[13Cep]
HOnN
F5n5G
[14Cep| 7TN8L
Photometer

n

9

\%

M5n4d
a5n4dc
M8n3d
aén3d
cOn
a7n4d
b3n2e
c5n2e

c4néd
b3n25e
b3n5f
c4nb5d
e3n3f
c5n4d
bén4f
P4n3Q
c6n2g
c6n5k
N 7n3Q
gOn
P5n2Q
P45n2Q
g2n 3k
Q1n3R
Q2n2R
P 6n3k
g35n3k
Q 1.5n3R
P6n3k
g3n3k
Q2n3R
P6n4k

250

Ge-
wicht

ADDDAEAEARADMNDONWOAEARERERERRDRDOWONPAPWONRRRAD

WWNNWWNWEARRWWWONAEARRWWWWDRADED

Mg

5.72
5.69
6.30
6.13
6.14
6.19
6.53
6.62
6.67
7.01
6.72
7.14
6.95
7.09
7.38
7.39
7.28
7.46
7.89
7.83
8.02
8.01
8.04
7.98
8.17
8.20

8.12
8.15
8.19
8.12
8.38
8.14
8.31
8.72
8.64
8.80
8.64
8.84
8.80
8.79
9.07
9.00
9.03
0.08
9.15
9.01
9.08
9.13
9.02
9.02

Mg
(Mittel)
5.77

B1A

7.86

8.11

8.15

8 25
R 99

8.70

8.74

9.07

9.04

Bem,

10. ~
11, 12

13
14

15

15, 16
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Ge- Mg

Nr J. D. Schatzungen wicht Mg (Mittel) Bem.
24284.. m

99 g3n4dk 3 9.09

100 35.396 Q2n2R 2 9.04 15

101 g4n3k 2 9.17 9.10

102 37.311 Q2n3R 3 9.02

103 P6n3k 3 9.09 9.10 3 15

104 g4n3k 3 9.17

105 48.388 k2n5p 2 9.63 9.64 15

106 12n5p 2 9.66 :

107 56.351 R2n21 4 9.29 0.35

108 h4n4m 2 9.48 '

109 58.371 R4n4 p 4 9.63 9.60

110 12n5m 3 9.58 )

11 63.337 R3n5p 3 9.74 9.66

112 12n3m 3 9.58 :

113 66.326 R4.5n5p 4 9.61 9.59

114 11.5n4m 2 9.54 !

115 67.378 R5n 6p 2 9.59 9.60

116 12n2m 2 9.61 :

117 78.222 R6Nn3p 3 9.81

118 h 7n3p 1 9.87 9.76

119 nOl 1 9.46

120 80.307 14n2p 3 9.93 9.91

121 R6n 2p 3 9.90 ’

122 88.267 16n3p 3 9.93 9901

123 R8n3p 2 9.88 '

Bemerkungen: 1 Abendddmmerung. 2. Wolken. 3. Nova gelblich.
4, Nova gelblich-orange. 5. Cirrus-Wolken. 6 Beobachtung angestellt aus dem
Fenster der Wohnung. 7. In der Wolkenliicke. 8. Anschluss an e Cep. 9. An-
schluss an B D+ 5602727. 10. Schatzung unsicher. 11. Nova rétlich. 12. Mit
Hilfe des Refraktors von Heyde. 13. Messungen schwierig wegen rdtlichcr
Farbe der Nova. 14. Beobachtung wéahrend kurzer Aufhellung. 15 Stellung
des Beobachter unbequem. 16. Schatzungen schwierig.
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Sophie Piccard

O pewnej wiasnosci zbioru doskonatego Cantora.

Komunikat przedstawiony przez W. Sierpinskiego na posiedzeniu
w dniu 16 grudnia 1937.

STRESZCZENIE.

Autorka dowodzi twierdzenia: Zbiér punktéw wsp6lnych
zbioru Cantora i jego dowolnego przesuniecia jest skoriczony
albo nieprzeliczalny.

Sophie Piccard

Une propriété de I'ensemble parfait de Cantor.
Présenté par M. W. Sierpinski dans la séance du 16 décembre 1937.

Soit E l'ensemble parfait de Cantor construit sur l'inter-
valle <0,1> et soit a un nombre léel quelconque vérifiant les re-
lations 0 / a Z 1. Désignons par E(a) la translation de I'en-
semble E du nombre a. |l s'agit de déterminer la puissance de
I'ensemble E-E(a). Comme I'a montré M. D. Mirimanoff
I'ensemble E'E(a) ne saurait étre vide. Nous allons établir cette

Proposition: L'ensemble E-E(a) est fini on indénombrable,
autrement dit I'ensemble parfait de Cantor ne saurait avoir
avec aucune de ses translations une infinité dénombrable d'élé-
ments communs.

Démonstration: I. Supposons d'abord que azE. Ce nom-
bre peut donc étre mis sous la forme

ofi 02,... prennent l'une des valeurs 0 ou 2.
Soit X un nombre quelconque de E:

X = + + 2

QJ b™MbA,...  prennent l'une des valeurs 0 ou 2.

M Sur un probléeme de la théorie de la mesure, propriété Il, Funda-
menta Mathematicae, t. IV, p. 77.



— 253 —

Pour tout nombre y de E'E(a), il existe un nombre x de E,
tel que a-{~x = .

Deux cas sont a distinguer.

1. Parmi les chiffres a®, a”,... il n'y en a qu'un nombre
fini (ou nul) qui sont nuls. Alors il existe un plus petit indice
i >0, tel que = = ...= 2

Si /= 0, ona-a = 0,222... = 1, et alors le seul nombre A
de E, tel que a-\-xtE, est x = 0. Dans ce cas, l'ensemble

E E(a) contient un seul élément.
Supposons que />0. Le nombre a peut alors s'écrire:

On démontre alors sans peine, par l'induction, que tout nombre x
de E, tel que a-\-xtE, est nécessairement de la forme (2), oii

quel que soit le nombre entier ~ " - ..

Donc, dans le cas considéré, Il'ensemble E-E(a) est fini.
Désignons par n le nombre de ses éléments et soit k le nom-
bre total de chiffres nuls faisant partie de la suite a® a”*,... ,ai-i.
Le nombre n est alors défini par l'égalité « = 2%+3,

2. Parmi les chiffres il y en a une infinité qui
sont nuls. Soit = al, =... = 0 tous ces chiffres
Il est clair qu'alors tout nombre A de la forme

0U bi®, bi~,... prennent I'une des valeurs 0 ou 2, appartient & E
et jouit de cette propriété que a-~-xsE. Or, comme les nom-
bres a: de la forme (3) sont en infinité indénombrable, il en ré-
sulte que dans le cas considéré l'ensemble E <E (a) est indé-
nombrable.

Il. Supposons, a présent, que aJE. Soit

ou 021 ee= prennent l'une des valeurs 0, 1, 2.
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Comme a éE, I'un au moins des chiffres a® a",.. est
égal a 1 et si ce chiffre est unique, il est suivi d'un chiffre non
nul au moins. Ici encore deux cas sont a distinguer.

1. Le nombre de chiffres égaux a 1 de la suite
est fini. Soit r ce nombre et soient

tous les chiffreségaux a 1du développement (4).
Si un nombre a peut étre mis sous les deux formes suivantes:

nous prendrons toujours la seconde forme de ce nombre. Ainsi
le nombre r sera toujours défini de facon univoque.
Supposons d'abord que r est pair:
On voit alors aisément que tout nombre A de E, tel que
est nécessairement de la forme (2), ou

quel que soit l'indice j*km-x et < et quel que soit

I'entier m= 1,2,...,
pour tout indice j

faisant partie de la suite

Il s'ensuit que si parmi les chiffres de la suite

il n'y en a qu'un nombre fini k* qui sont nuls, I'ensemble E'E(a)
est fini et contient éléments, désignant le nombre total
de chiffres égaux a 2 de la suite

L'ensemble E E(a) est indénombrable dans le cas ou la suite (*)
contient une infinité de chiffres nuls.
Supposons maintenant que le nombre r est impair:
Alors on voit aisément que tout nombre A de E, tel
que a-\-xzE est nécessairement de la forme (2), ou
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. quel que soit I'indice j*hm-x et <im et quel que sosilt
I'entier
pour
tout indice y >4, si l'un au moins des chiffres
est différent de zéro. Si 6/Mi= = ...= 0, Tji peut' pren-

dre l'une des valeurs 0 ou 2; si bi*— 0, on doit avoir soit

) : [ T el
a nécessairement

Enfin bj= 0, si aj= 2, bj= 0 ou 2 si ay = 0 pour tout
indice j faisaint partie de suite

Donc dans le cas considéré, lorsque le nombre de chiffres égaux
a 2, faisant partie de la suite

**)
est fini, I'ensemble E-E(a) est fini et le nombre n d'éléments qu'il
contient est alors défini comme suit. Soit k* le nombre total de
chiffres nuls de la suite «Q. o0 an+s,. e

et soit k2 le nombre total de chiffres égaux
a 2 de la suite

Alors, si lI'un au moins des chiffresa/+i, a/+2, ...%st egal a 2,
on a

D'autre part, si le nombre de chiffres égaux a 2 faisant
partie de la suite (**) est infini, l'ensemble E-E (a) est indé-
nombrable.

2. Il existe un nombre infini de chiffres= 1 dans la suite
Soit = L= 1@ <Z2<...) tous les chiff-

res en question.
Alors tout’ nombre A de E, tel que a-\-xzE est forcé-

ment de la forme (2), ou
quel que soit l'indice j >/2/n-i et </2h et quel que soit

pour tout indice |j
de la suite
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Donc si parmi les chiffres

il nN'y en a qu'un nombre fini k» qui sont nuls et si parmi les
chiffres

il n'y en a qu'un nombre fini A, sont égaux a 2, I'ensemble
E'E(@) contient un nombre fini, d'éléments distincts. L'en-
semble EE(a) est indénombrable, si la suite (***) contient un
nombre infini de termes nuls ou si la suite (****) contient une
infinité de termes égaux a 2 (et a plus forte raison si ces deux
cas se présentent simultanément).

Notre proposition est ainsi établie et du raisonnement pré-
cédent il ressort que si l'ensemble E-E (a) est infini, il a la
puissance du continu.

On peut encore remarquer que lI'ensemble M formé de tous
les nombres a de l'intervalle <0,1 > tels que E-E(@) est fini et
I'ensemble N de tous les nombres a de l'intervalle <0,1 >, tels
que E'E{a) est indénombrable, sont tous deux indénombrables.
Il suffit, a cet effet, d'observer que I'ensemble des nombres azEy
tels que

ou a" an.. prennent l'une des valeurs G ou 2, le nombre de
chiffres nuls étant infini, est indénombrable. Or, nous savons que
pour chacun de ces nombres, l'ensemble E-E (a) est indénom-
brable. Donc I'ensemble A" est indénombrable. Dautre part, l'en-
semble des nombres a, tels que

ou 01, an,..., prennent l'une des valeurs 0,1,2, une infinité de
ces chiffres, a,-, a/,,... (1~/i < <. )> prenant la valeur 1, alors
que parmi les chiffres

il n'y en a qu'un nombre fini (ou nul) qui sont nuls et parm.i
les chiffres

il n'y en a qu'un nombre fini (ou nul) qui sont égaux a 2, est
indénombrable. Or, d'aprés ce qui précéede, pour tout nombre
a de cette forme, l'ensemble E'E(a) est fini. Donc I'ensemble
M est également indénombrable.
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W. Sierpinski.

O pewnej addytywnej wasnosci zbiordw.
Komunikat przedstawiony na posiedzeniu dnia 16 grudnia 1937 r.

Sur une propriété additive d'ensembles.
Présenté dans la séance du 16 décembre 1937.

On dit, d'aprées M. Kuratowski, qu'un ensemble situé
dans I'espace euclidien a n dimensions jouit de la propriété X
si chaque sous-ensemble dénombrable de E est un G* relative-
ment a £¢').

On ne sait pas (méme en utilisant I'hypothése du continu)
résoudre le probléme si la propriété X est dénombrablement addi-
tive, c'est-a-dire si toute somme d'une infinité dénombrable
d'ensembles (situés dans Rn) jouissant de la propriété X jouit
également de cette propriété.

Or, comme je démontrerai, pour qu'il en soit ainsi, il faut
et il suffit que la propriété X soit simplement additive, c. a. d.
que chaque somme de deux ensembles (situés dans Rn) jouissant
de la propriété X jouisse encore de cette propriété, et on pourra
méme admettre qu'un de ces ensembles est dénombrable.

On est ainsi conduit a introduire la propriété X suivante
qui est, peut-étre, plus forte que la propriété X:

Nous dirons qu'un ensemble E situé dans Rn jouit de la
propriété X (relativement a Rn), si pour tout sous-ensemble dé-
nombrable D de Rn l'ensemble E D jouit de la propriété X

On voit sans peine que pour qu'un ensemble E situé dans
Rn jouisse de la propriété X (rel. & Rn), il faut et il suffit que,
D étant un sous-ensemble dénombrable quelconque de il
existe toujours un ensemble G" de Rn, soit T, contenant D et
tel que TE (Z D.

On voit aussi sans peine que si l'ensemble E situé dans
Rn jouit de la propriété X relativement a Rn, il jouit encore de
la propriété X' relativement a Rnvi- Or, on démontre aisément

) Voir ¢. Kuratowsi<i Topologie 1 (Monogr. Matem. t. Ill). War-
szawa 1933, p. 269.
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que la propriété I' est héréditaire, c'est-a-dire que tout sous-en-
semble d'un ensemble (de Rn) jouissant de la propriété X (rel.
a Rn) jouit également de cette propriété.

Théoréme 1. La propriété K'est dénombrablement additive.

Démonstration. Soit E,, E”,... une suite infinie
d'ensemble contenus dans Rn et jouissant de la propriété >/ re-
lativement a Rn et soit D un sous-ensemble dénombrable de i?«.

Il existe donc une suite infinie 1\, ... d'ensembles
GO situés dans Rn, tels que

1)

Posons

I'ensemble V sera encore un Gj de Rn et, d'aprés (1), nous
aurons:

ce qui prouve que l'ensemble E jouit de la propriété I, c.q.f.d.

Admettons maintenant que la propriété X est simplement
additive. Il en résulte, en particulier, que tout ensemble jouis-
sant de la propriété | jouit également de la propriété I' D'a-
prés le théoréme 1 et vu que la propriété X entraine la propriété
X, il en résulte que la propriété X est dénombrablement additive.

Il est encore a remarquer que, comme on voit sans peine,
le probleme si les propriétés X et X coincident (dans Rn) équi-
vaut au probléme si toute somme d'un ensemble de Rn jouis-
sant de la propriété X et d'un sous-ensemble dénombrable de Rn
jouit de la propriété X

On peut démontrer pour la propriété X le théoréme sui-
vant, analogue an théoreme de M. Kuratowski concernant la
propriété X'):

Fund. Math. 21, p. 128.
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Théoréme 2. Si I'ensemble linéaire H jouissant de la
propriété V est une projection bianivoque d'an ensemble plan E
I'ensemble E jouit de la propriété relativement au plan.

On sait démontrer sans faire appel & I'hypothese du con-
tinu (en utilisantr seulement I'axiome du choix) qu'il existe des
ensembles linéaires indénombrables (de puissance Xi) jouissant
de la propriété X Or, nous ne savons pas démontrer qu'en ad-
mettant I'hypothese du continu qu'il existe des ensembles linéai-
res indénombrables jouissant de la propriété X (Tels sont les
ensembles linéaires indénombrables ne contenant aucun sous-en-
semble indénombrable de mesure nulle).

Il résulte sans peine du théoréme 2 que si — Xi, tout
ensemble linéaire est une image biunivoque et continue d'un
ensemble plan a propriété X. La propriété X n'est pas donc un
invariant des transformations biunivoques et continues (dans un
sens). Or, nous ne savons pas résoudre le probléme si la proprié-
té X est un invariant des transformations topologiques (comme
c'est le cas pour la propriété X).

St. J. Thugutt.

G syntetycznym kaliofilicie.
Komunikat zgtoszony dn. 16 grudnia 1937 r.

Sur la kaliophiiite artificielle.

Mémoire présenté a la séance du 16 décembre 1937.

Praca ukazata sie w ,,Archiwum Mineralogicznym™, XIII.
1937. 109 — 113.
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ERRATA
do komunikatu p. Stanistawa Ruziewicza
»uogdlnienie Kilku twierdzen réwnowaznych hipotezie continuum®
zgtoszonego dn. 19 stycznia 1937 r.
Sprawozdania z pos. T.N. W. XXX. 1937. Wydz. Il

str. 21 wiersz 7 od dotu

zamiast la winno by¢: toute telle.
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