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SPRAWOZDANIA Z POSIEDZEN
TOWARZYSTWA NAUKOWEGO WARSZAWSKIEGO

Wydziat 1lIl nauk matematyczno-fizycznych.

Posiedzenie

z dnia 28 stycznia 1933 r.

W. Sierpinski.
Uwaga o superpozycjach funkcji ciggtych.
Komunikat, przedstawiony dnia 28 stycznia 1933 r.
Streszczenie.

Autor dowodzi, ze nie kazda funkcja klasy pierwszej jest
granicg ciggu superpozycji funkcji ciggtych.

W. Sierpinski.
Remarque sur les superpositions de fonctions
continues.
Présenté dans laséance du 28 janvier 1933.

Soit
Q) f1(x), f2(x), f3(x),....
une suite infinie donnée de fonctions continues d'une variable
réelle et posons
(2) 9iU) = fi(Ar) et'-P,U)=/,,(?,,_iU)) pour 7 =2, 3, 4,...

— ceseront évidemment des fonctions continues d'une variable
réelle.

Si lasuite infinie de fonctions ", {x) (n=1, 2,3,...) con-
verge pour X réels, sa limite
3) ANEn = lim oan

est évidemment une fonction de classe <1 de Baire.



Or, le probléme se pose: o étant une fonction d'une
variable réelle de classe ~ 1 donnée quelconque, existe-t-il  tou-
jours une suite infinie (1) de fonctions continues, telle qu'en
définissant  les fonctions (n= 1, 2,3,...) par les formules
(2), on ait la formule (3) (pour x réels) ?

Le but de cette Note est de démontrer que la réponse y
est  négative.

En effet, soit f {x) la fonction définie comme il suit: (x) = 0
pour ¢(0)= 2, 9(Ar)=Il pour a:> 0: c'est évidemment
une fonction de classe 1 (avec un seul point de discontinuité).

Admettons qu'il existe une suite infinie (1) de fonctions
continues, telle qu'en définissant les fonctions A (AT) (n= 1, 2, 3,...)
par les formules (2), on a la formule (3) pour x réels.

De la définition de la fonction 9 (AT) résulte que p (—1)= 0,
<p(0)= 2 et 'f(l)= 1: on déduit donc facilement de (3) qu'il

1 3
ei(iste l;n indice p, tel que @ (—1)<::-", : | et
donc

La fonction ~p{x) étant continue, il existe donc un nombre
Xo, tel que — 1<CA:0<0 et TpUo)= ?p(l)- D'aprés (2) il en
résulte tout de suite que

= ?,(1). pour n>p,

donc, d'apres (3):

ce qui est impossible, puisque AD < 01 et, d'aprés la définition
de on a ¢(Ar)= 0 pour x*O et ¢(l)= 1.
Notre assertion est ainsi démontrée.

Voici encore une autre démonstration de notre assertion due a M.
Eilenberg.

Soit f {x) une fonction d'une variable réelle a valeurs distinctes et
supposons qu'on a les formules (2) et (3), ou (1) sont des fonctions continues.
De (2) et de (3) résulte tout de suite que les fonctions (2) sont nécessaire-
ment toutes & valeurs distinctes (puisque de fp{ci)—fp{b) et de (2) et (3)
résulte ~a) = f{b)), donc monotones (en tant que continues), d'ou résulte
(d'apres (3)) que la fonction < (*) est aussi monotone.
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Il suffit donc de prendre pour P (x) une fonction de 1® classe a va-
leurs distinctes, mais non monotone, pour qu'elle ne puisse étre représentée
par laformule (3) (ou les fonctions <, (*) sont définies par les formules (2)
et ou les fonctions (1) sont continues). Telle est p. e. la fonction f (x) dé-
finie comme il suit: & (X) =A+1 pour XCO et<?(*) = A pour x™O.

Si les fonctions (1) sont toutes de classe 1, lafonction (3)
est, comme on voit sans peine, de classe co. Or, MM. A..
Lindenbaum et E.Szpilrajn ontposé le probleme s'il
existe pour toute fonction donnée 9 (A) d'une variable réellede
classe (U une suite infinie (1) de fonctions de classe 1,telle qu'en
définissant les fonctions ",M (n=1, 2,3,...) par les formules
(2), on ait laformule (3) (pour Xx réels).

F. Leja.

O pewnej wtasnosci podwdjnych szeregow
Dirichleta.

Komunikat zgtoszony dn. 28 stycznia 1933 r.

Streszczenie.

Przedmiotem tego komunikatu jest dowdd nastepujacych
wiasnosci podwojnych szeregbw Dirichleta:
1. Jesli szereg podwdjny

fJ,v=0

gdzie i jest zbiezny
w punktcie > Vo) i jeSli wszystkie wiersze tego szeregu t. j.

00

szeregi pojedyncze ~ an” v=20,1,..., sa zbiezne punktcie

Xo, wowczas szereg (1) jest zbiezny we wszystkich punktach po-
staci (ATojy) gdzie czes¢ rzeczywista roznicy (y —yo) j*st dodatnia.

Il. JeSli szereg (1) jest zbiezny w punktach postaci (a:. y)
gdzie AD jest state, zasy przebiega pewien nieskonczony zbidr liczb,
wolwczas wszystkie wiersze szeregu (1) sa zbiezne w punktcie Xq.
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Twierdzenia te sg w pewnem znaczeniu odwrotne wzgledem
siebie; pierwsze z nich jest uog6lnieniem analogicznego twier-
dzenia F. Hartogsa (Dissertation, Minchen 1904 r., str. 22),
podanego dla szeregow potegowych podwdjnych.

F. Leja.

Sur une propriété des séries de Dirichlet doubles.

Mémoire présenté dans laséance du 28 janvier 1933.

1. Soit -
@) X

une série de Dirichlet double c'est-a-dire telle dans laquelle
les coefficients {&@y¥'} foirn"nt une suite double quelconque et les
suites simples {pv} et {q"} sont réelles et remplissent les con-
ditions suivantes:

pour = eecctp —

(2) .
g.MgM+i pour v=20, 1,... et

oo

On sait qu'une série double quelconque A peut conver-
v=0 A"

oo oo

ger bien que ses lignes”™ ¢ et ses colonnes ™ ¢ divergent
firo ~ V=0

Or, les séries de Dirichlet doubles®) jouissent des deux pro-

priétés suivantes dont chacune est, dans un certain sens, inverse

par rapport a l'autre. Voici laprémiére d'elles:

1) Une série double "~ ¢~ est dite convergente, silasuite double

m N
S =J‘> z_ c,, tend vers une limite s, c'est-a-dire siatout £>0 cor-
ii=0 (=0

respond un nombre p tel que, pour m>p et n>p, on a —sjCe.

: (—ir , (="
X"c"" est telle qu'on ait =ANNNNcette serie
converge bien que toutes ses lignes ettoutes ses colonnes divergent.
Le domaine de convergence de ces séries aété examiné dans un
travail inséré dans lelivre: Comptes Rendus dul Congreés des
Mathématiciens des Pays Slaves 1929, Warszawa 1930, p. 140—158.



1 Si la série (1) converge en un point (Aroyo) et si toutes
ses lignes

3) ==0, 1,

convergent au point Xq cette série converge en tout point
Uo. y)» ou

@) Ry>Ry,.

Pour énoncer plus brievement la propriété seconde appelons
ensemble d'unicité chaque ensemble (£ des points du plan
d'une variable complexe z tel que, si deux séries de Dirich let
simples A

e-Pv.r et
=0 i0

convergent et prennent les mémes valeurs en tout point de I'en-
semble (£¢), ces séries sont toujours identiques, c'est-a-dire on a

poui' JJ-"O, 1, Voici la seconde des propriétés
annoncées :

H. Si la série (1) converge aux points (ao, y), ou X¢" est
fixe et y parcourt un ensemble d'unicité, toutes les lignes (3)
de Cette série convergent aussi au point "0

Observons que l'ensemble des points y remplissant la con-
dition (4) est toujours un ensemble d'unicité donc les proposi-
tions | et 11 sont en quelque sorte inverses. Le but de ce
travail est d'établir ces deux propositions; elles constituent la
généralisation de deux propositons analogues concernant les
séries entiéres doubles, dont l'une est die & M. F. Hartogs”).

2. Démonstration de la proposition I Sans
restreindre la généralité on peut supposer que

«£w=yo= 0

Ry désigne la partie réelle de vy.

Par exemple, toute suite de points {2r,} ayant un point d‘accumu-
lation a tel qu'on ait Ra>Rz® pour certaines valeurs de n est un ensemble
d'unicité.

F. Hartogs: Dissertation, Munchen 1904, p. 22,

F. Leia: C. R. des séances de I'Acad. Paris t. 185, 1927, p. 1103-5.



car, dans le cas contraire, il suffirait de remplacer dans la série
(1) X par ATo-}" et y par yoH”y* Supposons donc que la série
double

®)

soit convergente et que toutes ses lignes

(6)

convergent elles aussi. |1l faut démontrer que la série

()

converge en tout point du domaine

Pour ce but posons

©)
et

9)

Etant

et

d'ou résulte immédiatement la formule suivante



— [—e

La proposition peut étre déduite de cette derniere formule.
En effet, soit y un point tel qu'on ait

Ry = fI>0,

et soit £>0 un nombre quelconque mais fixe. Considérons
I'inégalité connue

(11) le-ly —e-w 1~ K

et observons que, la suite double (9) étant convergente d'aprés
I'hypothése, on a quels que soient p et q— 0, 1,

pour et v>;Vi, »

ou MI et Ni sont des nombres dépendant de s. En particulier,
on a quel que soit p= 0, 1,

(12) I
Mais, les séries (6) étant convergentes, il en résulte que l'iné-
galité (12) a lieu aussi pour v= 0, 1, ..., AN pourvu que l'indice

L soit suffisamment grand donc on a finalement quels que soient
pev=20, 1,

(13) . pour
ou M2 est un nombre ne dépendant que de s.
Observons maintenant que, la suite étant convergente,

elle est bornée pour tous les {A et v suffisamment grands  donc
il existe un nombre K tel qu'on ait

(14) po"A et  V>AAN3,

ou les nombres M* et N” sont fixes. Posons

max (72, N=N,.

De (10), (11), (13) et (14) on obtient, pour M et v>A~,
I'inégalité

Voir G. H. Hardy et M. Riesz: The generat theory of Di-
richlet's sériés, Cambridge 1915, p. 3.

2) La suite peut n'étre pas bornée quels que soient Aet v= 0,1,...
car il existe des suites doubles convergentes et non bornées.



d'ou résulte la suivante

Or, la suite {g"} tendant vers l'infini, les expressions et
g—tendent vers zéro avec donc le prémier membre de
la derniére inégalité est arbitrairement petit pour tous les p et
A7=0, 1, ... pourvu que les indices [x et v soient suffisamment
grands. Il en suit que la suite {Sjj*v(y)} tend vers une limite si
Ry >0 et, par suite, la proposition | est démontrée.

3. Démonstration de la proposition |Il. Sans
nuir a la généralité on peut supposer que = Soit

une série de Dirichlet double convergente pour tous les y
appartenant a un ensemble d'unicité (E); il faut demontrer que
toutes les séries simples

(16)

convergent, elles aussi.
La suite double (8) étant convergente, d'aprés I'hypotheése,
dans Il'ensemble (E), supposons qu'on ait dans (E)

17

et posons



Je dis d'abord que, v étant quelconque mais fixe, la suite simple
(18)
est bornée. En effet, d'aprés (17) on a

donc, yo étant un point fixe de (£), il existe un nombre p tel
qu'on a
- . o !

et cette inégalité prouve que toutes les suites (18) pour lesquel

sont bornées.
Considérons p + 1 points différents

appartenant a £ et tels que le déterminant de l'ordre p+ |

soit différent de zéro. D'aprés (17) on peut trouver un indice
qg™p tel que linégalité

ait lieu pour tous les valeurs y«» yi» yp de y et pour tous
les indices "~ q et v~q donc l'inégalité
i A r «

a lieu pour tous les y=yo, vyi, yp et pour tous les
Mais, les suites

étant bornées d'apres ce qui précéde, le second membre de (20)
est borné, quel que soit &= 0, 1, ..., pour y=yo» Vi, Vp
d'oij résulte immédiatement que les suites

sont bornées car le déterminant (19) est différent de zéro.
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Je dis maintenant que, quel que soit v, la suite (18) est
convergente. En effet, admettons que cette assertion soit fausse
et que, en particulier, on ait pour v= X

(21)
ou {p"} et sont deux suites partielles croissantes de la
suite 0, 1, 2,

Considérons la suite et extrayons d'elle une suite par-
tielle, que je désignerai par convergente vers une limite
finie a”, ce qui est possible car la suite est bornée. Dési-
gnons par A:=0, 1, ..., la suite partielle de k =
1, ..., correspondant a et extrayons de {Mq%} une suite
partielle, qui sera désignée par convergente vers une limite
ai', puis, A= 0, 1, ..., désignant la suite partielle de {*q"},
[;:= 0, 1, ..., correspondant a extrayons de {@“¥} une
suite partielle, que je désignerai par convergente vers une

limite a" et ainsi de suite.
On a ainsi construit, pour tout v, une suite de suites sim-
ples que voici:

(22)

dont la premiére est partielle par rapport a la suite k= 0,
1, ..., dont chacune est partielle par rapport a la précédente
et dont la (v-j"I)"iéme converge vers . Il s'ensuit que la
suite diagonale {&@“» "= 1> eee> du tableau (22) converge
vers , C'est-a-dire qu'on a

(23)

Formons de la méme maniere, pour tout v, une suite "9
k=0, 1, ..., partielle par rapport a k=0,1,..., et con-
vergente vers une limite b®
(24)

et considérons les deux séries de Dirichlet simples
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Je dis que ces séries doivent étre identiques. En effet, les deux
suites (23) et (24) étant partielles de la suite (18) il existe deux
suites croissantes d'indices {a"} et {’"} telles qu'on a

D'autre part, on a d'apres (17), pour tout y appartenant a l'en-
semble (5) et pour k et v~co,

donc, étant Ny NNPRI®ANNL 00t avpir dans
I'ensemble (E)

Mais, (f) étant un ensemble d'unicité, il résulte de la der-
niére équation qu'on doit avoir pour v= 0, 1, ..., X
contre I'hypothése (21), donc le théoréme est établi.



Posiedzenie

z dnia 25 lutego 1933r.
W. Sierpinski.

O pewnem zagadnieniu p. Ruziewicza, dotyczgcem
superpozycyj funkcyj mierzalnych.

Komunikat przedstawiany na posiedzeniu wdniu 25 lutego 1933 r.
Streszczenie.

Autor rozstrzyga negatywnie pewne zagadnienie, postawione
przez prof. Ruziewicza, dowodzac, ze nie isthieje zadna
funkcja zmiennej rzeczywistej 9 taka, azeby kazda funkcja
zmiennej rzeczywistej byta funkcjg @ z funkcji mierzalnej.

W. Sierpiiski.

Sur un probleme de M. Ruziewicz concernant les
superpositions des fonctions mesurables.

Présenté dans laséance du 25 Février 1933.

M. S. Ruziewicz a démontré qu'on peut fixer une fonc-
tion mesurable (x) (de classe 1 deBaire) de telle sorte que
toute fonction d'une variable réelle soit une fonction mesurable
de lafonction

Or, il a posé récemment le probléme sil'on peut fixer une
fonction mesurable @ de telle sorte que toute fonction d'une
variable réelle soit lafonction @ d'une fonction mesurable"”).

1) Voir sa Communication au Il Congres des Mathématiciens Rou-
mains & Turnu Severin, Mai 1932. Cf. aussi laNote de Eilenberg: ces
Comptes rendus, Année XXV (1932), p. 93.

Cf. S_.Ruziewicz etW. Sierpinski, Mathematica, vol. VII
(Cluj 1933), p. 89.
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Le but de cette Note est de démontrer (a l'aide du théo-
reme de M. Zermelo) que la réponse y est négative.

Soit en effet f une fonction donnée quelconque d'une
variable réelle qui n'est pas constante, donc qui prend au moins
deux valeurs distinctes, soient a et b* a. Posons

M)

X

Soit F la famille de tous les ensembles plans parfaits (non
vides) qui ont au plus un point sur toute droite paralléle & l'axe
d'ordonnées.

La famille F est évidemment de puissance du continu. Soit

) PI, P2, ....

une suite transfinie du plus petit type ordinal possible formée
de tous les ensembles de la famille F.
Il existe donc aussi une suite transfinie du type Y,

®3) XI, Ly Xy ATM, L. (8<h)

formée de tous les nombres réels.
Nous définirons maintenant par l'induction transfinie une
suite transfinie du type '( de nombres réels t* comme il suit.

Soit ti le premier terme de la suite (3), tel que la droite
x = ti rencontre l'ensemble P,

Soit maintenant a un nombre ordinal donné Y et suppo-
sons que nous avons déja défini les nombres t" pour ida.
L'ensemble P™ étant parfait et ayant au plus un point sur toute
paralléle a l'axe d'ordonnées, il existe évidemment un ensemble
de puissance du continu de tels droites qui ont des points com-
muns avec L'ensemble de tous les nombres t*, ot "C a
étant de puissance inférieure a celle du continu (puisque a<CY)»
il existe donc des termes t de la suite (3) qui sont ==t* pour
4<Ca et tels que la droite x = t rencontre Il'ensemble . soit
t™ le premier d'entre eux.

La suite transfinie t* (6 <Cy) est ainsi définie par l'induction
transfinie et on voit sans peine que leurs termes sont tous di-
stinctes et que la droite x= tYy, a un point commun avec l'en-
semble parfait P,

Définissons maintenant la fonction d'une variable réelle
f{x) comme il suit.
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Soit Xo un nombre réel donné. Si ag4="™" pour ¢e<7, po-
sons /(A:0)= 0. Si est un terme de la suite il
existe un indice aC 7 bien déterminé (par le nombre ATQ) tel
que = La droite = rencontre, comme nous savons,
I'ensemble parfait P en un point unique, soit uj. Si urf M,
posons f{xo) = b, si non Q M, posons f{xo) = a.

La fonction f{x) est ainsi définie pour tout x réel.

Soit maintenant ” (A) une fonction mesurable donnée quel-
conque. D'aprés un théoréme bien connu de M. Lusin, la
fonction () (x) est continue quand on néglige un ensemble de

mesure aussi petite que l'on veut Il en résulte qu'il existe un
ensemble parfait P sur lequel (AT) est continue, et lI'image géo-
métrique de pour x P (c'est-a-dire I'ensemble des points

(X, y) du pian, ou x"P et y= "A) est évidemment un ensem-
ble plan parfait qui est un terme de la suite (2), soit P*. Posons
(4)

la droite x=tj, rencontre donc I'ensemble P* au point {t", uj
et, d'aprés la définition de la fonction f(x) on a

() -

Or, de (1) résulte que
(6)

Les formules (4), (5) et (6) donnent tout de suite:
et

Dans tous les deux cas on a donc (d'aprés a="b):

Donc, quelle que soit la fonction mesurable , la fonction
f ne coincide pas avec la fonction @ de la fonction @

Nous avons ainsi démontré qu'il est impossible de fixer
une fonction d'une variable réelle 9 (-f), telle que toute fonction
d'une variable réelle soit la fonction C d'une fonction mesurable.

1) Voir p. e. Fundamenta Mathematicae, t. 11, p. 320 et t. IX, p. 122.
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Dimitrie Pompeiu.

O pewnem zagadnieniu, tyczgcem sie

monogenicznosci funkcyj zmiennej zespolonej.

Przedstawit F. Leja dn. 25 lutego 1933r.

Un probléme relatif a la monogénéité des fonctions

d'une variable complexe.

Mémoire présenté par M. F. Leja dans laséance du 22 février 1933.

1. Le mot fonction devariable complexe est pris ici dans
son sens général de simple correspondance entre deux ensembles
(it) et(z) de nombres complexes

La variable indépendante z prend toutes les valeurs dans
I'intérieur, et sur la frontiére, d'un domaine simplement connexe D.

On peut prendre pour Dun cercle.

Quant a iv on suppose seulement que c'est une fonction
continue.

2. Cela étant posé, il est facile de voir qu'on peut con-
struire une fonction F{z), définie dans D etcontinue dansce
domaine, ettelle qu'en un certain point 2o intérieur a D, F{2)
admette /(z) comme dérivée:

En effet, intégrons f{z) le long de cljemins rectilignes ZqZ,
intérieur k D, et posons

2
ou F{zo) est une constante quelconque.

Nous définissons ainsi, dans D, une fonction F{z) et il est
facile de vérifier que F{i) est monogéne an point z= Zo et que
sa dérivée, encepoint, est /(zo).
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3. Ce résultat se généralisé immédiatement et facilement.

On peut construire une fonction F{z), définie dans D et
continue dans ce domaine et telle que F{z) soit monogéne en
un nombre fini de points ™M:

"FU) = fz)

4. Mais, on peut aller plus loin.

Prenons, dans le cercle D, un diamétre ZgZil les points zo
et zi étant les extrémités de ce diamétre.

Je dis que l'on peut construire, dans D, une fonction F{z)
qui soit monogene pour tous les points z du diametre 2o z%,
situés entre Zq et zi:

rizy =1f(z).

En effet, soit z un point de [lintérieur du cercle D: je
définis Fiz), an point z, de la fogon suivante:

Soit z' le pied de la perpendiculaire abaissée de z sur le
diametre Zo Zi:

Je pose )

4 z
F{z) = F(zo)+ s/ (c)ydc+ /1 (0 dc

z, z'

les deux intégrales étant calculées sur les chemins rectilignes
20z et z'z.

Par le procedé avec lequel elle a éte définie F{z) est,
dans D: une fonction continue et l'on peut vénfier facilement
qu'elle est monogéne pour tout point z situé sur le diametre 20 Zi-

5. Ce résultat peut aussi étre généralisé. On peut construire
des fonctions F{z), continues dans D et admettant /(z), comme
dérivée, en des points formant un ensemble de segments de
droites, on méme de lignes rectifiables.

6. Tous ces résultats partiels peuvent étre résumés dans
la constatatin suivante :

Une fonction

w= f{z)
étant donnée, dans un cercle D et supposée continue il existe,
dans D, des fonctions continues F{z) qui admettent, en certains
points, f{z) comme dérivée:

rizy = f{2).
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Il est clair que f (z) étant supposée seulement continue, et
non pas holomorphe, F {z) ne peut pas étre monogéne en tous
les points de D, mais seulement en despoints forment un
certain ensemble E.

7. Quelle est lanature de cet ensemble f ? Quelles sont
ses propriétés caractéristiques ?

Nous avons vu que E peut étre formé d'un nombre fini de
points, pris dans D-, Epeut étre aussi formé des points d'un
segment de droite.

Mais ce sont lades cas particuliers.

Quel est I'ensemble E le plus général?

8. En définitive, tenant compte de I'nypothése initiale: f {z)
fonction continue dans D, la question est: caractériser I'ensemble
E, leplus général, pour les points duquel une fonction
continue dans D, puisse admettre f{z) comme dérivée.

Stanistaw J6zef Thugutt.

O janicie, nowym minerale z Janowej Doliny
na Wotyniu.

Komunikat zgtoszony dn. 25 lutego 1933 r.

Praca wyjdzie w ,Archiwum Mineralogicznem™ Tow. Nauk.
Warsz. T. IX.

Sur la jeanite, un nouveau minéral de Janowa Dolina
en Volhynie.

Mémoire présenté dans laséance du 25 février 1933.

Ce travail paraitra dans ,Archive de Minéralogie de la
Société des Sciences etdes Lettres de Varsovie" Vol. IX.



Wactaw Kozakiewicz.

O pewnem twierdzeniu z teorji operatoréow

i jego zastosowaniu do laplasjanéw uogdélnionych.

Przedstawit S.Mazurkiewicz na posiedzeniu dnia 25 lutego 1933 r.

Streszczenie.

W pracy tej rozwazam pewne operatory uogdlniajace ope-
rator I U Laplace'a, ktére wprowadzam na drodze aksjoma-
tycznej.

Dla operatoréw tych dowodze twierdzenia o identycznosci
i podaje zastosowanie tegoz do teorji laplasjanéw uog6lnionych.

Wactaw Kozakiewicz.

Un théoréme sur les operateurs et son application
a la théorie des laplaciens généralisés.

Note présentée par M. S, Mazurkiewicz a laséance du 25 février 1933.

Plusieurs auteurs pour approfondir I'étude desfonctions
harmoniques etsousharmoniques ont généralisé convenablement
I'opérateur \U de Laplace”). Ils ont démontré, par des voies
différentes, l'identité de leurs opérateurs avec le laplacien, en
supposant toutefois soit que ladifférentielle totale de deuxiéme
ordre existe, soit que les dérivées sont continues jusqu'au deu-
xiéme ordre.

Le but de lanote est de démontrer que, sil'on introduit
certains opérateurs plus généraux, d'une maniére axiomatique, on
peut tirer des avantages que voici: ladémonstration de l'identité
des différents opérateurs devient plus simple etplus naturelle;
on obtient des résultats plus généraux, les conditions supplémen-
taires seréduisant a lacontinuité des opérateurs.

Blaschke WW. Berichte der Kgl. Sachs. Geselschaft der Wis-
senschaften in Leipzig, t.68 (1916), p. 3—7.
Privaloff J. Sur les fonctions harmoniques, Moskowskij Matiemat.
Sbornik, t.32 (1924-1925), p. 464-469.
Zaremba S. Contribution a lathéorie d'une équation de la phy-
sique, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, t.21 (1906).
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Je dois a mon collegue M. Eilenberg des remarques
précieuses concernant l'exposé de la note.

1. Soit (G) un espace vectoriel de M. Banach”), dont les
éléments sont des fonctions réelles définies partout dans les points
4 d'un espace topologique quelconque 7i de M. Hausdorff-).
Introduisons une opération fonctionnelle A{f; 1) définie pour
fCiG); 4G Li. Admettons que les valeurs de A sont des nom-
bres réels et que l'opération satisfait aux axiomes suivants:

<l Aifrg; i XAif; 1,
A{kf;  i)=kAIf; i),

Etant donné un opérateur A, faisons lui correspondre un
deuxieme opérateur, défini de maniére suivante :

(1) A, )= -A{-f", i) nG), Uii.

En outre, introduisons pour tous les couples /, i satisfaisant
a la relation :

2 Aif-, i) = Aif; i)
un troisiéme opérateur Aif; i) en posant:
3) Aif; i) = Aif; ).

Nous n'admettons cette définition que dans le cas ou un
tel couple /; ¢ existe.

Appelons A, A, A respectivement: opérateur supérieur,
inférieur et direct. Dans le cas, ou (2) subsiste, convenons de
dire que l'opérateur A existe pour f et dans 4.

2. Voici quelques propriétés des opérateurs introduits:
<4) Si fix) =0, on a Aif; pour tout
En effet, on a
kfix)~rfix), donc, d'aprés (27
Aif; i) = Aikf; i) = KAif; h), d'ou on obtient:
Banach, Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur

application aux équations intégrales, Fund. Math., t. Ill, 1922, p. 133—135.
2) Hausdorff, Mengenlehre, zweite Auflage, 1927, p. 218.



(5)
En effet, la propriété et les relations (4), (I®), (1) donnent:

d'od on obtient:

(6)
(")
(8)
9)
Les propriétés dernieres se démontrent aisément.
(10)
(11)

3. Appelons fonction normalisante du champ {G) par
rapport a l'opération A toute fonction ¢ du champ {G) pour
laquelle on a:

m

quel que soit le point i, le nombre réel k et la fonction {G).
Remarquons que (1) et (3®), (1) entraine:

(12)

Pour une fonction normalisante l'opérateur A existe toujours
dans tout point, et on a

(13)
Cela résulte immédiatement de (3®) et (12) si l'on y pose
I. Théoréme. _
Soit F({G).  Supposons que les opérateurs A"
A2, satisfont aux conditions  suivantes:
(1*) Il existe une fonction 'f normalisante du cljamp a la

fois par rapport a Ai, et par rapport a A2'
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(2*) Il existe vn voisinage
existe pour h et est continue pour é= €o-
(3*) Si fCi{G) et si K est un voisinage de io, tel que
existe et €)> 0 pour tout point iQK, on a:

pour tout point

Dans ces conditions l'opérateur Ao existe pour F et dans
et on a:

Démonstration.
Nous allons démontrer que

Supposons, au contraire, que

()

donc, l'opérateur i) existant pour ATCICj, et étant continu
dans le point "o» i existe un nombre M réel et un voisinage
K, a Kl du point éo, tels que

)

Considérons la fonction :
En vertu de (10) et de (11) nous avons:

ce qui donne, d'aprés I'hypothése (3*) appliquée a /C2,
ou bien

pour
et, enfin, MMA”iF-, 6) pour | C/C2, ce qui pour * est en

contradiction avec (2).
La formule (1) est ainsi démontrée. On démontre d'une

maniére analogue que

et en vertu de (2) nous avons
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4. Passons maintenant a l'application du théoréme aux cas
particuliers.

Soit I un domaine ouvert et connexe du plan euclidien
pourvu d'un systéme des .coordonnées rectangulaires x, y. Soit
(C) la classe de toutes les fonctions définies et continues dans ii.
Soit (ATO yo) un point de il et f(x,y) une fonction de (C)e

Considérons les expressions suivantes:

ou K désigfne le cercle centré dans j yo) du rayon r.

Les opérateurs B, P et Z satisfont aux axiomes que nous
avons posé. Pour B, P, Z on a des expressions analogues, ou

intervient //m au lieu de //m!

Ces opérateurs ont été introduits par MM. Blaschke”),
PriValoff-) et Zaremba”).

Nous nous appuierons sur les propositions connues, suivantes:

a) Si /(xy) est continue dans li et siona Z(f;x, y)" 0
pour tout point (x, y) €ii alors B(f;x, y)* 0

1) L c p b5
2) L. c p. 464
3) L c
V. et S. Saks. O funkcjach wypuktych i podharmonicznych,

Mathesis Polska, 7 VI, 1931 p. 63.
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B) Si f{x, y) est continue dans IT et si B(/; -v, y)>"0
pour tout point & ,y) Cii ona P(/; A,y)> 0 et, inversement
si la relation P{f; x, y) a lieu dans tout point {x, y) CU
on a aussi B(/; A,y)> 0.

On peut remarquer que pour les opérateurs, définis plus
haut, la fonction

est une fonction normalisante du champ des fonctions continues.
Or, en s'appuyant sur le théoréme que nous avons démontré,
nous obtenons les théorémes suivants:

Il. Théoreme. ,
Si pour la fonction continue f{x, y) l'opérateur Z(/; X, V)
existe dans un domaine ii et est continu dans le point yo) ~

alors dans ce point les opérateurs B (/; xq, yo) et P(/; Xqg, yo)
existent aussi et on a:

IIl.  Théoréme.

Si pour la fonction continue f{x, y) l'opérateur P(/; X, V)
(resp. B{f; x, y)) existe dans le domaine ii et est continu dans
le point (“o»yo)*--> alors dans ce point I'opérateur Bif;x0,y0)
(resp. Pif; Xo, yo)) existe aussi et on a:

En considérant dans l'espace a n dimensions les opérateurs
analogfues a P, B et Z on trouve que les théoréemes énoncés
ci-dessus demeurent vrais.

5. En revenant au cas général du champ {G) et de I'espace
topologique , admettons la définition suivante : disons que A
jouit dela propriété du maximum, si A{f, ~X O pour tout 4C ii
et pour / dans le cas, ou la fonction f admet dans le point i
un maximum local et relatif.

D'une maniére analogue on définit, par l'inégalité A (/, 1) >0
ce qui veut dire le terme: Il'opération donnée jouit de la pro-
priété du minimum.

E. Szpilrajn. Remarques sur les fonctions sousharmoniques,
Annals of Matematics 1933.
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En particulier, on a pour le cas des fonctions continues et
pour l'espace euclidien le théoréeme suivant:

VI. Théoréme.

Soit F{x) une fonction, définie et continue dans un domaine
(D) ouvert et connexe de l'espace euclidien a un nombre fini de
dimensions; soit (C) le champ des fonctions continues dans D.

Supposons qu'il existe un opérateur Aif; x) du type con-
sidéré défini pour toute fonction f(i{C) et pour tout x d D et
satisfaisant aux conditions suivantes :

(1*) A jouit de la propriété du maximum ;

(2*) Ar)>0 pour tout ACD;

(3*) il existe une fonction dans D, normalisante du champ
(C) par rapport a A;

4*) on a /"(F+iv; x) = A{F; x) pour toute fonction u
harmonique dans D~dD et pour tout ~C D" {Di désigne un
domaine quelconque).

Dans ces conditions F{x) est sous-harmonique dans D.
Ce théoreme résulte de la proposition suivante :

Pour que la fonction /(x) continue dans le domaine D
ouvert et connexe y soit sous-harmonique, il faut et il suffit que,
quel que soit le domaine ti ouvert et connexe, ou HC"D et
quelle que soit la fonction u{x) harmonique dans li, la fonction
f{x)-\-uix) jouisse de la propriété suivante: si elle admet dans
un point de H son maximum absolu, elle est constante dans H").

Le théoreme analogue subsiste pour les fonctions sur-har-
moniques. Pour les fonctions harmoniques on trouve un théoreme
dont I'énoncé s'obtient de celui du théoreme IV, en changeant
I'inégalité spécifiée dans (2*) en A{f;  x)<O<Aif; X) et
I'égalité (4*) en 4 (27" +«; = X).

) V.p ex. Saks. L.c p. 53, 56.



Posiedzenie
z dnia 18 marca 1933 r.
Stanistaw Jo6zef Thugutt.

O ptylolicie z Mydzka na Wotyniu.

Komunikat zgtoszony dn. 18 marca 1933 r.

Sur la ptilolite Volhynienne de Mydzk.

Mémoire présenté dans laséance du 18 mars 1933.

Antoni taszkiewicz.

O postaci krystalicznej aspiryny Handlowej.

Przedstawit S. J. Thugutt dn. 18 marca 1933r.

Sur la forme crystalline de I'aspirine.

Note présentée par M. S. J. Thugutt dans la séance du 18 mars 1933.

Ludwik Jabtonski.

Witasnosci krystalograficzne jangoniny.

Przedstawit S. J. Thugutt dn. 18 marca 1933 r.

Sur les propriétés cristallographiques de I'Yangonine.

Note présentée par M. S. J. Thugutt dans laséance du 18 mars 1933.

Prace niniejsze wyjdg wv Archiwum Mineralogicznem Tow.
Nauk. Warsz. Tom IX.

Ces travaux paraitront dans ,,Archive de Minéralogie de la
Société des Sciences etdes Lettres de Varsovie" Vol. IX.



Antoni Morawiecki.

Przyczynek do petrografji dolomitu z Zagnanska.

Przedstawit P. S. J. Thugutt dn. 18 marca 1933 r.

Note pétrographique sur la dolomie de Zagnansk
(Pologne).

Présentée par M. S. J. Thugutt dans laséance du 18 mars 1933.

W synklinie, dzielgcej siodto Brankowieckie od siodta ty-
sogorskiego, najdalej ku zachodowi odstonietym utworem dewonu
Srodkowego jest skata dolomitowa wv Zagnansku, wzniesiona na
370 m. nad poz. m. i przesunieta znacznie wielkim uskokiem Kku
potudniowi. Najlepsze jej odkrywki dostrzegamy w gorze Chetmo-
wej, skad czerpano materjat do niniejszej notatki. Dolomit spo-
czywa tu na czerwonych piaskowcach z fioletowym odcieniem,
zawierajacych warstewki zlepienca, ztozonego z doskonale zaokrag-
lonych ziarn mlecznego kwarcu

W wyzszych warstwach dolomitu dostrzegamy konkrecje
i wkiady szarych krzemieni, w szczelinach za$ skupienia i drobne
krysztaly barytu wraz z krysztatem skalnym, rudami  manganu,
limonitem, hematytem (bazanomelanem) 1 kalcytem.

Dolomit z Zagnanska jest skatg twardg 1 zbitg. Barwe po-
siada szara, ciemno-szarg, brunatnawg 1 brunatng z odcieniem
fioletowym lub czerwonym. Pod ci$nieniem rozpada sie wzdiuz
licznych utajonych spekan, rozrzuconych beztadnie w catej masie
skaty, namniejsze lub wieksze odtamki o ostrych krawedziach.
Powierzchnia odtamkéw jest nieréwna. W dolomicie tkwig bardzo
rzadkie gruzly limonitu, kwarcu 1 kalcytu.

Badania nad termoluminescencjg dolomitow =z Zagnanska,
przeprowadzone przez p.J.lwiAskiego w aparacie wiasnego
pomystu, potwierdzity wv zupeinoSci spostrzezenia prof. St. J.
Thugutta”). Wykazaly one, ze czas trwania tego zjawiska
vynosi przeszio 30 minut.

1) J.Siemiradzki: Geol. ziem polskich, Lwoéw, 1 (1922), 139.
Kosmos. Lwéw. 3 6(1911) 416.
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Skata badana pod mikroskopem w ptytkach cienkich ujawnia
ztozenie ziarniste, przyczem nierzadko poszczeg-6lne ziarna dolo-
mitu wykazujg czesciowo lub catkowicie pokroj idjomorficzny.
Dolomit jest bezbarwny, zwykle przezroczysty, rzadziej zmetniaty
od wrostkéw, miedzy ktéremi wyrdzniono zwigzki  organiczne
(bituminy) oraz substancje ilaste (kaolin). Ciata powyzsze roz-
mieszczone sg réwniez pomiedzy poszczegbélnemi ziarnami dolo-
mitu, wypetniajgc wolne przestrzenie. Tu takze dostrzezono drobne
blaszki czerwonego tyematytu, brunatne skrzepy limonitowe, sku-
pienia ziarn kalcytowyct), przezroczyste lub zmetniate blaszki
muskowitu i pojedyncze bardzo rzadko spotykane ziarna turma-
lini, cyrkonu, kordjerytu, magnetytu, rutylu, amfiboli, barytu,
manganitu, ankierytu.

Wymiary poszczegdlnych mineratow rzadko przekraczajg
0,07 mm. w S$rednicy Zwykle sg one mniejsze. Wyksztatcenie
ich bywa rozmaite. Na wyr6znienie zastugujg: pleochroityczny
brunatny i zielony turmalin, ujawniajacy prawie zawsze pokroj
idjomorficzny, jak réwniez kwarc, w ktérego drobniutkich krysz-
tatkach pochodzenia autigenicznego skupia sie niekiedy znaczna
ilo$¢ substancyj ilastych (szczegélniej w Srodkowej czesSci krysz-
tatkéw), powodujac ich zmetnienie. Niektdre krysztatki sg agre-
gatami ztozonemi z kilku nieregularnych ziarenek kwarcu rozmaicie
utozonych Kwarc pochodzenia allogenicznego obecny jest
w postaci drobnych nielicznych zaokraglonych ziarenek. Brunatny
rutyl, niebieskawy pleochroityczny kordjeryt, zielonawy amfibol
i nieprzezroczysty o odblasku niebieskawym magnetyt sg najrza-
dziej spotykanemi mineratami akcesorycznemi. Pojedyncze igietki
i wiokna barytu skupiajg sie niekiedy w drobne gruzetki, na
ktorych powierzchni wyksztatcity sie wydtuzone krysztatki o po-
kroju idjomorficznym. Czarny manganit w mieszaninie z limonitem
i kwarcem widknistym tworzg drobne nieliczne kuleczki o budowie
wspotsrodkowo-koncentrycznej. Niekiedy dwie takie kuleczki spo-
jone sg razem. Stosunkowo liczny cyrkon dostrzegamy stale

Czysci nierozpuszczalne w rozcienczonym icwasie solnym skiadajg sie
z 981% czasteczek o $rednicy ponizej 0,02 mm., 0,56” o $rednicy 0,02—0,04 mm.,
0,08% o srednicy 0,04—0,056 mm., 0,05% o $rednicy 0,056—0,07 mm. i 0,10% o Sred-
nicy powyzej 0,07 mm. Okre$lenie wykonano na 2 kg. dolomitu z Zagnanska.

J. Sio ma: Nabludienija i izsledowanija po mineralogji i litotogji.
tysogorja, Moskwa (1917), 135.
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w postaci ziarn zaokraglonych. Nieliczne nieregularne ziarenka
barwy brunatnej lub zottej swemi cechami najbardziej odpowia-
daty ankierytowi.

Analiza chemiczna skaly badanej data wyniki nastepujace:

czeSci nierozpuszczalne czesci rozpuszczalne
Si02....720%wag. cCao..... 27,81% wag
CaoO.... Sl MgO 18,43%
Fe203... 0,96% ,, cO2 42 17%
Al203,... 1,84% ,, Fe203 0,51%
H20.... 061% , Al1203,..... 0,17%
Razem 10,61% wag. MnO 0,30%

H,0 (pow. 1050 C.) 0,237

tl.,0 (pon. 1050 C) 0,09% ~
Razem 89,71«™ wag.

cz. nierozp. 10,617

Razem 100,32" wag.
Z przeliczenia powyzszej analizy wynika, ze skata badana
zawiera nadmiar weglanu wapnia w stosunku do normalnego
dolomitu, gdyz stosunek CaOiMgO wynosi 1,09. Analiza ta daje

wiec rezultat zgodny z analizg p. K. Koziorowskiego
w ktdrej stosunek CaO: MgO wynosi 1,07. Skadinad wiemy 2),
ze stosunek powyzszy nie zawsze bywa zachowany. Obok dolo-
mitéw wyrézniono wapienie dolomityczne o mniejszej zawartosci
magnezu”). Uwzgledniajgc analizy p. K. Koziorowskiego
i prof. J. Siomy stwierdzi¢ nalezy, ze zawarto$¢ czesci nieroz-
puszczalnych waha sie w dolomicie z Zagnanska od 1,47~ do 10,61".
Oprécz powyzej wyszczegblnionych sktadnikow prof. J.
Siemiradzki®) i prof. J. Sioma”) podajg obecno$¢ w dolo-
micie z Zagnanska S$ladéw miedzi, ktorg prof. St. J. Thugutt®)
przypisuje c/*alkozynowi, za$ prof. J. Siemiradzki malachitowi.

1) Chemik Polski, Warszawa, 6 (1916) 593.
2 J. Sioma, 1 c. 138
3) J. Sioma, 1 c. 139.

l. c. 593.
5 1. c. 138.
6) 1 c. 139.
7 1 c. 138

1 c. 413. Prof. St. J. Thugutt stwierdzit réwniez obecno$é¢ siarki
zwigzanej prawdopodobnie w postaci siarczkow.
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Nadmiar weglanu wapnia w badanym dolomicie powigzac
nalezy z obecnos$cig kalcytu, ktéry stwierdzono zar6éwno z pomocg
mikroskopu jak i droga analiz mikrochemicznych, zalecanych
przez J. Lemberga”) i prof. St. J. Thu gutta").

Na podstawie ryczattowej analizy chemicznej, jak réwniez
analiz poszczeg6lnych skiadnikéw, wyodrebnionych z pomoca
zabiegow mechanicznych i chemicznych, ustalono w przyblizeniu
sktad mineralogiczny skaty badanej. Skata zawiera 84,2410 dolo-
mitu, 4,13" kalcytu, 515" kwarcu wzglednie innych odmian
krzemionki, 4,63" czasteczek gliniastych przeliczonych na kaolin,
0,96/0 hematytu, 0,68" limonitu i pojedyncze ziarna mineratow
ciezkich.

Liczby powyzsze wraz z innemi spostrzezeniami pozwalajg
na wysnucie wniosku, ze w dolomicie z Zagnanska najbardziej
uwydatnit sie proces silifikacji. Kaolinizacji w dolomicie nie do-
strzezono. Kalcyt i limonit wydzielity sie z roztwordw infiltruja-
cych. Pochodzenia hematytu nie ustalono.

Pochodzenie mineratéw akcesorycznych nie dato sie wyjasnic.
Mozemy tylko na podstawie obecnosci krysztatow turmalinu i ru-
tylu, obok otoczonych ziarn cyrkonu, przypuszczaé, ze mineraty
te pochodzg z réznych zrdédet i podlegaty dziataniu odmiennych
czynnikow.

Roztwory, zawierajgce w swoim skladzie sole barowe i man-
ganowe, oddziataty na skate w minimalnym stopniu.

Czy powstanie skaty przypisaé nalezy powolnej dolomity-
zacji wapieni, stwierdzi¢ trudno. Za przypuszczeniem powyzszem
przemawiajag wszakze znaczne wahania w zawarto$ci magnezu
w dolomitach.

Wykonano w Zaktadzie
Mineralogicznym Uniwersytetu w Warszawie
w roku akademickim 1932/1933.

1) Z d. d. Geol. Ges., 1892, 231.
Kosmos. Lwoéw. 35 (1910) 510; Kosmos. Lwow. 36 (1911) 412.
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Kurt Schitte (Géttingen).

O pewnym czesciowym systemie rachunku zdan.

Przedstawit J.tukasiewicz dnia 18 marca 1933 r.

Kurt Schitte (Gottingen).

Uber einen Teilbereich des Aussagenkalkuls.

Note présentée par M. J. Lukasiewicz dans la séance du 18 Mars 1933.

Es soll hier ein kurzer Beweis dafiir gegeben werden, dass
die drei Formeln

CpCap, CCpgCC  gr Cpr, CCCpapp

ein vollstdndiges  Axiomensystem fur den Teilbereich des AuS-
sagenkalkuls  bilden, indem die Implikation als einzige Grund-
verkniipfung auftritt

Wir bezeichnen dieses Axiomensystem mit A und das aus
demselben durch Hinzufiigung der Formel

C'-fP

entstehende System mit A', wobei ¢ ein Aussagensymbol (die

identisch falsche Aussage) bedeutet.
Man erkennt zunéchst leicht, dass A" ein vollstandiges

Axiomensystem des gesamten Aussagenkalkuls ist. Definiert man
ndmlich Np durch Cp”, so sind die Formeln

CpCNpg, CCNppp

aus A" ableitbar, welche in Verbindung mit unserem zweiten
Axiom ein von Herrn Lukasiewicz angegebenes vollstandiges
Axiomensystem darstellen.

Demnach ist nur noch Zzu zeigen, dass eine jede aus A’
ableitbare Formel, die das Aussagensymbol  ~ nicht entl)alt,
siel) aucb aus A allein ableiten ldsst.

Dasselbe Erg-ebnis ist angefihrt beiJ. Ltukasiewicz u. A.
Tar ski, Untersuchungen (ber den Aussagenkalkil. Comptes Rendus des
séances de laSociété des Sciences etdes Lettres de Varsovie XXIII, 1930.



Wir beweisen zunéchst den

Hilfssatz: Ist eine Formel a aus A' ableitbar, so lasst sich
eine Formel der Gestalt

CCcpPi CC'nh-""CC”p,,a

aus A allein ableiten.

Um den Nachweis hierfir zu erbringen, nehmen wir an,
dass ein Beweis aus A" fur die Formel a vorgelegt sei. Diesen
formen wir zundchst so um, dass aus gewissen Ausgangsformeln,
die durch Einsetzungen aus den Axiomen entstehen, nur mit
Hilfe des Schlussschemas (,wenn & und Cél gilt, so auch t"),
ohne weitere Einsetzungen vorzunehmen, weitergeschlossen wird,
bis sich die Endformel n ergibt.

Sind nun

die Ausgangsformeln unseres Beweises, die durch Einsetzung
aus dem Axiom C'*p entstehen, so ersetzen wir eine jede im
Beweis vorkommende Formel Cdurch die Formel

cc’Hh  cc'ni2...cc'fp,cC.

Die so entstehenden Formeln bilden wieder einen Beweis.
Hat man namlich in dem vorgelegten Beweis eine Formel t aus
é¢ und C~t abgeleitet, so kann man auch

CC'Hh
aus
CCfVviCC'fp2"-CC' pl
und
CC'-ppi

allein mit Hilfe des Systems A ableiten (da sich aus der letztge-
nannten Formel und den Axiomen des Systems A die Formel

gewinnen lasst). Der Beweiszusammenhang bleibt also bei un-
seren Ersetzungen in der Weise erhalten, dass an Stelle des
Schlussschemas eine mehrmalige Anwendung von Formeln des
Systems A und des Schlussschemas tritt.
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Beachtet man jetzt, dass die aus C'fp gewonnenen Formeln

C'fp, (/--1, n)
in die Formeln

libergehen, die leicht aus A allein abgeleitet werden kdnnen,
und alle aus den Axiomen von A gewonnenen Formeln eben-
falls in aus A ableitbare Formeln (bergehen, so erkennt man die
Giultigkeit unseres Hilfssatzes.

Enthédlt nun die Formel a das Symbol 9 nicht, so ist mit
der nach dem Hilfssatz aus A ableitbaren Formel

auch die hieraus bei Ersetzung von ‘f durch rt entstehende Formel

aus A ableitbar, da ja in den Axiomen dieses Systems das Sym-
bol @ lGberhaupt nicht auftritt.

Aus der letztgenannten Formel erhdlt man mit Hilfe der
aus A ableitbaren Formeln

CCCtt p.a a, CCqrCCpqCpr

schliesslich die Formel a, die somit allein aus A gewonnen ist.
Hiermit ist der gewiinschte Nachweis fiur die Vollstandigkeit des
Axiomensystems A (in bezug auf reine Implikationsformeln)
erbracht.
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Zaktady Graficzno-Introl. J. DZIEWULSKI Warszawa.
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