Nowy wzér
do

calkowania za pomoca szeregow

przes

Jézefa Tetmajera.
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1 5
Dwa wzory mamy do calkowania szeregami.
Niech bedzie ogolnie rézniczka dana
F (z) de.
Piérwszy z tych wzorow:

JSP@a=CtFOetr PO

x®
iy’
bSO B W v Al

jest prostém zastosowaniem wzoru MacrLaurena. Daje
on ten sam szereg, ktory otrzymujemy rozwijajac
dang rozniczke wedlug rosnacych poteg ilosei i cal-
kujac z osobna kazdy wyraz szeregu. A ze wykona-
nie tego dzialania jest ogélnie latwiejszém, powyzszy
wzir rzadko bywa uzytym.

Tak atoli otrzymana calka daje tylko wtedy
wartosé zcalkowanéj rozniczki, jezeli ilos¢ = jest
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232 : JOZEF TETMA JER.

wzglednie bardzo malg. W przeciwnym bowiem razie
szereg jest rozbieznym, lub zbiega tak powoli, iz zbyt
trudno jest osiegna¢ dostatecznie przybliZong wartosé
funkcyi, ktorg on wyraza.

Nie moze téz by¢ uzytym kiedy dla = =0 pocho-
dne F' (0), F” (0). ... staja sie nieskonczonemi.

Drugi z tych dwoch wzoréw tak sie daje wy-
prowadzié:

F (x)=F (x + Ax — Ax)

2

=F (¢ +Ax)— F (v + Ax) Az + P (x + Ax) 1'@2

—F”’ (m+A(L‘)-1A2Z—.—3+"

a zatém
F@+Ax)=F(@)+F (v + Axv)Ax — F' (x4 Ax) ;\%

—WAwsf_ .o
129
co nam daje dla z = 0, Az = a.

+ F" (z + Ax)

fF’(a:) de = C+ F () ¢ — F" (x) Iw’2

3

&
L B e

Ta juz nie mozna uniknaé wyprowadzania po-
chodnych F (z), F*' (z)...,ktore najezesciéj poste-
puja ciagle zwiekszajacémi sie wielomianami, tak, ze
obliczenie piérwszych cztérech lub pigciu wyrazow
szeregu juz dlugiego rachunku wymaga. Nie starano
sig téz z tego wzoru wyprowadzi¢ szczegélnych wzo-
row, ktorychby wyraz ogolny od rachunku funkcyj
pochodnych raz na zawsze uwolnil.
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NOWY WZOR DO CALKOWANIA ZA POMOCA SZEREGOW, 233

Z tego to powodu ten wzor drugi, pomimo tego
zZe nie sprowadza niedogodnosci wzoru plérwszego,
mniéj jeszcze uzywanym bywa.

Do tych dwoch wzoréw przyczyniam trzeci.

W rozprawie mojéj Principes fondamentaux du
calcul transcendant, ogloszonéj w Paryzu w r. 1857
dalem nieznane jeszcze rozwinigcie funkeyi £ (z + A .’v)_,

Pomijajgc zasady, z ktorych tam wyszedtem wy-
foze je tu w nastepujgcy sposob:

F@+d)=F (z+ 52 4 Az—‘”)

¥
poles i
-2 S (AT EE Ly
e (:c+ A2‘%—) Ax®
g2 1523 2°
F@)=F (c+ 0 )

P vt
—rler)-rer ) e

w0 N5 T g g R

a przeto

F@+ds)—F@=2|F (o + %’) %”—
Vit Az Ax
Pllowos) i o (el E s
i28 9 * 73348 ¥
Wydz. matem.-przyr. T. VL 30
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234 JOZEF TETMAJER.

F@+Az)=F(z)+2 (F‘ (w+_)_A_29£

F'“(m+%i) Ax® Fv(w+A_;) A
TSGR (84052 R

i nareszcie kladac 0 w miejscu  a z w miejscu Az
otrzymuje:

f F' (x) de=C+2 (F(-’;—)%
+ Fl“(—;) s 5 24 (%) ©° s )

Tan 8 TS840 2"
1L
Teraz porownaniem calek, jakie daja te trzy
wzory, pokrotce wykaze, ze do catkowania rozniczek
funkcyj przestepnych uzycie tego ostatniego wzoru
jest najskuteczniejszém.
Zacznijmy od calki:

-+

bic. = log @.
X
Wzor piérwszy daje:
dz AR z*
1—+—z=z—?+?—7+...

adlaz=ax—1,

f?=x—l—(w—1)’+ @=1'_ @—-2*,

2 3 4
drugi
a8 x B + 2" 2?°
1+z 1+z2 2(1+z)’+3(1+z)'

Z‘

L F7 e L
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NOWY WZOR DO CAZKOWANIA ZA POMOCA SZEREGOW. 235

adla z=x—1,

de x—1 (x—12° (x—1)° (z—1* ;
T % | 2g T aa. T dge

trzeci

dz z z®
F5E - (2+ 2 +3(2+ 2)°
Al 27
tseryitrEery t o )
adla z=a—1,

da e—1 1 (@&—1°
./?=2(x+ y g )
1 e —1\°% 1 (2— 1\
+ 76} 4y (x+ D+
Widzimy juz, ze te ostatnie dwa szeregi sg
zawsze zbiezne; ale ich wzgledna zbieinosé liczebném
tylko zastésowaniem oceni¢ mozemy. Wezmyz na przy-
klad log 2.

Biorge tylko piérwsze cztéry wyrazy kazdego

z tych trzech szczegbinych wzordw, otrzymujemy na-
stepujace przyblizone ilo§ei:

1
1) lgi=t —~E 4 g o ...
R
2) lOg2=—;—+2—z 3—8+4——‘16,=0,68228...
b o
3)log2=2(g+zg +55+7 g7+ )=0,69313..

a jest
log 2 = 0,693147180.
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Mamy wiec do wyrachowania logarytmow wzor
nagle zbiezny:

e Gt i)

Tiqe— 1 I [
567+ )+ )
Jednakowoz dla wielkich wartoéci x, zbieznosé
jego slabnie. Nalezy wtedy polozy¢  =n + 2, tak, aby

log n byl wiadomym, a ilo$é z jak najmniejsza. I bedzie

8

4
3@n+ 2)°
Z"’
it FCh i + .. )
Ten szereg oddawna znany, wynika takze bez-
posrednio z naszego trzeciego wzoru.

log (n+z):logn+2(

z
2n+2 .

IIT.
Przystapmy teraz do calki:
d
T+a
Powyisze trzy wzory daja:
dux L e NS M A RS 4
1) (155 G R e ey
2" 3’ —a®
o, f1 1+w9+2(1+m’)’+3(1+w’)’

4" —4 2* Sx°— 102" + x°

teagroyt uTey b
da By B
3) 4ok (4+ac’+ 34+ %t hg

(10a*— 80+ 32) @ | (14a®—2802*+6722°—128)x"
5@t a%° ACEE DN
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(18 2* — 67220+ 4032 ' — 44082 + 512) z° )
oz 9@+ 2 i

Dla ocenienia wzglednéj zbieznosci tych trzech
szeregbw, polézmy x =1 i wezmy w kazdym piérw-
sze pie¢ wyrazow. A tak otrzymujemy :

PR RAty
(: 5 AL S ST S S R —_—
1) arc 45°=1 3+5 7+9 0,83492 . . .
S G RN g0
2) arc 45 —~?+‘-—2+3—2—§+0—5T2—5 = 0,80205 oo
g e e
[ A AR i T L A, R T
8. ey —2(5 35 55 7
718
3 5,) = 0,78540 . . .
a jest
ave tn e SISO peskias

E

Kiedy jest > 1, piérwszy z tych trzech wzo-
réw szczegblnych jest rozbieznym; ale drugi i trzeci
pozostajg zbieznemi.

Gdy ten szczegdlny wzér trzeci uzupelnionym
jest wyrazem ogolnym skladnie wrzadzonym, uzycie
onego najmniejszéj nie nlega trudnosci. Lecz zanim
przystapie do ostatecznego wykazania wzoru tego, pi-
- sz¢ tu jeszceze dla latwiejszego sprawdzenia wykona-
nego rachunku, jedénascie funkeyj pochodnych, kto-
rych piérwsza jest:
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2
D ~grey
Sax*—1
4 — 4z
4) —1- 2.3_(.1—~—i—_—mT)‘
5 123 45.70‘——10m9+1

(1 Az

25— 202462

6
8 @8 4 b

EoAs ‘ 8
B L A +212°—1

(shaht
82" —56x*+56x2*— 8«
8) —1.2 894507 (RN
92— 84 2%+ 126 2*—362%+ 1
9Y. 1.2 8. 4.5:6.,.0:8 TRk
10) b 7{009 3005, 6L T 849
10 z® — 120 27 4 252 25 — 120 2° 4 10 %
(1 _+ xa)xo
11) w0 05 6 (8. 9. 410
11 2'° — 165 x® + 462 2° — 330 x2* + 55 2® — 1
@+

Ztad biorg pochodne nieparzystéj wskazowki, klade

x it ; :
- W miejscu & i wedlug trzeciego ogdlnego wzorn

otrzymuje ostatecznie:
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Are (tang. = x)

% de 2z | (6z*— 8k’
=J 7@ “\txrtsEt e
3 (10 z* — 80 z* + 32) =°
5(4+2%)°
s L T R
n -+ 1 2 m+ Dn(m—1) L
+( 7 Tt ST S
(n+1)nn—1) (n—2)(n—3) S
® 72.3.45 e

5 (m+1)nmn—1)(n—2) (n—38)(n—4)(n—"5) g% pa—s
15253 45,6014
n+l\ $n+l + ol
J(nt 1) (4 +a%)"! )
gdzie » jest liczbg parzysta.
1V.

Zastosowanie ogolnego trzeciego wzoru do obli-

czenia calkj:

sEaliantn 2

dz
Vi-a*
staje sie¢ mniéj wazném, poniewaz szereg

dz 12%, 1.32° 1.8.6¢'
Vit Y gatagstoagy

wynikajacy z piérwszego ogdlnego wzoru jest juz do-
statecznie zbieznym, jednakowoz Ow

da x @2+ 2)
Vics AT iy
(4—x"' 8 (4—2%
4 2 1 6 4 2 7
+(z + 122 +f)x +(w + 30 x +90a:1_;i- 20)x+_.)
5 4—29° 74—2"°
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wyprowadzony z trzeciego ogélnego wzoru, nagléj
zbiega.

Niech bedzie # = 1, i wezmy cztéry tylko
piérwsze wyrazy w kazdym z tych dwoch szeregow
To nam daje:

1 1 13
S anp gl
i e et R T 5 T

= 0,5235254

7
arc30°=2(1 i + 145

a jest

3,141592653
6

Tu funkcyje pochodne:
1
1—ay}
x
(1 —a?
Lt b
2 —ay?
4 6 x° 4 9750
(I— 29
5) 24z + 723::’ +9
(2 —a??

are 30° = = 0,56235987 . .

1)

2)

3)
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120 z® + 600 z* + 225 z
(1 —z% i
720 z° + 5400 z* + 4050 2* + 225,
(1 — 2H7
5040 z° + 52920 x° + 66150 z® + 11025 z
 — o)
40320 %8 + 56448 z2* + 1058400 x‘ + 352800 x’+11025
(1 —a?) ¥
362880 z° + 6531840 x7 + 17146080 z*
10) + 9525600 x® + 893025 x

(1 — x‘*‘)%g
3628800 z'° + 81648000 x® + 285668000 z*
+ 238140000 z* + 44651250 z* + 8.93025
(1—a?)"

6)

7)

8)

9)

)

11)

sq wiecéj powiklane niz w poprzedzajacym ra-
zie; a wyraz ogllny szeregu jest jeszcze prostszym.
Jest bowiem ostatecznie:

Are (sin = )
dx L/ (x +2) x*
Vo ((4-—x’)2 3 (4 — zY)?
(z*+ 122+ 6) z°
54 --- PRA

¢ (n — 1) o n(n—l)(n-?)(n—&')
+($ +n 111 + 12 J!

Wydz.matem. przyr. T. VL 31
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n (n—l) (n—2) (n—3) (n—4) (n——5)

DT
n(n—1)(n———2)(n——3 (n~4;(n~—a)(n—6’)(n——7)
T3 30 47
n(n—1) (n—2) ... 2. 1\ % R
2 Aot gy g ntd
el A DA (7_21,) Jn + 1) (4 —2?)
St | )

gdzie n jest liczba parzysta.

Z tego co poprzedza Wiflzimy, ze trzeci wzor
ogélny do wyprowadzenia wielu innych calek sku-
tecznie uzytym by¢é moze, byle tylko szereg wyraza-
acy calke zawiératlatwy do zastosowania wyraz ogolny.

V.

Dwumian (@ + 2)" rozwiniety wedlug wzoru
naszego daje szereg taki:

(a+2)"=a"+ —% (m (2a + w)m_l z
2
4 mm—D) (m—2) (2a + )
S SR E 5]
m(m—l)(m—?) (m-—3) m—4) (2a+ ) 0340 T
PR )’

ten szereg w niektorych poszukxwaniach arialitycznych
moze by¢ wielce uzytecznym.
I tak kiedy mamy wyznaczy¢ piérwsza pochodna
funkeyi F' (x), kladziemy
F(x+Az) — F(x)
A:x
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i wykonawszy tak wskazane dzialanie czynimy Az=0s.
Jezeli wiee funkcyja dana jest «*, bedzie

x+dx Z
TGt

F (z+48z) —F(2) «a il a” (aAw-—l) :
' Az T T 4 Ax

A
Funkeyja o™= (I + a — 1), wedlug wzoru
Newrona tak sie rozwija:

/ S 2 2
oA Fiy T Ax(a_1)+Aac(Am 1) (a—1)
1. 2
Az(Az—1)(Ax—2)(a— 1)°
* 123 et
Jest przeto
Az
@Fn— L Az — 1)(a—1)*
P e £ 1.2
(A Sl FY AN iy (S
B 1 2.3 r
i czyniac Az = 0, otrzymujemy %adang pochodng :
SR (a— 1%  (a—1)°
(")‘“(1 = Thgt - berg _)

W ten sposob zadanie nie jest skutecznie roz-
wigzaném, poniewaz szereg:

i@ d (a—1D* (a—1)°
e S i

w rzadkich tylko przypadkach jest zbieznym.

Lacranee staral sie temu zaradzié. Zwazajac ze

a—1 (a—1)* (a—1)° e
F oo Pt
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ize

log a = m log l\?{
dla zastapienia powyzszego szeregu, dal nastepujacy:

log a = m log ¢ (VT{—I—I _(Va‘;D’

Va— 1’
Rotgha s ')’
ktory atoli nie zostal powszechnie przyjetym; zapewne

dlatego Ze bezposrednio z danéj funkcyi nie wynika.
Zastosujmyz teraz do funkcyi:

A Ax
aw=(1+a—1)

rozwiniecie dwumianu z naszego wzoru wyprowadzone.
Bedzie:
Ax

a ey %ab:i(m (a+ I)MC_1 (a—1)
2

: Az—3
Az (Az — 1) (Az —2) Az —3)  (a—1)°
32,3
+ Az(Az — 1) (Az — 2) (Az — 3) (A —4)
ot (a+1)Aw_5(a—-1)’ e )
1593475

A+

Az
e ohy | q Ax—1
LT= a1 ((a+1) (a—1)

Adx—3
+ Az —1) Az — 2) (a4 1) (a — 1)°
1. 2. 3
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+ Az —1) (Ax —2) (Az — 3) (Ax — 4)
dxe—5
(a+ 1) (a — 1)°

79.3.45 gl
a dla Az = 0, _
ks (hed (50 H G0 )

I tak otrzymujemy zgdang pochodna:
() =2 (it () + 5(650)
1)

wyrazong szeregiem fatwym do rachunku, zawsze zbiez-
nym i z danéj funkeyi bezposrednio wynikajacym.
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