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PRZEDMOWA

Piie podreczniki, ale dzieta naukowe klassyczne
sa same tylko zdolne rozprzestrzeniaé granice wie-
dzy ludzkiej w umystach najwiecej wyksztatconych
kazdego o$wieconego narodu.

Podajemy zaraz na wstepie krotk§ wiadomos$¢ historyczny
0 rozwoju teoryi wyznacznikéw, ktorej wyktad stanowi drugi
tom naszej Algebry. Wiadomos$¢ te skresliliSmy podiug BAL-
Tzer'a Theorij of determinants i spotTiswoope'a Theorems rela-
ting \x)determimnn,  oraz podtug naszych witasnych poszukiwan.

Dirichlet zauwazyt, ze pierwsza mys$l o wyznacznikach nalezy
sie Leibnitzowi (Lubienieckiemu). W jego liscie do  \Hospital'a,
z 26 kwietnia 1693 roku, jest pierwszy przyktad formacyi tych
funkcyi, z zastosowaniem do zréwnan linijnych; uzyty jest
nawet podwdjna notacya wskaznikow.

Metoda jednak zaniechany zostata i Crarner, w 1750 roku,
rzec mozna, raz drugi odkryé jy musial. W swej Introduclion
d Canaiyse des lignes courbes, obliczyt wyznaczniki linijnych
zrownan o dwoéch i trzech zmiennych, i wskazat prawo ich
formacyi w razie wigkszej ilosci zmiennych.

Roéwnowaznos$¢ przemiany wskaznikdw zostata potem dowie-
dziony przez Bezout i Laplace. Pierwszy w Histoire de [I'Acade-
mie lioyale des sciences de 1766, oznaczat stopien zrdownania
wynikajycego z wyrugowania nieznanych z ukiadu danego,
a zarazem zaznaczat wypadki \v”znacznikéw, nie wdajyc sie
jednak ani we wiasnosci, ani w ogdlne prawo tworzenia sie
tych funkcyi. Taz publikacya na rok 1772, zawiera prace La-
place'a i Vandermonde'a odno$ne do wyznacznikéw drugiego,

trzeciego, czwartego i wyzszych rzedow. Laplace rozbierajyc
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uktad spoétczesnych rézniczkowych zrownan”® podat prawo two-
rzenia sie wyznacznikdéw, i odkryt ze przemiana drugicti ko-
lumn lub linij sprowadza zmiane znaku wyznacznika, icli za$
rownos$¢ czym go zerem. Yandermonde uzyt znakowania zwa-
nego potem przez P. Sylwestra, umbral-notation.

Lagrange w Pamietniku o piramidach {Mem. de VAcademie de
Berlin, 1773), uzywa wyznacznikéw trzeciego rzedu, i dowo-
dzi ze kwadrat takiego wyznacznika, moze byé sam wyrazonym
jako wyznacznik.

Gauss w Disguisitiones arithmeticce (1801), spostrzegt, ze dla
drugiego i trzeciego rzedu, iloczyn dwéch wyznacznikow jest
wyznacznikiem, i rozebrat doktadnie wyznaczniki drugiego
rzedu pochodzace od ksztattu b" — ac.

Binet Journ. delEcole  Polyt. tome IX, cahier 16),
dowodzi gtéwnych twierdzen o wyznacznikach drugiego, trze-
ciego i czwartego rzedu i stosuje je dokwestyi geometrycznych.

W tomie X tegoz dziennika, Cauchy podaje prace o funk-
cyach zmieniaj9,cych znak przez przetozenia zmiennych. Druga
czes$¢ pracy odnosi sie do wyznacznikoéw i zawiera wiele twier-
dzen og6lnych. Cauchy stanowczo wprowadza nazwe wyzna-
cznikow dawniej przez Gauss'a uzywany do wyznacznikéw dru-
giego stopnia.

Jacobi od roku 1826, w dzienniku CreWa po mistrzowsku
wyznacznikami wtada. Pamietniki jego z roku 1871, de forma-
tione et proprietatibus  determinantium, oraz de determinantibus
functionalibus, nauke wyznacznikéw przystepny dla kazdego
matematyka uczynity.

Ostatniag wazny w tym przedmiocie pracy s§ wyznaczniki
skosne P. Cayle'a. {CreWa, tomy XXXII i XXXVm.)
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Najwazniejsze dzieta elementarne sg :
SpoHiswoode, Elementary theorems relating to determinants.
London, 1851.
Brioschi, la theoria dei determinanti. Payia, 185"i.

Baltzer, Theorieund Anwendung der Determinanten. Leipzig,
1857.

Drugie i trzécie ttumaczone na francuzki.

Po ostatnicli Jacobiego pieknycli badaniacti nad wyznaczni-
kami, w roku 1871, nast§8pit wkrotce caly szereg prac wielu
znakomitych matematykéw, zktérych przytoczymy nastepujace
najwybitniejsze nazwiska, a mianowicie, z angielskich :
Cayley, Syhoester, Boole, Salmon, SpoUiswoode, bracia lioberts,
it. d.; 2°z frmcem]i\ch:Hermitte, Combescure, Painvin,  Bertrand,
Catalan iinni; 3° z wtoskich : Brioschi, Betti,Bellavitis, Genoc-
chi, Fradi Bruno, Trudi, it.d.; /i"z niemieckich : Clebsch,Aron-
hold, Kronecker, Kummer, Borchardt, Joachimsthal, Hess i inni.

W Polsce spotykamy niektére badania nad wyznacznikami,
lub tez ich zastosowania w gtéwnych pracach PP. Babczyn-
skiego, Zajaczkowskiego i Zmurki. Oprocz tego, w roku 1870,
na koncu pierwszego tomu Rachunku r6iniczkowego przez
P. Folkierskiego, ukazat sie dodatek P. Wi Trzaski o wyzna-
cznikach, o ktérej to pracy wszyscy recenzenci podzielili zdanie
wyrazone przez P. Folkierskiego w przedmowie, twierdzac, ze
nacechowana sumiennem wypracowaniem, gtebokg znajomos-
cig rzeczy i wysoka erudycya, zawiera wszystko, co jest godnego
uwagi w tej pieknej teoryi i co mozna byto stresci¢ w szczu-
ptym zakresie, a nadto wiele jeszcze catkiem oryginalnych do-
wodzen dla twierdzenn, na ktdrych prostem- wystowieniu inni

autorowie zwykli poprzestawad.
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Z pomiedzy dziet wyktadowych w obcycli jezykacti, dwie bo-
gate literatury: wioska i angielska, s§ sanie tylko pod tym
wzgledem obficie uposazone. Nic wiec dziwnego, ze pisarze
innych narodéw, ktérych literatura tego rodzaju dziet wtasnych
dot§,d jeszcze nie posiada, zastepuje, zwykle ten swej literatury
niedostatek wiernym przektadem na jezyk ojczysty znakomitych
dziet wyktadowych b8dz to wioskich, b8dz angielskich. Zt*d
wielka stawa i wzigto$¢ pieknych dziet o wyznacznikach Brio-
scKego i Salmona. Przystepne i klassyczne dzieto Salmona
Lessons introductory to the modern higher Algebra® by George
Salmon, second edition. Dublin, Hodges, Smith et C, 1866,
od dawna juz tak w Anglii jak we Francyi do wyktadu wyzna-
cznikéw powszechnie przyjete, a obecnie z oryginalnego tekstu
angielskiego bez zadnych zmian i dodatkdéw, na jezyk polski
w catej obszerno$ci najwierniej przez nas przetozone zostato
w mniemaniu, ze na jaki$ czas przynajmniej korzystnie postu-
zy¢ zdota do zastgpienia dotkliwego nieraz w naszej literaturze
niedostatku. Teorye za$ uzyte przez P. Salmona do wyktadu
wyznacznikéw, stale sie opieraty albo na jego wiasnych odkry-
ciach, albo tez na odkryciach zawartych w zrédtach autentycz-
nych wielu innych obecnie Zzyjacych pierwszorzednych mate-
matykéw. Pierwsze, nietkniete w catosci przechowalismy;
do drugich za$ pozwoliliSmy sobie wprowadzi¢ lekkie zmiany
i niektére proste ulepszenia, czerpig,c do tego potrzebne nam
wiadomos$ci z tychze samych co autor Zrédet autentycznych,
z state uwag” i dazeniem, aby te zmiany byly zawsze zgodne
z gtéwna mysla przyjetego przez nas wyktadu, t. j. z zadaniem
skre$lenia obszernego, systematycznego i przystepnego dla

uczacych sie wyktadu wyznacznikéw P. Salmona. Nieraz tez
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uwazaliémy za rzecx dla poczatkujgcych potrzebng dopetnié
lub catkiem rozwina¢ rachunki badz przerwane, badz w wielu
zastosowaniach, zaledwie tylko wskazane. Te lekkie zmiany
i proste przez nas do wyktadu wprowadzone ulepszenia, po-
stuzg nam przynajmniej za przekonywajacy dowdd, zeSmy nie
tyle nad poprawnem ttumaczeniem Kklassycznego dzieta, zawsze
i usilnie pracowali, ile nad porzadnem wyjasnieniem gitéwnej
mysli znakomitego autora. To jest jedyna naszej pracy zaleta.

Stabg i ujemng naszej pracy strong jest niewatpliwie termi-
nologia przez nas uzyta przy obszernym i systematycznym
wyktadzie waznej teoryi wyznacznikdw. W kazdej $cistej nauce,
do wystowiema nowych poje¢, potrzeba koniecznie nowych
technicznych wyrazéw. Nie przeczymy, iz niektére podane
przez nas nazwiska sg niewtasciwe, z duchem naszego jezyka"
niezgodne, a nawet by¢ moze zupetnie utonme; ale te nazwiska
sq zarazem tak S$ciSle przez nas okreslone, iz jakgkolwiek na-
daliby$my im nazwe, to bynajmniej w niczem nikomu nie
przeszkodzi do jasnego zrozumienia obszernego i systematy-
cznego wyktadu wyznacznikdw P. Salinom. Woreszcie, dyskusyi
nie unikamy. Przeciwnie prosimy unizenie naszych zastuzonycli
w kraju erudytow o udzielenie nam wtym waznym przedmiocie
ich Swiattego zdania. Wzywamy za$ uprzejmie P. WL  Trzaske,
dawnego naszego wspOtpracownika,. o zrobienie nad naszg
Swiezg pracg utniejetnie krytycznego w Pamietniku Towarzystwa
Nauk Scistych rozbioru. Wszelkie ze strony szanownego recen-
zenta zrobione nam postrzezenia przyjmiemy z wdziecznoscia.

Za udzielenie kilku $wiattych uwag dotyczacych wyktadu wy-
znacznikow, szanownemu menui koledze w Towarzystwie Nauk

Scistych P. Folkienkienm, nieskoniczenie jesieni obowiazany.
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Lecz przedewszystkiem winienem otwarcie oswiadczy¢, ze tak
w przektadzie wyznacznikéw Salmona, jak i w utworzeniu tomu
poprzedniego, byt mym gorliwym wspétpracownikiem od tylu
lat zacny moj przyjaciel i kolega w Towarzystwie Nauk Sci-
ctych, §. p. Seweryn Elzanowski. Wszystko co jest pieknie i
porzadnie w dwobch pierwszych tomach wyktadu zupetnego
mej Algebry prawdziwie wykonczonem, to usilnym staraniom
§. p. Elzanowskiego zawdzieczam.

Do historyi rozwoju teoryi wyznacznikéw nalezy wreszcie
rehabilitacya niektdrych prac matematycznych Hoene  Wron-
skiego, lubo pdzno, bo az w kilkanascie lat po jego S$mierci
dokonana. Lat kilka temu, uczony T~“emP”e, Francyi, a
Swiezo znakomity Cayley w Anglii, zrehabilitowali zaszczytnie
w oczach potomnos$ci niektére matematyczne prace naszego
wspotziomka. Dwie wiec piekne i tak zywo publiczno$¢ polsk§
interesujace noty, starannie przez swych znakomitych tworcéw
w ich oryginalnych tekstach wykonAczone, a najwierniej i bez
zadnych zmian w znakowaniu i w formie przez nas na jezyk
polski przetozone, na koncu tego tomu, dla wiadomosci na-
szych czytelnikow przedstawiamy,

. Na zakonczenie bytem tu zamiescit stowa mej osobistej ser-
decznej wdziecznosci i publicznego uznania dla czcigodnego
wydawcy tego dzieta a naszego Przewodniczacego w Towarzy-
stwie Nauk S$cistych; lecz na wyrazne jego zadanie, widze sie

zmuszonym caty ten ustep z wielkim mym zalem opuscié.

Paryi, dnia 17 maja 1874 r«

ADOLF SAGAJLO.



SPIS RZECZY.

TOMU DRUGIEGO.

Slrona.
PRZEDMOWA . v
li0OZDZIAL 1. — Wyznaczniki. — Wiadomos$ci wstepne 1
ROZDZIAL 1l. —Uproszczenie i rachunek wyznacznikéw 13
ROZDZIAL 11l1. — Mnozenie wyznacznikow 28
ROZDZIAL IV. — Wyznaczniki odwrotne i mniejsze. hi
ROZDZIAL V. — Funkcye symetryczne hi
ROZDZIAL VI. — Wyznaczniki zwane wypadkowymi (Resultants). 61
ROZDZIAL VII. — Wyrazenie riigownikow pod ksztattem wyznacz-
nikéw 83
ROZDZIAL VIIt. — Oznaczenie pierwiastkow sp6élnych 100
ROZDZIAL [X. — Dyskryminanly {Discrminants) 112
ROZDZIAL X. — Przeksztatcenia linijne 127
ROZDZIAL XL — Tworzenie sie niezmiennikéw i spotzmiennikéw. 1/49
ROZDZIAL XII. — Przedstawienie symiwliczne niezmiennikéw i
spotzmiennikow 171
ROZDZIAL XIIl. — Ksztatty kanoniczne 205
ROZDZIAL XIV. — Uktady czyli systemala ksztattow 226
ROZDZIAL XV. — Zastosowania do Icsztattéw podwojnycli 243
ROZDZIAL XVI. — O rzedzie restrykcyjnycti uktadéw zréwnan... 315
ROZDZIAL XVII. — Zastosowania symboticznycti metod 352
NOTY. — NOTA PIERWSZA 377
389

NOTA DRUGA



http://rcin.org.pl
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TEORYA WYZNACZNIKOW | ICH PRZEDNIEJSZE
ZASTOSOWANIA.

ROZDZIAL PIERWSZY.

WYZNACZNIKf. — WIADOMOSCI WSTEPNE.

1. Jezeli mamy n zréwnan jednorodnych pierwszego sto-
pnia pomiedzy n zmiennemi, to mozemy wyrugowaé zmienne
i otrzymac na wypadek wyrazenie zawierajgce same tylko spot-
czynniki. Otrzymany wypadek nazywa sie wtasnie  loyznaczni-
kiem tych zréwnah. Podamy pozniej prawidta na utworzenie
tych wyznacznikoéw, i udowodnimy niektére ich przedniejsze
wiasnosci; lecz teorya og6lna zdaje nam sie, bedzie lepiej
objasniong przytoczeniem naprzod kilku przyktadéw zastosowan
do przypadkdéw najprostszych.

Pocznijmy wiec od dwoéch zréwnan miedzy dwiema zmien-
nemi :
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Wyrugujemy zmienne dodajac do pirwszego zréwnania
pomnozonego przez drugie pomnozone przez — bi; otrzy-
muje sie aj).i—0.2M = 0, zréownanie ktorego piérwszym czton-
kiem jest wyznacznik szukany. Znakowanie zwykle uzywane
dla oznaczenia tego wyznacznika jest

lecz piszemy czesto, dla skrécenia, (al b2), zostawiajgc czytel-
nikowi przywrécenie odjemnego wyrazu widoczny jest rzeczy
ze przy tem znakowaniu, (a, 62) = — [ai bO) (*). Spoétczynniki

bi,..., ktére wchodzg do wyrazenia jakiegokolwiek wy-
znacznika, sg elementami tego wyznacznika; wieloczyny a*b.2,...
stanowia jego rézne wyrazy.

2. Mozna rozpoznaé bezposrednio ze otrzymalibySmy tenze
sam wypadek rugujjic zmienne miedzy zréwnaniami

(*) Moznaby wreszcie te réwno$¢ tym sposobem wyprowadzi¢ : Niech
bedzie

zastepiijgc a przez 6 i b przez a, otrzymamy

Otéz, wedle skréconego znaiiowania, mamy

a tbm sarnim,
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innemi stowy,

to jest ze warto$¢ wyznacznika nie zmienia sie piszagc pionowo
linie poziome, i odwrotnie.

3. Jezeli mamy dwa zréwnania jednorodne miedzy trzema
zmiennemi,

to zréwnania te wystarcza do oznaczenia stosunkow xy i z;
tak wiec, rugujgc na przemiany y i X, znajdziemy x iy
w funkcyi z, co sie da wyrazié¢

albo, opuszczajac dla skrécenia, ostatnie wyrazy spoétczynnikéw
trzech zmiennych, te same dwa zréwnania bedzie mozna na-
pisac

zk8&d :

innemi stowy X, y, z sg odpowiednio proporcyonalnemi do
[a-ih-i), {abi), (ajo,); podstawiajgc te wartosci w zréwnania
pierwotne, mamy tosamosci:
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zwigzki te sprawdzajg sie bezposrednio zastepujac wyznaczniki
przez ich wyrazenia rozwiniete, na przyktad

Znakowanie

w ktérém liczba kolumn pionowych przewyzsza liczbe linij
poziomych, jest uzywane dla oznaczenia trzech wyznacznikéw
ktére sie otrzymuje znoszac kolejno kazdg kolumne, to jest
trzech wyznacznikéw Swiezo przez nas zauwazanych {a-jb), [a™bi),
(0A)-

U. Przejdzmy teraz do uktadu trzech zréwnan :

pomnozmy pierwsze przez {a"bs), drugie przez (a"bi), trzecie
przez {aib-i), i zrébmy summe; spotczynniki x i y zniszcza sie
na mocy tosamosci n™ 3, i wyznacznik szukany jest

albo, rozwijajac,

mozna takze napisa¢ go pod jednym lub drugim z dwoch
ksztattow :
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Ten "wyznacznik jest przedstawiony za pomocy znakowania

oznacza¢ go bedziemy czesto, dla skrocenia, przez {aib-iCi).
Pozyteczny jest rzeczy zauwazyé¢ ze

W rzeczy saméj, podtug analogii znakowania, mamy,

co sie stosuje do (aj*oCa); gdy tym czasem

co sie stosuje do

5. Otrzymaliby$smy tenze sam wypadek wykonywajyc rugo-
wanie miedzy trzema zréwnaniami :

gdyz, jezeli postagpimy jak poprzednio, mnozy¢ pierwsze przez
{b-iCi), drugie przez (co™s), trzecie przez {ajbz) i dodajyc,
spétczynniki y i z zniszczy sie i otrzymamy wyznacznik pod

ksztattem
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ktéry, rozwiniety, wyda tak samo {aihc?); zkad

to jest ze wyznacznik nie zmienia sie piszac pionowo linie po-
ziome, i odwrotnie : wtasno$¢ ktéra zostanie dowiedziong dla
kazdego wyznacznika.

6. Oznaczmy przez

uktad wyznacznikéw ktére sie otrzymuje, opuszczajac kolejno
kazdg z kolumn : te cztery wyznaczniki sg potaczone z sobg
przez zwiazki

Te zwigzki moga by¢ sprawdzone rozwinieciem wyznaczni-
kéw, albo tez udowodnione za pomoca sposobu odpowiedniego
temu ktory zostat wskazany w n” 3. Wezmy trzy zréwnania
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mozemy, jak w 5, wyrugowa¢ y i z mnozac zréwnania

przez (iocs), (c™Mla), (@0™a) i tlodaj8c, co daje]

tak samo, mnozgc przez (63Cl), (CSA), {&“W), przyjdzie

i tak samo jeszcze

odnoszac sie za$ do uwag zrobionych nad znakami w n"* I te
zréwnania na jedno wychodzg co

zkad:

to jest ze X, y, z i v sg odpowiednio proporcyonalnemi do
a podstawiajac te

wartos$ci w zréwnania pi¢rwotne, otrzymuje sie tosamosci po-
wyzsze.
7. Jezeli (zechcemy teraz wykona¢ rugowanie miedzy czte-

rema zréwnaniami
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to dosy¢ bedzie doda¢ je do siebie mnozec pierwsze przez

drugie przez — [azb"Ci), trzecie przez {a"bic-", czwarte
przez — (fli*oCa); spétczynniki xy i z stany sie zerami, i
otrzymamy, na oznaczenie wyznacznika,

albo, rozwijajac,

8. Mozna bez zadnej trudnosci rozciggna¢ do liczby jakiej-
kolwiek zréwnan, sposéb ktéregosmy dopiéro uzyli. Czytelnik
zauwazy, ze wyrazenie ogdllne jakiegokolwiek wyznacznika jest

w ktorem kazdy wieloczyn powinien zamykac
wszystkie litery i wszystkie wskazniki, bez powtérzenia anh
opuszczenia : wyznacznik zawiéra w sobie wszystkie wieloczyny
tej sam$j natury jakie jest tylko podobna utworzy¢. Co do znaku
ktorym kazdy wyraz jest oznaczony, prawidto jest nastepujace.
Damy znak -]- dla wyrazu afi*cAd”,..., ktory sie otrzymuje czy-
tajac wyznacznik poczynajgcy sie u kata wyzszego lewego (pa
lewej

stronie potozonego) a konczacy na nizszym prawym (po
prawej stronie potozonym), i, to przypu$ciwszy, znak kazdego
wieloczynu bedzie albo —, wedtug tego jak pochodzi od
tego pierwszego wyrazu przez poczynienie w nim parzystej lub
nieparzystej liczby przemian wskaznikéw. Tak wiec, w ostatnim
przyktadzie, drugi wyraz afi*c-idi® nie rézni si¢ od pierwszego
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jak tylko samg przemiang wskaznikéw b \ ¢ jest przeto z nim
znaku przeciwnego. Trzeci wyraz &P rozni sie od dru-
giego samg tylko przemiang wskaznikéw a i c : jest tem sa-
mém z nim znaku przeciwnego, lecz ma on tenze sam znak
jak pierwszy wyraz, gdyz moze by¢ uwazany jako pochodzacy
przez wykonanie podwdjnéj przemiany na wskaznikach.

PRZYKLAD. — JaJd jest, w wyznaczniku  (aib-ichdiei), znak  wy-
razu

Zamieniajgc, w pi¢rwszym wyrazie, wskazniki a i ¢, otrzymujemy
aibiCidies, wieloczyn ktérego pierwszy element jest tenze sam co element
wyrazu danego; zamieniajgic potom wskazniki b i e, mamy wieloczyn
0365017462, ktory ma dwa elementa spélne z wyrazem danym; potém
zamieniajac c i e, przyjdzie a”br"Cid"ei; i nakoniec, zamieniajac d i e,
mamy wyraz dany aibsC-idiCi. Wiec, poniewaz przeszedt on przez liczbe
parzyst? (Zi) przemian, znak wyrazu jest W rzeczy sam¢j, szereg wy-
razéw z ich znakami jest :

9. Przemiana kotowa wskaznikéw zmienia znak kiedy liczba
wyrazéw wieloczynu jest parzysta : nie zmienia znaku kiedy
liczba wyrazéw jest nieparzystg. | tak a™bi, wywodzgc sie
z aib2 przez jedyng przemiane wskaznikéw, ma znak z nim
przeciwny ; lecz ab"Ci ma tenze sam znak co aib-ic™ z ktérego
pochodzi przez podwdéjnag przemiane. Gdyz, zmieniajac] wskaz-

(*) Poréwnywaj~c wyrazy aibiCidie-®, a"b-"c-idiei, widzimy ze wskaz-
nik 1, ktéry sie przedstawit pierwszy w pierwszym wyrazie, znajduje sie
w drugim poprzedzony trzema elementami; ze wskaznik 2 jest poprze-
dzony dwoma elementami i wskaznik Z jednym elementem, ktére to ele-
menta przychodzity pot®m w wyrazie pierwotnym. Liczba catkowita prze-
stawien wykonanych jest mec sze$¢. Prawidlo na znaki dane jest niekiedy
pod tym ksztattem : znak kazdego wyrazu jest -f- lub — wedtug tego
jak liczba catkowita przestawien wykonanych wzgledem porzgdku wskaz-
nikéw pierwotnego wyrazu jest parzyst? lub nieparzysty.
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niki a i b, afi-ic* staje sie a-ib"c?, ktory zmieniajagc wskaz-
niki b i c, staje sie Podobniez a.J)ic4\ nia znak prze-
ciwny znakowi pierwotnego wyrazu aib.*cMdi z ktérego pochodzi
przez trzy przemiany, to jest abiCAdi, a*biCid®, o"ibiC/di.

10. Mozemy teraz podstawi¢ w miejsce naszej pierwszej
delinicyi wyznacznika, nowa defmicya, ktéra stanie sie pod-
stawg teoryj nastepujacych. W rzeczy sam§$j, poniewaz wy-
znacznik jest DO prostu funkcyg elementéw ab,c \ nie zawiera
w sobie zmiennych x\y,z, jest oczywiscie rzecza wiasciwsza
poda¢ deiinicyg nie robigca wzmianki o zréwnaniach miedzy
temi ilosciami x, y, z (*].

Wezmy wiec J" ilosci urzadzonych w kwadrat majacy n
kolumn pionowych i n linij poziomych; wyznacznikiem tych
iloSci jest summa wszystkich wieloczynéw mozebnych (ozna-
czonych znakami odpowiedniemi, jak to juz wytozylismy
w n"e 8) jakie mozna utworzy¢ za pomocg n elementéw bio-
rgc z nich tylko jeden w kazdej kolumnie (pionow¢j) i w kazdej
linii (poziomej): ten wyznacznik jest nazwany rzedu. Dwa
elementa sg sprzezone kiedy kazdy z nich zajnmje, w liniach
poziomych, tez same potozenie co drugi w kolumnach piono-
wych. Kiedy elementa sprzezone sg sobie réwne, wyznacznik
jest symetryczny. Przyktad:

(*) Mogliby$my byli wyj$¢ wprost z defiiiicyi wyznacznika, a twier-
dzenia poprzedzajgce nie potrzebiiemi dla rozwiniecia umiejetnego
teoryi. Mniemali$my jednak ze te objasnienia zrobity teory? ogéIn? ta-
twiejszji do zrozumienia, i ze wazno$¢ badania wyznacznikéw dala sie
uczu¢ wiecej, skoro zostato okazanem ze wszelkie rugowanie ziniennycli
pomiedzy uktadem zréwnan pierwszego stopnia, i kazde rozwigzanie
podobnego uktadu, daje poczatek wyznacznikom : uktady zréwnan pier-
wszego stopnia daj? sie napotykac¢ stale we wszystkich gateziach Matema-
tyki czyst«”\j i 7,astosowant?j.
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11. Przy wyktadzie pierwszych Bozdziatéw klassycznéj Teoryi
Wyznacznikébw P. saLmonar pisa¢ bedziemy, tak jak to juz zro-
biliSmy w przyktadach poprzedzajacych, wszystkie elementa
tejze samej linii poziom¢j z t*z sara§ litery, a wszystkie elementa
tejze sam¢j kolumny pionows$j z tymze samym w”skaznikiem.
Lecz znakowanie najwiec6j uzyte zalezy na przydaniu do kaz-
dego elementu podwdjnego wskaznika, pierwszy wskaznik
oznacza rz"d poziomy a drugi kolumne pionow8 do ktérej on
nalezy. Wyznacznik trzeciego rzedu napisze sie tym sposobem :

albo jeszcze

wskazniki, w tej sumraie, powinny by¢ przemienione wszel-
kiemi sposobami mozebnemi. Modyfikuje sie niekiedy znako-
wanie poprzedzajgce opuszczajgc litere a, i wyznacznik pisze
sie wtedy

P. syLwesTer przedstawit jeszcze inne znakowanie {umbral
noiatioriy znakowanie cieniowe Sylwestra). Niech bedzie, na przy-
ktad, wyznacznik
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ktérego elementami sg aa., ia,...; a, b, nie sg ilosciami,
lecz w niejaki sposdb cieniami albo pozorami ilosci, to jest ze
litery nie maja znaczenia same przez sie a przyjmuja je tylko
przez ich potaczenia z potagczeniami innego szeregu S,

na przyktad jezeli «, 6,y, S przedstawiajg wskazniki 1, 2, 3, i,
elementa, podtug znakowania jakiesmy przyjeli, zostang otrzy-
mane taczac jedng z liter z jednym ze wskaznikow 1, 2, 3, h.
P. syLwesTER pisze wyznaczniki pod forma wiecej skupiong
(skoncentrowana) :

ktéra wskazuje summe wszystkich wieloczynéw auM.cy.dS
jakie mozna otrzymac przemieniajagc wyrazy drugiej linii wszel-
kiemi sposobami mozebnemi, i zmieniajagc znaki kazdej prze-
miany wedtug prawidia zwyczajnego.
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12. PoznaliSmy, w pierwszym Rozdziale, prawidto tworzenia
sie wyznacznikéw i wskazalismy, na przyktadach szczeg6lnych,
niektére ich witasnosci. Dowiedziemy, w obecnym Rozdziale,
sposobem ogdlnym tych wiasnos$ci i niektdrych innych jeszcze,
bardzo czesto uzywanych dla uproszczenia i rachunku wy-
znacznikow.

Warto$¢ jakiegokolwiek wyznacznika nie zmienia sie piszac
poziomo kolumny pionowe i odwrotnie (2,5). To wyptywa
bezposrednio z prawa tworzenia sie (10), ktére jest doskonale
symetryczném wzgledem kolumn pionowych i linij poziomych.
Jedng, z gtownych korzysci uzywania wskaznikéw podwdjnych
do znakowania, jest okazanie jasno tej symetryi.

13. Przez przemiane dwoch linij poziomych albo dwéch
kolumn pionowych, wyznacznik zmienia swdj znak.

Gdyz skutkiem t$j zmiany jest oczywiscie jakakolwiek prosta
przemiana dwdch liter albo dwoch wskaznikéw, ktéra wedtug
prawa tworzenia sie, daje miejsce zmianie znaku.

\k. Kiedy dwie linie albo dwie kolumny "staj” sie jednakiemi,
wyznacznik sprowadza sie do zera.

W rzeczy samej, przemiana dwoch linij, pocigga za sobg (13)
zmiane zoaku; lecz przemiana dwoéch linij tosamych nie moze
zmodyfikowaé wcale warto$ci wyznacznika : ta warto$¢ pozo-
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staje wiec t8z saiTi§ mimo zmiane znaku, a wiec jest rown”
zZeru.

To twierdzenie wyptywa jeszcze bezposrednio z definicyi
wyznacznika uwazanego jako wypadek otrzymany z rugowania
nieznanych pomiedzy n zréwnaniami linijnemi. Gdyz to rugo-
wanie odbywa sie rozwi8zuj§¢ n— 1 zréwnan wzgledem
zmiennych i podstawiajagc w n" warto$ci tym sposobem zna-
lezione. Lecz, jezeli to ostatnie jest jednakie z jedn$m innych,
to musi stac sie tak samo zerem kiedy sie w nie podstawi war-
tosci nieznanych.

15. Jezeli wszystkie elementa jakiejkolwiek linii lub jakiej-
kolwiek kolumny sa pomnozone przez tenze sam czynnik,
wyznacznik jest pomnozony przez ten czynnik.

Ta wtasno$¢ wynika bezposrednio ztad, ze kazdy wyraz w roz-
winieciu wyznacznika zamyka w sobie jako czynnik, jeden ele-
ment nalezacy do tejze samej linii albo tejze samej kolumny,
i zamyka jeden tylko.

| tak, na przyktad, poniewaz kazdy wyraz wyznacznika

Ol bi Cl
h AC-I
b. c-i

zawiera w sobie Oj albo a., albo a”, wyznacznik moze sie
napisa¢c podksztattem AjAj -[-o0-1AL-f OSAJ (gdzie A,, A2 i A;
nie zawierajag w sobie zadnego elementu kolumny a), a jezeli
Ol, a-1 i </3 sgpomnozonemi przez tenze samczynnik k, wy -

znacznik zostanie pomnozony przez ten czynnik.

WNIOSEK. —Jezeli elementa jakiejkolwiek linii albo jakiejkol-
wiek kolumny réznig sie samym tylko mnoznikiem statym od
elementéw ktérejkolwiek innéj linii albo kolumny, wyznacznik
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przywodzi sie do zera. | tak

fca.2 a-1 03 (h a-l «3

k b h h = 0 (14)

kb. b-i

kc.2 C-i 3 Co a3

16. Jezeli w jakim wyznaczniku, znosi sie pewn”i liczbe linij
poziomych i tak§z sam” liczbe kolumn pionowych, to wyznacz-
nik utworzony z pozostatych linij jest jakimkolwiek wyznaczni-
kiem mniejszijrn wyznacznika danego.

Mniejsze otrzymane przez zniesienie jednej linii i jednej ko-
lumny nazwane pi¢rwszego rzedu, otrzymane przez zniesie-
nie dwdch linij i dwoch kolumn s\ nazwane drugiego rzedu,
i tak dalej.

ZauwazylisSmy, w ostatnim numerze, ze jezeli elementami
jakiejkolwiek kolumny s™ Oi, a®, 03,..., to wyznacznik moze sie
napisa¢-pod ksztattem o . Aj, < '3 "3 4 - i jestrzeczy
oczywist*ze Al, jest wyznacznikiem mniejszym otrzymanym przez
zniesienie linii i kolumny ktére zamykajg w sobie Oi,... W rze-
czy samej, wszystkie wyrazy wyznacznika ktére zamykajg w so-
bie o, nie moga zamyka¢ innego elementu kolumny albo linii
ktorego "jest czeScia, i element Oj musi by¢é pomnozonym
przez wszystkie kombinacye mozebne n — 1 elementéw wzie-
tych w innych liniach i kolumnach, a zbiér tych wieloczynéw
iworzy witasnie wyznacznik A, (8). Podobniez wyznacznik pier-
wotny moze sie takze napisa¢ OiA, -{- -f- MiCi,---; Bj jest
wiec wyznacznikiem mniejszym jaki sie otrzymuje zmazuj”c
lini® i kolumne ktore zamykajg w sobie Ai,..'-

17. Jezeli wszystkie elementa jedn¢j linii lub jednej kolumny
wyznacznika n"" rzedu catkowicie zniszczat sie wyjawszy je-
dnego, to rachunek tego wyznacznika sprowadza sie do rachunku
wyznacznika (n — 1)"?" rzedu. W rzeczy samej, jest rzeczy
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widoczng ze gdy a.2,a".. stajg sie zerami, wyznacznik aiA,
-|-a-2A.2-|- e sprowadza sie do jedynego wyrazu aiAj, i A,
jest istotnie wyznacznikiem majacym jedng linig i jedng ko-
lumne mniéj jak wyznacznik dany.

18. Jezeli wszystkie elementa jednego rzedu lub jednej ko-
lumny dajg sie roztozy¢ na summe dwdch innych, wyznacznik
rozktada sie tak samo na summe dwoch wyznacznikow.

Ta witasno$¢ wyptywa z zasady z ktéréj zrobiono juz uzytek
w n"® 16. | tak, w przyktadzie danym powyzej jezeli napiszemy
«i + aij ANi+yn  zamiast ai, M, <% wyznacz-
nik stanie sie

Mamy wiec

Podobniez, jezeliby wszystkie elementa jakiejkolwiek ko-
lumny byty summami pewnej liczby innych wyrazéw, wyznacz-
nik roztozytby sie na réwng liczbe innych wyznacznikow.

19, Je$liby, w przyktadzie poprzedzajacym, elementa drugiej
kolumny byty takze summa dwoch innych (gdyby, na przyktad,
pisato sie a.2-\-a-i, "+ e+ yi w miejsce a-i, b-i, ¢/,
to kazdy z wyznacznikéw drugiego cztonka ostatniego zréwna-
nia zamienitby sie sam przez sie w summe dwoch innych, a
tem samem widzimy bez trudnosci ze
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Jesliby kazdy z elementévv pierwszej kolumny mogt sie za-
mieni¢ w summe m innych® i kazdy z elementéw drugiej
w summe n innych, wyznacznik mégtby wiec by¢ roztozo-
nym na liczbe mn innych wyznacznikéw. Gdyz roztozytoby sie
go naprzod, jak w numerze poprzedzajg.cym, na m innych,
biorgc, zamiast pisrwszej kolumny, kazdg, kolumne wchodzacg
do sktadu m kolumn czesciowych : kazdy ztych wyznacznikéw
roztozytby sie potém na n innych dzialajagc tak samo na dru-
giej kolumnie. I, ogdlnie, jezeli kazdy element sktada sige z sum
my pewnej liczby wyrazéw, w taki sposéb aby kazda kolunma
mogta sie zamieni¢ w summe oznaczong kolumn czesciowych
(pierwsza w m kolumn, druga w n, trzecia w /), it. d.),
to wyznacznik bedzie rownym summie wszystkich wyznaczni-
kéw jakie mozna utworzy¢ biorgc, zamiast kazdej kolumny,
jedng z kolumn czesciowych z ktorych sie ona sktada; t liczba
tych wyznacznikéw bedzie rowng wieloczynowi  mnp...

20. Jezeli elementa jednej linii lub jednej kolumny sg odpo-
wiednio réwnemi summie elementéw odpowiednich innych
linij albo kolumn, pomnozonych odpowiednio przez czynniki
state, to wyznacznik sprowadzi sie do zera. Gdyz, w tym przy-

padku, moze on by¢ roztozony na wyznaczniki czesciowo ktore
sie zniszcza o'ddzielnie. 1 tak

lecz te dwa ostatnie wyznaczniki zniszczg si¢ (n" 15, wn.).

21. Wyznacznik nie zmienia wartosci gdy sie dodaje do kaz-
dego elementu jednej linii albo jednej kolumny, elementa

innych linij lub kolumn pomnozonych odpowiednio przez czyn-
it. — 2



(8 o/l ROZDZAEL. ylii.

4iki state. | tak

lecz ostatni wyznacznik sprowadza sie do zera (n" 20) (*). Przy-
ktady nastepujace okaz™ w jaki sposéb zasady ktéresmy dopisro
wytozyli mog§ postuzy¢ do uproszczenia rachunku wyznacz-

nikow.

FMiZYKEAD |. — Wyrachowa¢ — warto$¢ wyznacznika

Drugi wyznacznik wycigga sie z pierwszego odcigigaj*c od pi~rwszéj,
drugiej i trzeciej kolumny, dwa razy, trzy razy i czlzry razy, elementa
odpowiednie oslatniej kolumny. Trzeci wyznacznik wyci?ga si¢ z drugiego
odci3gaj?c tak samo summe trzech pierwszych kolumn od ostatniej, lle-
kolwiek zatem razy natrafimy, jak teraz, na wyznacznik w ktérym wszyst-

(*) Poczatkujacy bede sie starali baczy¢ pilnie, ze gdy wyznacznik nie
zmienia wartoéci przez podstawianie w pitrwszéj linii - Oj -f- ka2 -f- /as
w miejsce Oi,..., to rzecz sie dzieje inaczi®j kiedy sie potozy w miej-
sce a-,.., loz same podstawienie w drugiej linii, albowiem mnozy sie
wledy wyznacznik przez k. a kiedy sie wykona lo podstawienie w trze-
ciej, mnozy sie go (to jest wyznacznik dany) przez L
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kie elementa jednaj linii s? sobie réwne, mozemy, przez odciiiganie, wy-
prowadzi¢ z niego ipny, w ktérym wszystkie elementa, tejze sam”j linii
zniszcz? sie wyjawszy jednego, i przywie$¢ tym sposobem racliimek do
rachunku wyznacznika rzedu nizszego (17). Tak wiec, Odci{)gaj8ic picr-
wsze kolumne od kazd¢j z trzech innych, ostatni wyznacznik staje sie

Trzeci wyznacznik togo szeregu wyprowadza sie z poprzedzajgcego,
odci§gaj?c od pi~*rwsz®j kolumny podwoéjngi ostatnie, i pozostanie nam

tylko do obliczenia wyznacznik drugiego rzedu ktérego wartos$ci? szukanji
jest - 8— 7= — 15.

PRZYKLAD IlI. — Wyrachowa¢  Wijznacznik Jiastepujacy
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Pierwsze przeksztatcenie odbywa sie [odciggajac podwéjny trzecig ko-
lumne od drugieji dodajgc summe drugiejitrzecijdo czwart oacig-

gnawszy wreszcie w drugi(5j linii naprzéd pierwsza kolumne od podwoj-
nej trzeciej, potem potréjng czwartg od trzecidj, zakofnczymy, w danym
przyktadzie, pi(5rwsze przeksztatcenie. Zauwazmy potém ze dwa wyrazy
aib.2Cidi i aib-2C;id.i sg z sobg znakéw przeciwnych, a C4 jest jedynym
elementem czwarK?j kolumny ktéry sie nie niszczy, ze wiec wyznacznik
sprowadza sie do — Ci{aibidi). Dodajmy nastepnie do siebie, drugg i trze-
cig kolumne, wylgczmy czynnik 5 spoiny drugiej kolumnie i znak —
spoiny drugi(5j linii poziomej; odciggnijmy nakoniec, pierwszg linig od
drugiej i o$m razy pii*rwszg od trzeciej; reszla rachunku jest oczywista.

PRZYKLAD III.

PRZYKLAD 1V.

PRZYKLAD V. — ajac done n ilosci a, 6,-*..., znalezé¢  warto$¢

wyznacznika
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Jest rzecz? oczywisty (14) ze ten wyznacznik sprowadza sie do zera
gdy X = 6; azatem, przyjmuje on jako czynnik a — g; toz samo na-
lezy rozumie¢ o kazdej inn”j réznicy miedzy ilosciami a, S, . Wyznacz-
nik jest wiec rowny wieloczynowi

W rzeczy samcj, jezeli mu nie jest réwny, to zawiera go w sobie jako
czynnik ; lecz nie moze przypuszcza¢ innych czynnikéw zamykajacych
a, 6,..., poniewaz zawicra juz w sobie a*—i, 6"—',... i ze te ilosci nie
mog? by¢ podniesione do potegi wyzszej w wyznaczniku; poréwnywajac
spétczynniki ilosci a'i—i, widzimy oprécz lego ze wyznacznik nie moze
zamyka¢ w sobie czynnika liczebnego. Ten przyktad moze by¢ takze
traktowany w tenze co nastepujacy sposoéb.

PRZYKLAD Vf, — Wyrachowa¢ warto$¢ unjznafznika

Odci*gajec ostatni? kolumne od kazdej z Irzech innych, wyznacznik
stanie sie podzielnym przez a— (S —") — a iloraz bedzie

Odci?gaj8c takze ostatniag kolumne od dwoch piérwszych, wyznacznik
stanie sie podzielnym przez (a — -f) (€ — i znajdziemy bezposrednio
na jego wartos¢

PILZ7TAKEAD VII. — Rozwigzanie pewnego zagadnienia  Geometryi
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wymaga oznaczenia X zapomocg zréwnania

Oddsignijmy pi~rwsz8i lini§ od drugiej i podzielmy przez X; odciggnijmy
nastepnie o$m razy pierwszg linigi od trzeciej i podzielmy przez X; po-
tém odciagnijmy drugg linig od trzeciej i podzielmy przez 3, i nakoniec
odcisignijmy te ostatni? od drugiej i prdzielmy przez X wyznacznik
stanie sie

Odciagnijmy leraz pidrwsz? kolumne od drugiej i od trzeciej, pot"m
drug? od trzeciej, i podzielmy przez 6 — a ¢ — a ¢ — 6; odcia-
gnijmy od pié¢rwsz”j kolumny druggi pomnozon”i przez a i dodajmy trze-
ci? pomnozon? przez ab\ nakoniec odciaggnijmy od drugiej kolumny
trzeci? pomnozon? przez a + 6. Po wykonaniu powyz¢j wskazanych
przeksztatcen przyjdzie

albo, uprosciwszy

PRZYKLAD Vin.
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PRZYKLAD IX.

PRZYKLAD X.

PRZYKLAD XI.

PRZYKLAD XII. — Wiele z tych przyktadéw moze sie zastosowa¢ do
obrachowania powierzchni tréjkatéw, przypominajac sobie ze podwdjn?
powierzchni?i tréjkata utworzonego przez trzy punkla maj?ce za spot-
rzedne cc, y'y, jest
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podobniez tréjkat utworzony przez trzy prosie majgce za zréwnania
ax by ¢ = 0,., dajena wyrazenie sw”j podwdjnej powierzchni
kwadrat z wyznacznika

podzieiony przez

Tak samo powierzchnia trojkata utworzonego przez $rodki krzywosci
w trzech punktach paraboli (wiedzac ze, dla paraboli y* = 2px, i zespot-

rzedneml S$rodka krzywosci s% “p + — j  sprowadza sie

ostatecznie do wynalezienia warto$ci wyznacznika

Mozna obrachowa¢ takze powiorzchni*t tréjkata utworzonego przez
trzy normalne albo trzy inne linie majgce zwigzki znane z krzywa.

fiiZYKLAD XI[I.
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PRZYKELAD XIV. — Dowies¢ réwnosci

PRZYKLAD XV. —  Wyrazenie

w ktéréni wszystkie elementa sgi réwne, wyjewszy elementdw przekatnej,

sprowadza sie do jest wieloczynem (
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22. Wykazemy, w tym rozdziate, ze wieloczyn dwéch wy-
znacznikéw moze by¢ potozony pod ksztattem jakiegokolwiek
wyznacznika, majacego za elementa summy wieloczynéw z ele-
mentéw kazdej linii jednego z dwéch wyznacznikéw przez ele-
menta odpowiednich linij drugiego.

| tak, wieloczynem {aib-ic") przez (ai62y3) jsst

Dowodzenia jakie damy dla tego przypadku szczegélnego
zastosujg sie zupetnie do przypadku ogo6lnego. Poniewaz kazdy
element wyznacznika powyzszego jest summa trzech wyrazow,
wyznacznik moze (19) sie roztozy¢ na summe dwudziestu sied-
miu wyznacznikow jakieby sie otrzymato bioragc jedng kolumne
czesciowg w kazd¢j z trzech kolumn powyzszych. Nie potrze-
bujemy pisa¢ tych dwudziestu siedmiu wyznacznikow, dosy¢
jest wskaza¢ dwa lub trzy pierwsze :

Nalezy zauwazy¢ teraz ze, we wszystkich, kazda kolumna
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ma jeden czynnik spélny ktéry (15) moze by¢ wytaczony za
nawias jako czynnik wyznacznika. Wyrazy dane powyz¢j mog”
wiec sie napisac

lecz piSrwszy z »tych wyznacznikéw sprowadza sie do zera,
gdyz ma dwie kolumny jednakie; drugi nie jest czem innsm
tylko wyznacznikiem (0,6203), a trzeci (13) jest — (o0i”s)- Tak
samo, kazdy inny wyznacznik cze$ciowy majacy dwie kolumny
jednakie zniszczy sie, i rozpozna sie tatwo ze wszystkie wy-
znaczniki nie znoszace sie sg réwne wyznacznikowi (“i"aCa),
gdy tymczasem czynniki mnozgce je sg wyrazami wyznacznika
(firiys)'

Moznaby byto, tymze samym sposobem, roztozy¢ wyznacznik
na szereg wyrazow réwnych wyznacznikowi (oct™Yys) pomno-
zonemu przez jeden z wyrazow (0162/3).

23. Z powodu waznos$ci tego twierdzenia, damy inne dowo-
dzenie, oparte na nasz$ém pi¢rwszém okresleniu wyznacznika.

Wyznacznik jakiSmy zauwazyli w numerze poprzedzajgcym
jest wypadkiem rugowania zmiennych miedzy zréwnaniami
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Zrobiwszy teraz

trzy zréwnania poprzedzajagce moga sie napisac

Rugujac X, Y, Z, widzimy bezposrednio ze {a“"ig) po-
winien by¢ jednym z czynnikéw wypadku. Lecz mozna takze
znalez¢, dla x, y, z, jakikolwiek uktad wartosci zadosy¢ czy-
nigcy trzem zrownaniom danym, byleby tylko mozna byto
otrzymac jakikolwiek uktad zado$¢ czynigcy zréwnaniom
X= 0, Y= 0O, Z— 0. Wiec wyznacznik (aie"ys) =0, przed-
stawiajgcy warunek konieczny azeby te ostatnie zrownania staty
sie mozliwemi, jest zarowno czynnikiem wypadku. A poniewaz
widzimy bez trudnos$ci ze stopien wypadku wzgledem spoét-
czynnikéw jest $cisle tenze sam co stopien wieloczynu tych
dwdch ilosci, ten wypadek nie jest przeto czem inném tylko
wieloczynem (aie”ys)-

Wynika z tego co poprzedza ze twierdzenie dotyczace mno-
zenia wyznacznik6w moze sie wyrazi¢ pod forma nastepujaca,
jaki¢j nadal czesto uzyjemy.

Kiedy jakikolwiek uktad zrownan



MNOZENIE "WYZNACZNIKOW. 29

fcst przeksztatcony za pomocg podstawien

wyznacznik uktadu przeksztatconego jest rowny {aib-ic?), to
jest wyznacznikowi uktadu pierwotnego rozmnozonemu przez
[a-irMys), jaki nazwiemy modutem przeksztatcenia.

24. Twierdzenia numerdw poprzedzajacycti mogg by¢ uogél-
nione w spos6b nastepujacy. Mozemy mie¢ dwa szeregi ele-
mentow, w ktérych liczba linij poziomych jest r6zng od liczby
kolumn, na przyktad :

i mozemy z nich ztozyé, jak w numerze poprzedzajagcym, wy-
znacznik

ktdrego zamierzamy sobie znalez¢ wartosé.

Przypus¢my naprzéd, jak w przyktadzie powyzszym, liczbe
kolumn wiegkszag od liczby linij poziomych, tak ze kazdy ele-
ment nowego wyznacznika jest summa jakiejkolwiek liczby
wyrazow przewyzszajacej liczbe tych linij. "Postepujac jak
w n«o 22, warto$¢ tego wyznacznika jest
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to jest Ze nowy wyznacznik jest summ” wieloczynéw wszyst-
kich wyznacznikéw jakie mozna utworzy¢ z jedego szeregu
elementéw pomnozonych kazdy przez wyznacznik odpowiedni
utworzony z elementéw drugiego szeregu.

25. Przypu$émy teraz, powtore, liczbe linij poziomych prze-
wyzszajacg liczbe kolumn. I tak, za pomocg dwdéch szeregow
elementéw

utworzymy wyznacznik

Rozktadajagc go podobniez na wyznaczniki czeSciowe™ roz-
poznamy ze jest rzeczg niepodobng utworzyé z nich zadnego
ktoryby nie miat dwéch kolumn jednakich. Wyznacznik spro-
wadza sie wiec jednako (identycznie) do zera. Moznaby jeszcze
byto o tem sie przekona¢ bezposrednio dodajac do kazdego
szeregu jakakolwiek kolumne zer i mnozac, co daje wyznacznik
powyzszy jako wieloczyn dwéch wyznacznikéw réwnych poje-
dynczo zeru.

26. Przypadek szczegdlny bardzo uzyteczny n'™ 22 zalezy na
tém ze kwadrat z ktéregokolwiek wyznacznika jest jakimkol-
wiek wyznacznikiem symetrycznym (10). | tak kwadrat z wy-
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znacznika jest

Wynika takze z n' ze summa kwadratéw z wyznacznikow

jest wyznacznikiem

PRZYKLAD I. — Jezeli oznaczymy przez a” 61, Cj, a-i, b2 ci do-
stawy trzech ketdw stanowiacych kierunek dwéch linij w przestrzeni,
a przez 0 kgit tych dwéch linij, wiadomo ze mamy

a tosamo$¢ dowiedziona przez nas powyz¢j daje

PRZYKLAD I W teoryi zréwnan, jest pozytecznie wyrazi¢, pod
ksztattem wyznacznika, wieloczyn kwadratéw z réznic pierwiastkow.
Wieloczyn z réznic n ilosci byt juz potozony pod ksztattem wyznacznika,
przyktad V, n" 21; jezeli podniesiemy go do kwadratu, przyjdzie

Sp oznacza summe poteg p ilosci a, 6,...
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PRZYKLAD IIl. — N" 24 dowodzi podobniez ze

Utworzymy tym sposobem jakikolwiek szereg wyznacznikéw z ktérych
ostatni jest wieloczynem kwadratéw z réznic a, g,...; wszystkie wyznacz-
niki podobne po za tym ostatnim zniszczy sie identycznie (PP. Zajaczkow-
ski, Skiba i inni pisza : toZsamosciowo) (25). Ten szereg wyznacznikoéw
jest nader wielkiego znaczenia w teoryi réwnan algebraicznych.

PRZYKLAD IV. — WeZzmy poczatek spoétrzednych w S$rodku kola opi-
sanego na tréjkacie ; niech bedzie, R promieniem kola i M powierzchnig
trojkata, mamy

Mnozac te wyznaczniki wedtug prawidta powyzszego, pierwszy wyraz

staje sie rownj zcrii; drugi

c jest jakimkolwiek bokiem tréjkata. A zalem
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zkad fornuila znana

PRZYKLAD V. — Mozna uzy¢ tegoz samego sposobu dla znalezienia

promienia sfery opisan(5j na czworo$cianie. Wychodzgic z wyrazenia ob-
jetosci czworo$cianu

znajduje sie, jak powyzej ze, a, d; 6, e; c, f s? parami krawedzi prze-
ciwnych czworos$cianu,

zkad, oznaczywszy ad -{- be cf .przez 2S, wycigga sig, .wedtug
wzoru podanego w przyktadzie XIII, n"" 21,

PRZYKELAD VL — Dowodzenia powyzsze zostaly natchnione P. BURN-
SIDE'OWI przez dowodzenie nastepujace dane przez P. JOACHIMSTHALA
na wyrazenie powierzchni tréjkata wpisanego w elipse. Mnézmy zréw-
nania

Wieloczyn jest jakimkolwiek wyznacznikiem symetrycznym w ktérym
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yl2
wyrazy przek™tnéj SG ksztattu Qq + g‘r non zerami kiedy
punkta sgi iia krzywcj; inne punkta s? Teraz jest

tatwo dowie$¢ ze oznaczajac przez 7 jakikolwiek bok trojkata, a przez 6"
pélérednicy réwnolegtej, otrzymamy

Mamy wiec

PRZYKLAD VII.-- P. CAYLEY otrzymat, sposobem nastepujagcym {Cam-
bridge and Dublin Mathemalical Journal, tom II, str. 270), zwiazki
taczace odlegtosci czterech punktéw branych po dwa, a lezacych na ja-
kiemkolwiek kole lub pieciu punktéw lezacych na jakiejkolwiek kuli.

Podstawmy spétrzedne kazdego punktu w jzréwnanie ogélne jakiego-

kolwiek kota

i wyrugujmy A, B, C, otrzymamy jakikolwiek wyznacznik z czterech
prostych takich jak

Pomn6zmy przez jakikolwiek inny wyznacznik, nier6zni§cy sie od tego
lylko samym czynnikiem liczebnym, ijaki utworzymy za pomocni czterech
tinij ksztattu 1, x', y', ccf™ A-y™A:  pierwszy wyraz wieloczynu zniszczy
sie, drugi jest (cc'— {y' —y")"" A zatém, jezeli (12)2 oznacza
kwadrat z odlegtos$ci miettzy dwoma punktami, wieloczyn pod ksztattem
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wyznacznika jest

jestto zwiagzek szukany. Tak wiec jak to juz widzieliSmy, ten wyznacznik
rozwiniety daje zwigzek

Zwi?izek tgczgecy odlegtosci pieciu punktow na jakiejkolwiek kuli jest
wyznacznikiem odpowiednim pieciu liniom.

PRZYKLAD Vni. — Znalei¢ zwigzek miedzy odlegtosciami trzech
punktéw  branych po dica a lezacych na jakiejkolwiek  prostej,  czterech
punktow  lezacych na jakiejkolwiek ptaszczyznie  lub pieciu punktow
potozonych w  przestrzeni.

Przydajmy jedno$¢ i zera do dwoéch wyznacznikéw z ktérych zrobi-
lismy wieloczyn w przyktadzie poprzedzajacym, przyjdzie

Mamy teraz pie¢ linij poziomych a tylko cztéry kolumny; wieloczyn,
rozwiniety jak w n«e 25, musi wiec by¢ zerem. Lecz tea wieloczyn nie
jest czém inném jak wyznacznikiem
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jeslto zwiazek szukany. Przemazuj“c ostatni? linig i ostatnia kolumne,
otrzymamy zwigzek miedzy odlegtosciami trzech” punktéw lezacych na
jakiejkolwiek prostej; przydajac, przeciwnie, nowg linig 1, (51)"" (52)-,..,,
otrzymamy zwigzek miedzy odlegto$ciami pieciu punktéw potozonych
w przestrzeni. Mozemy™ przy wykonaniu i-achunku tych wyznacznikéw
odciggna¢ druga kohinine od kazdé¢j z nastepujacych, a potem odciagnaé
zaréwno pierwszg linig od kazdej z nastepujacych, co daje

Moznaby wyznaczniki wprost otrzyma¢ pod tym ksztattem uproszczo-
nym, lecz nie symetrycznym, kiadac poczatek w punkcie (1) i tworzac,
jak w 25, z elementami cc', y', ?/",.es, wyznacznik nastepujacy
kiéry powinien by¢ identycznie zerem,

Rozpoznaje si¢ bez trudno$ci ze jest on réwnowazny wyznacznikowi,
ktéry juz byt ustanowiony powyzej.

PRZYKLAD IX. — Znalez¢ zwigzek miedzy lukami tgczacenii cztery
punicta wziete na jakiejkolwiek  kuli.

Wezmy poczatek w $rodku kuli i utwérzmy, z dostaw oznaczajacych
kierunek promieni wodzacych poprowadzonycli do kazdego punktu
dosa', dos€', dos7', dosa",..., jakikolwiek wyznacznik ktéry bedzie
identycznie zerem, przyjdzie
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jezeli zastagpimy dostawy przez ich rozwinigcia na szeregi

i przypuScimy promied r nieskofczony, wyznacznik sprowadza sie do
wyznacznika przyktadu poprzedzajgcego wzgledem czt(5rech punktow
potozonych na jakiejkolwiek plaszczyznie.

PiiZYKf.AD X. — Niech bedzie wiiznncznik

za pomocg teqo wyznacznika chcemy obrachoioad wieloczyn oX) of—>-).

Wyznacznik przedstawiajgcy wieloczyn jest legoz samego ksztattu jak
poprzedzajacy, X jest zastapionym przez A2, za$ A,..., Il, przez wartosci

Rozwijajgc i rownajac zeru, mamy

zrownanie w ktorem

i N jest réwne kwadratowi wyznacznika pierwotnego w ktérym zrobito
sie X= O; L, Mi N sa ilosciami konieczniie dodatnemi. Podobniez,
jezeli sie utworzy (X) za pomoca wyznacznika symetrycznego jakiego-
kolwiek, wieloczyn i?20X) (p(— x) réwny zeru, dostarczy jakiegokolwiek
zrownania na X2 ktérego wyrazy sg na przemiany, dodatne i odjemne,
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ktore, wedtug reguty DESKARTA, nie moze mie¢ pierwiastku odjemnego.
Tymto witasnie sposobem P. syLwesTER dowiddt rzeczywistosci pier-
wiastkéw zréwnania (@EX) = 0. Jest rzecz? oczywisty, wedtug tego
cosmy powiedzieli powyz¢j, ze to zréwnanie nie moze mieé pierwiastku

ksztattu 6 yj— 1, i zobaczymy tatwo ze ono nie moze mie¢ lakze w swym
sktadzie pierwiastku ksztaltu a 6 \/— 1; dosy¢ na to napisac
a—a= rt, b— 0= b, ¢c—n—c i wréci sie napowrét do przy-

padku poprzedzaj?icego.

UWAGA. — Pan Edward COMBESCURE, znakomity ttomacz na jezyk
francuzki gteboko pojetej i pieknie wykonczonej Teoi-yi Wyznacznikéw
BRrosKiEGO (BrioscHI. La teorica dei determinanti, Pavia, 1S5U), po-
daje w iém dziele o powyzej przytoczonym odkryciu, obok wiernie prze-
tozonych waznych nad tym wynalazkiem uwag wioskiego geometry, swe
wiasne nastepujace spostrzezenia :

Zréwnanie trzeciego stopnia na jakie sie natrafia, w Geometry! przy
oznaczeniu osi gtéwnych jakiejkolwiek powierzchni drugiego rzedu,
w Mechanice przy szukaniu osi momentéw gtéwnych bezwiadnos$ci jakie-
gokolwiek ciata, w Fizyce matematycznej przy poznawaniu sit gtdwnych
sprezystosci lub osi gtdwnych elipsoidy sprezystosci, it. d., mozna potozy¢
pod ksztattem jakiegokolwiek wyznacznika w sposéb nastepujacy :

Pierwiastki tego zréwnania s? rzeczywiste. To podanie, juz uzasadnione
przez PP. CADCHY'EGO, KUMMERA, BORCHARDTA, JAKOBIEGO, odebrato lat
temu dwadzie$cia odP. sYLWESTRA (*) nowe dowodzenie bardzo proste i ele-

ganckie, oparte na prawidle odnoszjicém sie do mnozenia wyznacznikéw.
Mnozgc pi¢rwszy cztonek tegoz zréwnania przez wyznacznik /'(X),

(*) Pkilosophical  Muf/azine,  -1852.
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Otrzymuje sie rzeczywiscie

gdzie sie zrobito, dla skrocenia,

ma sie wiec

i zauwazy sie ze spotczynniki L, M, N s? dodatne, albowiem te spét-
czynniki moga tatwo by¢ potozone pod ksztattem

Zrobiwszy

funkcya /(— X) stanie sie
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a zréwnanie bedzie kszlahu

spotczynniki Lj, Mj, N,, s8 dodatne. Stosujgic do niego regute znakéw

DESKARTA, rozpozna si¢ ze zadna z wartosci na nie moze by¢ od-
jenma, lo jest ze nie mozna bedzie mieé a, lém
sam¢ém, Jest wiec dowiedzionym ze pierwiastki
zréwnania sg istotnie rzeczywistemi.

Zauwazmy ze to dowodzenie, zaréwno jak dowodzenia PP. JAKO-
BIEGO i BORCHARDTA, rozci§ga sie do zréwnan N"?" stopnia bedgicych
tegoz samego ksztattu, jak to zobaczymy w jednym z rozdziatéw IYe® lo-
mu nasz(!j algebry.
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WYZNACZNIKI ODWROTNE | MNIEJSZE.

27. WidzielisSmy (16) ze wyznaczniki mniejsze sg potgczone
z elementami odpowiedniemi przez zwigzek

sg one zwigzane zinnemi elementami przez zréwnania jednakie

W rzeczy samej, wyznacznik jest réwny

i A, A2.. nie zawierajg w sobie o,, 0o,.; wyrazenie
AiA,-f-6.2A2... jest tem czemby sie stat wyznacznik ro-
bigc a2= b.,,...lecz miatby on wtedy dwie ko-

lumny jednakie, a tem samem sprowadzatby sie do zera (U).

28. Mozemy teraz napisa¢ pod ksztattem skréconym rozwig-
zanie jakiegokolwiek uktadu zréwnan
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gdyz, mnoz8c pierwsze przez Aj, drugie przez A.2,..., i doda-
jac, spotczynniki 'y, z,.., zniszczg sie, gdy tym czasem
spétczynnik x bedzie réowny OjAi-f-aoA2to jest wy-
wyznacznikowi utworzonemu ze wszystkich spotczynnikow
pierwszych cztonkéw zréwnan : nazwiemy go A. Mamy wiec

29. Wyznacznikiem odwrotnym jakiegokolwiek wyznacznika
danego jest wyznacznik maje,cy za elementa, mniejsze wy-
znacznika piérwotnego; i tak odwrotnym [aMb-icM jest

gdzie maj§ znaczenie wytozone powyzej. Gdy na-
zwiemy go A' i pomnozymy przez wyznacznik pierwotny
przyjdzie, wedtug prawidta

lecz, wedtug n"' 27,
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wyznacznik sprowadzi siewiec do

zkad

i, ogolnie,

30. Jezeli wezmiemy drugi uklad zréownan n™ 28, i roz-

wigzemy go na nowo wzgledem wfunkcyi Aar, Ay,...,

mamy

gdzie al,.., sg Mniejszemi wyznacznika odwrotnego.
Lecz te wartosci ilosci 4, e,... powinny by¢ jednakie ze

zréwnaniami pierwotnemi; zkad; zauwazywszy ze =
otrzymamy, przez poréwnanie spétczynnikow,

zréwnania wyrazajgce w funkcyach spotczynnikéw pi¢rwotnych.
Mniejsze wyznacznika odwrotnego.

31. WidzieliSmy ze, wzigwszy pod uwage jedng kolumne a
jakiegokolwiek wyznacznika, kazdy wyraz zamyka w sobie jako
czynnik jeden z elementéw t$j kolumny; a tem sam¢m wyznacz-
nik moze sie napisa¢ pod ksztattem HapAp. Podobniez, jezeli sie
wezmie pod uwage dwie kolumny jakiekolwiek a i b wyznaczni-
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ka, ten wyznacznik moze byé potozony pod ksztattem

gdzie summa S oznacza wszystkie wyznaczniki mozebne jakie
mozna utworzy¢ biorgc dwie linie poziome z dwéch kolumn
danych, i

W rzeczy samej, kazdy wyraz wyznacznika zamyka w sobie
jako czynnik jeden z elementéw z kolumny a i inny ktory-
kolwiek z kolumny b-, a, wedtug prawidta na znaki, kazdemu
wyrazowi a’b Mr odpowiada jakikolwiek inny —ajAcrd,,..
Zkad widzimy ze ksztatt wyznacznika jest Aj,,, i, przez
toz samo rozumowanie jak w iP® 16, widzimy takze ze mno-
znik Ap, jest Mniejszy otrzymany przez zniesienie dwéch linij
i dwoch kolumn w ktérych sie znajdujag W i b,,.

W ogo6lnosci, gdy sie zauwazy p kolumn jakichkolwiek
wyznacznika, mozna wyrazi¢ go jako summe. wszystkich wie-
loczynéw jakie sie otrzymuje tworzgc wszystkie wyznaczniki
mozebne z p linij poziomych wzietych z pomiedzy tych linij,
iz p kolumn, i mnozac Mniejszy tym sposobem otrzymamy
przez swoj dopeiniajacy, to jest przez Mniejszy wynikajacy ze
zniesienia tychze samych kolumn i tychze samych linij; na
przyktad :

Znak kazdego wyrazu w wyrazeniu poprzedzajgcem oznacza
sie bez trudnoSci przez prawidto podane na znaki (8). Jest rzecza
oczywistg, jak w n"® 27, ze gdy w summie powyzszej zastagpimy
wszedzie litere b przez litere ¢, summa (CS™A) spro-
wadzi sie do zera, gdyz ta summa przedstawia to czemby sie
stat wyznacznik, jeS§Uby kolumna c byta rowng kolumnie b.
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32. Twierdzenie n' 30 moze by¢ uogo6lnione w sposéb na-
stepujacy : kazdy Mniejszy rzedu p jaki mozna utworzy¢
z elementéw wyznacznika odwrotnego Aj, B,... réwna sig,
Mniejszemu dopetniajacemu w wyznaczniku pierwotnym, po-
mnozonemu przez potege p — 1 tego wyznacznika. Na przy-
ktad, w przypadku gdzie wyznacznik pierwotny jest pigtego
rzedu.

Sposéb dowodzenia og6lnego zrozumie sie dostatecznie sto-
sujgc go do pierwszego przyktadu; mamy

Wiec

Lecz mozemy otrzymaé jakiekolwiek inne wyrazenie na x
w funkcyi pieciu ilosci vy, w, W\ w rzeczy sam¢j, uwaztny
zrownanie pierwotne :

rugujac V i u, przyjdzie.
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a poniewaz, z okre$lenia, [aigd"e®) = B2, poréwnywajgc to
zréwnanie ze zréwnaniami jakieSmy juz otrzymali, mamy

PRZYKELAD. — Gdy jakikolwiek wyznacznik sprowadzi sie do zera,
mniejsze  Ai, A-j,..., sa odpowiednio proporcyonalne do

W rzeczy samsj, dowiedlismy ze

C jest drugim mniejszym jaki sie otrzymuje znoszgic dwie pierwsze ko-
lumny. Wiec, gdy A = O, ma sig
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FUNKCYE SYMETRYCZNE.

33. Przypuszcza¢ bedziemy ze czytelnik zna teory§ funkcyj
symetrycznych pierwiastkéw zréwnan, taka jaka jest zwykle
przedstawiang w dzietach o teoryi zréwnan traktujacych. Przyj-
miemy przeto ze zna on takze wz6r newtona dla obrachowania
summ z poteg pierwiastkéw zréwnania

to jest

zkad sie wycigga

jakotez inne formuty

Jezeli mamy jakakolwiek funkcya jednorodng spdtczynnikéw
PuPi-)--) tej funkcyi bedzie rownym, wedtug znaczenia
najwiec$j uzywanego, liczbie czynnikéw zawartych w kazdym'
wyrazie; jezeli, na przyktad, yOpQy jest jednym wyrazem
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funkcyi, ta bedzie rzedu r -[-s Jezeli funkcya nie jest
jednorodng, rzed bedzie okreSlony przez rzed wyrazu najwyz-
szego. Nazwiemy wainosm jakiejkolwiek funkcyi summe wskaz-
nikow kazdego czynnika; i tak waznoscig wyrazu bedzie
summa r 2s -f- Zt. Wyraz pAhpt bytby trzeciego rzedu, a
jego waznosciag bytaby r -f-s W przepadku funkcyj jakie
mamy do zauwazania, wazno$¢ bedzie taz sama dla wszystkich
wyrazow.

36. Jezeli rozwazymy wyrazenia dane powyzej dla Si, So, S3,...
w funkcyi spotczynnikow, to oczywiscie, waznos$¢ kazdego wy-
razu jest rowng 2 w si, 3 w S3, a przez indukcyg, n w s».
Podobniez, waznos$¢ 'LaKi' jest m -f-p, tak samo jak wazno$¢

jest m-\-p-\-q...

Mozna to dowie$¢ nastepujgcym ogolnym sposobem. Jezeli

sie zastapi pierwiastki a, 6,y,... przez Xa, funkcya

jest widocznie pomnozona przez Lecz wia-
domo ze mnozac kazdy pierwiastek przez X, mnozy sie Pi
przez A p-i przez przez Wyrazenie loT*yi wfunk-
cyi spotczynnikdéw powinno wiec by¢ lakiem, ze, jezeli sie
zastapi pN przez Ip”®, p~ przez I17p-i,..., kazdy wyraz znajdzie sie
pomnozonym przez + +7; co sie wyrazi méwiac ze waznoscia
kazdego wyrazu jest m p -j- q.

35. Poniewaz mamy,

a zaden ze spéiczynnikéw pz, pM... nie zawiera a w jakiejkol-
wiek potedze wyzszej nad pierwszg, jest wiec rzeczg oczywista
ze rzed funkcyi symetrycznej jakiejkolwiek [m przy-
puszcza sie ">p \ q) musi byé przynajmniej rowny m; w rze-
czy samej, potrzeba przynajmniej m czynnikéw zawierajgcych
kazdy a w pierwszym stopniu azeby wieloczyn zamykat oT.
Wzajemnie, wszelka funkcya symetryczna rzedu m zawierac
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bedzie a* w jakimkolwiek wyrazie. Oznaczywszy bowiem
przez <L summe pierwiastkow y, <5,..., przez summe
ich wieloczynéw wzietych po dwa,..., bedziemy mieli,

a spotczynnik najwyzszej potegi pierwiastku a w jakimkolwiek
wyrazie plp~pl bedzie i nawzajem, czynnik nie
moze pochodzi¢ jak tylko z wyrazu plfAfA. Nie moze wiec
sprowadzi¢ sie do zera przez przydanie innych wyrazow; zkad
wyptywa ze rzed funkcyi symetrycznej jest rbwny naj-
wiekszej z liczb m, p, q : dowiedliSmy w istocie ze ten rzed
nie moze by¢ mniejszym i tenze nic moze by¢ takze wigkszym,
poniewaz funkcya jakiegokolwiek badz stopnia wyzszego za-
wierataby w sobie potegi z pierwiastku a wyzsze jak a™.

Za pomorg tych dwoch zasad, mozna napisa¢ bezposrednio
cze$¢ wyrazong literami jakiejkolwiek badz funkcyi symetrycz-
nej, i pozostang do oznaczenia same tylko spétczynniki. Jezeli
chcemy utworzy¢ — yf, widzimy bez trudnosci ze idzie
tu o funkcyg ktorej waznos$¢ jest U a rzed 2, to jest ze kazdy
wyraz moze mie¢ tylko dwa czynniki. Jedyne wyrazy mogace
w niej figurowaé sg pj*pzpupl, i, dla uzupetnienia rachunku
funkcyi, pozostaje nam tylko oznaczy¢ spéiczynniki liczebne
tych trzech wyrazéw.

36. Funkcye symetryczne z roznic pierwiastkéw, sg to funk-
cye ktéremi najwiec¢j bedziemy sie zatrudniali, jest wiec po-
zytecznie daé tu pozna¢ twierdzenie za pomocag ktérego summy
z poteg tych réznic moga sie wyrazi¢ w funkcyi summ z poteg
samychze pierwiastkow. Jlozwinmy {x — «)"™ za pomoca wzoru
dwumianu, rozwifimy takze {x — Sj"*.., idodajmy; bedzie :
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Teraz, jezeli zastagpimy x przez a w tern wyrazeniu, to ono
staje sie

jezeli zastagpimy x przez to ono staje sie

i tak dalej. Dodajmy wypadki wszystkich tych podstawien :
jezeli m jest nieparzystem, summa jest zerem, poniewaz wy-
razy (a— S, (6 — o)™ zniszcze, sie; jezeli m jest parzystém,
to rozwiniecie staje sie, przeciwnie, 22(a — lecz toz samo
podstawienie wykonawszy w drugim cztonku zréwnania, otrzy-
mamy dodajac

Jezeli m est nieparzystem, ostatni wyraz bedzie — 648>
niszczacy pierwszy, i wszystkie inne wyrazy zniszczy sie takze;
lecz, jezeli m jest parzystem, ostatni wyraz bedzie jednakim
z pierwszym i tak dalej, i zréwnanie stanie si¢ podzielnem
przez 2. Mamy wiec, gdy m jest parzystem,

spotczynniki spotczynnikami dwumianu, oprécz spotczyn-
nika srodkowego, na ktorym sie zatrzymamy dzielg.c go przez 2.
Na przyktad,
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37. Wszelka funkcya z ro6znic pierwiastkbw musi oczywiscie
pozosta¢ niezmienny, gdy sie powiekszy lub zmniejszy wszyst-
kie te pierwiastki o tez samy ilos¢; jezeli, na przyktad, zast§-
piemy w zréwnaniu, x przez x — to ono staje sie, w tym
przypadku.

Lecz funkcya jakakolwiek spétczynnikow N2,. gdy
zamienierny na /jj-f~/~u na Sp-2,... staje sie

Zastypmy wiec przez p~ -f- p* przez

i uporzadkujmy wypadek wzgledem poteg X ten wypadek
staje sie

Widzielismy ze wszelka funkcya z réznic nie powinna sie zmie-
nia¢ przez podstawienie, jakkolwiek matem bedzie X; taz
funkcya wiec, gdy wyrazimy jg w funkcyi spo6tczynnikow,
powinna zadosy¢ uczyni¢ zréwnaniu rézniczkowemu
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PRZYKLAD I. —  Utworzy¢

Wiemy ze rzed i wazno$¢ tej funkcyi s? rowne 2; la funkcya powinna
wiec by¢ Insztattu Ap2.-\-Bp\. Oznaczmy j? przez tp i zastosujmy do

ni(5j zréwnanie rézniczkowe, tali postepujac otrzymamy

A poniewaz

zkyd

podstawiajcie te wartosci w zréwnanie powyzsze, przyjdzie

albo, wyi§czaj?c czynnik spoiny p, za nawias,

aze Pi nie jest zerem, przeto drugi czynnik [(n— I)A + 2nB] musi
by¢ koniecznie zerem; czyli, iiiuemi stowy, B musi by¢ stale propor-
cyonalném do (n— 1), za$§ A do ; co do funkcyi, ta moze sie tylko
rézni¢ jakimkolwiek czynnikiem wyrazenia {n — —  2np2.

Dostrzezemy ze ten czynnik jest réwnym jednosci, przypuszczajac
l.= 1, wszystkie za$ inne pierwiastki robi?c bez wyjatku kazdy odrebnie
zerem, zkad pi= '\, p2=0, co sprowadza wyrazenie powyzsze do
n — |, jak to ftatwo mozna byto przewidzie¢.

PRZYKLAD Il, — Utworzyé, dlc jakiegokolwiek badZz zréwnania
trzeciego stopnia, wieloozyn kwadratéw z réznic ( a — a ) 2

Rzed funkcyi jest k, j»5) wazno$¢ jest 6, i ta funkcya musi by¢ ksztattu
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Oznaczajac j? przez m i stosiijgic do niej zrownanie rézniczkowe, mamy

zk~d

3)

PI)

po podstawieniu tych wartosci w zréwnanie powyzsze, wykonaniu wska-
zanych dziatan i uporzgidkowaniu symetrycznym uproszczonych wyrazéw,

przyjdzie,

to wyrazenie powinno by¢ tozsamosciowo zerem, zk8d

a wiec funkcya moze sie rozni¢ tylko jakimkolwiek czynnikiem wyra-

zenia

Mozna dostrzedz ze czynnik jest réwnym jednosci gdy sie przypuszcza
ze a tém samém pi, majg kazdy odrebnie za sw? warto$¢ zero.

38. Bedziemy uzywali, w dalszym ciggu, zréwnan jedno-
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rodnych. Piszagc - zamiast x i znoszac utamki, zréwnanie

y

jakiegosmy uzyli staje sie

Przydajmy dla symetryi, jakikoKyiek spo6tczynnik pierwszemu
wyrazowi : nalezy, nadto, da¢ réznym wyrazém spétczyn-
niki rozwiniecia dwumianu {x -j-yY"-, i napisa¢ wypadek
w ten sposob rozwiniety pod ksztattem

Korzys¢ jakg otrzymujemy przez uzycie spdtczynnikéw dwu-
mianu zalezy na tem, ze we wszystkich funkcyach z rdznic
pierwiastkow wyrazonych w funkcyi spétczynnikéw zréwnania,
summa spo6tczynnikéw liczebnych jest zerem. W rzeczy samdj,
.znajdziemy te summe robigc (o= = 02= e = 1; lecz,
w tém przypuszczeniu, wszystkie pierwiastki stajg sie rownemi,
a tem samem ich réznice niszczg sie.

Rozumie¢ bedziemy, przez funkcya symetryczng pierwiastkow
jakiegokolwiek bgdz zréwnania jednorodnego, funkcyg syme-

tryczng pierwiastk6w zréwnania w QC, utworzonego po po-
y
dzieleniu przez 00?". ze spétczynnikow —, —,..., i po-
Oo
mnozonego przez najwyzsza potege ilosci Qo znaj<bijacej sie
w mianowniku majgcym postuzy¢ do zniesienia utamkéw. Tym
sposobem, wszelka funkcyg symetryczna bedzie jakgkolwiek
badz funkcya jednorodng ilosci a®j ai, ..; w rzeczy sam§j,
przed zniesieniem utamkoéw, ta funkcyg byta jednorodng i sto-
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pnia zero, i przetrwa ona w tym stanie, jezeli sie pomnozy
wszystkie jej wyrazy przez tenze sam czynnik. Mozemy takze
ustanowi¢ teory” funkcyj symetrycznych pierwiastkdw jakiego-
kolwiek b8dz zréwnania jednorodnego nie potrzebujac prze-
ksztatca¢ go poprzednio na jakiekolwiek b8dz zrownanie w

Niech bedzie a jednym z pierwiastkéw tego ostatniego, oczy-
wiscie ze zrownaniu jednorodnemu zadosy¢ uczynig wszelkie
warto$ci na X', y' dla ktérych znajdzie sie x' = ay', ponie-
waz nie ma tu oczywiscie innego pytania jak tylko o stosun-

ku X—,; zréwnanie podzielone przez rozktadaé sie daje nj

y
czynniki, a tak zréwnanie jednorodne da sie przywie$¢ do ja-
kiegokolwiek wieloczynu

Mno6zmy i poréwnajmy ze zréwnaniem pierwotnem, przyjdzie

Jezeli zrobimy >/, y"... réwnemi jednosci, te wyrazenia spro-
wadzajg sie do wyrazen zwyktych spotczynnikéow jakiegokolwiek
b8dz zrownania w funkcyi pierwiastkéw X', x"Nawzajem,
wszelka funkcya symetryczna napisana pod ksztattem zwyczaj-
nym z pierwiastkami x\ x".. moze przywie$¢ sie do drugiego
ksztattu, przypuszczajac kazd§ warto$¢ x' podzielony przez
jakakolwiek wartos¢ odpowiednig y' i o0g6t t. j. wszystkie wy-
razy funkcji pomnozone przez jakakolwiek bydz potege ilosci
y'y"... dosyé podniesionej aby mozna byto znies¢ utamki. 1tak
summa kwadratéw zréznic — x")- staje sie

i, ogO6lnie, wszelkie funkcye z réznic dadze sie sprowadzi¢ do
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jakiejkolwiek smiiniy wieloczyndw wyznacznikéw takich jak
przez potegi z ilosci

39. Zréwnanie rdzniczkowe jakieSmy podali dla funkcyj
z roznic pierwiastkbw wymaga aby bylo nieco zmienionem
kiedy sie pisze zréwnanie ze sp6lczynnikanii dwumianu.

Jezeli, w zréwnaniu

zastapimy x przez x -]- staje sie o, -]- x«i, a-i staje sie
al 4" 2«iX ai staje sie at-f 3Xa2-f- 3x2aj
i wszelka funkcya <9 spétczynnikéw przeksztatca sie na naste-
pujacy

Wszelka funycya z réznic pierwiastkbw powinna wiec, ponie-
waz ta funkcya nie zmienia sie jezeli sie zastapi x przez x 1,
zadosy¢ uczyni¢ zréwnaniu

Podobniez, wszelka funkcya nie zmieniajgca sie gdy sie za-
stapi y przez y + x, powinna zado$¢ uczyni¢ zréwnaniu

Funkcye tego rodzaju sg funkcyami wartosci odwrotnych
pierwiastkdw, i, w znakowaniu jednorodnem, zaleza od wielo-
czynow ksztattu x'y"—x"y'.. pomnozonych przez potegi
ilosci x', x",... Funkcye samych wyznacznikow x'y" —  x"y\..
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riiepomnozone przez potegi ?/,.., beda zadosy¢ cKrnUy
obu zréwnaniom rézniczkowym.

40. Potrzeba zauwazy¢ ze warunek

jest nie tylko koniecznym, ale dostatecznym azeby @ nie zmie-
nito sie przez podstawienie x -f-~ za x. WidzieliSmy ze sp6t-
czynnik w zrownaniu' przeksztatconem, sprowadza sie do
zera, i znajduje sie bez trudnosci, za spotczynnik

gdzie Ol,..., pokazujace sie wyraznie, nie powinny by¢
rézniczkowanemi w ostatnim symbolu. Lecz ten wypadek nic
jest r6znym od tego jaki sie otrzymuje wykony wajgc na funkcyi

dziatanie gdyz to dziatanie dostarczy

z jednéj strony, wyrazéw jakie sie otrzymuje* rézniczkujac
Ul, a.2,.., ktére sie pokazuja sposobem wyraznym w symbolu,
a z drugiej wyrazow jakie sie otrzymuje zostawiajac w t6j funk-

cyi tti, a-2,.. stalemi : summa Oo-r-"-[-+ e« sprowadza sie
(@ {

do zera, stanie sie podobniez ze spétczynnikiem i ze spot-

czynnikami innycti poteg X
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PRZYKLAD, — Utworzy¢, dla zréwnania trzeciego stopnia

funkcya

Mozna wyprowadzi¢ to zadanie z przyktada Il, n™ 37, lub otrzymaé
je sposobem nastepujacym : funkcya jest czwartego rzedu, j*j wazno$¢ G;
ta funkcya powinna wiec by¢ ksztattu

Wykonywajgic dziatanie

ma sie

réwnajcie odrebnie z zerem spo6tczynnik kazdego wyrazu i robiec A ~ i,
przyjdzie

U\. P. serreT dziatanie wskazane przez a ~~ -j-..  pisze

pod ksztattem przedstawiajgcym niekiedy korzysci. Wyobrazmy
sobie jakakolwiek badZz zmienng pomocniczg ~ ktéréj spoét-
czynniki floj sg funkcyami takiemi, zeby byto
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mamy oczywiscie

Mozna podobniez napisa¢ na, -f ... pod ksztattem skrd-
aoo

conym ~n jest jakgkolwiek zmienng ktorej spotczynniki
wy)

sg funkcyami takiemi, zeby byto

hi. Nalezy tez da¢ poznal spostrzezenie zrobiono przez
BRIOSKIEGO Wzgledem znaczenia pierwszego z tych dziatan gdy
sie wyraza je w funkcyi pierwiastkobw. Uwazmy jakakolwiek
funkcya spétczynnikéw pi, pA pz,...,, wyrazmy te spotczynniki
w funkcyi pierwiastkéw i rozwazmy ich pochodne wzgledem
pierwiastkéw.

Oznaczywszy jak powyzej przez qi summe, przez summe
wieloczyn6w wzietych po dwa, it. d., wszystkich pierwiastkow
mniej jednym z nich mamy oczywiscie

Mamy takze Wyrazenia odpowiednie dla pochodnych wzgledem

innych pierwiastkow; dodajgc je do siebie, spétczynnik

staje sie rownym n. Spéiczynnik d_ _ staje sig |
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W rzeczy samej, poniewaz (71 = — a, dociajec, spotczynnik
z8dany stanie sie npi — [o. y ...) — [n— \)p~. Po-

dobniez spétczynnik ~  jest rowny (n—2)17, imamy
dpi

Widzimy teraz jasno, czemu, stosujac dziatanie wskazane przez
drugi cztonek do jakiejkolwiek funkcyi z réznic pierwiastkéw,
wypadek sprowadza sie do zera : albowiem dziatanie réwno-
wazne -"4-..., zastosowane do réznicy jakiejkolwiek, do-
da

starczy wypadek tozsamosciowo réwny zeru.

Podobniez gdyby zrownanie byto napisane ze spo6tczynnikam,
dwumianu, mielibysmy byli

zk8d, jak poprzednio.
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WYZNACZLMKI ZWANE wYPADKowyMI  {RESULTANTS).

43. Jezeli mamy k zréwnan jednorodnych o k zmiennych,
albo, co na jedno wychodzi, k zréwnan niejednorodnych
0 k — 1 zmiennych, jest zawsze podobna potgczy¢ je w sposdb
taki aby mozna byto z nich wydoby¢ jedno tylko zréwnanie
A= O niezawierajagce w sobie zadnej zmiennéj. Mowi sie wtedy
ze zmienne sg wyrugowane a A jest luypadkowym (le i*esul-
tant) (*) uktadu zrownan. Wezmy przyktad najprostszy, ten
jaki juz przytoczyliSmy w pierwszym rozdziale, to jest dwoch
zréwnan pierwszego stopnia

Mnozac pi¢rwsze przez a', drugie przez a, i odciagajac pier-
wsze od drugiego, przyjdzie

1 ilosé — db jest rugownikiem dwdch zréwnan. Potrzeba
teraz zauwazy¢ ze nie mozna ztad wywie$¢ rownosci ab'— db— O
dopoty, dopdéki dwa zréwnania dane nie stang sie jednocze-
snemi, to jest dopdki te zréwnania nie zostana sprawdzone

{*) Wypadkowe odebraty lakze nazwisko rugownikéw {Sliminants).
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przez jedn” i tez sam§ wartos¢ na x. W rzeczy samej, nie ulega
wg.tpliwosci, ze gdy taczymy dwa zréwnania

=0
dla wydobj~cia z nich réwnosci
+ mN X)) =. O,

przypuszczamy wyraznie ze x przedstawia tez sam” ilos¢
w dwdch zréwnaniach. Wynika zt8d ze réwnos$¢

ab'— alb=Q

przedstawia warunek konieczny azeby dwa zréwnania mogty
byé sprawdzone przez jedn” i tez sam” warto$¢ na Xx, jak
mozna takze widzie¢ to bezposrednio rozwigzujagc oba wzgle-
dem X iréwnajac miedzy sob” warto$ci tak otrzymane. I, ogoél-
nie, maj~c dan” liczbe ilukolwiek zréwnan

mozemy potaczy¢ je i wyciggnaé z nich jakgkolwiek réwnos¢
takg aby byto

U+ mV-f nW= 0O

byleby tylko zmienne miaty tez same warto$ci we wszystkich
zréwnaniach. A jezeli, kombinujac je, przyjdziemy do jakiego-
kolwiek wypadku niezawiérajacego w sobie wiecej zmiennych,
sprowadzi sie go do zera skoro te zréwnania beda mogty byé
sprawdzone przez jakikolwiek spolny uktad wartosci, i tylko
w tym przypadku. Rugownik, czyli racz¢j wypadek otrzymany
z rugowania zmiennych w danym uktadzie zréwnan, moze
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wiec by¢ okreslony : Funkcya jakakolwiek spéiczynnikéw da-
nego uktadu zréwnali dajeca sie sprowadzi¢ do zera byleby
tylko zrownania dane przyjmowac ciggle nie przestaty jakiego-
kolwiek b8dZz uktadu rozwigzan spdjnych.

Uk. Mamy teraz pokaza¢ w jaki spos6b rugowanie moze sie
wykona¢ i jaka jest natura wypadku do ktérego zostaje sie
przywiedzionym. Poczniemy od dwoéch zréwnan napisanych
pod ksztattem niejednorodnym

X" - piw™A - ...— o0 albo f{x) = O,
Xn — -f- O albo = O

Rugownik przedstawia, jak to juz widzieliSmy, warunek ko-
nieczny azeby dwa zrownania mialy jakikolwiek pierwiastek
spolny. Jezeli to ma miejsce, ktorykolwiek z pierwiastkow
pierwszego zrownania musi zado$¢ uczyni¢ drugiemu; niech
beda wiec a, 6, y,... pierwiastki pi¢rwszego zrownania, i pod-
stawmy je kolejno w drugie, jeden z wypadkow

musi sta¢ sie zerem, i ich wieloczyn jest koniecznie w tymze
samym przypadku. Lecz ten wieloczyn jest jakgkolwiek funk-
cya symetryczng pierwiastkow pisrwszego zréwnania, i odtad
moze sie wyrazi¢ w funkcyi swych spétczynnikéw; mamy tym
sposobem wypadek szukany. Prawidto postepowania dla
wyrugowania wedtug tego sposobu jest wiec wziecie m czyn-
nikow

46)= - + —
My)=r —eir" + —

pomnozenie ich wszystkich razem, i podstawienie na miejsce
funkcyj symetrycznych pierwiastkow 6, y,..'. ich wartosci
w funkcyi spotczynnikéw pisrwszego zréwnania.
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PRZYKEAD. — Wyrugowaé x miedzy dwoma zréwnaniami

Mnézmy (a2 — <foc + g.i), przez (P2— + <), przyjdzie

zaslepmy a N przez pi, o0& przez p-i, afi-j- przez p® —

mamy

albo

takim jest wypadek szukany.

1x5. Otrzymatoby sie tenze sam wypadek (niezwazajgc na
znak) przez podstawienie pierwiastkéw pi¢rwszego zréwnaniu
w drugie, albo przez podstawienie pierwiastkéw drugiego
w pierwsze.

Innemi stowy, oznaczywszy przez Yo pierwiastki
drugiego zréwnania, wypadek moze si¢ napisa¢ zaréwno pod
jednym albo drugim ksztattem

teraz, jezeli przypomnimy ze

pierwszy ksztatt wychodzi na
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a drugi na

W dwdch przypadkach mamy wiec wieloczyn ze wszystkich
roznic miedzy jakimkolwiek pierwiastkiem pisrwszego zréwna-
nia i jakimkolwiek pierwiastkiem drugiego, i te dwa wielo-
czyny nie mogg roznic¢ sie miedzy soba jak tylko ich znakiem.

UG. Jezeliby zréwnania byly danemi pod ksztattem jedno-
rodnym, ze sp6tczynnikami lub bez spétczynnikéw dwumianu.

przywiodtoby sie je do ksztattu poprzedzajgcego dzielagc przez

i otrzymatoby sie /;, Pod
flo
stawitoby sie te wartosci w wypadek otrzymany za pomocg spo-

sobu numeru poprzedzajacego, i zniostoby sie utamki mnozac
przez najwyzszg potege a" i b znajdujaca sie w mianowni-
kach ; rugownik dwoch funkcyj

wyprowadzony w ten spos6b z wartosci otrzymanej powyzej (/ifi)
staje sie

Uugownik jest zawsze jakgkolwiek funkcya jednorodng spot-
czynnikdw dwdch zrownah. W rzeczy samcj, przed znicsie-
1. —5
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niern mianownikéw, byt on oczywiscie funkcyg jednorodng
stopnia zero, a tem sam$m pozostanie jeszcze jednorodnym
kiedy sie pomnozy wszystkie wyrazy przez jedng i tez sama
ilos¢. Mozna to takze widzie¢ stosujgc wprost do zrownan
sposéb n'" kU. Niech bedg x', t/'; :c"y"y., wartosci zadosy¢
czynigce pi¢rwszemu; jezeli dwa zréwnania przypuszczg jaki-
kolwiek czynnik spolny, niektore z tych warto$ci powinny za-
dosy¢ uczyni¢ drugiemu. Wykona sie wiec wieloczyn

i zastgpi sie funkcye symetryczne, pierwiastkéw przez ich war-
tosci w funkcyi spétczynnikéw pierwszego zréwnania, jak
w ' 38.

47. Rugownik dwéch zréwnan stopni m i n jest n"A" stopnia
wzgledem spétczynnikéw pierwszego, i m*N wzgledem spoét-
czynnikéw drugiego.

W rzeczy samej, moze sie on napisaé, bagdz to jako wielo-

czyn z m czynnikéw . zawierajacych kazdy w pior-
wszyni stopniu spétczynniki drugiego zréwnania, badz to jako
wieloczyn z n czynnikéw fir)... zawiérajagcych kazdy
w pierwszym stopniu spétczynniki piSrwszego. Biorgc pod
uwage jedynie sam ksztah *j;(e),..., mozemy zaréwno Wwi-

dzie¢ ze ten ksztalt, zawierajgcy oczywiscie spotczynniki dru-
giego zréwnania w stopniu m, zamyka sp6tczynniki pierwszego
w stopniu n, poniewaz funkcye symetryczne tam sie znajdu-
jace zamykaja kazdy pierwiastek w potedze n i nie zamykaja
go podniesionego do potegi jakiejkolwiek wyzszej (35).

48. Wazno$¢ rugownika jest mn, to jest ze summa wskaznikéw
w kazdym wyrazie jest stalg i rowng mn. W rzeczy sam$j>
jezeli sie pomnozy kazdy z pierwiastkéw a, 6,...; a', 6',... przez
tenze sam czynnik X, kazda z mn rdznic a —a' (45) bedzie
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pomnozong przez tenze sam czynnik, a rugownik przez
Lecz, dla pomnozenia pierwiastkdw przez X dosy¢ zastgpic

przez Igr, p., a.i przez Xju, i, przy wy-

konaniu tej zmiany w rugowniku, kazdy wyraz bedzie znajdo-
wat sie pomnozony przez co znaczy ze summa wskazni-
kow kazdego wyrazu jest réwng mn.

Mozna znalezé to samo za pomocy zasady n'* 3/t

‘N funkcyi summa wyktadnika kazdego wyrazu i
wskaznika spétczynnika odpowiedniego jest n, to jest ze i
jest summ” pewnej licztly wyrazow ksztaltu qn-iXi. Jezeli
wezmiemy wiec pewn”i liczbe wyrazow w kazdym z czynni-
kow  J;@@) wyrazem odpowiednim wieloczyiiu bedzie

ajezeli potgczymy ten wieloczyn ze wszyst-

kiemi wieloczynami w ktérycli sio przedstawiajg! tez same
spotczynniki, bedziemy mieli Summ»
wskaznikéw spétczynnikéw q jest

albo, poniewaz znajduje sie m czynnikdw.

Lecz, podiug n" ok, summy wskaznikéw spdtczynnikow 5
W wyrazeniu jest i-j-7 + ~h e summy dwoch
szeregbw wskaznikéw jest wiec mn, czego witasnie cticielismy
dowiesc.

Wypadek do ktéregosmy Swiezo doszli mozna jeszcze wysto-
wi¢ tym sposobem (*): Jezeli JD, gi zamykajy w sobie jakykol-

{*) Albo tez jeszcze w sposéb iiaslepnjgicy : Jezeli sie podstawi wru-
gownikii, na miejsce kazdego spéiczynnika /;,, wyraz cc' jaki len
spétczynnik mnozy w zréwnaniu pierwotnym, kazdy wyraz riigownil*a
staje sie podzielnyni przez cc"", albo tez, pod ksztattem jednorodnym,
jezeli sie zast"ipi kazdy spéiczynnik a® przez \Vszyslkie wy-
razy riigownika stan? sie podzielnemi przez
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wiek nowg zmienng z w pierwszym [slopniu, gdy m, za-
mykajg lez zmienng w drugim i'pisSrwszym, w trzecim
i wstopniach nizszych, i tak dalej, rugownik bedzie jg zawierat,
og6lnie, w stopniu rnn.

Jest rzecza oczywista, ze te wypadki pozostatyby zaréwno dla
zrownan napisanych pod ksztattem jednorodnym ar'”~ +
poniewaz wskazniki sa sobie odpowiedniemi w dwéch ksztat-
tach Widzimy takze ze z powodu symetryi bytyby one jeszcze
prawdziwemi gdyby zrownania zostalty potozone pod ksztattem

gdzie wskazuik kazdego spdtczynnika réwna sie wyktadnikowi
zmiennej x zamiast by¢ réwnym wyktadnikowi zmiennej .

Poniewaz rugownik jest jakakolwiek funkcya z réznic
miedzy pierwiastkiem jakimkolwiek jednego ze zréwnan i pier-
wiastkiem jakimkolwiek drugiego, pozostanie on niezmiennym
jezeli sie powiekszy o tez samg ilo$¢ pierwiastki dwéch zréw-
nan, to jest jezeli w nich zastagpimy x przez Wynika
ztad, jak w n"® 37, ze rugownik powinien zadosy¢ uczynié
zréwnaniu rézniczkowemu

albo, jak w n'" 39, piszac zréwnania ze sp6tczynnikami dwu-
mianu
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50. Majac dane dwa zroéwnania jednorodne o trzech zmien-
nych stopni m i n, liczbg uktadéw wartoSci mogacych za-
dosy¢ uczyni¢ zarazem tym dwom zrownaniom jest mn (*).

Niech beda

dwa zréwnania urzadzone wedtug poteg x', jezeli wyrugu-
jemy X, spoétczynnik jest jakakolwiek funkcyg jedno-
rodng pierwszego stopnia y i z, spétczynnik jakakol-
wiek funkcyg podobng drugiego stopnia, itak dalej, widzimy
podtug 48 ze rugownik bedzie jakgkolwiek funkcya jedno-
rodng y i z stopnia mn.

Mozna wiec znalezé mn wartosci na y i z (**) robigcych ru-
gownik réwny zeru. Jezeli podstawimy jednag ktérgkolwiek
z pomiedzy nich w zréwnania dane, bedg one miaty, ponie-
waz ich rugownik staje sie zerem, jakikolwiek j pierwiastek
spoiny jezeli sie rozwigze je wzgledem x :ta warto$¢ na x,
potaczona z warto$ciami na y i z juz otrzymanemi, daje uktad
warto$ci zado$¢ czynigcych zréwnaniom danym; mamy wiec
razem mn ukitadéw podobnych warto$ci. Podamy dalej sposob
za pomocg ktérego mozna, gdy dwa zréwnania maja jakikol-
wiek pierwiastek spo6lny, oznaczy¢ go bezpos$rednio.

f) Te zréwnania moggi sie uwaza¢ za przedstawiajgce dwie krzywe
stopni m i n. Twierdzenie zawarte w tym numerze tlémaczy sie geome-
trycznie moéwigic ze krzywe przecinaj? sie w mn puniitacli. Sprowadza
sie te zrownania do ksztattu zwyczajnego robigic z = .

(**) Czytelnik winien sobie przypomnie¢ ze gdy uzywamy zréwnah je-
dnorodnych, stosunek zmiennych stanowi wszystko co nas w t*m miejscu
najwiecej zajmowac¢ powinno. | tak, w tym przypadku, z' moze by¢
wziete dowolnie, warto$¢ odpowiednia na y jest oznaczona przez

. 2
zntwnanio -’
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PnZYKLAD. — Znalez¢é sp6trzedne czterech punktéw  V}ynikajacych
z przeciecia dwoch sekcyj konicznych przedstawionych przez zréwnania

Uporzadkujmy zréwnania wedtug poteg x i wyrugujmy to zmienng ;
wypadkiem jest, podtug n™

gdzie napisalismy, jak w pierwszym Rozdziale, (al/) zamiast ab' — a'b.
To zréwnanie, rozwigzane wzgledem ~ , da warto$ci odpowiednie dla

czterech punktéw stanowigcych przeciecia dwoéch sekcyj konicznych.
Znalaztszy je i podstawiwszy jedno z nich w dwa zréwnania, otrzymamy,

szukajgc ich spdlnego pierwiastku, warto$¢ odpowiednig na - . Mo-

gliSmy byli oznaczy¢ od razu cztery warto$ci na ”~ rugujac y, lecz
podstawienie jest potrzebném dla poznania jaka jest warto$¢ na y odpo-
wiadajaca kazd¢j wartosci na x. Robigc == 1, wszystko co poprzedza
znajduje sie wyrazoném w zwyczajnym uktadzie spélrzednych.

51. Wszelka funkcya symetryczna z liczby mn wartos$ci za-
dosy¢ czynigcych jednocze$nie dwém zréwnaniem moze sie
wyrazi¢ w funkcyi ich spétczynnikéw. Jest rzeczg widoczng ze
mozemy tym sposobem wyrazi¢ funkcye symetryczne zamyka-
jace w sobie tylko jedng ze zmiennych. Gdyz wyrugowawszy v,
mamy jakiekolwiek zréwnanie w X, i wszelkie funkcye sy-
metryczne z liczby mn warto$ci zadosy¢ czynigcych dwom
zréwnaniom danym moga sie wyrazi¢ w funkcyi spétczynnikow
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tego zréwnania : tak samo rzecz sie ma dla y. Na przykiad,
w przypadku dwoéch sekcyj konicznych, oznaczywszy przez
a?l, yi,.,. spotrzedne punktow przeciecia, widzimy bezposre-
dnio w jaki sposéb mozna wyrazi¢ funkcye symetryczne takie
jak

i jedyny punkt wymagajgcy niektérych objasnien jest wiado-
mos$c¢ jakim sposobem dadzg sie wyrazi¢ funkcye symetryczne
w ktére wchodzg dwie zmienne, takie jak

Dla osiggniecia tego, wprowadzmy jakgkolwiek nowg zmienng
?= + uy, i za pomocg tego zréwnania dowolnego, wyru-
gujmy X \'y ze. zrownan danych. | tak y ruguje sie bezpo-
Srednio podstawiajgc jego warto$¢ wyciggnietag ze zréwnania

t— XA-  fH/, i mamy wtedy dwa zréwnania w x stopni min:
ich rugownik bedzie stopnia mn wzgledem t, ijego pierwiastki
bedace oczywiscie -1-juyi, XA\, Xi, yi, x.i,

sg wartosciami na & i % sp6lnemi dwom zrownaniém. Spoét-
czynniki lego zréwnania w { bedg zawieraty w sobie Xi n.
Jezeli utworzymy summe poteg k zjego pierwiastkéw, Kktéra

bedzie [Ix, » p/)™ + {Ixi-[- My-if spotczynnikiem
w tej summie bedzie a spotczynnik XJ-V da i tak
dalej.

Kilka stow wystarcza dla przetozenia tego co poprzedza na
jezyk zrownan jednorodnych. Widzimy bezposrednio w jaki
sposéb mozna utworzy¢ funkcye symetryczne zamykajace w so-
bie tylko dwie zmienne, takie jak SyiSaZs"i? gdyi v»'ycigga sie"
je (jak w n™ 38) ze zréwnania jednorodnego otrzymanego
rugujac druga zmienna. Jedyny punkt pozostajacy do wyjasnie-
nia jest wiadomos$¢ w jaki sposéb dadzg sie utworzyé funkcye
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symetryczne obejmujgce w sobie trzy zmienne, i przychodzi
sie do tego wtasnie, jak powyzej, ktadac

f I"RZTKLAD. — Utworzy¢ funkcye symetryczne spétrzednych — czterech
punktéw stanowigcych  przeciecia dwoch sekcyj konicznych.

Zréwnanie otrzymane w ostatnim przyktadzie daje. bezposrednio

f, wedtug symetryi,

Dla wziecia za przyktad jakiejkolwiek funkcyi zamykajacej w sobie trzy
zmienne, utwdrzmy ~(cCiJliZgZjZp, odpowiadajgca i:(x'y") gdy zréwnania
sg napisane pod ksztaltem niejednorodnym.

Wedtug teoryi poprzedzajacej, mamy do wykonania rugowanie miedzy
zréwnaniami danemi i zréwnaniem t =Xx [ly, i funkcya ezukaiia
bedzie potowg spoétczynnika X{ w rozwinieciu Jezeli wy-
padkiem rugowania jest

otrzyma sie

Rugowanie daje
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52. Utworzy¢ rugownik z trzech zré\Ynari jednorodnych o
trzech zmiennych stopni m, n, p.

Ilé6wnaj§c rugownik zeru, wyraza sie warunek konieczny do
znalezienia jakiegokolwiek uktadu warto$ci na x, //, z zadosy¢
czynigcych trzem zréwnaniem (*). A wiec, jezeli takim jest
obecny przypadek, to rozwigzujagc dwa zrdéwnania i podsta-
wiajac kolejno w trzecie wartosci znalezione dla x, y, z, je-
den z tych uktadéw wartos$ci powinien zado$¢ uczyni¢ temu
zrdwnaniu. Odt8d wieloczyn wszystkich wypadkéw podstawie-
nia powinien by¢ réwny zeru. Niech wiec bed§ x, vy, 7,

x%y" f,... uktady wartosci zadosyé czynigce dwém zréwna-
niom i ktérych liczba jest (50), podstawmy te wartosci
w pierwsze i zastosujmy mnozenie do wszystkich np wypad-
kéw ogo6lnie oznaczonych C YL 7)), <X, W 7). Wielo-

czyn tym sposobem otrzymany zamyka w sobie oczywiscie,
same tylko funkcye symetryczne (rozwigzan czyli pierwiastkow
sp6lnych dwoém ostatnim zréwnaniéom) x', y', 7., ktore,
podtug n'" 51, moga wszystkie wyrazi¢ sie w funkcyach spoét-
czynnikéw dwoch ostatnich zréwnan : wyrazajac je tym sposo-
bem, otrzymuje sie rugownik szukany.

53. Rugownik jest jakakolwiek funkcya (jednorodna stopnia
np wzgledem spo6tczynnikoéw pierwszego zréwnania, stopnia
mp wzgledem spoétczynnikéw drugiego, i stopnia mn wzgle-
dem spotczynnikéw trzeciego.

W rzeczy samej, kazdy z np czynnikéw (f{x', Y\ :)... jest
fimkcya jednorodna pierwszego stopnia spotczynnikéw pier-
wszego zréwnania, i wyrazenie funkcyj symetrycznych za po-
mocga spétczynnikéw zamyka w sobie same tylko spéitczynniki
dwoch ostatnich zréwnan ktorych rozwigzanie dato x\ ij, z...

(*) Jezeli irzy zréwnania przedstawiaj? krzywe, warunek ze rugownik
jest rowny zeru wskazuje ze trzy krzywe powinny przej$¢ przez jeden
punkt spoiny.
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Hugownik jest w stopniu np wzgledem spotczynnikow pier-
wszego zréwnania : jego stopien wzgledem spo6tczynnikéw
dw”och innych oznaczy sie tak samo.

5/t. Waznoscig rugownika jest mnp, to jest ze jezeli wszyst-
kie spétczynniki mnozace pierwszg potege jakiejkolwiek zmien-
nej z majg wskaznik 1, spdtczynniki mnozace z*, wskaz-
nik 2, i tak dalej, summa wszystkich wskaznikow w kazdym
wyrazie rugownika bedzie mnp. Innemi stowy, jezeli wszystkie
spétczynniki mnozace s zawierajg jakakolwiek nowa zmiernig
w piérwszym stopniu, jezeli wszystkie sp6tczynniki mnozace
zawierajg te zmienng w drugim stopniu i pi¢rwszym, it. d.,
rugownik zawieraé bedzie te zmienng w stopniu mnp.

To twierdzenie dowodzi sie jak w /8. A naprzéd, jest
rzecza oczywistg ze, jezeli jakiemukolwiek zréwnaniu jediio-
rodnenui stopnia m zadosy¢ czynig wartosci x', y', z', i jezeli
sie odmieni to zréwnanie mnozac kazdy spotczynnik przez jaka-
kolwiek potege / ré6wng potedze 2 jaka mnozy ten spoétczynnik,
zrdwnanie tak pizeksztatcone bedzie sprawdzoiiem przez wfll'
tosci z'; albo, og6lnie, ze wypadek podstawienia
1Z', \y', Z' w zréwnanie przeksztatcone réwna sio wypadkowi
podstawienia X', Yy, z', w zréwnanie pierwotne pomnozo-
nemu przez | tak, wezmy zréwnanie

zréwnaniem przeksztatconém danego jest

i wypadek podstawienia \x', >-?/,z, w to ostatnie jest
oczywiscie réwnym wypadkowi podstawienia x' Y\ z \s zrow-
nanie dane pomnozonemu przez A zatem, jezeli sie prze-
ksztatci trzy zréwnania dane mnozac kazdy spoiczynnik przez
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jakakolwiek potege Xréwne, potedze z jaka mnozy ten spoét-
czynriik”™ ijezeli x, y', z' przedstawiajg jakikolwiek uktad war-
tosci zadosy¢ czynigcy dwom ostatnim zréwnaniém pierwo-
tnym” zrownania przeksztatcone bede sprawdzone przez wartosci
\X', Z', i wypadek podstawienia tych nowych wartosci
w pierwsze zréwnanie bedzie y', Z'). Rugownik ktory
jest wieloczynem o np czynnikach ksztattu <f>{xy', z'),.. be-
dzie ponnnozonym przez I™"P. Niech bedzie wiec aubiCm...
jakikolwiek wyraz rugownika, kazdy wskaznik jest oczywiscie
odpowiadajacym potedze z jaka mnozy spo6tczynnik ; poniewaz

zmiana au na bi na >.'6/,... daje w skutku mnozenie tego
wyrazu przez summa A JAst koniecznie réw-
n? mnp,

55. Dowodzi sie podobniez ze trzy rownania sg, w ogoélnosci,
sprawdzone przez innp uktadow wartosci; ze wszelka funkcya
symetryczna tych wartoSci moze sie wyrazi¢ za pomoc§ spét-
czynnikow” i ze mozna utworzy¢ rugownik czterech zréwnali
rozwigzujac trzy jakiekolwiek z pomiedzy nich, podstawiajac
kolejno uktady wartosci tak otrzymane w czwarte, tworzac
wieloczyn wypadkéw podstawienia, i nakoniec wyrazajac ten
wieloczyn za pomoc§ spétczynnikéw zréwnan przez metode
funkcyj symetrycznych. Utworzymy tym sposobem rugownik
z liczby ilukolwiek zréwnan, i bedziemy mieli twierdzenie
0ogdlne nastepujace. Rugownik k zréwnan o A — 1 zmiennych
niezaleznych jest jak8koKviek funkcyg. jednorodng spotczynni-
kow kazdego zréwnania ktérego stopien jest réwny wieloczy-
nowi stopni wszystkich innych zrédwnan. Jezeli sie oznaczy
kazdy spotczynnik we wszystkich zréwnaniach jakimkolwiek
wskaznikiem réwnym wyktadnikowi jednej ze zmiennych jak(i
ten sp6tczynnik mnozy, summa wskaznikow w kazdym wyrazie
rugownika bedzie rowne wieloczynowi stopni we wszystkich
zréwnaniach. 1 nakoniec, jezeli ma sie k zréw”nanh o k zmien-
nych, liczba uktadéw warto$ci zado$¢ czynigcych wszyst-
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kim tym zréwnaniém jest rownag wieloczynowi ich stopni.

56. Jezeli rugownik ilukolwiek zréwnan niszczy sie, te
zréwnania przyjmuja jakikolwiek uktad rozwigzan spdélnych,
i pokazemy w jaki sposéb mozna go znalez¢ nie rozwigzujac
zrownan. Sposob jest tenze sam jakakolwiek badz jest liczba
zmiennych: dlawiekszéj prostoty, poczniemy od dwoch zréwnaii

Przypusémy ze jakikolwiek pierwiastek x — a drugiego
zréwnania zadosy¢ czyni pierwszemu i ze, tem samem, rugo-
wnik R staje sie zerem. Mozemy w @ zmieni¢ spo6tczynniki
an na Om-[-Am, Om-i na -f A . i zidbwnanie
przeksztatcone

badzie jeszcze sprawdzonem przez warto$¢ x = a, byleby
tylko ilosci Am, Am-i, e byly zwigzane warunkiem

poniewaz reszta pierwszej strony zroéwnania znika z zatoze-
nia kiedy sie robi X = ot Zréwnanie przeksztatcone ma wiec
jakikolwiek pierwiastek spolny z i, i tem samem, nowy ru-
gownik jaki sie otrzymuje tgczac go (t. j. ten pierwiastek) z »
jest takze zerem. Lecz ten rugownik wyprowadzi sie z rugo-
wnika $i zmieniajagc w nim am na cim —- Am, ... lak dziatajac
przyjdzie
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R jest zerem z zatozenia, a ilosci A,,, ... mogace byc¢ tak ma-
temi jak sie tylko podoba, wyrazy zawieraj.nce w pierwszej
potedze powinny znikna¢ odrebnie. Mamy wiec

zwigzek ktéry powinien by¢ jednaki z warunkiem

jedyny, jak to juz widzieliSmy, ktéremu Am, Am-i e powinny
zados$¢ uczynié. Wynika ztagd ze pochodne powinny by¢ pro-
porcyonalne do a™, ot"-" ..., i ze mozna znalezé a dzielgc
jedng z nich przez nastepujaca.

wniosek |. — Niech bedg a,, a>idwa spétczynniki jakie-
kolwiek @ powinnismy mie¢, gdy R jest zerem.

poniewaz stosunkiem dwoch pierwszych pochodnych jest at
i ze to samo stosowac sie zupetnie powinno do dwocli innych ;
wypada ztad ze roznica

jest zerem gdy R jest niem takze, i tem samem, przyjmuje
jako czynnik : innemi stowy, funkcya

zawiera R jako czynnik gdy mamy
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wNiosek JI. — Podobniez, jest rzeczg oczywista, ze pochodne
rugownika wzgledem spotczynnikéw ~ sg proporcyonalne do
..; wynika ztad, jak we wniosku poprzedzajgcym, ze

gdy U jest zerem, i ze funkcya

est podziclng przez U gdy

wNiosek 1H. — Nakoniec, jezeli podstawimy w drugie
zréwnanie wartosci ... dane powyzej, gdy R jest
zerem,

l'ierwsza strona tego réwnania nie moze oczywiscie przypuscic
czynnika R, poniewaz spoOtczynniki e powyzszego wyraienia
znajdujg sie w stopniu nizszym o jedno$¢ jak w samun/c
R. Powinno wiec to wyrazenie sprowadzi¢ sie tozsamo$chwo
do zera.

57.) Wypadki numeru poprzedzajagcego moga sie spiaw-
dzi¢ obliczajgc wartosci pochodnych R. Wiemy [kii ze
Lecz, poniewaz ©() jest rowiem

mamy
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a leni samem

Jezeli a jest jakimkolwiek pierwiastkiem w,

1 ~ sprowadza sie do

poniewaz.

a tbm samem

Mnozac, przyjdzie takze

i fatwo widzie¢ ze funkcyg mnozacg R jest

odciaggnijmy teraz wyrazy niezalezne od R zniszcza
CICif Cl da

sie jezeli ' ' i pozostanie tylko
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Zobaczymy lak samo ze * jest potizielném
Ctop

przez R; lecz iloraz nie jesi

58. Spos6b m¥dw56 i 57 stosuje sie jbez trudnosci do liczby
ilukolwiek zmiennych. Dla wiekszej jasnosci, ograniczymy sie
na trzech zmiennych, a toz samo dowodzenie da sie zastosowac
stowo w stowo do przypadku og6lnego.

Niech bede. trzy zréwnania

gdzie 9 jest réwném

oznaczaje. wartosci zadosy¢ czynigce trzem zréwnaniém ; te
wartosci zadosy¢ im czyni¢ bedy jeszcze, jezeli zmienimy
w (p, 8,0 na a,,,00A,,,00, "ay na byleby tylko
byto

lecz, jak w n"~ 56, powinniSmy otryma¢ takze

i, poréwnywajyc te dwa zréwnania, widzimy ze kazdy wyraz
powinien by¢ proporcyonalnym pochodnej Il wzgle-
dem swego spoétczynnika : bedziemy wiec mieh wartosci na
X', y', z* bioryc stosunki pochodnych H wzgledem spotczyn-
nikéw wyrazéow ktorych stosunkiem jest x' albo y' albo z':
mozna to sprawdzi¢ jak w n"~ 57. Podstawmy, w rzeczy sa-
m$j, w zréwnanie (@ pierwiastki spélne zréwnoniém ij i
i niech bedy <, wypadki tych podstawien; wiemy ze
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Jezeli przypuscimy 9'= O, warto$¢ tego wyrazenia sprowadzi
sie do swego pierwszego wyrazu i widzimy, jak powyz$j, ze
pochodna wzgledem kazdego sp6tczynnika jest proporcyonaln?
wyrazowi jaki ten spétczynnik mnozy. Mozna zt"d wyprowa-
dzi¢ tez same wnioski jak w n"« 56.

59. Jezeli jakikolwiek uktad zréwnan przyjmuje dwa uktady'
pierwiastkdw spo6lnych, nie tylko rugownik R zniszczy sie,
lecz dzieje sie podobniez z jego pochodnemi wzgledem wszyst-
Kicli spétczynnikéw. Gdyz jest rzecz§ oczywisty ze wartosci
pochodnych danych w n"e 57 zniszcze, sie wszystkie jezeli <p(@)
i 93) sa zerami, albo, jak w n"® 58, jezeli < i sg oba ze-
rami. W tym przypadku, warto$ci pierwiastkow spolnych otrzy-
muja sie za pomoca jakiegokolwiek badz zréwnania drugiego
stopnia gdzie figurujg drugie pochodne R. Wskazania naste-
pujace jakie, dla skrécenia, damy tylko w przypadku dwdch
zrownan, zastosujg sie dostownie do przypadku ogoélnego.

Mamy (57)

wyrazenie ktdre, gdy ~(a) i () sa zerami, sprowadzi sie do
jednego wyrazu

Otrzyma sie podobniez
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a jezeli rozwigzemy wzgledem - zréwnanie drugiego stopnia

jego pierwiastki dadza stosunki

Jesliby zrownania przyjmowaty trzy uktady pierwiastkow
spolnych, wszystkie drugie pochodne ilosci R bytyby zerami,
i pierwiastki spdlne otrzymatyby sie posuwajgc rachunek do
pochodnych trzecich irozwigzujac jakiekolwiek badz zréwna-
nie trzeciego stopnia.



ROZDZIAL VII.

WYRAZENIE RUGOWNIKOW L'OD KSZTALTEM WYZNACZNIKOW.

60. Metoda rugowania za pomoce tunkcyj symetrycznych jest,
z punktu widzenia teoretycznego, nieréwnie lepsza niz wszelka
inna, poniewaz stosuje sie do jakiejkolwiek badz liczby zmien-
nych ; wszelako, gdy jest ona nie dosy¢ skorg do wykonania
w praktyce i nie dostarcza wypadkéw pod ksztattem najdogo-
dniejszym, wskazemy, w tym rozdziale, inne metody rugowania.
Nastepujgca przedstawia sie najnaturalni$j :jest ona, w grun-
cie, jednaka z metodg zwang najwiekszego  spdlnego dzielnika.
WidzieliSmy juz ze rugownikiem dwoch zréwnan Unijnych

jest wyznacznik ab' — a'6 = 0. Jezeli mamy teraz dwa zréwna-
nia drugiego stopnia

mnézmy pierwsze przez a', drugie przez a i odciggnijmy,
przyjdzie

Mnézmy pisrwsze przez c\ drugie przez c, odciagnijmy
i podzielmy przez przyjdzie takze



84 ROZDZIAE VII.

Zagadnienie zostaje wiec przywiedzione do wyrugowania
zraienn$j miedzy dwoma zrownaniami linijnemi, i wypadek
otrzymany z rugowania daje

61. Jezeli zatozymy sobie wyrugowa¢ x miedzy dwoma zrow-
naniami trzeciego stopnia

mnozmy pierwsze przez a', drugie przez a i odciggnijmy;
mnézmy takze pierwsze przez rf, drugie przez rf, odciggnijmy
i podzielmy przez x :zagadnienie sprowadza sie do wyrugo-
wania zmiennej miedzy zréwnaniami drugiego stopnia

lecz, wedlug numeju poprzedzajgcego, [wypadek otrzymany
zrugowania daje

Potrzeba teraz zauwazy¢ ze mamy tozsamos$ciowo

a zatém, jezeli wykonamy mnozenia, wypadek staje sie po-
dzielnym przez {ad'} i sprowadza sie do

Wprowadzenie czynnika obcego (ad) ttémaczy sie tem pro-
stém spostrzezeniem ze, jezeli mamy ad' = a'd, to jest jezeli
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a i a s§wtymze samym stosunku jak d i d', wypadki jakie
sie otrzymuje, juz to odciggajac od pisrwszego zréwnania po-
mnozonego przez a' drugie pomnozone przez a, juz to odciggajac
od pierwszego zréwnania pomnozonego przez d” drugie pomno-
zone przez d, nie powinny rézni¢ sie od siebie tylko jakimkol-
wiek badZ czynnikiem. | tak, przez zatozenie [ad) =z O, aczkol-
wiek dwa zréwnania pierwotne trzeciego stopnia nie maja
czynnika spélnego, dwa zréwnania drugiego stopnia do ktérych
sprowadziliémy je maja zawsze jeden czynnik taki. W og6lno-
$ci, ten spos6b rugowania wprowadza czynniki obce, a tSm
samém, lepiejjest uzyé innych metod.

62. METODA EULERA. — Jezeli dwa zrdwnania stopni m i N
majg jakikolwiek czynnik spolny pierwszego stopnia, otrzymacé
bedzie mozna wypadki jednakie, badZz to mnozac pierwsze
zréwnanie przez n — 1 innych czynnikow drugiego, badz to
mnozac drugie przez m — 1 innych czynnikéw pisrwszego.
Wiec, pomnozywszy pierwsze przez jakgkolwiek funkcya do-
wolng stopnia n— \ wprowadzajacag n statych dowolnych,
drugie przez jakakolwiek funkcyg dowolng stopnia m — 1
wprowadzajgcg m statych, i réwnajgc, wyraz po wyrazie',
w dwéch funkcyach stopnia m-\-n — 1 tak utworzonych,
znajdziemy m-\-n  zrownan, miedzy ktoremi bedziemy mogli
wyrugowa¢ mA-n statych wprowadzonych ktére w nich figu-
rujg wszystkie tylko w pierwszym stopniu; i otrzymamy tym
sposobem, pod ksztattem wyznacznika, rugownik, albo racz¢j
wypadek otrzymany z rugowania zmiennych dwoch zrédwnan
danych.

PRZYKLAD. — Wyrugowaé¢ \ iy miedzy zréwnaniami

Mamy zréwnaé, wyraz po wyrazie.
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cztery zréwnania wynikajace ztAd s?

Rugujac A, B, A', B', otrzyma sie wyznacznik

(
|

(
(

63. Ta metoda moze by¢ uogdlniong w sposéb taki aby zna-
lez¢ warunki konieczne dla ktorychby zrownania miaty dwa
czynniki spo6lne. W tym przypadku, jest jeszcze rzeczg oczy-
wistg ze powinniSmy otrzymaé tenze sam wypadek, badz to
mnozac pisrwsze przez n — 2 innycli czynnikdw |*ugiego,
badz to mnozac drugie przez m — 2 innych czynnikéw pier-
wszego. Wiec, jak poprzednio, pomnozywszy pisrwsze przez
jakgkolwiek funkcyg dowolng stopnia n — 2 wprowadzajaca
n — 1 statych, a drugie przez jakagkolwiek funkcyg dowolng
stopnia m — 2, irdéwnajac, wyraz po wyrazie, dwa wielo-
miany stopnia m -\-n — 2 tym sposobem otrzymane, mamy
m-\-n — 1 zrownan, rugujac za$ miedzy m -\-n — 2 jakie-
mikolwiek z pomiedzy nich m-\-n — 2 statych wprowadzo-
nych, znajdziemy tw-f-w— 1 warunkéw réwnowaznych oczy-
wiscie tylko dwom warunkdm niezaleznym.

PRZYKELAD. — Znalez¢ warunki konieczne azeby zréwnania
i

miaty dwa czynniki spdlne.
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Potézmy

przyjdzie

rugujac A, B, A', B', mamy (uzywajac znalcowania n™ 3) uktad wy-
znacznikéw

64. METODA P. SYLWESTRA (*). — Ta metoda jest jednaka, co
do wypadkéw, z metody EULERA, lecz jest ona daleko prostszy
w zastosowaniach i dajycy sie tatwiéj uogélnié. Mnézmy zréw-
nanie n™"' stopnia przez a?"-', j?2"-~,..,, a zrbéwna-
nie stopnia przez iC"-', mamy tym

sposobem m n zréwnan miedzy ktéremi mozemy wyrugo-

(*) P. Sylwester dat swé¢j metodzie nazwisko metody rozprzegalnej
[diahjtique), gdyz rozprzega ona w niejaki sposob zwigzki istniejace
miedzy potegami zmiennych i traktuje te potegi jako zmienne niezalezne.
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uwazanych
jako niewiadome niezalezne. | tak, w przypadku dwoch zréw-
naf drugiego stopnia, mnézmy je przez x i przez y, a otrzy-
mamy zréwnania

miedzy ktéremi rugujac i, otrzymujemy tenze
sam wyznacznik jak powyzsj,

W ogélnosci, jest rzecza oczywista Ze ta metoda dostarczy
rugownik pod ksztattem jakiegokolwiek wyznacznika w ktérym
n linij sa utworzone ze spdtczynnikéw pierwszego zréwnania a
m innych ze spétczynnikéw drugiego : znajdujemy tym sposo-
bem prawidto juz otrzymane powyz$j na stopiedn rugownika
wzgledem spoétczynnikéw dwéch zréwnan. ,

65. METODA BEZOUTA. — Ta metoda daje takze rugownik pod
ksztattem jakiegokolwiek wyznacznika; lecz ten (rugownik)
przedstawia sie pod ksztatltem tatwi6j oblicza¢ sie dajacym jak
poprzedzajacy.

Metoda ogdlna da sie poja¢ lepi¢j stosujagc jg naprzéd do
przypadku szczegélnego dwoch zréwnan czwartego stopnia
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mnozac pierwsze przez a', drugie przez a i odciggajac, pier-
wszy wyraz kazdego z nich znajduje sie wyrugowanym i wy-
padek, bedac podzielnym przez y, daje

mnozyc na nowo pierwsze zréwnanie przez a'x b'y, drugie
przez ax -(- by, dwa piérwsze wyrazy z kazdego sa wyrugo-
wane i wypadek, podzielony przez y», daje

mnozy¢ teraz piérwsze przez a'x* -f b'xy'-\- dy"-, drugie przez
, odciygajyc i dzielyc przez y®, ma sie

Nakoniec, mnozy¢ pierwsze przez i

drugie przez ax”-}- bxy cxy'”r  dy”, odciygajyc i dzielyc
przez y”\ przyjdzie

Mozemy, 'miedzy czterema zréwnaniami tak utworzonemi,
wyrugowacé jak w n'® XNy, Xy yA, 1 znajdziemy na
wypadek wyznacznik

66. Sposob jakiegosSmy uzyli tak oczywiscie stosuje sie do
dwéch zréwnan jakichkolwiek mf" stopnia, ze jest niepo-
trzebnem ustalenie go za pomocy dowodu og6lnego. Po $cistem
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przejrzeniu wyznacznika otrzymanego w numerze poprzedza-
j8cym, prawo tworzenia wyraznie si¢ objawia, i mozemy bez-
posrednio napisa¢é wyznacznik ktéry bytby wypadkiem rugowa-
nia zmiennych miedzy dwoma zrdwnaniami pi§tego stopnia,
kontynujgc po prostu szeregi wyrazow i piszac [af) po [ae')...
Owoz, wypadek otrzymany z rugowania zmiennych dajecy sie
przywie$¢ do zera nazwaliSmy takze rugownikiem (43). Na
mocy przeto tego objasnienia, rugownik szukany dwoch zréw-
nan piatego stopnia sprowadza sie oczywiscie do formy dobrze
znan¢j wyznacznika tychze zréwnan. Mozna wiec ten rugownik
wyrazi¢ pod ksztattem

{ah’) {ac) {ad’) {ae) [af)
{ac<) {ad) + {hc’) {ae) {bd) {af) + {be) {bf)
MO {bf)Nce) {cf)
{ae) («) + {he>) {hf) + (ce) {cf) + [de’) {df)
m m {cf) {df) [ef)

Widzimy ze wszystkie wyrazy rugownika powinny zawieraé
w sobie a albo a', co juz byto widoczn$m a priori, gdyz, jeze-
liby te dwa spo6tczynniki byly oba zerami, dwa zréwnania
miatyby czynnik spélny y = 0.

Widzimy réwniez, ze wyrazy zawiérajace w sobie a albo a'
tylko w pisrwszym stopniu, sprowadzaja sie do {ab’) pomno-
zonego przez rugownik zréwnan jakieby sie otrzymato robigc
a i a'= O w zrownaniach danych. Gdyz kazdy wyraz wyznacz-
nika poprzedzajgcego powinien zawiera¢ w sobie jeden element
z pisrwszéj linii poziomej i jeden z pi¢rwszej kolumny; lecz,
gdy wszystkie elementa picrwsz¢j linii i pierwszej kolumny
zawierajg w sobie a lub a', jedyne wyrazy ktore bedg zamy-
katy w sobie a i a! tylko w pisrwszym stopniu sprowadzg sie
do {ab'] pomnozonego przez wyznacznik mniejszy odpowiedni.
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ktéry nie rézni sie, robi§c a i o'= O, od rugownika stopnia
bezposrednio nizszego.

67. Pozostaje tylko okaza¢, ze sposéb ktérego$Smy uzyli da
sie jeszcze zastosowaé do zréwnan stopni réznych, i, jak po-
wyzej, poczniemy od przyktadu szczeg6lnego, to jest od zrow-
nan.

bx'ny -}- dxi/ -f ey*= O, b'xy cUf = 0;

mnozec pierwsze przez o', drugie przez ax“ i odciegajac,
mamy

{ba")x* {ca')xiy {da")xy"* -f {ea)y’*— 0.

Podobniez, mnozac pierwsze przez {a'x -f- b'y, a drugie przez
-j- by)x?, przyjdzie

{ea)x” -I- [{cb) + {da)Ix7y  [{db)-[-{ea)]xy* + {eb)y* = 0.

Ten spos6b nie moze by¢ dtuzéj kontynuowanym; lecz, jezeli
przytaczymy do dwoch ostatnich zréwnan dwa nowe jakie sie
otrzymuje pomnozywszy drugie ze zrownan pierwotnych przez
X i przez y, mamy cztéry zréwnania do wyrugowania
x}f, W

ogo6lnie, kiedy stopnie zréwnon se nier6wne, m bed8c
najwiekszym, znajdzie si¢ ze spos6b n'" 65 daje nam n zrow-
nan stopnia m — 1, zawierajecych w pisrwszym stopniu spot-
czynniki kazdego z dwdch zréwnan pierwotnych ; potrzeba do
nich przyda¢ m — w zréwnan jakie sie otrzymuje mnozac
drugie przez ar"-"-I, i mozna wtedy wyrugo-
waé¢ m ilosci ar™-, miedzy m zréwnaniami w ten
spos6b otrzymanemi. Kazda linia wyznacznika zawiera w sobie
spétczynniki drugiego zrownania, lecz nie ma w nich tylko
n linij zawieraj8cydi w sobie spoétczynniki pisrwszego. Rugow-
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nik jest wiec, jak to by¢ byto powinno, w"" stopnia wzgledem
spotczynnikéw pierwszego zréwnania, i m* wzgledem spét-
czynnikéw drugiego.

68. METODA BEZOUTA Z ZAPROWADZONA ZMIANA PRZEZ P. GAY-
LEY. —Jezeli dwa zrownania tf[x, y), y) maj” jakikolwiek
pierwiastek spélny, mozna zadosy¢ uczynié¢ zréwnaniu (p-Xxj—O,
dla jakiejkolwiek b8dz wartosci wzietej na X "Wezmy wiec
zréwnanie

ktore, przez zatozenie ie (pi maj? jakikolwiek czynnik spéiny,
moze by¢ sprawdzone niezaleznie od wszelki¢j wartosci szcze-
gélnej na x', y': mozemy, naprzod, podzieli¢ je przez  xy'—yx'
ktory jest oczywiscie jakimkolwiek czynnikiem, potem zréwnac
zeru sp6tczynniki poteg x' \ y \ nakoniec rugowac potegi x iy
jak gdyby one bylty zmiennemi niezaleznemi, i wypadek przed-
stawi sie pod tymze samym ksztaltem jak przez metode n" 65.

PRZEKEAD. — Wyrugowa¢ x t'y miedzy zréwnaniami

Wyrazenie

podzielone przez xy' — yx\ daje

rownajac zeru spétczynniki wzgledem x' i y' i rugujgic x iy, mamy

69. Przystagpmy teraz do teoryi funkcyj trzech zmiennych
ktérych rugownik, wyjawszy w kilku przypadkach szczegdlnych.
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nie zostat jeszcze wyrazony podksztattem wyznacznika, acz-
kolwiek moze on zawsze istnie¢ jako iloraz zjednego wyznacz-
nika przez drugi.

Pokazemy naprzéd w jaki sposdb tworzy sie pewna funkcya
majaca wielkie znaczenie w teoryi rugowania. Majac dane k
zrdwnano k zmiennych u= o, y= N = 0,..., oznaczmy

du du
N

przez Ml,  M3,... pochodne wyznacznik

MI Ui wa
Vi V-2

Vi V.1

bedzie oznaczony, w dalszym ciggu, przez litere J (*).

70. Jezeli ilekolwiek zréwnan sprawdzi tenze sam uklad
wartoéci, to uktad tensprawdzi takze J, ibedzie sie dziato
jeszcze podobniez dlajego pochodnych wzgledem kazd¢j ze
zmiennych, jezeli zréwnania beda tegoz samego stopnia.

Dowodzenie w przypadku trzech zmiennych bedzie ogdl nem.
Mamy, wedtug teoryi funkcyj jednorodnych,

-f yr-2 = WV
+yAi + —

Oznaczmy teraz, jak w IV rozdziale, przez Ui, Vi,... wyznacz-
niki mniejsze jakieby sie otrzymato znoszac linig i kolumne

C) Ten wyznacznik, uzyty przez Jakobiego, jest niekiedy oznaczony
pod nazwiskiem Jakobiowego zréwnan danych (domys$la sie  wyznacz-
nika).
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zawierajace M,;, otrzymamy, rozwiezuj8c te zréwna-
nia (28),
zk8d widzimy bezposrednio ze, jezeli wu, v, w,... zniszczy sie,

stanie sie toz samo z wyznacznikiem J. Ro6zniczkujgc to ostat-
nie zrébwnanie, przyjdzie

lecz, przypominajac (27) ze

widzimy ze, jezeli u, v, iv,., a tem samem J zniszcz;" sie,

dzieje sie toz samo z pochodnemi

71. Mozemy teraz wyrazi¢, pod ksztattem wyznacznika, ru-
gownik trzech zréownan drugiego stopnia, gdyz J jest trzeciego
stopnia, a tem samem, jego pochodne s§ drugiego. Mamy tym
sposobem trzy nowe zréwnania drugiego stopnia ktére beda
sprawdzone przez uktad jakikolwiek warto$ci spolny zréwna-
niom danym.

[f szesciu zrownan di di di mozemy wiec
wyrugowac szes¢ ilosci 372 y"A 2, yz, zx, Xy, i utworzy¢ tym
sposobem wyznacznik szukany.

Jezeli wszystkie trzy zréwnania s§ trzeciego stopnia, J jest
szdstego a jego pochodne pigtego. | jezeli pomnozymy kazde
z trzech zréwnan danych przez yA, M yz, zX, Xy, mamy
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o$mnascie zréwnan ktére, potgczone z trzema pochodn$mi J,
pozwolg nam wyrugowac¢ za pomoc? metody P. Sylwestra /yfn-
dziescia jeden ilosci wchodzacych do jakiegokolwiek
zréwnania pie.tego stopnia. Ten sposéb wszelako nie moze by¢
posuniety dalej bez zaprowadzenia pierw¢j potrzebnéj w nim
zmiany.

72. P. Sylwester dostrzegt ze rugownik trzech zréwnan tego
samego stopnia, daje sie wyrazi¢ jako ich wyznacznik. Wezmy,
na przyktad trzy zréwnania czwartego stopnia, i pomnézmy
kazde z nich przez sze$¢ wyrazéw xy,l y-, etc.) zrbéwnania

drugiego stopnia, (albo w ogdle, przez ~n{n — 1) wyrazéw

zréwnania stopnia n— ). Utworzymy w ten sposéb 18 [w ogéle

n(2n— 1) zréwnan]. Zrdéwnania te, jako bedace stopnia sz6-

stego (a w og6le stopnia 2w — 2), zawieraja 28 [w og6le n(2n—1)
I

wyrazow]. Uzyjemy 10 [w og6le ~ n{n + 1)] zrownan pomocni-

czych do wyrugowania wszystkich poteg ilosci zmiennych.

Zréwnania pomocnicze otrzymujg sie w nastepujacy sposéb :

trzy zréwnania dane, mozna napisa¢ pod ksztattem
-h By + Cz, + By + Cz, A" + B"[+ C'z;

a wyznacznik (AB'G"), szdstego stopnia wzgledem zmiennych,
musi byé sprawdzonym przez wszelkg warto$¢ sprawdzajyc<j
zréwnania dane. Otrzymamy za$ dwa wyznaczniki podobnej
natury, nadajec zréwnaniem danym ksztatt Ay® -[- AN "h
albo Az" «A-Bx-\-Gy. Mozemy nadto potozy¢ zréwnania dane
pod ksztattem

+ By'~-f-Cz, -1-By2-f Cz, A" rf B'y-f-C"z,

(gdyz kazdy wyraz niepodzielny przez lub musi by¢
podzielnym przez z), a tak otrzymamy nowy wyznacznik
(AB'G") ktéry sprawdzaj? ilosci sprawdzajgce zréwnania dane.
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Widoczna ze zmieniajgc miejsce zmiennych Z przy roz-
ktadaniu zréwnan danych, otrzymamy sze$¢ wyznacznikéw
ostatniego ksztattu. Wreszcie, rozktad zréwnan danych na
zréwnania ksztattu -{- Nip- -}- Cz*, da nam dziesiaty i ostatni
wyznacznik szukany. W og6lnosci rozktadamy zréwnania dane
na zroéwnania ksztattu gdzie a-j-js-j-y

i tworzymy wyznacznik AB'C"; tatwo za$ dowies¢ ze zupetna
1

liczba rozwigzan zréwnania cx~\-"-{-y = n-{-2 jest 2 1))
czyli taka jakeSmy powyzej zatozyli.

73. Jezeli zréwnania dane stopni réznych, to nie mozna
t" drog” otrzymaé wyznacznika dajecego rugownik wolny od
obcych czynnikéw. Nastepna teorya p. Cayley pokazuje dla czego
pojawiajg sie te czynniki, i jakim sposo--S:ii pozby¢ sie tako-
wych mozna. Dla utatwienia dowodzenia, wezmy trzy zréw-
nania, u, Vi Wj drugiego stopnia. Mnozac je przez x, Yy i gz,
dla wyrugowania zmiennych w ich réznych potegach, otrzy-
mamy dziewie¢ zréwnan niezdolnych wyrugowaé dziesieciu
ilosci elc. Jezeli za$ pomnozymy kazde zrbéwnanie
przez szes¢ iloscig x\ xy, etc., otrzymamy o$mnascie zréw-
nan, ktéra to liczba jest wiecej anizeli dostatecznag do wyru-
gowania pietnastu ilosci oc\ x"y, etc. Jezeli wezmiemy do-
wolnie pietnascie z tych o$mnastu zréwnan i utworzymy ich
wyznacznik, to otrzymamy tem sam$m rugownik ponmozony
przez obcy czynnik. Gdyz wyznacznik jest pietnastego stopnia
w swych czynnikach, a rugownik tylko dwunastego (Art. 53).
A pochodzi to ztd ze odémnascie naszych zréwnan nie sg nie-
zaleznemi, owszem, zalezg od trzech Unijnych zréwnan. Jezeli
bowiem napiszemy tosamo$¢ uv = vu, i zastagpimy w nis§j,
naprzdd pierwsze u przez jego warto$¢ ax“by"- etc.,
powtore, drugie v przez warto$¢ podobng, to otrzymamy :

ax”’v -f- 2lyzy  otc. -j-

4- c'zhi -j- 2f'yuz 4- ctc.
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Podobniez, tosamos$ci vw = wv, wu=uw, dadzg dwa inne
zwigzki zawierajgce ilosci Mu, y-u, xkv, etc. Rwestyawiec
sprowadza sie do nastepujgcego pytania: «Jak wyrazi¢ naj-
prostszy warunek czynigcy roéwnemi zeru, 7n-\-p linijnych

zréwnari miedzy m zmiennemi, gdy réwnania te potaczone
sg przez p linijnych zwigzkéw, sprowadzajgcych je do m zrow-
nari niezaleznych?)) W obecnym przypadku,

74. Dajmy = 3,~ = 1, czyli wezmy cztery zréwnania
w ktérych
zwigzane warunkiem

Ot6z moéwie naprzod, ze wyznacznik (al biCY trzech zréw-
nari s, t, u, zawiera D4 jako czynnik. Bo jezeli D4= O, to
s, t, u, musi tgczy¢ taki Unijny zwigzek, izby takowy w razie
zadosyC¢ uczynienia zréwnaniom s i t, czynit zarazem zado$¢
zrownaniu u\ tak wiec przypuszczenie D.i= 0, uczyni zerem
wyznacznik

Mowie, powtdre, ze dzielagc @""Ca) przez D4, albo
przez D3, otrzymamy wypadki réwne, lub réznigce sie znakami
tylko. Gdyz (Art. 15) D4n">2C4) rdéwna sie wyznacznikowi kt6-
rego pierwsza Unia jest a,, ci, druga «> by, ci, trzecia
Ddad, D4A4, Gini; wiemy zas ze Djfli — Diai — D2a2 — D"aj,
wiec warto$é te, jako i wartosci na D464 i Die4 podstawmy
w trzecig linig. Wyznacznik zamieni sie (Art. 18) na summe
trzech innych, z ktérych dwa, jako majace jedne linig wspdlna,
sg rowne zeru; zostanie D4@™N2C4) = — D3@"N2N3) Wynika ztad
ze rugownik danego uktadu otrzymuje sie biorac ktérekolwiek
z rbwnowaznych ksztattéw danych przez tworzenie wyznacznika
trzech ktory chkolwiek zréwnari, i podzielenia go przez
pozostajacg statg D4.

Dajmy teraz ze mamy pie¢ zréwnan, s, t, u, v, w, potgczo-
nych dwoma linijncmi warunkami.

Rugujac
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w otrzymamy + (D.Es)* -j- (DsEs)”™ + DiEj)~": O, gdzie,
(jak poprzednio), przypuszczenie D4E5= O, zniesie wyznacz-
nik [@bCs), tak ze do tego samego dochodzimy wypadku,
dzieiec [aib-ic-) przez (DjEs), lub tez dzielgc Wyznacznik trzech
jakichkolwiek zréownan danych przez wyznacznik uzupetniajgcy
i odpowiedni (p:es). Rozumowanie to rozci§gnietem byé moze
do jakiejkolwiek liczby zréwnan potgczonych z jak“ikolwiek
liczb§ warunkdw, i daje nastepujace ogdlne prawo tworzenia
rugownika : Napisz, jedne pod drugiemi, state m-\-p zrow-
nan danych, i uzupetnij je (do formy kwadratu) piszagc obok
state zawarte w p warunkowych zréwnaniach.

A rugownik, w najprostszym swym ksztakcie, jest wyznaczni-
kiem ktérychkolwiek m linij lewego oddziatu zréwnari (a wi(lc
linij znajdujacych sie po lewsj stronie przedziatu), podzielonym
przez wyznacznik otrzymany przez wykre$lenie, odpowiednich
linij potozonych po lewsj stronie przedziatu, a wiec przez wy-
znacznik z pozostatych tamze linij po prawej stronie przedziatu.

Tak, w przyktadzie Art. 73 bierzemy wyznacznik pietnastu
ktorychkolwiek z pomiedzy o$mnastu zréwnan, i dzielimy go
przez wyznacznik trzech pozostatych warunkéw ; otrzymany
rugownik powinien by¢, i bedzie dwunastego stopnia.

75. W ogéle, majec trzy zrdéwnania stopni w, ni/?, otrzy-
mamy zréwnania stopnia m-\-n-\"* p — 'J, mnoznie pierwsze
z danych przez it d. los¢ zréwnali tych
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ledzie :

Lecz liczba wyrazéw elc., ktore z tych zréwnan
\
wyrugowacé nalezy jest - m-fn-{- — 1) ("i+ w+ p), awiec

mniejszy od liczby zréwnan samych. Jezeli za$ wezmiemy tosa-
mos$¢ uv = vu, ktdra jest stopnia m-[-n, i pomnozymy je przez

|
wyrazy xp~-, etc., to bedziemy mieli * iP — zwigzkéw

identycznych miedzy otrzymanemi zrownaniami; podobniez, in-

. 1
netosamosci ksztattu uv = vu, dadzg A — m

zwigzkéw identycznych. Liczba tych zwigzkéw odciggnieta od
liczby zréwnan, daje na reszte liczbe zmiennych ktérg wyru-
gowac nalezy, i oznacza stopied rugownika.

76. 'W ten sam spos6b postapimy z czterema zrdéwnaniami
0 czterech zmiennych, i wpadniemy na przypadek m  « zréw-
nai linijnych, majgcych m zmiennych, i to zréwnan zaleznych
od n-\-p zwigzkéw (warunkéw) potaczonych przez p nowych
zwigzkéw. Aby znaleZ¢ rugownik uproszczony tego uktadu,
podzielimy wyznacznik ktérychkolwiek m zréwnar przez ilos¢
bedaca ilorazem dwdch wyznacznikow.

Wieksze szczegoly bytyby zbytecznemi; to co poprzedza®

dostatecznie wyjasnia podang powyzej, jedyng ogolng metode
wyrazania rugownikow jako wyznacznikow.



KOZDZIAL VIII

OZNACZENIE PIERWIASTKOW SPOLNYCII.

11. Jezeli rugownik pewnej liczby zréwnali staje sie zerem,
to zréwnaniom tym zadosy¢ czyni pewien spolny uktad war-
tosci, a w tym rozdziale okazemy ze mozna oznaczy¢ uktad ten
bez wiasciwego rozwigzywania zréwnarn. Metoda postepowania
niezalezna jest od ilosci zmiennych, dla utatwienia jednak po-
jecia zaczniemy od uktadu dwoch zréwnan.

Przypusémy ze pewien pierwiastek drugiego zrownania, na
przyktad : x = a, zadosy¢ czyni pierwszemu, a wiec zamienia
na zero rugownik uktadu. Lecz mozemy zmieni¢ czynniki zrow-
nania <p, (a,, Na «,, na am_,-j-Am_i, etc.); zmie-
nionemu w ten sposéb zrownaniu

zadosy¢ czyni widocznie x — u, jezeli tylko przyrosty A,,,
Am_i, etc., potaczone sg jedynym zwigzkiem
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gdyz przypusciliSmy ze x=a. czyni zerem pozostaty czes¢
zroOwnania. Zrownanie przeobrazone ma spoiny pierwiastek
z a wiec rugownik tych dwoéch zréwnan staje sie zerem.
llugownik ten otrzymuje sie przez zamiang anna On  Am, etc.,
w R (rugowniku ? i Eugownik przeobrazony jest:

PrzypusciliSmy R = 0; wiec przyrosty km, etc., mog8 by¢
tak mate jak sie tylko podoba, a wyrRzy zawierajgce ich pier-
wsze potegi, staj§ sie pojedynczo réwnemi zeru. Mamy przeto

Ta warto$¢ musi byé rownowazny wartosci

gdyz widzieliSmy ze ta ostatnia sianowi jedyny warunek kt6-
remu przyrosty koniecznie zadosyé czyni¢ powinny. Wynika
ztad ze spotczynniki rézniczkowe s8 proporcyonalnemi do
a™, etc., a wiec ze otrzymamy biorec iloraz dwoch
tuz po sobie nastepujacych spotczynnikow tych.

wNI0SEK 1. Jezeli a,, a<i, S8 spdtczynnikami w zréwnaniu cp,
to dla R= O bedzie

a iloraz pierwszego wyrazu przez drugi, lub trzeciego przez
czwarty bedzie — a®. A wiec
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sianie sie zerem gdy R = 0, czyli zawiera¢ musi 11 jako czyn-
nik. Czyli innemi wyrazy,

zawiera R jako czynnik, jezeli tylko mamy p ¢ S.

wNiosek 11. Podobnez rozumowanie przekona ze spotczyn-
niki rézniczkowe rugownika, bedg do spotczynnikéw w sto-
sunku a", a"-', etc.; z tad dla R= 0, bedzie :

Ze wreszcie wyrazenie

zawiera H jako czynnik gdy p q=r S.

wNiosek 111, Jezeli za$, dane powyz¢j na A", A" etc., war-
tosci, podstawimy w drugie zréwnanie, to dla R = O, otrzy-
mamy

R nie moze by¢ spétczynnikiem pierwsz¢j strony tego zréw-
nania, gdyz ta, zawiera widocznie spéiczynniki $w stopniu
nizszym o jednos$¢ od stopnia w jakim wchodzg do B, Ta strona
musi by¢ tosamosciowo 0.

78. WAypadki Art, 77 sprawdzi¢ mozemy obliczajgc istotne
wartosci spétczynnikéw rézniczkowych rugownika R. Wiemy
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(Art 44) ze

Lecz mamy

zkad

a wiec

Jezeli a sprawdza bedzie

Podobniez

A zt8d jak poprzednio

Mnozac za$ wartosci, ktére dopiero dzielilisSmy przez siebie,
przyjdzie :

gdzie widoczna ze szereg mnozacy R jest
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Jezeli zas odejmiemy dR-d » to wyrazy me majace R za
czynnik, zniosg sie nawzajem jezeli p @ = r s ) pozo-
stanie

W podobnyz sposéb przekonaé sie mozemy ze

jest podzielnem przez R, lecz ze iloraz rézni¢ sie musi od

79. To co dopiero powiedzieliSmy, stosuje sie do uktadu
zréwnan o ilukolwiek zmiennych, jak to zobaczymy ponizej.
Obecnie podamy mefode prostsza, lecz tylko do uktadu dwéch
zréwnan zastosowaé sie dajgcg, WidzieliSmy (Aryt. 65) ze ru<
gownik moze by¢ wyrazonym w ksztatcie wyznacznika wynika>
jacego z wyrugowania X etc., z uktadu zréwnan
Unijnych wzgledem tych ilosci. Jezeli wyznacznik ten stanie sie
zerem, zrownania bedg wchodzity jedno w drugie; opuscimy
jedno, a z drugiego wyciggniemy warto$ci na x. Jezeli wiec
6,,) M2) etc., wyrazajg Mniejsze w mowie bedgcego wyznacznika,
to etc., bedg proporcyonalnemi do 6u, 6,2,613, etc.,
albo do & "2 723 etc., etc. Wartosci te sg prostszymi od zna-
lezionych za pomocg metody poprzedniej, gdyz sg o jeden sto-
pien nizszemi od spotczynnikdw dyskryminanta ktéregokolwiek
ze zréwnan; przeciwnie warto$ci znalezione przez rézniczkowa-
nie dyskryminanta (*) sa nizszemi, jedynie od spo6tczynnikéw

{*) Zobacz Kozdzial nastepny.
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jednego ze zréwnali. | tak wezmy zréwnania

Postepujagc wedtug ostatniej metody, przekonamy sie ze
sprawdza je wartos¢

gdy metoda poprzedzajagca wymagata

Obie za$ wartosci te, sa réwnemi w skutek warunku
= [ab"){bc"), ktéremu zadosy¢ czynia wedle przypuszczenia.

80. Jezeli w ktérekolwiek ze zréwnan uzytych w Art. 79,

podstawimy za etc., to wartosci czynigce 11= O,
ddm—i

sprawdzi¢ muszg zréwnanie to, a wypadek podstawienia bedzie

podzielnym przez R. Innemi stowy

bedzie podzielonym przez R, jezeli an, ai2, it. d., sg elemen-
tami jedn$j linii wyznacznika z artykutu 65. Zastanawiajgc sie
za$ nad an, arj, etc., spostrzezemy ze an jest wyznacznikiem

{amhn-r), ctc., a wiec ze funkcya a” -jdv 1-.maswe spot-

czynniki w ilosci b, stopniem ojednos¢é wyzsze od R, gdyz
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ich wazno$¢ przewyzsza wazno$¢ R o ilos¢ = n— -]-1. Wy-
nika zt8d ze pozostaty po podzieleniu czynnik musi by¢
pomnozony przez jaki$ czynnik liczebny. Dla obliczenia czyn-
nika tego przypus¢my ze wszystkie czynniki ij; staty sie zerami,
z wyjatkiem + Woynika zarazem, (wedtug metody rugo-
wania za pomocg funkcyj symetrycznych), ze jezeli " skiada
sie z czynnikéw V, W, etc., to rugownik @i " jest wieloczy-
nem rugownikéw V; e, Whetc. Gdyz jezeli

to rugownik a rugownik
iloczyn za$ tych rugownikéw bedzie rugownikiem

Jezeli znowu redukuje sie do pojedynczego wyrazu

z powodu Ze rugownik iest rugownik
jest to rugownik bedzie Tylko jeden
z pomiedzy szeregéw ztozonych z wyrazéw etc., nie zni-

knie, wtedy gdy wszystkie spéiczynniki ~ (z wyjatkiem b)

zniosg sig; jest nim spotczynnik za$ o ktérym mowu
Lecz w rozwazanym przypadku mnozone
jest przez zkad w ogodle dla bedzie

PRZEKLAD. Dla uczynienia zrozumialszéra tego co powiedzielismy,
wezmiemy dwa szesciany
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Wyniknie (Art. 65) uktad zréwnan

Podstawiwszy w drugie na przyktad zréwnanie, to otrzymana ilo$¢

bedzie podzieion§ przez R. Lecz rzed i wazno$¢ funkcyi t*j przekonywa
ze pozostajacy czynnik musi by¢ 2> pomnozone przez pewien liczebny
spolczynnik. Dla wyznaczenia takowego, dajmy ze />, i znikty
zarazem, co obctiodzec” nas ilo$¢ zamienia na

Lecz uczynione przypuszczenie czyni R ® funkcya,

ktor8i obliczamy, znakiem jedynie rézni¢ si¢ moze od

81. Zastosowanie metody artykutéw 77 i 78 do ilukolwiek
zmiennych, zadn$j nie przedstawi trudnos$ci. Dla jasno$ci ogra-
niczymy sie do trzech zmiennych, zwracajac jednak uwage na
to, ze ich ilo$¢ w niczem postepowania nie zmienia.

Niech = 0, = 0, » r=0, beda zréwnaniami danemi,
w ktorych < = Oniog"?"-f- e -h ..., a ktorym za-
dosy¢ czynig wartosci x',y\z'.  Jezeliby te ostatnie tylko f spraw-

dza¢ mialy, toby zamienity Omuo na «»00+ Avo?
4" A«S/, etc., byle tylko byto



108 nOZDZTAL VIII.

lecz (Art. 77) zréwnanift

wspotczesnie sprawdzonérn byé powinno; a wiec warto$¢ wy-
raz6w zawierajacych i-™My"zf"* proporcyonalng bedzie do roz-
niczki rugownika w odniesieniu do mnozacego ja spotczynnika.
Otrzymujemy wartosci X', y', z', biorgc stosunki rézniczek R
ze wzgledu na spo6tczynniki wyrazéw bedacych w stosunku do
X', y\ z'. Daje sie to sprawdzi¢ jak w Art. 78; gdyz wspoélne
pierwiastki (‘i podstawione w 9 dadza etc. Tak wiec
RA"eW™",.. a

Jezeli g9 zniknie, to warto$¢ tego spotczyniiika rézniczko-
wego zredukuje sie do pierwszego wyrazu, a zatem, widzimy
jak poprzednio ze spdtczynnikij sa proporcyonalnemi do mno-
zacych je wyrazow.

82. Ogdlnisj: jezeli spotczynniki e sa funkcyami
ktére nie wchodzg do i jf, to bedziemy mieli

byle X', y\ 2\ rozniczki x, y, z, sprawdzaly wszystkie trzy
zréwnania. Gdyz, albo jak w Art 78, mamy = O, i
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albo, jezeli jak w Art. 77, a, b, ¢, takie przybraly wartosci, ze
ten sam uktad warto$ci zmiennych sprawdza f, to bedziemy
mieli

a ze w tym przypadku rugownik przeobrazonego i innych
zréwnan, nie przestaje by¢ zerem, przeto bedzie

a dwa te zréwnania powinny by¢ identycznemi.

83. Formuty stajg sie zawilszemi, jezeli wezmiemy rdézniczki
rugownika w odniesieniu do a, 6,... ktore wchodzg do wszyst-
kich zréwnan. llosciom tym nadawac bedziemy jak poprzednio
zmiany zgodne z przypuszczeniem wedtug ktérego rugownik
zerem byc¢ nie przestaje; bedzie przeto

W przypadku, gdy a, b, c,.. wchodzg tylko w jedno ze
zrowaan, zmiana ich warto$ci nic nie wptywa na zmiane spol-
nych pierwiastkéw, gdyz spotczynniki sg statemi w innycli
zrownaniach, ktérych uktad spoélnych pierwiastkow zostaje
przez to $ciS$le oznaczonym. Lecz to sie nie stosuje do zréwnan
przeobrazonych, ktérych pierwiastki spo6lne rozni¢ sie moga
od takichze pierwiastk6w zréwnan danych. Niech X'-\-Sx',
jl Sy', z + Sz'... bedzie nowym uktadem pierwiastkdw
spolnych; ich zmiany zadosyéczyni¢ powinny warunkom :
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Jezeli jesl k zréwnan warunkowych, to zawierajg one k — |
zniienych ktére wyrugowaé mozemy; pozbywszy sie w ten
sposoéb Sy',..., pozostanie zréwnanie warunkowe miedzy

Sa, Sb,., ktérego spdtczynniki sg proporcyonalnemi do

PRZYKLAD |. Wezmy dwa zréwnania o jednej zmiennej. Ostateczny
zwigzek bedzie :

w nim za$ spétczynniki proporcyonalne do — Jezeli dunc
zréwnania s? jednorodnymi, mozemy uwaza¢ X za stnigi, i w poprzedza-
jacej formule, zastapi¢ przez Nic to nie zmie-
nia rzeczy, gdyz dowiedliSmy (Art. 70) ze spoiny pierwiastek zadosy¢

czyni Jakol)iowemu wyznacznikowi, czyli daje

PRZYKLAD U. W razie trzech zréwnan, "a ma za spékzynnik

W tym spdlczynnikii oi, 925 oznaczaj®) spotczynniki rézniczkowe o
w odniesieniu do x i »/, etc.
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SU. Jezeli uktadowi zréwnahn danych, zadosyéczynig dwa
uktady spolnych wartosci, natenczas nietylko rugownik R, lecz
i jego rézniczka w odniesieniu do kazdego z czynnikéw obu
zrownan, staje sie zerem; gdyz widocznie, wartosci wszystkich
tych rozniczek nikne, jezeli (Art. 78) mamy zarazem y(a) = O,
i o) O, albo tez (Art. 81) = i/ = 0. W tym przy-
padku warto$ci obu spélnych pierwiastkéw wyrazi¢ sie dadza
za pomocg drugich rdézniczek R w postaci zrownania kwadra-
towego (guadratic). To co nastepuje, chociaz odnosi sie do
przypadku dwoch zréownan”, najog6liniej jednak da sie zastoso-
wac. Mamy (Art, 78),

ktore to wyrazenia, «@= "™ » fi®") — ™ mamienia na jedyny
wyraz

Podobniez

Rozwiagzujac za$ kwadratowe zréwnania wzgledem
przyjdzie :

pierwiastki dadzg nam stosunki

Jezeli zréwnania dane maja trzy uktady pierwiastkéw spol-
nych, natenczas znikng wszystkie drugie rézniczki R, pierwiastki
za$ te znajdziemy biorgc trzecie rézniczkowe spétczynniki i roz-
wigzujac zréwnanie kubiczne (cubic).
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DYSKRYMINANTY (DISCRLMINANTS).

85. Przed zajeciem sie dyskrymipantami, damy poznac nie-
ktére wyrazy i symbole nowe Kktore bed” czesto uzywanemi
nadal. W Algebrze zwyczajn¢j zajmujemy sie tylko zrédwnaniami,
cel jaki sobie zaktadamy zwykle jest znalezienie wartosci na x
robigcych jakakolwiek funkcyg dang réwng zeru. Przeciwnie
w tem co nastepuje, rzadko tylko bedziemy traktowali o zré-
wnaniach, przedmiotem poszukiwan najczestszym, ktérym zaj-
miemy sie poczawszy od rozdziatu nastepujgcego, bedzie odkry-
cie wiasnosci jakiejkolwiek funkcyi niezmieniajacych sie przez
przeksztatcenia linijne. Nalezy wiec znalez¢ jakikolwiek wyraz
specyalny na oznaczenie funkcyi samoj, nie bedagc zmuszonym
mowic¢ o zrownaniu jakie sie otrzymuje robigc jg réwng zeru
jakikolwiek wyraz® na przyktad, na oznaczenie

-j- bxij -J-cijn
nie potrzebujgc mowic¢ o zréwnaniu drugiego stopnia
aa-"-f bxy -[- _ o
Nazwiemy ksztattem (*), w ogélnosci, jakgkolwiek badz tunk-
{*) P. CAYLEYdaje fuiikcyom jednorodnym w ogdlnosci nazwisko ilostek
(qgiiantic), oznaczajgc wyrazami kwadratow  (qua(Inc), szeScianébw  (cubic),

czworek  (guarlio), pintek (quinlic), il. d., kszlally drugiego, trzeciego,
czwarlcgo, pi?lego, i l. d., stopni.
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cye. jednorodng ktéra bedzie mogta by¢ drugiego, trzeciego,
czwartego,... stopnia. Rozréznia¢ bedziemy ksztatty na podiodjne,
potréjne, poczwoérne, it. d., podtug tego jak te ksztatty zawie-
rajg dwie, trzy, cztery, i t. d., zmienne. | tak, przez ksztatt
szesScienny podwdjny, rozumie¢ bedziemy jakakolwiek funkcya
taka jak

przez ksztatt kwadratowy potréjny, jakgkolwiek funkcyg taka
jak

1\ rAvLey uzywa skrécenia {a, b, f, d){x, yf na oznaczenie
ksztattu

w ktérym, jak to ogdlnie jest wiecej odpowiedniem do zrobie-
nia, wyrazy przyjmujg tez same spétczynniki liczebne jak w roz-
winieciu (a;-f- yf- Ksztalt kwadratowy potréjny powyzszy na-
pisatby sie, wedtug tego znakowania, {a, b, ¢, f,<j, h][x, vy, zf.
Jezeli wyrazy nie przyjmujg tych spétczynnikéow liczebnych,
P. cavLey przydaje strzate do nawiasu, piszac na przyktad

Za

Nakoniec, jezeli nie jest potrzebném oznaczenie spétczynnikow,
ksztatt ntego stopnia pisze sie (x, y)", [x, y, 2)".

80. Jezeli sie rézniczkuje jakikolwiek ksztatt o k zmiennych
wzgledem kazdéj z tych zmiennych, rugownik t. j. wypadek
otrzymany z rugowania tych k pochodnych zowie sie  dyskry-
minantem ksztattu danego.
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Jezeli ksztatt jest stopnia n, dyskryminaiit jest jakakolwiek
badz funkcyajednorodng spdtczynnikow k{n — ;W rzeczy
samej,dyskryminantjest rugownikiem k zréwnan stopnia «— 1
i (55) powinien zawiera¢ spo6tczynniki kazdego z tych zréwnan
w stopniu réwnym wieloczynowi ze wszystkicli innych stopni,

to jest (n — Te zréwnania zawierajg wszystkie spdtczyn-
niki ksztattu pierwotnego w pierwszym stopniu, wiec dyskry-
minant zawierac je bedzie w stopniu k{n — Dyskryminant

ksztattu podwojnego bedzie wiec stopnia 2(n—1), dyskrymi-
nant ksztattu potréjnego stopnia 3M — 1)-, it. d.

87. Jezeli, w ksztatcie pierwotnym, daje sie spoétczynnikoni
mnozacym pierwsza potege jakiejkolwiek zmiennej x wskaznik 1,
spétczynnikom mnozacym drugg potege wskaznik 2, i tak da-
16j, summa wskaznikéw w kazdym wyrazie dyskryminanta bedzie
statg i rowng nin — Byto juz dowiedzionym (55) ze, jezeli
kazdy spétczynnik w jakimkolwiek uktadzie zréwnan jest ozna-
czony wskaznikiem odpowiednim potedze x ktéry on mnozy,
summa wskaznikéw w kazdym wyrazie rugownika jest réwng
wieloczynowi m/ip... stopni zréwnali. Przypusémy teraz ze,
w pierwszem ztych zréwnan, wskaznik ic"zamiast by¢ O jest /;
ze wskaznik x' jest 1, itak dalej, jest rzeczg oczywistg zo
ta zmiana bedzie przedstawiata w skutku powiekszenie summy
wskaznikéw o tyle razy | ile sie znajduje spétczyimikéw pier-
wszego zréwnania w kazdym wyrazie rugownika, a, ponie-
waz (55) kazdy wyraz zawiera ich np..., summa catkowita
wskaznikéw stanie sie

mnp... Inp... = {m-[- Dnp..
Teraz, w przyktadzie zajmujagcym nas, oczywista jest ze

kazdy spotczynnik w — 1 pochodnych Ui, v.2,... ('; mnozy

r) Oznaczymy jak powyzej prze/ Ui, U: U3,.. pochodne wzj,'l';-
dem X, P, ..
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tez samg potege x jak w ksztatcie pierwotnym U; lecz, w po-
chodnej Ul, kazdy spétczynnik mnozy jakakolwiek b~dZ pote-
ge X mniejsza ojedno$¢ niz w U, ispétczynnik mnozacy jaki-
kolwiek wyraz w tej pochodn¢j powinien by¢ oznaczony
wskaznikiem | poniewaz pochodzi on z wyrazu x-"
w ksztatcie pierwotnym. Wynika ztad ze summa wskaznikdvi

dyskryminanta powinna by¢

H_ YkI1H_ ik-i albo nfn—

Wyraza¢ bedziemy zbiorowo wypadki otrzymane w dwoch
numerach poprzedzajagcych, mowigc ze porzadkiem dyskrymi-
nanta jest — d i ivaznoscia n[n — 1/-1. Tak wiec,
dla jakiegokolwiek ksztattu podwdjnego, wazno$cig dyskrymi-
nanta jest n(n — 1).

88. Jezeli jakikolwiek ksztatt podwdéjny zawiera ktérykol-
wiek czynnik kwadratowy, dyskryminant sprowadza sie, jak
wiadomo, do zera, gdyz dwie pochodne, zawierajg kazda len
czynnik w pierwszym stopniu, i poniewaz majg one odtagd czyn-
nik spélny, ich rugownik jest zerem. Podobniez, jezeli jakikol-
wiek ksztatt potréjny moze sie roztozy¢ w sposéb nastepujacy

+ XY. +

gdzie X jest rownem ax A-by -[-tz, Y za$ a'x -{- lfj c'z,
dyskryminant musi takze sprowadzi¢ sie do zera, poniewaz ka-
zdy wyraz pochodnych zawiera jako czynnik X albo Y, i ze,
odtad, te pochodne maja wspolnie pierwiastki zrownan

Dzieje sie jeszcze podobniez z dyskryminantem jakiegokolwiek
ksztattu poczwornego, jezeli ten ksztatt muzc byc wyrazonym
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jak jakakolwiek badz funkcya drugiego stopnia trzech funkcyj
linijnych X, Y, Z zmiennych «*). Nazwiemy pierwiastkami szcze-
golnemi ksztattu te wartosci robigce pochodne réwnemi zeru.

89. Rozbierzemy teraz witasnosci dyskryminanta ksztattu po-
dwbjnego

Rugownik U i Ui jest réwny dyskryminantowi pomnozonenm
przez Co, a rugownik U i U2 jest rowny dyskryminantowi po-
mnozonemu przez ttn (**). W rzeczy samej, poniewaz

wypadkiem z podstawienia jakiegokolwiek pierwiastku U,
w nU jest y'U'2; mnozac wypadki ze wszystkich podsiawien
podobnych, wieloczynem bedzie \\fy™..., czyli (>"8) po-
mnozone przez wypadki jakie sie otrzymuje podstawiajac te
same pierwiastki w Uo, i ten wieloczyn nie jest czém innem
jak dyskryminantem.

90. Wyrazi¢ dyskryminant za pomocg wartosci Y. y-h---
robigcych ksztatt réwny zeru.

Niech bedzie

(*) Innemi stowy, sprowadzenie do zera dyskryniinanta jakiegokolwiek
b8dz zréwnania algebraicznego wyraza warunek konieczny azeby to zréw-
nanie niialo pierwiastki rowne, a sprowadzenie do zora dyskryminania
jakiejkolwiek krzywéj lub jaki(5jkolwiek powierzchni, azeby ta krzywa
lub la powierzchnia miata punkt podwdjny.

{**) Nie zwazajcie na czynniki czysto liczebne.
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mamy

wypadkiem z podstawienia jakiegokolwiek pierwiastku yX
ksztattu U w Ul jest

wypadkiem z podstawienia wartosci jest, podobniez,

jezeli wiec pomnozymy wszystkie te wypadki, wieloczynem jest

Co daje witasnie rugownik U i Ui, a jezeli podzielimy go
przez «o ktére jest rGwnem y~y-iyA.., znajdziemy, na warto$¢
dyskryminanta,

Jezeli przypus$cimy wszystkie y réwnemi jednosci, otrzymamy
twierdzenie pod ksztattem dobrze znanym : Dysh“ymimnt jest
réwny icieloczynoioi Imadratéw z roznic “pierwiastkéw zréwnania.
Dla wiekszej prostoty, zachowamy twierdzenie pod tym osta-
tnim ksztattem.

91. Dyskryminant wieloczynu dwéch funkcyj jest réwny
wieloczynowi z ich dyskryininantow pomnozonemu przez kwu-
drat z ich rugownika. Gdyz wieloczyn k>radratéw z rdznic
wszystkich pierwiastkdw sktada sie oczywiscie z wieloczynu
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kwadratéw z réznic obu pierwiastkow nalezacych do tegoz sa-
mego zréwnania, pomnozonego przez kwadrat wieloczynu ze
wszystkich réznic miedzy jakimkolwiek pierwiastkiem jednego
i jakimkolwiek pierwiastkiem drugiego, iten ostatni wieloczyn
est rugownikiem (45). Jako przypadek szczeg6lny, dyskrymi-
nant wieloczynu dwéch funkcyi {x — a) (f{x) jest réwny dys-
kryminantowi funkcyi (f{x) pomnozonemu przez kwadrat funk-
cyi <p(@). Gdyz jezeli 6, y,... s§ pierwiastkami zréwnania

rowna sie kwadratowi wieloczynu
utworzonego z réznic pierwiastkéw (a — 6)(a — y)... ktory nie
jest czem innem jak cp@@ pomnozone przez wieloczyn kwadra-
toéw z réznic niezawierajgcych

92. Dyskryminant funkcyi

jest kszlallu

jesl dyskryminanlem funkcyi stopnia w— 1,

Gdyz winnis$my oczywisScie otrzymac¢ tenze sam wypadek,
badZ to przypuszczajac a«=0 w dyskryminancie, badZ to
robigc = O w ksztatcie samym i obliczajgc potem dyskry-
minant. Lecz jezeli zrobimy a, = O w ksztatcie, sprowadzi sie
on do ksztattu stopnia n — | napisanego powyzej, pomnozonego
przez X, i (91) jego dyskryminant jest rowny dyskryminantowi
lego ostatniego ksztattu pomnozonemu przez kwadrat z wypadku
jaki sie otrzymuje robigc w nim a; = O, to jest Zoba-
zymy tak samo ze dyskryminant jest ksztattu (oo
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93. Dyskryminant jako bedacy jakakolwiek funkcyg wyzna-
cznikéw Xiy.i — powinien zado$¢ czyni¢ roéwnaniom

rézniczkowym numeru 37.

albo tez, jak w numerze 39, jezeli zréwnania pierwotne byty

napisane ze spo6tczynnikami dwumianu,

PRZYKLAD. Utworzy¢  dyskryminant funkcyi
ktéra przypuscimy  urzadzong wedlug poteg a,).

Wiemy (92) ze wyraz niezalezny od Qo jest a*D, gdzie D jest dyskry-
minantem fmikcyi stopnia n — 1, Dyskryminan

jakiego szukamy jest wiec ksztattu

(*) Twierdzenie to byto podane po raz pi¢rwszy przez JOACHIMSTHALA.
P. SALMON przeciez zostat przywiedziony poprzednio przez proste rozwa-
zania geometryczne do twierdzenia nastepujacego w ktérym jest ono za-
wartam :Jezeli Oi zawiera jakikolwiek czynnik i gdy a“ zawiera
czynnik z”, dyskryminant bedzie podzielny przez z*. Jezeli Ui zawiera s
jako czynnik, gdy a, zawiera z"\ i a,, dyskryminant bedzie og6lnie
podzielnym przez z7. | tak daléj, jezeli 03 zawiera ai, 2, a,,

i @), sS dyskryminant bedzie podzielny przez \
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Wykonywnjgc na nim dziatanio

bedziemy mogli zrobi¢ réwnym zeru spélczynnik kazdej potegi ag. Wy -
razami niezaleznemi od a”

albo, zauwazywszy ze

otrzymamy na warto$¢ dyskryminanta

Mozna tak samo oznaczy¢ za pomoc? spoétczynniiia a,; lecz wypa-
dek nie jest dosy¢ prostym azeby go mozna byto tu przedstawic.

9/i. Jezeli dyskryminant jakiegokolwiek ksztattu podwdjnego
sprowadza sie do zera, ten ksztatt ma dwa pierwiastki réwne,
i wartosci tych pierwiastkbw moga by¢ otrzymane przez sposéb
odpowiedny temu, jakiego$émy uzyli w VI rozdziale. Niech
bedzie

jakimkolwiek ksztattem ktoérego dyskryminant jest zerem i
ktory przyjmuje przeto jakikolwiek czynnik kwadratowy
Funkcya
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bedzie takze podzielng przez x—a, byleby tylko
zadosy¢ czynity warunkowi

I wtym przypadku U XV bedzie podzielnem przez a — a.
Niech wiec bedzie

Wynika z n"« 91 ze dyskryminant U XV jest rowny
dyskryminantowi funkcyi miedzy nawiasami, pomnozonemu
przez kwadrat z wypadku jaki sie otrzymuje podstawiajgc «
na miejsce x w t$jze samej funkcyi. Ten wypadek jest nie
innym jak X\{;@. Dyskryminant U-f-XV jest wiec podzielnym,
w tym przypadku, przez Lecz, poniewaz U -f- WYWOo-
dzi sie¢ z U zmieniajagc a* na a"-[-XAo0,..., dyskryminant
U -j- XV powinien sie wywie$¢ z dyskryminanta U przez toz
same podstawienie, atem samem, jest

Przez zatozenie A= 0 : potrzeba jeszcze, aby dyskryminant
byt podzielnym przez zeby spotczynnik X zniknagt. Zwig-
zek tym sposobem otrzymany powinien by¢ identycznym ze
zwigzkiem Aoa" -f- -j- ... =0, Kktory jest, jak to juz
widzielismy, jedynym warunkiem ktéremu powinny zadosy¢
czyni¢ Ao, A,,... azeby dyskryminant U-t-XV byt podzielny
przez llosci a", a""",... sg wiec proporcyonalnemi

do dzielgc jedna z tych ostatnich przez
doo  aai aa®

ilos¢ ktéra po niej nastepuje, otrzymamy warto$¢ na a; tak

wiec mozemy uwaza¢ za dowiedzione twierdzenie nastepujace :
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kiedy dyskryminant  sprowadza sie do zera, jego pochodne wzgle-
dem ao, a,,... sgproporcyonalnemi  do pochodnych ksztaltu  wzgle-
dem tychze samych  spétczynnikéw.

95. Ten wypadek dowiedzie sie réwniez tworzac wartosci

na dar w funkcyi pierwiastkow, co sie daje wykonac

rozwigzujagc n zréwnan

Znamy wyrazenia na A, ao,... w funkcyi pierwiast-
kéw (42, 90); mozemy wiec wyciggna¢ z tych n zréwnan,

n ilodci tak dziatajac przyjdzie,

wyrazenie, w ktérem wieloczyn kwadratéw z réznic niezawie-
rajacych a jest pomnozony przez summe wieloczynéw wzie-
tych po n — 2 z r6éznic zawierajagcych a.

Przez przypuszczenie a= te wyrazenia stajg sie propor-
cyonalne czynnikom 1, a, a® a”™ ..., i, jak w n"® 56, wi-
dzimy ze, podtug twierdzenia numeru poprzedzajacego.
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jest podzielnem przez Agdy p q=r s. Jezeli sie znaj-
duje wiecej jak dwa pierwiastki rowne, wszystkie te pochodne
znikng, i otrzymamy pierwiastki réwne uwazajac pochodne

drugie dyskryminanta. N

96. Dowodzenie nastepujace twierdzenia n" stosuje sie
do przypadku jakiegokolwiekb”dZ ksztattu o liczbie ilukolwiek
zmiennych. Dla wieksz$j prostoty, ograniczymy sie na przy-
padku dwéch zmiennych niezaleznych, metoda jest o0goIn8§.
Przypusémy ze spotczynniki U s§ funkcyami pewnych ilo-
§ci a, b,.., i ze mozna zmieni¢ te ilosci tak azeby dyskrymi-
nant byt jeszcze zerem, co daje warunek

Jezeli zmiana wykonana na b, ... zmienia x na
y na nowe wartosci pierwiastkéw powinny za-
réwno zrobi¢ zerami pochodne U,, U2, U3, mamy wiec :

Mnézmy te zréwnania przez X, y, z, i dodajmy; poniewaz
mamy nil = a*U,-[-i"U-i + 2U3, spotczynnik ia sprowadzi

. fu . .
sie do > a poniewaz

spétczynnik l)edzie (n — 1)0,, ten za$ znika, poniewaz U,
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przyjmuje pierwiastki szczego6lne. Dzieje sie podobniez z innemi
spétczynnikami; mamy wiec

i pochodne A wzgledem n, b, ... sg przporcyonalnemi do
pochodnych U wzgledem tychze samych ilosci, przypuszcza-
jac ze litery X, vy, z, w tych ostatnich, oznaczajg pierwiastki
szczegoOlne.

97. Twierdzenie dowiedzione dla ksztattéw podwojnych (92),
moze sie rozciggng¢ do wszystkich ksztattéow. Niech bedzie a
spétczynnikiem najwyzszej potegi jednej ze zmiennych;
b, ¢, cl,... spdtczynnikami wyrazéw gdzie figuruje potega bez-
pos$rednio nizsza; dyskryminant bedzie

| tak, w przypadku jakiegokolwiek badz ksztattu' potréjnego,
na ktérym ograniczymy sie dla wieksz$j prostoty, jezeli a jest
spbétczynnikiem z", b, ¢ spétczynnikami ", i jezeli
zrobimy a = O w dyskryminancie, reszta z jego wyrazenia
bedzie ksztattu

Dla dowiedzenia tego, niech bedzie U jakikolwiek ksztatt
ktérego dyskryminant jest zerem, V jakakolwiek inna funkcya
przyjmujaca pierwiastki szczegdlne ksztattu U, dyskrymi-
nant U -f- bedzie podzielnym przez Niech beda, w rze-
czy samej.
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spotczyiinik Xw dyskryminancie Ubedzie

i, podtug n' 96, beda proporcyonalnemi do

2", 2"-%... Spotczynnik Xjest wiec proporcyonalnym do wy-
padku z podstawienia pierwiastkow szczegdlnych ksztattu U
w funkcyg V, a tém sam$m, zerem.

Teraz, w przypadku ktéry nas zajmuje, dyskryminant musi
by¢ zerem jeieli a, b i c sg zerami, poniewaz wtedy wszystkie
pochodne zniszcza sie dla pierwiastkow szczegélnych  x—Q,y={}.
Wszelki inny ksztatt V zniszczy sie dla tychze samych wartosci,
byle tylko byto A= 0. Ksztalt og6lny dyskryminanta powi-
nien wiec by¢ takim aby po zastgpieniu b przez

, 1 zrobieniu potem

wypadek byt podzielonym przez ; innemi stowy, jezeli za-
stapimy b przez xB, c przez xG i a przez zero,wypadek bedzie
podzielnym przez co byto do”“dowodzenia.

98. Pozostaje nam jeszcze, wzgledem dyskryminantéw
w og6lnosci, pokaza¢ ze dyskryminant jakiegokolwiek badz
ksztattu poczwérnego o liczhie ilukolwiek zmiennych wyraza
sie bezposrednio pod ksztattem jakiegokolwiek wyznacznika
symetrycznego. | odwrotnie, majgc dany wyznacznik symetry-
czny jakikolwiek, mozna oznaczy¢ ksztatlt poczwérny ktérego
ten wyznacznik jest dyskryminantem. Znakowanie najprostsze
dla jakiegokolwiek ksztattu poczwérnego zalezy na uzyciu po-
dwojnych wskaznikéw, oznaczajac przez Oii, «33>" spobt-
czynniki kwadratéw y-, 2', ..., a przez Ofi, "13, .., spo6t-
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czynniki wieloczynow sg uwazane za
réwnowazne w tym uktadzie znakowania. Dyskryminant jest
oczywiscie wyznacznikiem symetrycznym
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99, NIEZMIENNIKI. — Dyskryminant jakiejkolwiek formy po-
dwdjnej, jako bedacy jakakolwiek badZz funkcya réznic pier-
wiastkdw, nie zmieni sie oczywiscie gdy te roznice powiek-
szymy lub zmniejszymy wszystkie o te samg ilos¢. Podstawienie

za jest tylko przypadkiem szczeg6lnym  przeksztatcenia
Unijnego ogdlnego, ktére zalezy na zastgpieniu, w jakiejkolwiek
badz funkcyi jednorodnej, kazdej zmiennej przez jakakolwiek
funkcya linijng nowych zmiennych; na zastgpieniu, na przy-
ktad, w jakiejkolwiek formie podwdjnej, x przez KX -j-
ay przez

Na wyjasnienie uwag w ktére wejs¢ winnismy, rozhierzemy
naprzod jaki jest skutek podobnego podstawienia na dyskry-
minancie jakiejkolwiek formy kwadratowej o dwéch zmiennych

Przeksztatcajgc zmienne, ta forma staje sie

a jezeli oznaczymy funkcyg przeksztatcong przez
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bedzie

isprawdza sie bez trudnos$ci ze

to jest ze dyskryminant przeksztatconej jest rowny dyskrymi-
nantowi formy pierwotnej pomnozonemu przez kwadrat z wy-
znacznika ().p/ — xV), jaki sie zowie modutem  przeksztatcenia.

100. Istnieje twierdzenie podobne dla dyskryminanta formy
podwojnej jakiejkolwiek. Mozna wiedzie¢ a priori ze tak sie
dzia¢ powinno, gdyz jezeli jakakolwiek forma dana przyjmuje
jakikolwiek czynnik kwadratowy, jej przeksztatcona przyjmie
zaréwno jakikolwiek czynnik kwadratowy, tak dalece ze, jezeli
dyskryminant jakiejkolwiek formy danej jest zerem, dyskrymi-
nant jej przeksztatconej jest zaréwno zerem. Ten ostatni zawiera
wiec pierwszy jako czynnik. Twierdzenie to moze sie Scisle
dowie$é w sposOb nastepujacy. Niech bedzie

forma pierwotna, jej dyskryminant (90) jest

Czynnik linijny — yXi formy pierwotnej staje sie, przez
przeksztatcenie.
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a jezeli potozymy go pod ksztattem Y,X — AjY, mamy

przeto, jezeli sie napisze przeksztatcong jako wieloczyn z czyn-
nikow linijnycli  (YiX — XiY)(Y2X — X2Y)..., bedzie si¢ miato
wyrazenie podobne dla Y,, Xi; Yg, X2,.. w funkcyi
yi> Xl) yi- 3"2,.. Mozemy, bez trudnosci, rozpozna¢ ze znaj-
duje sie

a, tem samem, ze wyrazenie

jest réwne wyrazeniu — [y~ — Aiy”My... pomno-
zonemu przez potege czynnika X[d@— X(x réwng liczbie czyn-
nikdw zawartych w wyrazeniu dyskryminanta w funkcyi
pierwiastkéw. Twierdzenie podobne jest prawdziwem dla dys-
kryminanta jakiegokolwiek badZz ksztattu o liczbie iiukolwiek
zmiennych.

Ogtoszenie, w Dzienniku matematycznym  Kembrydzkim (Cam-
bridge, listopad 1841), pamietnika w ktérym P. BooL przed-
stawit zasady powyzsze i zrobit z nich wazne zastosowania,
byto poniekad stanowiskiem z ktérego utworzyta sie algebra
nowa. P. GAYLEY zatozyt sobie oznaczy¢ a jakie sg funkcye
spétczynnikéw jakiegokolwiek zréwnania danego posiadajace
te whasno$¢ niezmiennosci; witasnos$¢ zalezacg na tem ze, jezeli
sie przeksztatci zrownanie przez jakiekolwiek podstawienie
linijne, funkcya podobna spdtczynnikéw w zréwnaniu prze-
ksztatconem jest réwna funkcyi pierwotnej pomnozonej [.rzez
jakagkolwiek ilo$¢ niezalezng od spolczynnikéw\ Wypadkiem
jego poszukiwan byto odkrycie, ze ta wiasno$¢ nie jest szcze-
g6lng dla dyskryminantéw, i poznanie innych funkcyj waznych
posiadajacych jg zaréwno; niektére z nich zawierajg nie tylko
spétczynniki, lecz i zmienne same, zachowujgc ze zré6wnaniem
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pierwotném zwiazki ktérych podstawienie jakiekolwiek Unijne
nie zmienia wcale. Przy wykladzie tej teoryi, dla wiekszej
zwieztosSci bedziemy brali trzy lylko zmienne, lecz czytelnik
powinien rozumie¢ ze te same sposoby stosujg sie do ilukol-
wiek zmiennych.

101. Przypu$émy wiec ze zmienne funkcyi jednorodnej ja-
kiejkolwiek o k zmiennych zostaty przeksztatcone przez pod-
stawienia

i oznaczmy przez A modut przeksztatcenia, to jest wyznacznik
majacy za elementa spétczynniki przeksztatcenia Xi, pi, vi,....

Oczywiscie ze jest niepodobna, w ogélnosci, oznaczy¢ spot-
czynniki Xl, pi,... w ten sposéb aby jakakolwiek funkcya
dana przybierata, przez przeksztatcenie, inng jaka-
kolwiek forme réwnie dang fI'X" ... W rzeczy samej, jezeli
wykonamy podstawienie w see A jezeli zréwnamy
spétczynniki tym sposobem otrzymane ze spo6tczynnikami
a'X'i-l-..., bedziemy mieli jak w numerze 99, szereg zréwnan
a'«Xi"ee o ktorych liczba bedzie rowng liczbie wyrazéw
jakie zamyka jakakolwiek funkcya ogélna ntego stopnia o k
zmiennych. Lecz, dla zadosyé uczynienia tym zréwnaniom,
mamy tylko do rozporzadzenia liczbg k™ statych Xi, Ii,...,
i ta liczba bedzie, ogoélnie, nizszg od liczby zréwnan ktérym
nalezy zadosy¢ uczyni¢ (*). Wypada z tego ze, jezeli jakakol-

Liiczba wyrazow ksztattu ogélnego n"?" stopnia o k zmiennych jest
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wiek funkcya aa;"-(-... moze by¢ przeksztatcona na inng ja-
kakolwiek funkcya powinny istnie¢ zwigzki miedzy
spétczynnil;ami a, b,.., a', b\.. W rzeczy samej, potrzebujemy
tylko wyrugowac liczbe statych nieznanych miedzy zréwna-
niami a' = .., i1 otrzymamy jakikolwiek szareg zwigz-
kéw miedzy a, a',.., ktorych liczba bedzie oczywiscie réwna
réznicy znajdujacej sie miedzy liczbg zréwnan a k™ 1 lak,
w przypadku jaki6jkolwiek formy podwdjnej, liczbg wyrazéw
jakiejkolwiek funkcyi jednorodnéj stopnia n jest n -f- 1. Wiec,

jezeli w jakiejkolwiek formie ... zastagpimy x przez
XiX-|-lunY, rj przez X.2Xf~-iY, i jezeli zréwnamy spdtczyn-
niki przeksztatconej ze spétczynnikami bedziemy
mieli nA-i zréwnan zamykajacych a, a',.., Xi pi,..., iru-
gujac cztery ilosci Xi, X2 pi, otrzymamy pewien uktad

warunkéw réwnowaznych dla n — 3 zwigzkéw niezaleznych
miedzy a, b,.., a\ b\.. Zobaczymy pézniej ze te zwigzki moga
sie napisa¢ tym sposobem :

innemi stowy, ze znajduje sie funkcya spétczynnikéw a, b,...
zachowujacych te samg warto$¢ przy przejsciu z formy

a tatwo si)o.sirzodz ze jedynemi przy-
padkami w ktérych ta liczba nie przewyzsza gdy

(w tym przypadku, liczba ta sprowadza sie do wartosé

mniejsza jak k™, gdyz k jest catkowii¢m); 2° gdy k= 1, n= Z (dwie
liczby maja wtedy te sama warto$¢ U); to jest ze jedyne przypadki w Kkto-
rych jakakolwiek funkcya dana jest zdolng przybraé¢ przez i)rzckszlalccpic
ksztatt jakikolwiek, sa : 1° przypadek ksztattu kwadratowego o liczbie

ilukolwiek zmiennych, 2" przypadek ksztattu sze$ciennego o dwoéch
zmiennych.
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pierwotn¢j do jej przeksztatcon$j. Sposob jaki wskazalismy
nie jest ten jakiego uzyjemy dla znalezienia tych funkcyj lecz
daje on zrozumie¢ a priori ich istnienie, i pokazuje kiedy na-
lezy rachowa¢ na znalezienie tych funkcyj ktore sg niezalezne
jedne od drugich.

102. Nazywa sie niezmiennikiem  wszelka funkcya spoOtczyn-
nikow jakiejkolwiek formy takiej ze, jezeli sie wykona na
ksztatcie jakiejkolwiek podstawienie linijne, funkcya podobna
spotczynnikow przeksztatconej jest réwng funkcyi pierwotncj
pomnozons$j przez jakagkolwiek potege modutu przeksztatcenia,
to jest ze mamy

Gdy = O, funkcya jest jakimkolwiek niezmiennikiem  bez-
wzglednym, to jest nie zmienia sie przez przeksztatcenie, wtedy,
nawet gdy A jest réZznem od jednosci. Jezeli jakikolwiek
ksztalt ma dwa niezmienniki zwyczajne, jest tatwo wyprowa-
dzi¢ z nich jakikolwiek niezmiennik bezwzgledny. W rzeCZy
samej, jezeli mamy jakikolwiek niezmiennik e ktéry, w prze-
ksztatceniu, znajduje sie pomnozony przez AP, iinny jakikol-
wiek niezmiennik ktory znajduje sie takze pomnozony przez
0, jest rzecza oczywistg ze iloraz z podzielenia ilosci przez

bedzie jakakolwiek funkcyg ktdra pozostanie niezmienna
pomimo przeksztatcenia.

Wynika z tego co poprzedza, ze jakikolwiek ksztatt podwdjny
kwadratowy albo sze$cienny nie ma innego niezmiennika tylko
swoj whasny dyskryminant (100). Gdyz, gdyby byt inny jaki-
kolwiek, moznaby byto wyprowadzi¢ z potgczenia dwéch nie-
zmiennikow jakikolwiek zwigzek

Lecz widzieliSmy (101) ze nie mozna wtedy otrzymac zro-
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wnania warunkowego miedzy a, b,.., a\, b'.., poniewaz za
pomoca czterech statych Xi,... ktéremi rozporzagdzamy, mo-
zemy przeksztatci¢ jakakolwiek funkcya kwadratowg albo
sze$cienng w ten spos6b ze spotczynniki przyjma wartosci, jakie
sie tylko podoba. Zobaczymy, tymze samym sposobem, ze
jakikolwiek ksztatt kwadratowy o iiukolwiek zmiennych nie
ma innego niezmiennika tylko swo6j wiasny dyskryminant.

103. Tak samo jak jakikolwiek ksztatt jedyny, tak i jakikol-
wiek uktad ksztattow moze mie¢ niezmienniki. Przypu$émy

pewng liczbe funkcyj a'~r". .. Jezeli sie wykona
we wszystkich toz samo podstawienie linijne, to funkcye te
stang sie -j-.o ATX"-f-eee o jMNglN0lwiek  funkcya spot-

czynnikéw bedzie jakimkolwiek niezmiennikiem jezeli funkcya
podobna, ztozona z nowych spétczynnikéw, jest réwng funk-
cyi pierwotnéj pomnozonej przez jakagkolwiek potege modutu
przeksztatcenia, to jest jezeli mamy

Przyktad najprostszy niezmiennikéw tego rodzaju napotyka
sie w przypadku jakiegokolwiek uktadu zréwnan iinijnych :
wyznacznik podobnego uktadu jest niezmiennikiem; widzimy
to bezposrednio odnoszac sie do defmicyi niezmiennika i do
dowodzenia twierdzenia na mnozenie wyznacznikéw (23).

Jezeli mamy niezmiennik jakiegokolwiek ksztattu jedynego,
mozna z niego wyprowadzi¢ jakikolwiek szereg niezmiennikow
dla uktadéw ksztattéw tegoz samego stopnia. Aby da¢ poznaé
ducha metody zastosujemy ja naprzod do przyktadu bardzo
prostego. WidzieliSmy (99) ze ac — b” jest niezmiennikiem
ksztattu kwadratowego 2bxy wyprowadzimy
z niego jakikolwiek niezmiennik dla jakiegokolwiek uktadu
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dwoch ksztattdéw podobnych. Przypu$émy ze, przez jakiekol-

wiek przeksztatcenie Unijne, [ -{- oy~ staje sie
AX2 4- 2BXY + GY~ ize a"T -j- Wxy -f staje sie po-
dobniez A'X- 2B'XY 4" oczywiscie, przez toz same

przeksztatcenie, ksztatt

{k jest statg jakgkolwiek) stanie sie

Tworzac niezmiennik tego ostatniego (99), przyjdzie

Lecz k jest dowolnem, a spotczynniki réznych poteg k
powinny by¢ réwnemi po obu stronach, mamy przeto tym
sposobem, nietylko dwa zwigzki juz znane,

lecz jeszcze

zréwnanie jakie mozna takze sprawdzi¢ za pomocg wartosci
A, B,... danych w numerze 99. llo$¢ ac'-{-a'c — 266' jest
wiec réwniez niezmiennikiem.

ldac zupetnie tg sama droga, jezeli mamy niezmiennik ja-

kiegokolwiek ksztattu ... izadamy wyprowadzi¢ z niego
niezmienniki dla jakiegokolwiek uktadu dwdch ksztattow



PRZEKSZTALCENIA LINIINE. 135

to zastgpimy tylko w niezmienniku da-
nym, a przez a-\-ka', b przez b-\-kv.... a spoétczynnik ka-
zd$j potegi k w rozwigzaniu bedzie niezmiennikiem. Wyko-
nywajac to rozwiniecie za pomocg Wzoru TAayLoraA, twierdzenie
do ktorego juz byliSmy przywiedzeni moze sie wystowi¢ tym
sposobem : Jezeli mamy niezmiennik jakiegokolwiek badz

ksztattu aa?" i jezeli wykonamy na tym niezmienniku
dziatanie H" H~ ee» otrzymamy jakikolwiek niezmien-
nik uktadu dwdch Kksztattéw aa;" + ... Mozna

powtérzy¢é toz samo dziatanie, i bedziemy mieli inny jakikol-
wiek niezmiennik uktadu, lub tez jeszcze mozna wykonaé

dziatanie a"” co da niezmiennik jakiegokol-
tICI (lu
wiek uktadu trzech ksztattéw, itak daléj. Ten ostatni sposob
daje niezmienniki jakie sie otrzymuje zastepujac a przez
rt-j- ka' la" i bioragc spétczynniki réznych poteg k i 1. Otrzy-
mamy tak samo niezmienniki dla liczby ilukolwiek ksztattéw.
10/i. Spokzmienniki. — Jakikolwiek spo6tzmiennik jest jaka-
kolwiek badz funkcya obejmujaca nie tylko spétczynniki, lecz
takze zmienne jakiegokolwiek ksztattu; itaka ze, jezeli wyko-
namy w ksztatcie jakiekolwiek podstawienie linijne, nowa
funkcya spotczynnikéw izmiennych w przeksztatconym ksztat-
cie jest réwng funkcyi pierwotnej pomnozonéj przez jakakol-
wiek potege modutu przeksztatcenia, to jest ze jezeli wy-
razenie aa;"-j-?... staje sie, przez przeksztatcenie, AK"A-[-...
niezmiennik (*) musi zadosy¢ uczyni¢ zréwnaniu

(*) W geometryi linij krzywych i powierzchni, wszelkie przeksztatcenia
spotrzednych odbywajg sie przez podstawienia linijne. Niezmiennik jakie-
gokolwiek ksztattu potréjnego lub poczwdrnego jest wiec jakgkolwiek
funkcy? spolczynnikéw, ktérej sprowadzenie do zera wyraza jakgkolwiek
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Wszelki niezmiennik jakiegokolwiek spotzmiennika jest ja-
kimkolwiek niezmiennikiem ksztattu pierwotnego. To wynika
bezposrednio z defmicyi. Niech bed” ... ksztatt dany,
ax»4-... jego spotzmiennik, AX" + .., -f ... to czem
sie stajni te funkcye przez jakiekolwiek podsjawienie linijne.
Niezmiennik spo6tzmiennika jest jakakolwiek b~dZz funkcy§
swych spotczynnikéw, tak8. ze

Lecz/-przez fdefmicy§, A', B',... s" mniej niz o jakakolwiek
potege modutu ztozone z A, B,... ; tak samo jak a'. U, ..
ztozonemi s§ z a, b, ... Przeto, jezeli wyrazimy te funkcye

za pomocy spoétczynnikéw formy pierwotnej ijej przeksztatco-
nej, bedziemy mieli

B, = b, ...),

to jest ze funkcya  jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Tak
samo wszelki spotzmiennik jakiegokolwiek spétzmiennika jest
jakimkolwiek spétzmiennikiem ksztattu pierwotnego.

105. Potozymy, w dwo6ch numerach nastepujgcych, nowe
zasady prowadz8ce do waznego szeregu spoOtzmiennikow.

Jezeli, w jakimkolwiek ksztatcie u, zastagpimy x przez
X-h kx', y przez y -[- ky', it.d., poniewaz x', y\ z', powin-
ny by¢ przeksztatcone przez toz same podstawienie jak x, y, z,

wiasno$¢ krzywéj lub powierzchni niezaleznej od wyboru osi, tak? jest
istnienie punktu podwdjnego; spotzmiennik przedstawia jakakolwiek
inn™ krzyw? lub jakakolwiek inn? powierzchni?, ktér¢j wszystkie punkla
maj? z krzyw? lub powierzchni? dan? jakikolwiek zwi?zek niezalezny od
wyboru osi. Zt?d wynika wazno$¢ geometryczna teoryi niezmiennikow i
spotzmiennikow.
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wiec spétczvnniki réznych poteg k, ktére s§ wszystkie ksztattu
+y "~ Db e d 8 pierwszemi, drugiemi, trze-

ciemi, i t. d, emanantami [emanants] (*)t. j. wyptywami i pe-
wnego rodzaju pochodnemi ksztattu. Kazdy z nichi jest jakim-
kolwiek spétzmiennikiem. Otrzymamy, w rzeczy samej., tenze
sam wypadek, bedZ to zastepujac x przez x kx'... 1 prze-
ksztatcaje,c potem x, a;, ... przez podstawienia linijne, bagdz
to wykonywajac naprzod to podstawienie i zastepujgc potem
X przez X kX', .. Gdyz mamy oczywiscie

XX + 4- vZ + k(X -f + vZ)

= XX 4- kX) + -h kKT) -f vz + KIA

Wiec, jezeli przez przeksztatcenie u staje sie U, znajdziemy
tenze sam wypadek badZ to zastepujac w u, x przez X-"KX'...
i wykonywajgc potem podstawienia, bgdz to zastepujagc w U,
X przez X -4- .... a poniewaz Kk jest nieoznaczonem,
spétczynniki k bedg réwnemi po obu stronach, co prowadzi
wprost do zwigzku

106. Jezeli sie wezmie pod rozwage emanant dajac ze jest
funkcyg samych zmiennych X', ij'uwazajac na chwile
X, V,... jako state, i jesli sie obliczy jego niezmienniki w tSm
zatozeniu, kazdy z nich, uwazany jako funkcya zmiennych
Xy V,..., bedzie spétzmiennikiem ksztattu pierwotnego.

(*) W geometryi, emananty przedstawiajg krzywe i powierzchnie bie-
gunowe jakiegokolwiek punktu wzgledem jaki¢j krzywej lub powierzchni
dan¢j.
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WidzieliSmy Ze emanant +eee stajesie

kiedy sie zastgpi x' przez XiX' -f ulJ' + ... a x przez
Jest oczywiscie obojetném czy dwa podsta-
wienia sg jednoczesne lub po sobie nastepujace. Wiec, jezeli

przeksztatcajac same, wyrazenie -{-... staje
sie aX'Pspo6tczynniki a,.. bedg funkcyami x, v,.
ktore, gdy sie przeksztatci a?, vy,., stang sie " Lecz

niezmiennik emananta danego, uwazany jako funkcya x', y',...,
jest z defmicyi funkcya jakakolwiek swych spotczynnikow,
réznigcg sie od funkcyi odpowiedniej spotczynnikéw przeksztat-
conych a,.. tylko potega jakgkolwiek modutu. Poniewaz, tak

jak to widzielismy, spoétczynniki «,... stajg sie ™7 kiedy
sie przeksztatci x, y,..., niezmiennik dany bedzie jakgkolwiek
funkcyg » I"ry, gdy sie przeksztatci bedzie

sie roznit tylko jakgkolwiek potegg modutu funkcyi odpowie-
dniej — ,... Ten bedzie wiec witasnie jakimkolwiek spot-
zmiennikiem Kksztattu pierwotnego.

| tak, na przyktad, byto juz dowiedzionsm (99) ze, jezeli
ksztatt podwdjny \-2bxy-[-  cy"- ma za swoj przeksztat-
cony

znajduje sie

wynika ztagd ze uwazajac drugi emanant
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ksztattu i stopnia jakiegokolwiek, ma sie takze

twierdzenie ktérego podamy jeszcze inne dowodzenia.

107. W og6élnosci, jezeli sie wezmie drugi emanant jakie-
gokolwiek ksztattu o liczbie iiukolwiek zmiennych i je$li sie
obliczy jego dyskryminant, otrzyma sie spétzmiennik nazwany
funkcyg Hess'ego, albo wyznacznikiem Hess'ego, albo po prostu
HEss'owym [Hessian).

ZauwazylisSmy (98) ze dyskryminant wszelkis$j funkcyi kwa-
dratowej moze sie napisa¢ pod ksztattem wyznacznika. | tak,
uzywajac, jak tojuz zrobilismy gdzieindziej, wskaznikow 1, 2,...

na oznaczenie rézniczkowania wzgledem x, y,.., w ten sposob
d*u
ze Uii przedstawia * emanant drugiego stopnia bedzie

a jego dyskryminant napisze sie

108. Widzielismy (103) ze wyznacznik jakiegokolwiek uktadu
zréwnan linijnych jest jakimkolwiek niezmiennikiem uktadu.
Jezeli wiec, majac ksztalty u, v, iv,., utworzy sie ich pierw-
sze emananty ..., wyznacznik
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bedzie jakimkolwiek spdtzmiennikiem. Jest to wihasnie wyzna-
cznik Jakobiego wzmiankowany juz powyz$j (69): wyznacznik

Hessego jest nie innym jak funkcyag J obliczong dla uktadu po-

chodnych wi, W3V tegoz samego ksztattu.

109. PRzZECIwWZMIENNIKI. — Jezeli sie przeksztatci Unijnie ja-
kakolwiek grupe zmiennych zdarza sie czesto ze inne
zmienne zwigzane ze zmiennemi Y,... S3 takze przeksztat-

cone Unijnie, lecz za pomocg jakiegokolwiek podstawienia in-
nego. Jezeh, jak powyzdj, zréwnania wigzace X, Yy, z, nowemi
zmiennemi sg

wtedy to jakiekolwiek zmienne r, ™ se.nazwane przeksztat-
conemi przez podstawienie odwrotne, jezeli nowe zmienne
X, Yi, Zj wyrazaja sie w funkcyi dawnych przez zréwnania

w ktorych spotczynniki sa elementami wyznacznika (Xii2v3)
czytanemi pionowo, podczas gdy w podstawieniu wprost byty
one czytanemi poziomo : w pierwszem podstawieniu, dawne
zmienne sg wyrazone w funkcyi nowych, a w drugiem, nowe
w funkcyi dawnych. Tak ustalony, zwigzek jest widocznie od-
wrotnym. Wyciagajac w rzeczy samc¢j wartosci i, J; z funk-
cyi Y., Z., przyjdzie (28)
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Lj, MI,... sa wyznacznikami mniejszemi wyprowadzonemi
z przez zniesienie linii i kolumny zawierajgcych Xi
albo |Ai,...

Jezeli dwie grupy zmiennych y, z\ E, y», C bedag prze-
ksztatcone, jak powyzej, przez podstawienia odwrotne, jedng
z nich bedziemy oznacza¢ nadal przez litery greckie, a zwyczaj-
nie przez litery a, S, y. Wytozymy naprzdd dwa przypadki
najwazniejsze w ktérych sie uzywa podstawienia odwrotnego.

110. Kiedy sie przeksztatci linijnie jakakolwiek funkcyg
X, y, z na inng funkcyg X, Y, Z, pochodne wzgledem no-
wych zmiennych wyrazajg sie linijnie za pomocg pochodnych
wzgledem dawnych, lecz przez podstawienie odwrotne. Ma
sie, W rzeczy samej.

Lecz, z wyrazen y, w funkcyi X, Y,..., wycigga sie
zkad
podobniez

Jezeli sie wiec przeksztatci linijnie y, Z, to symbole

znajdg sie przeksztatconemi linijnie przez pod-
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stawienie odwrotne, wedtug prawidta numeru poprzedniego.

Owoz oznaczywszy, jali powyzej, przez Ui, u-i,... poctiodne
jakiejkolwiek funlccyi M, a przez Ui, U2,... pochodne jej prze-
ksztatconej U, dowiedliSmy ze sie otrzymuje

A wiec, jezeli u®, W, Uj, sprowadzg sie do zera, stanie sie
podobniez z pochodnemi Uj, [J2, U3; lecz wiemy ze u?, u-, u*
nie sprowadza sie wszystkie do zera tylko gdy dyskryminant
uktadu jest zerem, a w tym przypadku, widzimy ze dyskrymi-
nant uktadu przeksztatconego bedzie takze zerem i zawieraé
tem samem musi pierwszy jako czynnik, jak to juzeSmy udo-
wodnili (87).

111. W geometryi ptaskiej, jezeli X, y, z przedstawiajg
spOtrzedne trzylinijne  {trilineaires) jakiegokolwiek punktu,
a -[- -F Cx = O zréwnanie jakiejkolwiek prostej, n, C
moga by¢ nazwane spétrzednemi stycznemi, lub whasciwiej
styczneczkowemi  {tangenticlles) tej prostej. Jezeli sie odniesie do
nowych osi robigc a;=>.jX -f ..., zrOwnanie prostéj staje sie

jakie mozna napisa¢ pod ksztattem

robigc

Inneini stowy, jezeli spo6trzedne jakiegokolwiek punktu so
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przeksztatcone przez jakiekolwiek podstawienie linijne, spot-
rzedne styczneczkowe jakiejkolwiek prostej s§ przeksztatcone
przez podstawienie odwrotne. Podobniez, w geoinetryi o trzech
wymiarach, spotrzedne styczneczkowe jakiejkolwiek ptaszczy-
zny, i spéirzedne jakiegokolwiek punktu sa przeksztatcone
przez podstawienia odwrotne. Gdy sie odniesie do nowych osi,

wszystkie spoOtrzedne Yy, z, w\ x Y Z', w', przedstawia-
jace punkta, sg przeksztatlcone przez toz samo podstawienie
X == XiX -[-eee, = + eee: gdy tymczasem spoétrzedne

styczneczkowe stajg sie niemi przez podstawienie odwrotne.

Bedziemy sie postugiwali czesto zasadgq wytozong powyzéj,
ze funkcya

w ktorej x, y, z powinny by¢ przeksztatcone przez podstawie-
nie wprost X = XiX -f (MY viZ, a t), przez podstawie-
nie odwrotne Xi =Xie + pozostaje niezmienng przez
to podwdjne przeksztatcenie.

112. Jezeh jakikolwiek ksztatt staje sie przez prze-
ksztatcenie A X 'iprzeciwzmiennikiem {contre-
variant) f) jakakolwiek funkcya zawierajaca spotczynniki
ksztattu i zmiennych ktére sg uwazane jak istotnie
przeksztatcone przez podstawienie odwrotne, jezeli ta funkcya
rézni sie tylko jakakolwiek potega modutu od funkcyi odpo-
wiednej spétczynnikéw i zmiennych przeksztatcon$j, to jest
jezeli mamy

{*) Pierwszy przyktad przeciwzmiennika byt podanym przez GAUSSA
w jego Disq. arithm. Oznacza on pod nazwiskiem formy przybranej
przeciwzmiennik ksztattu kwadratowego potréjnego* Geometrowie nie-
mieccy przechowali catkowicie nazwanie podobne, zugehoirige forme.
Nazwanie przeciwzmiennika jest lepsze.
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Funkcye lego rodzaju przedstawiajg sie czesto w geometryi.
Jezeli mamy, na przykitad, jakiekolwiek zréwnanie wyrazajace
warunek konieczny aby jaJcakolwiek prosta lub jakakolwiek
ptaszczyzna miata zjakg krzywg lub z jakgkolwiek powierzchnig
dang jakikolwiek zwigzek niezalezny od wyboru osi, jak na-
przyktad, jakikolwiek warunek zetkniecia sie, i jezeli odnie-
siemy wszystko do nowych osi, jest oczywiscie rzeczg obojetng
czy przeksztatcimy zwigzek o ktorym tu mowa zastepujac da-
wne spétczynniki przez ich wartosci w funkcyi nowych, albo
tez wyprowadzajac ten zwigzek ze zréwnania przeksztatconego
krzywej tymze samym sposobem jak to byto wydobytem ze
zréwnania pierwotnego. Dwa wyrazenia tego warunku

réznig sie wiec tylko jakimkolwiek czynnikiem.

113. Oprocz spoétzmiunnikdw i przeciwzmiennikéw mozna
jeszcze wystawic¢ sobie funkcye zawierajgce dwa szeregi zmien-
nych i réznigce sie tylko jakagkolwiek potegg modutu od funk-
cyj przeksztatconych odpowiednich, to jest funkcye takie zeby
byto

Nazwiemy je  spdétzmimnikami mieszanemi [awariants
mixtes) (*). Funkcya najprostszg tego rodzaju jest

{* Te funkcye, jakie moznaby bylo, jak to proponowat p. saLmoN na-
zwaé poprosili  zmiennikami {divariants),  s? oznaczone w pracach
pp. ARONHOLDA i GLEBSCH'A pod nazwiskiem miedzyksztattbw {zwischen-
formen). P. svyLwesTer, ktory uzywa wyrazu ogdlnego niezmiennika
{concomitant) na oznaczenie og6tu wszystkich funkcyj ktérycti zwigzki
z ksztattem pierwotnym nie s? zmienione przez jaldekolwiek przeksztat-
cenie linijne, przyjmuje nazwanie niezmiennikéw  mieszanych {concomi-
tanls mixtes).
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funkcya ta jest niezmienng, przez przeksztatcenie (111), a tem
samem, jest jakimkolwiek spétzmiennikiem mogacym by¢ przy-
danym do ksztattu jakiegokolwiek.

11/4. Niech bedzie | jakikolwiek niezmiennik jakiegokolwiek
badz ksztattu

mozna ztad wyprowadzi¢ jakikolwiek przeciwzmiennik wedtug
metody uzytej w numerze 103. Jezeli ksztatt dany staje sie
przez przeksztatcenie, Ao X'~funkcya yr.z»
staje sie sama przez sie XX, -j- YY, -f- 2Z,, wynika ztad ze

Lecz jakikolwiek niezmiennik ksztattu pierwotnego dopetnia
warunku

Obliczajgc podobnyz niezmiennik dla nowego ksztattu, otrzy-
mamy

a poniewaz k jest dowolnem, mozemy wiec zréwnaé spoétczyn-
niki tychze samych poteg k po obu stronach :te spétczynniki,
wedle twierdzenia TavLoraA, sg wszystkie ksztattu
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Dowiedli$my Ze powyzsze spotczynniki rdznie sie tylko jakakol -
wiek poteg"i modutu od funkcyi odpowiedniej wyprowadzonej
ze zréwnania przeksztatconego. to wiec wihasnie przeciw-
zmienniki, poniewaz byto stale przyjetem ze n, C powinny
by¢ przeksztatcone przez podstawienie odwrotne. P. syLwEesTER
daje nazwisko przewoznikdta [evectans) przeciwzmiennikom wy-
prowadzonym z jakiegokolwiek niezmiennika, wedtug prawidta

powyzszego, | tak + -7--j-ee+ jest pierwszym

przewoznikiem. Nalezy zauwazy¢ ze przypuszcza sie ze spoi-
czynniki, w ksztatcie pierwotnym, przybierajg, tez same czynniki
liczebne jak spotczynniki rozwiniecia -\-y -{-2)'S gdy tym-
czasem tak nie jest w przewozniku.

Poréwnywajgc z nerm 103, widzimy ze funkcya N4 e

moze by¢ uwazany, b8dz to jak jakikolwiek przeciwzmiennik
ksztattu danego, b8dz to jak jakikolwiek niezmiennik uktadu
jaki sie otrzymuje przez potgczenie jej (t. j. funkcyi danej)
z funkcya Unijng -fyrjTeorya przeciwzmiennikdw
moze byé zamknieta w teoryi niezmiennikéw.

Wykonywajac dziatanie n ... najakimkolwiek spot-

zmienniku, otrzymuje sie jakikolwiek spdiczynnik mieszany,
gdyz dowiodtoby sie, tymze samym sposobem, ze wypadek,
bedacy oczywiscie jakgkolwiek funkcya zawierajagcg w sobie
dwie grupy zmiennnych, przeksztatci sie na jakgkolwiek funk-
cyg podobna.

PRZYKELAD I. — Jezeli wyrazenie abc — 2fgh — ap — bg" —ch”
jest dyskryminantem, atém sara¢m, jakimkolwiek niezmiennikiem ksztattu
potréjnego

aas® by"r f-cz' -f- 2fyz 2gxz + “hxy,
to funkcya
(6¢ + (ca — - hap

23b- afH -h 2(/»f- bg)ll + 2{fy - chi’r.
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bedzie jakiinliolwiek przeciwzmiennikieiii. Geometrycznie, jest to zréw-
nanie styczneczkowe sekcyi koniczn$j przedstawionej pod ksztattem

danym.

PRZYKLAD II. — Majgic dane dwa ksztatty kwadratowe potréjne
wiemy ze wyrazenie a'{bc — P) -{- ... jest
jakimkolwiek niezmiennikiem sp6jnym (103)i wykonywajg,c dziatanie

., przyjdzie

Ten przeciwzmiennik mogtby sie jeszcze otrzymaé wykonywajgc dziatanie

na przeciwzmienniku przyktadu poprzedniego.

Geometrycznie, wyraza on warunek ktéry musi by¢ sprawdzony, azeby
jakakolwiek prosta byta przecietni harmonicznie  przez dwie sekcye ko-

ni czn

115. Jezeli dyskryminant jakiegokolwiek ksztattu zniszczy
sie, istnieje jakakolwiek grupa pierwiastkow szczegdlnycti

} y>  (geometrycznie sg to spdirzedne punktu podwdjnego,
krzywej lub powierzchni przedstawionej pod tym ksztattem),
iw tym przypadku, pierwszy przewoznik dyskryminanta bedzie
potega nig wyrazenia

W rzeczy samej, poniewaz przewoznik nie zmienia sie przez
przeksztatcenie, dosy¢ wiedzie¢ co sie zdarzy w jakimkolwiek
przypadku szczegbélnym. Lecz, jezeli dyskryminant jest réwny
zeru, forma moze byc¢ przeksztatcong w taki sposéb ze nowe
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spotczynniki zmiennych sian” sie zerami, i ze
pierwiastkiem szczegélnym bedzie y = O, z= O (co znaczy
geometrycznie ze przypuszczamy poczatek spolrzednych w punk-
cie podwdéjnym); lecz byto dowiedzionem (97) ze dyskryminant
jest ksztattu

flop + a?V + ~i

Jezeli ao, flj, bi zniszczg sie, nie tylko dyskryminant, lecz
dl
wszystkie jego pochodne zniszcza sie takze, wyjgwszy

Przewoznik sprowadzi si¢ wigc do ~ pomnozonego przez

wyraz jedyny do ktérego sie sprowadzi wyrazenie -f-1/mn
zj;)" gdy sie zrobi x' = yy— 0,c= 0.

Tak wiec, jezeli dyskryminant jakiegokolwiek ksztattu kwa-
dratowego potrojnego jest zerem, zréwnanie przedstawia dwie
linie proste; przeciwzmiennik

staje sie kwadratem zupeinym, iotrzyma sie spétrzedne x', y', 7',
punktu przeciecia, identyfikujgc go z wyrazeniem

+ +

Jezeli ksztatt przyjmuje dwie grupy pierwiastkdw szczegol-
nych, wszystkie pierwsze pochodne dyskryminanta sprowadzg
sie do zera, i jego drugi przewoznik staje sie jakakolwiek po-
tegg doktadng wyrazenia

gdyz x', vy, z'; x", y", 2" oznaczajg dwie grupy pierwiastkdw
szczegOlnych, i tak dalej.
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TWONZENIE SIE NIEZMIENNIKOW | SI'OLZMIENNIKOW.

116. Poznawszy dokiadnie co rozumie¢ nalezy przez nie-
zmienniki, spétzmienniki, etc., wskazemy metody za pomocni
ktérych mozna tworzy¢ te funkcye : trzy metody beda wyto-
zone w tym Rozdziale, a czwarta w Rozdziale nastepnym.

FUNKCYE SYMETRYCZNE. — Ta metoda stosuje sie tylko do
ksztattow podwojnych. Wszelka funkcya symetryczna z roznic
pierwiastkéw jest jakimkolwiek niezmiennikiem, byle tylko
kazdy pierwiastek w nim figurowat tez samg liczbe razy(*).
Oczywiscie ze jakikolwiek niezmiennik musi by¢ jakakolwiek
funkcyg z réznic pierwiastkéw, poniewaz ten niezmiennik nie
zmienia sie kiedy sie w nim zastapi x przez x A Przeksztat -
cenie linijne najogdlniejsze prowadzi do zmiany kazdego pier-
wiastku a na i i, w tem'dziataniu, réznica <lwéch

1

la+

(*) Oznaczywszy w réwnaniu przez a” spOlrzynnik najwyzszy polegi cc,
potrzeba podzieli¢ przez ten spdlczynik dla otrzymania wyrazenia summy,
wieloczynéw, etc., pierwiastkow, i wszelkie funkcye symetryczne sg
utamkami zawierajgicemi w mianowniku polegi ilosci Oo- Gdy moéwimy
ze jakakolwiek funkcya symetryczna pierwiastkéw jest jakimkolwiek nie-
zmiennikiem, rozumiemy przez to ze ta funkcya zostata zrobiona catko-
wity mnozjicj? przez jakakolwiek potege dostatecznie podniesiony ilosci Oo,
lub, co na jedno wychodzi, ze utworzywszy funkcy? symetryczny przy-
puszczajac spétczynnik x"- roéwny jednosci, robi sie jy potém jednorodny
mnozy¢ kazdy wyraz przez jakykolwiek potege odpowiedniy ilosci ao.
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pierwiastkow « — g staje sie (V + "M (« — €

Aa+ p)X6+ fij
koiwiek b8dzfunkcya z réznic mogta, po swem przeksztatceniu,
nie roznié sie od swej wartosci pierwotnsj tylko przez jakikol-
wiek czynnik, potrzebnem jest zeby mianownik pozostat tenze
sam dla wszystkicti wyrazéw : funkcya musi wiec by¢ jakim-
kolwiek wieloczynem z réznic w ktdrym kazdy pierwiastek
przedstawia sie tez samg liczbe razy. | tak, dla jakiegokolwiek
ksztattu dwukwadratowego, funkcya

2@— y -

jest jakimkolwiek b8dZz niezmiennikiem, gdyz po przeksztatce-
niu, wszystkie wyrazy summy maj§ tenze sam mianownik. Lecz
nie dzieje sie podobniez z wyrazeniem S(a — €)", poniewaz
mianownikiem wyrazu («—  jest

a mianownikiem wyrazu {y' — Sf

117. Moznaby jeszcze wyprowadzi¢ to twierdzenie sposobem
by¢ moze nieco prostszym, piszac zréwnanie pod ksztaltem
jednorodnym. WidzieliSmy (87) ze zmieniajac x na Ix -f
y na -{- ilos¢ — "oyj staje sie

— XV) —

i ze, tem samem, wszelka funkcya wyznacznikéw x"y.i— Xiyi
jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Lecz (38) wszelka funkcya
pierwiastkbw wyrazona sposobem zwyczajnym sprowadza sie
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do ksztattu jednorodnego, zastepujac a, b,... przez —5 —

i mnozac potem przez jakgkolwiek potege wieloczynu ze wszy-
stkich czynnikdw y dostatecznie podniesiong dla zniesienia
utamkow. Jezeli sie dziata w ten sposob na jakiejkolwiek fank-
cyi z roznic w ktorej pierwiastki nie przedstawiajg sie wszystkie
tymze samym sposobem, to po wykonaniu mnozenia, pozo-
stang czynniki y na widoku, i funkcya nie bedzie mogta by¢
jakimkolwiek niezmiennikiem. | tak, dla jakiejkolwiek funkcyi
czwartego stopnia, 2(a — €)- staje sie

"ylylitm —>2yhH)»

gdy tymczasem funkcya 2(a — 6)2 (y — 52, w ktérsj figuruja
wszystkie pierwiastki, staje sie

ta funkcya zawiera w sobie same tylko wyznaczniki, a tem sa-
mém jest jakimkolwiek niezmiennikiem.

Dowiedzie sie, podobniez, ze wszelka funkcva symetryczna
utworzona z réznic pierwiastkow miedzy sobg, i z r6znic mie-
dzy X a jednym lub wielu pierwiastkami, jest jakimkolwiek
spo6tzmiennikiem, byle tylko kazdy pierwiastek nie zaprzestat
figurowac tez samg liczbe razy. Itak, dla jakiegokolwiek ksztattu
trzeciego stopnia, S(a — 6)* (@ — Yy} jest jakimkolwiek spoét-
zmiennikiem.

118. Mozemy, za pomocg metody poprzedniej, utworzy¢
niezmienniki i spétzmienniki sprowadzajace sie do zera w zato-
zeniu jakiego warunku roéwnsci miedzy pierwiastkami. Przy-
pusémy zatem ze chcemy mie¢ jakikolwiek niezmiennik niszczacy
sie gdy trzy pierwiastki stajg sie rGwnemi: jest rzeczg widoczng
ze kazdy wyraz musi zawieraé jedng z trzech réznic a — 6,
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fi y— ij samo, dla wszelki¢j innej grupy Jak®
mozna utworzyé z trzech pierwiastkdw. W jakiemkolwiek
zréwnaniu czwartego stopnia, znajduje sie cztery grupy tego
rodzaju : réznica a — 6 nalezy do dwdch grup, réznica y — 5
do dwoch innych; przeto, S(a — ~f {y — Sf- {* bedzie jakim-
kolwiek niezmiennikiem przywodzacym sie do zera gdy trzy
pierwiastki bed§8 rdéwnemi. Podobniez, dla jakiegokolwiek
zréwnania pigtego stopnia, jest dziesie¢ grup z trzech pier-
wiastkow; a — S nalezy do trzech grup, y — 3 do trzech in-
nych ; czterema ostatniemi grupami sg ocyt ocSi, Syt, SSt, pomie-
dzy ktéremi dwie zawierajg y — e a dwie inne S— c¢. Funkcya
2(a—€)*(y— —i)N (y— t® b"edzie wiec jakimkolwiek
niezmiennikiem przywodzacym sie do zera kiedy trzy pier-
wiastki bedg réwnemi. Ten niezmiennik (3li, 35) jest czwartego
rzedu, ajego waznoscig jest 10.

Jezeli chcemy utworzy¢ jakikolwiek spoétzmiennik jakiego-
kolwiek ksztattu dwukwadratowego ktéry sprowadza sie do
zera gdy istniejag dwie pary pierwiastkbw réwnych, jego wy-
razenie zawiera¢ bedzie jakakolwiek réznice kazd6j z grup

a—ey—o0, a—y 6—(Ja— 5—y:bedzie wiec ono

albo

2—6@a—y@— — 2 —yf x-

6 spoOlzmienniki sg czwartego i szostego stopnia wzgledem
zmiennych, czwartego i trzeciego wzgledem spdélczynnikéw,

(*) Wyrazenie s(a _ 6) _ przywiodtoby sie tosamosciowo do
zera.
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a kazdy z ich wyrazéw sprowadza sie do zera kiedy zréwnanie
przyjmuje dwie pary pierwiastkow réwnych.

119. ROZNICZKOWANIE WZAJEMNE SPOLZMIENNIKOW | PRZECIW-
zmiennikow. — Kiedy sie moéwi ze funkcya by Iy,
jest jakimkolwiek niezmiennikiem, oczywiscie ze N
ilosciami jakiemikolwiek jakie sie przypuszcza tylko przeksztat-
cone przez podstawienie odwrotne. Lecz pokazalismy (110) ze

symbole n M przypadku. Mozemy wiec

podstawi¢, w jakimkolwiek przeciwzraienniku, te symbole na
miejsce Yi,.,., a otrzymamy jakikolwiek symbol dziatania
nie zmieniajacy sie przez podstawienie, i ktéry, zastosowany do
ksztattu pierwotnego lub do jednego z jego spétzmiennikow,
da jakikolwiek spétzmiennik, jezeli zmienne przechowajg sio
jeszcze po rozniczkowaniu, lub jakikolwiek niezmiennik jezeli
one znikne,. Stosujgc ten symbol dziatania do jakiegokolwiek
spotzmiennika mieszanego, da on jakikolwiek przeciwzmiennik
lub jakikolwiek spétzmiennik mieszany, wedtug tego jak zmien-
ne znikng lub nie znikna przez rézniczkowanie. Zamiast zasta-
pienia Vi, w jakimkolwiek przeciwzmienniku, przez
d d

utworzenie jakiegokolwiek badz symbolu dzia-

tania, mozemy jeszcze zastgpic je przez ~ ~ ~, ... (U jest
ksztattem pierwotnym albo jednym z jego spoOtzmiennikéw),
i otrzymac tym sposobem jakikolwiek nowy spétzmiennik. Zwia-
zek miedzy dwoma szeregami zmiennych X, y, z,... i n, jire.
jest odwrotnym, wiec mozemy réwniez zastapi¢, w jakimkol-
wiek spétzmienniku, X, vy, z,..., przez

i otrzymamy jakikolwiek symbol dziatania ktéry, zastosowany
do jakiegokolwiek przeciwzmiennika, da jakikolwiek nowy
praeciwzmiennik lub jakikolwiek niezmiennik.
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Tak wiec, maj8c dane jakikolwiek spdtzmiennik i jakikol-
wiek przeciwzniiennik, mozna, podstawiajac w jednym z nich
symbole r6zniczkowe i wykonywajgc potom dziatanie na dru-
gim, otrzyma¢ jakikolwiek nowy przeciwzmiennik lub spot-
zmiennik, jaki mozna réwniez potgczy¢ z piérwszymi, dla wy-
dobycia z nich innych, itak dalej.

120. W przypadku ksztattéw " podwéjnych, ta metoda sie
upraszcza. Wzorami przeksztatcenia prostego s§

a; = XjX-f- iy y = -f- Y,

wzorami przeksztatcenia odwrotnego sg (109)

X, = -j-n, Yt= hE + [2R
zkad
= — X2Yij, Al= — 4-

wyrazenia mogace sie napisac
A,= hYi4- X0, M- O = 7Y, -h X,).

Widzimy ze niezwazajac naczynnik A, zmienne n i E przeksztat-
caja sie zupetnie wedtug tegoz samego prawidta jak y, imozna
powiedzie¢ ze y ia? 2jednej strony, x\y, i drugi¢j, przeksztat-
cajg sie przez podstawienia-odwrotne. Tak wiec, w ksztattach
podwdéjnych, spétzmienniki i przeciwzmienniki rzeczywiscie nie
dajg sie odrézni¢, i dosy¢ jest zastgpi¢, w jakimkolwiek spoéit-
zmienniku, x iy przez*? i —” dla utworzenia jakiegokolwiek
przeciwzmiennika, i vice versa. W rzeczy samdj, przypusémy
ze, przez przeksztatcenie, jakakolwiek funkcya jednorodna
(f{x, y) staje sie $(X, Y), wzory powyzsze pokazujg ze r),—E)

stanie sie — $(Yi, — Xi), p jest stopniem funkcyi na x i y.
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Wiec, jezeli y) jest jakimkolwiek spétzmieimikiem, to jest
jakakolwiek funkcy§ ktdra, po przeksztatceniu, rézni sie tylko
jakakolwiek potegy czynnika A od jakiejkolwiek podobnej
funkcyi co do X i Y; oczywiscie qij—bedzie sie réznic¢
podobniez, po przeksztatceniu, tylko jak§kolwiek potegg. czyn-
nika A od jakiejkolwiek funkcyi podobnej co do Xi i Yi. To
bedzie wiec witasnie jakimkolwiek przeciwzmiennikiem.

Zamiast mowi¢ ze symbole rézniczkowe przeksztatcaja sie
przez podstawienie odwrotne wzgledem X, y, mozemy wiec
powiedzie¢ ze te symbole przeksztatcajg sie przez toz same pod-
stawienie jak y\ —x\ a jezeli, w ksztatcie pierwotnym lub
w jednym z jego spoOtzmiennikoéw, zastagpimy x iy przez

A N

, — otrzymamy jakikolwiek symbol ktory bedzie moégt
by¢ uzytym dla dania poczatku nowym spétzmiennikom, jak
to wytozyliSmy powyz¢j. Mozemy takze podstawi¢ ~ , — —

dy dx
na miejsce x\y,\ otrzymaé¢ tym sposobem jakikolwiek nowy

sp6tzmiennik. Przyktady nastepne dadzg dostatecznie zrozumiec
ducha tej metody.

PRZYKLAD |. — Znalez¢ jakikolwiek niezmiennik jakiegokolwiek
ksztattu kwadratowego lub jakiegokolwiek uktadu dwdch ksztattdw
kwadratowych.

Przypusémy ze, przez przeksztatcenie, ax -t- 2bxy -f- cy"?, stanie sie

AX2 + 2BXY -h CY2;

poniewaz A", AN przeksztatcaj? sie wedtug legoz Samego pra-

widta jak X iy, symbol

\ df <odxdy " dxN



156 MOZDZIAL XL

Stanie sie, przez przeksztatcenie.

Stosujac go do ksztattu samego, mamy

co daje widzie¢ ze ac — jest jakimkolwiek niezmiennikiem; stosujac

go do

i do jego przeksztatconego, mamy

i widzimy ze ac' -j- a'c — lhh" jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Mozna

widzie¢ takze ze funkcya

jest jakimkolwiek spétzmiénnikiem, Vcz to jest po prostu ksztatt sam

pomnozony przez ac —

RZYKELAD n. — Wszelki  ksztatt  podwojny  stapnia  parzystego ma
mkikolwiek  niezmiennik  drugiego rzedu wzgledem spotczynnikow.

Mamy tytko podstawi¢ ~, — n a miejsce cc iy i wykonaé
potém dziatanie na ksztatcie. | tak, dla ksztattu dwukwadratowego

* znajdujemy ze ae — Ubd + dc” jest jakimkolwiek

niezmiennikiem ; podobniez dla ksztattu og6lnego
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jest jakimkolwiek niezmiennikiem ; spdtczynniki liczebne sgi spotczynnir.
kami dwnmiann, lecz wyraz $rodkowy jest podzielonym przez 2.

Jezeli zastosujemy te metode do jakiegokolwiek ksztattu stopnia niepa-
rzystego, na przyktad do ksztattu szesciennego

i jezeli wykonamy dziatanie

wypadek jest identycznie zerem. Znajdujemy przeciez ze jakikolwiek
uktad dwocli  ksztattdw  szeSciennych ma jakikolwiek niezmiennik
{ad" — a'd) — 3{bc’ — b'c), i, ogdlnie, ze jakikolwiek iiklad dwoch
ksztattow stopnia nieparzystego ma za niezmiennik wyrazenie

kiére sprowadza sie do zera gdy dwa ksztalty sg identyczne-

121. Kiedy sie otrzymato, za pomocy metody powyzsz6j, jaki-
ivolwiek b8dz niezmiennik dla ksztattu stopnia jakiegokolwiek,
wycigga sie zt8d bezposrednio, przez metode n™ 106, jakikol-
~viek spotzmiennik dla ksztattu jakiegokolwiek stopnia "wiecej
podniesionego. Itak, wiedzac ze ac — #P' jest niezmiennikiem
jakiegokolwiek ksztattu kwadratowego, utw6rzmy niezmiennik
emananfa kwadratowego funkcyi jakiejkolwiek; wyrazenie

bedzie jakimkolwiek spdtczynnikiem dla

wszelkiej funkcyi stopnia wyzszego nad drugi. Podobniez
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jest niezmiennikiem jakiegokolwiek ksztattu czwartego stopnia;
wyciggniemy ztad ze wyrazenie

bedzie jakimkolwiek spo6tzmiennikiem dla wszelkiego ksztattu
stopnia wyzszego nad czwarty. Widzimy tym sposobem ze
wszelki ksztalt ma, ogdlnie, jakikolwiek szereg spotzmienni-
kéw, drugiego rzedu wzgledem spétczynnikoéw, astopni 2(n—2),
2(n — ti), 2(n — 6),... wzgledem zmiennych. Te spétzmienniki
moga sie polaczy¢ potém, badz to z ksztattem pierwotnym,
badz to miedzy soba, dla przywiedzenia do nowych spétzmien-
nikdéw albo niezmiennikdw.

PRZYKELAD 1. — Jakikolwiek ksztatt czwartego stopnia ma  jakikol-
wiek niezmiennik trzeciego rzedu wzgledem spotczynnikow.

Wiemy, w rzeczy saméj, ze wyznacznilc Hessowy

lub

jest jaliimlcolwiek spétzmiennikiem. Wykonywajgc na nim dziatanie

i dzielagc przez 72, otrzymujemy ilos¢

ktora, tem samcni, jest jakimkolwiek niezmiennikiem.
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PRZYKLAD Il. — Wszelki ksztatt stopnia nieparzystego ma  jakikol-
loiek niezmiennik  czwartego rzedu lozgledem spotczynnikéw.

W rzeezy sam¢j, ma on jakikolwiek spétzmiennik kwadratowy

fAMn—i e dy”-i ~ eee drugiego rzedu wzgledem spétczynnikéw. Dyskry-
minantem tego ksztattu kwadratowego bedzie jakikolwiek niezmiennik
ksztattu pierwotnego (10/i) i bedzie czwartego rzedu wzgledem spdtczyn-
nikéw. Wreszcie, to dowodzenie wykazuje ze wszelki  ksztatt ma jaki-
kolwiek niezmiennik czwartego rzedu; gdyz, jezeli weZmiemy jeden ze
sp6tzmiennikéw stopnia parzystego otrzymanych powyzej, jego niezmien-
nik drugiego rzedu bedzie czwartego stopnia wzgledem spétczynnikéw
ksztattu pierwotnego. Lecz, jezeli ksztalt jest stopnia parzystego, moze
sie zdarzy¢ ze niezmiennik lym sposobem otrzymany jest po prostu kwa-
dratem z jakiegokolwiek niezmiennika drugiego rzedu.

lHZYKLAD I1l. — Znalezé niezmiennik  czwartego  rzedu jakiegokol-
wiek ksztattu szesciennego.

Wyznacznikiem Hessowymjest

{ax 4- by) {ex dy) — {bx -f cy),

(ac — -f {ad — bec)xy {bd -

Wyrazenie
{ad — 6c)2 — k{ac — b" {bd — c")

jest jakimkolwiek niezmiennikiem ksztattu szeSciennego; w rzeczy sam”j,
ten niezmiennik jest, wtasciwie raéwigic, jakiegokolwiek ksztattu szescien-
nego dyskryminantem

ard™ + Uac” -+ [idb" — 37)2c2 — 6abcd,

122. Wszelki niezmiennik jakiegokolwiek ksztattu podwoj-

nego moze da¢ poczetek- jakiemukolwiek spétzmiennikowi.
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Mozemy, w rzeczy samej [lik), zt8d wyciagna¢ przewoznik
ktory jest jakimkolwiek przecmzmiennikiem, i,

zastepujagc w nim iy przez y i —x, mamy jakikolwiek
spoétzmiennik. I tak" dyskryminanta powyzszego jakiegokolwiek
ksztattu szesciennego, wyciggniemy przewoznik

a tem samém, ksztatt szeScienny przyjmuje spétzmiennik

123. ZROWNANIE ROZNIczkowe. — Niecti bedzie, N stopien
jakiegokolwiek ksztattu podwoéjnego, 9 stopien jednego z jego
niezmiennikéw wzgledem spétczynnikdw; ivaznos¢ (33) kazdego

S L 1 TR S
wyrazu niezmiennika jest statg i rowng ~ Jezeli zmienimy

X na nie zmieniajac y, co jest jakisn)kolwiek przeksztatce-
niem linijnem, niezmiennik powinien, przez detinicyg, pozosta¢
tymze samym lub przynajmniej by¢ po prostu pomnozonym
przez jakakolwiek potege ilosci > ktéra, w tym przypadku,
jest modutem przeksztatcenia. Dowiedzie sig, jak w n 34, ze
summa wskaznikow kazdego wyrazu jest stala.

Niezmiennik musi takze pozostaé¢ tymze samym jezeli sig
zmieni X nay ay na przeksztatcenie Unijne ktérego modu-
tem jest — 1. To podstawienie prowadzi do zamiany kazdego
spotczynnika a« na Mamy wiec, na summe wskaznikéw,
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zkad

WNIOSEK, N i 9 nie mogg by¢ oba nieparzystemi, poniewaz
ich wieloczyn jest parzystym, to jest ze jakikolwiek ksztatt
podwojny stopnia nieparzystego nie moze mie¢ niezmiennika
nieparzystego stopnia.

124. Zasady powyzsze pozwolag nam napisa¢ bezposrednio
cze$¢ literalng jakiegokolwiek niezmiennika ktérego rzed jest
znanym; gdyz, rzed majgc dany, wazno$¢ jest zardwno znana.
Jezeliby sie zadato, na przykiad obliczy¢ dla jakiegokolwiek
ksztattu czwartego stopnia jakikolwiek niezmiennik trzeciego
rzedu, jego waznos$¢ bytaby 6, a jego wyrazy

gdzie spotczynniki A, B,... pozostajg do oznaczenia. Czytelnik
zauwazy ze jest tyle wyrazéw w niezmienniku ile sie znajduje
sposobow réznych ztozenia liczby 6 z trzech liczb zawartych

miedzy Oi 4; i, og6lnie, ze jakikolwiek niezmiennik zamyka
1
tyle wyrazéw ile jest sposob6éw ztozenia liczby » przedsta-

wiajgcej waznosé, z 9 liczb zawartych miedzy O i n.

Oznaczymy spo6tczynniki wedtug tej uwagi, ze jakikolwiek
niezmiennik nie mogac sie zmieni¢ jezeli sie zastagpi x przez
a:-f »albo y przez y-|-A; powinien jak w n"® 39, zadosy¢
uczyni¢ dwom zréwnaniom rézniczkowym :
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(zréwnanie pierwotne jest za uwazane napisane ze spétczynni-
kami dwumianu). W praktyce, ktérekolwiek z tycli zréwnan
wystarczy, gdyz drugie wyciaga sie zmieniajac kazdy spétczynnik
ffa na a,_a. Dosy¢ wiec zrobi¢ uzytek z jednego z nich, byleby
tylko miato sie¢ staranie uczyni¢ z gory funkcya symetryczng
wzgledem x \y', to jest byleby tylko ta funkcya nie zmienita
sie lub najwiec¢j zmienita znak (*) kiedy sie w niej zastgpi
«a przez ttn-a, iten warunek bedzie zawsze dopetnionym jezeli
sie na to pilnie zwréci baczenie zeby wazno$¢ niezmiennika
byta waznoscig jaka dopi¢ro wskazalismy. | tak, w przyktadzie
poprzedzajgcym, jezeli wykonamy na wyrazeniu Aai«.2«0-f eee

dziatanie . przyjdzie
dcii

owoz,biorac A= 1, ma sie dla innych spotczynnikow
i dla zmiennika

samego

125. Chcac tg metodg oznaczy¢ jakikolwiek badZz niezmien-

(*) Zmiana a; na y a 7 na x prowadzi do jakiegokolwiek przeksztat-
cenia linijnego majgcego za modut

Wszelki niezmiennik Kktdry, w przeksztatceniu, znajduje sie pomnozony
przez jakakolwiek potege nieparzysta modutu, zmienia wiec znak gdy sie
robi zamiang x i y; niezmienniki tego rodzaju sa nazwane  niezmienni®
kami skosnemi {invariants  yauches).
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nik rzedu danego, nalezy obliczy¢ spotczynniki nieznane
A, B, C,..., i przychodzimy do tego za pomocy pewn¢j liczby
warunkow wycitgnionych ze zréwnania rézniczkowego. Jezeli
liczba tych warunkdw przewyzsza liczbe spotczynnikéw niezna-
nych, tworzenie sie niezmiennika bedzie niepodobnem w ogdl-
nosci; jezeli jest jej rdwn”, znajdzie sie tylko jeden niezmien-
nik; jezeli jest nizszy, otrzyma sie ich wiele. Lecz widzieliSmy
te liczba wyrazéw niezmiennika, przewyzszajagca o jedno$c
liczbe'spétczynnikdw. jest rdwna liczbie roztozen Imozebnych

waznosci - n9 na Q liczb zawartych miedzy O i n. Skutkiem

dziatania a”-"A-... nastepuje oczywiscie zmniejszenie waz-
nosci o jedno$¢; liczba warunkéw do speinienia jest wiec

rébwna liczbie roztozern - n9— 1 na 9 liczb zawartych miedzy
z
O i n. I tak, w przyktadzie n"» 124,j liczba warunkéw uzytych
przy znalezieniu A, B,... jest rowna liczbie roztozen moze-
bnych liczby 5 na jakakolwiek summe z trzech liczb zawartych
miedzy O i h wiécznie. Przeto, aby rozpozna¢ w ogdlnosci czy
mozna znales$¢, dla jakiegokolwiek ksztattu podwdjnego, jaki-
kolwiek niezmiennik rzedu 9, i czy jest ich wiecej jak jeden,
nalezy rozebra¢ iloma sposobami dwie liczby Awo, J% ng —1

mog§ byc¢ roztozone na 9 liczb zawartych miedzy O i n: na
tej to zasadzie p. cavLey opart swe poszukiwania o liczbie nie-
zmiennikéw ksztattéw podwdjnych

126. Tez same rozumowania slosuj§sie do spotzmiennikdéw.
Jakikolwiek spétzmiennik, réwnie jak i samze ksztakt pier-
wotny, powinien pozosta¢ niezmiennym jezeli sie zmieni x
na i, jednocze$nie, kazdy spétczynnik a, na Jezeli
spotczynnik jakiejkolwiek potegi z ilosci x, w spotzmien-
niku, jest to'iest rzeczg widoczny ze, jak powyzej.
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summa fi «+ N+ eenijusi by¢ statg dla wszystkicliwyrazow,
i mozemy nazwac ja waznoscia spétzmiennika.

Nadto aby sie sp6tzmiennik nie zmienit gdy sie robi zamiane
X 'y, potrzeba miec

p jest stopniem spoOtzmiennika w a; i y; przeto, poniewaz 0

jest rzedem spoizmiennika wzgledem spoOtczynnikéw, ma sie
|

bezposrednio za jego wazno$¢ - (WO + p). Jezeli zadamy otrzy-
mac, na przyktad, jakikolwiek spétzmiennik kwadratowy jakie-
gokolwiek ksztattu szeSciennego ktéryby byt zarazem drugiego
rzedu wzgledem spétczynnikéw, ma sie
a waznoscig jest 4. iMa sie wiec, dla wyrazéw ktére mnoza
atemi wyrazami bedg cooo i 000,; podobniez,
wyrazami ktére mnoza xy beda OgOo a"a®, a wyrazami ktére
nmoza aai, &Y, oznaczy sie tym sposobem cze$¢ lite-
ralng jakiegokolwiek spdtzmiennika : spdtczynniki znajda sie

jak to zobaczymy ponizej.

127. Wynika z detinicyi spétzmiennika ze powinno sie doj$¢
do tegoz samego wypadku, bad? to zmieniajgc w nim x na
badZz to wykonywajgc naprzéd to podstawienie
w ksztatcie pierwotnym, i obliczajac potem sp6tzmiennik formy
przeksztatconej. Lecz ta zmiana w ksztatcie pierwotnym przy-
wodzi (39) do zamiany Oj na ff, -f- >a0, g-ina a.i -j- -J-
Podstawienie x-\->-y zamiast x w spotzmienniku przywiedzie
wiec takze do zastgpienia w nim «, przez a,4-”"~ov Niech
bedzie sp6tzmiennik

wyrazmy ze te dwa sposoby dziatania sg rownowaznemi, i ogra-
niczmy sie tylko do wyrazéw mnozacych Oznaczywszy, jak
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W 41, przez skrécenie * dziatanie

przyjdzie '

Oznaczywszy podobniez przez an dziatanie

otrzymamy takze

Widzimy tym sposobem ze przypusciwszy Ao oznaczone w Spo-
soéb zadosyé czynigcy réwnaniu AN = O [innemi stowy, *

przypusciwszy ze Ao powinno by¢ jakakolwiek funkcy” z roz-
nic pierwiastkdw (39)], wszystkie inne wyrazy spotzmiennika
bed§ znane. Spoéizniiennikiem bedzie, w rzeczy samej.

Potrzeba zauwazy¢ ze gdy waznoscig spoOtzmiennika jest



166 ROZDZIAL XI.

, waznoscia wyrazu Ao bedzie I (n9 — p), ponie-
waz dodajgc do niego p musi sie odzyska¢ wyraz spo6tzmien-
nika. Ten wyraz Ao, z ktorego wszystkie inneSpochodza, zostat
nazwanym przez P. rRoBerTs'A Zroditem spotzmiennika. P. Ro-
BerTs dostrzegt takze ze zrddto wieloczynu dwoch spdtzmien-
nikoéw jest niczem inn$m tylko wieloczynem ich zrodet bez-
wzglednych. Gdyz, jezeli pomnozymy spétzmiennik powyzszy
przez

mamy, jak to jest tatwo sprawdzié,

Przeto, jezeli mamy jaki zwigzek miedzy ilukolwiek funkcyami
Ao, R» Co,... z roznic pierwiastkow, tenze sam zwiazek prze-
chowa sie jeszcze miedzy spotzmiennikami ztagd pochodzacemi.

PRZYKLAD f.— Znalei¢ sp6tzmiennik  kwadratowy jakiegokolwiek
ksztattu  sze$ciennego.

WidzieliSmy, numer 126, ze Ao jest ksztattu a-jao 4- Ba,Oi. Wyko-
najmy dziatanie

przyjdzie

zkad
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Wykonajmy teraz na Ao dziatanie

mamy

Wykonajmy na nowo toz samo dziatanie na Ai, ztad przyjdzie
Spotzmiennikiem szukanym jest wiec

PRZYKLAD Il. — Znalez¢, dla jakiegokolwiek ksztattu  szeSciennego,
jakikolwiek  spétzmiennik  trzeciego rzedu wzgledem zmiennych i sp6t-
czynnikow.

1
W tym przypadku, mamy n= 3, 6=3, * + = 6. Summg

wskaznikow w spdtczynniku mnozacym jest 3, i len spotczynnik be-
dzie ksztattu

Wykonajmy dziatanie

przyjdzie

Biorac A = 1, otrzymamy
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Wykonywajac na Ao trzy razy jedno po dnigi®m dziatanie

otrzymamy inne spétczynniki i spétzmiennikiem bedzie (122)

128. Widzielismy ze jakikolwiek ksztatt ma tyle spdtzmienni-
kéw stopnia p wzgledem zmiennychi, irzedu 9 wzgledem spét-
czynnikdw, ile sie w nim znajduje funkcyj Aoktérych waznoscig

I
jest A(nQ —p), i ktoére zadosy¢ czynig zréwnaniu

i, tak samo jak w n“ze 125, spostrzegamy ze liczba tych funkcyj
jest réwng réznicy miedzy liczbami roztozen

na 9 liczb zawartych miedzy Oi n wigcznie. Mozna zauwazy¢
ze p nie moze by¢ nieparzystym tylko gdy n i 9 sg oba niepa-
rzystemi. Ksztalty stopnia nieparzystego majg wiec same spot-
zmienniki stopnia nieparzystego wzgledem spdtczynnikow, i ie
spotzmienniki sg takze stopnia nieparzystego wzgledem zmien-
nych.

129. Wypadki ™" 127 mogg by¢ przedstawione nieco inaczej.

Dziatanie y ~ , wykonane na ksztalcie jakimkolwiek, jest

rownowaznem pewnemu dziataniu wykonanemu przez réznicz-
kowanie na spotczynnikach. | tak, dla ksztattu
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otrzymuje sie tenze sam wypadek, wykonywajgc jedno lub

drugie z dwo6ch dziatanh y * , «  4- -f e Oznacz-
dx dtti * da-i '

my to ostatnie przez znakowanie i®j A/ @ whasno$¢ dowie-
dziona powyz¢j dla wspétzmiennikéw moze by¢ przedstawiong

przez réownos¢ ~~—{y Innemi stowy dwa dziatania

albo O o ”-j-wykonane na jakimkol-
utty dci-i
wiek spotznnenniku, prowadza do tegoz samego wypadku.
P. cA-yLEY wyszedt z tej wiasnoséci przyjmujac ja za detinicyg
spotzmiennikéw (*); ta wiasno$¢ zawiera w sobie takze nie-
zmiennik, poniewaz ma sig, dla jakiegokolwiek niezmiennika 1,
a tem samom takze,

130. Mozna dowie$¢ tak samo ze ksztatty o ilukolwiek
zmiennych zado$¢ uczynig zréwnaniom rozniczkowym moga-
cym sie napisac

| tak, dla ksztattu (a, b, c, /, g, h\x, y, 2 mamy

i kazdy spo6tzmiennik musi zado$¢ uczyni¢ tym dwém zréwna-

(*) Zob. Pamietniki P. caYLEY, on Quantics, Philosophical Transac-
tions, ogtoszone w roku 185Zi i nastepnym.



170 ROZDZIAL XI.

niom : kazdy niezmiennik zado$¢ uczyni takze zréwnaniém

«

jak to mozna tatwo dowie$¢ uwazajac ze niezmiennik musi
pozosta¢ tymze samym jezeli sie zastgpi X przez x -f-” lub
przez



ROZDZIAL XII.

PRZEDSTAWIENIE SYMBOLICZNE NIEZMIENNIKOW

I SPOLZMIENNIKOW.

131. Pozostaje nam jeszcze da¢ pozna¢ czwarte metode znaj-
dowania niezmiennikow i spotzmiennikéw; ta metoda, podana
przez p. cavLey w roku 1846 {Cambridge and Dublin Mathema-
tical Journal, t. I, str. 104, i w Dzienniku p. Crelle, t. XXX),
nie tylko przyczyni sie skutecznie do otrzymania tych funkcyj,
lecz jeszcze dostarczy w jakimkolwiek uktadzie zasad rachunku
regularnego za pomoca ktérego te funkcye mogag by¢ miedzy
sobg poréwnane i zidentyfikowane.

Niech beda ajj, y,,; & dwa ukitady zmiennych moga-
cych by¢ przeksztatconemi przez jedno i toz same podstawienie;

byto dowiedzionym ze pochodne

przeksztatcone przez podstawienie odwrotne (110); ze symbol

nie zmienia sie przez podstawienie (90); nakoniec, ze jezeli sie
wykona na funkcyi jaki$jkolwiek wzgledem ar, y*) Xi, y*
dziatanie wskazane przez jakakolwiek potege tego symbolu,
otrzymuje sie jakikolwiek spotzmiennik (119). Oznaczymy wy-
razenie przez znakowanie skrocone
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Przypusémy teraz ze sie daje dwa ksztalty podwojne U, V,
mozemy bezpos$rednio ustali¢ spétzmienniki tego uktadu ksztat-
tow. Mamy tylko napisa¢ zmienne w ksztatcie U z wskazni-
kiem 1, a w ksztatcie V z wskaznikiem 2, i wykonaé potem
dziatanie wskazane przez potege jakakolwiek symbolu 12 : wy-
padek bedzie jakimkolwiek niezmiennikiem lub jakimkolwiek
spétzmiennikiem.

Niecti bed” na przykitad,
U= ax\ 4- 1bxy, + _ V= dx\ -f 1b'x-iy.i + ,

2
zastosujmy do tych ksztattow symbol 12 Kkidry, rozwiniety,

daje

AAYAN

fi fo—1
dx\ dyl dx\  dy\ dx4y\ dx-Ay-i'

wypadek oe" A- cal — Ibh' bedzie jakimkolwiek niezmienni-
kiem spélnym dwoém ksztattom. Ogélnie, jest rzecz§ widoczng
ze rézniczkowe oznaczone wskaznikiem 1 stosuje sie tylko do
ksztattu U, a rézniczkowe oznaczajgce sie wskaznikiem 2 tylko
do ksztattu V, ijest niepotrzebnym zachowanie wskaznikéw po

2
rézniczkowaniu (*); tak ze symbol 12, zastosowany do dwdch

(*) Jezedi W jest jakgkolwiek funkcy§ zawierajecy j/i, cco, yo? otrzy-
mamy tenze sam wypadek badZz to przekszialcnjaclinijnie te zmienne i
znoszac polém wszystkie wskazniki w fimkcyi przeksztatconej, badz to
znoszac naprzod wskazniki i wykonywajac potém przeksztatcenie co do
X iy. To wynika bezposrednio z lego ze ajj, yi, x-2,y-i, X, y sg prze-
ksztakonemi przez toz same podstawienie. Wynika ztad ze jezeli W na-
pisane jako funkcya wzgledem cc,, |/,, X2, y-i jest jakimkolwiek spét-
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ksztattow stopnia jakiegokolwiek, daje spotzmiennik

digg * dif* dx* dxdy dxdy'

Jezeliby zostat po prostu zastosowanym symbol 12, otrzy-
A d/\

dx dy dydx A
jest jakimkolwiek spotzmiennikiem dwdch ksztattow (108).

matoby sie wyznacznik Jakobiego

— 3
Slosujyc symbol 12 do dwoéch ksztaltow szeSciennych,
otrzymuje sie niezmiennik

[ad' _ a'd) — 3 {hc' — b'c),

a, stosujac go do dwéch ksztattdw jakichkolwiek, spotzmiennik

ax'~ dy? dxMy  dxdf~" dxdf  dxMy dy” an

i lak dal$j dla innych poteg z 12.

132. Mozemy takze, za pomocy tej metody, otrzymaé nie-
zmienniki i spétzmienniki jakiejkolwiek funkcyi jedynej U.
Dosy¢, w rzeczy sam$j, przypusci¢c U i V identycznemi. Tym
sposobem, zrébmy, w przyktadzie dwoéch ksztattow kwadrato-
wych danym w numerze poprzedzajgcym, a—a', b= U, c= c',
niezmiennik staje sie 2(«c — T a k samo, wyrazenie dane

zmiennikiem ksztattéw U i V, to jest jezeli wyrazenie spétczynnikéw W
w funkcyi spétczynnikéw ksztattu U i V nie zmienia sie przez prze-
ksztatcenie, W jest zaréwno jakimkolwiek spétzmiennikiem kiedy sie
zupetnie usunie z ractiunku wskazniki.
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—2
za sp6tzmiennik 12 jakiegokolwiek uktadu dwoch ksztattow
U, V staje sie, robi§c U = V, spétzmieniiikiem jakiegokol-
wiek ksztattu jedynego

AU dW_ /d™u oy
dlp-  \dxdyj '

Ogdlnie, jezeli chcemy, za pomocg tej metody, ustanowi¢
spétzmienniki jakiejkolwiek funkcyi jedyns$j, uciekamy sie do
podejscia nastepnego : ustanowimy naprzdd spotzmiennik ja-
kiegokolwiek uktadu ksztattow odrebnych, potem przypuscimy
ze wszystkie te ksztalty staj§ sie identycznemi. Jezeli uzyjemy,

—n
nadal, symboli takich jak 12 nie wskazujgc do jakich funkcyj
one sie stosujg, rozumie¢ bedziemy po prostu ze rzecz idzie
o jakgkolwiek funkcya jedyng U. Wykonamy dziatanie na
ilukolwiek ksztattach podobnych Ui,U.2v..j w ktérych zmienne
bedg oznaczone przez yj, X, y-i,..., zamiast x, y, i be-
dziemy przypuszczali ze po rézniczkowaniu opusci sie wszystkie

wskazniki i ze wszystkie zmienne, jeSliby te jeszcze pozo-
staty, sg zastgpione przez x i .

133. Poniewaz opuszcza sie wszystkie wskazniki po roznicz-

kowaniu, widzimy bezposrednio ze wypadek jest tenze sam,
—n —n

jakiemikolwiek by byty litery pierwotnie uzyte, i ze 12 i 31
oznaczajg jakakolwiek jedyng itoz [samg rzecz. Przy zastoso-
waniu tej metody, bedziemy stale robili uzycie z przeksztat-
cen opartych na tej zasadzie. | tak, mozemy Ig]wykazaé ze, je-

Zeli n jest nieparzystém, wypadek dziatania 12 , zastosowany
do jakiegokolwiek ksztattu jedynego, sprowadzi sie do zera.

Gdyz, wedtug tego cosmy powiedzieli, 12 =21 ,lecz 12 i 21
maje znaki przeciwne, jak to widzimy bezposrednio piszac

wyraznie wyrazy jakie przedstawia symbol skrécony 12; wy-
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nika zted ze 12 musi sie sprowadzi¢ do zera gdy n jest nie-
—3
parzysteni. Tym sposobem, rozwinigcie 12 dane na kohcu
numeru 131 sprovggzi_sif o&zsywiécie do zera jezeli sie zrobi
U=:V. Szereg 12, 12, 12 wydaje niezmienniki i sp6t-
zmienniki juz otrzymane (120, 121). tatwo dostrzedz ze dziata-
—n

nie 12 , zastosowane do funkcyi yY, daje,
gdy n jest parzystym,

aMa,, — Lf {r]__" D, aMn-Ai —

ostatni spotczynnik powinien by¢ podzielonym przez 2, jak to
pokazuje sposob tworzenia sie.

13M. Wypadki poprzednie rozci®gn§ sie, bez trudnosci, do
liczby jakiejkolwiek funkcyj. Mozemy wziag¢ ilekolwiek ksztat-
tow U, V, W,..., idaj8c zmiennym w pierwszym wskaznik 1,
w drugim wskaznik 2, w trzecim 3, i tak dalej, wykona¢ na
nich dziaian)i)e wsbazane przgz wieloczyn z liczby jakiejkolwiek

symboli 21, 23, 31, 14 23 jest, jak powyzej, przed-
stawieniem skréconem wyrazenia

d d d d
dx-i dyi dxi  dy-i

Zniesiemy wskazniki po rézniczkowaniu, i otrzymamy tym
sposobem jakikolwiek spotzmiennik uktadu ksztattow danych
sprowadzajacy sie do jakiegokolwiek niezmiennika, jezeli sie
zdarzy ze nie pozostanie wiecej zadnej potegi co do a: iy po
rézniczkowaniu; te ksztatty o liczbie jakiejkolwiek, U, V,W,...,
moga by¢ identycznemi, i, w przypadku jaki uwazamy naj-

czesciej, to jest jezeli rzecz idzie o jakikolwiek jedyny kszta,
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funkcye Ui, U,, Ug,.-, na ktérych sie wykonywa dziatanie,
bede sietylko miedzy sobe réznity przez wskazniki zmiennych.
Rzecz jasna ze, w tej metodzie, stopien wypadku wzgledem
spétczynnikéw bedzie zawsze réwnym liczbie figur znajduja-
cych sie w symbolu. Gdyz, jezeliby wszystkie funkcye byty
odrebnemi, funkcya tym sposobem otrzymana zawierataby
widocznie w pierwszym stopniu spétczynniki kazdego ze ksztat-

tow U, V, W,..., a, kiedy te ostatnie dadze sie przypuscic¢
identycznemi, stopien wzgledem spdtczynnikéw bedzie réwnym
liczbie funkcyj Ui, U-, Ug,.-, ktérych wykonywamy dziata-

nie. | tak, wyrazenia takie jak 12 , uwazane powyzej, bed.j
wszystkie drugiego stopnia wszgledem spdtczynnikow.

Przypusé¢my teraz ze rzecz idzie o znalezienie stopnia wzgle-
dem ~ iy, i ze ksztatty s§ naprzéd odrebnemi, U jest sto-
pnia n, V stopnia W stopnia n", i tak dalej; przypusémy
jeszcze ze, w symbolu, figura 1 napotyka sie a razy, figura 2
e razy, etc.; poniewaz U jest r6zniczkowanem a razy, V 6 ra-
zy, etc., wypadek bedzie stopnia

Kiedy ksztatty se identycznemi, znajduje sie p figur w symbolu
na ktorym wykonywamy dziatanie, stopieii wypadku w x iy
bedzie

n> — (a -[- 6-)-y-f- ..),

a jezeli r oznacza liczbe czynnikow takich jak 12 sktadajgcych
symbol, widocznie ze

Nakoniec, jezeli chcemy otrzymac¢ jakikolwiek niezmiennik.
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powinno sie mie¢

135. Aby rzuci¢ wiec¢j $wiatta na zasady poprzednie, roz-
poczniemy poszukiwaé jakiemi sg wszystkie niezmienniki mo-
zebne trzeciego stopnia wzgledem spdtczynnikéw. Poniewaz
ich symbol nie moze zawiera¢ w sobie tylko trzy figury, jego

——9 -y
kszlattcm najogdlniejszym 12 .23 .31, i, aby otrzymac jaki-
kolwiek niezmiennik, potrzeba zeby byto

Ksztatt ogdlny jaki mamy rozebraé¢ jest wiec
Jezeli a jest nieparzystem, wypadek sprowadzi sie tozsamo-
sciowo do zera; gdyz robigc zamiane, jak w numerze 133,
ligur 12, mamy

lecz te dwa wyrazenia majg znaki przeciwne. Wynika ztad ze
wszystkie niezmienniki trzeciego rzedu sg zawarte we wzorze

gdzie a jest parzystem. Tak wiec
jest niezmiennikiem jakiegokolwiek ksztattu czwartego stopnia,
poniewaz rdézniczkowania podnoszg sie do czwartego rzedu,

jest niezmiennikiem jakiegokolwiek ksztattu 6sme-

—o0 -_G —G
go, 12 . 23 . 31 jakiegokolwiek ksztattu dwunastego, i tak da-
lej, ksztatty stopnia hm majg same niezmienniki trzeciego rzedu

wzgledem spétczynnikow. Jezeli zadamy teraz obliczy¢ jeden

—2 —2 —2
Znich, na przyktad 12 .23 . 31, napiszemy, dla wiekszej pro-
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stoty, ji,..., zamiast o . i bedziemy jmieli do

y Y] axi ayi € Yyl
wykonania wieloczynu

W wypadku, nic bedziemy liczyli wskaznikéw i zaslapimy

przez ; albo, jezeli bedziemy wykonywali dziatanie
Ulb
na jakimkolwiek ksztatcie czwartego stopnia, przez a" spot-
czynnik potegi X". Rozwinigcie moze by¢ skréconem przez
rézne podejscia, jakie cokolwiek praktyki natchnie bez trudno-
$ci, lecz nie myslimy aby byto potrzebnem przytaczac je tutaj,
i przestaniemy na podaniu rozwiniecia z trzech niezmiennikéw
—2 —2 =2

O ktérych rzecz idzie. 12 .23 .31 jest niezmiennikiem jakie-
gokolwiek ksztattu czwartego stopnia (121, Przyktad |1, i 124):

daje
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136. Lubo nie ma innego typu niezmiennika trzeciego rzedu
jak ten jakismy Swiezo wskazali, istnieje przeciez liczba nieogra-
—2 —
niczona sp6tzmiennikdw; najprostszym jest 12.13, ktérego
rozwinigcie ma za swe wyrazenie

Kiedy zastosuje sie go do jakiegokolwiek ksztattu trzeciego
stopnia, daje on przewoznik juz otrzymany (122).

Typem ogo6lnym niezmiennikdéw czwartego rzedu, wzgledem

spotczynnikéw jest (12.34) (I3 .24)"~(14. 237. Tym sposo-
bem dyskryminant jakiegokolwiek ksztattu sze$ciennego jest

przedstawiony przez znakowanie (12.34) (13.24); lecz nie
mozemy wej$¢ tu w wieksze szczegdty o tym przedmiocie.

137. Zasady jakieSmy $wiezo potozyli postuzg za dowod tatwy
twierdzenia znakomitego, naleznego p. HermITE'OwI, i jakie
oznaczymy pod nazwiskiem prawa lozajemnosci: Liczba nie-
zmiennikdw  n'®" rzedu lozgledem spotczynnikbw jakg posiada
jakikolwiek {ksztatt podwdjny stopnia p jest réwna liczbie nie-
zmiennikéw rzedu p jakg posiada jakikolwiek ksztatt stopnia n.

Juz widzielismy ze jezeli jakikolwiek symbol
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przedstawia, jakikolwiek niezmiennik rzedu p wzgledem spdt-
czynnikow jakiegokolwiek ksztattu stopnia n, liczby figur
1, 2, 3,.,., jest p, ikazda z nich znajduje sie w nim (to jest
w niezmienniku) powtérzony n razy. Lecz mozemy obliczy¢
przez metode numeru 116 jakikolwiek niezmiennik S(a —
66— — S)"..., zastgpi¢ kazdy symbol taki jak 34, przez
réznice z dwoch pierwiastké6w (y —5). Ten ostatni jest nie-
zmiennikiem jakiegokolwiek ksztattu stopnia p, poniewaz znaj-
duje sie w nim p pierwiastkdw, i jest on rzedu n wzgledem
spotczynnikéw tego ksztattu (35).

| tak, na przyktad, jakikolwiek ksztatt kwadratowy ma tylko
jeden niezmiennik niezalezny (a — 6)", lecz wszystkie jego
potegi sy, widocznie niezmiennikami ktérych typem o0g6lnym
jest (@ — 6)*'. Przeto, ksztalty stopnia parzystego majy same

niezmienniki drugiego rzedu wzgledem spdtczynnikéw, a ich
—2ni

symbolem jest 12 . Podobniez, ksztalty szeScienne nie majy
innego niezmiennika jak dyskryminant (« —e*(@— y)'-(y — «)-
i jego potegi; len dyskryminant jest czwartego rzedu wzgle-
dem spéiczynnikéw. Przeto, Jksztalty stopnia hm inajy .sa-
me niezmienniki szeScienne ktérych typem og6élnym jest
—2m —2m —2m
12 .23 .31 . Dowiedziemy ze ksztalty czwartego stopnia
majei dwa niezmienniki niezalezne, jeden drugiego, drugi trze-
ciego rzedu wzgledem spdtczynnikdéw, a tem sam$m wszelka
potega jednego pomnozona przez jakakolwiek potege drugiego
jest jakimkolwiek bydz niezmiennikiem. Wywodzi sie ztyd ze
ksztatlty czwartego stopnia majy tyle niezmiennikéw rzedu p
ile zrdwnanie Ix -{- Zy =p  przybierze rozwigzan catkowitych.
Jest to przeto zaréwno liczbe niezmiennikéw czwartego rzedu
jakie moze miec jakikolwiek ksztatt stopnia p.

138. P. HERMITE dowio6dt ze jego twierdzenie stosuje sie za-
rowno do spo6tzmiennikéw jakiegokolwiek stopnia danego
w X '\ Y\ tojest ze jakikolwiek ksztatt stopnia n posiada tyle
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spétzmiennikéw rzedu p wzgledem spdiczynnikéw ile jakikol-
wiek ksztatt stopnia p posiada spdétzmieniiikéw rzedu n. W rze-
—X > —»
czy samej, zauwazmy jakikolwiek symbol 12 .23 .34..., za-
wierajacy p figur, figura 1 wchodzi wen a razy, figura 2 b razy,
i tak dal¢j. DowiedliSmy ze stopniem tego spOtzmiennika w x
i ?2/jest (n —a)-(-(w — + ; lecz mozemy utworzy¢
funkcy™ symetryczny

e — if (y - 5. X ~ " X — e)"-"..

ta funkcya bedzie (117) jakimkolwiek spétzmiennikiem Kksztattu
stopnia jo, majacym za pierwiastki a, 6,...; kazdy pierwiastek
wchodzac do tego wyrazenia w stopniu n, ten spotzmiennik
bedzie rzedu wzgledem spotczynnikéw, i zawiera¢ bedzie
widocznie x \y tymze samym stopniu jak poprzednio, to
jest (n — a) -f- (*— 6) ees "tak, na przykiad, jedyne spot-
zmienniki jakie posiada jakikolwiek ksztatt kwadratowy otrzy-
mujg sie mnozac jakakolwiek potege ksztattu przez jakgkolwiek
potege swego dyskryminanta, a ich typem og6lnym jest

(@a— r{X~ al {x —

Ich stopienn wzgledem spétczynnikéw jest 2p a wzgle-
dem X iy, lg. Whniesiemy ztagd ze wszelki ksztatt stopnia
2/j-{- ma jakikolwiek spétzmiennik drugiego rzedu wzgle-
dem spotczynnikéw, a stopnia Ig wzgledem x iy, symbolem
tych spotczynnikow jest 12 . Gdy < = 1, wracamy do twier-
dzenia numeru 121 : wszelki ksztatt stofmia nieparzystego ma ja-
kikolwiek spétzmiennik kwadratowy.

139. Znakowanie symboliczne poprzednie dostarczy jaki-
kolwiek uktad rachunku zupeinego za pomocag ktérego mozna
przeksztatci¢ niezmienniki i spdtzmienniki, i rozpozna¢ tosamos¢
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pewnych przeksztatcen. Damy ponizej kilka przykladévv tych
przeksztatcen; pokazemy naprzéd w jaki sposéb mozna, z wy-
razenia symbolicznego jakiejkolwiek funkcyi, wyprowadzi¢ wy-
razenie jakiejkolwiek innej funkcyi wyptywajacej z pier-
wszej przez nowe dziatania. Widocznie ze jezeli mamy jaka-
kolwiek funkcyg wzgledem a-j, przyjdziemy do
tegoz samego wypadku, badZ to znoszgc wszystkie wskazniki
i rozniczkujac potSm wzgledem x, badZz to tworzac summe
pochodnych czesciowych wzgledem i znoszac
potem wskazniki. Pochodna wzgledem x z jakiegokolwiek
wyrazenia symbolicznego zawiera figury 1, 2,3,...,
otrzyma sie wiec wykonywajac na tem wyrazeniu dziatanie

Metoda pojmie sie tatwiej stosujac

ja do jakiegokolwiek przypadku szczegdlnego. Zatdzmy sobie
na przykfad obliczy¢ wyznacznik Hessowy wyznacznika Hesso-

— 8
wego jakiegokolwiek ksztattu danego. Wiemy ze Hessowy 12
otrzymuje sie wykonywajac na dwéch ksztattach identycznych
Ul, U2 dziatanie wskazane przez symbol (YY— W kté-
rym $ i vj oznaczaja, jak powyzej, r6zniczkowania wzgledem x
i y. Dla utworzenia Hessowego 12 , bedziemy mieli do wyko-

— 2 --2

nania to dziatanie na dwéch funkcyach podobnych 12, 34, li-

tera przedstawia tg raza nie juz . lecz 3y (/1\x2'
litera $2 przedstawia podobniez ~ n Widzimy tym

sposobem bez trudu ze wyrazeniem szukanem jest

lub, rozwijajac.
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Dla wziecia jakiegokolwiek przyktadu wiecej zawiktanego,

wyznaczymy jeszcze wyrazenie syuiboliczne wypadku jaki
2 2 2
otrzymatoby sie wykonywajgc dziatanie 12 .23 .31 na trzech

— 2
funkcyach H, T i U, H jest Hessowym 12, T spo6tzmienni-
—2 =2
kiem 12 .23 .31, a U ksztattem pierwotnym.
Bedziemy musieli naprzéd uzy¢ figur roznych dla Il i T, i,
w tym celu, napisac

bedziemy mieli potem do wykonywania na trzech funkcyach
dziatanie wskazane przez symbol

w ktérym Ei musi by¢ zastgpionem przez ,  przez
; a $3 przez Znajduje si¢ tym sposo-

bem, rozwijajac, wyrazenie

140. Metody poprzednie rozciggng sie do liczby jakiejkolwiek
zmiennych. Niech bede M, z,; x-i, y-i, Z2; N3,y M trzy
uktady zmiennych mogacych by¢ przeksztatconemi przez ja-
kiekolwiek toz samo podstawienie. Wedtug prawidta na mno-
zenie wyznacznikéw, wyznacznik
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jest jakimkolwiek niezmieimikiem ktéry, przez przeksztatcenie,
wydaje jakakolwiek bagdz funkcyg podobng pomnozong przez

modut przeksztatcenia. Otoz, jezeli zastapimy x przez

W0 przez Id" .., otrzymujemy jakikolwiek badz symbol jaki na-
y

piszemy 123. Kiedy chcemy mieé niezmienniki lub spotzmien-
niki jakiejkolwiek badz funkcyi danej U, mamy tylko wykona¢
na ilukolwiek funkcyach Ui, U2, U3,.-, U, dziatanie wskazane

a g y
przez wieloczyn ilukolwiek symboli, takich jak 123 .124 .235...,
znoszac wszystkie wskazniki po rézniczkowaniu. Na przyktad,
jezeli Ul, U2 U3 sg ksztattami kwadratowemi potrojnemi,

igdy a, 'b, ¢, 1f, Ig., 1lh oznaczajg, jak w numerach 85 i 114,
spotczynniki ksztattu Uj, symbol 123 rozwiniety daje

wyrazenie sprowadzajace sie, przypuszczajac trzy ksztatty iden-
tycznemi i dzielgc przez 6, do

Zastepujac a, spoétczynnik potegi przez ~ ..., otrzy-
—2

mamy rozwmiecie ze 123 zastosowane do funkcyi potréjnej

jakiejkolwiek. Ten spotzmiennik jest wyznacznikiem Hessowym

funkcyi.
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tatwo dostrzedz, jak w numerze 133, ze potegi nieparzyste,

symbolu 123 sprowadzajg si¢ do zera kiedy ten symbol stosuje

sie do jakiejkolwiek jedynej funkcyi. WeZmy za drugi przyktad
4
rozwiniecie ze 123 zastosowane do ksztattu czwartego stopnia

— 4
Wartoscig ze 123 jest

1/tl. Mozemy wyrazi¢ tak samo funkcye zawierajace zmienne
a 6, f, przeksztatcajgce sie przez podstawienie odvvrotne;
w rzeczy samej, poniewaz te funkcye przeksztatcajg sie przez
toz same podstawienie jak pochodne ~, , ,3 wy-
dx ay z
znacznik symboliczny
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jaki oznaczymy, dla skrécenia, przez al2, bedzie nam mogt
postuzy¢ do utworzenia przeciwzmiennikéw lub spétzmiennikdéw
mieszanych. Tak wiec gdy Ui, U2 przedstawiajg ksztatty kwadra-

—2
towe potrdjne, al2 rozwiniety daje

4- h"n — T7E'F") 4- MAdat -I- Fra - dtRgY)

A. y~{ab" + ci'b'— 1h'h")

iznajdujemy przeciwzmiennik obliczony w numerze 114 (Prz. 11).

Otrzyma sie tak samo przeciwzmiennik ksztatltu czwartego
—4

stopnia powyzszy, rozwijajac symbol al 2.

Mamy tylko zastgpi¢, w tycli dwéch(jrjrmkcyach, spotczynnik
kazdej potegi zmiennej x przez * dla otrzymania sym-
bolu dostarczajgcego jakikolwiek spétzmiennik mieszany kiedy

ten symbol zastosowanym by¢ moze do jakiegokolwiek ksztattu
wiecej podniesionego. Tym sposobem al2 rozwinigte daje

dz» [fiydz]

wyrazenie ktore, zastosowane do jakiegokolwiek ksztattu kwa-
dratowego, daje po prostu jakikolwiek przeciwzmiennik, lecz
ktére, dla jakiegokolwiek ksztattu stopnia wyzszego, zawiera
X, y, zjak a, 6, y, a tem samcém, jest jakimkolwiek spot-
‘zmiennikiem mieszanym,
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Ogoblnie, jezeli mamy wyrazenie symboliczne niezmiennika
jakiegokolwiek ksztattu podwojnego, dosyé tylko potozy¢ przed
kazdym wyrazem symbol przeciwzmiennika a, aby otrzymac
przeciwzmiennik jakiegokolwiek ksztattu potréjnego tegoz
samego stopnia.

1U2. Jezeli, w przeciwzmienniku, zastapi sie y przez
Ao~ 4} igdy wykona sie potem dziatanie na U, otrzy-

(IX dy (tz
muje sie jakikolwiek spétzmiennik (119) ktdrego symbol
wyprowadzi sie z symbolu przeciwzmiennika piszec w nim
2 2

nowg figure na miejsce « | tak z a23 wycigga sie 123 ;

z a23 .alU, 123 .124,... Odwrotnie, jezeli, w symbolu jakie-
gokolwiek niezmiennika, zastapi sie jakgkolwiek badz figure
przez symbol a przeciwzmiennikéw, otrzymuje sie przewoznik
tego niezmiennika. | tak wyrazenie

123.124. 234. 3U

bedac niezmiennikiem jakiegokolwiek badz ksztattu szescien-
nego, jego przewoznikiem bedzie

W przypadku jakiegokolwiek ksztattu podwéjnego, to pra-
widto sie upraszcza : jezeli zastgpi sie figure 1 w 12 przez

s-ymbol przeciwzmiennikéw, to wyrazenie staje sie rozwijajac
lecz ~ i n bedac przeksztatcone przez toz same
podstawienie jak —yi X, powyzsze wyrazenie przywodzi sie do
i moze wtedy by¢ zupetnie zniesionsm gdyz ono

tylko wprowadza do wypadku jakikolwiek czynnik liczebny.
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Przeto, jezeli ma sie symbol niezmiennika w jakimkolwiek
ksztatci¢c podwdjnym, symbol jego przewoznika zt8d sie wy-
cigga znoszac czynniki zawierajgce jakgkolwiek toz samg figure.
| tak symbol

2 2 .
12. 34.13.2"1

przedstawiajgc dyskryminant w jakimkolwiek ksztatcie szes-
ciennym, jego przewoznikiem, znoszac czynniki zawierajgce I\,
bedzie

— 2
12. 13.

Jezeli w przeciwzmienniku zastapi sie a, 6, y, przez ~
dy dz

wycigga sie z symbolu przeciwzmiennika piszac na miejsce
2

, ma sie jakikolwiek spétzmiennik ktérego symbol

kazdej litery « nowa figure rdéing :i tak z a®h wycigga sie
1371.234, i tak dalej.

1Zi3. Spos6b postepowania uzyty w numerze 139 dla ksztattow
podwdjnych stosuje sie bez trudnosci do liczby jakiejkolwiek
zmiennych. Przypusémy na przyktad ze sie zada, dla jakiego-
kolwiek ksztattu szeSciennego potréjnego, wyrazenie niezmien-
nika jaki sie otrzymuje wykonywajgc dziatanie na wyznaczniku
Hessowym z przewoznikiem

123. al2.a23.a31

numeru \h1l: otrzymamy je zastepujgc w tym ostatnim symbolu
a przez 5-j- fi i wykonywajgc potem dziatanie na funkcyi
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2
A56 . Rozwijajac i znoszac wszystkie wyrazy zawierajgce wiecej

niz trzy razy figury U, 5j 6, znajduje sie dla wyrazenia szuka-
nego

123.124.235.316. 456.

144. Pokazemy teraz na niektérych przyktadach w jaki spo-
s6b znakowania symboliczne pozwolg przeksztatci¢ wyrazenie
niezmiennik6w i spotzmiennikéw. Zasadg tych przeksztatceii
jest, dla ksztattéw podwdéjnych, tozsamo$¢ nastepna

D123 + D.,M 4- D3T2 = O,

w ktérej Dj przedstawia, przez skrécenie, . y ™.

dxi chji
tatwo jest dojrze¢ w rzeczy samej ze rozwijajac, spétczynniki
co do & iy sprowadzajg sie do zera. Aby daé lepiej zrozumiec
uzycie tej tozsamos$ci, wskazemy jej pierwsze zastosowanie
wiecej po szczeg6le rozwiniete jak bedzie to potrzebnem do
dalszych przytoczonej powyzej zasady zastosowan.

Ktadac zréwnanie pod ksztattem

D, = D.?3 — Dsil

i podnoszac do kwadratu, przyjdzie

2 2 2
D|13-fD"12 - DJ23 =20.20312.13,

zwigzek ktory jest prawdziwym wtedy nawet gdy trzy ksztatty
Ul, U2, U3 na ktérych jesteSmy obowigzani wykonywa¢ dzia-
tanie sg réznemi. Lecz bedziemy uwazali tu tylko przypadek
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jakiegokolwiek jedynego ksztattu i przypuscimy ze Uj, Uo, U3
stajg sie identycznemi Kkiedy sie zniesie wskazniki zmien-

nych ; w tym przypadku widzielismy (133) ze trzy wyrazenia
2 2 2
Df23, oznaczaja, jedyng i toz samga rzecz. Dziata-

nie poprzednie sprowadzi sie do

D~127=2D.2D312.13.

Lecz na mocy twierdzenia znanego o funkcyach jednorodnych,
dziatanie D wykonane na jakiejkolwiek badz funkcyi nie ma
innego skutku jak pomnozenie jej przez jakikolwiek czynnik
liczebny : w pierwszej stronie zréwnania, D| przybierajac tylko
U2, ktére nie jest rozniczkowanym, tym czynnikiem bedzie
n(n — 1); w drugiej stronie, Do, D3 przyjmujac funkcye juz
rézniczkowane raz jeden, wprowadzajg czynnik n— 1. Przeto,
rozwijajac, znoszac wskazniki i dzielagc przez 2(n -- 1), mamy

WA Y

nu dy'n \dxdyl
o my  _ rfu A /ecmy-"
dx- \dy ] dxdy dx dy ' dy"\dx j

Potrzeba zauwazy¢ ze w kazdym razie gdy przeksztatce-
nie ma za skutek zmniejszenie liczby figur w symbolu, ksztatt
pierwotny U musi pokazaé sie jako czynnik w wyrazeniu funk-
cyi. W rzeczy samej, widzimy za pomoca przyktadu powyzszego

ze 12.13 i 12 réznig sie tylko miedzy sobg jakimkolwiek

czynnikiem liczebnym; lecz gdy wykonamy dziatanie na trzech
—2

funkcyach Uj, Uo, 1J3i gdy symbol 12 nie przyjnuije UA

funkcya U musi pozosta¢ jako czynnik, kiedy sie znosi wskaz-

niki»
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176. Ogo6lnie, wszelki symbol moze by¢ przeksztatconym tak
azeby potega najwyzsza czynnika jakiegokolwiek 12 byta pa-
rzysta; w rzeczy samej, kierunek nie bedgc zmienionym przez

zrobienie zamiany figur 1 i 2, mamy

a, za pomocg tozsamos$ci numeru funkcya g — i moze
byé przeksztatcong w sposdéb taki aby sie stata podzielng przez

Tak wiec, gdy m jest nieparzystem, dwa wyrazenia

roznig sie tylko miedzy sobg jakimkolwiek
czynnikiem; gdyz ma sie

lub tez, n bedac stopniem funkcyi U na ktérej wykonywa sie
dziatanie,

\(xI. Mozemy przyda¢ do tozsamosci numeru zwigzek
nastepujacy, jaki jest tatwo sprawdzi¢.

i, za pomocg tych dwéch zréwnan, sprowadzi¢ wszystkie sym-
bole do pewnej liczby ksztattow typowych jakie wskazemy
przez litery szczeg6lne. Dla dwo6ch czynnikéw, przyjmiemy
jako typ wyznacznik Hessowy
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dla trzech czynnikéw

dla czterech czynnikéw,

lub

dla pieciu czynnikéw,

dla sze$ciu czynnikéw,

lub

lub lez

lak dalej. Przyktady nastepujace dadzg zrozumieé sposéb po-
stepowania dla otrzymania tych uproszczen.

PRZYKLAD |. — Dowie$¢ ze jezeli sic zastgpi to funkcyi U, x przez
spotzmiennik  tym sposobem otrzymany  jest
podzielnym przez U.

Oznaczmy naprz6d wyrazenie symboliczne lego sp6tzmiennika. Funkcya
dana U moze sie napisa¢ pod ksitattem y Ay A
zrobi w nidj podstawienie wskazane, kazdy z n czynnikéw przyjmuje
ksztatt é)—( dy-1 Jj(:/ dﬁ_l gpc{\(]zmienni'k r {dil)] —eee wyrazi
sie wiec symbolicznie jako wieloczyn z n czynnikéw 12.13.1/i..., jeden

z symboli (ten kléry w rozwinieciu daje pochodne rzedu n) pozostaje
tymze samym we wszystkich czynnikach, gdy tymczasem drugi musi byé
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réznym dla kazdego czynnika, azeby po rozmnozeniu miato sie tylko

potegi pochodnych pierwszego rzedu. Oznaczywszy wiec 12.13 przez

12.13.14 przez Oj, 12.13.1Zi.l5 przez 04, eic., mamy wyrazi¢
w funkcyi ksztattow wybranych jako lypy.

1" Warto$¢ 02 byta juz dang {IUU); obliczymy Os- Mnézmy zréw-
nanie

numeru |Zi/i przez 1Zi; dwa piérwsze wyrazy drugi¢j strony stajg sie
identycznymi, trzeci zniszczy sig, i przyjdzie

lub tez

Ogolnie, wszelki symbol moze by¢ skupiony zastepujac kazda pare
czynnikéw prostych majgcych jakakolwiek figure spélng takich jak

, przez jakikolwiek jedyny czynnik kwadratowy za pomoca zréw-
nania poprzedniego.

2" Obliczmy teraz OJ. Pomnézmy dwa zréwnania

przyjdzie, zbierajagc wyrazy podobne.
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2 2
I'ozostaje nam tylko wyrazi¢ 12 .13 w funkcyi kszlallow typéw,

PodnieSmy do czwartej potegi zréwnanie

mamy, grupujac wyrazy podobne,

lecz, jak w numerze 146 ma sie

przeto podstawiajac

wiec nakoniec

Znajdzie sie wartosci O5 ' Oa obliczone, Cambridge and Dublin Ma~

thematical Journal, t. IX, str. 23.

PI\Z\KLAD Il. — Dowie$¢ ze wyznacznik Hessowy Hessowego  jest
jakakolwiek  funkcyg Unijng co do SIlI i TU.

Znalezlismy (139) ze wyrazeniem tej funkcyi jest

i potrzeba dowie$¢ ze kazdy z tycli trzech wyrazéw jest przywiedlnym do
ksztattéw aSH -f gTU.
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1° Zaczniemy od 12 .37". 13", Pomn6zmy przez Th wieloczyn
dwoéch zréwnan

przyjdzie

lecz podnoszac do kwadratu tosamo$¢ numeru ili7, mamy

a téni samem, pierwsza strona zréwnania poprzedniego staje sie

zkad, sprowadzajac,

albo tez

2° Przejdzmy'do wyrazu 12 . oZi . 13, 2Z|. Pomnézmy przez 12 wie-
loczyn dwéch zréwnan
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mamy

zk”d, zastepujac przez warto$¢ znalezionsi powyz¢j,

30 Uwazmy nakoniec wyraz 12 .Zh .13.14. Mamy tylko zastMipic

przez warto$¢ wyciggnietii z tosamo$ci numeru 144, toz przyjdzie

a, podstawiajcie jak powyz(5j,

Zbierajec trzy wyrazy, ma si¢ wiec dla wyrazenia szukanego jakakol-
wiek funkcyi linijn? co do SIl i TU. /

148. Metody poprzednie stosujg sie do ksztattéw zawieraja-
cych liczbe jakgkolwiek zmiennych. Dla ksztattéw potrdjnych,
uzyje sie tosamosci

do ktérych przyda sie zwigzki odpowiednie dla spétzmien-
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nikow

P oznaczajac, dla skrécenia, funkcya

PRZYKLAD |. — Znalez¢ jakikolwiek zwigzek miedzy  spélzmien-
nikami czwartego rzedu jakiegokolwiek ksztattu potréjnego czwartego
stopnia.

Wiech bed? a, 6,  ilosci jakieliolwielc potgczone zwigizkiem

Podnoszac dwa razy do kwadratu, jest tatwo dostrzedz ze ma sie

Stosujac ten wzor do zréwnania identycznego

mamy

jest to whasnie zwigzek szukany.
PRZYKLAD II. — Dowie$¢ ze jezeli sie zastapi w emanantach jakiego-

badz ksztattu potrdjnego, X, y, z przez

zwigzki otrzymane sg ksztattu
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tatwo dostrzedz ze wyrazeniem symbolicznym tycli wypadlcow jest

Obliczmy wartosci

1" Dla otrzymania wartosci al2. al3, mamy tylko podnies¢ do kwa.
dratu zréwnanie

tek dziatajac przyjdzie

lub tez, oznaczywszy przez Il wyznacznik Hessowy 123 a prerz G lles-

sowy z funkcyi a zespolony

2° Obliczmy teraz Z tosamosci poprzedniej, wyciggamy
réwniez
mnozac prz<z dwa wyrazy sprowadzaj? sie do zera i pozostaje

by dowies¢ ze sprowadzi sie do zera, mamy tylko po-

(*) Ta kwestya przedstawia sie przy poszukiwaniu podwojnych stycz-
nych do linij krzywych ptaskich {zobacz dzieto p. SALMONA, Higher piane
Curves, str. 81).
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mnozy¢ przez 123 zréwnanie identyczne

i jego irzy wyrazy, réznigce sie tylko przemianami figur 1,2, 3, musza
sie sprowadzi¢ odrebnie do zera.

149, Przy wytozeniu poprzedniem metod symbolicznych wska-
zaliSmy znakowanie i sposoby pierwotnie uzyte przezP. CAYLEY.
Damy teraz pozna¢ niektére zmiany wprowadzone przez
PP. ARONHOLD'A i CLEB3CH'A, ktorzy wiadali metodami symbo-
licznemi z wielkiem powodzeniem, lecz by¢ moze nie zdajac
sobie zupetnie sprawy z tosamosci ich sposobow z temi jakie
utworzyt poprzednio P. CAYLEY. Oznaczajg oni zmienne przez
Xx, Xi, a spotczynniki przez wskazniki odpowiednie
zmiennym jakie te wskazniki mnozg. Tym sposobem ksztatty
potréjne trzeciego i czwartego stopnia, sa o0znaczone przez zna-
kowania "ZaikxiVkXi, l.aiumXiXkXtXm, gdzieliczby i, k, I, m, moga
przyja¢ wartosci 1, 2, 3, 4. Potrzeba zauwazy¢ ze wtem zna-
kowaniu ttiki = Uik = ttkii, tak dalece ze wykonywajgac summy
wskazane otrzymuje sie jakikolwiek ksztalt napisany ze spot-
czynnikami dwumianu. Tak wiec robigc summe 'LaiuiXiXkXi, trzy
wyrazy —axnXiXxX-2, amXNiXiXx sg identycznemi
dzieje sie podobniez z szesciu wyrazami”

tak dalece ze sum-

ma rozwinietg jest

| tak dal¢j og6lnie. P. ARONIIOLD uzywa nadto, dla oznaczenia
sposobem skréconym ksztattu jakiegokolwiek badz, wyrazenia
symbolicznego
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W ktérem powinno sig, po rozwinieciu, zastgpi¢ wieioczyny
takie jak ojoto/ przez spétczynniki odpowiednie aiu. Tym sposo-
bem ksztatt szeScienny potréjny powyzszy napisze sie

wyrazy SajaiG”™a-iNiN"™w rozwinieciu szes-
cianu mogg byC zastgpionemi przez
ksztatt mogtby sie zaréwno napisaé

wieioczyny moga takze by¢ zastgpionemi przez
spotczynniki a,,,, Prawidto podane przez P. aronHOLDA
dla utworzenia niezmiennikoéw zalezy na utworzeniu z aj, a2, 03,
i pewnej liczby wyznacznikéw, na pomnozeniu
ich i na zastgpieniu po odbytem mnozeniu wieloczynéw
makai, hmbnbp,..y przez spotczynniki am, Tak to wiasnie
postepujac P. aronnoLp pierwszy odkryt niezmiennik gtéwny
ksztattu szeSciennego potrdjnege tworzac wieloczyn z czterech
wyznacznikow

i wykonywajac potem podstawienia jakie poprzednio wska-
zalisSmy. Tenze sam niezmiennik w znakowaniu P. cavLey
napisatby sie (142)

150. Dla pokazania ze dwie te metody sa w gruncie identy-
cznemi, dosy¢ zauwazyé ze, wedtug twierdzenia znanego o funk-
cyach jednortrdnych, funkcya jakakolwiek u stopnia n rozni
sie tylko jakimkolwiek czynnikiem liczebnym od
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tak dalece ze piszac jg pod ksztattem

symbole ai, a-i, réznig sie tylko jakimkolwiek czynnikiem

xy Xt dxn
Przyjdziemy wiec widocznie do tegoz samego wypadku, badz
to tworzac, jak p. caviLey, wyznaczniki z symboli rézniczko-
wych , N badz to tworzac, jak P. aronHoLD,
axi ax-2  ax3
z symboli Oj, 0-2, 03,-e
Obadwa nadto uzywaja tegoz samego podejscia. Jezeli sie
pomnozy pewng liczbe symboli rézniczkowych

liczebnym od symboli rézniczkowych ~ ~

i wykona potem dziatanie na U, wypadek bedzie jakgkolwiek
funkcyg Unijng pochodnych z U jakiegokolwiek rzedu réwnego
liczbie czynnikéw symbolu, i w ten sposéb postepujac nie
otrzymatoby sie nigdy spéiczynnika rézniczkowego podniesio-
nego do jakiejkolwiek potegi wyzszej nad pierwszg. Wtedy
wiec gdy sie zada ztozy¢ symbol z jakiejkolwiekbadz funkcyi
zawierajacej potegi tych pochodnych, podejscie do ktorego
udatby sie p. caviLevy zawisto na napisaniu ze zmiennemi réz-
nemi, czynnikéw wieloczynu

dla wykonania dziatania na ilukolwiek funkcyach U, UZ2,...,
potem ne zidentyfikowaniu tych zmiennych po odbytem mno-
zeniu. Podobniez, P. aronHoLp Uzywa w swych wieloczynach
symbolicznych symboli odrebnych odzyskujacych toz same
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znaczenie byleby tylko raz mnozenie zostato wykonanem. Mno-
zac symbole <7, cik, a,,.., mogtoby sie otrzymac tylko wyrazy
zawierajgce spotczynniki am w pierwszej potedze. Aby wyrazi¢
symbolicznie funkcye zawierajece spétczynniki w stopniu wie-
cej podniesionym, podejscie zalezy wiec na zrobieniu uzytku
z ilukolwiek szeregdw symboli a, au, ar, h, bk, bi,.., iloczy-
néw fttittkai, bibkbi, cickci,,.., oznaczajacych wszystkie tenze sam
spotczynnik a,

151. Po wytozeniu we wszystkich szczegétach metody
P. GAYLEY, niepotrzebnem rozciggac¢ sie dtuzej nad rozwinie-
ciem innej metody rozni§cej sie od pierwszej samem jedynie
znakowaniem. Damy tu tylko pozna¢ w jaki sposéb P. GLEBscCII
udowodnit ze wszelki niezmiennik moze sie wyrazié za pomoce
wieloczynéw symbolicznych. Niech bedzie f{a, b, c,.) nie-
zmiennik jakiegokolwiek ksztattu jedynego; byto dowiedzio-

nem (103) ze wykonywajec na nim dziatanie

otrzyma sie jakikolwiek niezmiennik spoiny dwoch ksztattow
majacych jeden a, b, c,., drugi a, b’ c'.. za spoétczynniki
odpowiednie. Wykony wajgc podobniez natym néwymniezmien-

niku dziatanie a"-{- b "™ ..., otrzymamy niezmiennik
(@ Clu

trzech ksztattéw i bedziemy mogli to dziatanie powtorzy¢ tyle

razy ile razy spotczynniki a, b, c,.., bede figurowaty w nie-

zmienniku. Mozna wiec, jezeli ma sie niezmiennik jakiegokol-
wiek ksztattu jedynego zawierajecy spOtczynniki stopnia p,
wyciegne¢ zted niezmiennik jakiegokolwiek uktadu o p ksztat-
tach ktéry bedzie zawierat spotczynniki kazdego z nich w pier-
wszym stopniu, i przychodzi si¢ wreszcie do niezmiennika
pierwotnego, przypuszczajec ze p ksztatltdw staje sie identy-
cznemi; gdyz dziatanie -\-b-jj-\- ... wprowadza tylko do

nich jakikolwiek czynnik liczebny. Jezeli przypus$cimy, nadto,
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Ze wszystkie ksztatty nowe tym sposobem wprowadzone s”
potegami ntemi doskonatemi, przychodzimy do tego wypadku
ze z niezmiennika danego jakiegokolwiek ksztattu jedynego,
mozna wyciggna¢ niezmiennik jakiegokolwiek wuktadu o p
ksztattach

{aiXi 4- -j- LY -f + )" MAL +

i jak to juz powiedzieliSmy, przychodzi sie do niezmiennika
pierwotnego zastepujac kazdy spoétczynnik nowych Kksztattéw
przez jego odpowiedni w ksztatcie pierwotnym, zastepujgc na
przyktad a;', b® c;,.., przez spotczynnik x; w ksztatcie pier-
wotnym. Niezmienniki funkcyj

R (M1 +

s™ widocznie niezmiennikami funkcyj Unijnych

Jest wiec dowiedzionem ze wszelki niezmiennik rzedu p ja-
kiegokolwiek ksztattu jedynego moze by¢ wyrazonym symbo-
licznie jak niezmiennik jakiegokolwiek uktadu o p ksztattach
linijnych ; jeden punkt ktéry nam pozostaje teraz do dowie-
dzenia jest ze ten ostatni niezmiennik musi by¢ koniecznie
jakakolwiek b8dz funkcyjwyznacznikéw utworzonych ze spot-
czynnikéw tych funkcyjlinijnych. Odeszlemy czytelnikéw chca-
cych poznaé¢ dowodzenie P. GLEBSCH'A, do Dziennika P. CRELLE,
t. LIK, str. 7 ; to dowodzenie, nie przedstawiajace prawdziwych
trudnosci, wymaga dosy¢ dtugich rozwinie¢ i wiele przestrzeni.
Mozna jeszcze z tego zda¢ sobie sprawe uwazajac pilnie zré-
wnania rozniczkowe niezmiennikow. | tak, dla jakiegokolwiek
uktadu ksztattow linijnych ax by..., wszelki niezmiennik
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musi zadosy¢ czyni¢ zrownaniu
o [N vody
ktére, zcatkowane jak zréwnanie zwyczajne wzgledem rdznic

czeSciowych, daje dla | jakagkolwiek funkcya wyznacznikéw
ab'— a b "™ — a"by, i tak samo w ogdlnosci.
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KSZTALTY KANONICZNE.

152. Poniewaz niezmienniki i sp6tzmienniki zachowuje ich
zwigzki wzajemne jakiemikolwiek bytyby przeksztatcenia Unijne
jakim sie zwykle poddaje wzieta pod uwage funkcya, widoczna
ze, dla zbadania tych zwigzkéw, wystarczy roztrzesnaé jg pod
ksztattem najprostszym do ktérego ona moze by¢ przywiedziona.
Rozciaggnie sie tym sposobem do funkcyj zawierajgcych liczbe
jakakolwiek zmiennych metode z ktérg czytelnik jest juz oswo-
jony dla ksztattow o trzech iczterech zmiennych; kiedy chcemy,
w rzeczy samej, uczy¢ sie wiasnosci jakiejkolwiek krzywej lub
jakiejkolwiek powierzchni, wszyscy geometrowie wiedzg jakie
korzysci dostarcza jakikolwiek wybdr osi sp6trzednych pozwa-
lajacy przywie$¢ zréwnanie krzywej lub powierzchni do swego
ksztattu najprostszego (*). Ten ksztalt najprostszy do ktérego”
jakakolwiek funkcya moze by¢ przywiedziong nie tracac swej
ogo6lnodci, jest to co sie wiasnie nazywa jej ksztattem  kano-
nicznym. Mozemy, liczac po prostu slate, rozpoznaé czy jaka-
kolwiek funkcya przedstawiona, jest dosy¢ ogdlna aby byta
wzieta jako ksztatt kanoniczny jakiejkolwiek innej funkcyi da-

(*) Potrzeba przeciez przyzna¢ ze postepy analizy dozwalajace trakto*
wac tatwicj funkcye pod ich ksztattem og6lnym, do $cisnienia ko-
rzysci ich przywi. dzeuia do jakiegokolwiek ksztattu najprostszego.
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nej; gdyz, jezeli nie zawiera ona domys$inie lub wyraznie tyle
statych jak ta ostatnia wzieta pod j6j ksztattem najogdlniejszym,
uproszczenie nie bedzie zawsze mozebnem (*). | tak, jakikol-
wiek ksztatt szeScienny podwdjny moze by¢ przywiedzionym do
ksztatu -f Y", gdyz ten ostatni, bed”c réwnowaznym wyra-

zeniu
[Ix + wy)* -f (X -f  miyf,

zawiera rzeczywiscie cztery stale, a tem samem, jest rowniez

(*) 1\ie jest wszelako prawdziwym aby odwrotnie jakikolwiek ksztatt
zawierajacy liczbe odpowiedn? statycli byt koniecznie jednym z tych do
kjoéijch moze sie przywie$s¢ funkcya ogdlna. Gdyz jezeli szukamy," przez
poréwnanie spélczynnlkéw, zidentyfikowania jéj z t? ostami?, pomimo ze
liczba zréwnali jest réwng, liczbie ilosci do oznaczenia, moze sig¢ zdarzyc
ze state figuruj? w nicli w ten sposéb aby zréwnania nic mogty by¢ wszy-
stkie sprawdzonemi. | tak ksztatt

(cc_ a2M e —22=:IxH-my+ n

zawiera pie¢ statych, a przeciez nie jest on jednym 2z tych do ktérego
moégtby sie przywies¢ ksztatt kwadratowy potréjny wziety w catt® sw?j
ogdlnosci. W rzeczy sam”j state figuruj? w nim w ten sposéb zc, pomimo
zc ich liczba jest wiec(5j jak dostateczna dla zidentyfikowania spétczynni-
kéw wzgledem x, y i wyrazu niezaleznego od zmiennycti w ksztatcie
jakimkolwiek, nie mamy jednak zadnego sposobu do zidentyfikowania

tak samo spétczynnikéow wzgledem Xy i

Przyktad wigct?j wazny jest nastepujacy
.ci -t-n -I- +  ({e+ ui,

Z, n, V s? funkcyami linijnemi. W przypadku jakiegokolwiek ksztattu
potréjnego, ten ksztatt zawiera domys$linie czternadcie statych niezaleznych,
i odt?d zdaje sie by¢ jednym z tych do ktérych mozna przywie$é ksztatt
og6lny czwartego stopnia. P.CLEBSCII jednak wykazat ze istnieje warunek
ktéry musi by¢ spetnionym azeby uproszczenie byto mozebnem i ze ten
warunek zalezy na tern ze pewien niezmiennik musi sie sprowadzi¢ do

zera;
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Og6lnym jak

(a, b, ¢ yf.
r

Podobniez, jakikolwiek ksztatt szeScienny potrojny zawiera,
ogdlnie, dziesie¢ statych, lecz ksztakt

£ YA P -f OIIXYZ

zawiera ich rowniez dziesie¢, poniewaz, niezaleznie od statej M
pokazujgcej sie wyraznie, kazda z ilosci X, Y, Z zawiera do-
mys$lnie trzy inne. Ten ostatni moze wiec byé wzietym jako
ksztatt kanoniczny jakiegokolwiek ksztattu szeSciennego po-
tréjnego, i, w rzeczy samej, postepy najwazniejsze ktore zostaty
zrobionemi Swiezo w teoryi linij krzywych trzeciego stopnia,
s™ nalezne uzyciu tego wyrazenia prostego i dogodnego.

153. Funkcya kwadratowa (a, b, yf  moze by¢ przy-
wiedziona niezliczonem mndstwem sposobow do ksztattu

-]- rf-, poniewaz ten ostatni zawiera cztery state a pierwszy
tylko trzy. Ksztatt kwadratowy potrojny, zawierajacy szesc
statych, moze tak samo by¢ przywiedzionym niezliczonem
mnostwem sposobéw do ksztattu -j-y- ktory zawiera
ich dziesie¢, iogo6lnie, jakikolwiek ksztatt kwadratowy o liczbie
zmiennych jakiejkolwiek moze by¢ przywiedzionym niezliczo-
nem mnostwem sposobow do jakiejkolwiek summy kwadratow.
Potrzeba jednak zauwazy¢ ze, poriiimo ze to uproszczenie do
jakiejkolwiek summy kwadratow mogtoby sie wykonaé niezli-
czonem mndstwem sposobdw, a przeciez liczba kwadratéw
dodatnych i odjemnych jest oznaczona. | tak, jakikolwiek
ksztatt podwojny ktéry moze by¢ przywiedziony do ksztattu

-j- U-, odrzucitby przez to samo ksztatt u- -{-y-; dwa wy-
razenia yA, it — nie mog"i by¢ identycznemi, ponie-
waz czynniki jednego z nich sg.urojone, podczas gdy czynniki
drugiego N rzeczywiste. Podobniez, dla ksztattéw potrojnych”
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nie mozemy znalez¢

gdyz otrzymatoby sie tSm samem

+ 22 ul yi

lub, innemi stowy,

4-yr= 7+ {Ix -f my + uzf + [I'x + my + u'zf

a jezeli zrobimy x = O\y= jedna strona tosamosci nie-
watpliwie sie zniszczy, podczas gdy druga, sprowadzajac sie
istotnie do summy czterech kwadratéw dodatnych, nie mo-
gltaby z tego powodu w zaden sposéb by¢ zerem; toz same
rozumowanie stosuje sie ogdlnie.

15/i. Poczniemy od pokazania ze jakikolwiek Kksztatt szes-
cienny potréjny moze zawsze, jak to juz zapowiedzielismy,
sprowadzi¢ sie do jakiejkolwiek summy dwoéch szeScianow.
To uproszczenie stanowi istotnie rozwigzanie zréwnania trze-
ciego stopnia, poniewaz ksztatt przywiedziony do summy
X3 Y3 roztozy sie bezposrednio na czynniki Unijne. Jezeli
ksztatt dany

{a, b, V, yf
staje sie, przez jakiekolwiek przeksztatcenie,
(A, B, C, T)IX, Y)3,

Wyznacznik Hessowy (106)

{ax -f Oy){ex + dy) - {bx -f cyf
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bedac jakimkolwiek spétzmiennikiem, winien, przez defi-
nicya, przeksztatci¢ sie na jakakolwiek podobng funkcya
z A, B, G, D, X, Y, tojest ze powinno sie otrzymac

Jezeli, w formie przeksztatconej, B i C zniszczg sie, spot-
zmiennik sprowadzi sie do ADXY, i widzimy bezposrednio ze
sie musi wzigé¢ dla X i Y dwa czynniki linijne wyznacznika
Hessowego; X i Y bedac znane, wystarczy zidentyfikowa¢ ksztatt
dany z wyrazeniem

dla oznaczenia A i D.

mZYKEAU. — Sprowadzi¢ + -j- 1Scc + 17 do  ksztattu
AX3 + Y3

Wyznacznikiem llcssowym jest

alix)

jego czynnikami linijnemi sN x + 3, 1. Identyfikujac kszlait dany
Z wyrazeniem

mamy

zkgd
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A i D S2 wiec w stosunku 5 do 1, a za$ ksztatt szeScienny dany roézni sie

lylko jakimkolwiek czynnikiem (tym czynnikiem jest 8) od
5(0;+ 3)3+ (3a;+1)3;

widoczna ze pierwiastki bed? dane za pomoc? zréwnania
+ i+ 07+ 3)\ 5= 0.

155. Oczywiscie ze jakikolwiek ksztatt szeScienny nie moze
zawsze by¢ przywiedzionym do ksztattu przez ja-
kiekolwiek przeksztatcenie rzeczywiste, poniewaz to ostatnie
ma jeden czynnik rzeczywisty a dwa czynniki urojone, a téin
samem, nie moze sie zidentyfikowac¢ z jakimkolwiek ksztattem
ktéregoby trzy czynniki byly rzeczywistemi. Dyskryminant
Hessowy

h{ac — b-") {bd — ¢") — {ad — ic)2

jest, ze znakiem przeciwnym, tenze sam jak dyskryminant
ksztattu szeSciennego. Kiedy ten ostatni jest dodatnym, Hessowy
przyjmuje dwa czynniki rzeczywiste, a ksztatt szeScienny jeden
czynnik rzeczywisty i dwa urojone; kiedy jest on odjernnym,
dwa czynniki Hessowego s urojonemi, a ksztatt szeScienny ma
trzy pierwiastki rzeczywiste. Kiedy dyskryminant sprowadzi sie
do zera, Hessowy i ksztatt samze maj*i dwa czynniki réwne, i
mozna sprawdzi¢ wprost ze Hessowym funkcyi Y jest *.

Dobrze jest zauwazy¢ ze jakikolwiek ksztatt nie moze zawsze
by¢ przywiedzionym do swego ksztattu kanonicznego. Nicpo-

nik
wyni
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dobiefslwo uproszczenia wskazuje wtedy istnienie jakiej$ szcze-
jilélnej wiasnosci w funkcyi. I tak, jakikolwiek ksztatt szescienny
majacy czynnik kwadratowy nie moze by¢ przywiedzionym do
jakiejkolwiek summy z dwéch szedciandw, jego ksztattem naj-
prostszym jest

156. Tak samo jak jakikolwiek ksztatt szeScienny moze by¢
przywiedzionym do jakiejkolwiek summy z dwdch szeScianow,
wszelki ksztatt podwdjny stopnia nieparzystego 1 moze
sie sprowadzi¢ do jakiejkolwiek summy z n poteg stopnia
2« — 1, twierdzenie nalezne p. syLwesTRowl. W rzeczy samej,
liczby statych w jakimkolwiek ksztatcie podwdjnym jest zawsze
przewyzszajacg o jedno$é stopien; w przypadku ktéry nas zaj-
muje, tg liczba jest 2n, i mamy wtasnie jak potrzeba tez sama
liczbe statych biorac n wyrazoéw ksztattu [Ix Prze-
ksztatcenie moze sie wykonac¢ przez jakakolwiek metode bedacy
uog6lnieniem metody numeru 154. Dla wiegkszej prostoty,
zastosujemy ja do piagtego stopnia, lecz jest ona ogdlng. Kwe-
stya sprowadza si¢ do oznaczenia vV, W, W ten spos6b ze

(a, N),c d e f yf = lu™,

Dowiedziemy ze, jezeli sie utworzy wyznacznik

ax by hx cy ex -j- dy
bx cy ex dy dx -f- ey

ex -\~dy dx cy ex fy

trzema ezynnikami”tej funkcyii trzeciego stopnia bedag n, v, w.
Niech beda, w rzeczy samej,

u= Ix -[*my, o= I -j- m/l, tu— I"x -[- in"y,
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rézniczkujac tosamos¢
(«, h, c, d, e, yf = u*  ySA M
cztery razy kolejno wzgledem x i dzielagc przez 120, mainy
ax by = + ;e

rézniczkujgc podobniez trzy razy wzgledem x a raz tylko
wzgledem vy, przyjdzie

Ex + ¢y thnu -f- mv  +

i lak dalsj.

Wyznacznik poprzedzajacy moze wiec sie napisac

Zauwazmy teraz ze spOiczynniki u, w kazdej kolumnie, sg,
proporcyonalnemi do Im, przeto, jezeli roztozymy ten
wyznacznik na wyznaczniki czeSciowe, jak w numerze 22,
wszystkie wyznaczniki z tych wyznacznikéw ktére bede zawie-
raty dwie kolumny gdzie wchodzi u znikne jako majece dwie
kolumny identyczne; dzia¢ sie¢ bedzie podobniez z wyznaczni-
kami ktore bede zawieraly dwie kolumny gdzie wchodzi v
albo w. Wyznacznik sprowadzi sie wiec do wieloczynu uvw,
pomnozonego przez jakikolwiek czynnik liczebny (*).

Rozt6zmy wyznacznik napisany iia poczetku tego numeru na

(*) Tym czynnikicm jest {Im'" — ['in)-{I'm" — —
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trzy czynniki

wiemy ze rozwigzujac jakiekolwiek zréwnanie trzeciego sto-
pnia, w, V,w mogga sie rézni¢ od tych czynnikéw tylko spdt-
czynnikami liczebnemi; potozy sie

{a, hye, rf e, f yf
= Kk{x 4- \yf 4-\i[x -f fjiyy'+ C{x -f wy)r

i oznaczy sie A, B, G rozwiazujac jeden z uktadéw zréwnait
jaki sie otrzymuje pordwnywajac trzy spotczynniki wziete
w dwocti stronach tej tosamosci.

Wyznacznik z ktoérego zrobiliSmy uzytek jest jakimkolwiek
spotzmiennikiem; nazwiemy go spétzmiennikiem kanonicznym
ksztattu danego.

157. Ten spo6tzmiennik moze sie napisa¢ pod innym ksztat-
tem, by¢ moze nieco prostszym, to jest

f

a h c d
h c d e
c d e f

Byliby$Smy przywiedzeni do tego ostatniego ksztattu jezeli-
bysmy poszli droga przedstawiajgcg sie jak najnaturalniej sta-
rajac sie o wyznaczenie wprost szesciu ilosci A, B, C, X, p.,V,
za pomoca szeSciu zréwnan jakie dostarczy poréwnanie spét-
czynnikéw w tosamosci numeru 156. Nie mozemy poswieci¢
tu dosy¢ miejsca dla rozwiniecia rozwigzania pod tym ksztat-
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tem, i odsytamy czytelnika do Pamietnika P. SYLWESTRA
{Philosophical Magazine, listop. 1851). Tosamo$é ostatniego
wyznacznika z wyznacznikiem numeru poprzedzajgcego byta
dowiedziong przez P. cAYLEY w sposéb nastepujacy. Mamy, na
mocy prawidta mnozenia wyznacznikow (22),

y' _ y'/\ — X 1 0 0 U
n h c d X 0
X
h c d e 0 X y 0
c (1 (i f 0 0 X y
f 0 0 0

0 ax Ny bx oy ex-j- 'Yy
t
0 hx -f- cy ex-v dx -j- ey

10 ex dy dx ey ex -f fy ;

dzielac obie strony przez y”, otrzymuje sie tosamo$¢ za'dang,

158. Mamy jeszcze wymieni¢ inng metode dla znalezienia

spétzmiennikakanonicznego. Niech bedzie (A, B, G, yf

tym spotzmiennikiem, gdzie musi sie oznaczyé A, B, G, I);
id

widzieliSmy (120) ze symbol (A, B, C, , — do-

starczy takze jakikolwiek spétzmiennik. Lecz, jezeli zastosuje
sie to dziatanie do {x hj)", x bedac jakimkolwiek
czynnikiem z (A, B, G, D**, yf* wypadek sprowadzi sie do
zera, poniewaz jednym z czynnikéw symbolu jest ~ — ~ A

Wiec, poniewaz ksztatt dany jest, przez zatozenie, summa
trzech wyrazéw takich jak {x -j-1yf, wypadek jaki sie otrzy-
muje stosujgc do niego to dziatanie bedzie zerem. Mamy tym
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sposobem
A{d, e, tjf — B(c, d, yf
+ CAb,c,djx,yf - Dia, b, yf 0.
Réwnajac odrebnie zeru spétczynniki wzgledem Xy, YA
przyjdzie

Af — Bc -}- G6— Drt = O,
Ae ~Bd-\-Cc —m = 0O,

A/"—Be + Cc?—De =0.

Przeto (28), A jest proporcyonalném do wyznacznika jaki
sie otrzymuje znoszac kolumne A, to jest do

a h c
h c d
c d e

podobniez, dla B, C, D; tak wiec otrzymuje sie spétzmiennik
pod ksztattem danym w numerze poprzedzajgcym.

159. PrzejdZzmy teraz do ksztattéw stopnia parzystego 2n.
Poniewaz ksztatt zawiera 2n -[- 1 wyrazéw, jezeli poréwnamy
go do jakiejkolwiek summy z n poteg stopnia 2n, znajdujemy
jedno zréwnanie wiecej anizeli mamy statych do oznaczenia.
Z drugiej strony, jezeli przydamy potege 2n««'« wiec6éj, mamy
jedng statg za nadto, i ksztatt dany moze by¢ [przywiedzionym
niezliczonym mnéstwem sposobow. Jest przeciez tatwo ozna-
czy¢ warunek ktéry musi byé spetnionym aby lisztatt byt przy-
wiedlnym do jakiejkolwiek summy z n poteg stopnia 2n. | tak,
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warunki konieczne aby jakikolwiek ksztalt czwartego stopnia
i jakikolwiek ksztatt szostego byty przywiedlnemi, pierwszy do
summy z dwoéch, czwartych poteg, drugi do summy z trzech
szostych poteg, wyrazaja sie robigc rownemi zeru wyznacz-

niki <
a h o a b c d
b c d b 0. d e
c d e c d e r

d e f 9

i tak dalej. W rzeczy saméj, w przypadku czwartego stopnia,
elementami wyznacznika sg pochodne czwartego ksztattu, i,
wyrazajac je w funkcyi u i v, jak w numerze 156, tatwo jest
dostrzedz ze wyznacznik sprowadzi sie do zera jezeli ksztatt
moze by¢ przywiedzionym do summy dwo6ch wyrazéw u®-f d*
Podobniez dla innych przypadkéw. Wyznacznik rozwiniety
dla przypadku czwartego stopnia jest niezmiennik juz dany
(121, PRZYKLAD 1).

ace Ibcd — adt*— ebi'— c"

160. Kiedy ten warunek nie jest spetnionym, ksztatt jest
przywiedlnym do summy z n poteg, zjakimkolwiek wyrazem
dodatkowym. | tak, ksztattem kanonicznym jest, dla czwartego
stopnia, -j- 6XmV. Poczniemy od tego ostatniego przy-
padku; metoda jaki$j uzyjemy nie jest najtatwiejsza w tym
przypadku szczegdlnym, lecz jest ta ktéra pokazuje najlepisj
w jaki sposéb uproszczenie musi sie odby¢ ogo6lnie. Niech wiec
bedzie (A, B, C™a? y)~ wieloczyn i u \ v jaki staramy sie
oznaczy¢, wykonajmy dziatanie

+X-
A B, C x
( ) dy i)
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po obu stronach tosamosci

Tak samo jak powyzéj (158), dziatanie wykonane na u* i
da wypadek réwny zeru; na sxmv, to dziatanie prowadzi do

12x'My, x' jest robwnem 2(ac — B2)x. Réwnajac spotczynniki
wzgledem a? xy, po wykonaniu dziatan, mamy trzy zrow-
nania

Rugujac A, B, C, ma sie dla obliczenia X, wyznacznik

ktory rozwiniety, daje zréwnanie trzeciego stopnia

ktorego spdtczynniki sa niezmiennikami. Istnieje wiec znaczna

(*) Dyskryminant tego (zréwnania jest tenze sam jak dyskryminant
ksztattu czwartego stopnia.



218 RODAAE XIILI.

réznica w przywiedzeniii ksztattow podwéjnych do ich ksztattu
kanonicznego, wedtug tego jak stopien jest parzystym lub nie-
parzystym. W tym ostatnim przypadku, uproszczenie jest je-
dynsm, i uktad u, y, w,.. nie moze by¢ oznaczony tylko
jednym sposobem. Kiedy stopien jest parzystym, otrzymuje sie
ilukolwiek uktadéw rozwiezan. | tak, w przypadku ktoéry nas
zajmuje, jakikolwiek ksztatt czwartego stopnia moze by¢ przy-
wiedzionym trzema sposobami do swego ksztattu kanonicznego,
a jezeli wezmiemy za X jeden zpierwiastkow trzeciego stopnia,
podstawiajec jego warto$¢ w uktad zréwnah poprzedni, be-
dziemy mogli oznaczy¢ A, B, G.

161. Jezeli teraz przejdziemy do uproszczenia ksztattu o0gol-
nego (Oo, Ol, y)-", ksztatt kanoniczny ktéry zdaje sie
najnaturalniejszym jest w-"-j" + + ,
liczbe, ilosci m,y, iv... jest n. Lecz uproszczenie jest potgczone
z trudnos$ciami ktdre jeszcze nie zostaty przezwyciezonemi tylko
w przypadku gdy n= 2 i n= k. Poniewaz metoda poprze-
dnia moze byc¢ jeszcze zastosowan? jezeli wezmiemy za ksztaht
kanoniczny funkcye.

yin A -iNuyw...,
w ktorcj jest wieloczynem réwnym
(A, Al 20",

V jest jakimkolwiek spotzmiennikiem tej ostatni$j funkcyi
takim, ze, jezeli si¢ wykona na Ywyw;... dzialanie

wypadek jest proporcyonalnym do wieloczynu uvw Przy-
pus¢émy na chwile ze znalezliSmy jakakolwiek funkcy8 V
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spetniajacg te warunlii, postepujac jak w numerze poprzedza-
jacym, i wykonywajac z symbolem wskazanym powyzdj dziata-
nie na tosamosci jaka sie znajduje réwnajgc ksztatt dany ze
swym ksztattem kanonicznym, mamy uktad zrownan

v

zkad, rugujac Ao, Aj, AM..., wycigga sie wyznacznik

{*) Ten wyznacznik moze jeszcze byé otrzymanym sposobem nastepu-
jacym. Niech bedag x', y' dwie zmienne przeksztatcajgce sie przez toz
same podstawienie jak x, y; utwoérzmy funkcya

zmieniajacg sie przez jakiekolwiek podstawienie linijne na jakakolwiek
funkcya podobng (105 i 111); wezmy n -f- 1 spotczynnikéw poteg
o-", i wyrugujmy linijnie n 1 ilosci  £c™

otrzymamy wyznacznik szukany.
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Znalaztszy x réwnajac ten wyznacznik zeru (zréwnanie znako-
mite, ktérego wszystkie spdiczynniki s* niezmiennikami),
zrdwnania poprzednie pozwolg oznaczyc wartosci Aoj Aj,...
odpowiednie n-{-\ wartosciom na X

162. Przy stosowaniu t$j teoryi do przypadku jakiegokol-
wiek ksztattu sz6stego stopnia, ksztattem kanonicznym jest

y6 YwdWw,
gdzie uviv bed”c wieloczynem rownym

(Ao, A, A2, yf,

V jest przewoznikiem dyskryminanta t¢j ostatni¢j funkcyi,
ktdréj podaliSmy wyrazenie rozwinigte (122). Damy poznaé
wyborny przyktad uzycia ksztattéw kanonicznych pokazujac ze,
dla ksztattu szesciennego jakiegokolwiek, wypadek dziatania

( dy

wykonanego na wieloczynie ksztattu samegoz przez przewoznik
jaki dopiero co wymieniliSmy, jest proporcyonalnym do ksztattu
pierwotnego. Gdyz dosy¢ dowie$¢ to dla przypadku w ktérym
ksztatt szesScienny jest przywiedziony do swego ksztattu kano-
nicznego -f A przewoznik do — jak widzi sie to
robiyc 6 =" = 0 a przytem a= &= 1 w wyrazeniu da-
nem (122). Wieloczynem z ksztattu przez swdj przewoznik bedzie
a, odbywajac dziatanie z symbolem

d,/ ax™

otrzymuje sie widocznie wypadek proporcyonalny do
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To twierdzenie bedgc niezaleznem od przeksztatcen linijnych,
jest prawdziwie og6lnem jezeli jest prawdziwém dla jakiegokol-
wiek ksztattu szczeg6lnego. Wziagwszy wiec jak powyzej ksztatt
kanoniczny, postepowaé bedziemy jak w numerze poprzedzaja-
cym, i wyciagniemy x ze zréwnania

i o- X

ct-.

ci+ "

ktdre, rozwiniete, zawiera tylko] potegi parzyste z nieznanej x.
Jezeli przypusScimy wieloczyn nviv przywiedziony do swego
ksztattu kanonicznego +1/"% I~t6rego trzema czynnikami sg

A+ -{- wu> X 4- luhj,
w bedgc jakimkolwiek pierwiastkiem szeéciennym z jednosci,

widoczna, wedle tego co poprzedza, ze ksztatlt kanoniczny
odpowiedni dla fnnkcyi széstego stopnia bedzie

-1y o+ -V wuf + VAx -f lo™jf -j- —
Mozna dowie$¢ ze, jezeli u, v, w sg czynnikami wyrazenia
szesciennego, czynnikami przewoznika, z ktérych zrobimy uzy-

tek ponizej, s u—v, v —w, lo—u, w ten sposdb ze ksztah
kanoniczny powyzszy moze sie takze napisac

Ay L eKuwwfu ~v){ v— w) [w— m).

163. W przypadku 6smego stopnia, ksztattem kanonicznym
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jest

yi f8 -1- + 28 -f luhho”z®;

gdyz, jezeli wykonamy dziatanie na uh™w-7- z jakimkolwiek
symbolem utworzonym wedtug metody numeréw poprzedza-
jacych, wypadek bedzie proporcyonalnym do mwz.

Go do ksztattéw kanonicznych wiecej podniesionych, poprze-
staniemy na wzmiankowaniu ksztattu kanonicznego otrzymanego
z ksztattu szeSciennego potréjnego naleznego p. HESSOWI

-f-yh + mxyz,

i ksztattu kanonicznego jaki p. SYLWESTER dat dla kstzattu
szeSciennego poczwOrnego

"h 4" AMH~

166. Kiedy sie przyjmuje, jak zrobilismy to (156, 163), dla
ksztattu kanonicznego jakiejkolwiek funkcyi o n zmiennych,
nowg funkcye o n-\-\ zmiennych (te ostatnie s§ zwigzane
jakiemkolwiek zréwnaniem linijnem), mozna stara¢ sie do-
wiedzieé jaki ksztatt wezmag wtedy przeciwzmienniki, i w jaki
sposéb mozna wywiesdz spétzmienniki i przeciwzmienniki
jedne z drugich przez rézniczkowanie wzajemne (119) nie po-

trzebujac przechodzi¢ na nowo przez ksztatt og6lny o n zmien-
nych.

Przypusémy ze mamy przeciwzmiennik jakiegokolwiek badz
ksztattu potrédjnego, mozemy (IU) uwazaé go jak jakikolwiek
niezmiennik spdlny tego ksztattu i funkcyi linijnej y-n
Jezeli sie wprowadzi w wyrazenie ksztattu jakgkolwiek nowg
zmienng v przywigzang do X, y, % zwigzkiem identycznym

A-f-ll-]-2+ = M
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i gdy sie napisze przez analogia (wnoszac o rzeczach nieznanych
ze znanych a im pokrewnych) funkcya linijng ze zmienn
wiecej, ta sie staje

albo, zastepujgc w niej v przez

Wyrazenie przeciwzmiennika o czterech literach

wyciagnie sie wiec z wyrazenia pierwotnego o trzech literach,
zastepujac Vi, ™ przez ? — 9, »— 9, C—9, i, pod tym
ksztattem, przeciwzmiennik bedzie funkcya z réznic miedzy
temi czterema iloSciami.

PRZYKEAD. — Uwazmy ksztatt kwadratowy potrdjny

potézmy go pod ksztattem acc™-f-6)/2 .-j- cz™ -f. <272, ktéry przyctiodzi, za-

stepujac V przez

i starajmy sie wyszuka¢, pod tym nowym ksztattem, cz(?m sie staje prze-

ciwzmiennik {bc — Z"");~-1-... (114). Wedtug tego coSmy dopiero powie-

dzieli, mamy zastagpi¢ w wyrazeniu { b c — . .., a b, c, przez
przed d; nakoniec n, I przez

a po odbytém dziataniu przyjdzie

albo upraszczajac
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albo, wreszcie pod ksztatlem skréconym,

165. Wiadomo ze mozemy zastgpi¢ w przeciwzmiennikach,
przez A-, A-, 4 dla wykonania dziatania na ja-

A dx dy dz '
kimkolwiek spo6tzmienniku; jezeli ten ostatni jest wyrazony
z czterema zmiennemi X, y, r,v, zmienna x wchodzac zara-
zem wyraznie i domys$lnie jako zawarta w ilosci v, pochodng

wzgledem x jest + NN alho, na mocy zwigzku 1tg-
gle ] utz XV (XX y 3 3

czacego v Ao X, Yy, zz ~ — ~ ; podobniez dla
Przeciwzmiennik stanie sie wiec symbolem wtasciwym ao wy-

konania dziatania na jakiejkolwiek funkcyi o cztérech lite-

rach, zastepujgc w nim n, C przez

lecZT niedawno widzieliSmy ze zastepujac n
przez "— 0, »— 0, C— 9, dawato sie przeciwzmiemiikowi
ksztalt o czterech literach. Wystarczy wiec zastgpi¢, w tym
ostatnim Ksztaicie, yi, 9 przez
mamy tym sposobem sposobno$¢, gdy raz znajdziemy jaki-
kolwiek badz przeciwzmiennik o czterech literach, wywiesdz
z niego inny spodtzmiennik bez uciekania sie niepotrzebnego

do rachunkéw mozolnych jakieby wymagaty powrotu do
ksztattu o trzech literach.

PI\ZYKLAI). — Przeciwzmiennikiem ksztattu potréjnego

jezeli sie zastapi w nim | przez

/d d\
i gdy sie wykona dziatanie z symbolem “odI*-j* ~dAi) ksztatcie
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gamymze, przyjdzie, usunawszy: jakikolwiek czynnik liczebny.

Jest to wtasnie, pod tym nowym ksztattem, wyrazeniem dyskryminanta,
jak to mozna sprawdzi¢ bez trudnosci zastepujac w ogéInt™j wartosci téj
ilosci a, 6,c przez ab - {-d, cd azas f,g, h przez d.

Dowiedziemy podobniez ze mozemy zastgpi¢  jakimkolwiek

.o d d d d "
spotzmienniku xy,zv przez ~ o dla wy-
konania potém dziatania na jakimkolwiek przeciwzmienniku;
w rzeczy samsj, widoczna ze mozemy naprzdd zastgpic Y, Z
przez f(:_f} aqrt' d/qQ’ a zas V przez
lecz przeciwzmiennik o czterech literach wywodzi sie z prze-
ciwzmiennika o trzech literach zastepujac *), N przez N — G,
n— 0, i pochodne wzgledem E, n, C sg tez same pod jednym
i drugim z tych dwdch ksztattéw, podczas gdy pochodna pierw-
szego wzgledem 0 jest réwna summie wzietej ze znakiem —
pochodnych drugiego wzgledem

Zobaczymy, w rozdziatach nastepnych, liczne zastosowania
tego twierdzenia.

ALGEBRA I.—15
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UKEADY CZYLI SYSTEMATA KSZTALTOW.

166. Pozostajg nam do zbadania niektére wiasnosci uktadow
ksztattow. Poswiecamy temu niniejszy rozdziat. Niezmiennik
uktadu nazywa sie kombinantem, jezeli nietylko Unijne przeo-
brazenie zmiennycli, ale nawet podstawienie za niektore ksztatty
ich Unijnych funkcyj, nie zmienia go wcale, a najwiecej staty
czynnik wprowadza. Zt8d rugownik uktadu ksztattow u, v, w,
jest kombinantem; widoczna bowiem ze wypadek podstawienia
spolnych pierwiastkéw z uw, czy to w t<-j-+ f*; czy
tezw M, bedzie ten sam, a dalej ze m  Ay-f-*w, v, w, mieé
musz”™ nie inny rugownik jak uvw. Nadto w zréwnaniach roz-
niczkowych, ktérym zadosy¢ czynig zwyczajne niezmienniki,
kombinanty musz8 widocznie zadosy¢ czyni¢ zréwnaniu

flwi n chn o, _

Zt"d wynika ze dla dwéch ksztattéw czwartego stopnia kom-
binant jest funkcyj wyznacznikow {ab’), [ad], etc., dla
trzech takichie ksztattow, funkcyj wyznacznikéw {ab'c"), etc.,
a w kazdym razie niknie tosamosciowo, jezeli dwa ksztatty stang
sie rownemi. Jezeli \u \'u -(- fi'v, podstawimy za u, v,
to kazdy z wyznacznikéw {ab’) zostanie pomnozonym przez
i — \'fi), a wiec kombinant pomnozonym przez potege

— X1x), ré6wna rzedowi kombinanta w spétczynnikach ksztat-
o6w. Stosuje sie to do jakiejkolwiek liczby ksztattéw. Ztagd mo-
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zna mie¢ w podobny sposéb kombinantowe sp6tzmienniki, ktére
sie nie zmienig gdy zamiast niektérych ksztattéw wezmiemy ich
liiujne funkcye. | tak w Jakobiowy (69),

podstawmy m-}-mV-f nW, za U, /'U-f m'Vw'W, za
V, etc. Wedle wtasnosci wyznacznikéw, iloczyn wyznaczni-
kéw [Im~n") stanie sie (UiY~AWa). A wiec spotczynniki kombi-
nantowego spotzmiennika sg funkcyami wyznacznikéw {ab’
{ac% iflbic'), etc.

167. Jezeli U= {a, b, yln, V= («, b, yY, sa
ksztattami podwojnemi tego samego stopnia, to U kN, albo
{a-\-ka'y b yY, w razie nadawania rozmaitych

warto$ci ilosci k, stanowi¢ beda uktad ksztattéw tworzacych
inwolucya z U, V. W ogéle uktad ma 2(n — 1) ksztattow,
z ktérych kazdy posiada kwadrat za spdétczynnik. Gdyz dyskry-
minant ksztattu stopnia n, ma spotczynniki rzedu 2(n — 1).
Jezeli teraz podstawimy a-\- ka' za a, b-\- kb' za b, etc., to k
mie¢ bedzie widocznie 2{n — 1) wartosci czynigcych dyskry-
minant zerem.

Przypuszczenie y = i we wszystkich ksztattach tych, ozna-
cza n punktéw na osi x. DowiedlisSmy ze w 2(n—1) przy-
padkach, dwa z n punktdw oznaczonych przez U -f- kY w je-
dno przypadajg miejsce; czyli, innemi stowy, znajduje sie
w inwolucyi 2{n — 1) punktéw podwdjnych.

Jezeli ma czynnik kwadratowy x — t o wiemy ze «
zadosy¢ czyni dwom ze zréwnan otrzymanych przez rézniczko-
wanie, tojest Ul -j-kNi= O, Uo+ kNA= O, a wiec zadosy¢
czyni zrréwnaniu otrzymanemu przez wyrugowanie k miedzy
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niemi. To zréwnanie UiV2 — UiYj= O stopnia 2[m—\) jest
Jakobiowym dla U, V; réwnajac go zeru otrzymamy
podwojnych punktéw inwelucyi, danych przez U, V.

168. Czynnik spdlny u i v, zamienia si¢ na czynnik kwadra-
towy w ich Jakobiowym. Zauwazmy ze jezeli
to uczyniwszy U\ — = J, przyjdzie
Rézniczkujac te
zrownania, 1° wzgledem x, 2° wzgledem y, otrzymamy

Wynika ztad ze kazda warto$¢ a na Czynigca mi y ze-
rami, sprowadzi do zer nietylko J lecz i rézniczki Jj, J2, a wiec
ze X —a musi wchodzi¢ do J jako czynnik kwadratowy. Da
sie to daleko prosciej dowies¢. Dajmy u — V= a nadto

wiec

zkad

Wynika z tego co powiedziano, ze dyskryminant ilosci u iy,
zawiera jako czynnik ich wyznacznik wypadkowy (resultant) R,
gdyz jezeli R niknie, Jakobiowy musi mie¢ dwa pierwiastki
réowne. Wezmy dwa ksztatty drugiego stopnia.
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ich Jakobiowy {ab")x* -f- {ac)xy -[-
ma za dyskryminant {a.b") {bc']— k{ac'f]

a ten jest rugownikiem danych ksztattéw kwadratowych.
W przypadku ksztattéw stopni wyzszych, dyskryminant Jako-
bowiego zawiera¢ bedzie inny czynnik, ktérego nature ponizej'
wykazemy.

169. WidzieliSmy, ze mozna nada¢ dla k tak™ wartos$¢, aby
u -\-kv  zawierato czynnilc kwadratowy. Lecz jezeli k ma by¢
takiem aby wprowadzato do u-\-kv  czynnik trzeciego stopnia,
to jego warto$¢ musi byc¢ zalezng od spotczynnikéw u i u.
Warunek zaleznosci tej bedzie stopnia 3(n — 2) wzgledem
jednych i drugich spétczynnikéw.

Jezeli {x — & jest czynnikiem u -f- lw, 0 x — a
bedzie czynnikiem trzech drugich rézniczkowych spétczynni-
kéw, czyli sprawdzi zrréwnania

a po wyrugowaniu k\Il, toz x —a sprawdzi zrréwnanie

U-n, 722,

Widoczna ze zréwnanie to daje punkta potrojne uktadu
u ko + lw, a ze jest stopnia 3(n — 2), tylez wiec bedzie
tych pnnlctéw. Liczbe ich inaczej znalezé mozemy : dajmy
warunek wedle ktorego u -f- kv daje punkt potrojny jes\
rzedu p wzgledem spétczynnikéw a. Podstawiwszy a -j- Id'
za a w kazdym spotczynniku u, otrzymamy zréwnanie sto-
pnia p wzgledem I, ktéremu zadosy¢ czyni¢ bed§ p wartosci
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na I; innemi stowy, p ksztattow uktadu u kv Iw {o-
siadaj§ punkta potrojne. Wynika zt8d ze -2), i ze
warunek ktédrym sie zajmujemy jest rzedu 3(n— 2) wzgledem
spolczynnikow v.

Warunek ten jest kombinantem, gdyz jezeli k moze przybraé
warto$¢ u -{-kv majec§ czynnik trzeciego stopnia, moze tez
przybra¢ warto$¢ tak™ aby {u av) -j- kv takiz zawierato
czynnik.

170. Jezeli u-\-kv ma [x — a)™ za czynnik, to czynnikiem
Jakobiowego ilosci u i v bedzie {x— a)». Gdyz rdzniczki
kvx, W2-- AyHi zawierajg widocznie ten kwadrat za czyn-
nik, a wiec Jakobiowy da sie wyrazi¢ przez (w, kwx)v-i
— («2+ kvvi~ O Jezeli 8= 0 wyraza warunek niezbedny
aby u = kv posiadato czynnik szeScienny, S bedzie czynni-
kiem w dryskryminancie Jakobiowego, gdyz dla S= 0O, Jako-
biowy ma dwa pierwiastki rowne, a jego dyskryminant staje
sieg rowny zeru.

Jezeli R jest wyznacznikiem wypadkowym, to dyskrymi-
nant Jakobiowego, tylko o czynnik liczebny r6zni¢ sie moze
od RS. Jezeli bowiem Jakobiowy jest stopnia 2(n — 1), jego
dyskryminant bedzie stopnia 2{2(n—1) — 1} w spoétczynni-
kach swych, ktére beda pierwszego rzedu wzgledem spéiczyn-
nikbw u i y. Lecz kazdy spotczynnik R jest rzedu n, spét-
czynnik S rzedu 2(w — 1), dyskryminant ma H i S za swe
czynniki, a wiec za rzed

n-[-3n—2= 2{2(n — 1) — 1}.

171. Dyskryminant ilosci u-\-kv uwazanej jako funkcya
posiada czynnik kwadratowy, jezeliw sktad u i v wchodzi jaki
czynnik spdélny. Jakoz (88), dyskryminant ten jest postaci

+ + lecz spélny czynnik u iv, pozwala
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je przeobrazi¢ w ten spos6b aby czynnikiem tym byto y, co
wymaga a= O, a = 0. Zt8d czynnikiem kwadratowym dys-
kryminanta bedzie {b + kUf, a w tym razie dyskryminant
pozostaje niezmiennym mimo Unijnych przeobrazer jego zmien
nych.

A zatem jezeli dyskryminant ilosci « + uwaza¢ bedziemy
za funkcy” k, to czynnikiem tego k bedzie R, czyli wyzna-
cznik wypadkowy u i v. DowiedliSmy bowiem ze w razie
R = O, funkcya k przyjmuje dwa pierwiastki rowne, a wiec
jej dyskryminanty znikaj8. | tak w ksztatcie drugiego stopnia
ac — b* zamieniajac a na a -4" ANc., przyjdzie :

(ac — k{ac' 4- ca — Ibb") -f Kk\a'c" — b"),
ktéra to ilos¢ ma za dyskryminant
("ac — 62) (aVv — b"")— U{ac'+ ca — 2bb'Y"

W tej to jedynie postaci powinien by¢ pisanym wedtug
D" Boole, wyznacznik wypadkowy ksztattu drugiego stopnia
{a, b, yf, {al, b, , yf, gdyz sktadowe czesci
tej postaci s§, niezmiennikami w dziataniach bardzo dogodnemi.
W ksztattach wyzszych stopni dyskryminant dyskryniinanta
ma R za czynnik (inne czynniki juz znikty).

172. Jezeli mamy czynnik trzeciego stopnia lub dwa oddzielne
czynniki stopnia drugiego, dyskryminant ilosci u-j- kv bedzie
podzielny przez Bo jezeli Mma A zadyskryminant, u-A-hj
bedzie miato za takowy

Jezeli u posiada czynnik drugiego stopnia, A zniknie, i albo
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trzy pierwiastki a, y bedgrdéwne, albo istnie¢ bed§ dwie pary
pierwiastkdw réwnych (94); wiec znikn§ rézniczki A, o> >

a zatem caty spétczynnik mnozacy k w dyskryminancie ilosci
u -\-ky, a k™ bedzie czynnikiem dyskryminanta. Widoczna ze
jezeli u av ma czynnik szesScienny lub dwa kwadratowe, jego
dyskryminant bedzie podzielnym przez [k— a)® gdyz  u-\-kv

u av[k —dyv. Dajmy ze S= O i T = O, wyrazaja
warunki podzielnosci u -{- kv, pierwszy przez czynnik szes-
cienny, drugi przez dwa czynniki kwadratowe, tak T jak S
beda czynnikami dyskryminanta iloSci u-\-kv ze wzgledu na k,
gdyz S= O lub T = O sg oznakg podzielnosci dyskrymi-
nanta przez czynnik kwadratowy. Dowiedlismy (171) ze R jest
czynnikiem dyskryminanta, ktory (wedtug P. Gayley) nie moze
by¢ innym jak RSATA.

W ogo6le nie istnieje inny przypadek w ktorymby dyskrymi-
nant u-[- kv, posiadat czynnik kwadrotowy. ZnalezliSmy ze
w rasie trzeciego i czwartego stopnia S i T stajg sie SM i TA,
a to daje sie w ogdle stosowaé¢ ze wzgledu na rzedy. Gdyz dys-
kryminant u k v rzedu 2w — 1) co do k, ma czynniki
rzedu O, 1, ... 2(n—1) wzgledem spdtczynnikéw ksztattow
danych ; spotczynniki dyskryminanta bedg przeto wzgledem
tychze rzedu 1[n — 1)(2n — 3). Wiemy za$ ze R jest rzedu n,
S rzedu 3(n— 2), a T, jak dowiedziemy ponizej, rzedu
2(«— 2)(n — 3), i

2n—1D(@2n —3)=n -4-9(n— 2) kfn — 2) (n — 3).

173. Wiemy (166) ze kazdy kombinant u, v, przybiera czyn-
nik bedacy potega — w razie gdy u, v, zamienimy
na \u -j- (iv, \'u -f- Dowiedziemy obecnie ze rugownik te
samg wiasno$¢ posiada. Zauwazmy ze jezeli w pewnej liczbie
ksztattdow danych, jeden jest iloczynem Kkilku innych, na prziC-
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ktad :u, v, ivw'w", icti wyznacznik wypadkowy jest iloczynem
wyznacznikéw wypadkowych {mw), {uww'), [uviv"). "Wpro-
wadzmy wen spdélne pierwiastki u, v, i pomnézmy otrzymane
wypadki, nowy iloczyn bedzie réwnym iloczynowi wyniktemu
z pomnozenia w, W' iv", po podstawieniu w nie rzeczonych
pierwiastkow. Nadto wyznacznik wypadkowy u, vy, kiv, jest
takimze wyznacznikiem u, v, w, rozmnozonym przez W,
gdyz wchodzg wen spétczynniki w w stopniu mn. Niech R(M, V)
bedzie wyznacznikiem wypadkowym m, y, ilosci stopnia n,

zkad

W tenze sam spos6b dowiedziemy Zzc M, V, ?V, ma za rugo-
wnik, rugownik
wziete razy

174. Dajmy ze U, V, sg funkcyami rzedu m i n wzgledem
Mi y, te za$ funkcyami rzedu p wzgledem x, y, i ze wypad-
kiem wyrugowania u, y, pomiedzy U, V, jest D; rugujac x, VY,
miedzy U, V, otrzymamy DP pomnozone przez wyznacznik
wypadkowy w, y, wyniesiony do potegi mn. Gdyz U da sie
roztozy¢ na czynniki, u — «y, u —ey,..., V za§ na w— a'y,
u— 6'y,..., (173), wyznacznik wypadkowy U, V, jest iloczy-
nem wszystkich pojedyriczych wyznacznikéw wypadkowych

(*)u-f-kv, V, i tazilo$¢ po odjeciu od ni®j u, v, wziete razy maja
ten sam wyznacznik wypadkowy (166).
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Jednym z nich jest (a — a")pR(w, v), a ich
hczba réwna sie mn, jezeli je zatem pomnozymy, otrzymamy
R(u, v) do potegi mn, pomnozone przez
wyniesione do potegi p, jest to za$ rugownik U, V, wzgle-
dem u, v

175. Szukajmy dyskryminanta U wzgledem ar, y, gdy to U
jest funkcyg u, v. Dyskryminant wieloczynu dwoéch ksztattow
podwéjnych u, v, réwna sie (96) iloczynowi dyskryminantéw
iloSci u i V rozmnozonemu przez ich wyznacznik wypadkowy
wyniesiony do kwadratu.

Jezeli U= (Ww— av){u — gy)..., dyskryminant U rowna si¢
iloczynowi dyskryminantéw u— aw, M — .., rozmnozo-
nemu przez kwadrat pojedynczych wyznacznikéw wypadko-
wych u — ay, u—gy,... Lecz, jak powiedziano, niektére z nich
sg (@ — s)pr(™, y). Jezeli U uwazane za funkcyg u,v, jest

stopnia m, bedzie ~ (m— 1) pojedynczych wyznacznikéw wy-

padkowych, kwadrat ich iloczynu stanie sie :

lecz @a— (a—yf jest dyskryminantem U uwazanego
za funkcyg u, v. Oznaczmy go przez A, a wiemy ze iloczyn
kwadratéw pojedynczych wyznacznikéw wypadkowych bedzie

~Vezmiemy teraz iloczyn dyskryminantéw u — av,
u — et',..., ktéry jest wypadkiem wyrugowania a miedzy dy-
skryminantem u — av (bedacym ksztattem rzedu 2(p — 1)
wzgledem aj, a ksztattem rzedu m wynikajacym z podstawie-
nia u— av w U. Ten to iloczyn p. Sylwester w inny przed-
stawit sposéb : niech a® BO, bedg spdtczynnikami XP WU, vy,
wyznacznik wypadkowy u—aw, u—ai', bedzie (flo—a”o) razy
wzietym u — av dyskryminantem (89). Lecz
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Wedle 168, J= WM\ — daje ?0 =p{UiV — m?*), a* — ab"
= R(m— av, y), a dyskryminant u — av r6zni sie tylko o
czynnik liczebny od wyznacznika wypadkowego (u — av, J)
podzielonego przez R{M, U). Przeto iloczyn wszystkich dyskry-
m-nantéw bedzie wyznacznikiem wypadkowym J przez iloczyn
u—av, u — So,.., albo wyznacznikiem wypadkowym U, J,
podzielonym przez R(m, V) do potegi m™. Przychodzimy do
wypadku p. Sylwestra [Compte?, Rendus, tom. LYII* str. 1078),
ze dyskryminant U wzgledem xy jest APR(M, J),
wyrazenie daj§ce sie skroci¢ z powodu ze R(U, J) ma HM, y™
za czynnik

'176. Rzecz o potrdjnych i poczwdrnych ksztattach, jako
w geometryi wazna, do dziet geometrycznych, odestang byf
powinna. Wskazemy jednak w tem miejscu co w przypadku
tych ksztattéw odpowiada dopiero co wytozonym teoryom (*).

Niech u i v bedg dwoma potréjnemi ksztattami, i dajmy
ze napisalismy dyskryminant ilosci u-\- kv', ten uwazany jako
funkcya ma czynnik kwadratowy; najprzéd, jezeli krzywe
przedstawione przez t/ i y sg do siebie stycznemi. Gdyz wi-

dzielismy (97) ze zréwnanie .. =0,
przedstawiajgce pewng krzywg ma dyskryminant formy
¢i9 be-if -[- A viec dyskryminant ilosci u lw
przybierze posta¢ (a -{- ka!) 0 -}- kb"<f -f- Biorac za

(*) Pierwsza edycya wyzsztlj algebry p. Saltnona, ttlumaczona na jezyk
Francuzki przez p. Bazin {Leeons cfalgebre supdrieure par G. Salmon,
professeur au College de la Trinite d Dublin. Traduit de fanglais par
M. Bazin, ingenieur des Ponts-et-Cliaussees. Paris, 1866, chez Gauthier
Yillars), traktuje w dwoch osiatnicli lekcyach o ksztattach potréjnych
i poczwérnych. Druga, angielska edycya tegoz dzieta {Lessons intro-
ductory to the modtrn higher. algebra, by the rev George Salmon.
Dublin, 1866), przedmiot ten do geometryi odsyta. Jakoz autor traktowat
Yo obszernie w dziele : Geometry of three dimensions. W niniejszem
thimaczeniu poszedtem za drugiem, to jest angielskiem wydaniem.

{Przyp, tlumacza.)
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punkt xij sp6lny u \ v, a \ a! znikng; a jezeli przyjmiemy vy,
za spolIn§ styczny, b i b' znikng takze, pozostanie dyski'ymi-
nant formy {ckc')"~" w ktérym widocznie wystepuje czyn-
nik drugiego stopnia.

177. Dyskryminant ma powtére wyznacznik drugiego stopnia,
jezeli u posiada punkt zwrotu, albo punkt podwéjny. Dyskry-
minant A potréjnego ksztattu zamyka w sobie warunek nada-
jacy dla iti, Wo W3 jeden spélny uktad wartosci; lecz w ob-
chodzacym nas przypadku, dwa takie uktady (rowne lub rézne)
istnie¢ muszg, a wiec zniknie (85) nietylko A, lecz jego rozniczki
w odniesieniu do spritczynnikéw u. Dyskryminant ilosci  u-\-kv

ma forme - n + i da sie w tym razie

podzieli¢ przez a nadto (172) jest podzielnym przez [k—af,
jezeli krzywa u av._ma punkt podwojny lub zwrotu. Dajmy
ze R= 0O wyraza warunek stycznosci u\ W S = O, warunek
aby pomiedzy krzywemi danemi przez u kv, znajdowata sie
jediia majaca punkt zwrotu; wreszcie T = 0, warunek aby
miedzy temiz byta jedna o punkcie potréjnym; wiemy za$ ze
R, S, T, sg czynnikami dyskryminanta dyskryminanta ilosci
u-\-kv  uwazanej jako czynnik k, a ktérym jest RS T™\

Mozna tego dowie$¢ bhiorac pod uwage rzed dyskryminan-
ta (172), ktoéry dla ksztattu potréjnego u-\-kv jest rzedu 3(n —
w A a ktérego wyrazy skrajne majg spotczynniki tego samego
rzedu jak uiv. Tego dyskryminanta utworzymy dyskryminant
uwazany jako funkcya k) przyktad wyrazéw tego ostatniego
dostarczy iloczyn skrajnych wyniesiony do potegi 3(n— 1)»— 1.
Ztad rzed dyskryminanta tego w spoOtczynnikach u iv jest
3w — 1)2(3n- — 6w-|-2). Bedzie za$ dowiedzionem ze R jest
rzedu 3w(w— 1), S rzedu 12(n— 1)(n — 2), T rzedu

I n—1){n—2)3n2_ 3n— 11).
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Lecz :

178. Podamy Iu jedynie dowdd na rzed R, ktérg to ilos¢
jako wyrazajaca stycznosé krzywych danych przez u i nazwat
P. niezmiennikiem stycznosci. P. Salmon podat, w r. 1836,
{(Juarterly Journal, t. I, str. 339) nastepujacy sposob obliczania
go. ZnajdZmy wyznacznik

a otrzymamy miejsce punktéw, Kktérych polarne wzgledem
u \'V, przecinajg sie wedle linii dowolnej

Jezeli miedzy temi punktami znajduje sie jeden spoélny obu
krzywym, ich polarne beda stycznemi w tym punkcie; a kazda
z nich moze mie¢ punkt spélny z ax Ny yz, tylko
w przypuszczeniu przechodzenia przez punkt spélny dwom
krzywym, lub gdy obie styczne na jednag prostg sie zamienia.
Wyrugujmy zmienne miedzy u, v, i wyznacznikiem powyzej
napisanym (rzedu m+ n— 2 w swych zmiennych, a rzedu
pierwszego w spotczynnikach kazdej z krzywych), a wypadek
bedzie R rozmnozone przez wypadek wyrugowania zmiennych
miedzy u, v \ clx Ny yz. Catkowity wyznacznik wypad-
kowy jest rzedu mn w a, 6, y, a zawiera spo6tczynniki u
w rzedzie n(m w— 2)-f mn = n(2m n — 2), spotczyn-
niki zas V w rzedzie /n(2n-|-m — 2). Wyznacznik wypadkowy
u, V, ax-\-ty y2, zawiera a, ¢,y w stopniu mn, spoétczyn-
niki u w stopniu n, a spo6tczynniki v w stopniu m. Wiec
spétczynniki u i v wchodzg do R, pierwsze w stopniu w(2m
+ — 3), drugie w stopniu m(2n m 3). W raziem= n
wpadamy na znang ilos¢ 3w(n — 1).
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Wypadek ten inaczej otrzyma¢ mozna : rzed niezmiennika
styczno$ci w spOtczynnikach v, jest widocznie réwnym liczbie
krzywych ksztattu u  \v-j- “w mogacych by¢ stycznemi do u.
gdy Miy s8krzywemi jednego rzedu. Lecz punkta stycznosc;,
u s~ widocznie punktami Jakobiowego iloSci u, v, w, ktéry
jako bedgcy krzywag rzedu m-\-2n — 3 da m{m -f- 2n — 3)
punktdw stycznosci z u.

179. Twierdzenie o dyskryminancie iloczynu dwéch ksztal-
tow podwdjnych (91), do potréjnych zastosowa¢ sie nie da ;
gdyz ich dyskryminant zniesie sie tosamosSciowo. W rzeczy sa-
mej, dyskryminant jest warunkiem aby jedna zkrzywych miata
punkt podwdjny, krzywa za$wynikta z dwdch innych, ma
punkta podwdjne w miejscach przecie¢ krzywych sktadowych.
A pomijajagc geometryczne wzgledy, dyskryminant uv, jest
warunkiem pozwalajacym znalez¢ zmienne sprawdzajace zara-
zem rozniczki : uvx + W) + vu.i,.. Odpowiadajg zadaniu
temu wszelkie wartoSci zadosy¢ czynigce spétczeSnie u i v,
a znajdziemy je zawsze, jezeli tylko wiecej nizeli dwie zmienne
wchodzg w sktad zrdwnari.

Nadto twierdzenie paragrafu 91 dasiebezposrednio zastoso-
wa¢ doniezmiennikdw stycznoSci. Warunek, aby linia u byta
styczng do vw zostanie spetnionym, jezeli udotyka tak wjak v,
lub przechodzi przez ich przeciecie; gdyz to przeciecie oznacza
punkt podwdjny, a linia przez takowy przechodzgca uwaza sie
podwdjnie zastyczna. Jezeli wiec T(w, v) jest niezmiennikiem
stycznosci dla u, v, przyjdzie :

T(m, W) = Hu, VT{y, v, W)
gdzie R(w, v, w) jest wyznacznikiem wypadkowym u, y, iv.

Ten wypadek da siesprawdzi¢ przez poréwnanie rzedow iv
jakich donwchodzg spétczynniki u, v lub w, itak codo u
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mamy :
(nd-N{n4-jo+2m — 3) = -(-2m —3) + + 2m—3) 4-2n/?.

180. Toco$my powiedzieli (178) etosuje siedo uktadu trzech
poczwdrnych, lub k —\ ksztattow po k branych. Niezmien-
nik styczno$ci trzech poczwdrnych ksztattéw oznacza warunek,
ze dwa zpomiedzy mnp punktéw powierzchni przez te ksztatty
danych, przypadajg razem, czyli ze ptaszczyzny styczne w nich
do powierzchni danych majg sp6lng linig. przeciecia. Przycho-
dzimy dotego dzielgc (178) wyznacznik wypadkowy u, v, w,
oraz

M, us,, 14

WA WA, WA

a, 6, vy, S
przez wyznacznik wypadkowy u, v, w, -[- M -f- eeeTak
postepujac przekonywamy sie ze wyznacznik stycznosci zawiera
spotczynnik u w stopniu np{2mnp —h), wypadek po-

twierdzony uwaga ze takaz jest liczba punktéw w ktdrych Ja-
kobiowy wu, u', v, w, spotyka przeciecie vw. Podobniez nie-

zmiennik stycznosci k — I ksztattow (M, v, w.) po k branych,
zawiera spétczynniki n w stopniu réwnym iloczynowi n, />,...
rozmnozonemu przez Im np A ..—k

181. Dla uzupetnienia przedmiotu podamy teoryg niezmien-
nika stycznos$ci dwdch poczwdrnych ksztattéw, doczego uzyc
musimy prawd, ktdre nieco pdzniej udowodnimy. Dowodzenie
poprzednio uzyte przekonywa, ze rzed spdOtczynnikéw U w nie-
zmienniku stycznosci U, W, jest rowny liczbie ksztattéw uktadu
U -[- XVdajacych punkta stycznosci zW, przypusciwszy ze U iV
sg jedynego rzedu. Lecz poréwnywajgc spotczynniki ptaszczyzn
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stycznych do U -f- i W, spostrzezemy ze punkt stycznosci
musi zadosy¢ czyni¢ uktadowi réwnowaznemu dwom warunkom

W rozdziale o rzedzie uktadéw zréwnan, zobaczymy ze ukiad
nasz jest rzedu

gdzie X V, sa rzedami Ui, Y,, Wj, atemi sg w naszym
przypadku m— 1, m—1, n — 1. llzed uktadu jest wiec

a rzed niezmiennika stycznosci réwna sie tej cyfrze wzietej razy
n ; wypadek ostatni kombinujagc z W = O, ktére sprawdzi¢ sie
musi, otrzymamy punkt stycznosci.

182. »Po tych szczegétach, przedstawienie ogdlnej teoryi ob-
chodzacych nas obecnie niezmiennikéw nie ulega zadnej tru-
dnosci. P. Sylwester zowie je osculants, wyraz réwnowazny
uzytemu, niezmienniki stycznosci. Wezmy i ksztattéow U, V, W,...
0o k zmiennych; oskulant zawiera warunek aby uktad wartosci
ktory sprawdza U, V, W...., iksztalty stycznosci a;U"i-|-yU'2-|-...
byty zwigzane tosamosciowo przez

innemi stowy, warunek ze zréwnania
uktad.
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mog? by¢ spotcze$nie sprawdzonemi. Ostatni uktad jako majecy
k kolumn, oraz i linij, odpowiada k— i zrownaniom,
a wiec poréwnany zliczbg i zrdwnan danych jest rdwnowaz-
nym A;-j-1 zréwnaniom o k zmiennych. W istocie jednak
nie odpowiada onjak k zrdwnaniom, gdyz jezeli napiszemy U,
V,... w postaci = 4-...= 0, etc.,
to warto$¢ zadosy¢ czynigca wyznacznikowi i ksztattom danym
U, V, W, .., procz jednego, i temu ostatniemu zadosy¢ czyni¢
musi. Uktad réwnowazny k zrownaniom o k zmiennych, ulega
pewnemu warunkowi w razie sprawdzenia; rzed tego warunku
wspltczynnikach U, znajdziemy jak w paragrafie 181. Za U
napiszemy U  \u, aprzekonamy sie ile zpomiedzy wartosci

zmiennych zadosy¢ czynig i — 1zréwnaniom V, W,..., i
uktadowi

Uo Uo, Us, ...

ULtz W e 0

V., V2, Ya,...

W., W, W3,..

rownowaznemu k —\ zréwnaniom. Rzed e— 1 zréwnah
V, W,..., jestiloczynem ich stopni, n, p,..., arzed oskulanta
w spotczynnikach U jest iloczynem tej liczby przez rzed uktadu
wyznacznikéw, doznalezienia ktdrego podamy prawidto w roz-
dziale traktujacym o rzedzie uktaddw zréwnan.

Dla jednego ksztattu danego, oskulant jest dyskryminantem,
dla k ksztattéow o k zmiennych jest onwyznacznikiem wy -
padkowym. Twierdzenie paragrafu 91 stosuje sie do nich; dajmy
ze szukamy oskulanta k — 1 ksztattow o k zmiennych, i ze
ostatni z tych ksztattéow réwna sieiloczynowi dwoch ksztattow
U, V; widoczna ze oskulant catego uktadu bedzie iloczynem
oskulanta Ui/t —2 pozostatych ksztattéw, oskulanta V i tychze
k — 2 ksztattow, oraz kwadratu wyznacznika wypadkowego
wszystkich ksztattéw danych.

ALGEBRA. n. — 16
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Nalezatoby zaje¢ sie forme dyskryminanta Jakobiowego
ilodci xU + + vW, w razie gdy U, V, W, sa ksztattami
potréjnemi, oraz formg dyskryminanta ze wzgledu na X fj, v.
Przypadek gdy U, V, W, se poczwérnemi w rozdziale XVI
traktowanym bedzie; w innych razach ostatni dyskryminant
znosi sig tosamos$ciowo.



ROZDZIAL XV.

ZASTOSOWANIA DO KSZTALTOW PODWOINYYCH.

183. Wytozywszy gtéwne punktu teoryi ogélnej, objasnimy
je w rozdziale niniejszym najprostszenii przyktadami niezmn -
nikdw i spdtzmiennikdw rozmaitych zréwnad. Metoda para-
grafu 101 pokazuje zeksztatt podwdjny posiada w ogdle u—2
niezaleznych niezmiennikdw; gdyZ tamze dowiedzionem zostato
Ze wtym razie mamy n— 3 niezmiennikéw bezwzglednych,
a poniewaz (101) jeden taki niezmiennik wywodzi siez dwdch
zwyczajnych, wiec ilos¢ tych ostatnich jest n— 2. Jezeli
SIT dwoma niezmiennikami tego samego stopnia, to
S -j- aT, gdzie a jest czynnikiem liczebnym, bedzie takze nie-
zmiennikiem, ktérego jednakie uwazaé niemozemy za nowy,
niezalezny od S i T niezmiennik. Podobniez wzgledem S
drugiego, i T trzeciego stopnia, SN aT-w tymze samym
znajduje sie przypadku. Lecz niezmiennik nie daj(icy sie wy-
miernie wyrazi¢ w funkcyi S i T, naprzyktad U dany przez
zréwnanie R~= Sh-f- jest réinym od S i T, lecz za-
leznym od nich niezmiennikiem. Tak ze gdy n— 2 wyraza
liczbe niezmiennikéw niezaleznych ksztattu danego, liczha nie-
zmiennikdw odrebnych (przeszediszy 62 stopied) bedzie nie-
ograniczony.

Wezmy uktad ztozony zdwéch ksztattow stopni 2 i /i; po-
stepujac wedle paragrafu 101,przyjdziemy do w-fn-f-2
zréownan ktére sprawdzonemi byépowinny, a ze tylko cztery
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state ulegaja naszemu rozporzadzeniu, uklad przeto posiada
n-f-%—2 bezwzglednycli, a m-{-n —\ zwyczajnycli nie-
zaleznycti niezmiennikdw czyli ze uktad z dwdoch ksztattow
ztozony, posiada trzy niezmienniki niezalezne wiecej, anizeli
icli posiadaty ksztatty pojedynczo wziete, majagce m—2in—2
niezmienniki takie. Gdyby jednak jeden z ksztattow byt pierw-
szego lub drugiego stopnia, toby tylko dwa nowe niezmienniki
niezalezne przyby¢ mogty; a todlatego ze tym razie
nie n —2 lecz w — 1 wyraza ich ilo§¢, ktéra jest O dla ksztattu
Unijnego, a 1dla ksztattu drugiego stopnia. Przeto liczba innych
niezmiennikdw bedzie o 1 mniejszg od iloSci wskazanej pra-
widtem ogdlinym.

Niezmienniki pewnego ksztattu i uktadu linijnego
(114), moga by¢ uwazane za przeciwzmienniki ksztattu danego,
a teznowu w ksztattach podwdjnych zamieniaja sie na spét-
zmienniki przez zamiang ~\y nay i —a. WidzieliSmy ze
ksztalty podwdjne procz niezmiennikdw dwa tylko niezalezne
spOtzmienniki posiadaja; a zeksztatt sam moie by¢ uwazany
za jeden zeswoich spotzmiennikéw, wiec wszystkie spdtzmien-
niki dadza sie wyrazi¢ w funkcyi ksztattu, jego niezmiennikdw
i jednego sp6tzmiennika; wyrazenie tonie zawsze jest wymier-
nem.

Przyslepujemy dowymienienia niezmiennikéw i spétzmien”
nikéw zasadniczych dla najprostszych ksztattéw.

18/1. KSZTALT DRUGIEGO sTopNiA. PodaliSmy juz gtéwne punkta
odnoszgce sie doteoryi ksztattu

[a, b, yy;

ma onjeden tylko niezalezny niezmiennik (102), bedacy zara-
zem dyskryminantem ac — b-. Kazdy inny niezmiennik musi
by¢ potega [ac— b"M)". "WidzieliSmy takze (137) ze wedtug
prawa wzajemnosci p. Hermita, tylko ksztatty stopni parzy-
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slych majg niezmienniki drugiego rzedu ktérych formutg sym-
—2m

boliczng jest 12 . Uczyniwszy y = 1 w' ksztalcie danym,

bedzie on oznaczat dwa punkta na osi ktore razem przypadnag

gdy dyskryminant stanie sie¢ = O (167).

W podobny sposob uktad dwdéch ksztattow

—2

ma za niezmiennnik 12 = ac'-{-a'c — 2bb'. Jezeli kazdy z da-
nych ksztattdw wziety osobno pznacza dwa punkta na osi

to znikniecie niezmiennika bedzie poznakg ze mamy cztery
punkta w stosunku harmonicznym, i to takie ze dwa odpowia-
dajgce jednemu ksztattowi, sg sprzezonemi dwdch innych od-
powiadajgcych ksztattowi drugiemu. DowiedliSmy réwniez ze
spotzmiennik 12 (czyli wyznacznik Jakobiowy uktadu) przed-
stawia ogniska uktadu inwolucyjnego danego przez cztery punk-
ta (167).

Rugownik uktadu moze by¢ napisany pod jedng z postaci :

albo

W razie trzech ksztattéw drugiego stopnia

sprowadzenie do O wyznacznika
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wyraza warunek ze trzy pary punktéw danych przez trzy ksztatty
sg w inwohicyi (*).

185. KszTALT TRZECIEGO STOPXNIA. WeZmy

jedyny niezmiennik tego ksztattu jest jego dyskryminantem :

Hessowy 12 jest :

mozna go napisa¢ jako wyznacznik

ktéry ma jednaki z ksztattem samym dyskryminant. Jezeli
ksztatt trzeciego stopnia ma a, (3, y za pierwiastki, natenczas
jego Hessowy bedzie (117) :

Spétzmiennik trzeciego stopnia, czyli przewoznik dyskrymi-

(*) Wszystkie szczegéty geometryczne w tym paragrafie przytoczone,
wyjete sg z dzieta p. Salmona o stozkowycli {The conics), str. 291-296.
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nanta (122) jest:

{Md — "abc + W, abd A- b*c — 2aci, 2b-"d- ocd— bc?,

— Zbcd ~ nd”— yf.

Mozemy go przedstawi¢ geonietrycziiie w sposéb nastepujacy :
wezmy trzy punkta oznaczone przez ksztatt dany, i znajdimy
punkt harmoniczny odpowiedni kazdemu z nich w odniesieniu
do dwdch pozostatych, aotrzymamy trzy nowe punkta bedace
przedstawieniem geomeirycznem w mowie bedacego spot-
zmiennika. Bo jezeli ksztatt dany zamieni sie na xy{x ¥),
to przypuszczenie a= d=.i), i b= c-=1 pokaze le x —y
bedzie czynnikiem spétzmiennika. Lecz a-f-y, x —y s3 sprze-
zonemi harmonicznemi wzgledem x \'y, [i oznaczywszy przez
a, 3y, Sodlegtosci tych czterech punktéw odpoczatku, mie-
rzone na osi x, przekonamy sie ze wszelki miedzy niemi,
harmoniczny stosunek, wyrazajacy sie przez stosunek iloczynow
ot—P)(y— i (a—y)(3—Y9 nie bedzie naruszony przez

przeobrazenie linijne zalezace napodstawieniu AL za.

A jezeli dowiedziemy ze dlajednego przypadku istniejg sto-
sunki ktorych przeobrazenia linijne bynajmniej nio zmieniajg,
to tem samem dowiedziemy ze ta wtasno$¢ jest ogdlng. Inne
czynniki przewoznika ilosci  xy{x-\-y] 2%-\-y,
tak ze nasz wypadek moze byd¢ napisany symetrycznie jako
przewoznik iloSci xyz (wktdrej x, y, z potgczone sg zwiaz-
kiem linijnym x 'y z — {i), przewoznik ten jest

—NU—=26—

Uwagi powyzsze prowadza nas do wyrazenia czynnikéw spot-
zmiennika w funkcyi pierwiastkow ksztattu danego; bo dawszy
ze < przedstawia odlegtos¢ od poczatku punktu sprzezonego
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Z ff wzgledem Sy, wyciggnijmy warlo$¢ na S ze zréwnania

przyjdzie

zkad otrzymamy na warto$¢ spotzmiennik

Warto$¢ te sprawdzi¢ mozna uskuteczniajac mnozenie i pod-
stawienia w funkcyi wyrazéw zréwnania.

486. Usitowaé teraz bedziemy znalez¢ zwigzek miedzy po-
przedniemi spo6tzmiennikami i niezmiennikami za pomocg ka-
nonicznych form ktére dla = dy” sg : dyskryminant

Hessowy ]A.-~adxy, ispétzmiennik trzeciego stopnia
J = ad{ax — dy"). Dyskryminant ilosci J jest trzecig potega
dyskryminanta ilosci U, gdyz dla ksztaltu kanonicznego staje
sie on aH”~. W paragrafie 183 przewidywalismy ze J nie jest
niezaleznem od U i H, za pomocg za$ kanonicznego ksztattu
tatwo przyjs¢ mozemy do zréwnania otrzymanego przez p. Cay-
ley, a wykazujacego zwigzek miedzy niemi zachodzacy :

Pan Cayley uzyt tego zréwnania do rozwigzania U przez
roztozenie na linijne czynniki. Bo gdy J* — DU" jest szeScia-



ZASTOSOWANIA DO KSZTALTOW PODWOINYCH. 2/49

nem zupetnym, wnosi¢ mozemy ze czynniki J+u v D takiemiz
szeScianami bede; iw rzeczy samej, se one dla formy kano-
nicznej

Poniewaz zas§ x\ a—y y ~djest jednym z czynnikéw formy

kanonicznej, widoczna przeto ze czynnik ogélny jest propor-
cyonalny do

funkcya stajgca sie zerem dla U= a

PliZYKLAD. — Powr6émy do zréwnania paragrafu 125

mamy

zknd

a czynniki s? '

187. UKLAD ZLOZONY Z KSZTALTU DRUGIEGO | TRZECIEGO STOPNIA.
Dajmy

A Najprostszy niezmiennik otrzymuje sie kombinujgc ksztatt

drugiego stopnia z Hessowym ksztattu trzeciego stopnia, i obli-
czajac posredni niezmiennik dwdéch ksztattéw kwadratowych ;
otrzymamy
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Wyznacznik wypadkowy obliczony wedle paragrafow Wi 67
bedzie

J i R uwaza¢ mozemy za zasadnicze niezmienniki uktadu;
dla tatwiejszego pordownania z niemi innych spdtzniiennikéw
przypuszczamy A = G = O, czyli bierzemy za x iy dwa
czynniki ksztattu drugiego stopnia. W tym razie mamy

Wyznacznik Jakobiego jest

Procz tego istniejg spOtzmienniki linijne; wprowadzmy
symbole rézniczkowe w stopien drugi i wykonajmy na stopniu
trzecim dziatania wskazane, a otrzymamy

dziatajgc podobniez przez Lj na ksztatt stopnia drugiego przyj-
dzie
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Wartosci na Li i Lo wyrazone w funkcyi e, Yy, pier-
wiastkdw zrownania trzeciego stopnia, oraz 6', pierwiastkow
zréwnania drugiego stopnia, zamienig sie na

Wyznacznik wypadkowy ilosci Li i L2 w razie A C=0
jest proporcyonalny do B”bc. Oznaczywszy przez A dyskry-
minant AG — B" ksztattu drugiego stopnia, przekonamy sie
ze wyznacznik wypadkowy ilosci Li, i L2 wyrazony w funk-
cyi niezmiennikéw zasadniczych jest RrR-}-sAL

Otrzymamy inne linijne spétzmienniki, zastepujac w Li i L.
spotczynniki ksztattu trzeciego stopnia przez spétczynniki odpo-
wiednie spétzmiennika tego ksztattu (122).

Rugujac miedzy L, i ksztaltem drugiego stopnia, lub miedzy
Lj i L2, do jednego dochodzimy wypadkuj lecz rugujac
miedzy Li i ksztaltem trzeciego stopnia, nowy otrzymujemy
niezmiennik, po uczynieniu A = C = O, abedzie on db™),
ilos¢ nie dajaca sie przywies¢ do zadnej z form poprzednich.
Kwadrat jednak z tej ilosci tatwo sie do nich sprowadzi¢ daje.
Albowiem dyskryminant ksztattu trzeciego stopnia jest

kwadrat za$ z naszego niezmiennika pomnozony przez 16.

uczyniwszy w nim
otrzymamy wyrazenie w funkcyi niezmiennikéw zasadniczych.

188. uktaDp pwocH szescianow. Uktad taki i

,ma za najprostszy niezmiennik (



252 ROZDZIAL XV.

(120, przyktad 2), ktéry jest kombinantem, i ktéry uwazac nalezy
jako niezmiennik P. Wtasnos$ci uktadu najlepiej sie rozpoznaj8i
gdy go przywiedziemy do formy Au*+ By*

-[- 4- ktéra wieloma sposobami otrzymac sie daje,
gdyz kazdy z uktadéw trzeciego stopnia zawiera cztery state,
a uktad caty zawiera ich o$m; ksztatt przeto dopiero napisany
zawiera sze$¢ statych wyraznych, wrescie u, v, w, po jednej
domysSinej, gdyz u zastepuje a?-]--h eee Drugi ksztatt ro-
wnowazny jest ksztattowi z dziewiecioma statemi, a wiec ma
jedn8 stat8 wiecej anizeli potrzeba do zamienienia go na ksztaht
ogdliny.

Trzy za$ podwOjne ksztatlty pierwszego stopnia, potgczone
s§ zwigzkiem tosamo$ciowym ksztattu
State a, S, y, lak zostaty oznaczone aby dla
byto

Podstawiajac za w jego warto$¢, i piszac szeSciany, przyj-
dzie

niezmiennik P uktadu bedzie i

Dla znalezienia wyznacznika wypadkowego uktadu, rozwig-
zemy zro6wnania AmABy” 4" MW= =
co nam da 3= (BG", = (GA), i podstawimy
w tosamos$¢ u-\- v w = zkad

Oznaczmy przez U, "V, dwa ksztatty trzeciego stopnia; wie-
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my (169), ze istnieje niezmiennik trzeciego rzedu we wzgledzie
spétczynnikéw obu ksztattéw trzeciego stopnia, wyrazajacy
warunek moznosci oznaczenia x w taki sposéb aby U -[- W
byto sze$cianem zupetnym. Oznaczmy przez Q ten niezmiennik,
bedzie on réwnym iloczynowi (AB")(BC')(CA"), i bedzie miat
sp6tczynniki tego co ten iloczyn stopnia. Bo jezeli jaki czynnik
(AB") zniknie w iloczynie, to AV ~ A'U, zamieni si¢ widocznie
na szescian zupetny (AG)%6®, a wyznacznik wypadkowy przy-
bierze forme PA — 27Q.

189. Dla bezposredniego znalezienia niezmiennika Q ksztat-
tow {a, b, c, yY, {a, h\ c, y f, postagpimy jak
nastepuje. Jezeli U-j-W ma byé doskonatym sze$cianem, to
sp6tczesnie zadosy¢ czynimy trzem drugim rézniczkom; bedzie
wiec

Rozwiazmy linijnie te zrownania wzgledem Xy vy, 1,
i zrobmy x X "y = y X '">x,otrzymamy na zadany warunek

albo :
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Nadajmy na a, b,.., wartosci A, — C, — G,... a otrzyma-
my (188), — (AB")(BG")(GA') ; rozmnozywszy przez 27 wypa-
dek ten, i dodawszy don \{nd) — otrzymamy wy-
znacznik wypadkowy w formie

wypadek zgodny z wypadkiem paragrafu 61, rozebrawszy go
na trzecie potegi napisane bez dwumianowych spotczynnikow.

190. Otrzymalismy niezmiennik P uktadu Aa?”~By”*-j-Cz”*
-)- G'z3, przywodzac zréwnania do dwoch zmien-
nych i obliczajgc warto§¢ ad'— (188). Dla podania
0go6lnej zasady, innym sposobem obliczenie to wykonamy.

Wiemy ze podstawiajgc ~ — ~ , za @ i y w jakikolwiek

ksztatt podwoéjny, otrzymamy niezmienny a dogodny w dziata-
niach symbol. Jezeli ta zmiana uczyniona jest w funkcyi zto-
zonej zwyrazow zaleznych od x, y,z, agdzie z=—{x-\-y), to z

stanie sie tL%jF (i jezeli zas$ dziatania wykonywac bedziemy
na funkcyi podobniez wyrazonej, to poniewaz rozniczka ze

led jest, A i A A Ib — A kutek
wzgeunaXJes,dxl\l S dx albo dE & (w skute

zwigzku taczacego x, y, z), prosto we wszelkim spotzmienniku
zastgpi¢ mozemy

a otrzymamy symbol w dziataniach dogodny, dajacy sie zasto-
sowa¢ do kazdego spétzmiennika, w ktérego sktad wchodzg
wyrazy zawierajgce y, z, 1 to bez uprzedniej zamiany
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sp6tzmiennika tego na funkcya dwdcli zmiennycli. W przypadku
obecnym dziatamy na oraz na

a wypadek tylko o liczebny czynnik rézni¢ sie badzie od otrzy-
manego powyzej

W podobnyz spos6b znajdziemy, ze w symbolicznem znako-
waniu, 12 zastosowane do funkcyi w wyrazach .r, y. z wyra-

zonej, oznacza

191. Jakobiowy uktadu

moze by¢ znalezionym za pomocg ostatniej formuty, albo t)ez-
posrednio. Co do drugiego sposobu; zwiazki taczace z z x i vy,
sprawiajg ze rozniczki U ze wzgledu na a; iy sa proporcyo-
nalne do

Jest to ksztatt dwukwadratowy, dla ktérego tatwo obliczy¢
dwa niezmienniki paragrafu 97, to jest

Wstawiwszy z-, (x e pomnozywszy Jakobiowy przez



256 ROZDZIAL . XV.

6 (dla unikuienia utamkoéw), otrzymamy

zked S = 3PN T= 5iQ— P~ Wiec dyskryminant ksztattu
dwukwadratowego jest SN — 27T2, a dyskryminant Jakobio-
wego proporcyonalny do Q(PN— 27Q), wypadek zgodny z pa-
ragrafem 169.

192. Utworzywszy niezmiennik ilosci U -f a polem nie-
zmiennik tegoz uwazanego za funkcya x, wypadek bedzie
kombinantem ukitadu U, V, a wiec nie zmieni sie przez pod-
stawienie /U -f mV, IV -j-m'N, za U, V. Gdyz to podstawie-
nie daje nam niezmiennik odpowiedni iloSci

réwnowazny Unijnemu przeksztatceniu w ktédrem
niezmienniki funkcyi zaleznej od > nie ulegly zmianie. Dajmy,
w razie dwoch ksztattéw trzeciego stopnia, ze U W ma za
dyskryminant A -f + kW -f EX", ize mamy ob-
liczy¢ niezmienniki tego ksztattu dwukwadratowego; mozemy
za (j i V wzigé dwa ksztatty uktadu U xV majace czynniki
kwadratowe, i wstawi¢ x i y za te czynniki. Przyjdzie
dalej
a wyznacznik wypadkowy
Lecz dla tej formy ksztatlt dwukwadratowy jest :

a mnozac przez 6 dla uniknienia utamkéw, bedzie
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zt8d

a wiec dyskryminant dwukwadratu S — 271" jesl propor-
cyonalny do Q3(P3 — 27Q) (172). Paragraf 101 przekonat nas
(przy obliczaniu statych) ze uktad dwéch ksztattow trzeciego
stopnia nie moze mie¢ wiecej jak pie¢ niezmiennikOw nieza-
leznych, a widzimy teraz ze P i Q daja sie oznaczy¢ chociaz
niewymiernie w wyrazach A, B, C, D, E.

193. Mozemy przeto przy badaniu niezmiennikéw nie beda-
cych kombinantami uzywac ksztattu Ibx-y, -["
potrzeba jednak okaza¢ ze stosunki znalezione w szczeg6lnym
przypadku sg ogélnemi. Wszystkie niezmienniki sa tego samego
rzedu wzgledem spétczynnikow uktadu, tylko kombinant P nie
ulega temu prawu. Znajdziemy kilka niezmiennikéw czwartego
rzedu. Hessowym ilosci U -j- jest

gdzie wyraz ogolny jako spdtczynnik jest Hessowym, pier-
wszy ilosci U, drugi ilosci V; spotczynnik zas X jest spot-
zmiennikiem posrednim. Mozemy utworzy¢ niezmiennik dru-
giego stopnia ktorejkolwiek ilosci /tay—2(ay'-|-(«'y — 6S',...,
lub ktorejkolwiek pary tych ilosci, a bedg one niezmiennikami
uktadu. Jezeli przypomnimy sobie ze dyskryminant Hessowego,
rowna sie dyskryminantowi samegoz ksztattu, i w skutek tego
zrobimy réwnemi ilosci

i (A, B, C, D, Ej*rl, X)S zrownamy tem samem wszystkie nie-
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zmienniki z A, B, \), E, wyjawszy dwa
, zwane J, K, ktore tgczy zwigzek z

Dla ksztattu -f -)- \(?)exi/ -}-dif)  Hessowy jest
znajdziemy nadto J = — K = _ Qabcd -f beh,
positkujac sie za$ warto$cig 6C = dhl- — (jabcd — otrzy-
mamy 6G = 4" 6J, K = -j- NJ, warto$ci tatwe w ogoéle

do sprawdzenia.

Utwoérzmy wreszcie sp6tzmiennik trzeciego stopnia ksztattu
uU-[- wedle paragrafu 122); nadto spoétczynniki X dostar-
czg czterech spétzmlennikéw tego gatunku co U iV, i dwoéch
sp6tzmiennikdéw posrednich. Utworzywszy kombinant kazdej
pary tych ksztattow trzeciego stopnia, znajdziemy sze$¢ nie-
zmiennikow szdstego rzedu w spotczynnikach, cztery z nich sa,
PA, PB, PD, PE, dwa za$ pozostate utworzene z dwéch skraj-
nych i dwoch posrednich spétzmiennikéw bedg

1971. KSZTALT CZWARTEGO STOPNEA. Ma on (97) dwa niezmien-
niki.

WidzieliSmy ze ksztatt ten przywie$s¢ mozna do formy kano-
nicznej dla ktérej S=1-j-3m*, T= m —m®.
Niezmienniki te wyrazone jako funkcye symetryczne pierwiast-
kéw, stang sie
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albo

ostatnie wyrazenie pokazuje ze gdy T = O, cztery punkta dane
przez ksztatt bedg w stosunku harmonicznym. WidzieliSmy za$
ze gdy T = OKksztatt da sie wyrazi¢ jako summa dwoéch czwar-
tych poteg (*), i ze T mozna napisa¢ jako niezmiennik

Oznaczmy przez M modut podstawienia, S i T stang gie po
uskutecznieniu przeobrazenia MAMS, M®T (102); przeobrazenie
to nie zmienia ich stosunku S*: T-.

195. Kazdy niezmiennik ksztattu dwukwadratowego daje sie
wyrazi¢ jako funkcya wymierna ilosci S i T. Bo gdy ksztaht
dany przez stosowne podstawienie zamienia sie na forme ka-
noniczna -f- i to bez zmiany niezmiennikéw,
wystarczy przeto gdy podane twierdzenie dla tej dowiedziemy
formy. Zauwazmy ze niezmiennik stajgcy sie zerem dla
bedzie zerem i dla

staje sie
bedzie —ea”Y'-}-//j ~zatem niezmiennik
1% P. Sylwester nazywa kataleklykantem niezmiennik sprawiajacy ze

lisztatt stopnia 2u da sie wyrazi¢ jai<o summa n ilosci stopnia 2n.
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podzielny przez rn, ma lakze m- — m za czynnik, wiec i
przez m —m” czyli przez T podzielnym bedzie.

Niezmiennik wyrazony w funkcyi a, b, c, rf, e, spolczynni-
kéw ksztattu ogdlnego, niezmieniajcy sie na zero dla A = O,
c= O, d—”, ma cze$¢ ktéra nie znikta przez podstawienie
tycli warto$ci, podzielny przez ae', w rzeczy samej cze$¢ ta
musi by¢ symetryczny wzgledem a i e, nie moze za$§ by¢
ksztattu a" -f ™ z powodu ze wszystkie wyrazy jedng waznos$é
mie¢ powinny. Dajmy ze cze$¢ nikngca jest ah”; odciegnijmy
j8 od niezmiennika danego

:ae — hklI”~  '6cy, czyli od SN

a reszta stanie sie zerem dla b = c=:d=(); nadto bedzie ona
zerem dla formy kanonicznej w ktérej 0z= d= (), gdy przy-
puscimy m = 0. Podtug tego co powiedzielismy wyzej, czes¢
la bedzie podzielny przez T, czyli ze niezmiennik przybiera
posta¢ SA;'-|-Te; w podobnyz sposob dowiedziemy ze v jest
ksztattu S/.' i lak dalej, tak iz ostatecznie otrzymamy
niezmiennik w postaci funkcyi wymiernej ilosci Si T.

196. Wyrazmy dyskryminant w funkcyi ilosci S i T. Wiemy
ze dyskryminant ksztattu danego niknie (92) gdy a= b= Q
bo w tym razie ksztatt, jako podzielny przez y', posiada czynnik
kwadratowy. Zkydinyd niezmiennik rowny O dla a= b= 0
ma dyskryminant za czynnik. W rzeczy samej ten niezmiennik
musi sie sta¢ zerem, jezeli ksztatt jest podzielny przez kwadrat
(x — ay)”, gdyz za pomocy Unijnego przeobrazenia mozemy
ten czynnik wziyé za y, co uczyni a= 0; lecz niezmien-
nik stajycy sie zerem dla dwo6ch pierwiastkdw réwnych, za-
wieraé musi, gdy go wyrazimy w funkcyi pierwiastkow zawie-
rajecych roznice dwdch pierwiastkow jakichkolwiek jako
czynnik, a wiecjest podzielnym przez dyskryminanla.

Znajac 8 i T, tatwo z nich wyprowadzi¢ niezmiennik ktory
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przez przypuszczenie a = b= sianie sie takze zerem; bo
w razie tym mamy S = Sc¢®, T = —c® a w nastepstwie
S3—27T~ = 0. Niezmiennik ten w odniesieniu do spotczynni-
kéw jest [szOstego rzedu, a wiec rzedu dyskryminanta (86),
Jest to wiec dyskryminant, a nie iloczyn jego przez inny czyn-
nik; otrzymujemy przeto na warto$¢ szukang

R&6znemi sposobami sprawdzi¢ mozemy ten wypadek, a mia-
nowicie biorgc ogdlniejszg forme kanoniczng to jest biorac

i przypuszczajac w niej  -)-y -= Otrzymamy bez naj-
mniejszej trudnosci rachunkowej

a niezmienniki S i T stang sig :

-Dyskryminant jest po prostu wyznacznikiem wypadkowym

dwoch pochodnych — Byr—Cz”; rbéwnajac je zeru
mozemy przypusci¢ ze i/, z" sa proporcyonalne do BC,
CA, AB. Podstawiajac te wartosci w zréwnanie

przyjdzie

zkad
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i ostatecznie olrzyniujeniiy dyskryminant pod postacig S*- 27T-.

197. Mozemy jeszcze ten wypadek wyprowadzi¢ od ksztattu
p3 _ 27Q wyznacznika wypadkowego uktadu ztozonego z dwoch
zréwnan trzeciego stopnia (188). Kombinant P uktadu Ui, 112
czyli zréwnan

bedzie {ae — bd) — 3(M — ¢”), a wiec nie rdézni sie od nie-
zmiennika S dwukwadratowego ksztattu. Q musi byé dosko-
natym kwadratem niezmiennika T. Mozna dowie$¢ to a priori,
gdyz Q= O wyraza warunek ze miedzy wartosciami na p.,
Ul fjilUa znajduje sie szeScian zupetny. A skoro tak jest, mo-
zemy (110) go przeobrazi¢ linijnie w ten sposéb aby byt
wzgledem x roOzniczkg zupetnie szeScienng, na przykiad,
(& 4" ").yf' A zatem samze ksztatt bedzie formy
dla ktérej Ul — AUI, by¢ musi szeScianem zupeinym. Wiec
0 = 0 wyraza warunek aby ksztalt czwartego stopnia byt
summg dwoch (.zwartych poteg, w ktdrym to przypadku
xUi w dwojaki spos6b byé moze szeScianem zupetnym.
Mozemy tatwo zastosowaé teoryg uktadu dwoéch ksztattow
trzeciego stopnia, piszac ksztatt czwartego stopnia pod formg
ogdlniejszg od kanonicznej SAY X-|-y-|-z2=0.
W tym przypadku, a= A-|-C, e=B-j-C, =
a tatwo obliczy¢ S= BC+ GA+ AB, T = ABG. Lecz jezeli
dwie rézniczki Ar~*—Gz”~, By — Gz, uczynimy réwnemi
otrzymamy na y'\ z* wartosci proporcyonalne do BG, GA,
AB, a wprowadzajgc w X A-y z— otrzymamy dyskry-
minant pod formg

albo

albo
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198. Z wyrazenia dopiero co danego na riyskryminant ksztattu
czwartego stopnia w wyrazach S i T, mozemy wyprowadzi¢
zwigzek tgcz”cy spdtzmienniki ksztattu trzeciego stopnia (186).

Jezeli pomnozymy razem dwa ksztatty, niezmienniki nowego
ksztattu bed™i niezmiennikami uktadu zawierajgcego dwa ksztatty
pierwotne. Jezeli jeden z nich tylko pomnozymy przez
to niezmienniki nowego ksztattu bed” przeciwzmiennikami
ksztattu danego (114); a zamiana w nich yji » na — x\y uczyni
z nich spétzmienniki tegoz ksztattu. Zastosujmy to postepowa-
nie do ksztattu trzeciego stopnia, a spétczynniki ksztattu czwar-
tego stopnia w ten sposéb otrzymanego beda :

dalej niezmienniki S i T tego ksztattu, beda spdétzmiennikami
ksztattu trzeciego stopnia. Lecz dyskryminant

pewnego ksztattu rozmnozonego przez Xi Wy staje sie (91;
dyskryminantem U rozmnozonym przez U™ Wyrazajac przeto
dyskryminant ksztattu danego czwartego stopnia, w wyrazach
w sktad S i T wchodzgcych, otrzymamy zwigzek tgczacy H, J,
i dyskryminant ksztattu trzeciego stopnia.

199. Wyznacznik Hessowy ksztattu dwukwadratowego jest
przewoznikiem ilosci T; bedzie to :

a dla formy kanonicznej zamieni si¢ na
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Jezeli ksztalt zawiera czynnik kwadratowy z znajdziemy
go w Hessowym. Gdyz druga pochodna W22 zawiera czynnik
pochodna Uu zawiera x, a w skutek tego wyrazenie
— UI' zawi<3ra czynnik r-. A zatem jezeli ksztatt dwii-
kwadratowy jest podzielny przez dwa czynniki drugiego stopnia,
odnajdg sie one w Hossowym, ktory jako bedacy czwartego
stopnia, tylko o czynnik liczebny od ksztattu rézni¢ sie moze.
W rzeczy samej, wezmy za i ™M dwa czynniki, a ksztatt
dwukwadratowy da sie napisaé c.ra-; czynigc zas w Hessowym
a= b=d=:e=z0, stanie si¢ on
Jezeli wiec ksztalt dwukwadratowy ro6zni sie od Hessowego
tylko o czynnik liczebny, nastepujacy uktad warunkéw jest
koniecznym aby tenze ksztatt I)yt podziel nym przez dwa czyn-e
niki kwadratowe; mianowicie

ktéory to uktad dwa odrebne zawiera warunki, jak tego rozma-
itemi sposobami dowie$¢ mozemy.

W paragrafie 118 innemi sposobami do tego samego przy-
szliSmy wypadku. Jeden z nich zasadza sie na utworzeniu spét-
zmiennika

ktérego wszystkie wyrazy zamieniajag sie na zera, w razie gdy
dwie pary pierwiastkdw sg sobie réwnemi. Ten spotzmiennik
zwany J jest :
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Spélzmiennik J jest Jakobiowym ksztattu albo jego Hesso-
wego, i zamieni sie na zero, gdy te dwie funkcye o czynnik
tylko réznic¢ sie od siebie bed”™; tak wiec spdtczynniki J daj”
nam, w innej wprawdzie formie warunki otrzymane powyzej.
WidzielisSmy takze zew tym razie (118), spétzmiennik

S(a — — YHy - —

staje sie zerem. Lecz ten spdtzmiennik jest STU — 2SH, i tatwo
spostrzegamy zezamienia sienazero w razie gdy ksztatt dany
przyjmuje dwa czynniki kwadratowe. Gdyz czynigc a —
= ksztattstanie sie anadto przyjdzie H =
T= —ffrS= i przekonywamy siezew danym powyiej

uktadzie warunkéw, spé'na whartosé utamkow jest AT

200. Widzielismy (172) jak ksztatt dwukwadratowy do kano-
nicznego sprowadzi¢, zagadnienie tozawiera w sobie rézwi{)za-
nie zréwnania danego, gdyz toprzywiedzione do formy aw”

bexh/--{- ey™ rozwinznje sio jak proste zrownanie stopnia
drugiego. Sprowadzenie tomoze sie wykona¢ za pomocy Si T.
Dajmy ze zmienne zostalty przeobrazone przez podstawienie
linijne modutu 1,w* tensposob ze spotczynniki b id znikty
w zréwnaniu przeobrazonem, bedziemy mieli S= ae-j- 3c-,
T = ace — ¢, a nowej wartoSci c dostarczy zréwnanie
Z _ Sc  Trr: 0. Zréwnania

U= -f + eij\ H= acx" -{- {ne — +  cey\

dostarcze wartoSci na nowe zmienne X iy wcliodzace do
formy kanonicznej. Zréwnania te daja

tU—H-= — ae)xy"'

Metoda nasza"zasadza sie na wyciggnieciu wartosci nac z da-
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ilego powyzej zréwnania stopnia trzeciego, i na utworzeniu, za
pomoc§ jednej z wartosci ¢, wyrazenia na cU — H, ktére
musi by¢ kwadratem zupeinym. Wyciggajac pierwiastek i roz-
ktadajgc go na czynniki, otrzymamy nowe wartosci na. x i vy,
a tem samem poznamy zréwnanie przeobrazone, zdolne zamie-
ni¢ zréwnanie dane na forme kanoniczng. Nadawszy za$ zro-
wnaniu danemu postac -f -f mozemy, (jezeli
przektadamy postepowanie takie), uczyni¢ spétczynniki
rownemi jedno$ci piszac

PRZYKELAD. — Rozwigiza¢ zréwnanie

Olrzymamy S= — 216, T = — 756, a za zréwnanie siopnia trze-
ciego

majace trzy za jeden z pierwiastkow. Hessowy jest

zkeid

Zmienne formy kanonicznej bed§

ktore to wartosci wstawiajac w ksztatt dany, otrzymamy na forme kano-

niczny
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Wartosci pierwiastlcow dostarcza zréwnania

201. P. Cayley podaje pierwiastki zréwnania stopnia czwar-
tego pod inng, bardziej symetryczng forma. Niech ¢, c-i, ci
beda pierwiastkami zréwnania stopnia trzeciego o ktorym mowa
w paragrafie 200; dowiedliSmy ze H—CjuU, H—CoU, H—C3U
sg kwadratami zupetnemi, majgacemi x i y za pierwiastki dru-
giego stopnia. Lecz wyrazenie

jest takze kwadratem zupetnym majacym za pierwiastek czynnik

dwukwadratowego ksztattu. Wystarczy gdy dowiedziemy ze ta

ilo$¢ jest kwadratem, gdyz staje sie ona widocznie zerem gdy

Wezmy forme kanoniczng czynigc dla uproszczenia
Rozwigzmy zréwnanie

jego trzy pierwiastki beda

a trzy wartosci na beda

Wiemy ze aby ilo$¢ formy
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byta kwadratem zupetnym, potrzeba mie¢

warunek majgcy rzeczywiscie miejsce, poniewaz jest

PHZYKLAD. — Stosujac le metode do poprzedzajgcego przyktadu (200),
znajdziemy ze inne warto$ci ¢ sgi:

kwadraty za$ z czynnikéw linijnych ksztattu dwukwadratowego bedgi

—2  @2—2xy —8”)

202. Zbada¢ nalezy wjakich razach zamiana na forme kano-
niczny uskutecznia siezapomocy rzeczywistego, a w jakich za
pomocy urojonego podstawienia. Dyskryminant tej formy jest:
ae(ae — a zeprzemiana linijna niezmienia jego znaku,
przeto gdy bedzie dodatnym, spétzmienniki a i e formy kano-
nicznej jeden znak mie¢ bedy, gdy zas$bedzie odjemnym tez
spotczynniki bedy znakdw przecivvnych. W pierwszym razie
forma -j- fie™™ ey* rozktada sie na dwa czynniki :

+ albo, -

awiec pierwiastki sy, albo wszystkie rzeczywistemi, albo wszyst-
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kie urojonemi. W drugim razie czynniki te bed§

a ksztatt dwukwadratowy ma dwa pierwiastki rzeczywiste i dwa
urojone. Wiec gdy dyskryminant jest ujemnym, czyli S3<27T2
dwa pierwiastki s8 rzeczywiste a dwaurojone: gdy zas jest
dodatnym, wszystkie cztery s§ rzeczywiste, albo wszystkie cztery
urojone (*). Lecz dyskryminant zréwnania

Z3_ Sf-fT=0

jest 27T"- — S~ a wiec (155), gdy S™ < 27T~ zrbwnanie na c
posiada jeden pierwiastek rzeczywisty obok dwdch urojonych;
przeobrazenie za$tylko w jeden rzeczywisty sposéb uskute-
czni¢ sie daje gdy zréwnaniu odpowiedajei dwa pierwiastki rze-
czywiste idwa urojone. Gdy a i e s§ poprzedzone temi sainemi
znakami, mozemy wzi™¢ za forme kanonicznfi A-

a tatwo postrzegamy ze do tego ksztattu na dwoistej drodze
przyj$¢ mozemy. Zastepujac bowiem X i ij przezx y '\ x— vy,
przyjdzie

a-f 4- 6(1 — 4- (1-f Imry\

zastepujac przez x y\VU—11ix—yj—1 przyjdzie takie

1+ -j- 6{m — I)x-Vv + (1 -f-

(") Znaki niezmiennikéw nie pozwalajg odrézni¢ przypadku czlerech

pierwiastkovv rzeczywistycli od przypadku czterech urojonycli; lecz
twierdzenie Sturma pokazuje ze, przy dyskryininancie dodatnym, dwie
ilosci b'*— ac, 3aT — 2 — ac)S sg dodalnemi gdy wszystkie pier-

wiastki majj tjy¢ rzeczywistemi; dla wszystkich za$ pierwiastkdw urojo-
nych, jedna z tych ilosci staje sie odjemn? (Cayley, Quarterly Journal,
tom 1V, str. 10).
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Wiec gdy forma dwukwadratowa ma cztery pierwiastki rze-
czywiste lub cztery urojone, chociaz przyjmuje trzy wartosci
rzeczywiste na c, jednak tylko jedna z nich odpowiada wartos-
ciom urojonym na X i na y, i nie wiecej nad dwa podsta-
wienia rzeczywiste istnieje.

Inaczej jeszcze przekonac¢ sit? o tem mozna. Bo roztdzmy
ksztatt dwukwadratowy na dwa czynniki rzeczywiste drugiego
stopnia(a, b, yY,{o!, b\ y)'A. Te dwa czynniki Ui V,
moga przez spotczesne przeobrazenie, byé przywiedzionemi do

-[- BY™ i A'X2-f B'Y2, gdize A™ i Y™ sg wartosciami
xU+ V odpowiadajacemi dwom wartosciom x danym przez
zréwnanie

Aby wartosci x byly rzeczywistemi potrzeba aby wyznacznik
wypadkowy dwdéch funkcyi drugiego stopnia

byt dodatnym. Gdy ksztatt dwukwadratowy ma cztery pier-
wiastki rzeczywiste, z ktérych a i 6 sg dwoma wiekszemi, a'i €'
dwoma mniejszemi, albo a i 6 dwoma skrajnemi, a'i (i'dvwoma
Sredniemi, x przybiera wartosci rzeczywiste; w innych razach
bedzie urojonem. Jezeli jedno z wyrazen drugiego stopnia ma
pierwiastki urojone, ich wyznacznik wypadkowy jest dodatnym
a X przyjmuje wartosci rzeczywiste.

203. Widzielismy (199) ze ksztatty dwukwadratowe posiadaja

inny spétzmiennik J majacy za formute symboliczng

Jest on trzeciego stopnia co do spo6tzmiennikéw, a széstego co
do zmiennych. Dla formy kanonicznej Qmxy -J- y»  za-
mienia sie on na (I —'dm}Pxy{x® — y») : jest to Jakobiowy
ksztattu pierwotnego lub jego Hessowego. W ogdéle czynigc
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dyskryminant U-|->-V = 0, jezeli U i V sg ksztattami dwu-
kwadratowemi, A posiada¢ bedzie sze$¢ wartosci takich aby
U -j- posiadato czynnik kwadratowy. Bedzie wiec szes¢
czynnikdw takich, istniejagcych takze w pochodnych ilosci
U+ W, jako i w Jakobiowym. GdyV jest Hessowym dla
U, X tylko trzy wartosci przybra¢ moze; dane sgprzez zrow-
nania

i s§takiemi ze >U— H = 0 przybiera dwa czynniki kwadra-
towe. Lecz podtug tego co powiedzieliSmy nieco wyzej, te
sze$¢ czynnikdw sa. czynnikami Jakobiowego, awiec spotzmien-
nik J mazaczynniki wartosci z formy kanonicznej dla x iy
wyptywaj8ce. Wyttumaczymy geometrycznie wypadek ten.
Cztery punkta wyrazone przez ksztatt dany, oznaczajg trzy rézne
uktady w rnwolucyi (jeden zpunktéw y i 5mozemy uwazac
za sprzezony punktu a),a ogniska trzech uktadéw daje spot-
zmiennik J.’

Poniewaz (200) kwadrat z iloczynu pary warto$ci dostarczo-
nej przez forme kanoniczny dlaariy jest namdany przez
wyrazenie CiU— H, przeto J™jest proporcyonalne do

(GiU —H) (CoU — H) (G3U — H)

albo cdnosz”c sie do zréwnania w ¢, przyjdzie

Uskuteczniajac rachunek na formie kanonicznej otrzymamy
— JM na warto$¢ ostatniego wyrazenia.

204. Poniewaz H jest spotzmiennikiem U, wiec a i g
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oznaczajg dwie state, alJ 66H (*) bedzie spétzmiennikiem
dla U, a niezmienniki tej ilosci bedg takze niezmiennikami
tegoz U. Wreszcie S T i dyskryminant R dane sg przez naste-
pujace zréwnania :

Ostatnia z tych wartosci jest kwadratem zupetnym, gdyz, jak to

zauwazylismy, zamiast szesciu przypadkow w ktérych funkcya
zawiera czynnik kwadratowy, mamy obecnie trzy

przypadki w ktorych jest podzielng przez dwa czynniki takie.

P. Hermite dostrzegt, oznaczywszy przez G ilo$¢
— bedacgq funkcyg <« \ Z ze wartoSci dane powyzej
na niezmienniki S i T ksztattu aU -f 6&H, sg Hessowym i
spotzmiennikiem trzeciego stopnia ilosci G : dyskryminant
ilosci -G tylko liczebnym czynnikiem r6zni sie od dyskrymi-
nanta ilosci U.

Funkcya «U eSH ma te same co U spétzmienniki. Jej
Hessowy jest :

Jest to Jakobiowy dwoch wyrazen G i aU -f- 6eH uwaza-
nych za funkcye ai g. J dla aU -f 6eH jest to samo co J
dla U, lecz pomnozone przez czynnik liczebny G. Hessowy

(*) Spdlczynnik liczebny 6 ma na celu unikniecie utamkéw w naslep-
nycti formutach.
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ilosci J jest
SN — 36TUIL 4 - 12SHI

jest to wyznacznik wypadkowy dwdch ilosci, aU  66H i Hes-
sowego ilosci G. P.Gayley nadat mu forme

(su - ~ (S3- 27Ti)HA

ktdra pokazuje ze wyznacznik ten staje sie kvvadratem zupet-
nym gdy dyskryminant jest zerem.

205. W tem miejscu nalezy zrobi¢ uwage ze wedle zasady
w paragrafie 121 podanej, twierdzenia dotyczice niezmienni-
kow ispétzmiennikéw pewnego ksztattu, daj” poczatek twier-
dzeniom odnoszacym sie do niezmiennikow ksztattow wyzszych
stopni. |Itak, dowiodtszy (20/) ze llessowy llessowego ksztattu
dwukwadratowego przybiera posta¢ aTU gSH,wnies¢ nam
ztad wolno zetosamo mamiejsce dla jakiegokolwiek ksztattu.
Bo Hessowy wyrazenia UnUM — zawiera drugie, trzecie i
czwarte pochodne u.Wiemy za$ zezapomocg zrdwnan

(n —3)M,h rrr - T yunrtl-

mozna wyrazi¢ pochodne drugiego i trzeciego rzedu w funkcyi
pochodnych rzedu czwartego, i napisa¢ Hessowy w funkcyi
tych ostatnich izmiennych x iy ktére w rachunek wprowa-
dzilisSmy aktére znajdowaé sie muszg iw pochodnych czwarto-
rzednych. Bedzie to wiec spétzmiennik emananta czwartego
rzedu. Lecz kazdy spoétzmiennik ksztattu dwukwadratowego
jest funkcyg U i H(183), a gdy jest czwartego stopnia ta
funkcya linijng by¢musi; spétzmiennik przybiera przetopo-
sta¢ aTU eSH, gdzie S i T saniezmiennikami emananta
czwartego rzedu i, jak w paragrafie 121, sp6étzmiennikami
ksztattow stopni wyzszych.

ALGEBRA. If. 18
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206. UKLAD UWOGH KSZTALTOW CZWARTEGO STOPNIA. Zamierzamy

wyliczy¢é kombinanty tego rodzaju ksztattow. Utwérzmy S i T

dla XU  (/,V; mozna je napisac.

a niezmienniki tych ksztattéw trzeciego i czwartego stopnia,

bed® kombinantami U, V (192) (*).

tatwo znalez¢ dyskryminant ksztattu czwartego stopnia,

jest on :

i ma zwigzek z kombinantem A.
Kombinanty o spétczynnikach jednego rzedu, w inny sposo6b
znalez¢ mozna; itak Jakobiowy dla U i V jest:

(*) WspomnieliSmy ze wyznacznik clwoécii ksztattéw czwartego stopnia,
moze by¢ napisanym jako dyskryminant, czy lo ilosci

czy lez Jakobiowego

doda¢ nalezy ze pierwsza ilo$¢ zamienia sie Unijnie na dnig? bioiitc
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a tego spotzmieimik kombinantowy

Dyskryminanl za$ tej ilosci, i niezmiennik ksztattu czwartego
stopnia (105), bedg kombinantami tego rzedu co A, lecz nie-
rownemi temuz A. Napiszmy nowy kombinant B,

a znajdziemy ze niezmiennik czwartego stopnia Jakobiowego
bedzie A h S B,dyskryminant za$ drugiego spo6tzmiennika
A — 12B. }

207. Wyrazajac te kombinanty w wyrazach wyznacznikéw
{ab",..., uzyjemy skrécen

a otrzymamy

Wyznacznik wypadkowy dla U V otrzymany przez rozwi-
niecie wyznacznikéw bedzie:
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Wyrazy kombinanta dawniej T przez nas zwanego, a ktory
odt"d dlg unikniecia pomytek przez G oznacza¢ bedziemy daj”
sie napisa¢ w wyrazach dopiero co otrzymanych kombinanlow:
G oznacza warunek ze ksztatt czwartego stopnia uktadu U-f-*Y
moze mie¢ dwa czynniki kwadratowe, znika zatem gdy
V =: W takim razie Y, znikajag takze, i be-
dzie

a zt"id widoczna ze (A — hSB)» — R, jestkombinantem nikng-
cym w przypuszczeniu naszem. A ze jest tego rzedu (172) co T,
wiec jest mu réwnym. Uzywajec wartosci w tym paragrafie
na A, B, R otrzymanych, przyjdzie

Jezeli za$ chcemy napisa¢ niezmiennik zwany | (187) ksztat
tow trzeciego i czwartego stopnia, to znajdziemy
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208. Inne kombinanty uktadu o ktérych wspomnie¢ wypada
s” : D, wyznacznik wypadkowy ksztattow trzeciego i czwartego
stopnia i E, dyskryminant trzeciego stopnia. D jest niezmien-
nikiem zwanym S (133); do metod podanych do znalezienia
go, now§ dodamy. Idzie o naznaczenie na X takiej warto$ci aby
niweczyta spotczesnie + Mno-
zac kazd§ z tych trzech ilosci przez kazdy z 2(n— 2) wyrazéw
ksztattu stopnia 2n — 5, otrzymamy n — 2) zrow-
nan,z ktérych mozemy wyrugowac¢ 6(n — 2) iloSci a;MN-"

a wiec otrzymaé¢ S w ksztatcie wyznacznika, czyli D.
Przyjdzie :
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209. W rozpatrywaniu zwigzkéw zachodzacych']'miedzy temi
kombinantami, przypusémy (192) iz pierwszy z danych ksztat-
tow niema dwoch pierwszych wyrazéw, a drugi dwdéch ostat-
nich, czyli ze mamy

Uczynmy
otrzymamy

wreszcie |, D, E

Te warto$ci pozwolg nam sprawdzi¢ zréwnanie
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Teraz, jezeli za zasadnicze niezmienniki uktadu, wezmiemy
spotczynniki ksztattov/ trzeciego i czwartego stopnia (206), to
kombinanty A, D, E, | przedstawig sie jako funkcye wyrazne
tychze ilosSci; terazniejsze za$ zréwnanie daje B w tychze wy-
razach, i pokazuje ze wszystkie przez nas uzyte kombinanty
moga by¢ wyrazone w tychze samych niezmiennikach.

Jakobiowemu, nie dostaje pod tag formg wyrazdw ostatnich;
nie ulega jednak trudnosci obliczenie jego dyskryminanta, co
stuzy do sprawdzenia twierdzenia paragrafu 170.

210. Przypuszczenie, ze ksztatt czwartego stopnia jest summa
dwoéch czwartych poteg, tak ze dla kazdej niknie niezmien-
nik T dogodnem nieraz bywa. WeZmy ksztatty au”-)-

, zkad u = anx -j- Uzyjemy znaku (12) za
i skrocen

gdzie mamy L M-f N= 0. Otrzymamy niezmiennik S
podstawiajac — ~ za a iy w czwartg potege i na

niej dziatajagc. Dziatajac z u na u otrzymujemy wypadek O0;
lecz dziatajac na V znajdziemy ze S dla XU -j- 'Y jest :

Kombinant zwany A bedzie

Niezmiennik T wyniknie z ksztattu i jego Hessowego. U ma
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za Hessowy <

Zt8d otrzymamy bezposrednio E, D, I:

za pomocy ktorych sprawdzimy wartosci otrzymane powyzej.

211. KSZTALT PIATEGO sTopNIA. Przy badaniu ksztattu tego
uzywac bedziemy formy kanonicznej

do ktérej, jak to dowiedlismy (162) da sie zawsze przywie$¢
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ksztatt ogolny, {x~\-y A-z uwazamy jako réwny zeru). ROz-
niczkujgc kolejno wzgledem x iy mamy

Wyznacznik wypadkowy Ui i u-ijest dyskryminantem ksztattu
piatego stopnia, a ich kombinanty niezmiennikami tegoz. To
ostatnie wyprowadza sie¢ bezposrednio zwyrazen paragrafu 210,
zastepujac w nich a i c przez a\b, b\ — ¢ przez al'i b
Mamy (24)= 0, zkad M=0, (13)= 1, (12)= —1, (3")=:—1,
(Izt)=r —1, (23) = 1. Spostrzegamy ze B znika, a obliczajac
state, widzimy ze kazde dwa szesSciany daja sie przez linijne
przeksztatcenia przywies¢ do dwdch roézniczek pojedynczego
ksztattu czwartego stopnia, z ktérych dwie nie dadzg sie zmienic
na rézniczki ksztattu piagtego stopnia, chyba ze B=:0. Kombi-
nant A bedzie

Ten najprostszy niezmiennik ksztattu pigtego stopnia, zwany
J, inng droga otrzymaé mozemy. Ksztatt taki, ma (jak widzie-
liSmy) dwa spétzmienniki o spotczynnikach drugiego rzedu :

—2
Hessowy 12, bedacy dla formy kanonicznej

—4
i spotzmiennik czwartego stopnia 12 (S emananta czwartego
stopnia) bedacy dla tejze formy



282 ROZDZIAL X V.

Dla formy ogélnej (a, b, c, cl e, y)\ te spétzmienniki sg :

Otrzymujemy niezmienniki r6znigce sie od najprostszego tylko
o czynnik liczebny, formujgc albo dyskryminant z ostatniego
—6
sp6tzmiennika, albo niezmiennik drugiego stopnia 12 z Hesso-
wego. W obu razach mamy

212. Dyskryminant ksztattu pigtego stopnia otrzymuje sie,
albo tak jak przy czwartym stopniu, albo przez bhezposrednie

rugowanie miedzy rézniczkami ax" — cz", by" — cz*. Jezeli te

znikajg razem, to bierzemy abc za spdlng warto$é i?/,
ztad

Warto$¢ ta rownowazna jest P — 128K, gdzie K jest nie-

zmiennikiem o spétczynnikach osmego rzedu. Dla formy kano-
nicznej mamy
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Ten nowy niezmiennik inaczej okres$li¢ mozna ; podalismy
(121 i 122) wyrazenie na sp6itzmiennik trzeciego stopnia, kt6-
rego pierwiastki y, z, wchodzg w sktad formy kanonicznej.
Spotzmiennik ten, bedacy T emananta czwartego stopnia, ma
na wyrazenie ogolne

Wartos¢ ta zmienia sie dla formy kanonicznej na abcxrjz.
Podstawiajac, jak zwykle, symbole roézniczkowe, i dziatajac
kwadratem kanonizanta na Hessowy, otrzymujemy niezmien-
nik K, jak to sprawdzi¢ tatwo na formie kanonicznej. Mozna
jeszcze toz K otrzymaé, tworzac niezmiennik | (187) ze spot-
zmiennika bcyz -f- cazx abxyy iz kanonizanta. Znajdziemy :
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Dyskryminant wyprowadza sie albo z K, albo z formut na

wyznacznik wypadkowy dwocli ksztattéw czwartego stopnia.
Otrzymamy :

Dyskryminant moze przeto by¢ wyrazony jak nastepuje.
Dajmy :
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Dajmy nadto ze C i D' sg funkcyami dopeiniajacemi G i D
(ktore stajg sie zerami gdy trzy pierwiastki bedg réownemi),
a dyskryminant bedzie réwny trzy razy wzietej ilosci :

213. Ksztalty pigtego stopnia majg nadto niezmiennik dwo-
nastego stopnia ktéry jest dyskryminantem kanonizanta. Forma
kanoniczna kanonizanta jest: abcxyz, dyskryminantaza$ —a’b’c*.
Oznaczmy go przez L. Pan Fua de Bruno obliczyt dla przy-
padku ogblnego :
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Ten niezmiennik staje sie zerem gdy

Wynika zt8d ze formuta + bex"y fif, do ktérej pan
Jerrard sprowadzit forme ogélng przez nielinijne przeksztatce-
nia, nie moze mieé¢ miejsca jak tylko dla L = 0.

2H* Wezmy J, K, L, za niezmienniki zasadnicze ksztattu,
i zobaczmy czy inne niezmienniki w ich wyrazach napisa¢ sie
dadzg. Zauwazy¢ naprzod nalezy Ze zamiana x nay, lub x na z,
stanowi przeobrazenie Unijne majgce — 1 za modut. Ztad
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jezeli mamy taki niezmiennik, ze po przeobrazeniu znajduje sie
pomnozonym przez potege parzysta modutu przeobrazenia, to
dla formy kanonicznej nie ulegnie zmianie przez przemianeg
miedzy sobe a, i c; a wiec jest ich funkcy§ symetryczna.
Jezeli za$ niezmiennik rozmnozony jest przez potege nieparzysta
modutu dla formy kanonicznej, zmieni on znak, gdy przemie-
nimy miedzy soba dwie z trzech ilosci a, b, c; czyli bedzie
iloczynem réznic (a — I)){b— c)(c — a) przez funkcyg syme-
tryczng z a, b, c. Zauwazpny nadto ze w przeobrazeniu nie-
zmiennik znajduje sie pomnozonym przez potege modutu
majacg wyktadnik rowny jego waznosci, czyli An (123) dla

niezmiennika rzedu n, ksztattu pigtego stopnia : ksztatt ten nie
moze mie¢ niezmiennika rzedu nieparzystego; jezeli rzed n po-
mnozymy jest przez h, wazno$¢ bedzie liczbg parzysta, a prze-
miana miedzy a i y w niezmienniku nie zmieni jego znaku;
przeciwnie za$, jezeli rzed niezmiennika nie jest podzielnym
przez'Zt, niezmiennik bedzie skosnym, czyli zmieni znak w sku-
tek przemiany miedzy x i Zbadajmy najprzdéd niezmienniki
pierwszego gatunku, ktére jak wiemy sa, dla formy kanonicznej
funkcyami symetrycznemi a* b, c. Mamy :

{bcA. ca A- aby® — kabc{a + "+ «¢),

L

a"b”c'.
Zréwnania te dajg :

H= 1 (K—JL) = + 6+ ¢) f);

(*) Czytelnik pilnie baczy¢ powinien, ze chociaz w przypadlcu Icano-
nicznej formy, A -hc) jest podzielnem przez a*b*c®, nie
mamy prawa wnosi¢ ze Il jest w ogdle podzielnem przez L, wyjawszy
przypadku dla ktéregoby dowiedziono ze abc{a 6 +c) jest takze nie-
zmiennikiem.
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wynika zI8§(i, ze jezeli ksztatt pigtego stopnia sprowadzimy do
formy kanonicznej przez podstawienie majace jedno$é za mo-
dut, nowe wartosci dla a, b*c bedg pierwiastkami zréwnania
trzeciego stopnia

H , ., K

an — a—UuU=20.

L4 1J

Poniewaz rzed funkcyi symetrycznej z a, O, c, jest ze wzgledu
na spotczynniki réwnym jej waznosci, podzielnej przez cztery,
wiec funkcya sama bedzie wymierng wzgledem J, K, L.

Jezeli wiec mamy niezmiennik ze sp6tczynnikami rzedu po-
dzielnego przez cztery, to dowiedlismy, ze dla formy kano-
nicznej, mozemy napisa¢ funkcyg wymierng J, K, L, majaca
ta samg warto$¢ co pierwsza, a wiec rowng jej tosamosciowo.
Bytoby niedorzecznem przypuszczaé ze funkcya catkowita spot-
czynnikéw moze by¢ réwng utamkowi nie dajgcemu sie uprosci¢;
wynika ztagd ze kazdy niezmiennik, précz skosnycti jest funkcya
catkowitg J, K, L.

Uczyfimy a= b= c¢= 0, J, K, L znikng. Wiec jezeli trzy
pierwiastki ksztattu piatego stopnia sg réwnemi, trzy jego nie
zmienniki nikna (*). Jezeli a, b, e, f sg rowne O, bedzie
J= — L = — awiec J—20Zi8L= 0. Ztad
ksztalty piatego stopnia majgce dwie pary pierwiastkéw row-
nych, majg dyskryminant réwny O, oraz J*= 207"i8L.

215. Najprostszy skosny niezmiennik otrzymuje sie tworzac

(*) W ogdle wszystkie niezmienniki ksztattu danego nikng, jezeli jest
wiecej jak - n pierwiastkéw réwnych miedzy sobji; tatwo bowiem
dostrzedz, ze w razie znikniecia wiecej niz polowy spélczynnikéw, liczac

takowe od jednego konca, nie pozostan? one w liczbie dostatecznej do
utworzenia wyrazu waznosci z"ulanej (123).
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wyznacznik wypadkowy ksztattu hjf"cz-\ i jego ka-
nonizanta abcxijz. Podstawiajgc trzy pierwiastki ostatniego
w ksztatt dany, i'mnozac te dwie iloSci przez siebie, otrzymamy
niezmiennik o$mnastego rzedu :

Przed tem odkryciem P. llermita {*), mozliwo$¢ istnienia
niezmiennikow skosnych nie byta dowiedziong. Philosophical
Transactions (1858, str. /i55 zawierajg ten niezmiennik o dzie-
wieciuset wyrazach obliczony przez P. Salmona. Pierwsze wy-
razy s :aMfN — a jest to istotny skos$ny niezmiennik,
bo wyrazy dopetniajgce sie sg znakoéw przeciwnych, a wyrazy
symetryczne znoszg sie. Dowodzenie uzyte w paragrafie 2\k
pokazuje ze kazdy niezmiennik sko$ny ksztattu pigtego stopnia,
jest iloczynem jego niezmiennika 1 przez funkcyg wymier-
ng J, K, L.

216. Kwadrat 1 jako bedacy trzydziestego sz6stego stopnia
da sie wymiernie wyrazi¢ w funkcyi 1, K, L(21hatwo no
napisac.

Formujac dyskryminant ilosci (2U),

(*) {Cambridge and Dublin  wathematical Journal,  loin IX, sir. 172;.
P. ll(M'a)itc dziata na nowej formie kanonicznej, ktérej x iy dwoma
czynnikami spétzmiennika czwartego slopnia, ajest on taki ze:

i bf — hce-A- nikng razem, a spo6tzmiennik czwartego stopnia, staje
sie¢ Xij. Metoda la przcdsiawia lo ulalwienie zo symbol 2 niej wynikajacy
jest ' AN wiele spélzmicnnikévv jakim daje poczatek sg nadzwy-
czaj prosiomi. Mimo to I'. Salmon uzyt melody I'. Sylweslia do oblicze-

nia niezmiciiuika sko$nego ksztattu pigtego slo[)iiia.
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otrzymujemy iloczyn z kwadratéw roéznic a, h, ¢, w funkcyi
J, R, L, czyli

1
a wstawiwszy - (K*— JL) za H, i podzieliwszy przez L przyj-

dzie

217. Nie mam zamiaru wchodzenia w szczegély dotyczace
niezmiennikow ksztattow pigtego stopnia. Najciekawszemi po
wzmiankowanych sg linijne spétzmienniki. Dziatajagc dwa razy
sp6tzmlennikiem czwartego stopnia hcyz -[- cazx abxy na
ksztatt dany, otrzymamy wypadek pierwszego stopnia, Kktory
dla formy kanonicznej bedzie

Uugownik miedzy tym niezmiennikiem a kanonizantem daje
niezntiennik | p. Hermite; rugowanie za$ miedzy tymze nie-
zmiennikiem a ksztattem danym da 1(J'f— 3K). Tak wiec jezeli
I zniknie, zréwnanie pigtego stopnia rozwigze sie natychmiast,
bo sp6tzmiennik linijny wydaje jeden pierwiastek ; toz samo ma
miejsce dla J*— 3K = 0.

Dziatajac spotzmiennikiem linijnym na spotzmiennik czwar-
tego stopnia, otrzymamy inny linijny spétzmiennik si6édmego
rzedu
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DowiedlisSmy ze wszystkie spdétzmienniki wyrazic mozna
w funkcyi dwéch z pomiedzy nich i niezmiennikéw. P. Her-
mite wykonywa przeobrazenie biorgc zax i y dwalinijne
spotzmienniki, a spétzmienniki przeo])razonego ksztattu bed”
niezmiennikami. Tch warto$¢ jednak nie jest prostg, a otrzyma-
nie wypadku niepodobnem w razie gdyby dwa spétzmienniki
byty réwnenii sobie, co ma miejsce gdyich wyznacznik wy -
padkowy JK 9L = 0. Formujac wyznacznik Jakobiowy
dwdch spdtzmiennikéw, zktérych jeden czwartego stopnia a
drugi jakiegokolwiek, otrzymamy spétzmiennik tego samego
co ostatni codozmiennych stopnia, a wyzszego o dwa codo
spOtzmiennikéw. W ten tosposéb wywodzi sie ze spOtzmien-
nika kanonicznego, inny spétzmiennik trzeciego stopnia

abA 64(2y2z — YZ7) -f- — ab[X-hj — TA/) j~

tatwy takze do otrzymania, dziatajac spdtzmiennikiem kano-
nicznym naHessowy. Ksztalty pigtego stopnia majg, spétzmien-
niki linijne wszelkich stopni nieparzystych wyzszych nad trzeci;
wynika zt"d, prawem wzajemnosci, ze ksztalty stopni niepa-
rzystych, wyzszych nad trzeci, posiadajgi spétzmienniki linijne
za sp6tzmienniki pigtego stopnia.

218. Wiemy ze znak dyskryminanta daje bezpoSrednio po-
znac, czy ksztatt zktdrego pochodzi, przyjmuje parzysty czy tez
nieparzysty liczbe pierwiastkow urojonych. Roztézmy ksztatt
dany na rzeczywiste czynniki drugiego stopnia, a jego dyskry-
minant (91) réwny jest iloczynowi dyskryminantéw wszystkich
czynnikOéw drugiego stopnia, rozmnozonemu przez kwadrat
z iloczynu wyznacznikéw wypadkowych wszelkich par czynni-
kéw. Te wyznaczniki sy rzeczywistemi, a dodatnemi ich kwa-
draty, wiec znak dyskryminanta zalezy jedynie od dyskrymi-
nantéw czynnikéw drugiego stopnia. Lecz kwadrat roéznicy
dwdch pierwiastkdw zrdwnania drugiego stopnia, jest dodatnyni
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lub odjemnym, w miare jak pierwiastki s\ rzeczywistemi lub
urojonemi, a iloczyn kwadratdw z réznic pierwiastkdw zréw-
nania jakiegokolwiek, jest dodatnym gdy zrdwnanie przyjmuje
parzysta liczbe par pierwiastkéw urojonych, odjemnym za$ gdy
liczba tych par jest nieparzysta. Piszemy dyskryminant dajac
znak wiecej iloczynowi dwdch skrajnych wyrazow; bedzie on
miat ten sam znak coiloczyn kwadratéw zrdznic pierwiastkow,
kiedy ksztatt bedzie stopnia km lub km znak zas$ prze-
ciwny gdy stopied ten réwny k m 2 lubkmZ. A zatem
dla ksztattu pigtego stopnia, jezeli dyskryminant jest dodatny,
istniejg cztery pierwiastki urojone lubzaden; gdyza$ dwa
takie pierwiastki istniejg dyskryminant jest odjemnym.
Pozostajg nam dwa przypadki dozbadania :gdy wszystkie
pierwiastki sgrzeczywistemi, lub gdy jeden tylko jest takim.

219. Dla rozréznienia tych przypadkéw rozmaicie postepowac
mozna. Nastepujacy sposob jest najprostszym (*); opiera on
sie natwierdzeniu Sturma. Wezmy jak zwykle J za niezmien-
nik; mamy

Yi— b — ac,

S kbdA-~Zc?,

T ==ace + Ibcd — ad} — eb" —

M= — adfA-  Zabcf— Mbde + kacd* — kac’e

— WfA-W-ce -f 'Ibrd*— Ucrd + Zc\

Pierwsze wyrazy Sturma sgproporcyonalne do ilosci

a, a, H, 5HS -f- 9aT, - HJ + 12SM + ZS"- 2161~

(*) Wartosci te obliczyt I'. Roberts {Quarterly Journal, tom IV, str. 173).
Tablica funkcyj Sturma obliczona przez P. Gayley {Philosuphical Tran-
sactions, tom CXLVil, str. 735), zawiera w odniesieniu do czwartej i pia-
tej funkcyi, biedy w znakacli na ktére czytelnik baczy¢ powinien.
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Zktorych ostatnia jest dyskryminantem, awarunki podane przez
twierdzenie Sturma w celu odrdznienia przypadku dajgcego
cztery pierwiastki urojone, odprzypadku w ktdrym mamy same
pierwiastki rzeczywiste, zalezg na temzew drugim razie, tak
dyskryminant jak i iloSci

H, SHS -f 9aT, - HJ-[-
sg dodatnemi.

220. Zastosujmy tewarunki doformy kanonicznej
{c—nf + 1 -f- 1{cx'Y + Bex}h + — )

w ktérej réwnos¢ spétczynnikéw, z wyjgtkiem dwdch, czyni
tatwym rachunek bezpoéredni. Znajdujemy spétczynniki e— a,
c—fl, uc— a ze ostatni jest widocznie odjemnym, nie
potrzebujemy postepowac dalej i widzimy ze zréwna:}ie dane
posiada¢ musi pierwiastki urojone. Widzimy nadto ze kiedy
niezmiennik L zréwnania pigtego stopnia jest dodatnym, zrow-
nanie nie moze mie¢ samych tylko rzeczywistych pierwiastkow.

Jezeli za$ L jest odjemnem, czynniki kanonizantu bedg
urojonemi, a forma kanoniczna zamieni sig na

czylina
(Itf -j- 5cy*x — \Odfx- — -f Mdyx* + (c—
Dajmy, dla skrdcenia c- d*= r, astatemi funkcyi Sturma
beda
d, d, Unidh + + 5r<),
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a poniewaz dyskryminant jest dodatnym, pierwiastki bedg
rzeczywistemi jezeli d i — +  Ihacrh s§ dodat-
nef).

221. W praktyce, poznaki istnienia pierwiastkéw urojonych,
wynikajagce z twierdzenia Sturma sg dogodniejszemi odin-
nych (**), bofunkcye ktdre obliczy¢ wypada majg spotczynniki
czyli mVem dane w wyrazach niezmiennikdw; dokonali tego
PP. Hermite iSylwester. Zaczniemy od przedstawienia nadzwy-
czaj dowcipnej metody tego ostatniego.

Wiemy ze majac dane niezmienniki J, K, L, mozemy ozna-
czyé a, b, c formy kanonicznej przez zréwnanie trzeciego sto-
pnia, i ze niezmiennikom danym odpowiada pewien Kksztatt
piatego stopnia, ktory jednak nie zawsze jest rzeczywistym.
WidzieliSmy bowiem (216) ze, abyto miato miejsce J, K, L
powinny by¢ takie aby G byto dodatnem, zkad

G JKA -F 8LKA ~ 2J2LR2 — i m M - k~U + P L\

DowiedliSmy Ze G jest kwadratem zupetnym funkcyi rzeczy-
wistej spotczynnikéw ksztattu ogdlnego bedacej
rugownikiem azarazem kanonizantem ksztattu danego, przeto

(*) Dajgc len wypadek, podejrzywam jego prawdziwos$é¢, gdyz zdaje mi
sie by¢ w sprzecznosci z wypadkami innych metod.
{Przyp. P. Salmon.)

(**) Criteria te sg liczne, gdyz kazda symetryczna fiinkcya kwadratow
z roznic pierwiastkéw 2(a— If musi by¢ dodatngi gdy wszystkie pier-
wiastki s rzeczywistemi. Napiszmy funkcyg bedacg niezmiennikiem, a
jezeli ta jest odjemn?, zréwnanie przyjmuje pierwiastki urojone. Ale dla
pierwiastkéw takich funkcye moga by¢ dodalnemi; idzie wiec o znalezie-
nie jednego criterium lub ich uktadu, ktéryby sie sprawdzat w razie gdy
nie wszystkie pierwiastki sa rzeczywistemi,
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koniecznie dodatnej. Mozemy zastapi¢ K przez jego wartos¢
wyciggnieta z .I' — 128R = D. Przyjdzie

G = JD" —hiP - f 28L)D3-f- (635 - 29.2»0L)J2D2

Weimy J, K,L za sp6trzedne punktu w przestrzeni (*);
G bedzie powierzchnig. Punkta potozone zjednej strony jako
czynigce G dodatnem, odpowiadajg ksztattom rzeczywistym
pigtego stopnia, punkta za$ przeciwne, czynigc G odjemnem,
odpowiadajg ksztattom piagtego stopnia o spétczynnikach uro-
jonychi {**).

222 Teraz zamierzamy dowie$¢, ze jezeli spotczynniki zréw-
nania zmieniajg siew sposéb ciaggty, to na przejsciu z pier-
wiastkdw rzeczywistych do urojonych znalezé musimy pier-
wiastki réwne. Dajmy ze przez bardzo matg zmiang
spotczynnikéw staje sie -fAiaji ™ jest nieskonczenie
matym przyrostem, a przyrostkiem pierwszego zréwnania,
a h drugiego. Bedzie przeto h) + = 0 ajezeli
<p@@ = O, to hofa®) = o0, dawartos¢ rzeczywistg na h.
Nastepny pierwiastek a -f- h musi by¢rzeczywistym. Lecz
jezeli <p'@ znika wraz z (p(a), to najmniejszy wyraz w rozwi-
nieciu cp@  h) jest h*, a h moze by¢ urojonem. Czyli ze gdy
ksztalt ma pierwiastki réwne, ksztatt pochodny moze mieé
pierwiastki urojone.

(*) P. Sylwester bierze L za cc, J za y, D za z.

(**) Punkta dla ktérych G = 0. odpowiadajg ksztattom rzeczywistym;
w razie tym, zréwnanie bedzie rozbieznem. DowiedliSmy bowiem ze dla
G = O, dwa ze spolczynnilcéw ksztattu kanonicznego s? rownem! miedzy
sobg, a ztad zréwnanie przybiera ksztakt + mf + h{x \-:y)* = 0.
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Wynika ztad /o przcdsliiwiajac, jak w paragrafie 221, uktady
wartoéci na J,J), L, przez punkta w przestrzeni, odpowiadac
one bede, ksztattom piritego stopnia majgcym tezsamg liczbe
pierwiastkéw rzeczywistycli, bylesmy od jednego do drugiego
przejs¢ mogli bez nai)otkania ptaszczyzny D i powierzchni G.
Jezeli puiikta lezg z obu stron D, to na przejsciu zjednych do
drugicti moze leze¢ punkt D= O, w ktdrym zmiana chara-
kteru pierwiastkéw zajs¢ moze. Dwapunkta czynigce G do-
datnem, przedzielone przez ptachty powierzchni G, nie pozwa-
laja abySmy w ksztatcie samym przeszli z jednego do drugiego
bez naruszenia ciggtosci, gdyz jezeli w punkcie spotkania po-
wierzchni mamy G ujemne, toodpowiedni ksztatt przypuszcza
pierwiastki urojone. Dla dwéch za$ punktéw nie przedzielonych
wzmiankowanym sposobem, mozliwe jest zawsze (w sposob
ci§gly) przejscie z jednego dodrugiego, bez spotkania zmiany
w odpowiednim ksztatcie.

Ostatnia metoda P. Sylwestra polega na przeprowadzeniu
dyskusyi nad G, pokazujacej zepunkta dla ktérych G jestdo-
datnem (*),dadzg siepodzielic natrzy czeSci poprzedzielane
przez 1) i G. Widocznie przeto ksztatty pigtego stopnia rozpa-
dajg sie na trzy gatunki, (tojest majg" cztery, dwa lub zero
pierwiastkéw urojonych), a punkta trzech czeSci odpowiadaja
tym trzem gatunkom. Nie mamy czasu wdawania sie w rozhidr
powierzchni G zapomoca ktérej P.Sylwester prawd tychdo-
wodzi, lecz nastepne rozumowanie przekona czytelnika zesg
one niezbitemi.

223. Jedna z trzech czeSci posiadajgca punkta na stronieod-
jemnej D, odpowiada ksztattowi majacemu dwa pierwiastki
urojone. Wezmy naprzéd D dodatne : widzielismy (222) zo
zmiana charakteru pierwiastkdw ma niiejsce tylko dhi D= O,

(*) P. Sylwester nazywa je puuklaini utatwiajeicemi.
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COzwraca nasza uwage na przociocic (i przez j). Czynige 1)= ()
w (Lwyprowadzamy najaw czynnik kwadratowy (221), i i)o-
kaze sie ze G dotyka 1) wzdtuz krzywej — 2L", przecina
za§ toz D wzdtuz J"—27.2'f'L. Jezeli powierzchnia przecina
tylko ptaszczyzne, linia przecigcia niebedzie linig przedziatu
miedzy punktami lezacemi z jednej strony powierzchni. Prze-
tnijmy naprzyktad stét, a punkta lezace z jednej strony prze-
ciecia, wolny miedzy sobg zachowujg zwigzek. Toz samo dzia¢
sie bedzie z punktami lezgcemi z drugiej strony przeciecia.
Lecz jezeli ptaszczyzna dotyka powierzchni, jezeli na przyktad
walec postawimy na stole, to tylko punkta zewnatrz walca
znajdujace sie, wolny zwigzek miedzy sobg majg, linia
zetkniecia stanowi linig graniczng, przecinajgcg zwigzek mie-
dzy punktami zewnetrznemi wzgledem walca, a potozonemi
z jednej lub z drugiej strony linii granicznej.

P. Sylwester twierdzi, zenakre$liwszy w ¢wiartce dla ktorej
1i L sgodjemnemi, na ptaszczyznie xy krzywg J~— 2"L,
wszystkie punkta utatwiajgce lezace po za przestrzenig ozna-
czong przez tez krzywg io$ L= 0, tworza cze$¢ oddzielng od
innych, aodpowiadajgca pieciu pierwiastkom rzeczywistym.

Tik. Dla blizszego rozpatrzenia sie w tej powierzchni, tworze
dyskryminant G uwazany zafunkcyg K; bodzie

K = - + 271.)3.

Jezeli J i L sgodjemne dyskryminant takimze bedzie, a dla
zréwnania w K znajdziemy dwa tylko pierwiastki rzeczywiste.
Kazdemu przeto uktadowi wartosci na J i L, odpowiadajg
dwie wartosci na K idwie naD,a powierzchnia stanowi jedng
z dwdch ptacht. Mowie ze miedzy ptaclitami znajduje sie prze-
strzen dla ktérej G dodatnem. Co jezeli G=J1)'-|-"-
roztozywszy naczynniki przyjdzie

G=dn- Q) - i) yY-f
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a J ofljemne, poci®iga dla D w obchodzacej nas przestrzeni,
warto$¢ posrednig mitidzy a i jako jedynie zdoIn§ uczynié
G dodatnern: Ostatni wyraz zrdwnania bedacy

(33 — 2"L)3(0" — 27.2'«L),

przybierze znak przeciwny L, w razie zblizania sig J* do 2"L,
a wiec stanie sie dodatnym. A poniewaz spétczynnik D' jest
odjemnym, z jednej przeto strony linii JA= 2"L wartosci
bedg dodatne, a odjemne z drugiej, czyli Ze jedna z ptacht po-
wierzchni lezy nad, a druga pod D. Lecz gorna ptachta dotyka
D wzdtuz Jr= 2"L, gdyz znak przedostatniego wyrazu zro-
wnania dla D przekonywa ze gdy ostatni wyraz réwny zeru,
dwa pierwiastki stajg sie O lub odjemne. Wiec wytozona teorya
pokazuje ze krzywa J = 2"L tworzy linig graniczng przeci-
najaca potgczenie punktow utatwiajacych na gdrnej stronie D.
L O toz samo czyni w drugim Kierunku, gdyz L dodatne
dyskryminant dodatnym czyni, i sprawia ze D ma cztery pier-
wiastki rzeczywiste lub cztery urojone. Ze za§ pierwsza stata
funkcya Sturma jest proporcyonalna do L(J* 1.2L), wiec dla
— J a -|-L bardzo matego, ta stata bedzie odjemng. Tuz za L,
zréwnanie dla D przyjmuje cztery pierwiastki urojone, a wigc
powierzchnia przestaje istnie¢. Utatwiajace przeto punkta le-
zgce wewnatrz powierzchni czyli miedzy jej ptachtami, przecina
ptaszczyzna L, na ktérej tacza sie dwie ptachty, i odosobnig
je od punktéw po za nig lezacych, jak to powyzej widzielismy.

Wypadatoby w podobne wej$¢ szczegdty dla dowiedzenia ze
wszystkie inne utatwiajgce punkta majg wolny miedzy sobg
zwigzek. Linia stycznoci — nie stanowi linii przedziatu
w Cwiartce w ktérej J i L sg dodatnemi, gdyz widoczna ze
punkta utatwiajgce lezg po za ptachtami, a nie miedzy po-
wierzchnig a ptaszczyzng do niej styczna.

Wypadek ostateczny poszukiwan naszych jest wiec, ze aby
wszystkie pierwiastki byty rzeczywistemi, ilos¢ — J* musi
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byé dodatn” (*); L za$, a wiec i J odjemnem. Jezeli nie istnieje
zaden z tych warunko6w, pierwiastki staj§ sie wurojonemi,
D, w obu razach jest dodatnem.

225. Walec rownolegty do osi 2 a stojgcyna krzywej 2"L—J%,
nie spotka G po za D, gdyz dwie wartoSci na z s§, jedna
rowna O, druga odjemna. Inna powierzchnia stoj§ca na tej
samej krzywej i nie dotykajgca G moze zaréwno stuzyé za
wat dzielacy dwa rodzaje punktéw utatwiajagcych. Gdyz wszy-
stkie punkta lezece miedzy walcem a powierzchnie jako nie-
utatwiaj”ice nie nalezni do kwestyi. P. Sylwester postrzegt ze
2"L—mozemy zastapi¢ przez 7ZVL ~ JA-f-(AJD, byle to
ostatnie zréwnanie nie wyobrazato powierzchni spotykajecej G
po za D. Aby [J mogto zadosy¢ czyni¢ temuwarunkowi, musi
by¢ zawartem miedzy 1 a — 2.

Uzywa on skutecznie criterijoio wyrazonych jako symetryczne
funkcye pierwiastkow. Naprzod

jest niezmiennikiem (116), a ze jest tego samego rzedu i wa-
znosci co J, wiec tylko czynnikiem liczebnym r6zni¢ sie od
niego moze, i to czynnikiem odjemnym, poniewaz funkcya
jest dodatne z natury a J odjemnem w razie gdy wszystkie
pierwiastki s§ rzeczywistemi. Powtore, funkcya symetryczna

2:(a - — - - -

p I'. Sylwester twierdzi ze tym warunkiem jest odjemiio$¢ (2'»L — J3).
Widoczna to pomytka. Wyraznym jego dowodzen wynikiem jest dodatno$¢
tej ilosci. Gdyz phaclita klorgi sie zajmuje, lezy z tej strony krzywej
'2"L— w  poblizuosi L= 0. Agdy L= 0, i J odjemne, ("iiiiL—JS)
bedzie dodatnem.
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(ktérej zwiazek z pierwsza jasno sie pokazuje gdy tanite napi-
szemy pod formg

m{a — . -

w ktorej D jest. dyskryminantem), jest niezmiennikiem dwu-
nastego rzedu. Toz samo wiec ma miejsce wzgledem

Biorgc w pomoc ksztatt pigtego stopnia (*),

obliczymy tatwo funkcyag symetryczng i wykazemy jej toz-
samo$¢ z niezmiennikami, bedzie ona proporcyonalng do

2"L — ANjn. A ze czynnik liczebny ilosci JU zawarty

jest w granicacti wyzej oznaczonych, wiec moze stuzy¢ za cri-
tenum; P. Sylwester znalazt, ze dwie wzmiankowane funkcye
symetryczne, nietylko sg razem dodatnemi dla pierwiastkéw
rzeczywistych (co widoczna), lecz nadto ze jezeli te funkcye
i D sg dodatne, pierwiastki rzeczywistemi by¢é musza. Mozna
to sprawdzi¢ bezposrednio w razie gdy jedno zréwnanie da
cztery pierwiastki urojone.

226. P. Salmon usitowat sprawdzi¢ wypadki, badajgc nie-

(*) Formuta w tym lar.ie bezpiecznie uzyt?i by¢ moze, czesto jednak
wystrzegac sie jej nalezy. Bo gdy czynnik linijny ksztatUi pielego stopnia,
jest zarazem czynnikiem Jakobiowego dla pozostatego ksztattu czwartego
stopnia, to niezmienniki zwigzek S$cisty tgczy¢ musi. Lecz obliczenie go
jest nadzwyczaj trudne, daje bowiem na J, D, L ilosci bardzo wysokich
stopni.
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zmienniki iloczynu tinijnego czynnika i ksztattu czwartego sto -

pnia

niezmienniki te sNi koniecznie sp6tzmiennikami czwartego sto'
pnia (198). Spdlczynniki pigtego stopnia s*

Wszystkie za$ pierwiastki bed” rzeczywistemi dla — m, wr.iz
z > 1. Lecz m odjemnemu odpowiadajg Nvszystkie wyra-
zy odjenine précz jednego. Granicg. odjemnych na m wartosci

jest -O; warto$¢ ta, a tern bardziej wszelka wyzsza odjemna

warto$¢ czyni J odjemnem. Przypuszczenie 6 =0 to samo
pokaze, bioragc pod uwage sam spotczynnik najwyzszej potygi «
w 8SH — STU, Kktory jest — ac)S - 3Ta. Nazwijmy
A, B, C, trzy state funkcyi Sturma, to jest

bedzie J = 6AS — B, warto$¢ odjemna w razie pierwiastkow
rzeczywistychi.

W obrachunku tym wypada



302 ROZDZIAL XV.
zk8d 2"L — P rézni¢ sie tylko bedzie czynnikiem statym
mnozacym ilos¢

Czynigc % — d*d— Zabc + spétczynnik najwyzszej po-
tegi a bedzie

J)la pierwiastkéw rzeczywistych, wszystkie wyrazy s§ dodatne,
procz jednego, lecz gdy jeden jest odjernnym zbyteczna formute
przyoblekaé¢ w forme prawa. Dosy¢ powiedzie¢ ze gdy formuta
jestdodatn§ a J odjemnem pierwiastki musz”™ by¢ rzeczywistemi.
Nie ma wiec watpliwos$ci ze roztrzasania powyzsze sa niejako
dowodem na prawo P. Sylwestra, a $ci$lejszego podaé niepo-
dobna {*).

CY Sprawdzenie jest jednak talweni w szczegélnym przypadku

Mamy bowiem

wreszcie — proporcyonalne do

Wiec jezeli mamy mniej m i bedzie J i L, odjemiio a
— J3 dodaUie, Ostatnia ilo$¢ jest dodatn” i dla pierwiastkéw uiujo-



ZASTOSOWANIA DO KSZTALTOW PODWOJINYCH. 303

227. Nie moze wchodzi¢ w zakres niniejszego dzieta opowia-
danie poszukiwan ktérym dato poczatek zagadnienie rozwig-
zania ksztattow pititego stopnia (*). Nastepujace poszukiwanie
zamieszczamy tu jednak z powodu zv*i8zku jaki ma z teorya nie-
zmiennik6éw. Wiadomo ze Lagrangc czyni zaleznem rozwigzanie
zréwnari piatego od rozwig,zania zréwnan szustego stopnia,
tatwo bowiem dowie$¢ ze funkcye o pieciu literach, mog$§
przybiera¢ sze$¢ warto$ci przez przeobrazenie hter. | tak niech
12345 bedzie funkcyg cykliczn®i pierwiastkéw pigtego stopnia,
take, na przyktad jak iloczyn

widoczna ze 23Zi51 jak 15432 oznaczajg to samo co 12345, ze
zatem mozemy napisa¢ nasza funkcyg dwunastoma sposobami.
Te dwanascie funkcyj dzielg sie na pary, a miedzy niemi znaj-
dziemy funkcye tylko sze$¢ wartosci przybra¢ zdolne. Na przy-
ktad : 12345 + 13524, 12435 + 14523, 13245 + 12534
13425 + 14532, 14235 + 12543, 14325 + 13542. Takie
uszykowanie ksztattu széstego stopnia majgcego wartosci swych

uycti, lecz; w lym razie J zostanie dodatnem. Kazda wigec z metod wuzy-
tych wykaze istnienie lycli pierwiastkow.

Dyskiisyg o cliarakteracli rzeczywistosci pierwiastkéw zréwnan, zasa-
dzajgchi sie na niezniiennikacti, rozpoczat P. ilerniite roku 1854 w Cam-
bridge and Dublin Mathematical Journal. Strescit j? tegoz roku w zna-
komitej pracy przedstawionej Akademii francuzkiej. Wyraziwszy
w naszym sposotiie znakowania wypadnie ze gdy wszystkie pierwiastki
sg rzeczywiste, a dyskryminant dodatny, dodatnemi tez ljedgi

Critoria P. Sylwestra prostotgi swo6j? majg pierwszenstwo przed lym
wypadkiem.

(*) 1)0 najznakomitszych nowycli odkry¢, tego przedmiotu dotyczeicycli
nalezy zastosowanie do niego przez Pt', llermite i Kronecker leoryi Cunk-
cyj eliptycznych.
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pierwiastkdw, jest niestychanie Irudnem. Jednakowaz P. ller-
mite uwaza ze jezeli funkcja 123ZD jest iloczynem z r6znic kwa-
dratow pierwiastkdw (« — ¢\ .. to wszystkie spétczynniki
ksztattu bed™ niezmiennikami, a przeto icti obliczenie podo-
bnem (*). Jest stosownem utworzy¢ to zréwnanie w chwili
przejscia do ksztattow szOstego stopnia, aby jasno wykazaé
cechy oparte na niezmiennikach ksztattu szdéstego stopnia, kto-
rych rozwigzanie opiera sie¢ na rozwigzaniu zréwnan pigtego
stopnia, i nieraz dogodném by¢ moze posiadanie pewnej liczby
pierwszych wyniktych z dyskusyi nad drugiemi (**). Biore
prosty przykfad

gdyz jezeli to zréwnanie da dwie pary pierwiastkéw réwnych,
a znakami przeciwnycli, funkcyy. réznic tatwo napisa¢ przyj-
dzie. Znajdujemy ze ksztatt sz6stego stopnia jest iloczynem

I)rzez kwadrat z ilosci,

(*) W nieioclzie PI>. Harley i Cociiic, 12365 jest

a dany ksztatlt széstego stopnia ma za pierwiastki 12345 — 13524
Wypadek len obliczyt > Cayley (Philosophical  Transactions, 1861,
str. L>B3). Staje sie on bardzo prostym, gdy w ksztatcie nie dostaje dwdcli
wyrazow, lecz spétczynniki nie s3 niezmiennikami.

I Ksztatt otrzymany przez PI\ Kronecker i Briosctii jest

Przy pomocy iornud danych wyzej, obliczaja sir niezmiennilu lego zréw-
nania, arugujg ilosci u, b, c.
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Lecz pomno6zmy pierwszy ksztatt piagtego stopnia przez 5,
ajego niezmienniki s"

Dla uniknienia utamkéw, dajemy

Utwoérzmy ksztatt szostego stopnia i wyrazmy jego spotczyn-
nikt w wyrazach niezmiennikéw, a otrzymamy

Ilos¢ ta jest kwadratem doskonatym i musi nim byé¢ z po-
wodu D O (™.

228. P. Hermite szczeg6towo rozbierat niezmienniki wyra-
zone w zréwnaniach pierwiastkow. Przeksztatca on zréwnanie
tak, aby pierwszy i ostatni wyraz zniknat, to jest tak aby jeden
pierwiastek byt O, a drugi oo. Rachunek taki zasadza sie na
utworzeniu funkcyi symetrycznej z pierwiastkbw zréwnania
stopnia trzeciego. Dyskusya zagadnienia z parag. 227 doprowa-

(*) Chociaz ksztatt na ktéry dziataliSmy nie jest ogélny, wypadek je-
dnak ogélnym sie zdaje, gdyz sadzi¢ nalezy ze jedynie przyjete spdtczyn-
niki w jednaki sposéb powstajg z wyrazéw niezmiennikéw.

ALGBbIA. I, — 20
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dzila P. Salmon'a do tego samego przeksztatcenia, lecz otrzymat
on je w taki sposdb ze nie upraszczalo zagadnienia. Potrzeba
przeksztatci¢ zagadnienie trzeciego stopnia na takie zréwnanie
szostego stopnia, aby jego pierwiastki byty szeScioma wartos-
ciami ilosci

a wypadek zréwna¢ z kombinacyami ksztattéw jakie przybieraja
niezmienniki zréwnania piatego stopnia, gdy a i f stang sie
zerami. Z wypadkdéw P. Hermite podamy tylko wartosci jego
wiasnego niezmiennika L. Wezmy

ich iloczyn jest symetrycznym wzgledem wszystkich pierwiast-
kéw précz a, a jesli go pomnozymy przez iloczyny podobne,
otrzymane dla czterech innych pierwiastkéw, bedziemy mieli L.

229. KSZTALTY szOSTEGO sTopNIA. Mato dotagd nad niemi ro-
biono postrzezeA. Majg one cztery niezmienniki niezalezne
oznaczone przez A, B, G, D, rzedéw 2, h, 6, 10; i piaty nie-
zmiennik sko$ny E, pietnastego rzedu, u ktérego kwadrat jest
catkowitg i wymierng funkcya czterech innych.

—cC
Pierwsza A, jest niezmiennikiem 12 otrzymanym wedle ar-

tykutu 96; forma jego ogoélna

Podalismy (262 i 163) kanoniczng forme ksztattu széstego
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stopnia, lecz uzyjemy tu (210) formy réwnie dogodnej

prowadzi nas do niej teorya ksztattow piytego stopnia, ktore
nie daj§ sie prosciej wyrazi¢ jak tylko jako summa czterecti
pi§,tych poteg. Dla formy tej mamy (210)

—6
Hessowy 12 ksztattu szoOstego stopnia jest osmego stopnia,
a 0golne jego spétczynniki s§

Hessowy za$ formy nowo podanej bedzie

Ksztatt széstego stopnia posiada inny spétzmiennik, bedacy J
emananta czwartego stopnia, o spotczynnikacli drugiego rzedu,
ze spéiczynnikami

a ktéry dla formy kanonicznej jest
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Wspomniemy jeszcze wspétzmiennik trzeciego rzedu, (jest to
T emananta czwartego stopnia) majacy za spolczynniki

a ktéry jest dla formy kanonicznej

230. Niezmiennik B (P. Sylwester zowie go  catalectkan),
ktory wyraza warunek aby ksztatt szostego stopnia moégt byc¢
sprowadzonym do summy trzech szdstych poteg; jest on wy-
znacznikiem

ktéry rozwiniety da

Utworzywszy niezmiennik drugiego stopnia wyznacznika Hes-
sowego, znajdziemy go proporcyonalnym do
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spétzmiennika S znajdziemy A-—36B, a dziatajagc za pomocy
T na ksztatcie danym wr6cimy do B. Zastosowawszy to dzia-
tanie do formy kanonicznej znajdziemy

ilos¢ réwng O, jezeli niektére zilosci a, b, c, d, stang sie ze-
rami, lub jezeli ktérekolwiek z funkcyj u, v, iv, z bedg sobie
rownemi.

231. Wezmiemy za niezmiennik zasadniczy szOstego stopnia
C, ten ktéry nie zawiera potegi pierwszego spéiczynnika a
wyzszej nad druga.

Inne niezmienniki széstego stopnia dadzg sie wyrazi¢ w funk-
cyi poprzednich. | t<ik niezmiennik trzeciego stopnia spétzmien-
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nika czwartego stopnia jest

a niezmiennik trzeciego stopnia Hessowego

niezmiennik wreszcie czwartego stopnia dla spétzmiennika
stopnia szOstego bedzie

Ten ostatni tatwo obliczonym by¢ moze za pomocag formy
kanonicznej. Mamy dziata¢ przez

na tejze samej ilosci. Jezeli dziatamy przez na
wypadek bedzie proporcyonalny do (12fMN, gdzie Mi N maja
to samo znaczenie jak w paragrafie 210. Otrzymamy w ten
sposobh — (12)"M(23)(31)"; a niezmiennik szukany bedzie

232. Gdy a, b, c stajg sie zerami, bedzie k — — IO
B= ¢™ G= — A wiec jezeli ksztatt dany ma za czynnik
sze$cian zupetny, powinno by¢

Jezeli uczynimy a=b = f = g — ii, niezmienniki stang sie
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a nastepnie jezeli ksztatt széstego stopnia przyjmuje za czynniki
dwa zupetne kwadraty, to niezaleznie od warunku dostarczo-
nego przez dyskryminant, by¢ musi

(A3 _ 300A.B+ 250C)2  5(A2 — 100B)3.

233. Jezeli b— d — f = (i w réwnaniu danem, dyskrymi-
nant bedzie ag rozmnozone przez kwadrat z dyskryminanta
ilosci

{a, 5e, 5e, g'Ix,yY\

a jezeli znikng wszystkie wyrazy procz a, d* g, dyskry-
minant bedzie d'g- rozmnozone przez szeScian dyskryminanta
ilosci

[a, 1Orf, gjjc, yf.

Znajac te wyraz y dyskryminanta® obliczymy reszte za pomocg
zrownania rézniczkowego i znajdziemy warto$¢ na A |P. Sal-
mon [Lessons introductive to the modern higher Algebra, Dublin.
1866, rozd. XVII, str. 205-207), podaje wypadek obliczania A
z 246 wyrazéw ztozony}.

234. Zamiast dyskryminanta A mozemy szukaé¢, niezmien-
nika D, do ktorego skrajne spoétczynniki a i g nie wchodza
w potegach wyzszych nad czwartg i ktéry nadto nie zawiera
iloczynu 1"08¢ mnozaca w D jest [eg— fY\ A za$
i D tgczy zwigzek

A= AN — 375A3B — 625A2G 3125D.

(P. Salmon w dziele zacytowanem w poprzednim paragrafie,
na stronach 207-209, podaje wypadek obliczania D z 298 wy-
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razow ztozony. SadziliSmy zbytecznem przytacza¢ w niniejszem
ttémaczeniu odno$nego rozdziatu P. Salmon'a, wartosci przez
niego na A i D otrzymanycli.)

235. Teorya P. Cayley o liczbie niezmiennikow ksztattu szos-
tego stopnia pokazuje ze ksztatty te posiadajg précz czterech
niezmiennikdw wskazanycli, nie:zmiennik sko$ny pietnastego
stopnia zwany E. Niezmiennik pigtego stopniaj est wyznaczni-
kiem wypadkowym dwoch spétzmiennikow, lecz nie wiemy czy
Eda sie w podobny spos6b wyprowadzi¢ z dwoch spotzmienni-
kéw szostego stopnia. Mozemy je wyrachowaé za pomocg zré-
wnania rozniczkowego. Czynnik a nie wchodzi w potedze
wyzszej nad szOsta; toz a ma za czynnik

Wyrazenie E w funkcyi innych niezmiennikéw daje sie
otrzyma¢ za pomocg nastepujgcych uwag. Jezeli b, d, f sg
zerami, mamy E=:0; gdyz wazno$¢ jego jest U5 (123) a wiec
waznos$¢ jednego przynajmniej z czynnikéw kazdego wyrazu
musi by¢ nieparzysta, ztad gdy czynniki z wazno$cig nieparzysta
stang sie zerami, bedzie E = 0. Wynika ztad ze E = O jest
warunkiem aby pierwiastki zréwnania sz6stego stopnia stano-
e wity uktad w inwolucyi. Dajemy przeto b=zd = f = 0 w wy-
razeniach A, B, C, D, i wyrugujemy a, ¢, e, g, a zwigzek
jaki otrzymamy miedzy A, B, C, D bedzie sprowadzonym przez
E = O, ktére przeto jako czynnik zawiera¢ musi (*).

Uczynmy ag = X ce = ae geM = v, a zarazem

(*) P. Salmon w dziele swem tyle razy wspominanem podaje wypadek
obliczenia E, w dodatku na str. 253-265. Wypadek ten zawiera 1241
wyrazow.
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otrzymamy

Wyrugujmy v, a dwa ostatnie zréwnania statig sie :

Wyrugujmy nastepnie |Aza pomocy pierwszego zréwnania
przyjdzie :

Hugownik tych dwdch zréwnan bedzie miat spotczynniki
trzydziestego stopnia, i,,jak wiemy, tylko spétczynnikiem Ii-
czebnym ro6zni¢ sie moze od E'-.

136. Paragraf 218 uczy, ze w razie dyskryminanta dodatnego
ksztatt széstego stopnia ma sze$¢ albo dwa pierwiastki rzeczy-
wiste, cztery za$ lub zero gdy dyskryminant jest odjemnym.
Mozemy z gory twierdzi¢ ze rozbiéor E prowadzi nas do tych
samych wypadkow odno$nie do przypadkow rzeczywistosci
pierwiastkéw, jak rozbiér G przy pi§tym stopniu. Przez analo-
gig sadzimy takze, ze przypuszczenie A= O E moze byé obfi-
tem w nastepstwa wazne; a chociaz obliczenie E jest nader
pracowitem, jego cze$¢ niezalezna od A tatwo sie otrzymuje,
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jest ona iloczynem

przez kwadrat wyznacznika wypadkowego ksztattéw trzeciego
i czwartego stopnia

Analogia takze sgdzi¢ kaze ze tylko drugi z tych dwoch czyn-
nikéw jest waznym w poszukiwaniu rzeczywistosci pierwiastkow.

Czynigc 100B = B', 125C = C', znalaztem (to jest P. Sal-
mon) ze czynnik kwadratowy rézni sie od

tylko o czynnik staty.

Analogia tez pozwala wnosi¢ ze criteria dajgce poznaé liczbe
pierwiastkéw rzeczywistych zaleza od znaku tej ostatniej iloSci,
jako tez od ilosci,

ktére, jak widzimy, stajg sie zerami w razie rdwnosci pier-
wiastkow.
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0 RZEDZIE RESTRYKCYJNYCH UKLADOW ZROWNAN (*).

237. Zagadnienia ktére w tym rozdziale nas zajm” s* czysto
algebraiczne, i nie wymagajg pomocy prawd geometrycznych.
Dla uniknienia jednakomoéwien, i dla pokazania w jaki sposéb
znane twierdzenia o potréjnych i poczwdérnych ksztattach, do
wszelkich w og6le ksztattéw zastosowac sie dadz”, zapozyczy-
tem od geometryi kilku wyrazéw.

Wiemy (59) ze dla k zrownan o k zmiennych niezaleznych (**),
liczba uktadéw spoéjnych wartosci zmiennych, sprawdzajgcych
je spbtczesnie,jest rown” iloczynowi rzedéw zrownan.

W geometryi dwa lub trzywymiarowej uktad wartosci x = a,
y—hy lub x = a, y— h, z= Cyoznacza, punkt zamiast wiec
wyrazenia uklad wartosci ilosci zmiennych, uzyjemy wyrazu

(*) W pierwszem wydaniu Wyzszej Algebry p. Salniona {Lessons intro-
ductory to the modern higher Algebra), iw jego francuzkiem ttumacze-
niu przez p. Bazin, rozdziat ten zastgpiony jest rozdziatem O ksztattach
potréjnych ; lecz poniewaz przedmiot ten wymaga obszernycti rozwinie¢,
a wszystkie jego wypadki znajduj? zastosowanie w geometryi, przeto
p. Saimon wyrzucit go z drugiej edycyi a do dziet geometrycznych wij-
czyt, z ktérycli jednak, a mianowicie swej Geometryi o trzecti wymiarach
{Geometry of Three Dimensions), wyj?t i wcielit do Wyzszej Algebry to
wszystko co jest w zwigzku z przedmiotem traktowanym w tem dziele.

(**) Uzywa sie zwykle zréwnan jednorodnych, majacych A;-j-1 zmien-
nych.
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punkt; i tak twierdzenie o ktdrem mowa wystowi sie jak na-
stepuje: ((Uktad A'zréwnan o k zmiennycli stopni I, m, n,
oznacza Imnpg.. punktéw,» co znaczy ze ahnnpg..  ukladoéw
wartosci ilosci zmiennycli » zadosyé czyni zréwnaniom. Liczbe
hnnpa... rzedem ukfadu  zréwnan.

238. Dla A —1 zréwnan o k zmiennych nie podobna ozna-
czy¢ spoOlnego uktadu wartosci tych zmiennych, zréwnania
dane oznaczajg nieskonczong liczbe punktéow, czyli k'zi/tva.
Jezeli do uktadu k — 1 zréwnan dotgczymy dowolne zrowna-
nie stopnia pierwszego, otrzymamy liczbe punktéow rdédwng ilo-
czynowi stopni zrownan. A zatem rzedern krzywej bedzie liczba
punktow oznaczonych przez uktad dany, w potgczeniu z jednem
dowolnem zréwnaniem stopnia pierwszego.

Uktad k — 2 zréwnan o k zmiennych wyobraza dwa nie-
skoniczone szeregi punktéw, i bez przybrania dwéch zréwnan
pomocniczych zadnego punktu $ci$le nie oznacza. Méwimy ze
oznacza powierzchnia. Uktad dany z pomocg jednego dowolnego
zréwnania stopnia pierwszego da krzywa rzedu réwnego iloczy-
nowi stopni k — 2 zréwnan. W og6le rzed powierzchni réwny
jest albo rzedowi krzywej danej przez uktad po przybraniu
jednego zréwnania stopnia pierwszego, albo liczbie punktéw
danych przez uktad uzupeiniony dwoma dowolnemi zréwna-
niami stopnia pierwszego.

Rzed uktadu zréwnan w liczbie k — n o k zmiennych, ozna-
czony jest przez liczbe punktow danych przez ukiad napet-
niony n dowolnemi zréwnaniami stopnia pierwszego. W ob-
chodzacym nas przypadku jest on iloczynem stopni zréwnanh
do uktadu wchodzgcych.

239. Mozemy wyrugowaé¢ k zmiennych stopni I, m, n,...,
wchodzacych do uktadu ztozonego z k-\- \ zroéwnan, i wiemy
ze rzed w jakim spétczynniki kazdego zréwnania wchodzg do
wyznacznika wypadkowego jest iloczynem stopni zréwnanh
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pozostatych (57-59). Wezmy przypadek czwartego stopnia;
dajmy ze rzedy zréwnan s* I, m, n, r,i ze pewna ilo$¢ wchodzi
w sktad spétczynnikéw zréwnan w stopniacti A p, v, p, ta ilos¢
bedzie miata w wyznaczniku wypadkowym stopien

Xmn?' -[- fij*nrl yrim plmn.

Przez rzed rozumie¢ bedziemy stopni m, n, r, w ktorycli
zrdwnania zawierajg zmienne przeznaczone do wyrugowania,
przez loaznos¢ za$ stopnie X u, v, p w ktorycti wchodzi ilos¢
nie wyrugowana; wypadek za$ dopiero co napisany pokazuje
ze wazno$¢ czy to wyznacznika wypadkowego, czy uktadu,
rowna sie summie waznos$ci kazdgo ze zréwnan rozmnozonej
przez rzed uktadu pozostatych po wyrugowaniu zrdwnan.

Pozostaje to prawdziwem dla uktadéw na ktére rozdzielimy
uktad dany. | tak , dwa pierwsze tworzg uktad rzedu im a
waznosci Xm -]- p/, dwa drugie uktad rzedu nr a waznosci
vr-|-fji?2; wazno$¢ za$ uktadu catego dopiero co napisana,
czyli

nr(x?/< ui) Im{vr

jest summa waznos$ci uktadéw czastkowych pomnozonych przez
odpowiednie rzedy. Korzy$¢ ostatniego uwazania rzeczy zaraz
sie pokaze.

IUO. To co dotagd w niniejszym powiedzieliSmy rozdziale zna-
nem jest, chociaz innemi wyrazy, z rozdzialu o rugowaniu;
lecz dla tatwiejszego zrozumienia nastepnych poszukiwan do-
tyczacych rzedu i waznosci, ten sam przedmiot w odmienny
przedstawimy sposob.

Wiemy ze k zréwnaii o k zmiennych oznacza Imnp... punk-
tow; dodajmy do uktadu zréwnanie nowe ktéremu zadosyé
czynig niektére tjlko z pomiedzy Imip... punktéw. Uktad
nowy ztozony z k 1 zréwnan wyobraza punkta w liczbie
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mniejszej t)d iloczynu stopni k zréwnan pierwotnych. Ze przy-
padek ten zdarza sie zawsze, gdy zadanej liczby punktow nie
mozemy oznaczy¢ na innej drodze précz dopiero opisanej,
prosty geometryczny przyktad tatwo da zrozumie¢. Wezmy
punkta lezace na ptaszczyznie; niech liczba pierwotna p ozna-
cza ich ilos¢; dajmy ze punkta te nie s§ potozone na linii pro-
stej, gdyz nie s§ one przecieciem dwoch krzywych, i ze wzia-
wszy dwie krzywe przecinajgce sie we wszystkich punktach
danych, to krzywe te w innych jeszcze punktach przecinac¢ sie
bed”. Dla $cistego oznaczenia punktéw danych, musimy przy-
bra¢ trzecig krzywy przez nie przechodzac?, lecz omijajac?
inne punkta przeciecia dwdch pierwszych krzywych. Nasze
wiec punkta s§, przecieciem trzech krzywych; zamierzamy za$
wykryé, dla waznych przypadkéw, rzed uktadu punktéw da-
nych przez liczbe zrownan k, wyzszy od liczby zréwnan tez
punkta oznaczajgcych, czyli chcemy wykryé wszystkie uktady
wartosci zadosy¢ czynigce zroGwnaniom danym.

Podobniez uktad k —\ zréwnan sprawdza sie przez nie-
skofnczony ilo$¢ wartosci, czyli oznacza krzywy; lecz zdarzy¢
sie moze ze przybrane zréwnanie ogranicza liczbe wartosSci
sprawdzajacych nowy uktad z k zrownan, W niniejszym roz-
dziale zamierzamy obliczy¢ rzed i wazno$¢ uktadu zréwnan
ktory nazwiemy restrrjkcyjnym  (ograniczonym), jako odpowia-
dajgcy wartosciom nieznanych zadosy¢ czynigcym zrownaniom
przybranym, ktore sprawdzaj? niektore wartosci sprawdzaja-
cych zroéwnania dane oznaczajgce punkta, krzywe lub po-
wierzchnie, lecz wytyczaj? inne wartosci zadosy¢ czynigce ukta-
dowi pierwotnemu.

241. Najprostszy przyktad takiego uktadu dostarczy warstwa
wyznacznikow.
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czyli, opuszczajac zawsze jedn§ kolumne,

Te zréwnania napiszemy pod ksztattem

ajasno zobaczymy ze pierwiastki dwoch pierwszych zréwnan
sprawdzg trzecie. Wyjatek w tym razie stanowiag wartosci czy-
nigce zarazem, u i u', lub v i Vv, lub ftt; i = O, bo w obu
razach tylko dwa pierwsze zréwnania sprawdzonemi beda.
tatwo potrafimy obliczy¢ rzed uktadu trzech zréwnan. Niech
rzedy u\ u, v\ Vv, w \w bedg I, m, w, dwa pierwsze zrow-
nania majg za rzed m-\-n, n-\- 1, aich uktad (w-]-/).
Lecz do uktadu tego wchodzg wartos$ci zadosy¢ czynigce w i w',
lecz nie zadosy¢ czynigce trzeciemu zréwnaniu, ktérego rzed
rowny n”; wytaczajac je z wypadku (m n) (n {-1), otrzy-
mamy za rzed uktadu spélnego trzem wyznacznikom ilos¢

Wezmy uktad ztozony ztrzech linij i czterech kolumn

i napiszmy wyznaczniki dane przez opuszczenie trzeciej i czwar-
tej kolumny:
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Te dwa zréwnania sprawdzone bed§ przez wartosci sprawdza-

jace trzy zrownania

Lecz wartosSci nie sprawdzg innych wyznacznikow uktadu
danego. Od rzedu (/ + dwoéch zréwnari napisanych
jedpowci”z drugiego, odciagnijmy mn-\-nl-\-Im, rzed uktadu
tych dwoch zréwnari, a otrzymamy t*"A-m”~A-n*"A-hn-*-mnA-nl
na rzed uktadu spélnego wszystkim wyznacznikom. Sposoéb
obliczenia rzedu uktadu o trzech liniach i czterech kolumnach,
stosuje sie do uktadu o czterech liniach i pieciu kolumnach.
Postepujac coraz dalej przekonamy sie ze kiedy jest prawdzi-
wym dla uktadu o k liniach, i dla uktadu o A -]- 1 liniach
prawdziwym by¢ musi.

Otrzymane formuty proSciej i og6Iniej wyrazi¢ sie dadza.
Niech rzedy funkcyj przedstawione bed§ przez odpowiednie
litery,

Niech p oznacza summe ilosci ot v,. g summe ich ilo-
czynéw po dwa branych, P za$ i Q odpowiednie summy ilosci
a, b, €.., a rzed ukiadu bedzie 4" — 9- jezeli

uwazaé bedziemy wyznaczniki otrzymane przez kolejne opuszcze-
nie pierwszej i drugiej kolumny, beda one rzedow p P—a,
p-~? — b, a ich uktad rzedu (/?-["" ~ + P ANAZ
dwa te wyznaczniki sprawdzonemi beda przez wszystkie war-
toSci ktére sprawdzajg wszystkie wyznaczniki Mniejsze uktadu
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nizszego utworzone wymazaniem dwoch pierwszych kohimn,
chociaz warto$ci te nie sprawdzajg innych wyznacznikéw uktadu
danego. Aby wiec znalez¢ rzed uktadu spdlnego wszystkim
nalezy od (/>-)-P — a)(p-f P — b) odj§8¢ rzed uktadu niz-
szego, ktéry obliczy¢ mozemy”, jezeli formute dan8 prawdziwa,
przyjmiemy. Poniewaz w uktadzie nizszym liczba linij jest
wiekszg od liczby kolumn, musimy dla zastosowania formuty,
napisac linie jako kolumny,a kolumny jako linie, tak ze dawne
p i g zamienig sie na P i Q. Nowe p widocznie réowne
P—a — I>'Aq bedac sunimg iloczynéw ilosci c, d,.., pa-
rami branych, bedzie

U - [ab)Vv A-arabtfi.
Tak, rzed nizszego uktadu formut jest

i Q_ P@a A

Odciaggajac te liczhe od \JJ P — a) (?-f P — 6) otrzymamy
U— />P -f-p* —q. A wiec jezeli formuty sg prawdziwemi dla
uktadu nizszego, prawdziwemi tez pozostang dla uktadu bez-
posSrednio po naddanym stojgcego, i sprawdzi¢ go tatwo dla
uktadu o trzech liniach i trzech kolumnach. Stosujgc to mamy
w ogéle a lub a= 0. Jezeli wszystkie linie sa jednego rzedu,
przyjdzie a= er= =0, a wiec /j= g = 0; rzed za$
uktadu by¢ musi Q.

'2k'6. W ten sam sposéb obliczymy wazno$é uktadu wyznacz-
nikéw uwazanych w paragrafie 2li2. A zaczynajac od naj-
prostszego przypadku

zkombinujmy go z jednem lub wiecej zréwnan i wyrugujmy
ALGEBRA. H. — )1
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zmienne. Wypadek rugOY™ania miedzy w' — u'v, uw' — u'w
i innemi zréwnaniami, zawiera¢ musi jako czynnik wyznacznik
wypadkowy u, u' i innych zréwnan. Odrzuciwszy len czynnik
przychodzimy do wypadku rugowania miedzy uv' — U'v,
vw' — V'iv i innemi zréwnaniami, i odrzucenia czynnika otrzy-
manego przez rugowanie miedzy v \ V' i innemi zréwnaniami.
Dla objasnienia uzytej metody dajmy ze M U, V, V', V) IV'
zawierajg pewng ilo$¢ niewyrugowang stopni I, v, w kazdym
z powyzszych uktadoéw; i ze mamy zkombinowa¢ z wyznaczni-
kami uktadu danego, inne zréownanie 11=: O, rzedu v, a sto-
pnia p dla niewyrugowanej ilosci. Ta ilos¢ przeto, wejdzie
'w wyznacznik wypadkowy ilosci R, uv' — uw' — u'iv
w stopniu

Wyznacznik za$ wypadkowy ilosci R, u, u' zawiera te samg

ilos¢ w stopniu

Odrzuciwszy ten czynnik z pierwszego wypadku pozostanie

Rzedem uktadu trzech wyznacznikéw jest ilos¢ mnozgca p,

aich waznoscig ilos¢ mnozaca .

Ihh. Znalaztszy natej drodze wazno$¢ uktadu o dwoch liniach
i trzech kolumnach, podwyzszaé¢ stopniowo bedziemy o jedno$¢
liczbe linij i kolumn, az dojdziemy do uktadu o k liniach i
'k + 1 kolumnach. Wypadek bedzie ten sam jak gdybysmy
rzedy wielu funkcyj raz pisali jak w paragrafie 242, ich za$
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waznosci (to jest stopnie w jakich zawieraja zmienng niewyru-
gowang) bedg a', b -f- + gdyz formuta
na waznosci pochodzi od formuty na rzedy, po wykonaniu na
niej dziatania

da ~ db ' ' che !
wiec waznos$¢
Y{ab) + pP' + p? + 2S(aa') 4- S(oce'),
daje sie napisac
(P+ + 4 -SM-s M,

wypadek otrzymany przez wykonanie dziatania at"A-... na

245. Warunek aby dwa zréwnania
0, + .= 0,

miaty pierwiastek spoiny, otrzymujemy za pomocg jednego
zréwnania, a jest nim wyznacznik wypadkowy dwéch zréwnan
danych. Dwa pierwiastki rédwne, nie dwoch zréwnan (63) lecz
catego uktadu zréwnan warunkowych wymagajg uktadu réwno-
waznego dwom warunkom, skoro ich dwa zrownania dane
obja¢ nie moga. Dajmy ze p jest wyrugowanym parametrem,
i ze a, b,., zawierajg zmienne; zamierzamy wynalez¢ rzed
uktadu zawierajagcego w mowie bedace warunki* Objete one sg
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w wyznacznikach uktadu

gdzie pierwsza Unia n—1, druga za§ m—1 razy jest po-
wtdrzona, tak ze mamy m-\-n — 2 linij i m-\-n~ \ kolumn;
jest to szczeg6lny przypadek zagadnienia paragrafu 242. Przy-
puszczamy ze stopnie wprowadzonych zréwnan o réwnej ilosci
réznig sie miedzy soba, to jest ze jezeli x, (. sa stopniami a, a',
stopniami b, h\ beda a, a, a X-f 2a, p+ 2a sto-
pniami ¢ i ¢'. Mozemy napisa¢ formute paragrafu 242 w dogo-
dniejszym ksztatcie, mianowicie

gdzie 52 jest summa kwadratow z a, Aby te formuty za-

stosowa¢ do obecnego przypadku wezmiemy O, a, la.,., za

P jest wiec

summg m-\-n—2 wyrazéw szeregbw «, 2a, 3a,..., a dla
|

jest ono - — 1) (& — 2)a. Q jest summa iloczy-

noéw tychze ilosci po dwie branych, wiec
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Zas p jest summag w — 1 wyrazéw szeregow
wyrazéw szeregéw
Ztad

Podobniez  jest summg kwadratéw tych samych ilosci, a
wiec

Zbierajac te wszystkie wyrazy, znajdziemy za rzed zadanego
uktadu

Jezeli dwa te zréwnania sg jednego stopnia, czyli jezeli
mozemy napisac a rzed bedzie

Jezeli wszystkie funkcye a, b,.. sg pierwszego stopnia, czyli
to wstawiwszy te wartosci w ostatnie zro-
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wnanie otrzymamy

2i6. Jezeli stopnie w ktoérych zmienne niewyrugowane na-
potykajg sie w niektérych wyrazach oznaczymy akcentowanemi
literami odpowiednemi tym ktére wyrazajg ich stopnie w zmien-
nych majacych byé wyrngowanemi, natenczas formuta waz-

nosci uktadu wywodzi sie z formuty rzedu, przez poddanie jej
dziataniu :

Waznos$¢ bedzie

247. Przejdzmy do dyskusyi uktadu zawierajgcego warunek
aby trzy zréwnania i
posiadaty czynnik spélny. Uktad ten
wyraza sie przez trzy r6wnania otrzymane kolejnem wyrugo-
waniem t miedzy zréwnaniami danemi branemi po dwa; jest
on réwnowazny dwora warunkom. Rzed uktadu otrzymany
rugujac ze zréwnan zmienne wchodzace domysinie w a, bc,...,
gdyz rzed zréwnania]wypadkowego na t bedzie rzedem uktadu.

Dajmy ze a, a', a", sg funkcyami jednorodnemi
stopni AV, ze b, b, b", sg stopni



0 RZEDZIE RESTRYKCYJINYCH UKLADOW ZROWNAN. 327

i weZmy wzajemng wzgledem t za czwartg zmienng, a zro-
wnania bedg odnosnie rzedéw x, v, ich zas$ uktad rzedu XAV
Lecz uktad wartosci = 3= 0, 2= 0, jest punktem wie-
lokrotnym w trzech zréwnaniach rzedéw

rzed przeto uktadu podzieli¢ trzeba przez

otrzymamy rzed uktadu szukanego.

Jezeli rzedy ilosci
rzed uktadu bedzie

Na tej ilosci dziatajac przez + eee otrzymamy waznos$c

248. Znalezienie rzedu i waznos$ci uktadu warunkéw pozwa-
lajgcych aby zréwnanie ar + -f- ... mogto mieé trzy
pierwiastki réwne jest, szczeg6lnym przypadkiem poprzedza-
jacego, bo te Yiarunki znajdujg sie wyrazajac ze trzy drugie
rézniczki mogg mie¢ czynnik spélny. W warto$ci na rzed
uktadu jest

W podobny spos6b otrzymamy na warto$¢ waznosci
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Dla znalezienia rzedu i wazno$ci warunkéw nieodzownych
w celu aby jedno zréwnanie mialo dwie pary pierwiastkow
rownych, trzeba znalez¢ rzed i wazno$¢ uktadu pozwalajagcego
aby pierwsze rézniczki zréwnali af"-~..., bt""-~miaty
dwa czynniki sp6lne, i odci§8gn8¢ te ilosci od rzedu i waznoSci
uktadu, znalezionych nieco wyzej. Rzed bedzie

2(n - 2)(n - XX na) + *n{n - L(n- D{n -

waznos$é za$

h{n - Df{n - 3HX).' + In{n — 2)(w - 3)(@x -f ax’)

nin — hw — 1){n — o)a«".

Nim postagpimy dalej w poszukiwaniu rzedéw i waznosci
réznych uktadéw, przedyskutowaé musimy rozmaite zagadnie-
nia, a przedtem jeszcze wyttlumaczy¢ dwa wyrazy ktore zapozy-
czamy od geometryi.

249. Przeciecie ksztattbw majacych sp6lne krzywe. Mowié be-
dziemy ze dwa uktady ksztattéw przecinaé sie bed” jezeli maja
jeden lub wiecej punktow spolnych, czyli jezeli je sprawdza
tenze sam uktad wartosci zmiennych. Moéwi¢ bedziemy ze po-
wierzchnia zawiera krzywa, jezeli kazdy uktad wartosci spraw-
dzajagcych k — 1 zréwnan krzywej, sprawdzi k — 2 zréwnan
powierzchni. | tak w przypadku czterech zmiennych, trzy zro-
wnania U= 0, V= 0, W=0, oznacza¢ bedg krzywg, dwa
za$ zréwnania U= O, V = O powierzchnig na Kktdrej lezy
krzywa dana.

WidzielisSmy ze uktad ztozony z k ksztattéow o k zmiennych
przecina powierzchnig w liczbie punktéw réwnej iloczynowi
rzedéw ksztattow danych. Zdarzy¢ sie moze ze liczba punktow
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spolnych jest nieskonczong ize one tworzg krzywa w znaczeniu
jakie przywiagzujemy do tego wyrazu. Oprocz tej krzywej mieé
jeszcze zwykle bedziemy pewng punktéw spolnych ktérych
Scistem oznaczeniem zajmiemy sie obecnie. Wezmy na przy-
ktad przyktad czterech zmiennych niezaleznych, niech bedg
cztery zroéwnania

U = AW  + BV 4 CM™M; = o ~

V= awn B'Y cM; = O

w = k'u + Wva. Gw= o

Z = K"™'U 4 B'"Y 4 C"'W = o
U, V, w, z sg stopni I, m, n, p\ u, v, w stopni i, (, v;
nadto A, B, — A, B, — muszg widocznie by¢ funkcyami
stopni | — X/ —f, —m—X m— — ... Zrbéwnaniem

danym zadosy¢ czyni wszelki uktad warto$ci robigcy u — O,
2= O, w= (i, a poniewaz te zréwnania nie sg w ilosci do-
statecznej do oznaczenia punktéw, wiec sprawdzi je nieskon-
czona ilo$¢ wartosci zmiennych, a cztery ksztatty U, V, W, Z,
determinujg spdlng krzywa. Lecz jezeli U, V, W, Z spraw-
dzanemi bedg przez pewng liczbe wartosci ktore nie wszystkie
ilosci u, V, w, czynig razem réwnemi zeru, to te liczhe ozna-
czy¢ wypada. Przedsiebierzemy przeto rozwigza¢ zagadnienie :
gdy pewien uktad ksztattéw oznacza spdlng krzywa, idzie o
wykrycie ile z punktéw przeciecia Imnp... nalezy do krzy-
wej, a ile po za nig lezy.

250. Wezmy na'samprzod pod uwage krzywg utworzong
przez k — 1 ksztattow, na przyktad krzywg UVW dla czterech
zrownan paragrafu 249. Widocznie ze jej cze$¢ stanowi krzywa
uvw, ize po za ta ostatnig lezy nieskonczenie wiele punktéw
sprawdzajagcych UVW, a nie sprawdzajacych M v, w. UVW
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jest przeto krzywa ztozom; w skiad jej wchodzg dwie krzywe :
jedna uviv, druga uzupetniajgca. Rzed krzywej ztozonej jest
summ§ rzedéw dwocli sktadowych; gdyz wedtug okreslenia
rzed ten stanowi liczba punktdw otrzymanychti ze zrownan
uktadu danego potgczonych ze zrdwnaniem stopnia pierwszego;
w obecnym razie rzed ten réwna sie Imn. Widoczna ze jezeli
z pomiedzy Imn punktow, punktéw lezy na umu® bedzie
ich lezato Imn — XA/ na krzywej uzupetniajacej.

Liczbe i punktéw przeciecia dwoch krzywych otrzymaé ta-
two. Gdyz punkta sprawdzajgce trzy zrownania

a nie sprawdzajace u, v, w, muszg sprawdzi¢ wyznacznik

A, B, C
A, B, C = 0O
A", B", C"
bedacy stopnia | A- m-\-\n — X — — v. Przeciecie tego no-

wego ksztattu z uvw, daje wszystkie punkta w ktoérych uvw
spotyka krzywa dodatkowg. Mamy

i— X m-\n —X— —v)

251. Dla wynalezienia liczby punktéw spolnych UVWZ
wzig¢ trzeba pod uwage punkta w ktérych krzywa UVW spo-
tyka Z; a wtedy dopiero szuka¢ bedziemy ile z nich nie lezy
na uvw. Lecz gdy uvw jest cze$cia UVW, wiec punkta szu-
kane zawarte sg pomiedzy p[lmn — punktami w ktérych
krzywa dodatkowa spotyka Z; od tej liczby odjgé¢ nalezy i
punktéw w ktorych taz krzywa spotyka uvwy a pozostata reszta
bedzie iloscig szukang. llos¢ za$ te, uzywszy wartosci na i
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Zparagrafu 250, da nam formuta

Czyli, jezeli k ksztattdw ktérych rzedy sg /, w, n, p,...,
majg spo6lna krzywa rzedu a, to liczba spélnych im po za tg
krzywa punktow, jest mniejszg od iloczynu rzedow ksztattow
danych przez «(/-f + N+ eee) — gdzie 6.jest stalg za-
lezng tylko od natury krzywej, a bynajmniej od rzedéw ksztat-
tow. Te stalg nazwiemy rangg krzywej. WidzieliSmy ze krzywa
dana jako przeciecie u, v, w, jest rzedu znajdziemy za$
ze jej ranga réwna sie -j- P -f-

Wiemy podiug ostatniego paragrafu ze dla przeciecia UVW
majacego dwa przeciecia uzupetniajgce rzedow a' i rang
liczba punktéw przecie¢ tych krzywych jest
bedzie ona takze »'(/ A. m-\-n) —  tak ze rzedy
i rangi dwoch krzywych uzupetniajacych taczg zréwnania

252. Teraz, rozwazymy przypadek w ktérym ksztatty dane
posiadajg dwie lub wiecej krzyyvych przeciecia, oznaczo-
nych jak zwykle przez mw, u'v'w'.... Dajmy na przyktad ze
przeciecie UVW skilada sie z dwoch krzywych uw, uv'ivt
i z krzywej uzupetniajacej a™. Otrzymamy: 1° ze rzed a"=Imn
— — xyv'; 2° widzieliSmy ze uvw spotyka pozostate prze-
ciecia UVW w punktach ktorych liczba jest

Jezeli ilo$¢ i z pomiedzy nich lezy na uvw,  (czyli jezeli
ww  Spotyka ufvw  w i punktach) natenczas krzywa dodat-
kowa a" ma na sobie
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punktéw tych. Podobniez a" spotyka u'v'w' w punktach kto-
rych liczba jest

VIXW{l J*niA-n- —a - e)- i

Liczby za$ punktow nie lezagcych na krzywych iwiv,
a w ktorych «" spotyka Z, bedzie

{lmn — — — + — X= = v
- oxyv'(/4-m-fw- X - tM- o)+ 2i
= Imnp — XVVY/ 4- M -F N-F P)
+ xp(X + -fv)+ xXVV(X' + + V) + 27

A wiec zmniejszenie iloSci Imnp spowodowane przez krzywy
ztozony, jest réwneni sun)mie zmniejszen sprawdzanych przez
pojedyncze krzywe, mniej podwdjny iloScia punktéw przeciec
tych krzywych. Prawo to jest niezaleznem od ilosci krzywych
spolnych ksztattom danym, i powiedzie¢ mozemy ze krzywa
ztozona z kilku pojedynczych, ma rzed ro6wny summie rzedow
krzywych sktadowych, a range réwn§ summie ich rang, zwigk-
szonej podwdjng liczbg punktéw spolnych krzywym dwie po
dwie branym.

253. Dla objasnienia powyzszych zasad rozwigzemy zagadnie-
nie :ile powierzchni drugiego stopnia poprowadzi¢ mozna
przez pie¢ punktow, tak aby one do czterech plaszczyzn sty-
cznemi byty. Niech S, T, U, V, W beda piecioma powierz-
chniami przechodzacemi przez pie¢ punktéw; kazda inna po-
wierzchnia oznaczong bedzie przez zréwnanie aS 6T yuU
-f 4- eW, a warunek by takowa dotykata ptaszczyzny be-
dzie funkcya trzeciego stopnia pieciu ilosci «, 6, y, 5 t. Mamy
cztery zréwnania takie, a chcemy wiedzie¢ ile jest uktadow
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wartosci moggcych je sprawdzi¢. Jezeli cztery zrdéwnania nie
przyjmuja spélnycli krzywych, ta liczba sp6lnych im punktow
bedzie 3* = 81. Lecz o istnieniu spélnych krzywych mozemy
sie przekonaé. Warunek aby powierzchnia drugiego rzedu do-
tykata ptaszczyzny staje sie zerem, jezeli powierzchnia zamieni
sie. na dwie ptaszczyzny. Niech S i T bed8. temi ptaszczyznami
przechodz8cemi przez pie¢ punktéw danych; S — (123)(1/45),
T = (123)(245); y= O, e= O, sprawdzg aS-f ST
-]-7U-f-eW, jezeli powierzchnia ta ma dotyka¢ pta-
szczyzny. Krzywa pierwszego stopnia bedzie spolne, czterem
ksztattom; nazwijmy (123)(zi5), i powtarzajmy powyzsze rozu-
mowanie, a przekonamy sie ze ksztatty nasze posiadajg dziesiec
takich linij, jako to (124)(35)...

Teraz, jezeli S i T uwazaé bedziemy jak poprzednio za uktad
dwoéch ptaszczyzn, zked S = (123)(U5), T = (123)(2/15), i
jezeli dodamy U = (1/45)(23/i), to poniewaz linia (123)("i5)
oznaczona jest przez y= O, = O, £= 0, a linia (145)(23)
przez e = 0, cr*rO, wynika ze te dwie linie, jako
sprawdzone kazda osobno przez uktad spdlnych wartosci 6=0,
y=0, (J=0, £= 0, przecig¢ sie z sobg musza. Podobniez,
~125)(i5) przecietem bedzie przez (245)(13) i (3/i5)(12). Tak
wiec dziesie¢ linij posiadajg pietnascie punktéow przecieé. Ranga
kazdej z krzywych pierwszego stopnia, otrzymuje sie z formuty

-f- + V) czyniagc w niej X = (= v= O0O; ranga za$
uktadu réwna si¢ 10.3 -f 2.15 = 60, wreszcie liczba punk-
tébw zadosy¢ czynigcych czterem zréwnaniem jest 81 — 10(3
+ 3+ 34-3+ 60 =21.

254. Umiemy oznaczy¢ (2i2) rzed uktadu wyznacznikéw,
w ktdrych liczba kolumn rozni sie o jedno$é od liczby linij.
Zobaczmy jak sie znajduje ranga krzywej wyrazonej przez
uktad dany. Wezmy na poczatek przyktad najprostszy
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a przekonamy sie ze przeciecie uv' — uw' — vlw jest
krzywy ztozony z uu' \ i krzywej ktora nas zajmuje; znajac
rzed irange krzywej, tatwo je znajdziemy dla tej ostatniej.
W podobnyz sposéb znajdziemy rzed i range uktadu o czterech
kolumnach i trzech liniach, a wznoszac sie kolejno coraz wyzej,
przyjdziemy przez indukcye do ogdlnego wyrazenia rangi

gdzie p, g, P, Q, maj§to samo znaczenie jak w paragrafie 242,

R za$ i r s§ summami iloczynéw tréjek a, b,., a, 6

Gdyz widzielismy (251) ze rangi dwdch krzywych uzupetniajg-

cych, ktdre kompletujg przeciecia dwdch ksztattéw majgcych
V za swe rzedy, zwigzane sg zréwnaniem

Wiemy nadto (242), ze przecigcie dwdch ksztattow rzedow
P — a, M — uzupetniajg krzywe rzedow

gdzie uczynilisSmy p = ab ” = ab.
Ula znalezienia rangi nizszego uktadu, w przypuszczeniu

prawdziwosci powyzszych formut, musimy napisa¢ r dawne
za R nowe, a za nowe r

R _ (pr2 _ _ _2p).
Po matem uproszczeniu przyjdzie
e = (P2 j"g) (2P + p), — Q@BP 4- 27 -I-R -f r

- 5y(P+ p) (3P 4-p) -I-2)Q - ¢) + p\WP -fp) "’
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Dodawszy (« — «) (fi-)- v) do tej warto$ci, otrzymamy

wartci! znana na 6. A ze te formuty tatwo sie sprawdzajg
w przypadku dwécti linij, wiec uog6lnienia sg prawdziwemi.
155. Przejdzmy do uktadu

w ktérym ilos¢ kolumn przewyzsza o dwie ilo$¢ linij, i ob-
liczmy rzed uktadu ograniczonego, spdlnego wszystkim tym
wyznacznikom. Ktérekolwiek trzy z pomiedzy nich,

majg spolng krzywa

Niech /, m, n, bedg rzedami trzech naszych wyznacznik6w,
a, g, rzedem i waznos$cig krzywej, a wyznaczniki przetng sie
po za krzywg w punktach bedacych w liczbie]

Przedstawmy rzedy niektérych funkcyj sposobem uzywanym
w paragrafie 242, a tatwo ujrzymy ze stopnie trzech wyznacz-
nikbw by¢ musza
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uczyniwszy zas

bedziemy musieli podstawi¢

za

a i e, rzed irange krzywej, znajdziemy wedle formut para-
grafow 242 i 254, podstawiajac p, r, za P, Q K, a

za p, g, r. Znajdziemy jak poprzednio

Do tej wartosci znalezionej dotgczmy warto$¢ dang

a otrzymamy na szukany wypadek
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Jezeli niektére linie s§ tego samego stopnia, czyli jezeli
mamy «= 6= ... = O, natenczas rzed uktadu bedzie R.

Zgodnos$¢ tego wypadku z wypadkiem paragrafu 242 uwy-
datni sie piszac symetryczng funkcya

gdyz wedle paragrafu 242 przyjdzie Q -f- P/* H~ Pi'" ~ wedle
obecnego R -j- BQ -[- P-iP -j- P Indukcya poprowadzi nas do
prawa, ze rzed ukitadu w ktorym ilo$¢ kolumn przewyzsza o
trzy ilo$¢ linij, bedzie

Nie posuniemy obecnie tego rachunku dalej, lecz paragrafy
nastepne przekonajg nas jak tatwo stosowaé sie on daje do
uktadéw o wiegkszej liczbie kolumn i linij.

We wszystkich przypadkach tych, wazno$¢ uktadu wypro-
wadza si¢ z jego rzedu, wedle podanego powyzej prawidta.

256. Zastosujemy formuty paragrafu poprzedzajgcego do
obliczenia rzedu uktadu warunkéw potrzebnych aby zréwna-
nia an"*-f-..., a'rmiaty trzy pierwiastki sp6lne. Wa-
runki te zawiera ukiad wyznacznikéw, ktérych sposéb tworze-
nia widzieliSmy w paragrafie 245; podany tam jest pierwowzér
tworzenia sie tego. Niech w niej linia a, b, ¢, powtérzy sie
razy m — 2, linia za$ a', b, ¢, razy n — 2, i niech bedzie
m ~\-n — 2 kolumn, m -[- n — 4 linij.

Rzed uktadu (255) bedzie :
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A wrazie a=0, X = fi=1 zamieni sie na

Na waznos$¢ uktadu otrzymamy
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+ | ) {h- 2)m(m- 2)+ in(n—1)(n- 2)| + 2«@’))

A - )(m— 2)n(n-2) + g )(m—2)|(«V-h2aaV)

—*H\){m - 2)n(n — )(n —

257. W nastepujacem zagadnieniu zamierzamy dojs¢, ile
punktow przeciecia spélnego kilku ksztattow zawiera ich linia
spélnego przeciecia, jezeli takowa istnieje. Nazywamy rzedem
i rangg powierzchni, rzed i range krzywej wynikajgcej z prze-
ciecia powierzchni danej z ksztattem pierwszego stopnia. Wez-
my przypadek pieciu zmiennych niezaleznych; uktad trzech
z pomiedzy nich stanowi powierzchnia; rzedy pojedynczych
zréwnan sg X rzed' za§ powierzchni XpV, a jej ranga
X(i.v(X[Av], i sg to ilosci otrzymane przez potagczenie
zrownan danych ze zrownaniem dodatkowem pierwszego

stopnia.

Ksztatty w liczbie » — 1 majg spoing powierzchnig rzedu a
i rangi 6, i zwykle po za nig krzywag uzupeiniajgcg dopiero co
znalezionego rzedu. Gdyz dotgczywszy do ksztattu danego inne
ilosci stopnia pierwszego, otrzymujemy k ksztattéw majacych
krzywe spdlng, a przecinajacych sie po za nig w Imnr
—afl m n = punktach. Lecz sg to wtasnie punkta
w ktérych ksztalt pierwszego stopnia przecina krzywg uzupet-
niajgca, a wiec jest to rzed tej krzywej. ,

258. Szukajmy z kolei liczby punktéw przecie¢ po-
wierzchni danej z uzupetniajacg krzywa. Niech U, V, W, Y,
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bedg formy

Punkta ogélne U, V, W, Y, a nie czyniace
sprawdzg uktad wyznacznikéw

A jest rzedu / — B rzedu® | — i", A" rzedu m — \, ;

rzed warstwy wyznacznikéw (242) bedzie 'Q —pV -f py, gdzie
P jest summag ilosci  m, n, r, Q summg iloczynow tych ilosci
po dwie branych,
Kombinujgc uktad wyznacznikéw réwnowazny dwom warun-
kom, i k — | warunkami stanowigcemi powierzchnia, otrzy-
mamy punkta spolne tejze z krzywa uzupeiniajaca; ich liczba
rowna sie rzedowi uktadu wyznacznikéw rozmnozonemu przez
Xhv. Piszgc wiec za X{/v(x-f p.-f-v) za e i uczyniwszy

otrzymamy

I10$¢ te nazwiemy klassg powierzchni.

259. Przybierzmy kszlait uzupetniajagcy Z, zawierajacy takze
powierzchnig dana, i szukajmy ile punktdw nie lezacych na
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niej s§ spélnemi wszystkim k ksztattom. Bed§ to widocznie
punkta przeciecia Z z uzupetniajaca krzyw§, zmniejszone liczbe,
punktow przeciecia tej ostatniej z powierzcliniag. Oznaczmy
przez I, m, n, r, s, rzedy ksztaltéw, a otrzymamy liczbe szu-
kan§ biorac

sfimnr — OL{l -]- m n NnA
i odciggajac
a(fm \-In\- mn + Ir mr -f nr) — Z[I - m n-[-r+ vy
Wypadek szukany bedzie ostatecznie
Imnra — aQ + 6P — .

260. Rozwazmy jeszcze przypadek w ktorym uktad ksztattow
danych posiada nietylko spélng powierzchnig oznaczong przez
a, e, y, lecz i sp6lng krzywa oznaczong przez 6', a przeci-
najaca powierzchnig w i punktach. Wezmy jak poprzednio
A — 1 ksztattéw. Ich przeciecie skiada sie z powierzchni i
z krzywej uzupetniajgcej rzedu

Imnr — "e{l m-\- nA-r)

Krzywa'uzupetniajgca moze jeszcze by¢ ztozong, na przyktad
z krzywej i zinnej rzedu a", adla ktorej

a'= Imnr — "Il m n r ) Pj — c..

Punkta przeto, ktérych szukamy otrzymuja sie odciaggajac
od a"s punktoéw przeciecia krzywej a" z jednym z pozostatych
ksztattow uktadu o k ksztattach, ilosé w ktérej S ozna-
cza liczbe punktéw spotkania krzywej a" z powierzchnig (aCy),
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za$ liczbe punktéw spotkania krzywej «' z krzywg «'. Lecz
mamy S znajgc (258) liczbe punktéw spotkania powierzchni
z catg krzywa uzupetniajgca; mamy przeto

znamy za$  znajac (250) liczbe punktéw spotkania krzywej «
z catg krzywa uzupetniajgcg; mamy znowu

Te wartosci na j i wstawiajac w a"s — j — <J przyjdzie

innemi stowy, zmniejszenie liczby /mnrs pochodzace tak od
krzywej jak od powierzchni, bedzie réwne summie zmniejszen
osobno przez krzywa i przez powierzchnig spowodowanych, po
dodaniu do tej ilosci 3j, to jest liczby spoélnych krzywej i po-
wierzchni punktow.

261. Wypadek ten stwierdzi¢ mozna przypuszczajac ze jeden
z ksztattéw danych na przyktad Z'Z" jest ztozonym, tak ze Z'
(potegi s') zawiera spélng powierzchnig, a Z'" (potegi s") sp6lna
krzywa. Ksztatty U, W, Y, Z', maja (259) po za powierzch-
nig spolne punkta w ilosci

Miedzy niemi znajduje sie as' punktow spotkania spdlnej krzy-
wej z Z', po odtraceniu jednakze i punktow spoélnych krzywej
z powierzchnig. Liczba przeto punktéw spotkania sie UYWYZ'
nie lezacych ani na krzywej ani na powierzchni wywodzi sie
z ilosci aV — t.
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Wezmy przeciecia U, V, W, Y, Z'; tworzg one uktad ksztat-
tow majacycti dwie spélne krzywe przecinajace sie w i punk-
tach ; krzywe te sg : g i krzywa przeciecia spdlnej powierzchni
z Z", bedacg rzedu as", i rangi a'(X -f- -f* + Liczba
punktow UYWYZ" nie lezacych ani na krzywej ani na po-
wierzchni bedzie :

Dodajmy i uczyimy s'-f-s"=: a przyjdzie jak w ostatnim

paragrafie

262. Przypusémy jeszcze ze ksztatlty dane maja dwie po-
wierzchnie spdlne, przecinajgce sie¢ w i punktach. Metoda
ktorej uzyjemy i do wiekszej liczby powierzchni da sie zastoso-
wacé. Niech ksztatt ostatni sktada sie z Z' i Z", z ktérych Z'
przechodzi przez pierwszg, a Z" przez druga powierzchnig.
Uktad U, V, W, Y, Z' posiada sp6lng '‘powierzchnig Ap i krzy-
wa AyvV, majace i spdlnych punktéw, a przecina si¢ w na-
stepujacej liczbie punktéw nie lezacych na zadnej z nich :

Podobniez punkta spélne U, V, W, Y, Z", sg w liczbie
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Co dodawszy przyjdzie

Tnnemi stowy, wplyw dwoéch powierzchni razem wzietych,
robwna sie summie wptywoéw tychze powierzchni pojedynczo
uwazanych, a zmniejszonej sze$¢ razy wzietg liczbg ich spol-
nych punktéw. Chociaz tylko cztery zmienne mamy, powierzch-
nie posiadajg jednak punkta przeciecia.

263. Przypu$émy nareszcie ze dwie spélne uktadowi po-
wierzchnie majg sp6lng krzywa rzed u a", a rangi 6". Postepujac
jak w poprzedzajacym paragrafie, znajdziemy ze uktad UYWYZ'
posiada sp6lng powierzchnig i sp6lng krzywag XPVS. Lecz
ze krzywa jest ztozong i ze jej cze$é lezy na powierzchni,
wiec tylko powinnismy zwraca¢ uwage na krzywag uzupetnia-
jacg rzedu xVv's, rangi

a przecinajacg a", ¢ w punktach ktorych liczba.

Liczba przecie¢ jest wiec
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Podobniez liczba przecieg¢ UYWYZ' jest

Dodawszy przyjdzie

Czyli innemi wyrazy, dwie powierzchnie stanowig powierzch-
nig ztozong, rzedu réwnego summie rzedéw powierzchni skita-
dowych, rangi réwnej summie ich rang zwiekszonej dwa razy
wzietym rzedem spolnej krzywej, a klassy rownej summie ich
klass zwigkszonej cztery razy wzietg ranga spélnej krzywej, a
zmniejszonej iloscig

Pominelismy wiele przypadkéw, mianowicie ten w ktérym
powierzchnie dotykaja sie w punktach lub wzdtuz krzywej.
Przypadki rozebrane pozwalajg nam obliczy¢ rzed kategoryi
wyznacznikéw w ktérych liczba kolumn jest wieksza o trzy od
liczby linij. Biorgc cztery wyznaczniki tego uktadu znajdujemy
sp6lng powierzchnia, ktdrej rzed, ranga i klassa, dadza rzed
uktadu.

26/t. Rozwigzmy teraz zagadnienie : jak znalez¢ rzed uktadu
warunkéw potrzebnych aby trzy potrojne ksztatty miaty dwa
punkta spdlne. Metoda ktdérej uzyjemy podang zostata przez
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p. Cayley do rugowania trzech ze trzech zréwnan o trzech
zmiennych (75). Wezmy trzy zréwnania stopni I, m, 7i; roz-
mnoézmy pierwsze przez wszystkie wyrazy .a;"'+ +
zrownania stopnia m n— 3, drugie przez wszystkie wyrazy
zréwnania stopnia n 1— a trzecie przez wszystkie wy-
razy zréwnania stopnia |-\-m — o. Otrzymamy

zrownan stopnia IA-m-\-n— 3, z ktérych wyrugowac trzeba

E]t(/+ mad-n— 1) (/4-m+ n— 2)

wyrazow WidzieliSmy na wiasciwem miejscu,
ze zréwnania te nie g niezalezne, lecz ze je kjczy

I/ 2)+1(m=-1)(m=-2)-f i(n-1)(n-2)

zwigzkéw. Odciggnijmy te liczbe, a ilos¢ zrownan niezaleznych
bedzie o jedno$¢ mniejszg od liczby wielkoSci ktére rugowac
mamy; odnosi sie to do przypadku (242) w ktérym liczba ko-
lumn przewyzsza o jednos$¢ liczbe linij. Lecz widzieliSmy (77)
ze w razie pewnej liczby zrownan potgczonych danemi zwigz-
kami, wyznaczniki utworzone z dostatecznej liczby zréwnan,
powinny byé zmniejszone podzieleniem przez obce czynniki,
bedace wyznacznikami utworzonemi ze spdtczynnikéw zwigz-
kow danych. JezeliSmy w obecnym razie, wzieli dostateczna
ilos¢ zréwnan i oznaczyli rzed wedle prawa w paragrafie 2U2
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podanego, to wypadekjotrzymany nalezy zmniejszy¢ przez liczbe,
ktérej wyznaczenie zajmie nas obecnie.

265. Zacznijmy od najprostszego przypadku, biorgc k zréw-
nari potaczonych jednym zwiazkiem, a majacych k zmiennych;
w szczegdlnosci napiszmy uktad o trzech liniach

ktérego ilosci tacza zwigzki

Przpuszczamy nadto ze la, Va', XV, sgjednego rzedu, czyli

Przypu$émy teraz ze dwa pierwsze zréwnania sg najprostszej
formy i ze x"=: — i. Prawdziwy rzed dadzg dwa pierwsze
zréwnania, czyli oznaczajac rzedy jak w paragrafie 242 otrzy-
mamy

Opusémy teraz pierwszg linie, a druga itrzecia dadza

Ilo$¢ ta dla dania rzeczywistego rzedu powinna by¢ zmniej-
szona przez
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czyli przez rzed ilisci x rozmnozony przez rzed wyznacznika
otrzymanego ze trzech zréwnai danych.

Przychodzimy zted do og6lnego prawidta: opus¢ jedna z linij,
znajdz wedtug paragrafu 242 wyznacznik pozostatego uktadu,
a od tak otrzymanej liczby odciggnij rzed wyznacznika utwo-
rzonego ze wszystkich zréwnari a pomnozonego przez rzed wy-
razu kolumny, nalezgcego w zwigzku danym do opuszczonej
linii. Latwo sprawdzi¢, ze ten sam otrzymamy wypadek, jaka-
kolwiekby$my opuscili linie. Poniewaz x — y."y=a, przeto

Gdzie uczyniwszy x-f-"i X' SiX-]-y= 0O, otrzymamy
wypadek symetryczny

albo :

266. A w ogole jezeli istnieje pewna liczba kolumn wyraza-
jacych zwiazki, to przez postepowanie podobne przyjdziemy
tatwo do prawidta : niech wyrazy kolumn tych beda

przyj$¢ musi

Niech dalej A, B, C, oznaczaig spdlne wartosci tych summ,
P' i Q, 1° summe ilosci, 2" summy iloczynéw parami bra-
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nych Lilosci A, B, G; rzed uktadu bedzie
U+ + f - q- + o+ Q.

Wypadek ten moze byé stwierdzonym drugg ktéra moze
prowadzi¢ do odpowiedzi na pytania dotyczace rzedu uktadu
zrownan. W naszym przyktadzie, catkowita liczba kolumn,
wraz z kolumnami zawierajgcemi zwigzki, przenosi o jednos$¢
liczbe linij, a rzedu uktadu dostarczy nam prawidto paragra-
fu 2/i2, jezeli rzedom kolumn zawierajacym zwigzki, nadamy
znak mniej. Podobniez, jezeli liczba jednych i diugicti kolumn,
rowng jest liczbie rzedéw, uktad, wedle twierdzenia P. Cayley,
wyobraza wyznacznik tego samego rzedu, jakiby$Smy otrzymali
przy obliczaniu rzedu catego uktadu uwazanego za wyznacznik
w ktérymby rzedy kolumn wyrazajgcych zwigzki, miaty znak
mniej. Nie ulega watpliwosci ze w ukladzie majacym ilosé
kolumn wiekszag o dwa od ilosci linij, rzed uktadu znajdziemy
przez podang modyfikacye prawidta paragrafu 257.

267. Zastosujmy wreszcie dopiero co otrzymane prawidto,
do zagadnienia paragrfu 264. Przypuszczamy ze w trzech po-
trojnych ksztattach, spoétczynniki najwyzszych poteg czyli

a;" sg & v; spétczynniki rzedow
X A H-a'v i tak dalej, tak ze dla poteg y o jednos¢
wzrastajacych rzed ro$nie o a dla lakichze poteg z o ilo$¢
a'. "Gdyz wyrazy pierwszej kolumny sktadajg sie z :

M -j- — ~ 2) wyraz6w majacych rzedy :
A, —a,>»— X —2a x—x—a', X—2a'";...;
Jii 4" n A 2) wyraz6w majacych rzedy,
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podobnych wyrazéw w v.

A mog8§ by¢ one wziete za liczby S, Y,.-- Liczby
zacytowanego paragrafu obecnie :

a bedzie
podobnych wyrazéw. Wreszcie znalezlismy ze liczby A, B, C,...

\
ostatniego paragrafu sktadajg sie z - (/ — 1)(/ — 2) wyrazow

odpowiedniemi wyrazami w

Przy obliczaniu uznatem za stosowne zamieni¢ forme para-
grafu 266 na

gdzie S2 oznacza summe kwadratow z wyrazéw

Jezeli.

to przyjdzie
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Przyszlismy przeto do wypadku ?e rzed uktadu jest

Jezeli rzed wszystkich tych wyrazéw w pierwszem zréwnaniu
jest X, w drugiem (A wtreciem v, to nalezy uczyni¢
w poprzedzajgicej formule. Przypusciwszy nadto
da ona na rzed szukany
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ZASTOSOWANIA SYMBOLICZNYCII METOD.

268. Rozdziat ten bedzie uzupetnieniem dwunastego. Pra-
gniemy zbadaé, o ile wytozone tamze symboliczne znakowanie
dostarcza metody rachunku, za pomocy ktérego niezmienniki
i spotzmienniki przeobrazone by¢ moge, a tozsamos$¢ réznych
wyrazen udowodniony. Podstawe naszych poszukiwali w od-
niesieniu do ksztattéw podwojnych jest zrownanie ktére w lej
chwili podaniy. Dajmy ze

i jak poprzednio

— @ rf d a
dxi dy-i dx-i dyy

a tatwo sprawdzimy formute

D,23 + DoSlI + DatT= 0, (A),

gdyz w razie rozwiniecia spotczynniki x i y spotczesnie staje
sie zerami. Dla wykazania uzytecznosci tego zasadniczego zro-
wnania, przy pierwszem jego zastosowaniu wejdziemy w szcze-
goty, ktore bytyby zbytecznemi przy dalszych przyktadach.



ZASTOSOWANIA SYMBOLICZNVCH METOD. 353

Zrownanie A da sie napisac
D,23 — D.2Il — D3I12;

podnoszac je do kwadratu przyjdzie

* W tej formie® zréwnanie jest prawdziwem nawet gdy funk.
cye Ul, U-i, U3, na ktoérych dziatamy, zupetnie sy miedzy sob’i
co do formy rdéznerai. Lecz przypadek ktdry nas wytacznie
w obecnym zajmuje rozdziale, zasadza si¢ na tworzeniu pocho-
dnych pojedynczej funkcyi U, wzgledem ktérej Ui, Uo, U3,
staj? sie rownemi przez proste zmazanie wskaznikéw. A w tym
przypadku widzielismy (133), ze

sgi réznemi tej samej rzeczy wyrazeniami, Ztad zréwnanie B
staje sie

Podtug twierdzenia o funkcyach jednorodnych, dziatanie
jakieSmy na D odbyli, zastosowane do innych funkcyi, tylko
na ich liczby wptynie czynnik. Po lewej stronie zréwnania, po-
niewaz DB wywiera wptyw tylko na U3 i przeto nie byto gdzie-
indziej rdézniczkowanem, n{n — 1) bedzie mnoznikiem; po
prawej za$ stronie, kazda z ilosci Do, D3, wptywa na funkcje
ktére raz r6zniczkowanemi byty, a ztgd wprowadzajg czynnik
(/i — 1). W nastepstwie jezeli rozwiniemy zréwnanie

"IDA)Ili — DM2v,
ALCEKRA n. 23
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opuszczajac wskazniki i dzielac obie strony przez 2(n — 1), to
otrzymamy

269. Zauwazy¢ nalezy, ze jezeli przy przeobrazeniu, ilos¢
znakéw symbolicznych zmniejszy sie w symbolu, bedzie to
dowodem ze sam ksztatt U wchodzi do pochodnych jako

czynnik. | tak w obranym przyktadzie dowiedlismy ze 12.13
— 2
tylko liczebnym czynnikiem r6zni sie od 12 . Lecz ze dziatamy

— 2
na iloczynie UjUsUs ize 12 nie wchodzi wcale do U3, przeto
mimo zmazania wskaznikéw, U nie przestanie by¢ czynnikiem.

270. W ogo6le sa symbole tak sie przeobrazaé¢ dajace ze naj-
wyzsza potega czynnikéw nieiitorych jak 12 parzysta zostanie.
Gdyz znaczenie symbolu nie ulega zmianie przez wzajemng
miedzy sobg zmiane figur 1 i 2. Ztad

a przy pomocy zréwnania A, ilo$¢ qi — @2 tak przeobrazong

byé moze, aby sie stata podzielng przez 12. Na przyktad, po-
-m

chodna parzysta 12 .13 tylko o liczebny czynnik rézni sie od

Gdyz
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a jezeli n jest stopniem U, na ktérym odbywalismy dziatanie,
przyjdzie

271. Précz rownania tozsamos$ci i owego podanego wyzej,
uzywamy jeszcze zréwnania tatwego do sprawdzenia ;

Za pomocg tych zréwnan, mozemy przywie$¢ wszystkie sym-

bole do pewnej liczby chorggwi ksztattu; dla dwdéch czynnikéw
—2

formga takg bedzie Hessowy 12 , ktéry nazwiemy H; dla trzech

oddawna (13®) 0znaczone, przez G; dla trzech czynni-
kéw 12 =S(195); dla pieciu 12 .13 = F albo
G —2 —2 =2
= GH; dla szesciu 12 = A, (229), albo 12 .34 .56r=H3, etc.

Nastepujace przyktady pokazg jak sie wykonywajg skrécenia te.

272. Pierwsze przyktady dane, objasni¢ maja nastepujace

twierdzenie : « Wypadek podstawienia w funkcyag U, i

za y, jest spdizmiennikiem, zawsze przez U
podzielnym. » A nasamprz6d wyrazmy symbolicznie w mo-

wie bedacy spétzmiennik. Funkcya dana da sie napisac
Jezeli uczynimy zamierzong zmiane, kazdy z n
czynnikéw dziatajacych na U przybierze postaé

a spotzmiennik nasz ~ wyrazi sie
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symbolicznie jako iloczyn n czynnikéow 12.13.14.... Jeden
symbol (ten ktéry daje nt? rézniczka w razie rozwiniecia ilo-
czynu) pozostaje niezmiennym dla kazdego czynnika; inny znowu
symbol zmienia sie w kazdym czynniku, a to dla tego, abysmy
po dokonaniu mnozenia, mogli mie¢ same potegi pierwszych

rézniczek. Napiszmy 12.13=0.2, 12.13.14 = 03, i'wyrazmy
Oa w choraggwi ksztattu; Q2 juz byto obliczonem.

PRZYKLAD |. — Obliczy¢ 03 = 12.13.14. Pomno6zmy zréwnanie B

przez 14; pierwsze dwa wyrazy po prawej rece, slajg sie réwnemi,
poniewaz osiatni réwny zeru, i mamy

albo:

W ogéle kazdy symbol moze by¢ sprowadzonym do formy bardziej
skupionej przez podstawienie za kazda pare pojedynczych czynnikéw ma-
jacych spolng figure, jak na przyktad 12.13, ich wartosci ze zréwna-
nia B, i tym sposobem wyrazajac symbol dany w funkcyi innycti symbo -
tow, w Kktérym ta para czynnikéw jeSt zastapiong przez pojedynczy

kwadratowy czynnik.

PRZYKLAD Il. — Obliczmy Qi = 12.13.14.15. Pomnézmy spol-

Czesdnie

skroémy wyrazy podobne, bedzie



ZASTOSOWANIA SYMBOLICZNYCa METOD. 357
Pozostaje przywie$¢ do chorggwi ksztattu. Podnie$my do czwartej po-

tegi DI23 = Do1l3—D312 i zl)ierzmy wyrazy podobne, a otrzymamy :

Lecz w paragrafie 270

ztad

Zkad inad, Algebra elementarna uczy nas ze zréwnanie
pocigga za sobg

Ztad zréwnanie daje:

a wiec jak poprzednio

Bedzie przeto

tatwo spostrzedz ze jezeli w symbol 12.13.14.15 podstawimy za

kazda pare czynnikéw 12.13 wartosci ze zréwnania B, to zmniejszy sie
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liczba figur wchodzacych w symbol, a wiec okaze sie ze U jest czymii-
kiem. Warto$ci Os i Oe obliczone zostaty w Cambridge and Dublin
Mathematical Journal (Tom 9, str. 23).

—4 2
J5RZYKEAD I1l. — Skr6émy 12 .13 . Pomnézmy zréwnanie D przez

przyjdzie

albo

PRZYKELAD IV. — Skré6émy 12 .13 . 1Zi . Pomnézmy trzy zréwnania

zbierzmy wyrazy podobne i skré¢my
Zroéwnanie to daje nam poniewaz obliczylismy

PRZYKLAD V. — Skré¢my Mozemy, albo mnozac zréw-
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nanie D' przez SZ" otrzymaé wyrazenie na obchodzaca nas pochodng
4 2 =2 2 =2
funkcyi 12 .13 i 12 .13 Ah , wyrazenie ktére juz obliczyliémy, albo

2
postepowac jak nastepuje : pomn6zmy przez Ik iloczyn ilosci

a otrzymamy

Zréwnanie C daje

przeto lewa strona poprzedniego zréwnania staje sie

skracajac przyjdzie

albo

273. Zastanowimy sie teraz nad sposobem utworzenia sym-
bolu wyrazajgcego pochodna pochodnej. Majagc dang funkcya
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ilosci widoczna ze do tego samego przyjdziemy
wypadku, czy to przemazujac wskazniki i rézniczkujac wzgle-
dem X czy to rdzniczkujagc wzgledem Xi, a0, ~'3,..., a potem
dopiero przemazujac wskazniki. Ro6zniczka wzgledem x sym-
bolu pochodnego, zawierajgcego figury 1, 2, 3,.,. (np. 12, 13)

otrzymuje sie dziatajagc na symbol za posSrednictwem

Sposéb wyrazania innych pochodnych,

na szczeg6towym przypadku objasnimy, np. przy symbolicznem
przedstawianiu Hessowego Hessowego. Przypomnie¢ nalezy ze
Hessowy powstaje z iloczynu Ui przez tez samg funkcyg U
z innych liter ztozong, na ktéry dziatamy za posrednictwem

A tak jasno widzimy ze Hessowy Hessowego jest

i Ze po rozwinieciu staje sie

Za przyktad zawilszy wezmiemy szukanie wyrazenia symbo-

licznego, oznaczajgcego uskutecznienie dziatania
0
na trzech funkcyach, z ktérych pierwsza Hessowy 12 , druga
—2 —2 —2
T albo 12 .23 .31, atrzecia samaz funkcya U. Gdyz szukaé
nalezy rozmaitych figur dla dwéch pochodnych, i dla tego to
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2 0 2 2
utworzylismy iloczyn 12 przez 34 .45 .53 , idziatali nan przez

gdzie wilozywszy

za Es otrzymamy po rozwigzaniu symbol szukany

PI\ZYKLAD. — Sprowadzi¢ Hossowy Hessowego do formy aSH + 6TU
—2 —2 —i
(207). Widzielismy (172, przyktad 5) ze 12 .13 .34 , dajg si¢ wyrazi¢
w tej formie, idzie tylko o dowodzenie ze to samo ma miejsce dla innych
wyrazéw danego w 2tym paragrafie wyrazenia Hessowego Hessowego.
Pomn6zmy przez 12 iloczyn dwéch zréwnati

a dalej

5 22
biorgc za$ za 12 .13 .24 , znaleziong jego warto$¢
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Wzajemnie 12 34 .13.14 obliczy¢ tatwo przyjdzie; idzie o wstawie-

nie ze zréwnania B, wartosci za 13.14, aby otrzymac

WiDinJA (Tl 13./04)=:2DfA2"34M3'—
Podstawiajac za$ jak poprzednio przyjdzie

6(n — 3p(l2'. 34'. 13.14) = 2n(n — 1)TU,

warto$¢ ktéra pomoze do wynalezienia llessowego Hessowego w zadanej
formie

274. Dogodny w ogdle byé powinna mozno$¢ dania og6lnego
symbolicznego wyrazenia na wypadek rugowania miedzy dwoma
zréwnaniami. Nie trudno spostrzedz ze wypadek rugowania
miedzy prostem w swej formie réwnaniem (272) a zréwnaniem

stopnia n jest 12.13.14.15..., gdzie zawarte s* symbole
odnoszace sie do zréwnania stopnia n i"symbol prostego zro-
wnania pierwszego stopnia. Szukajmy czy podobna ogdlna for-
muta da sie wyprowadzi¢ na przypadek gdy jedno ze zréwnaii
jest stopnia drugiego (*). Wypadek bedzie tegoz stopnia wzgle-
dem spotczynnikow zréwnania ogo6lnego, a stopnia n wzgle-
dem spéiczynnikéw zréwnania kwadratowego i w swem sym-
bolicznem wyrazeniu zawiera¢é musi dwa symbole odnoszace
sie do zréwnania stopnia w, a n powtdrzone razy n, i n symbo-

(*) P. Salmon podat w Cambridge and Dublin Mathematical  Journal
(tom IX, sir. 32, r. 1853), formute o0géIn? na wyznacznik wypadkowy
zréwnania stopnia n, i stopnia drugiego. P. Clebsch, w roku 1860, na
nowo to twierdzenie podat i zastosowat je do uktadu zréwnania ztozonego,
z jednego zréwnania stopnia n, z jednego stopnia drugiego, i z pewnej
liczby zréwnan stopnia pierwszego {Crelle, tom LVIII). Twierdzenie po-
dane wedhig notacyi P. Cayiey, my za$ w paragrafie 278 podalismy wy-
padki otrzymane przez P. Clebsch.
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I6w powtorzonych razy dwa, a odno$nych do zrdwnania stopnia
drugiego, Pierwsze symbole oznaczymy przez |, 2, drugie za$
przez A, B, ... L, M, N. Czynniki te na rozmaite warstwy po-
dzieli¢ mozemy, tak aby kazda warstwa zawierata n czynnikéw
pierwszego rodzaju, a dwa drugiego. Napiszmy warstwy :

W pierwszej warstwie kazdy symbol A, potaczony jest z oby-
dwoma symbolami 1 i 2 drugiego rodzaju; w drugiej, jeden
symbol A jest tylko z 1 potgczony w (IA)-";, w trzeciej, dwa
symbole A i B potaczone sg z 1, (IA)” i (IB)?, i t. d., it. d.
Nastepujace uwagi postuza do takiego utozenia warstw tych,
izby tworzyty symbol bedacy rugownikiem szukanym. Roztézmy
zrownanie stopnia drugiego na jego czynniki, i ode$lijmy a
i a'" do rézniczek tych czynnikéw. Wypadek rugowania bedzie

Lecz

Mnozac i pamigtajac ze (la)™ (Ifl)(2a) stajg sie zerami z po-
wodu ze symbol a napotykamy razy dwa, a zatem ze nasze
proste pierwszego stopnia zréwnanie dwa razy rézniczkowanem
byto, przyjdzie
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ostatnie zrownanie nalezy napisaé

gdzie pierwsza figura oznacza ilos¢ nieakcentowanycli liter po-
taczonych z 1, druga za$ ilo$¢ tychze liter potaczonych z 2.
W tym znakowania sposobie, bedzie

Podobniez

Hugownikiem wedle znakowania {n, 0) bedzie

a spotczynniki otrzymamy te same jakie napotykamy przy roz-
winieciu summy odwrotnych nM* poteg pierwiastkow zréwna-
nia stopnia drugiego, na przykitad
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275. Poprzedzajace szeregi, przeobrazi¢ mozna, tak izby po-

stepowaty wedtug poteg dyskryminanta zréwnania stopnia dru-
giego. Eo jezeli

to przyjdzie

gdzie (AB)- bedac dyskryminantem stopnia drugiego wprowa-
dzone zostato. Dla dwdch zréwnan stopnia drugiego, fornmia
podana w ostatnim paragrafie staje sie

a przez podstawienie

Jest lo formuta p. Boole (184). W razie zréwnan, z ktdrych
jedne stopnia drugiego, a drugie stopnia trzeciego formuta pa-
ragrafu 274 staje sie

i w podobnyz sposéb

276. W podobnyz sposob dochodzi¢ mozemy czy podobna
otrzymaé¢ og6lng formute na dyskryminanta zrév,'nania danego.
tatwo napisa¢ formuty na niezmienniki tego zréwnania. Dy-
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skryminant bedzie stopnia 2(n — 1). Podzielmy wiec symbole
na dwie warstwy 1, 3,5...2, k, 6,... zawierajagce po (n— 1)
symboléw, iutwérzmy iloczyn z (w— 1) takich czynnikéw aby
kazdy z nich zawierat jeden czynnik z kazdej warstwy. Jezeli
n = h, to bedzie A= (12)(34) (56). Gdyz przemieniajac cy-
klicznie jedng z warstw symboléw, tworzymy (n — 1) iloczy-
now ; a tak dla n= k mamy

Funkcya stopnia n ilosci A, B,... oznacza niezmiennik, tego
samego co i dyskryminant stopnia. Dwie trudnos$ci teoryi ogol-
nej bedag : 1° oznaczy¢ z pewnoscig ktéra z tych funkcyj jest
dyskryminantem; 2® vvynalez¢ zwiazki istniejace miedzy nie-
zmiennikami w ten spos6b utworzy¢ sie mogacemi, jak nie-
mniej wskaza¢ najprostszg forme, do jakiej takowe przywiesc
sie dajg. | tak, jezeli n jest parzystem, /[ -f-1 bedzie liczbg
czynnikéw w A, samo za$

W przypadku jednego zréwnania stopnia czwartego, rézne
niezmienniki ktére utworzy¢ mozna sg : A» A"B, A“BC, opu-

1
szczajac A”B, ktore jak wiemy nie jest czem innem jak - AM

Pierwszem zagadnieniem do rozwigzania jest utworzenie z tych
niezmiennikéw kombinacyi stajgcej sie tosamo$ciowo zerem,
gdy funkcya dana jest u~v, u za$ stopnia pierwszego. Dla osia-
gniecia tego wypadku przypusémy ze funkcya jest formy zada-
nej, podstawmy 1, a-f « odnosi sie do y, «do u") za 2, A-fS,
i $ledZzmy skutkéw tego podstawienia na kazdy z niezmiennikow
obecnie nas obchodzacych. Widoczna ze wyrazy stopnia wyz-
szego nad drugi, a zawierajace a lub a znikng¢ muszg. Ozna-
czajac przez M warunek [aa-f, wskazujacy ze u powinno by¢
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czynnikiem y, znajdziemy bez innych rachunkéw, précz tego
podstawienia

dyskryminant przeto wyraza sie przez jedno z trzech zréwnanh

277. Uzyta obecnie metode zastosowa¢ mozna do ksztattow
o ilukolwiek zmiennych. Zrbéwnania tosamos$ciowe uzywane
gtéwnie przy ksztattach potréjnych sa :

do ktorych doda¢ nalezy zréwnania odpowiednie na symbole
przeciwzmiennikéw (140)

gdzie Dla powodow wytozonych powyzej,
z lekka tylko dotykamy w tym tomie geometrycznych poszuki-
wan ; pare wiec tylko dodajgc przyktadéw, odsytamy czytelnika

(*) O sprawozdania lycli zréwnan do sztandaru ksztattu® w nastepstwie
0 wyprowadzeniu z Icsztattu zwylclego dysiiryminanta stopnia czwartego,
zobacz Cambridge and Dublin Mathematical Journal, tom IX, str. 33.
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po szersze rozwiniecia do Cambridge and Dublin MaUiemafical
Journal, tom. IX, str. 11.

PRZYKLAD |. — Wioniy (113; ze kszlall potréjny trzeciego stopnia

posiada niezmiennik czwartego rzedu idzie o wyna-

lezienie wyrazenia symbolicznego na wypadek dziatania na Itessowy za
pomoca przewoznika niezmiennika tego. Przewoznik jest:

a metoda paragrafu 273, wymaga zkombinowania z nig czynnika
podstawienia 4 + 5+ 6 za a. Poniewaz opusci¢ nalezy kazdy wyraz
zawierajacy ktorykolwiek z symboléw h, 5, 6, wiecej jak trzy razy,
przeto zadany symbol sprowadza sie do

1*RZYKLAD II. — W teoryi podwdjnych stycznych do krzywych pta-
skicli, wytozonej w lliijher Plam Cuwes str. 81 (krzywe ptaskie wyzszych
stopni), potrzeba obliczy¢ wypadek podstawienia w kolejne emananiy
ilosci

i pokazania ze wypadek przybiera posiac

W lym i nastepnym przyktadzie nalezy obliczy¢ Q>, 03, Oi- tatwo docho-
dzimy do symbolicznego wyrazenia podstawienia lego. Bedzie to

Do obliczenia posiadamy jedno tylko zréwnanie stopnia
drugiego (0); zkad wyciggamy
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Oznaczywszy za$ Hessowy 123 i Hessowy zespolony z al 2 przez Gi H,
przyjdzie

PI\ZYKELAD HI. — Obliczmy Zréwnanie (G) daje

Pomnézmy przez alZj, znikng dwa wyrazy i pozostanie

Dla dowiedzenia ze 123 .e2J. 0Ah znika tosamo$ciowo, pomnézmy zréw-
nanie (H) przez 123 ; poniewaz wyrazy o ktédrych mowa, réznig sie tylko
przemiang llgnr 1, 2, 3, przeto stajg sie zerami. W podobnyz sposéb’

dowie$¢ mozna ze

278. W paragrafach poprzednich uzywaliSmy wytgcznie me-
tody znakowania p. Cayley. Znamy znakowanie p. Armhold (U9),
dla lepszego jednak obeznania si¢ z niem, podam Clebscha
poszukiwania nad zagadnieniem (274) rugowania z uktadu zréw-
nan, z ktérych jedno jest stopnia n, drugie stopnia drugiego,
a wszystkie inne stopnia pierwszego. Wezmiemy tylko cztery
zroéwnania o czterech zmiennych, zastrzegajac jednak z goéry ze
metoda podana w razie obecnym, daje sie zastosowaé¢ do ilu-
kolwiek ziTiiennych. Wezmy zréwnania
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i 9= O, gdzie ¢ jest zrownaniem rzedu n w
mogacym sie napisa¢ symbolicznie

Znamy za$ znaczenie z tej notacyi (142). Metoda rugowania
przez nas uzywana zasadza si¢ na rozwigzaniu zrownania dru-
giego stopnia, wraz z linijnemi, na podstawienie w 9, dwdch
znalezionych uktadéw wartosci, i na pomnozeniu obydwu wy-
padkéw. Mozemy za$ nieskoriczong liczbg sposobow kombi-
nowac¢ zréwnania kwadratowe z linijnemi pomnozonemi przez
dowolne czynniki; w koncu przeto dojs¢ musimy do wypadku
na czynniki roztozy¢ sie dajacego, jak naprzykiad :

Przypusci¢ nalezy ze przeobrazenie dokonanem zostato, lecz
'zbyteczna szuka¢ w tym celu warto$ci X, gdyz pokaze sie
ze ilosci te nikng z wypadku. Wezmy spoétczynnik wyrazu
XiXk w zréwnaniu stopnia drugiego, a napisane nieco wyzej
zréwnanie wymaga aby byto

Zamiast rozwigzywania zréwnania stopnia drugiego i linijnych,
otrzymamy obydwa uktady warto$ci kombinujgc tez zrownania

linijne z

Podtug teoryi zréwnan linijnych wartosci na XI, beda
wyznacznikami uktadéw.
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Jezeli podstawiemy w -[-..., pierwszg warstwe wartosci,
otrzymamy wyznacznik

ktory mozemy napisac Wypadek rugowania wyrazi
sie symbolicznie

W drugim czynniku uzyliémy symbolu bw miejsce a dla przy-
czyn wytozonych w paragrafie 150, to jest dla otrzymania poteg
ze spotczynnikdw w «p, lecz wiedzie¢ nalezy ze to b nie ma od-
miennego od a znaczenia, gdyz po rozwinieciu mozemy jako
rzeczy réwne zastgpi¢ iloczyny mai”aia™, bibkbib®, przez odpo-
wiedni czynnik z 9, to jest przez a~". Wypadkowi rugowania
mozemy nada¢ bardziej symetryczng forme

ktora jest podwojna tylko wzgledem pierwszej wartosci,

Napiszmy :

tatwo wyrazimy R w funkcyi A, B, G, gdyz mamy
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279. Pozostaje nam jeszcze oznaczy¢ Scislej wyrazenia A, B, C,
oraz pozby¢ sie ilosci p i aby ostatecznie wypadek byt wy-
razony w samych tylko czynnikach danego zréwnania stopnia
drugiego.

A, bedace czynnikiem dwdch wyznacznikéw napisaé sie
daje jako wyznacznik pojedynczy :

pomnézmy przez gdzie m oznacza, liczbe zmiennych,
a wiec cztery w obecnym razie.

Gdyz kazdy sktadowy wyraz tego wyznacznika zawiera¢ musi
jedentakiz wyraz z kazdej z trzech ostatnich linij i kolumn; jest
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wiec pierwszego stopnia w wyrazach

a jezeli spo6tczynnik jednego z tych wyrazéw weZzmiemy pod
rozhiér, to znajdziemy, ze liczba zmiennych bedzie ta sama,
z tym samym lub z przeciwnym znakiem, jak w iloczynie
dwoch wyznacznikéw. W wyznacznik ten podstawmy ze zréw-
nania (A):

Uskuteczniwszy to podstawienie odciggnijmy od kazdej z czte-
rech pierwszych kolumn i linij, kolumne i linia a pomnozong

przez - oraz kolumne i linig 6 pomnozonemu przez

a dodatkowe wyrazy znikng i wyznacznik stanie sie :

Clebsch oznacza powyzszy wyznacznik w ktérym pierwowzér
dyskryminanta funkcyi drugiego stopnia jest otoczony liniami
i kolumnami a, ¢,.." ktére przez skrécenie napiszemy
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baczac ze wyzsza linia oznacza kolumny, nizsze za$ linie otacza-
jace pierwowzdr. Znajdziemy dla jakiejkolwiek ilosci zmien-
nych

Dowiedlismy za$ (26, przyktad drugi), ze

gdzie A jest dyskryminantem funkcyi drugiego stopnia. Do
wiedliSmy w podobnyz sposéb ze w ogdle mamy

Jezeli przeto oznaczymy przez D dopiero co napisang funkcya,
przyjdzie

a formuta paragrafu 278, stanie sie :
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n 1.2.3.7 a™.... W,

(*) Czytelnik znajdzie nielitére zastosowania prawd powyzszych do
geometrycznych zagadnien w ClebscWa roz|)rawie umieszczonej w CreWa
tomie LYIIl. Aby wypadek otrzymany, przenie$¢ dla ksztahéw podwoj-
nych drugiego stopnia, w uzywane przez nas znakowanie, trzeba wzig¢

— 2

za iloczyn z n par czynnikéw IA, 2A, 1B, 2B,..12 za D. Od-
nosza si¢ do pracy Clebseli'a (Crelle, tom LIX) Ueber symbolische Dar-
stellung  algebraischer ~ Formen (o symbolicznem przedstawieniu alge-
braicznych form), by wskaza¢ lamze ogélne prawidto otrzymania formuty
na wyznacznik wypadkowy dwoch ksztattéw podwdjnych, lub na dyskry-
minanta jednego ksztattu takiego. Metoda postepowania zasadza sie na
zastosowaniu formy P. Cayley, do sposobu rugowania uzywanego przez
i3ezont; rzecz ktérasmy rozebrali (71) w razie dwdch ksztattéw napisanych
symbolicznie

(aiXi -f-aoa-.i)", (aiCC, 0.2X2)".

Prawidto ostato.czne, jest, jak to przewidzie¢ ialwo, bardzo skompliko-
wanem.
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NOTY

NOTA PIERWUZA.

O ROZNICZKOWANIU UZYTEM PRZY ROZWIJANIU FUNKCY!J
NA SZEREGI BURMANNA,LAGRANGE'A, | WRONSKIEGO;

PRZEZ M. A.

bytego ucznia Szkoly Politechnicznej.

INiecli bedg dwa zréwnania

zatézmy sobie wyractiowac nie przechodzac przez

Mamy

sg spotczynnikami zaleznemi jedynie od ”(cc) a nie bynaj-
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mni?j od funkcyi F(i/), jak jest tatwo pokaza¢ to dowodzac ze prawo,
przypuszczono prawdziwym dla pochodnej n'/, pozostanie niem jeszcze
dla poctiodnéj (n +

Mozna wiec wzigé dla F{y) funkcya jakakolwiek wzgiedem na
przyktad, a beda spétczynnikami mnozacemi
W wyrazeniu jakie nalezy w skutku czego znalezé.
Uwazmy, w rzeczy sam¢j, ze jest spotczynni-
kiem potegi /i" w rozwinieciu podtug poteg ilosci h. Otéz
Rozwijajac i wykonywajgac iloczyn, otrzyma

sie na wyraz ogoélny

przeto, jezeli sie potozy

spotczynnikiem potegi /i" bedzie
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Aby otrzyma¢ w tem zréwnaniu spélczynnilc ilosci p~err  Aww
potrzeba wzig¢ widocznie tylko wyrazy dla ktérych znajdzie sie

Wiec, ostatecznie, otrzyma sie

mi, my...,m,, sg liczbami catkowitemi i dodatnemi (liczac w to zero)
ktére muszg zadosy¢ uczyni¢ zréwnaniom

W tém rozwiazaniu, szukano naprzéd w rozwinigciu
_ wyrazu w /i" ;i w tym wyrazie, wzigto tylko to co byto

pomnozoném przez p". Mozna widocznie rozwiaza¢ to zadanie odwrotnie,

szuka¢ w rozwinieciu "PW]  wyrazu w p*", ktérym jest

a potém wzig¢é w tym wyrazie to co jest pomnozonym przez /i", to jest,
poniewaz réznica op(c4- /i) — (f{x) jest podzielng przez h, spoétczynnik

potegi w funkcyi 1.2.3...w Otdéz tym spotczynni-
kiem jest, podtug twierdzenia TAYLORA,

(zero wskazuje ze powinno sie zrobi¢ h.= O po rézniczkowaniach).
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Otrzyma sie wiec

Inaczej : niech bedzie i przyrostelc wzgledem y odpowiedni przyrost-
kowi h wzgledem x, tak aby

otrzyma sie]

przypusciwszy ze w F{y), zostato zastapionym y przez «p{fc) i zamienio-

nym potym X na
Zastepujac f przez swa warto$¢, w tém zréwnaniu, zauwazywszy z
jest podzielng przez h, i ze, tym samém, wyrazem po-

tegi w JM jest

otrzyma sie, ktadac
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i identyfikujgc wyrazy w hn,

albo tez

Gdyby sie niialo Irzy zréwnania

albo

potozywszy

olrzymaloby sie, przez to co poprzedza,

38i
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pot™m, robigc

Pozostawatoby wiec tylko zastgpi¢ Uj, U.2,..U,, przez ich warto$¢ aby
wyjasni¢ (wystawi¢ na widok) prawo pochodzenia dla funkcyj funkcyj;
i tak dal¢j jakakolwiek by nie byta liczba funkcyj potozonych jedne na
drugich.

Wréémy do zréwnania (a) jakie mozna jeszcze napisac

(i)

przeto, przypusciwszy ze mamy z = F(cc), y=<f{x), szukajmy

z moggic widocznie by¢ uwazaném jak jakakolwiek fiinkcya niewyrazna
wzgledem vy, otrzyma sie, poding zréwnania (1),
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Gdy sie pomnozy te zréwnania, zaczawszy od pierwszego, wzglednie
przez

i gdy sie doda wypadki, otrzyma sie

(2)

W rzeczy sam¢j, oznaczywszy przez

spbtczynnili w summie iloczynéw powyzszycii, bedzie

albo tez
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NOTY.

lub nakoniec

10 co czyni widoczng doktadno$¢ zréwnania (2).

Jezeli sie zauwazy ze mamy, ogdlnie,

i gdy sie potozy

zrownanie (2) bedzie sie mogto napisa¢, zwiezlej,

®

Wycieg sie z lego zréwnania dowodzenie proste i bezposredne szeregu
BURMANNA.

Niech bedzie, w rzeczy sam¢j, x jakakolwiek funkcya wzgledem
dana przez zréwnanie y = <f>{x). Zastepujac, w funkcyi F@!» « pizcz
swg warto$¢ uwazang™ juko wyciagnieta z tego zréwnania, i przypusciwszy
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ze F(cc) staje sie wtedy funkcy? ci*gl? wzgledem vy, twierdzenie Taylora
da jakiekolwiek rozwiniecie ksztattu '

r.6zniczkuj*c n razy len szereg i baczac pilnie zrobi¢ y = O po réznicz-
kowaniach, znajdzie sig, pod tym ostatnim warnnkiem,

albo tez, niajec wzgled na zréwnanie (3) i oznaczywszy przez a wartos¢
na X, odpowiadajac? wartosci y = O,

powyzsze zréwnanie przeksztat¢ iie i nalezycie uproszczone daje,

Nie bedziemy lu zajmowac si¢ wcale roztrzasaniem kwestyi pod jakiemi
warunkami ten szereg BURMANNA moze istniec.

(Jdy sie zrobi

zrownanie {U) staje sie

i znajduje sie szereg LAGRANGE'A
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wiasciwy do przedstawienia w jakiejkolwiek funkcyi F(x) pierwiastku

zréwnania

ktéry sie sprowadza do a dla 2= 0.

W zréwnaniu (2), zrébmy kolejno = vy, .. e, t/", i oznaczmy,
dla skrdcenia, przez D"(p@@3), otrzymamy losamosci
GV

Te tosamos$ci daj§ widzie¢ ze jezeli ma sig zréwnania
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i gdy sie pomnozy je wzglednie przez

otrzyma sie

Lecz zréwnania (A), rt)zwi?zane sposobem zwyczajnym, daj?

wyznaczniki s? utworzone wzgledem wskaznikéw rézniczkowania. ROw-
najac te dwie wartosci na vy,, znajdzie sie

Rozwijajac dwie strony tego zréwnania podhig pochodnycli funkcyi F(a;)
i zauwazywszy ze spétczynniki tyclize samych pociiodnycii muszg by¢
identycznemi, z powodu nieoznaczonosci funkcyi F(a!), znajdzie sie, row-
najac spotczynniki wzgledem 1)'».F(a3),
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zkad wyciagnie sie

a wiec, tem samem, zréwnanie (a) stanie sie

(symbol r!. przedstawia, wedtug zwyczaju, iloczyn ci?gly 1.2.3... r).

To piekne twierdzenie, tak jak zréwnanie (3), s? nalezne p. WROIN
skremu  {Philosophie de la Technie, 2« sect., p. 110). P. PROUHET dat,
przez inne rozwazania, $wietne dowodzenie zréwnania (3).

(Wyciag z Nowych Rocznikéw P. 1ERQUEM, tomoéw IX i XI.)



NOTA DRUGA.
O TWIERDZENIU WRONSKIEGO
PRZEZ PROFESSORA

(TLOMACZENIE Z ((QUARTERY JOURNAL OF PURE APPLIED MATHE-

MATICS)) N® 47, ZESZYT KWIETNIOWY, 1873 R.)

Wycigg s Pamietnikéw — Towarzystwa  Nauk Scistych w  Paryzu.
Tom 1V, rokIS7[\{*).

To twierdzenie, uwazane przez autora jaiio odpowiedZ na pytanie
« En quoi consistent les Matliémaligues? N'y aurail-il pas moyen d'em-
brasser par un seul probl*me lous tes problfemes de ces sciences et de
résoudre g”n”raleinent ce probl”ine universel ? » jest podane bez dowodze-
nia w jego Itefutation de la Theorie de Fonctions Analitigues de La-
fijrangp, Paryz, r. 1812, sir. 30, i znéw powtérzonym (z dowodzeniem,
jak shdze) w Philosophie de la Technie, Paryz, r. 1815; réwniez jest
podane i dowiedzione w Supplement d la Reforme de la  Philosophie,
Paryz, r. 1847, str. cix i nast.; toz twierdzenie, lecz bez dowodzenia,
znajduje sie w Encyclopedie ~Mathematigue  de Montferrer (Paryz, bez
daty), t. 111, str. 398.

Twierdzenie to daje rozwiniecie funkcyi Fa? pierwastku réwnania

(*) Artykut ten jednego z najznakoinilszycli dzisiejszych angielskich
matematykéw, podajemy w tlumaczeniu najwierniejszym, bez zadnych
zmian w znakowaniu i w formie : postuzy on za dowo6d ze w zawitychi i
zaciemnionych czesto utworacii Wronskiego, znajduj? sie rzeczy mogeice
zwrdci¢ na siebie uwage pierwszorzednych uczonych i nie pozwalajace
wydawaé zbyt pospieszntgo potepiajjicego s"du o pracach matematycz-
nych naszego wspoétziomka.

[Przyp. ttémacza.)
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lecz w rzeczywistosci 0gdlnos¢ jego nie przechodzi po za szczegélny przy-
padek O = Jic + XifiX; to jest kiedy réwnanie jest

Wzigwszy wiec pod uwage to réwnanie

niech o bedzie pierwiastkiem réwnania = O, twierdzenie jest na-
stepujace
gdzie etc. oznaczaja a kraski oznaczaja roz-

niczkowanie wzgledem a ; znak catkowyj jest napisanym zamiast

(*) W sam¢j rzeczy, w wypadku danym w tekscie, zamiast 'kfx napi-
sawszy XxfiX A-xif-ix + nastepnie rozwingwszy rozne potegi tej
ilosci, kazdy wyznacznik bedzie zastgpionym przez summe wyznacznikéw
tego samego rzedu | bedziemy mieli rozwiniecie Px podtug poteg Xi, X2. ¢

{Przyp. cAYLEY'A)
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wprowadzonym jest zresztg jedynie dla symetryi i widocznie znika; w sa-
m¢éj rzeczy mozemy réwnie doljrze napisac :

Zatrzymuje sie na chwile, by zauwazyC ze twierdzenie Laplace'a jest
w rzeczywistosci réwnowazném z twierdzeniem Lagrange'a; mamy bo-
wiem w pierwszem z tych twierdzeii cc <p@a + X/a?), to jest

za$§ Fas= Fm.©-'a;, wedlug twierdzenia La-

grange'a

gdzie po prawej stronie Fo i /cp sa oboje uwazane za symbol, argumen-
tem jest zawsze a i kréski oznaczaja rozniczkowanie wzgledem a, tak,
ze Fo' jest

co znaczy twierdzenie Laplace'a.

Przypusémy w twierdzeniu WronAskiego aa; = a; — a; to jest niech
rébwnanie bedzie nastepujace
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Wtedy kazdy wyznacznik zostaje sprowadzonym do pojedynczego wyrazu:
tak, wyznacznik trzeciego rzedu bedzie

gdzie w pierwszej i drugi¢j kolumnie kraski oznaczaj? rézniczkowanie
wzgledem x, ktéra to zmienna péZni$j zaktada sie = a; wyznacznik
staje sie

to jest mamy go

i podobnie w innych przypadiiach; wzér staje sie zatém

zgodnie z twierdzeniem Lagrange'a.

Przypusémy w ogélnosci ("x= {x — a)'"x, czyli zatézmy réwnanie

Eyl

inamy wtedy za pomocy twierdzenia l.agrange'a
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Wezmy na przyktad pod uwage wyraz | F' ?  jest

kréski oznaczaja rézniczkowanie wzgledem x, a x ostatecznie ma by¢
zatozonym = a; lub, co najedno wychodzi,

gdzie kraski oznaczajg juz rézniczkowanie wzgledem O, ktére to 6 ma
by¢ ostatecznie zatozonym = 0. To jest

(ie) +

Co moze by¢ napisanym > gdzie

gdzie rozumie sie ze co sie tyczy F~”, ktére jest wyrazonym jako

funkcya samego a (O tymczasem zostato zatozonym = 0), kraski ze-

wnetrzne oznaczaj? rozniczkowanie wzgledem a, co sie za$ lyczy A,
i

= g+ - 9p"+ etc. oznaczaj? one rézniczkowanie wzgledem 6, ktore

pézni¢j ma by¢ zatozoném = 0. Twierdzenie za$ bedzie teraz

To musi by¢ réwnowaznym z twierdzeniem Wronskiego, cho¢ przedsta ¢
wia sie w bardzo odmiennym i, jak sgdze, dogodniejszym ksztatcie; lecz
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wypadki otrzymane z poréwnania s§ bardzo godne uwagi
teraz tém poréwnaniem.

Wzigwszy pod uwage powyzszy spotczynnik

ten musi by¢ rownym wyrazowi Wronskiego

lub, co wychodzi na to samo, wyznacznik ma by¢

lo jest wartosci

musz? by¢ odpowiednio

Lecz, co wychodzi na jedno, jezeli

te powyzsze funkcye rausz? byé

: zajmiemy sie

spokzynnik
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mamy

tozsamosci za$ s? nastepuj?ice

G w sam”j rzeczy ma miejsce. | w podobny sposéb, dla sprawdzenia
spotczynnikow X* mielibySmy do poréwnania, pierwsze cziery wyrazy
rozwiniecia

z wyznaczniiiami utworzonymi z pierwowzoru (matrix)

Szereg rownan moze by¢ przedstawionym jak nastepuje, pisz?c jak po-
wyzej A dla oznaczenia funkcyi
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it od

gdzie w kazdym przypadku funkcya po lewt)j stronie ma by¢ rozwinietg
tylko do t¢j potegi jaka zachodzi w wyznaczniku : spétczynniki liczebne
pierwszych wierszy poziomych réznych wyznacznikéw, sg odwrdceniami
liczb

gdzie n jest wskaznikiem najvvyzsz("j potegi Q. Azatém dowod twierdze-
nia Wronskiego polega ostatecznie na postawieniu powyzszych réwnan.
Jako sprawdzenie, w czwartym wzorze, napiszmy ~= 6" (0o = 0); mamy

lub
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gdzie wyrazenie po prawcj stronie jest

a rozwinawszy lewa strone az do trzeciej potegi O,

co sie zgadza.

Wracajac do powyzszego réwnania i rozwijajacrézne wyrazy 2cpep),
(Ui =299, etc., a zatom, poniewaz w kazdym przypadku
lewa strona zawiera 9', cp", 9'", etc. lecz nie zawiera 9, widocznym jest
'Z po prawcj rece wyrazy zawierajgce 9 znosza sie nawzajem ; przypusci-
wszy ze tak jest, réwnania przybierajg najprostsza forme otrzymang przez
zatozenie 9 = 0, tojest mamy w ten spos6b

W celu uproszczenia wzoréw, zastagpmy

przez 6, c, d, e, etc. znajdziemy nastgepujace proste ksztatty : napisawszy

dla skrécenia
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bedziemy mieli

to jest dla 0—" prawa strona daje rozwinigcia docliodzgice do
Zauwazy¢ nalezy, ze w wyznacznikach r6zne wiersze poziome sgi sp6t-
czynnikami rozwinie¢ 0, 0”, etc. odpowiednio.

Dowodzenie jest bardzo tatwe; dos$¢ jest wzigs¢ pod uwage réwnanie

dla . Zatézmy

gdzie widocznie i napiszmy
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gdzie Bi= b, B.= B3= 63; ciicemy pokaza¢ ze
bo gdy to ma miejsce, opuszczajac wyrazy zawierajace en, etc. i pi-
szac

w ktérém to réwnaniu wyraz zawierajacy

a tak réwnanie jest = — w wyznaczniku bez wyrazu o ktérym
mowa (to jest z wyrazem naroznym sprowadzonym do

Na dowodd tego pomocniczego twierdzenia pomnézmy wyrazenie na
1 .

1

N przez 1zrézniczkujmy wzgledem 0, otrzymamy :

Pomnozywszy przez
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widzimy ze jest spotczynniltiem w

i w podobny sposéb jest spotczynnikiem

za$ | spotczynnikiem Mech bedzie teraz m cal-
kowitg dodatna, rozwiniete podiug zwiekszajacych sie poleg
zawiera potegi dodatne i odjemne, lecz nie zawiera wyrazu logaryt-
mowego : zrézniczkowawszy wiec podtug nie zawiera wy-
razu majacego a wiec wyrazenia o ktorych mowa sg kazde z nicti

co dopetnia dowodzenia.

Powyzsze wzory dajace rozwiniecie w wyrazach maja-

cych spétczynniki w rozwinieciu sa, sadze, godnymi uwagi.

{*) Spos6b ten jest znanym sposobem uzywanym przez Jacobi'ego i
\lurptiy'ego. {Przijj). cavLEY'A)

KONIEC TOMU DRUGIEGO.



NAKLADEM WEASCICIELA BIBLIOTEKI KORNICKIEJ, A PIIZEWODNI-
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CZACEGO W TOWARZYSTWACH NAUKOWEJ POMOCY | NAUK $cCIS-

LYCH w PARYZU, WYSZLY NASTEPUJACE DZIELA MATEMATYCZNE :

NORZEWSKI ROCH. Nomelle theorie des proportions et progressions
harmoniques  avec ses applications d la geometrie. Paris, 1852, m-8°,
avec planches (wyczerpane).

. G. H. NIEWEGLOWSKI, professor analizy w Szkole wyzszej Polskisj

Montparnasse, egzaminator matematyki w liceum Swietego Ludwika,
w Raryzu, 1866. — Arytmetyka  z teorijg przyblizen liczebnych i t. d.
(Kurs zupetny, zawierajecy dziatania skrécone, btedy samoistne i wzgled-
ne; noly dotyczace wiasnosci liczb, wiele rozwigzanycti zagadnien i ¢wi-
czenia), in-8°, stron 352. Paryz, 1866. Cena 1 tal. 10 srg.

. — Geometryi czg$¢ 1. Geometrya phaska, (wydanie drugie) w Paryzu,

1868 r., stron /i36, in-8°, figury w tekscie. Cena 1 talar 10 srg.

— Geometryi cze$¢ | i Il, kurs zupetny, drugie wydanie catkiem prze-
robione, zawlerajyce cal? geometrye starozytnycii i metody geometryi
nowoczesnej (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryz, 1868, in-8°, stron
VIII'i 778. Cena 2 tal. 20 srg.

— Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryg iloci urojo-
nych iz notami. Paryz, 1870 r., in-8°, sir.xv i/i07. Cena 1 tal. 15 srg.

Zasady rachunku  rézniczkowego i catkowego z zastosowaniami,
wytozyt W. FOLKIERSKI, inzynier cyw, b. uczen Szkoty Politechnicznc?j
w Karlsrulie, lioencyat n. m: P. F. Sorbony, Professor mechaniki
w Szkole Wyzszéj Przygotowawczej w t'aryzu, tom |, zawierajacy rachu-
nek rézniczkowy, oraz dodatek Wiadystawa Trzaski o wyznacznikach.
Paryz, 1870,in-8°, str. XLiiii 1087,fig. w teksciel36. Cena 3 tal. 10 srg.

. Pamietnik  Towarzystwa  Nauk Scistych iv Paryzu, tom | (Gtéwne ar-

tykuty przez pp. Frankego, Gosiewskiego, Sagajte, Trzaske, Zmurke).

Paryz, 1871, in-/i°, stron 186, figur 5. Cena 2 tal.

Pamietnik Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, tom H (Arty-
kuty pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sagajty, Trzaski i ZaliA-
skiego). Paryz, 1872, in-U", stron 240, figur 8. Cena 2 tal. (Obydwa
tomy razem oprawne 3tal. 22 srg. 6 fen.).

Wyktad ~ Hydrauliki wraz z teory? machin wodnych, poprzedzony
wiadomos$ciami wslepnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez
pp. FELIKSA KUCHARZEWSKIEGO i Wt. KLUGERA (Inzynieréw dyplomo-
wanych szkoty Drégi Mostow w Paryzu). Paryz, 1873, str. LVl i 1019.
Figur w tekscie 110, oprawa angielska. Cena 20 fr.

ALGEBRA. 26



10. Zasady Rachunku rézniczkowego i catkowego, pi'zez WLADYSLAWA
FOLKIERSKIEGO, statego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk
Scistych, tom I[. Rachunek Catkowy. Cze$¢ pierwsza: Catkowanie réz-
niczek i t d.Paryz, 1873, stron xvi i 740, figur 76, oprawa angielska.
Cena 12 frankéw.

11. Wyktad mechaniki czasteczkowej  (molekularnej) przez WLADYSLAWA
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznej. Tomu Czesci réznicz-
kowej zeszyt pierwszy, Paryz, 1873, stron 176. Cena fr. U.

12. Pamietnik  Towarzystwa  Nauk Scistych w Paryzu, tom Ill, zawie-
rajacy prace pp, W. Folkierskiego, Klugera, Kuctiarzewskiego, Do-
linskiego, Gosiewskiego i Martynowskeigo. Paryz, 1853, str. VIII i
358, figur 96.Cena fr. 12.

13. Kurs Mechaniki ~ Rozumowej przez G. H. NIEWEGLOWSKIEGO, dwa
tomy, Tom |, Statijka. — Dynamika  punktu. Paryz, 1873. In-S°,
stron ~hU-j. figurami, cena fr. 10.

1Zi. Wyktad  zupetny  Algebry, przez ADOLFA SAGAJLE w czterech to-
mach. Tom [ : Poczatki  Algebry.  Paryz, 1873, in-8°, stron 632
z figurami Cena 6 fr.

15. Bibliografia PiSmiennictwa Polskiego  z dziatlu ~ Matematyki i
Fizyktoraz  ich zastosowan, przez Dr. TEOFILA ZEKRAWSKIEGO, Czion.
Akad. Krakowskiej. Krakéw, 1873, in-8°, stron 617 z U tablicami. Ce-
na 3 tal.

16. Pamietnik  Towarzystwa Nauk Scistych w Paryzu, tom IV, zawie-
rajacy wypracowania pp. A. IMartynowskiego, K. Brandta, J.-N. Fran-
kego, W. Klugiera, W. Puchewicza, S. Baranowskiego i Cayley'a (ito-
maczeniez angielskiego). In-Zt". Paryz, 1876, czterdziesci dwa arkuszy
druku, stron 331, z 99 figurami w tekscie. Cena fr 12.

17. ADOLF SAGAJLO, professor Matematyki : Algebra, tom IlI, Teorya
Wyznacznikéw i ich przedniejsze  zastosowania, in-8°, str. AOOQ.
Paryz, 1876.

ZNAJDUJA SIE OBECNIE W DRUKU.

18. Kurs Mechaniki  Rozumowej G. Il. NIEWEGLOWSKIEGO tom Il :
Dynamika uktaddio materyalnych, Hidrostatyka i Hidrodynamika,
in-8°.

19. Pamietnika Towarzystwa  Nauk Scistych w Paryzu, Tom V.

Zarzgid Biblioteki Kérnickiej czuje potrzebe wyrazi¢ zal swoj, ze byt
zmuszonym znacznie podnie$¢ cene ostatnich naktadéw. Ma to miejsce
szczegblniejw dzietach matematycznych, drukowanych w Paryzu, gdzie
papiernowym obtozony podatkiem, podwyzszone taryfy drukarskie i nie
stychane trudno$cikorekty wptynetly tak niekorzystnie na koszta druku, iz
nawet podniesione ceny o wicie jeszcze pokry¢ ich nie mog§.



Nizej wymienione ksiegarnie zgtosity sie z obietnicy sprze-
dawania po statycli cenach wszystkich nakiadow Biblioteki
Kérnickiej i odbierajg je wprost od Zarzadu zaraz po wykon-
czeniu kazdego tomu.

10 WARSZA WIE, pp. GEBETHNER i WOLFF.

» » Michal cLuckssera.
» » Adolf kowaLski.

» » J.J. ORONSKI.

» ) Maurycy orRGELBRAND.

» » G. SENNEWALD.
» » UNGER i BANARSKI.

w KUAKOWIE, » Jozef czecH.
p. €. FrieDLEIN (Rynek, 11).
Stanistaw krzyzanowski.
Alexander nNowoLEckL
Fr. trzecieski (ksiegarnia wydawnictwa

dziet tanich i pozytecznych).

ivc LWOWIE, ) A.p. sarToszewicz (ksiegarnia Polska,
ulica Kopernika 1. 12).
GUBRYNOWICZ i SCHMIDT.
MILIKOWSRI.

F. H. RICHTER.

Karol wiLp.

w POZNANIU, » Mieczystaw LEITGEBER | SPOLKA.
J. K. ZUPANSKI.

w SREMIE, K. GASIOROWSKI.

w PETERSBUR-
GU i MOSKWIE. > B M- WOLFF.

w PAR  YZU, Ksiegarnia Luksemburska, 16, rue de Tour-
non.

Z zamoOwieniami zgtasza¢ sie nalezy do Zarzadu Biblioteki
Kérnickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Korniku
(W. Ks. Poznanskie).

Paryz — Drukarnia E. MARTINKT, rue Mignon, 2.
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