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TKi:s(':. 

Przedmowa tloiiiaczi. 

Plan badania. 

1. — Pojęcie n-krotnie rozciągłej wielkości ( ';. 

§ 1. Rozmaitości ciągłe i przerywane. Oznaczone części rozmaitości nazywają się wielkościami. Pod/iał nauki 
o ciągłych wielkościach na naukę : 

1) O samycli stosunkach dziedzinowych, przy których nie zakłada się niezależności wielko6'ci od miejsca; 

2) O stosunkach miarowycli, przy których trzeba załozyć taką niezależność. 

§ 2. Wytworzenie pojęcia jednokrotnie, dwukrotnie n krotnie rozciąglśj rozmaitości. 

§ 3. Sprowadzenie oznaczenia miejsca wdanej rozmaitości do oznaczcń ilościowych. Istotna właściwość ?i-krotnie 
rozciągłej rozmaitości. 

U. — Stosunki miarowe, do którycli się nadaje rozmaitość o n wymiarach (*') przy założeniu, że linie posiadają 
długość niezależnie od położenia, że więc każda linia daje się mierzyć każdą. 

§ t . Wy ażenie elementu linijnego. Za płaskie uważa się takie rozmaitości, w którycli element linijny daje się 
wyiazić pierwiastkiem z summy kwadratów zupełnych różniczek. 

§ 2. Badanie ?z-krotnie rozciągłych rozmaitości, w których element linijny może być przedstawiony 
pierwiastkiem kwadratowym z wyrażenia różniczkowego drugiego stopnia. Miara zboczenia ich od pla^kości (miara 

(•) Artykuł 1 s tanowi zarazem pracę przy goto wawcz.;i do przyczynków do analizy położenia (situs), 

(••) T o badanie o rnożtiwycli ozaaczeniacii m i a r o w y c h ;i-krolnie rozciągłej rozmaitości jest bardzo niezupełnę , ale dla teraż l i e j . z c - o celu 
zupełnie wystarczającera. ° 
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2 PAMIĘTNIK TOWAnZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W P A R Y Ż f . — TOM JX. 

lu-zywizny) w danym punkcie i w danym kierunku powierzchniowym. Do oznaczenia stosunków niiarowycłi jest (przy 

pewnych ograniczeniach) rzeczy inożhwg i doslatecznę, by miara krzywiznowa w kjiżdyni punkcie w n — - - - kierun-

kacli powierzcimiowycli była dowolnie dan?. 

§ 3. ficometiycziie wyjaśnienie. 

§ 4. Rozmaitości płaskie (w którycli miara krzywiznowa równa zeru) daję się uważać za szczególny przypadek 
rozmaitości o stałej krzywiznie. Daje się ono określić i w len sposób, że w nich ma miejsce niezależność n krotnie 
rozci^iglych wielkości od jniejsca (poruszaliiość icli bez rozciągnięcia). 

§ o. Powierzcbiiie o stałej mierze krzywizny, 

lii. — Zastosowanie do przestrzeni, 

§ 1. ' rklad taktów wysta czajgcych do oznaczenia stosunków miarowycli iirz(>strzeni, tak jak je zakłada geome-
trya. 

§ 2. Jak dalece jest prawdopodobnem stosowanie się tych empirycznycli oznaczeń po z i granicami doświadczenia 
w dziedzinie niejkończonej wielkości? 

^ 3. Jak dalece w flzietlzinie nieskoiiczonój małości. Związek tego pytania z wyjaśnieniem n.itury (*). 

(*} Paragraf 3 artykułu 111 w y m a g a jeszcze opracowania i flalsz.-go rozwinięcia. 

PRZEDMOWA T t O M A C Z A 

Praca wie lk iego m a t e m a t y k a n iemieck iego (*), k tóre j polski przekład d a j e m y , należy bez wkupienia 
d o p r a ć p ie rwszorzędnego w nauce znaczenia . W niej bowiem nie ty lko w y ś w i e c o n e s ^ zasady, na k tó-
rych opiera się g e o m e t r y a , ale wypowiedz iane zostały głębokie myśl i , mogące się s tać z czasem z a -
r o d k i e m wie lk ich o d k r y ć w nauce . 

(*) Oto krótki życiorys Riemanna : 

Iknnhard Uiemann, urodził się dnia 17 Września 1826 roku w Breselenz w Hannowerskiem. Początkowe 
wyciiowanie pobierał w domu rodzicielskim, następnie uczęszczał do liceum w Hannowerze i Johanneum w Lune-
bmgu. Tu młody uczeń zwrócił na siebie uwagę nauczycieli wybitnemi zdolnościami do matematyki, do tego 
stopnia, że dawano mu do prywatnych studyow domowych dzieła E u l e r a i L e g e n d r e a . W roku 1840 wstąpił na 
Uniwersytet w Getyndze, [loczętkowo, zgodnie z życzeniem ojca na wydział teologiczny, ale party nieprzezwyciężonym 
puciggiem do matematyki przeszedł wkrótce na wydział filozoficzny. Tu słuchał wykładów Gaussa o metodzie naj-
miiiejszych kwadratów,, Sterna o rozwi§zahuiści równań liczebnych, Goldschmidta o elektromagnetyzmie; lecz ponie-
waż wykłady te nie nasycały jego ż§dzy do nauki, przeto w nastęi)nym roku przeniósł się do Berlina, by tam słucliać 
wVkładów Jacobiego o' mechanice i wyższej algebrze, Steinera o geometryi, t)iriclileta o całkacli określonycłi i 
teoryi równań różniczkowycli, Eisensteina o funkcyach eliptycznych. W roku 1849 powrócił do Getyngi, gdzie 
jeszcze przez trzy semestra uczęszczał na nauki przyrailnicze i liłozoGę, a przedewszystkiem na znakomite wykłady 
(izvki profesora Wilhelma >Yebera. W roku 1852 doktoryzował się i ogłosił pierwsz^i swg pracę : « Zasady ogólnej 
teoryi funkcyi zmienne] złożonćj>. (Grundlagen liir eine allgcmeine Theorie der F u n c t i o n e n e i n e r veranderlichen com-
ple.xeu Grósso), w której uogólnia pojęcie funkcyi, .iodaje metodę badania funkcyj wielowartościowych przy pomocy 
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o HYPOTHZACH KTÓRE SLUŻ,^ ZA PODSTAW^G GIEOMETRYI. 3 

Riemann p o s t a w i ł sobio]w tej pracy zadanie : 1° odszukania t y o h na jp ros t szych f a k t ó w czyli h y p o t c z , 
na k tó rych opiierają się stosunki miaiH)we przes t rzeni naszej , t a k jak one w y r a ż a j ą sie t w i e r d z e n i a m i 
geometryi , 2° z b a d a n i a , czy i o ile możl iwóm jes t rozciągniecie tych hypotez po za g ran ice d o ś w i a d -
czenia, a m i a n o w i c i e d o dziedzin nieskończonej wielkości i n i e s k o ń c z o n e j małośc i . 

pewnej powierzclini, uważanej juko miejsce wartości funkcyi, przez co takie funkcye wielowartościowe slaj^ sję 
jeilnowartościowenii funkcyami miejsca na takiej powierzchni. Powierzclmie takie nazwane zostały poźinej powierz-
chniami Riemanna. Niezmiernej doniosłości jest podana w tej pracy metoda nazwana p-zez Rienianna metody 
Diriclileta, przy pomocy której oznaczyć można funkcyę zmiennej złożonej, gdy się zna warunki odnoszące się do 
ograniczenia jej dziedziny i do pimktów przerwy ciągłości. 

Metody wyłożone w tej rozprawie doktorskiej Hiemann zastosował do zbadania Tunkcyj dających się przedstawić 
za pomoc? szeregu Gaussa, w rozprawie p. t. « Beilrage zur Tlieoi ie der durcłi die Gauss'scłie lleilie darstełłharen 
FuiicUoneti », a szczegółniej do funkcyj Al)łowycłi w kl:issycznej rozprawie : « Theorie der Ahel'sclien Functionen 
gdżie otrzymuje twierdzenia odkryte już przez innycłi i dowodzi wiełu innycłi twienlzeń i własności boz zawiłycli 
ractiunków, opierając się Jia peryodyczności tycli funiccyj i na zacłiowaiiin się icli w punklacłi [irzerwy ciągłości. 

Habilitacyjna rozprawa o szeregacli trygonometycznych. « Uobor die Darstełlbnrlceit oiner Function durcli eim^ 
trigonomelriscłie Reiłie .. należy do znał^omitych i ważnycli prac, gdyż Irliemann łiada tu przypadła, których nie 
rozebrał Diriclilet w sławnej rozprawie o zbieżności szeregów tr.ygononietrycznycłi. W tej rozprawie Riemanna mieści 
się także klasyczni^! napisana liistorya teoryi szeregów tiygonometrycznycli, a w uwagach wst^itnycłi znajduje się 
nowa o g ó l n a definicja całki określonej, z której pokazuje, ze i funlccye, które w jakkolwiek małym przedziale nie-
skończenie wiele razy zrywają swą ciągłość, mogą być całkowane. Zląd wynika odwrotnie możność istnienia 
takicli funkcyj, które w skończonym przedziale wcale nie mają [)0cli0dnej. IJadaniem takicli funkcyj dopiero nieilawn(» 
matematycy zajmować się zaczęli. 

Rozprawa o Iiypotezach geomelryi była czytaną jako łekcya próbna ]»rzy instalowaniu się na docenta. Śmiało i z '̂c 
można, że tak znakomitej lokcyi żaden z instalującycłi się docenlów ; ż do czasów Riemanna nie czytał. Gauss, 
który z trzecli tematów przedstawionych przez Riemanna umyślnie wyln-ał temat o geometryi, będąc ciekawym, 
w jaki sposób młody ten człowiek traktować będzie przedmiot tak lrudiiv. był do tego stopnia zdumiony wykładem 
który przeszedł wszelkie jego oczekiwania, że lubo zwykle zimny, Gauss tym razem z rządkiem wzruszeniem wyraził 
swe najwyżs/.e uznanie dła głębokicli myśli wypowiedzianycłi przez młodego docenta. 

Wyliczone przez nas rozprawy należą do najważniejszycłi prac Riemanna i one same dałyby mu już iirawo 
do nieśmiertelnej sławy. I rzeczywiście uczniowie Riemanna już wiele przyczynili się do wzbogacenia literatury 
matematycznej pracami opartemi na metodacli wyłożonych we wsponmianycli ro/prawacli. Ale wielostronny i na 
wskroś filozoliczny umysł Riemanna przenikał we wszystkie gałęzie wiedzy matematycznej, wszędzie obejmując 
przedmiot badany w całej ogólności i traktując go z największą ścisłością. I tak zajmował się on wyitrowadz^-nieiii 
równań różniczłvOwych dla powierzchni minimalnycli (« Ueber die Fliicłie vom kleinsten Inhalt bei gegebener 
Hegrenzung ..), teoryą rozchodzenia się płaskich fal powietrznych o skończonej dałekości (« Ueber die Fortpllanzung 
ebener Luftwellen von endliclier Scliwingungsweite »), oznaczeniem liczby liczb pierwszych mniejszych od pewnej 
liczby danej (« Ueber die Anzahl der t^rimzahlen unter einer gegebenen Grósse »), zadanieni Diriclileta o elipsojdzie 
płynnej (« Ein Reitrag zu den i:nlersuchungen uher die Hewegung eines lliissigen gleichartigen Fllipsoides »), teoryą 
elektrodynamiki (« Ein Reitrag zur Elektrodynamik))), meclianiką ucha (« Mechanik der Olires))), teoryą ciepła, teoryą 
równań różniczkowych, i t. p. Prócztego w papierach jego znaleziono urywki prac treści lilozoticzno-przyrodniczej, 
w których przebija się oryginalny pogląd jego na pojęcia o wszecliświecie. 

Wszystkie prace P.iemanna wyszły niedawno w dziele pod tytułem : « Bernł.ard Riemann's gesammelte 
matheniatische Werke und wissensdiaftlicher Nachlass)), łierausgegeben unter Mitwirkung von R. Dedekuid, von II. 
Weber, Leipzig, Teubner,j87G r. W dziele tem mieści ijię trzydzieści rozpraw matematycznych. 

W roku I806, Riemann został asesorem klassy matematycznśj w Getyngskiem Towarzystwie Nauk, w roku 
następnym, professorem nadzwyczajnym, a w 1859 zwyczajnym professorem matematyku zwyczajnym członkiem 
Towarzystwa Nauk. W tym samym roku otrzymał godność członka korespondenta Akademii Berlińskiej, następnie 
w roku ł8-i6 zo^al członkiem" zagranicznym tejże Akademii. W tymże samym roku I8(i6, został wybrany 
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4 , PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA N Ck SClSŁYCH W PARYŻU. — TOM IX. 

Ola rozwiązania p ie rwszego zadania Riemann s t awia sobie toż samo pytan ie daleko ogólniój , odno-
szęc je do u t w o r z o n e g o przez siebie pojęcia wielokrotrde rozciągłej rozmaitości, w k t ó r e m przes t rzeń 
t r ó j w y m i a r o w a zawie ra się jako szczególny p r z y p a d e k , i z a j m u j e się wyszukan iem w a r u n k ó w kon ie -
cznych i dos ta t ecznych dla oznaczenia s tosunków m i a r o w y c h w takich wie lok ro tn i e rozci. jgłych 
rozmai tośc iach , w k tó rych linie ma j§ długość niezależny od położenia. 

Szukanie tych w a r u n k ó w sprowadza się do wyna lez ien ia wyrażenia anal i tycznego p r zeds t awia j ą -
cego e l emen t l ini jny w tak ie j rozmaitości . Ogranicza jąc w pewien sposób, ze względu na cel z a m i e -
rzony , ogólność t ego badan ia i oznaczając położenie każdego p u n k t u za pomocy n z m i e n n y c h wielkości 
czyli w s p ó ł r z ę d n y c h , R i e m a n n o t rzymuje wyrażen i e k w a d r a t u e l e m e n t u i ini jnego w założonych 
rozmai tośc i ach j a k o f u n k c y ę całkowity i j e d n o r o d n y d r u g i r g o s topnia różniczek w s p ó ł r z ę d n y c h 
p u n k t u , z k t ó r e g o wychodz i t h i e lement l ini jny. Tak ie rozmai tośc i , w k t ó r y c h ta f u n k c y a sp rowadza 
się do s u m m y k w a d r a t ó w różniczek nazywa R i e m a n n z przyczyny poniżej wyłuszczonej płaskiemi; do 
t ak ich płaskich rozmai tośc i zalicza się przes t rzeń misza. 

I \ształ t wyrażen i a e l emen tu I ini jnego o t r zymany w t e m badan iu dop rowadza do w n i o s k u , że dla 
oznaczenia s t o sunków mia rowych w n kro tn ie rozciygłej rozmai tości , po t rzeba znać w każdym p u n k -

71 —• 1 
cie n. — - — f u n k c y j miejsca . Te funkcye mie jsca oznaczyć się dadzy, gdy znany będzie w a r t o ś ć w y -

rażenia , j ak ie się o t rzyun i je , jeżeli wyraz czwar tego porzydku w rozwinięciu k w a d r a t u e l emen tu Ii-
n i jnego podziel i się przez k w a d r a t t ró jky ta u t w o r z o n e g o z l ini j na jk ró t s zych . Tak i ch wielkości 

w każdym punkc ie odpowiada jycych n — ^ — k i e r u n k o m powie rzchn iowym przechodzycym przez n 

^ [ 3 

l inij na jk ró t szych będzie n - - - - - i każda z n ich po pomnożen iu przez — ^ staje się r ó w n y tć j w i e l -

kości , kt()ry Gauss nazwał krzywizny powie rzchn i . W y n i k a z tyd, że s tosunki m i a r o w o uważanych 

. , . fi I rozmai tośc i o n w y m i a r a c h będy wiadome, gdy będzie znany krzywizna w n — k i e r u n k a c h po-
^ ^ 

wie rzchn iowych w każdym punkcie . Dla przest rzeni t r ó j w y m i a r o w e j ^̂ — = 3, a w i ę c dla oznacze-

nia s t o s u n k ó w m i a r o w y c h przes t rzeni t rzeba znać krzywiznę w t r zech k i e r u n k a c h powie rzchn iowych 

w każdym punkcie . W p rzypadku rozmai tośc i , dla k t ó r e j k w a d r a t e l emen tu I in i jnego wyraża się 

w p r o s t s u m m y k w a d r a t ó w , będzie oczywiście krzywizna w każdym punkcie i w t r z e c h k ie runkach 

p o w i e r z c h n i o w y c h z e r e m , i oto p o w ó d , dla k tó rego takie rozmai tośc i nazwane zostały p łask iemi . 

Rozmai tości , w k t ó r y c h kwadra t e l emen tu I ini jnego wyraża się p i e rwias tk i em k w a d r a t o w y m z wy-
rażenia różn iczkowego drug iego porzydku , stanowiy ty lko szczególny p rzypadek ogólnie jszych 
rozmai tośc i , w k t ó r y c h kwadra t e l e m e n t u I ini jnego wyraża się w spośób bardzie j złożony, np . p ie r -
wias tk iem c z w a r t e j potęgi z wyrażenia różniczkowego czwar tego porzydku . Badanie t ak i ch rozmai to-

członkioin koTespodentein Akademii Paryzkiej, i członkiem zagranicznym Londyńskiego Towarzystwa Kró-
lewskiego. 

Objawy choroby piersiowej zmusiły Riemanna do podróży do Włoch w roku Tu powtórnie przebywał 
w roku ISGi; zaproponowanej sobie podczas tego pobytu posady professora w Pizie po Mosottim nic przyjął. W rokn 
18 poraź trzeci pojechał do Włoch i tu w kilka tygodni po przyjeździe, dnia 20 Lipca 1866 roku życie zakończył 
w Selasca nad jezi rem Laggo-Maggiore. Tu spoczywają jego zwłoki. Świat uczony opłakuje zgon przedwcześnie 
zmarłego geniaiieg- myśliciela, którego krótki żywot tyloma cennemi odkryciami wzbogacił naukę. 
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o HYPOTHZACH KTÓRE SLUŻ,^ ZA PODSTAW^G GIEOMETRYI. 5 

ści możnaby p r zep rowadz ić W t ak i sam sposób , w jaki zbadano rozmai tości p o p r z e d n i e ; R i e m a n n 
nie za jmu je się j e d n a k n iemi szczegółowo, gdyż n ie ma jg bezpoś redn iego znaczenia dla celu j ego 
p r a c y ; zwraca tylko uwagę na w y b i t n y różnicę zacbodzyc^ m ięd zy temi d w o m a rodza j ami rozmai tośc i , 
k t ó r § w y r a z i e można w ten sposób , że rozmai tości , w którycli k w a d r a t e l e m e n t u l in i jnego wyraża się 
p i e rwias tk i em k w a d r a t o w y m z wyrażenia różn iczkowego d r u g i e g o porz^idku mog^i być nazwane 
plaskiemi w n ieskończenie ma łych częściach, i nne zaś n ie (*) . Badan ie tych ogólniejszych rozmai tośc i , 
p o w i a d a R i e m a n n w k o ń c u te j p racy , może być w a ż n e m w t e d y , gdy okaże się, że do dziedzin nie-
skończenie m a ł y c h nie s tosują się zasady naszej geomet ry i . 

Poświęc iwszy u s t ęp rozmai tośc iom o stałej krzywiznie , k tó rych główny c h a r a k t e r polega na t e m , 
że w^nich f igury poruszać się mog^i bez rozciągania , R i emann s tosu je swe ogólne badan i a do naszśj 
przes t rzeni , t. j . do przest rzeni , do k tó re j n a d a j e się g e o m e t r y a Eukl idesa . Przy założeniu n ieza le-
żności l ini j od mie j sca i powyż.^j p rzy ję tego kszta ł tu l in i jnego e l e m e n t u , t . j . płaskości w n i e skończe -
nie ma łych częśc iach, s tosunki mia rowe przes t rzeni da ją się wyraz ić w t e n sposób, że krzywizna 
w każdym p u n k c i e w t rzech k i e runkach p o w i e r z c h n i o w y c h jes t z e r e m . Gdy dale j założymy nie ty lko 
niazależność l ini j ale i ciał od mie jsca , wyn ikn ie , że krzywizna wszędzie jes t s ta łą . Z tych hypo tez 
wyn ika wpros t , że s u m m a ką tów we wszystkich t r ó j k ą t a c h j e s t oznaczoną, gdy jes t oznaczoną w j e -
d n y m j a k i m k o l w i e k t ró jkąc i e , i że s tosunki m i a r o w e przes t rzeni są zupełnie oznaczone, jeżeli s u m m a 
ką tów w t ró jkąc ie r ó w n a się d w o m ką tom p r o s t y m . 

Że k rzywizna naszej p rzes t rzeni jest stałą i wszędzie r ó w n ą zeru , jes t to hypoteza , na k tóre j op ie ra 
się cała g e o m e t r y a Eukl idesa , a k tó r ą zawdzięczamy doświadczeniu , co aż do czasów R i e m a n n a pozo-
stało n i e w y j a ś n i o n e m , i p i e rwszorzędne nawet umysły bez po t rzeby siliły się na wyprowadzen i e XIgo 
pos tu la tu Euk l idesa z innych p e w n i k ó w wzię tych za pods tawę geomet ry i . Rezowocny skutek tych 
zabiegów przyniós ł poś redn io wie lką korzyść .nauce; a lbowiem m a t e m a t y c y , s t rac iwszy nadzie ję do-
wiedzenia w s p o m n i a n e g o pos tu la tu , pomyśli l i o i i tworzeniu tak ie j geomet ry i , k t ó r a przj^jniując za 
p o d s t a w ę wszys tk ie pozostałe pewn ik i , jes t zupe łn ie niezależną ofl pewn ika o l in iach równo leg łych . 
W ten sposób powsta ła g e o m e t r y a uro jona Łobaczewskiego , abso lu tna Rolaya, n i e - E u k l i d e s o w a 
Re l t r amiego . Dop ie ro Hiemann w sposób s tanowczy rozstrzyga to ważne p y t a n i e : z j ego badań w y -
nika w p r o s t , że pos tu la t Eukl idesa , lub każdy inny pewnik , k tó ry .p r zy j ąć t r zeba dla zbudowan ia teo-
ryi linii r ówno leg łych , jest w p r o s t wyn ik i em liypotezy, że krzywizna przes t rzeni jest wszędzie ze rem 
i dla tego dowieść się nie da . P rócz tego R i e m a n n wykazuje możliwość zbudowan ia zupełn ie scisłych 
umie ję tnośc i różnych od zwyczajne j g e o m e t r y i . Geomet rya n ieeuk l idesowa j e s t tylko p ie rwszym kro -
kiem w tym k i e r u n k u ; od rzuca jąc i n n e pewnik i geomet ry i Eukl idesa n p . aks ioma t o n ieskończonć j 
długości linii p ros te j , obok geome t ry i n ieeuk l idesowej (Łobaczewskiego , Rolyai ' a i innych) , k tórą 
Klein nazywa hyperbo l i czną , możl iwą będzie i nna , k tó rą nazwać można e l i p t y c z n ą ; nasza zaś z w y -
czajna czyli pa rabo l i czna g e o m e t r y a jes t prze jśc iem od p ie rwsze j do d rug ie j (*). 

G i l e l iypotezę wziętą za pods tawę geomet ry i Euk l idesa można s tosować po za g ran i cami doświad -
czenia, R iemann rozbiera w os ta tn ie j części swej p racy . Tu us tanawia on nadzwycza j ważną różn icę , 
j aka zachodzi m ięd zy n ieogran iczonośc ią a n ieskończonością . Z niezależności ciał od mie jsca w prze-
strzeni naszej w n o s i m y , ż e ] k r z y w i z n a j ć j jes t s ta łą . Jeżeli jes t stałą i d o d a t n ą , w t e d y przes t rzeń mus i 
być n i eogran iczoną , ale n ieskończoną n ie jest , podobn ie , jak powie rzchn ia o stałej d o d a t n e j k r zywi -

(*) l^orównaj II, 3. 
(**) Porównaj artykuł profesora Kleina w « Malhematische Annalen, YI, p. t. : Teber die sogenannte Niclit-Eukli-

dische Geometrie », sir. 113. 
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zn ie . Z d a n i e m więc R i e m a n i n a , przj- jęcie, że przes t rzeń jes t n ieskończona, musi być u w a ż a n e m za 
oddz ie lną hypotezę , k tóra mojże być w y n i k i e m tego , że (a stała miara krzywizny jest zerem. 

Zresz tą zdan iem lliemannŁa pytania o n ieskończone j wielkości są dla wyjaśn ien ia na tury p y t a n i a m i 
bez znaczenia . W samćj rzecz/.y, jeżeli założyć, że przes t rzeń jes t n ieskończoną , w takim razie k rzy -
wizna przes t rzeni we wszy/stkicłi k i e r u n k a c h i w każdym punkc ie jest stale zerem, a więc 
s tosunk i m i a r o w e tejże są wsizędzie j e d n e i te same, i badan ie w dziedzinie nieskończonej wie lkośc i 
n i e może dać n i e n o w e g o . I n m a rzecz m a się z b a d a n i e m odnośnie do n ieskończonej małości . Jeżeli 
b o w i e m nie założymy niezale?- żności ciał od mie jsca , to ze s t o s u n k ó w mia rowych w skoiiczoności nie 
m o ż n a wnosić o s tosunkach nn i a rowych w n ieskończonć j małości : a l b o w i e m miara krzywizny w każ-
d y m punkc ie w t rzech k i e r u m k a c h mogłaby mieć war tość dowolną , gdy lym czasem cała krzywizna 
w każdej skończonej części jprzestrzeni mogłaby się nie różnić w sposób wyraźny od zera . Jeszcze 
ba rdz ie j zawikłanemi byłyby ^stosunki m i a r o w e vy n ieskończone j małości , jeżeli by założyć, że e l e m e n t 
l in i jny wyraża się w sposób bardz ie j złożony. Gzy is tnieją fakty upoważnia jące do tak ich p r z y -
puszczeń? Dzisiejszy s tan nauiki daje na to py tan ie raczćj twierdzącą niż przeczącą odpowiedź . Is to tnie , 
po jęc ia odpowiada jące s tosunikom m i a r o w y m w skończoności , np . po jęc ia ' c ia ła stałego lub p romien ia 
świat ła nie dają się przenieścć do dziedziny nieskończon(^j małości i z tego p o w o d u n a u k a dla wy t ło -
maczen ia wielu szeregów zjaiwisk musi uc iekać się do rozmai tych hypotez o m a t e r y i i sile. Ta o k o -
l iczność nasuwa myśl , że hypiotezy geomet ry i Eukl idesowój mogą t rac ić swą m o c w dziedzinie n ie -
skończone j małości , a raczejj, że może zjawiska da łyby się objaśnić w sposób hardz ie j p ros ty , przez 
p rzy jęc ie dla e l emen tu linijneigo wyrażenia nmiój p ros t ego , niż to, k t ó r e w tćj p racy zostało przyję te 
za pods tawę. . 

J aka może być wewnęt rzna i przyczyna tych s to sunków m i a r o w y c h p rzes t rzen i? Odpowiedź na to 
py tan ie da je Rieniann w t e n sposób : a lbo to, co j es t rzeczywiście pods t awą przes t rzeni s t anowi 
rozmai tość przerywaną , któró^ stosunki mia rowe okreś la j ą się już samą n a t u r ą rozmai tośc i , albo tóż 
przyczyna leży w działaniu fsił w przes t rzeni . Rozs t rzygnięc ie tych pytaii należy pozos tawić p rzy-
szłości (*). 

Z tego pobieżnego s t reszczenia r o z p r a w y R i e m a n n a widać , jak ważne i g łębokie zawiera ona b a d a -
nia . Matematyka , iilozoha i n;auki przyrodnicze zna jdu j ą w niej ważne wskazówki dla swego doskona-
lenia się. Matematyka zyskała wie le przez u tworzen ie ogólnego pojęcia w i e l o k r o t n i e rozciągłych wie l -
kości , i wskazanie m e t o d haduinia t ak ich rozma i to śc i ; filozofia zna jdu je w n ić j wskazówki , j ak b a d a ć 
należy pods tawy wiedzy i w Jak i sposób każda u m i e j ę t n o ś ć ścisła z po jęć swych zasadniczych w y -
t\yarza kons t rukcye przy p e w n y m układzie h y p o t e z ; nauk i fizyczne wreszc ie mogą wyc iągnąć z niej 
ten pożytek, by, m ó w i ą c s ł o w a m i R iemanna , nic t a m o w a ł y się og ran iczonośc ią po jęć i w szukaniu 
związku przyczynowego p o m i ę d z y z jawiskami nie op ie ra ły się na p rzekazanych p rzesądach . 

Ża łować należy, żo myśli p o d a n e w os t a tn im us tęp ie n ie zostały, p o m i m o przyrzeczenia , szerzej roz 
win ię te przez R i e m a n n a ; w zna lez ionych u r y w k a c h t reści f i lozof iczno-przyrodniczej z n a j d u j ą się u w a g j 
o d m i e n n e t reśc ią od p o p r z e d n i c h . P rzedwczesna śmie rć nie pozwol i ła g e n i a l n e m u myś l i c i e lowi 
rozwinąć rzeczonych p o m y s ł ó w , k t ó r y c h op racowan ie s ta je się o b o w i ą z k i e m j e g o n a s t ę p c ó w . 

Przekład rozprawy R i e m a n n a został dokonany , o ile można , n a j z g o d n i e j z d u c h e m oryg ina łu , przy 
s t a r anne j baczności na czystość naszego języka. \Vyrazy, k t ó r e zmuszeni by l i śmy w p r o w a d z i ć na ozna-
czenie n o w y c h po jęć , pozos t awiamy ocen ie świa t łych czy te ln ików. 

(*) Pan Gosiewski ma zamiar swój poglę i na to ciekawe miej-ce z pracy Riemanna przedstawić w oddzielnym 
artykule. 
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Przypisy o b j a ś n i a j ą c e t rudn ie j sze m i e j s c a w tej pracy R iemamna ułożone zostały po części przy po-
m o c y u w a g d o d a n y c h do inne j r o z p r a w y [*), a k t ó r e porobi ł Dedekind w e d ł u g wskazówek samego 
R iemanna , g łówn ie zaś zawdzięczam j e czynnó j pomocy pan.a iGosievskiego, bez udziału k tó rego 
przekład t en n ie m ó g ł b y przyjść do s k u t k u . P rzedewszys tk iem z w r a c a m tu uwagę czytelnika na przy-
pisek 8, w k t ó r y m p . Gosiewski n ie ty lko upraszcza rachunki m a j y c e n i celu wyprowadzen ie miary 
krzywizny w k a ż d y m p u n k c i e rozmai tośc i i sp rowadzen ie te jże d o krz /wizny Gaussa, ale prócz tego 

uzupe łn ia ok reś l en ie krzywizny rozmai tośc i w ' ' k i e r u n k a c h powierzchniowych, wykazując , 

że k i e runk i wyznacza jące s tosunki m i a r o w e rozmai tości w d a n y m punkcie , s tanowiy układ ściśle okre-
ślony, czego R i e m a n n w swśj rozprawie o hypo tezach g e o m e t r y i nie y y p o w i a d a (**). Okreś lony ten 
układ k i e r u n k ó w powie rzchn iowych , n a z w a n y przez pana Gosiewskiego u k ł a d e m g łównym, us t ana -
wia pewny ana log ię między teoryy rozmai tośc i wie lokro tn ie rozciągłych i teoryy powierzchni , w któ-
re j układ linij k rzywiznowych o d p o w i a d a o w e m u układowi g ł ó w n e m u . Zas ługuje tćż na szczególny 
uwagę sposób p o d a n y pi-zez p. Gosiewskiego na w y p r o w a d z e n i e wzoru da jycego długość e l e m e n t u 
Uni jnego w rozmai tośc i o krzywiznie s ta łe j . Inny m e t o d ę wyprowadzen ia tegoż wzoru zakomunikował 
mi łaskawie prof . II. W e b e r w Kró lewcu , k t ó r e m u w y p o w i a d a m w tern mie jscu szczere podzięko-
wan ie . Sposób ten pomieszczony został w końcu Iźs" przypisu. 

Prócz t ego załaczam tu nas tępujycy spis znanych nam p r a c wcześniejszych lub późniejszych od 
pracy R i e m a n n a , a ma jycych zwiyzek z j e j treściy : 

ŁOBACZEWSKI. o zasadach geometryi, w Gońcu kazańskim, po rossy jsku , 1829 i 1830. Nowe zasady geo-
metryi, w Wiadomościach Naukowych Kazańskich, po rossyjsku. Kazań, 1835, 1830, 
1837. 

Geometrie imaginaircy 1837, Crelle, XVII. 

Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berl in, 1870, wyszło we 
f r ancuzk im przekładzie Hoiiela pod t y t u ł e m : 

Etudes geometriipm, Pa r i s , Gauthier-Yi l lars , 1806. 

Pangeometrie. Kazań, 1855. 

.1. I30LYAI. Dodatek dzieła W . Bolyai 'a : Tentamea in elementa matheseos, e t c . Maros-Yasarhely, 
1832; we f r ancuzk im przekładzie p . t. 

IM science absoluc de lespace, e tc . Par is , Gauthier-Yil lars , 1868. 

IIELMUOLZ. Ueber die Thatsachen der Geometrie. Wiadomości Getyngskie, 1868. 

BELTRAMI. Saggio di interpretazione delia geometria noneuclidea, Napoli , 1868. 

Teoria fomlamentale dcgli spazii di curvatura constante. Annal i di Matemat ica . Ser ie ir, 
t o m II, 1868. 

i"^) Commentatio mat/iematica, qaa respo7idere tentatur ąnaestioni ab Iłlustrissimu Academia Parisiensi proiwsitce : 
« Irouver quel doit ófre l'etat calori(ique d'un corps solide liomogene indetini pour qu'uu sysieme de courbes iso. 
tlierines, a un instant donnę, restent isothernies apres un temps quelconque, de telle sorte que la temperature d'un 
ponit puisse s'e;(prinier en fonction du toinps et de dcux autres variables independantes ». Uwagi, o jakich mówimy, 
znajdują się na str. ^84 — 391 zupełnego wydania dzieł Riemanna 

{'") W przytoczonej rozprawie Riemanna na str. 382 zupełnego wydania znajduje się ustęp który naprowadza na 
myśl tego uzupełnienia określenia krzywizny; pan Gosiewski doszedł do tego samodzielnie, gdyż z tą rozprawą kon-
kursową Riemanna zapoznał się dopiero po zrobieniu powyższego uzupełnienia. 
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Francuzk i przekład z n a j d u j e się w Annales de 1'ecole normale^ 18G'J. 

Formules fondamentales de cinematigne dans łes espaces de courbure constante. (Bul i . 

Darboux) , 1876. 

L. SCHL.EFLI. No ta alla m e m o r i a del s ig. Be l l r ami Sugli spazii di curoatura constante. Annali di ma-

tematica, II, 1868, 1869. 

GENOCCUI. Dei primi principii delia mechanica et delia geometria. F i r enze , 1869. 

TILLY. Etudesde mecaniąue abstraite. (Mcm. de Tacad. de Belg), 1870. 

J , ROSANES. Ueber die neuesten Untersuchungen in Betreff unserer Anschaung vom liaume. W r o c ł a w , 

1871. Lekcya o t reści b a d a ń R iemanna i He lm h o lza . 

HOUEL. Sur fimpossibilite de dernonlrer par une construction piane le posiulatum d Euclide. Mem. de 

Bordeaux , VIII, 1870 et Nouvelles Annal, IX, 1870. 

BALTZER. Ueber die Hypothesen der Parallelentheoine. Cvq\\c,, LXXIII . 

ScHERiNG. Die Schwerkraft im Gauss'schen Raume; Wiadomości Getyngskie, 1870. 

Linien, Fldchen undhohere Gebildein mehrfach ausgedehnten Gaussischen und Riemanneyi-

schen Rdumen. Wiadomości Getijngskie, 1873. 

Die Schwcrkraft in mehrfach ausgedehnten Gaussischen und Riemann'schen Adumen. 

C. FLYE STE-MARIE. Etudes anaJytiąues sur la theorie des paralleles. Par i s , Gaulh ier -Yi l la rs , 1871. 
E . BETTI. Sopra gli ^Mzidi un numero qualunque di dimensioni. Milano, Be rna rdon i , 1871. 

F . KLEIN. Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Mathematische Anwilen, IV, VI, V i i . 

Vergleichende Detrachtungen iiber neuere geometrische Foischungen. E r l a n g e n , 1872. 

J . KOSIG. Ueber eine reale Abbildung der s. g. Mcht-Fuclidischen Geometrie. Wiadomości Gdyng-

skie, 1872. 

J . FRISCHITAUF. Absolute Geometrie, nach J. Bolyai. 

Element der absoluten Geometrie, 1876 (*). 

A. CAYLEY. On the non-euclidian Geometry. Ckbsch Annalen, V. 

C. JORDAN. Essai sur la geometrie a n dimensions, W IhAletin de la societe mathematique de France, III, 

G . R . , L X X V . 

BEEZ. Ueber das Kriimmungsmaas von Mannigfaltigkeiten hbheren Ordnung. Math. Ann 

Zur Theorie des Krummungsmaasses von Manmgfaltigkeiten hoherer Ordnung, Schld-

milchs Zeitschrift^ XX, XXI (jeszcze nie ukończone) . 

LIPSCHITZA Rozprawy o własnościach f o r m k w a d r a t o w y c h w teory i k rzywizny pomieszczane w 71, 

72, 74, 78 i 81 t o m a c h dziennika Cre l le ' a . 

CIIRISTOFFEL. Ueber die Transformationen ganzer homogener Differentialausdriicke, 1869. 

SuwoROw. Charakterystyki systemów o trzech wymiarach po rossy jsku . Kazań, 1871. Wyc ięg z n a j d u j e 

się w Bulletin Darboux. 

IIALPHEN. Recherches de geometrie a n dimensions. W Bulletins de\la Societe math. de France. 11,1873-74. 

TONELLI. Ueber die Potentialfunction in einem mehrfach ausgedehnten Raume. Wiad. Getyng., 1873. 
S . D . 

(*) Przygotowujemy polski przekład tćj pożytecznej i ciekawej książki. 
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o i n r o T E Z A C i i KTÓBE s t . c z . j . ZA ROOSIAWĘ c E O M E T n y i . 

O H Y P O T E Z A C H 
KTÓłlE SŁIIŻ,^ ZA PODSTAWę GEOMETUYI 

(Z X i n g o tomu R o z p r a w K r ó l e w s k i e g o T o w a r z y s t w a Nauk w Gely tu iz t . 

PLAN BADANIA. 

Geomet rya , j ak w iadomo, p r z y j m u j e j a k o coś danego zarówno pojęcie przes t rzeni , j ak i p ierwsze 
zasadnicze pojęcia dla kons t rukcy j w przes t rzeni . Tych po jęć da je ona ty lko okreś len ia n o m i n a l n e , 
gdy tymczasem i s to tne oznaczenia wys tępu ją w fo rmie p e w n i k ó w (aks iomatów) . S t o s u n e k tych za ło -
żeń pozos ta je p rzy tem w c i e m n o ś c i ; nie w i d a ć ani , czy i o ile ich połączenie jes t kon i ecznem, ani a 
pr ior i , czy jes t m o ż e b n e m . 

Ciemności tój nie zdołał usunąć żaden z matematyk(')w ani lilozofV)w, kt<)rzy się t em za jmowa l i , 
począwszy od EUKLIDESA aż do LEGENI»IIE'A, że tu przytoczę na js ławnie jszego z nowszych uczonych , 
k tórzy op racowywal i geometi-yę. Przyczyna tego leżała w tem, że ogólne pojec ie wielokrotnie rozcin-
gł;/ch wielkości, w k t ó r e m zawiera ją się wielkości p rzes t rzenne , pozostawało zupełn ie n i e o p r a c o w y -
w a n r m . 1 dla tego pos tawi łem sobie n a j p r z ó d zadanie zbudowan ia (wytworzenia) pojęc ia w ie lok ro tn i e 
rozciągłćj wielkości z ogólnych po jęć wie lkośc iowych . Z tąd wyniknie , że wie lokro tn ie rozciągła 
wielkość n a d a j e się i\o Yozm?i\i\c\\ stosunków miarowych ( ' ) , że przestrzeli więc s tanowi tylko szcze-
gólny przypadek t r ó j k r o t n i e rozciągłej wielkości . T e - o kon iecznem n a s t ę p s t w e m jes t , że tw ie rdzen ia 
geomet ry i nie da ją się wyprowadz ić z ogó lnych pojęć wie lkośc iowych , lecz że te własnośc i , k t ó r e m i 
przes t rzeń wyróżnia się od innych pomyś leć się da jących t ró jk ro tn ie rozciągłych wie lkośc i , m o g ą 
być tylko powzię te z doświadczen ia ( E r f a h r u n g ) . Ztąd pows ta j e zadanie odszukania na jp ros t szych 
f ak tów (Tha t sachen ) , z k tó rych oznaczyć się da ją s tosunki m i a r o w e przestrzeni — zadanie , k tó re we-
dle is toty rzeczy nie jes t jeszcze zupełn ie o z n a c z o n e m ; a l b o w i e m można wskazać wiele uk ł adów na j -
prostszych f ak tów wys ta rczą jącyc l i do oznaczenia s tosunków miarowych p r ze s t r zen i : na jważn ie j szym 
dla teraźniejszego celu jes t układ wzię ty za pods t awę przez Euk l idesa . Te fakty, tak jak wszystkie 
fakty, nie są kon iecznemi , a m a j ą ty lko pewność empi ryczną , są hypo tezami ; można wiec b a d a ć ich 
p r a w d o p o d o b i e ń s t w o , k t ó r e w p r a w d z i e w e w n ą t r z granic spostrzeżeń jest bardzo wie lk i em, i wnio-
skować o możliwości rozciągnięcia ich p:) za granico spost rzeżeń zarówno w s t ronę n i e s k o ń c z o n ć j 
wielkości , j a k o Ićż w s t ronę nieskoi iczonój małości . 

I. —Pojęcie n krotnie rozci?igłej wielkości. 

Przys tępu jąc do rozwiązania p ie rwszego z wymien ionych zadań, a mianowicie do rozwinięc ia poję-
cia wie lokro tn ie rozciągłej wie lkośc i , myś lę , że liczyć mogę na względny sąd, ponieważ mało j e s t em 

(I) Stosunki miarowe odpowiadają w pewien sposób niiurze krzywizny według Caiissa. Porównaj II, 2. 
AUT. V I . 
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AYpi-awny W p racach lego rodza ju n a l u r y hlozoficznej , gdzie t rudnośc i spoczywa ją bardz ie j w p o j ę -
c i ach , aniżeli w kons t rukcy i , i że nie m o g ł e m korzys tać z żadnych p r a c p o p r z e d n i c h , p rócz z kilku 
b a r d z o k r ó t k i c h wskazali, k tó re o tym p rzedmioc ie dał t a jny r ad ca d w o r u GAUSS W d r u g i e j rozpra -
w i e o resz tach b ikwadra towych w « Wiadomościach nauJwwt/ch Getymjskich » i w swoje j pracy jubi leu-
szowej i z n i e k t ó r y c h badań fi lozoficznych IIERCARTA. 

1. 

P o j ę c i a wielkościowe są tylko możebne t a m , gdzie z n a j d u j e sio przed lem pojęcie ogó lne pozwala jące 
na rozma i t e sposohtj oznaczenia (-). W e d l e tego, cz}'* pomiędzy t c m i sposobami oznaczenia m a mie j -
sce prze jśc ie ciągłe od j ednego do d rug iego , czy nie m a mie jsca , tworzą one (Mannigfal t ig-
kc i t ) (•') ciagła alljo przerywana (d i sc re t e ) ; po jedyncze sposoby oznaczenia nazywają się w p ie rwszym 
p r z y p a d k u w d i ' u g i m ilenicntami tć j rozmai tośc i . Pojęc ia , k tó rych sposoliy oznaczenia two-
rzą r o z m a i t o ś ć p rze rywaną , spotykają sią tak często, że dla dowoln ie danych p r z e d m i o t ó w , p rzyna j -
m n i r j w j ęzykach wykszta łceńszych, da je się zawsze odna leźć pojec ie , w k t ó r e m one są zawar te , 
(i m a t e m a t y c y mogliby l)ez wą tp i en i a w n a u c e o wie lkośc iach p rze rywanych wziąć za p u n k t w y j -
ścia w a r u n e k , aby p rzedmio ty dane były uważano j a k o j e d n o g a t u n k o w e ) ; p r zec iwn ie , sposobność do 
tworzen i a po jęć , k tó rych sposoby oznaczenia tworzą rozmai tość ciągłą, jest w życiu powszedn iem tak 
rzadlcą, że mie j sca p r z e d m i o t ó w zmys łowych i b a r w y są j e d y n e m i po jęc iami p r o s t e m i , k t ó r y c h spo-
soby oznaczenia tworzą rozmai tość w ie lok ro tn i e rozciągłą . Częstszy p o w ó d do tworzenia i rozwijania 
tych po jęć m a mie jsce dop ie ro w wyższej m a t e m a t y c e . 

Oznaczone części rozmaitości wyróżn iono cechą (Merkmal ) liib g ran icą nazywają się wie lośc iami 
((]uanta) . P o r ó w n a n i e ich co do ilości o d b y w a się przy wie lkośc iach p rze rywanych przez l iczenie, 
przy c iąg łych przez mie rzen ie . Mierzenie polega na nak ł ady waniu na siebie m a j ą c y c h się p o r ó w n a ć 
w i e l k o ś c i ; do mie rzen ia więc po t rzeba sposobu , za p o m o c ą k t ó r e g o n iożnaby j e d n ę wie lkość przeno-
sić j a k o m i a r ę na inną . W bndvu tego, można dwie wie lkośc i p o r ó w n a ć tylko, gdy j edna jes t częścią 
d r u g i ć j i jeszcze wtedy można tylko rozs t rzygnąć , o ile j e d n a jes t większą lub mniejszą , a n ic ile razy 
większą od d r u g i ć j . Badania , k t ó r e dają się w tym p r z y p a d k u nad n i emi p rzeprowadz ić , tworzą 
ogólną część nauk i o wie lkościach, niezależną od oznaczeń m i a r o w y c h , gdzie wielkości uważają się 
za i s tn ie jące n ie niezależnie od położenia i n i e j a k o wyraża lne przez j e d n ę j e d n o s t k ę , lecz j ako dzie-
dziny w j e d n ć j rozmai tośc i . Takie badan ia stały się po t r zebą dla wie lu części m a t e m a t y k i , m i a n o w i -
cie d la badan i a w ie lowar to śc iowych funkcy j ana l i t ycznych , i b rak tychże jes t g łównym p o w o d e m , 
dhi k t ó r e g o s ł awne twie rdzen ie ABLA i p race LAGRANGE'A, PFAFFA, i JACOIUE'<;IO tak długo były bez-
p ł o d n e m i dla ogólnej teory i r ó w n a ń różn iczkowych. Dla te raźnie jszego celu wystarcza z t e j ogól-
ne j części nauk i o rozciągłych wielkościach, gdzie n ic w ięce j nic przypuszcza się n ad to, co już jes t za-
w a r t e w s a m e m ich po jęc iu , podnieść d w a p u n k t y , z k t ó r y c h p ierwszy dotyczy u tworzen ia pojęcia 
w i e l o k r o t n i e rozciągłej rozmai tości , drugi sp rowadzen ia wyznaczeń mie jsca w d a n e j rozmai tości do 
oznaczeń i lośc iowych, co wyjaśni i s to tny c h a r a k t e r n k r o t n e j rozciągłości . 

{•2) Tćin orzeczcnicm Rieniann hynajmniej nie określa wielkości, ale tylko uwarunkowywa możebność j / j 
istnienia, przez co pozostawia pole otwarte dla uogólnienia jej określenia zwykłego. 

(3) Hoiicl tło iiaczy » Mannigfaltigkeit » przez « Yariete. » (t^zeklad francuzki rozprawy Riemanna p. t. Sur Ics 
hijpotlieses quise,vsnf de fomlcment a la Geoinetrir, 1S70). 
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'Z-

Jeżeli przy pojęc iu , k t ó r e g o sposoby oznaczenia tworzy rozma i to ść ciagła, p rzechodzić bodziemy od 
jednego sposobu oznaczenia do innego w okreś lony sposób, to przebieżone sposoby oznaczenia t w o -
rzą j e d n o k r o t n i e rozciygłą rozmai tość , k tó re j i s t o t n y m c h a r a k t e r e m jest to, że w nie j jest m o ż e b n e m 
przejście ciągłe ty lko w dwie s t rony, naprzód i w tył . Jeżeli w y o b r a z i m y sobie, że ta rozmai tość p rze -
chodzi w inna zupełn ie różna , i wprawdz ie znów w sposób okreś lony , t. j . tak, że każdy p u n k t j e d n e j 
p rzechodz i w oznaczony p u n k t d rug ie j , t o wszys tk ie w t e n sposób o t r z y m a n e sposoby oznaczenia 
tworzy d w u k r o t n i e rozciygły rozmaitość . W p o d o b n y sposób o t r z y m u j e m y t r ó j k r o t n i e rozciągły roz-
mai tość , jeżeli p r z e d s t a w i m y sobie, że d w u k r o t n i e rozciygła przechodzi w sposób okreś lony w inny 
zupełnie różny, i ł a two wid/.ioć, jak tę k o n s t r n k c y ę można dale j p rowadzić . Jeżeli zamiast uważać 
pojęcie za oznaczalne, będz iemy uważali p r zedmio t j ego j ako zmienny , to k o n s t r u k c y ę tę można n a -
zwać sk ładan iem zmienności o / 2 - f - l w y m i a r a c h z j e d n e j zmiernośc i o n wymiarac h i j e d n e j o j e -
d n y m wymia rze C^. 

kJ • 

Pokażę teraz , jak odwro tn i e można rozłożyć zmienność , k tó r e j dziedzina jest dany , na zmienność o 
j e d n y m wymiarze i zmienność o mnie jsze j l iczbie w y m i a r ó w . ^Ytym celu w y o b r a ź m y sobie zmienny 
odcinek (kawa łek , Stiick) rozmaitości o j e d n y m wymiarze , l iczony od pewnego s ta łego punk tu poczyt-
kowego, t ak że wartości jego da ja się w z a j e m n i e p o r ó w n a ć — k tóry to odcinek ma dla każdego 
p u n k t u danć j rozmai tości war to ść oznaczona, zmien ia jąca się wraz z n i m w sposób ciygły ; albo 
innemi słowy, p r z y j m i j m y wcwnyt rz dane j rozmai tośc i f u n k c y ę ciągły miejsca, mianowic ie taky, 
któi-a wzdłuż pewne j części tt''j rozmai tośc i nic jes t stały. Ivażdy układ punk tów, w k tó rych funkcya 
ma wartość stały, s tanowi rozmai tość o mnie jsze j l iczbie w y m i a r ó w , niż dana . Te rozmai tości przy 
zmian ie funkcyi przechodzą j e d n a w d ruga w sposób c iąg ły ; można więc będzie przyjąć , że z j e d n e j 
z n ich pows ta jy pozostałe , co, ogólnie mówiąc , tak o d b y w a ć sio może, że każdy p u n k t j e d n e j prze-
chodzi w oznaczony punk t i n n e j ; p rzypadk i wy jy tkowe k t ó r y c h badanie jest w a ż n ' m , mogy tu 
pozos tać n ie rozważanemi . ł^rzez lo, oznaczenie mie jsca w dane j rozmaitości sp rowadz i się do oznacze-
n ia wie lkośc iowego i do oznaczenia miejsca w m n i e j k r o t n i e rozciygłej rozmai tośc i . Otóż ł a two poka -
zać, że ta rozmai tość m a n — l wymia rów, jeżeli dana jes t n k ro tn i e rozciygła. Przez n k r o t n e tedy 
powtó rzen i e tego pos tępowania , oznaczenie mie jsca w n k ro tn i e rozciygłej rozmai tośc i sp rowadza się 
do n oznaczeń wie lkośc iowych , a więc oznaczenie mie jsca w dane j rozmaitości , gdy to jest m o ż e b n e m , 
do skończonój ł iczby oznaczeń i lośc iowych. Is tniejy też rozmai tośc i , w k tó rych oznaczenie mie jsca 
wymaga już nic , jak wyżej , skończonej l iczby, lecz n ieskończonego szeregu lub c iągłej rozmai tośc i 
oznaczeń wie lkośc iowych. Takie rozmai tości tworzy up . możl iwe oznaczenia funkcyi dla d a n ć j dz ie-
dziny, możl iwe kształty figury przes t rzenne j i t. d . 

(4) Założenie zrobione w końcu tego ustępu jest koniecznem do tego, by można traktować wyłożony w nim 
przedmiot w sposób wskazany w ustępie trzecim, 

(o) Przypadki takie zdarzają się, gdy jedna rozmaitość przechodzi w drugą należącą do innśj familii. 
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II. Stosunki mip.rowe w ł a ś c i w e rozmaitości w w y m i a r o w e j w założeniu, że linie 
posiadają długość niezależnie od położenia, że więc każda linia daje się mierzyć 
każd§,. 

P o us t anowien iu pojęcia n k ro tn i e rozciągłej rozmai tośc i i znalezieniu je j i s to tnego c h a r a k t e r u , 
po lega jącego na t ć m , że wyznaczenie miejsca w t e j rozmai lośc i da j e się sprowadzić do n oznaczeń 
wie lkośc iowych , p r z y s t ę p u j e m y do d rug iego z wyżej pos t awionych zauaii, a mianowic i e do zbada-
n ia s tosunków mia rowych , do k t ó r y c h nada je się taka rozmai tość i w a r u n k ó w wys ta rcza j ących do 
oznaczenia tych s to sunków m i a r o w y c h . Te s tosunki m i a r o w e dają się tylko badać w o d e r w a n y c h po-
jęc iach wielkościowych i p rzeds lawić w związku tylko za p o m o c ą f o r m u ł ; przy p e w n y c h założeniach 
można. je rozłożyć na s tosunki , k ló re po jedynczo uważane nada ją się do geomet rycznego p rzeds tawie -
nia , przez co s ta je się rzeczą możebną rezul ta ty r a c h u n k u wyrazić geomet ryczn ie . Dla zyskania 
przeto stałej podstawy, nie będzie można wprawdz ie un iknąć o d e r w a n e g o badania przy p o m o c y formuł , 
lecz wypadk i tego badania dadzą się p rzeds tawić w szacie g e o m e t r y c z n e j . Pods t awy do obu tych r z e -
czy zawierają się w s ławnej r o z p r a w i e pana ta jnego radcy d w o r u Gaussa o powie rzchn iach krzywycl i . 

1. 

Oznaczenia m i a r o w e wymaga j ą niezależności wielkości od miejsca, k tóra może is tn ieć w wie-
loraki sposób ; na jprzód n a s u w a j ą c e się przypuszczenie , k tó rego t rzymać się będę , j e s t to, że d łu-
gość l in i j j e s t niezależną od położenia , że więc każda linia iliije się mie rzyć każdą , .leżeli oznaczenie 
miejsca sprowadzimy do oznaczeń wie lkośc iowych, t. j . jeżeli położenie p u n k t u w dane j n-krot -
n ie rozciągłej rozmaitości w y r a z i m y za pomocą n wielkości zmiennych ./;,, a?.̂ , i tak dalej do a.',,, 
to oznaczenie linii wychodzi na to, że wielkości x są dane jako funkcye j edne j zmienne j . Zadan ie 
w t f d y j e s t : u tworzyć wy iażen i e m a t e m a t y c z n e dla długości linii, do którego to celu należy wielkości 
A'uważać jako wyraża lne w j ednośc i ach . Będę t r ak towa ł to zadanie ty lko pod p e w n e m i ogran icze-
n iami , i ograniczam sie na jp i zód na takich l iniach, w k tórych s tosunki między wielkościami t . j . 
odpowiedn iemi przyros tami wielkości zmienia ją się w sposób ciągły. INlożna wyobraz i ć sobie te 
l i n i epodz i t l one na e lementy , wewną t rz k tórych stosunki między wie lkośc iami dx mogą być uważane 
j ako stale, i zadanie sprowadza się do tego, b y d ł a każdego p u n k t u znaleźć ogó lne wyrażen ie wycho-
dzącego z niego e l emen tu Uni jnego ds, k ló re to wyrażenie zawierać będzie wielkości x i wielkości dx. 
P r z y j m u j ę powtó re , że jeżeli o d w r ó c i m y uwagę od wielkości drugiego rzędu, d ługość e l e m e n t u Unijnego 
pozostaje n iezmienioną , gdy wszys tk ie jego p u n k t y doznają tejże sarniej n ieskoi iczcnie małe j zmiany 
miejsca, w czem zawiera się i to , że gdy wszystkie wielkości dx rosną w tym s a m y m s tosunku , to i 
e l emen t l in i jny w t y m s a m y m s to sunku się zmienia . P rzy takich przy jęc iach e l e m e n t l ini jny może 
być dowolną funkcyą j e d n o r o d n ą pierwszego s topnia wielkości dx, k tóra pozos ta je n iezmien ioną , 
gdy wszystkie wielkości dx zmien ia ją swój znak, i w i a ó r e j stałe dowolne są f u n k c y a m i c iągłemi 
wielkości Dla znalezienia p r zypadków na jpros t szych , szukam na jp rzód wyrażen ia dla n — 1 kro-
tnie rozciągłych rozmai tości r ó w n o odda lonych od początku e l emen tu Uni jnego, t . j . szukam takiej 
funkcy i miejsca, k tó ra je od s iebie wyróżnia . F u n k c y a ta wychodząc z punk tu począ tkowego , będzie 
na wszystkie s t rony a lbo rosła a lbo ma la ła ; p rzy jmuję , że na wszystkie s t rony rośn ie , że więc w tym 
punkc ie ma m i n i m u m . Gdy więc pierwsza i d r u g a pochodna te j funkcyi są skończonemi , p ierwsza 
j e j różniczka musi znikać, d r u g a zaś nie powinna być nigdy o d j e m n ą ; p r z y j m u j ę , że zawsze zostaje 
d o d a t n ą . To wyrażen ie różniczkowe drugiego porządku pozostaje tedy s ta łem, jeżel i (/•; pozostaje 
s tał ł 'm, i rośnie w s tosunku k w a d r a t o w y m , gdy wielkości dx, a więc i da zmienia ją się w.szyslkie w tym 

http://rcin.org.pl



o HYPOTEZACH KTÓliK !-ŁUŻ.i. ZA PODSTAWg GE04IKTRYI. 1 3 

samym s tosunku ; równa się ono przeto stałój pomnożonej przez a ztąd ds równa sie pierwiast -
kowi kwadra towemu z zawsze dodatnej , ca łkowite j , j edno rodne j funkcyi, drugiego stopnia wielkości, 
<lx, w której współczynniki są funkcyami ciągłemi wielkości Dla przestrzeni, gdy położenie punk-
tów wyrazimy za pomocą współrzędnych pros toką tnych , będzie t h — (dry-, przestrzeń zatem 
zawartą jest w tym najprostszym przypadku. Następny najprostszy przypadek obejn.owałby rozmaił,o-
ści, w których e lement linijny daje się wyi-azić przez pierwiastek czwartego s topnia z wyrażenia różni-
czkowego czwartego porządku. 13adanie tego ogólniejszego ga tunku nie wymaga wprawdzie istotnie 
nowych zasad, lecz zajęłoby wiele czasu i rzuciłoby s tosunkowo mało nowego światła na naukę 
o przestrzeni, choćljy dlatego, że rezultaty nie dałyby sic wyrazić geometrycznie ; ograniczam się 
zatśm na takich rozmaitościach, ŵ  których e lement linijny wyraża się przez pierwiastek kwadra -
towy z wyrażenia różniczkowego drugiego porządku. Można takie wyrażenie przekształcić w i n n e 
podobne, kładąc za n niezależnie zmiennych funkcye n nowych niezależnie zmiennych. Na tćj drodze 
nie będzie można jednak każdego wyrażenia przekształcić w każde ; a lbowiem to wyrażenie zawiera 

7? I I , 

n . — — w s p ó ł c z y n n i k ó w , które są funkcyami dowolnemi niezależnie zuńennych ; przez wprowa-

dzenie nowych zmiennych uczyni się zadość tylko n związkom, będzie więc można tylko n współ-

czynników uczynić równemi wielkościom d a n y m . Pozostałe n . ^LZ-li współczynników są już zu-

pełnie oznaczone przez na turę mające j sic przedstawić rozmaitości, a więc dla wyznaczenia sto-

sunków miarowych tejże potrzeba n funkcyj miejsca. Rozmaitości, w k tórych , tak jak na 
płasczyznie i w przestrzeni, e lement linijny daje się sprowadzić do formy tworzą tylko szcze-
gólny przypadek badanych tu rozmaitości ; zasługują one na oddzielną nazwę i z tego powodu 
nazywać b ę d ę t e rozmaitości , w których kwadrat l inijnego e lementu sprowadzić się daje 
do summy kwadra tów zupełnych różniczek. Aby módz przejrzeć istotne różnice wszystkich roz-
maitości dających się przedstawić w założonej formie, jest rzeczą konieczną usunąć te różnice, 
które pochodzą od sposobu przedstawienia , co d a j e ' s i ę uskutecznić przez wybór wielkości zmien -
nych według pewnej zasady. 

2 , 

W t}m celu wyobraźmy sobie zbudowany układ najkrótszych linij wychodzących z pewnego 
dowolnego p u n k t u ; [)ołożenie nieoznaczonego punk tu da się wtedy oznaczyć przez początkowy 
kierunek najkrótszej linii, na którój on leży i przez jego odległość na tej linii od punktu począt-
kowego; będzie można zatem wyrazić je przez stosunki wielkości (/u,", t. j . wielkości w po-
czątku tej najkrótszej linii i przez długość s tej linii. Wprowadźmy Icraz zamiast d^'^ takie 
z nich utworzone wyrażenia l ini jne </a, by wartość początkowa kwadra tu e lementu l inijnego ró-
wnała się sammie kwadra tów tych wyrażeii, tak że niezależnie zni iennenń są : wielkość s i sto-

0) 

(ri) 
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simki wielkości dn. Połóżmy teraz w m i e j s c e rfa t ak ie p r o p o r c y o n a l n e im wielkości 
by s u m m a k w a d r a t ó w r ó w n a ł a się s*'. Jeżel i w p r o w a d z i m y te wielkości , to d la n ieskończenie 
małycl i war tośc i a; k w a d r a t l in i jnego e l e m e n t u będz ie r ó w n y ^d.c^, wyraz nas t ępnego p o r z ą d k u 

w n i m będzie r ó w n y wyrażen iu j e d n o r o d n e m u drug iego s topnia w i e l k o ś c i ( r , f f e s — j 

— C i więc ilości n ieskończen ie małe j czwar tego w y m i a r u , tak że o t r zymuje się wiel-
kość skończoną, gdy ją podzie l imy przez k w a d r a t n ieskończenie małego t ó jkąta , w wierzcho łkach 
k tórego war tośc i zmiennych są : (O, O, 0 . . . ) , . . . ), (r/xj, dx\,... ). Ta wie lkość za-
chowuje tę samą war tość , dopók i x i dx są zawar te w tych s amych d w u m i e n n y c h f o r m a c h Uni jnych , 
a lbo dopóki obie na jkró t sze l inie od war tośc i O do i od war tośc i O do war tośc i dx pozos ta ją na 
tym s a m y m e lemenc ie p o w i e r z c h n i o w y m , zależy więc od mie j sca i k i e runku tegoż e l e m e n t u . J e s t 
ona oczywiście r ó w n ą zeru , gdy p rzeds t awiona rozmai tość jest p łaską, t . j , gdy k w a d r a t e l e m e n t u li-
n i jnego da je się sp rowadz ić do może za tem być uważaną j ako miara zboczenia r o z m a i t o -

3 
ści od płaskości w t y m k i e r u n k u p o w i e r z c h n i o w y m . P o m n o ż o n a przez — s t a j e się ona równą 

wielkości , k tórą pan t a jny r adca d w o r u Gauss liazwał m i a r ą krzywizny powie rzchn i . Wyżej znaleźl i -

ś m y , że dla oznaczenia s t o s u n k ó w m i a r o w y c h n k ro tn i c rozciągłej rozmai tości , dającój się p r z e d s t a -

wić w założonej fo rmie , po t r zeba n ^ funkcy j m i e j s c a ; gdy więc daną będzie mia ra k rzywi -

I 
zny w każdym punkc ie w n k i e r u n k a c h powie rzchn iowych , to z tych wyznaczyć się dadzą 

s tosunki m i a r o w e rozmai tośc i , jeżeli tylko pomiędzy t c m i war to śc i ami nie zachodzą związki tożsa-
mośc iowe, co, w rzeczy s amć j , ogólnie m ó w i ą c , n ie m a mie jsca C )̂. S tosunki m i a r o w e t y c h roz -

(8) kwadrat elementu linijnego przedstawia wzór (a) przyiiisek (7). Warunek, by linie wycliodz^ice z danego punktu 
były najkrótsze, wyraża się analitycznie, jak wiadomo, równaniem : 

które powiada, że przemienność długości linii, jeśd ona ma. być najkrótsz;^, powinna być zerem. warunku tego wy-
nikajg równania różniczkowe liuij najkrótszych w ten sposób : 

Z przyczyny że — O, otrzymuje się 

rozwijając zaś przemienność ^Ł/ji porównywaj^c współczynniki każdej z przemienności ŜCm ('n — 1,2, 3 n), otrzy-
mujemy n równań kształtu : 
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mai tośc i , w k t ó r y c h e l emen t l in i jny wyraża się p i e rw ia s tk i em k w a d r a t o w y m z wyrażenia różnicz-
kowego drugiego porzydku , d a j ą się wyraz ić w sposób z u p e ł n i e n ieza leżny od w y b o r u ilości 

Załóżmy leraz Ci = , rozumiejąc przez drugą stronę wartość początkową stosunku ilości d x t i d s , dla \ds jo 
i = {, 3 . . . , Ponieważ, gdy znany jest kierunek początkowy linii najkrótszej i jej długość, to położenie punktu 
na niej znajdującego się jest oznaczone, przeto zmiennemi niszależnemi są teraz ilośni c, i s. 

prowadzając te nowe zmienne, załóżmy = i ponieważ przy róźniczkowaniacli, jakie poniżej wykonywać 
się będą, będziemy się posuwali wzdłuż linii najkrótizej, przeto ilością zmienną będzie wtedy s. Przy tych nowych 
zmiennych równania (a) i (c) przechodzą w nastęi)ujące : 

(a') 

(o') 

gdzie Oij są wartości współczynników przy nowych zmiennych. 

Zakładając s nieskończenie małem, rozwijnjąc O/j według szeregu Taylora i poprzestając w tem rozwinięciu na wy-
razach drugiego porządku, mieć będziemy 

Wartości te wprowadzone do równania (c') zamieniają je po wykonaniu przedtem wskazanego różniczkowania i po po-
mnożeniu następnie obu stron przez w następujące : 

Ponieważ te równania mają miejsce przy wszelkich nieskończenie małych wartościach y, lo porównanie i bu -iron 
doprowadza do nastęimych zwą/.ków : 

Przestawiając w pierwszej z tych równości dwa znaczki m, j, i dodając otrzymane równania od[towicdniemi stronami 
znajdziemy 

id) 

Przestawiając zaś dwa znaczki*/, k w drugiej z powyższych równości i dodając jo odpowiedni tni stronafi/i dochodzi się 
łatwo do związku : 

,'dzie S oznacza summę sześciu pochodnycli : 
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z m i e n n y c h . Zupełnie p o d o b n a d roga da je się użyć w tym s a m y m celu i w tych rozma i to śc i ach , 
w k t ó r y c h e l emen t l ini jny wyraża się w sposób m n i e j prosty, n p . p i e rw ia s tk i em czwar t ego s topu a 

Na mocy tej własności, że summa S nie zmienia się o 1 przestawienia znaczków /, m ze znaczkami i, k, znaj iuj<' 
się łatwo : 

a żo ztąd S = 0 , więc przy pomocy drugiej z rowności, z których wyszliśmy, dochodzimy do związku : 

(/•) 

Podstawiwszy rozwinięcie a,-; w wyrażenie kwadratu elementu, znajdujemy : 

l.j, -j;-

.leżeli w miejsce y położymy tymczasowo 5y, i umówimy się, że i)rzemienności ddy, ody, ody lly są zerami, to 
ostatni wyraz powyższego rozwinięcia przedstawić można pod dwiema postaciami : 

gdzie po wykonaniu różniczkowali należy podstawić za poclioJne częściowe icli wartości początkowe. Na t<'j zasadzie 
i przy pomocy związku f , znajdziemy tiikże : 

zkąd i^ypadnie: 

co można po wykonaniu wspomnianych działań i przy pomocy równości (e) s[)ro\vddzić do formy następującej. 
0 

gdzie summę rozciągnąć należy do wszystkich różnyiHi par znaczków <7.-, y7. 

Uwzględniając więc w rozwinięciu kwadratu elementu otrzymany teraz wy[)adck i równości (•/), oraz, [lowracając 
ilościom oy icłi pierwotne znaczenie ?/, znajdujemy : 

(/) 

gdzie 

CO 

^ Ponieważ w formułacli (g) i ('i) współczynniki są iluściami stalemi, pize,lo istnieją takie podstawienia linijne 
o stałych wspólczynnikacli, przy pomocy których początkowa wartość kwadratu linijneg-) elemcniu daje się sprowadzić 

do formy przyczem wyraz następującego porządku w rozwinięciu nie ulegnie zmianie kaształlu, tak że 
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z wyrażen ia różniczkowego czwar t ego po rządku . E l e m e n t l in i jny w t e d y , ogólnie mówiąc , nie-
da łby się już sp rowadz ić do f o r m y p ie rwias tku k w a d r a t o w e g o z s u m m y k w a d r a t ó w wyrażeń ró-

przy tych nowych zmiennych napisać go będzie można : 

jezeli, by me wprowadzać nowych oznaczeń, umówimy się aby ilości przedstawiały wartości odpowie-

dnich współczynników w tem nowem przekształceniu. 

Kwadrat trójkąta mającego wierzchołki w punktach (O, O, 0 . . . . ) , (£c,, a:j . . ) , dx„ d r , . . . . ) wyraża się 
wtedy w sposób następujący : 

Dzieląc poprzednie wyrażenie przez ostatnie i mnożąc otrzymany wypadek p r z e z , otrzymujemy wyrażenie 

któremu można jeszcze nadać postać 

(O 

jeżeli założymy 

W 

i które jest równoważnem temu, co Gauss nazwał miarą krzywizny. Ażeby to pokazać, przypuśćmy, że element 
linijny znajduje się na powierzchni XiXj, zkąd już samo przez się wynika, że l<wafirat tego elementu wyrazi się wzorem 

^>ed}ng teoryi Gaussa, miara krzywizny a^ dla takiego przypadku otrzymuje się z wzoru : 

( l ) 
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żi l iczkowych, a więc w wyrażen iu na k w a d r a t e l e m e n t u l in i jnego, zboczenie od płaskości byłoby i lo-
ścią n ieskończenie małą drugiego w y m i a r u , gdy t y m c z a s e m w t a m t y c h jes t n ieskończenie małą 

Podstawiając w tym wzorze za zmienne x z-^ra, znajdziemy 

albowiem z powodu, że wartość początkowa kwadratu elementu linijnego ma kształt 

— i i (aij)o = (oA.,/)o= . . . = O, inne zaś uproszczenia wynikają z równania (d). 

Taki sam rezultat daje wzór (i), gdy w nim uwzględnimy wartość kwadratu elementu, do której zastosowaliśmy 

wzór Gaussa, i widocznem jest, że nadając znakowi ij wszystkie różne znaczenia, których jest — ^ otrzymamy 

tyleż miar krzywiznowycli, wyznaczających w uważanym punkcie rozmaitości n wymiarowf^j jej stosunki miarowe 

w ^̂  ~ ^ • kierunkacli powierzchniowych, tych samycli, które przyjęliśmy za kierunki współrzędnych. 

Sposób użyty przez nas do pokazania tożsamości detinicyi miary krzywizny podanej przez Riemanna z takąż de-
tinicyą Gaussa jesi zupełnie różnym od tego, który wykonał Dedekind według wskazań Riemanu'a (porównaj : B. llie-
mann's Gesamm. Math. Werke od sir. 389 do ;i91). Nie jest on jednak mniej ogólnym, albowiem kierunek powierzch-
niowy, oznaczony w formule Ricmann'a {i) ilościami Wy, jest tak samo dowolnym jak kierunek wzięty przez nas 
au xj; jeżeli więc detinicye Rieinann'a i Gaussa zgadzają się z sobą dla lego ostatniego kierunku, to nie są tćjkże 
w sprzeczności i dla każdego innego. Lecz podając ten sposób, nierównie krótszy, nie mieliśmy na celu samego tylko 
uproszczenia kwestyi. Chcieliśmy zarazem utorować drogę do W7kazania niedokładności pomienionej definicyi Rie-
mann'a w przypadku rozmaitości o więcej jak dwu wymiaracli, i następnie, do uzupełnienia tej detinicyi. 

W rzeczy samśj, trzymając się ściśle orzeczenia własnego Rieniann'a (patrz w tekście str. 1), wiersz 21 od wyra-
zów : «gdy więc i t. d. »), trudno jest za\yyrokować, czy dla oznaczenia stosunków miarowych w danym punkcie roz-
maitości wystarczy mieć miary krzywizny w " ^ ^̂  kierunkach powierzcimiowycli dowolnych, czy też konie-
cznem jest mieć je w tyluż kierunkacli w pewien sposób oznaczonych. Przyjąwszy zi podstawę to |)ierwsze, mo-
żnal)y za owe kierunki wziąć kierunki początkowe współrzędnych, i wtedy, według tego co wyżelj było powiedzia-

iićm, stosunki miarowe wyznaczyłyby się za pomocą" '\vspólczynników Ay-y danych przez równania (/.). 

I.ccz w takim razie nastręcza Mę sama przez się wątpliwość dotycząca znaczenia pozostałycli współczynników A /̂JM, 
które dla przyjętych teraz kierunków żadnej nie mają roli, podczas gdy dla kierunków innych, jak to formuła {i) 
wskazuje, posiadają r u t ę jednorodną ze współczynnikami Ay;y . Dla usunięcia tej wą'pliwości należy detinicyę Rie-
mann'a uzupełnić jak następuje; 

Poprowadźmy w punkcie (0,0,0, . . . ) 7i elementów Unijnych w ten sposób względem siebie skierowanych, by prze-
dłużone w linie najkrótsze utworzyły układ taki, którym wartość początkowa kwadralu elementu linijnego ma 

kształt innemi słowy, by elementy te były wzajemnie do siebie prostopadłe. Każde dwa takie elementy wy-

znaczają w uważanym punkcie jeden kierunek powierzcliniowy, dający się określić za pomocą —^ 

łtiij {k), a każdemu z tak utworzonycłi — k i e r u n k ó w iiowierzcliniowych odpowiada w tym samym punkcie 

miara krzywizny a, dająca się wyznaczyć, według Riemann'a, za pomocą formuły (i). Jeżeli teraz pomyślimy, że 
układ niezmienny n takich elementów linijnych porusza się około swego początku, to miary krzywizny a, odpowia-
dające — ^ kierunkom powierzchniowym, również slale ze sobą połączonym, zmieniają się wówczas wraz z ilo-
ściami Mii, tak, że gdy np. położenie 'tego układu zgodzi się z położeniem w początku układu pierwotnego współ-
rzędnych, to ilości a przyjmą wartości współczynników Ay ;,j. Można pytać się ti>kże o takie położenie pomienionego 

iddadu, by miary krzywizn a, odpowiadające -^-^i-Hll kierunkom powierzclimowym, były, ogólnie mówiąc, maksi-
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czwar t ego w y m i a r u . Ta własność tycli os la tn ic ł i rozmai tości może być n a z w a n ą płaskością w czfj-
ściach nai mniej szych Dła t e raźn ie j szego celu najważniejszą właśc iwośc ią tycli rozmai tości , 

matni Inb minimami. Oiłi)Owie(lź na lo pytanie łatwa, bo znajduje się ją, szukając maksimów i minimów ilości a uw;i-

żanćj za funkcyę {i) zmiennycli . Stosując w tym celu znaną dobrze metodę, otrzymamy, na wyznaczenie —^^ 

maksimów lub minimów >. funkcyi « i im odpowiadających i wzajemnie do siebie prostopadłych tyluż kierunków iiu-

wierzchniowych, ^ — r ó w n a ń zawartych w jednem równaniu : 

które ma miejsce przy wszelkich wartościach S/n^ . Tym —kie runkom powierzchniowym odpowiada/i ele-
mentów linijnych również wzajemnie do siebie prostopadłych, w sposób, że każde dwa kierunki linijne wyznaczają 
jeden kierunek powierzchniowy, któremu odpowiada miara krzywizny maksimum lub minimum A. Tak więc, w każ-
dym punkcie rozmaitości n wymiarowej istnieje zawsze jeden, i w ogóle tylko jeden, układ n kierunków Unijnych 

71 ini ' i) wzajemnie do siebie prostopadłych, tworzący jednocześnie u k ł a d — — • kierunków powierzchniowych mających 

w tym punkcie miary krzywizny maksimum lub minimum. Otóż, te miary i odpowiadające im kierunki powierzch-
niowe określają w uważanym punkcie stosunki miarowe rozmaitości. Dla odróżnienia nazwiemy je miarami fjl6ivnemi 
i kierunkami głóitmcmi. 

Miara krzywizny, analogiczna do głównśj, w kierunku dowolnym będzie już teraz bardziej złożoną jak według de-
finicyi lUeniann'a, Aby otrzymać kwadrat tśj miary dla kierunku Xi Xj , należy zsumować kwadraty współczynników 

Ay;M wziętych z wyrażenia - ; kierunek zaś tćj miary nie zgadza się z kierunkiem powierzchniowym Xi Xj , 

jak to ma miejsce dla kierunku głównego, ale oznacza się stosunkami pomienionych współczynników do wiel-
kości miary. 

Jeżeli rozmaitość jest ciągłą, lo zbiór elementów powierzchniowych w całej rozmaitości, odpowiadającycli jedno-
imiennemu kierunkowi głównemu, stanowi rozmaitość dwuwymiarową, którą nazwiemy powierzchnią główną. Miara 
krzywizny powierzchni gtównśj jest wszędzie do nićj normalną. Według lego, każdą rozmaitość n wymiarową uwa-
żać można jako utwór jedynego układu ^ ' ' familij powierzchni głównych, ^ ^' krotnie proslopadłycti 

i posiadających miary krzywizny normalne. W rozmaitości o krzywiznie stałej we wszyslkicli kierunkach i w każdym 
punkcie, wszystkie krzywizny główne są sobie równe. W takiej więc rozmaitości jest nieskończenie wiele między 

sobą tożsamościowych układów " ^^ ~ ^̂  familij powierzclini głównych. Formuła, dana poniż«ij, przedstawiająca 

długość elementu Iinijnego takićj rozmaitości, odnosi się do jednego z takich układów. 

(9) Jeżeli element linijny wyraża się pierwiastkiem czwartego stopnia z wyrażenia różniczkowego czwartego po-
rządku, wtedy będzie : 

lub także 

gdzie wyraz znajdujący się w nawiasie musi, ogólnie mówiąc, pozostać wymiaru drugiego, co tłomaczy łatwo 
powyższe miejsce w tekście. Można przytćm zauważyć, że ponieważ stosunek wyrazu w nawiasie do kwadratu 
nieskończenie małego trójkąta mającego wierzchołki w punktach (0 ,0 ,0 , . . . ) , ix„ iCj, a;,., .j, {fjxi, dxz,...) jest 
nieskończenie wielkim drugiego porządku, przeto biorąc ten stosunek za miarę krzywizny, przyszlibyśmy do wniosku. 
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dla k t ó r e j one tu są b a d a n e , jes t t a , że s tosunk i mia rowe d w u k r o t n i e rozciągłych rozmaitości , 
d a j ą s i ę p rzeds tawić g e o m e t r y c z n i e przez p o w i e r z c h n i e , a w i e l o k r o t n i e rozciągłych sprowadzić do 
p o w i e r z c h n i w nich zawar tych , co jeszcze p o t r z e b u j e k ró tk iego wyjaśn ien ia . 

3 . 

W sposolńe p o j m o w a n i a powie rzchn i z w e w n ę t r z n e m i s tosunkami m i a r o w e m i , w k tó rych zwraca 
się uwagę na długość d r ó g n a n i c h , mieszamy po jęc ie o ich położeniu względem p u n k t ó w zewnątrz leżą-
cych Lecz można o d e r w a ć uwagę od s to sunków zewnę t r znych , p rzeds i ęb io rąc tylko takie zmiany 
z n i e m i , przy k t ó r y c h d ługość linij pozos ta je w n ich i j i ezmienną , t . j . w y o b r a ż a j ą c j e sobie dowolnie 
zg inanemi bez rozciągnięcia , i uważa jąc wszystkie w ten sposób nawza jem z siebie pows ta łe powierzch-
nie za j e d n o r o d n e . Np. j ak ieko lwiek w a l c o w e l u b s tożkowe powie rzchn ie są j e d n o r o d n e z płas-
czyzną, d la tego, że da ją się z niój u t w o r z y ć przez p ros te zgięcie, p rzyczem w e w n ę t r z n e s tosunki m i a -
r o w e i wszystkie o n i ch t w i e r d z e n i a , a w ięc cała p l an ime t rya , z achowują swą m o c ; p rzec iwnie są 
i s to tn ie różnemi od kul i , k t ó r a bez rozc iągn ięc ia nie daje się zamienić na płasczyznę. W e d ł u g 
poprzedza jącego badan ia , w e w n ę t r z n e s tosunki m i a r o w e d w u k r o t n i e rozciągłej wielkości , gdy ele-
m e n t l in i jny wyraz ić się da je p i e r w i a s t k i e m k w a d r a t o w y m z wyrażen ia różn iczkowego d rug iego po -
r ządku , jak to m a mie j sce przy p o w i e r z c h n i a c h , cha rak t e ryzu je się przez m i a r ę k rzywizny . W i e l -
kość ta przy powie rzchn iach daje się uzmys łowić , gdyż jes t i loczynem z d w ó c h krzywizn powierz-
chni w tym punkci®, a lbo też w ten sposób , że i loczyn tychże przez n ieskończen ie mały t ró jką t u t w o -
rzony z na jk ró t szych l inij r ówna się p rzewyżce s u m m y jego ką tów nad d w a pros ie w częściach 
p r o m i e n i a ( " ) . P i e rwsze okreś len ie przypuszcza twie rdzen ie , że iloczyn obu p r o m i e n i krzywizny 
przy p ros t em zgięciu powie rzchn i pozosta je bez z m i a n y , — d r u g i e , że w t ćm s a m e m mie jscu przewyżka 
s u m m y ką tów n ieskończen ie małego t ró jką t a nad d w a pros te , j e s t p r o p o r c y o n a l n ą do j ego powierz -
cJini. Aby uzmys łowić znaczenie krzywizny n k r o t n i e rozciągłej rozmai tośc i , w d a n y m punkc ie i 
w d a n y m k i e ru n k u p o w i e r z c h n i o w y m przezeń p rzechodzącym, t rzeba wyjść z t ego , że linia na j -
k ró t sza , wychodząca z danego p u n k t u , jes t zupełn ie oznaczoną, gdy dany j e s t j e j k i e runek po-
czą tkowy. W ten sposób o t r z y m a m y oznaczoną powie rzchn ię , gdy wszystkie k i e runk i począ tkowe, 
wychodzące z danego p u n k t u i leżące na d a n y m e lemenc ie p o w i e r z c h n i o w y m , przedłużymy w li-
nie na jkró t sze , i p o w i e r z c h n i a t a w d a n y m punkc ie m a oznaczoną mia rę krzywizny, k tó r a zarazem 
jes t mia rą krzywizny n k r o t n i e rozciągłej rozmai tośc i w d a n y m punkc ie i w d a n y m k i e ru n k u po -
w i e r z c h n i o w y m . 

4. 

Zan im zrobimy zastosow^anie do przes t rzeni , m u s i m y p o d a ć ki lka uwag o rozmai tośc iach pła-

sk ich w ogólności , t. j . o t ak i ch , w k t ó r y c h k w a d r a t e l e m e n t u l in i jnego wyraża się s u m m ą k w a d n -

tów zupełnych różn iczek . 

że rozmaitości tego rodzaju mają w każdym punkcie krzywiznę nieskończenie wielką, i to jest powód dla którego 
autor nazwał rozmaitości po[)rzednio traktowane plaskiemi w częściacli najmniejszych. 

(10) To jest odnosimy je jak w zwykłej geometryi do przestrzeni. 

(H) Według znanego twierdzenia Gaussa, że całkowita krzywizna trójkąta utworzonego z Itnij najkrótszych na po-
wierzchni tak się ma do powierzchni kuli jak przewyżka summy trzech kątów trójkąta nad dwa proste do ośmiu k ; -
tów prostycłi. 
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W p ł a s k i e j n k r o t n i e rozc iąg łe j r o z m a i t o ś c i m i a r a k r z y w i z n y w k a ż d y m p u n k c i e i w k a ż d y m k i e -

r u n k u j e s t z e r e m ; d o w y z n a c z e n i a j e d n e g o z s t o s u n k ó w m i a r o w y c ł i dosyć w i e d z i e ć , j a k to z p o p r z e -

d z a j ą c e g o b a d a n i a w y n i k a , że t a m i a r a w k a ż d y m p u n k c i e w n " ^̂  ' k i e r u n k a c ł i p o w i e r z c h n i o -

w y c h , k t ó r y c h m i a r y k r z y w i z n o w e są o d s i eb ie n i e z a l e ż n e , j e s t z e r e m . R o z m a i t o ś c i , d l a 

k t ó r y c h m i a r a k r z y w i z n y j e s t w s z ę d z i e z e r e m , d a j ą s ię u w a ż a ć j a k o s z c z e g ó l n y p r z y p a d e k t y c h 

r o z m a i t o ś c i , k t ó r y c h m i a r a k r z y w i z n y j e s t wszędz i e s t a ł ą . W s p ó l n y c l i a r a k t e r r o z m a i t o ś c i , k t ó -

r y c h m i a r a k r z y w i z n y j e s t s t a ł ą , d a j e s i ę jeszcze t a k w y r a z i ć , że w n i c h figury m o g ą s ię p o r u -

szać bez r o z c i ą g a n i a . Oczywiśc i e b o w i e m , figury w n i c h n i e m o g ł y b y s ię d o w o l n i e p r z e m i e -

szczać i o b r a c a ć , g d y b y m i a r a k r z y w i z n y ŵ  k a ż d y m p u n k c i e w e w s z y s t k i c h k i e r u n k a c h n i e b y ł a 

j e d n ą i t ąż s a m ą . Z d r u g i e j s t r o n y s t o s u n k i m i a r o w e r o z m a i t o ś c i są z u p e ł n i e o z n a c z o n e p r z e z 

m i a r ę k r z y w i z n y ; a w i ę c w o k o ł o j e d n e g o p u n k t u we w s z y s t k i c h k i e r u n k a c h s t o s u n k i m i a r o w e 

są tak ież s a m e , j a k w oko ło d r u g i e g o , a z a t ć m , z j e d n e g o p u n k t u p o c z y n a j ą c , m o ż n a w y k o n y w a ć 

t e s a m e k o n s t r u k c y e , c o i z d r u g i e g o ; w r o z m a i t o ś c i a c h z a t e m o s ta łe j m i a r z e k r z y w i z n o w e j figuro-

r o m m o ż n a d a ć po łożen i e d o w o l n e . 

S t o s u n k i m i a r o w e t y c h r o z m a i t o ś c i za leżą ty lko od w a r t o ś c i m i a r y k r z y w i z n o w e j , a co s ię t y -

czy p r z e d s t a w i e n i a a n a h t y c z n e g o , t o z a u w a ż y m y , że gdy t ę w a r t o ś ć o z n a c z y m y przez «, e l e m e n -

t o w i U n i j n e m u m o ż n a d a ć f o r m ę n a s t ę p u j ą c ą : 

(•'i) Dlaudowoilnienia lego wzoru, iirzyjinijiny za układ współrzędnych układ ^̂  krotnie do siebie prostopad-

łych powierzchnij głównych. Wartość początkowa kwadratu elementu Unijnego wyrazi się wtedy sununą Ozna-

czmy przez r odległość punktu jakiegokolwiek od początku współrzędnych, racliowaną na linii najkuHszój na które] 

oba znfłjdują się, a jirzez ?i ilości określającycłi kierunek początkowy tejże linii. Ilości yt mają te same wartości 
wzdłuż całej długości r i zadość czynią warunkowi N^y^j = i . Współrzędne tego samego punktu, odnośnie do przy 

jętego układu jiowierzchnij głównych, wyrażą się ilościami Xi = yi f, rozumiejąc przez p funkcyę zmiennej r, za-
mieniającą się na v dla r nieskończenie małego. 

Pozostawiając ten sam począteli, weźmy inny układ tożsamościowy z teraźniejszym, co jest zawsze możliwern 
z przyczyny że krzywizna rozmaitości jest stałą, i oznaczmy współrzędne punktu [xi ) w tym nowym układzie prze.: 
Xi. Formuły służące do przejścia od układu pierwszego do drugiego zawierają się w następującej : 

rozumiejąc przez Cijc n ' ilości stałycli zadość czyniącycli związkom : 

skoro bowiem oba układy są między sobą tożsamościowe, to przejście od jednego do drugiego powinno się dokonać 
pomocą podsiawień liniowyclio współczynnikach slałycll;^ prostokąlność zaś w obu układacli wymaga przytoczonycn 
związków pomiędzy temi stałemi. 

http://rcin.org.pl



22 PAiiięTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM IX. 

Do geometrycznego wyjaśnienia moxe służyć uważanie powierzcl in i o stałej , mierze l^rzywizny. 
Ła two widz ieć , że powierzcłinie, k tóryc ł i k r z y w i z n a jes t d o d a t n a , dadzy się nawinać na kulę , któ-

Przyjęlcmu układowi odpowiadają oczywiście dwa niezmienniki : jeden ^a ;® = ^ . a ; * =. f̂  i drugi ^ d J : ^ 

= a że kwadnt elementu Iinijnego w rozmaitości o krzywiznie stałej i we współrzędnych głównych powi-

nien być także niezmieBnikiem, przeto kwadrat ten musi mieć formę. 

rozumiejąc przez s funkcyę samego p. 

Celem znalezienia tej funkcyi, poprowadźmy przez linię najkrótszą r i przez linię najkrótszą będącą przedłużeniem 

elementu Unijnego ds = y / s ^rfa;®, powierzchnię i pomyślmy w tej powierzchni układ współrzędnych analogiczny 

do powyższego o wspólnym z nim początku. Oznaczając w tym nowym układzie przez i £3 współrzędne punktu 
z którego element ds wychodzi, mieć będziemy 

fi = p cos cp, = p sili 

gdzie «p oznacza kąt który kierunek początkowy linii najkrótszej r tworzy z kierunkiem początkowym Unii = 
Kwadrat elementu Unijnego wyrazi się wtedy formułą : 

Stosując do tćj ostatniej formułę {l) Gauss'a (przypisek 8), na wyznaczenie funkcyi £ znajdziemy równanie: 

które, przy pomocy współrzędnycli p i cp, przechodzi w następujące : 

Ponieważ funkcya £ nie powinna zależeć od kąta <p, przeto równanie poprzedzające redukuje się do następującego 

które, po założeniu ^ = przybiera postać 

Całka ogólna tego ostatniego równania ma kształt : 

rozumiejąc przez a i b dwie stale dowolne. Stałe dowolne wyznaczymy z warunku, że dla p = O, być powinno £ a 

tem samćm i oj = 1. Temu można uczynić zadość, kładąc albo 6 = 2 i « = I, albo b = Oi a = W obu razacii 
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rój p r o m i e ń r ó w n a się jedności podzie lone j przez p ierwias tek k w a d r a t o w y iz mia ry krzywizny ; 
lecz aby prze j rzeć całą rozmai tość tych powierzchni , d a j m y j e d n ć j z n i ch kszt.ałt kuli , pozos ta łym 

olrzyimije się w = 1 + ^̂ ^ , a ztąd £ ^ Jeżeli za f,® powrócimy w a r t o ś ć p o w y ż e j założoną, to otrzy-

hiń 
mamy na długość linijnego elementu : 

t. j. wzór Riomanna 

W celu znalezienia łunkcyi f zmiennej r, uważmy że zakładając wszystkie y = O z wyjątkiem jednego yi = i, 
mamy również wszystkie a? = O z wyjątkiem jednego a;,- = p. tCierunkowi temu odpowiada oczywiście linia naj-
krótsza r, której długość elementu ds wyrazi się, na mocy otrzymanego teraz wzoru, formułą Jest 

przeto 

4 

a ztąd i następnie, = t g ^ ^ . 

Podajemy jeszcze inny sposób wyprowadzenia tego wzoru zakomunilvowany nam przez profesora H. Webera w Kró-
lewcu. 

« 

Jezeh we wzorze (6), przypisku (7), podstawinjy w miejsce stosunków znaczenia 0, = j wprowadzone 

w f)rzypisku (8), to oznaczając przez wartości początkowe ilości , mieć będziemy równanie 

Za pomocą podstawienia linijnego ze stalemi współczynnikami sprowadźmy to ostatnie równanie do formy 

połóżmy h ^ pyj tak że ilości y wzdłuż jednej linii najkrótszej są stalemi, p zaś oznacza funkcyę r, która dla nie-
skończenie małycli wartości r jest równa r. 

Uważmy teraz te najkrótsże linie, dla których tUko y,- i są różne od zera, gdy pozostałe y są zerami. AYtedy tworzą 
one powierzchnię, która nadaje się do przedstawienia w naszej przestrzeni trójwymiarowej i która posiada stalą 
krzywiznę. Można więc do niej zastosować metodę Gauss'ai. Jeżeli ę oznacza kąt jaki początkowy element jedi ej 
z tych linij najkrótszych tworzy z początkowym elementem = to ŷ  = coscp, ŷ• = sin? i według Gauss'a. {Dis-
ąuisitiones circa super. curvas, Art. 19), dla dowolnego eleimentu linijnego znajdującego się na uważanej jiowierzchni 
mamy 

ztąd dla stałego a otrzymujemy 
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zaś kszta ł t powierzcł ini o b r o t o w y c l i , k t ó r e d o t y k a j ą kuli wzdłuż r ó w n i k a . Powie rzchn ie o większej 
mierze k rzywiznowej , niż t a ku la , b ę d ą do tyka ły kuli od w n ę t r z a i p r z y j m ą pos tać taką jak zewnę-
trzna część powierzchn i p i e r ś c i en i a o d w r ó c o n a od os i ; da łyby się o n e nawinąć na pasy kul is te 
o mnie j szym promien iu , ale w ięce j niż raz j e d e n . Po wie r zch n i e o mniejszej d o d a t n e j krzywi-
znie o t r z y m a m y , gdy z powie rzchn i ku l i s tych o większym p r o m i e n i u w y t n i e m y kawałek ogran iczony 
d w o m a pó łokręgami kół wie lk ich i z łączymy l inie przec ięc ia . Powie rzchn ią o krzywiznie zero 
będzie powierzchnia w a l c o w a , s to jąca na r ó w n i k u , powie rzchn ie z o d j e m n ą krzywizną będą do-
tykały wa lca od zewnąt rz , i b ę d ą u t w o r z o n e tak jak część powierzchni p ierśc ienia zwrócona ku 
osi. Jeżel i wyobraz imy sobie te powie rzchn ie j ako mie jsce dla porusza jących się na nich części po-
wie rzchn iowych , w t e n sposób , w jak i przes t rzeń jes t m i e j s c e m dla ciał , to na wszystkich t y c h 
powie rzchn iach części p o w i e r z c h n i o w e będą się poruszały bez rozciągnięcia . Powie rzchn ie 
z d o d a t n ą krzywizną da j ą się zawsze t ak u f o r m o w a ć , by w nich części p o w i e r z c h n i o w e mogły 
się poruszać dowoln ie i bez zgięcia , a m i a n o w i c i e - w powierzchn ie kul is te , z o d j e m n ą zaś k rzywi-
w i z n ą — n i e . Oprócz tej niezależności części powie rzchn iowych od mie jsca w powierzchn iach 
z mia rą krzywiznową r ó w n ą zeru , zachodzi także n ieza leżność k i e ru n k u od mie jsca , co n ie za-
chodzi przy innych powie rzchn iach . 

111. — ZASTOSOWANIE DO PRZESTRZENI . 

Po t y c h b a d a n i a c h i oznaczeniu s tosunków mia rowych n-kro tn ie rozciągłej wie lkości , można 
już wskazać w a r u n k i dos ta t eczne i konieczne do oznaczenia s tosunków m i a r o w y c h przes t rzeni , 
gdy założymy niezależność l i jń j od położenia i że e l e m e n t l ini jny wyraża się p i e rwias tk iem 
k w a d r a t o w y m z wyrażen ia różn iczkowego drugiego s topnia , t . j . gdy założymy płaskość w n a j -
mniejszych częściach. 

Stosunki t e da ją się na jp rzód w t en sposób wyraz ić , że krzywizna w każdym punkc ie w trzech 
k i e runkach p o w i e r z c h n i o w y c h jes t ze rem, a za tćm stosunki m i a r o w e przest rzeni są oznaczone, gdy 
s u m m a ką tów w t ró jkąc i e jest r ó w n a d w o m ką tom p r o s t y m . 

Zkąd zakładając 

otrzymujemy za pomocą prostego rachunku 

i następnie 

Dowiedliśmy więc wzoru Riemann'a dla takiego ele nentu linijnego, który leży na powierzchni, dla której pozostałe 
h są zerami l.ecz ponieważ ten wzór nie zmienia swojej formy jeżeli w miejsce ilości lub co na jedno wychodzi 
w miejsce ilości r wprowadzimy dowolne podstawienie linijne ortoijonałne, więc ztąd wynika jej ogólna prawdzi-
wość. 
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Jeżeli założymy, po drugie, wraz z Kuklidesem, istnienie niezależne od położenia nie ty lko linij 
ale i ciał, to wyniknie ztąd, że miara krzywizny jest wszędzie stałą i w t e d y w e wszystkicłi t r ó j -
kątacłi summa ką tów jest oznaczoną, jeżeli jest oznaczoną w j ednym t ró jkąc ie . 

Nakoniec niożnaby, po trzecie, zamiast przypuszczenia niezależności długości linij od miejsca 
i k ie runku, przyjąć niezależność icłi długości i k ierunku od miejsca. Przy takiem uważaniu 
zmiany miejsca albo różności miejsca s^ wielkościami złożonemi (complexe) wyrażalnemi w trzecli 
niezależnycłi jednościacł i . 

2. 

W ciągu dotychczasowego badania oddzielaliśmy stosunki rozciągłości©we albo dziedzinowe 
( A u s d e h n u n g s - o d e r Gebietsverhaltnisse) od s tosunków miarowych i znaleźliśmy, że przy tych samych 
s tosunkach rozciągłościowych można pomyśleć rozmaite stosunki mia rowe ; następnie szuka-
liśmy układów najprostszych oznaczeń miarowych wyznaczających całkowicie stosunki mia-
rowe przestrzeni , których to oznaczeń wszystkie twierdzenia o s tosunkach miarowych są ko-
niecznem nas tęps twem. Pozostaje jeszcze wyjaśnić pytanie, jak , w jak im stopniu i w j ak im za-
kresie doświadczenie stwierdza te założenia. Pod tym względem zachodzi i s to tna różnica między 
prostemi s tosunkami rozciągłościowemi i s tosunkami m i a r o w e m i ; a lbowiem przy pierwszych, gdzie 
możliwe przypadki stanowią rozmaitość przerywaną, wyroki doświadczenia wprawdzie nie są n i -
gdy zupełnie pewnemi , ale nie są n iedokładnemi , gdy tymczasem przy osta tnich, gdzie mo-
żliwe przypadki tworzą rozmaitość ciągłą, każde oznaczenie z doświadczenia jest zawsze niedo-
kładnym, jakkolwiek wielkićm jest p rawdopodobieńs two , że ono jest prawie p e w n ć m . okoli-
czność jes t ważną przy rozciągnięciu tych oznaczeń empirycznych po za granice spostrzeżeń 
w niezmierzalną wielkość lub w niezmierzalną małość, a lbowiem te os ta tn ie (stosunki miarowe) 
mogą rzeczywiście po za granicami spostrzeżeń s tawać się ciągle niedokładniejszemi, pierwsze 
zaś (stosunki rozciągłościowe) - - nie. 

Przy rozciągnięciu konstrukcyj przestrzennych w niezmierzalną wielkość, należy odróżnić nieo-
graniczoność od nieskończoności. Pierwsza należy do s tosunków rozciągłościowych, druga do sto-
sunków miarowych . Że przestrzeń jest nieograniczoną t ró jkro tn ie rozciągłą rozmaitością, jest to 
założenie, k tóre s tosujemy przy każdćm po jmowan iu świata zewnętrznego, według którego w ka-
żdśj chwili dopełniamy dziedziny rzeczywistego poczucia i budujemy możliwe miejsca szukanego 
przedmiotu, tak że to założenie przy tych zastosowaniach ciągle się stwierdza. Nieograniczoność 
przestrzeni posiada zatem większą pewność empiryczną, aniżeli jakiekolwiek zewnętrzne do-
świadczenie. Ztąd jednak nie wynika wcale nieskończoność; przeciwnie, przestrzeń, gdy w nićj 
założymy niezależność ciał od miejsca, t. j . gdy j ś j przypiszemy stałą miarę krzywizny, by-
łaby koniecznie skończoną, jeżeliby ta miara miała jakkolwiek małą war tość dodatną. Gdybyśmy 
wtedy kierunki początkowe, leżące na elemencie powierzchniowym przedłużyli w najkrótsze 
linie, o t rzymal ibyśmy nieograniczoną powierzchnię o stałój dodatnój mierze krzywizny, a w ięc 
powierzchnię, k tó ra w rozmaitości płaskiej przyjęłaby kształt powierzchni kulistej, k tóra za t śm 
jest skończoną. 
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3. 

Pytan ia o n iezmierza lnój wielkości są dla wj^jaśnienia n a t u r y p r ó ż n e m i p y t a n i a m i . Inaczś j rzecz 
się m a z py tan i ami o niezmierzalnój małośc i . Na dok ładnośc i , z k tóry p r z e n i k a m y zjawiska w nie-
skończony ma łość , polega is to tnie poznanie I c h zwiyzku p rzyczynowego . P o s t ę p y os ta tn ich s tu leci 
w poznaniu mechan ik i n a t u r y sy p r a w i e całkowicie u w a r u n k o w a n e dok ładnośc ią kons t rukcy i , k tó r a 
stała się możebny przez wynalezienie analizy n ieskończonośc iowej i p rzy p o m o c y pros tych po jęć za-
sadniczych, odkry tych przez Arch imedesa , Gahleusza i N e w t o n a , j a k i e m i pos ługu je się teraźnie jsza 
fizyka. W n a u k a c h przyrodniczych zaś, gdzie dotyd brak p ro s tych po jęć zasadniczych do t ak ich kon-
s t rnkcy j , bada się zjawiska dla poznan ia zwiyzku p rzyczynowego , aż do p rzes t r zenne j małośc i , tak 
daleko, jak pozwala na to mikroskop . Pytan ia o s tosunkach m i a r o w y c h przes t rzeni w n iezmie rza lnó j 
małości nie należy za tem do pytań p r ó ż n y c h . 

Jeżeli założymy, że ciała istniejy niezależnie od mie j sca , to m ia r a k rzywizny jes t wszędzie stały i 
z p o m i a r ó w a s t r o n o m i c z n y c h wynika , że nie może być różny od z e r a ; w każdym razie o d w r o t n a 
jćj war tość mus i a ł aby b y ć powierzchn iy , w p o r ó w n a n i u z który znika dziedzina dostępna na-
szym te les l iopom. Lecz jeżeli taka niezależność ciał od mie jsca nie is tnieje , to ze s tosunków mia -
rowych w skończoności {im Grossen) n ie można wnioskować o nich sv n ieskończonś j ma ło śc i ; może 
w tedy w każdym punkc ie mia ra krzywizny, w trzech k i e r u n k a c h mieć war tość dowolny , jeżeli 
tylko cała krzywizna w każdej w y m i e r z y ć się dajycój części przestrzeni , n ie różni się wyraźn ie 
od z e r a ; jeszcze zawiłdańsze s tosunki mogy nastypić , gdy nie m a mie jsca założone przez nas 
przeds tawienie e l e m e n t u I ini jnego, przez p ie rwias tek k w a d r a t o w y z wyrażenia różn iczkowego 
drugiego porzydku . Otóż zdaje się, że d a n e empi ryczne , na k tórych zasadzajy się przes t rzenne 
oznaczenia m i a r o w e , po jęc ie ciała s tałego i p r o m i e n i a świat ła , t rący swojy m o c w n ieskończonć j 
ma łośc i ; m o ż n a sobie pomyśleć , że s tosunki m i a r o w e przestrzeni w nieskończonćj małości nic 
zgadzajy się z za łożeniami geomet ry i , co w rzeczy samćj należałoby przyjyć, gdyby przez te zja-
wiska dały się wyjaśnić sposobem pros t szym. 

Pytan ie o s tosowania się założeń geomet ry i do n ieskończonej małości jest w zwiyzku z pyta-
niem o wewnę t r znć j istocie s tosunków m i a r o w y c h przes t rzen i . P rzy t em py t an iu , k tó re zaliczone 
być jeszcze p o w i n n o do nauki o przes t rzeni , z n a j d u j e zas tosowanie powyższa uwaga , że w roz-
maitości p r z e r y w a n e j zasada s tosunków m i a r o w y c h j e s t już zawar ty w pojęc iu t e j rozmai tośc i , 
w ciygłej zaś musi być wzięty zkydinyd. A za t em, albo rzeczyivistość będyca pods tawy prze -
strzeni {das dem Raume zu Grwn.de liegende Wirklicke) mus i tworzyć rozmai tość przerywany, a lbo 
tśż istoty s tosunków mia rowych szukać należy zewnytrz , w wiyżycych siłach k t ó r e w niej działajy. 

Rozstrzygnięcie t y c h py tań może wtedy ty lko nas typić , gdy wyszedłszy z te raźnie jszego po jmowania 
zjawisk naby tego doświadczen iem, czego Newton położył pods tawę , powoli o p r a c o w y w a ć je bę-
dz iemy, p o b u d z a n i do tego fak tami , k tó re się n ie dajy za p o m o c y tego p o j m o w a n i a wyjaśn ić ; 
t ak ie badania , k tó re jak niniejsze wychodzy z ogólnych pojęć, mogy służyć ty lko do tego, by tćj p racy 
n ie t amowa ła og ran i czoność pojęć , a pos tępu w poznaniu zwiyzku pomiędzy rzeczami n ie ws t rzymy-
wały p rzekazane p rzesydy . 

W p r o w a d z a nas to w dziedzinę inne j umie ję tnośc i , w dziedzinę fizyki, do k t ó r e j nie pozwala 

wstypić t reść dzisiejszego w y k ł a d u . 
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