
o POTENCYALE SPRĘŻYSTOŚCI 

W . G O S I E W S K I E G O . 

Przedstawi jDo na posiedzeniu Towarzystwa, dnia i ma ja 1876 roku. 

W p r a c y m o j e j poprzedni<^j, O zadniczej lii/potezie mechaniki czasteczkoicej {*) n, p o d a ł e m fak ta 

g ł ó w n e do tyczące zadan ia o r ó w n o w a d z e u k ł a d ó w , k t ó r e b y m o ż n a n a z w a ć układami ciagłemi. A b y 

pokazać icli uży teczność , m a m z a m i a r zas tosować j e do p r z y p a d k ó w s p o t y k a j ą c y c h się w n a t u r z e . 

Hozpoczynam od p r z y p a d k u ciał s t a łych , p o z o s t a w i a j ą c c iecze i gazy do p r a c n a s t ę p u j ą c y c h . 

I.ecz przedew^szystkiśm p o w i n i e n e m u d o k ł a d n i ć (a (;zego n i e z r o b i ł e m w p r a c y p rzy toczone j ) , spo -

sób w e d ł u g k t ó r e g o siły w e w n ę t r z n e l f = j e d n o s t k i czgsteczki zależy od m a s 
\ 3 -ł- s n / 

i odległości w z a j e m n y c h cz t e r ech p u n k t ó w sk ł ada j ących tę j e d n o s t k ę , j a k r ó -

wnież od gęs tośc i (p) ciała do k t ó r e g o o n a należy. W y z n a c z y się nas t ępn ie , przy p o m o c y f o r m u ł y 

p r a w a ogó lne sił a t o m o w y c h , i w ten s p o s ó b będz ie się mia ło u z u p e ł n i e n i e p r a c y p o p r z e -

dn ie j , k t ó r e j d e f m i c y e i oznaczen ia z a c h o w u j ę i j e d n o c z e ś n i e w s t ę p do p r a c y n in i e j szć j . 

I lość w c h o d z ą c a w w y r a ż e n i e s i ł y / ; j a k o g r (^ r ) , m o ż e zależyć tylko od c , . . . , R , . . . i p, a l b o w i e m 
to s^ j e d y n i e wie lkośc i n i e z n i k a j ą c e k i e d y e l e m e n t c ięgły {pdxdydz=lm) zmnie j sza s ię n i e o g r a n i -
czenie . Jeżel i w i ę c F j e s t f u n k c y ? ilości s t a łych s, e ' , . . . , i z m i e n n y c h R, U' , . . . ,p, to można założyć 
w ogó le dla sił w e w n ę t r z n y c h j e d n o s t k i cząsteczki : 

(*) Pamiętnik Tow. ^\luk Ścisłych w Paryżu, i. VII. 
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zkgd \vynika"(lla sił a t o m o w y c h : 

Szuka jmy nas tępn ie t ak i ego ksz ta ł tu f u n k c y i F , aby siły a t o m o w e ( I ) nie zale^.ały od gęs tośc i p. 

W tym celu należy wyraz i ć , że poc l iodna f u n k c y i F w^zględem p jes t z e r e m . 

W a r u n e k ten [)rzyjmuje kształ t r ó w n a n i a różn i czkowego częśc iowego 

k t ó r e g o ca łka ogólna 

d a j e dla siły a t o m o w e j (1) wyrażen i e 

(2) 

nieza leżne od gęstości p. 

T o właśn ie p r a w o (2) p r z y j m u j ę za p u n k t wyjśc ia w moicł i p o s z u k i w a n i a c h nad sprężys tośc ią ciał s ta -
ł y c h . T e n w y b ó r j e s t u s p r a w i e d l i w i o n y zresztą t^ okol icznośc ią , że w tego r o d z a j u p o s z u k i w a n i a c h 

s u m m a ^ dr p o w i n n a być różniczką zupe łny f u n k c y i co ma m i e j s c e ty lko w t e d y , 

k iedy p r a w o działań a t o m o w 7 c h wyraża się za p o m o c ? f o r m u ł y (2). 

§ 1 

P rzypuszczamy że ciało s tałe z n a j d u j e się w s tan ie n a t u r a l n y m p rzed o d k s z t a ł c a n i e m się i p r o p o -

n u j e m y znaleźć jego potencyał sprężystości, t . j . p r a c ę rozwin ię tą podczas odksz ta ł can ia się przez j e d n o -

s tkę ob ję tośc i e l e m e n t u w p u n k c i e M(x, y, z). , 

P o r ó w n a w s z y to ciało z u k ł a d e m a t o m ó w p o d d a n y c h s i łom (2), to z u w a g i , że w t a k i m razie p r a c a 

p r z y g o t o w a n a sił a t o m o w y c h cz^isteczki wyraża s i ę s u m m ą ^ (2m) z=cUdydzo V ^ 5r, całka 

p o w i n n a być tożsamośc iowo z e r e m , jeżel i ciało z n a j d u j e się w s tan ie r ó w n o w a g i , z w a n y m s t a n e m 

j e g o naturalnym. Z t ą d w y n i k a , że w a r t o ś c i o b e c n e sił a t o m o w y c h s§ z e r a m i , a l b o w i e m mają m i e j s c e 

w a r u n k i 

(3) 

Lecz pon ieważ ciało j e s t d o s k o n a l e sp rężys tem, to j e g o r ó w n o w a g a n a t u r a l n a p o w i n n a być ;.(ala 
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o r O T E N C Y A L R S P R Ę Ż Y S T O Ś C I . 3 

a to ma miejsce tylko w t e d y k iedy w a r t o ś ć p rzyros tu 

iest od j femię . l w rzeczy samój , odkształciwszy ciało n ieskończenie m a ł o i pozos tawiwszy go n a s t ę p n i e 
s a m e m u soliie, ono , jeś l i jes t doskona le sprężys t śm, poeznie d rgać około swego położenia r ó w n o -
wagi . P o n e w a ż w tedy p r z y r o s t V oznacza p o d w ó j n y pracę rozwiniętęi podczas t e g o rucl iu, w i ę c g d y 

tf, V, IV są rzutami na osie x, y, z p rzesun ięc ia p u n k t u M w czasie t, a , , r z u t a m i 

p r ę d k o ś c i ) d p o w i e d n i e m i , k t ó r ę p u n k t pos iada w chwil i swego przejśc ia przez po łożenie równowag i , 

to j ak w i a d o m o z mec ł i an ik i , j e s t 

Lecz że p r ę d k o ś ć p u n k t u Al w chwil i j ego przejścia przez położenie n a j b a r d z i ó j o d d a l o n e od p o -
łożenia równowagi jes t r ó w n ą zeru, podczas k iedy jest na jwiększą w t e d y gdy t enże p u n k t p r z e c h o -
dzi prztez to os ta tn ie po łożen ie , s t a j e się prze to w i d o c z n e m , że przyros t 8'V pos iada w rzeczy samój 
znak od je :n i iy . 

S z u k a j m y teraz i nnego w y r a ż e n i a tego samego przyros tu a to przez rozwin ięc ie różniczki 

Jes t łatAV(^m do p r z e k o n a n i a się że on wyraża się w t e n sposób : 

i że nie. s t i j e się n igdy d o d a t n y m , jeżeli wszys tk ie p ie rwias tk i r ó w n a n i a 

(4) 

są od j emi i emi (*J. 

{*) Nie chcgc przekroczyć granic zwyklycii praktyki, poprzestaję w tych poszukiv/amach na uważaniu tylko tego 
przypadku w którym przyrost iJH- nie jest zerem. W przypadku ogólnym należałoby założyć że to dopiero przyrost 

S-̂ Y nie znika, podczas kiedy wszystkie inne poprzedzające s? zerami. przedstawiałoby wtedy potenoyał 

sprężystości. 

V̂ celu znalezienia warunków sprężystości doskonałśj, inożnaby stosować korzystnie piękn§ metodę p. Żtnurki od-
różniania maksymów i luininiów funkcyi wielu zmiennych. Metoda ta wyłożona jest w rozprawie p. t. « Przyczynek 
do teoryi mjwiększości i najmniejszości łunkcyi wielu zmiennych », napisał Wawrzyniec Żmurko — (patrz. ram. 
Tow. Nmih Ścisłych iv Paryżu, t. I.) 
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4 P A M I Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCH W P A R Y Ż U . — TOM I X . 

Jeżel i t e n os ta tn i w a r u n e k w y p e ł n i a s i ę i jeżel i j e d n o c z e ś n i e m a j ę mie j sce r ó w n a n i a (3), to w y r a ż e n i e 

(5) 

p r z e d s t a w i a po tencya ł sprężys tośc i c ia ła doskonale sprężt/stego, w założeniu że to ciało z n a j d o w a ł o się 

p rzed odksz t a ł cen iem w s t an i e n a t u r a l n y m 

To s a m o wyrażen ie (5) p r z e d s t a w i a także po t encya ł sprężys tośc i ciała niedoskonale sp rężys tego ; ale 
w t y m p r z y p a d k u same ty lko w a r u n k i (3) są kon ieczne i dos t a t eczne . 

Jeżel i m a j ą mie jsce n i e i ó w n o ś c i 

t o r ó w n a n i e (4) p r z y j m u j e pos t ać 

p o s i a d a wszys tk ie p i e rwias tk i o d j e m n e . W y r a ż e n i e (o) r e d u k u j e się w t e d y do w y r a ż e n i a 

(6) 

k t ó r e p r z e d s t a w i a po tencya ł sprężys tośc i w t ak ióm cie le , w k tó rón i siły a t o m o w e W7rażają się za po -

m o c ą f o r m u ł y 

§ 2 

Można nadać jeszcze p o t e n c y a ł o m (5) i (6) ksz ta ł ty dobrze znane , a to w y r a ż a j ą c s t o sunk i 

—, . . . , za p o m o c ą ilości u, v, w. W t y m celu wys ta rczy zauważyć , że s tosunk i t e o t r z y m u j ą się 

z f o r m u ł y (2) r o z p r a w y p r z y t o c z o n e j , przez zas t ąp ien ie w tój f o r m u l e i lości OJ;, O//, óz i lościami u, v, 
tv, a i lości a , b, c ko l e jno i lośc iami a, b, c—a, b\ c . . . W t e n sposób będzie : 

Jeżel i w i ę c teraz o t r z y m a n e w a r t o ś c i s t o s u n k ó w ws t awi się w wyrażen ia (5) i (6), to 

z uwag i źe odksz ta łcen ia nia ją w a r t o ś c i j e d n a k o w e we wszys tk ich wyrazac l i 
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o POTENCYAt.R SPnęZYSTOSCI. 

sun in i V , ł a l w o jes t z a p e w n i ć się, w y k o n y w ą j ą c r a c h u n k i ba rdzo pros te , że p o t e n c y a ł (5) p r z y j -

rnie ksz ta ł t w i e l o m i a n u j e d n o r o d n e g o d r u g i e g o s t opn i a w z g l ę d e m o 21 w s p ó ł -

c z y n n i k a c h r ó ż n y c h , i k t ó r e m i b ę d ą : 

podczas k i edy po t encya ł (6) s t awszy się t akże w i e l o m i a n e m j e d n o r o d n y m d r u g i e g o s t o p n i a tych sa-
m y c h ilości, będz ie mia ł t y lko 45 w s p ó ł c z y n n i k ó w różnych , i t e m i będą : 

S k o r o więc po t encya ł sprężys tośc i j e s t f u n k c y ą odksz t a ł ceń w z g l ę d n y c h , to j ego p o c h o d n e czę-
śc iowe w z g l ę d e m t y c h odksz ta ł ceń są c i śn i en i ami (N, Tj) w y w i e r a j ą c e m i się na j e d n o s t k ę p o w i e r z -
c h n i o w ą t rzech e l e m e n t ó w p ła sk ich , p r z e c i n a j ą c y c h się p r o s t o p a d l e w p u n k c i e M ciała. C i śn ien ia te , 
m a j ą c zawsze f o r m ę l in iową w z g l ę d e m odksz ta łceń , pos iada ją w s p ó ł c z y n n i k ó w 21 jeżeli r ó ż n i c z k u -
j e m y po loncya ł (5), a 15 jeżel i r ó ż n i c z k u j e m y p o t e n c y a ł (6). 

Nakon iec , ł a two jest zauważyć , że wspó łczynn ik i p o t e n c y a ł u (5), zadość czy-
nią w p r z y p a d k u sprężys tośc i doskona łe j , t y m s a m y m w a r u n k o m co o d p o w i a d a j ą c e im ilości 

a że te wspó łczynn ik i p o w i n n y n a d t o s p r a w d z a ć związki . . 

jeżeli c h c e m y prze jść od p o t e n c y a ł u (5) do pe tencya łu (6). 

Z b i e r a j ą c w i ę c wszys tk ie w y p a d k i poprzedza jące , p rzychodz i się do t w i e r d z e n i a n a s t ę p u j ą c j g o ; 

Jeżeli poróicnamy ciało stałe doskonale sprężyste z układem atomów poddanych silom wyrażającym się 
pochodnemi częściowemi iczgledem r, r\... funkcyi 

0 ) 

o jego potencyał sprężystości może być wyrażony wielomianem jednorodnym drugiego stopnia względem 
odkształceń 

21 o współczynnikach 7'óżnych 2a i , , , . . . , dobranych w sposób aby pierwiastki róionania 
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PAMIĘTNIK TOWAHZySTWA NAUK ŚClSł.YCH W l 'A!iYŻU. — TOM IX. 

były odjemneini. A jeżeli przypuści się ie siły atomou'e so poc/iodnemi czfjściowemi funkcy i 

(H) 

(o lir zim tych spółczynników redukuje s?> do 15 za pomocą równoki : 

Z t w i e r d z e n i a t e g o w y n i k a : 

1° HypoŁeza GiiEEN'a, za p o m o c ą k t ó r e j o n o t r z y m a ł p o t e n c y a ł o w s p ó ł c z y n n i k a c ł i , j es t z u p e ł n i e 

z g o d n ą z z a s a d a m i m e c ł i a n i k i , i n a d t o j e s t ogó ln i e j s zą od h y p o t e z y C A U C H Y , e g o , p o n i e w a ż o z n a c z e -

n i e f u n k c y i sił (7) j e s t o g ó l n i e j s z e od o z n a c z e n i a (8)(*); 

H y p o t e z a G r e e n ' a b ę d ą c k o n i e c z n ą n i e j e s t ' j e d n a k d o s t a t e c z n ą d l a z d e f i n i o w a n i a s p r ę ż y s t o ś c i 

d o s k o n a ł e j ; a l b o w i e m w t y m o s t a t n i m p r z y p a d k u , 21 w s p ó ł c z y n n i k ó w p o w i n n y n a d t o z a d o ś ć czyn i ć 

w a r u n k o m w y m i e n i o n y m w p o w y ż s z ó m t w i e r d z e n i u . W a r u n k i t c , o ile m i w i a d o m o , n i e były j e szcze 

d o t ą d z a u w a ż a n e p rzez ż a d n e g o z m a t e m a t y k ó w . 

Warszawa, w slyczniii 187(5. 

(*) Nadewszyslko zaś p. B a r r e d e S a l n t Y e n a n t (patrz §§ 7 1 , 7 2 i 7o dodatku V« na końcu dzieła zatfi.idowanego; lle-
sume des leęons donnees a 1'ścole des ponts et chaussees sur l'appłication de la mecaniąue d VHablibsement des construc-
tion et des machines. Premiere section. De la resistance des corps solides, par N a v i e r . Troisiemc edition avec des no-
tes et des appendices par M. B a r r ć d e S a i n t Y e n a n t , t. I, fasc ii, 1864-, zbija liypolezę Green'a. Lecz myśl jego 
zdaje mi się, wzięła jiocz^tek z tej okoliczności, że nie umiano otrzymać wyników Green'a wycliodz^f; z działań 
między punktami materyalnemi według ich linii poleczenia po dwa. O ile udowodniłem coś przeciwnego, s^dzę, że 
zarzuty tego rodzaju nie byłyby już słusznemi. 
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