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NOWA TEORYJA XKSBZTALTU I GRAWITACYI ZIEMI.

Wyrazenie
1 1
R rVi—2i + o

mozemy rozwina¢ na szereg postepujacy wedlug dodatnych poteg ilosci o, ktdreto rozwiniecie
bedzie, jak wiadomo, zbieznem dla ¢ < 7, tj. dla punktu (&q¢) nie wewnatrz masy M polozonego !),
skutkiem czego wyrazZenie potencyjalu V daje sie przedstawié¢ w ksztalcie szeregu

f ¥ o2 I
e '|dm+2r- H,dm
r . ' . Ak
gdzie
oo (20— . —1) (n— 2) (n—
//,,-135", (8n—1) l‘t"_n(n 1) n_2+n(n 1) (n— 2) (n—3) el A, }, 40
D& & oanod n 2(2n—1) 2. % (2n—1) (2n—3)
Oznaczajac ogdlnie
f Hn dm — Qn )

gdzie catkowanie odnosi sie zawsze do calej masy i uwazajac, Ze s dm = M, napiszemy zwiezlej

ktéryto szereg jest zbieznem rozwinieciem potencyjalu grawitacyjnego ¥V wedlug odjemnych po-
teg odleglosci » niewewnetrznego punktu (zng) od poczatku wspdlrzednych. Przedstawia on rze-
czony potencyjal z tem wieksza dokladnoscia, im mniejsza jest réznica ciala M od jednorodnej
kuli, a raczej im bardziej ustréj tej masy zbliza sie do ustroju centrobarycznego. Dla jedno-
rodnej kuli jest jak wiadomo

Ql =0, Q2=0; ¢ =0, V4=0, .....
pod warunkiem, ze poczatek wspolrzednych przyjmiemy w geometrycznym érodku kuli.

§ IIL
Wszelako i dla dowolnej masy moZemy sprawié¢, ze z pomiedzy ostatnich réwnan przy-
najmniej pierwsze, tj. Q,=o0, bedzie dopelnionem. Z powyiszego bowiem widac¢}, ze wartosci
pierwszych trzech funkeyj H sa nastepujace

H;=E$+7).’1/+Cz’

3 -~ 2 l 2 .2
H— - [ G+mw+ 0y — 2re],

5 B 32 J 2 o2 7
Hs=—2— [(gx-i-m/-}-?;ﬁ) ——Eru (fa:+~r,y+§z)],

') Patrz przypisek 1szy.

Dr, Ludwik Birkenmajer. Nowa teorya ksztaltu itd. 2
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NOWA TEOIYJA KSZTALTU I GRAWITACYI ZIEMI. 13

Kladac teraz dla krétkosci ¢ — A = K, wiec

ofrzymamy :

a ze dla 9= 0 ma byé r = r_, to

dzielac obydwa te réwnania i zwazajac, ze w przybliZzeniu tutaj uzytem, kwadraty i wyZsze
potegi ilo&ci &, v naleZy pominaé¢, napiszemy

r=r, [1—(_3117*—v) sin® ¢ ] y

Ztad widaé, ze w razie dokladnej symetryi masy M wzgledem trzech gléwnych plasz-
czyzn (mieszczacych w sobie 3 gléwne osie bezwladno&ci), powierzchnia S jest eliptycznym
sferoidem (obrotowym) splaszczonym. Splaszczenie o takiego steroidu jest widocznie

AR,

‘)

Zauwazymy jeszcze ten ciekawy szczegél, iz z kombinacyi pomiaréw geodezyjnych z pe-
wnemi obserwacyjami astronomicznemi daja sie oznaczyé obydwa giéwne momenta bezwladnosci
oddzielnie.

Wedlug A. R. Crarkea '), najprawdopodobniejsza wartoscia splaszezenia o jest
f

293465
blisko

= 0:003408, stosunek v sily odsrodkowej na réwniku do ciezkodci tamze wynosi bardzo

1 ot
sggg = 0°008469, zkad znajdujemy

K = 0001119 .

Wedtug najstaranniejszych poszukiwan J. U. Leverriera i A. SerreTa: stala precesyi
C—-A K

ksiezycowo-stonecznej, t.j. iloraz - o~ = o~ wynosi bardzo blisko %) 0003273, zatem
0001119
C= iosarg — 0341888 ,

a nastepnie
A=C— K= 0340769 .

) Colonel A, R. Crarkk, Geodesy (Clarendon Press, Oxford 1880), pag. 319.
) Annales de I'Observatoire impériale de Paris. (Mémoires, Tome V) 1859, pag. 324.
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NOWA TEORYJA KSZTAETU I GRAWITACYI ZIEMI. 29
3 Y q "
a e K =o9— 5, wiec ostatecznie

dokladnie wzér Cramraura ).
Poniewaz funkcyja @, nie zmienia swej wartodci ale tylko znak, gdy wspdlrzedne c. 4, ¢
przejda na —&, —y, — ¢ czyli wyraz Q zamienia sie na — Q, gdy

» zamienimy na — o 3

A " n Atm »

przeto oznaczajac przez »' i G’ wartosci » i G, gdy wspélrzedne punktu na sferoidzie sa — ¢
i (A + =), otrzymamy

Wi g (LT = 9+%— cos” 9) ,

=PI+ U— 2 — zv cos® ¢ ) .
Laczac te réwnania z poprzedniemi

r=9q (1 + U+ Q+—%—cos’q;),

G=P1+ U+ 20— 2 cos® 9) ,

otrzymamy w potrzebnem tu przybliZeniu

r—r' G— G
' =20 , = 40
zkad G — G'__ 4 r—1v'
G, A T
T :
Dla ¢ — -5 bedzie
G—‘G,,_2. 7,—9,,,
uo ’0
albo
Gl = Go_ 1 Gx,_ Go _ 0 [T2 ro Y ivl
e, Gy oy W |2 o
czyli

) Zob. przypisek 6ty.
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NOWA TEORYJA KSZTALTU I GRAWITACYI ZIEMI. 37

zkad przez rézniczkowanie wzgledem ¢

2T % (I—200 + 0% + T*(—26 + 20) = 0,
a dzielac przez 2T

aT
d—2 O+ TO—0)=0.

ay

Rézniczkujmy teraz to réwnanie (n—7) razy wedlug o, to poslugujac sie twierdzenicm
Lesrzirza dla wyzszych pochodnych iloczynu, otrzymamy

kladac tu ¢ =0 i baczac, Ze

po zebraniu odpowiednich wyrazéw i skréceniu przez (m—1)! otrzymamy wzoér
nd, — (n—1) td,_, + (n—1) 4,_, = 0,

z ktérego kolejno mozna znaleié 4,, 4,, 4, ,

Mamy nasamprzéd widocznie 4, = 1, zatem

" ¢ ’n i (f ,’, |
5 3 T T
i, 3 ‘/‘ - {), I, - (r g ! S EEREEE
ikt Ml
co mozna takze pisaé tak:
{ 1 { "", ! F 1.3 b : ] 9 )
o2 IJ\L 23" e 1_2,3\ 35 |
1357 4L 3 s duow 3 LIl
A‘=1.23'4(t4 57" Toaw E) oo it d



36 DR. LUDWIK BIRKENMAJER.

gdzie budowa wspétezynnikéw 4, , 4,, 4,, . . . .. Jest juz widoczna. Kladac tedy ogdlnie
_135..@n-1)r  n(n-1 .. ne—1)n—2 w13 . _, i
LS Y VIN2TREA n l 1 2(2n—1) % IR L, (2n—1) (2n—3) A J 3

latwo okazaé, ze jezeli wzér ten jest waznym dla pewnego wskaznika (indexu) », to musi byé
on takze waznym dla wskaznika o jednos¢ wyzszego czyli dla (n+1). A Ze jest on waznym
dla »=2, 3, 4, przeto bedzie waznym dla n=35,6, 7, ...... tj. wreszeie dla dowolnego ». A to
bylo do okazania ).

PRZYPISEK 1Igi (do §. IIlgo).

Empirycznie odkryty fakt, ze perturbacyje kierunku sily ciezkosci, spowodowane
atrakcyjami lokalnemi maja wielkosé lezaca miedzy ilosciami rzedu splaszezenia « a ilo§ciami

rz¢du o*, co symbolicznie okreslamy, znaczac Ze sa one rzedu 5% (zob. §. III), znajduje po-
twierdzenie teoretyczne w nastepujacy sposéb.

Normalna do sferoidu eliptycznego (obrotowego i splaszczonego)

2

l‘-l-y’ b4

a

bedaca jak wiadomo kierunkiem pozornej sily ciezkosci, zamyka z réwnikiem (tj. z plaszezyzna
X0Y) kat ¢ = szerokosci geograficznej uwazanego miejsca M na powierzchni sferoidu, przyczem

a
tang ¢y = o tang ¢,

gdzie o jest geocentryczna szerokoscia punktu M. Gdyby sferoid byl kula, to a=b, ¢=¢, ré-
Znica wiec (o —o) bedzie perturbacyja kierunku sily ciezkosci spowodowana eliptycznoscia
sferoidu.

Kladac ¢ = ¢ + u, gdzie u jest bardzo malym katem (gdyz réznica a —b» jest bardzo
maly), bedziemy mieli w dostatecznem przyblizeniu
el

tang & = tg (¢ + 1) = :

=t Y
I—ptg g ang ¢ + [» sec” ¢ ,

(opuszezajac kwadrat i wyzsze potegi ilosci ), skutkiem czego

4 2 38

a” — :
tg ¢ + 1 sec” ¢ = 5 g9, qu,d no= X sin ¢ ¢o08 9 .

') Inne dowodzenia znalez¢ mozna u Porssona (‘Connaissance des Temps, pour 1829 pag. 333). Riemanx:
Schwere, Elektrizitit und Magnetismus 1876 pag. 343, i t. d.
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40 DR. LUDWIK BIRKENMAJER.

PRZYPISEK 3ci (do §. Vgo).

Lokalne perturbacyje sily ciezko§ci. Krytyka dotychczasowej metody (t. z.
metody Youxaa).
Wyobrazmy sobie mase gérzysta m, wystajaca ponad powierzchnie sferoidu S (§. 1, 8)
bedaca cialem obrotowem okolo osi pionowej. Wysokoscia jej ponad poziomem w S niech be-
dzie A, promieniem (kolowej) podstawy k, za$

, — y=f@~
Y 7 T r
: ‘ : dwnaniem krzywej tworzacej swym obrotem ostone masy m,,
o ktérej przypuszczamy ze jest jednorodna i ma gestosé .. Kla-
P \  dziemy poczatek 0 wspéhizednych prostokatnych na szezycie
A B masy m, o8 symetryi (pionowa) tej masy obrotowej obieramy
za kierunek wspélrzednych z. Przypuszezamy zarazem, ze
obszar zajety przez mase AOB jest dostatecznie malym, aby
czesé AFB powierzchni sferoidu S mogla uchodzié za plaska.
Sznkamy teraz przyciggania masy m na punkty O i F. Oznaczajac je przez 4 a wzgle-
dnie 4, rozetnijmy idealnie mase szeregiem plaszezyzn réwnoleglych do poziomu AB na szereg
cieniutkich krazkéw materyjalnych o grubosci dx a zmiennym promieniu CD=y. Otéz wiadomo,
Ze przyciaganie cieniutkiego materyjalnego krazka kolowego o promieniu & na punkt jego osi
(prostopadlej do plaszczyzny krazka) o 5 odlegly od krazka

X

)
= [1_. oo Ny
4 VS’—Q—(L’ J

(Taomson and Tarr Natural Philosophy, 2 edition Vol. I part 2, pag. 22);

zatem z uwagi, Ze
OF = h , AF =k ,

obie szukane atrakcyje beda oczywiscie

h R

z (h—x)
A= 2 Tt d i "= 2x - d
2mp :[ [ Vx”+y”] 27 i A 2 pj [1 Vo ] k55,

gdzie calkowania maja sie wykonaé po wstawieniu za y wartosci f (z) .

Zauwazyé jeszcze nalezy, Ze oba te wyraZenia sa dodatne, tj. Ze w punkeie 0 sila ciez-
kosci zostaje o A powiekszona, w punkcie F. zas o A4’ pomniejszona.

a) Paraboloid obrotowy. Przy tego rodzaju redukcyjach lokalnych, uwazaja geo-
deci mase gérzysta najczesciej za paraboloid obrotowy. Jezeli tedy krzywa ADOD'B jest pa-
rabola (tworzaca)

y' = 2pz ,
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NOWA TEORYJA KSZTAELTU I GRAWITACYI ZIEMI. 47

Srednia anomalija ciezkosci, spowodowana deformacyja sferoidu od ksztaltu kulistego (z uwagi,
7e g = n*l) quz1e

-~
T

r
2 8
—g.00052 J sin’y do = % .9 . 00052 . o 00026 .

Kwadrat tej perturbacyi bedzie g¢.(0:0026)* — g.0000 00676 ilos¢, ktéra z pewnoscia
uchodzi wszelkim naszym pomiarom. Dhugosé wahadla sekundowego doznaje skutkiem takiej
perturbacyi zmiany o

1.0000 00676 = 0:991 . 0:000 00676 = 0:000 0067 metra,

t. j. 75p czes¢ milimetra.

Natomiast %ga potega tej perturbucyi bedzie g.(6-0026)"— ¢.0-000133, ktérato pertur-

bacyja zdradzi sie w dlugosci wahadla sekundowego iloScia

1. 0000133 = 0:991 . 0:000133 = 0-00013 metra,

t. j. dlugoscia 0-13 millimetra, ktérato ilosé jest dostrzegalna w obec wielkiej dokladnosci dzi-
siejszych pomiaréw. Maximum tej perturbacyi bedzie widocznie 27 — 283 razy wiekszem, t. j.
bedzie wynosito 0-37 milimetra w dlugosci wahadla sekundowego. A w rzeczy samej takiej
wielkosci wydluzZenia lub skrécenia dlugosci wahadla sekundowego obserwowano w perturbo-
wanych miejscowosciach.

PRZYPISEK 6ty (do § XX).

Gdyby$my pomineli wyrazy, pochodzace z dyssymetryi sferoidu ziemskiego, to réwnik
bylby elipsa o nader malem splaszezeniu. A. R. Cravks, z drugiego swego obliczenia (po
odkrycin matego bledu w potudniowej czesei dawnego tuku indyjskiego) znalazt splaszczenie

SO
rownika

P o] I 2l H
(A. R. Crarke Geodesy, Oxford 1880, pag. 308). To oznaczenie dozwala nam obliczyé réznice
obydwéeh gléwnych momentéw bezwladnosci 4 i B okolo dwéch gltéwnych osi bezwladnosci,

lezacych w plaszezyznie réwnika.
Dla ¢ =0, biorac raz =0, drugi raz x = 5, otrzymamy (§. IX)

r, =q( + 4), r, = ¢ (1 + B),
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wiee
} ! ) F 7 .
r,—r, = q (A—B), a ztad A—B = ’—’— e e ?‘ = 1+ 4},

wiec w dostatecznem przyblizeniu

y

A—p=" = 0000 073 .

Mamy jednak (§. VI)

. n._ B+C—24 C+A—2B _ 3

zatem

(B—A) = 0000073 , zk@d B —A =— 0000049 .

Otéz znalezlismy (§. V) A = 0340769 , zatem B — 0-340818 , jakotez ¢ — 0-34188s.
Same momenta bezwladnosci ziemi okolo trzech gléwnych osi znajda sie, mmnozac te liczby
przez Mgq® .

Ilosci 4, B, ¢ beda wiec

A — 0000584, B = 0000511, C = — 0:001095.

Powyzszy rachunek moze jednak uchodzi¢ tylko za przyblizenie pierwsze, tem bardziej,
ze chodzi tw o wyznaczenie ilosci tak malych jak np. (4—B) = 0000 073, %e wiec parametréw
D, E, F,.... H przy obliczeniach tego rodzaju zadna miara pomija¢ nie wolno. Istotne
obliczenie wartoseci momentéw bezwladnodci (a wlasciwie proporcyjonalnych do nich ilosei A, B, C)
moze nastapi¢ dopiero wowezas. gdy za pomoca materyjalu pomiaréw geodezyjnych lub do-
Swiadczenn wahadlowych zostana obliczone parametry 4, B, C, D, E, F, . . . .. H razem w liczbie
trzynastu, ktérato liczba zmniejsza sie do o§miu z uwagi na zwiazki § XIIgo.

PRZYPISEK Tmy (do § XXIII).

Przyblizone ocenienie wplywu pominiecia przyciagan odleglejszych mas na wielko§¢ po-
praw lokalnych sily ciezkosei.
Wyobrazmy sobie kule o promieniu @, a na niej wynioslos¢ 4B o wysokosci MN —-1I.
Jezeli promien podstawy tej wynioslosei (ktéra uwazamy
2o ‘T—'M‘T """"" 2 za krazek materyjalny o jednorodnej gestosci ) jest
N SRR AN = p, to przyciaganie tej masy na punkt M wynosi

4 =2 [1+p~-- VI + 0]
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