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Die Mathematif, in frithever Beit an unjeven Mitteljhulen bdie bejt-
gehapte Wiffenjdhaft, hat im lehten Vievteljahrhundert wejentlich mehr JInterefje
gefunden al8 in jemer fritheven Jeit. Wir braudhen blof bdie Worte auszu-
fprechen: Naturwifienidhaft, Technit, Jndujtrie und bder einigermafen Sady
fundige BHat die Crflarung fiiv dieje Erideinung. Was alle Anpreijung bdes
Studbiums der Mathematit alg einer vorziglichen Schule ftrenglogijchen Denfens
vort Plato big Kant und davitber hinaus nicht exveidht Hat, das hat die mannig-
faltige praftijhe Anmwendung der Mathematif in Dden iweiten Gebieten ber
Naturwifienjdait und der davauj gegritndeten Tedhnif zuwege gebradt.

Leonardo da Vinei fat befanntlich) fein Wifjen ald gefichert anexfannt,
bas nidht in jtreng mathematijher LWeife begriindet werben fonnte, und von
Kant vithrt der Sab her: ,Jede Jtaturwifienjdaft enthalt nur joviel wabhre
Wifjenjdhait ald fie Mathematif enthdlt.” o liep leptever 3. B. die Chemie
jeiner Beit gar nicht als Wiffenjchaft gelten. Ler aber moberne, eingehendere
Werfe iiber Chemie gur Hand nimmt, 3. B. bie Avbeiten von Geheimrat
Oftwald u. a., der wird nicht mehr behaupten fonnen, dap die Ehemie feine
Niatbematit enthalte. Das ift jeit Kant alles anders geworden. Die Mathe-
matif ift im Laufe des lehten Jahrhundertd in alle Spezialgebiete der Nature
wifienjdajt eingedrungen und eine Art Spradhe derjelben geworden. Sogar die
Piediziner rtufen jeBt auj thren BVerjammlungen nad) ,mehr Mathematit”.
Sie verlangen wid)t mehr Stunbden. Wber fie fagen: Der alte Weg iiber
CGuflid bis Descartes und Leibniyz it gu lang und u miihjelig,
an viclen Stellen fitr die Miitteljchuljugend aud) ju jdwierig. Sie rufen den
Dathematitern u: ,Kitvgt diefen weiten Weq nach) Moglichfeit ab, Haut an
den jdhwierigen Stellen gut gangbave Stufen, bringt fidhere Drahtfeile an, da-
mit oud) die mathematijeh weniger talentievten Sdhitler itber diefe jdhwicrigen
Stellen hinwegtommen! Berwendet die o gewonnene Jeit [ieber daju, eure
Sdiiler ein Stitfhen in die moderne Mathematif eingufithren: Begriff der
Funttion, etwas JInfinitefimalvedhnung! Nidht nur unjere Ophthalmologen
braudjen joldhe mathematijhe SKenntniffe, wir alle brauden fie 3u einem ein=
gebenden Studium der naturwifjenjdaftlichen Gebiete, die wiv ju betveten hHaben.”

Jn weldher Form wurde nun die Viathematif tm Laufe der Beit unferen
Mitteljchitlern geboten? Wir wollen hier nur von der Geometrie veden. Jn
Arithmetif und Algebra liegen die BVerhiltnifie dhnlich.
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Su fritherer Jeit trug man bad Guflidide Syjtem vor. Diefes Kunit-
werf, wie Chamberlain e in den ,Grundlagen des XIX. Jahrhunderts” nennt,
hat aber Det der germanijhen Jugend nie ved)t Gefallen ervegt. €3 ijt fitx
den Durdhjdhnittdmitteljchitler 3u jhwierig; es gehort auf die Hodjchule. NMan
fonnte beftenfal(8 in bden oberen RKlafjen davauf eingehen, wenn man Beit
dagu hitte.

Ghamberlain bedauert es, daf die neugeitlichen Niathematifer diejes voll=
enbete, ftreng aufgebaute Syjtem alfmaflich beijeite vitcfern und newe NMethoden
und Wege juchen. Aber was Hilft's? Wir Hhaben mit dem Maffenvolf aud
bie Mafjenjdhule bHefommen und unjeve Mitteljhulen bhorven allmdhlih auf
hauptjachlich BVorbereitungsjchulen fitx die Staatsbeamten und Gelehrten 3u
fein, Das find fie jhon fHeute nidht mehr; denn weitaus die NMehrzahl bdex
jungen Leute, weldhe durd) jie hindburdygehen, fann auj Verwendung im Staats~
dienft nicht mehr vednen. Diefer Vorgang, der fich vor unjeren Augen ab=
ipielt, witd nod) mande Verinberung an unjeren Schulen ur Folge haben.

Nun bietet in ber Cuflidjhen Geometrie gleicd) der exite Anjtieg dem
14, 15jdhrigen Snaben jhon u viel Schwierigteiten. DHier ftitrgte die Mebr-
3ahl jhon ab um jich nie mehr u evheben ober bejtenfalls nur nod) vedt
mithjam nadjzufrviechen. €8 ijt nidht zuviel behauptet, wenn wir jagen, man
hat ben ftrengen ufbau mit einer Klafle nie vedht juwege qebradt. Dev
junge Menjh mup uerft Criabrungen jammeln. Fas Naddenfen darvitber
und Syftematifieven fommt jpdter.

Qann, ald die Naturiwiffenidhaft in breitere Schidhten drang und als bdie
Tednif aufaublithen begann und fid) ein groferes Leditrfnis nad) mathemati=
jhen Kenntuiffen und Kodnnen bemerfbar madte — 3 war wm bdie Witte
besd vorigen Jahrhunderts —, als tedynifche Mitteljhulen ind Leben yerufen
wurden: bdie alte Gewerbejdule, das alte Polytechnifum, da jagte man, am
leidhteftenn und Deften Ddringe man in diefes Studium ein, wenn man viele
mathematijhe Wufgaben [dje. Damit wurde bdas ,Syjtem” jdhon ein wenig
auf die Seite geriictt; man trug es nod) vor, aber dbie mathematijhe Aufgabe
trat in den BVorderqrund. Die neue Lehriveife ging von den genannten Schulen
allmdblidh) aud) auf die Symnafien iiber.

Nicht auf diejen, denn da hat die Mathematit, wie e8 nad) bem Charvafter
dbiefer Sdjulen ja als jelbjtverftandlid) exjdjeint, immer eine etwag bejdjeiderne
Rolle gefpielt; aber auf den rvealijtifdjen UAnijtalien wurde bdie Ldjung vom
mathematijhen Aufgaben juweilen ftart iibertricben. €8 wurben oft vedt jpis:
findige, fernliegende Aufgaben behanbdelt.

Und nun fommt eine bdritte Periode, die feit etwa 10 Jahren einjebte.
Man jagt den Lehrexn dber Mathematif: Seht bei der erften Einfithrung ven
Syjtematit und Strenge ab, fithrt die Schitler unddyjt den Weg der Erx=
fahrung, die Cojung von Aufqaben feht fort, aber gebt nur einfade und
praftifde Aujgaben, judht die Tepte dazu in ben Gebieten ber Natur-
wiffenjaft, der Technif, des getwerblichen und indbuftriellen Lebens, der faui-
minnijden und gefdhdftlichen Iitigeit, ded Verficherungsiwejens 2c. 2c.! Natitz=
[id) nur joweit, al8 ed der Gefihtstreis der Schitler geftattet.
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Aljo: Wereinfadung, Kiivze, Ritdjidinahme auf praftijhe Wnwendung
jind 3. 3. bie Lojung.

Sn ber Tat, wer die Literatur dev Elementarmathematif wie dber Hoheren
Mathematit in den lehten 25—30 Jahren verfolgt hat, der wird itberall ein
Gtreben nad) Verveinfachung fonjtatieven fonnen. Man fjehe nur die neueven
Qehrbitcher daraufhin an und vergleihe damit bdie dlteren! Aud) unjeve
Sdulprogramme und Jnjtruftionen lafjen diejes Streben erfennen.

Sn der Geometrie find fitr den erften njtieq, um ju unjerem erjten
Bilde uriitugreifen, die Stufen und Drabhtjeile bereitd vorhanbden. Wir
haben jeit dem Jafre 1902 dent jogen. propddeutijchen Untervidht in der Geo-
metrie in der 4. Rlafje Der Schitlexr lexrnt Hier, wenn ber Unterridht ridhtig
gegeben wird, nad) den Methoden der Phyifif eine qropeve Bahl von geometri-
johen Lehridben fenmen, eingeln, Fundd)it nur auf dem LWege der Grfafhrung.
uf diejem DLreiteren Fundament von Erfafhrungsjaben fdllt dann der weitere
Aufbau, zu dem allmiphlid) eine ftrengeve Behandlung iiberleitet, wefentlich
leichter, ald wenn er auf die wenigen Ayriome ded Cuflid fundiert wird.

Diefe phyfifalijhe Niethode wird fih aber an mandjen Stellen beim erften
Gang aud) fermerhin empjehlen. Auf joldje Stellen ftoBen wir bei der Ve-
redhnung des Kveifes (BVejtimmung der Bahl 7z), bei der Bevedhnung ded Raum-
inhalts des jdhiefen Pridmas und 3ylinderd, der Pyramibde, des Kegels, bder
Sugel und der Kugelteile ujw.

Bei diefen Problemen aljo auf der Untervjtufe: phyjifalijdhe
Mefjungen Was ein Shitler auf dem Wege bder Grfahrung gefunden
Bat, jit fejter als das Grgebni3 eines Halbverftandenen jtrengen Betweijes.

Bislang behilft man fih bei den erwdfhnten BVeredhnungen mit dem Saf
von Cavalieri und fithrt jo bad beftimmte Sntegral, dasg in ihm
ftectt, verichleiert an ben Augen der Schitler voriiber. uf der Oberitufe
(8 und 9. RKlafje) ftofen wir aber auf feine Scjwierigleiten mehr, wenn wir
dad beftimmte Qntegral gleich bei feinem TNamen nennen unbd obne lmiveg
ausdwerten.

€8 it der Hauptinhalt bdiejed Schrijtdhens: bdie Auswertung einiger be-
ftimmter Jntegrale. Wir faffen dag Jntegral hier nur in feiner einen Be-
beutung: al8 Summe von unendlic) vielen, unendlich fleinen Grdgen. Und
wenn wir auf die Prdamifje eingehen bei der Kleinteilung bdie Dicden (dx) der
Samellen gleid) ju madjen, jo gelangen wiv bei der Auswertung ded Inteqrals
J'x“dx fitr einige wenige Fdlle, n =1, 2, 3, 4, 3u Potengrethen mit gany-
aabligen fonjtanten Gxponenten, bderen Summenbildbung in der 8. u. 9. Klajje
feinerlei Schwierigteiten beveitet. 1nbd diefe wenigen Fille genitgen ung vorldufig.

TNadhdem wir aus Anlaf dber eben angefiihrien Probleme auf diejes Jn-
tegral gefommen waren, haben wir aud) nod) die beiden einfacdjen Jntegrale
fcosrp deg u. fsimp dp bagu genommen. Die Ausdwertung bdiefer Jntegrale
verlangt feinevtei Rechnung. Jhre Werte fonnen ausd einer guten Jeidhnung
unmittelbar abgelefen werben.

Mit diefen 3 Jnteqralen haben wir nun eine Reihe von Aufgaben aus
ber @eometriel Pohyiif, Medanit, Hydrojtatif, Wevojtatit, Feftigteitslehre geldit
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Wir haben dicje Aufgaben mit Ritckjicht auf den Lejerfreis, den wir uns
vorjteliten, vecdineriich etwasd ausfithrlicher behanbdelt, als ed jonjt tn devartigen
Sdriften iiblich) ijt. Jnsbejonderve aber hat uns die von Jnteveffenten oft ge=
porte YuBerung, derartige mathematijde Schriften fonnten von weniger Geitbten
nicht qelejen werden, dazu veranlapt. Wi haben eine bejondere Sorgfalt auf
die Herjtellung moglichit erafter Figurven verwenbdet, haben alle Figuven uerjt
in vierfader Groge moglichit genau gejeichnet und fie dbann beim Klijchieren
verfleinern lafien. Jnabejondere lag ung davan den Jnfinitefimalprogel figiir-
i) anjchaulich 3u machen; es wurde deshalb an joldhen Stellen mit Figuven
nidt gejpart.

Aus den behandelten Aufgaben exjehen wiv, dah das Penjum bder Mittel=
jdulmathematit jchon eine Reihe von Problemen bder hHioheren NMathematif in
fih bivgt. €s gibt feine Grengen awijchen dben verjdyiedenen Gebieten der Natur:
wifjenjchaften, zwijdhen PHYjit und Chemie, wijdhen anorganijdher und organi=
joher Chemie, ywijdhen Pilangenreich und Tievreih ujw. und es gibt aud) feine
fharfen Grenilinien jwifhen Elementarmathematit und Hohever Mathematif.
Alles greift ineinander iiber. Unjer gejamted Wifjen bilbet ein Ganzes, wenn
aud) der eingelne Menjd) fidh nuv einen Bruchteil davon anjueignen vermag.

Aungsburg, Juni 1910,

?er Perfaller.
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L Helung und Beredynung von Linten.

- Gine Strede meflen Heift fie mit einer Ldngen-
einfheit vevgleidhen, bejtimmen, mwievielmal Ddieje
Langeneinhett in ihr enthalten ift.

A3 Léngeneinbeit tnnen wir jede beliebige Strede waihlen.
Wir beniipen in der Regel die Cinbeiten unjeres metrijhen Maf-
iyitemes.

1 2 R 3 2 s
. — 40000000 Ded Umfangs eined Crdmeridians.?)
1 km — 1000 m = 10000 dm — 100000 em — 1000000 mm
LTim =— 10 dm = 100'ecm. — 1 000 mm
lidmi=— 10.em = 100 mm
TEomy— 10 mm

(Die Ginheiten 1 Dm — 10 m, 1 Hm — 100 m {ind nidht gebrdud-
[i) geworben). 1 geogr. NVreile — 74204 m
Sn ber Aftronomie Hat man ungeheuer groBe Ldingen-
einfeiten, Cntfernungen, von Ddemen ung jede Vorjtellung abgeht,
gemwap(t :
1 Erddurdymefjer = 12755 km (Achjen-Durchmefjer = 12 712 km)
1 Grdbahnbhalbmefier = 149500000 km?) (grofte Entfernung
152 Mill. km, fleinfte 147 Weill. km)
1 Qiditjahr — Weg ded Lichtes in einem Jahre = 9,4585 Bill. km
(Weg des Lichted pro Sefunde = 299900 km)
1 Sterneite 3) = 206265 Erdbahnbhalbmefjer = 30,8 Bill. km. ca.
Fiiv Strecten, die tweit unter 1 mm liegen, find fehr fleine
@inbeiten getodf(t worben, von demen wir auch feine Vorftellung
mehr Haben.
1 w (Mifron) = 0,001 mm
1 wp (Millimifron) = 0,001 @ = 0,000 001 mm.
Diefe find bei mifrojtopijhen Mefjungen und zur Mefjung
der Wellenldngen der verjdyiedenen Lidht- nnd Warmeftrahlen ge=
braucylich u a. m.

) RNad) neweren Mefjungen ift der Meridianumfang = 40003,4 km,
ber Aquatorumfang — 40070.4 km.
?) Gin Sdnelzug bon 20 m Sefunbengeidhwindigleit braudte ca. 237 Jabhre,
ein Gejho von 600 m Sefunbdengejdhwindigteit ca. 7,9 Jahre um
die Strecte Grdbe — Sonne gu durchlaufen, das Licht braudyt dagu 8'js Min.
3) 1 Sternweite ift bdie Entfernung, aus welder der Erdbbahnhalbmefier
bet fenfrechter Drauffiht unter einem Sehwintel von 1” erjdeint.
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Sm allgemeinen faun eine gegebene Strecfe nicht durch eine
gange Zahl in etner Cinbeitsftrecte ausdgedriickt werden, jo flein
man Ddieje auch) wdabhlen mag. €3 bleibt tmmer noc) ein Reft, der
fleiner al3 Ddie gewdflte Langeneinbeit it.

Judem wir bei Wefjungen diefen Neft in der Weife abrunden,
daB wir ibhn, wenn er fletner ald 0,5 L. €. ift, vernadyldjjigen,
und wenn er mehr alg 0,5 L. €. betrdgt, fiir 1 L. €. 3dhlen, fann
der Meefjungsfehler duperft nur + 0,5 L. €. betvagen.

Wir mefjen eine Strecte, die eine gewifje Jahl von m um-
fagt, tndem wir gundd)jt die Fahl der m bejtimmen, die wir auf
fie auflegen fdnnen (Mapitive, Mepband, Mieffette), danun Ddie
Babl der dm, die tviv nod) auf die Reft{trecte legen fdnuen, daun
die Jahl der cm, die wir noch auf die newe Rejtftrecte legen
fonnen ujiw.

Die duerite Genauigteit, die fich bei einer auf dem NReipbrett
gezeichneten, genau begrenzten Strecte evreichen [dRt, betragt wohl
nur Degimillimeter (0,1 mm). Cine nod) genauere Unterjcheidung
[aft die Bejdrdanttheit unjever Sinne und die Art der Darjtellung
nidht zu.

Wit jebr feinen Miifromietern fonnen toiv eine Dimenfion

eined fejten fKorpers au ki mm*) genau mejjen. Dad Ddiirfte
1000 ) 8 !

fiiv Direfte mechanijdhe Mefjung die duperite Grenze der Genauig-
feit jein.

~ Sdjon aud der Niefjung einer gegebenen Strece erfennen
wiv, daf alle praftijche Weathematif nur Approgimationdmathematif
jetn fann.

Die Lange einer frummen Linie bejtimmen wir durd) Ddivefte

Nefjung, indem wir fie ohne Debhnung gevade ausjtrecten (feiner,
weicher Weetalldraht, dem wir dorher die Form diejer Linie gegeben
Haben) und dann mit einem Niapjtab mejjen, ober indem iwir ein
undefnbaves, bicgjames Neefband [dngs der gegebemen frummen
Linie anlegen.
. Wir fdnnen eine frumme Linte audy) fleinteileweife mefjen,
indem 1wir fie in fleine Teilchen zerlegen, die wir als gerade an-
jehen fdnmen. Auj dem NReifbrett verfabhren wir haufig jo, aud
auf dem Felbde.

Jft die frumme Qinie nady irgend einem Gejel entjtanden, jo
fonnen wir ihre Lange durd) Nechnung aug gewifjen geraden
Gtreden, durd) die fie bejtimmt ijt, finden. Dies foll fpater ge-
3eigt werden.

Bunddit wollen wir diejenigen Sige und Gleihungen u-
jammenitellen, welche zur Berehnung von gevaden StrecEen Ddienen,

~ %) Wit den meueften Mifrotomen fonnen wir Scheibdhen von 0,001 mm
Dide nod) herjtellen,
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die durch andere, gegebeme oder bequem meBbare, Strecfen be-
ftimmt find:

I. Die Sibe diber die Proportionalitit von Streden.
Werden die Sdenfel eines Winfeld von parallelen
Geraden gejdynitten, fo jtehen die Abjdhnitte auf dem
einen Sdenfel zu einmander im gleichen Verhdltnis
wie die entjpredenden Abjdnitte auf dem andern
Sdentel und die parallelen Strecden verhalten jid
ju einander mwie die zugehdrigen vom Scheitel aus
gemejjenen Abjdnitte aufj dem einen oder andern
Sdentel.

(Gilt aud), wenn eine der Parallelen die Verldngerungen der
Winfeljchentel iiber den Scheitel hinaud jchueidet).

Wenn twir die einfachen Dreiectsfonjtruftionen (aus Seiten
und Winteln) erledigt haben, jo founen wir ohne weiteres Ddie
Kongruenzjige fiiv die Dveiecte ausiprechen. Sie (afjen {ich fol-
gendermapen ujammenfiajjen :

Dreiece jind fongruent, wenn jie in jovielen
Stitden dibeveinjtimmen ald jur eindeutigen Be-
ftimmung eines Dreieds notwendig jind, ndmlid in
drei Stiiden, worunter mindejtend eine Seite jein muf.

Auf Grund eined diefer Sige, beweijen iwir dann den Sa:
Wenn mwiv auf einer Gervaden aneinander ftoende
gleide Streden abtvagen und durd) deven Endpunftte
tn irgend einer Ridtung Pavallele giehen, jo jchnei-
den Diefe auf jeder andern Gevaden ebenfalls gleidye
Streden aus.

Bon diejem Sap machen wir Gebraud), wenn wir eine ge-
gebene Strede in eine beftimmte Zahl gleider Strecen zu teilen
haben. Fig. 1.

a) Angenommen e3
qibt eine Strecte x, welche
in AB m = mal, in BB’
n = mal enthalten ift,
dann it
AB=—mx BB = nx

AB'=(m-n)x.
Biehen wir durd) die
Teilpunfte des Schentels
A B' bie Parvallefen zu
BC und B‘C/, jo idynei-
den fie auj A G m gleiche
€treden y u. auf GC’
n gleiche Strecen y aus
D es it A CE—miy / / \
CC'=ny, AC (m+n)y. B’ G
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Folgli) AB: AB‘: BB’ = m:(m-n):n
und AC:AC:CC' = m:(m-+tn):n
Aljo AR AR B B tAT = AT e G
Biehen wiv mun CD || AB’, jo verbdlt fih nach diefem Crgebnis
BE i BLCHE=— AT G=BARCH S s adnun 1BiD: —-B G

jo folgt  BC:BC' = AC:AC' = AB: AB.

b) Jm allgemeinen trifit aber Ddie bei a) gemachte Annahme
nicht . Um nun fiiv den allgemeinen Fall die eben gefunbdene
Lroportionalitdt nachzuweifen denfen wiv und die Strede AB in
m jehr fleine Streden dx geteilt, etwa in der Grofe 1 u,
1 wu oder nod) fleiner, dann wird m eine fehr grope Jahl, aber
e3 bleibt immer AR — m"- 0x

ig. 2. Denfen wir und diefe jehr
fleine Strecfe ox von B nach
B’ bin abgetragen (e3 fet
n = mal moglich), fo twird
sulept ein Nejt bleiben, Der
etnen Bruchteil von dx aus-
madht, etwa edx, twobei
e < 1. Jn bdiefem Falle
ijt aljo
A B: = imox

AB' = (m- n)dx+ edx

BB’ = ndx+} ex

Biehen wir tieder durd)
s die Teilpunfte auf A B’ die
EQ' T C Parallelen zu BC u. B' ¢,

jo werden auf AC m und

auf CC'n gleide jehr tleine Streden dy ausdgejdynitten, wobei auf
CC zulept eine Strece bleibt, die flemer al8 dy ift, etwa &0y,
Ipober st < 1.

Nun ift
AC=mdy AC = (m-4n)dy-}¢dy CC =ndy-+ ¢&dy

Denfen wirv und die Teildhen ox und Jdy in den Grdfen 1 u,
1 up oder nod) tleiner (dafiiv ift uns feinerlei Grenge gejepst), jo Hnnen
wir die fiiv ung unmefbar fleinen Streden eox und &'dy gegen
die grdBeren Strecfen vernachldjfigen und ed ergeben fich aud) hHier
die tm Falle (a) angefithrten Gleichungen.

Soldje Dreiece wie A ABC und A AB‘C‘, bdie in den
3 Winfeln iibereinjtimmen und in welden die den gleichen Winfeln
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gegeniiberliegenden Seiten (Homologen Seiten) in gleidyem BVerhilt-
nig juetnander ftehen, bezeichnen wir ald

Ahnlide Dreiede.

Bwijden den Seiten und Winfeln zweier dhnlichen Dreiecte,
A o A'(Fig. 3), beftehen 4 voneinander unabfingige Gleichungen.

Ctiva

et = g: (und bamit audy,y = y*)

oder anftelle der Proportionen:

a’ Aa

gb { torin 4 einen fonftanten Babhlenfaftor bezeichnet.
c

=
NN

Bum Nachweid der Ahnlichfeit find aber nuv zwei Ddiefer
Gleichungen nitig.

Tig. 3.

1. Bwei Dreiede jind Ghulich, wenn jie in 3wet
Winfeln iibeveinftimmen.
=S 18 D= E:
2. Bwei Dreiecde jind dhnlid), wenn jie in einem
Winfel und in dem Verhiltnis der diefen Wintel
einfd)lieBenden Seiten fibeveinjftimmen.

=
ye=Ryssni g Shi—" ath ober;ﬁlzzﬁ

3. 3mweiDreiece find dhnlicdh, wennihre3d Seiten
in gleidhem Verhdltnid zu einander jtehen.

a' = Ja
Bed S bt =Te et phep athn o 2 R ol b bj=ib
cC = 4C

BA P

" »
PR N
ST
f

http://rcin.org:pl

1L



6

IT. Aus dem Sage (1) evgeben fich in jehr einfacher Weife
die folgenden Beziehungen:
Fig. 4.

g

B E ]7 C 4 A
1) fiiv pag vedtwinflige Dreied:
L ACB = 90°. CF | BA.
a) A CBF »» A ABC, folgli) p:a = a:c
ABCAR o A BAC 1olglidige b= b:ic
alfp el clap il b= "ciq

0. b Jmredhtwintligen Dreied ift dad Quadrat einer
Rathete gleich dem Rechted aud der Hypotenuje und
dem Ddiefer Rathete anliegenden Hibhenabjdnitt
(oder: im vechtwintligen Dreiect ijt jede Kathete die mittlere geo-
metvijche Proportionale oder dag geometrijche Mittel Fwijchen der
Hypotenuje und dem der Kathete anliegenden Hohenabjchnitt).

B AL CGEB ot A ARG, iolglidispieh = hiaqg
oder : =i
0. Jmrecdhtwinfligen Dreiecd it Dag Quadratder
Hohe gleid) dem Redhted ausd den beiden Hobhenab-
fhuitten (oder: im rvedhtwintligen Dreiect ift die Hibhe mittlerve

geometr. Poportionale oder dad geometrijche Mittel 3wijchen bden
beiden Hihenabjchnitten).

Aus den beiden erften Gleichungen folgt unmittelbar Dder
Pythagoreijdhe Lehriat:
P oD o p e fiew Eailpot- g e £

Sm redhtw. Dreied ift die Summe dber Qua-
Drate Der beiden Ratheten gleid) dem Quadrat der

Hypotenufe.
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b
Wendet man den Pythagoreijchen Lehriat auf ein
fdhiciwintliges Dreied
an, jo ergibt fich:
d) fiir ein jpipwintliged Dretect : &) fiiv ein ftumpfintliged Dretect:

a? = (b — m)?+ h? a*‘:(b—{—m)g—}—h2
a* = b? — 2bm + m? att—"h —|—Qbm—}—m
+¢? — m? +c2 —m

folglihy a® = b® 4 e® — 2be.  peyw. 82 =Db? 4 ¢* | 2bm.

D.0. Dag Quadrat einer Seite eined Dreied 3 ift gletdh
Der ©umme der Quadrate der beiden anderen Seiten
permindert oder vevmehrt um da s doppelte Redted
aus einer diefer Seiten unud der Projeftion der an-
deren Seite auf diefelbe — verminbdert, wenn Dder
erften Seite ein {piger, vermehrt, wenun ihr ein
ftumpfer Wintel gegeniiberliegt. :
2) Am Rreife: Sig. 6.

«) AB Tangente in B.

LOBRIGH = L BT

ABES— [EATH
(Sap v. Tangentialwintel),
aljo

/\ ABC ., A ADB.
Folglich a:t =t:s obder

t2=laes

D. h. Dad QDuabdrat

einer Dbon einem
Punft an einenfreis
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gelegten Tangente ift gleid) dem Redyted ausd den
pon Diefem Punft aus gemejjenen Abjdnitten auf
einer jeden durc) ihn gehenden Setante.

ARSI —AC - AT A A )

Jig. 7. g) O fjei Mittelpunft der Sefne
AB, bdann ijt
L el D} (Sab von ben
g =R Peripheriewinteln),
A OAC oy A ODB
scolglichSmisin—tx o

oder X — e

(Shenjolix s —n ¥y

X e Db =
0.0. Jm Kreid ift bad Qua-
Ditiat sibe r Fei nie v aia Lblen
Sehne gleic dem Recdhted aud den Abjchnitten einer
jeden anderven Sebhune, die duvch den Mittelpuntt der
erfteven geht.

Die Begiehungen (I) dienen jur Konftruftion oder Berechnung
einander proportionaler Strecen, zur Unmwandlung eined Dreiets
bezi. eined NRechtectd in ein andered u. a. m.

Die Beziehungen des Abjchnittes II (1 u. 2) verwenden wir
jur Wmwandlung von Rechtecten in Quadrate bezw. zur Addition
und Subtraftion von Quadraten.

€5 ift noch zu bemerfen, daf die Sdge 1 «, § in Den Sdpen
2 a, B alg bejondere Fdlle enthalten find.

III. Trigonometrijde Gleidungen.

Nad) diejen Gleichungen, welche in der ebenen Geometrie u-
ndchjt gefunden werden, jollen nod) die wejentlichen Beziehungen
Der ebenen Trigonometrie hiev einen Plap finden.

Sn der Planimetrie haben wiv erfahren, daf ein Dreiect durch
drei Stiicfe, tvorunter mindeftend eine Seite fein mufp, beftimmt
ift. Die drei andern Stiicfe ergeben fich aud der Konjtruftion.
Die Trigonometrie lehrt diefe dret Stiicte auf dem Wege der Rech=
nung aus den drei gegebenen Stiicfen zu bejtimmen. Da jedes
Dretet in zwei rechtwintlige Dreiecte zerlegt mwerden fanu, fo
fonnen wiv diefer BVerechnung dag redhtwintlige Dreied ju-
grunde [legen.

Buvdrderjt aljo bdie vier Fundamentalgleidhungen fiir dad
redhtivinflige Dreiec,
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Die 4 trigonometrijdhen &ig. 8.
Funftionen:

R Wig

5 = By = cosf

% = eS8 a — Tl

a

e tg « — Glog

% — (0 = fop

Diefe vier Gletchungen mit dem Py-
thagoretjchen Lebhrjag (a®+b? = c?)
bifben den Jubalt der Trigonometrie.
it ihnen tonnen alle trigonometrijchen
Aufgaben geldft werden, wenn einmal
die trigonometrijchen Funttionen aller
Winfel von 0°....90° (oder deren Logavithmen) bor und (iegen.

Wir fonnen nod) weiter uvitkgehen. Da wiv jede trigono-
metrifche Funftion in jeder andern ausdriifen founen, jo mup
eine Funftion mit dem Pythagoreijchen Lehriap zur Lojung aller
trigonometrijden Aufgaben augreichen, etwa ;

a .
o = sin a und a®4b? = e

Cin gewandter Geiger fann aud) nuv auf einev Saite fpielen,
aber feine ufgabe wird ihm wejentlich evleichtert, wenn er vier
Gaiten ur BVerfiigung Hat.

Lbje einige trigonometrijhe ufgaben mit den beiden lepten Gleihungen!

Ctwa die folgenbden:

1. Aufg. Nm die Hohe eines Berges bevechnen gu fomnen, mefjen wiv in der
Taljole in ber Ridhtung gegen den Gipfel ded Berges eine Stanblinie
BA — a, bann in beren Endpuntten die Elevationswinfel g und «, welde
bie Vifierlinien nad) dem Verggipfel mit der Horizontalen bildben. Ve=
vechne die Hihe ded Verged, wenn die Standlinie horizontal ift und wenn
die Standlinie gegen bie Hovigontale um bden Winfel & geneigt it
(2 @alle : 4+ & u. — ¢).

a sine Sil}ﬂA e sin « sin (ﬁ_ Iﬁe)

sin (@ — B) '(i'lbier A) sin (@ — B).

2. Aufq. Stellen wiv uns die Aufgabe die Breite eines Stromes durd) trigo-
nometrijde Diefjung und Bevedhnung zu beftimmen, fo ftecfen wiv dicht am
Ufer eine Standlinie ab und mejjen jie, AB — a. Dann mejjen wir die
Wintel, welche die Vifierlinien von A und B aus nad) einem am anbern
Ufer marfierten Punft C mit der Stanbdlinie AB bilden,

LRCAB — o [ UB AR
Wir finben fitv die Breite x des Stromes an diefer Stelle blof mit
Anwendung der erjten Gleidhung wie bet [1])

_ asine sinf Lo
= TR 180 (« + B).

Sojunas hy =
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3. Aufg. Die Entfernung zweier Puntte A u. B fann wegen eined dazwijdhen
liegenben Hindernifies (Verg, See, Sumpf) nicht bdiveft gemeffen werben,
wobl aber fonnen von einem fjeitwdrts liegenden Punft C aus die Gnt-
fernungen CA = b und CB = a, jowie ber Wintel ACB = y bejtimmt
werden.  Vevedhne den Abjtand AB = ¢!

Sdfung: ¢ = V(b sin 7)° + (@ — b sin (90° — 7))*

4. Aufg. Beredyne diejelbe Entfernung AB, wenn jeitwirts eine Stanbdlinie
CD =e und bdie Winfel ACD =«, BCD =4, BDC =y, ADC =14 ge-
mefjen {ind.

- Rediglid) der Bequemlichfeit wegen (um nicht immer in recht-
winfelige Dretecte zerlegen zu miifjer) leiten wir aus diejen Glei-
chungen noc) einige andere Beziehungen fiiv das jdyiefwintlige
Dreted ab.

Fig. 9. Bigher war « jundd)ft ein
jpiter Winfel. Wird « ein
jtumpfer Wintel, aljo « > 90°,
fo ijt

Sin @ = 4, 8in.(180% :— ¢)
cose = — cos (180° — «)
tgag = — tg (180° — q)
a ctge = — ctg (180° — «)

Jit B ein jpiger Wintel,
fo ijt

sin (90°4- ) = cos B
cos (90° - 8) = — sin B
tg (90°+ ) = — ctg B

sty f
¢ Berlegen wir ein jchief-
winfliged Dretect durc) eine Hohe in 2 vechtwintlige Dreiecte, jo ijt
axsinBo—hs—%h sin'w
und damit Haben wir den
Sinna-Cat

1) a:b = sina:sing.

Jn jedem Dreied verhalten jid) zwei Seiten wie
die sinus der gegeniibevliegenden Wintel.

Bujammenfafjend audgedriicft verhalt fich aljo
a: bitic == sin ot sin" B Sinty,

A5 it
ohes s Em sy
Aug (1) folgt durd) forvejpondievende Addition und Subtraftion
tg 11E ; :
2) o 8 I SRt O (Siehe bie goniometr,

a—bh «—p  Gleihungen, lete Gruppe).
tg 9
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eine Gleihung, mwelche mit Vorteil verwendet werden fann, wenn
2 Seiten und der eingefchlofiene Winfel eines Dreiectd gegeben find.
Aus dem erweiterten Pythagoreijhen Lehriap folgt der jo-
genannte
Cofinus-Saf
3) a® = b®+ ¢> — 2be cosa
Wird hier « ftumpf, jo wird cos a negativ und damit nimmt
das doppelte Produft ein pojitives Vorgeichen an.
(Vergl. den oben angefithrten Lehria a® = b2+ ¢? - 2 bm)
Wollen wir mit diefer Gleichung die Seite a uerjt berechnen,

jo fithren wir Dder bequemen [logarithmijchen Bevechming wegen
einen Hilfdwintel ¢ jo ein, daf

«

21/1)0 « COS 2’

b+cwmﬁ'
dann ift a = (b+¢) sin ¢.

cos ¢ =

Goniometrijde Gleidyungen.

Diefe finden hiufig Anwendung bet Umformung trigonometri
fcher Ausdriicte.

o Ale o

g e cos @ gaigs = sin @

Aud dem Pythagoreijchen Lehrjap folgt, wenn man mit dem
Quabdrat der Hypotenuje Ddividiert,

2) sina + cos?a = 1.

e tan v clma —1 ¢

Fig. 10.

Sunftionen von Summen
und Dijferenjen jiveier
Winfel.

Aug nebenftehender Fi-
gur 10 erfellt, daf

sin (a4 p) =
m+n __ asina+ccose

b b
—=sina cos B cosa sin .

90,

=

m .

und  cos(z + 8) =

P—4q __ acose — ¢ sine
LT e Rorak i | g
= cosa& cosf — sinesinf. k-———--—--p---------—--—3
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Ferner aud Fig. 11
Sig. 11. sinfa — g) =
et B dE o L R o A
b b ;
= sina cosf — cosa sing.

und cos(a — B) =
+q _  acosadcsine
el o S e
osa cosf -+ sine sinf.

g Die beiden lepten Gleichun-
gen erbalten wir fiirzer aus den
beiden erften, wenn wir dort an-
ftelle von + g8 — B jdreiben.
€3 ijt dann rechter Hand

sin (— ) = — sing und
4 cos (— f) = - cos @ zu jepen.*)

Bujammenfafjend gejdyrieben haben wir aljo die 4 Gleichungen:
3) sin(z + ) = sin« cosp + cosa sing

cos(a + ) = eosa cosf | sina sing

Sepen wir in (3) B = «, jo erbalten wiv

4) sin 2¢ = 2 sine cosa
cos 2a = cos?a — sina
Diefe Gleichungen mit Gleichung (2) zujammengenommen er-
geben
9) 14 cos 2a = 2 cos’a

1—cos 2a = 2 sin?a.
Aus den 4 Gleichungen (3) gelangen wiv durd) pajfende Sub-
ftitution (« 48 = & « — p = 7 u. nadtrdglid) wieder & = e,
n = #) und Bujammenfafjung zu den Gleidungen:

6) sine 4 sing = 2 sin L;-ﬂ cos “r——g_ﬂ—
sine — sinf = 2 cos iz,!f & aglg
cosa—cosf = 2 cos f’_"gi oo “_EE
cosa — cosf = — 2sin ﬁ:;‘,fi sift L'Z;/_"_

' o)) Hi}enn 'miy Iﬁe Befanntjdait mit dem Koovdinatenjyftem vorausjegen, jo
ift alfo bie 2. Figur mit den 2 lehten Gleidungen unnotig, weil diefe jdhon
in ben erjten enthalten find.
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Jn - diefen twenigen Gleichungen bhaben twiv den twefentlichen
Subalt der ebenen Trigonometvie. Mit ibnen und den wenigen
®leichungen der ebenen Geometrie find wir nun imjtande unbe-
fannte gevade Strecen und Winfel in Figuven, welche durd) an-
gegebene oder bequem zu mejjende Strecfen und Winfel beftimmt
find, auf dem Wege der Rechnung zu finden.

Die erjte frumme Linie, deven Lange (Umfang) und interef-
ftert, ift

Die Kreislinie.

Der Umfang eined Kreifed, der fidh auf einem NRotationd-
forper befindet, fann auf die eben bejdhriebene Art leicht gemefjen
werden. Da ein Krei® duvd) feinen Duvchmefjer beftimmt ijt, jo
mup jein Umfang aug dem Durchmefjer bevechnet werden fonnen.
€3 begeichnen u u. u’, r u. r', d u. d’ die Umfinge, Radien und
Durchmefjer jweier fonzentrijchen i
Rreife (Fig. 12.) Wir denfen ung, Fig. 12.
der Wmfang ded duferen Kreijesd
fei in n gleiche, fehr fleine Teil-
chen ou geteilt, jo flein, da tir
jeden Ddiejer fleinen Kreigbdgen
ald gerade anfehen fdunen, etwa
in ber Grofe von 1 mm, 1 g,
1 up oder nod) fleiner — dafilr [—=——f——=
iit und gov feine Grenge gejet. /
Denfen wir und ferner durch die
Teilpunfte die Radien gezogen, jo
wird der innere Kreid auch in n
gleiche, fehr fleine Teilchen du’ ge-
teilt und 8 ift nun po

u-= nyidu M = Iy L du!
Dabei begeichnet du ein jehr fleined Teildhen von u (ift nidht etwa
alg ein Produft aufzufajjen!)

Aug diejen Gleichungen folgt,

gt dy
T e
Anbererfeitd folgt aus den jehr jchmalen, dhnlichen, gleichjdent-
. . [ e s o 05 St R e |
ligen Dreiecen e
Solglid) % = % oder % — -37

Biehen wir mehrere Kreife in unfere Vetvadhtung, fo erhalten
wir die Beziehung

u___u'__u"___u“’__

d R d o 4" B a“
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D. h. bag Lerhdltnid wijdhen Umfang und Durd-
mejfer bat fiiv alle Kveije den gleidhen Wert.
Jit der numerijche Wert diefer Quotienten (unbenannte Jah!)
etnmal beftimmt, jo ift, wenn 7 diejen Wert bezeichnet,
U —=iz:d

Bejtimmung der Jahl .
1. Aug vorgenommenen ejjungen.

Wir lafjen ungd vom Drechjler oder Metalldreher aud hartem
Holy oder Wietall (Neeffing) einen oder befjer einige jentrechte
Kreigzylinder herjtellen, mejjen fo jorgfdltig als moglich den Durd)-
mefjer (Neagitab mit Noniug) und mit Hilfe eines Streifend ausd
ditnnem Papier (Pauspapier) den Umfang.

BWir finden dann nad) der Gleichung

u —
= T
fiiv 7 Bablemmwerte wie
3,140 3,141 3,142 3,143 3,144
ehmen wir eine Reihe jolcher Mefjungen vor, jo erhalten
wir al3 Wittelwert etwa

x = 3,142,
einen Wert, der fitr jehr viele prattijche Aujgaben vollauf geniigt.
v gewdbnliche Feichnungen geniigt e3 7 = = 317 gu feen
(Genauer ijt 7 = 22),

2. Durd) eine Wagung. Wir Haben bereitd dargelegt,
daf dag Verhiltnis ywijchen dem Umfang u und dem Durcymefjer
d eined Kreifes einen fonjtanten Wert. Hhat, den wir vorldufig mit
7 begeidyneten,

u
- — TT.

Jm zweiten Abjchnitt werden wir den Fladeninhalt F einesd

Kretjes berechnen und finden
Bf=—= s

Jm dritten Abjchnitt werden twir die Frage nach dem Raums
inhalt eines jenfrechten Kreigzylinders jtellen und die Antwort er=
balten: Sein Rauminbalt ijt gleich dem Produtt aud Grundflddye
und Hohe.

Stellen wiv nun aud einer Blechtafel eine Kreidjcheibe vom
Radius r und eine quadratiiche Scheibe von der Seitenldnge r ber,
jo it dbag Gewicdht diefer Scheiben, wenn d die Blechdide und s
pag jpejifijche Gewicht des NMaterials bezeichuet,

G, =ar’ds begw. G, = r’ds.

"
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: G,
Hieraus folgt: =

q

Beftimnen wir aljo die Gewichte der beiden Scheiben auf einer
empfindlichen Wage, fo ergibt fich der numerijhe Wert von =
alg der Quotient diejer Gewichte.

Wir Haben bier zwei jolde Scheiben aud 1,5 mm dicem
Deejfingblech, aud dem Junern einer Blechtafel nebeneinander aus-
gejhnitten und von einem Feinmedanifer jo genau ald mdglich
beatheitels “r— 10 ‘cm.

Dag Gewicht der Kreisfheibe betrdgt G, = 582,425 g,
Dag Gewidht der quadratijchen Sdeibe G, = 185,391 g.
582,425 g

185,:3§1Ag — 3,14160.

€3 wird fidh wegen der Unvollfommenbeit des Nateriald
empfehlen mebhreve jolche Blattenpaare Herjtellen zu lafjen und aus
den verjchiedenen Rejultaten dasd arvithmetijche Neittel zu nehmen.

3) Durd) eine Anndherungdmethode. Wir jdhlieBen
dabei die Bahl o gwijchen 2 Grengen ein, die wir allmdahlich enger
und enger zu ziehen imjtande find.

Befdyreiben wir einem geg. Kreis vom Durdhmefjer d ein
regelmdBiged n-Ck (5-Cc vder 6-Ct oder 8-Cct) ein uud
um, jo liegt der Umfang des
Kreifed augenjdjeinlich zwi- Jig. 13.
jhen  Dden Umfdngen Ddiefer
3wei n=Cde; ev ift griger alg
per Umfang Ddes eingefdhrie-
benen  und fleiner alg Dder
Umfang Ddes umgejchriebenen
n-Es.

Wir fdunen nun qus dem
Radiug oder Durcdhmefjer eined
Rreijes  Seite und  Umfang
etned eingejchriebenen und nm=
gejchr.  regelmdpigen n-Cds,
fiir n =5, 6, 8, leiht be-
vechien und erfalten
tie—"C - i@ nius—=ci's - d

w =

Dabet find ¢ u. ¢ gwei unbenannte Fahlen und e ijt
G =

~ Jlun fbnnen wir qus der Seite a des eingejdricbenen n-Cts
Die Seite a, de3 eingejdhriebenen 2n-Ects Levedynen,
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ay — ‘/2 r(r — V/Itz;j)

s &

== 2
S
Der Umfang ded eingejdyriebenen 2n-Cctd ijt aljo
D — 0N
und der dez umgejchriebenen 2n-Ects
u'y = 2n - b, ash. 10,
Beginuen wir 3. B. mit dem eingejdhr. regelm. Sechzect, defjen
Seite befanntlich gleich dem Radius desd Kreifes ijt, beftimmen u-
nidjt die Umfdinge ded ein= und umgejchr. vegelm. 6-Ct8, dann
die Umfange deg ein= und wmgejchr. vegelm. 12-Ccts, 24-Ct3, 48-Ccts
u. §. w., jo ergibt fid) fiir die Bablenfaftoven ¢ u. ¢’ die folgende
Tabelle, die dem Lehrbud) der Planimetrie von Heid u. Eidyweiler
entnommen ijt.
Die Durchfiihrung Ddiefer Rechnung ijt jehr langwierig, wes-
halb fie hier nur angedeutet werden faun.
Wir erfennen aud diejer Tabelle, daf die Grenzen c u. ¢

per Zahl z immer enger und enger werden. Jm [lepten Fall
seigen fie erft in der 9ten Dezimaljtelle noch eine tleine Abweichung.

Anzahl Umfang Umfang
: o der ber
: eingejdyriebenen Polygomne. umgejdjriebenen Polygone.
Seiten. A

ug = ¢ - d Ug=ic'i:d

6 ¢ = 3, 000 0000 ¢ 3.4641 0162

12 3.1058 2854 3.2153 9031

24 31326 2861 31596 5994

48 3.1393 5020 3,1460 8622

96 3.1410 3195 31427 1460

192 31414 5247 3.1418 7305

384 3.1415 5761 3.1416 6275

768 3.1415 8389 31416 1018

1536 3.1415 9046 3.1415 9703

3072 3.1415 92106 3.1415 9375

6144 3.1415 92517 3.1415 92927

12288 3.1415 92619 3.1415 92722

24576 3.1415 92645 3.1415 92671

49152 3.1415 92651 3.1415 92658

98304 3 1415 92653 3.1415 92655

~ Da die Zabl 7 gwijchen ¢ u. ¢ liegen mufp, jo funen wir
biernad) bis auf 8 Degimaljtellen genau jchreiben
n = 3,1415 9265

http://rcin.org.pl



17

4) Trigonometrijdhe Beftimmung. (aud) Anndherung!)
Stehen un3 emmal die trigonometrijchen Funftionen zur Verfiigung,
jo ift der nmumerijdhe Wert der Zahl 7 fehr rajd) bejtimmt.

Biehen wir zundchjt dag einem Kreife vom Durdhm. d ein-
gejchr. regelm. 360-Cd in Betvad)t, jo ift defjen Umfang

e = 36072 -"r+sin: 30" —"360:-"sin'30¢ -+ d — ¢-i'd

log 360 = 2,556 3025
_log sin 30" = 7,9408419 — 10
log ¢ = 0,497 1444
¢ = 3,141 553

Betradyten wir dag einem Kreife eingejchr. regelm. 360 - 60-Cct
= 21600-CGd, jo ijt Der ju einer Seite gehirige Bentviwintel 1‘
und der Umfjang

ule = 21600 sin: 30 - d —"¢’: d.

log 21600 — 4,334 4538
~ log sin 30" — 6,1626961 — 10

‘log ¢ = 04971499
¢’ = 3,141 598,
Der Umfang des umgejchr. vegelm. 21 600 Ects ijt
u'. = 21600 - tg 30“-d = ¢ - d
log 21600 = 4,334 4538
log tg 30" — 6,1626961 — 10
“log ¢ — 04971499,
Die Logarithmen der Sahlenfaftoren ¢’ und ¢ ftimmen alfo
018 in die 7. Dejimale itberein und, wenn wiv ung auf diefe Ge:
nauigteit bejchrinfen, jo fonnen wir fegen

log # = 0,4971499 oder = = 3,141593.

5) Durd) Summierung der Glieder von unend-
lichen Reiben, welde in der algebraijhen Analyfig fiir die
Bahl 7z aufgejtellt werden:

n 1 1 1 1 1
CiEnad o e i ekt Ry,
oder die fonvergenteren Heifen:
n 1 3 5 N T £ TR |
=3 OG-
1
7

(3
R R R HOE

7 J! 1 1 1

I=cstsatentemt )
o 1 1 1

=t - s byt a e )
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ober die noch vefcher fonvergievende NReibe :

n 1 1 {7y . S|
e S X e Pl o
6 2+2 3-23+2-4 o R TR TR et B
158000
BT D6TE Dah i) T
Wir erfahren bei diejen ’Bercdmungm,. dag die Bafhl =# = 3

eine jogen. ivrvationale Zahl ijt, eine Zabl, die fich nicht voll:
jtandig genau durd) ganze Bahlen oder in Vruchteilen der Cinbeit
ausdriicen [aft, der wir und aber big ju jeder gewiinjdhten e-
nauigfeit nahern fonnen (Dezimalbrud) mit unendlich vielen Stellen).

Bejtimmung der Lange ecined Kreisbogens,
Gradmap und Bogenmaf cines Winfels.
Fig. 14,

I einem Kreid ift die
Qiinge eines Bogenftiiced
augenjcheinlich) Ddem zuge=
hovigen FBentriwinfel pro-
portional.

bhisr — a2 802

«°®
b= ar igps

Unter dem Bogenmaf eines Wintels («) ver-
fteGt man den entipredyenden Bogen («) im Kreid
pom Radiusd 1, der um den Scheitel diefed Wintels
befchrieben ift. Wir erhalten aljo die Beziehung

el == cad il S0

und Ddieje geftattet GradmaB und Bogenmaf eined Winfeld inein-
anber umgurednen. ¢

~ a® Bl A y

a — 7T - I_Q(% a — pe L 1800
Die Ldnge ded Bogens b ijt nun

(1 i
1 R R

Fiiv denfelben Fentriwinfel ijt die Bogenldnge
Dem Madiug ded Kretjed proportional

| ==
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IL 3Heffung und Bevedmung von ebenen
Fladyen.

Um den Jnbalt von Fladen
meffent 3u founen ijt e3 Fu-
virderft ndtig, daf wir Fld-
henetnbeiten beftimmen. A3
eine Flddeneinbheit neh-
men wiv die Flacde eines
Quadrats, dejjen Seite gleid
etner Léngeneinheit ijt Wi
erhalten jo Ddie Flachenein-
eiten: 1 gkm, 1 qm, 1 gqdm,
1 qrm, 1 qmm . {. o,

Wabhrend tn unjerem metri-
jchen Mapiyjtem jede Langen-
etnbeit 10 der ndachit fleineren
Cinbeiten 3aphlt, zerfdllt jede
Slacheneinbeit, wie ein Blick

Fig. 15.

auj ¥ig. 15 zeigt, in 100 der ndchjt tleineren Flacheneinbeiten.
10000 gem == 1000000 gmm,

1 qgm — 100 qdm =
1 gdm =

1 gkm

100 qem =
1 qem =

1000 000 qm.

Fitr Feldmahe haben wiv die EGinbeiten:
1 har =S1008af =10 000¢qm’ —
ligr = G100 qm =

1) Jlacheninhalt cined Redyteds und cined Quadrats.

Fig. 16.

10 000 qmm.
100 gmm.

1 qHm.
1 qDm.

5m

http://rcin.org.pl
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Betrigt 3. B. die Yinge eined NRechtetd 8 m, feine VBreite
5 m, fo fonnen tviv e8, wie in Fig. 16 gejchehen, in gqm teilen
und wir erhalten fitr jeinen Fldcheninhalt :
B =—8E{5i gl qm =40l s gmes— A0Kqm.

Den Flacheninhalt eined Redyteds, defjen Linge und
Breite durd) gange Jablen in derjelben Ldingeneinbeit audgedriictt
find, erbalten wir in Quadraten diefer Lingeneinbeit, wenn wiv
die Mapzahlen der Linge und Breite miteinander
multiplizieven.

Der bequemeren Auddructiveife wegen und aud einem jpdter
noch zu erdrternden andeven Grunde fepen wiv fejt, daf wir diejen
Fladeninhalt von 40 qm al8 bdasd Produft zweier Streden von
8 m und 5 m auffajjen wollen. Wir icdhreiben aljo fortan

B = 8m . 5m = 40 qm,*)

obgleich diefe WAuffajjung arithmetijch nicht uldijfig ift, denn man
fann eine benannte Zabhl nur mit einer unbenannten Zahl multi-
plizieven.  Wir fagen num:

Der Flacheninhalt eined Recdhteds ift gleid) dem

Produft aug Linge und Breite.
T ——faah,

wenit a und b diefe Dimenfionen in ivgend eimer Lingeneinbheit
bezeichuen.

Der eben audgejprochene Sap gilt aber gundd)jt nur, wenn
a und b durd) gange Zahlen in ein und derjelben Langeneinheit
ausgedritctt find.

Wir wollen nun an einem Fahlenbeijpiel unterjuchen, twie fic
die Sadje geftaltet, wenn a und b gebrodyene Jablen find. Da
wiv praftijd) faft tmmer mit Dezimalbriichen vechnen, fo twellen wir
ung bier aud) auf jolche bejchranten. €3 hat feinerlei Sdhwierig-
feit Diefelbe Entwidelung fitr gemeine BVriiche duvchzufiihren.

&3 fei die LQadinge eines Nedhtetd a — 8,476 m, die Vreite
b =384 m. Wenn a und b in gangen Babhlen audgedriictt
werden follen, fo miifien wir 1 mm als Langeneinbeit wdihlen
Dann ijt der Fladheninhalt diejes Rechtects

F=a-b = 8476 mm - 3840 mm
= 8476 - 3840 qmm
25428
67808
83904
F = 32547840 qmm
F = 32,547840 qm

*) Aljo auch) 40qm : 8m — 5m
40qm : Hm == 8m,
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Genau dasjelbe Rejultat erhalten wir, wenn wir dad Probuft
8,476 m - 3,84 m berechnen.
= 32,54784 qm. :
Jad) dem Multiplifationsfag fiiv Degimalbriiche fommt dad
Somma genau an diejelbe Stelle wie nach der eben vorgenommenen
Umwandlung der qmm in qm.

Wenn wir aljo den Flacheninhalt diejes Redtedsd in qm
baben wollen, jo ift es gqar nicdht notwendig Linge und Breite
erjt durch gange Bahlen in einer fleineren Lingeneinbeit ausju-
dritcten.

Die Fovmel B —ah
gibt aucdy dann den Flacheninhalt einesd Redyteds,
wenn a und b gebrochene Zahlen find.

Wagd beiht e3 nun, wir multiplizieven 8,476 - 3,84 (qm)?

€3 heift:

Wir legen uerft, indem wir von einer Ecde aus anfangen,

aneinanderftofend foviele gm in dad Rechted ald wir hineinbringen
und 3dhlen fie.

Fig. 17.
e T
'4 8 HHHH T HH ' EEEBE!
Hr T P I :
I SEmSssssssizisssssssssamiinis Sissanasns :
3,84m
8,476 m
€3 find 8.8 qm = 24 qm.

Dann wmrdndern wir dad von den 24 qm gebildete Rechtect
mit joviel qdm al8 noc) Plag finden.

©8 find (80 - 8 | 4- 30 + 4- 8) qdm = 792 qdm.

Dann umrdndern toiv dad von den qm und gdm gebildete
JtechtecE mit jovielen qem al8 wir nod) hineinlegen fonnen.

€3 {ind (840-4+47-380+7- 4)qem = 6048 gem.
Sdylieplid) bringen wiv hier auf der Breitjeite noch)
6- 3840 qmm = 23040 qmm unter.

http://rcin.org.pl



22

Summe aller diefer Quabdrate:

24 qm = 24 qm
92 qdms = =770 i
6048 qem = 0,6048 .

230 409 qmm = 0,023040
F = 32,547840 qm.
Died ift der genaue Fladeninhalt ded Rechtectd mit den Seiten
a—28476-mth — 384 m’

Jit diefesd Rechtect nicht ein blof vorgeftelltes, gedadhted, jondern
ift e3 materiell vorhanden, hat man jeine Seiten gemefjen, jo be-
trdgt der Fehler bet der Abrundung auf mm dquferft + 0,5 mm
fiiv jede Strecte. Die Fehlevgrenze fiiv den Flacheninhalt ift aljo

T+ (8476 - 0,5 + 3840 - 0,5) qmm
= 1 12316 - 0,5 qmm = + 6158 qmm.

Und dabet ift noch vovausgejest, dafy der angemwandte Mapijtab
vollfommen genau iar.

Der Fladeninhalt eined gegebenen Rechtectd ijt aljo der Greny-
wert ded WProdufted aud bder gemefjenen Linge und Breite. Wiv
fommen dem wirflichen Flacheninhalt umjo ndbher, je genauer wir
dieje Dimenfionen 3u mejjen vermdgen.

Der Flacheninhalt wird bet allen Rechtecten in der gleichen
Weife beftimmt ivie bei dem Bier durchgefithrten bejonderen Fall.

Wir fonnen aljo den Sak augjprechen:

Der Fladeninhalt eines Recdhteds ift gleich dem
Produft aud Liange und Breite
F=a-bh
Wird b=a, jo haben wir ein Quadrvat und dejjen Fldcheninhalt
BE—fa - a,= a:

%Ig. 18 /1 E: i D
7 /
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€3 jei ABCD ein PRarvallelogramm, aljo AB | CD, BC L AD
und h | AB (u. CD) feine 60()9

Biehen wiv AF und BE jenfrecht zu AB uud damit aud) imf
redht zu DC, jo ift ABEF ein Redhted. Da mun A’ £ A, jo
ijt Pavallelogramm ABCD = Redyted ABEF.

Judem wir das durd) B in Ddev erften Figur abgejchnittene
Dretet A linfer Hand in A‘ wieder anfiigen, evbalten wir das
Redhted ABEF.  Die beiden Falle evledigt auf etumal folgender
Gedanfengang :

Subtrabieren wir von dem Trapey ABCEF das eine Nal dasd
rechtwintlige Dreiect AFD, das andere Meal das diejem fongruente
Dreiet BEC, jo folgt

Pavallelogramm ABCD = Redted ABEF = a . h.

Dev Fladeninbalt ecines Parvallelogrammsg ijt
gleich Dem Produft aus Grvundlinie und Hohe.

Wm e allmdhlich in eine Niethode eingufiihren, deven iviv
g jpdter diters bediemen werden, wollen wir dasd dem Parallelo-
gramm ABCD fldachengleiche NRechted ABEF nod) auf eine anbdeve
Art entfteben (afjen.

Diefe Wethode ift eine Anndhevungsmethode. €3 empfieh(t fich
fie bei diefen einfachen ufgaben jchon in Anmwendung zu bringen,
weil wir hier die ftrenge ormel jchon fennen und jo am einleuc)-
tendjten erfabren, dafy dieje nndberungdmethode auch zu dev ftrens
gen Fovmel fiihrt. ig. 19.

Wi zeridneiden dag Parallelogramm ABCD pavallel zur
Grundlinie a in n fehr jhmale Streifen (Lamellen) von gleicder
Breite dh, dann find dieje jehr jchmalen Pavallelogramme fongwent
und es 1ft Harohr—"h: = ¢

oy % n;\srﬂf Y

e
Raknwnvp®
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Diefe Lamellen verichieben wir pavallel zu AB fo, daf ifre
entjprechenden Cctpuntte in je eine fentredte Linie zu AB ju liegen
fommen. €8 erfellt ofme teitered, daf die Figur ABEF, begrenst
von den 2 gleichen und pavallelen Streden AB und FE und von
den 3tvei Sdgezabulinien AF und BE, dem Parallelogramm ABCD
ftets fladyengleid) fein muf, wie grof oder flein aud) dh fein mag.

Die Sigezahnlinien werden um fo feiner, ndhern fich umjo-
mehr gevaden Rinien, je fleiner ¢h gedacht wird. Fiiv dh =
0,1 mm ijt die Sdgezahnlinie jchon fehr fein, fiix dh = 1w, luw
und nod) fleiner find die Zdhne mit feinem unjerer Sinne mehr
wahrnehmbar, fitr 1 wu und darvunter nidyt einmal mebhr mit Hilfe
pes beften Mifrojfops.

Die Grengen diefer Sagezahnlinien AF und BF find die fents
rechten Gevaden AF und BE. Dabei ift aber zu beachten, daf die
Sdgezabhulinie audh im Unendlidyfleinen eine Sagezabulinie bleibt;
die Hihe der Sdgezdhne wird nur unmefbar Elem.

€3 ift aljo

ABCD =D  a-éh = n-a-6h = a-(n-dh) = a-h
2 a-oh, (ieg: ,Summe aller a- Jh.”

3. Jlideninhalt eined Dveieds.
Fig. 20.

Jeded Dreiect fann ald die
$ilfte eines Parallelogramms,
welches diejelbe Grundlinie und
diefelbe Hobe hat wie dag Drei-
e, angefeben twerden.  Alfo
ift fein Flacheninhalt:

= ; ah.
Wir founen 3 aber aud) ald8 Summe oder Diffeveny zweier
vechtwinfliger Dreiecfe betvachten.
Der Jubalt eines vechtwinfligen Dreiectd ift dem Halben Pro-
buft der beiden Ratbeten gleic), da das vedytwintlige Dreied die
Dilfte eines Redytects ift, welches diefe Katbheten zu Seiten Hat.

Fig 21,
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1 1 1 1
F =35 mh 4 5 nh e s mh - oogh
F=,m+nh F=5(m—n)h
F=lah F =3 ah

Biehen wiv durd) den Mittelpuntt der Hihe die Pavallele zur
Grundlinie a und ervichten in deven Endpuntten die Senfredhten, jo
erhalten wir dag Rechted BCDE und e8 ijt nun nach der Fig. 21 1. 22

A &ig. 22,

S~

@ £l
BCNM
Ay
Ao
Fiir Fig. 22, ift BONM 4 A, + A, = BCNM 4 A,* + Ay’
w n 2% , BCNM + Ay — Ay = BONM 4 Ay — Ay’
Aljo Dreied ABC = Rechtect BCDE.

Sn jedem Falle ift A ABC = a- % s ; ey

Dev Fladeninhalt eined Dreieds ijt gleich dem
halben Produtt ausd Grundlinie und Hohe.

4. Jladpeninhalt einesd Ivapejes.

Fig. 23.

v A

v i
| &
| /
| /
:ﬁ /.

/
f /
| /
| /
% U 4 a-4

a
Wenn man durch einen Cckpuntt die Parallele zur gegeniiber-
liegenden Seite 3ieht, jo zerfdllt dagd Trapes in ein Pavallelogramm
und in ein Drveiet. Beide hHaben diefelbe Hiohe h wie dag Trapes.

F—=bh+ ) (a—b)-h=(@+h-h
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Dasfe(be Crgebnid, wenn man durd) bie Mittelpuntte der
jchrdgen Seiten die Lote ju den Grundlinien zieht:

Ag FL AL AaiB Nyt
P moh = aj"-h.

Aus diejen wenigen einfaden Formeln evgeben fid) unmittelbar
die Sige iiber die Flddengleichbheit von Figuren; 3. B.:
a) Pavallelogramme von gleichen Grundlinien und gleichen Hohen
haben gleichen Flacheninhalt.
b) Dreiecte mit gleichen Grundlinien und gleichen Hohen Haben
gleichen Fldcheninbalt
Der geometrijche Ort der 3 ten Eckpuntte aller Dreiecte, welche
itber derjelben Grundlinie ftehen und gleichen Flacheninbhalt haben,
ijt die Parallele jur Grundlinie, die man im Abjtand der Hihe
fegen faun. (Dient jur Wmwandlung von jladengleichen Drei-
ecten, zur Berwandnng eines n-Ecs in ein Dreiect wu. |. w))
Pavailelogramme, Dreiece, Trapeze von gleicher Hiobhe und
gleichen Weittelparallelen jur Grundlinie haben gleichen Fldachen=
mbalt. (Mittelparallele gur Grundlinie geht duvc) den Mittel-
punft der Pibe.)
Alle von gevaden Strecen begrengten Figuven fonnen 1wir
in die hier vorgefiihreen einfachen Figuren zerlegen und jo tnnen
wir ihren Flacheninhalt mit Hilfe der entwicelten Fovmeln be-
rechnen. — Cinige Beifpiele:

c

&ig. 25

5) Um den Flddeninbalt eines
beliebigen Bievedd zu  beftimmen
mifit man eine Diagonale d und die
Qote, welche man von Dden beiden
andern Endpunften auf diefe Diago-
nale fallen fann. €3 ift nun

Wi gh, - 5 dh,
1 f
Zo ] d (b, = h’)
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6) Um den Fldcheninhalt eined etwa auf dbem Felde abgejtectten
Polygons berechnen 3u fomuen, beftimme man auf einer geeigneten
Diagonalen (AB) mit Hilfe eined Wintelfpiegeld oder eines Pris-
mentreuzed die Juppunfte der Lote, welche man von den iibrigen
Cctpuntten ju diefer Diagonale fdllen fann. Dann mefje man diefe
Sale. B Bl \xoEDie bt ATDe fxs e iy SRR ihrer
Fuppuntte von dem einen Endpunft A.

Fig. 26.

Durch diefe Linten wird dad Polygon in rechtwinflige Drei-
ecfe und Trapege zerlegt und jein Fladeninhalt

E = “; (x4 y1 4 (x2 — x9) (y2 + y1) + (X5 — X2) (¥3+ ¥2)

+ (x4 —x3)c ¥3+ (X3 — X5) Y5 + (X5 — X6) (¥5 + ¥e)
—+ X6 Yol

~7) Bur Beftimmung ded Querjdinitted eined Flufjed an einer
bejtimmten Stelle jpanne man quer iiber denjelben ein Seil, an
dem in gleichen Abjtanden a von einander Punfte marfiert find,
und mefje an diejen die Tiefenlote Iy p 13 . . . . . . 1
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Dann ijt der Flacheninbhalt
1 L] TET, T -1 1
N L L2 R ) BRI e R

F=al+Lb+L+L+.. ... +1)=a-D, L%
) =1
8) Bei der Verechnung des Fldcheninhaltd der vegelmiBigen
Polygone oder n-Ecte gerlegen wiv im allgemeinen dag n-C vem
Mittelpunft aus in n fongruente, gleidhjchentlige Dreiecte und be-
rechnen den Flacheninbalt eines diejer Dreiecte.

Beftimmung des Jladjeninhalts eines Dreieds duvd) cine
Jujinitefimalbetvadtung.

Lediglich der Cinfithrung in die Diethode wegen iwollen tviv
dad jdon beim Parallelogramm angedeutete Verfahren auch zur
Ableitung dev Fovmel fiiv den Flacheninhalt eined Dreied an-
wenden.  Wir werden und von der Schdarfe diefer Anndbherungs-
methode umfjo fefter itberzcugen, als ja die ftrenge Fovmel fiiv den
Fldcheninbhalt eined Dreiects anderweitig jdhon befannt ift.

Wiv denfen und die Hihe h ded Dreietd in n, fehr viele,
jebr fleine, gleidye Teile dh geteilt, ziehen durd) die Teilpuntte
die Parallelen zur Grundlinie und errvichten in den Endpunften
diefer pavallellen Strecfen x, die Lote Fu ihnen, erftend aufrdrts,
yiveitend abwartd. Wi exhalten jo 3wei Staffeldreiecte: ein dupered
Staffeloveie /\, und ein inneres Staffeldreied A ..

Tig. 28.

*) Qied: ,amal Summe alfex i von i=1 big i=n."
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Beeichnet A den Fldcheninhalt des uripriinglichen Dreiects,
jo ift augenjcheinlich

1) Fataghe 0 S il
Der Jnhalt ded duferen Staffeldreiects.
QA O b Xl S 3l e +x_ - dh
= (X1 + Xo + X3 + ...... + X") - 0h
Aua der Abhntichieit der Dreiecte folgt
3 Xonoa = Jhittehi=="rdhi sl (nFoln) s —W1u 47
7 1 2 3 4
?II‘U Xy = S 8 \'bellil) Xp = = a5 Xg = - A Xt= 2 a
n—1 n
........ ol A e — h—ua
n-1 n n n

Died in Gleichung (2) fubitituiert giot
il 2 3
4) /A,l:(;ra—f—na—i—na—k... --—l—%a)-dh

Y | A R R S + n) 2. sh*¥)
Sieni(nic 1) -8 G e i T |
e % n, .0h = 9 5 7¥T X

a - (n -oh)

:% (] —}—%) ah

Die beiden Staffeldreiecte find bid auf die unterfte Staffel

de3 dufperen Staffeldreiets fongruent. Wi evhalten analog fiir das
innere Staffeldretect

) v bt 8 S SR = (e 1)) =~ b
n—1) - 3 1 —1 1 ) 1
£o (‘2)'11 % ol = ,2,,_" = .a(nah) :—2-(1—11) ah

Denten wir und oh. fefhr ftlein, etwa 0,1 mm, fo find bie
Staffel- oder Sigezahnlinien an den jchicfen Dreiectjeiten jchon jehr
fein.  Fiir oh = 0,01 mm, 0,001 mm, fdunen wir die Fabhne
oder Staffeln mit Taft- und Sefichtsfinn nicht mehr rabhrnehmen
und fiiv h = ol . ... 1 pu und nody fleiner aud) nicht mebhr
durd) dag feinfte Mifrojfop. Die Sdgezabhnlinien erjdheinen ung
nun al8 gerade Linien.

*) wag fid) aud) beim ftumpfwintligen Dreiect leicht darlegen [ift.

o0 1 TN A S e e Gofate TEp R
T o o ey e e L

28=(n+1)+mn+1)4+@+1)4... (n+l)‘+(n+l=n(n+1)
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Dabei ift aber zu beachten, daf die Staffel= cder Sdgezahn-
{inien auch fiiv unendlich) fleine oh jolche bleiben. Sie werden
feine geraben Linien, aber die Summe der Flachen der Sdgezihue
wird unmebar, unangebbar flein, ndbert fid) immer mebhr dem
Wert 0.

Wenn alfo die Strecte dh jo flein wird, jo wird, da immer
n- oh = h, die Bahl n fjehr groB, {dhlieplich iiber alle Mafen
grofs, und damit - tieder jehr flein, jd)lieplich unangebbar flein.
Diefer Wert - ndbert fich) umjomehr dem Wert 0, je griger n
wird, wird aber nie wvbllig gleih 0. Durd) Teilung fann man
den Wert 0 nicht erveichien, jondern fich ihm nuvr beltebig ndbhern.
€3 fann nun in diejer Weife :1 jo tletn gemacht werden, dafy es
gegen 1 gar nicht mehr in Betracht fommt.

Die Flache eined jeden Staffeldreieds ndbert fich aljo bei un-
endlich flein werdendem dh und damit unendlid) wachjendem n dem

Ausdruct i ah.
c X 1 1 1
lim ‘A, = Hm 9 (l -+ ")- ahe 5 ah

fiivt n = 0O

3 : 4 1 1

6) lim A, = lim (1 = -5) ah = , ah.
iz n.— 0O

Die Flache des Dreiects /\ liegt jtetd zwijdjen Dden beiden
Werten von A\, und /\,. Dieje beiden Grengen fdunen wir, in-
dem wir oh immer fleiner und fletner werden lafjen, enger und
enger ziehen und jchlieplich fiir ein unendlid) tleined oh gum Fu-
jammenfalfen bringen. Da A\ jtetd zwijchen ibhnen liegt, fo
muf der Wert von /\ auch mit diefem Grenzwert gujammeniallen.

7) A:;ah.

Was aljo anfangd Anndhevungsformel fir dag Dreied
/\ war, geht in die jtrenge Fovmel iiber, wenn iwir mit den
Summanden in’s Unendlichfleine gehen.

Cin Blict auf die Figuven zeigt, dah fhier A\ immer genaun
in dbev Mitte gwijcdhen A, u. A, legt

1 1 1 1 1
A“—Ab:[2 (1 + n) ST (1 AR n)] ah = n'ah
. - 1
8) Aljo AV SN A 1K i
Diefe Differeny ijt die Summe der Fladen der Sdgezahue,
der febr fleinen vechtwintligen Dreiecte. Ste wird umjo fletner, je

fleiner oh und je grdfer damit n wird, fie ndbert fich dem Wert 0
fiir ein unendlich) fleines ob und ein damit unendlich wad)jendesd n
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9) lim (A, — A) =lim (A — A,) = lim (5, ah) = 0
(it n-s==00

Cin Blick auf die beiden Staffeldreiecte in Fig. 28 (dft diejen
LBorgang tlav erjdeinen.

Rang der verjdhicdencn jehr fleinen bejw. unendlid) fleinen
Grofen.

Yehmen wiv 3. B. mit Bezug auf die vorhergehende Rechung
aE =1 michi —Slimaghe— OiEmm @ osiite = T0.000 i
1
A,— A=A — A = 55000 0 1 9m = 50 gmm.
Fiiv 0bh = 1w witd n = 1000000 und
O AN = NP S 6 Ve 2003000 -1 gm = 0,5 qmm.
Fitr dh = lgw witd n = 1000 000 000 und
A — A — ol 1 .
Lu—A=4 = L0 =5000000000
ujw.

0,0005 gmm

ram=—- : m=
m =555 9m=

Aus diejer Betrachtung evjehen wiv folgendes:

Wenn wir den Inbalt einer Flade in der Weije bejtimmen,
daf wir fie in unendlich viele, unendlid) jchymale Lamellen teilen,
und Ddiefe Lamellen jummieren, jo fommt ¢s weiter gar nicht dar-
auf an, wie dieje an ibren Enden begrenst {ind, ob durd) zu ihren
Ldangsfeiten jenfrechte cder fjchiefe Kinien. Wir betrachten eine
jolche Lamelle immer al8 ein Rechtet.  Jhre Flade ijt

Jf =iy < 0x
wenn y ihre Lingsjeite und ox ihre Vreite bezeichnet Um Ddied
gur bejjeven Vorftellung noch) an einem Fahlenbeijpiel flarzulegen,
fet in Fig. 28 a: W= lom" OX y—= Al dann ijt
JF = 1000000000 pu - 1 g = 1000000000 qup
= 1000 qu = 0,001 gmm.
Nehmen wir an, das eine Ende fei durc eine fenfrechte, das

anbdere durd) eine unter 45° geneigte Linie begvengt, dann ift der
Snhalt ded vernady(difigten jehr tleinen rechtwintligen DreiecEchens

SA = 50x -0y = 5 - Lqup = - 0,000001 - 0,000001 qmm
= 0,000000 0000005 qmm,
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Fig. 28a :
Nehmen wir nod) an F =

& 1 gqm = 1000000 gmm, ein
}’ ﬂ‘!f/\‘d’v BVielfached oder ein Brudhteil da-
\ von und vergleichen den Rang der
3 Grigen F, oF, 62, {0 erfennen
wir, dafy JF eine fehr fleine (un-
endlich fleine) Groge im Verhalt-
nig zu F ift und daf A 1wieder
y eine fehr fleine (unendlich Fleine)

) Grdfe tim Verhiltnis ju oF ijt.

Z al Wir  bezeidnen F ald eine
endliche Griofe, oF alg eine
jehr fleine (unendlich fleine)
GroBe exjter Ordnung, A
alg eine fehr fleine (unendlid
VR M fleine) Grdfe zweiter Ords
7N g

Cin Produft von 2 unendlid) teinen Grdpen erfter Ordnung
gibt eine unendlic) fleine GrdBe 3mweiter Ordnung, wie jhon aus
pem vorfergehenden Bahlenbeijpiel erfichtlich ijt.

1 mm — endliche Grdfe,

0,000000001 mm = wnendlich tletne Grdfe 1. Orduung,

0,000 000 000 000 VOV 001 mm = unendlich fleine Grofe

2. Ordnung ujw.

Dabei ijt nod) zu bemerfen, dap eine unendlich fleine Grife gar
feinen Deftimmten fonjtanten Wert hat. €8 ijt eine Grige, die fid)
der Null beliebig ndbert ohne fie zu erveichen. Die eben ange-
fithrten Zablemwerte find nocd) lange feine unendlich fleinen
Gropen. Wir haben fie nur gewdhlt um ung iiber dag Rang-
verhdltnis febr fleiner beztw. unendlich fleiner Werte Klarheit zu
verjchaffen.

Wir ditvfen aljo in Summen und Viffevrenzen un-
endlich fleine GrdRen erjter Ordnung gegen endliche
Grogen vernadyldjjigen, ebenjo unendlidh fleine
Griopen zweiter Ordnung gegen jolde erjter Ord-
nung ujw.

Sladeninhalt frnmmlinig begrenjter Fladyen.

~ Wi wollen in der folgenden Aufgabe eine Flache berechnen,
die auf einer Seite von einer frummen Linie begrenst wird.

1 Aufg. €& joll die Flache beftimmt twerden, weldhe von einer
Parabel und den Koordinaten eined ifrer Punfte begrenst ift.
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Fig. 29.

3 fei ay = x? die Gleichung der Parabel.
Wir teilen die Absjijfje OA in n jehr fleine, gleidye Teile
0x, dann ift ni-dox ='x:

e (0x) E o x) __ (3d%)°
T oA ) P a8 e ST
...... WA

Crridhten tir in den Teilungdpunften die Ordinaten y; ya
cvee o Yo Jo wird die Flade OAB in n gleidhbreite Lamellen
geteilt. Biehen tiv durd) die Scnittpunfte der Ordinaten mit
der Kurve die Pavallelen gur X-Achie, jo erbalten wir jwei (dngs
OB ftaffelfdrmig begrenjte Figuven, jwijchen deven Flichen
F, u. F, dev gejuchte JInhalt F der Figur OAB liegt. :

3
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Der Jnhalt der durd) die dufere Staffellinie begrenzten Figur
OAB ijt

RS Wil 0X = Yo - X eyt dxe R 4+ ¥.-dx.
Subftituieren wir die oben berechneten LWerte der y, jo wird
Jx)? 2 2 3d )2 Ix)?
T LR SRR + B2 . 4
= [ e S G + n?] L27)
_ n@+D @t @xp_ (TR Ct D) e
g B AN ) e i
B (e
;L

Der JInbalt der von der inneren Staffellinie begrenzten Figur
OAB it

Fi= 910X+ ¥g:0x + yse'dx .. ... g SRLE ) 8

Diefe Flache ift augenjcheinlich der erjteven fongruent mit
Qlus%icblun von Ddeven [eten Lamelle.

F= (U b g ey (o -1l
(n~1 n(2n 1) (clx)8 (1 ,']) (2 .i.) (ndx)?
a (ox e Pt iial

(1—*)( a) (2-5)

=) Sie Summenformel ber Reihe 1* 422 43* 44+ ... ... -+ n?,
auf die wir nod) dfterd ftoBen werben, foll Hier abgeleitet werben. €8 gelingt
bies in folgenber LWeife:

tﬂ

13 i |
28 == (1) e e -+ i e SO Sho [BEREY oy |
S5 i b (2 cl M) SRV o 8,2 4 8-2 441
4° == Qi) = 80 + 8. 8% Ll Bisd ]
5° el € e T S S Ry =+ B chiiBuad’ © o]

..........................................

n’ =([n—1J+l)’=(n—1>3+3(n—1)+3(n—1)+1
@+1)=" @+'= o + &' 4 +1
Durd) beiderfeitige Addition:

o 948t ) - et
+3(1 248+, 4n) 304243+ .40+ @D,

1= 8 (3Bt to) 48 2OED 4y
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Cin Blik auf die Figur (Gt und erfennen, daf wir damit
ben Fldacheninhalt ' des vou der Pavabel begrenzten Dreiets OAB
jwijchen Ddie zwei Gremgwerte fiir F, u. F, eingejdylofjen haben.

@3 ift und bleibt jtets F, > F > F

Wenn nun die fleine Strece ox immer fleiner und fleiner
iDL mom SN O Nl S S | TR SN L7 R R ),
aulegt u nenb[tc{) flein, jo twird bxe Bab[ n immer grofer und

griger, zulept unendlich grof und damit - unendlich flein und
fann gegen 1 vernachldjfigt werden.

Bei diefem ProgeB werden die Staffel- oder Sdgezahnlinien
OB immer feiner und feiner und ndbern fich tmmer mehr und
mehr der Parabellinie OB, mit der beide g,uimmnenfa[len, wenn
ox unendlich flein, unmeBbar flein wird. Yt ift die Sdge-
sabnlinie auch mit dem feinjten Mifvojfop nidt mebhr von der
PBarvabellinie yu unterjdeiden.

€3 ift aljo
e ) A ;
[imsE —im (—+ “_)( ’L) - i B
: 6 a 8 va
flen =¢ad
Skl LE .
b E = lin ( ",,)“( L) RGO G
; 6 a 3 a
Ty n="c0
Da F jtetd zwijden diejen Grenzwerten liegt, jo muf

11«:3 1

L e R

RTR 3
folglidh: 3(1*4+2°+3°+. .. 40) =@+1° —5n @+1) —@+1)

3
=(n+41)[n*42n+41— '2'n—l]=(n—{—l)( n®-- 2) (n-+1)n ,2 ,,Jf;

R S g e e

Ober wenn_ bie Eibe iiber %mmnmalfoefftglenten alg befannt voraug-
gefest werden ditvfen, fo ift in der ebenfalls al8 befannt vorausgejehten Schreids

weije :
n’ = (n +1)n——n=2-(n+l)—(n)

oo 3 e e p D I
@+ @+Dn  (@+ln
1528 <08 b2
s »é_ “(n41) [2n°4-4n — 3n] = ,(B_tl,)Jgen ‘hl)*.n_‘
3*

—=2
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Folglich muf die Flide OCB % ped Necdhtefd ausd x u. y,
betragen und
9
e — ; X0 Y

Wir haben bier tvie bei der vorfergehenden Aujgabe iiber das
Dreied den gefuchten Wert zwijchen zwer Grengwerte eingejchlofjen
und dieje Grengen immer enger und enger gezogen, bis jchlieflich
die beiden OGrenzwerte zujammenfielen und damit aud) mit dem
gejuchten Wert zujammenfallen muften. E3 evhellt ohne weiteres,
paf e3 bei diejem Prozep fernerhin gar nicht mebhr ndtig ift et
Grengwerte aufzujtellen. €3 geniigt einer.

Dag Dretecf A ift die Grenze eined jeden der beiden Staffel-
dretefe A, oder A,. €8 wird in jedem Fall aus dem Staffel
dreiecE evreicht, wenn Joh unendlich flein mwird.

Cbenjo ift die von Dder Parvabel begrenzte Fladhe OAB der
legten Aufgabe die Grenze einer jeden der beiden Fldachen F, oder
F,, welde durd) die Staffellinien begrenzt find. Sie wird von
jeder derjelben erveicht, wenn ox unendlich flein wird.

Wir terden aljo fortan den gejuchten JInbhalt der in Der
Aufgabe angegebenen Fliche als den ,Grengwert” anjehen und den
Snbalt der von der Staffellinie begrenzten Flache ald einen
,Anndherungdwert” betracdhten, defjen Grengwert eben zu juchen ift.

A e=hme/ N nere— i A
I —=slime dppevi— lim ~ H'

2. Der Jladjeninhalt eined Kveijes und jeiner Teile.

Fig. 30. Hier Haben wir es mit einer
anderent Art der Anndbherung u
tum.

Wir bdenfen ung den Umfang
De8 Kreijes i jehr fleine Teile db
geteilt, jo flein, daf tir jeded
Bogenteilchen als gerade anjehen
fonnen (dieje Vogenteilchen brau-
dhen nicht gleich zu jein) und die
Radien nad) den Endpuntten diejer
Bogenteilchen gezogen. Dadurdh)
wird die Kreisflache in jehr viele,
jebr jchmale, gleichjchentlige Drei-
ecfe, deren Sdjentel r find, und
deven Hibhen u den db audh =r

gejept mwerden fonnen, geteilt.
Der Unterjchied awijdhen r und einer diefer Hihen it jogar
ine unendlich fleine Grdge 2. Ordnung.

http://rcin.org.pl



37

Die Flache ded vollen Kreifes ift nun

5 1
F,= 50db-r
Die jamtlichen Glieder haben den gemeinfamen Faftor | r.

Desphalb ift F,— ; . 2 N 3 e s 1 zndg.
Die Flade ded Kreidfeftors iber dem Vogen b ijt
= ; r 2 db, wobei {ich die Summe Z ob nur auf Dden

Bogen b exftrectt. Z obE—=h?
Aljo | g

9|

v pleh = _12 -1
Dev Flddeninhalt eined Kreigjeftors ift gleid
dem eined Dreiedd, defjen Grundlinie dem Kreis-
bogen unbd dejjen Hohe dem Kreidvadiud gleid ift.
Begeichnet o den Fu bt;;ef)brigen Bentriwinfel im Bogenmah,
=T e

fo ift und
et — ; T
Begeichnet «® diefen Winfel im Gradmaf, jo ijt
ih 'y 1 “oﬁ
Fo=a1 3.

Fig. 31.

Der Fldcheninhalt eines Kreis:
vinged ift = (r*—1'?)

und der Fldcheninbalt eined Wus:
juitts aus einem Krveidving, wenn
wirt und iwieder Ddie eingangd er-
wdbhnte Kleinteilung Ddesd duferen
Bogend b vorgenomnen denten,

T il L BER BRI

=3 Zm+ T w)=1o+w
Al PR

— 1

und wenn wir wieder @ und «° einfithren, jo ijt
bu=—ir* ainyibl—vr! =&

)i 1 P

F=t0% =1 ¢ — 7,

odex F,= n (r* — r?)

a®

360 .
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Der  Flacheninhalt eines RKreisjegments ijt die Differeny
swifchen dem Jubalt eined Rreisjeftors und dem Jnbhalt des auf
feiner Sehne ftehenden gleichjchentligen Dreiects.

Fig. 32.

F = i br — sh
T -
Dajzu noch die Gleichung:

7
h

3. Jladeninhalt einer Gllipje.
Tig. 33,

Cine Gllipje entiteht ausd einem Kreid, wenn wir alle Ordinaten
n Ded Rreifed im BVerhiltnis % verfleinern (oder vergrdfern), wad
wir fonftruftiv durd) eine geeiguete Projeftion ausgfithren founen.

b
Y=,
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Wir teilen die Fldche ded Viertelfreifes und der Biertel-
eflipje durd) Ordinaten in jehr viele, jehr jchmale Lamellen von
der Breite ox.
Die Flache desd Kreifes ift dann

F,=4),7-0x=m-a
und der Fladeninhalt der Gllipje ijt dann

Fc:4§y-6x:42~§ 0 ox

< N T Bl SRl
_4.32‘;17(&_& mas = v *ab;

Der Fladeninhalt dev Ellipje tit gleich Dem mit
der Bahl 7 multiplizievten Produft ihrer Halb-
adyjen.

Wir evfennen aud diejer Figuv gleich den folgenden allgemein
gitltigen Sap:

Der Jnbhalt der Projeftion einer Flade wird er=
halten, wenn wiv den Fuhalt dev gegebenen Flade mit
dem cos ihres Neigungswinfels gegen die Projef-
tionsebene multiplizieren.

Jn dbem eben behandelten Fall ift :, = cos @

| e

b
5 o ehe e 2=l e e wab
a

4. Dag eleftrijhe Potential.

Da s fiir den phyfifalijchen Untervicht von grofem Jntevefje
ift, fo foll Hier die Fovmel fiiv das eleftrijche Potential entwicelt
werden. €3 fiigt fich gevade hier gut ein, weil jeine Bevechnung
in anjchaulicher Weife durch die Jnbaltdbevechnung einer Fldche
verfiunbildlicht werden faun.

Der BVolljtandigteit wegen jollen audh die elettrijhen Diap-
einfeiten, die Hier in Frage fommen, Evwdhuung finden:

1) die ajteinfeit: 1 Dyn = gi; Gramm.

2) bie Ldngeneinfeit : 1 em.

3) die Jeiteinheit : 1 Sefunde.

4) die Ginbeit einer eleftrijchen Ladung (Quantitdt): 1 Ladungs:
einpeit (1 LE), d. i. diejenige eleftrijche ¥adung, weldhe auf eime
gleichgrofpe tm Ubjtand 1 em von ihr befindliche Ladung mit einer
Sraft von 1 Dyn abjtofend oder angiehend wirft.
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Die Ladung auf einer Qugel wirft nach aufen gerade jo, ald
ob die gange Ladung im Kugelmittelpuntt fongentrievt mwdve.

Das Coulomb’iche Gejep, welched hier in Frage fommt, lautet :
Die Kraft (y), mit welcdher zwei eleftrijhe Ladungen, E (L.E.) u.
e (L.E.), die den 9bjtand x voneinander Hhaben, aufetnander wivten,
ijt diveft proportional dem Produft der beiden Ladungen und ums-
gefehrt proportional dem Quadrat ihrer Entfermung (x)

y = 550 (D)

Diefes Gejes. vevanjdhaulicdht ung die in Fig. 34 dargeftellte
Kurve.

Fig. 34.

y |

Yy

-?.k“" L/ ¢

G = RN R iV N

Die Ladung E im Koovdinatenanfangdpuntt ijt fejt, die Ladung e
wird die X-Achle entlang bewegt. '

a) Die beiden Ladungen feien gleichartig. In diefem Falle
ftoen die beiden Labungen einander ab. Wollen wir die Ladung e
aud der Stellung I in die Stellung IT bewegen, jo Hhaben twir dabei
ftetd die verdnderlidye, abftofende Kraft y ju iibertwvinden, aljo eine
getviffe Avbeit zu leiften. Wird die Ladung e dann in II fejtgehalten,
jo bleibt die geleiftete Avbeit in ihr aufgejpeichert. Jhre potentielle
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Cnergie ift um biejen Arbeitsbetrag vermehrt worden (Sab von
der Crhaltung der Cnergie). Laffen wiv die Ladung e in II frei,
jo wird fie von der Ladung E fortgeftofen und die vorher auf-
gefpeicherte Cnergie wird nun iieder verbraudht. (Die Ladung e
fann bei diejer Vewegung Avbeit (eijten.) '

b) Die beiden Ladungen feien ungleichartig. Jn diefem
Falle ziehen fie einander an, e wird gegen die fejte YLabung E hin-
gesogen.  Wollen wir die Ladung e aud der Stellung II in bdie
Stellung I verbringen, jo haben wiv jtetd die angiehende Kraft y
u iibevwinden, aljo auc) eine gewifje Avbeit zu leiften.

Welden diefer beiden Fdlle wiv behandeln, ift fiir die Be-

rechnung der vbeitdgroBe, welche (dngd der Strede [.. . ... Il
obep JIE e I 3u letften ijt, gleid).

Wir wollen hier den Fall (a) zugrunde legen:

Betwegen wir die Ladung e aud I gegen E hin, mit gleidh-
formiger Gejchwindigteit, jo baben wiv untevwegs die jtetig nad
dem Gefely

y = 23° (Dyn)
junehmende Kraft y ju iibevwinden. Wir miifjen alfo ftetd eine
glei) grofe Kraft aufbieten.
Die Avbeitdleijtung (ingd der ndchten jehr fleinen Strece dx

ift, wenn wir die Kraft y, = Ex'_,e (Dyn) nebmen,
E-e E.

— " 0x = S =) (em-Dyn), etwad ju flein, weil y,

n X,

wdbhrend der BVewegung etwad wdadhjt, und wenn wir die Krafjt

E. e
Yoa = x 2 (Dyn) annebhmen,

n-1

o it }‘i o . dx = lii o (x, — X,,) (cm-Dyn), etwag ju
BroB, weil y_, > y, exft am Enbe Ddiefer fleinen Bewegung vor-
handen ift.

Jn beiden Fdllen wird die Arbeit durch die Fldche der La-
melle bon Der Breite dx dargeftellt. Wenn ox unendlich flein wird,
jo fonnen toir jeden Ddiefer beiden Ausbdriicte (y, oder y,,) nehmen;
denn fie unterjcheiden fich daun nuv durc) eine unendlich fleine
Groge. (Siehe Seite 32). Wiv {ind aljo ficher aud) berechtigt
jeden IMittelwert von y, und y,, eingujepen. Wihlen wiv ald
jolchen dag geometrijche Mitte(, jo evhalten wir einen fitr die weis
teve Mechnung jehr bequemen Augdruct.
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Das geometrijdye Mittel zwijchen y, und y, ift befanntlich

‘/Yn Gt l/ x“: ? hnlg e A X% (Dyn).

n

Die Arbeitsleiftung ldngs der Strede ox ift Hiernad
N = ——

Fran
=" e ( -y S —l)cm-Dyn
X

Xn-1 n

— X_,) em-Dyn

Die Gejamtarbeit, weldye wihrend der Betwegung der Ladung e
ldng3 der Strede 1...... IT 3u leijten ift, wird dem Wert nad
dargeftellt durd) die Flache, welche von der X-Achje (I. ... .. 1),
den beiden Ordinaten y u. y, und dem dazwijden liegenden Stiict
der Kurve begrenst ift.

€3 ift aljo diefe Avbeit:

bis II.
9= Z U = Z y - 0x (cm-Dyn)
von I
oder
4 = Z E-e (XL il ) cm-Dyn, von I big II genommen.

Ausfithrlic) gejchrieben:

1 1 1 1 1 1
Yy — s 2 ' 2N > i ot - £ Ve
iR ( SRR _I— Xy Xp-1 —I_ e AR, +

il 1 1 1l

1 1
..... -+ grgens - Sl -+ 5y ;1—) cm-Dyn,
wag den einfacden Ausdruct
A = Ee (l — —71~) cm-Dyn
> 4 ;. 48

exgibt.

Wird die Ladbung e ausd unendlicher Ferne (x, = ) big auf
die Entfermung x an die Ladung E heranbewegt, jo ift, da 1 =0,
die zu [eiftende Arbeit:

Y=— Ex - (em-Dyn)
©epen wir e = 1 LE, o tird
A = —ﬁf em-Dyn (Erg).

Diefen Ausdruc begeichnen wir als das , Potential® Dder
Ladung E inbejug auf einen Punft in der Entfernung x. €3
ift die Arbeit, weldhe zu (eiften ift, wenn 1 LE aus
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unendlicher Fevrne bid auf den Abjtand x an die La-
dung E heranbewegt wivrd oder, da diefe geleiftete Avbeit
in der LE aufgejpeichert bleibt, jolange diefe fich in der Entfer-
nung x befindet: €& ift die potentielle Cnergie oder
Spannung, welche die Ladung E einer LE, die fid)
in x em Abftand von ihr befindet, evteilt.

Damit ift unjere Aujgabe geldjt. Wir wollen im Anjchlufje
bieran aber doch) noch die Potential= oder Spannungseinbeit defi-
nieven. Wir gelangen zu ihr, wenn wiv E auch nod) gleid) 1 LE
iD= 1eemiifebel

1BE = i—((iﬂ:‘)) cm-Dyn = 1 cm-Dyn = 1 Erg.

Unter der efeftr. Potential- oder Spannungs-
einbheit vevftehen wiv die Urbeit, welde zu leiften tit,
wenneine Ladbungseinheit (1 LE) aud unendlider
Ferne bid auf 1 em Abjtand an eine andere Ladungs-
einfeit hevanbewegt werden joll, oder: wir verjtehen
unter 1 PE Ddiejenige potentielle Cuergie, mwelde
1 LE e¢iner andern LE, die Jidh in 1 cm Abjtand von
ihr befinbdet, erteilt.

Jn dem Maf der mechanijchen Avbeit audgedriict ift
1 PE = 1 em-Dyn = 9;1 cm g.

Da die beiden jo definierten elettrijchen Einbeiten, 1 LE und
1 PE, fich al8 nidht vecht geeignet ermwiejen (die Ladungseinbeit
ift fiiv den praftijhen Gebrauch viel ju flein, die Spannungdeinfeit
nod) 3u grog), jo hat man auf Grund derjelben {aut internationalem
Ueberetnfommen die folgenden fejtgefept:

Cinheit der Quantitdt: 1 Coulomb = 3000000000 LE.
Cinbheit ber Spannung: 1 Bolt = -350— PE
1
= 350 cm-Dyn (Erg.)
Cinheit der Stromitdrfe: 1 Ampere.
Diefe Starte befipt ein eleftrijcher Strom, wenn in jeder
Sefunde 1 Coulomb durc) die Leitung fliekt.
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IIL. 3 eTung und Beredpnung der Oberfladye
mnd des Rauminhaltes von Hdrpern,

Um den Rauminhalt oder dag Volumen eined Kivpers mefjen
- 3u fonnen miiffen wiv junddit Cinbeiten fiiv den Rauminhalt be-
jtimmen.  Wiv nehmen den Rauminbalt eines Wiirfel8 (cubus),
dejfen RKante emer Lingeneinbeit gleih) ift, al8 Volumen- oder
Kubifeinbeit und erhalten jo die verjchiedenen KQubiteinheiten, welche
den Langeueinbeiten unjeves metrijhen Makjyjtems entjprechen:
cbm, cdm, ccm, emm. Ferlegen wir einen jolchen Wiirfel durch
Pavalleljchnitte gu den dret in einem Eudpunfte jujammenitoBenden
Fldchen in die ndcdit fleineren Kubiteinfeiten, jo erhalten wir, wie
ein Bli auf Fig. 35 erfennen [dht, deven 1000 an Jahl.

1 ¢cbm = 1000 edm = 1000000 cem 1 000 000 000 emm

1l edm = 1000 ccm = 1000000 ¢mm
1 cem = 1000 cmm.
Jig. 35.

Der Vollftaudigteit wegen jeien aud) nod) die Volumeneinheiten
fite Fliffigfeiten, die jog. Flijjigleits- oder Hohlmake angefiihrt:

deshlE=— =1 00 M E==4100 *cim

15 == E ] v edm
13 == 10:dl = 1007l =1:000"m]
I edii=asl0tel i — 31 005nTl
lel= .10 ml
1 ml =1 cem,
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1. Der Redteder.
Der Rechtecer ift ein tijtenformiger, iiberall vechtwintliger Krper
(Quabder, Biegeljtein, Sigarrentijte). Seine Begrenzungsflachen find
6 Rechtecte, von Ddemen je wet gegeniiberliegende fongruent find.

Cr jeigt 8 redytwinflige tovperliche Ecfen und 12 Kanten, von denen
dreimal je vier gleicd) und pavallel find.

Fig. 36.
P
Vel 2

A

Sm.

&3 fei 3. B. die Linge eined Rechtecterd 8 m, jeine Breite
6 m und jeine Hobe 5 m. Diefen Kovper fonnen wiv duvcd) ebene
Pavalleljchnitte mit den Seitenfldchen tn chm teilen und jo er-
Dalten wir ald den Rauminhalt ded NRechtecters

¥V — 8.6 5 1 cbm = 240 -1 ¢bm = 240 cbur’

Wir erhalten aljo den Rauminbalt eined Rechtecers, defjen
Seiten durc) gange Sabhlen in ein und derjeben Langeneinheit aus-
gedritcft {ind, in Dden Ddiejer Ldngeneinbeit entjprechenden SKubit-
einfeitenr, wenn wir die MaBzabhlen von Ldinge, Breite
und Hohe miteinander multiplizieven.

Ded  fiivzeren AugdrucEd und der bequemeren Fejtjtellung der
Dimenfionen oder ded Graded eined zujammengejeteren algebratjchen
Augdructed wegen treffen wir aud) hier dad Uebereinfomumen, daf
mir den Rauminbhalt von 240 cbm auffafjen wollen ald das Produft
der drei Streden 8 m, 6 m und 5 m, obgleich diefe Auffafjung
avithmetijd) unzuldifig ift.
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Wir jcdyreiben aljo fortan
V=8m:-6m-5m = 240 cbm*) und jagen:

Der Rauminbhalt eined NRecdhtedersd ift gleich dem
Produft augd Linge, Breite und Hohe (oder Tiefe).

YV=a-.b-e¢

wenn a, b und ¢ die Lingen der in einer Ecfe jujammenitofenden
RKanten beeichnen.

Die Oberfldche des Rechtecterd ift:
0 = 2 (ab + ae + be).
Darftellung eined Rechtecters durch Novmal-Projeftion.

Sig. 37.
Qufriss. Sekemnss. FoXn .
ofee 3
a
¢
b
' MG B G c 3
i a e
3 a a
: :
C‘Y‘ wndes.
b b

Die eben angefiihrte Formel, V = abe, jept sunddit voraus,

dag a, b und ¢ gange Jahlen find und wav in ein und derjelben
Langeneinbeit ausgedriict.

Wir wollen auch hier mit einem Bahlenbeijpiel unsd flarlegen,
wie die Verechnung ded Rauminbalts fid) geftaltet, wenn a, b und ¢
gebrodhyene Bahlen find, und da wir praftijch dod) nur noch mit

* Aljo aud) 240 ¢chm : 5 m = 48 qm
240 cbm : 48 qm = 5 m.
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[
Dezimalbriichen zu vechnen pflegen, fo wollen wiv und auch hier au
Dezimialbriidhe bejchranfen. €8 fei a = 8,647 m; b = 6,34 m;
cEi=15 3 m’

Da die oben entwidelte Formel vorldufig nur Geltung hat,
wenn Linge, Breite und Hohe durd) ganze Jahlen in einer Lingen-
einfeit ausgedriict find, jo miifjen wiv um Ddieg bei Dem gewdhlten
Beifpiel zu erveichen 1 mm als Langeneinfeit wdahlen.

Dann ift: a = 8647 mm, b = 6340 mm, ¢ = 5300 mm
und V — 8647 mm - 6340 mm - 5300 mm
V — 8647 - 6340 - 5300 cmm
R i
25941
_ 34588
J 54821980
4 27410990
N 16446594
V = 290556494000 cmm.

Ober wenn wir diejes Rejultat in cbm umjchreiben twollen:
V = 290,556494000 cbm.

€8 ergibt fich augenjcheinlich genau dasfelbe Refultat, das
KRomma fommt nacd) dem Neultiplitationsdjap fiiv Dezimalbriiche an
diejelbe Stelle, wenn wir das Produft der urjpriinglich gegebenen
gebrodhenen Zaflen bilden:

V=28647m -634 m -53 m
V = 8,647 - 6,34 - 5,3 cbm
V = 290,556494 cbm.

Haben wir bei einem aunderen Veifpiel genaueve Angaben,
etwa auf 0,1 mm = 1 decimillimeter genaue, jo uehmen wir
eben 1 dmm al® Qdangeneinbeit, bevechuen den Rauminbalt in
cdmm und vermwandeln Ddiefe in cbm. Berechnen wir andever-
jeits das Produft der durch gebrodhene Jahlen in m audgedriicten
drei Kanten, jo fommt dag Komma genauw an Diefelbe Stelle,
Die eg bei dem vorbergehenden Produft nacd) der Unwandlung der
cdmm in cbm etnnimmt.

€8 erhellt hieraus, dafy die oben entwicelte Fovmel fiiv den
NRawminhalt ded Rechtecters

V:‘d-b'_c

auc) dann gilt, wenn a, b u. ¢ gebrodene Zablenw find. Wir
crhalten den Rauminbhalt um jo genauer, je genaucr rwir Léinge,
Breite und Hohe zu mejjen vermdgen. Dev genaue PRauminhalt
it der Grenywert ded ausd den gemefjenen Strecfen bevechueten.

Wad fun wir bei der vorhergehenden Aufgabe, wenn wiv die drei Bahlen
8,647; 6,34 und 5,3 miteinander multiplizieven?
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Wir adaylen:
1) Die Zahl ber gangen cbm, weldhe wir in den Rechtecter vor einer Cete
aud aneinanderjtoend hineinbringen fomnen,
Gs find 8- 6 - 5 cbhm = 240 cbm.
2) Die Bahl der gangen cdm, weldhe wir an diefe angeftoBen nod) unter-
bringen fonnen. €8 find
80-60-3-480- 3- 50+ 6. 60 50 cdm = 44400 cdm
+ 8383 -3+ 6-60-3 +6- 350 cdnm = 2700 cdm
+6-8:8 cdm = 54 cdm
im gangen 47 154 cdm
3) Die Zahl der ganzen cem, weldhe wir an ben nun gebilbeten Redht-
ecfer angeftoBen noch) unterbringen fonnen. €3 find

860 - 4 - 530 + 4 - 680 - 530 cem = 3158800 cem
+ 4-4- 530 com = 8480 ccm
8167280 cem
4) Die Jahl der emm, welde wir nun nod) hineinbringen. €3 jind
7. 6340 - 5300 emm = 235214000 ¢cmm

Die Summe bdiefer vier Pojten gibt aud) das BVolumen des Rechtecters.
Y. = 240 cbm

+ 47154

vk BABIEB0

+ 0235214

V = 290,556 494 cbm
[ Jit diefer Redhtecter ein gedachter Korper, jo ift died jein genauer Raums=
infalt.

Sind bie 3 AusmaBe aber von einem phyfijhen Kdrper abgenommen,
habenr wir bdabet mit vollfommen genauen MaBjtiben auf mm genau ge=
meffen, d. h. in Der eingangd erwdbhnten Art auf mm abgerundet, jo ift die
auperite Fehlergrenge (nicht der wirkliche Fehler!)

+ (8647 - 6340 - 8647 - 5300 + 6340 - 5300) - 0,6 cmm
= + 67126 540 cmm = 67,13 cdm,

Cin phyfijher Rechtecter von diefen Dimenfionen fonnte dev
Hohlraum eines Jimmerd oder eined Wafjerbehilters oder ein
Neauerforper jein.

Bei diefen Korpern bhat jedocd) eine Mefjung auf mm genau
feinen praftijhen Sinn mehr. Cine Genaunigfertt auf 1 cm ijt
hier mehr al8 geniigend.

Wiirjel.

Werden beim Nechtecter die 3 in einem Cckpuntt ujammien=
ftopenden Kanten einander gleid),

Ci—=shr=—a%

jo baben wir einen Wiivrfel vor und. Diefer ift pon 6 fon-
gruenten Quabdraten begrengt und Hat 12 gleid)lange Kanten.

n

Seine Oberfldache ift aljo 0,=16="a"
und jein Rawminhalt Vi==i a%
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2. Dag jenfredyte dreijeitige Prizma.

Drei Ebenen, deven Schnittlinien pavallel find, begrenzen einen
pridmatijchen RNaum. Bwei weitere pavallele Cbenen, die u diefen
Schnittlinien nicht pavallel find, begrengen von diejem pridmatijchen
Raum einen Kovper, ein dreijeitiged Prisma, und wenn fie jent-
vecht zu Den Seitenfanten des Pridmas jtehen, ein fenfredytesd
dDreijeitigesd Pridma.

Jig. 38.

Seine Grund- und Dectflache find fongruente Drveiecte, jeine
Seitenflachen Rechtece, jeine Seitentanten find gleichlang (= Hibe
pes Pridmasd). Begeihnet A den Juhalt der Grundfldche und h
die Dihe des Pridmas, jo ift jeine Dberfldche

0 =24 (a-Fbogih

Wir fdunen mun wie die vorjtehende Fig. 38 zeigt das fjent-
rechte Dreijeitige Pridma auf jehr einfache Art in emen volumen-
gleichen Nechtecter von gleicher Hihe verwandeln (auf 6 verjchiedene
Arten midglich). Wir verwandeln die Grundiladhe in ein Redytect,
welched die eine Seite a mit bem Dreiet gemeinjam Hat und defjen
andere Seite gleid) dev halben jugehirigen Hihe h* des Dreiects tjt.

4
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Berjchneiden wir dag Pridma duvch die Lotebenen duvd) MN
und AS in drei Pridnten, jo evhalten wir, wenn wir dad Prisma
iibec ANS um NN und dad iiber AMS wm MM’ umflappen, den
RechtecEer, welcher den gleichen Nauminbhalt Hat wie dad dreijeitige
Pridgma*) €38 ijt aljo dag LVolumen des fenfrechten Ddreijeitigen
Pridmas

l: a.—};l.h:A.h

3. Dag jenfredhte n-jeitige Pridma.

Legen tir immer durd) 3wei aufeinanderfolgende von n pa-
rallelen Geraden cine ebene Fldde, jo wird duvd) dieje n=gldadyen
ein pridmatijcher Raum begrengt. Jwei zu jeinen Kanten normale

Fig. 39.
/I
oY 0
e G 3
2. Riss Z N
/ L
'2’ 3 4 \5, Ve
a b < d e
2 7 ) o 7
\ /
N /
e
2\ \/ o
1

*) Ga empfiehlt fih ein Miodell Herzujtellen, wasd ja mit jehr einfadyen
Mitteln mdglid) ijt. Vian flebe auf die BVorderjeite MN bded Hechtecters ein
jehr ditnnes Iuch (Gaze); dann fann man die Umlappung bequem vornefmen.
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Gbenen {chueiden einen alljeitiq begremzten Kdrper aus, den iir
al8 ein n-feitige3 jenfrechtes Prigma bezeichnen. Cin joldjes
it in Fig. 39 durd) Grund- und Aufri davgeftellt.

Grund- und Dectflache ded Prismas find fongruente n-Cce,
jeine Seitenflachen find Rechtecte, jeine Seitenfanten find gleidlang
(Hihe des Pridmas). -

Die Mantelfldche des Prigmas befteht audn Rechtecten und ift jomit

M —i(a b e, ) h

Die gejamte Dberflache ift, wenn G den JInhalt der Grunbd-
flache bezeichnet,

0=26G+@+b+ec4+..... JEh

Wir fonnen ein jolches Prisma durd) Cbenen, die durd) je
jwei Seitenfanten gehen, in (n — 2) dreijeitige Pridmen zerlegen.

Sein Rauminhalt ift aljo nad) (2):

YA b A e Al SR G A O
o AT S AV Sf ISR ) ah
¥ =Gk
Rk Fig. 40

4. Dev fenfredite Kreidzylinder.

Der fenfrechte Kreidzplinder ent-
ftebt, wenn ein NRechtect wm eine
jeiner Seiten, die feftliegende Adhie \ z

ift, votiert. Dabei bejchreidt die 3u :
diefer parallele Seite die NMiantel= i
flache dez Bylinders, wdbhrend Ddie
beiden anderen Seitenr Grund- und |
Dectfliche, welde zur Achje normal |
geitellte, fongruente Kreigfldchen {ind, |
bejchreiben.  Die Rechtectsfliche be- |
jcbreibt den Zylinder=-Kbrper. |
Wir fdunen den fjenfredhten Zy-
{inder alg ein Prisma mit jehr vielen
(unendlich bielen), febhr jchmalen
(unendlich fchymalen) Eeitenflachen
anjehen. Sdyneiden wir die Jylinder=
fladhe Lingd einer Meantellinie (Cr-
seugenden) auf, fo fdnnen wir fie | -
i die Cbene ausbreiten oder ab- ¥ ¥ 3 g
wideln und erhalten jo ein Rechtect I3
(Fig. 41), defjen eine Seite gleich dem
Umfjang ded Grundfveifed 2z r*) und

g ! %
*) Gitv bie Beichnung geniigt e3 dieje Rechtectsjeite 3 T (2r) 3u machen. <

4*
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=
deffen anbere Seite gleich Der Jylinderbdhe h ift. Alfo ift die
NMantelflacde des jenfrechten Kreis-Zylinders

M = 2arh

und feine gange Oberfldce
0 = 2ar®4- 2arh = 2ar (r | h)

Sein Rauminbalt ijt wie der ded n-jeitigen Pridmag gleich dem
Produtt aus Grundflacdhe und Hohe, aljo
N—=wai'h
Jit die Grundfldche eines fenfrechten Bylinderd eine Cllipfe, jou ift
V = #zabh, wenn a und b die Halbadhjen diejer Ellipfe find.

Legen wiv an 3wei diametral gegeniiberliegenden Puuften ded
Grund- und Decfreijes awei Tangenten, jo find diefe parallel und
die durc) fie beftimmte Cbene jchneidet den Jylinder augenjdyeinlich
in jwei fongruente Teile, Jylinderhuje (Siehe Figur 41). Die
jdhrage Dectflache eined Jylinderbhufes 1ft die Flache einer Ellipfe,
deren Halbachien r und 4 find. (d = Abfjtand jener Punfte).

Bei der Abwid(ung der IJylinderfliche geht Ddiefe Schnitt-
Cllipje in eine wellenformige Qinie iiber, eine Linie, auf die wiv
bet mandyerlet Studien ftogen: Sie erjcheint nocdh, wenn wir eine
Sdyraubenlinie in eine jur Schraubenjpindelachie parvallefe Ebene
jenfrecht projizieven und fie begegnet und wieder alg Wellenlinie
i der Atujtif.

Die Mantelflacdhe des Bylinderhujed M' = narh.
Die Oberflache desd Jylinderfhufes

0f = nr‘"—f—nr—g + nrh = zr (r + g —1—h), worin

g L ‘/l‘é_{_(h 2h')*.

und der Rauminhalt des Zylinderhufes

V'zé arh

Bei allen Kdovpern mitjentfredyten Wanden it bei

pavallelen Grund- und Decdflddhen der Rauminhalt

gleich Dem Produtt ausg Grundflade und Hohe (gleid-
giiltig, welche Fovm die Grundiliche Hat).

Y =6-h
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Die Mantelflache eines Kreidzylinders,
defen Dectfldche |chrdg abgejchuitten ijt, (Fi-
gur 42), ift, wenn h und h' die (dngjte und
fiivzejte Meantellinie begetchnen,

M“ = ar (h-+h)

und fein Rauminbhal

Vi =="nire li_zhf'
5. Dag jdhiefe Pridma.
Tig. 43.

Diefed wird ausd einem prid=
matijhen Raum durch Fiwei
pavallele Cbenen, die jchief
ju jetnen Kanten fteben,

audgejchnitten.  Grund- ®rund=

und Dectflache find fon- und Dect-
~gruente n-Ece, Ddie fldche.

Seitenflachen  Ra- Unter Ddem
vallelogramute. Alle JNormaljchnitt

Seitenfanten find
gletchlang. Unter
der Hihe h des
jhiefen Prig-
mag verjte=
hentiv den
fenfrechten
Abjtand

von

etned  jchiefen
Prigmad  ver-
jtehen wir Dden
Sdnitt mit  etner
su  feinen  Seiten=
fanten jenfrechten Cbe-
ne. Wollen wir Ddie
Abwicelung oder Ddad
Neg  der  Nantelflache
eined jchiefen Prismas fer-
jtellen, jo mitjjen wir jundchit
einen Yormaljchnitt fonjtru-
teren und defjen wahre Gejtalt
beftimmen, fo, wie e3 in Fig. 44
gejchehen. Das Prisma ift o
geftellt, daf fjeine Grundfldche in

die Ty fallt und fetne Seitenfanten
paraflel ur Ty verlaufen. €. (S, &)
fteht fenfrecht zu Ddiefen SKauten und
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Damit fenfrecdht jur T,. Beim Ausbreiten der Mantelfldche in eine
Gbene jtveden fid) die Kanten des Novmaljdhnittd in eine Gerade
aug, ju der die Seitenfanten ded Pridmas jentved)t tehen.

Fig. 44.

Watyre &

QlLbroask o(uxm,cy et NGk e«(,S'(& cr‘:) e.

r a ! P r £ JL(/Y'_C 5

//\" e
Ty
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Da wir hier dad Pridma jo geftellt Haben, daf jeine Seiten-
fanten parallel zur T, find, jo ftellen fich in der T, dieje Kanten
und ihre Teile vom Norvmaljchnitt ausd in der wahren Groge dar,
fonnen aljo dem jweiten N unmittelbar entnonumen werden.

Bezeichnen G den Jnhalt der Grundfldche, a, b, ¢ . . . die
Kanten de3d MNormaljchnitts, 1 die Linge der Seitenfanten, fo ijt
die Oberflache ded jchiefen Pridmas:

=2G+@+b+ef+...)-1

Um den Rauminhalt eined jchiefen Pridmas fejtzujtellen, tonnen
wir gunddit in empirijcher Weife vorgebhen :

Wir ftellen eine Reihe von pridmatijchen, verjchieden fjchiefen
Blechgefdpen her, welde alle fongruente (oder nur gleiche) Grund-
flachen und gleiche Hohen bHaben, darunter aud) ein fenfrechted
Prisma.  Fiillen wiv eines diefer Hohl-Pridmen mit Waffer und
giegen Ddie Wafjermaije nacheinander in die andere um, jo finden
wir, dafy alle den gleichen Rauminhalt Haben.

Obder: Wir (affen und aud mdglichit Homogenem IMaterial
(Metallgup, Glas) veridhiedene jchiefe Pridmen von gleichen Grund-
fldchen und gleichen Hoben Herftellen, davunter aud) ein jenfrechtes
Pridgma. Wir finden, daf diefe Pridmen alle gleidhes Ge-
wicht haben.  Folglich miifjen fie auch gleiched Volumen
haben, gleich dem de3 jenfrechten Pridmas. Aus diefen Verjuchen
ergibt fich: Der Rauminhalt eined jchiefen Prismas iit
gletd) dem Rauminbhalt eined jentredhten Prigmas,
weldes diejelbe Grundfldde und diefelbe Hhe Hat.

V. —iG - h

Um den Rauminbhalt ded jchiefen Pridmas duvcdh vein mathe-
matijche Behandlung zu finden ftellen wiv folgende JInfinitefimal-
betvachtung an:

Wir gerjdneiden dag Prisma durd) zur Grund- und Dect-
flache pavallele Cbenen in n gleidhydicde Lamellen von der Dice
oh, daun it n eine fehr grope Zahl, oh eine fehr fleine Strecte
und n - dh = h (Siehe Fig. 45).

Diefe Lamellen fonnen wir augenjcheinlich jo iibereinander-
jchieben, dafy thre entjprechenden Cctpunfte in jenfrechte Gevade 3u
(iegen fommen. Diefer Lamellenftoh gleicht einem jenfrechten Pris-
ma, dad nun die gleiche Grundflache und die gleiche Hihe und
den gleichen Nauminhalt wie dag fchiefe Pridma hat. Aber jeine
Seitenfladhen find Feilenflacden.

Der Feilenjd) lag wirdh umjo feiner, je tleiner oh wird.

Fitr oh = 0,1 mm ift ex {dhon jehr fein, fiiv dh = 0,01 mm
co lpo oL cift er mit Tajt: und Gefith(S{inn gar nidht mehr
wabhrnehmbar und fitr . . . . 1w und davunter aucd) nidht mebhr
mit unjeven feinjten Mifrojfopen.
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Je fletner aljo dh wird, defto mehr ndabern ficd) die jeitlichen
Feilenfldachen ebenen Fldade n.

Bei diejem Proze bleibt aber die Summe ded Rauminbhalts
affer Qamellen fonjtant.

Folglich 1it Der Rauminhalt eined jchiefen Prig-
masd gletd) dem eined jenfredyten von gleidher Grund-
fladye und gleicher Hohe.

Y =G"-h

Nach Ddiefer Vetvachtung wird fortan die Verjdjiebung Dder
Qamellen um davaud einen jchon befannten Kodrper zu bilden gar
nicht mebhr ndtig jein. €3 ift nicht von Belang, wie diefe unend=
lich ditnnen Lamellen am Rande begrenzt find, ob duvch zu den
parallelen Grundfldchen jenfrechte oder jchiefe Fldachen. Wir nebhmen
Dasd erfteve an und betrachten nun den gegebenen glatten Kdrper
ald die Grenze des Staffelfdrperd. Der Nauminbalt einer joldyen
Lamelle ijt oV = f - oh und der ded gangen Kdrpers

b h

V=2 4V = D) f-db
I unjevem Falle ifto :
¥ =23 6-h = 6% dh=G.h

(da G gemdinjamer Fafltor)
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Cs ift auch gar nicht mehr notwendig, daf die dh alle gleich
jind, fie follen nuv fefhr tlein jein, unendlich flein.

Bet diefer Tetlung in Lamellen und bei Summierung ded
Rauminhaltd derjelben begehen wir an jeder Lamelle jcheinbar einen
tleinen Fehler, indem wiv fie bei der Volumenberechmung ald fent-
rechted Wrisma (oder al8 jenfrechten Fylinder) betvachten, wahrend
fie doch am Nande abgejchragt ift. Um und nun iiber den
Nang diefer fehr fleinen beyw. unendlich fleinen Raumqrdfen
Slarbeit 3u verjchaffen wollen wir folgendes BVeijpiel in Rechnung
gteben.  Wir betvachten eine Lamelle, deren Grundildche nad) Form
und Jubalt 1 gm jei.

1) Nehmen wir an, diefe Lamelle jei 1 mm dicf, dann ift
ihr Nawminbalt bei fenfrechter Randbegrengung :
0V = 1000000 qmm 1 mm = 1000000 cnm — 1 edm.

Jehmen twiv ferner an, diefe quadratijche Lamelle werde ringd-
um unter 45° abgejchragt, Ddann it dag Wolumen Dded an den
vier Seiten angefilgten oder weggenommenen Prismasd von gleidy=
jhentlig-vechtwintligem Querjdnitt
W =14- ; - 1-1-1000 cmm = + 2000 cmm =0,002 ¢dm.

Wir twollen Ddiefen Nauminhalt der Abjdhragung ald den
JSMandfehler” der abgefhrdgten Lamelle im BVerglewh mit der
fenfredit zugejchnittenen bezeichnen.

2) Machen wir nun oh = 1u, jo ijt der Rauminbalt diefer
Lamelle bei fenfrechter Abgrenzung:

dV = 1000 000 - 1 000 000 - 1cu = 1000 000 000 000 cpe =1 cem

und der Randfehler der unter 45° abgejchragten Lamelle:
0%V = 4 4.1 .1-1-1000000 ca = 2000000 cu
= 0,002 emm = 0,000 002 ¢em.

3) Nehmen wiv noch die Dide der Lamelle oh = Tum, jo ift
ibr Volumen bei jenfrechter Abgrengung:

oV = 1000000 000 - 1000 000000 - 1 crpe

= 10060 000 000 000 000 000 cux = 1 emm
und der Randfebler bei 45° Abjdhrdgung:
0V = + 4. 110 1. 1000000000 cun = 2000000000 ¢
= 2 cu = 0,000000002 cmm.

Aus diejem einfachen Sahlenbeijpiel erhellt, daf der NRaud-

febler im LBerhaltnis zum Rauminbhalt dev zugehirigen Lamelle um
fo fleiner ausfdllt, je fleiner deven Dicte wird.

djvv = 0,002 begw. = 0,000002 bezw. = 0,000 000 002 u. §. w.
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Wenn aljo oh und damit oV fehr flein (unendlich flein) wer-
den, o wird der Randfehler eine fehr fleine (unendlich fleine)
Grofe zweiter Ovdnung, die ald Summand und als Subtra-
fend gegenitber dev erjteren Grige gar nicht mehr tn Betvacht fommt.

Um bhier nur einige Veijpiele angufithren, die jpdater immer wieder vor=
fommen, jo werden wir alfo fernerhin jehen:

1
y - dx+§ dx - dy =y - dx (Fladye einer ebenen Lamelle, jiehe Seite 32),
71 (2x 4+ dx) - ds = 22x - ds (Flade einer Lamelle auf einer Wmbdvrehungsfldde),
3
f.dx+ 5 dx - dy - u = - dx (Rauminbalt einev Kdrperlamelle) ujw.

aber nur unter der BVorvausjeBung, dap dx, dy, ds, ,unendlich fleine
Gropen’ (1. Ordnung) jind, ijt das uldjjig.

In den in der Jntegralvechnung iiblichen Beichen gejchrieben
* {autet nun die UD].‘f)ﬂqt’[)(lIDt ()[t‘ld ung (@elte 57}

:fG-dh:(;th:G-h

Slleés Integral von G mal dh, genommen (jummiert) von o bis h.”

6. Sdicjer Jylinder.
Diefer fteht zum jenfrechten Zylinder iiber derjelben Grund-

. flache und von der gleichen Hihe h in dem gleichen Verhdltnis
“ ipie dag fchiefe Prigma zum ienfred)ten PBrisma.

oo
&
>

>

Sein Jnhalt ijt aljo V = #r’h, wenn Grund- und De-
flache fongruente Kreife mit dem Radiug eV i— nabH, sivenn
dieje Flacdhen fongruente Clipjen mit den aga[bad)ien a und b find.

7. Die Pyramide,
Denfen wir ung von einem Punft S aus n Strahlen gezogen,
diejelben in irgend eimer Reihenfolge
mmmeriert und durc) je 2 aufeinander- Jig. 16.
folgende eine ebene fFldche gelegt, fo
begrengen Ddieje "Fldchen einen jogen.
pyramidalen Raum. Schneiden wiv
diefen mit einer Gbene, fo wird da-
durd) ein Kdrper begreuzt, dem wir
ald Pyrvamide begeichnen. Jhre
Grundflddhe ift ein n-Cd, ihre Seiten-
flachen find Dveiecte, welche in der
Spite S der Pyramide eine gemeinjame
Ccte DHaben. lUnter bder Hobe einer
Pyramide verjtehen wiv die Senfrechte h
aus Dder Spige ur Grundflade G
Die Oberflache der Pyvamide ift
= G+ Z A, , wenn bdie Seitenfliden Ay A2 Az. .. A,

ia1
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Darftelung ciner Vyramide mif Wesh.

Tig. 47.

? - .
aw)x Vb Linen
vim:«i\io‘sew
2 «\b’..o.zw\,u .

Wihrend 3, wie wir auf Seite 25 gegeigt Haben, leicht mig-
lich ift ein Dreiect durch Jerjdhneidung in 3 Teile in etn Rechtect
3 vermwandeln wund, wie wir auf Seite 49 dargelegt Haben, ein
jenfrechtes SPrigma in einen Rechtecter, jo miflingt jeder Verjuch
ein jchiefed Prisma (jpez. Fdlle audgenommen) oder eine Pyramide
durd) eine endliche Teilung in ein jenfrechtes Pridma bezw. in einen
Rechtecter umzuformen. Dies ift nur durd) eine unendliche Klein-
teilung mbglich.

3 ift wohl zu evwarten, daf der Rauminbalt der Pyramide
ein Bruchteil ded Produfted G - h fein wird.

Vo=l Gech,
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Um nun den Jablenfattor £ (f < 1) zundchit blof auf dem
Wege der Crfabhrung fennen u lernen fajjen wir unsd folgende
Niovelle Herjtellen:

a) Hohle Ddreifeitige Pyramiden voun fongruenten (oder nuv
gleichen) Grundfldchen und gleichen Hohen. Jm iibrigen jollen die
Formen verjchieden fjein. Dazu noch ein Ddreijeitiges, fenfrechtes
Hoblprisma von der gleihen Grundfldche und der gleichen Hifhe,
wie fie diefe dreifeitigen Pyramiden fHaben.

Gitllen wir nun eine diefer Hohlpyramiden mit Wafjer und
gieBen diefe Wafjermajje racheinander in die andern um, jo finden
wir, dafy alle dieje dretfeitigen Pyramiden gletchen
Rauminhalt haben, und giefen wiv die Fiillung einer Pyramide
in das jugehirige fenfrechte Prisma, jo finden wir, daf gerade
dret jolche Fiillungen den Nauminbhalt des Prismasd ausmachen.
Damit it nun der Faftor f gefunden. Dad Volumen einer drei-

feitigen SPyramide I % G

#) Aus homogenem NMatervial (etwa aud Deffing oder
®las) einige dreijeitige Pyvamiden (Tetraeder) mit fongruenten
(oder nur gleichen) Grundildchen und gleichen Hohen, im iibrigen von
perjdjiedener Form. Wiv wdgen Ddieje Korper und finden, vaf fie
alle gleichesd Gewidht haben.

Begeichen Vy, Vo, Vg . . . . thre Rauminhalte und bezetchuet
s dag fpezifijche Gewicht des Materials, jo ift alfo

R T RO L AT VS o T
%Olg[ld) V1:V2:V3:V4:.,..
Jig. 48.

Wir gewinnen jo den Sab:
DretfeitigePyramiden mit
gleidhen Srundjlddhen und
gleftdpen= S hien Bigbemn

gleidhen Rauminhalt.

Yun founen wir jeded drei-
feitige Prisma in D vei dreijeitige
Pyramiden, weldye zu je zweien
fongruente  Grundfldchen  und
gleiche Hihen haben, zerlegeu.

A

v
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B,DEF — F,ABC; benn A DEF 2 A ABC
und die Hihen find gleid)
dem Abjtand Dder Dbeiden
parvallelen Ebenen DEF
u. ABC

B,ACF — B,ADF; dent A ACF 2 A FDA
und die Hohen fiud Hier
identijd) = Abjtaud Ddes
Punttes B von der Ebene
ACFD.

Folgli) B,DEF = F,ABC = B,ADF =  $risma (ABC,DEF)

11
Aljo FABC = 5 A-h.

Da die n-jeitige Pyramide in (n - 2) dreijeitige Pyramiden,
weldye diejelbe Hihe h haben, zerlegt werden fann, jo ift ihr Raum-
inbalt

V=g A -hd+3As-h4 2 A -hd....+3A,,-h
1

=l PaEe ol B A L IO
=Gt h:

- QO

™

Beredmung des Rauminhalts ciner Pyvamide.

Wir jchueiden die ebenflachige Pyramide P durd) jur Grund-
flache parallele Cbenen in n gleidydicke Lamellen von der Dice Jh,
dann it ns- ght=th = u(h¥="90he der Blhraniine) s
1) Die Scnittflachen fy £, £ . .. .. j (o ="G)

diejer Gbenen mit der Byramide find nad) einem befannten Sap

dbhnliche Bielecte, deven Fldchen fich wie die Quadrate homologer

Seiten oder tvie die Quabdrate ifrer Entfernungen von der Spige

verhalten.

o el v e e | LN LG R R VL R 1
e R —i(D gy ah—_(Bdh ). gh) S8 =292 tsom @

fotnaiGr (8ln)e he == (3dhye = (mi-oh)e=—ig= -tnd
PR 32
d) ?I[,U f| —_ 2 G’ f2 e nT G f3 — ;12 G
tn LSNP (n —-.- 1) G f,, = n: G
n n
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ig. 49 a.

Fig. 49b.
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Iber diefen Schnittfldchen evvichten wir nun jenfrechre Pris-
nienr, a) nach oben, b) nad) unten, wnd erbhalten jo zwei Staffel-
pyramiden : eine duBere P und eine inneve P, Die dufere Staffel-
pyramide ift erfichtlich mit Augjdhluf thver unterjten Stufe bver
tuneven fongruent.

&3 ijt nun dem Rauminhalt nad) augenjcheinlich
4) et b >k

Dieje Ungleichung behdlt aud) dann ihre Richtigkeit, wenn die
Pyramide P uicht blof anjteigende, jondern aud einige iiberhin-
gende Seitenfldchen hat; denn die durch die Staffeln an bden iiber-
hangenden Seitenfldchen entjtehenden Einjchnitte find rdumlich
immer fleiner, ald die Aufjie auf den anjteigenden Seitenfldchen.
Der Rauminhalt der duBeren Staffelpyramide ift:

P: fi«éh--f-0h}fH-dh.. v 41 - 9h

=(f1+f2+f3+-... —}—f")-dh
Sepen wir hiev die Werte aus (3) ein, fo erhalten wic
1° A 3¢ ; 2
P=(5 G+ G 5G40, + % G)- oh
: 2 2 P) b G . dhit)
= (1242243242 4+ ....... i B

n mn41) 2n+1) G- dh = (nED)SEos= 1) G- (n- dh)
6 n’ 6n®
1 1
14-3) (2

5) o (,,j;“),(j, +J‘) . Gh

Der  Rauminbalt der inneven - Staffelpyramide ift dem bder
dufeven gleich mit Ausjch(u von deven unteritei: Stufe. Wir er-
balten aljo analog

P (10130l 8r e 0 ok ey 2B

n?

D

L (=D (2ol e G Rdh T () i(@n =) ;
e 6 giF 6o~ G (ndh)
1 1
6 (1 o ) (2—" n )
) P ,7!‘7 Dt e R

Der Nauminhalt P der ebenflichigen Pyramide liegt alfo immer
sivijchen den Werten (5) und (6). Damit Haben wiv ihren Wert
awijchen gwei Grengen eingejchlojjen, die wir enger und enger ziehen
fonnen.  Wiv brauchen blof die Staffelhohe oh immer fleiner und
fleiner werden 3u lafjen, wahrend jtets die Gleichungn - oh =h bejteht.

*) Entwidelung ter Summenjormel fitr die Reibhe

P48 LS A ... ) gt = 2RI CRT

fiehe Seite 34 u. 35, Fupnote!
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Bei diejem Prozep mup aljo die gange JFahl n  immer
grdfer und groger werden. Dabet ndhern fid) die Staffel- oder
Geilenflachen mehr und mehr den ebenen Fladen der Pyramide P
und damit ndhert fich audh der Rauminbalt von P, und P, mehr und

mebr dem bder Pyvamide P. Fiit dh — 1 mm Dhaben wir die
Fldche einer groben Feile, fiir dh = 0,1 mm wird der Feilenjchlag
{chon fehrifeum s fiieidhi— 001 mine Sea 01000 mmy 7 ¢ v

unjern Tajt- und Gefichtsfinn nicht mehr wahrnehmbar, die Fldcden
erjcdheinenn ung afg ebene Fladen, nur etwas matt, fir dh =
0,001 mm . ... 00001 mm fdunten wir die Stufen nur nod) mit
den beften Mifrojtopen wabhrnehmen*) und unter diefen Griofen
auch damit nicht mebr.

Je mebr fich mun oh der Null ndbert (ohne fie zu erveichen!),
defto mefhr ndhern fidh) die Feilenflachen den ebenen Flachen der
Pyramide P, defto mehr ndbert ji) n einer unendlich gropen Jahl,
Defto mebr Der Wert = der Null. + fann alfo jo Elein gemacht
werden, daf e3 gegen 1 und 2 gar nicht mehr in Betvad)t fommt.

Bei unendlich flein werdendem dh und damit unendlich grof

werdendem n ndhern fich nun die Rauminhalte der beiden Staffel-
pyramiden inumer mehr demjelben Wert (Grenzivert) :

lim ¢ (1 + ) (2 + ) Gh = 5 Gh.

fiitn = oo
D lim | (1 — 11]) (2 — %) Gh = 3 Gh.
fiit n = oo

Da bei dem ermwdbhnten Prozep der Rauminhalt P der eben-
flachigen Pyramide jtetd zwijchen den Rauminhalten der Staffel-
pyramiden (iegt, bi3 an die duBerite Grenge hin (fitv oh unendlich
fletn), jo ift Der Mauminbhalt der ebenflachigen Pyramide:

1
8) P=3 G-h =)

*) Betvadte ein feines Nobertjhes Gitter auf Glas mit Linienabitinden
boit e 0,282 u mit blofgem Auge und unter dem Ntifrojtop!

**) MBiv fonnen bet der Vervechnung bded Jnbhaltd der Pyramide aud) in
der Weife vorgehen, daB wir uerft den Rauminhalt einer dreifeitigen
Pyramide mit gwei gur Grundilade fenfredten Seitenfladen
auf bie gleiche Art berechnen wie e3 oben gejdhehen. Wir haben bdabet nur
eine Otaffelflicdhe, was 3war nidht iweiter von Belang ift, und finden
P; = 1 A\ - h (/\ = Guunbdfladie diefes Tetvaeders). 1nd nun fonnen wir
jede Pyvamibde, ohne ober mit teilweije itberhingenden Seitenfldchen, als eine
algebraijhe Summe devartiger Tetraeder aufjajjen.

L DY A-h:(z A)-h=G-h
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&3 Tfeuchtet ein, Daf e fiiv die Gewinnung diejer Forvmel
ndtig und bHinveichend ift nur eine Dder beiden Staffelpyramiden
in Recdhynung zu ziehen.

Wir faffen jept den JInhalt dev ebenflachigen Pyramide als
die Grenge ded Jnhaltd der Staffelpyramide P, oder P, auf.

9) Bi= limiPeooer —lim P
fiir ein unendlid) Hein wervendes dh

Wie wiv in der ebenen Geometrie im Recdhted (ab) und im
Dreied (gah) bie Grundformen fiiv alle weiteren Fildchen-
berechnungen BHaben, jo Haben wir in der vaumlichen Geometrie
im Rechtecter (abc) und in der Pyramide (5 G - h) die Grund-
formen fiiv alle weiteven Jnhaltsberechnungen von Kdrpern.

Wir fonnen dort alle Fldachen entweder in endliche oder in
unendlich fleine Rechtecte und Dreiecte zerlegen und fonnen hier

alle Kovper in endliche ober in unendlich fleine Rechtecter und
Pyramiden (Nadelpyramiden) zerflegen.

8. Die abgejtumpite Pyvamide (Pyvamidenjtnmypf)

erhalten i, wenn wir von einer vollen Pyramide durcd) eine
jur Grundfldche pavallele Ebene ein Stitd abjchueiden.

: Jhre Seitenflachen find Trapeze,
EE S e Grund- und Dectfliche einander
dbnliche n-Cde (G u. g).

Die Oberfladhe ergibt fich als
Summe diejer Fldchen
1) 0=6G+g+>,S.

Jhr Rauminhalt ergibt fic) ald
die Differeny zweier Pyramiden.

a1
% V.=36G h—+ghe

Jach einem im vorhergehenden
Abjchnitt bereits angefiihrten Sap
verhdlt fic

(583 g = h12 . h22’ oder
3) ]/G:I/E:-}u:hg.

Gubitituieren wir den Wert
fite hy aud diefer Gleichung in (2),
jo erbalten wir

12 GV o—gd/s
4H V= - o b
) . 3 VG 1

RN S i i e e g

'r——-——;-,,-—-———!lt»———-———p
|

P SLAT IR S REA A S e
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Wm nod) hy durd) h Fu erfepen bilden wir nach (3)
VG:(VG— Vg)=hy:(hy —hg) = hy : h
: h Va
bieraug: I = ——
delo —Ve—Vz
Died in Gleidnmg (4) eingefept gibt:

o v,= 3 VX =y = L@tvaete

Regelmaiige Pyramiden.

Bei praftijhen Aujgaben Haben wir es in den meiften Fillen mit requ-
[dren ober vegelmdBigen Pyvamiden zu tun. Wir begeidhnen eine Pyramide
ald regelmaBig, wenn ihre Grundfldche ein regelmdBiged n-Cef ijt und
wenn ihre @pltse fenfrecht iiber dem Mittelpuntt diefer Grundflache liegt. Die
Seitenfladhen einer jolden Pyramide find fongruente, gleichichentlige Dreiecte
oder, wenn bdie Pyramide abgeftumpit ift, fongruente, gleichichentlige Trapeze.
Wir wollen hier die Veredynung einer vegelmipigen 8-jeitigen Pyramide (fiehe
Fig. 51) ausfithren.

Fig. 51,

"ﬂaqdmc{?\c\o ag h\

‘\( \.5 W\/\AA e,
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Bon einter joldhen fann gegeben jein die Grunbfante a und die Hoke h,
ober irgend zwei anbere Veftimmungsitiicte (Seitenfante, Winfel der Seiten-
fante ober Seitenflache mit der Grundfldde wu.q. w.).

Jit bie Pyramide abgeftumpft, o fonnen von dem Pyramidenftumpi ge-
geben fein: Die Kante a der Grundfldde, die Kante b der Dectfliche und bie
Hohe  ober irgend drei anbdere Beftimmungsitiice.

Der Jnbalt der Grundfldde unfever regelmiBigen 8-feitigen Pyramibe
ift exfichtlich

G= (a4 aV2) —a = 2 (V2 4 1,
ihre Mantelflache M = 4a Ve F b? worin r = % (V2 4 1) und iphr
Rauminhalt V = % al(V2i- 15 ¢ hy,
Bet dem unten abgejdnittenen Pyvamidenjtumpf ift :
bie Grundflae G =2a° (V2 41,
bie Dedflae g=2b* (V2 4 1),

b 2 CaRCR B N K
bie Mantelfidhe M =8 - —— - b', worin b’ = V (r — ¢)® F B,

P VE4+n,e=13 VT4

r —
und bder Rauminhalt
V = 3 (Gh — ghy).
NAus dhnlichen Dreiecen folgt
h; : h, = a: b u hievaus (hy — hy) : hy = (a — b) : a,

woraus hou=— }i::b hy— a“_hb

aup V=3(6—eg)h=75(c—¢3) %
= § (@ — gh) 505
= 5@ V41 — 2 (V2 + 1)) 2
= 3-Y =1 -r ity
=2 (sz—*— . (a®> 4 ab 4 b?) - h.

Diefe Formel exgibt fidh auch aus Gleichung (5) des Abjdhnittes (8), wenn
wir dort die Werte fitr G und g fubitituieren:

v =,;7 (2a’ Ve+ 1)+‘/2a’ (Ve+1)- 2b=(l/é+1)+2b=(v§+1)) - h

Aufgabe 1 Bevedne in gleicher Weife Oberfliche und Rawminfhalt einer regel=
mipigen 3=, 4=, 5-, 6=, 10-feitigen Pyramide!

i 2. Dedgleichen eined vequldven Tetvaeders und Oftaeberd; bei diefen
aud) ben Radiug bder um- und eingejdhriebenen Kugel jowie den
Radiug bder Kugel, welde die Kanten in ihren Mittelpuntten be-
rithrt.
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~ Naditrag 3 5 und 6. Die Formel fitr den Rawminhalt ded fdiefen
Pridmas unbd Jylinders fonnen wir aud) durd) folgende Vorjtellung getinnen :

~ Wir denfen uns bas Pridma in unendlid) viele Nadelprismen von un
endlid) fleinem Querjdhnitt dq (biejed dq ift eine unendlich fleine GrdBe 2 Ord-
nung) gerlegt. Dann ift der Rauminbhalt einer joldhen prismatijhen JNabdel
dV = dq - 1, wenn 1 die Qinge der Seitenfante bezeichnet, und dad Volumen
bes gangen Prismas ift

N rdvz‘jdq»l=1qu:1.ql

wenn q ben Fladeninhalt des Norvmaljdnitts des Prismas bezeidhnet. Nun
fonnen wir den Normaljdhnitt als fentrechte Projeftion der Grundfladhe G be=
tradyten und es ift nad) dbem auf Seite 39 (Mitte) angefithrten Sap
q = G.'cosa,
wenn e den Neigungswinfel ber Ebene bdes Normaljdhnittd gegen die Ebene
der Grundflddye des Prizmas bezeichnet
Aljo Y — L+ Gricose — G (IPcosa)i—"Gis'h

Aus Fig. 44, €, 55 leudhtet fofort ein, daf 1- cose = h.

Wir fonnen bdiefen Vorgang leiht dabdurd) verfinnlichen, dafy wir ein
pridmatijdhes Futteval mit feinen, gleichlangen Stridnadeln ausfiillen, Fuerit
ein jdiefes Pridma bilden und dann bdiefes in fenfrechter Ridhtung gegen eine
ebene Flade ftauchen, wodurd) fofort das jenfredhte Pridma gleidhen Jnhalts
mit dem Querjdnitt q und der Hohe 1 entjteht.

9. Der Kegel.
Tig. H2.
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Wir betrachten zundchjt den fenfredhten (gevaden, normalen’
Sreistegel.

Gy entfteht, wenn ein vedhtwintliges Dretect um eine Kathete
rotiert.  Dabei befchreibt die andere Kathete eine Kreisfliche, die
Grundfldche; die Hypotenuje bejchreibt die Mantelfldche des Kegels
und die Dretectsfldche den Kegeltdvper. Alle Mantellinien (Crzeu-
genden) ded Kegels {ind aljo gleichlang und wenn wir die Mantel-
flache (angs eimer Mantellinie aufjchneiden und danu in die Ebhene
ausbreiten oder abmwiceln, fo erhalten wiv einen Kreisjeftor, defjen
Radius gleich der Mantellinie und defjen Bogen gleich vem Umfang
ped Grundfreijes ijt.

Der Achienjchnitt diejed Kegel3 it ein gleichjchentliged Dreiec,
mit der Grundlinie 2r und den Schenfeln 1.

Die Mantelflade des jenfrechten Kreisfegels ift deshalb

1) e |
Seine gange Vberflache
2) O =arl 4 ar®* = ar @ 4+ 1)

und fjein ?Raumix;balt ergi'bt fid) ohue meitgreé_, weni wir den Kegel
alg Pyramide mit unendlich vielen unendlich jchmalen Seitenflichen
anjeben, ald

3) vzgmm

~ Wir founen den Rauminbalt des Kegeld aber aud) in der
Weife Dberechnen, bdap iir eine analoge Vetvachtung anjtellen
wie bei Vevechuung des Rauminhalts der Pyvamide. Wiv jdhnei-
den den Kegel (fiehe Fig. 53) durc) ur Grundfldche pavallele
Gbenen in n gleich dicke Lamellen von der Dice dh, dann ijt

: n- oh = h (Hohe de3 Kegels).

Crricdhten wiv nun iiber diefen Schuittfldchen jenfrechte Kreid-
aylinder a) nach) oben, b) nach) unten, jo exhalten wir zwei Staffel-
fegel, deren Stufen aud diejen Jylinderlamellen beftehen: einen
duperen K_und einen inneven K, Beide jind erfichtlich fengruent
bi3 auf die unterfte Stufe des duferen Staffelfegels.

Der Rauminbhalt ded dueren Staffelfegeld ijt mun

K.=7 (r®Fr?Frg24 ... .. —~+r %) dh
und der ded inneren Staffelfegel?
K= w4t 4-ef ... +r, 2)- ¢h
Aus den dhnlichen Dreiecten im Achjenjchnitt folgt:
1 2 3 n
= _T = _ T Iy=_—T .... T T
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Aljo ?
K,= 7 (1°42° 48+ . ... +n%oh
K, = 2o (10420484 ...+ @—1)) - ¢h
Und nad) der bereitd befannten Summe der Quadratzahlen ijt

L EL‘!ﬂ%@:ﬂ) e %nr’ (1 o iln) (2 +%) (n; dh)

._n”

e, a8, e T (?_H—U. dh=gar*(1— 1) (2— 1)@ on)

nl
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Bezeichnet K den  gejuchten Rauminbalt des urjpriinglich ge-
gebenen glatten Kveisfegel3, jo ift augenjcheinlich
K =l
~ Gein Rauminhalt befindet fich alfo ftetd zwijchen den Raum-
inhalten der beiden Staffelfegel.

Diefe Grengen fonnen wir in der befannten Weije dadurch
enger und enger ujammengiehen, daf wir Jh tleiner und fleiner
und damit n groBer und griofer werden lafjen.

Bet diefem ProzeB ndhern fich die Staffeltegel mehr und mehr
dem glatten &egel und wenn Jh jehr flein, unendlich flein 1wird,
jo wird n unendlid) grof und -+ auch) unangebbar tlein.

€3 tird aljo
A : 1 1 1 1
lim K, = lim & ar® (1 - n) (2—]—}1—) h= 3 arth

fiit'n = 00
ud lim K, = lim (1) ar? (1 — 111—) (2 — Ill)h = %nrzh.
Da nun K jtets gwijhen K, und K, [liegt, jo muf

G ‘_1; ar?h.

Auperdem bejteht zwijdien h, r und 1 die Beziehung
4) prlab hE =4y,

Die Gleichung (3) gilt aud) fiix den jchiefen SKegel, audh
daun, wenn die Grundilache fein Kreid ift. Jft Ddieje 3. B. eine
Cllipje, jo ijt

Vims ; n abh,

wenn a und b die Halbadhjen Ddiefer Ellipje begeichnen. Jft die
Grundflacdhe G von irgend etner Kurve begrenat, jo it immer

1
V=456G-h

10. Den abgeftumpiten Kegel (Kegelitumpi)

erhalten wir, wenn twir von einem Kegel duvch eine jur Grund-
flache pavallele Cbene ein Stiicf abjdneden. Die Schnittflache ift
aud) ein Kveis.

Die Abwicdelung der nad) einer Nantellinie aufgejchnittenen
PNeantelflade it ein Ausjcdhnitt aus einem Kreidring. Der Juhalt
der Weantelfldche ijt aljo nacd) Seite 37

M=, (bt+b)s=n(+os
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Fig. 4.

Die gange Oberflache betvdgt
0=nr’+ o —l—(l+e)SJ
und der Rauminhalt

V,=3 @ +re+e) h

Bergleiche die Formel fiir den Pyvamidenjtumpf! Wir fafjen
dabei den Kegelftumpf ald Pyramidenjtumpf mit unendlich vielen,
unendlich) jchmalen Seitenflichen auf.

Wir gelangen zu derjelben Fovmel, wenn wir den Rauminhalt
Ded Kegelftumprs als Diffeveny ded Rauminhalts zweier Lolltege!
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berechnen. Die Hohe ded gangen Kegeld fei hy, die ded oben ab-
gejchnittenen Kegeld hy, fo daf h = hy —

V, = b~ 5 fhy= 2" h, — o' )

Aus dhnlichen Dreiecten folgt

hith, = 1ot undehieranugthy — h‘r‘—’

und h, :(h; — hy) = r:(r — o), woraud h, = 1;;?

3

7 = Rl 3___ A8
Folgl. V=5 - % -h =5 - = h=g0"Fre+o%-h,

Wir fonnen nun die bisherigen Volumenbevedynungen  der
 Korper tn den einfachen Sab zujammeniajfen: Der Nauminhalt
dber Rdvper von Pavalleljormen ijt gleich dem Produft
aud Grundilache und Hohe, der dev Spiformen ift §
Diejed Produtts.

11. Die Kugel und ihre Ieile.

Die Kugelflache ift der geometrijche Ovt aller Puntte, die von
etnem feften Puntt (Neittelpuntt, Sentvum) gleichweit entfernt find.

Gine Sugel wird bejchrieben, wenn ein Kreid wm einen jeiner
Durchmejjer votiert. Dabet bejchreibt die Kreislinie die Kugelflace,
die Sreisflache den Kugelfdrper.

Jede Cbene, welche die Kugel trifit, jdneidet fie nach einem
Kreig; jede Cbene, weldhe durc) den Weittelpunft der Kugel geht,
jchneidet fie nac) einem gropten Kreid. Jede Ebene, welche in
dem_duferen Endpuntt emes Halbmejjers auf diejem fenfrecht jtebt,
ift eine Tangentialebene der Kugel.

Wenn wir die Oberflache einer Kugel bevechnen wollen, fo
miifjen wir eine Jnfinitefimalbetvachtung anfjtellen. Wi 5el|d)nuben
su diefem Fwed Ddie Kugel durc) pavallele Ebenen in jo biinne
Lame[lm dap wir Ddiefe als Si‘eqelftumpfe anjehen fonnen. Die
Dbcrf[dd)e der Kugel ift dann gleich der Summe der Mantelflichen
diejer unendlich ditnnen Kegelftumpfe.

Fig. 55 jtellt vechterhand den Achjenjdynitt dar, JO eine Lamelle,
fenfrecht AB, dy deren Dide, ds die Mantellinie buieé Kegelftumpis,
X U. X -+ ox die NRadien der beiden Grenztreife.

Die Mantelfldche diejed fehr ditunen SKegelftumpfes ift:
00 = 7 (x + dx 4+ x) - ds
Nun fonnen wir in der eingeflammerten Sumne die unendlicd)

fleine Gripe dx gegen die endlidhe Strecte 2x vernad)laiﬁgeu (fiehe
Seite 59) und e bleibt fiir

1) 00 = 2nax - ds
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€8 ift nun angenjdjeintich dag jebhr fleine rechtwintlige
/\ (0, dx, ds) dbnlich dem A\ (x, y, r.

T L (0% 0y) = £ (x,y) = 90% L (3y, 85) = L (x, 1).

Folglich Oy i0S =X T
2).. " oDer X 08— 2nidy.
Dieg in Gleichung (1) jubjtituiert gibt
3) 00 = 2nr - dy

Diefe Gleichung jagt uns:

Die Mantelflache der jehr diinnen Kegelftumpf-
fdheibe L ift gleich der Wantelfldde der Zylinder-
fcheibe pon Derfelben Dide oder Hihe dy, welde
von denjelben pavallelen Cbenen, die den Kegel=
ftumpf L begrenzen, auf der 5t)ltnbexflacbe augge=
jhnitten wird, tveIci)e der Kugel pavallel zur Ad)je AB
umbeicbrteben ift.

Died wird um io genauer dev °§a[I fein, je fleiner ds und damit
dx u. dy werden. Jn Dder obenftehenden Feichmung erjcheint fiiv
und ds jdhon gerade, wenn e3 ungefihr 1mm ... 0,1 mm. ...
ift. €3 ijt dies natiicli in Ddiefer Grdfenlage nur anndhernd
ridhtig; e3 wird aber um fo genauer, je fleiner dieje Grofen werden,

S BT e g T NG b
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Critreden wir nun die Summation aller Flachenelemente 5O
iiber_Ddie ganze Kugeloberfldche, ven B bis A, jo ergibt fich fiiv
die Oberflade der Kugel:

big A.
O:Z a) — Z 2T dy.— e ar Z dy = 2ar- 2r
von B
4) O =4m.

Die Obervfladhe einer Kugel ift gleidh dem vier-
fadyen Flacheninhalt eines groften Kreijes oder
gleid) dem Fladyeninhalt eined Kreijed, ber den Durd-
mejjer der Qugel jum Halbmefjer hat, oder gleich der
Mantelflade eined fenfredhten Kreiszylinders, deffen
Durchmejjer dem der Qugel gleich und dvejjen Hohe
aud) gletch dem Durdymejjer der Kugel ijt.

Bur Berechnung ded Rauminhalts einer Kugel denfen wir
ung thre Oberflache fleinmojaifartig oder facettenartig (wie Ddie
Hornhaut der Facettenaugen der Injetten*) und der jdon vor Jahr-
millionen veritorbenen Trilobiten, die und nod) aud den Ver-
ftetnerungen im Silur anjtarven) in jehr fleine Fldachenftiickchen of
geteilt (Dreiecte, Vievede . . . .), jo flein, daf wir jedes alg ein
ebened Flachenitiicden betrachten fdnunen. Denfen wir und ferner
die ECdpuntte diefer Jf mit dem Kugelmittelpunft durch JRadien
berbunbden, jo evicdeint die Kugel ald eine Summe von unendlich
pielen fehr jchmalen Pyramiden (Nadelpyramiden), weldye diefe of
s Grundfldchen und welde alle den Radiud der Kugel gur Hihe
baben. €3 ift aljo der Rauminhalt der Kugel

) VZZ%’Jf'I‘Z%Z 6f:~;-4nr’=§u1‘3.

Dad Volumen einer Rugel betrdgt 3 vom Volumen
Ded ihr umbejchriebenen fenfredhten Kreigzylinders.

12. Kugelfappe, Sugeljeftor, Sugeljegment und Kugeljdhidpte.

Die beiden jchalenartigen Flachen, in welche eine Ebene bdie
RSugelfliche teilt, heien Kugeljegmente, h Hohe desd einen, (2r—h)
Hihe de3d anbder.

Critrecten wir die im vorhergehenden Abjdhnitt audgefithrte
SGummation der Veantelflachen der unendlich Ddiinnen Kegeljtumpfe
nur auf bdie Kugelfappe von der Hohe h, o finden wir fiiv
deven Fldche

h h
1) I 2rrdy = 2nr dy. = 2arht
y il

*) Betradhte unter dem Mifroftop ein joldes Snjeftenauge, 3 B. das
Auge etner, Fliege! Du erblicit ein Neb von vegelmipigen Sedysecten wie bei
Betradtungeiner Bienenwabe.
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Sie it gleid
ber Zylinderman=
telflache, rwelche
die  Schnittebene
und die dazu im
Scheitel der Kappe
pavallele  Ebene
(Tangentialebene
im Sdyeitel) auf
der umbejchriebe-
nen  3plinder=
flache begrengen,
oder gleth) Dder

Flade eines
RKreijes, Dder Ddie
Sebne s aud dem
Sdyeitel nach dem
Rande zum Ra-
diug hat.

2 K=n8
Unter einem Kugeljeftor verftehen tviv einen Audjchnitt
aug der Kugel, der von einer Kreisfegelfldche, deven Spige Dder

Kugelmittelpuntt ift, begrenzt wird, aljo einen Kreistegel, dejjen
SBa?ié eine Kugelfappe ijt (Kugelfegel).

Seine Oberflacdhe befteht aud Kugelfappe und Kegelmantel
3) 0. = 2arh 4 arg =ar (h 4 o).

Sein Volumen erhalten wir, wenn wir die Oberfldche der
Kugeltappe wie in Abjchnitt (10) mojaifartig in jehr fleine Fldchen
of geteilt Denfen und die Summe der Nabdel-Pyramiden bilden,

welche die of zu Grundfldchen und den Kugelmittelpuntt als ge-
meinjame Spipe haben.

V.= gdf-r =536 =1 3h

V,= Znrth

1)

Cin Rugelfegment oder KRugelabjdhnitt ift begrenzt
von einer Kugelfappe und ihrer Schnittebene. Seine Dberfldche

5) O, = 2nrh 4 n¢® = 2arth+ 7 2r—h)-h

= (4r—h) h
und fein Rauminhalt V, ergibt fich ald Diffeveny jwijchen dem
Bolumen eined Kugeljettord und eined jenfredhten Kreistegels.
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1

o
V“ = gﬂrell Ty e~ (r'— h)
SR 1
= gt i o

V,= 3 @r—h) b

a

ah (2r—h) (r—h)

Berechnung diefes Volumend ¢ und h ge-
Dann ift, wenn wir beadyten, daf

orh = g+ b2, V,= 2 (3 EX _p)h2=2 3° 4 b9 h

2h

Die Kugelzone beyo. Kugeljdhidhte ift ein Teil einer
Sugel, der von zwei pavallelen Ebenen begrenjt ift.

Jig. 57,

ST

I

ua

A5

|y el

|
|
|
|
}\}
|
|
|
i
I

R _._._._._.__._l_K_.._._ _C———SS_‘—\'{—

=85 -5
b by B {;; (3r — h;) hy®

[8r (hy® — hy?) — (hy® — hy¥)]

Die Fldache der
Kugelzomne ijt
nach der Entwict-
[ung im Abjchn.11

2300

= 2nar (hy — hyp)
Z = 2nrh

Der Rauminhalt
der  Kugeljchichte
ergibt  fih al3
Differeny 3tweier
Kugeljegmente :

(8r (hy 4 hy) — (hy®4hy hy 4 h %] (hy — hy)
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Wollen wir die Rabdien ry und rp der Schnitttreife einfiifren,
jo erjehen wir aud der Figur, dap

r? = hy 2r— h) und r,2 = h, 2r — hy)
Folglid) r,®+r2 = 2r (hy + hy) — hy® — hy?
F] g | h,®
r(hy by = Bt MER

Subjtituieven wir died in Dden vorhergehenden Ausddruc, jo
erfalten wir

Vi % [?21 (ry2 -+ rp?) + ;(11124—1122) — (hy® 4Dy hg—{—h,*)]- (hy — hy)
N % [3 (r® 4+ r®) 4 112]- h.

13. Ring.

€2 jollen DOberflache und Rauminhalt eined Ringed, der ent-
ftebt durch Umbdrehung eined Kveijed um eine in jeiner Ehene
liegende Achie, die den Kveid nicht jchneidet, bevechnet werden.

Jig. 58.
I
R

€3 fei RA Dbie Notationdachje, o der Nadiug des Kreifes,
r der Abjtand ded Kreidmittelpuntted von RA. Wir denfen uns
den Ring durc) Ebenen, twelche zu jeiner Wequatovebene pavallel
find, ‘itn Yebhr ditnne Lamellen zerjchnitten.

€3 feien s, ds 3wei inbezug auf die Y-Achje jymmetrijch liegende
Bogenelemente der Kreidlinie, dbann {ind die Mantelflachen der beiden
febr ditnnen Kegeljtumpfe, von welden dieje ds NMeantellinien {ind,

27 (r -+ x)-ds und 27 (r — x) - ds.
Die Summe diefer 2 jehr jchmalen Mantelflacdhen ijt aljo:
47 -1 ds.
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Fithren wir die Summation diejer Fldchenelemente ded Ringes
ldngs des einen Halbfreijed ausd, jo ijt der andere Teil mit ein-
gejchlofjen und wiv eralten fiiv die Dberflache des Ringes:

o o

(0] :Z 4nr.0ds = 4dnar ZJS = 4dar-mo
0 = 4n’ro =: 2np - 2nr.

Wir haben bier einen bejondeven Fall der Guldinjchen Regel,
die wir jpdter allgemein ableiten werden: Der Jnbhalt einer
Rotationdflade, wmelde bon einer ebenen Kurbe er-
geugt wivd, ift gleich Dem Produft ausd der Linge der
erzeugenden (rotievenden) Linie und dem Weg ihres
Sdymwerpunttesd (hier Mittelpuntt ded Kreifed).

Um Dden Rauminhalt ded NRinged zu finden verfabhren tviv
dbnlich: Wir denfen und den rvotievenden Querjdynitt, den Kreid
vom Radiusd g, in fehr viele, jehr fleine Fldchenelemente of geteilt,
devart, daf immer 2 (fongruente) jymmetrijch liegen inbejug auf
die Y-Uchie, wad bei der jymmetrijchen Fovm ded Kreifed durchausd
mbglih) 1t. Diefe Fldchenelemente braudjen nid)t gerade NRedt-
ecEchen und am Ranve DreiecEchen, wie in Fig. 58 angedeutet, u
jein. €3 tounen irgendwelche Figuven fein. Nuvr miifjen in diefem
Rleinmojaif immer gwei Jf inbezug auf Y fymmetrijch liegen.

PBei der Notation bejchreibt jeded diefer Fldchenelemente Jf
eine Ringfajer vom Querjdnitt Jf. Das BVolumen Ddiefer beiden
Ringfajern ift

27 (r + &) - f und 27 (r — §) - of
aljo die Summe beider: 4nr - of.

Fiihren wiv die Summation iiber den einen halben Querfchnitt
pes Ninges aud, jo ift der andere Teil mit eingejchlofjen und iviv

erfalten
V=>)4nrdf = dnr->, of
1

=dnr- 5 ne® = 2n're® = ne'-Bar

Wir Bhaben bier einen bejondeven Fall ded jweiten Teild der
Guldinjchen Negel:

Das Volumen eines Rotationgfdrpers, welder
von einer ebenen Flade evgeugt wicd, ift gleid dem
Produft aus dem JInhalt diefer Flache und dem Weg
ihred ©Sdywerpunttes.
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14, Ranminhalt der Glipjoide.

Haben wiv etnmal den Rauminbalt einer Kugel beftimmt, jo
fiuden wiv den NRauminbalt diefer Kovper, wenn wir folgende
Mberfequng anftellen: Wir denfen ung die Kugel vom Radiug b
aus fehr diinnen geraden Fajern gujammengefest, die alle pavallel
su einer Acdje verlaufen. VergrdBern wir alle diefe Fajern von
der zugehivigen Aquatorebene aud mnac) audwdrts im Verhdltnid
a:b>1, fo exhalten wiv aus jedem Achjenjchnitt (vergl. Seite 38, 3.)
eine Ellipje mit den Halbachjen a und b und aus der gangen
Rugel ein Notationsellipjoid.*)

©s leuchtet ein, daf fich mit diejer BVergroerung dev eingelnen
Palbfajern der Rauminbalt der Kugel in gleichem Verhaltnid ver-
gropern muf.

Jolglich ijt der Nawminhalt de8 Rotationgellipjoids:

Y 4—nb3-12'§nab2.

3 b
Bertleinern wir dagegen alle Halbfajern, mwelde in der Kugel
mit dem NRadiug a pavallel zu einer Achje laufen, inbezug auf die
sugehiovige Aquatovevene, aljo von der Kugelfldhe ausd einwdrts
nach dem Verhdltnis b:a < 1, jo erbalten wir tn jedem Achjen-
jdhnitt aud dem Kreis eine Cllipje (vergl. Seite 38, 3.) und jo aus
per gangen Kugel ein jogen. Sphdroid*) Da bet diejer Ope-
ration die Volumina der eingeluen Fajern im Verhdltuid b:a ver-
fletnert terden, jo wird damit der Rauminbalt der RKugel in
demjelben Verhdltnis verfletnert und e ijt aljo der Nauminhalt
Des Sphiroids
4 b 1
Vo=4gm at.- — = S a’h.
§ a 3

e

Um aud jedem Ddiefer beiden HRotationdtdrper dad dreia d)-
fige €llipjoid abguleiten brauchen wir ihn nur aus paralfelen
Fajern gujammengejest zu denfen, die jenfrecht zu einer Wievidian-
ebene ftehen. Yerdndern wiv die Halbfajern, von diejer Wieridian-
ebene aus gemefjen, im LVerhdltnis c:b bzw. c:a, jo dndert fich in
jedem Fall auch dag Volumen nad) diefem Verhdaltuis und wiv er-
balten in beiden Fdllen

V=t f;« w abe

al ten Rauminhalt ded dreiadhjigen Ellipjoid s,

otiext eine Gllipje um ihre grofge UAchje, jo entjteht dag ,Rota-
[ipjoid”; votiert fie wum ifhre tleine Adje, jo entjteht das ,&Spha-
roid” (Form der Planeten). "
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IV. (Finige beftimmte Jntegrale.

Wir find in den vorangehenden Abjchnitten einigemal auf
Summen von jehr vielen, jefr tleinen und fchlielich beim bergang
jur Grenge auf Summen von unendlid) vielen, unendlich fleinen
Gropen geftogen.  Wiv wollen nun tm  folgenden diefe Summen-
bildungen der (epteven Art noch erweitern uud verallgemeinern.

Fig. 59,
Wenn y=_(x)
y die @éeid)ul%g
T B etner Linte ift,
A-fﬁ B jo ftellt Dder
Ausdruct

= ((ie3: Summe
4 aller y - dx ge=
nonmen  von
X G biév

> f L X o—="a) bel
bR e SR e i fleinen ox den
Jnbalt  einer

Fldache vor, welche von der X-Ache, der erwdbhnten geraden oder

frimmen Qinte und den beiden duferiten Ordinaten, y, = f(a),
yo = f(b), begrenzt ijt, um jo angendberter, je fleiner dx ijt

Bebeutet y eine Flache, jo ftellt diefer Ausdruct dem Raum-
inhalt eined Korpers vor, der von den beiden duperjten Lotebenen
jur X-Achje in den Puntten x = a und x = b begrenzt ird und
defen gwifchenliegende Normaljchnitte Fur X-Achje die Gleichung
y = f(x) befriedigen. Soldhe Summen jollen nun fiir einige ein=
tache Tunftionen y = f(x) bevechnet werden. Wir denfen und die
Strecte von x = b bi& x = a wie bei den friiheren BVetvadhtungen
in jehr vicle, jehuv tleine, gleid)ye Strecden dx geteilt, jo Daf
tnuner

n-dx —a—>»>»
1) €2 jei y = e, aljo y unverdnderlich, eine Konftante. Die
obere Grenzlinie ift jomit eine yuv X-Achje parallele Gevade und

in der in Vetracht jtehenden Summe fHnunen wiv den fonjtanten
Faftor ¢ vor die Summe jdhreiben. €3 ijt aljo

§Y-(1X:§C.6x:c-zndx:C'll‘ax e i b,
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" erfichtlich Fig. 60.
der Flachen=
inhalt eined

Rectedd mit y

den  Eeiten T ‘ ]
(a-b)undec. B E' ] | ’ 'IC
Wenn  wic ‘
die angedel=
tete  Meulti- 3
plifation 4
ausfiihren,
jo ftellt fich

Die Fldche - |
diefes Recht- ‘1\%——§——Fl———x~! _____ I_l_% e ;D X
e ralsibiemt ka2 s mga e [P e sl b
Differengder

Fladen zweier Redhtede dar: c-(a — b) = c-a — c-b.

Der Ausdrud D) edx = c-x gibt den Jnhalt des Rechtedts

mit den Seiten ¢ und x, alfo die Summe bder Lamellen von o big

X. Sepen wir hier fiiv x etnmal die obere Grenge a, jo erhalten

wiv den Jnbalt des Rechtedd ABCD, und jegen wir noch fiir x

die untere Grenze b, jo gibt der Augdruc c - b den Jnhalt ded

NRedhtefs ABEF. €3 ijt aljo . oo
a a a

EFDC :ZCGX:CZJX:C'X’ =ca—c¢cb=c(a—Dh)
b b

|
b

Bezeidhnet c Fig. 61.
eine Flade, jo
jtel(t ber Aus- C/

brudf‘:‘,' cdx y : /4[

den Raum=
inhalt eines 5
Pridmas obder
eines3ylinders gl
von dem Quer: . ; M
jdnitt ¢ und = i

der Hohe(a—h i
nnrf’z> e _D 5 ‘l y
2)Jjty=mx

d. b. it , l B |

vie obere  _baly ALLLLILULLL 1By
Grenjlinie YT X X |
etne gerade
Linie, die

SN
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durd) den Unfangdpuntt ded Koordinatenjyjtems geht (m = tg «,
aljo aud) y = x- tga), jo jtellt der Auddruct an-dx dent Jnbalt

der oben gundchit von einer Staffellinie begrenzten Flacdhe O B C vor.
€3 jei nun in befannter Weije n- dx = a, dann ift

0

=m (0x- X+ 20X dx+ 30X 6x+ 4dx- dX—+-. .. —1)Ix. dX)

=m(l+24+34+4+F...... -+ (m—1)) (0x)? o))
! L
e g e (?:12);“ % (6x)2 =M _gj (nd‘x)z == - 27“ . a2

Wenn nun dx immer Eleiner und fleiner wird, jo werden aud)
die rechtwintligen Dreiectchen an der Linie OC immer fleiner und
fleiner, n immer griBer und grifer und jdhlieflich wird fiiv ein
unendlid) tleined dx die Jahl n unendlich grof und die Staffellinie
ift von der Geraden OC nicht mehr zu untevjcheiden. €3 wird aljo

==

: 1 — 1 1
A OBC =(ﬁli:r£1:mu;_)~ T -a”:E ma? = 5 a-Y;
Gbenjo A OAD = + mb? =5 by.

Der Jnhalt ded Trapezes ABCD = ; ma?— ; mb? ; ayy ——; bya.

~Der Jnbalt eined belicbigen vechtwintligen Dreietd mit der
horizontalen Katbhete x ift

limzy-dx S limZ my: ox = lim mZX-Jx: ; mx?

Sepen wiv in diejem Ausdruct einmal x = a, jo erhalten
wir A OBC = 3 ma? und dann x = b, jo ergibt fih A OAD
= 1 mb? und Trapey ABCD = ma® — | mb2

Wir tonuen aljo fortan jdhreiben :

X=a a x"&
lim > mx dx =limm >} xix =m

X=D 17

3) Die Gleichung der oberen Grenzfurve jei y = x? (Parvabel,
welche die X-Achje m O beriihrt und inbezug auj die Y-Achje
jpmmetrijch ver(duft). Wiv teilen aud) hiev in befannter Weije die
Strede OA in jehr viele, jehr fleine, gleidhe Teildhen dx, jo daf

N H0K = A

5 *)ﬁ@ief)ie’ Seite 29, Fufnote!

o ma?  mbtoavy b¥s
R R Jouny i
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Fig. 62.

Der Nus-
druct \5: yox

ftellt Hier Dden
Jnbalt der
duntler gebal-
tenen  Fldche
BAGD bor;
die oben von
einer Staffel=
linie begrenjt
ijt, die {ich an
die  Parabel
anjdhliept. €3

ift nun
s ’ et e L ade
B o e
— (930" dx+ @0 dx+- (35" dx ... (n—1) )P dx
A e O RN 8 N -+ (n—H% (dx)*%)
_ n(n— 1) (20 1) (J 1o (14 ’;,}6(2,,,’,‘ Q (n - dx)®

Wird 1ieder Jx unendlich flein, fo wird n unendlich grof
und die Staffellinie DC fallt mit der Rurve DC bis auf die unmef-
bar fleinen Staffeln jujammen. Der Jubhalt der Fldche OAC wird nun

—hmZyax_hmZ x2. ¢§x—11m(1 5 )(24_ 7) aa“--lv 8 = ;‘3)'1

(fur n = 00) 6 8
(Fite ein unmbmb tleines d"x)
Gbenjo Fliche OBD = 4 b* = ¢ by,.
. 1 1 1 1
Aljo Flade BACD = g a® —5 b® = 5 ay — 3 aye.

Die Flacde bis zu etner beliebigen Abjziffe x it

lim 2 VOXS= IimZx“Jx = ;7 e

) Glel)e @ette 34 unb 35, Jupnote.
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€ubjtituieren wir hier an Stelle der Variablen x nacdjeinander
die Grengwerte a und b und bilden die Differeny, fo erhalten wir

BAGD = ‘a® — 1 b%.
Wir fonnen aljo fernerhin furgerbanb jchreiben:
il 3 ]
lm123 J\—llmZ\ -J\m —r; —-% — ;ay1~%—by2.
x=b

Wir fornen die Summe ¥ x*- Ix aud) ald Rauminhalt einer Pyramibde,
peren Grundflache x* und Deren Hihe x ut beuten,  Der Jnbalt diefer Pyra-=

S SIS 1 s Sei
mide ift bann V = lim VOL’ dxi— 3[0 =g =3 Bl - (ggl;é:;;'te

Fig. 63.

XS

I Hy=

jet die Glei-
y Z dung einer
anderen obe-
ren  Grenz-
furve  (fu=
bijche Sgarw
bel); dieje be-
riifrt die X-
Achje in O
und hat hier
D, einen  joge:
nannten
Wendepunft.
Die X-Adhje
ift Wenbde-
tangente ; fie
e hat 3 fonje-
ol A i ) futivesPuntte
0 /3/ Bl ,gf(!,;ﬁ.,_lAX mitderQurve

gemein.

Flice OAC (mit Staffellinie 0C) = Ny -ax =D x*- dx

= (dx)®- ox + (20x)%- dx + (8x)®- dx + .. 4 [(n—1) dx]® - dx
o (13+28+33+48 S e G Vi *)
G-l Uies St S
4

T (d x)t = T (n:ox)f=

*) Siehe Eeite”87, Fupnote!
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Der \suba[t der von der Kurve OC begrenzten ‘thad)t

2 1 ) n
e T T .z_v_~L SR e
OAC = lim E yox = lim 2 X djxu_lnn i at =
o o fit n = 0o
fiiv ein unendlid) fleined J'x
3 4 2 » . 11 b;
Analog Flacdhe OBD = 2 Fldache BACD = ; st

Der Juhalt der Flache big zu einer beliebigen Abjzifje x ijt

4

X X
lim Z yox — lim Z X& g% — );

o o

Subftituieren wir aud) Hier fiiv x nadyeinander die Greny-

. » 4 v

werte a und b und bilden die Differen, jo ergibt fid) i — 2
Folglich tonnen wir fortan fury jdreiben:

li 2 dxs—"lim xza XX — x o oato i sy (T

im ), ydx = s diting = 4 .

5) Jn bmiel[un Weije wollen wiv zum Sdlujje nod) bdie

Sunune lim 24 x*- 0x behandeln.

x=h
= x* . .. @vengfurve; fie beriihrt die X-Adje in O und
dieje Hat mit der Kurve vier fonfefutive Punfte gemeinjam. Die
Y Achie ijt @t)nnueme Achje der Kurve. n-dx = a.

r

/_Jy ax—z x4-0x = (%) - dx -+ (20%)*- 0x 4 (8dx)*- dx 1 .....
+ ((0—1) JX)‘ ox = fo - A0Lgtib s + m—1*) (9x)°
s = 14"—‘ 1
2% = a41)t= 144418 - 6-41° A e | Sl
3= 2410 = 2¢1-4.28 +46-2° +4.2 g
$#= (B8+1)= 3¢14.3 +6. 88 +4.3 LA
5 = 4412 = 441 4548 HEG L +4.4 41

=@ D) =@ 44 (1) 46 14 @)Y T
Durd) belberfeltlge Q[bbltwn exgibt fidy:

n* ——42(11—1)—{-62.( )+42(n—1)+n,

folglidh 42(nv1)3=n‘ — 6 z(n—l)’—42(n 1) —n

2 < SR\ R R ni{n~—1)@8n—-1) BN )
ober 42’,(11 1= (1p s - — 428 n,

: = R 7" SR (L R Ve i RS gt
Hierausd Zl‘ (n—1) N (724‘, )
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Wenn wir
mit diefer
NReibe analog
verfabhren
vie in Dden
vorhergehen-
den  Fdllen,
jo erhalten

wir
2 x* . 0x
Tl
i s el
pa. it [6n® — 9n®
/@, B idehi —{—n+1] (dx)®
g e Bt Und wenn
0 g Bl | :', ir nun
A SR LT SR S e ) wieder dx
unendlich

flein und damit n unendlich grof werden lafien, jo erbalten wir

X=a -
. Ll 1 ) [ 9 1 1 ] a’
BT e i e " : g &
hmg x*9x = lim g (1 SFjUEE A =vb N - ()Y = =
(fllr ein unendlidy fleincd (fx) (fi® D= 00)
Wir erbalten aljo in der bereits befannten Weije gejchrieben:

a a b b
limz y-ox = limz G g —— %ﬁ; Iimz ¥ ox—lim 2 xt.0x = %5
) ° = A
a b
lim Z y-0x — limz ol = t‘: LY 1:

Allgemein ift  lim 2 Vi Ox— luuz X S — —5-.

Sepen wir in bl(‘it’b allgemeine Suiultat fiiv die Variable x
nadjeinander die Grengiwerte a und b uud jubtrahieren von dem
elften sI53ert der @ummc den weiten, 10 erhalten wir

5.4 a® b®
lleJy \-lllllz Xt OX— 1 =g—gulmwn
x=b X=b \b
Diefe Cntwidelungen fonuen in aufjteigender Weije beliebig
weit fortgefept werden. Fiiv die Aufgaben, bdie wir hier [(bjen
wollen, veicen indes diefe wenigen Fdlle aus.
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Fiibren wir nun fiiv Dad unendlid) flein werdende dx und fiir
Dag Summengeichen 3 die in der Jntegralvedynung gebrdud):-

lichen Beichen dx b\y;w.fcin, jo haben wir nach den vorhergehenden
Cutwicelungen beveits die folgenden Jutegrationdgleichungen ge-

mwonuen:
X X:a a
1) fdx = "x = heah; (dx == x: =a—b
1‘) x:h l\b
X X:-a a
» iy l 2 2 b?
2 ’ X == A. , . e X | = af g
) ) x dx 5 . s dx 5 | > 5
0 x:h 'b
X X:a la
e 3 3 3 b?
g oy . [eaoyop
) B dx - i | 2. dx g | . .
0 x:b b
X X a a
d 4 4 4 bt
4 ¢3 . S == e f 3. Xi= X = va —
) J x8- dx ; 5 b 56 ARG b & !b 3 1
o X |
X X:=a a
5 5 b5
5 f b 4. p= X " pds, i = = P._ .
) - xt.dx £ o . S , z -
[ xzh b
Viitng

Das Gefeh, nad) welchem die Entwidlung weiter jdveitet, ift
aug diefen wenigen Fdllen jchon exfennbar. Wi fBunen nach diefen
®leichungen induftiondweije die allgemeine Form bilden:

X
n-+41
L b.¢
f Xandx == e |
o
L X=a a
Yn—{—:l a‘n+-:l hn+l
£ dx — = - -
n-+1 n |+ 1 n +1
x=h lb
€3 fei beildufig bemerft, dafy diefe Jnteqrationsgleichung nicht
nur fiiv gangzablige Erponenten n jondern aud) fiiv gebrochene

und auc) fiiv negative ganze und gebrochene Sypponenten n be-
ftebt, mit eingiger Ausnahme degd Falled n = 1. Do tdnnen
wiv hier nicht tweiter davauf eingehen. Wiv werden aber gelegent=
lich Der Ldjung eingelner Aufgaben iudiveft bejtdtigen, daf Ddiefe
Angabe vichtig ift.
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Wir begeichnen den Ausdruct oder die Summe

a

[‘f( S dx— F(x)' = F(@) — F(b)
b b

als ein bejtimmtes Jutegral, (Lies: ,Jntegral von f x)dx, ge-
nommen bon x = b big x = a*), f(x)- dx ald dag Diffevential
diefes Jntegrald oder Ddiejer Summe, dx als das Diffevential

der Variablen x, endlich F(x)‘: = F(a) — F(b) al3 den Wert Dicfes
Jntegrals jwijhen den Gremzen b und a. Dabei durchlduft die
Bariable x alle Werte von b bis a.

Gin beftimmtes Jutegral ift cine Summe von unendlid)
vielen, unendlidy fleinen Grogen (Jiffeventialen).

Bu dem Sntvgra[f f(x)- dx ift nodh zu bemerfen, dafy Ddie

obere Grenge x Ddie dufierite Abfzifie bezeichnet, big zu Dder wiv
dag Jutegral fithren wollen, wdahrend dag x in der Funftion f(x)
eine BVariable ift, die alle Werte von O bis 3u jemem duferiten
Grenzwert x duvchlduft, in dem Siume, den wir Dbet den bis-
hevigen Entwidungen fejtgejtellt Haben.

Bur Lofung der folgenden Aufgaben brauchen wir nod) einige
Sdpe, die hier Crwdbhmumg finden mdgen.

Aug den bidherigen Entwictlungen und aud dev eben ausdge-
jprochenen Definition des bejtimmten Jntegrals erhellt ohne weiteves :

1) €in fonftanter Faftor (c), der unter dem JInte-
gralzeichen fteht, fann vorv dadjelbe gejeft werden

fc-f(x) dx = c¢-f(b) dx +c-fb+4dx)-dx+cf(b+ 2dx)-dx+ ....
b
= c(f(b)-dx +fib + dx) - dx 4+ fib+4 2dx)-dx 4 ....
2 DIZE Y —ta
= cff(x)-dx.

b
2) Dag JIntegral aud einer algebraifden Summe
pon Funftionen ift gleich dev algebraijdhen Summe
Dev Jutegrale aug den eingelnen Funftionen :
Sind f; b, f3 . .. verjdyiedene Funftionen der BVariablen x, jo ijt

f(fi—l—fz—}—fi—{— ..... ).dx:f(f,dx+f2-dx+f...dx+...)
b b

:ffi-dx—J(—J £, - dx—+ ff:,.dx+.4..
b b b
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3.5 r(a—l— bx —cx) - dx = J a-dx-+ ‘ bx - dx ~fcx”- dx

XS

=ax+Db. X2 ey
3) Cin Sak, dev fidh auf die Grengen beieht:
a h a

ff(x) s — (1) dx = (1) - dx,

0 o b
der nach den worbergehenden Figuven ohue iweitered flav ift und
Der bei jenen Entwiclungen wriederholt dargelegt wurde.

RDufgaberr.
%adybem wiv in buiem ‘llbid)mtt (IV) ben LWert des bejtimmten

1
Jntegrald /x nilx =2 Rae 11[ in endlichen Grofen ausgedriickt

gefunbden baben jo befien wir nun in diefer Jntegrationsgleichung
eine Art Veechanismus, der und in den Stand fept cine Reihe von
Aufgaben in rajchejter Weife zu [Bjen; Wufjgaben, die jonjt, wie
wir in den Abjchuitten II und III erfablen haben, etwad umjtand-
lihe und miihjame Cinzelbetrachtungen erfordern. Wir wollen nun
zeigen, wie wir Ddieje und andere Aufgaben mit Hilfe unjeres Jnte-
grafl8 fortan furzerhand evledigen fonnen; natiivlid) nur Aufgaben,
deren Ldjung fid unmittelbar oder nach einer geeigneten Sub-
ftitution in die Fovm Ddiejes Jntegrald bringen [dht.
L. Aufg. Sig. 65. €3 jolf die Flache wi-
fhen Den Koordinaten etnes
y Pavabelpunttes A und dem
X gwijdenliegenden Stite ber
C = ‘Parabel bervedynet werden. Die
Gleihung der Pavabel fei:
Py = x%

X=a

OAA’:fydx = fl *dx

X=0
a

,IAJ'xedx = l, . 5_3
v 4 % B b 4 B 48

_3p'

Y gt —amibbi=r-

1
aljo 0AA' = 3 ab

= Bd L4 und folglih OCA’ =

o - N <
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b

y=b h
1
Ober: OCA’:f X y— r]/lTy dy = Vp fy' - dy
y=o : o
Died qibt, wenn wir annefmen, dap die Gleidhung (I) aud fitr gebrodene
Crponenten n Geltung Hat, fiix
lhgiie)
A L T I LR T o L 0 Y e W
OOl R e TV T R R R =
Damit haben wir indivett gezeigt, dap bdie bei (1) angefitgte Vemertung:
fitr diefen Fall (n = 1) wenigftens, ridtig ift.
Wollen wir bdie Flade BA A’B’, fo ergibt fich bdiefe augenjdeinlid) als
die Differeny

X=a X:X
BAA‘B’ — OAA! — OBB' — “ydx — fydx == ; ab — ';; Xy.
\‘O X 0

2. Aufg. ©5 foll diefelbe Anufgabe fiir die Annahme einer fubijden Bavabel
geldt werben.

ig. 66. :
4 p-y = x". Gleidung
y einer fubijhen Parabel.

a
¢ i G ijt wieber OAA' =fydx
o

(S

Aljo OAA* =

Kolglih OCA' = — ab.
Y Anbderfeitd ergibt fich

b b
3
X _.B 7 A V OCAI_’IXdy=J'VIFy * dy
o [

o T am——

& i b : o le S| lb . L b ;
———Vp?fyT iy = Vp 5— = - Vg .y:| = 5 sb
Y 3 +1 | 4 4
o 3 0 0
Aud) hier haben wiv wieder die Vejtatiqung, dbaB die Gleihung (1), fitr
diefen 2. Fall (n= ) wenigitens, aud) fitr gebrodhene Gyrponenten gilt.
Das fonnen wir gleidertveife bet beliebig vielen bevartigen Beifpielen
erfahren.
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3. Aufg. €3 joll diejelbe Aufgabe hier nod) in allgemeinter Form behanbdelt
erden.

y = xn fjei bie Gleidung der Grenzfurve

x . n-+1 1

: ok ds = |ixa g A P
Jlahge OA A fy X f X ini Py Xy
. ——— —

i n
Glade OCA' = xy — R e S | X Ve
Anbererjeits :
3 n T,+ n
OCA'=fx-dy:‘Vy dys— dy—— B e e o
g n-+
8 St

Folglidh hat die Gleidhung (l) Seite 89 aud) fitr gebrodjene Crponenten
Beltung.

4. Aufg.  Nod) einmal der Rauminhalt der Pyramide und des Pyramiden:

ftumpfs. €3 begeihne G die Grundfldche, f einen dagu pavallelen

Sdnitt in dem Abftand x von der Spike, h bie Hohe, dann ift
x=h

Ve :j'f - dx

Nad) einem befannten Saf
vevhalt fich
fAGE =ty h e alfo

i?let Rauminhalt des Pyvamidenjtumpfs von der Hohe h— x, = h, ijt

. Gy (h—x,) (1 + hx,+x,7)
Vs—ff“":ﬁ‘il\n F o bten= g DR

_1 X5 X02 _1 Vg
= 3 G"o(‘+i+h‘e)—3‘Gh"( S5 v G)

1t
=3 6+ Veg+oh,
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5. Aufg. Der Rauminhalt desd fenfredhten Kreisfegels und bdes Kegeljtumpfs
foll bevechnet werben.

Jig. 68.

h
ER iV :J‘ny’dx.
o

Aus der Afnlichfeit der Drei-
ece folgt:
dy: dx=r3h? aIfodx:h'Tdy

Nad) diefer Subijtitution er-

y=0 o
3
R e

Obder wir jubftituieren aus
ber Gleidhung y:r=x:h
el

ol und erhalten

1

- — ar’h.

I3

h h
!

x-h
rﬁxi r'«‘ 1‘2 xl
v, = [a i e e 22
X:=0

o

0

Fitr den otegelftumpi evqibt jidh duvd) Subftitution bder entjprechenden
Grengen:

Wt e e L T R S
Vks—l'.'gh)_r 3 )

Und feen wiv hicr aus h:h, =r:(r—9) , b= i

fo erhalten wiv

A R Y

6. Aufq. GEbenfo nod) einmal dev Rauminbhalt der Kuqel und ihrer Teile.
Diesmal denfen wir ung die Kugel durch pavallele Ebenen jent:
redht aur X -Acdfe in unendlidh) bdiinne Lamellen gerjdnitten.
Der Rauminhali einer jolchen Lamelle ijt

7 y®-dx
und dber Rauminhalt der gangen Kugel:

x=r r

V.= 2- r7ly'dx=2nJ (r*—x%dx

o
X=0 .0
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= 2n (J‘r*dx——fxﬂdx)
= 2n(1‘2x— Xa) :
3

N

o
Vo — 27 (e ; r’)
T AR nr,
—

~ Dasjelbe Refultat erhalten
wiv, wenn wir dag Jntegral

y®-dx auf bdie Grengen
— 1 bi3 + r exftrecten.

Der Jnhalt des Kugeljeg-
ments ift:

V, ==x ((r“ — x%) dx

o

ud da X = r — hy, foift

4

7 2 o~
. Br — hy) h® = 6 3r® 4- hy®) hy (Bergl. Seite 78)

und der Rawminhalt einer Kugeljdhichte:
] |xg <3 > x, 8
Ve =S (rex \3) | =n (l'gxz - \‘; — r*x, + %)

Xy

= Z (Srs—=(ood ey %7 - = xa?)) A
Diefe Fovmel [aft fich folgendevmafen in die Fovmel auf Seite 79 itberfithren :

(6r*—2 (x4° 4+ x; x4 x,%))h

\ i
e
% (6r*—3x 42—3x,* + x1°—2x; X, + X,*)h
+ B ' —x) +3 "—x) + (i~ xe))h
8
6

@ @:+r,®) + h?) - he
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7. Aufg. €3 joll bder Rauminhalt eined NRotationd-Ellipjoids bejw. eines
©pharoids bejtimmt werdben.
Die Cllipje mit bden

Jig 70. Halbadhjen a u. b (a>hb)
entjteht aus dem Kreis
y mit dem Rabdius a, wenn

wir alle Ordinaten (y')
diefes Rreifed im  Ber-
haltnid b:a verfleinern.

g 9 y (Bergl. Seite 38, Fig. 33).

L} 5 Gity = Va'—x*
- f e die @Iud)ung bleies Rmie@

) b

st mb iy '=— Ya'—

g b die @Ield)ung der (S(Ilpi

Obder bdie Ellipfe ent-
jteht aus Ddem RKreidg mit
pem Rabiug b, wenn wir
alle Abszijjen (x') bdiefes
Rretfes im BVerbiltnis b: a vergrofern. G5 ift x' = Vb= y* bdie Gleichung
biefes Kreifes und x = %V b®—y® bdie Gleihung der Gllipje.

Dad Rotationdellipjoid entjteht durd) Wmbdrehung der Ellipje um
ihre grofe Adhje (2a). Wir denfen uns diefen Kdrper duvd) pavallele Ebhenen,
weldje novmal gur X-Achje jtehen, in unendlich) ditnne Lamellen Ferjcdhnitien,
bann ift fein Rauminbhalt

Xza a

g 2fn yldx = 27:]"",; (a®—x?) dx = 27 E.;f(aﬂ_XE) dx
a a
" b a® 4
e e e

Dag Sphdavoid entfteht durd) Notation bder Elipfe um bdie Fletne
Adhje (2b). LWir denfen e8 in unendlich ditnme Lamellen, die normal Fur
Y-Uchje ftehen, geteilt, dann iit fein Rauminbalt

y:b b |b

= e NG i S 2l ’

i = 2fnx dy = 2n bgf( y)dy—27tb (h) 3)
y:=0 o |0

sl al? B e b (er i
=8 o5 ( 4 3) = g 7 a‘h. (Bergl. Geite 81.)

8. Aufg. €8 joll der Rauminbhalt ded bienenforbfdrmigen Kdrpers bejtimmt
werben, ber entfteht, wenn eine Parabel 2. Graded um ihre Symmetrie-
Achie rotiert und der von einer Novmalebene 311 diefer chje begren3t
wird (Rotattondparaboloid).
A=ty ol s @leidinng thex EBambeI (Fig. 71.)
Wir denfen unsd diejen Rbrper in Qamellen, die auf der X-UAchje fenfredt
ftehen, 3erid)nitten bunn ift das %o[umen des Rotationsfdrpers von der Hihe a
a

3 2
A% —fny’dx i fpx dx _npf‘(dx = 7ip ’;* l =ap - ; =?7 7ab®.
| -
‘ k

o

0 (V)
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Der Rauminhalt ded Rotationdparaboloids ift alfo genau gleid) bex
Hilfte des Rauminbalts eines jenfreaten Streigzylinders von gleider Grund-

fladye und Hobe.

9. Aufg. Beredne den Rauminhalt ded RKbdrpers, der von ber Flade, bdie
burd) Rotation der Parabel 2ten Grabed um ihre Scheiteltangente
entfteht, und durd) etne Novmalebene ju diejer Adhje begrenzt wird,

4 Fig. 71.
2
V=J‘nx°-dy; X =); a
o
b _b
= y_ s
B L PR
o lo
R
:E- 172—5- 7 ab.

Wollen wir den unteven Teil
aud) nod) dbaju nehuten, io fonnen
wiv diefes Volumen V Ddoppelt
nehmen oder iir fonnen dasd
Jntegral auf bdie Grengen von
y=—b 0i8 y — 4+ b ausdehnen.
Sn jedem Fall erhalten wirv

5
g b, o na’h,

V=

10. Aufg. Wejtimme den Rawminhalt des Kodrpers, der von bder Fldde, bdie
durd) Rotation der Parvabel 2ten Grades um eine Gevade enijteht,
die pavallel gur €deiteltangente ift und von diejer den Abjtand e
hat. und auperdem von jwei Ebenen begrenst wird, die vom Aquator
ober Kehlfreis die Entfernung h haben. (Vergl. Fig. 71).

+h
v [atetxr by x=¥
—h
+h +h

V- f(e+) -nf et 2ot {),)dy,,,,(ey%gehr

—h —h —h

35 ol h“‘) ,,‘Znh(g 9 A 1 ,)
Vi=25 ] o i ol 2 3| Bl
wom 2ol K 2R (o 2 ety + L),

+h

11. Aufg. Bejtimme den Rauminfhalt des Korpers, der von einem einjdjaligen
Rotationshyperboloid und von wei vom Sehlfreis gleidpoeit ent-
fernten, gur Rotationdadyje fenfrechten Ebenen begrenat ijt,

7
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Die Gleidjung
: S bes Achienjdhnitts,
! it ‘ einer  Hyperbel,

; tjt
#dy o f : J
e e [ |
i a b
b . i
SN AC el Y=-i4¢
- | \\\ Vv :f7lxe g dy
5 £ B y="¢
i Aus der HY-
| perbelgleidyung
I folgt
| 1
} e 8 ey e
7 s N x b‘2( )
i
Dies unter dem Jntegral fubftituiert gibt
.6 [1— ¢
a' e £ g =Sy i1 a’ 2 Cg)
Van (B oty ay=at (w4 7) —w X (vt §)e
—c —c

12, Aufg. Bejtimme cbenjo den Inhalt dbed Rotationstorpers eines weijthaligen
Hyperboloids, der durd) eine jur X=Adje fenfrechte Ebene begrenst
wird, dic vom Wiittelpuntt den Abjtand ¢ hat, (¢ > a).
Der Rauminhalt diejes napf- ober jhalenfovmigen Kdrpers ift
¢

c
2 2 -3
v *fn ¥y dx ﬂtf:, (x*—a%) dx =7 :ﬂ (; a‘zx)
i

kY

(]

la
he 8 al 2 8 9

71'_‘ ‘:3-11“043-}—33 Anb_e. c{g."a’c—{-fa",
a a .

13. Aufg. €3 joll der Rauminhalt des Rotationsforpers beftimmt werben, der
von der Fladhe, die durd) Drehung der femifubijhen Pavabel um
ihre Symmetrieadhje entfteht, und bdurd) eine Lotebene ju diefer Adhje
begrengt wird.

Die Gleidhung bdiefer Parabel lautet: ay® = x=

Gie bejteht aus gwet gur X-Adhfe fymmetrijhen Ijten, die im Anfangs:
punft bdes SKoordinateniyjtems bdie X -2Ad)je bevithren und bhier eine Spibe
bilden. $Hiev fallen die 3 Schnittpuntte der Sturve mit der X-Achfe zujammen.
Jete Tangente an den einen Aft der Kurve jdhneidet den anbdern Aft nod in
etnem Punft. Gleitet die Tangente an der Kurve fort, jo dap fie fich dexr X-Achie
nipert, dann viift diefer dritte Puntt, den fie nodh) mit der Kurve gemein Bat,
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Fig. 73.

gegen die Spibe, und jobald fie mit
der X-Achje ujammenfallt, viickt

biefer Punft in die Spike hinein.

Gine derartige Spibe entiteht im=
mer daburd), dap fidh eine Schleife
einer Surve Fujammengieht. Die

Gleihung ay® — x* (x4 b) ftellt ( }7
etne Surve dritten Grades dar, die
fymmetrijd) gur X-Achje verlauft u.

im SKoordinatenanfangspuntt einen b
Doppelpuntt mit daranjdlieBender % JJ{
Sleife befigt. Biehen wiv diefe
Sdleife immer mehr Fujammen,
indem 1wiv bdie fitx Ddie eingelne
Kurve fonftante Strecde b fleiner
und fleiner werden laffen (b ijt

die Qinge der Sdleife in der X- J
Adfe gemefien), jo erideint die b
©pife, jobald b = o wird, und die
Gleichung der Surve lautet jebt:

K

fae=t o
Das BVolumen des SNegels mit
diefer frummen Mantellinte it Ry __h ____________ S
h h h
4 4
V=\7zy® dx — ,”f e B 2 e By
.f z aJ ™ e T s Ty
o o lo

Wir fonnen den Rauminfhalt diefes fegels mit Frummer Mantellinie
aud) in ber Weife bevedhren, daB wir ben Rotationsfdrper in fonarifde
Aylinderlamellen (um bdie X-Udje) jerlegt denfen und diefe jummieven. Der
Rauminbalt einer joldhen Bylinderlamelle von ber Dide dy ift 27z y - dy - (h—x),
aljo dbad Bolumen des Kegels:

b b b b

" 3 3 20k
Vrany(hr—X)dy;ZnJ‘y(h ~V ayi)dy = 27Ihfy dy 27:]/5" y- dy
o

o o o

Nehmen wir wieder an, daf unjere Jntegrationsdgleichung (I) aud fitr
gebrochene Crponenten bejteht, jo wird

Y 8.0 5_+_1‘b o 3 ‘b
V:—27[h-y HMES /RS See 2 h—" P
Sl & Piowd sy Bl Lol 25
nbﬁh—% ab*h ’1’ 2b?h.

Damit haben wiv wicder in einem Spezialfall bejtdtigt, daf die Gleichung
(Ly audy fiir gebrodhene Grponenten gilt. DaB ihr fiir gebrodhene Erponenten
bon ber %Drmé— allgemeine Geltung gufommt, haben wir bereits auf Seite 93
qezeigt. Stun haben wir aud) ein BVeijpiel fitr eine allgemeinere Form bded
Ezponenten.
7%
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$Hat die Gleidhung des Meridians eines joldhen Rotationstorpers die all-
gemeinere Form y® = x" , jo ijt b* = h" , und fein Volumen
h h

o gt R S 4
V:tﬂj‘ydxgnfx xann;*;l—n_%lhh.

o o
h b b
Anbderfeits ift V — 21J‘ydy (h—x) = ZHhJ‘ydy — 2n fxydy
0 0 o
b b B kg b
9 2 +1 yn ; \
= 2ah-Y_| — 21J‘y" dy = ab*h — 27 *———
Bl 242,
bt e s SR D 7bth — 28 g hEh
n n
7
= |l 18
i o |

Damit fhaben wir dargelegt, daf die Jntegrationsgleichung (I) aud fir
gebrodhene  Grponenten von der Form —}—' gilt und jomit fomnen wir ihre
aligenmetne Geltung als evwiejen betvadhten.

14. Auig. Beredne den Rauminhalt der Rotationstirper von anbern ‘Barabg[n
(y = ax» )! Gbenjo den Rauminbalt des ipindeljormigen Teils,
ber von Der Umbdrehungsflade der Kurve ay® = x* (x +b) um
die X2Adpfe begrengt wird.

15, Aufg. Nody einmal bdie Vevednung bes eleftrijhen Potentials.

Wir haben diefe in eingehender LWeije auf Seite 40 42 ausgefithrt und
wolfen hiev mur die Jntegrationsgleicdhung (1) furzerhand davauf anwenbden.
Wenn 1 LE aus unendlicher Ferne bis auf bden bjtand x an eine gleid)-
artige €adung von E(LE) bevanbewegt wird, jo ijt die ju leiftende Arbeit, die
mun i jener LE als potentielle Energie ober ,&panrung” aujgejpeidert wird,

X X
e R L B fx* dx em = Dyn
X
> ®
X
—2+1‘
sy ST 8L Sl
ey 1 9 1 bl
13C

Das negative Voreidhen vithrt daher, dap bie dx bei biefer BVetwegung
der pofitiven Ridtung entgegengejeht find.

Diefes Rejultat, das mi dem auf Seite 42 durd) eingehende BVetradhtung
und Rechmung gefundenen iibeveinftimmt, beftitiqt aljo, dap die Integrations:
gleihung | aud) fiiv neqa tive Crponenten gilt.

Gevade diefer Fall begegnet wuns in dev Phyfit am haufigiten; denn alle
Fernwucfungen find dem Quadrat dev Entjevnung indiveft proportional,
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@ @
Die Jutegrale [ cosg - dg und [ sing - dg.
o 0

Bei verfchiedenen dhnlichen Aufgaben, wie wir fie im vorher-
gehenden Abjchnitt geldjt Haben, bei demen der Kretd und damit
die Babhl s eine Yolle fpielt, jtofen wir auf Jntegrale von Dder
bier angegebenen Fovm. Wir wollen auch dieje Jntegrale audju-
werten juchen. Die Fig. 74 wird ung dazu fithren. Wir werden
die Werte diefer Jutegrale unmittelbar aud ihr ablejen. €2 joll

Sig. 74.

£ 4 E{Y“lF X {MLJF__

F T

hier der Winfel AOB = ¢ im Bogenmap gemefjen werden. Wenn
aljo OA gleid) ber Ldangeneinbheit ift, dann mift der Kreis-
bogen AB = ¢ den Winfel AOB im Bogenmaf.

€3 fei ferner BF | OA, dann ftellt die Strecte FB Ddiveft
den sin und die Strece OF den cos ded Winfeld ¢ dar.
FlB:F‘B=y; cosx:olk:OF:x.

- Der Winfel ¢ foll nun um dy wadjen, dann ift bei un-
endlidh) tleimem dg und nuv untev diejer Borausjepung

/ BCD = / BOF = ¢,

Aus dem unendlich tleinen vedhtwintligen Dreiet BDC ergeben
fich die folgenden Beziehungen :

sin @ =

DC = dg - cos g und DB = d¢ - sin ¢ 0der BD = — dg -sin ¢
Ober in anderer Bezeichnung:

1) cosg - dgp = dy = d(sing)

2) sing - dgp = — dx = — d(cos ¢)

ober: — sing -dg == dx = d(cosg).
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Mit dem negativen Vorzeichen Hat e3, wie ein BIick auf unjere
Figur zeigt, folgende Bewandinid: Wenn ¢ widijt, jo wdidit
auch) y oder sing und dy oder d(sing) ijt eine unendlic) Eleine,
pojitive ®rofe. Die Strecte x oder cos ¢ nimmt Ddagegen bei
wad)jendem ¢ ab, aljo ift dx oder d(cosg) eine unendld) fleine,
negative Grife.

€3 ift GF = dx- TRGE— — dx

Denfen wir und den Vogen ¢ in unendlich viele und unendlic)
fleine Teildhen dg geteilt und, wie es in Fig. 74 (vechterhand)

efcheben, durd) die Teilungspuntte alle horizontalen und vertitalen
%inieu gezogen, jo ift augenjdpeinlid:

P-9 g9 P P
3) fdy — Dbcrfcos¢ -dgp = fd (sing) = sing|
®=0 @=0 0 lo
g
unbd de:AF:—FA:x—-l:—(l—x)
P P |?
ober: f— sing - dg :J'd (cos ¢) = cosg| =cosgp — 1.
0 o éo
P @ P
Aljo: fsingp -de :J — d(cos g) =—rcos g, =—cosg — (—1)
9 9 °= — cosgp } 1.
Wir haben damit wei neue beftimmte JIntegrale audgetvertet :
g-9 P
I1. f(:OSq;-drp=sing>‘
®=0 o
und
-9 14
II1. fsiﬂq,-dqa: - COSg
P=0 lo

An Stelle der Grengen o und ¢ fonnen natiivlich aud) zwei
andere Grengen ¢q und g¢p trveten, wasd aud unferer Figur aud
flav ericheint. Meit Ddiefen zwei Jntegrationdgleichungen wollen twir
einige Aufgaben [Hjen.
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RNufgaben.

1. Aufg.  Jtoch einmal die Veredynung des Flacheninhalts eined Kreijes, Dies-
mal alg Veifpiel fitr eines der lehten JIntegrale.

Nah Fig. 75 ift

y — r sin @ und dx — rdo- sin @. gig. 75.

~ Wljo ift der Flacdeninhalt bdes y

Sfretjes J
e 1

Y — 4J‘r” sin“r/drp~4r“’fsin"’(p do

®=0 0

Um bdiefes Jnteqral mit einem <
7l

der beiben lehteren Jntegrale in Ein-
flang au bringen, jubftituieren twir

sin® @ = 1;':208&’ unbd beachten, baf

wenn fih @ um do dnbert, fid) 2¢
um 2 - de dnbert. s ift aljo
dp = 4 d2¢) unbd jomit
7
) >

(el = D2 f(l — cos 2¢) dp = r"f(l — cos 2¢) d'(2p)
o o

o

4

N1 [2()7 — sin 2(7)]2_r'3(7t—0—o+o) =5
- s e

2. Aufg. Beredhynung des JFlacheninhalts einer Ellipje.

Betfanntlich fonmen wiv i
bie Glipje punftoeife fol- i el
gendermapen  fonftruieven:
Wiv  bejdhreiben um  den
Stoordinatenanfangspuntt
mit den Halbacdhjen a und b
Rreife, 3iehen bdurd) den
Mittelpunft O einen Strah!l
OBA, burd) A bdas Lot und
dburd) B die Pawallele 3ur
X-Adje, bdann ijt P ein
Punft der Elipje. E38 be-
fteben  nun  die folgenben
einfacjen Begiehungen :
xX=acos®, y=Dbsinp.
@ Wintel jenesd Strahls mit
der X=Achje (Varameter).

Der Fladeninhalt bder
Biertelellipfe 1jt nun

a

2 ~ fydx.

o
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Subitituteren wir y = b sin @ und wie aug ber Jeihnung erfidtlid)
dx = — a do - sin @ (negativ, weil bei wadjendem @ die Abjzifje x abnimmt),
fo erbalten wir

o) )

= fb sin@ (— asing dg) = — ab fsin’q do
k)

b/
Wiv haben hier dasfelbe JInteqral wie bei Aufg. (1) und erhalten:
0

0

¥
4

oy e

_f :—‘;bj < cos?(p)d(?(p):—zb[2(p—sin?q)] = n.?‘;',
7 T
2 2
alfo F = nab.

3. Aufg. Nod) einmal die Berehnung der Kugeloberflide.

Wir denfen uns die Kugel durd) novmale Ebenen ur X-Adhje in un-
endlic) Ditnne Lamellen geteilt Fig. 75), dann ijt die Viantelflache einer jolden
Qamelle dO — @ (y + y + dy) rdep = 22yrdp, weil dy ald Summand gegen
2y vernachldjjigt werden fann. Aljo ift die Oberflache der Kugel

@-7T /2 U
.

0 —J 2ryrdp — 2nr* | singdy = 2m* (—cosg) 2ur°( (-1)-(-1)) - 47r’;

=0 0 0

@
fitr bie Sugelfappe ift O, —= 27r® (—cos @) 2 2nr® (—cos p— (- 1)) =2mr?(1 - cosg)=2nrh |

| P2
fitr bie RSugelzone ift O, = 27r® (—cos ) — 2ar’ (— cos P — (— cos @)
1Py

= 2ar® (cos ¢y — cos ¢p) — 2ar - (hy — hy) = 2arh,

wenit @y und @, die den Grengfreifen entiprechenden halben Bentriwintel be-
aeichnen.

4. Aufg. Bevedhnung der Flade und des Rauminhaltes a) von einem Klofjter-
gewdlbe, b) von einem Kreuzgewdlbe.

Wenn et Bylinderflacdgen, wiv ftellen und hier nur Kreiszylinder vor,

© einanber durdydringen, jo jdyneiden fie einander nad) einer Raumburve vievter
Ordnung, d. h. diefe Kurve fann von einer Gbene Hodhjtens in vier Punften
getroffenn werden.  Sie bejteht entweder aus Fwei vaumlidhen Ovalen oder
aus einent rdumlichen Oval.

Wenn die gwei Jylinderflacdhen einanber in einem Punft beviithren, d. H.
in diefem Punft eine gemeinjame Tangentialebene haben, jo vereinigen fid) bdie
betden Ovale in einem eingigen geid)lofienen Liniengug, der aus wet Shleifen
beftent; die Raumfurve erhilt in diejem Punft eiren jogenannten Doppelpuntt;
die Sdnitthiivve der Bylinderflachen jdhneidet fich Hier jelbjt, oder, bei entgegen:
gefeBter Bewegung ded einen Bylinders nimmt das eine vorher vorhandene
Oval ecinen Doppelpunft an und befteht nun aud wei Sdhleifen. Gine Ebene,
welde durd) diefen Doppelpuntt qeht, fann die Kurve nur nod) in 2 anberven
Puntten treffen; diejer Doppelpunit 3aphlt hier fiir 2 Schnittpunfte. LWenn wir
nun 3wei Bylinder haben, die eimander in jwei Punften berithren, as ein=
tritt, wenn bdie Achien von Fwei fenfrechten Kreidzylindern mit qleihen Durch-
meffern einanber jdjneiden, jo mup ihre Ednittturve gwei Doppelpuntte exhalten.
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Gine Gbene, welde durd) bdiefe jwet Doppelpunfte und einen dritten Punft
der Rurve gelegt wittde, bitte nun 5 Schnittpuntte mit der Kurve gemeinjam.
Das fann aber nidjt der Fall fein. Die Schnittfurve joldher Jylinder fann feine
raumlid) gefritmmte, doppelt gefritmmts furve mehr jein. Stellen wiv uns ein
Diodell her, indem iiv einen Kreiszylinder zentval mit einem Bohrer von
gleihem Durdymefjer durchbohren, oder ftellen wiv eine genaue Beichnung bher,
fo finben wir, dbaf die beiden Bylinderfldchen einanbder in jwei Ellipjen durd)-
bringen, bie einanbder in jenen Doppelpunften jdhneiden. Die Raumturve
4. Ovdbmung gerfallt jebt in 3wei ebene Kurven 2 Ordnung, injwei Gllipfen.
Wenn wir nun die anfangs cvwihnten Gewdlbe herjtellen wollen, jo nehmen
wir als einfadhjten Fall wei Kreidzylinderfladhen von gleidhem Durchmefier,
deven Achjen einander fenfredht jchneiden umd in einer hovizontalen Ebene [liegen.
Die beiden unteven Halften fommen natitrlich in Wegfall.

Wir bhaben nun zwet Halbaylinder, bdie auf einer Horizontalen Ebene
tuben und deven unterfte Grzeugenden (bie Kampjerlinien) ein Quadrat bilden.

Jtehmen wiv bie duferen Fladenteile weg, jo bleibt die innere Wolb-=
fliche eines Sl oftergewdl bes ibrig; nehmen wir aber bie inneren Fladhen=
teile fort, fo bleibt ein Rveuzgewdl be ibrig.

a) Das Kloftergewdlbe.
Fig. 77.

Mhoster W«%&a

P

Geine innere Wolbfladye gerfallt exfichtlich in 4 fongruente Teile, aljo ift fie
7!

Psy ;
WSS 4fr- dp - 2x, x .= r- cosp.
P=0
1) 7 7 :
W28 rrzcostp dp = 81* J cos g dg = 8r'sing| W, =8r*(1-0)~Sr.
B 0 30
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Wir evhalten alfo dad merfwitrdige Nejultat, dap die inmere Wilbflade
diefes Kloftergewdlbes genau gleid) feiner doppelten Grundfldde (jeiner hori-
sontalen ‘Brojeftion) ijt.

Gbenjo gerfdllt aud) ber inmere Raum in 4 fongruente Teile, aljo ijt fein
Jnbalt, wenn wiv ihn in vertifale Lamellen geteilt denfen,

X=r

Vk:4f2xy-dx

X=0

Diefes Integral fonnen wir auf verjdhiedene Avten auswerten. Gine
davon tonnen wir hier ausfithren, Ein BIlid auf die Figur (Gt die Gleihungen:

X:)’Ctg?""ycos(p dx =r do sing; r dp cos @ = dy
s @
erfenmen.  Diefe Werte unter dem Jntegral fubftituiert evgebem:

b < : & I‘

ya [ Qi

2) V,=8|y*cosp-rdp =8|y dy y=8% | =g

. g
o 0

Denfen wir uns den inneren Raum ded Klojtergerodlbed in Horizontale
Qamellen geteilt, jo ift jein BVolumen
x

Vi =f(2x)’-dy=4fr - dy= 4f(r—y dy—4(ry— )

|
|
o o o

:4(1"— g):%r“.

Diefes Rejultat erqibt fih, nadydem twiv einmal ben Jubalt bder TWolb=
flache bevecdhynet haben, mit einem Sdhlag, wenn wir den Raum des Klojter-
gewdlbes vom Wittelpuntt der Grundfladhe aus in Nadelpyramiden erleat
penfen, deren Grundfladen dw in bder Wolbflachge liegen €5 ift nach) diefer
Auffajjung, wenn wir dag Jntegral itber die gange Wolbflade evitvecten,

8r2 8r2

Vs ;fé dw-'r = gfdw = ; HRrh = .g. e

o 4]

Wollen wir johlielich noch) den Rauminhalt ber Mauermafie eines Klojter=
gewdl(bes, deflen Stdarfe mit d begeichnet jet, jo ijt derjelbe

Vo= g [(r+ d)? — r"]

r

b) bas Rreuzgewdlbe.

Auch Hier befteht die Wobflache aus 4 fongruenten Teilen oder aus 8
flachengletchen Teilen. Jhr Jnbhalt ift

m 7 n
W, = Sfrd(p (rd =) — 8‘rr (r — r cos @) dp = 8r2f(1 — cos ) do
o o o
A 2 2 [Z';I e, CHe
3) =8’ (p —sing)? =8r* {—- — 1
lo 2 ’
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ein Refultat, dad wir ofhne weiteres aus Gleihung (1) finden fommen; benn

die TWoIbflache des Kreuzgewdlbes it gleich der Summe der beiden Halbzylinder-
flachen abziiglich dev LWolbflache des Kloftergewdlbes.

\i% b

= . . il St 2 ”_
e = 2 7@r-2r — 8r’ = 8r (2 1).

Sig. 78.

Cbenfo bejteht der Gewdlberaum aus 4 fongruenten oder 8 inhaltdgleichen
Feilen. €3 ijt aljo, wenn wiv in vertifale Lamellen pavallel ju den Achien teilen,

) 4 5 b 2
2
Vi = SI(r —x)ydx = 8rfydx = 8fxy I o
o o o

s *
e

1) b (Z ok ;) re.

Obder wenn wir den Raum in Horvizontale Lamellen teilen, jo ijt
r r

r ) 7
' ::J‘[‘h"B —4 (r—x)’] ~dy :f(er —4x°) dy tSrJ xdy—4‘rx’dy
o o

o o
r

)

©

= — 4"(r'——y’)dy:.2nr“~4(rgy—!3_.

e 3 O e (1__1_ s
=27y §r~~8 I 8:

*) Giehe Gleidung (2).
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Dasfelbe Rejultat exhalten wiv, wenn wiv den Raum vom Mittelpuntt
der Grundflacdhe aus in Nadelpyramiden gerlegen, deven Grundflachen df evjtens
die Gewodlbefladhe und Fweitens die 4 halbfreisformigen Seitenfladyen ausfitllen.
Alle diete wnendlid) ditnnen Pyvamidenelemente haben die Hope r.

=i 1 5 : T "' . 1 z(n ) 711'2] (” l) 1
o= df - =S ol e A g R
Na J‘3 1 3, df 3[ % + 5 r S r

Bum Sdlujje nod) eine vierte Ableitung diefer Formel: Beredhnen wir
den Rauminhalt dev Halbaylinder, 2 - t72x® - 2r — 271°, jo ijt in diefer Summe
der Nauminbhalt des Klojtergewdlbes weimal enthalten.

Dev Rawminbhalt des Kveuggewdlbes ift aljo

Vo= 2mr*— 8 P 8(1 — 1) r’
3 k] 3

Diffeventiale hoherer Ovdnung. Mehriade JIutegrale.

Sm Anjchlup an den lepten Abichnitt nod) einige BVemerfungen
liber Linien=, Flachen- und Kovperelemente.

1. Das QLinienelement ift eine unendlid) fleine
Groge eviter Ordnung, die wir mit dx, dy, ds oder beim
Kretje mit rdg bezeichuen.  Auf andeve Darftellungen des Linien-
elements fann hier nicht eingegangen werden.

2. Daj %[ad)ene[ement ifit entweder eine unendlid
fletne rdfeeriter Drdnung: ein unendlid) jdymales ?Recbtc
dF = y.dx, oder ein unendlich jchmales Dreiect, dF = } x- dy
oder in ‘Polartoordinaten dF = § r.rdep = § rde, oder s ijt
eine unendlidc) fleine GrBe zweiter Drbnunq ein Redht-
ecchen, Dejjen beide Dimenfionen unendlich fleine Grdfen eviter
Orduung ﬁub dEliE—"dxdy:

Wir wollen an wei einfacen Veijpielen zeigen, in welder
Weife wiv jolde unendlih) tleine Grden weiter Orduung inte-

grieven fdnnen. %ig. 79, a) G5 foll ber Hli-
deninbalt eines Drei=
Y ecfd beftimmt 1werden.
Wir denfen ung das
Dreied ABC bdurd
Parallele i den Koor=
dinatenachjeu in unend-
lich ftletne Nechtectchen
2. Ordbuung geteilt.
Sununieren wiv  die-
felben [dngs etmer gur
X = Achje pavallelen
Strede x, o erbalten
wiv den Fldcheninhalt
etner Lamelle

A

d(A ABC) :fdx-dy = x.dy
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Dabei fpielen y und dy bdie Rollen von Sonjtanten ; mur x
durchlduft alle Werte von o bt% X. Summieren wir nun alle jur
X- %d)}e parallelen Bameﬂeu o erfalten wir, da

21e = (b W)t

b
AABC _f}\ dy —f (b—y).dy

A e ‘_a bt 1
AABC = ¢+ (by—L) =5 .5 =3 ab.

lo

Ober: AABC_I\ dy —fx - dx da [dngd der Grene
- dyiidixs —ahista

o2 i b et - Tl e
Aljo AABC_afx dx—»a g| = 2_2.11).
o}
Die wei bier nadmuauber ausgefiihrten Jntegrationen pilegen
ir von borneherein durc) ein jogenanntes Doppelintegral angi=

deuten:
AABC—Jf(iy ‘th('

€3 ijt leicht emz,meben dafy e3 qlucbqulttg ift, in welder
Reibenfolge wir bier integrieren Wir wollen mm nod) zuerit
nadh y integrieven unb baun nach) x:

y a
AABC :fj dx.dy :fdx‘\J Ciyie— fdx-y

y:b = (a — x):a, aljo

a

b Lad 1
:;-9_‘2—&]).

b1

A ABG =f:(a—x)-dx:%(ax—§)

EAce—ra
o

b) €8 joll der Fldcheninbalt eines Kreijes mit Veniiung von
Polarfoordinaten bevedhnet werden

€3 it der JInbalt des jhraffierten Fldchenelementsd
F — @+ oty | _ ety
2 2

¢ = ¢ dp-de
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Fig. 80.

Sm Unendlichtleinen
wird Dder fleime oder
febr tleine Ausjchnitt
aud dem Kreigring ein
Rechtectchen. '

Aljo
o=t @27

F :ffgdg-dg;

0:0 @0

r 2=

2

27 r 27
. 2‘l' . ~» B 2”
Dber: F = fdsp'fedy: ’ dg- &/ = ;J (lgo:'2 -9\:nl'2.
el 3 9 lo
o 0 0

(4]

Jm erften Fall haben wiv juerft lingd eined Kreidringes vom
NRadiud o und Dder Breite dp integriert, dabei bleiben o und do
fonftant, und bdann von ¢ = o bi8 ¢ = r, . §). wir haben die
Summe Dder Flachen aller Kreidvinge (2medg) bevedhnet, die den
gangen Kreid ausfiillen.

Jm weiten Fall haben twiv zuerft (dngd eined Radiud r inte-
griet, Haben Den fFldcheninbalt eines Kreisjeftors vom Radius r
und dem Bentriwinfel dg berechnet, und dann haben wir erft nad
@ integriert, von ¢ = o bi8 ¢ = 27, d. h. wir haben die Summe
aller jener Kreigfeftoven, die den gangen Kreid ausfiillen, bejtimmt.

3) Dad Korper- oder Volumenelement ift entweder eine un-
endlid) fleine Grdge 1. Ordnung, dV = f - dx (Jubalt
einer Lamelle) oder eine umnendlich fleine Grife 2. Ord-
nung, d?V = z - dx - dy ober eine unendlic) tleine Sriope
3. Ordnung, d®V = dx - dy - dz.
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Wir wollen die Integration fitr den 3ten Fall aud) mit zwei

einfachen Bei- Fig. 81
jpielen flarlegen. g

a) €3 fjoll Dder
Rauminhalt eines
Tetraederd be-
ftimmt werden,
welched eine recht-
winflige forperlide
Ccte befibt.

Wir nehmen die
in Ddiejer Ee O
jujammenitogen-
den Kanten al3
RKoordinatenachien
und denfen ung das
Tetvaeder parallel
3 den Koordi-
natenebenen in un=
endlich fleineRecht=
ecferchen geteilt,
dann ijt (Fig. 81)

d3V=dx-dy-dz

i 7
\Y :f { fdx dy dz ... (analog (2))

Wir integrieven zuerft dad Sdulchen entlang, weldes iiber
dem Flachenelement dx - dy fteht. Fiiv diejed Saulden find x u. y,
dx und dy fonftante Grdgen.

{ O 4 Z (RN
V:ffdx-dy-fdz:f[dx-dy-z.

Nun integrieven wir in der Lamelle von der Dide dx nach y

Fitr alle Stabchen in diejer Lamelle find x und dx Konjtante,
ebenjolche audy y* und z'.

€3 verbdlt fid) z:z' = (v' — y):y', hievaud z =

ik b =2

Subftituieren wir diefen Wert von z und jegen Ddie fiir Ddieje
Jntegration fonjtanten Werte vor dag weite JIntegralzeichen, jo
erhalten iiv
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A ¥ a y
z' 2
— ) : (y — = 1
4 f ; dx fky y) dy dx (y A, )
o o o i
7! y12 l e
V - }T,' i3 9 dX - ? i, dX.

Schlieplih haben mwir nod) afle diefe Lamellen von x — o
bi3 x = a zu integrieren.

G2 verhilt fich 7' e =(a — x):a, alipz = UaT—L)
und PLA b (g veec oY A y = ?L(E;‘, x)
Alfo V :% :cgf(a —X)zdx:% :T‘:f(ag—‘_’ax—}—x’)dx

1

Vi 5

Lol

V= g7
Bei febhr

fleinen dx, dy,
0z ijt die Te-
traederflacye
ABC eine ge-
ftichelteFlache,
aud weldyer
fehr fleine,
dem  Tetra=
eder OABC
dbnliche Ler-
tiefungen aug-
geftochen find.
Beim  Uber-
gang zu Dden
unendlich flei-
nen dx, dy, dz
werden  dieje
Yerticrngen
unmepbar,
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unangebbar flein und die geftichelte Flache ABC wird fiiv endliche
Lebewejen, die dad Unendlichtleine erjter Ordnung nicht mehr walhr-
nehmen fonnen, jur ebenen Flade.

Wir iiberjehen leicht, daf e3 gleidhgiiltig ift, tn welcher Reihen-
folge wir die 3 Jntegrationen ausfiihren.

b) €3 joll mit Beniipung von Polarfoordinaten der NRaum-
inhalt der Kugel bevechnet werden.

Cin Punft fei hier beftimmt durc) o, ¢ und y; o = Ab-
ftand Dbed Punfte3 vom Koordinatenanfangspuntt, weldper der
MWittelpunft dev Kugel ift, ¢ und y zwei Winfel in der Bedeutung,
wie fie ausd Fig. 82 erfichtlich ijt.

Wir denfen ung den Kugeltorper duvch Cbenen, welde durch
die Z-Achie gefhen (WVeevidianebenen), duvch fonzentrijche Kugelflachen
und durd) fonagijche Kegelflachen, welde die Z-Achje ded Koordinaten=
ipjtems zur Adhje und ihre Spigen im Kugelmittelpuntt Haben, in
unendlich) fleine NRechtectevchen geteilt, dann ift der Nauminhalt
eined jolchen KRdvperelements

d3V = g cosy dg - edy - dg,
o=r Y= @=7

aljo AUl 2 [ f‘ j o*dg cos ydy dg

0=0 Y=0 =0
Vi A
k 1

E T r 4@
= 8ff92dg cos dtpf(lg,_—:Lin fg"’dgfcoszpd(p

:4nfgzdg-sinl/1 :4/rfgadg-1:4/t'933

[ 0 0

Wir bHaben bHier zuvdrderft [(dngd eined Parallelfreijes inte-
grievt. Dabei war nur ¢ vaviabel, alle andern Grifen find fiiv
diefe Jntegration fonjtant. Wir Haben mit Ddiefem Jntegral den
Rauminhalt eined Ringes auf der Kugel vom Radiug o, von der
Breite o dy und der Dide do im Abjtand v vom Aquator und
tm Abjtand o vom Kugelmittelpuntt bejtimmt. Beim zweiten Jnte-
gral jummieven wiv dieje Ringe itber die ganze Kugel und erhalten
10 Den Jubalt einer Hohlfugel vom Radius o und der Vide do.
Bei der Ddritten JIntegration endlich jummieren wir die Raums-
infalte aller Hohltugeln, welche die Vollfugel vom Radiug r ans-
machen.  Wir erfennen aud) Hier, dafy die NReihenfolge der Jutegra-
tionen nidyt von Velang ift. Weldhe Bebeutung hat jede der nod
miglichen 5 Reihenfolgen der Jntegration?

24
T

A
—3’711 .

R
0

8
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Sehr hitbjdhe Beifpiele fitv die Anwendung unjever drei Jntegrale bieten
Shwerpunttiberednungen.

Wenn wir die Schwerpunfte von Linien beftimmen rollen, jo benfen
wir ung diefelben ald jehr feine Drdbhte, die itberall gleihen Durdhmeijer Hhaben
und durdhaus aus demfjelben Homogenen Sioff beftehen. Gewidit der Lingen=
einfeit = y. Koordinaten des Schwerpunttes jtets x, y,.

Jig. 83.

aud bie

1. Aufg. Shwerpunft einesd
Kreisgbogens.

G8 jet b ein Kreigbogen, jym-
metrijd) von der Y-Adyje geteilt, dann
muB der Schwerpuntt S auf biejer
Symmetrieacdhje (tegen.

Da bad Drehungémoment eined
Korpers inbegug auf eine Adhje gleid
der Summe der Drehungdmomente
aller feiner Teile inbejug auf diejelbe
Achje fein muf,*) jo ergibt {idh, wenn
wir die X-Ad)je ald diefe Adhje an=
jeben,

N, 3 ite
by - y, =(‘y ds y:yfr sin @ - rdp
7!_‘__(! 71._;_1(
;s =
bty =12 ’ sin @dp = r* (— cos @) I = 2risin g
. b
P X
2r® sin § sing _ s.r
= kg e RS 21‘- < 2 e -3 ek i
4 b « b
1 2

Fitr ben DHalbfveis ift e =7, y, =2r =, I
Shwerpuntt ciniger Fladen.

MWenn wic von dem Schwevpuntt einev Flache veden, jo haben wir uns
eine matevielle Fladhe ju denfen, ein fehr bitnnes Bled) von durdyaus gleicher
Dicfe und aus homogenem Viaterial. Gewidt der Fladeneinheit = 7.

Tig. 84

2. Aufg. Sdhwerpunift eines
Dreteds.

Wir teilen dag Dveiet in parallele
Lamellen gur Grundlinie a, dann ijt
h

éahr-yu =J ¥ xdyy
o

x nv—i(h'—"v) =-h

o R~ 5]
—

X

*) eieher ;i?t;t)fif: Rejultante von pavallelen, gleich gevidhteten Krvdften.
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Diesd fubfttlituiert qaibt

h
1 _(ath—y) _af _a(y2 y’) h
2 ogh:y, = , dy=2|tby—y)dy=2 (nY_—-Y_
g &by f b Yo sl (hy —y) dy 5 Rey AN
0 o
a (h* h° 1
B o8 i 4 i = = h.
h(2 3) de Ney

Dies gilt inbequg auf jede Seite. Die dret Parvallelen, die im Abjtand
von § ber Fugehovigen Hohen ju den Seiten bdes Dreietd gezogen iwerben,
gehen durd) den Schwerpuntt des Dreiects. Durc) diefen Punft gehen aud) die
3 Mitteltransverjalen, weshalb diefe aud) ,Schwerpunttstransverialen” bHeifen.

3. Aufg. Shwerpuntt eined Trapejzes.
Tig. 85.

Wir teilen aud) dad Trapey in ju den Grundlinien pavallele Samellen,
bann [tegen die Sdwerpuntte diefer Lamellen aui der Mitteltransverfalen bder
beiben Grundlinien, welde aljo eine Schwerlinie des IJrvapezes ift. €8 Hanbelt
fidh) nur nod) um bdie Ordinate des @d)merpulr}ftca. Die Momentengleidhung lautet:

o
Wir ziehen durd) einen ber obeven Cdpunite bdie Pavallele jur qegens=
itberliegenden jdhragen Seite, dann folgt aus der Figur, wenn h die Hohe des
Frapezed begeichnet,
x—Db:(a—b)=(h —y):h;
Dieraus x =% — (i"hf—b)ry

Died oben hfubftituiert qibt

a b gitiliahi=(n = DIy el S SRR NI o
o hy, _f s Vi Aswdys = =={ialy - (ai=—"b) 3 )
o

h

h 1
‘U
&+b 2. ptisd 1 { R 1 I 3
' T Ohty, = 5 b’ — 5 (a—b)be
: s etk Oy e P
Hieraus y, = SaLb) hund h — y, e h
Yoirlh—y) =@+ : @ + b= (34b): (at 2),

wonad) die einfad)e' RKonjtruftion fitr die Veftimnmung ded Schwerpunttes S,
welde aus der Figur 85 erfichtlich ijt, einleuchtet. o
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4 Aufg. Sdhwerpuntteinesd Kreisgfetftors,

TFig. 86.
Nad) dem oben angefithrien Sal
y aug ber Statif ijt Hier, wenn wir uns
b ben Seftor in Settovelemente mit
ds- rdj At
s den Bentriwinfeln dep geteilt benten,
2oy
S SN W et 1 Ay S 1
S By gbry-yo=fir*d<p-y-y
/_/ \\ 2
: / ) e v
/ 2 2
4 . j =2 r sin
.,_/6( _ N == 3 T P,
\ \/__ Da der ©Sdywerpuntt eines Seftovelements
/\ im Abjtand von } der Hohe vom bder

Spibe liegt. Aljo ijt

ﬂ+ll
1 1 i 1 [t
= bry-yo=7- | —risingdp=y+—= rs‘jsin dp=y - — r*(—cos
217307f3rm/f Ko ‘I‘Pigl( fp)!”“
N )
1 2 . :
& bry -y, = 3 i sm%~y; folglid
el g _sin§_2(2 sin¥. 25-r
a0 T T Al S §'r) USRS T

b. §. ber Schwerpuntt des Kreisjeftors ijt idbentifdh mil dem Schwerpuntt bes
au bemjelben Bentviwinfel « gehorigen Vogens von dem Radiud § r, was von
vorneherein johon flar liegt und mnad) dem Rejultat dev Aufgabe (1) obhne
weiteres hitle angegeben twerben fonnen. Der geometrijhe Ovt der Sehwer=
punfte ber Seftorelemente ijt der Sreidbogen vom NRadiug i r in «. Dex
Sdywerpuntt diejes Kreisbogens mup aljo der Schwerpunft bes Seftors jein.

Fig. 87. 5. Aufg. Sdhwerpuntt eines
Fladenringausgjdnitts

y 1 Der Sdwerpunft S mup aud) Hier
. auf der Symmetrieadhje (Y) liegen.
Bezeidhnet y, jeine Ordinate, y, die
S Ordinate ded Sdwerpunttes desd Seftors
(rj@) unbd yp bie Ordinate des Schwer:
b, punfttes vom Seftor (rpe), dann ift nad
dem Dei (1) angefithrien SaB

S il
=3 . b’";"b_z (r1—12)y - yoF ) boray -y,
VA
TN

== —é— biry 7 - ¥4

5 5 *
4 sin¥% 4  siny )
PR — TR ) sl 4 S |
Y1 i g2 3 pas

. X
folglidy: oV g 1 Tl RS s »g 'E—HZ—I (Vi Hy R

%) Gige in Fig. 87 bet r ben Jnbdex 2 an!
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e 3 s R E
yi = g BN &0 Bl b et ey
3° r® —'1,® « 3 r + 13 @ ;

: LBt man r, groBer werden, jo wird bdas Ringftitct jhmaler und wird
jchlieBlich ein Kreisbogen, wenn r, = r, wird. Dann wird

2 el in &
Vo — 4 .8 einy _ re S2 Bergl, (1),
320, « o
6. Aufg. Sdhwerpuntt eines &ig. 88.
Rretdabjdnittes (Segments). y
Die Momentengleihung lautet Hier SR
nacdpdem mit dbem Didtigleitsiattor ;; _— S
bividiert ift (L r, r = ), 2 it
—1~ I‘ga . i b SID_;‘ \\ s
2 3 « y
— r* sin ’g’ cos % % I cos ; ‘\\ T
=’-(%t“a——r"sin.g,cos g)y.,:f-y,, ) X
; v it g sin® & 2 e’y &
Hieraus Yo =gr" :7—;81:{,‘-00?‘: =3 f = {of
Der Schwerpuntt eined Halblreifes liegt aljo im Abftand
3
Yo = 8r R 2 i r (anndhernd!)

SR Ity € e 8
7. Aufg. Shwerpunft eined Hhalben und eines ganzen
Parabeljegments.
y' = px. Gleidhung der Parabel.- (Siehe . 97, Fig. 71).
Wiv denfen und junddit die Flade des halben Segments in ju X fent

recdyte, unendlic) bditnne Lamellen geteilt, dann lauten (BVergl. &. 114, 1) bdie
Momentengleichungen, nacdhdem mit dem Gewidyt 7 ber Fladjeneinbeit dividiert ift,

a a a a
1) y - fydx =J ydx - %’_ = ;fpx dx= ,S_ 3 };l
o 0 0 0
‘ 3
o gab yoz%p a’=f}£ab‘ yung.
b b
unb 2) ise ol X, _f(a—x) dy (X + LE},) — ;f(aﬂ_xn) dy
o o
b {b
Sl oy St s y? =7]L(’b E_)
= §>f(a f‘) dy~§(ay 58 3 a o
=2 (sm—1 a*b) =2 wi; folgliy X, = & a.

*) Giehe ©. 91, 1. Aufg.
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oder, wenn wir jdreiben: -32- ab. x, = ‘ xydx = ’ x Vpx - dx
i °
.~ o x%+1i“ 2 Sl
=VPfx2'dx:"Pw+1w"5' *Vpx| =< a%
8 ‘0 0

Wit haben aljo hier wieder die Vejtatiqung, daf die Gleidhung (I, aud)
fiir gebrochene Gxponenten Geltung hat.

G5 ijt ohne weiteves flar, dap ber Sdhwerpuntt S* des Parabeljegments
auf der Symmetricadhie (X) liegt und fein Abjtand vom Sdheitel der Parabel aud

§ol g a. Siche ©. 97, Fig. 71.

8. Aufg. Sdhwerpuntt eines Cllipfenquadranten.

X s Vi Gleihung der Ellipfe.
R0 Vi (\,ube ©.96, Fig.70 linferhand!).
Die ﬂJEomentmgleid)ungm lauten fier:
a a |2
2 3\ |
fydx ~~J‘ydx z = VJ yidx 2,;. ::J‘(ae—x’) dx— 2ba" (a’x — ); )‘
o 0
* ”<b.r:_b;.E:,1 bh? :4,1)
et e D Tl aljo el
b b b
x 1 L sy
und X J'xdy :fxdy AT "x’dy el ‘ (b* —y?) dy
0 ] o0 ¥ (:.
R Yl 7 Ry, S8 ik o
—57(by 3—)‘}0 , aljo i P e r?:ab und x°—~3” a

Aus dber Symmetrie der Figur erhellt jojort, dap der SHwerpuntt einer
Halbellipfe auj ihrev @ymmetrieadhje liegt und den Abjtand x, = :—2 bejtv.

Yo = g, vom Mittelpuntt der Cllipje hat. Siehe ©. 124, Fig. 99 u. 100, audy 70.

9. Aufg. LVejtimme den Schwerpuntt einer von einer Hyperbel und den beiden

Koordinaten eines threv Punfte begrenjten Fldadhe.

Gbenjo die Schwerpuntte von Fladen, die von ‘Bambe[n (§: =raxa)fin
gleicher LWeije begrenat find

10. Aufg. Shwerpuntt einer Kugelzone und einer Kugelfappe.

Wir denfen ung diefelbe durd) jur Y-Adhje fentfrechte Gbenen in unendlidh
ditnne Lamellen geteilt. Der Schwevpuntt mufp jelbjtverftandli) auf der Y=
Achie liegen. Dann lautet die Viomentengleichung

Y1
0 vy, =f2nxds -y
L A S e Ya
*) Gtehe ©. 39, 3. Aujg. u S. 103 4, 2. Aufg.
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Fig. 89
Aus den dhnlichen Dreiecten folgt: y
ay sds=—x ‘T alioex = dss—nierdvs
Somit durd) Subjtitution Biok i o
,‘"1 ‘)'. Z 0 [ooating Jy
(0} :J 2mrdy y = 2nr )2 ‘ / .)Ef, //,/" I;\
z AR
Aljo 2ar - (y1 — y2) - Yo *)
il
—— P — y,9).
4 9 (y1 ye')
Hieraus y, = ! ki
2 S|

Der Schwerpuntt jeder diefer Flachen ift dev Mittelpuntt ihrer Hibe,
iit aljo ibentij) mit dem Scwerpuntt der jwijdhen bdenjelben Grenzebenen
liegenden Mantelflacdhe des der Kugel umbejdrieberen Zylinders.

11. Aufg. Schwerpuntt dev Mantelflade einer Pyramide
ober eines Kegels.

Sier ijt feine Rechnung notig. Dev Schwerpuntt liegt in jedem Fall im
Abjtand § der Hohe von der Bajis auf der Linie, weldhe die Spike mit dem
Sdwerpunft der Bafis verbindet. Der Sdhmwerpuntt der Mantel:
fladhe eined Kegelftumpfes ergibt fih aus der Vomentengleihung
als im Abjtand

ry =0 Ridr
2 8- Ri-liy
von der Grundfldche entfernt auf der Adhje.
Ableitung diejer Fovmel: Fig. 90.

h
7z (R 4+ r) l-x,:f‘dnyd&x
h %

== ZnJ xyds
o

(BR—yp:R—=r=x:h
Ry B—0x

h

R — r) x

=R — ( IR
o] h

dsdx =1:h; ds = "% gies oben cingefegt gibt:
h
(R+l')1-x.:2fx R (R —lr_)i() ]ltlix
L

*) Giehe ©. 104, 3. Aufa.
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zz(m.g_mfguxwﬂzﬂﬂmg_mfﬁlm)
hi B Celoiad X 1S 2h 3h*

CeRh BbY e 29n ooy B
®4nz=2(R_G_nb}_ (a2 pja=BiE ,
olglidy X, = g:_*“l;'*: . ]Tl

Sdhwerpunfte von Korpern.

Wir ftellen uns dabei Korper aus in allen Puntten gleid) didtem Stoffe
vor. G5 fei bas jpe3ifijhe Gewidht diejes Stoffes mit » begeidhnet. Dann be-
jteht fitr ivgend eine Achje die Gleidhung:

Drehungsmoment bed Korpers = Summe der Drehungs-
momente jeiner Teile, aud jeiner fleinften Teilden, in=
bezugaufdrejelbedAdhje

Jig. 91, 12. Aufg. Sdhwerpunft einer
Pyyramide.

3 jei G die Grundfladhe normal
sur X=Acdje gqeftellt, h die Hohe, S,
der Schwerpuntt der Grundilade und
S’ bie Spibe der Pyramide.

Wir denfen uns die Pyramide
in unendlich ditnne Lamellen pavallel
aur Grundflade geteilt, dann it

; Ghy - x, =ffdxy X
o
f G == he

2
Subftituieren wir den Wert von f = G X in die vorhergehende Glei=

dung, jo exgibt fic h*

h |h
1 Gl e e a@ax o il : e
,3,G~h-x‘,_—_hsJ‘xdx—l_;g &y _.4,Gh’, Xy o T h.

Der Sdhwerpuntt mufy aljo in novmaler Rihtung jur Grundflade von
der ©piye den Abjtand $ h und von der Grundflache den Abftand + h haben.
Er muf auf der geraden ESdhwerlinie S’S, liegen, weldje die Spike mit dem
Sdwerpuntt S, der Grundflache verbindet Diefe ift der geometrifche Ort der
Sdwerpuntte aller Lamellen. S ift auch der Schwerpuntt der Shnittflache in + h.

Dasjelbe gilt aud) fitv jeben Kegel.
13. Aufg. Beftimme den Schwerpuntt eines Pyramiden= refp. eines Kegelftumpfes!
Sein Normalabftand von der Grundflache G wird
(}, i,%g,,BLG ;,é A h beatn R® + 2Rr + 31‘2 § k
TR T e T TR R A

Bei jedem homogenen Rotationsdforper muf der
Scdywerpuntt auf der Rotationsdacdje liegen.
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14. Aufg. Beftimme den Schwerpuntt eines Kugeljeftord ober Kugelfegels.

Wir denfen uns hier die Kugel- Fig. 92.
fappe mojaifartig tn unendlid fleine
Fladenelemente geteilt und bdeven
Ccfpuntte mit dbem Kugelmittelpuntt
durd) gerade Linien verbunbden. Da-
durc) wird der Kugeljeftor in un=
endlid) viele unendlid) jhymale Pyra-
miden 3erlegt. Der Sdywerpuntt
etrier jeden joldjen Nabelpyramide
liegt im Abftand # r vom WMittel-
punft. Die Kugelfappe vom Radius
v it aljo der geometrijdje Ort der
Sdywerpuntte aller Nadelpyramiden,
welde ujammen bden SKugeljettor
ausmadyen. Der Shwerpuntt diefer
Kugelfappe vom Radiug § r mufp
aljo der Scdywerpuntt des Sfugel:
feftors vom Radiusd r jein. Gr liegt auj der Adhje ded Kugeljeftors und fein
Abjtand vom Kugelmittelpuntt ift (Siehe Seite 118, 10. Aufg.).

Yo=~3—rcos{—z~+1 (i r~ircos“)=§1”(1'i"°'0s -%)

I et i 2)” 3B
Yo :,g, @r ). it bie Halbtugel it S 90" und fomit y,' = % r.

15, Aufg. Bejtimme den Schwerpuntt eines Kugelfeqments.
Fig. 93.
€3 fei dbie X-Adhje gugleih die Achie
Ded Kugelabjdnitts, h defjen Hobe, r dber
Kugelvadiug und o bder Rabiud bes y
Sdynitttreifes, dbann ift nad) Seite 78 (6)
das Volumen diejes Abjdhnittes

¥, = Z (8r—h)h* = % (30°4h?) - h
unbd die Viomentengleidhung lautet, wenn _L~
wir dag Kugeljegment in Lamellen nov- |
mal gur X-Ud)je gqeteilt bdenfen und AN

wenn x; dent Abftand bder Schnittilache
vom SKugelmittelpuntt bezeidhnet,

X r
Vv, xa:fny’dx S n‘f(r”—x”)x-dx

X3 1
r 4 4
:n(l,_,r,
s 2 4

=7z (ﬂg_,x,‘
2 4

Aljo %(3r—~h)h“'xozl(r’—x,a)Q:»Z(2r—h)“-h’, ba x,=r—h.

4
i el GR A AE 0 8L T et
i LAY TN e
2 2
wenn wir beadhten, baf o* = h (@r — h), alfor = 9_5}1111
Fitr die Halbfugel with h=p¢=r unbd wir erhalten x‘°=% s
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16. Aufg. Sdhwerpuntteinesd Rotationsdparaboloibds.
y* = px Gleihung des Meridians. (Siehe Fig. 71.)

Die Momentengleidung lautet hier, naddem mit dem jpezifijdhen Gewidyt »
dividiert ift,

e =f7ly9dx oy , ; nab®  Siehe ©.96, 8. Anf.
o
o 3;‘ :
;- AANIEX, — nfpx?dx = %! == % :é 71 a%h?
folglich X, = _33_ a. Siehe Fig. 71, 8,

17. Aufg. Shwerpuntteines halben Rotationsgellipjoids.
8 jei die qrofe Adhfe 2a, die fleine 2b, aljo die Gleichung der Vievidianellipje

X2 y9
== =ik
a’+b“

Jit x, die AbLJ3iffe des Schwerpunfts, der ja auf der Rotationsadje
[tegen muf, io ift

| 2 ¢
VX fﬂydx x =7 f(a— xdx:nz_:(\a%g—%‘)::n%-%

Nad) Seite 96 (7) itV :% nab?,  alfo % mab* - x, = 7b* &,

oraus X, = % a. (Siehe & 96, Fig.70, 8,); (fitv die Halbfugel ift x, =} ).

Ableitung der Guidinjden Regel.

Fig. 94. Gs fei S ber Schwevpuntt eines
Survenftitctes 1, dbann ijt

X3

rx-ds:l-x0

Xy
Multiplizieren wiv beiderfeits mit
27, fo erbalten wiv

Xy

f?nx -ds=1- 27x,

Xg
Qinferhand fteht nun augenjdeinlid
der {nbalt der Rotationsflade, welde
bag Kuvvenititt 1 bejchreibt, wenn ed
um die Y-AUchje eine volle Umbdrehung

madt, d. h.
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L. Der Inhalteiner Rotationsdflade ift gleidh) dbem Pro-
dbuft aus der Linge der rotievenden Kurve und dbem Weg

ihres Sdhwerpunttes.

- 68 fet ferner F ber Jubalt
einer begrengten Flade, x, bdie
Abjaiffe  ihres  Schwerpunttes,
bann ijt
Xy
de -x =F.x,
X2
~ Multiplizieren wiv beidberfeits
mit 27, fo ergibt fidh
X1

de «2ax F . 2ax,

Xg

N

Fig. 95.

X,

X3
T D
T K- st

o

Dag Jntegral linferhand ftellt erfichtlich den Rauminhalt ded Rota-
tionatbrpers vor, weldhen die Flache F bei ihrer Drehung um die Y-Ad)je be-
jdhreibt. Die lehte Gleihung jagt aljo aus:

2, Der Rauminhalt eines Rotationsdtorpers ijt gleid
bem Produft aus dbem Ynhalt der votierendenFlade (bem
Querfdnitt) und dbem Weg ihres Shmwerpunites.

Beijpiele.

1. Rreigfegel: HRotierende Linie und Fliche — Hypo:
tenufe und Flache eines vechtwinfligen Dreieds.

M s-2ft;——7_1s

2. Rugel: Rotierende Linie und Flade ein Halbtreis.

Sehwerpuntt der Halbfreislinie Sy.. . x, — 72: Sy
b e AL T
Sdwerpuntt der Halbfreisfldde S;. .. x'; = 8

YA
O == nrs 2%, = v S ‘2 r =— 4ar?
= s
. T

V,;:%nr'.ano':% nr’-2n-%i;=§nr’

rth-27. L% =
3

L
3

Jig. 96.

arth,

Fig. 97.
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3. Ringmii Rreidquerfdnitt:
Rotierende Linte und Flache ein Kreis vom
Radiug r. Jn beiden Fillen S Schwerpuntt.
o S i)
0.i— 2nr « 27k — 4B . r
g ~ Bgl. ©. 79 (13).

Nr— 7’ -2, — 2 Reur
——

4. Rotattons=
ellipjoib:
S Sdywerpuntt der
Flache der Halben

Cllipje:
=k,
fioad:
LT __a _____________________ (l— _______ X X fjet Rotationsadhie.
Vi == malt 2ay, —Loan 22 2 b= % nane.

F
@
S
e

5 Sphdaroib:
S Sdywerpuntt der Fliache 4
der halben €llipje: x, = 3; &
T

Y fei Rotationsadhfe.

=~

e

VA il By ol 4
Fu, R 5 nab - 2ny, = ~ nab - 27 . PEh
b = % aa’h Bal. ©.96(7).

6. Rotationdparaboloibd: :
Der Schwerpunft der votierenden Fliche

RB. = b;F:%ab.

8
1’ V:F-2nyo:,.2,,ab 271,3,}3
3 8
_X_ = % nab®.
Bergl. &, 96 (8).
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Grofe und Ungriffspuntt der Rejultante ded Seitendrudes

einer Flijjigleit.

Sn der Hybdroftatif erfahren wiv egperimentell folgendben Sah: Der
Drudt, weldhen ein Flachenelement (Kreis, Rechtet) im Junern bder Flitjfigleit
in novmaler Richhung ur Fliche ecleidet, ijt gleich dem Gewicht der Flitjfig-
feitsjiule, welche diefes Fldchenelement ur Srundfldche und den Abjtand jeines
Mittelpunttes vom Flitjfigteitsipiegel gur Hohe hat, weldye Richtung das Fladen=
element an diefer Stelle aud) haben mag.

Begeidhnet y das jpesififhe Gewidht
ber Flitjfigteit, jo ijt der Dvuct, der
auf bdie fHorizontale Qamelle df ber
Seitenwand trifft:

X X
»

dD J‘dx dy-y-y=7y ydy | dx,
° o
ba fiir diefe Lamelle y und dy fon-
ftante Grdfen find. Diefer Druct ijt
aljo
dD, —rixdnvi— g dE oy
Der Druct, welder auf die Fldde f
ber Geitenwand trifft, ift mun
Js

Ye i
D :f}’ - df - Y = j'fdf sy PV :
Y1

Y
Begeichnet y, den Abftand des Schwerpunttes S der Flade £ vom Fliif-
figteitsiptegel, jo ift nad)y der Momenten-Gleidhung

Yo

¥
. h. ber gejamte Drud D, welden trgend ein Fladhen-
ftitd £ der Seitenwand eined GefafBesd von der Flitjjig-
feit evfabhrt, tft gleidh dbem Gewidht einer jentfredten
Fliajjigfettsfaule, welde die Fliadef ur Grundjladge
und den Abftand y, ihresd Sdhwerpunttes vom Flijiig:
feitafpiegel gur Hohe hat.

Der Gejamtdruct, der fid) (von oben nad) unten pro gem grofer werbend)
auf die gange Flache £ verteilt, fann durd) eine vejultierende Kraft D erfebt
werden, wenn 8 auf die Gejamtwivtung anfommt.

Vet der Veftimmung ded Anqrifispunttes diefer Rejultante wollen wiv
und auf drei einfadpe Fille, die praftijd) am haufigiten vorfommen, bejdhrianten.

*)gblieibe!bg Jntegrationen, welde wir hier nadeinander durdhgefithrt
Haben, pilegen wiv aud) formell durc) das folgende Doppelinteqral anjudeuten :
yg. x
D =‘/Jyf-dX<dy~y
y1 ©
" An Ddiefem einfachen Beifpiel fernen wiv wieder, wie ein derartiges Doppel-
integral mit 2 Bariabeln gu behandeln ift. €8 ift gleidgiiltig, ob wiv Fuerjt
in horigontaler oder in vervtifaler Qamelle integrieven.
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a) Die Seitenflache f fei ein Redhtet, dasd fih vom Flitjfigteitsipieqel
abwirts erjtrectt (Sdhleujentor). ot

Tig. 103.

meAady

)

By
Aljo yb (y1—y2) Yo+ ¥o' = by

Yo

i

2k

3

y'—y*

A ober (y;

gt )

o

BD=y-f y,=9 by—

Nad) Dber
@Ieid)li]ng ift

D :f} . bdy . yt;'bh . 121_

o

Denfen wir und bdie redht:
ecfige Seitenfldche in hovizontale
Qamellen b - dy geteilt, jo be-
fteht inbegug auf die Linie BC
die folgende Wtomentengleichung
(Siehe Statif: Die Rejultante
von pumlle[m Krdften!).

—fy bdyy y

h
= ;'bfy ‘dy = yb

o

vorhergehenden

3
i
9 |

io

h.

folglich

|0

Yo

b) Die Seitenflache f fei ein
Redhtect, dad unter bdem Flitjfig
teitgipieqel lieat und 3wei horizon-
tale Seiten b Hat.

Nad) der aus der Fig. 104 exfichte
lidhen Bezeidhnung ift der Drud D,
dent bdie Flitjfigeit auf die redht:
ectige Fldche ausiibt,

y!) Yo
unbd gur BVeftimmung ded Angrifis=
punftes A der Rejultante bdient uns
die auf BC als Adyje begogene Mo~
mentengleidhung :

¥z

ybdy-y*

y=Ya
Y1

D'Y»I>

/Y1

= be‘y”dy = 9b %
Ya

YiStEY
Vi) 5

Y

1

rl =1 ,‘3__ g
Yo 3(> y2)

s o M P A

ity

Vei Fig. 104 ift an die Gee der Rivctjeite C 3u jefen.
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c) Die Seitenflache £ et eine Kreis:
flache vom Radius r.

Hier ift der Flirffigteitsdruct auf die
Kreisfladge D = y = 7rty,

Gtellen wir ur Beftimmung bdes
Angriffspuntted A der Dructrejultante D
die Piomentengleidhung wie in dben jwet
vorhergehenden Fdallen auf, jo veiden
bie und bis jeBt befannten fntegra-
tionadgleihungen nicht aus um bdas Jn-
tegral audjuwerten.  Wir gelangen
aber um Biele, wenn 1iiv fjtatt
der redytwinfligen Koordinaten Polar=
foordinaten wdhlen und und eines
Doppelinteqrald bebienen.

orp=+7
U ¥ee = 2 f ry- edp - do - (yo—e sin @)
0=0 ¢;——7~I

Wir fithren nun die Integration in der Weife aus, daR wir bas Suteqru[
aunddyft den Kreisring vom Rabdiug o und der Dice dn entlang fithren. Da-
bei jpiclen o und de bdie Rolle von Konjtanten.

r At 2‘
D-yy=2y- _’ Pd?J (yo" — 2y.0 sinp + ¢° sin’g) dp
it
I <7
=2 -f@dzl[yo"‘fr + 2y,0 cos ¢+ e”f el 2% q ]
o :
r a vid
~ T
= 2y f@do[yo ®+-2y,0 cos 90+ s ifcos 29 d(2<p)]
o )

7!
= Jy - fgdo [yu » - 2y,0 cos rp+£-(p =5 —sm2tp]
' r
2
£ d( B R Rl 9_.1)
yfveyo e m e T e
o
%

1
2 d T ot
v f@p (yo+2e)

o

I

Nun haben wir bie Jntegration nod) fiber alle KreiSringe von e=o bis
g=r augzubdehnen.
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1 e ; i
e ["“2%*"2' ' %—]0 ober yar'y,- i =y (3. + %)

r2
. “2 a 2
Folglid =TT
Geben wiv beifpieldeife y, =r. fo wird y,' =4r. Je grder y, wird,
bejto ndber vitft der Angriffepuntt A an den Mittelpuntt des Kreifes; ev fallt
aber erft fitr y, = co volljtandig mit diefem ujammen.

Die ,, Magdeburger Halbfugeln’.

Die beiden Hoblen Halbfugeln liegen langd des Ranbded A B luftdicht
aneinanbder. Der Druct der duBerven Luft fet B, der bder Lujt in dber Hohl-
fugel nod) b, beide in Quectfilberjdule gemejjen.

Wenn wir nun die Frage ftellen: welde Kraft Z mup in adfialer Rid-
tung angewandt werden um bdie eine Halbfugel von der andern lod3ureifen,
fo haben wir ein Problem, das eine Jnfinitefimalbetradhtung exfordert, zu (Hien.
Wir haben den Gejamtdruct der Luft ju bevechnen, der die eine Halbfugel an
die anbere anprept. Diefer it beim breifen Fu itberwinden.

Wir denfen ung bdie Halbfugel vehter Hand mojaif- oder facettenartig
in unendlidh fleine JFlachenelemente df geteilt.

Fig. 106.

Der Druct der duferen Luft ift pro qem B—1- "B 18596 (g);
(B in em gemefjen).
Der Druct der inmeven Luft betvdgt pro qem p = 1 - b - 13,569 (g).
Der von auBen rabial nad) innen wictende iberbrud aljo
P —p= (B — b) 13,596 (g)
und dev auf ein Fladpenelement df treffende Nberdruct it
D =df - (B — b) - 13,596 (g).
Berlegen wir diefe nad) dem Kugelmittelpunft gerichtete Kraft D in
2 Somponenten pavallel und novmal jur X-Achje gevichtet , jo ift die gur X
Achje pavallele Komponente =D cosip.

Nur diefe Komponenten D, fommen hiev in Frege. Jhre Summe preft
die eine Halbfugel an die andeve.
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Die Kraft Z mup die Summe diefer Lomponenten itbertwinden, wenn fie
die Halbfugel vechterhand logveiBen jull. Aljo mup mindejtens

Z= XD, _—_fdf- cos ¢ (B —b) - 13,596 (g).

Diefes Jntegral erftrectt fidh auf die game vedytjeitige Halbfugel. Der
Neiqungswintel des Fladenelementes df gegen die zur X-Adyje normale Ehene
AB ijt erfidtlih) = .

Folglid) ijt die Projeftion des Fladjenelementes df auf bdiefe Ehene
df' = df - cos . Siehe ©. 39,
Nun ijt Z — (B—b) - 13,59 [ af.

Diefes Integral ftellt die Projeftion bder Halbfugelflddhe auf die Ehene
bar, ijt aljo der Fladeninhalt des freigformigen Querjdnitts vom Rabius r
und es it jlicpliy 4 — ar* - (B —b) - 13,596 (g)

wennt r, B und b in em auggedriicft find.

Die KraftZ hat den Luitdrud u iberwindben, dber auf
die Querfdnittaflade ber Kugel, auf die Flade eines groften
Sreifesd ber Sugel, trifft.

Vet dem bevithmten Grpeviment, dad der geniale Biivgermeifter vor
Dagdeburg, Otto von Guerice, gelegentlich des Reichstages von Regensburg im
Jahre 1654 vor dem Kaifer Ferdinand IIL und den Reidhsfiiviten ausfithrte, be-
trug der Durdhmefjer der Halbfugeln + Ellen, der Querjdhnitt der Kugel unge-
fabr 200 Quabdratzoll und bei nabezi vollftandig ausgepumpter Luft der dupere
Quitdruct, der eine Hatbfugel an die andeve anprepte, 200 - 14 Pid. — 2800 Pibd.
Die 16 Pferde (auf jeder Seite 4 Paar) jollen alle Mithe gehabt Haben die
Halbfugeln audeinander u veifen, was jGlieplid mit einem gewaltigen Knall
exjolgte. €3 traj aljo auf jedes Pferd eine Jugfraft von minbdejtens 350 Pibd.

Rechnen wir das in unjeren MaBen nad) und nehmen den duperen Luitdbrvuct
3u 72 cm, ben Jnnendruc nad) bem Auspumpen ber Luft nodh ju 2 em, jo finden
wiv fitv % — 3,1416 - 22° (72—2) - 13,596 (g) — 1448 Kg (1 Glle — 0,66 m)
und fitv die aufgewenbdete Zugkraft pro Pferd 181 Kg. Tasd wire nod) feine
itbevmiBige SKvaftentwidelung fitv ein nattleves Pferd. Wir mitfjen uns eben
vergegenwdrtigen, da es nicht jofort gelingt 16 Pferde gum gleihmiBigen
Anziehen zu bringen,

Der Verjud) evfdhien natitelich impofanter, wenn auf jeder Seite 4 Paar
Rierde angogen. Ein Blid auf unjeve Fig. 106 belehrt unsd aber, dap die
4 Gejpanne bder einen Seite durd) einen Baumftamm, bder durvd) jtarie
Wurzeln qut in der Erde veranfert ift, odber durd) eine folib fundierte Mauer,
an dev wir bie Stugel mit der einen Seite befeftigen, erfelt werden fonnen.

LWeitere Amvendungen unfever dvei JIntegrale finden wiv bei der

Beredmung der Ivagheitsmomente vou cinjaden Linien,
Fladen uud Korpern.

Wenn wir die Bewegungen von Korpern, welde um Ad)fent votieven ober
jdwingen (Penbdel), ftudieven, o jtoBen wir auf Jntegrale von jolgender Form:

J'dm - r*; worin dm bdie ,Mafje” eines unendlic) fleinen Krpers (eines
materiellen Punfted) und r feinen Abjtand von bder Rotations: oder Schwin-
qungsadyje begeichnet. Den Wert diefes Jnteqrald Heifen wir dbad Trigheits-
moment des Korperd inbejug aut die gegebene Achje. Wir fonnen davunter
aud) die auf den Radius 1 vedugierte Majje verftehen, d. . jene Mafie, weldhe
im Abjtand 1 von der Achie angebracht (gedacht) diefelbe Mafjenwirtung be-
fit, wie die Mafje ded gegebenen oder angenomutenen Korpers.

9
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1. Aufg. Trdagheitdmomente einer geradben Strede.

Jig. 107, Wir denfen ung diejelbe aus fehr
’ | feinem, geradem Draht. Die WViafje der
y iy Ldngeneinbeit jei g, dann ift basd ITrig=

i heitdmoment inbejug auf die Mittel=
fenfredpte Y als Adje
a

a
T

i
i
! ! i ¢
i | X »
f i o i e 5D ok == 2d>
% : g /\ 5 2f,udx X 2,u" xMx
| [
| 3| 3
i gy Xt _avil_ ad
i Fsgrt arel
Und wenn wiv die Mafje M der Strecte einjehen, jo ift w-a =M, alfo
el .
T, = 12 Mas.

Das Trigheitdmoment bderfelben Drahtitrece inbezug auf eine durd
ifhren Anfangspunft gehende jenfrechte Achje Y ijt
a |a

|
T:fydx XA > = ;1_ e }, M a2,
o

wo| ¥

3

oW

o
2. Aufg. Irdagheitsmomenteiner mateviellen Kreidlinie

g '108. a) Die Adie Z ftebe im Mittelpuntt
auf der Gbene bded Kreifes fenfred)t.

(Z-Achie).
27 2n
7d.
4 i1 J‘;r rdep - r* —,ur’fdtp
o o

A

= 4 .2nr' = Mr’

N ) Die Adfe fei ein Durchmefier,
etiva bie X-Achje.
T

S 2f.u. rde (r sin ¢)*

o

2,ur3fsin" gdp

Wir jubftituieven sin® ¢ - };‘;‘1@ und  dg — L d(2¢), dann wird
nw

s
T = J;,ur’f(l — cos 2¢) d(2¢) — fur® [2rp7 sin 2:;;] =tpr’-2n=7g Mr®.
o

o

_—

3. Aufg. ITrdagheitsmoment einer Redhtedsflade.

Die Maffe der JFlacheneinheit jei . Wiv ftellen ung eine Flade aud
fehr ditmmem Bled) Hergejtellt vor.
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ig. 109
a) Die Adje (X-Adje) gebt durdh) den Big
Sdwerpuntt und ift pavallel ju zwet Seiten. |’>7
L b I
T2 cdxdy -y
x J‘f.“ xday -y cl\’.'l
0. d j;%l/v
Wir inteqrieren fHier undadjt [ings bder :
jur X=Acdhje parvallelen Lamelle. P’

i b h
=0 r y? dyfdx 2u ’ yidy - b
0 o o

Wir hatten die lehte Form gletch) von vorne:

evein anjeBen fonnen.
b et L \?
h h /\
2 & i
m . 3| hdiviil 1
T_=2ub | y'dy=2ubY | =2ub 1 = — ubh®*= 2
53 fy e s S s E T s

0 lo
wenn M w«bh die Maijje des Redhtets begeichnet.
b) Das Irﬁghei}t%momeut inbezug ﬂ}lf die Adhpfe X' ift
1l 13

\ 9 Yo 1 gl ]
T ‘ub‘f‘y dy u-b 3 3 ubh 3 Mh®,
. ts —

Dem Sntegmlfdf - y* begegnen wiv aud) in der Feftigteitslehre. Der
Form wegen heien wir aud) diefen Ausdruct, der dort eine grofe Rolle fpielt,
JZrdgheitsmoment”, obwohl der Mafjenfaftor w davin nidt auftritt
und es fid) audh nicht um eine Bewegung hanbdelt (Mathematijhes Triigheits-
montent). Wit fprecdhen bort vom Fvdgheitdmoment bdes Queridnittd eines
Frigers. Von feinem Wert hiingt bdie Tragfdbhigteit ded Trdgers ab. (Ge-
nauer gefagt: vom jogen. ,LWiberftandsmoment” W —T:1h— tbh®). Das
Irigheitemoment des Querjdnitts eined horizontalen Baltens inbejug auf bie
horizontale Mittelachje diefes rechtectigen Querjdhnitts ift aljo

T, = L pne,
12 Fig. 110.
4. Aufg. FTragheitsmoment
einer Kveisflade. y
a) Die Adhje Z fteht tm Mittel=
punft fenfredht gur Sveisflache.
o1 @=7 —]

T, = 4f fﬂé’ do - do - ¢
0:0 @=0
Wir inteqrieven hier junddyjt den
Rreidring entlang, wobei o bdie Rolle
etner Konftanten jpielt.

L T
[y = _uj‘()" dgfd(p
o o
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¥ |e

. b/ 4
y | 5 |
o

1
4.ufe"de . fp:

0

& 3 i 04‘ 1 reiag! || -]
2n‘ufg do = 2nu 5 Rl 177 s — -3 Mr?,

0 lo
wennt M = zr? - u,
Wir Jehen leidht ein, dap wir dadfelbe Rejultat erhalten, wenn toiv die
Reihenfolge der Jnteqrationen umtehren, wenn wir juerjt nad) o integrieven,
wobei dem @ voverjt die Rolle einer Konjtanten ufdallt, und dann erjt nad) .
b) Die Achie jei ein Durdymefjer, etwa die X-Achie.

V4

rie f

I
Jn diefem Fall ijt T, = 4‘;“"/4 - odp- do - (¢sin p)* 4,uJ odo (‘sin2 @dp,
o % o °

LWir nehmen Hier diefelbe Subititution wie bei Aufg. (2) vor und erhalten

7

r z r ”
2
ity rg“’dg . fl;(:i(E 29 d(2p) —u (padp . [2(p—sin ‘_’rp]
o :)‘ o
[r

0 o
o 2 1
4 uf()“dgn = unfg“do rr,u~a411 *iy-nr' 1 Mr°.
i ; : 4 J 4 4
o ) o
St der Queridnitt eines Trdgerd ein Kreis, jo ijt das mathematifdye
Jvdaghettsmoment dicjed Trdgerquerjdhnitts inbezug auf bdie Miittelachje bdes
Luerjdnitts 1 A

T LT
3 4

5, Aufg. Vejtimme das FTrdgheitdmoment von Queridnittdormen, die fid)
aud Recdptecen jujammeniepen lafjen, wie Fig. 111 einige jeigt!

Fig. 111,

R

'
1
-
1
1

/f, : /i,

G i

f
|
|
)
'
|
1
|
|
|
1
1
l
!
|
1z

T = = (8 hy*—8, hy"). T = & (8 h+aghy?).

Nad) der Formel fiir das Jvdgheitsmoment ift ohne 1weiteres flar, daf
bag FTrdgheitsmoment eines Hohlen Querjdnittd gleidh bder Differeny jwijchen
bem T beg vollen Querjdhnitts (Rechtects) und dem Trdagheitsmoment der fehlen-
ben Flachen ift. Wiv tonnen daju aud) nod) die am Schluffe diefes Abjcynitts
entwicfelte Gleidung (T, — T, 4 Fa*) beniifen.
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6. Aufg. Bejtimme aud) nod) dasd Trdgheitdmontent einesd Kreisrings!
Tig. 112,

T = 119 (a* — an*) T = i 7 (a' — ap').
¥ig. 113.

7. - AWiifa: Iragheitsmoment eines |
jenfredten Kreiszylinders iZ
inbegug auf jeine Adije.

€8 begeihne « die Mafje der Volunten-

i
B : s |
einheil. Denfen wir und den Bylinder durdy i
parallele Ebenen, welde auf feiner Achje jent: j
I
|
|

recdht ftehen, in unendlid) ditnne Lamellen zer-
fdnitten, jo ift das ITrdgheitsmoment einer
joldjen Lamelle nad) Aufg. 4,a

dT, = 1 uar‘dz. #
h : :
b/
i
I
|
T

Aljo T, *ffi. unr'dz = wunr'h L e

!
i
2 2 2 ! I
o i N
wenn M bie Mafje des 3ylinders begeichnet. T N
|
8. fujg. FTrdagheitsmoment cines jenfredhten Kveistegels
inbegug auf jeine Adhfe Z. Tig. 114,
Dasg Tvdgheitsnmoment einer unendlidh
ditnnen, gur Z-Adhje jentrechten Lamelle ift
Al = 1oanx‘ds,
¥ 5 :

Aljo T, f ; ,mx-dz:,;, ,unfx‘dz‘

o 0
68 verhill fih dz:dx =h:r,
hievaus dz = L dx.

r
5
%Ilio TZ = ; un }E,fx‘dx — ;pn%. g,
0
e
ﬁlo‘unrh_ioMr.
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9. Aufg. Irdagheitsmoment einer Kugel inbejug auf eine durd
thren Mittelpuntt gehende Achje.

Das Ivigheitdmoment ciner ur Z-Adhje fenfrechten, unendlich ditnnen
Lamelle ijt

Fig. 115.
|Z U= 2 unx' - dz.
i r
/_;\ Ao T, — % ; (mfx‘dz.
‘ X ol Y
z’ Tatnaifl - o x8 = 7yt
xt = (r* — z%)°

; aljo
x Diesd jubitituiert gibt
r

L= ; un f(r‘ —2r'2*+ z%) dz

¢ 5 1+7T
8 2
L S Mre.
ui 151 5 T
Aufgaben :

Beredne das Trdagheitsmoment eines Hohlzylinders, einer Hohlfugel,
einer Rugelfladye, eines Ringes (wenn der Querjdnitt ein Redtect, ein Kreis,
eine €llipje), eines Rotationsdelipjoids, eines Sphiroids, cined Paraboloids —
in jedem Fall inbejug auf die Rotationsacdhje des Umbdrehungstorpers.

Bum Schluffe wollen wir nod) einen Sap anfiihren, der bei
der Lojung vieler Aufgaben mit LVorteil verwendet werden fann.

Wir jepen voraud, dafy dag Trdgheitdmoment T, einer Flddhe
inbegug auf eine durd) ihren Schmwerpuntt gehende Achje bereits
betanunt ift und fragen nach dem Trdgheitdmoment inbezug auf cine
Achie, weldhe 3u jemer pavallel ift und von ihr den Abftand a hat.

Das Trdgheitzmoment der Flache F inbejug auf die durd)
ihren Schwerpuntt S gehende Achfe CD jei T, = [ df - y*.

Snbezug auf die u CD im Abftand a gelegte parallele Acdh)je AB
it bad Trdgheitdmoment devjelben Fldade
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Fig. 116.
T ={ar @+ L
. 5 ¥ g
:J df = a® —}—J df - 2ay | ‘ df - y2 C —Fg;r f B
:azfderzaJ'df.y+fdf-y2 B
— 1 + To_;. ‘?‘ ‘?’
benn [ df-y=F-y,, wenny, den : 5
Abjtand e Scmwerpunfted Dder i u B

Flache F von der Achje CD begeichnet. —
RNun ijt nach unjever Borausjepung y, =0, aljo ijt aud) [ df -y = 0.

Wir erfehen aud den bisher geldjten Aujgaben, daf tir in
den drei Jntegralen:

a |a P P |Ps
i u‘ » = 32 3 '
fxdx:x : Jcosg> dg=sing| , ‘Jsm¢dg>:—005g
n
b b % 1"71 P

einen. Medhanidmug befigen, der eine gropere Jahl von Aufgaben
— und ifhre Zahl faun leidht nod) vermehrt iwerden — ausd bden
perjdhiedenen Gebieten der Mathematif, Phyjit, Mecdhanit und Ted)nit
ju [Bjen geftattet.

Sonthojen, Herbitfevien 1909.

Dr. Gottlieh Herting,
K. Gymnafialprofefjor und Diplom-Jngenieur.
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ig.
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gehort 3u Fig. 42

d
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4 ¢ — 2bm

[intexhand joll Beipen:
bl

Druckfehlerberichtigung

6. 1 Beile 8 v. v,

ai
Beile 8 v. u. die Fovmel fiir

o 3u fegen.

53

&. 185 Beile 8 v. u. linferhand foll l(auten:
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