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Scista formalizacja matematyki wspéiczesnej tylko pozornie uodparnia ja na
zalezno$¢ od kontekstu historycznego. Zalezno$é ta staje si¢ jedynie mniej wi-
doczna. Podobnie jest z aprioryczno$cia matematyki. Matematyka jest w pewnym
sensie nauka aprioryczna, chociaz ustalane przez nia zaleznosci nie zawsze sa
bezwzglednie apodyktyczne!. Wyjasnie to doktadniej ponizej. W obydwu przy-
padkach, apriorycznosci i $cistej formalizacji, matematyka jest dalej otwarta na
pewne inne ukryte mozliwosci, a kazdorazowa jej posta¢ formalna lub wynik ro-
zumowania apriorycznego sa w rzeczywistosci efektem pewnych niejawnych wy-
boréw i formalnej ich kodyfikacji. Caly czas pewne inne mozliwosci teoretyczne
sa niewidoczne i nieaktywne w procesie kreacji wiedzy matematycznej. Odsta- -
nianie ich istnienia wraz z nastepujaca analiza odpowiadaja za rozwdj matema-
tyki i stanowia wewngtrzny powéd przesadzajacy o racjonalnym i intelektualnym
charakterze tego procesu.

! Przedstawiona w tym tekscie koncepcja rézni si¢ od pogladéw 1. Lakatosa, ktéry odréznit
matematyke euklidesowa” od ,,matematyki quasi-empirycznej”, chociaz moze by¢ traktowana ja-
ko wyjasnienie wewnetrznych mechanizméw tworzenia wiedzy w matematyce quasi-empirycznej
z uwzglednieniem analiz hermeneutyczno-fenomenologicznych; por. Lakatos, 1., Renesans empi-
ryzmu we wspélczesnej filozofii matematyki? W: R. Murawski. 2002. Wspdtczesna filozofia ma-
tematyki. Wybdr teksiéw. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, 215-243. Przeprowadzone
analizy wskazuja, iz matematyka euklidesowa posiada cechy, ktére wiaza ja Scisle z matematy-
ka quasi-empiryczna. Czytelnik moze jednak przyjac teori¢ Lakatosa jako wygodny punkt wyjscia
rozwazan w zakresie pewnych rzeczowych ustaleri historycznych. W ten sposéb postapitem np.
w artykule: Kr6l, Z. 2006. Intuicja i hermeneutyka: analiza intuicyjnego pojecia wieloscianu. Za-
gadnienia Naukoznawstwa 2 (168), 251-271.
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Powody, dla ktérych pewne nieaktywne dotychczas mozliwosci teoretyczne
zostaja rozpatrywane, sa wrazliwe na szereg czynnikéw spofecznych i historycz-
nych. Jednakze same mozliwosci teoretyczne majg charakter czysto intelektualny
i aprioryczny. Kazdorazowe sformutowanie jakiej$ nowej teorii lub nawet tylko
jednostkowego ,,wyniku” odbywa si¢ w okre§lonym polu racjonalnych mozliwo-
Sci oraz ukrytych racjonalnych zaleznosci i odstania réwnoczes$nie pewna nowa
strukture kolejnych ukrytych zaleznosci. Wiedza matematyczna posiada zatem
dwie sktadowe: jawna (explicite) i ukryta, niejawna (implicite, tacit knowledge
itp.)2. W procesie kreacji matematyki tylko niektére ukryte zatozenia (bedace
czgscia wiedzy niejawnej) sa aktywne i rzeczywiscie dookre§laja oraz wptywa-
ja na jawna postaé tworzonej wiedzy. Wigksza ich cze$¢ pozostaje jedynie czy-
sto logicznymi mozliwosciami i od strony fenomenologicznej jest oderwana, tzn.
nieaktywna, i bez rzeczywistego wpltywu na przeprowadzane rozumowania. To
fenomenologicznie i hermeneutycznie dane pole racjonainych powiazafi i zalez-
nosci nazywam horyzontem hermeneutycznym. Intuicja matematyczna ujawnia si¢
w tym horyzoncie, wyrdznia pewne jego obszary od innych, teoretycznie mozli-
wych oraz jest intelektualng zdolnoScia ,,poruszania si¢” w jego obrebie.

Zwréémy uwage, ze przekonanie o apriorycznosci piatego postulatu Euklide-
sa, ze na plaszczyZnie przez punkt nielezacy na danej prostej da si¢ poprowadzié
tylko jedng prosta réwnolegta do danej, bylo wyréznione jako jedyna racjonalna
i apodyktyczna mozliwos¢ aprioryczna przez ponad dwa tysiace lat. Inne racjo-
nalne mozliwosci byly ukryte. Dlatego ich ujawnienie w procesie kreacji geo-
metrii nieeuklidesowych byto szokujace zaréwno matematycznie, jak i filozoficz-
nie. Takie miejsce w horyzoncie racjonalnych zaleznosci i powigzan, gdzie pewna
mozliwo$¢ pojawia si¢ jako apodyktycznie prawdziwa i ,,nieposiadajaca alterna-
tywy”, przy réwnoczesnym istnieniu innych racjonalnych mozliwosci mogacych
by¢ ujetymi intelektualnie, ale niewidocznych dla oka intuicji w danym momencie
historycznym, nazywam ,,rozdwojeniem horyzontalnym”.

Analiza rozdwojeri nie moze polegaé na ,,logicznej negacji”” danego sformu-
towania przekonan intuicyjnych. Na przykiad, samo sformutowanie negacji pia-
tego postulatu Euklidesa - jak wiemy z analizy procesu historycznego powstania
geometrii nieeuklidesowych? — nie wystarcza dla ujawnienia innych mozliwosci.

? Nalezy odrézni¢ takze wiedze ukryta od wiedzy niezwerbalizowanej. Typologie réznych ro-
dzajéw tacit knowledge przedstawiam w pracy Krél, Z. 2008. Towards The New Episteme: Basic
Methodology for Knowledge and Tacit Knowledge. W: Proceedings of the 9t International Sym-
posium on Knowledge and Systems Sciences (KSS2008) Jointly with Knowledge Management in
Asia Pacific (KMAP2008), Guangzhou, China, Dec. 11-12, 279-287.

¥ Por. na przyktad Rosenfeld, B.A. 1988. A history of non-Euclidean geometry: Evolution of
the concept of a geometric space. Studies in the History of Mathematics and Physical Sciences 12,
Springer-Verlag, New York ~ Berlin — Heidelberg — London ~ Paris — Tokyo.
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Konieczne jest stworzenie i ujawnienie szerszej struktury horyzontalnej, ktérg na-
zywam nowym ,modelem intuicyjnym”. Za apodyktyczno$cig piatego postulatu
staty inne, bardziej podstawowe ukryte przekonania oraz zalozenia i dopiero ich
ujawnienie umozliwia budowe nowego modelu intuicyjnego dajacego intuicyjne
Srodowisko dla rozumienia negaciji piatego postulatu. Rozdwojenia najczgsciej nie
posiadaja binarnej struktury. Zwykle ukrytych mozliwosci jest znacznie wigcej
niz dwie.

W matematyce $cisle sformalizowanej dziatanie ukrytych przekonan intuicyj-
nych ujawnia si¢ w wielu miejscach, szczegdlnie jednak w momencie formuto-
wania i wybierania aksjomatéw. Nalezy zwrdcié w tym miejscu uwage na fakt
spotecznego uwarunkowania takich wyboréw, gdyz sa one oparte na dziedzictwie
intelektualnego dorobku poprzednikéw oraz sa funkcja obecnego stanu wiedzy
matematycznej. Dzisiaj wiemy juz, na przyktad, ze uzycie sytemu logiki kla-
sycznej nie jest jedyna i apodyktyczna mozliwoscia. Jednakze zawsze musimy
dokonaé pewnego wyboru, gdyz nie sposob analizowa¢ wszystkich mozliwosci
jednoczesnie. Wybdr taki jest najczgsciej pozaformalny, intuicyjny i oparty na
przejeciu szeregu zwyczajéw rozpowszechnionych w danym czasie lub epoce.
Matematycy przejmuja je i uzywaja w sposob, ktory wydaje si¢ apodyktyczny
i aprioryczny, tj. nie posiadajacy alternatywy. W rzeczywisto$ci mozna pomysle¢
i uprawia¢ matematyke w inny sposob.

Celem niniejszego artykutu jest wskazanie niektérych ukrytych zatozen okre-
$lajacych styl historyczny matematyki wspotczesnej. Doprowadzi nas to okreslenia
czym jest styl historyczny matematyki i do wskazania jego roli w rozwoju mate-
matyki. Jako punkt wyjscia rozwazan obior¢ antynomi¢ Russella.

1. Antynomia Russella

Ukryte zalozenia nie posiadaja globalnie niesprzecznej struktury. Dlatego moz-
liwy jest konflikt pomigdzy nimi, co tlumaczy dlaczego pewne samooczywiste
prawdy aprioryczne prowadza do antynomii. Nie chodzi tu o kazdy mozliwy kon-
flikt (np. lokalng niescistosé, sprzecznos$¢, absurd, nielogicznosc), ale o taki, kté-
ry prowadzi do kryzysu w matematyce lub jest powodem powstania rewolucyj-
nej teorii. W sytuacji kryzysowej ujawniaja si¢ rzeczywiscie istotne i obiektywne
przed-zatozenia horyzontalne. W kazdej epoce historycznej — jak si¢ okazuje na
podstawie badania specyfiki sytuacji kryzysowych — istnieje zespdt intuicyjnych
niejawnych przekonan horyzontalnych dotyczacych natury badanych obiektow
i natury samej matematyki. Dlatego mozemy mowic o intuicyjnych podstawach
matematyki w danej epoce lub nawet w krétszym okresie czasu. Gwaltowna zmia-
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na horyzontalna w systemie intuicyjnych podstaw (zwykle spowodowana ujaw-
nieniem si¢ wprzéd-okreslonej sprzecznosci) jest podstawowa przyczyna powsta-
wania nowych, rewolucyjnych teorii w matematyce*.

Przykladem ilustrujacym powyzsze stwierdzenia jest pierwsza sytuacja kryzy-
sowa w matematyce zwigzana z odkryciem wielkosci niewspétmiernych. W sta-
rozytnym systemie intuicyjnych podstaw matematyki dominowato przekonanie,
ze ,wszystko jest liczba”. Znano tylko liczby naturalne (bez zera). Jesli wszystko
ma naturg opisywalng i wyrazalng za pomoca liczb, to w szczegdlno$ci powinno
odnosi¢ si¢ to do matematyki samej, na przyklad do tworéw geometrycznych.

Tymczasem, dowdd niewspdtmiernosci na przyklad przekazany przez Ary-
stotelesa dla kwadratu i jego przekatnej® pokazywal, ze jesli bok kwadratu jest
Jjakas liczba, to przekatna — jesli jest liczba — musiataby réwnoczesnie by¢ liczba
parzysta i nieparzysta. Liczba za$§ zawsze jest albo parzysta, albo nieparzysta. Tak
wigc, dowdd niewspotmiernosci pokazywal, ze nie wszystko jest liczbq. Okazato
sig, e intuicyjne przekonanie (hipoteza horyzontalna) o jednorodnym liczbowym
charakterze rzeczywisto$ci i matematyki jest falszywe. Dowdd niewspSimiernosci
demonstrowat, ze w matematyce istnieja (co najmniej) dwa rézne rodzaje wielko-
$ci: liczby (arithmos) i wielko$ci geometryczne (megethos). Odkrycie tego faktu
spowodowato powstanie nowych, rewolucyjnych teorii (np. proporcji) w mate-
matyce starozytnej Grecji. Grecy jednak nie odkryli, ani nie znali pojecia liczby
niewymiernej.

Zupelnie analogiczna sytuacja zaistniala w ostatnim, wspélczesnym kryzy-
sie, dotyczacym podstaw matematyki w teorii zbiordéw. Jeszcze zanim stwierdzo-
no, ze ,,wszystko jest zbiorem”, przekonanie takie zawarte bylo w ukryty sposéb
w dziataniach twdrcow teorii zbioréw: Fregego, Cantora i Dedekinda. Fatszywos¢
takiego, niejawnego wdwczas, horyzontalnego przekonania pokazuje wiasnie an-
tynomia Russella.

* Pojecie intuicyjnej zmiany horyzontalnej omawiam w pracy Krol, Z. 2007. The Emergence
of New Concepts in Science. W: A. P. Wierzbicki, Y. Nakamori (eds.) Creative Environments:
Issues for Creativity Support for the Knowledge Civilization Age. Chapter XVII, Springer Verlag,
415-442.

% “For all who effect an argument per impossibile infer syllogistically what is false, and prove
the original conclusion hypothetically when something impossible results from the assumption of
its contradictory; e.g. that the diagonal of the square is incommensurate with the side, because odd
numbers are equal to evens if it is supposed to be commensurate. One infers syllogistically that
odd numbers come out equal to evens, and one proves hypothetically the incommensurability of
the diagonal, since a falsehood results through contradicting this. For this we found to be reaso-
ning per impossibile, viz. proving something impossible by means of an hypothesis conceded at
the beginning.” Por. Arystoteles, Analytica Priora 41a, W. ang. Jenkinson, A.J., Analytica Priora.
W: A.J. Jenkinson (ed.) 1928. Aristotle A.J. Jenkinson 12 v., Clarendon Press, Oxford.



Swiaty matematyki : tworzenie czy odkrywanie? Red. nauk. |. Bondecka-Krzykowska,
J. Pogonowski. Wydawn. Naukowe UAM, Poznan 2010
Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju matematyki 207

Powodem trudnosci byla formalizacja intuicyjnie oczywistej zasady, ze za-
wsze mozemy utworzy¢ zbiér, do ktérego naleza (jedynie) wszystkie te elementy,
ktére posiadaja dang wlasno$¢. Przekonanie to formalnie zapisywano w postaci
tzw. (schematu) aksjomatu komprehensji:

A.l (p)VzIz[z € z = p(x));

gdzie ,,(¢)” oznacza, ze dla kazdej wiasnosci ¢(z) mamy do czynienia z od-
powiadajgcym jej aksjomatem. A.l jest wigc schematem (nieskoniczonej ilodci)
aksjomatéw. Zwréémy uwage, ze A.1 ma postaé definicji, na mocy ktérej moze-
my zastapi¢ oraz wyeliminowaé dowolng wypowiedZ o wlasnosci (-ciach) sfor-
mulowaniem dotyczacym pewnego zbioru: posiadanie danej wiasnosci jest ,tym
samym”, (tj. jest réwnowazne), co bycie elementem pewnego zbioru. ,,Wszystko
jest wigc pewnym zbiorem”.

Matematyka zajmuje si¢ wlasnosciami matematycznymi. Stwierdzenie, ze co$
jest przestrzenig liniowa jest réwnowazne stwierdzeniu, ze to co$ posiada pew-
ne wlasnosci charakteryzujace obiekt zwany przestrzenia liniowa. Na mocy A.1l
oznacza to, ze dany obiekt nalezy do zbioru wszystkich tych elementéw, ktére sa
przestrzeniami liniowymi, a wigc ktére posiadaja (koniunkcje) wiasnosci charak-
teryzujacych kazda przestrzen liniowa. A.1 opiera si¢ zatem na przekonaniu, ze
kazda wlasnos¢ moze by¢ traktowana jak zbidr, czyli ze jest zbiorem.

Aksjomat komprehensji pojawil si¢ pierwotnie w systemie logiki Fregego,
gdzie wynikat logicznie z innych aksjomatdéw. Istotne jest tu jednak ukryte prze-
konanie® Fregego, ze jego system dotyczy wszystkich wiasnosci, a wigc nie tyl-
ko wlasnosci matematycznych. Mozemy jednak skoncentrowaé si¢ tylko na pew-
nych wybranych wiasnosciach, na przyktad wszystkich wlasno$ciach matematycz-
nych lub wszystkich wlasnosciach matematycznych pewnego szczegdinego rodza-
ju. Jesli bowiem pewna wiasnosc¢ przystuguje wszystkim dowolnym obiektom, to
w szczegdlnosci musi ona przystugiwaé wszystkim obiektom pewnego szczegdl-
nego rodzaju.

Rozumujgc doktadnie jak w przypadku odkrycia niewspdtmiernosci, stwier-
dzamy, ze przekonanie, iz kazdej wtasnosci odpowiada konkretny zbidr, powin-
no dotyczyé w szczegdlnosci wszystkich wlasnoéci matematycznych, a jeszcze
bardziej szczegdtowo — wszystkich wiasnosci sformutowanych za pomoca pojec:
zbioru, elementu zbioru, relacji nalezenia do zbioru oraz identyczno$ci zbioréw.
Tak wigc, dla dotyczacej zbioréw wiasnosci ,,nie bycia swoim wlasnym elemen-

6 Ukryto$¢” polega na istnieniu innych ukrytych i alternatywnych mozliwosci stojacych za
danym, sformutowanym czgsto explicite, przekonaniem. Zatem samo przekonanie wyjsciowe moze
by¢ jawne, choé nie musi tak by¢ zawsze. Od strony fenomenologicznej, niewidoczna jest inna
mozliwo$é, a formalna kodyfikacja ,,przeslizguje si¢” nad tymi innymi mozliwosciami. Por. takze
nastgpny przypis.
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tem”, tj. wlasnosci p(x): ~ (z € x), na mocy A.1, powinien istnie¢ odpowiada-
jacy jej zbiér Z tych i tylko tych elementéw, ktére maja wiasnos¢ ¢, tj. ktére nie
sa swoimi wlasnymi elementami, Z= {z :~ (z € z)}.

O kazdym zbiorze mozemy zdecydowaé czy posiada dana wlasnosé, czy tez
jej nie posiada (1). W szczegdlnosci mozemy sprawdzi¢ czy zbidr Z posiada
wtasnos¢ ¢ ,,nie bycia swoim wtasnym elementem”. Jesli Z posiada wiasno$é
@, to znaczy, ze ~(Z€Z), a zatem: (Z€Z) =~(Z€Z). Z kolei, jesli Z nie posia-
da tej wlasnosci, czyli jesli (2) ~ (~(Z€Z)) = (Z€Z), pociaga na mocy A.l, iz
(ZeZ) = ~(ZeZ). W obydwu wypadkach otrzymujemy sprzecznosé. Jest to tak
zwana ,,antynomia Russella”, ktéra pokazuje, ze nie kazda wtasno$¢ jest zbiorem
pewnego rodzaju. Z jakim rodzajem zbioréw, okreslonych przez pewne niejaw-
ne przekonania mamy do czynienia, wyjasni¢ w drugiej czgsci. Pokaze tam, ze
mozliwe sg inne koncepcje intuicyjne zbioréw, gdzie ,,nasze” zbiory sa jedynie
pewnym ich szczegélnym pod-rodzajem. Ponizej, w biezacej sekcji, omowie tyl-
ko niektére z nich.

Problem powstaje w wyniku postuzenia si¢ w przedstawionym rozumowa-
niu szeregiem ukrytych przed-zatozonien. Zatozenia te znajduja swoja kodyfikacje
formalna, na przykfad w systemie logiki Fregego lub — wspdiczesnie — w teoriach
pierwszego rzedu. Takim ukrytym w czasach Fregego ,.zatozeniem”’ bylo intu-
icyjne wyrdznienie logiki klasycznej z prawem wylaczonego srodka i podwdjne]
negacji; por. na przyktad kroki (1) i (2) w rozumowaniu powyzej. Rzeczywiscie
obecnie mozemy rozwazy¢ uzycie innej logiki. Nie zmienia to jednak w niczym
historycznego faktu, ze logika klasyczna zostata wyrézniona w sposéb pozafor-
malny i intuicyjny na pewnym etapie rozwoju matematyki.

Sytuacja ta jest typowym przykiadem rozdwojenia horyzontalnego. Z rzeczo-
wego punktu widzenia, ukrytym zalozeniem aktywnym w intuicyjnym wyprowa-
dzeniu antynomii Russella byto przyjecie dwuwarto$ciowosci logiki. Z historycz-
nego punktu widzenia nalezy stwierdzic, ze rzeczywiscie péZniej rozwazono uzy-
cie logik wielowarto$ciowych. Wiemy, ze A.1 jest sprzeczny z kazda skoncze-
nie wielowartosciowa logika Lukasiewicza. Jednakze dalej nie wiemy, czy peitny
schemat komprehensji jest niesprzeczny z nieskoriczenie wielowartosciowa logika
Lro. Th. Skolem, opierajac si¢ na twierdzeniu Brouwera o punkcie statym poka-
zal, ze aksjomat komprehensji obowiazuje w wielowartosciowe] logice Lukasie-
wicza Ly dla formut bezkwantyfikatorowych ze zmiennymi wolnymi®. Nastepnie
C.C. Chang uogdlnit ten rezultat dla dowolnej formuly z jedna zmienng wolna’.

7 Zalozenie jest ,ukryte” w tym sensie, ze jest przyjmowane bez dyskusji innych mozliwych
rozwiazan i tak, jakby te inne mozliwodci nie istniaty. ,,Ukryte™ sa wigc te inne mozliwosci.

¥ Por. tenze. Bemerkungen zum Komprehensionaxiom, Zeitschrift fiir Mathematische Logik
und Grundlagen der Mathematik 3, 1957, 1-17.

? Por. tenze. 1963. The axiom of comprehension in infinite valued logic. Mathematica Scandi-
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Ukrytych zalozen jest znacznie wigcej. Niektére z nich sa obecnie jawne i zo-
staly doktadnie zanalizowane. Jednakze inne w dalszym ciagu pozostaja ukryte
i aktywnie okre§laja postaé¢ formalnej kodyfikacji matematyki. Do znanych, ale
pierwotnie ukrytych przed-zatozen — oprocz dwuwartosciowosci i ,.klasycznosci”
logiki (por. na przykiad obecnie znane logiki intuicjonistyczne bez prawa wy-
taczonego $rodka i bez prawa podwdjnej negacji) — nalezy pierwotne przekona-
nie, ze system formalny ma tylko jedna wszechobejmujaca dziedzing aplikacji
(tzw. model teorii; logika Fregego, wbrew intencjom i intuicjom, ktére kierowaty
jej tworzeniem, jest trywialnie prawdziwa w dziedzinie zawierajacej tylko jeden
obiekt). Kolejnym byto przekonanie o homogenicznosci dziedziny danej teorii,
np. teorii zbioréw. Na przyktad, (1) opiera si¢ nie tylko na prawie wylaczonego
$rodka, ale takze na przekonaniu, ze zbidr Z nie jest zadnym nowym rodzajem
obiektu, lecz ze jest zbiorem ,tego samego rodzaju” co pozostale zbiory. Dlatego
mozna go traktowac jako podlegajacy ,.tym samym prawom” co inne zbiory.

Obecnie wiadomo, ze wyrdznienie réznych rodzajéw obiektéw (na przyktad
zbioréw i klas wiasciwych lub typéw obiektéw w teoriach typ6éw; por. takze tzw.
many-sorted logics) pozwala unikna¢ antynomii Russella w odniesieniu do jedne-
go rodzaju (lub pewnych okreslonych rodzajéw) tych obiektow.

Nie wszystkie alternatywne mozliwosci zostaly jednak w petni rozwazone.
Pewne warianty zasady homogenicznosci dziedziny teorii sa dalej ukryte i aktyw-
ne. Nalezy do nich:

Ukryte zatozenie 1. (UK.1) Istnieje tylko jedna globalna relacja nalezenia do
zbioru.

Nie jest wcale oczywistym a priori, ze nie moze istnie¢ réwnoczesnie w danej
dziedzinie wigcej relacji nalezenia do zbioru: €, €y,..., €,. Zatézmy, ze zbidr
tworzony przez dang wlasno$¢ nie musi byé jednym z dotychczasowych obiektow
oraz, ze jego elementy moga naleze¢ do tego zbioru na mocy innej niz € relacji
nalezenia do zbioru.

Mozemy przyjaé nastepujaca postac aksjomatu komprehensji:

A.la. (p)Vz3z(z € 2 = p(z)]'°

gdzie ¢ oznacza jak poprzednio dowolna wiasno$¢ sformutowana przy pomocy
pierwotnego standardowego jezyka L teorii zbioréw (tj. z relacja identycznosci
=" i relacjg ,,€”). W rozszerzonym o €; jezyku (L1) nie ma mozliwosci sfor-

navica 13, 9-30. Twierdzenia Brouwera o punkcie statym nie da sig zastosowaé w przypadku logiki
LNO,
19" Dla uproszczenia pomijam parametry i ewentualne inne zmienne wolne w .
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mufowania antynomii Russella. Dla naszej starej wlasnosci p(z): ~ (z € x),
otrzymujemy:

(3)Vzz €1Z =~ (x € z). Podobnie dla negacji: Vz ~ (z €1Z) = z € z.
Dia zbioru Z mamy: Z€,Z =~(Z€Z).

Zwr6¢my takze uwage, ze dla konkretnych zbioréw (okreslonych przez state
parametry X, Y, Z, ...), aby unikna¢ ,,cieni” w postaci podwéjnych obiektéw, mo-
zemy utozsamic zbiory okres§lone przez € i €, przyjmujac nastgpujace aksjomaty
ekstensjonalnosci:

El Vz[(z e, Y=0€Z) > Y =2]""
E2. VaVyVezly=z=(r€ry=r €1 2)A(z€y=x € 2)).

Zdefiniujmy wyrazenia VzVyVz[y =¢1 2 = (z €1 y = = € 2)] (ekstensjo-
nalno$¢ w sensie €,) oraz VaVyVz|y =¢ z = (z € y = = € 2)] (ekstensjonal-
no$¢ w sensie €). Ekstensjonalnosé¢ w sensie €implikuje ekstensjonalno$é w sen-
sie €1, jesli zbiory w sensie €nie posiadaja zadnych innych specyficznych wia-
snosci (okre§lonych przez aksjomaty sformutowane bez uzycia € i z uzyciem ,,="
oraz ,,€1”), lecz sg tworzone jedynie na mocy A.la. Mozemy wéwczas w A.la
rozszerzy¢ zbiér prawidlowych wyrazeri okreslajacych wlasnosci, o wiasnosci
wyrazone takze przez wyrazenia Z parametrami zawierajace wyrazenia postaci
~ €1Y7, czyli przez wyrazenia, z ktérych mozna wyeliminowaé na podstawie
podanych aksjomatéw symbol €.

Rozpatrywany system teorii zbioréw z dwoma relacjami mozna rozszerzaé na
wiele sposobow. Mozemy doda¢ pewne aksjomaty specyficzne dla €;-zbioréw:
sumy, zbioru potggowego itp., wéwczas zbiory te nie bgdg tworzone jedynie na
podstawie A.la. Je§li dodamy aksjomat definicyjny okreslajacy klasy wiasciwe
jako zbiory, ktére nie sa €-elementami, mozemy woéwczas zinterpretowac system
teorii zbioréw von Neumana-Bernaysa-Godla (NBG) w naszym systemie (dzie-
dzina takiej interpretacji w sensie Tarskiego'? D istnieje na mocy naszego ak-
sjomatu komprehensji i jest okreslona przez koniunkcjg wiasnosci wystepujacych
w skoriczenie aksjomatyzowalnym NBG). NBG jest zatem szczegblnym przypad-
kiem podanego systemu, dotyczacym obiektéw spetniajacych (migdzy innymi)
aksjomat ufundowania. Mozna uog6lni¢ przedstawiona teori¢ i dodawac kolej-

""" Nie obowiazuje natomiast ogdlna posta¢ aksjomatu ekstensjonalnosci (znana np. z double
extensions set theoriesy E3. VoVyVz[(z €1 y = = € z) — y = z]. W analizowanej przeze
mnie teorii, E.3 w oczywisty sposéb prowadzi do antynomii. E.3 jest aksjomatem ekstensjonalnosci
w double extensions set theories (sa tam rozwazane takze inne aksjomaty ekstensjonalnosci, np.
aksjomat bedacy suma logiczna warunkéw z E.2 1 E.3).

12 Por. Tarski, A., Mostowski, A.. Robinson, R. M. 1953. Undecidable Theories, North-Hol-
land Publishing Company, Amsterdam, cz¢$¢ 1 A general method in proofs of undecidability.
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ne aksjomaty komprehensji postulujace istnienie wigkszej ilosci rodzajow relacji
nalezenia do zbioru.

Powyzej stwierdzitem, ze ukryte zatozenie 1 (UK.1) zostato jedynie czescio-
wo rozpatrzone. W pierwotnej wersji sytemu NBG, w pracach Bernaysa wystgpo-
wato sformutowanie z uzyciem dwéch relacji nalezenia do zbioru'3. Rozréznienie
to okazato si¢ jednak nieistotne, gdyz kazda formuta z uzyciem nowej relacji na-
lezenia moze by¢, zgodnie z koncepcja von Neumana, zastgpiona przez formule
zawierajaca zmienna odpowiadajaca klasie w dwusortowym jezyku zawierajacym
dwa rodzaje zmiennych: dla zbioréw i dla klas. Zupelnie analogicznie mozemy
zinterpretowaé system Morse’a-Kelleya (MK) jako postugujacy si¢ dwoma rela-
cjami nalezenia do zbioru, gdyz jedyna réznica pomigdzy NBG i MK polega na
dopuszczeniu w MK w aksjomacie komprehensji kwantyfikacji nad dowolnymi
obiektami (a wigc i1 klasami wiasciwymi), co jest wykiuczone w NBG. Réznica
pomigdzy przedstawiong powyzej ideg teorii zbioréw a NBG i MK polega na tym,
ze postuguje si¢ ogdlniejszym aksjomatem ekstensjonalnosci oraz, ze klasy — tak
jak zbiory — moga by¢ elementami innych klas oraz nie musza spetnia¢ aksjomatu
ufundowania.

Nieco inny wariant negacji zasady homogeniczno$ci zostat rozpatrzony w ra-
mach double extensions set theories'*. W teoriach tych przyjmuje si¢ dwie relacje
nalezenia do zbioru, a zbiér posiada dwie ekstensje okre§lone przez te relacje,
przy czym jedna ekstensja powstaje w wyniku komprehensji formut z uzyciem
drugiej relacji nalezenia i vice versa. Aksjomat komprehensji ma tam postac:

A.lb. (p)VzIz[z €1 2 = p(T) AT €2 = ()],

gdzie ¢ jest formula logiki predykatdéw pierwszego rzedu zawierajaca tylko sym-
bole ,,="1,,E", a p jest ,,dualna” formuta powstajaca z ¢ przez zastapienie kazde-
go wystapienia sy—mbolu »E€” symbolem ,,€;”

Okazuje sig, ze z trzech wariantéw double extensions set theories zapropono-
wanych przez A. Kisielewicza, tylko jeden jest niesprzeczny. Tak samo, czgs§é
mozliwych formalizacji przedstawionej powyzej teorii zbioréw jest sprzeczna.
Wazne jest jednak stwierdzenie, ze idea wigkszej ilosci relacji nalezenia do zbioru

'3 Por. Bernays, P. A system of axiomatic set theory. Journal of Symbolic Logic (7 czgsci): 2
(1937), 65-77; 6 (1941), 1-17; 7 (1942), 65-89; 7 (1942), 133-145; 8 (1943), 89-106; 13 (1948),
65-79; 19 (1954), 81-96.

'* Por. Hinnion, R. 2003. About the coexistence of classical sets with non-classical ones:
a survey. Logic and Logical Philosophy 11, 79-90, Randall Holmes, M. The structure of or-
dinals and the interpretation of ZF in double extension set theory. Studia Logica http://math.
boisestate.edu/~holmes/, (w druku); Kisielewicz, A. 1989. Double extension set theory. Reports
on Mathematical Logic 23, 81-89; Kisielewicz, A. 1998. A very strong set theory? Studia Logica
61, 171-178; etc.
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posiada takze niesprzeczne (relatywnie) sformulowania: NBG, MK, double exten-
sions set theories.

Jest to istotne dla demonstracji tezy o istnieniu ukrytych zatozer dookresla-
jacych kontekst, w ktérym pojawia si¢ antynomia Russelia. Wida¢ bowiem teraz
wyraZnie, iz intuicyjna (pozorna) apodyktyczno$¢ aksjomatu komprehensji po-
winna by¢ zastapiona przez sformutowanie pewnej hipotezy horyzontalnej: jesli
istnieje tylko jeden typ obiektéw i tylko jedna globalna relacja nalezenia do zbio-
ru, to czy wowczas aksjomat komprehensji jest prawdziwy? Antynomia Russella
dostarcza negatywnej odpowiedzi na powyzsze pytanie.

Intuicja matematyczna jest istotnym elementem tworzenia wiedzy matema-
tycznej, gdyz wykrycie i sformutowanie explicite ukrytych zalozen ujawnia zara-
zem, ze rzeczywiscie coS jest aktywnie dane w aktach intuicji, gdyz intuicyjnie
wyrézniamy (od logicznie mozliwego ,.tfa”) tylko jedng mozliwos¢ horyzontalna.
Mozliwo$¢ ta niekoniecznie musi byé apodyktycznie prawdziwa. Nie wiemy tego
apodyktycznie a priori, bez zbadania takiej mozliwosci. Apodyktycznos¢ pojawia
sie natomiast w $ci§le okre§lonym i wyréznionym konteks$cie, przy czym ,,okre-
§lenie” tego kontekstu jest zaréwno jawne, jak i niejawne.

Ukryte zatozenia jako dane w fenomenologiczno-hermeneutycznej strukturze
horyzontu hermeneutycznego mozna analizowa¢ w dwojaki sposéb: albo ujaw-
niajac ,Jogicznie” (tak jak to czyni¢ w niniejszym artykule) inne ukryte mozli-
wosci teoretyczne, albo przeprowadzajac badanie fenomenologiczne dostepnych
w §wiadomosci fenomendw hermeneutycznych'®. Bardziej neutralna teoretycznie
jest metoda pierwsza, gdyz wiele oséb nie jest w stanie dokona¢ nie tylko czy-
stej analizy danych §wiadomosci, ale tez nie jest — w zasadzie — Swiadoma swojej
wlasnej aktywnosci intelektualnej w zakresie tego, jak rzeczywiscie si¢ ona odby-
wa na poziomie fenomenologicznej epistemologii opisowej. Nie wszystkie istotne
w tym wzgledzie sprawy sg jednak mozliwe do wyjasnienia przy pomocy metody
Hlogicznej” i bez uzycia metody fenomenologiczno-hermeneutyczne;.

2. Rézne sensy pojecia ,,ekstensjonalnosci”
a ekstensjonalnos¢ matematyki wspélczesne;j

Pokaze teraz inne ukryte zatozenia odpowiedzialne za powstanie antynomii
Russella, ktére pokaza, ze jest ona nieapodyktyczna hipoteza horyzontalna. Do-
datkowa intencja tej demonstracji jest wskazanie na — wydaje si¢ trywialng —
prawdeg, iz nawet najbardziej formalna wersja teorii matematycznej jest zawsze

15O fenomenach hermeneutycznych pisze wigcej w ksiazce Platonizm matematyczny i herme-
neutyka, Wydawnictwo IFiS PAN, Warszawa 2006.
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tylko proba kodyfikacji pewnych wybranych mozliwosci teoretycznych, a wigc
pewnych intuicyjnych przekonan (hipotez horyzontalnych). Kazda formalizacja
ma pewng ,,postac” i jest jak uzycie wybranej symboliki. Ten sam symbol, ana-
logicznie jak formalizacja, moze oznaczaé i odnosié si¢ do catkowicie réznych
rzeczy. Nie chodzi tu jedynie o sformutowana w teorii modeli i twierdzeniach li-
mitacyjnych teoriomodelowa nieokreslonos¢ dziedziny aplikacji danej teorii sfor-
malizowane;j. Istnieje takze intensjonalna nieokreslono$¢ teorii: ten sam formalny
zapis moze by¢ zinterpretowany w catkowicie réznych kontekstach, ktére nazy-
wam modelami intuicyjnymi. Pojecie modelu intuicyjnego wykracza poza intu-
icyjnie okreslong dziedzing tego, co matematyczne w danej epoce historyczne;j.
Kazda teoria niewatpliwie ,,przekracza” swoja wiasna dziedzing aplikacji, jesli
potrafimy ja (czy tez w niej) zinterpretowaé (w sensie np. Tarskiego) jaka$ inna
teori¢. Mozliwe jest jednak takze ,zastosowanie” danej sformalizowanej teorii
matematycznej do opisu i analizy pewnych sytuacji, ktére uwazane sg za (dotych-
czas) ,,niematematyczne”. Aksjomaty ZFC moga by¢ uzyte do ,,zakodowania” —
na przykfad - jakiego$ przepisu kulinarnego.

Sytuacje tego rodzaju analizujg, rozwijane od okoto trzech lat, tzw. concept
calculi H. M. Friedmana'®. Friedman zauwazyt, Ze mozna podaé formalne teorie
kodyfikujace wtasnosci dowolnych pojeé, w tym (dotychczas) niematematycz-
nych, wzigtych z jezyka potocznego. Na przykiad istnieje mozliwos¢ sformutowa-
nia aksjomatéw dla teorii opisujacej wlasnosci pojeé ,Jepszy niz” i ,.duzo lepszy
niz” (better than, much better than), tzw. teoria T. Okazuje sig, ze ZFC i T sa
wzajemnie interpretowalne. Tak wigc, T jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy
gdy ZFC jest niesprzeczna. Dowdd takiej relatywnej niesprzecznosci angazuje
niezwykle stabe $rodki dowodowe, dopuszczalne w pierwotnym programie Hil-
berta. Friedman podaje wigcej przyktadéw concept calculus. Mozna takze upo-
rzadkowac teorie matematyczne, biorac pod uwage relacje ,,interpretowalnosci”
(w sensie Tarskiego) jednej teorii w drugiej. W przypadku teorii zbudowanych
z jednego zdania otrzymujemy strukturg podobna do tzw. Turing degrees'’.

Fakty te wskazuja na intensjonalng nieokreslonos¢ teorii sformalizowanych
i sa zwiazane z analiza modeli intuicyjnych w matematyce'®. Globalnie rozpa-
trywana nieokre§lonos¢ intensjonalna oznacza, ze pewna intensjonalna struktura,

' Prace istnieja géwnie w formie preprintéw; por. http://osdir.com/ml/science.mathematics.
fom/2006-07/msg00039.html.

7 Struktury takie Friedman nazywa unary Tarski degrees; por. Friedman, H., Interpretations
according to Tarski. (Interpretations of set theory in discrete mathematics and informal thinking.
Lecture 1), zamieszczone na stronie internetowej H. M. Friedmana.

' Wiecej o idei modelu intuicyjnego, zob. w Krél. Z. ,, Rozwéj pojecia zbioru” 1
oraz ,,Rozwdj pojecia zbioru 11", opublikowane na stronie VIII Kongresu Filozofii Polskiej
http://www.calculemus.org/zjazd-filoz2008/okr-stol/index.html.
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~charakter” matematyki wspéiczesnej, odpowiedzialny za jej styl historyczny, zo-
stata wyrdzniona intuicyjnie i1 pozaformalnie. Aby wskazaé niektdre komponenty
niejawnie wyrdznione przez styl historyczny matematyki wspodtczesnej powré-
ce teraz do analizy ukrytych zatozen skodyfikowanych formalnie przez aksjomat
komprehensji A.1 i aksjomat ekstensjonalnosci:

E. VavyVzl(rey=ze€z) »y=2z]

W poczatkowym okresie rozwoju teorii zbioréw wydawalo si¢, ze wlasno§é
»bycia zbiorem” da sig scharakteryzowaé poprzez dwa aksjomaty, tworzace tzw.
rachunek idealny K!°:

Aksjomat 1 (ekstensjonalnosci)?®: Dwa zbiory sa identyczne wtedy i tylko
wtedy, gdy maja te same elementy.

Aksjomat 2 (komprehensji): Dla kazdej wiasnodci P istnieje zbiér ztozony
z tych i tylko tych elementéw, ktére posiadaja t¢ wiasno$é. '

Problem 1: A.1 i E uwaza si¢ za poprawny formalny przeklad powyzszych
intuicji. Czy jest tak w rzeczywisto$ci?

Formalna wersja E intuicyjnego aksjomatu ekstensjonalnosci (tj. Aksjoma-
tu 1) nie budzi specjalnych watpliwosci. W czasach Dedekinda, a nawet dtugo
jeszcze po nim, wydawat si¢ on czysto analityczna (i apodyktyczna) prawda a
priori. Aksjomat ten stwierdza, ze z danych elementéw mozemy utworzy¢ tylko
Jeden zbiér. Nie mozemy jednak uznac, ze aksjomat ten jest apodyktyczna i ana-
lityczna prawda a priori, gdyz obecnie wiemy, ze mozliwe sg inne, nieekstensjo-
nalne teorie zbioréw.

¥ Nazwa pochodzi od Hermesa i Scholz’a; por. Hermes, H., Scholz, H. 1952. Mathematische
Logik. W: Enzyvklopddie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen.
B.G. Teubner, neubearb. Band 1. 1952.

* Aksjomat ten sformutowat Dedekind w 1888 roku: ,Es kommt sehr hiufig vor, dass ver-
schiedene Dinge a, b, c, ... aus irgend einer Veranlassung einem gemeinsamen Gesichtspunkte auf-
gefasst, im Geiste zusammengestellt werden, und man sagt dann, dass sie ein System S bilden; sie
sind enthalten in S; umgekehrt besteht S aus diesen Elementen. Ein solches System S (oder ein In-
begriff, eine Mannigfaltigkeit, eine Gesammtheit) ist als Gegenstand unseres Denkens ebenfalls ein
Ding; es ist vollstindig bestimmt, wenn von jedem Ding bestimmt ist, ob es Element von S ist oder
nicht. Das System S daher dasselbe wie das System T, in Zeichen S = T, wenn jedes Element von
S auch Element von T, und jedes Element von T auch Element von S ist. Fir die Gleichformigkeit
der Ausdrucksweise ist es vortheilhaft, auch den besonderen Fall zuzulassen, daf ein System S aus
einem einzigen (aus einem und nur einem) Element a besteht, d.h. dass das Ding a Element von §,
aber jedes von a verschiedene Ding kein Element von S ist. Dagegen wollen wir das leere System,
welches gar kein Element enthilt, aus gewissen Griinden hier ganz ausschlieBen, obwohl es fiir
andere Untersuchungen bequem sein kann, ein solches zu erdichten”. Por. Dedekind, R. 1917. Was
sind und was sollen die Zahlen? vierte Aufsgabe, Friedrich Vieweg and Sohn, Braunschweig, 1-2.
(Zachowatem pisownig oryginatu).
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Nalezy zwréci¢ uwage na fakt podwdjnej ekstensjonalnosci teorii matema-
tycznych: logicznej i specyficznej (lub pozalogicznej). Ekstensjonalnosé logiczna
oznacza inwariantno$¢ twierdzen danej teorii wzgledem podstawieri za zmien-
ne w WFF formutach (well-formed formulae) wyrazen réwnowaznych logicznie.
Roéwnowaznosé taka jest okreSlona przez aksjomaty logiczne teorii i zalezy od
uzytego systemu logiki, a inwariantno$¢ formut w stosunku do podstawieri wyra-
zen réwnowaznych mozna (najczesciej) udowodnié¢ metasystemowo (samo twier-
dzenie jest wowczas tezg danej teorii). ,,Inwariantno$é” oznacza réwnowazno$é
logiczna w danym systemie wyjSciowego wyrazenia z wyrazeniem otrzymanym
w wyniku podstawienia za pewne zmienne wolne wyrazen réwnowaznych lo-
gicznie. Ekstensjonalno$¢ logiczna oznacza mozliwo$¢ rozpatrywania wyrazen
posiadajacych inny ,ksztalt”, kiéry jest zwigzany z ich réznym znaczeniem (tu:
intensja) jako wyrazen identycznych logicznie (czyli réwnowaznych) w logice
prawdziwosciowej. Oznacza to takze ,,abstrakcj¢ od senséw” wyrazen. Ekstensjo-
nalno$¢ logiczna jest Scisle zwiazana z identycznos$cia pewnych obiektéw w danej
teorii. Identycznos$¢ jako relacja réwnowaznosci dookres$la kiedy mamy do czy-
nienia z formulami réwnowaznymi logicznie. ,Identycznos$¢” przyjeto sie trak-
towac jako czgé¢ aparatu logicznego teorii, wydaje si¢ jednak, ze ma ona wiele
wspolnego z nastepnym rodzajem ekstensjonalnosci.

Drugi rodzaj ekstensjonalnosci dotyczy ekstensjonalnosci specyficznej, a pole-
ga na sformulowaniu, ktére obiekty specyficzne (pozalogiczne) uznajemy za iden-
tyczne (réwnowazne specyficznie). Takie identyczne obiekty mozemy podsta-
wiaé¢ wzajemnie (w okreS§lonych przez reguly podstawiania warunkach) w WFF,
a otrzymane w wyniku podstawienia formuty uznajemy (na mocy pewnego ak-
sjomatu) za rdwnowaznie logicznie. Zadanie ekstensjonalnosci specyticznej, jako
nie wynikajacej z aksjomatéw logicznych teorii, odbywa si¢ najczesciej poprzez
podanie oddzielnego aksjomatu ekstensjonalo$ci, takiego jak na przyktad Aksjo-
mat 1 w wersji E. Sformalizowana teoria matematyczna nie musi jednak posiadaé
aksjomatow ekstensjonalno$ci specyficznej (por. arytmetyke Peano PA, gdzie dwa
napisy uznajemy za ,,roéwne” (identyczne), gdy oznaczaja t¢ sama liczbe), gdyz
czesto sg one zbedne, zwlaszcza jesli wystepuja tam aksjomaty identycznosci.
Oczywiscie obecnos$¢ aksjomatéw identycznosei nie przeszkadza wprowadzeniu
do teorii ekstensjonalno$ci specyficznej, jak to widaé, na przykiad, w ZFC.

W pewnych typach teorii, np. w non-well-founded sets*', aksjomaty specy-
ficzne narzucaja bardzo mocne warunki ekstensjonalnosci specyficznej. Tak jest
z AFA (Anti-Foundation Axiom), ktéry stwierdza, ze kazdy graf ma tylko jedno
zdobienie (,.,rozwinigcie”, decoration). Oprocz specyficznej tresci, ktéra postuluje

31 por. Aczel, P. 1988. Non-well-founded sets. Lecture Notes Number 14, CSLI (Center for the
Study of Language and Information), Leland Stanford Junior University U.S.A.
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istnienie, poza ,,normalnymi” zbiorami, takze zbioréw typu ,,z € z”, czy nieskon-
czonych serii ,,... £ € y € z € u” (i oczywiscie wielu innych), doprowadza do
identyfikacji szeregu struktur. Z AFA wynika, na przyklad, ze istnieje tylko jeden
zbidr typu ,,x € z” oraz ze uniwersum V jest silnie ekstensjonalne??.

W klasycznych teoriach zbioréw aksjomaty ekstensjonalnosci specyficznej
mozna formulowaé¢ w rézny sposéb i mozliwosci te sa zwigzane ze sposobem
wprowadzenia relacji identycznosci w danej teorii2®. Oczywiscie, w teoriach zbio-
réw z klasami (np. NBG?*) nalezy modyfikowaé (w elementarny sposob) aksjo-
maty ekstensjonalno$ci specyficznej dla zbioréw (czyli nasz Aksjomat 1), aby
stwierdzaly identyczno$¢ pewnych klas. Podobnie jest w ZFA (teorii zbioréw
Zermelo-Fraenkela z atomami).

Matematyka wspéiczesna jest prawie catkowicie ekstensjonalna z wielu po-
wodow, ktére omawiam sukcesywnie ponizej. Na przykiad jest ekstensjonalna
dlatego, Zze moze by¢ wyrazona (zredukowana) w ekstensjonalnych teoriach zbio-
réw i kategorii. Kazda klasyczna teoria matematyczna jest ekstensjonalna zaréw-
no logicznie, jak i specyficznie. Tylko niektdre teorie matematyczne staraja si¢
uwzglednia¢ — w bardzo ograniczonym zakresie - intensjonalno$é, a odbywa sie
to najczesciej przy tendencji do zachowania ekstensjonalnosci logicznej. Ewentu-
alne zmiany i ograniczenia dotycza przewaznie ekstensjonalnosci specyficznej®’.
Kazdy z klasycznych systeméw teorii zbioréw opisanych w [FBH-L 1973] jest
ekstensjonalny logicznie i specyficznie.

Ekstensjonalna logicznie i specyficznie sa teoria kategorii i kategorialne teo-
rie mnogosci. W teorii kategorii zbadano zwiazki ekstensjonalnosci specyficznej
z wewnetrzng logikg teorii. Wyjasniono tam m.in., Ze kazdy well-pointed (kate-
gorialna wersja aksjomatu ekstensjonalnosci®) topos jest biwalentny, a jesli jest
well-pointed, to jest klasyczny, itd. Wyja$niono takze zwiazki ekstensjonalnosci
z aksjomatem wyboru (AC). Na przyktad, wiemy, ze jesli topos jest boolowski
(). klasyczny) i prawdziwa jest w nim kategorialna wersja aksjomatu wyboru,

2 por. Aczel, op. cit., rozdziat 11, 19-31.

2V Por. Fraenkel, A. A., Bar-Hillel,Y., Lévy, A. 1973. Foundations of set theory. Studies in
Logic and the Foundations of Mathematics 67, North-Holland Publishing Company, Amsterdam,
L.ondon, dalej cytowane jako [FBH-L 1973], 22-30.

* Por. Jech. T. 1978. Set Theory, Academic Press, N. York, London, 76-77.

¥ Z préb podania intensjonalnych teorii zbioréw wymienié nalezy: Hinnion, R. 2006. Inten-
sional Positive Set Theory. Reports on Mathematical Logic 40, 107-125; Gilmore, P. C. 2001. An
intensional type theory: motivation and cut-elimination. Journal of Symbolic Logic 66, 283-400
oraz program matematyki intensjonalnej (por. Shapiro, S. (ed.) Intensional Mathematics, North
Holland Publishing Company, New York 1984). Por. takze Johnstone, P. T. 1983. The point of
pointless topology. Bulletin of the American Mathematical Society 8 (1), 41-53.

2 [stnieja rézne i nieréwnowazne sformutowania.
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to jest stabo ekstensjonalny oraz, ze topos jest well-pointed wtedy i tylko wtedy,
gdy jest klasyczny, biwalentny i spetnia kategorialng wersje AC. Logika toposéw,
ktére w naturalny sposéb sa modelami dla logik wyzszych rzedéw, jest Scisle
ekstensjonalna?’.

Historia zagadnienia konstrukcji jezykéw sformalizowanych jest istotna dla
ukonstytuowania si¢ pewnych cech uzywanych obecnie jezykéw sformalizowa-
nych i teorii zbioréw. Pierwsza systematyczna praca (obok prac Boole’a®) po-
§wiecona temu zagadnieniu (Frege 1879)?° — chyba najwazniejsza praca w dzie-
jach logiki - opisuje budowe jezyka sformalizowanego wychodzac od analizy ist-
niejacych w jezyku potocznym, a wigc zastanych, wyrazer ztozonych®. Bardziej
formalnie przejawia si¢ to w jednej z najwazniejszych zasad filozofii Fregego:
,»sens wypowiedzi okresla sens poszczegélnych i mniejszych jej skladnikow”.
Wspbiczesnie budowe jezyka przeprowadza si¢ ,,od dotu™, tj. wychodzac od pew-
nych elementarnych wyrazen, pokazuje sig, jak z nich tworzy¢ wyrazenia ztozo-
ne. Podejscie Fregego jest doskonalym przykladem podejscia hermeneutycznego
w matematyce, ktére polega na analizie pewnej zastanej sytuacji matematycz-
nej. Kazde naprawde nowe i wielkie odkrycie w dziejach matematyki pojawia
sig wlasnie na tej drodze. Po takim odkryciu mozna juz zapomniec o rzeczywi-
stej drodze, na jakiej zostato ono uzyskane i dla potrzeb podrecznikowej jasnosci
wystarczy poda¢ wypreparowana konstrukcje ,,logiczna”, pomijajac zbedne (in-
tensjonalne) uzasadnienia.

Frege konsekwentnie abstrahuje od sposobu formulowania sensu wypowie-
dzi i pokazuje, ze w logice (i matematyce) istotna jest jedynie prawdziwos¢ lub
fatszywos¢ zdan. Formutujac logike jako logike prawdziwo$ciowa, mogt stwier-
dzi¢, ze z punktu widzenia logiki istnieja tylko dwa przedmioty: Prawda i Falsz.
Oznacza to, ze logika zajmuje sie tylko tymi wypowiedziami, o ktérych mozemy
jednoznacznie stwierdzié, ze s albo prawdziwe, albo falszywe.

7 Por. Fourman, M. P. Logic of topoi. W: J. Barwise (ed.) 1977. Handbook of Mathematical
Logic, North-Holland, 1053-1090.

* Por. Boole, G., An Investigation of the Laws of Thought, on Which are Founded the Mathe-
matical Theories of Logic and Probabilities, http://www.gutenberg.org/etext/15114.

¥ Frege. G. 1879. Begriffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache des
reinen Denkens. Halle a. S., Louis Nebert. (Ttumaczenie angielskie: S. Bauer-Mengelberg, Concept
Script, a formal language of pure thought modelled upon that of arithmetic. W: J. van Heijenoort
(ed.) 1967. From Frege to Gédel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931. Harvard Uni-
versity Press; dalej cytowane jako Heijenoort 1967.

M Frege byt wyraznie §wiadomy tej réznicy: *1 do not start from concepts in order to built up
thoughts or propositions out of them; rather, [ obtain the components of a thoughts by decomposition
of the thought” (wypowiedz Fregego z 26 lipca 1919 roku; cytuj¢ za Heijenoort 1967, 1). Przeciwnie
postepuje Tarski, budujac teori¢ prawdy w naukach dedukcyjnych.


http://www.gutenberg.org/etext/15114
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To przekonanie, ktérego Zrédet mozna doszukiwaé si¢ u B. Bolzano®!, miato
kolosalny wptyw na cata pofregowska matematyke i logike. Zdecydowato ono
bowiem o ekstensjonalnym charakterze matematyki wspéiczesnej. Logika zdan
w ujeciu Fregego abstrahuje od (intensjonalnego) sensu wypowiedzi. Formalnie
mozemy dla niej zbudowaé zero-jedynkowe modele, lub dwuwartoSciowe tablice
prawdziwosciowe. Sprawa ta — niejako mimowolnie — przesadzita o ekstensjonal-
nosci takze logiki predykatéw. Wyrazenia réwnowazne logiczne traktuje si¢ jako
»majace to samo znaczenie” i dlatego zastapienie (podstawienie) jednego z nich
innym réwnowaznym, nie moze wplywac na prawdziwos$¢ catego wyrazenia. We
wspotczesnych wersjach logiki predykatéw mozna bez trudu udowodnié twier-
dzenie o ekstensjonalnosci wyrazen logicznych.

Ekstensjonalno$¢ byta takze jednym z filaréw nosnych programu logicyzmu.
Fiasko logicyzmu udowodnito z kolei, ze na potrzeby rekonstrukcji matematyki
nie wystarcza tylko logiczne podstawy i trzeba dotaczy¢ do czystej logiki tak-
ze pewne wypowiedzi majace jakie$ (pozalogiczne) ,.znaczenie” (np. wyrazenia
zawierajace relacje nalezenia do zbioru). Powstaly nasze teorie pierwszego (i in-
nych) rzedu, gdzie obok aksjomatéw logicznych mamy aksjomaty specyficzne
(prekursorami byli Hilbert i Godel). Obecnie takie teorie traktuje si¢ jako ,,do-
godne narz¢dzia”, zapominajac o ogromnych wysitkach, ktére pokazaly, ze jest to
pewna konieczno$¢ matematyczna wynikajaca z niemozliwosci wyeliminowania
wypowiedzi specyficznych, niosacych pewna tre$¢ pozalogiczna.

Latwo dostrzec, ze aksjomat komprehensji (Aksjomat 2 w wersji A.1) jest
sprzeczny na mocy ekstensjonalnosci logicznej: w dowodzie sprzecznosci tego
aksjomatu nie korzystamy z ekstensjonalno$ci specyficznej (Aksjomat 1 w wer-
sji E).

Wiadomo, ze czgSciowe ograniczanie ekstensjonalnosci specyficznej nie po-
zwala na uniknigcie antynomii Russella®?. Pokaze ponizej, ze ograniczenie eks-
tensjonalno$ci logicznej, a wigc odrdznianie utozsamionych (,.sklejonych™) na
mocy praw identyczno$ci obiektow réznych intensjonalnie pozwala na uniknigcie
antynomii Russella*?.

Analiza ukrytych, intuicyjnych zatozen i intuicyjnych modeli dla teorii zbio-
réw pozwala na podanie pewnego nowego modelu intuicyjnego. Kodyfikacja for-

3 Por. Bolzano. B. 1963. Bernard Bolzano's Grundlegung der Logik. Ausgewihlte Paragra-
phen aus der Wissenschsfislehre, Band i und Band Il mit erginzenden Textzusammenfassungen
einer Einleitung und Registern herausgegeben von Friedrich Kambartel. Philosophische Bibliothek
Band 259, Felix Meiner, Hamburg.

¥ por. Hinnion. R. 2006. Intensional Positive Set Theory. Reports on Mathematical Logic 40,
107-125.

** Przyktadem takiego sklejenia jest tez uzycie tylko jednej relacji nalezenia do zbioru €.
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malna takich intuicji doprowadza to teorii, w ktdrej mozemy postugiwaé sie bar-
dziej swobodnie aksjomatem komprehensji.

Mozemy wyobrazi¢ sobie zbidr jako obiekt (przedmiot) ztozony z dwdch
~warstw”: elementéw i otoczki. W ekstensjonalnych teoriach zbioru zaklada sig,
ze z danych elementéw mozemy utworzy¢ tylko jeden zbidr. Istnieje wigc wza-
jemnie jednoznaczna odpowiednio§¢ pomigdzy zbiorem i jego elementami. Spo-
s6b ,,wiazania” elementéw w zbidr lub ,,powdd”, dla ktérego elementy ,.trafiajg”
do danego zbioru, sa catkowicie nieistotne. Zwykle jednak my§limy o pewnych
przedmiotach, obdarzonych rzeczywistymi cechami. I chociaz zbiory ,,ludzi” oraz
,,080b na Ziemi” (lub zbidr rozwiazan rownania z wielkiego twierdzenia Fermata
i pewnej grupy — powiedzmy — dwumiandw) sa identyczne z ekstensjonalnego
punktu widzenia, to tworzymy je z intensjonalnie innych powoddéw. Ich eksten-
sjonalne wlasnosci, takie jak rownoliczno$¢, sa wtérne. W ,.nowej intuicji zbioru”
zbiory s3 identyczne, gdy maja identyczne nie tylko elementy, ale i ,,otoczki”.
Oczywiscie, rolg ,,otoczki” moga spetniaé wtasnosci i pojecia. W jezyku pierw-
szego rzgdu oznacza to konieczno$¢ indeksowania takich zbioréw poprzez wy-
razne wskazanie formuty, ktéra wiaze elementy w zbiér. Nie trzeba tez z gory
zaktadaé (choé mozna i nie prowadzi to do sprzecznosci), ze formutom logicznie
réwnowaznym odpowiadaja identyczne ,,otoczki”.

Matematyka wspdlczesna jest ekstensjonalna nie tylko na podstawie dotych-
czas wskazanych cech. Kolejnym sensem, w jakim mozemy méwic o jej eksten-
sjonalnosci, jest redukcja i utozsamianie szeregu intensjonalnie réznych obiektéw

7 299

do obiektéw wybranych tylko typéw. , Ekstensjonalno$é” moze takze oznaczaé

.

,»hie-intensjonalnos¢” w wielu szczegbétowych znaczeniach. Po pierwsze (Przypa-
dek 1), ,.ekstensjonalno$é” moze oznaczac brak predykatow intensjonalnych. Na
poziomie danej teorii, ,,predykat intensjonalny” czgsto definiujemy jako ,,predykat
nie-prawdziwosciowy”, tj. taki, ktorego warto$¢ logiczna (np. prawdziwos¢ lub
fatszywos¢ w logikach dwuwartosciowych) nie jest jednoznacznie wyznaczona
przez warto$ci logiczne zdan sktadowych, na ktérych dziata ten predykat. Defini-

¥ W teoriach zbioru zwykle wprowadzamy rézne obiekty, ktére nie sa zbiorami (takie jak in-
dywidua lub zbiér pusty). Robimy to na zasadzie konwencji lub uznajac, ze ,,zbiér” mozna zdefinio-
waé podajac odpowiednie operacje tworzenia zbioréw. Na przyktad, w ZFC na mocy aksjomatéw
wyrdzniania i nieskoriczonodci (stwierdzajacego istnienie przynajmniej jednego zbioru), istnieje
zbiér pusty, ktéry w intuicyjnym sensie nie jest zbiorem. Dodatkowo, w ZFA odrézniamy zbidr
pusty od innych indywiduéw. Zakladamy, ze wynik kazdej takiej operacji jest ,.zbiorem”. Bardziej
podstawowe od pojecia zbioru jest pojecie obiektu (nie nalezy lego rozumie¢ w sensie teorii Kate-
gorii), ktére pozwala zachowacé te odréznienia. W ,.nowej intuicji zbioru™ mozna rozwazy¢ obiekty
ztozone z samych ,.otoczek”. Na podstawie analizy odpowiednich modeli intuicyjnych mozna po-
kazaé, ze ,.nie wszystko jest zbiorem™ w matematyce, a nawet w samej teorii zbioréw. Istnieje
mozliwosé sformutowania czystej teorii zbioréw bez jakichkolwiek innych obiektow.
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cjata w sposéb niejawny uwzglednia sens, znaczenie wyrazen sktadowych, ktére
moga mie¢ taka sama warto$¢ logiczna, przy catkowicie réznych znaczeniach.

Oczywidcie matematyka wspdiczesna analizuje i zna teorie intensjonalne ,,mo-
delujace” rézne predykaty intensjonalne. W kazdym jednak wypadku, petnokrwi-
ste intensje (znaczenia) pojec sa wtlaczane i analizowane w ramach teorii eksten-
sjonalnych. Przyktadami takich ekstensjonalnych analiz intensji sa logiki modal-
ne, epistemiczne, deontyczne, aletyczne, doksastyczne, czasowe i inne. W teorii
zbioréw, ograniczamy ekstensjonalnos¢ specyficzna i tworzymy teorie nieeksten-
sjonalne. Tworzymy intensjonalne teorie mnogos$ci wzbogacajac je o pewne nowe
predykaty, np. epistemiczne (program Shapiro). (Ekstensjonalna) topologia Gro-
thendicka okazuje si¢ naturalnym §rodowiskiem dla opisu operatora modalnego
.jest lokalnie prawda, ze ...”, tzw. modalnos¢ geometryczna. Ogdlnie méwiac:
wiele relacji intensjonalnych jest modelowanych w teorii toposéw. Teorie takie jak
mereologia LeSniewskiego, ktdre nie powstaja w zamierzonej zalezno$ci od eks-
tensjonalnych teorii zbioréw, posiadaja kanoniczne frame'y teoriomnogo$ciowe;
por. zwiazek struktur mereologicznych z zupetnymi kratami boolowskimi, czy
zwiazek struktur modalnych z ekstensjonalnymi strukturami topologicznymi. Wa-
luacje w posetach, modele Kripkego uwzgledniaja i modelujg czasowa relatyw-
no$¢ rozwoju wiedzy matematycznej wynikajaca z uwzgledniania roli podmiotu
tworzacego matematyke. Kazda jednak ,,zywa intensja” jest zanurzana i interpre-
towana w ramach catkowicie ekstensjonalnych teorii. Analizujemy nie intensje,
lecz ich (,,punktowe” — por. nizej) substytuty.

2a. Czy A.1 jest adekwatnym zapisem intuicyjnego sformulowania aksjo-
- matu komprehensji?

Mozliwo§¢ ekstensjonalnego traktowania intensji jest zakodowana na pozio-
mie pewnych ogdlnie akceptowalnych konwencji okreslonych pozaformalnie
i obowiazujacych na mocy okreslonych ukrytych zatozen. Pokazg ich istnienie,
analizujac adekwatno$¢ przektadu Aksjomatu 2 na jego formalng wersje A.l.
W wyniku otrzymamy drugi mozliwy wariant, Przypadek 2, rozumienia pojecia
.ekstensjonalnosci matematyki wspdlczesnej” w sensie ,,nie-intensjonalnosci”,
w ktérym uwzgledniamy pewne ukryte przedzatozenia.

Intensje na poziomie notacji odpowiadaja zwykle réznej postaci terméw. Na
przyklad, funkcja f1(x) = x + x jest utozsamiana z funkcja fo(x) =2z. Obiekty
fi(z) 1 fo(x) sa identyczne, a rézna postaé napiséw, ktdre je reprezentuja w teorii
zapisane] w danym jezyku odpowiada réznosci ich intensji. Z tego punktu wi-
dzenia ekstensjonalne utozsamienie tych intensjonalnie réznych obiektéw wynika
z ekstensjonalnosci logicznej i specyficznej danej teorii, a mozliwos¢ dokonania
takiego utozsamienia jest zaleta, gdyz upraszcza pewne techniczne sprawy. Wy-
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daje si¢ takze, ze na potrzeby danej teorii wystarczy odréznianie intensji przez
rézne napisy.

Dia ustalenia uwagi, ograniczmy si¢ do jezyka L¢ pierwszego rzedu standar-
dowej teorii zbioréw ZFC. Mozemy w nim rozwazy¢ podzbiér WFF | ,wtasnosci
formutowalnych w L¢”. Oznaczmy ten podzbidr przez L... Zgodnie z A.1, kazde-
mu elementowi L, odpowiada pewien zbiér. Z kolei, kazdy konkretny zbiérA w T
jest okre§lony przez pewien element ¢* z L. — p*: x €A, gdyz A= {x : z €A}.
Nazwijmy * , formuta podstawowa danego zbioru A”. A.1 stwierdza, ze kazdy
element L, odpowiada wiasnosci okreslonej przez formule podstawowa pewnego
zbioru. Od strony intuicyjnej antynomia Russella pokazuje, ze nie kazda wtasnosé
z Lc moze byé uzyta do konstrukcji zbioréw w T, gdyz istnieja takie ¢, Ze nie
istnieje réwnowazna im w T formula podstawowa ¢*. Wiasno$ci wyrazalnych
w danym jezyku jest wigcej niz zbioré6w w danej teorii zbioréw sformufowanej
w tym jezyku. W przeciwnym wypadku teoria jest sprzeczna.

Sprzeczno$¢ A.1 sformulowanego w L. jest oczywista z intuicyjnych powo-
déw. W L. mozemy bowiem sformutowad intensjonalna wtasnosc ,,x nie jest ele-
mentem zadnego zbioru”, czyli pP(z) =~ (Jy.z € y). Wiasnosci tej nie moze
odpowiadac Zaden zbidr, a w szczeg6lnosci zbiér postulowany przez A.1. Jedli
bowiem x €Z i réwnoczesnie ~ (Jy.x € y), to otrzymujemy sprzecznos¢. Wias-
no$¢ Russella jest szczegélnym przypadkiem ¢P(z) i wynika z niej. Niezaleznie
od zwyklego dowodu w logice pierwszego rzedu twierdzenia méwiacego, ze zad-
na relacja dwuargumentowa (a wigc i relacja ,,€”), nie moze by¢ zdefiniowana
przez pewng formulge w tej teorii, aksjomat komprehensji jest falszywy w jedno-
rodnym §rodowisku (tj. z jednym rodzajem relacji nalezenia) z czysto intuicyjnych
(intensjonalnych) powodéw. Zatem formalna kodyfikacja intuicyjnego przekona-
nia o odpowiadaniu pewnego zbioru kazdej wlasnoséci musi by¢ sformutowana
w modelu niejednorodnym. Pokazuje to takze jasno, ze nie kazda intensjonalna
wlasnos¢ jest redukowalna do ekstensjonalnej wypowiedzi teoriomnogosciowe;j,
gdyz w jezyku teorii zbiorébw mozna sformutowaé wypowiedz, ze ,,nie wszystko
jest elementem pewnego zbioru”.

Zbidr wszystkich wiasnosci (intuicyjnie pojety), ktére sa réwnowazne (w T)
formutom podstawowym danej teorii T, oznaczmy przez Ly, (Lrc= ,,zbidr cech
uzytych w T”). Oczywiscie, L1, C L. T jest niesprzeczna wtw L1, # L.. Aksjo-
mat komprehensji A.1 dotaczony do dowolnej teorii T (oznaczmy powstajaca teo-
rie przez T*) narzuca jednak warunek, ze Lt..= L., gdyz w sformutowaniu sche-
matu aksjomatow A.1 jako formalnego zapisu Aksjomatu 2 wyrazenie ,,p(z)”
uznajemy za adekwatny zapis zwrotu ,,x posiada ceche ”. Ponadto, tworzac
zbior y ={xz: p(z)}, .o(z)” traktujemy czgsto jako rownowazne (metajezykowo)
wyrazeniu ,, << @(x) >> jest prawdziwe”.
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Aby unikna¢ antynomii, nalezy odrézni¢ tezy danej teorii wraz z uzytymi
cechami (elementami L7.) od stwierdzen ,,z posiada ceche ¢”. Dlatego wpro-
wadzmy nowy symbol oznaczajacy wyrazenie ,,.z posiada cechg ¢”:;[¢(z)]. Dla
kazdego zdania p(z) otrzymanego z p(z) € L., ¢(z) —; [p(z)]. Jednak-
ze nie jest prawda, ze .[p(z)] implikuje, ze w(z) € Ly i o(x) € T. Zatem
z faktu, ze stwierdzamy w danej teorii, ze pewna wlasno$¢ zachodzi dla okres-
lonego (lub wszystkich) z wynika, ze ten = posiada ceche ¢. Ale z faktu, ze
rozwazamy posiadanie cechy ¢ nie wynika, ze zdanie angazujace p(z) jest te-
za T. Oznacza to, ze ¢(x) nie jest poprawnym zapisem operatora ,[p(z)], gdyz
~{V.(p(x) =zlp(x)]D}. Gdyby byto Vz.(p(z) =[p(x)]), woéwczas A.1 umoz-
liwialby podanie definicji prawdy w T.

Zwykte reguty podstawiania (zwiazane z ekstensjonalnoscia logiczna) sg od-
powiedzialne za kolejne przed-rozstrzygnigcia, ktore staja si¢ widoczne, gdy za-
stanowimy si¢ jakie ,,rozsadne” wiasnosci powinien posiadaé operator ,[p(x)].
Powinien, po pierwsze, okresla¢ zbidr zj(;) = {z: ()]}, czyli ,,zbiér tych
z-6w, ktére posiadaja ceche ¢(z)”. Aksjomat komprehensji powinien mieé wiec
posta¢:

AK. (<,9)V.r§lz[¢,(z)] (T € 2[p(q)) =[p(x)]).

Identycznos¢ zbioréw z(,(;)] mozna zdefiniowa¢ trochg inaczej niz to czyni E:

Al ((p)(’(/))V.’IJ{Z[SO(I)] = 2ip(z)] = (Vz € z[w(x)]By € Z[y(z)]-T = y) N (Vy €
(@) 3T € Zp(a))-Y = T)}

Operator ,,;[¢(2)]” mozna dookresli¢ przez kilka wiasno$ci operacyjnych (dla
przejrzystosci opuszczam kwantyfikatory):

WL ;[z[p(2)]) =5 [«p(w]
W2. [o(2)] Az [¥(2)] =2 [0(x) A P()];

analogicznie czynimy dla alternatywy W3. i implikacji W4.;

Nie mozemy jednak sformulowaé analogicznej wiasnosci WS. dla negacji,
gdyz z faktu, ze ~ (,[p(x)]) nie wynika, ze ;[~ ¢(x)], ani na odwr6t (bo T moze
posiada¢ wiele innych cech; por. tez nastepny akapit).

W przypadku formuly Russella ,,po(z) =~ (z € z)” z AK otrzymujemy zbi6r
Z|(zcz))- Pytanie ,czy Z|(zez)) €Z|~(zez))? Okresla pewna wiasnos¢, ktorg na
mocy regut podstawiania uznajemy za szczeg6iny przypadek jednej i tej samej
wtasnosci ,,~ (a; € z)”. Tymczasem, w ogélnym przypadku, formuta ,,¢o(z) =
Z[p(z)] € ‘.[(p(x)] "' ma inny sens (znaczenie), gdyz okresla inny zbior zjy(gy), 1 in-
tuicyjnie, i na mocy Al, gdzie zbiory te sa rézne, co fatwo pokazac. WL (zez)) €
Z|(zez)]” Jest szczegblnym przypadkiem zaréwno ¢(z) jak i i(z) na podsta-



Swiaty matematyki : tworzenie czy odkrywanie? Red. nauk. |. Bondecka-Krzykowska,
J. Pogonowski. Wydawn. Naukowe UAM, Poznan 2010

Uwagi o stylu historycznym matematyki i rozwoju matematyki 223

wie regul podstawiania i praw operowania kwantyfikatorami. Logika pierwsze-
go rzedu dokonuje ,sklejenia”, czyli utozsamienia zbioréw zj,(g)) 0raz z(y(z))-
Opis formy (ksztattu) danego wyrazenia nalezy do metajezykowych wlasnosci
semantycznych, a obecna w logice pierwszego rzgdu aparatura formalna przesa-
dza o utozsamieniu réznych intensjonalnie wyrazen. Jest to kolejny przypadek,
kiedy mozemy mowic o ekstensjonalnosci matematyki wspoéltczesnej.

W celu uniknigcia sklejania, nalezy uwzgledni¢ réznice pomigdzy wyraze-
niami typu ... [@(z)]” oraz ., [¢(x)]™, wzlp@P(E)]”s sz (@) ] itp., gdyz
wiasnos¢ dotyczaca jakiegos$ juz okreslonego obiektu nie jest identyczna intensjo-
nalnie z wlasnoscig obiektu dowolnego (w tym takze juz okreslonego) pomimo
~posiadania tej samej formy (ksztattu)”. Nie bed¢ jednak analizowat tych moz-
liwosci w obecnej chwili. Ogranicze si¢ do ogdlnego spostrzezenia, tatwego do
sprawdzenia przez czytelnika, ze antynomia Russella nie powstaje przy przyje¢-
tych zatozeniach dotyczacych réznicy pomigdzy ,.o(x)” i ,..l9(x)]”. Ekstensjo-
nalno$¢ matematyki wspdiczesnej polega zatem rakie na tym, ze — co prawda
- réznym napisom moga byé przypisane rézne intensje, ale takze tym samym
napisom odpowiadaja czesto rézne intensje. W potaczeniu z ekstensjonalnoscia
logiczna prowadzi to do zamiany i ,,mylenia” intensjonalnie réznych obiektéw.

Wracajac do naszej intuicji zbioru intensjonalnego jako tworu okreslonego nie
tylko przez elementy, ale takze przez ,,otoczki”, widzimy, ze aksjomat kompre-
hensji i zwykle ,.czysto formalne” cechy uzytej logiki w sposdb niekontrolowany
przesadzaja o utozsamieniu mogacych byé odréznionymi obiektéw. ,,Zawartos¢”
aktéw intuicji wyréznia wigc pewnq koncepcje zbioréw od innych mozliwych
teoretycznie lecz ,,niewidocznych”. Jest to kolejny przykiad rozdwojenia. Nawet
jesli rozpatrywana intuicyjna teoria prowadzi do sprzecznosci, to nie jest to oczy-
wiste a priori, a tak przesadzaja sprawe aksjomat komprehensji, ekstensjonalnosci
1 logika.

2b. Ekstensjonalnos¢ a intuicyjne modele punktowe

Do petniejszego ujecia zjawiska ekstensjonalno$ci matematyki wspoéiczesnej
konieczne jest odréznienie i analiza dwéch modeli intuicyjnych matematyki: eks-
tensjonalnego modelu punktowego i intensjonalnego modelu ,,przedmiotowego”,
gdzie obiektami nie sa pozbawione realnych wilasnosci ,,punkty”, lecz ,,petno-
krwiste” przedmioty — nos$niki realnych cech. Wyjasnig to na przyktadzie systemu
geometrii Euklidesowe) ptaszczyzny, podanym przez Tarskiego.

Teorie matematyczne, takie jak geometria Euklidesowa, posiadaja pewne za-
mierzone interpretacje. W systemie Tarskiego zmienne przebiegaja ,,punkty”,
u Hilberta punkty i pewne inne obiekty geometryczne, a w jeszcze innych for-

* Na przyktad: .., [¢(z)]" mozna utozsamic z .37 € zyq). T =¥
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malizacjach moga dotyczy¢ kot (np. E.V. Huntington) lub innych obiektéw. Dla
planimetrii Tarskiego zachodzi twierdzenie o reprezentacji, ktdére moéwi, ze jesli
jakas struktura jest modelem dla tej teorii, to jest izomorficzna z pewna strukturg
algebraiczna. Z powodu intensjonalnej nieokre§lonos$ci teorii matematycznych,
zamiast o punktach mozemy méwié o dowolnych innych przedmiotach, na przy-
ktad o ,,stotach, krzestach i kuflach do piwa” (Hilbert).

Model nazywam intuicyjnym, jesli postugujemy si¢ dowolnymi przedmiotami,
tj. takimi obiektami, ktére posiadaja (przynajmniej niektére) wiasnosci nie opi-
sane explicite przez teorig, ktérej model rozpatrujemy. Szczegdlna grupe takich
modeli tworza intuicyjne modele matematyczne, gdzie przedmiotami sa obiek-
ty definiowalne formalnie w innych teoriach matematycznych. Jesli w geometrii
Tarskiego zastapimy ,,punkt” przestrzeni przez — powiedzmy — ,,przestrzen linio-
wa”, to otrzymamy przykiad ostatniego typu modeli intuicyjnych. Mozna wtedy
rozwazy¢ problem, czy dla kazdego takiego podstawienia istnieje niesprzeczne
i ,intuicyjnie sensowne” z matematycznego punktu widzenia, rozszerzenie danej
teorii®,

Jeszcze wezsza klase matematycznych modeli intuicyjnych stanowia te, gdzie
przedmiotami sg obiekty, ktére posiadaja definicje ,,wewnatrz” teorii, ktérej mo-
del intuicyjny rozpatrujemy. Na przyktad, jesli w geometrii Tarskiego zastapimy
»punkt” przez ,prosta”. Okazuje sig¢, ze w tym ostatnim wypadku istnieja pewne
ograniczenia.

Wyobrazmy sobie, ze kazdy punkt ptaszczyzny spetniajacej aksjomaty Tar-
skiego ,,zastapiliSmy” przez prosta prostopadia do tej plaszczyzny i przechodzaca
przez dany punkt. Wszystkie aksjomaty Tarskiego, ktdre w zamierzeniu dotyczyty
punktow, beda prawdziwe w nowym (tréjwymiarowym) modelu intuicyjnym, je-
§li relacje ,,lezenia pomigdzy” i kongruencji (tj. pierwotne relacje u Tarskiego) dla
nowych przedmiotéw (prostych) zdefiniujemy nastgpujaco: prosta a lezy pomig-

% 0d strony formalnej, poszukujemy nowe;j teorii, ktéra jest interpretacja teorii wyjsciowe;.
W sprawie interpretacji, por. np. Montague, R. 1965. Interpretability in terms of models. /ndaga-
tiones Mathematicae 27 (3), 467-476; Epstein, R., Szczerba, L. W. 1979. Relatedness and inter-
pretability. Philosophical Studies 36, 225-231; Pambuccian, V. 200S. Groups and plane geometry.
Studia Logica 81, 387-398; Van Benthem, J., Pearce, D. 1984. A mathematical characterization
of interpretation between theories. Studia Logica 43 (3), 295-303; Farmer, W. M. 1993. Theory
interpretation in simple type theory. Lecture Notes In Computer Science 816, 96—123; Waszkie-
wicz, J. 1971. The notion of isomorphism and identity for many-valued relational structures. Studia
Logica 27, 93-98; etc. Pojecie interpretacji pierwszy $ciSle zdefiniowat A. Tarski, chociaz, z hi-
storycznego punktu widzenia, byto uzywane od dawna; por. Tarski, A. 1953. Undecidable theories
(we wspétpracy z A. Mostowski, R. M. Robinson) Amsterdam, North Holland Publishing Com-
pany, 20-23. W sprawie zastgpowania jednych obiektéw matematycznych innymi, por. Semadeni,
Z. 2007. Zjawisko zastepowania jednych obiektéw matematycznych przez inne obiekty o tej same;j
nazwie. Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Seria V: Didactica Mathematicae 30,
1-39.
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dzy prostymi b i ¢ wtedy i tylko wtedy gdy odpowiadajace tym prostym punkty
(przed zamiang) spetniaja te relacje. Analogicznie postgpujemy z kongruencja.
Dla takich prostych sa prawdziwe wszystkie aksjomaty planimetrii Tarskiego.
Nasz model jednak nie jest ,,ptaski”, lecz tréjwymiarowy, pomimo ze nowe przed-
mioty speiniaja wszystkie aksjomaty planimetrii. Model bedzie dwuwymiarowy
tylko dla niektérych przedmiotéw, na przyktad dla pgkéw prostych na ptaszczyi-
nie. Czy jednak istnieje model, ktory zastgpuje doktadnie jeden punkt doktadnie
jedna prosta i jest ptaski?

Mozna udowodnié istnienie takiego modelu, korzystajac z aksjomatu wyboru
(np. wybierajac po jednej prostej z kazdego pegku prostych). Okazuje si¢ jednak,
ze jeSli przedmiot(y), ktéry podstawiamy za ,,obiekty zamierzone” modelu pier-
wotnego jest obiektem definiowalnym w teorii pierwotnej, to odpowiednie relacje
nie moga by¢ zdefiniowane w teorii pierwotnej i na odwrét (wynika to z drugie-
go twierdzenia Godla). Modele takie sg ,,nieregularne” w tym sensie, ze relacje
»lezenia pomigdzy” 1 kongruencji sg ,,niewyrazalne” w jezyku pierwotnej teorii.
(W naszym przyktadzie metoda wyboru prostej z pgku nie moze by¢ ,,uporzadko-
wana”, tzn. odbywac si¢ wedlug jakiejs zasady lub cechy wyrdézniajacej proste na
plaszczyznie, o ktérej ,,da si¢ opowiedzie¢” w jezyku pierwotne;j teorii, opisujace]
ptaszczyzng). Mozna postuzyé sig nowymi relacjami, analogicznie jak w teorii
zbioréw z dwiema relacjami nalezenia do zbioru. Istnieje szereg dalszych pra-
widtowosci, jakim podlega zmiana przedmiotéw w modelu i przej$cie do innego
modelu intuicyjnego.

Czytelnik z tatwosScia zauwazy, ze ,,rachunki poje¢” (concept calculi) Fried-
mana sg zwigzane z analiza modeli intuicyjnych i, czesto, sg ich szczegdlnym
przypadkiem. Podstawowa cecha modeli intuicyjnych jest mozliwos¢ ich budowy
i postugiwania si¢ nimi bez uprzedniej formalizacji. Model intuicyjny dostarcza
»intuicyjnej interpretacji” danej teorii. Dla danego typu przedmiotéw istnieje wie-
le réznych modeli intuicyjnych; por. przykiad z ,,prosta”. Modele tego rodzaju
sa jedna z platoriskich metod badania matematycznego®’. Sa one takze istotne
w matematyce giéwnie dlatego, ze matematycy pracuja zawsze w jakim$ modelu
intuicyjnym.

Z twierdzen limitacyjnych wynika, ze matematyka jest formalizowalna tylko
lokalnie: dla kazdej matematycznej struktury istnieje jej ,,zewnetrze”, czyli inna
formalna struktura z odpowiadajaca jej formalna teoria*®. Modele intuicyjne po-

83 one ,platofiskie” w sensie platonizmu jako metody badania w matematyce; por. Krél,
Z. 2000. Platonizm matematyczny i hermeneutyka, Wyd. IFiS PAN, Warszawa. Nalezy takze pod-
kreslié dydaktyczna przydaino$é modeli intuicyjnych; por. Semadeni, Z., Zjawisko zastgpowania
jednych obiektéw matematycznych . ...

¥ Stosunkowo nowym jest — udowodnione przez J. Kréla — ograniczenie w teoretycznej moz-
liwosci konstrukeji nieskoriczonego ciagu formalizacji: klasyczny jezyk — klasyczny metajezyk ~
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zwalaja bada¢ zwiazki pomigdzy takimi réznymi teoriami w nieco inny niz w teo-
rii kategorii sposéb. Przyktadami modeli intuicyjnych sa ,,jezyk” teorii (przedmio-
tami sa tutaj symbole posiadajace rézny ksztalt, niezdefiniowany w danej teorii),
arytmetyzacja sktadni, interpretacja logiki klasycznej i intuicjonistycznej w topo-
logii, modele w toposach, itd. Geometrie nieeuklidesowe powstaly najpierw jako
pewne modele intuicyjne?®.

Analiza modeli intuicyjnych pozwala wykry¢ szereg ukrytych zatozen, przyj-
mowanych bezwiednie w réznych formalnych teoriach. Wobec mozliwosci istnie-
nia czgsciowych podstawien przedmiotdw za ,,wyjsciowe” obiekty danej teorii (tj.
podstawien tylko za niektére ,,punkty” lub podstawien réznych rodzajéw przed-
miotéw za jednorodne .,punkty”) i tym samym niejednorodnych modeli intuicyj-
nych, wida¢, ze takim zatozeniem jest przekonanie o intensjonalnej jednorodnosci
dziedziny modelu.

Definicja prawdy Tarskiego jest kolejnym przyktadem uzycia modelu intu-
icyjnego: po odpowiednich ,,podstawieniach” dochodzimy do wniosku, ze formu-
lujac t¢ teorig, pracowaliémy w pewnym modelu intuicyjnym: ,jezyk”, ,.spetnia-
nie”, ,,prawda”, ,,metajezyk”, ,,model” itd., to pewne przedmioty, a rzeczywiste ich
wlasnos$ci matematyczne dotycza homomorfizmdéw pomiedzy bezjakosciowymi
,punktami” w sensie algebry abstrakcyjnej*’. Dopiero algebraizacja teorii prawdy
w jezyku ,,punktowej” algebry abstrakcyjnej ujawnia ,,przedmiotowy charakter”
poje¢ uzywanych w teorii prawdy typu Tarskiego (nazywam to otoczkq inten-
sjonalng). Teoria prawdy Tarskiego jest ekstensjonalna, gdyz ,rdzen logiczny”
tej teorii opisany przez homomorfizm okreslonych algebr abstrakcyjnych dotyczy
teorii prawdy tylko ,,przypadkowo” i moze by¢ uzyty takZe do opisu zupetnie in-
nych sytuacji matematycznych. Analogicznie jest w teorii kategorii, gdzie model
1 jezyk okazuja sie pewnymi toposami, a ,,prawdziwos$¢” to tylko pewne prze-
ksztalcenie pomiedzy nimi.

Matematyka potrzebuje nowej teorii prawdy intensjonalnej*'.

klasyczny meta-metajezyk itd., dla pewnych klasycznych obiektéw matematycznych (np. gladkich
rozmaitosci rézniczkowalnych): jesli caly ,kompleks” ma by¢ niesprzeczny i catkowicie sformali-
zowany, musimy na pewnym poziomie przyjaé, ze .meta-$rodowisko” jest intuicjonistyczne. Do-
wdd tego faktu razem z niezmiernie interesujacymi konsekwencjami, por. np. w Krdél, J. 2005.
Model-Theoretical Approach to Quantum Gravity, PhD thesis, Instytut Fizyki Uniwersytetu Sla-
skiego.

¥ Na przyktad, mozna zamienic ,,przestrzen euklidesowa™ i ,.prosta euklidesowa” przez ,.sfe-
re” i ,.koto wiclkie sfery” (geometria eliptyczna).

4 Por. Rasiowa. H.. Sikorski. R. 1963. The mathematics of metamathematics. Pafistwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa.

3 Teoria prawdy Tarskiego opiera si¢ na takiej intensjonalnej teorii, gdyz prawdziwosé relacii
w modelu, ktérym odpowiadaja zdania atomowe, nie jest w niej definiowana. Dlatego, teoria Tar-
skiego jest trywialna w sensie, jaki nadaje temu wyrazeniu prof. A. Grzegorczyk: Tarski definiuje
tylko jak przyjetq i rozpoznang prawdziwosé zdan atomowych przeniesé na zdania ztozone w je-
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Modele intuicyjne maja wielkie znaczenie w teorii zbioréw. Mozna podaé sze-
reg typéw takich modeli dla teorii mnogosci*2. Dodatkowo, mozna za ich pomoca
analizowaé scisle wyobrazenia i intuicje, jakie — czesto jedynie implicite — to-
warzysza pracy matematykdéw. Przyktadem tego moze by¢ powiazanie intuicji
zbioru w ZFC i innych ekstensjonalnych teoriach zbioru z intuicyjnym mode-
lem geometrycznym, w ktérym elementy zbioru sa punktami w pewnym obszarze
geometrycznym. Identyczno$é elementéw definiujemy jako ,,bycie w tym samym
miejscu”, a ich réznos¢ jako ,,bycie w innych miejscach”. Mozna podaé¢ odpo-
wiadajacy temu concept calculus opisujacy te relacje. Zwykle nasze wyobrazenia
matematyczne, z jakich korzystamy przy czytaniu ,,tekstu” z teorii zbiorow czy
teorii kategorii, dotycza ,.kropek” w pewnej ,lokalnej rozpostartosci przestrzen-
nej”; por. takze uzycie diagraméw Venna*}. Sa to przedmioty, gdyz zadne wias-
no$ci takiego wyobrazenia, na przyktad przestrzenne, nie sa okreslone formalnie,
a wlasnosci formalne sa interpretowane w takim modelu intuicyjnym.

Istnieje wiele sytuacji, gdzie ze zdumieniem stwierdzamy istnienie gtebokich
zwiazkéw pomigdzy (pozornie) catkowicie niezaleznymi teoriami; por. hipotezg
Maldaceny, zasadg holograficzna w mechanice kwantowej i tzw. Ads/CFT corre-
spondence**. Sa to skutki ekstensjonalnosci takich teorii.

Istnieja co najmniej dwie, fundamentalne cechy wspdlne dla réznych for-
malnych koncepcji zbioru. Po pierwsze, wszystkie koncepcje zbioru — zaréwno
teoriomnogosciowe jak, i kategorialne — dotycza ,,punktéw”, a nie obdarzonych
realnymi wiasnosciami przedmiotéw. Przyjmuje sig, ze kazda struktura ztozona
z przedmiotdw da si¢ przedstawi¢ w modelu ,,punktowym”. Druga wlasno$¢ moz-
na najlepiej scharakteryzowaé jako ekstensjonalnosé w sensie kryterium nieroz-
roznialnosci Leibniza.

zyku rachunku predykatéw. Podobnie ,trywialne” sg inne waluacje, na przyktad w toposach, czy
semantyki Kripkego.

*2 Do podobnych wnioskéw doszedt R. McNaughton; por. McNaughton, R. 1954, Axiomatic
systems, conceptual schemes, and the consistency of mathematical theories. Philosophy of Science
21, 44-53 oraz tenze: 1957. Conceptual schemes in set theory. Philosophical Review 66, 66-80.

B przykiadami prac, ktérych wyniki formalne mozna wykorzysta¢ do rekonstrukcji odpowied-
nich modeli intuicyjnych, prace A. Tarskiego Sentential Calculus and Topology i Foundations of the
Geometry of Solids, (w: Woodger, J. H., Corcoran, 1. (eds.) 1983. Logic, Semantics, Metamathema-
tics, Papers from 1923 to 1938 by Alfred Tarski. Oxford University Press, 421-454, 24-29); por.
takze Epstein, R., Szczerba, L. W. 1979. Relatedness and interpretability. Philosophical Studies 36,
225-231.

* “We show unexpected connection of Set Theoretical Forcing with Quantum Mecha-
nical lattice of projections over some separable Hilbert space”; por. Krdl, J., Set Theoreti-
cal Forcing in Quantum Mechanics and AdS/CFT Correspondence, (http://www.springerlink.
com/content/hpOu23udp3280476/) oraz Krél, J., Model Theory and the Ads/CFT Correspondance,
(http://arxiv.org/abs/hep-th/0506003): “Renormalization in gravity-field theory limit of AdS/CFT
correspondence is reformulated in terms of exotic R"4’s™ (!).


http://www.springerlink
http://arxiv.org/abs/hep-th/0506003
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Musze w tym miejscu dodac kilka dalszych wyjasnieii. Teorie te sa ,,punkto-
we”, dotyczy to takze bezpunktowych topologii locales i innych tego typu, gdyz
posiadanie danej wiasno$ci przez element struktury, w ktérej interpretujemy da-
na formalna teori¢, modelowane jest w sposéb konwencjonalny. Przy waluacjach
w zbiorach ,,punkt” (element modelu) ma dana wtasnosé, jesli nalezy do dziedziny
danej relacji. ,.Sam z siebie” nie jest jednak no$nikiem zadnych ,rzeczywistych”
wlasnosci. Jedyne rzeczywiste jego wlasnosci — tez relacyjne(!) — to ,,bycie iden-
tycznym z ...” i ,bycie réznym od ...” innego punktu, co jest najczesciej in-
terpretowane w ,.kropkowym” modelu intuicyjnym: kazdy zbiér jest zbudowany
z punktéw lub z obiektéw, ktére zawierajg punkty.

Czy kazdy model intuicyjny podlega formalizacji w jezyku ,,punktéw”? Nie.
Antynomig¢ Russella mozna zinterpretowaé jako dowéd tego faktu.

Powyzsze krotkie wzmianki dotyczace ekstensjonalnosci matematyki wspdt-
czesnej nie pozwalaja na adekwatne ujecie tego zjawiska w ramach obecnej pracy.
Nie jest to jednak giéwny jej temat. Istotne dla gléwnego celu obecnej pracy jest
stwierdzenie, ze matematyka nie musi by¢ ekstensjonalna.

3. Styl historyczny matematyki

Opis i analiza rozwoju matematyki wymaga uzycia i wypracowania adekwat-
nych kategorii pojeciowych. Konieczno$¢ uzycia kategorii ,,stylu historycznego
matematyki” nie jest koniecznoscia aprioryczna, lecz opiera si¢ na prébach opisu
konkretnych form historycznych matematyki.

Pojecie stylu historycznego matematyki ma stuzy¢ okresleniu specyficznych
cech matematyki charakteryzujacych ja w réznych okresach rozwojowych. Po-
winno wigc pozwalaé na okreslenie réznic pomigdzy wiedza matematyczna w cza-
sie jej historycznych przemian, a tym samym umozliwié analizg jej rozwoju.

Pojecie to zalezy od koncepcji matematyki. Ogélnie méwiac: koncepcje wy-
jasniajace, czym jest matematyka lub zwiazane z opisem jej przemian historycz-
nych mozemy podzielié na ,,obiektywistyczne” i ,.kulturowo-socjologiczne”. Jest
to podzial niedoktadny, ale przyjmijmy konwencje, ze mozliwe ,.koncepcje mie-
szane” sg takze ,,obiektywistyczne”. Koncepcje obiektywistyczne uznaja pewna
niezalezno$§¢ przemian matematyki od kontekstu socjologiczno-kulturowego, po-
stulujac istnienie czynnikéw merytorycznych, apriorycznych, obiektywnych, in-
tersubiektywnych itp. W skrécie: w koncepcjach obiektywistycznych rozumienie
i tworzenie matematyki uwarunkowane jest istnieniem pewnego abstrakcyjnego
sensu, ktéry moze by¢ ujety jako idealnie taki sam przez rézne podmioty upra-
wiajace matematyke w tej samej epoce lub w réznych epokach historycznych oraz
przez jeden i ten sam podmiot w réznym czasie. W perspektywie historycznej
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pojawia si¢ koniecznos¢ ,rekonstrukcji”, czyli ponownego odczytania dawnego
sensu. Na przyklad: jesteSmy w stanie rozumie¢ matematyke Euklidesa w ten sam
spos6b jak matematycy w starozytno$ci, ale nie automatycznie. Takze jesli kto$
z nas tworzy jaka$ teori¢ matematyczng lub przeczytal co§ wczoraj, to moze to
odtworzy¢ pdéZniej w doktadnie ten sam sposéb.

W analogiczny spos6b mozemy wyréznié dwa rézne pojgcia ,,stylu historycz-
nego matematyki”. Wedtug koncepcji pierwszej, styl historyczny matematyki to
wszystko to, co jest przypadkowym, tj. ,,moze by¢ takie lub inne”, uwarunko-
wanym historycznie i kulturowo sposobem budowania, wyrazania, zapisywania
1 przekazywania wiedzy matematycznej. Na przyktad do stylu historycznego ma-
tematyki naleza konkretny jezyk, w ktérym jest zapisana dana teoria (greka, taci-
na, angielski), lub sposéb, w jaki koriczymy dowéd (QED, kwadracik). Od razu
widaé, ze w koncepcjach obiektywistycznych mamy do czynienia — by uzy¢ ter-
minologii Arystotelesa —~ z istota, substancja matematyki (czyli jej Swiatem sen-
s6w lub ,,rdzeniem logicznym”) — oraz z jej ,,przypadiosciami”, tj. stylem histo-
rycznym. Nie ma jednak substancji czy czystej istoty bez przypadtosci. W kon-
cepcjach skrajnie kulturowo-socjologicznych matematyka to jej styl historyczny
w danej epoce, ksztaltowany dowolnie jak na przyklad utwdr literacki.

Jesli jednak spojrzymy na matematyke w réznych epokach historycznych, to
prébujac opisa¢ matematyke w danej epoce, musimy — migdzy innymi — okreslié
czym si¢ zajmowala i w jaki sposéb, czyli opisac jej ,,przedmiot i metody”. Czym
innym bowiem zajmowala si¢ matematyka starozytna, a czym innym Cantor i Fre-
ge. Z tego punktu widzenia, na styl historyczny matematyki skiadaja si¢ takze jej
pojecia i metody, a przemiany matematyki sa przemianami jej stylu historyczne-
go. Okreslenie, ktére pojecia i ukryte, nie wyrazone explicite przekonania byty
podstawowe w danej epoce prowadzi do rekonstrukcji intuicyjnych podstaw ma-
tematyki, a to z kolei pokazuje, ze matematyka w perspektywie historycznej jest
okreslona przez — czgsto nieuswiadomiona explicite — probg odpowiedzi na pyta-
nie 0 swojg nature, czy istotg. Przemiany matematyki sa przemianami jej podstaw,
gdyz zmiana systemu intuicyjnych lub formalnych podstaw odpowiada z reguty
rewolucyjnym zmianom w matematyce. Z drugiej strony, okreslenia w rodzaju
.matematyka starozytnej Grecji” lub ,,matematyka francuska okresu Oswiecenia”
niekoniecznie musza odpowiadac rzeczywiscie istotnym postaciom historycznym
matematyki, lecz sa jedynie ,,wyjSciowymi hastami” w analizie proceséw ewolu-
¢ji wiedzy matematycznej, gdyz niekoniecznie istotna z punktu widzenia czystej
historii zmiana epoki historycznej powoduje istotna zmiang w matematyce. Istot-
nie nowe idee matematyczne pojawiaja si¢ czesto w czasie trwania danej epoki
historycznej i w czasie pewnej ,historycznej stagnacji”’. Rozwdj matematyki ma
swéj wihasny rytm, tylko cze$ciowo zalezny od historycznych przemian politycz-
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nych, gospodarczych, ekonomicznych itd. Preferuje to koncepcje obiektywistycz-
ne.

Ontologia matematyki wyznacza klasg modeli jej rozwoju, ktére sg zgodne
z 13 ontologig. Rozwazania nad stylem historycznym pozwalaja zatem sfalsyfi-
kowa¢ wiele koncepcji matematyki, rozwoju matematyki, a nawet ontologii ma-
tematyki, np. jesli pewne wersje platonizmu matematycznego s zwiazane z li-
niowymi lub kumulatywnymi modelami rozwoju wiedzy matematycznej, to te
modele mozna sfalsyfikowa¢, co posrednio falsyfikuje pewne wersje platonizmu.
Tak samo falsyfikacji podlegaja skrajne historyzmy i socjologizmy.

Mozna poda¢ wiele innych, bardzo przydatnych okresleri stylu historycznego
matematyki, jak cho¢by pojecie ,,stylu historycznego matematyki w danej epo-
ce” lub innych stuzacych do wyodrebnienia i opisu jej historycznej typologii, na
przyktad podzialu na epoki rozwojowe, czym jednak nie bede sie w tej chwi-
li zayjmowat. Chciatbym natomiast skoncentrowaé si¢ na pewnych cechach stylu
historycznego matematyki wspoélczesnej, w tym obecnej. Jesli bowiem sprébu-
Jemy rozwazy¢ hipotetyczng posta¢ matematyki w przysztosci, to pewne cechy
matematyki wspdlczesnej, uwazane zwykle za istotne, moga okazaé sie czysto
przypadkowymi, uwarunkowanymi historycznie jedynie i niekoniecznie obowig-
zujacymi w matematyce przysztej. Wida¢ zatem, ze inne okreslenie stylu histo-
rycznego moze opierac si¢ na odréznieniu tego, co uwarunkowane historycznie od
tego, co wynika z apriorycznej istoty rzeczy. Styl historyczny matematyki musi
by¢ okreslony i analizowany przy okazji analizy sporu aprioryzmu z aposteriory-
zmem. Rozwazania nad stylem historycznym moga by¢ zatem zwigzane z odkry-
waniem catkowicie nowych dziedzin i probleméw matematycznych, gdyz uswia-
damiaja nam, ze pewne rzeczy tkwiace gleboko i nieusuwalnie — jak sie jedynie
wydaje — moga ulec eliminacji, zastapieniu innymi. Dzigki rozwazaniom nad sty-
lem historycznym odstfaniajg sig nowe mozliwosci matematyczne. Staratem sie to
pokaza¢ powyzej przy okazji analizy niektorych sktadowych stylu historycznego
matematyki wspodiczesne;j.

Niewatpliwie, do nieistotnych postaci matematyki wspétczesnej nalezy jej pa-
radygmat, czy posta¢ globalnie teoriomnogosciowa. Sposéb myslenia o matema-
tyce przez pryzmat teorii zbiordw — genialne i twdrcze odkrycie — jest niekoniecz-
na jej interpretacja. Mozna mysle¢ o matematyce i ja tworzy¢ bez teorii zbioréw.
Jest tak z dwdch powodéw. Po pierwsze, nie kazda wtasnos¢ da sie analizowaé
Jako odpowiadajaca pewnemu zbiorowi.

Po drugie, ZFC jest wspanialym, cho¢ jedynie historycznie wyréznionym punk-
tem odniesienia w matematyce. Ogdlnie mozna powiedzie¢, ze w matematyce
nie mamy ,,wyréznionego uktadu odniesienia”. Moim zdaniem, dotyczy to takze
systemu podstaw matematyki. I dlatego istotna w odpowiedzi na pytanie o istotg
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matematyki jest perspektywa historyczna. Jedna z przemian stylu historycznego
matematyki wspotczesnej dotyczy mozolnego odkrywania i uwzgledniania tego
faktu. Na przyklad wiemy, ze nie istnieje jeden wyrézniony jezyk formalny dla
calej” matematyki i méwimy o ,,matematyce lokalnej”. Lokalno$é matematyki
wskazuje na zaleznos$¢ wiedzy matematycznej od kontekstu historycznego i jest
kolejnym elementem stylu historycznego matematyki wspdlczesne;j.

Czy kazda struktura matematyczna jest nawet tylko lokalnie zbiorem? Nie
kazda. Z drugiej strony uzycie innych pojeé podstawowych, a zatem innego sys-
temu podstaw matematyki, w teorii kategorii niekoniecznie prowadzi do rzeczy-
wistego wyjscia poza kontekst teoriomnogosciowy.

Réwnie zaskakujaca jak antynomicznosé aksjomatu komprehensji okazata sig
mozliwo$é sformutowania aksjomatyki pojgcia zbioru bez uzycia pojgcia elemen-
tu i relacji nalezenia®’. Oczywiscie musimy wtedy postuzyé si¢ innymi pojecia-
mi, definiowalnymi w jezyku teorii kategorii, na przyklad pojeciem toposu. Zbidr
w takiej teorii jest obiektem posiadajacym pewne, okreslone ,,z zewnatrz” wilas-
nosci, tzn. punktowy (nie posiadajacy struktury wewngtrznej) obiekt okazuje si¢
byé zbiorem, jesli podlega pewnym relacjom z innymi punktowymi obiektami.
Relacja ,,nalezenia do zbioru” jest modelowana poprzez funkcje z innymi obiek-
tami: ,.elementy” moga by¢ ,,na zewnatrz” zbioru. Zamiast méwié o elementach
i ich nalezeniu do zbioru, charakteryzujemy najogdlniejsze wtasnosci wszystkich
mozliwych funkcji pomiedzy zbiorami*®. Funkcje takie (morfizmy w kategorii)
w przypadku funkcji pomigdzy zbiorami maja specyficzne wilasnosci. Z doklad-
noscig do ,.kategorialnego izomorfizmu” istnieje tylko jedna taka kategoria. Po-
nadto dla pewnych typdw toposéw, opisanych w jezyku pierwszego rzedu, ist-
nieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é pomigdzy tranzytywnymi mode-

lami ZFC a modelami w toposach (pewnych) elementarnych teorii toposéw*.

* Lawvere, . W. 1964. An elementary theory of the category of sets. Proceedings of the

National Academy of Science of the U.S.A 52, 1506-1511.

* . von Neumann chyba jako pierwszy (1925 r.), podat aksjomatyke pojecia zbioru, gdzie
pojeciem pierwotnym jest ,.funkcja”, a nie ,,zbidér’"; por. Von Neumann, J. 1967. An axiomatization
of set theory. W: J. van Heijenoort (ed.) From Frege to Godel: A source book in mathematical logic,
1879-1951. Harvard University Press, Cambridge, Massachusetts, 393—413.

# Por. np. Osius, G. 1974. Categorical set theory: a characterization of the category of sets.
Journal of Pure and Applied Algebra 4, 79-119. istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio§é
pomiedzy klasycznymi (teoriomnogos$ciowymi) modelami systemu z i dobrze-punktowymi, cze-
$ciowo tranzytywnymi toposami. z = ZF + Reg + TA + ATR: z = system logiki pierwszego rzedu
z identycznoscia + aksjomaty ekstensjonalnosci, zbioru poteggowego, pustego, pary, jednosci i ogra-
niczonej separacji. Reg = aksjomat regularnosci, TA = aksjomat tranzytywnosci, ATR = aksjomat
tranzytywnej reprezentowalnosci. ZF = z + inf + Reg + Rep, gdzie inf = aksjomat nieskoriczo-
nosci, Rep = aksjomat zastgpowania. Aby skonstruowaé¢ model w toposach wystarczy juz system
Z. Moina przeksztatci¢ kazdy model systemu Z w dobrze-punktowy topos. Réwnowazno$¢ mo-
deli klasycznych i w toposach systemu Z, moze byé przeksztalcona w réwnowaznos$¢ modeli dla
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Wydaje si¢ wigc, ze nasze intensjonalne pojgcia, intuicje i wyobrazenia sa bez
znaczenia dla charakterystyki logicznego rdzenia pewnych struktur matematycz-
nych, a w tym pojecia zbioru. Fakty tego rodzaju potwierdzaja ekstensjonalno$é
matematyki wspoélczesne;.

Przykiadéw historycznych jest wigcej. Na przyktad wiemy, ze wiasnos¢ ,.do-
brego uporzadkowania elementdw” nie podaje istotnej charakterystyki pojecia
zbioru, chociaz wydaje si¢ do$¢ oczywiste, ze mozemy z dowolnego ,,worka” lub
»otchlani” zawierajacej nieznane przedmioty, ,,wyciagac” je kolejno, az do wy-
czerpania. Oczywiscie, zawsze jaki$ przedmiot bedzie wyjety jako pierwszy, inny
jako drugi, itd. Intuicje te przy$wiecalty pierwotnym dowodom (Cantor, Zerme-
lo) twierdzenia, ze kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé. Obecnie wiemy, ze
procedura taka oparta jest na aksjomacie wyboru, ktdry jest niezalezny od innych
aksjomatéw ZF oraz, ze istnieja struktury bedace w intuicyjnym sensie zbiorami,
ktdérych nie da si¢ dobrze uporzadkowa¢.

Nasz sposéb myslenia o zbiorach do czasu odkrycia kategorialnej teorii zbio-
réw byl wigc uwarunkowany i wyrézniony przez wzgledy historyczne, a nie wy-
nikat jedynie z apriorycznej koniecznos$ci. Alternatywna kategorialna teoria mno-
gosci ujawnia intensjonalny styl (lub ,.charakter”) klasycznie teoriomnogoscio-
wego ujecia, gdyz wczesniej rewolucyjnie nowe ujecie kategorialne byto ukryte
w przedstawionym w niniejsze]j pracy sensie.

Intelektualna przygoda z teoria kategorii wskazuje takze, ze styl matematyki
wspdlczesne) jest okreslony przez pewne wlasnosci matematyki lezace gtebiej niz
na poziomie poje¢ zbioru i kategorii (bo opisy te sa czgsto rownowazne). W ra-
mach trwania stylu matematyki wspoiczesnej mozna jednak wyrdznié podokresy
stylu teoriomnogosciowego i nastepnie stylu kategorialno-teoriomnogosciowego.
Wydaje si¢, sadzac po najbardziej twérczych pracach wspéitczesnych w fizyce ma-
tematycznej dotyczacych poszukiwania teorii opisujacej kwantowg grawitacje, ze
ujecie tradycyjne zostanie wyparte przez bardziej ogéine podej$cie w ramach teo-
rii kategorii. W chwili obecnej jesteSmy jednak w okresie ,,schytkowym” okresu
mieszanego.

Co zatem charakteryzuje giebiej styl matematyki wspéiczesnej, czyli co jest
wspélne podejsciu teoriomnogosciowemu i kategorialnemu? Chodzi tu o pewien
panujacy styl formalizacji: obydwa opisy sa catkowicie ekstensjonalne. Matema-
tyke obecna charakteryzuje globalnie okreslony sposéb modelowania i analizo-
wania petnokrwistych pojeé intensjonalnych. W teorii mnogosci kazde pojecie
jest modelowane przez okre§lony zbidr, klase itp. Pojecia sa identyczne, jesli od-

systemu ZF (Zermelo-Fraenkela). Co wigcej, istnieje tez wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢
modeli klasycznych ZC (Z + aksjomat wyboru) i dobrze-punktowych toposéw spetniajacych ES
(epics splits = kategorialna wersja AC; por. Freyd, P. 1980. The axiom of choice. Journal of Pure
and Applied Algebra 19, 103-125.
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powiadajace im zbiory sg identyczne. Z drugiej strony, wyrazenia rGwnowazne
logiczne sg intensjonalnie identyczne. W teorii kategorii sytuacja jest analogicz-
na, i to wcale nie dlatego, ze mozemy w niej sformulowaé kategorialne odpo-
wiedniki aksjomatéw komprehensji, ekstensjonalnosci etc. W teorii kategorii ist-
nieja odpowiedniki teoriomnogosciowych antynomii. Obydwie teorie modeluja
petnokrwiste intensjonalnie pojecia w ramach ,,punktowego modelu intuicyjne-
go”, czyli postuguja si¢ modelami, gdzie przedmioty nalezace do dziedziny mo-
delu s3 pozbawionymi realnych wiasnosci ,,punktami”. Wiasnosci przystugujace
punktom sa orzekane konwencjonalnie. Rzeczywiste wlasnosci wyjsciowe i dane
intuicyjnie sa redukowane do pewnych relacji definiowalnych w Swiecie punktow.

Z drugiej strony, posiadamy cata skarbnice takich intuicyjnych poje¢ matema-
tycznych, jak: kontinuum, rézne obiekty geometryczne, pojecia ciggtosci, liczby,
ostatnio obliczalnosci itd. Starozytne pojgcie kontinuum jest nieredukowalne do
naszych wspoétczesnych, na przyklad teoriomnogo$ciowych koncepcji kontinuum,
choéby dlatego, ze punkty nie sg jego czescia i nie ma intuicji metrycznych. Intu-
icyjne podstawy matematyki i potrzeba ich rekonstrukcji pojawiaja si¢ najpierw
w perspektywie historycznej, gdyz aby zrozumie¢ matematyke dawng musimy
zrekonstruowaé rzeczywistg sytuacje badawcza i problemowg w danej epoce, a
nie jedynie ,przettumaczy¢ pojecia” i zinterpretowad je z uzyciem matematyki
wspélczesnej.

Konieczno$¢ rozwazenia intuicyjnych podstaw matematyki wspétczesnej wy-
nika z istnienia ukrytych zalozer nawet w wersji $cisle sformalizowanej, gdyz
okreslajg one uzycie formalizmu. To te ukryte zalozenia i inne, pozaformalne me-
tody postgpowania, na przyktad intuicyjne utozsamianie, czy ,.zlepianie” obiek-
téw, powoduja powstawanie antynomii. Antynomii mozna unikna¢ rekonstruujac
te ukryte operacje i zalozenia. Oprécz ukrytych zatozen i operacji spotykamy si¢
z ukrytymi zwyczajami, ukrytymi metodami postepowania. Na przyklad, wszyst-
kie pojecia intensjonalne sg zastgpowane i interpretowane w ramach ekstensjonal-
nych poje¢ zbioru i kategorii. Sposéb modelowania intensji i typ ekstensjonalnego
utozsamiania intensjonalnie réznych i mozliwych do rozréznienia obiektéw okre-
§la styl historyczny matematyki wspéiczesnej. Ten styl nie jest powierzchniowym
zjawiskiem, lecz stanowi wewnetrzng ceche matematyki aktualnie uprawianej.

Inne sktadowe stylu historycznego matematyki wspéiczesnej zwiazane sg
z platonizmem matematyki wspoétczesnej. Analizy historyczne i hermeneutyczne
pokazuja, ze ta sktadowa wykrystalizowata si¢ w wyniku wielowiekowego pro-
cesu. Obecnie platonizm ten przejawia si¢ na poziomie platonizmu jako metody
badania matematycznego.

Pojawia si¢ koniecznos$é analizy intuicyjnych podstaw matematyki wspoéiczes-
nej, ktére nie sg redukowalne do obecnie znanych systeméw podstaw matematyki.
Analiza taka umozliwia tworzenie nowych teorii matematycznych. Teorie takie
opierajg si¢ na nowym, rozszerzonym w stosunku do wiodacego obecnie, intu-
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icyjnym pojeciu zbioru. Godel myslat o podaniu takiej nowej, bardziej ogdlnej
intuicji zbioru. W podanej w tym tekscie nowej intuicji zbioru hipoteza kontinu-
um jest fatszywa.

Konieczno$¢ analizy rzeczywistych (pragmatycznych) intuicyjnych podstaw
matematyki wspétczesnej wynika z istnienia ukrytych zatozen okres$lajgcych uzy-
cie formalizmu. Podane wstepne okre$lenia stylu historycznego matematyki znaj-
duja swoje naturalne dookreslenie w ramach hermeneutyki matematyki i wypra-
cowanego tam pojecia horyzontu hermeneutycznego. Postulowana analiza i re-
konstrukcja intuicyjnych podstaw matematyki staje sie koniecznoscia, jesli uwz-
glednimy fakt ewolucji obecnego stylu matematyki. Matematyka starozytna nie
byla ani ,,platoiska” we wspdtczesnym sensie, ani sformalizowana, ani ekstensjo-
nalna. Nie wszystko w matematyce jest jednak stylem historycznym. Co zatem
jest i bedzie state? Jaka bedzie matematyka przysziosci?
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