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POCZĄTKI 

G E O M E T R Y L 

•ą @4S=m.  

X I E G A D R U G A . 

K O Ł O 1 M I A R A K Ą T Ó W . 

O P I S A N I A . 

I . O i i R Ą G K O Ł A (oirc«mferentia cireuli), jest-
' to l inija krzywa, maj§ea wszystkie punkta, ró-

wnie oddalone od punktu wewnątrz jey położone-
go, który nazywamy środkiem (centrum) (fig. i). 

Kolo (cireulus)j jestto przestrzeń t%linija krzy-
wą zamknięta. 

NB. "W pospolitem mówieniu, koło częstokroć brać 
będziemy za jedno z okręgiem jego: lecz łatwo jest. 
przywrócić ścisłość tym wyrazom, pamiętając, £e ko-
ło jest powierzchnia, mająca długość i szerokość, a 
zaś okrąg, jest tylko liniją. 

II. Każda linija prosta GA, C E , CD, i t. d., 
ze środka do okręgu koła poprowadzona, n a z y -

wa się promieniem (radius), czyl i póiśrednica 
(semi-diameter): wszelka zaś l in i ja , jak AP>, 
przechodząca przez środek i wpierająca się. o-
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budwóma końcami w okrąg koła , nazywa się 
średnicą (diameter). 

Na mocy opisania koła, wszystkie promienie 
są równe sobie; oraz wszystkie średnice są ró-
wne sobie, i są dwa razy wziętym promieniem. 

III. Nazywamy łukiem (arcus), jakakolwiek 
część okręgu koła, jak FIIG. 

Cięciwa (cliorda), czyl i podpora ł u k u , jestto 
linija prosta F G , łącząca dwa końce jego. 

I V . Ucinek (segmentum), jestto powierzch-
nia czyli część k o ł a , zawarta między łukiem i 
cięciwą. 

NB Jeduoy cięciwie T G , odpowiadają zawsze dwa 
łuki F H G , FEG, a następnie i dwa ucinki: lecz ile 
razy o nim mowa będzie, zawsze sio rozumie mniey-
szy, a w przeciwnym razie ostrzeze się.. 

Y , Wycinek (sector): jestlo częśc' koła , za-
warta między łukiem D E , i dwóma promienia-
mi CD, GE, poprowadzonemi do końców tego 
łuku. 

Y I . Nazywamy linija wpisaną w koło, tę l i-
niją, którey końce znaydują się na okręgu jego, 
jak naprzykład, A B . (fig. 2). 

Kąt wpisany; jestto kąt, jak B A C , mający 
swóy wierzchołek na okręgu koła, utworzony 
przez dwie cięciwy. 

Troykąt wpisany; jestto troykąt t a k i , jak 
B A C , mający wierzchołki swych kątów na 0-
kręgu koła. 

A w ogólności, figura wpisana^ nazywa sio ta, 
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którey wierzchołki 'wszystkich kątów znaydnja 
sio na okręgu k o ł a : i razem się m ó w i , że ko-
ło jest opisane na tey figurze. 

VII. Sieczną (secans), nazywa się linija pro-
sta, przecinająca okrąg koła w.dwóch punktach: 
taką jest A B , (fig. 3). 

XXli. Styczną (tangens) , nazywa się linija, 
mająca jeden tylko punkt wspólny z okręgiem 
koła; taką jest GD. 

Punkt wspólny M , nazywa się punktem do-
tkiiięeia. 

I X . Podobnie dwa okręgi k ó ł są styczne do 
s iebie , gdy jeden ty lko mają punkt z sob:| 
wspólny. 

X. W i e l o b o k jest opisanym na kole, gdy 
wszystkie jego boki, są stycznemi do okręgu ko-
ł a : w tymże samym razie mówi s i ę , że koło 
jest wpisane w wielobok, (fig. i i j). 

P O D A N I E X. 

T W I E R D Z I N I E . . 

Każda średnica A B (fig;. 4) , dzieli koto i 

okrąg jego na dwie części równe. 

Jeżeli bowiem przyłożymy figurę AKIJ do 
A F B , zachowując dla nich wspólną podstawo 
A l i , tedy linija krzywa A E B , paść musi na li-
nija k r z y w ą A F B , inaczey bowiem , w je.dney 
lub drugiey, by łyby punkta nierównie oddalone 
od środka; co sprzeciwiałoby się opisaniu koła. 

1* V . 
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P O D A N I E II. 

T W I E R D Z E N I E . 

Każda cięciwa jest mnieysza od śre-

^ driicy. 

Bo gdy się do końców cięciwy A D . popro-
w a d z ą promienie A C , C D , będzie linija prosta 
A D c A C + CD, czyli A D < A B . 

Wniosek. Naywiękśxa »więe linija, jaka by de. 
jnoże wpisana w koło, równa jest średnicy. 

P O D A N I E III. 

T W I E R D Z E N I E . 

Linija prosta w dwóch tylko punktach 

spotykać może okrąg kola. 

Bo gdyby ta linija spotyjcała koło we trzech 
punktach, tedy te trzy p u n k t a byłyby równie od-
dalone od środka, azatem mielibyśmy trzy linije 
równe z jednego punktu do linii prostey popro-
wadzone; co jest niepodobieństwem.(pod.i6xię.i). 

P O D A N I E I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

TV każde m, kole, albo w kołach równych, 
łakom równym odpowiadają cięciwy równe, 
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i wzajemnie cięciwy równe odcinają na ho-
le łuki równe (fig. 5). 

Niecli będą A C i EO, dwa promienie dwóch 
kół równe, i łuk A M D równy łukowi ENG; 
powiadam, że cięciwa A D będzie równą cięci-
wie EG. 

Jakoż, ponieważ średnica AB, jest równa śre-
dnicy E F , więc półkole A M D B , przystać może 
zupełnie do półkola E N G F , i linija krzywa 
A M D B padnie całkiem na linija krzywą ENGF. 
Aże zakładamy że część A M D jest równa czę-
ści ENG, punkt więc D, padnie na punkt G; 
azatem cięciwa A D jest równa cięciwie EG. 

Wzajemnie, zakładając że promień A C = E O , 
jeżeli cięciwa A D = E G , powiadam: że łuk 
A M D , , jest równy łukowi ENG. 

Gdyż pociągnąwszy promienie CD, GG, mieć 
będziemy dwa troykąty A C D , E O G , mające 
trzy boki odpowiednie równe; to jest, A C = EO, 
CD = OG, i A D = r E G ; azatem te dwa troyką-
ty są równe (11, i ) ; kąt więc A C D = EOG« 
Lecz gdy położymy połkole A D B na jemu ró-
wne E G F , tedy , ponieważ kąt A C D = EOG, 
oczywiście promień CD, padnie na promień OG, 
i punkt D, na punkt G; azatem łuk A M D , jest 
równy łukowi ENG. 
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P O D A N I E V . 

T W I E R D Z E N I E . 

TV kazdem kole, albo w kołach równych 
łukowi większemu odpowiada cięciwa, więk-
sza , i wzajemnie', lecz wtenczas i o tylko 
zachodzi, gdy łuki, o których jest mowa, są 
mnieysze od półokręgu koła (fig. 5). 

Niech bodzie łuk A H , większy od łuku 
AL), i niech hędą poprowadzone cięciwy AD, 
A l i , i promienie CD, CII: dwa boki AC, CU, 
troykąta ACH, są równe dwóm bokom A C , CL), 
troykąta ACD: kąt A C H jest w iększy od A C D ; 
więc (10, i) trzeci bok A l i , jest większy od 
trzeciego AD; azatem cięciwa podpierająca łuk 
większy, jest większą. 

Wzajemnie, jeżeli cięciwa A l i jest większą 
od AD, tedy z tychże samych troykątów w nie-
siemy, że kąt ACH, jest większy od A C D ; aza-
tem że łuk Ą l l , jest wfrkszy od łuku A D . 

i n aga. Przypuszczamy, że łuki, o których jest, 
mowa, są mnieysze od półokręgu koła. Bo, gdy-
by te były większe, tedyby zachodziła własność 
przeciwna, gdyż za powiększeniem łuku, cięci-
waby się zmnieyszała, i wzajemnie: tak że gdy 
łuk A K B D jest większy od A K BU, to cięciwa 
AD pierwszego, jest mnieysza od cięciwy Arl 
drugiego łuku. 
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P O D A N I E V I . 

T W I E R D Z E N I E . 
V »V. r* ^ctt eC* 

Promień CG (fig. 6), prostopadły do 
cięciwy AB^ dzieliJLak tę cięciwę, jakotez 
łuk AGf3, przez nią podparty, na cftwe równe 
części. 

Daymy promienie CA, CB; te promienie wzglę-
dem prostopadłey CD, są Iinijami pocliyłemi ró-
wnemi sobie; azatem równie są oddalone od tey 
prostopadłey (16, 1): więc A D = D B . 

Powtóre: ponieważ A D = : D B , C G , jest pro-
stopadłą wyniesioną ze środka AB; więc (17, 1) 
każdy punkt tey prostopadłey, jest równie od-
dalony od dwóch punktów A, i B. Punkt G, 
jest jednym z tych punktów, więc odległość' 
A G = B G ; lecz jeżeli cięciwa AG, jest równa 
cięciwie GB, tedy łuk AG, jest równyxłukowi 
GB, (pod. 4): azatem promień CG, prostopadły 
do AB, dzieli łuk podparty przez tęż cięciwę 
na dwie równe części w punkcie G. 

Uwaga. Środek koła C, i środek D, cięciwy 
AB, oraz środek G, łuku podpartego przez tę cię-
ciwę, są trzy punkta położone na jedney linii pro-
slopadłey do cięciwy; aże dosyć jest dwóch pun-
któw do oznaczenia położenia linii prostey; aza-
tem wszelka linija prosta przechodząca przez 
dwa wzmiankowane punkta, przeydzie konie-
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10 
cznie i przez trzeci, i będzie prostopadłą Jo cię-
c iwy. 

'Z tego także wypada : ze prostopadła wynie-
siona ze środka cięciwy, przechodzi przez śro-
dek kola i przez środek łuku przez tę cięciwę 
podpartego. 

Bo ta prostojjadła, jestto właśnie -linija pro-
stopadła, spuszczona środka koła na tęż cię-
ciwę; gdyż obie te prostopadłe przechodzą przez 
środek c i ę c i w y . 

P O D A N I E V I I . 

1 X ~~~ 
T W I E R D Z E N I E . 

Przez trzy punkt a dane A , 15, C , nie w U* 

Jiii prostey (fig. 7 ) , można zawsze popro~ 

wadzić okrąg koła} lecz nie więcey jak je*> 

den tylko. 

Połączmy te pnnkta linijami A B , B C , i po-
dzielmy je na dwie równe części, przez prosto-
padłe D E , F G ; powiadam: ze te prostopadłe 
zbiegą się z sobą w punkcie O. 

Gdyż linije D E , F G , przetną się z sobą, jeżeli 
nie są równoległe. Przypuśćmy że są równole-
głe: linija AB, prostopadła do D E , by łaby pro-
stopadłą do F G (2 4, 1), i kąt w K , b y ł b y pro- , 
sty; lecz B K , przedłużenie B D , jest. różne otf 
BF; b o t r z y p u n k t a A , B , G, nie są w linii pro-
stey; azatein b y ł y b y dwie prostopadłe B F : B K , 
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spuszczone z jednego punktu na jedne linija: co 
jest niepodobieństwem (i5, i); azatem^prostopa-
dłe D E , F G , zawsze się z sobą przetną w ' je-
dnym punkcie O. 

Teraz , punkt O, jako należący do prostopadłey 
D E , jest równie oddalony od dwóch punktów A i 
B , (17,1); tenże sarn punkt O, jako należący dopro-
stopadłey^FG, jest równie oddalony od dwóch 
punktów B , C; trzy więc odległości, O A , O B , O C , 
są równe: azatem okrąg koła, z punktu O pro-
mieniem O B zarysowany, przeydzie przez trzy 
punkta dane A , B , C. 

Dowiedl iśmy że zawsze poprowadzić można 
okrąg koła przez trzy punkta dane, nie w linii 
prostey; powiadam teraz : że nicwięcey popro-
wadzić można jak jedno kolo. Bo gdyby b y ł 
drugi okrąg k o ł a , któryby także przechodził 
przez te trzy punkta dane A , B , C, jego środek nie-
mógłby znaydowac się za linija D E (17, 1); gdyż 
h y ł b y nierównie oddalony od' A , i B: niemóoł-
Ły także bydź za linija F G , dla podobneyże 
przyczyny: azatem musiałby się znaydowac ra-
zem na dwóch linijach D E , F G . Aże dwie l i -
nie proste w jednym się tylko punkcie przeci-
nać mogą, przeto jeden ty lko jest okrąg koła 
przechodzący przez trzy punkta dane. 

U niosek. D w a okręgi kół , w dwóch t y l k o 
punktach przecinać się z sobą mogą ; bo gdyby 
miały trzy punkta wspólne, tedyby miały "je den 
środek, i jeden i tenże sam okrąg koła składa-
łyby . 
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P O D A N I E VIII. 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwie cięciwy równe, są równie oddalone 
od środka; a z dwóch cięciw nierównych, 
n&fynmieysza jest nafbardziey oddaloną od 
środka. 

i° . Niećli będzie cięciwa A B = D E , (fig. 8); 
podzielmy je na dwie równe części, przez pro-
stopadłe GF, CG, i daymy promienie CA, GD. 

Troykąty prostokątne GAF, DCG, mają prze-
ciwprostokątne CA, CD, równe, i bok A F , po-
łowa AB, j e s t równy bokowi DG, połowie DE: 
więc te troykąty są równe, (18, 1); .azatem trze-
ci bok CF, jest równy trzeciemu CG ; azatem: 
i° dwie cięciwy równe AB, DE, są równie od-
dalone od środka. 

2°. Niech będzie cięciwa AH, większa od DE, 
łuk A K H , będzie większy od iuku DME, (pod. 5): 
na łuku A K H weźmy część A N B = DME; d^y-
my cięciwę AB, i spuśćmy CF, prostopadłą do 
tey c i ę c i w y , i CI prostopadłą do AH: oczywi-
ście widzimy, że CF większe jest od CO, a CO 
większe od C I , (16, 1); azatem. tym bardziey 
CF > CI; aże CF = CG, bo cięciwy AB, D E są 
równe, azatem będzie C G > C I , z dwóch wiec 
cięciw nierównych , naymnieysza jest naybar-
dziey oddaloną od środka. 
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PODANIE IX. 

T W I E R D Z E N I E . 

Prostopadła B D (fig. 9) . z końca pro-
mienia C A wyniesiona, jest styczną do o-
kręgu koła. 

Bo każda linija pochyła CE, jest dłuższą od 
prostopadłey CA, (16, i); więc punkt E, jest za 
liniją: azatem linija B A , jeden ma tylko punkt 
wspólny A, z okręgiem koła; przeto BD, jest 
styczną (opis. 8). 

Uwaga. Przez punkt dany A, nie więcey jak 
jedna styczna A D , do okręgu koła poprowadzo-
ną bydź może. Bo gdyby można było popro-
wadzić drugą, tedyby ta nie była prostopadła 
do promienia C A , azatem do tey nowey sty-
czney, promień CA, byłby pochyłym; i prosto-
padła, spuszczona ze środka na tę styczną, była-
by krótszą od CA ; ta więc mniemana styczna 
wchodziłaby w koło, i byłaby sieczną. 

P O D A N I E X . 

T W I E R D Z E N I E . » 
« 

Dwie l-inije równolegle A B , D E , odcina-
ją na kole łuki M N , P(v), równe (fig. 10) 

Trzy tli zayśc mogą przypadki. 
1". Jeżeli dwie linije równoległe są sieczneini, 

a 
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prowadzi się promień CH, prostopadły do cięciwy 
M P , który prostopadły razem będzie do jey ró-
wnoległey NO, (24, i); więc punkt II, będzie razem 
środkiem łuku MHP i łuku N1IQ; azatem będzie: 
łuk M H = HP , i łuk NH = HQ : siad wypada 
MM — NH == HP — HO; to jest:' MN = PO. 

2°. Jeżeli jedna z tych dwóch równoległych 
AB, D E (fig. 11), jest sieczną, a druga styczna; 
do punktu dotknięcia U, daje sio promień CH. • 
który prostopadłym będzie tak do styczney DE, 
(»}•), jako i do jey równoległey M P . Lecz że pro-
mień CH, jest prostopadły do cięciwy M P , więc 
punkt II, jest środkiem łuku MIIP; a zatem łu-
ki MII, HP, zawarte miedzy równoległemi AB, 

są równe. 
5°. Nakoniec, jeżeli dwie równoległe DE, Ifi, 

są obie stycznemi, jedna w H, druga w K ; prof 
wadzi się A B sieczna do nich równoległa, mieó 
będziemy, na mocy tego, co się teraz dowiodło, 
M H = H P , i M K r = K P j azatem fok całkowity 
H M K = r I l P K ; i nadto wid/liny, że każdy z tych 
łuków jest pof'Jvr^;riem koła. 

P O D A N I E X I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli dwa okręgi przecinają się z sobą 
w dwóch punktach , linija, przechodząca 
przez ich środki• będzie prostopadłą do cię • 
ciwy łączącej dwa punkta przecięcia się 
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tych kół i podzieli ją na dwie części ró-
wne. 

Bo linija A B (fig. 12 i i5) , łącząca pimkta 
przecięcia, jest cięciwą wspólną dwóm kołom. 
Jeżeli więc ze środka tey cięciwy wyniesiona 
będzie prostopadła, ta przeydzie przez oba środ-
ki G i I) (6'; Jecz przez dwa punkta dane , je-
dna tylko linija poprowadzoną bydź może; aza-
tem linija prosta przechodząca przez te środki, 
będzie prostopadłą w środku cięciwy wspólney. 

P O D A N I E XII 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli odległość dwóch środków kół jest 
mnieysza od summy ich promieni; i jeżeli 
razem promień, większy, jest mnieyszy od 
summy mnieyszego promienia i odległości 
środków , tedy te clwa koła przetną się 
z sobą. 

Bo, żeby to przecięcie zachodziło, potrzeba, 
iżby troykąt GAD (fig. 12 i i5) , mógł exysto-
w a c , azatem potrzeba, aby nietylko GD, by-
ło < A C + A D , lecz także, aby promień większy 
A D był < A G - f - C D ; ile razy tedy troykąt GAD 
może bydź wykreślonym,-tyle razy okręgi kół, 
zakreślone ze środków G i D, przetną się z so-
bą w A i B. 
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P O D A N I E XIII . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli odległość C D (fig.- 1 4 ) , środków 
dwóch kół, jest równa summie ich promie-
ni C A , i A D j te dwa koła dotkną się ze-
wnętrznie. 

Jasno jest, że te koła mieć będą jeden tylko 
punkt wspólny A; bo żeby miały dwa takie pun-
kta, potrzejpaby było . aby odległość środków 
była mnieyszą od summy promieni (12). 

P O D A N I E X I V . 

T W I: E R D Z E N I E. 

Jeżeli odległość CD, środków dwóch koł, 
jest równa różnicy ich promieni C A , A D , 
te dwa koła dotkną się z sobą wewnętrznie. 

Naprzód oczywiście widzimy, że te koła ma-
ją punkt wspólny A ; i nie mogą mieć innego 
takiego* gdyż na to potrze baby było, ażeby pro-
mień większy A D , był mnieyszy od summy pro-
mienia A C i odległości CD, środków (12): co 
właśnie nie zachodzi. 

Wniosek. Jeżeli dwa koła dotykają się bądź 
wewnętrznie bądź zewnętrznie, środki ich i punkt 
dotknięcia znaydują się na jedney i teyże samey 
linii prostey. 
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Uwaga. Wszystkie koła mające swe środki na 

linii prostey GD (fig. i4 i i5) i przechodzące 
przez punkt A, są wzajemnie do siebie styczne; 
mają one między sobą jeden tylko punkt A wspól-
ny. A jeżeli przez punkt A , poprowadzona bę-
dzie A E , prostopadła do CD, tedy ta linija bę-
dzie styczną wspólną wszystkim kołom. 

P O D A N I E X V . 

T W I E R D Z E N I E . 

W kole albo w kołach równych, kąty ró-
wne A C 13, D C E (fig. 16), mające swóy wierz-
chołek w środku , obejmują na okręgu ko-
ła łuki równe A B , D E . 

Wzajemnie: jeżeli tuki A B , D E , są ró-
wne, kąty A C B , D C E bęclą także równe. 

Gdyż i° jeżeli kąt A C B , jest równy kątowi 
DCE, te dwa kąty mogą do siebie przystać ; a 
ponieważ ramiona ich są równe, przeto punkt 
A padnie na D, a punkt B na E. Lecz wten-
czas i łuk A B powinien paść także na łuk DE; 
l>o gdyby te dwa łuki przyłożone do siebie, nie 
czyniły jednego ł u k u , tedyby w jednym lub 
drugim z nich znaydowały się punkta nierównie 
oddalone od środka koła ; co jest niepodobień-

s t w e m : azatem łuk A B = D E . 
m 2®. Jeżeli założymy łuk A B = D E , powiadam: 

że kąt A G B będzie równy katowi D C E ; bo 

http://rcin.org.pl



— 18 — 
gdyby to kąty nie były równe , i niech A Cii 
jesl kątem większym , tedy wziąwszy kąt 
A C I = I3GE, mielibyśmy, na mocy tego cośmy 
dowiedli teraz, Ą I — D E $ aże z założenia łuk 
AM — D E , więc byłoby A l — A B , tó jest: część 
równa całości, co jest niepodobieństwem ; aza-
tem kat ACB==D,CĘ. 

P O D A N 1 E X V I . 

T W I E R D Z E N I E . 

kole lub tez w holach równych } je-
żeli clwa kąty w środku A C B , D C E (fig. 17), 
mają się do siebie jak dwie liczby caikie, 
inki A B , D E , ramionami tych kątów obję-
te, będą się miały do siebie, jak tez same 
liczby; i mieć będziemy tę proporcyą: 
kat A C B : D C E = łuk A B : D E . 

Przypuśćmy, naprzykład, że kąty A C B , D C E , 
mają się do siebie, jak 7 do <f; albo eo na toż 
samo wychodzi, przypuśćmy, źe kąt M, obrany j 
za wspólną miarę,-sieum razy zawiera się w ką-
cie A C B , a cztery w kącie D C E . Ponieważ ką-
ty cząstkowe A C m, mCn, nCp, i t. d. , DCx-, 

, i t. d., są równe między sobą; łuki przeto 
cząstkowe Am, mn, np, i t. d. Da?, xy, i t. d., 
będą także równe sobie (i5); azatem c a ł k o w i t y l | 
łuk AB, mieć się będzie do łuku całkowitego 
DE; jak 7 do 4. Widzimy oczywiście : iż to 
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samo rozumowanie zajdzie, gdybyśmy na miey-
scu 7 i 4, mieli inne jakiekolwiek liczby ; aza-
tem, jeżeli stosunek kątów AGB, D C E , może 
bvdż wyrażony w liczbach całkieh, tedy łuki 

« „ i * m 

Ali , DE, będą się miały do siebie jak kąty ACB,. 
DCE. 

Uwaga. W z a j e m n i e , jeżeli łuki Al i , DE, 
mają się do siebie jak dwie liczby całkie , te-
dy i kąty A C B , D C E będą się miały do 
siebie jak też same liczby; tak, iż będzie zawsze 
A C B : D C E : : A B : DE ^ }H>, że łuki cząstkowe 
Am, mn i t. d. Dx , xy i t. d. są równe, tedy 
kąty cząstkowe AGm, mCzz, i t. d.; DC-r, 
i t. d., są- także równe. y 

P O D A N I E X V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jakikolwiek będzie stosunek dwóch ką-
tów A C B , A C D , (fig. 18); zawsze będą się 
miały do siebie, jak ich łuki A B , AD, za-

kreślone między ramionami z ich wierz 
chołków , jako środków , promieniami ró-
wne mi-

Załóżmy że kąt mnicyszy, umieszczony jest 
w większym: jeżeli wysłowione podanie, niema 

•lnieysea, kąt A C B , mieć się będzie do kąta 
f ACD, jak łuk A B do innego łuku większego lub 

mnieyszego niż jest AD. Przypuśćmy że ten łuk 
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jest większy, i oznaczmy go przez A O , mieć Je-
dziemy , 

kąt A C B : A C D : : łuk A B : A O . 

W y s t a w m y teraz źe łuk A B , podzielony jest 
na części równe, z których każda jest mnieysza 
od DO : jeden przynaymniey będzie punkt po-
działu między D i O: niech będzie I tym pun-
ktem, i daymy CI; łuki A B , A l , mieć się bę-
dą do siebie, jak dwie liczby całkie; i na mo-
cy poprzedzającego twierdzenia, będzie 

kąt A C B : ACll : : łuk A B : AI . 

Zbl iżywszy do siebie te dwie proporeye, i u-
wazając że w nich poprzedniki są też same, 
wniesiemy z tego, że następniki składają także 
proporcyą 

kąt A C D : A C I : : łuk A O : Al . " 

Aże łuk A O , jest większy od łuku A l , aby 
więc ta proporcyą zachodziła, potrzeba, iżby 
kąt A C D b y ł większy od- kąta A G I ; że zaś 
przeciwnie, jest on mnieyszy; więc niepodobień-
stwem jest ażeby kąt A C B , tak się miał do ką-
ta A C D , jak łuk A B do łuku większego niż 
jest AD. 

Przez podobne zupełnie rozumowanie dowie-
dlibyśmy, że czwarty wyraz proporcyi nie mo-
że bydź mnieyszy od A D ; więc zupełnie ró- ą 
wny bydź musi A D ; azatem mieć będziemy 
proporcyą: 
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4 kąt A C B : A GD : : ł u k A B : A D . 

Wniosek. Ponieważ kąt w środku koła i łuk 
ramionami jego objęty, taki mają z sobą zwią-
zek, że gdy się jeden powiększy lub zmnieyszy 
w jakimkolwiek stosunku, to i drugi w tymże 
samym stosunku powiększa lub się zmnieysza; 
przeto mamy prawo wziąć jednę z tych wie lko-
ści za miarę drugiey. I t a k , odtąd brać będzie-
my łuk A B , za miarę kata A C B . Należy t y l -
ko uważać w porównywaniu kątów między so-
bą, że łuki służące im za miarę, powinny by di 
nakreślone promieniami równemi; gdyż to przy-
puszczaliśmy we wszystkich poprzedzających po-
daniach. 

Uwaga i . Zdaje się iż naturalniey jest mierzyć 
ilość, drugą ilością tegoż samego gatunku, i na 
mocy tego początku, należałoby odnosić wszyst-
kie kąty do kąta prostego: tak , że kąt prosty 
wziąwszy za jednostkę miary, mielibyśmy kąt 
ostry, wyrażony przez l iczbę zawartą między 
o i i ; a kąt rozwarty , przez liczbo zawartą mię-
dzy i i 2; lecz ten sposób wyrażania kątów nie-
b y l b y naydogodnieyszy w u ż y c i u : daleko jest 
prościey mierzyć kąty łukami koła, a to d l a t e -
go, że łatwo jest zrobić łuki , równe łukom da-
nym, i dla w i e l u innych przyczyn. Z resztą, je-
żel i miara kątów "przez łuki koła , jest w pe-
wnym gatunku nie wprost idąca , to przynay-
mniey łatwo jest otrzymać za pomocą icbi mia-
rę wprost idącą i bezwzględną: bo gdy łuk słu-
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żący za miarę kątowi porównamy z ćwiercią ca-
łego okręgu koła, mieć będziemy stosunek kąta 
danego" do kąta -prostego 5 co jest miarą bez-
względną. 

Uwaga 2.To wszystko,cośmy dowiedli w trzech 
poprzedzających podaniach względem porówna-
nia kątów z łukami, równie zachodzi względem 
porównywania w y c i n k ó w z łukami: bo w y c i n -
ki są równe , gdy takiemi są k ą t y , i w ogól-
ności są one proporcyonalne kątom , azatem, 
dwa wycinki A C B , A C D , wzięte w jednem 
kole albo tez w kołach równych, mają się do sie-
bie , jak łuki A B , A D , podstawy tych wycin-
ków. 

Z tego widzimy że łuki koła, służące za mia-
rę kątom, mogą także służyć za miarę rozmai-
tym wycinfcom jednego koła lub kół równych. 

P O D A N I E X V I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Kąt B A D , wpisany wkoło (fig. 19 i 20), 

ma za miarę połowę łuku B D , objętego 

między jego ramionami. 

Przypuśćmy naprzód, że środek koła p r z y -
pada w kącie B A D , (fig. 19); poprowadźmy śre-
dnicę A E , i promienie CB, CD. K * t B C E ze-
w n ę r z n y względem troykąt a A B C , jest r ó w n y 
summie dwóch kątów wnętrznych C A B , A B C , 
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(iq, i); lecz ze troykąt ii A C , jest równoramienny, 
azatem kąt G A B = A B C ; przeto kąt B C E jest ró-
w n y dwa razy wziętemu kątowi B A C . K ą t B C E , 
jako kąt w środku , ma za miarę łuk B E ; 
wiec kąt B A C , będzie miał za miarę połowę 
B E . Dla podobney p r z y c z y n y kąt C A D , mieć 
będzie za miarę połowę E D ; azatem B A C + C A D 
czyli B A D , mieć będzie za miarę połowę sum-
my B E + E D , czyl i połowę łuku B D . 

Przypuśćmy powtóre : że środek C (fig. 20), 
znayduje się za kątem B A D ; wówczas, gdy po-
prowadzimy średnicę A E , kąt B A E , będzie 
miał za miarę połowę łuku B E ; kąt D A E , po-
łowę D E ; azatem różnica ich B A D , będzie mia-
ła za miarę połowę B E mniey połową E D , czy-
li połowę B D . 

K a ż d y więc kąt wpisany , ma za miarę poło-
wę łuku miedzy jego ramionami zawartego. 

Wniosek I. W s z y s t k i e kąty B A C , B D C , 
i t. d. (fig. 21), wpisane w jeden ucinek, są ró-
wne sobie; gdyż mają za miarę połowę tegoż sa-
mego łuku B O C . 

D . K a ż d y kąt B A D (fig. 22), wpisany w pół-
o k r ą g l/oiaT jest r ó w n y kątowi prostemu; gdyż 
ma 011 za miarę połowę półokręgu koła B O D , 
czyli ćwierć okręgu koła. 

Dla dowiedzenia tey rzeczy innym sposobem, 
pociągniymy l ini ją A C : troykąt C A B jest ró-
wnoramienny, więc kąt B A C = A B C ; troy-
kąt C A D podobnie jest równoramienny, więc 
kąt C A D = A D G 5 azatem B A C + C A D czyl i 
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B A D = A B D + ADB. Lecz jeżeli dwa kąty B i D, 
troykala ABD , ważą razem trzeci kąt BAI), 
trzy kąty troykąta ważyć będą dwa razy wzię-
ty kąt B A D ; aże nadto ważą one dwa kąty pro-
ste, aWem kat B A D jest kątem prostym. 

III. Każdy kąt BAG (fig. 21), wpisany w li-
ci nek większy od półok-sęgu koła, jest kątem 0-
strym; gdyż ma za miarę połowę łuku BOG 
mnieyszego od pół okręgu koła. 

A każdy kat BOG, wpisany w ucinek mniey- * 
szy od pół-oki-fg* koła, jest kątem rozwartym; ; 
gdyż ma za miarę połowę łuku B A C , większe- i 
go od pół okręgu koła. 

I V . Kąty przeciwległe A i C (fig. 25), czwo-
roboku A B GD, wpisanego w koło, razem wzię-
te. waża dwa katy proste; bo kąt BAD, ma za 
miarę połowę łuku BCD; kąt BGD, ma za mia-
rę połowę łuku I ^ D ; więc oba kąty B A D , 
BGD, wzięte razem, mają za miarę połowę pół 
okręgu koła; azatem ich summa równa się dwóm 
kątom prostym. 

P O D A N I E X I X . 

T W I E R D Z E N J E. 

Kąt B A C ( % 24), Utworzony przez sty-
cznę i cięciwę , ma za miarę połowę łuku 
A M D C , zawartego między jego ramiona-. » 
mi. 

Do punktu dotknięcia A, poprowadźmy śre-
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dnicę AD; kąt' BAD, jest prosty (9); ma on za 
miarę połowę pół okręgu koła AMD; kąt DAG, 
ma za miarę połowę DC ; azatem B A D .-{-DAG 
czyli kąt' BAG, ma za miarę połowę A M D wię-
cey połowa DG, czyli połowę całego łuku AMDG. 

Dowiedlibyśmy podobnie, że kąt C A E ma za 
miarę połowę łuku AG, zawartego między jego 
ramionami. 

A 
Zagadnienia ściągające się do dwóch 

cciąg pierwszych. 

ZAGADNIENIE PIERWSZE. 

Daną liniją prostą A B (fig. 26), podzie-
lić na dwie części równe. 

Z punktów A i B, jako środków, promieniem 
większem niż połowa A B , zakreślają się dwa łu-
ki przecinające się z sobą w D; punkt D , bę-
dzie równie oddalony od punktów A i B. Po-
dobnie oznaczmy nad, albo pod liniją A B drugi 
punkt E, także równie oddalony od punktów 
A i B; przez te dwa punkta D, E, poprowadźmy 
liniją DE; powiadam: że DE przetnie liniją A B , 
na dwie części równe w punkcie G. 

Gdyż punkta I), i E, jako każdy z nich ró-
wnie oddalony od końców A i B, z na yd o wad 
się muszą oba na prostopadłey wyniesione y ze 
środka linii A B . Lecz przez dwa punkta dano, 
jedna tylko linija prosta poprowadzony bydz 

5 
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może; azatem linija DE, jest taż samą prostopa-
dłą, klóra przecina liniją A B , na dwie równe 
części w punkcie C. 

Z A G A D N I E N I E I I . 

Z punktu A danego na linii B C (fig. 26), 

wynieść prostopadłą do niey. 

Biorą się dwa punkta B i C równie oddalo-
ne od A , potym z tych punktów B i C, jako 
środków , promieniem większym niż jest BA, 
zakreślają się dwa łuki, które się przetną w D; 
a linija poprowadzona A D będzie prostopadłą 
żądana. e e 

Bo punkt D , jako równie oddalony od B i 
od G , należy do prostopadłey wyniesioney ze 
środka linii BG ; azatem A D jest prostopadłą. 

Uwaga. Tożsamo wykreślenie służy do zrobie-
nia kąta prostego B A D , w punkcie danym A, 
na linii claney BG. 

Z A G A D N I E N I E I I I 

Z punktu A danego za liniją prostą B D 
(fig. 27), spuścić prostopadłą na tę liniją. 

Z punktu A, jako środka, promieniem dostate-
cznie wielkim, zakreśla się łuk, któryby przo-

- ciął liniją B D w dwóch punktach B i D: bie-
rze się potym punkt E równie oddalony od pun-
któw B i D, i prowadzi się linija A E , która bę-
dzie prostopadłą żądaną. 
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Bo każdy z dwóch punktów A x E są ró-
wnie oddalone od punktów B i D, azatem li-
nija AK, jest prostopadła w środku linii BD. 

Z A G A D N I E N I E I V . 

TV punkcie A, na linii A B (fig. 28) zrobić 
kąt równy kątowi danemu K . 

Z wierzchołka K , jako środka, jakimkolwiek 
promieniem, zakreśla się łuk I L , między ramio-
nami kąta: z punktu A, jako środka, promie-
niem A B równym K I , zakreśla się łuk nieo-
graniczony BO; bierze się potem promień ró-
wny cięciwie LI ; i z punktu B , jako środka, 
tym promieniem nakreśla się łuk , który prze-
tnie w D łuk nieograniczony BO; prowadzi się 
potem AD: a kąt D A B będzie równy kątowi da-
nemu K . 

Bo dwa łuki BD, LI,, mają promienie i cię-
ciwy równe, azatem są równe (4, 2); więc kat 
B A D = I K L . 

Z A G A D N I E N I E V . 

Podzielić kąt lub łuk dany na dwie czę-
ści równe. 

i° . Jeżeli potrzeba podzielić łuk A B (fig. 2<j), 
na dwie części równe, tedy z punktów A i B, 
jako środków, jednym promieniem zakreślają się 
dwa łuki przecinające się z sobą w punkcie D: 
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przez punkt D i przez środek C, prowadzi się 
linija CD, która przetnie łuk AB, na dwie czę-
ści równe w punkcie E. 

_Bo każdy z punktów C i D, jest równie od-
dalony od końców A i B cięciwy AB; azatem 
linija CD jest prostopadłą do środka tey cięci-
wy, więc dzieli łuk A B na dwie części równe 
w punkcie E (6? 2). 

2°. Jeżeli potrzeba podzielić na dwie części 
równe kąt- ACB, należy wprzód z wierzchołka 
C, jako środka, zakreślić łuk A B , a potem tak 
postąpić jak wyżey; oczywiście, linija CD po-
dzieli kąt A C B na dwie części równe. 

Uwaga. Za pomocą tegoż samego wykreślenia 
można podzieli.ć każdą z połów A E , EB, na dwie 
części równe; tak, ze przez koleyne podziały, 
podzielony będzie kąt lub łuk na cztery części 
równe, na ośm, na szesnaście i t. d. 

Z A G A D N I E N I E V I . 

Przez punkt dany A, poprowadzić liniją 
równoległą do linii daney B C (fig. 5o). 

Z punktu A, jako środka, promieniem dosta-
tecznie wielkim, zakreśla się łuk nieograniczo-
ny E G : z punktu E jako środka, tymże pro-
mieniem, zakreśla się łuk A F , bierze potem 
] , D = A F , i daje się linija AD, a ta będzie li-
niją równoległą' żądaną. 

Bo, dawszy liniją A E , widzimy oczywiście, że 
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kąty naprzemianległe A E F , E A D są równe; aza-
tem linije AD, E F , są równoległe (24, i). 

Z A G A D N I E N I E V I I . . 

Mając dane dwa kąty A i B , troykąt a^ 

znaleść trzeci (fig. 5 i ) . 

Daymy liniją nieograniczoną D E F , i w punk-
cie E zróbmy kąt D E G = A , a kąt CEH = B; 
kąt pozostały IIEF będzie kątem trzecim szuka-
nym; bo te trzy kąty, wzięte razem, ważą dwa 
kąty proste. . 

Z A G A D N I E N I E V I I I . . 

Mając dwa boki dane B i C , trójkąta, 
i kąt A między niemi zawarty, nakreślić 
troykąt (fig. 52); 

Prowadzi się linija nieograniczona D E , i w ja-
kimkolwiek punkcie D, na niey wziętym, robi 
się kąt E D F równy kątowi danemu A ; bierze 
się potem DG — B , D H = G , i daje się linija G i l ; 
a troykąt DGH,. będzie troykątem żądanym. 

Z A G A D N I E N I E I X . . 

Majctc dany bok i dwa kąty troykąt a, 
nakreślić troykąt. 

Dwa kąty dane mogą bydź albo oba przyle-
3* 
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głe bokowi danemu albo jeden przyległy, a dru-
gi przeciwległy : w tym ostatnim przypadku, 
szuka się trzeciego (pod. 7); a tak zawsze mieć 
będziemy dwa kąty przyległe ; na wykreśle-
nie takiego troykąta , prowadzi się linija pro-
sta D E (fig. 53), równa bokowi danemu ; robi 
się w punkcie D, kąt E D F równy jednemu z ką-
tów przyległych; a w punkcie E robi się kąt 
D E G , równy drugiemu kątowi danemu: dwie 
linije DE, EG5 przetną się z sobą w H, i utwo~ 
rzą troykąt DEH żądany. 

Z A G A D N I E N I E . X . 

Mając trzy boki A , JB, C, dane, nakreślić 
troykąt (fig. 34). 

Prowadzi się linija D E , równa bokowi A; 
z punktu E, jako środka, promieniem równym 
drugiemu bokowi 13, zakreśla się łuk; z punktu 
D, jako środka, promieniem równym trzeciemu, 
bokowi C, zakreśla się łuk drugi, który prze-
tnie pierwszy w E; dają się Mnije DF, E F , a troy-
kąt D E F będzie troykątem szukanym. 

Uwaga. Gdyby jeden z boków był większy od 
summy dwóch innych, tedyby łuki nie przecię-
ł y się z sobą ; lecz rozwiązanie zawsze jest po-
dobne do wykonania, jeżeli summa dwóch bo-
k ó w , jakkolwiek wzięta , jest większa od trze-
ciego. 
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Z A G A D N I E N I E X I . 

Mając dane dwa boki A i B , troykąta, 
i kąt. C, przeciwległy bokowi B , nakreślić 
troykąt. 

T u dwa zachodzą przypadki : 
Jeżeli kąt C jest prosty albo rozwarty 

(fig. 3u): robi się kąt E D F , ró\tny kątowi C; 
bierze się DE = A; z punktu E , jako środka, 
promieniem równym bokowi danemu B, nakre-
śl.r się łuk, który przetnie linija D F , w pun-
kcie F; prowadzi się linija E F ; a troykąt D E F 
będzie troykątem żądanym. 

W tym pierwszym przypadku, potrzeba łeby 
bok B był większym od A ; bo kąt C , będąc 
prostym lub rozwartym, jest naywiekszym z ką-
tów troykąta; azatem bok przeciwległy powi-
nien bydź także naywiększym. 

2°. Jeżeli kąt G , jest ostry, (fig. 36); a bok 
B jest większym od A ; tedy tosamo wykre-
ślenie zachodzi, i troykąt D E F , będziey troyką-
tem szukanym. 

Lecz. jeżeli kąt C jest ostrym (fig. 57), a bok 
B mnieyszy jest od A,"wówczas łuk zakreślony 
ze środka E, promieniem E F = B, przetnie bok 
D F we dwóch punktach F i G , położonych 
z jedney strony punktu D: będą więc dwa troy-
kąty D E F , DEG , równie zadosyd czyniące za-
gadnieniu. 
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Uwaga. To zagadnienie jest niepodobne we 
wszystkich przypadkach, jeżeli bok B ; jest 
mnieyszy od prostopadłey spuszczoney z pun-
ktu E na liniją DF. 

Z A G A D N I E N I E X I I , 

Mając dane boki A i B , przyległe równo-
ległoboku, oraz kąt C, między niemi za-
warty, nakreśtić równoleglobok (fig. 33). 

Poprowadźmy liniją D E = A , zróbmy w pun-
kcie D , kąt F DE = G , weźmy D F == B ; za-
kreśliły dwa łuki jeden z punktu F , jako środ-
ka promieniem FG = D E , drugi z punktu E, 
jako środka, promieniem E G — D F : przez punkt 
G , gdzie się te dwa łuki przecinają, popro-
wadźmy linije FG, EG; a czworobok D E G F , 
będzie równoległobokiem żądanym. 

Z wykreślenia bowiem boki przeciwległe są 
równe, więc figura nakreślona jest równoległo-
bokiem (5o, i), i ten równoległobok jest utwo-
rzony z bokuw danych i kąta danego. 

Wnioseh. Jeżeli kąt dany jest prosty, figura 
będzie prostokątem; a naclto, jeżeli boki są ró-
wne, figura będzie kwadratem. 

" Z A G A D N I E N I E X I I I . 

Znaleść środek koła lub łuku danego. 

Biorą się od upodobania na okręgu lub łuku 
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trzy punkta A, B, C (fig. 5q)-t poprowadźmy al-
bo wyobraźmy źe są poprowadzone A B , i BC-r 

podzielmy te dwie linije na dwie części równe , 
przez prostopadłe DE, FG; punkt O, gdzie się 
te prostopadłe spotykają z sobą, będzie środkiem 
szukanym. 

Uwaga. Tosamo wykreślenie służy, tak de po-
prowadzenia okręgu koła przez trzy p- tfkta da-
ne A, B, G, jako też do opisania okręgiem koła 
troykąta danego A B C . 

Z A G A D N I E N I E X I T . 

Przez punkt dany poprowadzić styczną 
do okręgu kota danego. 

Jeżeli punkt dany A , jest na okręgu koła 
(fig. 4o); daje się promień CA , i prowadzi się 
prostopadła A D , do C A ; a A D będzie styczną 
zadaną (9, 2); jeżeli punkt dany A jest za ko-
łem, łączy się ten punkt A , ze środkiem koła, 
linija prostą CA (fig. 41), dzieli się GA na dwie 
równe części w punkcie O; z punktu O jako 
środk;;, promieniem OC, zakreśla się okrąg ko-
ła, który przetnie okrąg koła danego w punkcie 
Bj prowadzi się linija A B , a ta linija AB, bę-
dzie styczną żądaną. 

Gdyż poprowadziwszy GB, mieć będziemy kąt 
CBA, Wpisany w półokrąg koła , który będzie 
prostym (18, 2); azatem A B , jest prostopadłą 
w końcu promienia GB ; więc ona jest styczną. 
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Uwaga. Gdy punkt A dany jest za kołem, 
widzimy iż zawsze dwie są styczne równe A B , 
AD, przechodzące przez punkt A: 'są równe, bo 
rtroykąty prostokątne CBA, CDA, maja przeciw-
prostckątną GA wspólną, i bok GB = GD, więc 
te troykąty tą równe (18, i), azatem AD = A B , i 
razem katt C<AD=CAB. 

Z A G A D N I E N I E X V . 

TV troykąt dany A B C , wpisać hoio 
( f i g . 4 2 ) . 

Dzielą śię kąty A i B, na dwie równe części 
linijami A O i BO, które z sobą się zbiega w pun-
kcie O; z punktu O spuszczają się prostopadłe 
OD, OE, O F , na trzy boki troykąta danego; po-
wiadam, że te prostojiadłe będą równe między 
sobą: z wykreślenia bowiem kąt D A O = O A F , 
kąt prosty A D O = A F O ; więc trzeci kąt A O D 
jest równy trzeciemu AOF; nadto, bok A O , jest 
wspólny obudwóm troykątom A O D , A O F , i ką-
ty przyległe bokowi równemu są równe , aza-
tem te dwa troykąty są równe; wiec DO = OF. 
Podobnym sposobem dowiedziemy, że dwa troy-
kąty BOD, BOE, są równe; więc OD = OE; aza-
tem trzy prostopadłe OD, OE, OF są równe 
między sobą. 

Jeżeli teraz z punktu O, jajco środka, pro-
mieniem OD, nakreśli się okrąg koła, ten oczy-
wiście wpisany będzie w Loykąt A B G ; gdyż 
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bok AB. prostopadły w końcu promienia OD, 
jest styczny, tosamo jset z bokami BC, A C . 

Uwaga. Trzy linije dzielące trzy kąty troy-
kąta na połowy, zbiegają się z sobą w jednym 
punkcie. r , , ^ 

Z A G A D N I E N I E X V I . 

** . 

Na linii daney A B , nakreślić ucinek-, mie-
szczący w sobie kąt dany C ; tojest ucinek 
taki, aby wszystkie kąty weń wpisane, by-
ły równe kątowi danemu C (fig. 43 i 44). 

Przedłużmy A B ku D, w punkcie B, zróbmy 
kąt D B E = C , daymy BO prostopadłą do BE, 
i ze środka linii A B wynieśmy prostopadłą GO; 
z punktu spotkania się O, jako środka, promie-
niem OB, nakreślmy koło; a ueinek A M B bę-
dzie żądanym. 

Jakoż, ponieważ BF, jest prostopadłą w koń-
cu promienia OB; więc B F jest styczną, i kąt 
Ą B F ma za miarę połowę łuku A K B (19, 2): 
nadto, kąt A M B , jako kąt wpisany, ma tak-
że za miarę połowę łuku A K B , przeto, kąt 
A M B = A B F = E B D = C; azatem wszystkie ką-
ty wpisane w ucinek A M B , są równe kątowi 
danemu C. 

Uwaga. Jeśliby kąt dany był prosty, ucinek 
szukany byłby półkolem nakreślonem na śre-
dnicy A B . 
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Z A G A D N I E N I E X V I I . 

Znaleść stosunek liczbowy dwóch liniy 
prostych danych A B , C D , jeśli te dwie li-
nije mają między sobą miarę wspólną 
(fig. 45), 

Odcina się linija mnieysza GD na większey A B 
tyle razy, ile razy w niey mieścić się może,naprzy-
kład. dwa razy; i niecli jeszcze zostaje reszta B E . 

Przenosi się reszta B E na li iii ją GD, tyle ra-
zy, ile się w niey zawrzeć może, naprzykład raz 
jeden, i pozostanie reszta DF. 

Przenosi się druga reszta,. DF na pierwszą B E , 
tyle razy ile się mieścić w niey może, naprzy-
kład raz jeden, i pozostanie, reszta BG. 

Przenosi się trzecia reszta B G na drugą DF, 
tyle razy ile się w niey pomieścić może. 

Ciągną się doppty te przenoszenia , aż póki 
nieotrzymamy resztę pewną liczbą razy dokła-
dnie zawierającą się w reszcie poprze dz a jącey. 
Ta .ostatnia reszta będzie miarą wspólną linij po-
d a n e j * a wziąwszy ją za jedność, zn-aydziemy ła-
two wartości reszt poprzedzających; a nakoliiec 
wartości dwóch liniy podanych; skąd poznamy 
ich stosunek w liczbach. 

Naprzykład: jeżeli znaydziemy, że GB Zawie-
ra się dokładnie dwa razy w FD; tedy BG bę-
dzie miarą wspólną dwóch liniy podanych. 
Niech będzie B G = i , mieć będziemy F D — 2 ; 
lećz że E b zawiera jeden raz F U wiecey GB; 
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więc KB — 3 ; CD zawiera raz E B w i ę c e j FD: 
azatem CD = 5: nakoniec, ponieważ A B zawiera 
dwa razy CD więeey E B , przeto A B = i3; aza-
tem stosunek dwóch liniy AB, CD, jest stosun-
kiem i3 do 5. Gdyby linija CD była wzięta za 
jedność, linija A B byłaby y , a gdyby zaś linija 
A B wzięta b y ł a z a jedność, linija CD byłaby / 5 . 

Uwaga. Sposób teraz wyłożony jest tenże 
sam, jaki mamy przepisany w arytmetyce , dla 
wynalezienia wspólnego dzielnika dwóch liczb: 
a tera samem nie potrzebuje inszego dowodu. 

Bardzo bydź może, że ciągnąc naydałey to dzia-
łanie, nie znaydziemy nigdy reszty, któraby do-
kładnie zawierała się pewną liczbą razy w re-
szcie poprzedzającej. Wówczas dwie linije zgo-
ła nie mają miary wspólney i z tego względu na-
zywają się linijami niewspółmierne mi (inco-
mensurahiles) ; tego niżey obaczymy przykład 
w stosunku przekątney do boku kwadratu. 

Nie można wówczas znaleść dokładnego sto-
sunku. w liczbach; lecz zaniedbując ostatnią re-
sztę , znaydziemy stosunek mniey lub więeey 
•zbliżony, podług tego, jak działanie mniey lub 
wiecey posunione będzie daley. 

Z A G A D N I E N I E X V I I I . 

Mając dwa kąty A i B , dane, znaleść 
wspólną miarę, jeżeli tę mają, i stąd wy-
ciągnąć ich stosunek w liczbach (fig. 46), 

Nakreślają się promieniami równemi łuki CD, 
4 
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E F , służące za miarę tym kątom ; i postępuje 
się potem, dla porównania tych łuków CD, EF, 
t,ak, jak w zagadnieniu poprzedzającym : gdyż 
łuk może bydź przenoszony na łuk tegoż pro-
mienia, jak linija prosta na liniją prostą; a tak 
tyin sposobem przyydzremy do wspólney miary 
łuków CD, E F , jeżeli ją mają, i do stosunku ich 
w liczbach. Ten stosunek będzie tenże sam, co 
stosunek kątów danych (17, 2): i jeżeli DO jest 
miarą wspólną łuków, tedy D A O będzie miarą 
wspólną kątów. 

Uwaga. Tym sposobem można znaleść war-
tość bezwzględną kąta, porównywając łuk słu-
żący za miarę, z całym okręgiem koła; naprzy-
kład: jeżeli łuk CD ma się do okręgu koła jak 
5 do 2 5, kąt A będzie Ą czterech kątów pro-
stych, czyli 4| kąta prostego. 

Zdarzyć' się także może, iż łuki porównywa-
ne nie mają wspólney miary, wówczas na kąty 
mieć będziemy stosunki w liczbach mniey lub 
więcey zbliżone, podług tego, jak działanie mniey 
lub daley posunione było. 
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XIĘGA TRZECIA. 

— i;ta» 

P R O P O R C Y E F I G U R . 

O P I S A N I A . 

I . N a z y w a ć b ę d z i e m y figurami równoważne-
mi, te: których powierzchnie są równe. 

D w i e figury mogą bydź równoważne, chociaż 
całkiem różne: naprzykład, koło może bydź ró-
wnoważne z kwadratem, z troykątem, prostoką-
tem i t. p. 

Nazwanie figur równych zachowamy dla tych 
ty lko, które przyłożone do siebie, przystają we 
w s z y s t k i c h swych punktach: takiemi są: dwa ko 
ła promieni równych, d w a t r o y k ą t y mające trzy 
boki odpowiednia równe i t. p. 

4) II. D w i e f igury są podobne , gdy mają kąty 
równe i boki odpowiedne propor- i 

cyonalue. P r z e z boki odpowiedne, rozumieć bę-
dziemy te, które mają tożsamo położenie w obu- i 

dwóch figurach, a f e o ' k t ó r e są przyległe kątom 
równym. T e kąty nazywają się także kątami 
odpowiednemi. 

D w i e f igury równe, zawsze są podobne; lecz 
dwie figury podobne mogą bydź cale nierówne. 

III. W dwóch różnych kołach, nazywają się 
lukL wycinki, ucinki, podobne , te Które odpo-
wiadają katom w środku równym. 
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I tak gdy A jest równy kątowi O (fig. 47)f 

łuk B C jest podobny łukowi DE, wycinek ABC, 
wycinkowi ODE i t. d. 

I V . Wysokość równoległoboku, jestto prosto-
padła EF, mierząca odległość dwóch boków prze-
ciwległych A B , C D , wziętych za podstawy 
(fig 48). 

V. Wysokość troykąta, jestto prostopadła A D , 
spuszczona z wierzchołka kąta A , na bok prze-
ciwległy BC, wzięty za podstawę (fig. 49). 

V I . Wysokość trapeza, jestto prostopadła E F , 
poprowadzona między jego bokami równoległe-
mu A B , CD, (fig. 5o). 

V I I . Ńaći: afbo powierzchnia f igurj , są w y -
razy prawiejednoznaczne. Plae^znacza szczc -
gólniey ilość powierzchni f i g u r y ; tyfe jest 
mierzoną albo porównywaną z drugą figurą. 

NBi. Dla wyrozumienia tey i następnych aciąg, trze-
ba mieć przytomną teoryą proporcyy^na co odsyła-
my do zw^ezaynych Arytmetyki i Algebry trakta-
tu w. Jtt*tlu<if tylko zrobimy^bstrzf^enie, bardzo wa-
żne dla utwierdzenia prawdziwego znaczenia po-
daii, i zniesienia wszełkiey ciemności, bądź w wysło-
wieniu bądź w dowodzeniach 

mamy proporcyą A : B : : C : D, wiemy ze 
mnogość skrajnych A x D . jest równa mnogości śre-
duich B X C-

Ta prawda niezawodna w liczbach, równie jest nie-
zawodną i w jakichkolwiek wielkościach, byleby się 
te dały wyrazić albo wystawić tylko w umyśle, że 
są wyrażone w liczbach; co zawsze przypuścić ma-
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żna: naprzykład', jeżeli A, B, G, D, są linijami, można 
wyobrazić sobie że jedna z tych czterech liniy, albo 
piąta jakaś, służy wszystkim za. miarę wspólną, a*która 
jest wzięta za jedność; wówczas każda z liniy A,B ;G,D, 
wyraża pewną liczbę jedności,całką albo łamaną, współ-
mierną albo niewspółmierną, a proporcya między li-
nijami A, B, C, D, staje się proporcya liczb. 

Mnogość więc liniy A i I), którą także nazywa-
ją prostokątem, nic innego nie jest, tylko liczba je-
duości linijowych, zawartych w A, mnożona przez 
liczbę jedności linijowych, zawartych \Y D; i łatwo 
poymujemy, że ta mnogość może i powinna bydź ro 
wna mnogości podobnie wypadającey z liniy B i G. 

Wielkości A i B, mogą bydź jednym gatunkiem, 
naprzykład, linijami, a wielkości G i D, drugim ga: 
tunkiem naprzykład powierzchniami ; wówczas po-
trzeba uważać te wielkości jako liczby. A i B, wy-
rażą się w jednościach linijowych, a G i D w jedno-
ściach powierzchni: a'więc mnogość A ><D , będzie 
liczbą, tak jak jest mnogość B x G . 

W ogólności, we wszystkich działaniach zachodzić 
mogących w proporcyach, należy uważać wyrazy 
tych proporcyy jako liczby, każda z gatunku sobie 
właściwego.; a żadna trudność , w pojęciu działań i 
wniosków z nich wynikających nie zaydzie. 

Powinniśmy tu także ostrzedz, że wiele dowodzeń 
naszych gruntować się będzie na. niektórych prawi-
dłach nayprostszych Algebry, które to prawidła sa-
3ne oparte są na znajomych pewnikach; i tak: jeżeli 
A = B - f - C , gdy pomnożymy każdy członek przez tę 
sarnę ilość M, z wniesiemy AXM=BXM«+- G XM-; 

..podobnie, jeżeli mamy A—<B + C i D:=; E — G; gdy 
dodamy te ilości równe i wymażemy + C, i —- G, któ-
re *ię niszczą; wniesiemy stąd A + D = B + E: to sa-
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ma i o innych działaniach. To wszystko samo przez 
się jest oczywistem, lecz w przypadku trudności nie 
zaniedbamy przyzwoicie objaśnić. 

P O D A N I E I. 

T W I E R D Z E N I E . 

Ił ó iv no legł ob oki mające podstawy i wy-
sokości równe są równoważne. 

Niech będzie AB, podstawą wspólną dwóch 
r ó w n o l e g ł o b o k ó w A B C D , A B E F ( f i g . 5 I ) : p o -

nieważ zakładamy, że w tych równoległobokach 
taż sama jest wysokość, przeto podstawy górne 
DC, FE, będą w linii prostey równoległey AB. 

Aże z natury równoległoboków AD = BC, 
AF = BE}'ŚI dla teyze przyczyny DC = A B , 
FER=AB; więc DC = F E ; azatem, odciągając 
DC i FE od teyże samey linii DE, reszty po-
zostałe CE i DF będą równe. 

Z tego wypada, że troykaty D A F , CBD, są ró-
wnoboczne między sobą. 

Lecz gdy od czworoboku ABED, odciągniemy 
Iroykąt ADF, zostanie równoległobok ABEF; a 
gdy od tegoż samego czworoboku ABED, odcią-
gnie się troykąt CBE, zostanie równoległobok. 
A B C D , azatem d w a r ó w n o l e g ł o b o k i A B C D , 
ABEF, mające podstawy, i wysokości równe, 
równoważne. 

Wniosek. Każdy równoległobok A B C D ró-
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wnoważny jest z prostokątem A B E F , mającym 
tęż samę podstawę i wysokość (fig. 52). 

P O D A N I E II. 

T W I E R D Z E N I E . 

Każdy troykąt A B C , jest połową równo-
ległoboku A B C D , mającego tęz sarnę pod-
stawę i wysokość (fig- 53). 

Bo troykąty A B C , A C D , są równe (28, 1). 
Wniosek I. Troykąt więc A B C jest połową 

prostokąta B C E F , mającego też sarnę podstawę 
BC , i też samę wysokość A O ; bo prostokąty 
B C E F , jest równoważny z równoległobokiem 
A B C D . 

Wniosek II. Wszystkie troykąty mające pod-
stawy równe i wysokości równe , są równo-
ważne. 

P O D A N I E III. > 
m1 ' ~ "" ? ' i s 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa prostokąty mające tęz samę wy-
sokość mają się do siebie jak ich pod-
stawy. 

Niech będą A B C D , A E F D , dwa prostokąty 
(fig. 54) mające wspólną wysokość AD; powia-
dam, że te prostokąty mieć się będą do siebie 
jak ich podstawy AB, A E . 
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Przypuśćmy naprzód, że podstawy A R , AK, 
współmierne między sobą, tale iż są naprzy-

kład jak liczby 7 i 4: jeżeli podzielimy A B na 
f części równych, A E zawierać będzie cztery 
z tych części: wynieśmy z każdego punktu po-
działu prostopadłą do podstawy, utworzymy 
tym sposobem 7 prostokątów częściowych, ró-
wnych między sobą ; bo te mieć będą tę£ samę 
podstawę i wysokość. Prostokąt A B C D zawie-
rać będzie 7 prostokątów częściowych, a zaś 
prostokąt A E F D , cztery tylko takich ; azatem 
prostokąt A B C D , tak się ma do prostokąta A E F D , 
jak 7 do 4, czyli jak A B do A E ; tożsamo rozu-
mowanie stosować się może do wszelkiego in-
nego stosunku, niż jest 7 do 4; azatem jakikol-
wiek będzie ten stosunek, byleby tylko był wy-
Hiierny^niieć będziemy 

A B C D : A E F D : : A B : A E . 

Załóżmy powtóre, że podstawy A B , A E (fig.55), 
gą niewspółmierne między soba; powiadam, że 
d+a-4ŁLg.o miec będziemy 

A B C D : A E F D : : A B : A E . 

Bo gdyby ta proporeya niebyła prawdziwą, 
tedy, ponieważ trzy pierwsze wyrazy zostają te 
same, pr^&tt} czwarty będzie większy lub m n i e j -
szy od A E ; przypuśćmy że jest większy i że 
mamy 

A B Q D : A E F D : : A B : AO. 
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Podzielmy liniją AB, na części równe mniey-
sze niż jest EO , jeden przynaymniey podbiał 
przypadnie między E i O, napi-zykład w pun-
kcie I : z tego punktu wynieśmy do A l prosto-
padłą I K ; podstawy AB, AT, będą wspołmier-

116 Ł « d « e , na mocy tego oo 
się t^ra^s-dowiodło, 

ABGD : A I K D : : A B : A L 

Leez z przypuszczenia mamy 

ABGD : A E F D : : A B : AO; 

w tych dwóch proporcyach poprzedniki są ró-
wne, więc następniki składają proporcyą, tak U 
będzie , 

A I K D : A E F D : : AT : AO. 

L e c z AO jest większe od AT; azatem, aby ta 
proporcyą zachodziła, potrzeba żeby prostokąt 
AEFD, b y ł większy od A I K D ; przeciwnie /.as, 
jest on mnieyszy, więc proporcyą jest niepodo-
bna; azatem ABGD, nie może się mieć do AEFD, 
jak AB ma się clo linii większey od AE . 

Przez zupełnie podobne rozumowanie dowie-
dlibyśmy, że czwarty wyraz proporcyi ni© może 
bydź mnieyszy od AE , azatem musi bydź ró-
wny AE. 

Jakikolwiek więc będzie stosunek podstaw: dwa 
prostokąty, ABGD, AEFD, jedney wysokości ,ma-
ją się do siebie, jak ich podstawy AB, AE. 
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P O D A N I E I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jakiekolwiek dwa -prostokąty A B C D , 
A E G F (fig. 56), mają się do siebie jak mii o?' 
gości z podstaw przez wysokości 2 tak , iz 
zawsze będzie, 

A B C D : A E G F : : A B x A D : A E X A F . 

Ułożywszy te dwa prostokąty tak, ażeby ką-
ty w A , były w wierzchołku przeciwległe; prze-
dłużają się boki GE, CD, aż do spotkania się 
x sobą w I I : dwa prostokąty ABCD, AEIID, 
jako mające tęż sarnę wysokość AD, mają się do 
siebie jak ich podstawy AI3, A E . Podobnie dwa 
prostokąty AEHD, A E G F , mające tęż samę w y -
sokość A E , mają się do siebie jak ich podstawy 
A D , A F ; a tak mieć będziemy te dwie pro-
porcye : 

A B C D : A E H D : : A B : A E 
AEIID : A E G F : : A D : A F . 

Mnożąc przez się te proporcye w porządku od-
powiednyin, i uważając że średni wyraz AEIID, 
może bydź opuszczony, jako mnożnik wspólny po-
przednika i następnika, mieć będziemy, 

A B C D : A E G F : : A B x A D : A E x A F . 

Uwaga. Można więc za miarę prostokąta wziąć 
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mnogość z podstawy przez jego wysokość'; byle-
by przez tę mnogość'rozumiano mnogość dwóch 
l iczb, które są liczbą jedności l inijowych zawar-
tycli w podstawie 1 liczbą jedności l inijowych 
zawartych w wysokości. 

T a miara nie jest bezwzględna, lecz tylko wzglę-
dna; domyślamy się w nięy, ze wyrachowany jest 
podobnym sposobem inny prostokąt, mierząc je-
go boki taż samą jednością linijową ; otrzymuje 
się tym sposobem druga mnogość, a stosunek 
tych dwóch mnogości jest równy stosunkowi 
prostokątów, zgodnie z podaniem teraz dowie-
dzionem. 

Naprzykład: jeżeli podstawa prostokąta A ma 
trzy jedności, a jego wysokość dziesięć jedności, 

l- prostokąt wyrażony będzie przez liczbę 5Xio , 
czyli 5o; liczba tak odosobniona nic nie znaczy, 
lecz gdy mamy drugi prostokąt B, którego pod-
stawa niech ma dwanaście jedności, a wysokość 
siedm jedności, ten drugi prostokąt wyrażony 
bodzie przez lićzbę 7 X 1 2 czyl i 84: stąd wnie-
siemy, że dwa prostokąty A i B mają się do siebie, 
jak 5o : 84: azatem, jeżelibyśmy się zgodzili wziąć 
prostokąt A za jednostkę miary w powierz-
chniach, wówczas prostokąt B, miałby za mia-
rę bezwzględną to jest, iżby się równał f£ 
jedności powierzchni. 

Pospoliciey i dogodniey bierzemy kwadrat za 
jednostkę powierzchni, i obiera się jeszcze kwa-
drat taki , którego bok jest jednostką linijową; 
wówczas miara, którą uważaliśmy tylko jako 
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względną, staje się bezwzględną: naprzykład licz-
ba 3o, przez którąśmy mierzyli prostokąt A , w y -
raża 3o j e d n o ś c i powierzchni, czyli 3o tych kwa-
dratów, z których każdy ma bok równy jedno-
ści; co oezywiściey wystawia figura [>7. ^ 

Bardzo często mieszają w Geometryi mnogość 
dwócb liniy z ich prostokątem, i to wyrażenie 
przeszło nawet do Arytmetyki dla oznaczenia 
mnogości z dwóch liczb nierównych, tak, jak się 
używa wyrażenie kwadratu, na oznaczenie mno-
gości z liczby mnożoney przez się. 

Kwadraty z liczb 1, 2, 5 1 t.-d. są 1, 4, 9, 11. cl.; * 
a tak widzimy, że kwadrat zbudowany na linii A 

dwa razy większey, jest cztery r a z y większy: 
zbudowany na trzy razy większey, jest dziewięć 
razy większy, i tak daley, (fig. 58). 

P O D A N I E V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Powierzchnia jakiegokolwiek rownoTeglo 
boku jest równa mnogości z jego podstawy 

przez wysokość. 

Bo równoległobok A B C D (fig. 62) , jest ró-
w n o w a ż n y ^ z prostokątem A B E F , mającym 
tęz samę podstawę A B , i tę* samę wysokość 
B E (1); ten zaś ostatni ma za miarę A B X B E (4), 
azatem ABX„BE równa się powierzchni równo-
legło!) ok u ABCD. 
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Wniosek. Równoległobok) mające tęi 

podstawę, mają się do siebie jak ich wysokości; 
a równoległoboki jedney wysokości, mają się do 
siebie jak ich podstawy; bo gdy A , B, C, ja-
kiemikolwiek trzema wielkościami, mamy w «-
eólności A x C : B x G : : A : B. 

P O D A N I E VI. 

T W I E R D Z E NIE. 

Powierzchnia trójkąta jest równa mno-
gości z podstawy przez połowę jego wyso-
kości. 

Troykąt bowiem ABC (fig. 69), jest połowy 
rówńoległoboku A B C E , mającego tęż samę pod-
stawę BC i wysokość AD co i troykąt (2); aże po-
wierzchnia rówńoległoboku A B C E = B C x A D (5); 
azatem powierzchnia troykąta ABC = i B C X A D 
czyli B G X | A D . 

Wniosek. Dwa troykąty równey wysokości, 
mają się do siebie jak ich podstawy; a dwa troy-
kąty równych podstaw , mają się do siebie jak 
ich wysokości. 
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P O D A N I E VII . 

T W I E R D Z E N I E . 

Powierzchnia trapeza A B C D (fig. 60), rów-
na się wysokości jego E F , mnozoney przez 
pół summgpodstaw równoległych A B , CD. 

r « 

Przez punkt I, środek boku BC; poprowadź-
my K L linija równoległą bokowi przeciwległe-
mu AD, i przedłużmy DC, az do^ spotkania się 
z K L . 

Wtroykątacli IBL, ICK, bok I B = r I C z wy-
kreślenia;, kąt L I B = CIK , a kat iBL = I C K , 
dla równoległości liniy C K i B L (21, 1), więc 
te troykąty są równe (7, 1) ; azatem trapez 
A B C D , równoważny jest z równoległobokiem 
A D K L , i ma za miarę E F X A L . 

Lecz mamy A L — D K , i ponieważ trOykąt 
IBL jest równy troykątowi K C I , bok BL = CK; 
azatem A B -f- CD = A L D K =r 2 A L ; a tak A L 
jest pół summa podstaw A B , CD; azatem nako-
niec powierzchnia trapeza A B C D , jest równa 
wysokości JBF, mnozoney przez pół summę pod-
staw A B , C D : co się tak w y r a ż a , A B C D = 

Uwaga. Jeżeli przez punkt I, środek boku 
BC, poprowadzi się IH -równoległa podstawie 
AB; punkt H będzie-środkiem boku,. A D ; gdyż 
figura A H I L jest • równoległobokiem tak , jak 
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B H I K : bo boki przeciwległe są równoległe mi: 
mann więc AH = I b a DlI=nIK; aże I L = I K ; 
gdyż troykąty B I Ł , GIK są równe , więc 
AH==DH. 

e T . .. TTT AT A B - ł - B G Można uWazae, ze linija 1 1 1 = A L = — ; 

powierzchnia więc trapeza wyrazie się także 
może przez E F x l l I : to jest, powierzchnia tra-
peza równa jest wysokości jego mnożoney przez 
liniją łączącą środki boków nierównoległych. f*> 

P O D A N I E VIII . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli linija A C jest podzieloną na. dwie 
części A B , B C (fig. 61), kwadrat zbudowa-
ny na całey linii A C , zawierać będzie kwa* 
civał zbudowany na części A B , więeey kwa-
drat zbudowany na drugiey części BC, wię-
eey dwa razy wzięty prostokąt z dwóch 
części A B BC: co tak wyrażamy: AC* czyli 
(AB + BG)2 = A B *-4-BGs -f- 2 A B X B C. 

Zbuduymy kwadrat A C D E , weźmy AF—-AB; 
poprowadźmy FG, liniją równoległą do AG, i Bil. 
równoległą do A E . *D C 

Kwadrat A G D E został podzielony na cztery 
części: pierwsza A B I F jest kwadratem zbudo-
wanym na AB, gdyż wzięliśmy A F = A B ; dru-
ga IGDH jest kwadratem zbudowanym na BG, 
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gdyż, ponieważ AC = A E i A B = A F , różnica 
AC — A B jest równa różnicy A E — A F , co daje 
BC = EF: lecz z przyczyny równoległości liniy, 
I G = B C i DG = EF; azatem 1IIGD jest równy 
kwadratowi zbudowanemu na BC- T e dwie części 
odtrącone od całkowitego kwadratu, (Jiją na re-
sztę dwa prostokąty BCGI, E F I H , z których 
każdy ma za miaVę A B x B C : azatem kwadrat 
zbudowany na AC i t. d. 

Uwaga. T ^ poUanie ^wychodz^,na to^ CQ sh| . 
dowodzi w Algebrze na^ut worze nie k waclr ^ 
tu t. dwówyrazu, a któryś tak jest wyrażony: 

P O D A N I E I X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jcieli linija A C jest różnicą dwóch liniy 
A B , BC (fig. 62) kwadrat zbudowany na A C , 
zawierać będzie kwadrat z A B więcey kwa-
drat z B C , mnisy dwa razy wzięty prosto-
kąt zbudowany z A B i BC: to jest ze mieć 

będziemy A C ' czyli ( A B — B C ) a = A B ' 4- B Ć ' — 
u V B x B C . 

/.róbmy kwadrat ABIF, weźmy A E = A C , po-
prowadźmy CG równoległą BI, H K równole-
gła AB, i dokończmy kwadrafctEFLK. 

Dwa prostokąty CB1G, G L K D , każdy raa xa 
miarę A B x B C : jeżeli je odciągniemy od całoy 
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figury ABILKEA,mającey zawartość A B -j-BC* j 
oczywiście zostanie kwadrat A C D E , azatem i t. d. 

JJw agci. To podanie wychodzi na formułę al-
gebraiczną (a — by — ol -j- b1 — 2 ab. 

P O D A N I E X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Prostokąt zbudowany na summie i różnicy 

dwóch iiniy: jest równy różnicy kwadratów z 

tych liniy.to jest £ £ d s * e ( A B + B C ) x ( A B — B C ) = 

A B a — E C 3 (fig. 65). 

Wystawmy na A B i AG, kwadraty A B I F , 
A C D E ; przedłużmy A B n a j e ś ć B K = BC, ido-
kończmy prostokąta A K L E * 

Podstawa A K prostokąta jest summa dwóch 
liniy A B , BC; jego wysokość A E , jest różni-
cą tychże l i n i y ; -azatem prostokąt A K L E = 
( A B - j - B G ) X ( A B — B C ) . Lecz tenże sam prosto-
kąt jest złożony z dwóch części A B I I E - j - B H L K ; 
a część B H L K jest równa prostokątowi E D G F : ho 
B i l — D E , a B K = E F ; azatem A K L E = A B H E - f 
E D G F . Aże te dwie części składają kwadrat 
A B I F mniey kwadrat DHIG, który jest kwa-
dratem wystawionym na BC; azatem nakoniec, 
(A B + B C) X (AB — B C ) = A B 1 — B Ć 4 . 

Uwaga. T o podanie wychodzi na wzór alge-
braic zny (a -}- b) (« — b) = a' — b\ 

i* 
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P O D A N I E XL 

T W I E R D Z EJŁL K. 

Kwadrat z przeciw prostokątney trójką-
ta prostokątnego, jest równy summie kwa-
dratów z dwóch, innych boków. 

Niech bodzie A B C troykąt prostokątny w A 
(lig, 64) ; nakreśliwszy kwadraty z trzech jego 
boków , z wierzchołka kąta prostego spuśćmy 
na przeciwproslokątną pro stopa dłą A D , któr$ 
przedłużmy aż do E , poprowadźmy potem prze-
kątne AF, CII: kąt A B F składa sic z kąta ABC 
więcey kąt'prosty CBF: kąt Cl i i i , składa się 
z tegoż kąta A B C więcey kąt prosty A B LI 5 aza-
tem kąt A B F . ~ H B C . Aie A B = ^H, jako boki 
jednego kwadratu, i B F — BC, dla teyże przy-
czyny; azatem troykąty A B F , 11BC, jako mają-
ce kąty równe zawarte między bokami równe-
mi, są równe sobie (6,1). 

Troykąt A B F jest połową prostokąta B D E P 
(albo dla krótkości BE) mającego tęźsamę pod-
stawę B F i tężsamę wysokość BD (pod 2);.tróy-
kąt HBG jest podobnie połową kwadratu A j l , 
t o że kąty BAC i B A L , są proste, A C i A l i 
.składają jednę liniją prostą, równoległą do Hllj 
więc tróykąt HBG i kwadrat AH mają wspól-
na podstawę B i l i wysokość A B -r azatem tróy-
kal jest połową kwadratu. 

Do\viedllśin\. że tróykąl A B F jest równy trój-
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kątowi H B C ; więc prostokąt B D E F , równający 
sio dwa razy wziętemu troykątowi A B F , jest 
równoważny kwadratowi A H , równającemu się 
dwa razy wziętemu trokątowi H B C . Podobnym 
sposobem dowiedlibyśmy , że prostokąt C D E G , 
jest równoważny kwadratowi A l . A ż e dwa 
prostokąty B D E F , C D E G , wzięte razem, składa-
ją kwadrat B C G F ; azatem kWadr-atBCGF z prze-
ciWprostokątney jest równy suinmie kwadratów 
A B H L , A C I K , z dwóch innych boków, co tak 
wyrażamy: B C ^ A B ^ A i Y . ^ 

Wniosek I. ? w a d r a t z j e d n e g o T o k i T s k ł f t 4 ^ -
eyck.4t«$% prosty^ jest równy kwadratowi z prze-
ciw prostokątney mniey kwa d r a t^Za r u gi e go boku; 
co się tak w y r a ż a : A B 2 r = B C — A C \ 

n niosek II. INiech będzie A B C D kwadrat 
(fig. 73); A C , jego przekątna : ponieważ tróykąt 
A B C jest prostokątny i równoramienny , prze-
to będzie A C 2 = A B J - f B C a = . 2 A B a . Azatem kwa-
drat ź przekątnej A C kwadratu, jest rówrij po-
dwójnemu kwadratowi z /ego boku A B . 

T ę własność oczywiśeiey pokazać można, pro-
wadząc. przez punkta A i C, linije równoległe 
do B D , a przez punkta B i D , linije r ó w n o l e -
głe do A C : tym sposobem utworzy się nowy k w a -
drat E F G I i , który będzie kwadratom z A C . W i -
dzimy zaś,że kwadrat E F G H , zarniera w sobie ostu 
troykątów równych troykątowi A B E , a zaś k w a -
drat A B C D zawiera ich ty lko cztery ; azatem' 
kwadrat E F G I I jest dwa razy większy od A B C D . 
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Ponieważ AC* : AB* : : 2 : i , albo wyciągając 
pierwiastki kwadratowe, mamy A G : A B : : ^2 : 1; 
azatem przekątna kwadratu jest niewspółmier-
na ze swoim bokiem. 

T o jeszcze się lepiey objaśni w innem zda-

rzeniu. 
Wniosek I II . Dowiedliśmy że kwadrat A H 

(fig. 6i) jest równoważny prostokątowi B D E F ; 
źe zaś z przyczyny wspólney wysokości B F , 
kwadrat B C ( i F ma się do prostokąta B D E F , 
j ale .podstawa B C do podstawy B D , azatem 

BC* : AB* : : BG D. 
»H 

T o jest, kwadrat z przeciwprostokątney ma 
się do kwadratu z jednego boku kątct prostego, 
jak przećiwprostokątna do ucinka przyległego 
temu bokowi. Nazywamy tu ucinkiem, część prze-
ciwprostokątney zakończoną prostopadłą spu-
szczoną z kąta prostego ; i tak B D , jest ucin-
kiem przy leg łym bokowi A B , a D C jest ucin-
kiem przy leg łym bokowi AG. Podobnym spo-
sobem mielibyśmy 

BC 2 : AG* : : BG : CD. 

Wniosek I Y . Prostokąty B D E F , D C G E , ma-
jące także -jednę w y s o k o ś ć , mają się do siebie 
jak ich podstawy B D , CD. Że z as te prostoką-
ty są równoważne kwadratom A B , A C ; aza-
tem 

AB4 ; A l f i : B D : CD. 
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W i ę c , kwadraty z dwóch boków kąta proste-

go mają się do siebie jak ucinki przeciwprosto-
kątney przyległe tym bokom. 

P O D A N I E X I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

TVtroykącie A B C (fig. 65) , jeżeli kąt C 
jest ostry, kwadrat z boku mu przeciwle-
głego , będzie mnieyszy od summy kwadra-
tów z boków sT^a^aj^ąeych kąt ostry C; a 
gdy będzie spuszczona A D prostopadła na 
B C ; różnica będzie równa podwóynemu 
prostokątowi B D X C D : tak iz mieć bę-
dziemy. 

A B , = A G 3 + B G ł - - 2 B C X CD. 

T u zachodzą dwa przypadki: x° Jeżeli pro-
stopadła pada wewnątrz troykąta A B C , mieć 
będziemy BD = B C — C D , a następnie ( 9 ) , 
B D a = B C 3 + Ć D a — 2BC X CD. Dorzucając do 
jedney i drugiey strony A D ' , i uważając że troy-
kąty prostokątne A B D , A D C , dają A D a - f B D a = 
A B , i A D -f-DC3=rAC"; miee będziemy A B * = ? a 

BC + A < r - 2 B C X C D . 
2°. Jeżeli prostopadła A D pada zewnątrz troy- -

kąta A B C , będzie BD = C D — B C ; a następnie (9), 
BDa = C D 2 - f E G 2 — a G D x B C . Dorzucając do je-
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dney i drugicy strony AD*; otrzymamy podo-
bnie ABa==IiC -j-AQa— 2BG X CD. 

• \P O D A N I E XIII . 

T W I E B D Z E IF I E . 

TV trójkącie A B C (fig. 66), jeżeli kąt C 
jest rozwarty, kwadrat z A B , boku prze-
ciwległego, będzie większy od summy kwa-
dratów z boków składająGycli kąt rozwarty C; 
a jeżeli będzie spuszczona AD, prostopadła 
na BC, różnica będzie równa podwójnemu 
prostokątowi BGXCD, tak, iz będziemy mieli. 

X B a = A C 3 + C X CD. 

Prostopadła nie może padać wewnątrz troy-
kąta; bo gdyby naprzykład padła w E, troykąt 
A C E miałby razem kat prosty E , i kąt roz-
warty C; co jest niepodobieństwem (19, 1); więc 
padać musi zewnątrz; a w i ę c mamy B D = B C - f - C D ; 
stąd wypada (8), l l D * = B G a - f CD* 4- 2BC X CD 
Dorzucając do jedney i drugiey strony, A D , 1 
czyniąc uproszczenia , jak w poprzedzającem 
twierdzeniu, znaydziemy AB* = BC^ -j- A C -f-
BBCXCD. / 

Uwaga. Jeden tylko troykąt prostokątny, ma 
tę własność? iż summa kwadratów 7. dwóch Lo-
li ( I W Townn t i u Ir VŁTn rł !•;» 1fk w i i u . m - ]ia «-rl u 

http://rcin.org.pl



~ 59 -

kąt zawarty między temi bokami jest ostry, sum-
ma kwadratów z tych boków będzie większa od 
kwadratu boku przeciwległego; a będzie m n i e j -
szą, ieżeli jest rozwarty. 

P O D A N T E X I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

TV jakimkolwiek troykącie A B C , (fig. 67), 

gdy się z wierzchołka jego poprowadzi linija 
A E , do środka podstawy, mieć będziemy 

A B s + A H 3 = 2 A E 3 + 2 B E a . 

Spuśćmy prostopadłą A D na podstawę BC : 
troykąt A E C , ' przez x i i -podanie, *iaje : > 

A C 3 = A E a + E C a - 2 E C x E D . 
S, ; 

Troykąt A B E , przez x m podanie, daje : • 

A B * = A E a + E B a + 2 E B X E D : 

azatem dorzucając te dwie równośc i , i uważa-
jąc źe E B = E C ; miee będziemy: 

' A B a 4 - A G " = 2 A E * + 2 E B *. 

Wniosek. W każdym równoległoboku summa 
kwadratów z boków jego,jest równa summie kwa-
dratów z przekątnych. 

Jakoż, przekątne A G , B D , (fig. 68), przecina-
ją się z sobą na dwie równe części w punkcie 
E (5i, 1); troykąt więc A B G d a j e : 

http://rcin.org.pl



, - 6o -

A B , - f - B G , = 2 A E , + 2 B E 1 . 

Troykąt A D C , podobnie daje : 

A U ' - } - D C ł — 2 A K a + 2 D E s . 

Dodając do siebie członki tych dwóch równo-
ści i uważając, że B E = DE, znaydziemy: 

A I i , - l - A D , + D C , - | - B C ł = 4 A E , 4 - 4 D E ^ 

Aże 4AE 1 , jestto kwadrat z 2AE, czyli z AG; 
4DE 

jest kwadratem z BD; azatem summa kwa-
dratów z boków, jest równa summie kwadra-
tów z przekątnych. , ^ . 

P O D A N I E X V . 

T W I E R D Z E N I E . 

* Linija D E , poprowadzona równolegle do 
podstawy troyhąta A B C , dzieli boki AR. A C , 
proporcjonalnie (fig. 69) , tak, &e będzie 
A D : D B : : A E : EC. 

Dayiny Jinije BE, i DC: dwa troykąty B D E , 
DEC, mają jednę podstawę DE, oraz jednę w y -
sokość, jako mające swe wierzchołki B i G, na 
linii równoległey do podstawy; te więc troyką-
ty są "równoważne (2). 

Troykąty A D E , B D E , jako mające wierzcho-
łek wspólny w E. azatem iedney wysokości, rua-
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ją się- do siebie jak ich podstawy A D , D B (6), 
tak, iż 

A D E : B D E : : A D : D B . 

T r o y k ą t y A D E , D E C , których wierzchołek 
jest wspólny w D, mają także jednę wysokość, 
azatem mają się do siebie jak ich podstawy 
A E , E C , więc 

A D E : D E C : : A E - E C : 

aie troykąt B D E = D E C . przeto, z przyczyny 
wspólnego stosunku w tycli dwóch propor-
cyach, wnosimy: że A D : D B : : A E : EG. 

Wniosek I. Stąd składając, wypada. AD-f-DB: 
A D : : A E + E C : A E , czy l i A B : A D : : A C : A E ; 
i także A B : B D : : A C : C E . 

Wniosek II. Jeżeli miedzy dwie linije pro-
ste A B , C D (fig. 70), ilekolwiek poprowadzi się 
liniy sobie równoległych A C , E F , GH, B D , i t. d. 
te linije proste będą przecięte proporcjonalnie; 
tak ii będzie: A E : C F : : E G : F U : : G B : IID. 
' Niech będzie bowiem O punktem spotkania 
się liniy prostych A B , GD ; w troykącie O E F , 
gdzie linija A G równoległą jest podstawie E F , 
mieć będz iemy, OF. : A E : : O F : C F czy l i 
O E : O F : : A E : C F . W troykącie OGH, po-
dobnie mieć będziemy O E : E G : : O F : FH, 
czyl i O E : O F : : E G : FH; azatem z p r z y c z y -
ny wspólnego stosunku O E : O F , te dwie ,pro-
poreye dają A E : C F : : E G : FH. Podobnym 
sposobem dowiedlibyśmy że E G : F1I : : G 3 : 311), 
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i tak daley; azatem linije A B , CD, są propor-
cyonainie przecięte przez równoległe E F , GH, 
i t. d. 

P O D A N I E X V I . , 

T W I E R D Z E N I E . 

TVzajemnie, jeżeli boki A B , AC, są pro-
porcjonalnie przecięte przez liniją D E , tak, 
£e jest A D : D B : : A E : E C ; powiadam, ze 
ta linija D E , będzie rownoległą do pod-
stawy BC (fig. 71). 

jr 'Lr 
Bo gdy D E nie jest równoległą do BC, niech 

więc będzie taką DO; wówczas, podług poprze-
dzającego twierdzenia, mieć będziemy A D : BD :: 
A O : OC. Aźe z założenia A D : D B : : A E : EC; 
więc mieć będziemy A O : OC : : A E : EC : pro-
porcyą niepodobna , bo z jedney strony poprze-
dnik A E , jest większy od A O , a z drugiey na-
stępnik E C , jest mnieyszy od OC; azate'in Jinija 
równoległa do BC, przez punkt D poprowadzo-
na, nie może się różnić od DE, azatem D E jest 

' tą równoległą. 
TJwaga. Toż samoby wypadło, gdybyśmy za-

łożyli proporcyą A B : A D : : A C : A E ; gdyż ta 
proporcyą dałaby A B — A D : A D ; : A C — A E : A E , 
czyli BD : A D : : CE : A E . 
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P O D A N I E X V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Linija A D , dzieląca kąt B A C trójkąta, 
na dwie równe części, dzieli kaMe podsta-
wę BC na dwa ucinki BD, D C , proporcjo-
nalne bokom przjlegijm A B , AC; tak, ze 
będzie "BD : D C : : A B : A C (fig. 72). 

Przez punkt G daymy GE, równoległą do AD, 
aż do spotkania się z przedłużonym bokiem B A . 

Ponieważ w troykącie BGE , linija A D jost 
równoległą podstawie GE, więc miec' będziemy 
tę proporcyą (i&), 

B D : D C : : A B : A E 

lecz troykąt A G E jest równoramienny; bo z przy-
i-ćwiiolffgłyeh A D , GE, kat A G E ™ 

DAG i kąt AEG = B A D (24, 1). Aże"z założe-
ma kat B A C = B A D , Więc kąt A C E = AEC;*a 
następnie A E — A G (i3, 1). Podstawująe więc 

n a mieyscu A E , w proporcyi poprzedzają-
c e j , mieć będziemy 

B D : D C : : A B : A C . 
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P O D A N I E X Y I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa troykąty równokątne mają boki 
odpowiedne proporcy analne i są podobne. 

Niech będą ABC. P & E (fig. 74), dwa troyką-
ty mające kąty r ó w n e , to jest B A C = CDE, 
A B C = DGE, i A C B = D E C ; powiadam, że boki 
odpowiedne, czyli przyległe kątom równym, bę-
dą proporcynalne, tak, że będzie BC : CE :: A B : 
CD : : AC : DE. 

Umieśćmy boki odpowiedne BC, CE w je-
dnym kierunku linii , i przedłużmy boki B A , 
E D , aż do zbieżenia się z sobą w punkcie P. 

Ponieważ B C E jest linija prostą, a kąt B C A = 
CED, przeto AC jest równoległa D E (24, 1). P o -
dobnie, ponieważ kąt A B C r r n o n , 1X1 liju A D 
jest równoległa do DC ; azatem figura A C D F 
-j*st rówtioleglobokiem. W troykącie B F E , po-
nieważ linija AC jest równoległa do podstawy 
F E , przeto mieć będziemy BC : CE : : B A : A F 
(15), kładąc na mieyscu A F jemu równy bok 
CD, mieć będziemy 

BC : CE : : BA : CD. 

W tvmźe samym troykącie B F E , uważając BF 
jako podstawę/ 'CD jest równoległą tey pod-
stawie, i mamy tę. proporcyą BC : CE ; : FD : DE; 
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kładąc na mieyscu F D , jemu" r ó w n y A C , mieć 
będziemy _ 

13C : C E : : A C : D E . 

Nakoniec, z tych dwóch proporcyy , zawierają-
cych stosunek wspólny B C : CE, wnosimy ta*Kie 

A C : D E : : B A : C D . 

Azatem troykąty równokątne B A C , C D E mają 
boki odpowiedne proporcyonalńe. Aże podług 
opisania II , dwie f igury są podobne, gdy mająj 
kąty o4^jaj*4e4łHe równe, i boki odpowiedne pro-, 
porcyonalne , więc troykąty równokątne BĄCjf 
C D E są figurami podobnemi. | 

Wniosek. K A b y dwa troykąty b y ł y podobna 
sobie, dosyć jest aby miały dwa kąty adp+wvie-
óme równe, bo tgm samęm trzeci kąt jednegc( 
będzie równy trzeciemu kątowi drugiego troyfc 
kąta, i takie dwa troykąty będą równokątne. \ 

Uwaga, Na leży uważać, że w troykątach po-
dobnych boki odpowiedne leżą na przec iwko k ^ 
tów równych: i tak, ponieważ k ą t A C B jest ró-
w n y kątowi D E C , bok A l i jest odpowiedny bo-
kowi D C ; podobnież, boki A C i DE. są Bokami 
odpowiednemi, jako leżące na p r z e c i w k o kątów 
r ó w n y c h A B C , D C E ; wiedząc ^ T b o k i są odpo-
wiedne, natychmiast tworzymy proporeye 

A B : DG : : A C DE.-: : BG : GE. 
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P O D A N I E X I X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa trójkąty mające boki odpowiedne 
proporcjonalne, są równokątne i podobne 
sobie. 

Załóżmy że mamy B C : E F : : A B :DE : «*AC • D F 
(fig. 7&); powiadam , że troykąty A B C , D E F , 
miee' będą kąty równe, to jest że A = D, B = E , 
C — F . 

Zróbmy w punkcie E, kąt F E G = B, a w pun-
kcie F, kąt E F G = C , trzeci wiec G będzie ró-

"wny trzeciemu A, i te dwa troykąty A B C , E F G , 
będą równokątne; azatem, na mocy poprzedzają-

ce ego twierdzenia, mieć będziemy BC : E F : : A B : 
E G ; aże z założenia BC : E F : : A B : DE, aza-
tem EG==DE. Mieć będziemy jeszcze, przez toż 
tamo twierdzenie , BC : E F : : A C : FG ; aże 

* z założenia mamy BC : E F : : A C : DF, więc 
F G = DF, azatem troykąty EGF, D E F , jako ma-
jące boki równe, są równe sobie (i i, i). Leczz w y -
kreślenia troykąt E G F jest równokątny z troy-
kątem AOC, azatem także troykąty D E F , A B C 
są równokątne i podobne. 

Uwaga I. Z tych dwóch ostatnich podań wi-
dzimy , że równość kątów troykąta wypływa 
z proporcyonalności boków, i wzajemnie, tak że 
jeden - tych warunków, jest dostatecznym do 
podobności troykątówj nie jest tożsamo w figu-
•» •« > • - V .« 

i " 0 . . 
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rach mających więcey niż trzy boki; bo mówiąo 
ty lko o czworoboku, można nieodmieniając ką-
tów popsuć proporcya boków ; albo nieodtnie-
niając boków odmienić kąty: a tak, proporcyo-
nalnośe boków nie może bydź wypadkiem ró-
wności kątów, ani odwrotnie. W i d z i m y naprzy-
k ł a d , gdy poprowadzimy E F (fig. 76) równo-
ległą do B C . kąty czworoboku A E F D , sa równe 
kątom czworoboku A B C D ; lecz proporcya bo-

C # /fi . . . . . 

k o w jest rożna. Podobnie, nieoumieniając czte-
rech boków A B , B C , CD, A D , można przybl iżyć 
albo oddalić punkt B od punktu D ; przez co 
odmienią się kąty. 

Uwaga II. D w a poprzedzające podaria. wła-
sciwie mówiąc, ^ ł a a n f ą jedno tylko; a przy łą-
czone do nich podanie i\a kwadrat z prze ci w -
pros •okątnćy, stanowią naywaznieysze 1 nayon-
fitsze**w Geometry i podania, które prawie jedne 
są dostateczne we wszystkich zastosowaniach i 
rozwiązaniu wszelkich zagadnień: a to dla tego, 
że wszystkie figury podzielić się mogą na troy-
kąt y, a każdy troykąt na dwa troykąty prosto-
kątne. Azatem w ł a ^ p ś c j f f i ó l n e . ^ t r o y k j t ó w za-
wierają w sobie sposokein z a m u l a n y m własno* 
ści wszystkich figur. 
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P O D A N I E X X . 

I W I E R D Z E N I E . 

Dwa trójkąty mające po kącie równym, 
zawartjm między bokami proporcjonalne-
mi, są podobne. 

Niech będzie kąt A — D . i przypuśćmy że jest 
A B : D E : : AG : D F ; powiadam, że troykąt 
A B C jest podobny troykątowi R E F (fig, 77). 

W e ź m y A G = D E i poprowadźmy G i l równo-
ległą do B C : kąt A G H , będzie równy kątowi 
AB.G (24,i); a troykąt AGH, będzie równoką-
tnym z"trójkątem A B C , mieć więc będziemy 
A B : A G : : A C : AH; a żc z założenia A B : D E : : 
AG : DF, a z wykreślenia A G = D E , azatem 
A H = DF; dwa wiec troykąty AGII, D E F . ma-
ją kąt zawarty między bokami równemi, a za-
tem są one równe. Aże troykąt AGII jest po-
dobny troykątowi A B C , a zatem troykąt D E F , jest 
także podobny A B C . 

P O D A N I E X X I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa trojkątj mające boTti odpowiedne 
równoległe, albo do siebie prostopadłe, są 
podobne. 

Bo, i Jeżeli bok A B jest równoległy do D E 
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(fig. 78), a bok BG równoleg ły do E F , kąt A B C 1 

jest równy D E F (27, 1): jeżeli nadto, A C jest ró-
wnoleg ły do DF, kąt A C B będzie równy D F E ; i 
i B A G równy E D F : azatem troykąty A B C , D E F , -
są równokątne a więc podobne. 

20 . Niech będzie bok D E (fig.79)prostopadły do ^ 
A B , i bok D F prostopadły do A C ; w czworoboku 
A 1 D H , dwa kąty I i II są proste ; aże cztery 
kąty razem wzięte ważą cztery kąty proste (20,1); a 
zatem dwa pozostałe I A H , I D H ważą dwa ką-
ty proste. L e c z dwa kąty E D F , I D H w a i | * 
także dwa kąty proste, więc kąt E D F jest ró~> 
w n y kątowi I A I I c z y l i B A G , Podobnie, jeżeli* 
trzeci bok E F jest prostopadły do trzeciego B C , 5 

- dowiedl ibyśmy, że kąt D F E = G, a D E F = B; a ' 
zatem dwa troykąty A B G , D E F , mające boki 
odpowiednie prostopadłe do siebie, sąrownolcą- 1 

tne i podobne. " 
Uwaga. W przypadku boków równoległych, 

boki odpowiedne są to boki równoległe, a w przy-
padku boków prostopadłych , boki odpowiedne 
są to boki prostopadłe: i tak w ostatnim tym 
przypadku, D E jest odpowiedny A B ; D F odpo-, 
w i e d n y A C ; E F odpowiedny B C . N Ł 

W przypadku bolców prostopadłych, poło/a- 1 

nie względne dwóch troykątow może bydź ró-
żne od tego, jakie jest wys ławione na figurze 79. 
L e c z równość odpowiedr.ych kąlów, dowiedzie 
się zawsze, bądź z c z w o r o b o k ó w , jakim jest A l D H 
którego dwa kąty są proste , bądź przez poró-
wnanie dwóch t r o y k ą t ó w , mających kąty w wier*-
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- chołku przeciwległe i kąt prosty: oprócz tego, 

można zawsze uważać', że nakreślono, wewnątrz 
troykąta A B C , troykąt D E F , którego Loki są ró-

> % - wnoległe Lokom troykąta poró wnyu anego z A B C , 
a wówczas dowodzenie sprowadzi się do przy-
padku figury 79. 

P O D A N I E X X I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Linije AF, A G i t. d. jakkolwiek popro-
wadzone przez wierzchołek trójkąta, dzie-
ląpodstawę B C i jej równoległą DE, pro-
porcjonalnie; tak, ze będzie D I : B F : ; 
I K : F G : : K L : GH i t. d. (fig. 80). f 

Ponieważ linija DI jest równoległa do B F , 
troykąt A D I jest równokątnyin z A l i F , i mamy l 
tę proporcyą DI : B F : : A l r AF." Podobnie, 
ponieważ I K jest równoległa do F G ; przeto hę-

r dzie A l : A F : : I K : FG, azatem, z przyczyny 
' spólnego stosunku A l : A F , będzie DI : . B F 

I K : FG; podobnym sposobem zna-ydziemy IK : 
F G : : K L : GH, i t. d.; azatem linija D E tak 
jest podzieloną w punktach I, K , L , jak podsta-
wa BG w punktach F, G, H. 

JYnioseh. Jeżeli więc BG podzieloną będzie 
na części równe w punktach F, G, H, tedy i ró-
wnoległa je'y D E , podzieloną będzie t^kże n a 
części równe w punktach I, K , L . 
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P O D A N I E X X I I I . 

T \R I E R D Z E N J E . 

TV troykącie prostokątnym, jeżeli z wierz-
chołka kąta prostego A , spuszczona będzie 
prostopadła A D , naprzeciwprostokątnąjego, 
(fig- 81). 

Dwa troykąty cząstkowe A B D , A D C 
będą sobie podobne -i całemu troykątowi 
A B C . 

2° Każdy bok AR lub A C , będzie śre-> 
dnio-proporcyonalny , między przeciwpro-
stokątną B C i ucinkiem przyległym B D lub 
DC. Ś 

5° Prostopadła A D , będzie średnią pror 
porcyonalną między dwoma ucinkami B D , 
D C . 

Bo, Troykąty B A D , B A C , mają kąt wspól-
ny B, nadto kąt prosty B D A jest równy kąto-
wi prostemu B A C ; azatem trzeci kąt Bx\D je-
dnego, jeąj równy trzeciemu G, drugiego troy-
kąta; azatem te dwa troykąty są równokątne i 
podobne : dowiedlibyśmy podobnie , że troykąt 
D A C jest podobny troykątowi B A C : trzy więo 
troykąty są równokątne i podobne między sob$. 

2°. Ponieważ troykąt B A D jest podobny troy-
kątowi B A C , więc ich boki odpowiedne s^pro-
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porcyonalne;aże Lok B D , w małym tróykącie, jest 
odpowiedny B A w wielkim , gdyż one leżą na 
przec iwko kątów równych B A D , B C A ; przec iw-
prostokątna B A małego, jest odpowiednaprzeciw-
prostokątney BG wielkiego troykąta ; azatem u-
tworzyć możemy proporcyą Jj&D : B A : : B A : 
BG. Podobnym sposobem znaleźlibyśmy D C : 
A G : : A C : BG : więc 2° każdy z boków A B , 
A G jest średnim proporcjonalnym między prze-
eiwprostokątną i ucinkiem przy leg łym temu 
bokowi. 

3°. lNakoniec,podobność tróykątów A B D , A D C , 
przez porównanie boków o d p o w i e d n y c h , daje 
B D : A D : : A D : DC: azatem 3° prostopadła A D 
jest średnią proporcyonalną między ucinkami 
B D , DG przeciwprostokątney. 

Uwaga. Proporcyą B D : A B : : A B : B C , 
równając mnogość w y r a z ó w skraynych z mno-
gością .średnich, daje A B a = B D x B C . 

Mamy podobnie A G 3 = D C x B G ; azatem AB*-{-
A G 1 - — B D x B G - f D C x B C . Drugi członek jest 
to samo co (BD -J- DG^KBC), i przywodzi się do 
B G X B C czyl i B C a , azatem będzie AB*-f-AG ł == 
B C ; kwadrat więc zbudowany na przec iwpro-
stokątney B C jest równy surnmie k w a d r a t ó w 
zbudowanych na dwóch innych bokach A B , A C . 
W p a d a m y więc tu na podanie kwadratu z prze * 
ciwprostokątney, cale różną drogą od tey, jaką-
śmy tam szli; skąd widzimy, że właściwie mó-
wiąc, podanie kwadratu z przeciwprostokątney 
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jest wypadkiem proporeyonalności bokowwtróy-
kątach równokątnych. A tak podania fundamen-
talne Geometryi sprowadzają się, że tak powiem, 
do tego tylko jednego, że w troykątach równo.-
kątnych boki odpowiedne są proporcyonalne. 

Często się zdarza, jak teraz przykład mieliśmy 
tego, że wyciągając wnioski z jednego lub wie-
lu podań, wpadamy na podanie jû ż dowiedzio-
ne. W ogólności, głównym c^iaraKterem twier-
dzeń Geometrycznych i nieprzepartym dowodem 
ich pewności, jest to, że kombinując je razem, 
jakimkolwiek sposobem, byleby rozumować pra-
wie, wpadniemy zawsze na wypadki dokładne. 
Niebyłoby tak , gdyby niektóre podania by ły 
fałszywe albo tylko mniey więcey prawdziwe: 
zdarzyłoby się często, że przez kombinacyą po-
dań między sobą, błąd urosłby i stałby się wi-
docznym. Tego mamy przykłady we wszystkich 
dowodzeniach, w których używamy przy wiedze-
nia do niedorzeczności. Dowodzenia te, w któ-
rych zamierzamy wyprobować, że dwie ilości są 
równe, zależą na pokazaniu , że gdyby między 
niemi była naymnreysza jaka nierówność, tedy 
przyszlifjyśmy przez ciąg rozumowania do nie-
dorzeczności jawney i w oczy bijącey; skąd wno-
sić musimy, że te dwie ilości są równe, 

TTniosek. Jeżeli z punktu A (fig. 82), wzię-
tego na okręgu koła, poprowadzą się dwie cię-
ciwy A B , A C do końców średnicy BC, troy-
kąt, B A C , będzie prostokątnym w A (18. 2); aza-
tem prostopadła A D , Jiest średnią propor-

7 ' 
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cyonalną między dwoma ucińkami BD, DC, śre-
dnicy. Albo, co na toż samo wychodzi, kwadrat 
AD* jest równy prostokątowi B D x D C . 

2°. Cięciwa A B , jest średnią proporcyanal-
ną, miedzy średnicą BC iucinkiem przyległym 
BD; albo, co na jedno wychodzi, A B 3 — B D x B C . 

Podobnie mamy AC" — CD X BC ; azatem 
A l i : AC2*: : BD : DC; a gdy porównamy A l i 
do BC2 , mieć będziemy AB 2 : BC* : : BD : BC. 
Podobnym sposobem otrzymalibyśmy ACT : BG**: : 
DC : BC. T e stosunki kwadratów z boków, bądź 
między sobą, bądź z kwadratem przeciwprosto-
kątney, były już podane, jako wniosek III i iv 
pod. "xi. 

P O D A N I E X X I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa trójkąty mające jeden kąt równy, 
^llliLfy siebie, jak prostokąty z boków 
sMMającfch ten kąt równy; i tak troy-
kąt A B C (fig. 83), ma się do troykąta A D E , 
jak prostokąt A B x A C do prostokąta A D x A E . 

Oaymy l ini ją-BE: dwa troykąty A B E , A D E , 
kt órych wierzchołek jest wspólny w E, są ró-
whey wysokości, a więc mają się do siebie, jak 
ich podstawy AB, AD, (fi), to jest: 

A B E : A D E : : A B : AD. 
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Podobnie mamy, 

A B C : A B E : : A C : A E . 

Mnożąc przez się t e dwie proporcye w porządku 
w jakim są napisane, i opuszczając wspólny termin 
A B E , mieć będziemy: 

ABC : A D E : : A B x A C : A D X A E . 

Wniosek. Dwa więe^EruffJty będą równo-
ważne, jeżeli prostokąt A B x A C , jest równy 
prostokątowi A D X A E , albo gdy jest A B : A D : : 
AE : AC. Coby zachodziło wtenczas , kiedyby 
liniia D ^ była rórVtfległS do V>& A 

PODANIE XXV 

T W I E R D Z E N I E . 

1 Dwa troykąty podobne, mają się do sie-
bie, jak kwadraty z boków odpowiednych. 

Niech będzie kąt A = D i B ~ E (fig, 77): na-
przód, z przyczyny kątów równych A i D, na 
mocy poprzedzającego podania, mamy 

A B C : D E F : : A B X A C : D E X D F . 

Nadto, z przyczyny podobieństwa troykątów 
mamy 

A B : D E : : A C : D F ; 

jeżeli teraz wyrazy tey proporcyi pomnożymy 
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przez odpowiadające wyrazy proporcyi tosamey 

A C : D F : : AC : DF; 

st^d wypadnie 
A B x A C : D E x D F : : A C 3 : FD3 . 

Azatem 

A B C : D E F : : A C 3 : D F a . 

Dwa więc troykąty podobne A B C , D E F , ma-
ją się do siebie, jak kwadraty z boków odpo-
wiednych AC, DF, albo jak kwadraty z dwóch in-
nych jakichkolwiek boków odpowiednych sobie. 

P O D A N I E X X V I . 
t 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa wieloboju podobne , składają sig 
z jedney liczby troykątów podobnych każ-
dy każdemu, i podobnie rozłozonych. 

W wieloboku A B C D E (fig. 8t), daymy z je-
dnego kąta A , przekątne AG, A D , do innych 
kątów. W drugim wieloboku F G H I K , podo-
bnie z kąta F odpowiednego kątowi A , daymy 
przekątne F H , F I do innych kątów. 

Ponieważ wieloboki są podobne, kąt. ABC jest 
równy sobie o dpo wie dnem u FGII (opis. 2) , i 
nadto, boki A B , BC są proporcyonalne bokom 
F G , GH, tak, że A B F G : : BC : GIL 

Z tego wypada: że troykąty A B C , FGH, ma-
ją kąt równy zawarty między bokami propor-

* ' * 

* « • * Jl * » 
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cyonalnemi; azatem są podobne (20): kąt więc 
B C A , jest równy G H F . T e kąty równe odcią-
gnione od kątów sobie równych B C D , GHI, da-
ją reszty A C D , P H I równe: lecz ponieważ troy-
fcąty A B C , F G H są podobne, będzie A C : F H : : 
B C : GH; nadto, z przyczyny podobności wie lo-
boków, B C : G H : : C D : HI; więc A C : F H : : 
C D : HI: aże już widziel iśmy, że kąt A C D — F I i I, 
azatem troykąty A C D , F H I , mają kąt r ó w n y 
rawarty między bokami proporcyonalnemi, a 
więc są podobne. 

Podobnym sposobem ciągnęlibyśmy daley do-
wodzenie podobności następnych troykątów, ja-
k a b y k o l w i e k była l iczba boków wieloboku za-
łożonego: azatem dwa wieloboki podobne skła-
dają się z jednakiey l iczby troykątów podobnych^ 
i podobnie rozłożonych. 

Uwaga. Podanie w y w r o t n e jest równie p r a w -
dziwe: jeżeli dwa wieloboki ztozonę są z jedna-
kiej liczby trójkątów podobnjch. i podobnie roz-
łoiónjch., tiidy- te wieloboki są podobne. 

Gdyż podobieństwo troykątów odpowiednych, 
daje kąt A B C = F G I I , B.GA == G H F , A C D ^ F J J I ; 
azatem B C D = G H I , także C D E — H I K i t. d. 
Nadto mieć będziemy, A B : F G : : B C : G H : : 
A C : F H :.: CD : HI i t. d.; więc takie d w a , w i e l o -
boki mają kąty równe i boki proporcyonalne, aza-
tem są podobne sobie* 

C -

f * 
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P O D A N I E X X V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Obwody wieloboków podobnych mają się 
do siebie jak boki odpowiedne, a powierz-
chnie ich, jak kwadraty z tych boków-

i ° . Ponieważ z natury figur podobnych (fig. 84), 
mamy A B : F G : : BG : G i l : : GD : III i t. d,; 
wnieść możemy z tego szeregu stosunków ró-
wnych : Summa poprzedników A B -f- BG -f- GO 
i t. d., obwód figury pierwszey, ma si§ do sum-
my następników F G - f - G H - j - H I i t. d., obwodu 
drugiey figury, jak poprzednik do swego nastę-
pnika, czyli jak bok A B do sobie odpowiada- , 
jącego FG. 

2 . Ponieważ troykąty ABG, FGII , są podo-
bne, przeto mamy (26) ABG : FGII : : AG* : F I T ; 
także troykąty podobne AGI) , FHI dają A G D : 
F H I : : AG2 : F H ; azatem, z przyczyny stosunku 
wspólnego AG : F i l 2 będzie 

ABG : F G H : : AGD : FIII. 

Przez podobne rozumowanie znaydziemy 

A C D : FHI : : A D E : F I K 

i tal; daley, gdyby była większa liczba troyką-
tów. Z tego szeregu stosunków równych wno-
simy; Summa poprzedników A B G + A C D - j - A D E , 
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jeżyli wielobok A B CDE , ma się do summy na-
stępników FGH + FHI + F I K , czyli do wielo- , 
boku F G f l l K , jak poprzednik ABG do swego 
następnika FGII, czyli jak AB^ do F G ' ; aza-
tem powierzchnie wieloboków podobnych ma-
ją sic do siebie , jak kwadraty z boków odpo-
wiedny eh. 

Wniosek. Jeżeli wystawimy trzy figury po-
dobne , których boki odpowiedne są równe 
w szczególności trzem bokom troykąta prostoką-
tnego, figura wystawiona na boku wielkim, bę-
dzie równa summie dwóch innych: gdyż te 
trzy figury są proporcyonalne kwadratom z ich 
boków odpowiednyeh, aże kwadrat z przeciw-
prostokątney jest równy summie kwadratów 
z dwóch innych boków, azatem i t. d. 

P O D A N I E X X V I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Części clwóch cięciw A B , CD, (fig. 85),prze-
. . 7 7 

cinającjch się w hole, są wzajemnie pro-
porcjonalne, tojest ze A O : D O : : CO : OB. 

Daymy linije AC i B D ; troykąty A C O , BOD, 
mają kąty w O równe, jako w wierzchołku prze-
ciwległe; kąt A jest równy kątowi D, jako wpi-
sane w jeden ucinek (18, 2); dla teyże samej 
przyczyny, kąt C — B ; azatem te troykąty są po-
dobne, więc boki odpowiedne , dają proporcyą 

A O : DO : : GO : OB. 
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Wniosek. Stad wyciągamy A O x O B = DO K 

CO, azatem prostokąt z dwóch części jedney cię-
ciwy, jest równy prostokątowi z dwóch części 
drugiey cięciwy, 

P O D A N I E X X I X . 

TWIERDZENIE. 

Jeżeli z jednego punk u O (fie^86J, wzię-
tego za kołem, poprowadząltfę sieczne OB, 
OC , kończące się na łuku 
tfe^- całkowite sieczne, będą wzajemnie pro-
porcjonalne swoim częściom zewnętrznym, 
to/est: będzie O B : OC : : OD : OA. 

Bo gdy damy A C , BD, tró-ykąty O A C , O B D 
mieć Będą kąt wspólny O, i kąt B — C (18, 2): 
a zatem te troykąty są podobne , więc ich boki 
odpowiedne dają proporcya 

OB : OC • : OD : OA. 

Wnióś&k? Azatem.prostokąt O A X OB jest ró-
wny prostokątowi O C x O D . 

Uwaga. Uważać tu możemy , że to podanie 
wiele ma podobieństwa z poprzedzające™, i tern 
się tylko od niego różni, że dwie cięciwy A B , 
CD, zamiast przecinania się z sobą w kole, prze-
cinają się zewnątrz niego. Następujące podanie 
może się uważać także jako szczególny przypa-
dek, tegoż podania.. • 
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P O D A N I E X X X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli z punktu O, wziętego za kołem 
(fig. 87), poprowadzone^hę-dzie styczna OA, 
i sieczna OC, tedy styczna będzie średnią 
proporcyonalną między sieczną i jey czę-
ścią zewnętrzną, tak, iz będzie OC : OA : : 

a 

O A : OD albo co na jedno wychodzi, OA = 
OC x OD. 

Gdy bowiem damy A D i AC, troykąty O AD, 
OAG, mieć będą kąt wspólny O; nadto kąt O A D , 
utworzony przez styczną i cięciwę (jg, 2), ma 
zamiary połowę łul^u A D , i kąt C, ma tęż sa-
rnę miarę, azatem kąt O A D = C ; więc dwa te , 
troykąty są podobne, i dają propoi;eyą ' 

OC : OA : : O A : O D 

która daje O A a = O G x O D . . 

P O D A N I E X X X I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli w indy kącie A B C f podzielony bę-
dzie kąt A na dwie części równe liniją 
A D (fig. 88); prostokąt z boków AB, A C , 
będzie równy prostokątowi z ucinkow BD$ 
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DC) ądęcćj kwadraty linii A D , dzielącej 
kąt na dwie równe części-

Poprowadźmy koło przez trzy punkta A, B, G; 
przedłużmy AD, aż do spotkania się z okręgiem 
koła w punkcie E, i-daymy GE. 

Troykąt B A D jest podobny troykątowi E A G ; 
bo z założenia kąt B A D = E A C ; kąt B = E, gdyż 
oba mają za miarę połowę łuku AC; azatem te 

r troykąty są podobne, więc boki odpowiedne da-
ją proporcyą BA : A E : : A D : AG. Skąd wy-

~ pada B A XAG = AE X A D ; aże A E = A D - f - D E ; 
" przeto pomnożywszy tę równość przez A D , bę-
i' dziemy mieli A E X A D = A D * + A D X DE. Ze zaś 

A D X D E — BD X DG (28); azatem B A x A C = 
^ A D J = k B D x D G . .. , . . . . 

P O D A N I E X X X I I . / 

T W I E R D Z E N I E . 

Wha&djm trójkącie A B C (fig. 89), pro-
stokąt z dwóch boków A B , -AC, jest równy 
prostokątowi ze średniej C E , kola opisu-
jącego ten trójkąt, i prostopadłej A D , spu~ 
szczoney na trzeci bok B C tróykata. Ł^irt-

Bo, dayrny liniją A E : troykąty ABD, AEG,, 
są prostokątne jeden w T) drugi w A ; nadto 
kąt B — E ; te więc troykąty są podobne, i dają tę 
proporcyą 
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A B : C E : : A D : A C 

skąd A B X A C = C E X A D . 

Wniosek. Gdy pomnożymy te ilości równe 
przo,/. jeclnę ilość B C , będzie A B x A C x B C = 
C E x A D x B C . Aże A D x B C równa się poj>vóy-
ney powierzchni tróykąta (6); azatem mnogifsc 
z trzech boków tróykąta równa jest powierz-
chni jego mnozoney przez podwóyną średnicę 
hola- .opis ująć ego tróyk ą (. 

iYIriogosć z trzecli l iniy nazywa się czasami bry-
łą. czego przyczynę niżey obaczymy, jey w a r -
tość łatwo się poymuje , wyobrażając ze hnije 
są obrócone na l iczby. 

i waga. Możną dowieść także , że powierz-
chnia tróykąta równa jest obwodowi jego, mno-
żonemu przez połowę promienia kola weń wpi-
sanego. 

Gdyż troykąty A O B , B O C , A O C (fig. 42), ma-
jące swóy wierzchołek wspólny w O, mają za w y -
sokość wspólną promień koła wpisanego ; więc 
summa tych troykątów będzie równa sumrnie 
podstaw A B , B C , A C , mnozoney przez połowę 
promienia O D , azatem powierzchnia tróykąta 
A B C , jest równa jego obwodowi mnożonemu przez 
połovvę promienia koła wpisanego. 

http://rcin.org.pl



— 84 — 

P O D A N I E X X X I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

tv każdym czworoboku A B C D wpisanym 
w koło (fig. go), prostokąt z dwóch przeką-
tnych AC, BD, jest równy summie prosto-
kątów z boków mi przeciwległych'? tak, ze 
będzie. 

A C XBD = A B x C D 4 * \ D X B G . > < . 

W e ź m y łuk COirrAD, i daymy BO, która 
przetnie przekątną A C w punkcie I. 

Kąt A B D = CBI; gdyż jeden ma za miarg po-
łowę AD, a drugi połowę CO równą AD. Kąt 
ADBr=rBCI; gdyż są wpisane w fbden ucinak 
A O B ; azatem tróykąt A B D jest podobny troy-
kątowi JBC; więc tę ułożyć możemy proporcya 
A D : CI : : BD : BC, skąd A p x B C = C I x B D , 
Powiadam teraz, że tróykaj A B I jest po-
dobny troykątowi B B C , bo łuk A D jest równy 
CO; gdy więc do jednego i drugiego dodamy 
OD. mieć będziemy łuk A O = DC , azatem kat 
AJli = D B ' C ; nadto, kąt B A I — B D C ; bo są w pi-, 
sane w jeden ucinek: tróykąty w i e c A B l , DBG 
są podobne; .azatem boki ich odpowiedne' dają 

Skąd M B * . S v T , 

u H . . . „ **• 
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B D = ( A I + C I ) X B D = A C X B D , znaydziemy A D X 

B C + A B x C D = A C x B D . 
Uwaga. Podobnym sposobem dowieść można % 

innego twierdzenia tyczącego się czworoboku wpi- £ 
sanego. ; ^ 

T r ó y k a t A B D p o d o b n y t roykątowi B I G ; daje ^ 
proporcyą B D : BG : : A B : B I , skąd B I x B D = ^ 
B G x A B . Gdy damy CO, troykąt IGO, podo- 'j 
bny troykątowi A B I , będzie podobny tróykąto-. « 
wi~ B D C , i da proporcyą B D : C O : : D G : O l skąd 
O I X B D = C O XDC.; c z y l i , że CO = A D , 0 1 X 
B D = A D x D C . Dodając te dwa w y p a d k i do 
siebie, i uważając Że B I x B D + O I x B D , p r z y w o -
dzi się do B O x B D , otrzymamy 

B O x B D = A B x B G - ł - A D X D G . 

Gdybyśmy wzięl i B P = A D , i dali C K P , zna-
leźl ibyśmy przez podobne rozumowanie 

C P X C A = A B X A D + B C X C D . 

A£e ł u k B P jest r ó w n y C O , przeto gdy z je-
dney i drugiey strony dodamy B G , miee będziemy 
łuk C B P = B C O ; przeto cięciwa C P , jest r ó w n a 
cięciwie B O , a następnie prostokąty B O x B D , 
i C P X G A maja się do siebie, jak B D do C A ; a 
zatem % 

B D : C A : : A B x B C + A D x D C : A D x A B + B C x C D . 
# . > 

A zatem, dwie przekątne czworoboku wpisane-
go, mają się do siebie, jak summy prostokątów 
z bokówrtfuiich końcach opierających się. 

http://rcin.org.pl



— 86 -

T e dwa. twierdzenia służyć mogą do wynay-
do wania przekątnych, gdy znane są boki. 

P O D A N I E X X X I Y . 

T W I E R D Z E N I E . 

Niech będzie punkt P dany wewnątrz ko-
la na promieniu AC (fig. 9 1 ) ; i niech bę-
dzie punkt Q, wzięty zewnątrz koła na 

'przedłużeniu tegoż promienia, tak, ze jest 
C P : CA : : C A : C O ; jeżeli z jakiegokolwiek 

\punktu M, wziętego na okręgu koła, popro-
"wadzą się do dwóch punktów P i Q łinije 
-proste MP, MQ, powiadam, ze te linije pro-

te będą wszędzie w jednym stosunku do 
siebie, i ze będzie M P : M Q : : A P : AQ. 

Ponieważ z założenia mamy C P : CA : : CA : 
CO. przeto kładąc CM na mieyscu CA, będzie 
C P : CM :: C M : CQ ; azatem troykąty C P M , 
CQM, mają kąt równy C, zawarty między bo-
kami proporcyonalnemi, więc są podobne (20, 3;, 
azatem trzeci bok M P ma się do trzeciego M Q , 
jak CP do CM, czyli CA. Aże proporcya C P : C A ; : 
CA : CO, daje 

C P : CA : : CA — C P : C Q - C A 
czyli 

C P : CA : : A P : A Q , 

azatem M P : M O : i A P : 
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Zagadnienia ściągające się do xięgi 
trzeciej. 

ZAGADNIENIE PIERWSZE.. 

Podzielić daną liniją prostą na pewną 
liczbę części równjch, albo na części pro-
porcjonalne linijom danym.. 

i° . Niech będzie linija A B (fig. 92), dana do 
podzielenia na pięć części równych. Przez ko-
niec jey A, prowadzi aię linija prosta A G nie.o-
graniczoney długości, bierze się potem AG, ja-
kieykolwiek wielkości , i przenosi się na AG* 
pięć razy po sobie* łączy się ostatni punkt po-
działu G, z końcem B linii daney, liniją prosty 
GB: prowadzi, się potem linija GI równoległa do 
GB; a A l będzie piątą częścią linii AB, tak, Źe 
przeniósłszy A l pięć razy na AB, podzielimy 
przez to tę liniją, na pięć równych części. 

Jakoż, ponieważ CI jest równoległa do GfJ, 
przeto boki AG, A B proporcyonalnie są prze-
cięte W C . i l ( i % aże AG jest piątą częścią linii 
AG, r więc i A l jest piątą częścią A B . ° 

20. Niech będzie dana linija A B (fig. 95), do 
podzielenia na części proporcyonalne l inf f^S 
danym P, Q, R. Przez koniec A daje się nieo? 
graniczona linija AG; bierze się AG = P , C D = o } 
DE — R; łączą się z sobą końce E i B, liniją pro-
stą, a przez punkta C, D, prowadzą się GI,° DK^, 
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równoległe do EB; powiadam, że linija A B , po-
dzieloną jest na części A l , IK, K B , proporcyo-
nalne linijorn danym P , O, R . 

Z przyczyny bowiem równoległych CI, D K , 
EB, części A l , IK, K B , są proporcyonalne czę-
ściom A C , CD, DE (i5), które z wykreślenia są , 
równe linijom danym P , O, K . 

Znaleść czwartą proporcjonalną do 
trzech liniy danych A , B, C. 

^ Prowadzą się dwie linije nieograniczone D E , 
D F (fig. 94), pod jakimkolwiek kątem. Na D E , 
bierze się D A = A, D B = : B : na D F zaś bierze 
się DC = C, i daje się A C , i przez punkt B pro-
wadzi się B X równoległa do A C ; a powiadam, 
ŻQ D X , będzie czwartą proporcyonalną szukaną. 
Jakoż, ponieważ B X jest równoległa do AG, 
przeto mamy proporcyą D A : D B : : DC : D X ; 
aże trzy pierwsze wyrazy tey proporcyi są ró-
wne trzem linijom danym, przeto D X jest czwar-
tą proporcyonalną szukaną. 

Wniosek. Podobnym sposobem znaydziemy 
trzecią proporcyonalną-do dwóch liniy danych 
A, B ; gdyż ta będzie tosamo co czwarta pro-
porcyonalna do trzech liniy A , B, C. 
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Z A G A D N I E N I E I I I . . 

Znaleść średnią proporcjonalną mię-
dzy dwiema linijami danemi A i B . 

Na linii nieograniczoney DF 90), bierz* 
się D E = A , i E F = B; na linii całkiey DF, ja-
ko na średnicy, zakreśla się półokrąg koła . 
DGF; z punktu E , wynosi się E G prostopadła 
do średnicy, która spotka okrąg koła w G; po-
wiadam, że E G będzie średnia proporcyonalną 
szukaną. 

Jakoż prostopadła GE, z pu»ktu okręgu koła 
spuszczona na średnicę, jest jednią proporcyo-
nałną między dwóma ucinkami D E , E F , śre-
dnicy (23); owoż te ucinki równe są tu, linijora 
danym A i B. • . , ' 

Podzielić liniją' daną A B , na dwie czę-
ści; tak, ażeby część większa była średnią 
proporcyonalną między talą liniją i dru-
gą jey częścią, (fig. 96). 

Z końca B linii A B , wynosi się prostopadła 
BC równa połowie A B ; z punktu C, jako środ-
ka promieniem BC, zakreśla się okrąg koła; pro-
wadzi się linija A C , która przetnie okrąg koła 
w D; i bierze się A F = A D , powiadam, ż e l i -
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nija A B , podzieloną jest w punkcie F , według 
żądania: to jest, źe będzie A B : A F : : A F : F B . 

Gdyż A B , jako prostopadła w końcu promie-
nia GB, jest styczną j a gdy przedłuży się A C , 
aż do nowego spotkania się z okręgiem koła 
w punkcie E , mieć będziemy (3o), A E : A B : : 

W A B : A D ; skąd^AE—AB : A B : : A B — A D : A D . 

AB 5 J n i e w a ź P r o m i e " BC, jest połową A B , prze-
* to "średnic a D E , jest równa A B , a następnie 

A E — A B = A D = A F ; mamy także , z przyczy-
ny ze A F = A D , A B — A D ~ F B ; azatem A F : 
A B : : F B : A D czyli A F j więc przewracajac, 
będzie A B : A F : : A F : F B . 

Uwaga. T e n rodzay dzielenia linii A B , na-
zywa się dzieleniem na średni i skrajny stosu-
nek: widzieć będziemy tego podziału częste 
użycia. T y .zważye %należy, że sieczna A E jest 
podzielona na średni i skrayny stosunek w pun-
kcie D; gdyż, ponieważ ^ A B = D E , mamy A E : 
B E : : D E : A D . 

r 
ZAGADNIENIE v . 

Przez punkt dany A w kącie danym 
B C D (fig. 97^ poprowadzić liniją B D , tak, 
aby części A B , A D , zawarte między pun-
ktem A i dwoma ramionami kąta, były 
równe. 

Przez punkt A , poprowadźmy A E równole-
głą do CD, i weźmy JBE = CE, a przez punkta 
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B i A , poprowadźmy B A D , a ta będzie liniją 
żądaną. 

Bo, że A E jest równoległa do CD, mamy B E : 
E G : : B A : AD; aże B E = E C , więc B A = AD. 

Z A G A D N I E N I E V I . 

Zrobić "kwadrat równoważny równoległo-
bokowi albo troykątowi danemu. 

i° . Niech będzie A B G D (fig. 98), równoległo-
bok dany, A B podstawą , a D E jego wysoko-
ścią. Między A B i DE, szuka się średnia pro-
porcyonalna X Y ; a kwadrat zbudowany na X Y , 
będzie równoważny równoległobokowi A B C D . 

Gdyż z wykreślenia mamy A B : X Y : : X Y , 
D E ; więc X Y a = = A B x D E : aże A B x B E jest 
miarą równoległoboku, a X Y jest miarą kwa-
dratu, więc one są równoważne z sobą. 

2°. Niech będzie ABG (fig. 99), troykąt dany, 
którego BG, jest podstawą, a A D wysokością: 
szuka się średnia proporcyonalna między BC i 
połową A D , i niech tą liniją będzie X Y ; po^ 
wiadam, że kwadrat zbudowany na X Y , będzie 
równoważny troykątowi ABG. 

Jakoż, ponieważ mamy BG : X Y : : X Y : 1 AD; 
przeto stąd wypada X Y = B G X | A D ; azaiem 
kwadrat z X Y , jest równoważny troykątowi 
A B G . 

» • * > -
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Z A G A D N I E N I E V I I . 

Na liriid-^ctney A D (fig. 100), wystawió 
prostokąt A D E X , równoważny prostoką-
towi danemu A B F C . 

r f 

Szuka się czwarty proporcyonalnf&*do trzech 
liniy A D , A B , AG , którą niech będzie A X ; a 
powiadam, że prostokąt zbudowany z A D i AX,t 

będzie równoważny prostokątowi A B F G . 
Jakoż, ponieważ mamy A D : A B : : A C : A X , 

przeto stąd wypada A D X A X = A B X A C : aza-
tęin prostokąt A D E X , jest równoważny prosto-
kątowi A B F G . 

Z A G A D N I E N I E V I I I . , 

Znaleśc w linijach stosunek prostokąta 
z dwóch liniy danych A i B, do prostoką-
ta z dwóch drugich liniy danych C i D 
(fig. io3). 

- N i e c h będzie X czwarta proporeyonalna do 
liniy B, C, D; powiadam, że stosunek dwóch li-
niy A i X , równy będzie stosunkowi dwóch 
prostokątów A x B , C x D . 

Jakoż, ponieważ mamy B : G : : D : X ; przeto 
stąd wypada C XD = ] ] X X ; azatem A x B : GxD : : 
A X B : B x X : : A : X . 

Wniosek. Azatem chcąc mijsć stosunek kwa-
dratów zbudowanych na linijach danych A i G, 
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szukać potrzeba trzeciey proporcyonalney X , 
do liniy A i C , to jest A : G : : G : X ; a mieć 
będziemy A 2 : G2 : : A : X . 

Z A G A D N I E N I E I X . 

Znałeś6 w linijach stosunek mnogości 
trzech liniy danych A, 13, C, do mnogości 
z trzech innych liniy danych P , Q, R , (fig. io4). 

Do trzech liniy danych P , A, B, szuka się 
czwart^' proporcyonalnł| X : do drugich liniy 
danych G, O, R, szuka się czwąrtey proporcyo-
nalney *\f. A dwie linije znalezione X, T, będą 
się miały do siebie, jak mnogości A x B x G , 
PxOx R. 

J a k o ż , ponieważ P : A : : B : X; przeto A x B = 
P x X ; a mnożąc przez G obie strony, ł) cdziG 
A x B x G = G x P x X . Podobnie, ponieważ G : Q :: 
R * t ; przeto stad wypada O x R = Gxt ; a mno-
żąc obie strony tey równości przez P ; będzie 
P ° X Q X R = P X C XT; azatćm mnogość A x B x G 
ma się do mnogości P x O x R , jak C X P X X do 
P X G XT, czyli jak X do "Z. . , 

Z A G A D N I E N I E X . 

FFystawić troykąt równoważny wielobo-

kowi danemu. 

Niech będzie ABGDE, (fig. ioi), wielobok da-
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ny. Daymy naprzód przekątną C E , odcinającą 
troykąt C D E ; przez punkt D, poprowadźmy D F , 
równoległą do C E , aż do spotkania się jey z A E 
przedłużoną; połączmy punkta C i F liniją prostą, 
a wielobok A B C D E , będzie równoważny wielobo-
k o w i A B C F mającemu mniey jednym bokiem. 

Jakoż troykąty C D E , C F E , mają wspólną pod-
stawę C E , i są jednakioy w y s o k o ś c i ; bo ich 
wierzchołki D , F , znaydują się na linii D F ró-
wnoległey podstawie ; więc te troykąty są ró-
wnoważne. Dorzucając do każdego z tych troy-
kątów figurę A B C E , mieć będziemy z jedney 
strony wielobok A B C D E , a z drugiey wielobok 
A B C F , równoważne sobie. 

Podobnie, można odciąć kąt B, podstawując za 
troykąt A B C , troykąt jemu równoważny A G C ; 
a przez to pięciobok A B C D E zamieniony będzie 
na troykąt jemu równoważny G G F . 

T e n ż e sam sposób postępowania stosuje się do 
każdego wieloboku , gdyż za każdym ra»em 
zmnieyszając jednym liczbę b o k ó w , wpadniemy 
na troykąt jemu równoważny. 

Uwaga. Widz ie l i śmy już. że każdy troykąt mo-
że bydź zamieniony na kwadrat sobie rownowa-
£ny ^potl? 6), tffcatem -znaleść można k w a d r a t r ó -
wnoważny figurze prostokreślney daney, i to na-
zywa się kwadrować f igurę prostokreślną, czy l i 
znaleść jey kwadraturę. 

Zagadnienie kwadratury koła, zależy na zna-
lezieniu kwadratu równoważnego kołu, którego 
średnica jest dana. 
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Z A G A D N I E N I E X I . 

TVystawie kwadrat, któryby był równy 
summie, albo różnicy dwóch kwadratów da-
nych. 

Niech będą A i B, boki kwadratów danych 
(fig. 102). 

i° . Jeżeli potrzeba znaleśc kwadrat równy 
summie tych kwadratów; prowadzą się dwie li-
nije ED, P̂ F , nieograniczone pod kątem pro-
stym; bierze się ED — A, a E G = B, i prowadzi 
się DG; a ta linija DG, będzie bokiem kwadra-
tu szukanego. 

Bo troykąt DEG, jako prostokątny, ma tę wła-
sność', że kwadrat wystawiony na DG, jest ró-
wny summie kwadratów wystawionych na E D , 
i EG. 

2°. Jeżeli trzeba znaleśc' kwadrat równy ró-
żnicy kwadratów danych, podobnym sposobem 
tworzy się kąt F E H , a potem bierze się bok 
GE, równy mnieyszemu z boków A i B; z pun-
ktu G, jako środka promieniem G H , równym 
drugiemu bokowi, nakreśla się łuk, który prze-
tnie E H w H; powiadam, że kwadrat wystawio-
ny na EH, będzie równy różnicy kwadratów w y-
stawionych na liniach A i B. 

Bo troykąt GE1I, jest prostokątny, przeciw-
prostokątna jego GH = A, a bok GE = B; aza-
tSłn kwadrat wystawiony na E H i t. d. 
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Uw aga. Tym sposobem znaleśc' można kwa-

drat, równy summie ilukolwiek kwadratów; gdyż 
wykreślenie sprowadzające dwa kwadraty do je-
dnego, przywiedzie trzy do dwóeb, a te dwa po-
tem do jednego, i tak daley z innemi. Toż ' sa-
mo byłoby, gdyby niektóre z kwadratów, miały 
bydź odciągnione od summy inney. 

Z A G A D N I E N I E X I I . 

Wykreślić kwadrat, któryby się miał do 
kwadratu danego A B C D (fig. io5), jak li-
nija M do linii N. 

Na linii nieograniczoney EG, bierze się E F = M , 
a F G = N; na E G jako na średnicy nakreśla się 
półokrąg k o ł a , i z punktu F , wynosi się pro-
stopadła FH do średnicy. Z punktu H, prowa-
dzą się cięciwy HG, 1IE, które nieograniczenie 
przedłużają się: na pierwszey bierze się H K ró-
wny bokowi A B kwadratu danego, i przez punkt 
K prowadzi się K I równoległa do E G ; powia-
dam, że HI będzie bokiem kwadratu szukanego. 

Jakoż, z przyczyny równoległych K I , GE, ma-
my H U H K : : HE : HG ; azatem HI3 : HK* : : 
HE : HG . Lecz w troykącie prostokątnym 
E H G (23), kwadrat z HE, ma się do kwadratu 
z IIG, jak ucinek E F do ucinka FG; czyli jak 
M do N; azatem HI3 : H I T : : M : N; aże H K = A B , 
wiec kwadrat wystawiony na III ma się do 
kwadratu wystawionego na A B , jak M do N. 
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Z A G A D N I E N I E X I I I . 

Na boku FG, odpowiednym bokowi AB. 

(fig. 84), nakreślić wielobok podobny wielo-

bokowi danemu A B C D E . 
W wieloboku danym prowadzą się przekątne J 

AC, A D : w punkcie F , robi się kąt GF11 — | 
B A C , a w punkcie G robi się kąt FGII = ABC; li- ^ 
nije FH, Gi l , przetną się w H; a troykąt FG.I f 
będzie podobny troykątowi A B C ; podobnie na 
boku FH, odpowiednym bokowi AC, wykreśla 
sie troykąt FIH , podobny troykątowi A D C ; a 
na FI, odpowiednym bokowi A D , wykreśla się 
troykąt F I K podobny troykątowi A D E . W i e l o -
bok FGHIK, będzie wielobokiem Żądanym, po-
dobnym wielobokowi A B C D E . 

Gdyż te dwa wieloboki złożone są z jedna-
kięy liczby troykątów podobnych i podobnie 
umieszczonych (26). 

Z A G A D N I E N I E X I V . 

Mając dane dwie figury podobne, wy-
kreślić jedne figurę podobną , ktdraby by-
ła równa ich summie, albo ich różnicy. 

Niech będą A 1 B dwa boki odpowiedne fi-
gur danych: szuka się kwadratu równego sum-
mie albo różnicy kwadratów wystawionych na 
\ i Bj niech X , będzie bokiem tego kwądra-

9 
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tu; X będzie w figurze szukaney, bokiem odpowie-
dnym bokom A i B w figurach danych. W y -
kreśli się pote'm sama figura za pomocą poprze-
dzającego zagadnienia. 

Gdyż figury podobne, mają się jak kwadraty 
z boków odpowiednych. Aże kwadrat z boku 
X , jest równy summie albo różnicy kwadratów 
wystawionych na bokach odpowiednych A i B: 
azatem figura wystawiona na boku X , 'jest ró-
wna summie albo różnicy figur podobnych, w y -
stawionych na bokach A i B. j 

Z A G A D N I E N I E . X V . 

JJrykreślić figurę podobną figurze da-
7ley , i która miałaby się do niey w sto-
sunku, danym M do N . 

Niech będzie A , bok figury daney, X bok odpo-
wiedny figurz^ szukaney: potrzeba ażeby kwadrat 
X miał'się do kwadratu z A , jak M do N, (27]. 
Znaydziemy więc X , przez zagadnienie XII; zna-
jąc X, resztę dokończy się przez zagadnienie X I I I . 

S -
-

Z A G A D N I E N I E X V I . 

Wykreślić figurę podobną figurze P , al 
równoważną figurze Q, (fig. 106). 

Szuka się boku M, kwadratu równoważnego 
figurze P , i boku N, kwardatu równoważnego 
figurze Q. 
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Niecb będzie potem X , czwarta proporcyo-

nalna do trzech liniy danych M , N, A B ; na bo-
ku X , odpowiednym bokowi A B , wystawia się 
figura podobna figurze P ; a po wiadam nadto, że 
ta figura będzie równoważną figurze O. 

Gdyż nazwawszy I figurę wystawioną na bo-
ku X , mieć będziemy P : I : : AB* : X 2 ; aże 
z wykreślenia A B : X : : M : N, czyli AB 2 :X 3 : : 
M 1 : N3; azatem P : I : : M 3 : N \ Aże także 
z wykreślenia mamy M3 = P, i N 3 = Q ; prze-
to P : I : : P : Q; więc 1 = 0 ; a zatem figu-
ra I jest podobna figurze P , i równoważna f i-
gurze O. 

Z A G A D N I E N I E X V I I . 

Wykreślić prostokąt równoważny kwa-
dratowi danemu C , a w którymby boki 
przyległe czyniły summę daną A B (fig. 107). 

Na A B , jako na średnicy, nakreśla się półokrąg 
koła , w odległości A D , równey bokowi kwa-
dratu danego G, prowadzi się linija DE, równo-
legła średnicy. 'L punktu E, gdzie ta równole-
gła spotka okrąg koła, spuszcza się E F prosto-
padła na średnicę ; powiadam , że A F i F B 
bokami prostokąta szukanego. 

Gdyż summa ich jest równa A B , a z nich pro-
stokąt A F x F B , jest równy kwadratowi z El? , 
(25), czyli kwadratowi z A D ; a zatem ten pro-
stokąt jest równoważny kwadratowi danemu G. 
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Uwaga. A b y to zagadnienie b y ł o podobne, 
p o t r z e b a ż e b y ' o d l e g ł o ś ć A D , n i e p r z e w y z s z a ł a 
w i e l k o ś c i promienia, to j e s t , a ż e b y b o k k w a d r a t u 
C, n i e p r z e c h o d z i ł j ^ o w ę I m i ^ ^ A B . 

Jfystawić prostokąt równoważny kwa-
dratowi C, i któregoby boki przyległe ró-
żniły się od siebie liniją daną A B (fig. 108). 

N a l in i i daney A B , . j a k o na ś r e d n i c y , n a k r e -
śla się p ó ł o k r ą g k o ł a ; z końca średnicy p r o w a -
dzi się s tyczna A D , r ó w n a b o k o w i k w a d r a t u G: 
p r z e z p u n k t D i środek k o ł a O , p r o w a d ź , s,o 
i i e c z n a D F : p o w i a d a m , że D E i D F będą boka-
mi p r z y l e g ł e m i prostokąta danego. 

G d y ż i ° różnica t y c h b o k ó w jest r ó w n a śre-

d n i c y E F c z y l i AB." 2 ° prostokąt D E x D F 

" r ó w n y A D * (3o); w i ę c ten prostokąt jest r ó w n o -

w a ż n y k w a d r a t o w i danemu C. 

Znaleśc wspólną miarę, jeźli ta jest, mig • 
dzy przekątną i bokiem kwadratu. 

N i e c h będzie A B C G (fig- 109) j a k i k o l w i e k k w a -

drat , A C jego przekątna. - • , 
P o t r z e b a naprzód przenieść C B , na 

r a z y i le się razy z a w r z e ć może, (zag. 17, W -
i na ten koniec nakreś lmy ze środka C , promie-
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niem CB, półokrąg koła D!»E: widzimy ze C B , 
raz się zawiera w A C , z resztą A D : wypadkiem 
więc pierwszego działania jest i , zresztą A D , 
którą porównać potrzeba ż bokiem B C c z y l i je-
mu równym A B ; można wziąć A F = A D , i rze-
czywiście przenieść ją na A B , znaydziemy, że A F , 
zawiera się dwa razy w A B z pewną resztą: l ecz 
że ta reszta i następne idą zmnieyszając się, prze-
to wkrótce dla swojey małości stałyby się nie-
widzialne. B y ł b y to sposób ty lko mechaniczny 
niedokładny , skąd niemoglibyśmy wnieść z pe-
wnością czy linije A C , C B , mają między sobą, 
lub nie. miarę wspólną. Mamy sposób bardzo pro- * 
sty uniknienia l iniy ubywających, i przywodzi 
się do działania z samemi linijami zostającemi za-
ws-ze jedney wielkości . 

Jakoż kąt A B C , ponieważ jest prosty, A B jest 
styczną, a A E sieczną z tegoż punktu popro-
wadzoną, przeto mieć będziemy (3o) A D : A B : : 
A B : A E ; a tak w drugiem działaniu, gdzie cho-
dzi o porównanie A D z A B , można zamiast sto-
sunku A D do A B , wziąć stosunek A B do A E ; 
a że bok A B , czyl i jemu r ó w n y C D , zawiera "się 
dwa razy w A E resztą A D ; a zatem wypadek 
drugiego działania jest wieloraz. 2, z r e s z t ą A D , 
którą porównać potrzeba z A B . 

Trzec ie działanie, które zależy na porównaniu 
j AD zj^^prĄ-wotfzrsię^p^dtolAiie dołporówtia-
j nia boku A B , czy l i jemu równego C D , z, A E , i 
t mreć^b^dteiemy tak ie 2 za wieloraz J,jx • A D za ~ 
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Stąd widzimy że działanie nigdy niebędzieskóń-
ezone, azatem że niemasz miary wspólney niio-
dzy przekątną i Lokiem kwadratu. Jeslto praw-
da, którąśmy poznali przez Arytmetykę (ponie-
waż te dwie linije mają-^się do" siebie ::V/2TI) 
(11), aktora tu nabywa większego stopnia jasno-
ści przez rozwiązanie geometryczne. 

Uwaga. Chociaż niepodobieństwem jest zna-
leść w liczbach dokładny stosunek przekątne y 
do boku kwadratu, lecz do niego tyle się zbli-
żyć można, ile sami zechcemy, za pomocą ułam-
ku ciągłego, który się równa temu stosunkowi 
Pierwsze działanie dało za wieloraz i; drugie zar-
i wszystkie inne do nieskończoności ciągnące 
s i ę , dają 25 a tak ułamek, o którym mow» 
jest i - f - i , , 
' a + 1 2 1 

' ia-—|— i t. d. do nieskończo-
ności. 

Naprzykład, jeśli obraehujemy ten ułamek, 
przestając na czterech terminach, znaydziemr 
że wartość jego jest i£-f, czyli tak że sto-
sunek przybliżony przekątney do boku kwadra-

• S S ^ i jest : : 4i : 29. Znaleźlibyśmy stosunek bar-
^ i c y zbliżony, biorąc większą liczbę terminów 
yfcitłamku ciągłym. 
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