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PRZEDMOWA AUTORA.

Podobnie jak ,Fizyka ziemi" (Krakéw. 1909) niniejsza ,Astro-
nomia teoretyczna" powstata z wykladéw moich w Uniwersytecie
krakowskim, mianowicie z ogélnego kursu oraz z wykladéw teoryi
ksiezyca 1 z wykladéw teoryi réwnowagi. Pochodzenie odbito sie
na charakterze dziela: nie jest to ksiazka popularna jak ,Gwiazdy
1 budowa wszechéwiata" (Krakéw, 1912), ale dzielo przeznaczone
w pierwszym rzedzie dla studentéw Uniwersytetu oraz dla tych
ktérzy chca zapoznaé sie ze zasadniczemi teoryami astronomicznemi.

Piszac podrecznik musialem naturalnie podaé przyktady. Tra-
ktowalem je moze nieco obszerniej, nizli to sie zazwyczaj dzieje,
bo wiem, ze nic nie sprawia poczatkujacym tak wielkich trudnoseci,
jak przejécie od teoryl do praktyki. Przyklady te nie sa nowe:
aby oszczedzi¢ sobie trudu, wziglem gotowe przyklady z réznych
dziet. Swoja droga przerobilem jel), w niektérych poprawitem biledy
rachunku. Nie przerabialem tylko obu przykitadéw =zapozyczonych
u Watsona.

Staralem sie czerpaé wprost ze zrdédel, musiatlem jednakze
niejednokrotnie odstapi¢ od reguly. Tak np. piszac o metodach wy-
znaczenia orbit Olbersa 1 Gaussa mialem przed oczami zardéwno
rozprawe Olbersa ,Ueber die leichteste Methode..." jak dzielo
Gaussa ,Theoria motus..."; pisalem jednak wedle Encke'go, bo
wyktad jego jest bez poréwnania jasniejszy 1 tatwiejszy od wy-
ktadu samych autoréw. Tak s”frcgodstapilem od reguly w rozdzia-
tach po$wieconych przedmiotowi, ktérym dotychczas bardzo mato

zajmowalem sie — moéwie o poprawianiu orbit i o specyalnych

#*) Przyklady w rozdz. Ill-cim przerabial takze prof. J. Sleszynski, za co

mu serdecznie dzigekuje.
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perturbacyach — w rozdziatlach tych wolalem trzymaé sie wyproé-
bowanego przewodnika niz sili¢ sie na samoistne opracowanie, ktore
prawdopodobnie wypadloby nieco stabo. Zreszta wszedzie wyraznie
zaznaczytem, ktére paragrafy sg napisane wedle innych dziet.

Rozdziat Ill-ci (0 metodzie najmniejszych kwadratéow) czytal
w rekopisie kolega prof. J. Sleszyhski. Skladam mu gorace po-
dziekowanie za jego $wiatle uwagi 1 rady, z ktérych w znacznej
mierze skorzystatem.

Chociaz astronomia jest stara naukg, jednakze robi wcigz
postepy. Postepy te staralem sie uwzgledni¢. Podalem wiec —
naturalnie tylko w zarysie — HilTa teorye ksiezyca, Poinca-
ré'go teorye figur réwnowagi, Leuschnera metode wyznaczania
orbit i t. d. i t. d.

Aby nie powiekszaé zbytecznie rozmiaréw ksiazki, nie wia-
czylem do niej ani astrofizyki, ani sprawozdania o wspélczesnych
badaniach nad budowa wszech§wiata. Zreszta o tym ostatnim przed-
miocie pisalem w popularnein dzietku pod tyt. ,Gwiazdy i budowa
wszechéwiata" [Krakéw, 1912].

Na koncu wielu rozdzialéw podatem spisy dziel, z ktérych
korzystalem opracowujac te ksigzke. Mniejsze rozprawy — oprocz
niewielu wyjatkowo waznych — zupelnie pominatem¥).

Krakéw, Pazdziernik 1912 r.

M. P. Rudzki.

Mapki konstelacji znajduja si¢ w wymienionym w tek$cie przedmowy
dzielku ,Gwiazdy i budowa wszech$swiata". Polecam takze bardzo dogodna polska
mapke nieba prof. M. Ernsta wydang przez Altenberga we Lwowie 1911 r.
Dalej wymienie¢ R. Schurig'a: Tabulae coelestes. Himmels-Atlas. Drugie wyda-
nie (przez dr. P. G5tz'a) Lipsk (Ed. Gaebler's geogr. Institut) bez daty i t. d.
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ROZDZIAL 1

Trygonometrya sferyczna.

1. Tréjkat sferyczny.

Wezmy kule 1 dla prostoty zalézmy, ze promien jej jest ré-

wny jednoséci. Wezmy w powierzchni jej jakiekolwiek trzy punkty:
A, jB, C i potaczmy je ze soba tukami wielkich két. Luki te utwo-
rza pewien ,tréjkat sferyczny". Katy pomiedzy tukami wiel-
kich ko6t nazywaja sie ,katami" sferycznego tréjkata, tuki AB, AC
i BC nazywaja sie ,bokami" sferycznego tréjkata. Jezeli polaczymy
,2wierzchotki" tréjkata sferycznego A, B, C odcinkami prostych ze
$rodkiem kuli O; to zaraz spostrzezemy,
ze luk AB jest proporcyonalny do kata
AOB, tuk AC proporcyonalny do kata AOC,
a tuk BC proporcyonalny do kata BOC.
Poniewaz za$§ promien kuli jest réwny
jednosci, wiec jezeli wyrazimy katy w mie-
rze lukowej, t. j. za pomoca liczby ¢i, to
boki BC, AC i AB beda réwne odpowiednim
katom BOC, AOC i AOB.

Bedziemy oznaczaé katy sferycznego tréjkata przez A, B. C
a przeciwleglte im boki przez a, b, ¢, wiec n. p. tuk AC — <€ AOC = b
it d

2. Zasadnicze wzory trygonoinetryi sferycznej.

Naokoto dowolnego punktu O zataczamy kule o promieniu
réwnym jednoéci, bierzemy na tej kuli dowolny tréjkat sferyczny
ABC i przeprowadzamy przez O trzy osie wzajemnie do siebie pro-
stopadle w taki sposéb, aby dodatnia o§ z przechodzila przez wierz-
cholek A, za$ o$ y znajdowala sie w plaszczyznie AOB. Za doda-

Astronomia teoretyczna. 1



tnig obieramy te strone osi y, ktéra jest skierowana w prawo. Tafck
samo obieramy jako dodatnig te strone osi x, ktora jest skierowania
od plaszczyzny papieru ku nam. Jednoczeénie zakladamy, ze wierz',-
chotek C znajduje sie ponad plaszczyzna papieru. Wszystkie te za-i-
lozenia nie maja zreszta zadnego zasadniczego znaczenia i na ksztatlt
ostatecznych wzoréw nie majg wplywu. Robimy je tylko dlatego, aby
nie mie¢ zadnych watpliwoéci przy pisaniu przechodowych wzordw.

Jasng jest rzecza, ze przy powyzszych zalozeniach wspélrzednie
prostokatne wierzchotka C sa:

(Ryc. 2).

Obréémy teraz osie y i z w ich wlasnej plaszczyzZnie, t.j. naokooto
osi x tak, aby o0é -\-z przechodzita przez wierzcholek B. OczywiSccie
musimy obrécié¢ osie o kat ¢ i1 jezeli oznaczymy nowe wspdélrzedilne
prostokatne przez x', y', 2/, to miedzy niemi a dawnemi wspblrz-ze-

dnemi x, y, z beda zachodzié znane z geometryi analitycznej zwiazkki:

Lecz w nowym systemie wspélrzedne punktu C sa:



"

Ze wzordéw (1)(2) i (3) wynikaja natychmiast ,zasadnicze wzory'
trygonometryi sferycznej:

sina sin B = sin bsin A
sin @ cos B = cos bsin ¢ — sin bcos ccos A 4)
cos a — cos bcos ¢ -f-sin bsin ¢ cos A

WezZzmy najpierw wzor trzeci. Przez kolowe przestawienia
mozna oczywiécie otrzymacé jeszcze dwa podobne wzory, a zatem

bedziemy mieli razem trzy wzory:

cos a= cos bcos ¢ sin b sin ¢ cos A
cos b— cos ¢ cos a sin ¢ sin a cos B (5)
cos ¢ = cos acos b-(-sin asin bcos C

Tak samo mozna przez kolowe przestawienia otrzymaé z pier-
wszego wzoru (4) dwa podobne don wzory. Dla krétkoSci napi-

szemy wszystkie trzy w postaci:

sin a sin b sin ¢

sind. sini? sin C

W przeciwiehstwie do pierwszego i trzeciego, drugi wzoér (4)
zawiera pieé¢ elementdéw, mianowicie trzy boki i dwa katy. Ponie-
waz ze sinusem tego samego boku mozna polaczyé raz jeden
kat przylegly, drugi raz drugi, wiec liczba wzoréw tego ksztattu
co trzeci wzér (4) jest podwdjng, t. j. mozna napisaé az szeéé

wzorow tego typu, mianowicie:

sin @ cos B = cos bsin ¢ — sin b cos ccos A

sina cos C= cos c¢sin b— sin ccos bcos A

sin b cos C— cos ¢sina— sin ¢ cos a cos B
sin bcos A = cos a sin ¢ — sin a cos ¢ cos B M
sin ccos A = cos a sin b — sin a cos bcos C
sin ¢ cos B — cos bsina — sin b cos a cos C

Ze wzordéw (5), (6) i (7) tatwo jest wyprowadzi¢ inne wzory.

Tak n. p. poniewaz wzory (7) sa jednorodne wzgledem sinuséw

bokéw, wiec mozna zamiast tych ostatnich podstawié proporcyo-

nalne do nich (na mocy réwnan (6)) sinusy katéw, poczem otrzy-
mamy sze$¢ Wzorow:

1#



Dalej jezeli podzielimy prawg strone pierwszego réwnaniia (7)

przez sin b a lewa przez ré6wna mu na mocy rownan (6) wiiellkco§o

to po latwem przestawieniu otrzymamy:

W podobny sposéb otrzymamy z pozostalych wzoréw (77)) je-
szcze pieé dalszych wzoréw tego typu. razem wiec otrzyrmaamy

sze$é wzorow:

Wreszcie mozemy otrzymaé réwnania podobne do réwmatni (5),
ale zawierajace nie po trzy boki i po jednym kacie, a po trzzy/ 1 katy
i po jednym boku. WeZmy n. p. piate i1 szbéste réwnania ((8%),), po-
mnézmy kazde z nich przez sinC 1 napiszmy je w postacii:

Wyrugujmy wyraz

pomiedzy temi dwoma réwnaniami, a otrzymamy rdéwnanie::



Po podzieleniu przez powyzsze réwnanie przejdzie na

Przez kolowe przestawienia otrzymamy podobne dalsze

dwa réwnania:

Oczywisécie réwnania tego typu mogg byé tylko trzy.

3. Wzory odnoszace sit; do trojkata sferycznego prostokatnego®

Zalézmy, ze jeden z katow wtedy

za$ wzory (5), (6), (7), (8). (9) 1 (10) przywodza sie do nastepujacych
(5 bis)

(6 bis)

(7 bis)

(8 bis)

(9 bis)

(10 bis)

Bok a nazywa sie przeciwprostokatnig (hypotenuza), a boki
b i ¢ przyprostokatniami (katetami) tak samo jak w trdjkacie pro-
stokatnym plaskim. Ze wzoru (5 bis) zaraz widaé, ze albo wszystkie
trzy co sinusy bokdéw sa dodatnie, albo jeden dodatni a dwa od-
jemne. Stad za$ wynika, ze w trdjkacie sferycznym prostokatnym
albo wszystkie trzy boki sa mniejsze niz 90° albo tez jeden bok
jest mniejszy niz 90°, a dwa pozostale wieksze.



4. Wzory odnoszace sie do trojkata sferycznego prosto bocznego.

Zalézmy, ze jeden z bokéw n. p. bok wtedy

za$ wzory (5), (6), (7), (8), (9) 1 (10) przywodzga sie do nastepujacyclch:

(5 ter)

(6 ter)

(7 ter)

(8 ter)

(9 ter)

(10 ter)

Ze wzoru (10 ter) zaraz widaé, ze co sinusy katéw mogg b byé
albo wszystkie trzy odjemne, albo tez jeden jest odjemny a d\dwa
dodatnie. Stad wynika, ze w tréjkacie sferycznym prostobocznyiym
albo wszystkie trzy katy sa wieksze niz 90°, albo jeden tylko jejest
wiekszy niz 90° a dwa pozostale mniejsze niz 90°.

Podczas gdy dla jakiegokolwiek tréjkata sferycznego mieliénémy
razem 27 wzoréw, tymczasem tak dla prostokatnego jak dla prostjsto-
bocznego mamy tylko po 10 wzoréw. Latwo przekonaé sie, ze w o! obu
tych specyalnyeh przypadkach pozostale 17 wzoréw sg tylko p pe-
wnemi przeksztalceniami podanych tu 10-iu wzordw.

5 Wzory nadajace si¢ do logarytmowania.

Wzory §§. 4 1 5, t. j. odnoszace sie do trdéjkatéw prostok;pkat-
nych 1 prostobocznych moga byé odrazu logarytmowane; le lecz
wzory §. 3 odnoszace sie do zwyklych tréjkatéw sferycznych, z w wy-
jatkiem wzordéw (6). nie nadaja sie do logarytmowania, bo zawierzaja
summy 1 réznice!). Mozna je uczynié¢ przystepnemi do rachununku

i) Mozna zreszta nzy¢ logarytméw Gaussa, ale ta droga nie momozna

osiggnaé¢ wielkiej dokladnosci.



llogarytmicznego przez wprowadzenie pewnych pomocniczych katow,
{albo przez odpowiednie przeksztalcenia.
Najpierw pokazemy, jak wprowadza sie pomocnicze katy.

WeZzmy zasadnicze wzory (4) i dla przyktadu zalézmy, ze b. ci A
sa, wiadome. Polézmy:

(U)

Ze wzoréw tych zaraz wynika

(12)

Oczywiécie wzdér ten nadaje sie do logarytmowania. Poniewaz
wedle =zalozenia b 1 A sa wiadome, wiec natychmiast znajdziemy
tan gen s szukanego pomocniczego kata gq. Aby usunaé watpliwosci
co do tego, wjakim kwadrancie lezy kat g, trzeba zrobié¢ okreslone
zatozenie co do znaku czynnika m. Zalézmy, ze m jest dodatnie,
wtedy sin ¢ 1 cos ¢ bedqa mieé¢ te same znaki, co lewe strony ré-
wnan (11). Skoro za$§ znaki sin ¢ 1 cos ¢ sa wiadome, to wiadomo,
w jakim kwadrancie lezy kat q. Nastepnie powracamy do réwnan (4),
ktére po podstawieniu warto$ci na sin bcos A 1 cos b z réwnan (11)

przybieraja nastepujaca, nadajaca sie do logarytmowania postaé:

(13)
Z pierwszego 1 drugiego wzoru (13) wynika wzoér:
ale wedle pierwszego wzoru (11)
przeto rugujac m otrzymamy:
(14)

Tak samo z drugiego 1 trzeciego wzoru (13) otrzymamy:

(15)



Pozostaje watpliwoéé, w jakich kwadrantach lezgq katy B i a,
bo z réwnan (15) nie mozna okres$li¢ znakéw wszystkich czterech
fankcyi kolowych: dwéch sinusdéw 1 dwéch cosinusdéw. Ale
we wszystkich zadaniach sa pewne ograniczenia, albo pewne wska-
z6wki, na podstawie ktérych mozna osadzi¢, w jakim kwadrancie
lezy przynajmniej jeden z katéw B i a. Jezeli n. p. wiemy, w ja-
kim kwadrancie lezy kat B, to ,eo ipso" znamy znaki sin B icos B,
a wtedy czy to z pierwszego 1 trzeciego, czy tez z drugiego 1 trze-
ciego réwnania (13) okreélimy znaki funkcyi sina i cos a, t. j.
kwadrant, w ktéorym lezy kat a.

W tréjkacie naszym pozostal jeszcze nieznanym kat C; ade
skoro wszystkie inne boki i ka.ty
sa znane, to latwo znalezé kat C>
choéby n.p. za pomoca wzorow ((6).

Metoda powyzsza jest réwnio-
wazna rozlozeniu danego tréjika’ta
sferycznego na dwa trdjkaty piro-
stokatne lub prostoboczne. N. p.
w danym razie, gdybyémy z wieirz-
chotka C spuécili prostopadla :na
bok ¢, a odcinek miedzy wieirz-
chotkiem B a spodkiem R tej piro-
stopadlej oznaczyli przez g, to> rcoz-

wigzawszy oba otrzymane w ten sposéb tréjkaty prostokatne CIBR
i CAR, otrzymalibyS§my wzory réwnowazne wzorom (14) 1 (115).
Watpliwo$§é co do katéw B ia, o ktérej byla wyze] mowa. wladrnie
powstaje dzieki wprowadzeniu tych tréjkatéw pomocniczych. Rzeczzy-
wiécie poniewaz do wzoréw (13) katwchodzi tylko przez sinu s,, to
jezeli odmierzymy A'R— AR 1 jezeli polaczymy A =z C, to miozzna
napisaé¢ takie same wzory dla tréjkata CA'B; w ktérym kkat
Al —180° — A, bok CA'= CA = b, za§ A'R = ¢ — q. Inaczej nmé-
wiac, te same pomocnicze trdojkaty prostokatne mogg stuzyé ddla
dwoéch tréjkatéw. Zauwazymy jeszcze, ze we wszystkich trzeech
wzorach (12), (14) i (16) niewiadomy kat okreéla sie przez taan-
gens. Jest to okoliczno$é korzystna, bo tang zmienia sie szybciciej
niz cosinus 1 sinus, wskutek czego okreélenie kata przez taan-
gens jest dokladniejsze. N. p. ze siedmiocyfrowymi logarytrnaami
btad w okreéleniu kata nie przenosi 0" 05.



0. Wzory Napiera i Delambre*a (Gaussa).

Niezawsze musimy uciekaé¢ sie do wprowadzenia katéw po-
mocniczych. We wielu przypadkach mozna zwykle wzory trygono-
metryi sferycznej zastapié przez pewne dajace sie logarytmowadé
a otrzymane droga przeksztalcen wzory.

Z trzeciego wzoru zasadniczego (4) otrzymujemy natychmiast

stad za$

Potézmy jeszcze

a bedziemy mogli napisaé

(16)

Analogicznych wzoréw dla katéw i nie piszemy, bo
tatwo otrzymaé je przez kolowe przestawienia. Oczywiscie wzo-
row (16) nalezy uzywaé wtedy, gdy wszystkie boki sg dane, a katy
s nieznane. We wzorze na sin * A nalezy braé pierwiastek zawsze
ze znakiem -j-; bo * A nie moze by¢ wieksze od 180°. Watpliwoéci
co do znaku cos "A tatwo rozstrzygnac, bo wszystkie boki sg dane,
a wiec mozna rozpoznaé¢, jak wielkiemi beda przeciwlegle katy.
Ze wzoréw (16) zaraz wynika:



Stad zaraz wynika

Ale
za$
a zatem
Tworzac tak samo i t. d., otrzymamy cztery

nastepujace wzory:

aamn

Przez kolowe przestawienia latwo otrzymaé jeszcze osiem po-

dobnych wzoréw na it. d. Wzory powyzsze nosza



11 —

nazwe wzoréw Delambre'a i Gaussa, bo podal je Delambre
w 1807 r. 1 mniej wiece] W tym samym czasie niezaleznie od De-
lambre” Gauss. Przez proste dzielenia mozna z nich wyprowa-

dzi¢ tak zwane analogie Napiera:

(18)

Wzoréw na tang | (A -f- C) 1 t. d. nie wypisujemy. Wzoréw
Delambre'a 1 Gaussa oraz wzoréw Napiera uzywamy wtedy,
gdy dane sg dwa boki i kat miedzy nimi zawarty, albo dwa katy
i bok miedzy nimi zawarty. Naturalnie jeden wzér nie wystarcza,
trzeba uzy¢ dwoch wzoréw Napiera, wzglednie czterech Delam-
bre”. Wzory Delambre'a sa o tyle dogodniejsze, ze dajg tak
sinusy jak cosinusy, a wiec nie pozostawiaja watpliwoéci co do
tego, w jakich kwadrantacli leza katy B, \(A— B) it d

Wzory na promien kola wpisanego w trdjkat sferyczny, wzory
na promien opisanego kola oraz wiele innych wzoréw pomijamy,
bo te. ktéore tu podaliémy, wystarczaja do rozwiazania wszelkich
zadan astronomicznych.

Podobnie jak w trygonometryi plaskiej, sa tez przypadki,
w ktorych d wa tréjkaty czynig zado$é warunkom =zadania, miano-
wicie gdy dane sa dwa boki 1 kat przeciwlegly jednemu z nich,
albo gdy dane sa dwa katy 1 bok przeciwlegly jednemu 2z nich.

7. Wzory roézniczkowe.

Wzor}® te oddaja wielkie uslugi, gdy trzeba oceni¢ zmiane
jednego z elementéw trdojkata sferycznego, n. p. spowodowana przez
blad. Wyprowadzimy tu cztery wzory rbézniczkowe.

Zaczynamy od trzeciego wzoru zasadniczego (4), réozniczkujemy
go 1 otrzymujemy po zmianie znakow:



Wedle wzordéw (7) wspdlczynnik przy db to sin a cos C, wspdl-
czynnik przy dc to sin a cos B, wreszcie na mocy wzorow (6)
mozemy we wspOlczynniku przy dA zamiast sin bsin A napisaé
sin a sin B. Dokonawszy tych podstawien i skréciwszy przez sin ar

otrzymamy
(a)

W podobny sposéb z pierwszego wzoru (10) otrzymamy
(b)

Nastepnie, logarytmujac pierwszy wzér (4), otrzymamy:

skad przez rdézniczkowanie wynika

Wreszcie biorgc pigte rownanie (9) 1 rdzniczkujac, otrzymamy
po uporzadkowaniu

Lecz wspélczynnik przy db to na mocy trzeciego wzoru ((5)
wspo6tczynnik przy dC to na mocy drugiego wzoru (10)

a zatem mozna napisaé

Mnozymy to réwnanie przez sin a sin A, podstawiamy na mocy

réwnan (6)

przenosimy wyraz odjemny na druga strone i otrzymujemy:

(@

A wiec zapowiedziane cztery wzory rézniczkowe sa:



Zaraz widaé, ze pierwszy wzor (19) reprezentuje szeéé wzo-
réw, bo mozna w trzecim wyrazie po prawej stronie napisaé
sin b sin C zamiast sin ¢sin B. W ten sposéb mamy dwa wzory na
rézniczke da i tak samo dwa na r6zniczke db i1 dwa na rézniczke dc.
Wzory na rézniczki db i dctatwo otrzymaé ze wzoréw na rézniczke da
przez przestawienia kolowe. Tak samo mozna napisaé dwa wzory
na rézniczke dA, bo mozna napisaé sin ¢ sin B zamiast sin bsin C;
a zatem drugi wzor (19) takze reprezentuje szes§é wzoréow. Wzordw
takich jak czwarty wzor (19) mozna napisaé takze szeéé, bo z ka-
zdego wzoru (9) mozna otrzymaé jeden wzdr tego typu. Za to
wzoréow takich jak trzeci wzér (.19) mozna oczywiécie napisaé tylko
trzy. W nastepnym paragrafie zastosujemy wzory rézniczkowe do

obliczenia sferycznej przewyzki.

8. Sferyczna przewyzka.

Podczas gdy w tréjkacie plaskim (w geometryi euklidesowej)
suma katéw zawsze réwna sie dwém prostym, w tréjkacie sfery-
cznym suma katéw jest wieksza od dwoéch prostych. Réznice

nazywamy sferyczng przewyzka (ekscessem) Ta przewyzka ma
niemale zastosowanie w geodezyi 1 w niektérych wzorach, ktérych
tu dla krétkoséci nie przytaczaliSmy, bo w astronomii rzadko Kkiedy
bywaja stosowane. Okazemy, ze sferyczna przewyzka réwna sie
polu sferycznego tréjkata, jezeli promien kuli przyjmiemy za je-
dnoéé a katy wyrazimy w mierze tukowej, t.j. za pomoca liczby n.

Oznaczamy pole trojkata przez F. Zakladamy, ze bok a obraca
sie naokolo wierzchotka C o nieskonczenie maty kat tak, ze pole
tréjkata powieksza sie. Przedluzamy bok c¢ do przeciecia sie z no-
wem polozeniem boku a w punkcie B’ Pole tréjkata wzrosto o pole
CBB', a wiec



Ale jezeli na CB’ odmierzymy dawny bok a— CB n. p. do
punktu B", to trdjkat réwnoboczny CBB” Dbedzie rézni¢ sie od
CBB' tylko o pole tréjkata B"BB'. To ostatnie pole jest wielkoS$cia
nieskonczenie matg drugiego rzedu, bo tak wysoko§é jak podstawa
trojkata BB'B" sa nieskonczenie mate. Pomijajac wiec wielkoéé
nieskonczenie mala drugiego rzedu wobec wielko§ci nieskonczenie

malych pierwszego rzedu mozemy napisac:

Pole réwnobocznego trojkata CBB") obliczamy w nastepujacy
sposéb. Wezmy luk a’ < a, odmierzmy go na bokach CB i CB"
od Cdo D i od C do B, nastepnie odmierzmy a'-{~ da’' od C do E
i od C do E'" Pole nieskonczenie matego czworoboku DED'E' (jest
to takze wielko§¢ drugiego rzedu) jest

Przeto pole trojkata bedzie

(20)

Teraz obliczymy przyrost prze-

wyzki. Poniewaz

a kat A pozostal bez zmiany, wiec

Lecz z drugiego wzoru (19) przez
kolowe przestawienie otrzymujemy

wzor

Stad za$ ze wzgledu, ze ani A, ani b nie uleglto zmianie, wynika

a stad
@1

Poréwnawszy wzory (20) i (21), widzimy, ze

~ ktory nie jest sferycznym trojkatem, bo BB” jest lukiem malego kola.

Ale ta okolicznoéé jest dla dowodu obojetna.



Moégltby kto§ zarzucié, ze zmieniliémy tréjkat tylko z jednej
strony; ale powtarzajac te sama konstrukcye 1 rozumowanie z bo-

kiem b a potem z bokiem ¢ znéw otrzymalibyémy to samo. Zatem
mamy og6blnie

Stad wynika, ze

Ale zaraz widaé, ze stala musi by¢ zerem, bo jezeli bedziemy
zmniejszaé¢ trojkat do nieskonczonoéci, to w granicy nietylko F
stanie sie zerem, ale takze e, bo nieskonczenie maly tréjkat sfery-
czny jest identyczny z plaskim. Tedy ostatecznie

(22)

Jezeli za$§ zamiast kuli o promieniu 1 wezmiemy kule o pro-

mieniu R, to réwnanie to przejdzie na

(22 bis)

przyczem naturalnie wyobrazamy sobie, ze w drugiem réwnaniu
F 1 R sq wyrazone w zwyklych miarach n. p. F w metrach kwa-
dratowych a R w metrach liniowych. Co za$§ do e, to powinno
ono by¢é w obu réwnaniach wyrazone w mierze lukowej, t. j. za
pomoca liczby n.
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ROZDZIAL 1II.

Interpolacya z tablic.

1. Cel interpolacji.

W astronomii mamy czesto do czynienia z funkcyami, kté-
rych wyrazenia analityczne sa wcale nieznane, albo z takiemi, kté-
rych wyrazenia sa do rachunku niedogodne. Pomimo tego wartosci
liczbowe owych funkcyi, odpowiadajace réznym wartoSciom argu-
mentu (zmiennej niezaleznej) lub argumentdéw, sa przynajmniej
w pewnym obrebie znane. Wartoéci te wraz z odpowiednimi argu-
mentami ukladamy w tablicex). Otéz w praktyce czesto zdarza sie,
ze potrzebujemy wartoéci w tablicach nieznajdujacej sie, ale odpo-
wiadajacej] argumentowl zawartemu pomiedzy dwoma sasiednimi
argumentami tablicy. Wtedy musimy potrzebna nam warto$é ifun-
kecyi interpolowad.

2. Wzér interpolacyjny Newtona. Wzor Stirlinga i t. cl.

Wyobrazmy sobie, ze mamy tablice funkcyi u jednej zimien-
nej niezaleznej (jednego argumentu), przyczem, jak to zwykle by/wa,
warto§ci argumentu sg réwnoodleglte. Jezeli n. p. arrgu-
mentem jest czas, to wartoéci funkcyi sq podane co godzine., falbo
co dobe 1 t. d. Mamy tedy tablice takiego ksztaltu:

Argument Funkcya

*) Kazdemu znane s3a tablice logarytméw. Moga one posluzyé jako typpowy
przyklad tablic funkcyi, ktorej analityczne wyrazenie jest znane, ale do ra(chuunku

niedogodne.



Tworzymy kolejne réznice pomiedzy wartoSciami funkcyi

Nazywamy je ,réznicami pierwszemi", albo ,réznicami pier-
wszego rzedu". Nastepnie tworzymy réznice pomiedzy réznicami,
a wiec:

Nazywamy je ,réznicami drugiemi" albo ,r6znicami dru-
giego rzedu". W dalszym ciagu tworzymy ,trzecie, czwarte i t. d
réznice", t. j.

Wreszcie tworzymy z nich nastepujacy schemat:

Argument Funkcya Roéznica 1, 11, 111, IV, v

Uzywam tego samego znakowania, co S. Nowcomb (Spherical Astro-
nomy, New-York 1906).

Astronomia teoretyczna. 2



Teoretycznie moznaby w wielu przypadkachtworzyé rSzrice
coraz to wyzszych rzedéw az do nieskonczono$ci, ale w rzeczywi-
stoéci réznice coraz to wyzszych rzeddéw sa zawsze coraz to nnej-
sze. Dzieki temu mozna w rachunkach zawsze pomingé rSznice
wyzszych rzedéw. Na ktérych réznicach nalezy sie zatrzynac. to
zalezy od dokladnoéci samych tablic i od tego, z jaka dokadao-
$cia. ma byé wykonany rachunek. Wogdle jednak bardzo izadko
sie zdarza, aby uwzgledniano rdéznice dalsze niz piate.

PowiedzieliSmy przed chwila, ze w praktyce roéznice coraz
to wyzszych rzedéw sa coraz to mniejsze. dJest to prawido :ak
ogbélne, ze skoro w jakiem$ miejscu tablic rbéznice coraz to wyz-
szych rzedéw nie zmniejszaja sie, a powiekszaja sie, to naDewno
mozna twierdzi¢, ze popelniono btad przy obliczeniu czv to ktérejs
wartoéci funkcyi w, czy to ktérej§ rdéznicy.

7 definicyi réznic wynikaja nastepujace zwiazki, ktére przy

pomocy powyzszego schematu (A) tatwo stwierdzié:

it d 1t d Spostrzegamy =z tatwoScia, ze liczbowe wspdlczynniki
przy kolejnych réznicach sa te same, co we wzorze binomialnym,

1 piszemy ogdlnie:

Jest to wzér interpolacyjny Newtona. Dopdki n jest liczbg
cata, wzér (1) jest niewatpliwie $cisty, ale bezuzyteczny, bo warto-
$ci funkcyi u, odpowiadajace calym wartoéciom n, bez tego znaj-
duja sie w tablicy. Uzytecznym staje sie wzér (1) dopiero wtedy,
gdy zalozymy, ze pozostaje Scistym takze dla ulamkowych wartosci n.
Wystarcza zaltozenie, ze pozostaje Scistym, gdy n jest prawdziwym
utamkiem dodatnim, lub odjemnym, bo w praktyce n jest zawsze
zawarte miedzy —1 a -(-1. Zawsze mozna najblizsza do interpo-
lowanej warto$§¢ funkcyi u przyjaé za wo, bo w naszem rozumo-

waniu obraliSmy zero zupelnie dowolnie. Hypoteza, ze wzdér (1),

') N. p. gdy funkcya u jest przestepna.



a tak samo wzory otrzymane zen przez przeksztalcenia, jest $Scisty
dla ulamkowych wartoSci w, jest niezawsze shluszna, ale sprawdza
sie, jezeli funkcya u jest ciagla i nie przedstawia w danym odste-
pie jakiej osobliwoécil). Na szczeScie w zwyklej praktyce astrono-
miczne] tego rodzaju przypadki nie zdarzajg sie wcale. Aby poka-
zal zastosowanie wzoru Newtona, wezmiemy nastepujacy przy-
ktad. W ,Connaissance des Temps" sa podane dlugoéci Merkurego
w §Srednie potudnie w Paryzu co drugi dzien. WezZzmy n. p. dane
z pierwszych dni stycznia 1912 r. i utwérzmy rdéznice pierwszych
czterech rzedow.

Obliczmy stad dlugo$éé Merkurego w $rednie potudnie 1 sty-
cznia 1912. Poniewaz tablica podaje diugoséci co dwie doby, wiec
biorac na uo dlugo§é 0 stycznia w $rednie poludnie musimy dla
$redniego potudnia 1 stycznia polozyé n — Tedy wsp6tczynniki

we wzorze (t) beda:

i) Wyjasnimy te slowa na przykladzie. Zalézmy, ze funkcya u ma przebieg
taki jak krzywa na zalaczonym rysunku. Zalézmy dalej, ze znane sa tylko war-
tosci funkcyi (t. j. rzedne krzywej) w pun-
ktach A, B, C, D, E i t. d. Oczywiécie inter-
polacya miedzy punktami 0 i D da nie rze-
czywisty przebieg krzywej, a odmienny od
niego, zaznaczony na rysunku liniag przery-
wang. Ale gdyby odstepy miedzy znanemi war-
toSciami funkcyi byly znacznie mniejsze, to owo lokalne zwiekszenie krzywizny
nie mogloby uj$é uwagi i moznaby odtworzy¢é krzywa przez interpolacye. Gdyby
jednak miedzy C i D znajdowala sie nieciaglo$é¢ albo punkt podwdjny, to zmniej-
szenie odstepu nie doprowadziloby do celu.

9%



7Z drugiej strony z tablicy wynika

Podstawiajac we wzor (1) znajdziemy szukanag dlugo§é 1 sty-

cznia 1902 r.

Wzér Newtona jest tern niedogodny, ze zawiera rdznice,
stojace w rdéznych wierszach; ale mozna zen wyprowadzi¢ dogo-
dniejsze wzory, zawierajace tylko réznice figurujace w dwéch bez-
posrednio po sobie nastepujacych wierszach.

Ze schematu (A) latwo wyprowadzimy nastepujace rownosci:

Wyrugujmy teraz ze wzoru it.d. za pomoca

tych ostatnich réwnan, a otrzymamy

Sciagnqwszy wyrazy w nawiasach, znajdziemy:

(2)



Wzér (2) zawiera tylko réznice parzyste z wiersza o wska-
zniku 0 1 nieparzyste z wiersza o wskazniku Zamiast tych
ostatnich mozna wprowadzi¢ réznice nieparzyste z wiersza o wska-
zniku — 1/2 za pomocg réwnan

Wtedy ze wzoru (2) otrzymamy wzor

ktéry bywa uzyteczny wtedy, gdy interpolujemy wstecz, t. j. nie

miedzy uwo a ur a miedzy wo i Rzecz prosta, ze wtedy n be-
dzie odjemne. Jezeli jednak n ma oznaczaé ulamek dodatni, to
mozna w ostatnim wzorze napisa¢ — n zamiast w, poczem otrzy-
mamy:

Oprécz wzoréw (2) 't (3) istnieja jeszcze inne wzory, ktérych
tu wyprowadzaé nie bedziemy. Zrobimy wyjatek dla wzoru Stir-
linga, ktéry réownie dobrze nadaje sie do interpolowania naprzdd
jak wstecz. Otrzymamy go dodajac poprostu do siebie wzory (2) i (3)
i dzielac przez 2. Roéznice parzystych rzedéw sa w obu wzorach
jednakowe, a wiec ich wspdéteczynniki sumuja sie. Rdéznice niepa-
rzystych rzedéw sa rbézne: we wzorze (2) wziete z wiersza o wska-
zniku Y: a we wzorze (3) z wiersza o wskazniku — 1/2; ale ich
wspbéteczynniki sa jednakowe, jezeli wiec oznaczymy $érednie arytme-
tyczne w taki sposéb:



to bedziemy mogli napisaé wzér Stirlinga w ksztalcie:

Przez to, iz oznaczyliémy §rednie arytmetyczne réznic niepa-

rzystych rzedéw przez i t. d.. nie moze wyniknaé zadne
nieporozumienie, bo wiadomo, ze tylko z parzystymi gérnymi
wskaznikami oznaczajq réznice, zatem skoro spostrzezemy z nie-

parzystym gérnym wskaznikiem, to bedziemy wiedzieli, ze to nie
jest réznica, a co$§ innego, w danym razie wedle umowy §&rednia
arytmetyczna dwoch réznic nieparzystego rzedu o dolnych wskazni-
kach

3. Roézniczkowanie i calkowanie wzorow interpolacyjnych.

Czestokro¢ zdarza sie, ze musimy roézniczkowaé, wzglednie
catkowaé¢ funkcye, ktérych wyrazenia analityczne nie sa znane.
Przedstawiamy wtedy funkcye przez jeden z powyze] przytoczo-
nych wzoréw interpolacyjnych, albo przez jaki inny i rézniczku-
jemy, wzglednie catkujemy wedle ogdlnych regutl.

Za zmienna niezalezng bierzemy naturalnie w, a poniewaz war-
toSci n sa zwykle podane co réwne odstepy czasu, wiec n zastepuje
nam zmienna ¢ (— czas). Jezeli odstepy czasu w danej tablicy sa
rowne przyjetym w rachunku jednostkom czasu, to mamy poprostu

jezeli za§ sa k razy wieksze, to wtedy
(5) wogble

Ale utwoérzmy pochodne funkcyi interpolacyjnej. Za punkt
wyjécia wezmy wzér Stirlinga (4). Mozemy go uwazaé za prze-
ksztalcony wzér Taylora ze zmienng niezalezng n. Poniewaz wzoér
Taylora jest uporzadkowany wedle poteg zmiennej niezaleznej,

mianowicie:

(6)



wiec musimy taksamo uporzadkowaé wzor (4), inaczej bowiem oba
wzory nie beda poréwnywalne. — Po uporzadkowaniu wzér Stir-
ling a przedstawi sie nam w postacil)

Po poréwnaniu wzoréw (6) i (7) znajdziemy:

®

Przypominamy, ze

oraz, ze chcac przej$¢ od zmiennej n do zmiennej ¢ nalezj uwzgle-
dnié¢ réwnania (5).

Wzory (8) daja moznoéé obliczyé pochodne z réznic. W la-
twiejszych zadaniach wiecej réznic, jak tu wypisano, nie uwzgle-
dniamy. Dokladniejsze wzory 2z wyliczonymi wspdlczynnikami az
do dalszych wyrazéow znajduja sie w traktatach specyalnych np.
w znanem dziele Th. v. Oppolzera p. t.: Lehrbuch der Bahnbe-
stimmung. — Pozyteczne wskazéwki co do interpolacyi znajduja sie
we wspomnianem juz dziele S. Newcomba p.t.: Spherical Astro-
yiomy (New York 1906).
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1) Zamiast u piszemy po prostu u.



ROZDZIAL III.

Metoda najmniejszych kwadratow.

1. Bledy obserwacji.

W astronomii ciagle robimy pomiary. Zmysly nasze oraz na-
rzedzia, stuzace do pomiaréw, nie sq doskonale, warunki, w ktorych
odbywaja sie obserwacye, ulegaja pewnym zmianom; wskutek tego
pomiary nasze nie sg absolutnie $cisle. Przekonujemy sie o tem,
jezeli powtérzymy pomiar tej samej wielkos§ci kilkaTub kilkanascie
razy. Za kazdym razem otrzymamy nieco odmienny rezultat. Ta
niezgodno$é miedzy kolejnymi pomiarami jednej 1 tej samej wiel-
koéci pochodzi wladnie stad, ze przy kazdym pomiarze popelni-
liSmy pewien btad.

Rozrézniamy btedy ,systematyczne" i ,przypadkowe". Bledy
systematyczne sa to bledy takie, ktére mozna usunaé przez zmiane
metody, albo takie, ktéore mozna wyrugowaé za pomocg odpowie-
dnich dodatkowych pomiaréw 1 do§wiadczen; tu np. nalezg bt dy
pochodzace z giecia sie narzedzi, z rozszerzania sie¢ w lecie a kur-
czenia w zimie. Okreéliwszy np. .giecie si¢ lunety przez osobne do-
§wiadczenia mozemy btad stad pochodzacy wyrugowaé. Do bledéw
* systematycznych naleza niektére bledy osobiste. Tak np. niektérzy
obserwatorzy stale notuja przejécia gwiazdy przez nitki zapdzno,
inni zawczeénie. Bledy osobiste mozna takze oznaczyé przez odpo-
wiednie dos$wiadczenia.

Natomiast ,przypadkowymi" nazywamy wszystkie btedy, kto-
rych ani przez zmiane metody, ani przez dodatkowe do$wiadczenia
okreéli¢ i wyrugowaé¢ nie mozna. Tu naleza btedy pochodzace od
mnéstwa drobnych przyczyn, np. od drobnych zmian we fizycznym
1 moralnym stanie obserwatora, od drobnych niedokladnos$ci w bu-
dowie narzedzi, dalej bledy pochodzace z nieregularnych zmian
refrakcyi. Atmosfere przebiegajg nieustannie mniejsze 1 wigksze



wiry, fale, miejscowe prady, ktére zmieniaja refrakcye. Wskutek
tego obrazy gwiazd wciaz drgaja 1 zmieniaja swo0] ksztalt. Bledy
przypadkowe sa z natury rzeczy zawarte w pewnych dos$é ciasnych
granicach, przyczem wieksze bledy zdarzaja sie rzadziej niz male;
oprécz tego bledy te sa raz dodatnie, drugi raz odjemne. Tru-
dno oznaczy¢ granice miedzy bledami systematycznymi a przy-
padkowymi. Blad pochodzacy z tej samej przyczyny moze raz
wystepowaé jako systematyczny, drugi raz jako przypadkowy. Za-
16zmy np., ze mierzac teodolitem kat miedzy dwoma ziemskimi
przedmiotami A i1 B nastawiliSmy na A podziatke 0° (na kole ho-
ryzontalnem) i ze z kilku odczytan znalezliémy na kat AB érednig
warto$¢ 50°10'20". Ten rezultat moze byé¢ bledny z dwéch przy-
czyn: 1) Kolo horyzontalne moze byé niezupelnie dobrze scentro-
wane naokolo osi pionowej. 2) Kreski podziatki moga w danej
okolicy [kolo 50°] byé za blisko lub za daleko od 0° potozone.
Zaltézmy dla prostoty, ze pierwsza przyczyna bledu nie istnieje, ze
istnieje tylko druga, ze np. kolo 50° kreski podziatki sa za blisko
od 0° potozone. Wtedy wszystkie odczytania dadza za duzy kat
1, choébyémy sto razy odczytanie powtdrzyli, bltedu tego nie wyru-
gujemy. Musimy go wiec uwaza¢ za blad systematyczny. Mozna
go wyrugowaé¢ wymierzajac sama podzialke i okreSlajac jej btedy;
ale mozna takze wyrugowaé go przez zmiane metody. Nastawmy
na A raz 0° drugi raz 60°, trzeci raz 120°, potem 180°, 240°1i t. d.
t. j. mierzmy kat AB raz ta cze$ciq podziatki, ktéra znajduje sie
miedzy 0° a 60° drugi raz ta, ktéra znajduje sie miedzy 60°
a 120° i t. d. Otéz z powodu, ze podzialtki sg rozlozone na obwo-
dzie kota i ze 0° schodzi sie z 360°, musi sie zdarzyé, ze jezeli kolo
50° podzialki sgq za blisko, to w drugiem miejscu kota beda za da-
leko od 0° potozone. Wskutek tego, jezeli mierzac jedng czeécia po-
dziatki otrzymujemy za duze katy. to mierzac druga czescia otrzy-
mamy za male katy. Zatem w tej nowe] metodzie bledy zalezne
od niedokladno$ci podziatki kota beda raz dodatnie, drugi raz od-
jemne, beda zatem wzajemnie kompensowaé sie, t.j. bedgq miaty
charakter btedéw ,przypadkowych".

2. Srednia arytmetyczna.

Poniewaz bledy systematyczne mogg byé wyrugowane tylko
przez zmiane metody, albo przez osobne dodatkowe badanie, wiec



powtarzanie pomiaréw stuzy tylko do wyrugowania bledéw przy-
padkowych. Wtaénie dlatego, ze wedle definicyi btad przypadkowy
moze byé rownie dobrze dodatni jak odjemny, warto powtarzac
pomiary i warto tworzy¢ érednia arytmetyczng, bo im wiecej po-
miaréw, tem wiece] szans, ze $rednia arytmetyczna bedzie bliska
do rzeczywistoéci. Zalézmy np., ze mierzymy pewng diugos§é L 1 ze
rezultaty oddzielnych pomiaréw sa /2, Zs, Zs... ln. Co do ble-
dow systematycznych, to poniewaz metoda S§redniej arytmetycznej
ich nie dotyczy, zalozymy, ze albo nie istnieja, albo juz zostaly
wyrugowane. Mozemy tedy potozyé:

gdzie it. d. oznaczaja bledy ,przypadkowe". Tworzymy
$rednia, arytmetyczna:

@

Poniewaz btedy przypadkowe sa zaréwno dodatnie jak od-

jemne, wiec powinny mniej wiece] kompensowaé sie 1

powinno by¢ mala wielkoécia.

W dodatku we wyrazeniu na $rednig arytmetyczng suma ta
jest podzielona przez liczbe n. Wynika stad, ze im wiecej pomia-
réw, tem ,ceteris paribus" L, powinno mniej ré6znié sie od rzeczy-
wiste] dlugoéci L. Powiedzieliémy ,ceteris paribus", bo doktadnos$é
$§redniej arytmetycznej zalezy nie tylko od iloéci, ale takze od ja-
koséci pomiaréw. Srednia arytmetyczna z dziesieciu pomiaréow do-
konanych przez lepszego obserwatora, lepszem narzedziem, w lep-
szych warunkach moze byé tacno dokladniejsza od §$redniej aryt-
metycznej z dwudziestu pomiaréw dokonanych przez mniej wpra-
wnego obserwatora, gorszem narzedziem, lub w gorszych warunkach.
Ale to sa rzeczy nazbyt oczywiste, aby warto je obszernie tléma-
czyé. Tak samo jasnem jest, ze wolno, a nawet trzeba odrzucié
pomiary jawnie mylne. Niekiedy zreszta mozna taki pomiar popra-
wié, np. jezeli obserwator oczywiécie pomylit sie w odczytaniu po-
dzialki lub w =zapisie!). Natomiast odrzucanie pomiaréw odskaku-



jacych od wiekszo$ci, ale rézniacych sie od pozostatych o wielkosci
lezace w granicach mozliwych bledéw =z reguly prowadzi do sfat-
szowania rezultatu. Zalézmy np.. ze obserwator odczytuje cztery
razy podziatke, przyczem musi pewien maty odstep ocenié¢ ,od oka".
Zalézmy, ze trzy razy ocenil ten odstep na 0,4. a za czwartym
na 0,2. Jezeli odrzuci ten ostatni pomiar, to otrzyma $rednio 0,4,
jezeli go uwzgledni, to otrzyma $érednio 0,35.

Ot6z doswiadczenie poucza, ze pospolicie ten drugi rezultat
bywa blizszy prawdy, ze w owych zgodnych miedzy sobg odczyta-
niach obserwator wcigqz przecenial odleglo$§é, a w owym odska-
kujacym od innych pomiarze popelnit odwrotny btad, kompensu-
jacy bledy pozostalych odczytan.

Metoda éredniej arytmetycznej jest zupelnie wystarczajaca,
gdy mozemy szukana wielko§¢ bezpoSrednio zmierzyé; ale jak po-
stapi¢ wtedy, gdy z pewnej, lub z pewnych mierzonych wielkoSci
mamy okreéli¢ inne niepodlegajace bezpos$redniemu mierzeniu wiel-
koéci? — Postugujemy sie wtedy metoda ,najmniejszych kwadra-
tow", ktéra mozna uwazaé za pewnego rodzaju uogdlnienie metody
»Sredniej arytmetycznej".

3. Metoda najmniejszych kwadratéw.

Wiadomo, ze metoda ta $ciéle uzasadniona byé nie moze.
Niema w tern nic dziwnego, bo bltedy przypadkowe sa dzielem
ré6znych drobnych przyczyn, ktorych sposéb dzialania jest co naj-
wyze] tylko ogélnikowo znany. Jakze ujaé w $cisle ramy to, co
jest niedokladnie znane albo nawet wcale nieznane. To tez podany
tu wywdd nie ma wcale na celu dowie$é stusznoSci metody naj-
mniejszych kwadratéw, ma tylko okazaé¢ na jakich przypuszcze-
niach jest oparta.

Bedziemy weciaz rozumowaé tak. jak gdyby systematyczne
btedy albo wcale nie istnialy, albo iuz byly wyrugowane; skoro
zatem bedzie mowa o bledzie, to zawsze nalezy rozumieé¢ tylko btad
przypadkowy. Bedziemy rozwazaé prawdopodobienstwo bledéw przy-
padkowych, przyczem =z poczatku ograniczymy sie do najprostszego
przypadku, gdy chodzi o pomiary jednej i tej samej wielkosci, —

pézniej dopiero rozszerzymy metode na przypadek wielu zmiennych.

1) Pomylki w odczytaniu lub zapisie zdarzaja sie do$¢ czesto, ale latwo je

odkryé, bo obserwator myli si¢ zazwyczaj o okragle, cale liczby.



Btad oznaczamy przez A jego ,prawdopodobienstwo", wlasci-
wie jego prawdopodobna spodziewana ,czesto§¢" przez P. Jezeli
wéréd n bledéw spodziewamy sie v bltedéw zawartych miedzy gra-

nicami . to
@

Dla ogélnoéci zalozymy, ze mozebne sa wszelkie bledy doda-
tnie i odjemne, nawet nieskonczenie wielkie i ze blad moze przy-
biera¢ wszelkie mozebne warto$ci. W tych warunkach n musi byé
nieskonczenie wielkie; ale jezeli jest skonhczone, to ponie-
waz w skonczonym odstepie A moze przybraé nieskonczong ilosé

. warto$§ci tworzacych ciagly szereg, wiec 1 v jest takze nieskoncze-
nie wielkie a stosunek jest skonczony. Jasna jest rzecza,

ze P jest tern wieksze, im réznica jest wieksza. Mozemy
tedy zalozyé, ze

przyczem funkcya f wzrasta wraz z réznica Zaktadamy,

ze funkcya / jest rozwijalna w zbiezny szereg potegowy. Szereg

ten nie moze zawiera¢ ani poteg odjemnych, ani wyrazu stalego,

bo oczywiscie musi przywodzi¢ sie do zera, gdy zalozymy, ze
. Mozemy tedy napisaé

Ograniczymy sie do przypadku, gdy granice sg nie-

skonczenie bliskie siebie, t. j. gdy

Mozemy wtedy pominaé dalsze wyrazy szeregu i1 napisaé

Poniewaz A jest skonczone, wiec jest nieskonczenie
mate. Jest to naturalna konsekwencya naszego zalozenia, ze granice,
w ktérych spodziewany blad ma byé zawarty, sa nieskonczenie
ciasne.

Wspébtczynnik A musi byé funkcya samego btedu, bo gdyby
od A nie =zalezal, to wszystkie bledy wielkie czy mate bylyby



jednakowo prawdopodobne. To za$§ byloby sprzeczne z rzeczywi-

stoScia, bo male bledy trafiaja sie czeéciej niz duze. Piszemy wiec

Stad wynika, ze prawdopodobienstwo, iz blad jest zawarty miedzy

wyraza sie przez calke.

Wedle zalozenia bledy odjemne sa réwnie czeste jak doda-
tnie. Wynika stad, ze F(A) moze zawieraé tylko parzyste potegi.
Nastepnie poniewaz im wiekszy blad. tein rzadziej sie trafia, wiec
F(A) powinno zmniejszaé sie, gdy A roénie. Wéréd nieskonczonego
mnéstwa funkceyi, czynigcych zadoéé tym dwom postulatom, wybie-

ramy funkcye

jako malejaca szybciej od innych a w przypadku jednej zmiennej
prowadzacq do reguly $éredniej arytmetycznej.

Obrana przez nas funkcya tak szybko zmniejsza sie z wzra-
stajacem A, Ze poza pewnemi granicami prawdopodobienstwo bledu
staje sie w praktyce zupelnie znikome. Wskutek tego sprzeczne
z rzeczywisto$cigq zalozenie, ze moga zdarzaé sie dowolnie wielkie
btedy, staje sie nieszkodliwem. Stala O okre§limy na podstawie na-
stepujacego rozumowania. dJasng jest rzecza, ze blad musi byé za-
warty miedzy — oo a -f- oo. Jezeli wiec wezmiemy te skrajne gra-
nice, to prawdopodobienstwo obréci sie w pewno$é; te za§ wyra-
zamy przez jedno$é. Rzeczywiécie, jezeli zesumujeiny prawdopodo-
bienstwa wszystkich btedéw, to wedle wzoru (2) otrzymamy

Pewnoéé

Piszemy tedy

i kladziemy poczern calka nasza przechodzi w



Catka stojaca po lewej stronie tego réwnania jest znana: -war-
tosé jej jest , przeto

Co do h, to znaczenie jego poznamy przez nastepujace rozu-
mowanie. Im h wieksze, tem P odpowiadajace tej samej wartoSci A
jest mniejsze, t. j. ten sam blad jest mniej prawdopodobny. Zatem
h moze byé uwazane za miare Scisto$ci pomiardw.

Okazemy teraz, ze z powyzszego prawa wynika regula Sre-
dnie] arytmetycznej w razie, gdy chodzi o jedng, bezpos$rednio mie-
rzona niewiadoma. Zalézmy, Zze mamy n pomiardéw tej samej wiel-
koéci L, mianowicie Réznice:

sa to wedle definicyi btedy pomiaréw. Napiszmy prawdopodobienstwa
bledéw it d., zakladajac, ze $cistos§é jest wsze-

dzie jednakowa. Otrzymamy

Wedle zasad rachunku prawdopodobienstwa, prawdopodobien-
stwo, ze zdarzy sie jednocze$énie pewna ilo§¢ zjawisk, jest iloczy-
nem prawdopodobienstw oddzielnych zjawisk. Zatem prawdopodo-
bieAstwo seryi bledéw jest

(6

Ale to prawdopodobienstwo jest identyczne z prawdopodo-
biehnstwem, ze z naszych pomiaréw znajdziemy wielkosé L, bo prazy
danych btedy zaleza, tylko od L. Wy-
znaczmy L tak, aby to prawdopodobienstwo bylo jak najwiekszem.
To wymaga, aby wyktadnik byl jak najmniejszy. Poniewaz wsp6i-
czynnika h, jako zaleznego od $cislo§ci pomiaréw, zmieni¢ nie mo-
zemy, wiec suma kwadratéw bledéw, stojaca we wykladniku, musi
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by¢ najmniejszg. Tu spostrzegamy, dlaczego metoda nosi nazwe
metody najmniejszych kwadratéow.

Poddawszy sume kwadratéw bledéw warunkowi ,minimum",
otrzymamy:

Lecz na mocy réwnan (4)

bo jako daty obserwacyjne nie moga by¢é zmienione.

Zatem warunek minimum przywodzi sie do

t. j. do

i jako najprawdopodobniejsza warto§¢ na L otrzymujemy ,$rednig
arytmetyczna"

@)

Rzeczywista warto§¢ L jest podana we wzorze (1).

4. Blad prawdopodobny. Blad S$redni. Poréwnanie teoryi

z dosSwiadczeniem.

»Bledem prawdopodobnym" nazywamy blad taki, ze btad mniej-
szy od niego jest réwnie prawdopodobny jak wiekszy od niego.
Oznaczmy btad prawdopodobny przez r. Wedle okreélenia prawdo-
podobienstwo, ze blad jest zawarty pomiedzy O a r, jest takie same,
jak prawdopodobienstwo, ze jest zawarty miedzy r a -j- oo. Stad
wynika réwnanie

albo skracajac przez i kladac:
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Dodajmy po obu stronach catke:

a otrzymamy

Wynika stad. iz prawdopodobiehstwo bledu zawartego miedzy
jest

7 powyzszego przestepnego réwnania mozna znale$é argu-
ment hr. Wedle tablic Krampa. gdy powyzsza calka ma war-
to§é 0.5, to

(7 hr — 0.4769363

Za przykladem Gaussa bledem Srednim nazywamy liczbe m

okres$long przez réwnosé
®)

W praktyce bledy, osobliwie mate, moga powtarzaé sie, bo
wyrazamy je przez skonczong ilo§¢ dziesietnych; skoro zatem dwa
btedy réznia sie od siebie o wielko§¢é mniejsza od potowy jednoéci
ostatniego miejsca dziesietnego, to wyrazaja sie przez te sama liczbe.
Zaltézmy, ze blad powtarza sie razy, btad razy it. d.

Wtedy zamiast wzoru (8) nalezy napisaé

(8 bis)

gdzie

Gdy uwazamy wszystkie dajace sie pomys$leé bledy zawarte
miedzy — oo a -f oo, to oczywiscie wzory (8) 1 (8 bis) sg nie-
przydatne. Ale od wzoru (8 bis) mozna latwo przej$¢ do wzoru cal-



kowego: trzeba tylko zastapi¢é w nim przez ., czesto$é" bledu.

t. j. trzeba na podstawie wzoru (2) polozyé

Podstawiajac P ze wzoru (3) 1 biorac granic*®

otrzymamy

(8 ter)

Jezeli do wzoru (8 ter) zastosujemy prawidita calkowania ,przez
cze$ci", to otrzymamy

Pierwszy wyraz po prawe) stronie znika, a drugi po podsta-

wieniu przechodzi w

Stad otrzymujemy zwigzek

-czyli

z ktérego widaé, ze $cisto§¢é h jest odwrotnie proporc}’onalna do
$redniego bledu. Jednocze$nie z réownan (7) i (9) widzimy, ze wy-
starczy znaé ktérakolwiek jedna z liczb h, r, m, gdyz dwie pozo-
stale wyrazaja sie przez nia jednoznacznie.

Prawdopodobienstwo btedu Sredniego jest mniejsze niz prawdo-
podobienstwo bledu prawdopodobnego, bo biad $redni jest wiekszy
od prawdopodobnego, mianowicie

Astronomia teoretyczna.



Prawdopodobienstwo, ze btad bedzie réwny, albo wiekszy
od m, wyrazi sie przez calke:

7Z powyzszego wynika pewien wazny wniosek. Zalézmy, ze
mamy jednolita serye jednakowo $cistych pomiaréw w liczbie n.
Ile pomiaréw, tyle bltedéw (choé moga wsérdéd nich znajdowaé sie
takze btedy nieskonczenie mate). Ze symetryi wynika, ze powinno
byé \n btedéw dodatnich i tylez odjemnych. Nastepnie wéréd ble-
déw dodatnich powinno byé ~n bledéw wiekszych niz r oraz “n
btedéw mniejszych od r. Tak samo wéréd btedéw odjemnych po-
winno by¢ \n bledéw mniejszych od —r 1 \n bledéw wiekszych
od —r. Dalej wér6d bledéw dodatnich powinno byé ~0,318w ble-
déw wiekszych od w a 70,682w bledéw mniejszych od m i t. d.
Co wiecej, mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwa bledéw réwnych
2r, 3r... i t. d. 2m, 3m... i t. d. 1 utworzyé caly szereg warun-
k6w podobnych do powyzszych. Zatem jezeli znamy rzeczy-
wiste btedy, to okreéliwszy wartoSci bledéw m i r. mozemy
sprawdzié, czy rzeczywiste bledy czynia zado§¢ powyzszym warun-
kom. Inaczej méwiac, mozemy sprawdzié¢ teorye przez doSwiadcze-
nie. Naturalnie absolutnej zgodno$ci oczekiwaé nie mozemy, bo
1-mo w teoryi liczba bleddéw jest nieskonczona a w praktyce jest
zawsze skonczona; 2-do w teoryi liczby bledéw zawartych w pe-
wnych granicach pospolicie wypadaja utamkowel!) a w rzeczywisto-
$ci moga to byé tylko liczby cale, ale mozemy spodziewaé sie zgo-
dno$ci przyblizonej, osobliwie jezeli n jest duza liczba.

Niejednokrotnie przedsiebrano takie poréwnania teoryi z do-
$wiadczeniem. Wogble wypadaly one do§é pomyélnie dla teoryi,
chociaz zdarzaja sie serye zgadzajace sie z teoretyczmem prawem
czestoSci w sposéb niezadawalniajacy. Zreszta o ile chodzi o za-
dania trafiajace sie w astronomii, to nic lepszego od powyzej po-
danego prawa czestoSci (prawa Gaussa) nie wynaleziono. Inna
rzecz w zastosowaniach statystyki do biologii. Zdarzaja sie tam

1) Zreszta mozna tak dobieraé granice, aby liczby bledow pomiedzy niemi
zawartych byly cale. Inny sposob ominiecia tej trudno$Sci podaje Lehmann

Filhes: Ueber wahrscheinliche Fehlervertheilungen.



zadania, w ktorych badamy rozklad pewnych zjawisk metodami ana-
logicznemi do analizy bltedéw. Otéz tam rozklad zjawisk pomiedzy
poszczegdlne kategorye bywa czestokroé z natury rzeczy niesyme-
tryczny, wskutek czego o zastosowaniu prawa Gaussa mowy byé
nie moze. Nawet dla symetrycznych rozkladéw jest ono czestokroé
nieodpowiednie. To tez uzywaja tam innych praw ,czesto$ci". Ale

to sa rzeczy, ktére do nas nie naleza.

5. Obliczenia bledu Sredniego z ,ostatkow".

Powyzej podane obliczenia m, h i r pospolicie praktycznego
zastosowania nie maja, bo w ogromne] wiekszosci przypadkéw sa-
mych bledéw rozpoznaé nie mozemy. Np. w przypadku jedne]j
zmienne] bezpoSrednio mierzone] nie mozemy obliczy¢ bledow:

bo L pozostaje nieznane; mozemy
obliczy¢ tylko ,ostatki": i t. d., bynaj-
mniej nie identyczne z bledami, bo jest tylko najprawd opodo-
bniejsza wartoécia na L, jaka umiemy obliczyé z pomiardéw

i t. d., ale nie jest mu $cisle réwne. Przeciwnie ze wzoru (1)

wiemy, ze rézni sie od L, mianowicie

a co gorsze, — réznicy ani obliczyé, ani nawet dokladnie

oceni¢ nie mozemy.

Wskutek tego, ze oprécz rzadkich przypadkéw!) bledy wia-
§ciwie pozostaja nieznane, uwagi nasze na koncu poprzedniego pa-
ragrafu, odnoszace sie do sprawdzenia teoryi przez doéwiadczenie,
nalezy przyja¢ z tem zastrzezeniem, ze o ile nie uda sie nam do-
bra¢ taka serye pomiaréw, w ktérej mozna okresli¢é same bledy,
to sprawdzamy teorye nie na podstawie samych bledéw:

a na podstawie ,ostatkéw" ktére moga réznié sie od

btedéw o malgq nieznanag wielko$é.

1) Jezeli zmierzymy trzy katy plaskiego trojkata i utworzywszy sume znaj-
dziemy 180° E, to oczywiscie E jest prawdziwym bledem sumy. Swoja droga
nie bedziemy mogli dociec, w jaki sposéb na to E zlozyly sie bledy w pomiarach
oddzielnych trzech katow.

g%



Wskutek tej nieSwiadomos$ci rzeczywistych bledéw nie no-
zemy tez do obliczenia $redniego bledu ni uzyé wzoru (8). Dlatego
to zastepujac warto§¢ poszukiwana wartoécia prawdopodobna uzy-
wamy wzoru, w ktéorym figuruja tylko ostatki w. Za punkt wyj-
$cia stuzy wzoér (8), t. j. wzor

(10)

Jezeli oznaczymy biad éredniej arytmetycznej przez c, t. j.

jezeli potozymy

(1)

to bedziemy mogli napisac:

a wzor na przybierze postaé:

Lecz na mocy 'definicyi $redniej arytmetycznej

zatem drugi wyraz w nawiasie po prawe]j stronie znika 1 pozostaje

Tu znowu na mocy wzoru (11) mamy

Poniewaz bledy sa tak dodatnie jak odjemne, wiec
iloczyny tych bledéw beda po czeéci dodatnie, po czeSci odjemne
1 z konieczno$ci musza sie przewaznie kompensowaé. W kazdym

razie podwdjna suma iloczyndéw bedzie w poréwnaniu ze suma kwa-



dratbw mata osobliwie, jezeli n jest duzg liczbg. Przyjmujemy, ze
mozna jg (sume iloczyndéw) wobec sumy kwadratéw zupetnie po-
ming¢. Ale suma kwadratéw btedéw podzielona przez w, to znowu
kwadrat btedu S$redniego, a wiec mozemy przyjaé, ze

(12)

Stad za$ wynika

a stad

(13)

Zatem wzOr na ,btad Sredni” wyrazony przez ,ostatki" jest
zupetnie analogiczny do wzoru (10), w ktdorym biad S$redni jest
wyrazony przez btedy, tylko zamiast n mamy w mianowniku n — 1.
Poniewaz zawsze mozna obliczyé ostatki, wiec wzér (13) zawsze
pozwala okresli¢ btad Sredni wprawdzie niezupetnie Scisle, a z pe-
wnem tylko przyblizeniem wog6le tem wiekszem im n wieksze.
Majac zas m znajdziemy r i h na podstawie wzorow (7) i (9). Mia-
nowicie znajdziemy z tych wzoréw

Wr6¢my na chwile do wzoru (12). Wedle tego, co byito wy-
zej powiedziane, e jest to biagd Sredniej arytmetycznej
Wzor (12) otrzymany na podstawie prawdopodobnych ale niezupet-
nie Scistych zalozen, pokazuje, ze kwadrat btedu S$redniej arytme-
tycznej jest n razy mniejszy od kwadratu bledu S$redniego. Zreszta
nalezy pamieta¢, ze tak wzoér (12) jak wzor (13) majg na celu tylko
da¢ pojecie o doktadnosci wynikdw.

0. Waga obserwacyi.

Dotychczas zaktadaliSmy, ze wszystkie obserwacye sg jedna-
kowo Sciste. Teraz stopniowo przejdziemy do przypadku, gdy Scistosé
jest niejednakowa. Wyobrazmy sobie np., ze wéréd danych pomia-
row wykonanych przez tego samego obserwatora, ta samag metoda



i w tych samych warunkach jeden jest $rednia z kilku np. p po-
miaréw takich samych jak pozostale. OczywiScie ta $rednia zaste-
puje p pomiaréw 1 powinna byé¢ wszedzie jako p pomiaréw poli-
czona. Wogdle jezeli pomiar /j jest Srednia z p: pomiaréw, lz Sre-
dnig z p, pomiaréw 1 t. d., to wyrazenie $éredniej arytmetycznej

bedzie
(15)

Liczby it. d. nazywamy ,wagami" obserwacyi, bo
wskazujg one. ilu pojedynczym obserwacyom jest rOwnowazna dana
obserwacya. dJednoczeénie widzimy ze wzoru (12), ze blad obser-
wacyi o wadze p jest

(16)

a wiec w stosunku mniejszy niz btad pojedynczej obserwacyi,
ktorej waga bedzie 1. Poniewaz za$ §Scisto$é h jest odwrotnie pro-
porcyonalna do bledu, wiec $cislo§¢ obserwacyi o wadze p jest
w stosunku wieksza niz §$cisto$é obserwacyi o wadze 1. Wezmy
teraz przypadek, w ktéorym $cisto§é kazdej obserwacyi jest inna.

Wtedy zamiast wzoru (5) powinniémy napisaé

Nastepnie skoro wprowadzimy warunek, aby wyktadnik byt

minimum, to otrzymamy

Stad podobnym jak w § 3 sposobem znajdziemy

a7

Poréwnujac wzér (17) ze wzorem (15) widzimy, ze we wzo-
rze (15) wagi Pi odgrywaja te sama role co we wzorze (17) kwa-
draty -§cisto$ci" StwierdziliSmy w ten sposéb to, co przed chwila

bylo powiedziane o proporcyonalnoéci miedzy i . Jednakze



spostrzegamy, ze wzér (17) jest ogdlniejszy niz (15). bo tam p:¢ bytly
liczbami calkowitemi, a tu A< moga oczywiscie byé jakiemikolwiek
liczbami. Latwo uzasadnié to uogélnienie, jezeli weZmiemy w uwage
obserwacye roéznej jakoéci. Rzeczywiécie niema zadnej racyi, dla
ktérej stosunki miedzy ich wagami nie mialvby wyrazaé sie przez
liczby ulamkowe albo niewymierne. Przyjmujemy tedy, ze wzér (15),

t. J. wzdr

(15 bis)

jest zupelnie ogdlny, t.j. ze wolno go stosowaé przy jakichkolwiek
wagach.

Wystepuje pytanie, jak obliczyé wagi?

Zalézmy np., ze mamy obliczyé érednig =z kilku seryi obser-
wacyi. przyczem mozna uwazaé¢ obserwacye kazdej oddzielnej seryi
za jednakowo $ciste, ale od seryi do seryi $cislo§¢ jest inna. Obli-
czamy btad Sredni kazdej seryi oddzielnie. dJezeli btedy $rednie

pierwszej, drugiej i t. d. seryi sa: it d.,, to kazda obser-
wacya pierwszej seryli ma $cistoséé: kazda obserwacya
drugiej seryi ma $cislo§é i t. d. Podobniez waga ka-
zde] obserwacyl pierwsze] servi jest: waga kazdej ob-
serwacyi drugiej seryi jest: it d., gdzie K jest to wspdélny,

dowolny zreszta, czynnik proporcyonalnoéci. Podstawmy te wagi
we wzor (15). Jezeli pierwsza serya sktada sie z w: obserwacyi,
druga z nu obserwacyi i t. d., jezeli érednia arytmetyczna z pier-

wsze] seryl jest z drugiej L, 1 t. d., to otrzymamy



Ale wedle wzoru to nic innego, jak kwadrat odwro-

tnoéci bledu Sredniej arytmetycznej, a wiec jezeli oznaczymy blad
Sredniej arytmetycznej L. przez er; blad éredniej arytmetycznej Ln
przez &£ i t. d.; to bedziemy mogli napisaé

(18)

Omoéwiony przypadek nie jest atoli powszechnym. Czestokroé
zdarza sie, ze nie mozna obliczy¢ bledéw $rednich, np. jezeli kazda
obserwacya ma inng $cistoéé. Wtedy oceniamy ,wage" na podsta-
wie innych kryteryéow, albo nawet z musu oznaczamy wagi do-
wolnie. Zreszta nalezy zauwazyé, ze nigdy nie mozemy zupelnie
unikngé¢ dowolnoéci. Np. w przypadku poprzednio oméwionym, do
ktorego stosuje sie wzér (18). przypuszczamy, ze w jednej seryi
wszystkie obserwacye sa jednakowo $cisle, w drugiej takze jedna-
kowo §ciste 1 t. d.; ale skad my to napewno wiedzie¢ mozemy.
Moze ktéry z warunkéw, majacych wplyw na $cisto$é, ulegl zmia-
nie podczas, gdy robiono obserwacye pewnej seryi, a my o tem
nie wiemy.

7. Sredni blad pomiaréw i blad $redniej arytmetycznej w przy-
padku, gdy waga obserwacyi jest niejednakowa.

Do obliczenia $redniego btedu m 1 do obliczenia §&redniego
btedu éredniej arytmetycznej s w przypadku, gdy wagi obserwacyi
sa rbézne, uzywamy WwWzorow:

(19)
(20)

Tu nalezy rozumie¢ m jako &éredni biad obserwacyi, ktéra
przyjmujemy za typowa 1 z ktéra poréwnujemy inne obserwacye.
Waga jej jest — 1. Liczba n oznacza liczbe rzeczywistych (obser-
wacyi. Podaje tu wywdd tych wzoréw wedle Gaussal), uwazam

Z pewnemi modyfikacjami.



go bo bowiem za lepszy 1 zrozumialszy od innych. Zalézmy, ze
przy obserwacyach, dokonanych =z rozmaita $cistoécia, popelniono
btedy i t. d. Niechaj hx bedzie $cisloéé pierwszego, hz dru-
giego pomiaru... 1 t. d. Wtedy blad éredni pierwszego pomiaru

jest drugiego pomiaru i t. d. Uogbl-

niajac definicye (8), zakladamy, ze suma kwadratéw bledéw réwna
sie sumie kwadratéw bledéow $rednich, t. j.

(21)

WezZmy teraz obserwacye ,typowa", z ktorgq bedziemy poré-
wnywacé pozostale. Mozemy za typowa wzigé jakakolwiek z danych
obserwacyi, ale dla zachowania jednorodnos$ci wzoréw bedziemy tak
rozumowadé, jak gdyby ,typowa" obserwacya nie nalezala do sze-
regu danych. Moglaby to np. byé odpowiednio dobrana fikcyjna
obserwacya. Zakladamy, ze waga typowej obserwacyi jest 1 a jej
btad $éredni oznaczamy przez m. Wedle § 6:

(22)
gdzde it. d. oznaczaja ,wagi" obserwacyi. Tedy mozemy
riapisa¢ wzér (21) w ksztalcie
skad

(23)

Gauss przyjmuje, ze réwnie dobrze jak wzér (23) moznaby
napisaé¢ wzolr

(15)



gdzie sa to jakiekolwiek wspdétczynniki; albowiem prawe strony
wzorow (23) 1 (24) maja jednakowe ,Srednie wartoséci". Co to jest
,Srednia warto$¢ (valor medius)» Gaussa, tego ze wzgledu na brak
miejsca 1 czasu ttémaczyé nie bedziemy; nie bedziemy tez dowo-
dzié, ze ,érednie warto$ci" prawych stron wzoréw (23) 1 (24) sa
jednakowe; powiemy tylko, ze rowno$¢ miedzy $redniemi warto-
§ciami nie pociaga bynajmniej za soba rzeczywiste] réwnos$ci. hLa-
two przekonaé sie na dowolnym przykladzie, ze prawe strony wzo-
réw (23) 1 (24) nie sa identyczne, ale tez rdéwnie tatwo przekonaé
sie, ze sa one tembardziej do siebie =zblizone, im 1-mo wagi pu

i t. d. s mniej miedzy soba rézne; 2-do im liczba obserwa-
cyl n jest wieksza. Przyjmujemy tedy wraz z Gaussem wzér (24)
1 zakladamy, ze:

Wtedy wzér (24) przechodzi w

(25)
Lecz wzér (25), jako zawierajacy bledy rzeczywiste A jest do

obliczen nieprzydatny, bo jak wiadomo, bledy najczeSciej pozostaja
nieznane. Wprowadzamy tedy ,ostatki"

ktére zawsze mozna obliczyé. Z § 5 wiemy juz, ze

gdzie jest to btad éredniej arytmetycznej. Podstawiwszy
ostatki otrzymamy

We wzorze tym drugi wyraz jest rowny zeru, bo ze wzgledu

na wzor (15 bis).



Tu spostrzegamy, ze cel zamiany wzoru (23) na wzdr (24)
polegal na tein, aby prawg strone rdéwnania na m sprowadzi¢ do

sumy kwadratéw. Otrzymujemy tedy

(26)
Wedle definicyi a wiec uwzgledniajac wzoér
(15 bis) 1 piszac znowu mamy
Stad

I tu takze suma podwéjnych iloczynéw powinna byé mata
w poréwnaniu ze suma kwadratéw, bo iloczyny dodatnie kompen-

suja sie z odjemnymi. Pomijamy wiec sume iloczynéw 1 piszemy
(27)

Skorzystajmy po raz drugi z twierdzenia, ze wzdér (24) pozo-
staje w swej mocy niezaleznie od warto$ci na wspé6iczynniki
Poprzednio ktadliSmy teraz potézmy a otrzymamy
ze wzoru (24)

(28)

Podstawiajac te warto§¢ we wzor (27) natychmiast znajdziemy
wzor (20), t. j.

(20 bis)

Podstawiajac za$ £ ze wzoru (20 bis) w (26) otrzymamy
wzér (19) t. j.

(19 bis)

Ze wzoru (20) wynika, ze ,waga" §&redniej arytmetycznej

jest to jest razy wieksza niz waga obserwacji typo-



wej przyjetej za jednostke. — Dalej widzimy, ze warto$¢ na m
zalezy od wyboru obserwacyi typowej, t. j. od wyboru wag. Je-
zeli np. chcac otrzymaé kragte liczby, zwiekszymy wagi w sto-
sunku o, to m wzroénie w stosunku Natomiast s od wyboru
wag nie zalezy.

Ze wzory (19) i (20) spoczywaja na nieco kruchej podstawie,

to watpliwoéci nie ulega.

8. Przyktlad.

Zapozyczamy u S. Newcombal) nastepujacy przyktad:
W r. 1882 mierzyl on 7 razy czas. w ciggu ktérego S$wiatlo prze-
biegato droge od fortu Myer do pomnika Washingtona w Washing-
tonie i z powrotem. Czas ten jest podany w miliardowych sekundy.
»,Wagi" oceniono wedle iloéci obrotéw zwierciadla, od ktérego
odbijato sie $wiatto?), uwzgledniajac takze inne okolicznoéci. Re-
zultaty tych pomiaréw byly nastepujace:

Poniewaz pierwsze cztery cyfry sa oprdocz jednego przypadku
jednakowe, wiec mozna napisaé: i utworzyé
$rednia z to jest z liczb: 8, 8, 2,5, 8, 11, 7. Mnozac przez od-
powiednie wagi otrzymamy

zas

Stad

') Spherical nstronomy, str. 60.

2) Metoda Fizeau.



Zatem czas przebiegu $wiatta wynosil $érednio 24827,6 miliar-
dowych sekundy. Tworzymy teraz ostatki mianowicie:

nastepnie tworzymy zaokraglajac do calych liczb. Otrzymamy
w ten sposdb:

Poniewaz n= 7, wiec n— 1= 6, a zatem

nastepnie zas Odpowiednio do tego pi-

szemy

Gdyby$§my chcieli zamiast Sredniego bledu $redniej arytme-
tycznej wprowadzi¢ jej blad prawdopodobny, to pomnozyliby$émy
0.97 przez 0,6745 (por. wzory 14) i otrzymalibyémy

9. Przypadek kilku niewiadomych, zwiazanych liniowo
z wielko§ciami bezpoérednio mierzonemi.

Zalézmy, ze wielko$ci niewiadome x. y, z 1 t. d. nie moga
byé bezposrednio zmierzone, ale ze sa zwigzane linijowemi réwna-
niami Z pewnemi innemi dajacemi sie zmierzy¢ wielkosciami. Naj-
ogblniejszy ksztalt takich réwnan, zwanych ,warunkowemi" jest

(29)

W  réwnaniach tych wspélczynniki a. b7 ¢ 1 t. d. sq dane
przez teorye, it d sa to owe bezpoSrednio mierzone wiel-
koéci. Mimochodem =zaznaczymy, ze rozmaite 1 niekoniecznie maja
pochodzié¢ z pomiaréw jednej 1 tej samej wielko§ci; moga to byé
rezultaty pomiaréw roéznych wielkoSci,- ewentualnie nawet (wiadome)
funkcye bezpoérednio mierzonych wielkoséci. Jezeli liczba réwnan
(29) jest réwna iloéci niewiadomych, to wtedy réwnania (29) sa
miedzy soba zgodne; ale skoro je rozwigzemy wzgledem x. y 1 t. d.,
to we wartoéci niewiadomych wejda bledv pomiaréw. Dlatego to



staramy sie mie¢ wiece] rownan (29) niz niewiadomych; wtedy
jednakze réwnania te przestaja byé zgodne wlasnie dlatego, ze liy
Zs 1 t. d. zawieraja bledy. Mozemy wtedy stosujac metode najmniej-
szych kwadratéw do réwnan (29) znales¢ najprawdopodobniejsze
wartoéci na x, y, z 1 t. d.,, jakie wogdle z réwnan (29) otrzymaé
mozna.

W my$l tego, coémy przed chwila powiedzieli, roéwnania (29)
sa nieéciste: prawe strony nie sg réwne lewym; aby staly sie réwne
lewym, trzeba od nich odjaé bledy.

Piszemy tedy réwnania (29) w ksztalcie:

(30)

Réwnania (30) nazywamy ,ré6wnaniami btedéw".

Poniewaz w ogélnym przypadku $cisto§é wzietych z obserwa-
cyl wielkosci i t. d. nie jest jednakowa, wiec trzeba podo-

bnie jak w § 6 podda¢ warunkowi minimum sume:

Zamiast wprowadzamy odrazu proporcyonalne do
nich wagi wielko§ci ktére podobnie jak poprzednio ozna-
czamy przez it d. i piszemy warunek minimum:
podstawiamy wen wartosci nalL 1t d. wziete z rownan (30)

i przyréwnujemy wspétczynniki przy® dx, dy.. 1 t. d. kazdy od-
dzielnie do zera. W ten sposdéb otrzymujemy réwnania

Polézmy za przykladem Gaussal):

Jezeli wszystkiej sa jednakowe, to mozna polozyé¢, ze sa
wszystkie rowne jednos$ci i wcale ich nie pisaé. Wtedy zamiast

zaokraglonych nawiaséow () pisza kanciaste [].



przyczem oczywiscie

nastepnie na znak, ze wartoséci, ktére mozemy otrzymaé, nie sa
rzeczywistemi warto$ciami, tylko najbardziej prawdopodobnemi, na-

piszmy zamiast zamiast y 1 t. d.. poczem otrzymamy tak
zwane ,normalne" rdéwnania:

Poniewaz otrzymaliémy ,normalne réwnania" przez przyroé-
wnanie do zera wspoélczynnikéw przy dx, dy it. d.,, wiec liczba ich
jest &ci§le réwna liczbie niewiadomych x, y... 1 nalezy rozwigzy-
waé je tak, jak kazdy inny system n liniowych réwnan o n nie-
wiadomych. ,Ré6wnania normalne" odgrywaja w przypadku wieksze]j
liczby niewiadomych zupelnie te sama role, co w przypadku jednej
niewiadomej mierzone] bezposérednio regula éredniej arytmetycznej.

10. Przypadek, gdy zwigzki miedzy niewiadomemi a wielko-
$ciami mierzonemi nie sg liniowe.

Przechodzimy teraz do ogélniejszego przypadku, gdy zwiagzki
pomiedzy wielkoéciami niewiadomemi a mierzonemi nie sa liniowe.
Zawsze mozna zalozyé, ze te zwigzki (,ré6wnania warunkodowe")
przedstawiaja sie w ksztalcie

bo gdyby byly podane w innym ksztalcie, to moznaby je rozwigzac
wzgledem mierzonych wielkosci 1, t.j. sprowadzi¢ do ksztattu (34).



Réwnania (34) moznaby traktowaé¢ w sposéb analogiczny jak ré-
wnania (29), ale doszlibyémy wtedy do réwnan niestychanie zawi-
ktanych. Dlatego tez obierani}- inng, o wiele dogodniejsza droge.

Bardzo czesto zdarza sie, ze szukane wielko$ci x. y 1 t. d. sq
juz skadinad przyblizenie znane. Np. x, y,.. sa to wartoSci pe-
wnych znanych elementéw, lecz posiadajac nowe obserwacye, chcemy
ponownie okre§li¢ owe elementy z wieksza dokladno$cia. To znowu
zdarza sie, ze mozna obliczyé x, y.. =z teoryi, a chcemy sprawdzié,
czy teoretyczne wartoéci zgadzaja sie z tem, co wynika z obser-
wacyi. W razie za§, gdy szukane wielkoSci nie sg juz skadinad
znane, to mozna wybraé¢ z pomiedzy réwnan (34) tylez réwnan,
ile jest niewiadomych [wladnie dlatego stosujemy metode najmniej-
szych kwadratéw, ze liczba ,ré6wnan warunkowych" jest wieksza
niz liczba niewiadomych] i rozwiazaé¢ je wzgledem niewiadomych;
otrzymane w ten spos6b wartoSci mozna przyjaé jako pierwsze
przyblizenie. Jednem stowem zawsze mozna mie¢ przyblizone war-
toéei na x, y, z.. 1 t. d.

Skoro atoli posiadamy przyblizone warto$ci na x, y it. d. —
powiedzmy to mozemy obliczyé przyblizone wartoéci
funkcyi i t. d. oraz pochodnych

odpowiadajace owym przyblizonym warto$ciom niewiadomych, bo
ksztalt funkeyi f, 1 t. d. jest znany.
Z drugiej strony mozemy przedstawié¢ prawdziwe wartosci
(x.y,2) 1t d. w ksztalcie:

Gdzie s to przyrosty, albo, jak je w teoryi ble-
déw nazywaja, ,poprawki" przyblizonych warto$ci niewiadomych.
Poniewaz pospolicie sa dosyé bliskie do prawdziwych
x. y, 2..., wiec mozna ograniczy¢ sie do tych wyrazéw szeregu
Taylora, ktére zawierajg ,poprawki" Ax it. d. liniowo, a dalsze



wyrazy mozna pominaé. Wprowadzmy dla krétkosci niektére sym-
bole. Potézmy:

Dalej, aby uniknaé pomieszania z bledami, oznaczmy poprawki

przez greckie litery, mianowicie poldézmy

poczem bedziemy mogli napisaé:

Teraz nalezy podstawié¢ te wyrazenia na/ it. d. w réwnania
warunkowe (34). Przedtem jednak zauwazymy, ze rdéwnania (34)
podobnie jak réownania (29) nie sg $ciste, bo 1x 1 t. d. zawieraja
btedy. Scislemi stana sie réwnania (34) dopiero wtedy, gdy odej-
miemy od prawych stron bltedy. Skoro to uczynimy a takze skoro
wykonamy zapowiedziane przed chwilag podstawienia, to ktadac

jeszcze

otrzymamy na miejsce réwnan (34)

Réwnania (35) w liczbie n sa to ,réwnania btedéw". Spostrze-
gamy, ze s3 one zupelnie podobne do réwnan (30). Mozemy tedy
traktowaé je zupelnie tak samo jak tamte, poczem otrzymamy tyle
,rownan normalnych", ile jest niewiadomych, mianowicie:

Astronomia teoretyczna.



gdzie tak samo jak poprzednio:

Podobnie jak w réwnaniach (35) zamiast i t. d. napi-
saliémy na znak, ze sg to nie rzeczywiste, tylko w da-
nych warunkach najprawdopodobniejsze warto§ci poprawek. Roz-
wigzawszy réwnania normalne (36) wzgledem it. d. dodamy
poprawki do przyblizonych warto$ci niewiadomych 1 otrzymamy
najprawdopodobniej sze warto$ci niewiadomych x, y... 1 t. d.

Sprowadziliémy*) zatem przypadek ogdlny, gdy zwiazki mie-
dzy niewiadomemi a danemi obserwacyjnemi sa jakiekolwiek, do
przypadku zwiazkéw liniowych. Réznica polega tylko na tem, ze
tam w réwnaniach figurowaly same niewiadome i same dane ob-
serwacyjne, tu za$ figuruja poprawki i réznice miedzy danemi obser-
wacyjnemi a ich teoretycznemi przyblizonemi warto$ciami. Zreszta
nawet wtedy, gdy zwiazki miedzy niewiadomemi a danemi obser-
wacyinemi sa liniowe, dogodniej jest postugiwaé sie wzorami obe-
cnego paragrafu, bo ,poprawki! i réznice ! — M maja po-
spolicie mniejsze wartoéci liczbowe niz same it od
Zatem takze w przypadku zwigzkéw liniowych dogodnie jest za-
czaé¢ od okreélenia przyblizonych wartosci wzglednie od
podstawienia jezeli te juz sa skadinad znane.

Zauwazymy wreszcie, ze chociaz nalezy obiera¢ jak najlepsze
przyblizone wartoéci, jednakze wolno je nieco zaokraglié¢, jezeli
dalsze rachunki moga byé¢ przez to uproszczone.

11. Twierdzenie o bledzie $rednim funkecyi liniowej.

Zaleznie od natury funkecyi albo, co na jedno wy-
chodzi, zaleznie od wspélczynnikéow waga obliczo-
nych z réwnan normalnych poprawek nie jest jednakowa nawet
wtedy, gdy waga wszystkich pomiaréw jest jednakowa. Okre§lamy

,wagi" poprawek na podstawie pewnego twierdzenia, ktére zaraz
uzasadnimy.

Konkretny przyklad takiego sprowadzenia podamy w § 2 nastepnego

rozdzialu.



Jezeli mamy zwigzek liniowy

to oznaczajac bledy s$rednie wielkoSci przez
it. d., a blad wielkoSci x przez bedziemy mieli

(38)

Dla krétkoéci udowodnimy to twierdzenie tylko dla dwéch
zmiennych, albowiem wuogélnienie dla trzech 1 wiecej] zmiennych

nie przedstawia zadnych trudnosci. Piszemy zatem

mamy za$ udowodnié, ze

Nalezy rozrézni¢ dwa przypadki: albo wolno ze soba kombi-
nowaé tylko pewne np. jednocze$nie zmierzone wartosci x iy, albo
wolno kombinowaé¢ kazdy pomiar x z kazdym pomiarem y. W pierw-
szym razie oczywiScie liczba pomiaréw x i liczba pomiarowy mu-
sza by¢ jednakowe, w drugim moga byé rdzne.

1-szy przypadek. Mamy %k pomiaréw x %k pomiardéw y

1 k& réwnan

Jezeli zawiera blad za$ btad to zawiera blad

1 tak samo

Stad

Poniewaz bledy sg tak dodatnie jak odjemne, wiec podwdjne
iloczyny beda czeécia dodatnie, czeécia odjemne 1 beda sie mniej
wiece] znosi¢. Pomijamy je, a pozostale sumy kwadratéw dzielimy

4*



przez k, poczem na mocy definicyi bledu $redniego (8) otrzy-

mujemy

2-gi przypadek. Poniewaz wolno kombinowaé kazde x
ze wszystkiemi y, wiec jezeli jest & pomiaréw x oraz i pomiardow Yy,
to mozna napisaé¢ ki réwnan

Naumy$lnie napisaliémy je w taki sposéb, aby bylo widaé,
ze mamy k grup, a w kazdej grupie i réwnan. Zupelnie takie same
réwnania bedziemy mieli pomiedzy bledami, mianowicie:

Podnieémy te réwnania do kwadratu i dodajmy do siebie
stronami odpowiedniemi. Iloczyny odrazu pomijamy jak wyzej:

Jezeli to podzielimy przez ki, to znowu wedle definicyi (8)

otrzymamy

bo liczba bledéw jest ki, bledéw jest k a bledéw Ay jest i.
Latwo domys$li¢ sie. jak wuogdlni¢ to twierdzenie dla przy-
padku trzech i wiecej zmiennych niezaleznych.
Mnozac réwnanie (38) przez (0,6745)2 otrzymalibySmy zupelnie
takie same réwnanie pomiedzy kwadratami bledéw prawdopodobnych.

12. Wagi poprawek.

Zapomoca twierdzenia (38) tatwo jest otrzymaé wyrazenia na
wagl poprawek. Trzeba w tym celu powréci¢ do réwnan normal-
nych (36) 1 rozwiazaé je wzgledem poprawek.
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Na mocy znanych twierdzen z teoryi wyznacznikéw znaj-
dziemy:

(39)

gdzie D jest to wyznacznik lewostronnych wspélczynnikéw réwnan

normalnych, mianowicie

za$ jest to minor wyznacznika 1) nalezacy do elementu sto-
jacego na przecieciu i-tej kolumny i1 &-tego wiersza. Biorac w uwage
wzory (31) porzadkujemy liczniki we wyrazeniach (39) wedle wiel-

koéci A, poczem otrzymujemy

(40)

gdzie

(41)

We wzorach (40) poprawki wystepuja jako funkecye liniowe
wielkoéci it. d.; te ostatnie za$ sa réznicami obserwowanych
wielkosci i obliczonych wielkoéci it d. Zatem
wzory (40) zupelnie podpadajg pod kategorye rozwazanych w po-
przednim §-ie zwigzkéw i mozemy do nich zastosowaé wzér (38).

Oznaczajac bledy érednie poprawek przez it d— [te po-



prawki w przypadku wielu zmiennych odgrywaja te sama role, co
$rednia arytmetyczna w przypadku jednej zmiennej], a bledy ére-
dnie wielkoéci X (albo. co na jedno wychodzi, $érednie bledy pomia-

réow 1) przez , m21 t. d., otrzymamy nastepujace wzory:

(42)

Gdyby wagi wszystkich obserwacyi byly jednakowe, to mogli-
bySmy przyjaé, ze sa réwnoczeénie réwne jedno$ci. Wtedy wszyst-
kie bledy érednie pomiaréw stalyby sie miedzy sobag réwne, wiel-
ko$ci znacznie upro$cilyby sie a poprzednie

réwnania przeszlyby na

gdzie m jest wspélna wartoéé bledu $Sredniego wszystkich pomia-
ré6w. Jednakze nie bedziemy zajmowaé sie tym latwiejszym przy-
padkiem; pozostaniemy przy przypadku ogélnym.

Wprowadzmy teraz ,obserwacye typowa". Waga jej jest 1
a blad Sredni m. Wiemy juz z § 7, ze

Tedy mozemy napisa¢ wzory (42) w ksztalcie

(43)

Lecz tak samo, jak poréwnaliémy btedy §érednie pomiaréw
z bledem $rednim obserwacyi typowej, mozemy poréwnaé tez bledy
§rednie poprawek. Oznaczmy ,wagi" poprawek przez 1t d
Wedle definicyi

(44)

Przeto z réwnan (43) otrzymujemy natychmiast nastepujace:
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Wtasciwie réwnania (43) 1 (45) zawierajq rozwigzanie zadania,
pozostaje tylko znale§¢ wzér na Sredni btad m ,typowej" obser-
wacyi. Ale odlozymy to zadanie do nastepnego paragrafu, tu za$
postaramy sie przyprowadzi¢ wzory (43) i (45) do innego, dogo-
dniejszego ksztaltu, bo oczywiScie obliczanie takich sum jak
wymaga dlugich rachunkéw.

Utwérzmy najpierw takie wyrazenia, jak Jit.d.

Z rownan (41) natychmiast wypada:

to jest

Przyjrzyjmy sie wzorom (46). Z teoryli wyznacznikéw wia-

domo, ze mozna napisa¢ wyznacznik I) w ksztalcie

Tak samo z teoryli wyznacznikow wiadomo, ze

bo skoro napiszemy lewe strony ostatnich réwnoéci w postaci wy-
znacznikéw, to okaze sie, ze to sq wyznaczniki, w ktorych po dwie
kolumny sa identyczne, mianowicie w pierwszym pierwsza i druga
kolumna sa identyczne, w drugim pierwsza i trzecia sa identyczne
i tak dalej. Wskutek tego ze wzoréw (46) otrzymujemy



Postepujac tak samo otrzymamy:
(47)

Wezmy teraz sumy . it d

Ze wzoréw (41) wynika

to jest na mocy wzoréw (47):

tak samo znajdziemy

Oznaczyliémy stosunki miedzy minorami, nalezacymi do ele-
mentéw przekatni gléwnej wyznacznika D a samym wyznacznikiem
przez ( i t. d, bo tak je pospolicie oznaczaja w teoryi naj-
mniejszych kwadratow. Dochodzg do nich zazwyczaj inng droga,
ale ta wydala mi sie krotszg i tatwiejsza. Obliczenie wyznacznika D
i jego minoréw (gdzie 1=1,2...) jest o tyle utatwione, ze z po-
wodu réownoéci (52) tak sam wyznacznik D jak minory j S& Sy-
metryczne.

7Z poréwnania wzoréw (48) ze wzorami (43) i (45) wynikaja

ostateczne wzory



13. Wzér na blad Sredni obserwacyi typowej.

Pozostal nam jeszcze do wyprowadzenia wzdér na m, t. j. na
btad $éredni obserwacyi typowej. Za punkt wyjécia weZmiemy wzlr
(25) z § 7, albowiem wedle =zalozenia wagi . rozmaitych

obserwacyi nie sg jednakowe. Piszemy wiec

(51)

i wyrazamy bledy A przez ostatki v. Wedle wzoréw (35)

Skoro zamiast prawdziwych poprawek, ktérych nie znamy,
podstawimy najprawdopodobniejsze, to otrzymamy ostatki

(52)
Stad

(53)
gdzie

(54)

Jezeli podstawimy wyrazenia (563) w (51), to pomijajac, jak
wyzej, sume iloczynéw, otrzymamy

(55)

Sume kwadratéw ostatkow mozemy obliczyé, natomiast sume

mozemy tylko ocenié, bo rdznice . nie sa
znane. Ocenimy te sume w nastepujacy sposéb. Na podstawie
wzoru (54) mozemy napisaé

(56)

Ale z tego samego wzoru (54) wynika, ze

to jest [patrz wzory (31)]:



Oddzielajac poprawki rzeczywiste od prawdopodobnych mo-

zemy napisaé

Jezeli teraz spojrzymy na réwnania normalne (36), to spo-
strzezemy, ze w ostatnich réwnaniach po prawej stronie suma
wyrazéw ze znakiem -{- to nic innego jak (a”); co za$§ do sumy
wyrazéw ze znakiem — zawierajacych poprawki rzeczywiste, to,
aby lepiej rozpoznaé jej znaczenie, napiszemy rdéwnanie ,in ex-

tenso":

1 nieco inaczej uporzadkujemy:

Skoro to poréwnamy ze wzorami (35), to zaraz spostrzezemy,

ze mozna napisac:

Ale [poréwnaj wzory (31)]:

przeto

Tak samo znajdziemy, ze
(57)

Mozemy wiec napisa¢ wzor (56) w ksztalcie



Trzeba jeszcze wyrugowaé roéznice: it d
W tym celu wezmy wzory (40), wedle ktérych

Gdybyémy zamiast wielkosci . posiadali odpowiednie
wielkoéci bez bleddéw, t. j. gdybyémy posiadali

to na prawdziwe poprawki otrzymalibySmy zupelnie takie same rd-
wnania jak (40), a zatem

Stad za$§ wypada, ze
Litod (58)
Podstawiajac ze wzoréw (58) we wzdr (56 bis), otrzymamy
(59)

Po praw*ej stronie tego ostatniego réwnania stojg iloczyny
sum. Pierwszy iloczyn zawiera wspoétczynniki i 1 drugi Bib,
trzeci C i c¢; jasna przeto iest rzecza, ze takich ilpczynéw mamy
tyle, ile jest niewiadomych. Jezeli sa A niewiadome (gdzie k< n),
to liczba iloczynéw jest takze k.

WeZmy teraz pierwszy iloczyn i wykonajmy mnozenie. Oczy-
wiScie otrzymamy dwa rodzaje wyrazéw: jedne, w ktérych beda
figurowaé¢ kwadraty bledéw i ich wag, np. it d;
drugie, w ktérych figuruja iloczyny bledéw i wag o réznych wska-
znikach 1 z pewno$cig po czeéci dodatnie, po czeSci odjemne. Po-
dobnie, jak wszedzie dotychczas, pomijamy sume tych iloczynoéw,

to jest przyjmujemy, ze zamiast
mozna napisaé

Wr6émy teraz na chwile do réwnania (24) z § 7, wedle kto-

rego mamy przyblizenie
y.a /t?

bez wzgledu na to, jakie warto$ci maja wspo6lczynniki a.

1 Nalezy zauwazyé, ze nio mamy pewnoéci, czy wszystkie iloczyny 4, sa

dodatnie.



Zaltézmy, ze

a otrzymamy
Lecz wedle wzoréw (47)
a wiec ostatecznie

Widzimy wiec, ze wartoéé iloczynu jest
érednio Postepujac tak samo z nastepnymi iloczynami figuruja-
cymi po prawej stronie réwnania (59) znajdziemy, ze kazdy z nich
ma takze $rednio tesama warto$é w2. Poniewaz liczba iloczynéw

jest k, wiec ostatecznie zamiast réwnania (59) mozemy napisaé
(60)

Podstawiajac za$§ stad w réwnanie (55), otrzymamy wzor stu-

zacy do obliczania §redniego bledu obserwacyi typowej z ostatkéw,

mianowicie n
(61)

Przypominamy, ze
(52 bis)
ze n iest to liczba réwnan warunkowych (i tak samo liczba réd-
wnan btedéw), k liczba niewiadomych, za$ it d sa
to wagi danych i t. d. wzietych z obserwacyi.

Poréwnujac wzér (61) ze wzorem (51) widzimy wielkie po-
dobienstwo. Widzimy, ze m? oblicza sie z ostatkéw tak samo jak
z btedéw, tylko w mianowniku wzoru (51) stoi w, t.j. liczba ré-
wnan warunkowych, a w mianowniku wzoru (61) n— k, t.j. liczba
réwnan warunkowych zmniejszona o liczbe niewiadomych. Inaczej
méwige, w mianowniku wzoru (60) stoi liczba réwnan zbednych.

14. Przyklad. Ostateczne sprawdzenie rachunkow.
Zapozyczamy u Helmertal!) nastepujacy przykitad. W sieci
trojkatéw geodezyjnych w poblizu Spiry (Speier) prof. Schwerd

> Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleiusten Quadrate.

II-gie wydanie. Lipsk 1907, str. 48 i 159.



z punktu D' zmierzyl nastepujace 8 katéw miedzy kierunkami ida-
cymi do punktéow A, B, W, H, N.

Zaraz spostrzegamy, ze z pomiedzy tych 8-miu katéw tylko
4 sa od siebie niezalezne, pozostale 4 sa sumami lub réznicami
pierwszych 4-ech. Zatem sa tylko cztery niewiadome, mianowicie

przyjmujemy

Ktadziemy

a na przyjmujemy bezpoSrednio zmierzone warto$ci

Stad. opuszczajac réwnania warunkowe, ktore kazdy tatwo
sobie napisze, obliczamy nastepujaca tabliczke



Tedy ,réwnania bledow" (35) sa:

(62)

Gdyby$émy mieli oddzielne pomiary,’ to moglibyémy obliczyé
$rednie bledy wszystkich 8-miu katow. Stad za$ obliczylibyémy ich
wagi. Poniewaz atoli pomiaréw nie posiadamy, wiec musimy ozna-
czy¢ wagi dowolnie. Zwazywszy, ze wszystkie katy mierzyl tensam
obserwator i temsamem narzedziem, mozemy przyjaé, ze wszystkie
pomiary byly jednakowo dobre i wziaé wagi poprostu proporcyo-
nalne do liczby pojedynczych pomiaréw. Poniewaz te liczby sg po-
dzielne przez 10, wiec wezZmiemy za obserwacye typowa $rednig
7z dziesieciu pojedynczych pomiaréw i polozymy:

(63)

Utwoérzmy teraz ,réwnania normalne" (36), co w danym razie
jest o tyle ulatwione, ze w ,réwnaniach bledéw" (62) wspblczyn-
niki przy poprawkach sa badz 0, badz -j- 1, badz — 1.

Z pomoca wzoréw (31), wzglednie (31 bis) wpredce znaj-
dziemy

Najpierw obliczamy wyznacznik
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1 jego minory:

(47)

Tedy poprawki kolejnych katéw zmierzonych, t.j. wielkosci

(B)

Dodajemy teraz te poprawki do zmierzonych katéow i1 otrzy-
mujemy poprawione katy!). Poniewaz jednak rezultaty pomiaréw
byly podane w setnych sekundy, wiec zaokraglamy poprawki do
setnych sekundy?) i otrzymujemy:

*) Obliczenie skladnikéw ze znakami + podane jest nizej.
2) Tu spostrzegamy, ze mozna byloby obliczyé poprawki it d.
z mniejsza dokladnos$cia np. nie zapomoca 5-cio cyfrowych a zapomoca 4-ro cy-

frowych logarytmow.



(47)

Aby obliczy¢ éredni biad obserwacyi typowej, musimy prze-
dewszystkiem obliczyé ostatki

Wielkoéci mamy w tabliczce (B), a wiel-
koéci 1 w tabliczce (A). Tedy mozemy natychmiast ulozyé tabliczke
ostatkéw, w ktérej po prawej stronie wypiszemy odpowiednie wagi
wedle réwnan (63)

©

Stad

MieliSmy 8 réwnan warunkowych a 4 niewiadome, przeto
n—38, k= 4, n— k= 4, za$

(66)

Sredni btad pojedynczego pomiaru jest

Teraz zapomoca réwnan (64) obliczamy



stad za$§ i ze wzoru (66) na podstawie wzoréw (49) i (50) otrzymamy

Wreszcie mozemy ze wzoru (38) obliczyé bledy $rednie pozo-
stalych czterech katéow. Bledy te, podobnie jak bledy itod.
pomiesciliémy po prawej stronie ,poprawionych" katéw we wzo-
rach (65).

W powyzszym przykladzie rachunki byly stosunkowo tatwe
i krétkie, ale bardzo czesto zdarza sie. ze zadanie wymaga bezpo-
rownania dluzszych rachunkéw. W takim razie nalezy trzymad sie
jednego z wyrobionych gchematéw, ktéore mozna znale§¢ w specyal-
nych kompendyach [np. w ,Ausgleichungsrechnung" Helmerta].
Schematy te sa tak obmyélone, aby zredukowaé rachunki do mi-
nimum *) i aby umozliwi¢ sprawdzanie w ciggu rachunku. My tu
przytoczymy tylko wzér stuzacy do ostatecznego sprawdzenia, mia-
nowicie:

(67)

Wzér ten jest $cisty a wynika ze wzoréow (52). Jezeli po-
mnozymy kazdy z tych wzoréw przez odpowiednie pA, to dodawszy

wszystkie wzory, otrzymamy:

jezeli za§ pomnozymy kazdy ze wzoréw (52) przez odpowiednie pu;:

to dodawszy wszystkie wzory, otrzymamy:

*) Naturalnie przy dluzszych rachunkach mnalezy posilkowaé si¢ nie tylko
logarytmami, ale takze tablicami kwadratow, tablicami iloczynéw, maszynami
rachunkowemi i t. d., i t. d. Dalej nalezy tak dobieraé wagi i tak zaokraglaé
przyblizone warto$ci niewiadomych, aby ulatwi¢ dalsze rachunki. VVre3zcie, co
najwazniejsze, nalezy zachowywaé tylko taka S$Scislo§é, jakiej wymaga =zadanie.

Astronomia teoretyczna. 5



Ale znowu z tychze réwnan (52) przy pomocy réwnan nor-

malnych (36) otrzymamy:

Stad wynika

co prowadzi wprost do wzoru (67).
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ROZDZIAL 1IV.

Interpolacya zapomoca szeregéw potegowych
i szeregéow funkcyi kolowych.

1. Szereai potegowe.

Obszerne zastosowania ma metoda najmniejszych kwadratéw
przy przedstawienia funkcyi znanych z obserwacyi przez szeregi
potegowe, szeregi funkcyi kolowych, kulistych i t. d. Np. obser-
wujemy jakas§ wielko$¢é zmieniajaca sie z czasem ale, jak sie nam
wydaje, nieperyodyczna i prébujemy przedstawi¢ ja przez szereg
potegowy. Zalézmy, ze obserwowane warto$ci funkeyi sa:

w chwili czasu

Piszemy tedy rdéwnania:

W réwnaniach tych i t. d. sa dane
przez obserwacye, za$§ wspolczynniki a, b, ¢ 1 t. d. s3 niewiadome.
Wzgledem niewiadomych a, b, c.. réwnania sa liniowe. dJezeli
mamy n obserwacyl 1 n réwnan, to oczywiscie mozemy okre§lié
tylko n wspélczynnikéw, wiec w kazdym razie musimy urwaé
szereg na w-tym wyrazie. Ze w tym przypadku zadanie przywodzi
sie do rozwiazania systemu n liniowych réwnan i1 ze dla chwil

czasu szereg bedzie $§ciSle przybieraé warto$ci



tego chyba tlémaczyé nie potrzebujemy. Ale ten przy-
padek interesu nie przedstawia choéb}' dlatego, ze oczywiscie
wszystkie bledy obserwacyi wejda do wyrazenia funkcyi. Zreszta
pospolicie zdarza sie, ze gdy do przedstawienia n obserwacyi trzeba
uzyé szeregu zlozonego z n wyrazéw, to albo obserwacye sa zle,
albo za malo liczne, albo wreszcie szereg potegowy nie nadaje sie
do przedstawienia danej funkeyi.

O wiele bardziej interesujacym jest przypadek, gdy do przed-
stawienia funkcyi wystarcza ilo§¢ wyrazéw mniejsza niz ilo§é obser-
wacyi. Np. z graficznego przedstawienia obserwowanych wartoéci x
(czasy przyjmujemy za odciete a obserwowane warto$ci x za rze-
dne) widaé, ze funkcya x ma przebieg przyblizenie prostoliniowy; —
wtedv do przedstawienia je]j wystarczy wyrazenie: x — a-j- bt. Tak
samo moze sie zdarzyé, ze ma przebieg podobny do przebiegu pa-

raboli, wtedy wystarczy wyrazenie

Moze sie takze zdarzyé, ze wyraziwszy n obserwacyi przez
szereg potegowy zlozony z n wyrazéw, spostrzezemy, Ze oprécz
pierwszych kilku wszystkie wspéleczynniki sg bardzo mate. a przy-
tem nie zmniejszaja sie regularnie. To jest znak. ze zaleza one
przewaznie od bledéw obserwacyi 1 ze tylko wspélczynniki kilku
pierwszych wyrazéw !maja realne znaczenie. Wtedy nalezy dalsze
wyrazy poprostu odrzucié.

We wszystkich tych przypadkach liczba niewiadomych wspot-
czynniké6w bedzie mniejsza od liczby réwnan, przeto nalezy okreélaé
wspbéteczynniki zapomoca metody najmniejszych kwadratéw. Zasto-
sowanie jej w tym przypadku nie przedstawia zadnych trudnosci-

Zakonczymy ten paragraf uwaga, ktéra dotyczy nie tylko wzo-
row potegowych, ale wogéble wszystkich interpolacyjnych. Nie na-
lezy nigdy ,ekstrapolowaé", t. j. uzywaé wzordéw interpolacyjnych
do obliczenia wartoéci funkeyi lezacych poza granicami skrajnych
obserwacyi, albowiem w ogromnej wiekszo$ci przypadkéw ekstra-
polacya zawodzi. Pochodzi to stad, ze wzory interpolacyjne maja
zazwycza] zupelnie inny charakter analityczny anizeli te funkcye,
ktére maja przedstawiaé. Inna rzecz, gdy wzér wynika z jakiej$
dobrze ugruntowanej teoryl a chodzi tylko o empiryczne oznacze-
nie pewnych wchodzacych don stalych. Ale takich wzoréw nie na-

zywamy interpolacyjnymi.



2. Szeregi funkcyi kolowych.

Wiadomo, ze funkeye peryodyczne a w pewnych granicach
nawet jakiekolwiek funkeyedajg sie przedstawié przez szeregi
Fouriera:

gdzie a jest to pewna stala zalezna od peryodu funkcyi. wzglednie
w przypadku, gdy funkeya nie jest, pery”odyczna, od granic, w ktoé-
rych ja rozwijamy w szereg Fouriera. Ogélniejszy przypadek
mozemy pomingé: ograniczymy sie do funkcyi peryodycznych.

W astronomii rzadko kiedy zdarza sie, abyémy mogli stoso-
waé¢ metode Fouriera. W metodzie tej oblicza sie wspdélczynniki
cini bn z calek, w ktorych pod znakiem calkowania figuruje funk-
eya f{x). Poniewaz najczeéciej zdarza sie. ze funkcyi tej dobrze
nie znamv a znamy tylko z obserwacyi oddzielne jej wartosci 1 to
w liczbie skonczonej, wiec pospolicie mozemy napisaé¢ tylko pe”na
skonczong liczbe réwnan warunkowych ksztattu

gdzie sa to ,znane" warto$ci argumentu x odpowiada-
jace obserwowanym warto$éciom funkcyi f. Np. wyobrazmy sobie,
ze x oznacza czas; wtedy a?s,... sa to ,czasy" obserwacyi. ktére
notujemy.

Nalezy tu rozrézni¢ dwa przypadki: albo peryod jest znany,
albo tez nieznany. Jezeli peryod T jest znany, to poniewaz

wiec argumenty nax; sg znane 1 mozna odrazu obliczyé wszystkie
cos nax 1 sin nax. W takim razie zadanie oczywiécie przywodzi
sie do zadania rozpatrzonego w poprzednim paragrafie: mamy szereg
réwnan liniowych z 2k -i-1 niewiadomemi

i jezeli liczba réwnan jest wieksza niz liczba niewiadomych, to
trzeba zastosowaé metode najmniejszych kwadratéw.

W miejscach, w ktorych funkeya przestaje by¢ ciagla, np. przeskakuje

od wartosci/, do f2, szereg Fouriera daje $redniag arytmetyczng obu wartoSci.



Do tego samego przywodzi sie ostatecznie zadanie, gdy pe-
ryod 7T (inaczej moéwigc zwigzana z nim stala @) jest nieznany. Po-
czatkowo musimy na @ i na wspétczynniki a i b przyjaé pewne przy-
blizone wartoéci, poczem metoda podang w § 10 poprzedniego roz-
dziatu okreélamy ,poprawki".

Przyblizony peryod mozna okreéli¢c ze samych obserwacyi,
jezeli te obejmuja dostatecznie dlugi odstep. WezZmy np. przypadek,
gdy chodzi o funkcye czasu. Jezeli obserwacye obejmuja okres czasu
krétszy od jednego peryodu funkcyi, to okreélenie peryodu jest
wogble niemozebne. Aby otrzymaé dobre przyblizenie, trzeba mieé
obserwacye jak najczestsze 1 obejmujace okres czasu znacznie dluz-
szy od jednego peryodu. Im mniej $ciste obserwacye, tem 6w okres
ezasu musi by¢ dluzszy.

Poniewaz warto$ci funkcyi powtarzaja sie po uptywie peryodu,
wiec obserwowane wartoSci takze powijmy powtarzaé sie po uply-
wie peryodu. Naturalnie nie powtarzaja sie $ci§le, bo po pierwsze
zawieraja bledy, po drugie chyba przypadkowo moze sie zdarzyd,
zeby odstep czasu pomiedzy — powiedzmy — obserwacya k-ta a obser-
wacja i-tq byl doktadnie réwny peryodowi funkecyi. WyobraZmy
sobie np., ze najwieksze obserwowane wartoéci funkcyi sa mniej wie-
cej miedzy soba réwne i ze przytrafiaja sie w mniej wiecej rownych
odstepach czasu 7\, Tz wyobrazmy sobie dalej, ze najmniejsze
obserwowane wartoéci sa takze mniej wiecej jednakowe 1 ze odstepy
ezasu pomiedz}' niemi np. Tk, Tr+«... sg takze mniej wiecej réwne
pomiedzy soba a zarazem przyblizenie réwne odstepom JN\.LDN
wtedy mozna wzigé $érednia arytmetyczna ze wszystkich

za przyblizony peryod z ktérego =zaraz obliczymy

przyblizone Przyblizone warto$ci Avspoélezvnnikéow a i b

mozna obliczyé, traktujac z poczatku zadanie tak, jak gdyby

bylo dokladna wartoScia peryodu 1 biorac tylko tyle réwnan, ile
wspoéteczynnikéw chcemy obliczyé?). Nastepnie bierzemy wszystkie
réownania i metoda najmniejszych kwadratéw obliczamy poprawki.

Moze sie jednakze zdarzyé, ze do rozpoznania peryodu wystarcza

*) W tego rodzaju poszukiwaniach wielce pomocnemi sa metody graficzne-
') Rzecz prosta, ze w tego rodzaju zadaniach nie obywa si¢ bez proéb nie-
kiedy nieudatnych. Czesto zdarza sie, ze poczatkowo przyjete wyrazy okazuja sie

niedostateczne, ze trzeba wzia¢ w uwage jeszcze dalsze wyrazy i t. d.



obserwacye obejmujace okres czasu krotszy od samego peryodu.
Jezeli np. obserwujemy cialo krgzace po kole z jednostajng pred-
ko$cia katowg, to mozemy okreéli¢c peryod z predkosci katowe;j.
Wtedy do$é jest mieé obserwacye w ciggu okresu krétszego niz

sam peryod. Zalézmy, ze obserwowaliSmy wspélrzedne prostokatne:

w chwili czasu

Poniewaz wiemy, ze orbita jest kotem a predkos§é katowa jest

stala, wiec mozemy napisac:

gdzie a, bic sa to stale tymczasem jeszcze nieokreslone. Spostrze-
gamy, ze mozna je okreéli¢é juz z dwdch obserwacyi, a to dzieki
temu, ze uwazamy §rodek kota za wiadomy; gdyby byl niewia-
domy, to trzebaby mieé¢ trzy obserwacye. Polézmy mianowicie:

Oczywiécie mozemy natychmiast obliczyé Nawet
watpliwoéci co do kwadrantéw. w ktérych te katy maja byé poltozone,
nie bedzie, bo znamy znaki cosinuséw 1 sinuséw. Obliczywszy
katy zaraz znajdziemy stala ¢, ktéra nosi nazwe ,ruchu".
Jezeli np. liczymy czas na dnie, to odpowiednie ¢ nazywa sie ,ru-

chem dziennym". Obliczamy c¢ z réwnania

poczem zaraz otrzymamy 7 z réwnania

Co do stalej 6, to ta zalezy od wyboru ,epoki", t. j. tego
momentu czasu, ktory przyjmujemy za zero. Okre$lamy ja z réwnan



Wreszcie stala a obliczamy z réwnan

Widzimy stad, ze majac tylko dwie obserwacye mozemy na
a i b wzigé¢ $érednie z dwéch wartosci. Jezeli za§ mamy n obser-
wacyi, to mozemy na a i b wzial §Srednie z w wartoSci, a na c¢
$redniag. z n— 1 wartoSci.

Skoro mamy przyblizone warto$ci na a, b i ¢, to mozemy
obliczyé poprawki metoda podang w § 10 poprzedniego rozdziatu.
Oznaczmy te poprawki przez da. 6b 1 6c, rozwinmy wyrazenia na
x 1y w szeregi Taylora, urwijmy je na wyrazach liniowych
wzgledem poprawek i napiszmy ,réwnania bledéw"

Poréwnujac te réwnania z réwnaniami (35) poprzedniego roz-
dzialu spostrzegamy, ze to tosamo, co tam
i t. d. tosamo, co tam

tosamo. co tam
tosamo, co tam wreszcie tosamo, co tam
Zatem nie pozostaje nic wiecej jak utworzyé ,réwnania normalne",
podstawié¢ wartoéci liczbowe 1 t. d. *).

Przytoczymy konkretny przyktad wedle S. Newcomba?d).
W r. 1901 we Washingtonie T. J. J. See obserwowal Titanie
(satelite Uranusa). Z tych obserwacyl wynikaja nastepujace wspo6t-
rzedne satellity wzgledem planety

Zwracamy uwage na to, ze mieliSmy tu przypadek, w ktéorym zwiazki
pomiedzy wielkoSciami obserwowanemi a okre§lanemi z pomoca metody najmniej-
szych kwadratéw, nie sa liniowe.

2) Loc. cit. str. 67.



Orbita Ti tani i jest elipsa, ale korzystajac z tego, ze mimo-
§rdéd jest bardzo maly, mozemy w pierwszem przyblizeniu przyjaé,
ze jest kolem. Odpowiednio do tegox przyjmiemy, ze ruch Titanii
po orbicie jest jednostajny.

Jako epoke przyjmujemy zwykle moment w $rodku okresu
obserwacyi, tu dogodnie jest wzia¢é moment w poczatku tego okresu.
Newcomb przyjmuje epoke 13,5000 Maja, wskutek czego czasy beda

Obliczamy a:

skad $rednio Obliczamy

Tworzymy réznice:

skad wedle wzoréw: i t. d. trzy wartoSci na c

Neweomb przyjmuje Srednio Jak otrzymat te
$rednig, nie wiem, bo gdyby powyzszym trzem wartoSciom przydat
wagi J 1 o0, proporcyonalne do czaséw
to bytby otrzymal 41° 25'. Snaé pierwszej wartoSci na c¢ przydat
wage znacznie mniejszg. Pozostajac przy obranej przezen S$redniej
i przyjmujac epoke 13,5 Maja mamy

skad

Obecnie mamy wszystkie potrzebne daty. Obliczamy tedy x. y



i to tosamo co etc. oraz tosamo, co

we wzorach (A) obecnego pa-

ragrafu. Przed podstawieniem we wzory (A) dogodnie bedzie zmie-

ni¢ epoke i przenie§¢ zero czasu do momentu trzeciej obserwacyi.
Jednocze$nie zaokraglimy liczby 1 napiszemy

Nastepnie podstawimy we wzory (A) i otrzymamy

nastepujace réwnania bledow:

Tu nalezy zwréci¢ uwage na pewng wlasciwo$é réwnan przed
chwila napisanych, wtadciwoéé zreszta nieraz przytrafia-
jaca siel). Rozpoznamy ja analizujac réwnania (A), z ktérych roé-
wnania btedéw wynikly przez podstawienie. Oto wyrazy xx — xo it.d.
t. j. wyrazy x—a cos (bct) maja wymiary sekund katowych, bo
X, Y 1 t. d. sa podane w sekundach, za$ a cos (b ct) sktada sie
z dwéch czynnikéw, z ktérych jeden: cosinus jest czystq liczba,
a drugi: a ma wymiary sekund katowych. Jednem stowem wyrazy
wiadome w réwnaniach bledéw maja wymiary sekund katowych.
Wskutek tego pozostale wyrazy tych réwnan takze musza mieé
wymiary sekund katowych. WeZmy wyraz: cos (b -f- ct) éa. Ponie-
waz cos(6-|-cz) jest czysta liczba, wiec 6a musi mieé¢ wymiary
sekund katowych. Nastepn}' wyraz: — asin (b-j- ct) db takze ma
wymiary sekund katowych. We wyrazie tym sin (b-j- ct) jest czysta
liczba, ¢ ma wymiary sekund katowych, wiec juz a sin (b-\- c¢t) po-
siada pozadane wymiary i 6b musi byé czystq liczba. To znaczy,
ze db jest wyrazone w mierze lukowej, bo miara ta jest stosun-
kiem tuku do promienia kota, a wiec czysta liczba. Przez analo-
giczne rozumowanie dojdziemy do wniosku, ze takze t0c jest czysta
liczba, ze zatem dJc ma wymiary odwrotnoéci czasu, jak zresztg

') Nalezy zawsze zbadaé, czy w danern zadaniu nie przytrafia sie co$ po-

dobnego.

«



byé powinno, bo dc jest predkosécia katowa. Uwzglednimy te oko-
licznoéé przy ostatecznem obliczeniu poprawek.

Poniewaz w réwnaniach bledéw wspdlezynniki przy dc sa
okolo 100 razy wieksze niz wspdlczynniki przy da, a okolo 30 razv
wieksze niz wspélczynniki przy db, wiec dla utatwienia dalszych
rachunkéw ktadziemy

Wtedy zaokraglajac jeszcze wspdlczynniki, zmieniajac znaki
w niektérych réwnaniach i opuszczajac Ay As.. jako niepotrzebne
napiszemy:

Stad otrzymamy ,normalne" rdéwnania:

A stad

Poprawka da wypadta odrazu w sekundach, ale trzeba pamie-
tac o tem, ze b i ¢ w réownaniach btedéw byly wyrazone w mierze
tukowej, ze zatem poprawki ich wypadly takze w mierze tukowej. Po-
niewaz dogodnie wyrazi¢ je w minutach i poniewaz n odpowiada 180°

t.j. 10800', wiec trzeba pomnozyé przez

Dla kraglego rachunku mozna mnozyé przez 3438', poczem otrzy-
mamy db w minutach, za§ dc w minutach na dobe, bo dc ma



wymiary predkosci katowej, a za jednostke czasu przyjeliSmy dobe.
Tedy na dobe:

za$§ poprawione wartoSci ,elementow" orbity Titanii sa:

3. Przypadek, gdy dane sa wartoSci w punktach dzielacych
obwod kola na réwne czesci.

Nie mozemy tu rozwazaé¢ réznych specyalnych. rzadko przy-
trafiajacych sie zadan, chociazby tak interesujacych jak oddzielenie
niewymiernych, albo wykrycie utajonych peryodéw. Zato zajmiemy
sie pewng specyalng metoda, majacq bardzo obszerne zastosowanie
w praktyce, np. przy poprawianiu bledéw podziatek na kotach na-
rzedzi astronomicznych 1 t. d.

Jezeli funkeya jest peryodyczna a peryod jest znany, to do-
godnie jest obserwowaé te wartoéci funkcyi, ktére odpowiadaja
warto§ciom argumentu dzielacym obwéd kota na réwne czeéci, albo-
wiem obliczenie wspétczynnikéw ao. «J..., b... wzoru interpola-
cyjnego (1) jest wtedy znacznie utatwione. Wskutek tego obserwa-
torowie umyS$lnie rozktadaja obserwacye w taki sposdb, aby po-
wyzszy warunek byl spelniony. Chociaz wzory do obliczenia wspél-
czynnikow . wynikajaq takze z metody najmniejszych
kwadratéw, jednakze wolimy wyprowadzi¢ je tatwiejszym sposobem
polegajacym na dwéch elementarnych réwnoéciach

Wiadomo, ze

bo wogble

*) Gdyby$émy przyjeli za punkt wyjScia metode najmniejszych kwadratow,

to takze musielibySmy poslugiwaé sie temi sameini réwnosciami.



Zalézmy teraz, ze gdzie h jest liczba calg tak samo
jak kin.
Wtedy

a wskutek tego

Ale

przeto poprzednie réwnanie rozpada sie na dwa réwnania; o ktére
nam wtaénie chodzito:

@

Tylko wtedy, gdy gdzie r jest takze liczba cala,

bo wszystkie cosinusy sa réowne jednoéci, a wszystkie sinusy
sa réwne zeru.

Zauwazmy tez — co pézniej nam bedzie potrzebne —, ze jezeli

to takze

nawet wtedy, gdy p nie jest liczba cala.



Rzeczywiscie, skoro to chociazby p nie byto
liczba, cala, a zatem

skad zaraz wynikajg réwnania (4). Podobnie jak poprzednio i w tym
razie wyjatek bedzie wtedy, gdy 1t d.
Wtedy suma cosinuséw bedzie n a sinuséw 0, zupelnie tak
jak w réwnaniach (3).

4. Zastosowanie rownan (2) i (3) do interpolaeyi.

Zat6zmy dla prostoty, ze peryod funkcyi /(#), ktéora mamy
przedstawié przez szereg funkcyi kolowych (1), jest poniewaz
za§ mamy specyalnie rozwazaé¢ przypadek, w ktéorym obserwowane
warto$ci funkcyi odpowiadaja punktom dzielacym obwéd kola na
réwne czeéci, wiec polézmy.

gdzie n jest to liczba cata. Oznaczmy wartoSci f(x) odpowiadajace

argumentom: it. d. przez . it. d.
i poltézmy:

(5) (p = 0’ 152,3”-)7

gdzie 1 sq to wspdlczynniki, ktére mamy okreélié. Polézmy
w réwnaniu (5) kolejno: a otrzymamy sze-

reg roéwnan:

®

Wiecej réwnan napisaé nie mozemy, bo rdéwnania odpowia-
dajace zalozeniom: x — nA, x — w-j-1)A i t. d.,, dalyby znowu
kolejno pierwsze, drugie 1 t. d. réwnania (6).

Pomnézmy teraz réwnania (6) najpierw przez 1, 1, 1... 1 do-

dajmy je do siebie stronami odpowiedniemi, potem pomnébézmy



pierwsze rownanie (6) przez 1, drugie przez cos A, trzecie przez
cos 2A... it. d. i takze dodajmy, potem pomndézmy pierwsze przez 1,
drugie przez cos 2A, trzecie przez cos 4A... 1t d. i takze do-
dajmy,... wogbéle pomndézmy pierwsze przez 1, drugie przez cos gqA
trzecie przez cos 2qA... 1t, d. (gdzie q jest jakakolwiek cata liczba),
i dodajmy stronami odpowiedniemi.

Rozwazmy odrazu przypadek ogélny t.j. ten, w ktérym mno-
zymy kolejne réwnania (6) przez 1, cos gA, cos 2gA... 1 t. d. Po

dodaniu réwnan otrzymamy:

co mozna tez tak napisad:

Wybierzmy teraz z prawe] strony wszystkie wyrazy, w kté-
rych figuruje wspélczynnik ao, potem wszystkie wyrazy, w kto-
rych figuruje wspélczynnik a¢ 1 t. d. Wezmy np. wyrazy, w kto-

rych figuruje- wspélezynnik q,,

1 poré6wnajmy sumy stojace w nawiasach z pierwszym wzorem (4).
"Widzimy, ze te sumy znikaja. Tak samo, jezeli weZmiemy wyrazy?

w ktérych figuruje wspélczynnik by
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to zobaczymy, ze na mocy drugiego réwnania (4) sumy w nawia-
sach znikaja.

Jednakze prawa strona naszego rownania nie jest cata réwna
zeru. Podczas gdy wszystkie sumy, przez ktére sq pomnozone wspél-
czynniki 6p, znikaja, pomiedzy sumami, przez ktére sg pomnozone
wspbteczynniki ap. nie znikna te, w ktorych

0)

gdzie r jest to liczba cata; wtedy bowiem stosuja sie nie réwna-
nia (4) a réwnania (3) i odpowiednie sumy cosinusdéw s réwne
liczbie n.

Poniewaz wedle zalozenia wiec roéwnosci (7) sa ro-

wnowazne réwnosciom
(7 bis)

Ktadac kolejno it d. otrzymamy
z rownosci (7 bis)

Przeto réwnanie nasze przywodzi sie do

®

Z drugiej strony mnozac réwnania (6) przez O,

i postepujac tak samo jak poprzednio otrzymamy

Zdawaloby sie, ze kladac kolejno ~==0,1,2,3... in inf. mo-
zemy otrzymaé mnieograniczona liczbe réwnan (8) i (9). W istocie
jednak liczba ich jest ograniczona. Latwo przekonaé sie o tem,
wstawiajac do réwnan (8) i (9) zamiast g najpierw — n — q, potem
—\~91 —~\~11 »— 2 w-j-j it d Z powodu, ze nA = 2n,
lewe strony réwnan (8) pozostaja niezmienione, za$é lewe strony
réwnan (9) tylko zmieniaja znak; po prawej stronie tych ré-

wnan jedne wspodlczynniki wstepuja na miejsce drugich, przyczem



w réwnaniach (8) takze nawet znaku nie zmieniaja a w rdéwna-
niach (9) zmieniaja znaki jednoczeénie z lewemi stronami. Slowem
wcigz otrzymujemy te same réwnania. Réznych od siebie réwnan
otrzymamy tylko n. t. j. tyle, ile bylo réwnan (6). Za$§ z n réwnan
mozemy okre§li¢é nie wiecej jak n wspdlczynnikéw.

Niektére wspodlczynniki mozemy odrazu przyréwnaé do zera.
Mianowicie szereg Fouriera (5) nie zawiera wspdlczynnikow

z odjemnymi wskaznikami, mozemy wiec potozyé

tylko w razie, gdy q= 0, to a_1= a_o= ao. przeto nie moze by¢é
przyréwnane do zera. Spojrzawszy za§ na wzor (8) widzimy, ze
wskutek tego aor wystapi z czynnikiem 2. Skorzystamy z tej uwagi
nieco dalej, teraz za$§ przejdziemy do wspoélczynnikéw z dodatnimi
wskaznikami. Zatézmy, ze wspdlczynniki ao, a., ., tworza zbiezny
i szybko ubywajacy szereg, ze taksaino wspélczynniki , bs,  bs..
tworza zbiezny 1 szybko ubywajacy szereg 1 pominmy we wzorach
(8) 1 (9) wszystkie wspodtczynniki oprécz tych, ktére posiadaja naj-
nizsze dodatnie wskazniki. W ten sposéb =ze $cistych réwnan (8)
1 (9) otrzymamy nastepujace przyblizone wzory, stuzace do obli-
czenia wspoélczynnikow szeregu Fouriera:

We wzorach tych wolno kta§é 0= 1,2,... it. d.,, wreszcie co
najwyzej jezeli n jest nieparzyste, za§ co najwyze]
jezeli n jest parzyste.

Dla obliczenia  sluzy — w my$§l wyzej zrobionej uwagi — wzor

(11)

z ktorego widaé, ze jest §rednig arytmetyczng wszystkich da-
nych wielkosci. Co do to wiemy, ze , jak to zreszta wy-
nika z drugiego wzoru (10j.

Astronomia teoretyczna. 6



Powiedzieliémy przed chwila, ze gdy n jest nieparzyste
w= 2m-j-1), to mozna polozyé co najwyzej
Oczywiécie otrzymamy m wspélezynnikow: z pierw-
szego wzoru (10), tylez wspé6lczynnikdéw: < z drugiego
wzoru (10) i jeden wspétczynnik ao ze wzoru (11), razem 2m-j-1 = ro
wspbéteczynnikéw, t.j. tyle, ile jest réwnan (6). Ze tak byé musi, to
jest zupelnie jasne. Natomiast powiedzenie, ze gdy n jest parzyste
W= 2m), to mozna co najwyzej polozyc
wymaga objaénienia. Obja$nienie jest tembardziej potrzebne, ze
wladnie ten przypadek zawsze zachodzi w praktyce, albowiem dla
utatwienia rachunkéw zawsze dzielimy obwdd kola na parzysta,
nawet na podzielng przez 4 ilo$é rownych odstepéw. Zdawaloby sie,
ze kladac 2,... m otrzymamy z réwnan (10) 2m wspélczyn-
nikéw, a wiec doliczajac jeszcze ao pochodzace ze wzoru (11) ra-
zem 2m-\-I wspélczynnikéw, t.j. o jeden wiecej niz mozna otrzy-
maé¢ z n— 2m réwnan (6). W istocie jednak otrzymamy tylko 2m
wspbteczynnikéw. Aby przekonaé sie o tem, wr6émy na chwile do
($cistego) réwnania (9) 1 polézmy w niem n= 2m, ¢g= m. Zwa-
ZYWSZY, ze natychmiast skonstatujemy, ze obie
strony réwnania obracajg sie w zero. Zatem bm z réwnania (9) okre-
§li¢ sie nie da. Kladziemy je réwnem zeru, ale nie na podstawie
réownania (9), a dlatego, ze nastepujace po bm wspdlczynniki przy-
réwnujemy do zera.

Oprocz tego zachodzi tu jeszcze inna okoliczno$é. Oto ktadac

n= 2m; ¢q= m w réwnaniu (8) spostrzegamy, ze Zatem
pomijajac inne wspdélczynniki musimy pozostawié a wsku-
tek tego =z réwnania (8) otrzymamy na réwno polowe tej war-

toéci, ktéra otrzymaliby§my z pierwszego réwnania (10). Mianowicie
otrzymujemy

Dla obliczenia nalezy postugiwaé sie wzorem (12) a nie (10).
Teraz widzimy, dlaczego w przypadku, gdy n jest parzyste
we wzorach (10) nalezy ktasé q= 1,2, 3,... 1 co najwyze]j
Zreszta zly to znak, gdy trzeba obliczaé am. Zazwyczaj obliczamy
je tylko dlatego, aby ostatecznie przekonaé sie, ze rozwiniecie
funkcyi f(x) w szereg (5) jest nieprzydatne. Wszak wzory (10)
polegaja na zaltozeniu, ze szeregi wspélczynnikdéw a;i by sa szybko



zbiezne, ze wolno wobec a; pominaé nawet azm_q, a wobec by nawet
b*m—a' Lecz gdy ¢q jest juz bliskie do w, to lacno moze sie zda-
rzyé, ze amm_g juz nie bedzie znikome w pordéwnaniu z aq, lub zZe b,im_q
nie bedzie znikome w poréwnaniu z by Polézmy np. n— 2m = 24.
Jasnem jest, ze gdy szereg jest szybko zbiezny, to zawsze wolno
pomingé agzs w poréwnaniu z asz, ale bardzo latwo moze sie zda-
rzyé. ze nie mozna bedzie pominaé ais w poréwnaniu z aj,. A za-
tem nawet wtedy, gdy wspédlczynniki a 1 by tworzag
zbiezne szeregi, wzory (10) sg tein mniej doktadne,
im q jest blizsze do m. Dlatego to interpolacya przez wzoér (5)
jest mozliwa 1 udatng tylko wtedy, gdy f(x) daje sie przedstawié
z dostateczna doktadnoscia przez ilo§¢ wyrazow!) duzo mniejsza
anizeli n= 2m.

Ale mbégltby kto powiedzieé, ze obliczajac n— 2m wspdlczyn-

nikéw ao, ain.. a,n, bs,... b, osiagniemy wieksza dokladnoéé,
bo wtedy wzdr (5) odtworzy nam dane warto$ci funkecyi /o,/1,
/,_1 absolutnie §ciéle. Na to odpowiemy, ze o absolutnie $ciste od-
tworzenie wielkosci fe l2... — zawierajacych zresztg
btedy obserwacyi — wcale nie chodzi, bo je bez tego posia-
damy. Chodzi nam o wzér do obliczania wartoéci funkeyi f (x) po-
miedzy danemi warto$ciami yo, fi-- 1 t. d.,, a wlaénie wtedy,
gdy z powodu malej zbieznoéci musimy oblicza¢ coraz to dalsze
wspdétezynniki a: 1 b; tak, ze ¢ zbliza sie do m, to.owe poérednie
wartoéci sa niepewne. Bywamy zmuszeni do obliczania coraz to
dalszych wspélczynnikéow zazwyczaj wtedy, gdy f{x) nie daje sie
wyrazi¢ z dostateczng dokladno$cia zapomoca mniejszej niz n iloéci
wyrazéw. Mozna wtedy zlemu =zaradzié, dzielac kazdy dawny od-
step na dwa lub wiecej réwnych miedzy soba odstepéw 1 robigc
nowe obserwacye w nowych punktach podziatu.

»~Mutatis mutandis" mozna to samo powiedzie¢ o przypadku,
gdy n jest nieparzyste, ale przypadku tego — ze wzgledu na nie-
slychanie rzadkie zastosowanie w praktyce — blize] rozpatrywadé
nie warto. Konczymy praktyczng uwaga, ze nalezy obliczaé wiecej
wspéteczynnikéw niz potrzeba, aby przekonaé sie, czy ktéry z po-

minietych wspé6lczynnikéw nie jest przypadkowo wiekszy od zatrzy-

*) Liczymy ta kazdy cos i sin w szeregu (5) oddzielnie, a wiec powia-

damy np., ze szereg

sklada sie z trzech wyrazow.



manych. albo czy wspélczynniki dalsze, ktére, jak sie zdawato, szybko

ubywaja, nie wzrastaja znowu poczawszy od pewnego wskaznika.

5. Przyklad.

Zapozyczamy nastepujacy przyktad u U. J. Leverriera.
Dane sa w réwnych odstepach co 22°5 promienie wodzace Merku-
rego w jednostkach astronomicznych [jednostka astr. to prawie do-
ktadnie polowa wielkiej osi orbity ziemskiej]:

a trzeba wyrazi¢ promien wodzac)' jako funkcye peryodyczng argu-
mentu?). Spostrzegamy, ze funkcya jest parzysta, wskutek czego
wszystkie wspdlezynniki b; beda réwne zeru. Zreszta n = 16,
A= 22°30'00". Najpierw obliczamy ao t.j. Srednig arytmetyczna
ze wszystkich szesnastu danych wartoéci i znajdujemy ao= 0,3952801.
Nastepnie przystepujemy do obliczenia ai> az... Na podstawie pierw-
szego wzoru (10), korzystajac ze znanych zwigzkéw:

itd
mozemy napisac:

1) Annales de l'Observatoire de Paris. Tom I-ssy str. 144 i 145.
2) Cho¢ Lererrier tego nie powiada, ale oczywiScie argumentem jest dlu-

go$¢ heliocentryczna Merkurego.



Podstawiajac wartosci liczbowe znajdziemy

Leverrier wyliczyl jeszcze trzy wspdlezynniki, t. j. wyliczyl

tyle wspétczynnikow, ile sie dalo, mianowicie:

Naturalnie sg one troche niepewne, ale poniewaz ich absolu-
tne wartoSci sg bardzo male, wiec niepewno$é niema dostrzegal-
nego wplywu na rezultaty t. j. na obliczenie promienia wodzacego.
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ROZDZIAL V.

Niektore rozwiniecia w szeregi.

1. Rozwiniecia w szeregi funkeyi trygonometrycznych.

W astronomii czesto zdarza sie nastepujace zadanie. Liuk y
jest zwiazany z lukiem x réwnaniem:

trzeba stad wyprowadzi¢ wzdér na samo y. Aby go otrzymaé, prze-
rézniczkujmy dane réwnanie wzgledem parametru m\

skad

Ale — podniéstszy do kwadratu dane réwnanie — mozna
napisac:
skad

Rugujac za pomoca ostatniego wzoru Z wyrazenia na

otrzymamy



Zamiast funkcyi trygonometrycznych wprowadzamy wykta-
dnicze z urojonymi wyktadnikami:

przeto

Korzystajac z tozsamosci

mozemy napisaé

Poniewaz m jest zazwyczaj mniejsze od jednoéci, wiec mozna.
wvkonaé dzielenie:

Teraz za§ odwrotnie zastepujac funkcye wykladnicze przez
trygonometryczne znajdziemy

Stad znowu catkujac otrzymamy szukany wzdér na y

Jezeli y znika razem z ,r, to nalezy potozyé n — 0.

Zalé6zmy, ze dane jest rdwnanie

Dla prostoty zalozymy, ze y 1 x staja sie jednoczeénie zerem.
Utwérzmy
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Stad przez tatwe przeksztalcenia otrzymamy:

Korzystajac z tozsamosci

1 ze znanego zwiazku

mozemy to zaraz sprowadzi¢ do ksztattu:

zupelnie analogicznego do réwnania

z ktérego przed chwilg wyprowadziliémy wzér (1). Stosujac tedy
wz6r (1) natychmiast znajdziemy

Rozwiniemy jeszcze w podobny sposéb:

Znowu tworzymy pochodna wzgledem m

znowu zastepujemy funkeye kolowe przez wykltadnicze i1 korzy-
stamy z tozsamoS$ci:



poczem dochodzimy do przeksztalconego wzoru

Znowu wykonujemy dzielenie, znowu laczymy po dwa wy-

razy 1 napowr6ét wprowadzamy funkcye kolowe, poczem otrzymamy

Stad za$ catkujac otrzymamy szukany wzor

®

Rozwiniemy wreszcie w szereg funkcye

Wzér powyzszy mozna napisa¢ w ksztalcie

Wykonujac dzielenie i wogdle postepujac tak jak przy wy-
prowadzeniu wzoréw (1) i (3) zaraz otrzymamy

Podnoszac przedostatni (przechodowy) wzér do potegi k i1 na-
stepnie dopiero rozwijajac otrzymalibyémy analogiczny wzér na yk.

Jasna jest rzecza, ze, jak to zreszta wynika ze sposobu wy-
prowadzenia, wzory (1), (3) 1 (4) sa zbiezne, jezeli m jest zawarte
pomiedzy granicami — 1 1 -}- 1. Co za§ do wzoru (2), to widzimy,
ze m moze byé dowolnie wielkie, ale musi byé dodatnie. Rzecz
prosta, ze ,ceteris paribus" wzory (1), (3) 1 (4) sa tem szybciej
zbiezne, im m jest blizsze do zera, a wzdér (2) jest tem szybcie]
zbiezny, im m jest blizsze do -j- 1.



2. Rozwiniecie w szereg wielomianéw Legendre'a.

Spotykamy to rozwiniecie w teoryi przyciggania. Niech be-
dzie wyrazenie

Napiszmy je w ksztalcie

i zalézmy, ze absolutna warto$é a(2x — a) jest mniejsza od je-
dnosci. Wtedy stosujac wzér dwumianowy Newtona mozemy na-
pisac:

)

Wykonajmy potegowanie 1 ugrupujmy wyrazy szeregu (5)
wedle poteg parametru a. Zaraz widzimy, ze jednakowe potegi
znajduja sie w réznych wyrazach tego szeregu. Potega zerowa znaj-
duje sie tylko w pierwszym wyrazie, pierwsza tylko w drugim, ale
juz druga figuruje tak w drugim jak w trzecim, a wyzsze potegi znaj-
duja sie we wielu wyrazach. Mozemy jednak wybraé wszystkie
wyrazy zawierajace np. a" w nastepujacy sposéb. Poniewaz

wiec a" figuruje w m-\-1-szym wyrazie szeregu (5), jezeli
Zatézmy, ze ten warunek jest spelniony ize np. m-\-k= n. Wtedy

z w-f-1-szego wyrazu szeregu (5) otrzymamy

(6)

Mnozac licznik 1 mianownik przez



i skracajac, co sie da. przyprowadzamy to wyrazenie do ksztaltu

przeto mozemy napisaé wyrazenie (6 bis) w ksztalcie

Ale

wiec pozostaje

Mnozymy wreszcie licznik 1 mianownik przez 1.2.3.. ,n
i otrzymujemy

Wyrazenie (6 ter) pochodzi z m-\- 1-szego wyrazu szeregu (5),

jezeli Aby zebraé wszystkie wyrazy ksztaltu (6 ter)
zawie tajace trzeba oczywi$cie sumowaé od ewentualnie
od jezeli n jest nieparzyste, az do m— n. Poniewaz
jednak

skoro : wiec mozna zaczalé sumowanie od m = 1, bo w ten

spos6b dodajemy do sumy same zera. Otrzymujemy tedy ostate-
cznie grupe wyrazéw zawierajac)’ch w ksztalcie



Nie trudno przekonaé sie, ze suma w nawiasie to nie innego
jak n-ta potega dwumianu: x2—1, zatem mozna napisaé wyraze-
nie (7) w ksztalcie:

(7 bis)

Stad za$ wynika nastepujace rozwiniecie w szereg

w ktérem
9

Funkeye X. nosza nazwe ,wielomianéw Legendre'a", za-
raz bowiem widaé, ze funkeya X, jest wielomianem stopnia n. Dla
przykladu wypiszemy tu kilka wielomianéw Legendre'a najniz-
szych rzeddéw:

(10)

Jezeli wezmiemy wspoélrzedne biegunowe izalozymy, ze
gdzie y jest to kat miedzy dwoma promieniami, z ktérych jeden ma
kierunek a drugi kierunek t. J. jezeli polozymy

to po podstawieniu wielomiany Legendre'a (10) przejda na tak
zwane wielomiany Laplace'a, ktére znowu sg specyalnym przy-
padkiem ogélniejszych funkcyi kulistych Laplace'a. W razie gdy
x — cosy, to warto$¢ wielomianu Legendre'a wzglednie La-
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place'a jest zawsze zawarta pomiedzy granicami — 1 a -j- 1, je-
zeli za§ wielomian jest rzedu parzystego, to nawet tylko miedzy
0 a+ 1

Zauwazmy, ze wtedy takze warunki, aby szereg (8) byl zbie-
zny, sa spelnione, o ile chodzi o X, bo do zbieznoéci szeregu (8)
potrzeba, aby tak a jak a byly zawarte pomiedzy granicami — 1
a + 1.



ROZDZIAL VI.

Sfera niebieska i sferyczne wspoélrzedne.

1. Sfera niebieska, horyzont, ekliptyka, rownik, punkty
réwnonocne, kolury.

W astronomii postugujemy sie gtéwnie — choé nie wytgcznie —
wspolrzednemi biegunowemi. Jezeli Srodek wspdlrzednych znajduje
sie w miejscu obserwacyi, to wspélrzedne nazywamy ,widomemi",
jezeli w érodku ziemi, to geocentrycznemi", jezeli w érodku stonca,
to ,heliocentrycznemi".

Wyobrazamy sobie kule zatoczong naokolo §rodka wspélrze-
dnych nieskonczenie wielkim promieniem 1 nazywamy ja ,sfera
niebieska". MoglibyS§my takze przyjaé, ze promien sfery niebie-
skiej jest skonczony; ale o wiele dogodniej uwazaé go za nieskon-
czenie wielki, bo mozemy wtedy w poréwnaniu z promieniem po-
mijaé skonczone odlegloéci np. odlegltoé¢ miedzy érodkiem ziemi
a miejscem obserwacyi, mozemy uwazacé¢ pltaszczyzny 1 pro-
ste ro6wnolegle za identyczne i t. d.

W dalszym ciagu czesto bedziemy moéwié¢ o trzech plaszczy-
znach: horyzontu, ekliptyki i réwnika. Plaszczyzna horyzontu jest
to plaszczyzna prostopadla do kierunku sily ciezkoéci w miejscu
obserwacyi*), a wielkie kolo, w ktérem przecina sie ze sfera nie-
bieska, nazywamy ,horyzontem". Plaszczyzna horyzontu jest sty-
czna do powierzchni spokojnej cieczy w miejscu obserwacyi. Stad
pochodzi, ze uzywamy powierzchni spokojnej rteci do wyznaczenia
plaszczyzny horyzontu. Prosta majaca ten sam kierunek, co sila
ciezko$éci w miejscu obserwacyi, nazywamy prostqa pionowa, albo
krécej ,pionem". Mozna tez powiedzieé, ze pion jest to styczna do

Niekiedy rozrézniaja tak zwana ,plaszczyzne geocentrycznego hory-
zontu", t. j. plaszczyzne rownolegla do horyzontu, przechodzaca przez Srodek

ziemi. Jest to pojecie malo przydatne. Wspominamy o niem dla informacyi.



linii sity ciezko$ci w miejscu obserwacyi. Z okreSlenia wynika, ze
pion i plaszczyzna horyzontu sa do siebie wzajemnie prostopadle,
oraz ze kazde miejsce na powierzchni ziemi ma inny pion 1 inng
ptaszczyzne horyzontu.

Plaszczyzna ,ekliptyki" nazywamy te, przechodzaca przez
$rodek sltonca ptaszczyzne, w ktorej lezy droga ziemi naokolo slonca,
ewentualnie plaszczyzne do niej réwnolegla. Sciéle biorac droga
ziemi naokoto storca nie jest krzywa dokladnie plaska; ale pomi-
jajac drobne zboczenia w sposéb, o ktérym bedzie dalej mowa,
otrzymujemy pewng krzywa plaska zwang $rednigq drogg ziemi.
Plaszczyzne tej §redniej drogi ziemi nazywamy plaszczyzng ekliptyki.
Ekliptyka za$§ nazywamy to wielkie kolo, wzdluz ktérego plaszczy-
zna $redniej drogi ziemi przecina sie ze sfera niebieska. OczywiScie
ekliptyka jest jedna dla wszystkich miejsc obserwacyi.

Plaszczyzna ,réwnika" nazywamy ptaszczyzne prostopadia do
osi obrotu ziemi. Wielkie kolo, w ktérem plaszczyzna rownika przecina
sie ze sferg niebieskq, nazywa sie ,niebieskim réwnikiem". Rownik
jest oczywiécie takze jeden dla wszystkich miejsc obserwacyi.

Poniewaz plaszczyzny réwnika i1 ekliptyki sa do siebie na-
chylone [pod katem okoto 23°], wiec przecinaja sie wzdluz prostej
zwanej ,prosta rownonocng". Punkty, w ktérych prosta réwnono-
cna przebija sfere niebieska, t.j. punkty, w ktérych ,réwnik"
i ,ekliptyka" przecinajg sie ze sobg, nazywajq sie ,punktami réwno-
nocnymi". W swym pozornym ruchu naokolo ziemi slonice prze-
chodzi przez jeden z tych punktéw na wiosne podnoszac sie (wzgle-
dem poélnocnej pétkuli ziemi) z pod réwnika ponad réwnik. Punkt
ten nazywamy punktem ,wiosennego poréwnania dnia z noca".
Przez drugi, wprost tamtemu przeciwlegly punkt ,jesiennego po-
réwnania dnia z nocg" stonice przechodzi w jesieni schodzac (wzgle-
dem poéinocnej pétkuli ziemi) z nad réwnika pod réwnik. Bedziemy
tymczasem uwazaé punkty réwnonocne za nieruchome: o ich po-
wolnem cofaniu sie na ekliptyce bedzie mowa dalej.

Przeprowadzmy przez oé obrotu ziemi i przez prosta rdéwno-
nocna plaszczyzne. Wielkie koto, w ktérem ta plaszczyzna przecina
sie ze sfera niebieska, nazywamy ,kolurem réwnonocnym". Wiel-
kie kolo, ktérego plaszczyzna takze przechodzi przez o§ obrotu
ziemi, ale jest do ptaszczyzny koluru réwnonocnego prostopadia,
nazywamy ,kolurem przesilenia" (solstitialnym), bo w punktach,

w ktérych kolur przesilenia przecina ekliptyke, nastepuja przesi-



lenia letnie 1 zimowe. dJasna jest rzecza, ze prosta prostopadia
w $érodku ziemi do ekliptyki lezy w ptlaszczyznie koluru prze-
silenia a punkty, w ktorych ta prosta przebija sfere niebieska,
czyli tak zwane ,bieguny ekliptyki" leza na samym kolurze prze-

silenia.

<« m

2. I-szy system wspolrzednych.”

Za plaszczyzne fundamentalng przyjmujemy plaszczyzne ho-
ryzontu w miejscu obserwacyi, za 0§ biegunowa prosta pionowa
w miejscu obserwacyi. Z dwoéch punktéw, w ktérych prosta pio-
nowa przebija sfere niebieska, ten, ktéry znajduje sie nad glowa,
nazywamy ,zenitem", aten. ktory znajduje sie pod nogami, ,nadi-
reni". Przez o§ biegunowa (przez pion) przeprowadzamy ,plaszczyzny
pionowe (wertykaty"). Wielkie kota, wzdtuz ktérych plaszczyzny
pionowe przecinaja sie ze sfera niebieska, nazywamy ,kolami pio-
nowemi". Male kola réwnolegle do horyzontu nazywamy ,kolami
wysokoéci" albo ,almukantarami". Pomiedzy plaszczyznami piono-
wemi wyrbzniamy te, ktéora przechodzi przez o§ obrotu ziemi i na-
zywamy Ja ,plaszczyzna poludnika" a odpowiednie wielkie koto
na sferze niebieskiej nazywamy ,niebieskim potudnikiem". Slad
plaszczyzny poludnika na plaszczyznie horyzontu nazywamy ,linia
poludnikowgq". Punkty, w ktérych linia potudnikowa przebija sfere
niebieska, nazywamy: jeden ,poludniowym", drugi ,pdéinocnym
punktem horyzontu". Plaszczyzna pionowa prostopadia do ptaszczy-
zny potudnika nazy”wa sie plaszczyzna ,pierwszego kola pionowego"
(pierwszy wertykal). Slad jej na plaszczyznie horyzontu to linia
,wschodnio-zachodnia". Punkty, w ktérych ten §lad przebija sfere
niebieska, to punkty ,wschodni" i ,zachodni" horyzontu. Polozenie
punktu na sferze niebieskiej oznaczamy za pomoca dwéch katéw.
Jeden kat to odlegto$éé katowa od horyzontu, ktéra nazywamy ,wy-
sokoécig". Zamiast wysokoéci mozna uzyé tez odlegto§é katowa od
zenitu, ktéra jest dopelnieniem wysokoéci do 90°. Druga wspoélrze-
dng jest kat pomiedzy plaszczyzng potudnika a plaszczyzna tego kota
pionowego, ktére przechodzi przez dany punkt. Kat ten nazywamy
yazymutem". NajczeSciej licza azymuty od lewej strony ku prawej
zaczynajac od potudnia. Zatem na potudniu azymut wynosi 0°, na
zachodzie 90°. na pdéinocy 180°, na wschodzie 270°. Inneini stowy
liczymy azymuty w kierunku pozornego ruchu slonca od potudnia
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przez zachdd, péinoc, wschéd, napowrdt ku potudniu. Marynarze
czesto licza od 0° do 180° w obie strony t.j. od poludnia przez
zach6d ku pélnocy i od poludnia na wschéd ku pélnocy. Geodeci
czesto licza azymut w tym samym kierunku co astronomowie, ale
poczynajac od pélnocy przez wschdéd, poludnie, zachéd, napowrédt
ku poéinocy. Azymut liczony od wschodu lub zachodu nazywaja
samplituda". Jak widzimy, pierwszy system wspoélrzednych jest
sztywnie zwigzany ze ziemiq.

3. Il-gi system.

Za o$ biegunowa przyjmujemy o$ obrotu ziemil!), lub inna
prosta do niej réwnolegla a za plaszczyzne fundamentalng plaszczy-
zne rownika. Wyobrazamy sobie plaszczyzny przechodzace przez
0§ biegunowy, a wiec prostopadle do plaszczyzny réwnika. Wielkie
kota, wzdluz ktoérych te ptaszczyzny przecinaja sie ze sfera niebie-
ska, nazywamy ,kotami godzinowemi". Pomiedzy temi kolami jest
jedno, ktérego plaszczyzna przechodzi przez miejsce obserwacyi
1 jest identyczna z plaszczyzna potudnika. Male kola réwnolegle
do réwnika nosza nazwe ,réwnoleznikéw deklinacyi". Punkty,
w ktérych o$ biegunowa przebija sfere niebieskg, nazywamy ,bie-
gunami niebieskimi". Pdélnocny biegun znajduje sie na tej samej
stronie réwnika co péilnocny bieguu ziemi, poludniowy na tej samej
co poludniowy biegun ziemi. Pozycye punktu na sferze niebieskiej
wyznaczamy za pomocg ,deklinacyi" i ,kata ,godzinowego". De-
klinacya jest to katowa odlegto§¢ punktu od réwnika. Liczymy ja
od 0° do 90° na poélnoc (deklinacya pdinocna, dodatnia) i od 0°
do —90° na potudnie (deklinacya potudniowa, odjemna) od réwnika.
Niekiedy zamiast deklinacyi wprowadzamy odlegto$é¢ katowa od pét-
nocnego bieguna, ktéra oczywiscie dopelnia sie a deklinacya do 90°.
Druga wspélrzedna: kat godzinowy jest to kat pomiedzy plaszczy-
zng potudnika a plaszczyzna tego kola godzinowego, ktére prze-
chodzi przez dany punkt. Katy godzinowe liczymy od poludnia na
zach6d2?) i dalej w porzadku S— W — N —E — S albo w stopniach,
albo w godzinach (godzina = 15°). System ten, jako sztywnie ze zie-
mig zwigzany, uczestniczy w codziennym jej obrocie. Wskutek tego

*) Czestokroé nazywaja te o§ ,osia Swiata".
2) Zatem za pozornym ruchem slonca i gwiazd oraz za wskazowkami zegarka.

Astronomia teoretyczna. 7
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katy godzinowe gwiazd stalych nieustannie wzrastaja i powiekszaja
sie 0 360° w ciggu doby gwiazdowej. Natomiast deklinacye gwiazd
stalvch sa — o ile nie uwzgledniamy pewnych powolnych i dro-
bnych zmian — stale.

4. Ill-ci system, wspolrzedne réwnikowe.

Widzieliémy, ze U gi system wspélrzednych kreci sie wraz
ze ziemig. W IIl-cim systemie 0§ biegunowa i plaszczyzna funda-
mentalna sa te same co w II-gim, a wiec osia biegunowg jest o$
Swiata a plaszczyzna fundamentalng ptaszczyzna réwnika, ale sy-
stem ten nie uczestniczy w ruchu obrotowym ziemi. 'Jédria Wspdl-
rzedng. deklinacye ma wspélng z II-gim systemem, ale druga wspdél-
rzedna. acz podobna do kata godzinowego, jest wszakze od niego
rézna, bo dla gwiazd stalych stala. Jest nia kat pomiedzy ptaszczy-
zna przechodzaca przez o§ $wiata oraz przez punkt wiosennego po-
réwnania dnia z noca a plaszczyzng przechodzacg przez o§ Swiata
1 przez dana gwiazde. Kat ten nazywamy ,rektascensyg" [wznie-
sieniem prostem] a liczymy go w katach lub godzinach przeciw
wskazowkom zegarka a za kierunkiem obrotu ziemi. t. j. w kie-
runku wprost przeciwnym jak kat godzinowy.

5. IV-ty system, wspolrzedne ekliptyczne.

Ptaszczyzna fundamentalna jest plaszczyzna ekliptyki, a pro-
sta do niej prostopadla jest osia biegunowa. Punkty, w ktérych o$
biegunowa przebija sfere niebieska, nazywamy ,biegunami" ekli-
ptyki. Jako jedna wspdlrzedna stuzy katowa odlegtosé od ekliptyki.
zwana ,szerokoscig niebieska" i liczona w podobny sposéb jak de-
klinacya. Jako druga wspélrzednga, zwana ,niebieska dlugoscia",
bierzemy kat pomiedzy plaszczyzng przechodzgaca przez prostg pro-
stopadla do ekliptyki 1 przez punkt wiosennego poréwnania dnia
z noca a plaszczyzna przechodzacq przez te sama prosta 1 dany
punkt. Taksamo jak rektascensye liczymy diugoé§é¢ od zachodu przez
poludnie na wschdd, t, j. przeciw wskazéwki*m zegarka, a w kie-
runku rzeczywistego obrotu ziemi.

Tak w IIl-cim jak w IV-tym systemie wspdélrzedne gwiazd
stalveh sa, o ile nie uwzgledniamy pewnych malych i1 powolnych
zmian, state.
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Uwaga. Rektascensye, katy godzinowe, dlugosci czesto liczymy
w godzinach, minutach i1 sekundach. Trzeba pamietaé, ze

0. Przeksztalcenie z II-go systemu wspoélrzednych w III-ci
i odwrotnie.

Przeksztatcenie to jest bardzo latwe, bo jedna ze wspdlrze-
dnych: deklinacya d jest wspdélna obu systemom a pomiedzy po-
zostalemi dwoma zwiazek jest liniowy. Tak katy godzinowe t. jak
rektascensye a liczymy wzdluz réwnika; tylko pierwsze liczymy
od potudnika na zachéd (w kierunku pozornego ruchu gwiazd).
a drugie od wiosennego pordéwna
nia dnia z noca na wschéd (w kie-
runku obrotu ziemi). Niechaj pta-
szczyzna papieru bedzie plaszczy-
zng réwnika, niechaj OS bedzie
linia, potudnikowa, przyczem S
znajduje sie¢ na poludniowej stro-
nie nieba. Niechaj OG bedzie §la-
dem plaszczyzny kola deklinacyi
gwiazdy na pltaszczyznie réwnika,

a ta strona prostej] réwnono-
cnej, ktora jest skierowana ku punktowi wiosennego pordéwnania
dnia z nocg Y- Wtedy

katowi godzinowemu danej gwiazdy,
rektascensyi danej gwiazdy,
rektascensyi poludnika.

Z rysunku (Ryc. fi) zaraz widaé, ze

Nazwaliémy tu kat $ rektascensya potudnika, Tao liczyliémy
go od Y do S, ale gdybyémy go liczyli w przeciwnym kierunku:
od S ku to wypadtoby go nazwaé¢ katem godzinowym wiosen-
nego poréwnania dnia z nocq. Widzimy stad, ze rektascensya po-
ludnika 1 kat godzinowy wiosennego poréwnania dnia z nocg sa
sobie réwne, tylko licza sie w innym kierunku. Oprécz tego kat 6>

T



ma jeszcze trzecia nazwe, mianowicie nazywamy go ,czasem gwia-
zdowym".

Przeksztalcenie z I-go systemu w Ill-ci i odwrotnie — robimy
przez posrednictwo II-go systemu, taksamo przeksztalcenie z II-go
w IV-ty przez poérednictwo III-go, wreszcie przeksztalcenie z I-go
w IV-ty przez posérednictwo II-go i III-go. Widzimy stad, ze précz
przed chwilg rozwigzanego zadania musimy rozwigzaé jeszcze dwa,
mianowicie zadanie o przeksztalceniu z I-go systemu w II-gi i za-

danie o przeksztalceniu z III-go sj"stemu w IV-ty.

7. Przeksztalcenie z I-go systemu w Il-gi.

Dane sa: wysoko$§é gwiazdy A, jej azymut A i1 szerokoéé

miejsca obserwacyi (p)| nalezy znale$é¢ deklinacye gwiazdy 6 1 jej
kat godzinowy ¢.

Za zataczonym rysunku

(Ryc. 7) G wyobraza rzut

gwiazdy na sfere niebieska,

Z zenit, P biegun poéinocny

osi §wiata, N. Wi $ punkty:

péinocny, zachodni i1 potu-

dniowy horyzontu;tedy NWS

przedstawia horyzont, WMR

réownik, NZS koto potudni-

kowe, PGM kolo godzinowe

gwiazdy. ZGK jej kota pionowe. Miejsce obserwacyi naturalnie

znajduje sie w $érodku kuli. a poniewaz promien jej jest nieskon-

czenie wielki, wiec uwazamy je za identyczne ze $érodkiem ziemi.

Luk NP t.j. wysoko$é bieguna nad horyzontem nazywa sie geo-

graficzna szerokoécig miejsca obserwacyi, ktérg tu oznaczyliémy

przez (p. Luk GM jest to wedle definicyi deklinacya gwiazdy d,

a luk GK jej wysoko$é nad horyzontem. Kat przy Z miedzy po-

ludnikiem a kolem pionowem gwiazdy to wedle definicyi jej azy-

mut A, a kat przy P pomiedzy poludnikiem a kolem godzinowem

gwiazdy to wedle definicyi kat godzinowy t. Kat ¢ przy G na-

zywa sie ,katem parallaktycznym". Rozwazmy tréjkat sferyczny

ZPG, ktorego wierzchotki znajduja sie: Z w zenicie, P w biegunie
osi Swiata a G w gwiezdzie. W tréjkacie tym buki sa:



Dalej katy sa: n—A przy Z. t przy P, q przy G. Zasto-
sujmy do tego tréjkata wzory zasadnicze (4) z rozdzialu I-go. ktadac:

a otrzymamy natychmiast

Wzory te latwo przeksztalcimy na wzory obliczalne przez
logarytmy kltadac podobnie jak w § 5 rozdziatu I-go

skad

Postepujac podobnie jak tam obliczamy najpierw pomocniczy
kat M ze wzoru

nastepnie omijajac obliczenie czynnika m obliczamy ¢ ze wzoru

oznacza odleglo§é katowa od zenitu.



wreszcie obliczamy 6 ze wzoru

Poniewaz jest zawsze zawarte miedzy wiec

jest zawsze dodatni i1 za pomocg réwnan mozna
zawsze rozstrzygnaé, w jakim kwadrancie lezy kat ¢ 1 jaki znak
ma 6, dodatni czy odjemny.

8. Przeksztalcenie z II-go systemu w I-szy.

Dane sg 1 nalezy okre§li¢c A1 A. Z tego samego troj-
kata sferycznego, ktéry rozpatrywaliSémy w poprzedniem zadaniu,
na podstawie tych samych wzoréw zasadniczych (4) rozdzialu I-go
zaraz otrzymamy:

®)

Aby przerobié te wzory na wzory obliczalne przez logarytmy,
polozymy:

skad

W dalszym ciaqgu postepujemy tak, jak w poprzedniem za-
daniu. Poniewaz h jest zawsze zawarte miedzy wiec

cos h jest zawsze dodatni i o kwadrancie, w ktérym lezy kat A
(azymut), oraz o znaku kata A rozstrzygamy na podstawie réwnan
3 bis, pamietajac,, ze wedle umowy (§ 5 rozdz. I) m ]> 0.

*) Przypominamy, ze w § 5 rozdzialu I-go umoéwiliSmy si¢ uwazaé m za

dodatnie.
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9. Przeksztalcenie z IIl-go systemu w IV-ty.

Wezmy tréjkat sferyczny, ktérego wierzcholki znajduja sie;
jeden w pélnocnym biegunie $éwiata P, drugi w pélnocnym biegu-
nie ekliptyki 77 a trzeci w gwiezdzie G, jak to widaé ze zalaczo-
nego rysunku. Précz tego w tym rysunku oznacza réwnik, SxM
ekliptyke, SiIIPS: ,kolur" przesilenia. PY ,kolur" rdéwnonocny,
ktore zresztq narysowaliSmy tylko dla przykladu, bo w zadaniu

zadnej specyalnej roli nie odgrywaja. Dalej X = dtugosci nie-
bieskiej. MG = ft— szeroko$ci niebieskiej gwiazdy, "\fR= a— jej
rektascensyi BG = 6= jej deklinacyi. Wreszcie tuk IIP=E — na-
Ekhphjka
J Rownik

chyleniu ekliptyki do réwnika, bo oczywiécie tuk ten jest réwny
katowi miedzy osig ekliptyki i osig $éwiata, a ten znowu jest réwnv
katowi lirfR (przy Y) pomiedzy ekliptyka a rownikiem. Boki na-
szego trojkata sa: I[IP=£, Tier= 90°—  PG=$0° — d, za$ katy:
kat przy P=90°-f-a, przy 77=90° —1i, wreszcie przy G kat
parallaktyczny = g¢q. Znéw na podstawie wzordéw (4) rozdzialu I-go
zaraz znajdziemy:

Aby je przerobi¢ na wzory obliczalne przez logarytmy, kla-
dziemy:



skad

10. Przeksztalcenie z IV-go systemu w IIl-ci.

7 tego samego tréjkata sferycznego PIIG zaraz otrzymujemy

ktadac za$

otrzymujemy obliczalne przez logarytmy wzory

(5 bis)

Uwaga. Wzory (2 bis), (3 bis), (i bis) i (5 bis) daja nie-
kiedy nie do$é Sciste rezultaty. Zdarza sie to wtedy, gdy ktéry
tan gen s przedstawia sie jako stosunek dwoéch bardzo matych
wielkoSci. Wtedy najlepiej jest odstapi¢ od wzordéw dajacych sie
logarytmowaé 1 wykonaé¢ rachunki z pomoca odpowiednich orygi-
nalnych wzoréw, t. j. wzoréw (2), (3), (4), wzglednie (5).

Zrobimy tu jeszcze niektére zadania.

11. Okreslenie kata godzinowego, jezeli dana jest wysokosé
znanej gwiazdy i szeroko$¢ miejsca obserwacyi.

Dane sa zatem h i (p, a poniewaz gwiazda jest znana, wiec
wiadoma jest takze jej deklinacya d. WeZmy trzeci wzér (3) i roz-
wigzmy go wzgledem cos t.



Stad zaraz wynika

W dalszym ciagu dogodnie jest zamiast h wzigé jego dopel-

nienie do t. j. zenitalna odlegloéé Piszemy tedy:

Stosujac znane wzory trygonometryi

i wprowadzajac symbol

otrzymamy wzoér

ktory bywa bardzo czesto uzywany przez marynarzy. Istnieja na-
wet osobne tablice pomocnicze ulatwiajace odno$ne rachunki.

12. Okre$lenie azymutu znanego ciala niebieskiego z jego

wysokosci, jezeli szeroko$¢é miejsca obserwacyi jest znana.

W tym przypadku znamy cp, 6 1 h, np. znamy ¢>1 6 z efe-
merydy, a h z obserwacyi. Zupelnie tak samo jak w poprzedniem
zadaniu na podstawie trzeciego wzoru (2) znajdujemy

Znowu wprowadzamy

1 piszemy wzdr pod postacia
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Nastepnie przeksztalcamy prawa strone za pomoca znanych

WZOrow:

1 otrzymujemy
0)

Za. pomocg wzordow (6) i (7) mozna wyznaczy¢ poludnik. Za-
16zmy np.. ze, jak to czesto zdarza sie w praktyce, wyznaczyliSmy
azymut slofica z jego wysoko§ci za pomoca wzoru (7). Skoro znamy
azymut slonca w pewnej chwili, to wiemy jaki kat tworzy pla-
szczyzna poludnika z plaszczyzna pionowa przechodzaca przez o$
lunety, a wiec ,eo ipso* znamy polozenie poludnika. *

Poniewaz deklinacya zmienia sie ustawicznie (w Matciri Wrze-
$niu zmiana dochodzi do 1' na godzine), wiec chcac mie¢ dokladne
rezultaty, trzeba obserwujac h sloica jednoczeénie notowaé czas,
aby mddz interpolowaé z efemeryd odpowiednig deklinacye stoncal).

Wzory (6) i (7) nie daja zadnych wskazéwek, wjakim kwa-
drancie maja sie znajdowaé katy ¢ wzglednie A, ale w praktyce'
zawsze wiadomo, w jakim kwadrancie nalezy je umie$cié.

13. Wschod i zachéd gwiazdy.

W chwili, gdy gwiazda wschodzi lub zachodzi, jej] wysokoéé
réwna sie zeru. Potézmy tedy w trzecim wzorze (3) h— 0 a otrzy-
mamy:
®)

Wprowadzmy do tego réwnania odleglo§é od bieguna péino-

cnego i rozwigzmy je wzgledem

©

Oczywiscie réwnanie jest mozebne tylko wtedy, gdy stosunek
jest zawarty miedzy Gdy , to

Przyczem trzeba takze pamietaé¢ o tem, ze efemerydy sa obliczone dla
pewnej dlugoéci geograficznej, na ktorej czas Sredui jest wogéle inny niz w miejscu

obserwacyi. Por. nast. rozdzial.
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rownanie jest niemozebne: gwiazda nigdy nie zachodzi, t.j. wiecznie
znajduje sie nad horyzontem. Gdy

gwiazda dotyka horyzontu na samej p6tnocy. Gdv

to réwnanie jest mozebne, a poniewaz danej warto$ci cos ¢t odpo-
wiada tak samo 360° —t jak £, wiec réwnanie (9) ma dwa rozwia-
zania. z ktérych jedno (¢) odpowiada wschodowi, a drugie (360°— ¢)
zachodowi gwiazdy. Z drugiej strony zwazywszy, ze kat godzinowy
liczy sie od potudnika, widzimy, ze poludnik dzieli drogi gwiazd
na dwie réwne czeéci. Gdy jd> 1802 — (p. to réwnanie (9) jest
znowu niemozebne: gwiazda zawsze pozostaje pod horyzontem.

WeZzmy np. Krakéw. W Krakowie (p — 50°06, zatem gwiazdy,
ktérych p jest mniejsze niz 50706, t.j. te, ktéorych deklinacya jest
wieksza niz 39°94, zawsze znajduja sie nad horyzontem. Gwiazdy,
ktérych deklinacya jest dodatnia ale mniejsza od 39°94, oraz gwia-
zdy potudniowego nieba, ktorych deklinacya jest zawarta miedzy
0° a —39794. wschodza 1 zachodza. Wreszcie gwiazdy potudnio-
wego nieba, ktorych deklinacya jest zawarta miedzy — 39®94 a —90°,
nie s3 w Krakowie widzialne.

Dla gwiazd poéilnocnego nieba tang/; jest dodatni, a wiec na
péinocnej poétkuli ziemi réwnanie (9) daje dla tych gwiazd odjemna
warto§¢ na cosz: ich punkty wschodu znajduja sie pomiedzy 90°
i 180° a punkty zachodu miedzy 180° a 270°. t. j. pierwsze znaj-
duja sie miedzy punktami £ i N a drugie miedzy punktami Ni W
horyzontu. Dla gwiazd potudniowego nieba tang”o jest odjemny,
a wiec na poéilnocnej poétkuli ziemi réwnanie (9) daje dla tych gwiazd
dodatnia warto$é na cosz: ich punkty wschodu znajduja sie pomie-
dzy punktami S i E, a punkty zachodu miedzy punktami W i S

horyzontu.

Zastosujmy jeszcze réwnanie (9) do storica. Odlegloéé biegu-
nowa stonca zmienia sie od gdzie (mniej
wigcej). Jezeli zatem to podwéjny warunek:

jest zawsze spelniony i1 slonce codziennie wschodzi 1 zachodzi, za$
luk pomiedzy punktami wschodu i zachodu, t.j. dlugo$é dnia wzra-
sta. gdy p zmniejsza sie. t. 1. gdy deklinacya stonca wzrasta (| od-
wrotnie). Jezeli za$ to stoice pozostaje nad horyzon-
tem poty, dopoki t. j. poty, poki Zato stonice



pozostaje wciaz pod horyzontem poty, poki t. j. poty,
poki deklinacya jest mniejsza niz

Jednakze powyzsza teorya wymaga pewnego uzupelnienia, bo
pominieto w niej rézne okolicznoéci majace wplyw na widomy
wschdéd 1 zachdéd. Nie méwimy o tem, ze jezeli na wschodniej stro-
nie horyzontu znajduja sie géry, to musimy zobaczyé wschéd
pbézniej anizeli to wypada ze wzoru (9). Nie méwimy takze o tem,
ze jezell obserwatori um jest wysoko polozone, to wschdéd jest zawsze
przyspieszony a zachdéd opdzniony. Przeciwnie wyobrazamy sobie?
ze obserwujemy na idealnej réwninie 1 tuz u powierzchni gruntu.
Ot6z nawet wtedy momenty wschodu i zachodu nie beda takie,
jakie wynikaja z rownania (9), a nieco inne. Przedewszystkiem
refrakcya, o ktérej bedzie mowa dalej, zawsze zwieksza wysoko§é
cial niebieskich nad horyzontem. Dzieki refrakcyi zawsze widzimy
wsch6d nieco wcezeéniej, a zachdéd nieco pézniej niz to byé powinno.
Nastepnie, o ile chodzi o stonice i ksiezyc, to poniewaz ich widome
$rednice wynosza okolo pél stopnia, wiec juz lub jeszcze wi-
dzimy ich krawedzie nad horyzontem, podczas gdy ich érodki znaj-
duja sie jeszcze lub juz okolo 1/4 stopnia pod horyzontem. Po
drugie, poniewaz ich deklinacye sa wlaéciwie obliczone dla §rodka
ziemi a odlegloéé obserwatoryum od $rodka ziemi nie jest absolu-
tnie znikoma w pordéwnaniu do odlegtosci tych ciall) od ziemi, wiec
trzeba uwzgledni¢ parallakse. Jednakze w przypadku slohica po-
prawka na parallakse jest tak matla, ze za wyjatkiem tych przy-
padkéw, w ktéorych wymagana jest bardzo wielka dokladno$é,
mozna ja zaniedbaé. Trzeba uwzglednié¢ tylko wplyw refrakcyi
i rozmiary stonca. Oté6z poniewaz w samym horyzoncie refrakcya
zwieksza wysoko$¢é o mniej wiecej 34' a polowa $rednicy slonca
wynosi okolo 16', wiec widzimy krawedz slonca nie w chwili, gdy
h— 0, a w chwili, gdy A— — 50'. Poniewaz sin 50'= — 0,0145,

wiec zamiast réwnania (8) trzeba pisaé:

(8 bis)
a zamiast réwnania (9)

(9 bis)

1) Te same uwagi odnosza sie takze do planet.



Naturalnie, skoro chodzi o slonce, to nie mozna braé deklina-
cyl w poludnie danego dnia, a trzeba interpolowaé ja dla chwili
wschodu, wzglednie zachodu, pamietajac przyteni o rdznicy czasu
miedzy miejscem obserwacyi a potudnikiem, dla ktérego efeme-
ryda zostala obliczona.
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ROZDZIAL VII.

Czas.

1. Zasadnicza jednostka czasu. Doba gwiazdowa i sloneczna.

Za jednostke zasadniczg czasu przyjmujemy ten odstep czasu,
w ciagu ktérego =ziemia wykonuje jeden obrét naokolo swej osi.
Mozemy uwazaé obrét ziemi za prawie zupelnie jednostajny, skad
wynika, ze kolejne czasy obrotu sa prawie $ci$le miedzy soba ro-
wne. Mowimy ,prawie", bo niektére fizyczne procesy powinny
oddzialywaé na predkos§é obrotu, np. tarcie przyplywéw powinno
go zwalniaé. Z drugiej strony w ruchu ksiezyca istnieje pewne
niewytlémaczone przyspieszenie, ktére moznaby tlémaczyé przez
zwiekszenie sie samej miary czasu. Jednakze to nie sa rzeczy abso-
lutnie pewne. Scislego doséwiadczalnego dowodu, ze czas obrotu
ziemi powiekszyl sie w historycznych czasach choéby o drobny
utamek sekundy, nie posiadamy. Wobec tego mozemy czas obrotu
ziemi uwazaé wprawdzie nie za bezwzglednie, ale za praktycznie
stala wielko$¢ *).

Ziemia obraca sie ze zachodu na wschéd, wskutek czego sfera
niebieska wraz ze wszystkiemi cialami niebieskiemi pozornie obraca
sie ze wschodu na zachéd. Chwila, w ktérej pewne cialo niebieskie,
lub wogdle jakikolwiek punkt sfery niebieskiej przechodzi przez
poludnik miejsca obserwacyi, nazywa sie chwilg jego ,przejscia"
przez potudnik, jego ,kulminacyi".

Bieguny osi $wiata dziela potudnik na dwie potowy. Gdy
gwiazda przechodzi przez te potowe potudnika, w ktoérej znajduje

1) Moznaby tak zreformowaé¢ mechanike, aby czas obrotu ziemi byl bez-
wzgledna stala. Ale taka reforma bylaoy prawdopodobnie z innych wzgledéw nie-
dogodna Zreszta poczynajaca sie w naszych czasach reforma mechaniki péjdzie,

jak sie zdaje, w innym kierunku.



sie zenit *miejsca obserwacyi, to kulminacye nazywamy ,gdérna";
gdy za$é przechodzi przez te polowe, w ktdérej znajduje sie nadir,
to kulminacye nazywamy ,dolna". W gornej kulminacyi kat go-
dzinowy gwiazdy wynosi: O0h, 24", 48" .--, w dolnej: 12", 36",
60"... 1 t. d.

Obrét ziemi uwazamy, jak powiedzieliémy wyzej, za jedno-
stajny. Gdyby jeszcze polozenie Nosi obrotu ziemi w przestrzeni
i wewnatrz ziemi bylo state, to sfera niebieska pozornie obracataby
sie zupelnie jednostajnym ruchem. Ale, dzieki pewnym zmianom
polozenia ziemskiej osi obrotu w przestrzeni, odstepy czasu miedzy
jedng kulminacya danego punktu sfery niebieskiej a druga nie sg
$ciSle jednakowe. Im dany punkt jest blizszy do bieguna, tem roéznice
miedzy odstepami czasu, uplywajacymi od jednej kulminacyi do
drugiej, sa wieksze, podczas gdy u punktéw potozonych na réwniku
sq prawie niedostrzegalne. W praktyce mozemy uwazaé r6znice mie-
dzy odstepami czasu, uptywajacymi od jednej kulminacyi danego
punktu réwnikowego do drugiej, za prawie zupelnie réwne miedzy
sobg. Za miarodajny przyjmujemy odstep czasu pomiedzy dwoma
gérnemi kulminacyami wiosennego punktu poréwnania dnia z nocgl).
Nazywamy go ,doba gwiazdowa", a dzielimy go na 24 godziny
,ewiazdowe", godzine gwiazdowa na 60 minut ,gwiazdowych" 1it. d.

Z powodu owych malutkich, przed chwila wspomnianych per-
turbacyi dlugo$éé doby gwiazdowe] nie jest §ciéle stala 1 nie jest
zupelnie doktadnie réwna czasowi obrotu ziemi naokolo osi. Ale to
sa zboczenia nazbyt male, aby mogly mie¢ w praktyce jakiekol-
wiek znaczenie.

Nazywamy ,czasem gwiazdowym" kat godzinowy punktu
wiosennego poréwnania dnia z nocg. Juz z § 6 poprzedniego roz-
dzialu wiemy, ze ,czas gwiazdowy" to to samo, co [wciaz zmie-
niajaca sie] rektascensya potudnika. W chwili, w ktérej rektascen-
sya jakiej$ statej gwiazdy (por. § 4 poprzedniego rozdzialu) i czas
gwiazdowy, t. j. rektascensya poludnika sg réwne, gwiazda wlaénie
przechodzi przez potudnik (gérna kulminacya!).

,Doba sloneczna" jest to odstep czasu pomiedzy dwoma gor-

Poniewaz to jest punkt idealny przez zadna gwiazde nieoznaczony, wiec
kulminacye jego wyznaczamy posrednio przez kulminacye gwiazd. Odstepoéw czasu
miedzy kulminacyami samych gwiazd nie mozemy przyjaé za miarodajne ze wzgledu

na ruchy wlasne gwiazd i na niektére inne powody.



nemi kulminacyami sloica na tym samym potudniku. ',Czas sto-
neczny" (prawdziwy) jest to poprostu kat godzinowy slonca,

7Z powodu rocznego obiegu ziemi naokolo stonica, odbywajacego
sie ze zachodu na wschdéd, sltorice pozornie posuwa sie na sferze nie-
bieskiej w tym samym kierunkul!). Wskutek tego rektascensya slonca
wcigz wzrasta, mianowicie w ciggu roku, t.j. od jednego wiosen-
nego pordéwnania dnia z noca do drugiego rektascensya wzrasta
o cale 24". Wskutek tego w kazdej nastepnej dobie gwiazdowe]j
stoice przechodzi przez potudnik pédzniej niz w poprzedniej i doba
stoneczna jest dluzsza od gwiazdowej o tyle?), ze w roku miesci
sie dob stonecznych o jedna mniej niz gwiazdowych.

W zyciu powszedniem stosujemy sie do sltonica, przeto rachu-
jemy czas na doby stoneczne. Ale rektascensya stonca wzrasta nie-
réwnomiernie najpierw dlatego, ze pozorna droga stonca ekliptyka
jest nachylona do réwnika, wzdluz ktérego liczymy rektascensye;
a wiec réwnym lukom ekliptyki odpowiadaja nieréwne *tuki ré-
wnika, po drugie dlatego, ze sam ruch stonca w ekliptyce, jako
odbicie nieréwnomiernego ruchu ziemi naokolo slonca, jest takze
nier6wnomierny. Wskutek za§ nier6wnomiernego wzrastania rekta-
scensyi doby stoneczne sa miedzy soba o tyle nieréwne3), ze nie
nadaja sie do mierzenia czasu. Aby otrzymacé¢ réwne pomiedzy sobg
doby. wyobrazamy sobie fikcyjny punkt, krazacy po réwniku
ze stala predkoécia tak obrana, ze jego rektascensya w ciagu roku
wzrasta o 24\ Punkt ten nazywamy ,éredniem stoncem". W ciagu
roku $rednie stonce to pozostaje poza rzeczy wistem, to wyprzedza
je, ale suma zboczen dodatnich kompensuje sume zboczen odjemnych.
Odstep czasu pomiedzy jedna ,gérna kulminacyq" $redniego stonca
a druga jest naturalnie staly, a nazywa sie ,doba $érednia stone-
czna". Kat godzinowy fikcyjnego $redniego stonica nazywa sie ,cza-
sem $rednim stonecznym". Rzeczywisty czas sloneczny nazywaja
tez niekiedy ,widomym", chwile gdérnej kulminacyi rzeczywistego
stoica nazywaja ,widomem poludniem", a chwile gérnej kulminacyi
$redniego slonca ,éredniem potudniem". W astronomii doba liczy

Latwo przekonaé¢ sie o tern, obserwujac gwiazdy tuz przed i tuz po
wschodzie slonca. Przekonamy sie, zo slonice wschodzi i zachodzi razem z gwia-
zdami coraz to dalej na wschéd polozoneini.

» Srednio o 3% 55%9 ...

3) W zimie pélnocnej polkuli dluzsze, w lecie krotsze.



sie nie od pdlnocy, jak w zyciu powszedniem, a od poludnia, wsku-
tek czego godziny przedpotudniowe naleza do doby poprzedniej.

Oznaczajac czas widomy stoneczny przez Tu a éredni przez T,
rektascensye prawdziwego stonca przez au. a rektascensye $redniego
przez aor, mozemy na podstawie réwnania (1) poprzedniego roz-
dziatlu napisaé:

oY)

To znaczy, ze réznica miedzy czasem gwiazdowym i stonecznym
prawdziwym réwna sie rektascensyi prawdziwego stonca, a rdéznica
pomiedzy czasem gwiazdowym 1 slonecznym $rednim réwna sie
rektascensyi $redniego stonica. Poniewaz tak a. jak am jest tylko
jedne dla calej ziemi, wiec pomimo tego, ze w jednej i tej samej
chwili absolutnego czasu na réznych obserwatoryach—czasy: gwia-
zdowy 1 oba sloneczne sa rdézne, jednakze rdznice miedzy czasem
gwiazdowym 1 obu slonecznymi sa jednakowe.

2. Rownanie czasu.

Réwnaniem czasu nazywamy rdéznice miedzy czasem §Srednim
stonecznym a czasem prawdziwym slonecznym, t.j. réznice miedzy
katami godz nowymi slonca éredniego 1 prawdziwego. Oznaczywszy
réwnanie czasu przez E z réwnan (1) poprzedniego paragrafu otrzy-
mamy:

Wiec réwnanie czasu jest jednoczeénie réznica miedzy rektascen-
sya prawdziwego a rektascensya $redniego stonca 1 jest oczywiécie
dla calej ziemi w tej samej absolutnej chwili czasu jednakowe. Aby
je obliczyé, trzeba znaé pozorny ruch stonica po ekliptyce. Poniewaz
tym ruchem bedziemy zajmowaé sie pézniej, wiec powiemy tylko, ze
réwnanie czasu jest podane na kazdy dzien w efemerydach. Wezmy
np. ,Berliner .lahrbuch® na rok 1911. Wezmy 16 Listopada. Znaj-
dziemy, ze dnia tego w S$rednie poludnie w Berlinie réwnanie czasu
wynosi —lom 18*06. Zatem wedle réwnania (2) w Srednie poludnie
w Berlinie bylo juz 15m18!06 czasu prawdziwego. Zapytajmy, jaki
byl czas prawdziwy w érednie poludnie w Krakowie tego samego
dnia. Krakéw lezy na wschéd od Berlina. Wskutek tego w Kra-

A6tronomia teoretyczna. 8
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kowie!) jest Srednie poludnie wtedy, gdy w Berlinie jest 23" 33m 44*52
poprzedniego dnia (réznica czasu Krakéw—Berlin = 26m 15%48)
i réwnanie czasu w Krakowie w $§rednie poludnie 16 Listopada jest
takie jak w Berlinie 15 Listopada o godzinie 23" 33"'44*52. Tego
réwnania czasu niema w efemerydzie, ale mozna je wyinterpulo-
waé (do§é wziaé pierwsza rdéznice). Mianowicie w Berlinie w §re-

dnie poludnie

Stad wynika, ze 15 Listopada o 23" 33m 44*52 berlinskiego
czasu Sredniego, t. j. w samo Srednie krakowskie potudnie réwna-
nie czasu wynositlo — 15" 18f24. Innemi stowy 16 Listopada w $re-
dnie krakowskie potudnie bylto juz 15™ 18f24 czasu slonecznego.
W podobny sposéb mozna obliczyé czas stoneczny prawdziwy
0 kazdej porze dnia i roku.

Widzielidémy tu, ze w Listopadzie czas stoneczny $redni jest
mniejszy od prawdziwego, t. J. pozostaje za nim w tyle (E < 0).
Wogéle E zmienia sie w nastepujacy sposéb: Dnia 1 Stycznia
E wynosi okolo -[-4 minut (czas $redni wyprzedza czas rzeczy-
wisty). Potem E roénie az do 11 Lutego, mianowicie tego dnia
czas $redni wyprzedza czas rzeczywisty o prawie IP/2 minut. Od
11 Lutego E zmniejsza sie. Zerem staje sie 15 Kwietnia, poczem
poczyna przybieraé wartoéci odjemne. Dnia 14 Maja dochodzi pra-
wie do wartoSci — 372 minuty [czas Sredni pozostaje w tyle za
prawdziwym czasem slonecznym]. Odtad E znowu zbliza sie do zera.
Dnia 14 Czerwca ponownie przechodzi przez zero, poczem wzrasta
az do 26 Lipca, w ktéorym to dniu wynosi okolo 6%/4 minuty.
Odtad znowu zmniejsza sie i dnia 1 Wrze$nia znowu przechodzi
przez zero. Najmniejsza warto$éé jodjeinnie najwieksza] osiaga 3 Li-
stopada, mianowicie wynosi w tym dniu okolo —I6y3 min. Potem
znowu zbliza sie do zera. Dnia 24 Grudnia przechodzi przez zero
1 staje sie znowu dodatniem.

Dzieki temu, ze deklinacya slofica wciaz zmienia sie, potu-
dnie widome (rzeczywiste) nie dzieli dnia [t. j. odstepu czasu mie-
dzy wschodem 1 zachodem stonca] na pét. W okresie wzrastania

Nalezy pamietaé, ze moéwimy teraz o czasie miejscowym, nie o $rodkowo-

europejskim.
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deklinacyi popotudnie prawdziwe jest nieco dluzsze od przedpotudnia,
a w okresie zmniejszania sie deklinacyi nieco krétsze. Poniewaz za$
$rednie potudnie przypada to przed, to po widomem, wiec przedpo-
ludnie cywilne i1 popotudnie cywilne sg jeszcze wiecej miedzy soba
nier6wne jak przedpoludnie i1 popoludnie prawdziwe. Przytem na-
przemiany to cywilne przedpotudnie, to cywilne popoludnie jest
dtuzsze. Np. w jesieni érednie poludnie przypada po widomem, cy-
wilne popoludnie jest kroétsze od przedpoludnia [prawdziwe popotu-
dnie jest takze krétsze od przedpotudnia, ale réznica jest mniejsza].
Od zimowego przesilenia dzieje sie¢ odwrotnie. W Styczniu popolu-
dnie wzrasta, gdy przedpoludnie jeszcze skraca sie i t. d.

3. Czas miejscowy, $rodkowo-europejski, absolutny.

,Czas miejscowy" liczy sie od miejscowego $redniego potu-
dnia. O nim to méwiliémy w poprzednim paragrafie. Na wschéd
czas miejscowy jest coraz to wiekszy, na zachdéd coraz to mniejszy.
Réznica wynosi 4 minuty na kazdy stopien dlugo$ci geograficznej.
Dla ujednostajnienia rozktadéw jazdy na kolejach 1 innych celéw
praktycznych w 'zachodniej Europie (W. Brytania, Belgia, Hiszpa-
nia, Portugalia, a od jesieni 1911 r. takze Francya] przyjeto czas
»zachodnio-europejski", t. j. po prostu greenwichski. W &érodkowej
Europie [Niemcy. Austro-Wegry, Dania, Szwecya, Norwegia, Szwaj-
carya, Wtochy i Malta] przyjeto czas ,$rodkowo-europejski". dJest to
czas poludnika o 15° na wschéd od Greenwichu potozonego, przeto
réwno o godzine wiekszy od greenwichskiego. Poniewaz dlugosé
Krakowa [dokladniej dtugoéé¢ kota poludnikowego w obserwato-
ryum krakowskiem] jest: 1"19m50?27 na wschéd od Greenwichu,
wiec miejscowy czas krakowski jest od $érodkowo-europejskiego
o 19m 50J27 wiekszy. Gdy wiec np. wedle czasu $rodkowo-europej-
skiego mamy 12-ta w poludnie, to wedle czasu Sredniego krakow-
skiego jest juz 19™50!27 na 1-szg, a jednoczeénie wedle czasu za-
chodnio-europejskiego 11-ta. We wschodniej Europie [Butgarya, Tur-
cya europ, 1 Rumunia] przyjeto czas ,wschodnio-europejski" o dwie
godziny wiekszy od greenwichskiego. W Rosyi europejskiej !) przy-
jety jest na kolejach czas ,petersburgski". wlaéciwie czas obserwa-

W Kroélestwie na liniach kolejowych Warszawa-Wiedenn (pomimo upanstwo-
wienia), W.-Kalisz i W.-Bydgosy.cz jeszcze w Lutym 1912 r. pozostawal w uzyciu

czas warszawski o I'' 24™ 7*25 wiekszy od greenwichskiego.

8%



toryum putkowskiego o 2"1m 18*57 wiekszy od greenwichskiego
a o 1"1m 18f57 wiekszy od Srodkowo europejskiego. Stany Zjedno-
czone poélnocnej Ameryki sa podzielane na 5 paséw (taksamo Ka-
nada). Od wybrzeza Atlantyku do ftl!!* dlugosci zachodniej od
Greenwichu czas ,atlantycki" o 4* mniejszy od greenwichskiego,
od 67V2° W do W ,wschodni" o 5 godzin mniejszy, od

82V20 W do 97Ve® W centralny" o 6 godzin mniejszy, od 97'/j0 W
do \12/:° W ,gbrski" o 7 godzin mniejszy, wreszcie od il'21/./*W
do wybrzeza Oceanu Spokojnego czas ,Oceanu Spokojnego" (Pacific)
o 8 godzin mniejszy. W Japonii przyjeto czas o 9 gadzin wiekszy
od greenwichskiego it. d Linia, na ktérej zmienia sie data o jeden
dzien, przechodzi przez cieSnine Bthringa, idzie Oceanem Spokoj-
nym na zachdéd od wysp Aleuckich 1 od wysp Sandwich prze-
chodzi pomiedzy wyspami Tonga i1 Samoa, potem na wschdd od
Nowrj Zelandyi. Przebieg ma do$é krety!).

Jezeli zachodzi potrzeba synchronizowaé zjawiska odbywajace
sie na réznych punktach powierzchni ziemi, to zazwyczaj przywo-
dzimy wszystkie czasy do czasu greenwichskiego. Zwyczaj
ten utart sie oddawna. Np. seisrnolog chcac zbadaé rozchodzenie sie
fali seismicznej danego trzesienia ziemi przywodzi zapisy stacyi
seismicznych japonskich, amerykanskich i t. d. do czasu green-
wichskiego. Zaprowadzenie jednostajnego, czyli, jak niektérzy —
niewlasciwie zreszta — mowia, ,absolutnego" czasu na calej ziemi,
byloby oczywiécie w stosunkach codziennych niedogodnern. Dla-
tego tez podnoszony kilkakrotnie projekt =zaprowadzenia takiego
jednostajnego czasu (aby nikogo nie obrazié, proponowano np. czas

jerozolimski; na calej ziemi — zawsze upadal.

4. Rok zwrotnikowy, gwiazdowy i t. d. Era juliahska.

,Rok [zwrotnikowy] tropiczny" jest to odstep czasu pomiedzy
dwoma po sobie nastepujacemi przejéciami Sredniego slonca przez
punkt wiosennego poréwnania dnia z noca, ale takze nie rzeczywistego
a $redniego. Kolejne odstepy pomiedzy przejéciami Sredniego stonca
przez prawdziwy punkt wiosenn<go pordéwnania dnia z noca sa mie-
dzy soba z powodu nutaeyl nieré6wne. Te zmiany — zresztq nie-
wielkie — majg charakter peryodyczny. Wykluczamy je biorac

1) Daty te po wigkszej czeSci zapozyczylem 2z ,Companion to the Obaer-

vatory", Luudyn 1912, str. 27



$redni odstep czasu. Oproécz tego sq jeszcze pewne wiekowe zmia ny
pochodzace z przyspieszenia w cofaniu sie punktéw réwnonocnych;
ale tych wcale nie eliminujemy, bo sa tak powolne, ze kazdy rok
tropiczny jest od poprzedniego tylko o 0%0005 krétszy. Dilugoéé roku
tropicznego (zwrotnikowego) w dobach §&rednich slonecznych jest

365,24220 ...

Poniewaz w swym pozornym codziennym obiegu (ze wschodu
na zachéd) naokoto ziemi punkt wiosennego poréwnania dnia z noca
coraz to bardziej wyprzedza stonce a po roku zwrotnikowym znowu
je dogania, wiec oczywiScie w ciggu roku zwrotnikowego wykonuje
o jeden obieg wiecej niz stonce. Zatem rok zwrotnikowy réwna sie

366,24220... dobom gwiazdowym 1 mamy réwnanie:
365,2422 déb ér. st. = 366,2422 dobom gwiazdowym. (3)

W zyciu codziennem przyjmujemy za poczatek roku péinoc
w nocy z 31 Grudnia na 1 Stycznia. Astronom przyjmuje za po-
czatek roku $&rednie poludnie 1 Stycznia; ale $érednie potudnie jest
na kazdem obserwatoryum inne. Ta nieréwnoczesno§¢ poczatku
roku wogé6le nie sprawia niedogodnos$ci; tylko w niektérych rachun-
kach, mianowicie w rachunkach odnoszacych sie do gwiazd staltych
trzeba mie¢ wspélny wszystkim obserwatoryom poczatek roku. Na
propozycye Bessla umoéwiono sie przyjmowaé za poczatek slone-
cznego roku [nazywaja go czesto poprostu rokiem Bessla] chwile,
w ktorej rektascensya Sredniego stonca liczona od §redniego
poréwnania dnia z noca przybiera pewng okre$long warto$é. W zwy-
ktej praktyce astronomicznej przyjmuja te chwile, w ktérej po-
mieniona rektascensya réwna sie 280°= 18" 40m 1), Dokladniejsze
okreélenie stonecznego roku Bessla pozwalamy sobie tutaj pomi-
naé. Mozna je znale$¢ np. na str. 125 kilkakrotnie cytowanej astro-
nomii sferycznej Newcomba oraz w innych nowszych dzie-
tach specyalnych.

Rok gwiazdowy jest to ten odstep czasu, po ktéorym stonce

Naturalnie ta chwila odpowiada na réznych poludnikach réznym czasom
lokalnym. Poniewaz za$ rok cywilny jest w zwyklych latach (365 dni) kroétszy,
a w przestepnych (866 dni) dluzszy od zwrotnikowego, wiec ta chwila — po-
wiedzmy w Krakowie — przypada w roznych latach na rézne godziny w ciagu
1, lub 2 Stycznia, np. w r. 1912 przypadla na 2 Stycznia 6' B6" 6 czasu S§Sredn.

krakowskiego astronomicznego. e i
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powraca do tych samych gwiazd, wyrazajac sie dokladniej, do tego
samego punktu na ekliptyce. Jest on dluzszy od roku zwrotniko-
wego o ten czas, ktéry stonce potrzebuje, aby przebiedz ten tuk,
o ktéry punkt wiosennego pordéwnania dnia z nocg cofnal sie
w ciagu roku. Odstep czasu, o ktérym mowa, nie jest staly; pod-
lega 011 pewnym peryodycznym 1 (bardzo powolnym) wiekowym
zmianom. Obecnie rok gwiazdowy §&rednio wynosi 365,2563... doéb
$rednich stonecznych. W rachunkach astronomicznych rok ten uzy-
wanym nie bywa.

Rok zwrotnikowy, jako jednostka z doba stoneczna niewy-
mierna, jest w rachunkach obejmujacych dtuzsze okresy czasu nie-
dogodny. Zamiana lat tropicznych na dnie i t. d. niepotrzebnie
komplikuje rachunki. Dlatego astronomowie rzadko postuguja sie
nim. Zazwyczaj licza czas na dnie. Date takze oznaczaja w dniach
liczac od zera julianskiej epokil) zaczynajacej sie na 4713 lat
przed poczatkiem naszej ery. O Stycznia 1900 r. bylo to 2415020
dni julianskiej epoki. W kalendarzach astronomicznych dzien ju-
lianskiej epoki jest podany na kazdy dzien roku, np. obok 31 Gru-
dnia 1911 r. stoi: 2491402 dni julianskiej epuki. To znaczy, ze
w poludnie §rednie 31 Grudnia 1911 r. uplywa 2491402 dni od
poczatku tej epoki i w ciagu astronomicznego 31 Grudnia 1911 r.,
t.j. od potudnia 31 Grudnia 1911 r. do potudnia 1 Stycznia 1912 r.,
astronom datuje tak: 2491402 dni. tyle to godzin, minut i sekund.
Wiec astronom podaje iloé¢ dni uplynionych, albo inaczej méwiac,
wyraza daty nie za pomoca liczb porzadkowych, a za
pomoca liczb kardynalnych.

Postepujac konsekwentnie astronomowie zamiast zwyklych
dat czesto podaja lata uplynione. Tak wiec powinniby wtasciwie
w ciagu 1912 r. pisa¢ 1911 lat. Jednakze piszq 1912 lat, bo przyj-
muja poczatek naszej ery o rok wczeéniej 1 w datach przypadaja-
cych w ciagu tego roku piszaq rok zero. Rok ten odpowiada pier-
wszemu rokowi przed Chr. w zwyktlej chronologii. Dalsze lata przed
Chr. oznaczaja liczbami odjemnemi: rok — 1 odpowiada drugiemu
przed Chr. w zwyklej chronologii, rok —2. trzeciemu 1 t. d.

Dalej uzvwaja astronomowie lat julianskich, a to dlatego, ze
stulecie julianskie zawiera 36525 ddéb, zatem w rachunkach jest
o wiele dogodniejsze niz niewymierne z doba stoneczna stulecia

wo— [

') Wprowadzonej przez Scaligera.



zwrotnikowe, albo nier6wne miedzy soba stulecia gregoryanskie.
Np. wiek XX gregoryanski bedzie o 1 dzien dluzszy niz XIX,
XVIII i XVII.

Kalendarz gregoryanski jest przystosowany do roku zwrotni-
kowego, zawierajacego 365,24220 ... doby sloneczne §rednie.

Poniewaz rok cywilny musi zawieraé cata liczbe doéb, wiec
liczymy w zwyklych latach 365 a w przestepnych (ktérych liczba
porzadkowa jest podzielna przez 4) po 366 dni. podobnie jak w ka-
lendarzu julianskim. Ale po 400 latach otrzymalibyémy w ten
sposéb 365 X 400 -f- 100 dni, podczas gdy w rzeczywisto$ci 400 lat
zwrotnikowych zawieraja tylko 365 X 400 96,88 dni.

W kalendarzu gregoryanskim usuwamy w ciggu 400 lat trzy
zbyteczne dni w ten sposdb, ze lata podzielne przez 100 nie sa
przestepne, tylko podzielne przez 400 sa przestepne. Z tego powodu
lata 1700, 1800 i 1900, ktére w kalendarzu julianskim byly prze-
stepnemi, w gregoryanskim byly zwyklemi. a rok 2000 bedzie
przestepnym. Dlatego to XX wiek bedzie ojeden dzien dluzszy od
poprzednich stuleci. Jednakze, jak widzimy, po 400 latach pozostaje
jeszcze nadwyzka 0,12 doby, z ktérej po 4000 lat utworzy sie
nadwyzka wynoszaca wiece] niz dobe. Moznaby ja — choé¢ nie
cala, — usunaé, umawiajac sie, aby rok 4000 byl zwyklym a nie
przestepnym J).

5. Zamiana czasu S$redniego na gwiazdowy i odwrotnie.

7Z rbéwnania (3) poprzedniego paragrafu wynika, ze doba gwia-
zdowa ma 86164.091... sekund §redniego czasu slonecznego, bo
doba stoneczna zawiera ich 86400, a

Nadmienimy tu, ze wedle bulli Grzegorza XIII w r. 1582 po 4-tym
Pazdziernika nastapil zaraz 15-ty, t. j. wyrzucono 10 dni. W krajach katolickich
wpredce zaprowadzono reforme gregoryanska, w krajach protestanckich podzniej
Czesto zapominaja o tej nieciaglo$ci dat, a takze o tem, ze réznica miedzy da.
tami gregoryanskiego ijulianskiego kalendarza, ktéra w XX wieku wynosi 18 dni
w XIX wynosila 12 dni, w XVIII 11 dni, a w XVII 10 dni. W dokumentach
z czasOw po zaprowadzeniu reformy gregoryanskiej zwykle przy dacie stoi n 9.

(nowy styl), co usuwa watpliwo$é, wedle jakiego stylu podano data.
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Wiec doba gwiazdowa jest o 235.909 sekund $érednich stone-
cznych t. j. blisko 0 4 minuty krdétsza niz doba Srednia sloneczna.
Wzajemnie poniewaz dzielimy dobe gwiazdowg takze na 24 godzin,
godzine gwiazdowa na 60 minut, minute na 60 sekund, t.j. dzie-
limy dobe gwiazdowa na 86400 sekund gwiazdowych, wiec z réwna-
nia (3) znajdziemy, ze doba &érednia sloneczna zawiera 866H6,555...
sekund gwiazdowych t. j. o 236,555 sekund gwiazdowych wiece]
niz doba gwiazdowa. Stad wynikaja reguly stuzace do zamiany
czasu $redniego na sloneczny i odwrotnie. Polézmy

oznaczmy czas §$redni stoneczny, liczony od $redniego potudnia,
przez czas gwiazdowy przez wreszcie czas gwiazdowy w Sre-

dnie potudnie przez a otrzymamy

(4), .
i odwrotnie

®)

Mnozenie przez A, wzglednie przez prawie nigdy nie po-

trzebujemy wykonywaé, bo wszystkie kalendarze astronomiczne,,
rozmaite podreczniki 1 t. d., zawieraja osobne tablice ulatwiajace
zamiane jednego czasu na drugi. Czas gwiazdowy w &rednie potu-
dnie ®) jest réwniez codziennie podany w kalendarzach astPOBO-
micznych. Ale efemerydy sg obliczone dla potudnika tego obserwa-
toryum, ktére wydaje efemeryde: Nautical Almanac jest obliczony
dla Greenwichu, Berliner Jahrbuch dla Berlina, Connaissance
des Temps dla Paryza. Tymczasem ® t.j. momenty goérnej kulmi-
nacyi $redniego stohica wyrazone w czasie gwiazdowym przypadaja
na tem samem obserwatoryum w kolejnych dobach gwiazdowych
na coraz poOzniejsze godziny (gwiazdowe). Poniewaz to spdznienie
wzrasta w sposéb ciggly, wiec jezeli np. dzi§ Srednie stonce przy-
szlo do Berlina ze spdznieniem a, to do Greenwichu, jako lezacego
dalej na zachdéd, przyjdzie ze spéZnieniem wiekszem niz a.
Widzimy stad, ze ©o jest na kazdym poludniku inne i ze w miej-
scowos$ciach, ktére nie posiadajg wlasnej efemerydy, trzeba je obli-
czaé. Obliczenie mozna wykonaé za pomoca cudzej efemerydy,. Czas



gwiazdowy wyprzedza $éredni w ciggu doby slonecznej o 236.555
sekund gwiazdowych, t.j. w ciagu godziny slonecznej ($redniej)
0 9,8565 sek. gwiazd. Wyrazmy tedy réznice dlugoéci miedzy na-
szem obserwatoryum a obserwatoryum efemerydy w godzinach
(w kalendarzach astronomicznych diugoséci sa podane w godzinach)
1 dajmy jej znak -(-, jezeli nasze obserwatoryum lezy na zaché6d
od obserwatoryum efemerydy, a — jezeli lezy na wschdéd od obser-
watoryum efemerydy [w Krakowie zawsze ktadziemy znak —, bo
Krakéw lezy na wschéd od tych obserwatoryéw, ktérych efeme-
rydy uzywamy!, Poniewaz wzrasta w kierunku ze wschodu na
zach6d, wiec oznaczajac czas gwiazdowy w §Srednie poludnie na
naszem obserwatoryum przez czas gwiazdowy w S$rednie potu-
dnie na obserwatoryum efemerydy przez wreszcie dlugos$é geo-
grafaczng wyrazona w godzinach 1 liczona na zachdéd od potudnika

obserwatoryum efemerydy przez L, powinniémy napisac:

(6)

Wzory (4), (6) 1 (6) wystarczaja w zupelno$ci do zamiany
czasu $redniego na gwiazdowy 1 odwrotnie.

Przyktad. Dnia 15 Listopada 1911 r. o godzinie 7 popotu-
dniu wedle czasu $rodkowo-europejskiego jaki byl czas gwiazdowy
w Krakowie. Wiemy juz z § 3, ze czas krakowski miejscowy jest
o 19m50'27 wiekszy od czasu §rodkowo-europejskiego. Poniewaz
za$ godziny popoludniowe czasu cywilnego zgadzaja sie z astrono-
micznemi, wiec 7 godzina wedle czasu Srodkowo-europejskiego od-
powiada Bierzemy paryska Comiaissance des Temps
i znajdujemy w niej dlugoéé Krakowa wzgledem Paryza
na wschoéd, zatem

Nastepnie znajdujemy, ze r. w §rednie potudnie
w Paryzu czas gwiazdowy byt zatem
Obliczamy najpierw iloczyn i znajdujemy

tedy czas gwiazdowy w $érednie poludnie w Krakowie



Z drugiej strony czasu $redniego to [rachunek
robimy za pomoca tablicy] czasu gwiazdowego. Podstawia-
jac tedy we wzér (5) znajdziemy, ze czas gwiazdowy o 7 godz. popotu-
dniu wedle czasu érod.-europ. 15 Listopada 1911 r. w Krakowie byt:

6. Zamiana czasu widomego na $redni i odwrotnie.

7Z roéwnania (2) widaé, ze otrzymamy czas Sredni dodajac do
czasu widomego réwnania czasu. Chcac za$ otrzymaé z czasu S§re-
dniego widomy (rzeczywisty), trzeba odjaé réwnanie czasu od czasu
*Sredniego. Jak to wyzej (§ 2) bylo powiedziane, trzeba interpolo-
waé réwnanie czasu. WeZmy np. ten sam moment czasu, t. j. 7"
{T. E. C.) popoludniu 15 Listopada 1911 r. w Krakowie. Jaki bvt
wtedy czas stoneczny widomy to, jak juz wiemy,
Réznica czasu $redniego z Paryzem to to samo,

co réznica dlugosci, wiec w Par\zu bylo wtedy:

Interpolujemy réwnanie czasu wedle Connaissance des Temps.

Dnia w $rednie potudnie paryskie

Widzimy stad, ze w ciagu doby E powieksza sie o
a w ciggu Tedy réownanie czasu o byto:

i wedle réwnania (2)

Mozemy tez obliczy¢ za pomocg pierwszego réwnania (1),
wedle ktorego
(1 bis)
ObliczyliSmy w koncu poprzedniego paragrafu, pozostaje
obliczyé
W Connaissance des lemps znajdujemy, ze w érednie poludnie
paryskie oraz, ze wzrasta o 1 co go-
dzine. Poniewaz, jak to wyzej obliczyliémy, odpowiada
a w ciasru wzrasta o wiec
Stad zas

D



Mata réznica pomiedzy (I) a (II) objaénia sie gléwnie przez
to. ze interpolowaliSémy réwnanie czasu 1 rektascensye (prawdzi-
wego) slonca tylko do pierwszych réznic. Rozwazywszy drugie obli-
czenie czasu widomego spostrzegamy, ze choé pierwsze réwnanie (1).
t. 1. roéwnanie wcale nie zawiera czasu Sredniego,
jednakze ze wzgledu na uktad tablic przy interpolacyi rektascensyi
stoica musieliémy wzigé do pomocy czas éredni. Jednem stowem,
chcac przej§é od czasu gwiazdowego do stonecznego widomego lub

odwrotnie, musimy w ten lub inny sposéb positkowaé sie czasem
$rednim.

7. Obliczenie kata godzinowego ciala niebieskiego, ktorego
rektascensya jest dana.

Réwnania (1) obecnego rozdzialu sa tylko specyalnymi przy-
padkami réwnania (1) z poprzedniego rozdzialu, ktére daje natych-
miast pozadana odpowiedz. Rzeczywi$cie, skoro znamy w pewne]j
chwili czasu rektascensye danego ciala, to obliczywszy jeszcze dla
tejze chwili czas gwiazdowy na naszem obserwatoryum. bedziemy
mieé obie wielko$ci stojace po prawej stronie réwnania

i ,eo ipso” bedziemy mieli kat godzinowy ¢ Przypominamy, ze
katy godzinowe dodatnie licza sie na zachdéd od potudnika. Ponie-
waz w chwili, gdy dane cialo znajduje sie w gérnej kulminacyi, t= 0,
przeto wtedy czas gwiazdowy réowna sie rektascensyi ciala. Widzimy
stad, ze obserwujac przejécie gwiazdy przez potudnik mozemy wy-
znaczy¢ jej rektascensye, jezeli czas gwiazdowy jest znany. Ale
odwrotnie, obserwujac przejsScie przez potudnik gwiazdy, ktorej rekta-
scensya jest znana, mozemy wyznaczy¢ czas gwiazdowy. Na tem
polega oznaczenie czasu, ktére na kazdem obserwatoryum robi sie
przynajmniej co pare tygodni w celu kontroli zegaréw. Majac czas
gwiazdowy, obliczamy zen §redni za pomocg wzoru (4).

Na obserwatoryach astronomicznych jedne zegary idg wedle
czasu Sredniego, inne wedle czasu gwiazdowego. Gléwne zegary, mia-
nowicie te, ktérych chéd kontrolujemy przez obserwacye kulmi-
nacyi gwiazd stalych, ida wedle czasu gwiazdowego.



ROZDZIAL VIII.

Refrakcya astronomiczna.

1. Budowa atmosfery.

Atmosfere mozemy uwazaé za cialo izotropowe, ale niejedno-
rodne, bo gesto§¢ powietrza zmniejsza si¢ w miare tego, jak wzra-
sta wysoko$é nad poziomem morza. Gdyby atmosfera byla nietylko
izotropowa, ale takze jednorodna, to promienie $wiatla zatamywa-
lyby sie tylko na gdérnej granicy atmosfery, a wewnatrz niej szlyby
prostoliniowo. W rzeczywisto$ci rzecz ma sie inaczej: gestoS¢ po-
wietrza zmienia sie stopniowo; zalamanie na gérnej granicy [jezeli
wogoéle istnieje jaka gdérna granica atmosfery] jest z pewno$cia bar-
dzo mate, prawdopodobnie nieskonczenie male; zato schodzac na
dot 1 przenikajac w coraz to gestsze warstwy powietrza, promien
Swiatla idacy od gwiazdy stopniowo coraz to wiecej zalamuje sie,
t. j. coraz to wiecej zbacza od swego pierwotnego kierunku. Kat.
o ktéry promien $éwiatta zbacza, nazywamy katem refrakcyi, albo
poprostu refrakcya.

Catej réznorodnoéci zjawisk zachodzacych w ciggu wedréwki
promieni $wietlnych przez atmosfere zadna teorya, ogarngé nie mo-
zemy. Atmosfera jest w ciaglym ruchu, gesto§¢ powietrza w je-
dnem 1 tem samem miejscu zmienia sie nieustannie; wiec zmieniaja
si¢ nieustannie powierzchnie jednakowej gestoéci. Sa one przewa-
znie nieréwnolegle miedzy soba 1 rézne od powierzchni ekwipoten-
cyalnych sily ciezkoséci. Wskutek tego promienie §wiatla w atmo-
sferze nietylko nie sa proste, ale nawet nie sa to krzywe ptaskie,
ani tez od czasu niezalezne. Jednakze doswiadczenie poucza nas.
ze wszystkie zmiany sa zawarte w do§¢ ciasnych granicach, zas
specyalnie zmiany krétkoterminowe (drganie obrazéw gwiazd, mi-
gotanie) majg charakter btedéw przypadkowych: promien zbacza
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to w prawo, to w lewo, to w gbére, to w dét od éredniej drogi.
Korzystajac z tego, krétkoterminowych zmian wcale nie uwzgle-
dniamy w teoryi. Eliminujemy je podobnie jak inne
bledy powtarzajac pomiary 1 tworzac $érednie. Dlugo-
terminowe zmiany uwzgledniamy — o ile sie da. Stad widzimy,
ze teorya refrakcyi rozwaza pewne stany 1 zjawiska przecietne,
$rednie, przyczem im mniej jest dokladng, tein wiecej generalizuje.

Aby poznaé¢ skutki refrakcyi, rozpatrzmy nastepujacy przy-
ktad: WeZmy kule tych co ziemia rozmiaréw, otoczona atmosfera
znajdujaca sie w zupelnym spokoju. W tej atmosferze gesto$é jest
funkcya odlegtoéci od érodka kuli zmniejszajaca sie w sposéb cia-

Ryc. 9.

gfy w miare tego, jak odlegto§é od §rodka wzrasta. Promien wcho-
dzacy z zewnatrz do takiej atmosfery natrafia na warstwy coraz
to gestsze, a wiec wciaz zalamuje sie ku prostopadiej. Zreszta zaraz
widaé, ze jest on w tym razie krzywa plaska, lezaca w plaszczy-
znie przechodzacej przez $rodek ziemi, przez miejsce obserwacyi
1 przez gv\iazde. Z powodu zalamania ku prostopadlej droga S$wiatla
w atmosferze jest krzywa zwrécona wklestoécia w dél, a obserwa-
torowi znajdujacemu sie w 0 wydaje sie, ze widzi gwiazde S
w kierunku OSt. j. w kierunku stycznej do promienia w miejscu
obserwacyi. Widzimy stad, ze refrakcya zmniejsza odlegloéci gwiazd
od zenitu, ale nie zmienia ich azymutéw [$cisle uzasadnienie po-
damy w § 8]. Nastepnie widzimy, ze gwiazda znajdujaca sie chwi-
lowo w zenicie miejsca obserwacyi wcale nie podlega refrakcyi, bo



promienie od niej idace padaja prostopadle na powierzchnie oddzie-
lajace warstwy o rdéznej gestoéci, zatem nie podlegaja zalamaniu.
W dalszym ciggu widzimy, ze im gwiazda znajduje sie dalej od
zenitu, tem refrakcya jest wieksza, bo promienie padaja wiece]
uko$nie na powierzchnie oddzielajace warstwy o réznej gestodci.
Wskutek tego refrakcya podnosi dolna krawedz ksiezyca i slofica
wiecej niz goérng 1 ciala te wydaja sie nieco splaszczone. Owo za-
lezne od refrakcyi pozorne spltaszczenie jest tem wieksze, im sltonce
(wzglednie kiezyc) znajduje sie blizej horyzontu.

Stosujac podang wyzej definicye refrakcyi widzimy, ze kat
refrakcyi, czyli krdotko ,refrakcya" to kat pomiedzy kierunkami
KS 1 OS'. Zatem oznaczajac refrakcye przez r mamy

Gdyby nie bylo atmosfery, to widzieliby§my gwiazde w Kkie-
runku 02 1 prawdziwa jej odlegloéé zenitalna £ bylaby
poniewaz za$ widoma odlegloéé zenitalna z jest to wiec

[wszystkie te katy leza w jednej ptaszczyznie]

Z powodu ogromnych odlegloéci gwiazd wolno uwazaé kie-
runki OS i KS za réwnoleglte, t.j. mozna zamiast kata S'02 wzigé
kat S'’KS i napisaé

Nawet wtedy, gdy chodzi o ksiezyc, pochodzacy stad btad
jest zupelnie znikomy. Dopiero gdy =z (ksiezyca) = 84°, prawa
strona réwnania (1) jest o 0"1, a gdy 2= 90° o 1" wieksza od lewe]j

Podaliémy ten przypadek jako przyklad, ale w gruncie rze-
czy wylozyliSmy hypoteze, na ktorej opiera sie zwykla teorya re-
frakcyi astronomicznej. Musimy tedy przedewszystkiem rozwazyd¢,
o ile ta hypoteza jest dopuszczalna. Atmosfera jest w ciaglym
ruchu, ale dla naszych celéw waznem jest §érednie, przecietne
potozenie realnych powierzchni jednakowej gestoéci, osobliwie w dol-
nem pietrze atmosfery. Teoretycznie obliczy¢ ich nie mozna, a okre-
§lenie przez obserwacye wprawdzie daje sie pomy$leé, ale przed-
stawia ogromne techniczne trudnoéci.

Rzeczywiscie czyz mozemy — powiedzmy — w ciggu roku



lub kilku lat co kazda (greenwichska!) godzine obserwowac
w tysiacach punktéw rozsianych po calej ziemi na réznych wyso-
ko$ciach temperature, ci$nienie i wilgotno§é, t.j. te elementy, z ktd
rych mozna obliczyé (optyczna) gesto§é powietrza? Z pewnoécia
jile. Mozna sie tylko spodziewaé, ze w przyszloéci uda sie z balo-
nowych 1 latawcowych obserwacyi z gruba okre§li¢ ksztalt S$re-
dnich powierzchni jednakowe] gestoéci, powiedzmy, do 20 lub wiece]
kilometréw wysokosci. Tymczasem mozemy tylko utworzyé sobie
ogbélne pojecie o tem, jak te nizsze powierzchnie jednakowej ge-
stoéci wygladaja. Zreszta o nie to najwiecej chodzi, bo udzial wyz-
szych rozrzedzonych warstw atmosfery w zjawisku refrakcyi jest
bardzo nieznaczny.

Ot6z te $rednie dolne powierzchnie jednakowej gestoéci musza
mieé¢ ksztalt spltaszczonych sferoid. Spltaszezenia ich musza byé
wielkoSciami tego samego rzedu, co splaszczenie geoidy, przyczem
im dalej od powierzchni ziemi, tem splaszczenie powinno by¢ wTieksze»
Ale te sferoidy nie moga byé powierzchniami obrotowemi. Wobec
tego, ze $érednie roczne temperatury, ciSnienia i wilgotno§ci nie sa
funkcyami jednej tylko geograficznej szerokoéci, wzniesienie danej
powierzchni jednakowej $redniej gestoSci nad poziomem morza jest
z pewnoscig funkcyg nie tylko szerokosci ale i1 dlugo$ci geogra-
ficznej. Juz z powodu splaszczenia Srednich powierzchni jednakowej
gestoSci refrakcya?) w samym zenicie nie jest wogdle zerem i ma
wogéle wplyw na azymuty gwiazd; za$§ z powodu niesymetrycznego,
nieobrotowego ksztattu tych powierzchni wplyw ten jest wogoéle
niejednakowy po obu stronach poludnika 1 nie znika nawet w sa-
mym potudniku. Widzimy stad, ze obliczajac refrakcye na podsta-
wie hypotezy, iz atmosfera sktada sie z warstw kulistych wspél-
$rodkowych, popelniamy pewne stale, na kazdem obserwatoryum
odmienne bledy. Na szcze$cie mamy wszelkie powody przypuszczaé,
ze zboczenia §rednich powierzchni jednakowej gesto$ci od obroto-
wego ksztaltu sg mate, prawdopodobnie nie wieksze niz zboczenia
geoidy od ellipsoidy. Bylyby to zatem bardzo rozlegle, obejmujace
cale kraje 1 kontynenty zapadliny i wzniesienia, ktérych gtebo-
koéé, wzglednie wysoko§é wynositaby po kilka, lub kilkadziesiat

metréw. 7 drugiej strony splaszczenia powierzchni jednakowej

Aby obserwacye byly roéwnoczesne.

a) Naturalnie méwimy tu o Sredniej refrakcyi.
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gestosci w dolnych, majacych najwieksze dla refrakcyi znaczenie,
warstwach, sa bardzo nieznacznie rézne od splaszczenia poziomu
morza, przeto pochodzace stad wzajemne nachylenia powierzchni
$redniej jednakowej gesto$ci nie moga byé znaczne. Widaé to zreszta
z probnych rachunkéw R. Uada u'al).

2. Teorya refrakcyi.

Refrakcye astronomiczna znal] juz starozytni. Pierwszym pisa-
rzem, u ktérego spotykamy o niej wzmianke, jest Kleomedes (czasy
Augusta). Ptolemeusz (Il-gi wiek po Chr) w swojej optyce [ale
nie w AlinageScie] poSwieca spory ustep refrakcyi wogdle 1 re-
frakcyi astronomicznej specyalnie. Mial on o niej wcale trafne po-
jecie. W §érednich wiekach Arab Alhazen (okoto 1000 r., ten sam,
ktéry z trwania zmroku obliczyl wysokoéé atmosfery), Vitelo
(koniec XIII wieku) nie wiedza nic ponad to, co bylu znane Pto-
lemeuszowi. Postep zaczyna sie dopiero w czasach Odrodze-
nia: astronomowie XVI wieku juz staraja sie eliminowaé refrakcye,
Tycho de Brahe wuktada pierwsza tablice poprawek wysokosci
gwiazd na refrakcye; ale teorye matematyczng stworzyli dopiero
matematycy XVII 1 XVIII wieku.

Za punkt wyjécia wezZmiemy zasade Fermata, z ktorej wy-
nikaja nie tylko prawa zalamania sie $wiatta przy przejéciu z je-
dnego jednorodnego oérodka do drugiego, ale takze ré6zniczkowe
réwnania promienia w izotropowych jednorodnych, lub nieje-
dnorodnych o$rodkach.

Zasada Fermata powiada, ze drogi, po ktéorych biegnie
S§wiatlto, sa to ,b rachi stoch ron y". To znaczy, ze od jakiego-
kolwiek danego punktu A dojakiegokolwiek innego danego punktu B
$wiatto przebiega droge w mozliwie najkrétszym czasie. Jezeli ozna-
czymy vrbézniczke czasu przez dt, drogi przez ds, a predkosé¢ $wiatla
w danym o$rodku przez V, to wedle zasady Fermata

J) Recherches sur la theorie des refractions astronomigues, T. XVI i Essai

sur les refractions astronomigues, T. XIX Annales de l'observatoire de Faris.



Zazwycza) piszemy ten zasadniczy wzér w nieco innym
ksztalcie. Wprowadzamy ,wskaznik zatamania" fi okres§lony przez
réwnanie

w ktérem 1 oznacza absolutnie stalg predko$§é éwiatla w prézni,
mnozymy calke przez Vi, poczem piszemy warunek minimum?)
w ksztalcie

(2)

Poniewaz granice sa niezmienne, wiec réwnanie (2) przy-
wodzi sie do

t. j. do

Napiszmy to ,in extensov. Poniewaz

a z drugiej strony

skad

przeto réwnanie (2) przedstawia sie w ksztalcie

*) Wiadomo, ze warunek (2) rownie dobrze sluzy dla minimum jak dla
maximum oraz dla minimax'a; wiadomo tez, ze chcac przekonaé sie, ktory przy-
padek faktycznie zachodzi, trzeba zbadaé drugg waryacye. Ale w danym razie (za
wyjatkiem chyba szczegélnych przypadkow) mozebnem jest tylko minimum.

Astronomia teoretyczna. 9



Catkujac druga catke ,przez czeséci" otrzymamy:

Lecz punkty koncowe A i B, jako z gdéry dane, sa nie-
zmienne, przeto w obu punktach

1 wyraz scatkowany znika. fLaczac znowu obie catki mozemy teraz

napisaé

3)

Poniewaz oprécz punktéw koncowych i sa wzdluz
calej drogi dowolne, wiec aby catka (3) mogla byé zerem, trzeba,
zeby wspélczynniki przy ox, J6y, 6z byly oddzielnie réwne zeru.
Tedy otrzymujemy trzy réwnania rézniczkowe

(4)

To sa réwnania rézniczkowe drogi $wiatta t. j. promienia.
7Z pomiedzy réwnan (4) tylko dwa sq niezalezne, trzecie za$ jest
konsekwencya dwéch pozostatych. hLatwo przekonaé sie o tem
w nastepujacy sposéb. Potézmy dla krétkosci

Pomiedzy dostawami stycznej do promienia a, (31y zachodzi
zwiazek tozsamos$ciowy

ay



Teraz wykonajmy w réwnaniach (4) rézniczkowania, a otrzy-

mamy
(4 bis)
Pomnézmy pierwsze réwnanie (4 bis) przez drugie
przez trzecie przez a uwzgledniajac réwnanie (5)
otrzymamy

)]

Ale z rownania (5) wynika
€]
zatem rownanie (6) jest tozsamo$§ciowe. — Odwrotnie, jezeli

wezmiemy te tozsamoéé¢ 1 dwa rownania (4), to otrzymamy trze-
cie réwnanie (4). Tedy to trzecie réwnanie jest po prostu konse-
kwencya dwéch pozostatych.

Podnieémy rdéwnania (4 bis) do kwadratu i dodajmy do siebie,

a uwzgledniajac réwnanie (7) otrzvmamv:

Wprowadzmy teraz dostawy kierunkowe normalnej gléwnej

przyczem

a g oznacza promien krzywizny. Zauwazmy jeszcze, ze suma trzech
kwadratéw po prawej stronie poprzedniego rdéwnania, to nic innego
jak kwadrat pochodnej [i wzgledem normalnej do powierzchni

11 = stalej, a bedziemy mogli napisac

iy



Widzimy stad, ze jezeli w prostokagcie MTNC, w ktérym
Ml ma kierunek stycznej a MC kierunek normalnej do promienia

w punkcie M, odetniemy to przekatnia

a zarazem posiada kierunek prostopadly do powierzchni
statej. Tedy kat TMN = i

to jest tak zwany kat padania.

Z prostokatnego tréjkata TMN za-

raz wynika:

co mozemy tez napisaé w postaci

Ryc. 10.
Jezeli krzywa jest plaska, to

jest to kat pomiedzy dwoma sasiedniemi stycznemi do krzywej,

albo. inaczej moéwiac, kat, o ktéry krzywa zbacza na nieskonczenie

malym odcinku ds. Jezeli zatem utworzymy calke
(10)

powiedzmy, od granic atmosfery do oka, to otrzymamy calkowita
zmiane kierunku promienia w atmosferze, to jest wlasnie to, co na-
zywamy ,refrakcya". W razie gdy promien nie jest krzywa pta-
ska, to rownanie (9) i catka (10) maja wprawdzie ciekawe geome-
tryczne znaczenie, ale nie sa tak uzyteczne, jak w przypadku, gdy
krzywa jest plaska.

3. Calkowanie zasadniczych réownan rézniczkowych w przy-
padku, gdy atmosfera sklada sie¢ z warstw kulistych, wspél-
$rodkowych.

Réwnania (4) wogédle tatwe do calkowania nie sa, ale jezeli
zalozymy, ze atmosfera sklada sie z warstw kulistych, wspdtérod-
kowych, to catkowanie nie przedstawia specyalnyck trudnoSci.



Wtedy [i jest funkcya odlegloéci r od wspdlnego §Srodka Warstw
kulistych, a jezeli jeszcze umieScimy w nim §rodek wspéirzednych,
to réwnaniom (4) mozna bedzie przydaé ksztalt

Stad tatwo wyprowadzimy rdéwnania:

Calki tych réwnan sa:

Naturalnie catki (12) nie sa. od siebie niezalezne. Podobnie
jak réwnania (4) tylko dwie =z nich sg niezalezne, a trzecia wy-
nika z dwéch pozostalych. Jezeli pomnozymy pierwsze réwnanie (12)
przez x, drugie przez y a trzecie przez 2 i dodamy do siebie, to

otrzymamy rdéwnanie plaszczyzny

Wnosimy stad, ze promien jest krzywa plaskg. Co wiecej,
lezy on w plaszczyznie przechodzacej przez Srodek wspdlrzednych
[t. j. przez wspélny §Srodek warstw kulistych?!)], bo réwnaniu (13)
mozna uczynié¢ zado$é, ktadac

x—y=z— 0.
Skorzystajmy z tego i zaldézmy, ze jedna z plaszczyzn wspél-

rzednych, np. plaszczyzna y.z jest identyczna z plaszczyznag pro-

*) Poniewaz przechodzi takie przez gwiazde i przez miejsce obserwacyi,
wiec musi przechodzié takze przez zenit. UsprawiedliwiliSmy w ten sposob twier-

dzenie z § 1, ze refrakcya nie zmienia azymutu gwiazdy.



mienia. Wtedy x = O, drugie 1 trzecie réwnanie (12) sa spelnione
[naturalnie nalezy potozyé takze C:— C3— QJ i1 pozostaje tylko
pierwsze roéwnanie (12). Mozemy napisaé to pierwsze réwnanie
w nieco innym ksztatcie. Wiadomo, ze

(14)

gdzie tak jak tu a oznacza pole nieskonczenie matego tréjkata MON,
w ktérym AIN = ds jest to nieskonczenie maly element promienia
w uwazanem miejscu, a MO i NO sa to dwa nieskonczenie bliskie pro-
mienie wodzace, idgce od koncéw tego elementu do wspdélnego $rodka
kulistych powierzchni, oddzielajacych warstwy o réznej gestosci. Pro-

wadzimy styczna MB do promienia w punkcie M 1 spuszczamy
prostopadta OB ze §rodka kulistych powierzchni na styczna. Odeci-
nek OB'= h jest to wysoko$é trojkata MNO. Tedy

1 réwnanie (14) przechodzi w

Na podstawie tego ostatniego rdéwnania pierwsze (a teraz je-

dyne) réwnanie (12) przechodzi w

Ale z tréojkata MOB zaraz wynika



bo kat RMO jest to kat padanial), ktéry oznaczyliémy przez i.
Ostatecznie zatem mamy réwnanie:

Latwo jest okre§li¢ stala C\. Wezmy punkt w powierzchni
ziemi, oznaczmy wspOlczynnik zalamania w miejscu obserwacyi
przez [io, odleglo§é¢ miejsca obserwacyi od érodka kulistych po-
wierzchni przez ro, wreszcie kat padania w miejscu obserwacyi
przez ip. Wtedy

Ale kat padania w miejscu obserwacyi, to nic innego jak
widoma odleglo§é zenitalna gwiazdy, ktéra oznaczyliSmy poprze-
dnio przez z. Tedy

i ostatecznie otrzymujemy rdéwnanie

(15)

4. Wzor na refrakcye w przypadku, gdy uwazamy ziemie za
kule otoczona atmosferg zlozonag z warstw kulistych, wspél-
$rodkowych.

Polaczmy ze soba rezultaty dwodch ostatnich paragraféw. Na
koncu § 2 znalezliSmy, ze skoro promien jest krzywa ptaska, to
refrakcya wyraza sie przez calke

za§ w poprzednim paragrafie znalezliSmy wzér (15), tez odnoszacy
sie do takich promieni, ktére sq krzywemi plaskiemi. Skoro za po-
moca wzoru (15)wyrugujemy z tylko co napisanej catki kat i, to
otrzymamy zasadniczy wz6ér na refrakcye w atmosferze kulisto-
wspoétsrodkowo uwarstwowane;j

(16)

*) Wynika to z definicyi kata padania, wedle ktorej jest to kat pomiedzy
promieniem a normalna do powierzchni granicznej, tu bowiem powierzchnie gra-

niczne sa kulami, ktoérych wspélny $rodek znajduje sie¢ w O.



Jako goérng granice catki (16) przyjeliSmy wspdlczynnik za-
lamania w miejscu obserwacyi. jako dolna — jedno$é, t. j. wspél-
czynnik zalamania w prézni [poréwnaj definicye wspoétczynnika za-
lamania w § 2]. Przyjmujac te dolnal) granice catki (16) ,eo ipsoil
robimy zalozenie, ze gesto$é¢ powietrza stopniowo schodzi na zero.
Zdaje sie, ze tak jest, ale nie wiemy, czy atmosfera konczy sie na
skonczonej odlegtoéci od ziemi, czy tez (co jest bardzo mozebne)
nie posiada zadnej okreslonej goérnej granicy. Ale ta watpliwoéé
jest zgota nieszkodliwg, bo z powodu coraz to wiekszego rozrze-
dzenia coraz to wyzszych warstw atmosfery, udzial ich w refrak-
cyl jest zupelnie nieznaczny 1 wszystko jedno, czy rozciggniemy
catkowanie do stu lub dwustu kilometréw nad poziomem morza, czy
tez do nieskonczonej odlegtosci.

W calce (16) z jest od pozostalych dwéch zmiennych fi 1 r
niezalezne, odgrywa przeto role parametru. Zwigzek pomiedzy fi i r
nie jest bezpoéredni: fi zalezy od gestoéci, ktéra znowu jest funkcya
temperatury, ci$nienia i wilgotno§ci. Te ostatnie mozna uwazaé za
funkcye odleglto$ci od &érodka kuli r 1 czasu ¢ [wlasciwie takze
geograficznego polozenia obserwatoryum, ale aby uwzglednié¢ to
ostatnie, do$¢ jest nadaé stalym, wchodzacym we wzory na re-
frakcye. odpowiednie ,miejscowe warto$ci"]; przeto mozna uwazaé fi
za funkcye r i &. Poniewaz $wiatlo przebiega swa droge w atmosferze
w ciagu malego utamka sekundy, wiec mozna uwazaé stan atmo-
sfery za niezmienny w ciggu tego czasu, byleby state wchodzace do
catki mialy wartoéci odpowiadajace temu chwilowemu stanowi atmo-
sfery. Ostatecznie tedy mozna uwazaé fi za funkcye jednej zmiennej r.

Jakie trudno$ci i watpliwo$ci omijamy, jakie robimy hypo-
tezy, to sie w dalszym ciagu okaze, ale iuz z tego, co przedtem
bylo powiedziane, widzimy, ze zupelnie pomijamy chwilowe nachy-
lenie powierzchni jednakowej gestoéci, ich odmienna od kuliste]
chwilowa krzywizne. Wprawdzie na szczeécie s to wplywy dru-
gorzedne, jednakze pomijajac je nie mozemy osiggnaé zbyt wiel-
kiej $cistoéci?).

Dolna granica calki odpowiada goérnej granicy atmosfery, bo promien,
zaczyna zbaczaé wchodzac w atmosfere. Naturalnie goérna granica calki odpo-
wiada dolnej granicy atmosfery.

) Pomijamy takze dyspersye: promienie réznej barwy maja troche roézne
wspolczynniki zalamania. Stad stala refrakcyi dla fotograficznych obserwacyi jest

troche wieksza od stalej dla obserwacyi okiem.



Zazwyczaj astronomowie przyjmuja pomiedzy wspéiczynni-
kiem zalamania fi a gestoécia powietrza zwigzek znany juz Newto-

nowi
17>

Zwiazek prawdziwy jest z pewno$cia wiece] skomplikowany”,
za$é doswiadczenia Ma.scart'a pokazaly, ze prawdopodobnie zwigzek

jest dokladniejszy niz zwigzek (17), ale w rachunkach odnoszacych
sie do refrakeyi mozna pozostaé przy dawnym zwiazku, bo gdy
podniesiemy zwigzek Mascart'a do kwadratu i pominiemy wy-
raz c2(>2, to otrzymamy dawny zwiazek (17). Wolno za§ pominaé
c2()2, bo jezeli przyjmiemy gesto$¢ powietrza suchego przy 0° i ci-
$nieniu 760 mm. za jedno$é, to ¢ bedzie mialo warto§é okoto

e za$ moze byé co najwyzej troche wieksze od jednosci.

Na mocy zwigzku (17)

(18)

gdzie

(19)

Przez oznaczamy gesto$¢ a przez wspobleczynnik zala-
mania powietrza w miejscu obserwacyi. Ze wzoru (18) wynika

(20),

Jednoczeénie zastapimy r przez inng zmienne. mianowicie po-
lozymy

(21)

Jezeli teraz wyrugujemy i r z calki (16) za pomoca

wzoréow (18), (20) i (21), to wyprowadzajac stala a za nawias otrzy-
mamy
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Korzystajac z rdéwnosci

przeksztalcamy to na

Wreszcie wyprowadzamy

za znak pierwiastkowa-
nia i otrzymujemy

Wiemy, ze gdérna granica catki (16) odpowiada dolnej granicy
atmosfery i1 odwrotnie. Poniewaz w miejscu obserwacyi ¢=

q07
wiec wedle wzoru (19) w gérnej

granicy o = 0 a w dolnej

(0= 1. Odwracamy jeszcze granice calki 1 ostatecznie otrzymu-

jemy zamiast (16) nowy przeksztalcony wzér:

(22)

Co do stalej a, to z pierwszego wzoru (19) widaé, ze wartosé
jej zalezy od gestoéci powietrza w miejscu obserwacyi (t.j. od qo).

W obserwatoryach nizko polozonych warto§é¢ jej jest bliska do

0.0003, t.j. w sekundach katowych (refrakcya jest katem!) bliska
do 60", ale np. na wysokoéci

2900 metréw wynosi tylko okolo
0,0002, t. j. okoto 40".

Korzystajac z tego, ze a jest tak male, mozemy wykonaé dzie-
lenia, mianowicie

Dalsze wyrazy, jako nazbyt male, pomijamy. Tak samo



Znowu pomijamy dalsze wyrazy. Wreszcie kladziemy
(23)

i piszemy catke (22) w uproszczonej postaci

(24)

5. Calkowanie calki wyrazajacej refrakcye.

Aby scalkowaé catke (24) trzeba ja rozwingé w szereg. Ta-
kich rozwinie¢ znamy kilka. Niektéore z nich sg zbiezne az do
£ = 90° ale szeregi z nich wynikajace sg niedogodne. Dogodniej-
szemi sg rozwiniecia o mniejszym obszarze zbiezno$ci pomimo tego,
ze wtedy w poblizu horyzontu trzeba uzywaé innego rozwiniecia. Tu
przytoczymy tylko takie ograniczone co do obszaru zbiezno$ci rozwi-
nigcie. Wtasciwie jest ono zbiezne od z= 0 az do 2= 84°3, ale
lepiej uzywaé go tylko do z = 80° a nawet tylko do z— 75° je-
zeli ograniczamy sie tylko do trzech pierwszych wyrazéw. Uwagi
te maja zreszta tylko teoretyczne znaczenie, bo rozwiniecia sq z dawna
wykonane, refrakcye obliczone i ulozone w tablice. Do rozwiniecia,
0o ktérem mowa, dochodzimy w nastepujacy sposéb. Oczywiscie
mozna napisaé wzor (24) w ksztalcie

(25)

gdzie dla krétkoSci potozylidmy
(26)

Stosujac wzér dwumianowy Newtona natychmiast otrzymamy

A zatem otrzymamy na r szereg ksztaltu

(27)
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w ktérym

Bardzo korzystnem jest to, ze warto§¢ pierwszego i naj-
wiekszego wspdlczynnika szeregu (27) nie zalezy od budowy atmo-
sfery. Rzeczywiécie, jezeli za pomoca wzoru (23) napowrdét wpro-

wadzimy s— ao) zamiast u, to otrzymamy

Najpierw calkujemy trzeci wyraz, ktory zalezy tylko od

nastepnie rugujemy 1— s za pomoca wzoru (21) 1 piszemy

(29)

Ale na mocy wzoru (19)

Pomnézmy druga rézniczke w liczniku 1 mianowniku przez
gdzie  oznacza sile ciezkoSci w miejscu obserwacyi. Oznaczmy
przez g site ciezkosci na odlegltoéci r. Przynajmniej do jakich paru-
set kilometréw wysokosci a jest przyblizenie odwrotnie pro-

porcyonalne do t. j.
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Teraz bedziemy mogli napisac

Ale wedle zasadniczych réwnan hydrostatyki
(30)
gdzie p oznacza ci$nienie powietrza na wysokos$ci r. Zatem otrzy-

mujemy po prawej stronie rdézniczke zupelna
(31)

Musimy jeszcze rozpatrzeé granice calkowania, bo wprowadzi-
liSmy nowe zmienne. Nalezy przytem pamietaé, ze piszac wzér (22)
odwrdciliémy granice catkowania, ze obecnie dolna granica catki
odpowiada tez dolnej granicy atmosfery, a gérna gérnej. Gdy &= 0
(dolna granica), to q = qq r= ro, p = gdy (0o — [ (gérna gra-
nica atmosfery), to e = 0, r jest skonczone lub nieskonczone, za$
jo= 0. Czy przyjmiemy, ze r w goérnej granicy atmosfery jest
skonczone, czy nieskonczone, to jest zupelnie obojetne, bo podsta-
wiwszy (31) w (29), wykonawszy catkowanie i wstawiwszy granice

w obu przypadkach znajdziemy
(32)

Tak drugi jak trzeci wyraz w nawiasie sq w poréwnaniu z 1
mate: o drugim wyrazie méwié¢ nie potrzebujemy, bo wiemy juz,
ze a Wynosi zaledwo pare dziesieciotysiacznych, ale musimy za-
stanowi¢ sie nad trzecim. Trzeci wyraz jest stosunkiem dwoéch
ciénien: w liczniku stoi ci$nienie po, t. j. aktualne ci$nienie po-
wietrza w obserwatoryum w chwili obserwacyi, w liczniku stoi
fikeyjne ciénienie slupa powietrza o gestoéci eo tej samej, co ge-
stoéé powietrza w obserwatoryum *), poddanego tej samej sile ciezko-
§ci <7, ktéra panuje w obserwatoryum, i wysokos$ci réwnej ro.

Wartoéé stosunku wynosi okoto Doktadna kazdorazowa

warto$¢ tego stosunku mozna obliczyé w nastepujacy sposoéb:

1) Wszedzie, gdzie méwimy o gestoSci powietrza w obserwatoryum, rozu-

miemy nie gesto§é w pokojach, a gestos¢ powietrza zewnetrznego,



gdzie b oznacza wysoko§é slupa rteci w barometrze w obserwato-
ryum sprowadzong do 0° C, zaé§ B wysoko§é slupa rteci rdéwno-
waznego stupowi powietrza o wysoko§ci ro 1 gesto$ci eq. Gdyby
gesto$é powietrza eo byla ré6wna normalnej gestosci przy 0° i 760 mm.
ci$nienia, to wysoko$é réownowaznego slupa rteci bylaby po prostu

bo przy 0°C i 760 mm. ci$nienia gesto$é rteci jest 10517,1 razy
wieksza niz gesto§¢ powietrza. Poniewaz jednak gesto$é powietrza
jest qo, wiec [przyjmujac gesto$é normalna powietrza za jedno$§é!]
znajdziemy

Ale

gdzie T oznacza temperature (w stopniach C) powietrza (zewnetrznego)
w obserwatoryum w chwili obserwacyi. Zatem

a stad

(33)

Widzimy stad, ze nietylko sita ciezkoSci ale 1 stan barome-
tru zupelnie wypadaja ze wzoru. Do obliczenia prawej strony wzoru
potrzeba tylko znajomoéci temperatury w chwili obserwacyi*). Liczba
7993 jest to tak zwana ,wysoko§¢ jednorodnej atmosfery" wyra-
zona w metrach. Wobec tego trzeba tez wyrazi¢ ro w metrach.
Jest to oczywiscie wielkoé§¢ dla danego obserwatoryum stata. Mozna
przyjaé ro — R -f- H, gdzie R oznacza §redni promien ellipsoidy,
za$ H wysoko$é obserwatoryum nad poziomem morza (obie w me-
trach), ale jeszcze lepiej polozyé

(34)

Przypominamy, ze sg to wartoéci g p; Q i r w poziomie

obserwatoryum a nie w poziomie morza.



gdzie H ma to samo znaczenie, co poprzednio, zaé§ Rm 1 R. ozna-
czajg miejscowe promienie krzywizny elipsoidy ziemskiej w polu-
dniku 1 w kierunku do potudnika normalnym.

6. Troposfera i stratosfera.

Dalszych wspdétczynnikéw wzoru (27) bez znajomo$ci budowy
atmosfery, wzglednie bez hypotez co do jej budowy obliczyé nie
mozna. W dawniejszych teoryach refrakcyi z musu zadawalniano
sie do§é dalekiemi od rzeczywistoéci hypotezami. Cassini przyj-
mowal, ze gesto$¢ powietrza jest od dotu do géry stala, Newton
za§ zakladal, ze temperatura powietrza jest od dotu do géry
stala. Z tego ostatniego zalozenia wynika, ze gesto$é powietrza jest
funkcyi wyktadnicza wysoko$§ci. Bouguer znowu przyjmowal, ze
gesto§é powietrza zmniejsza sie jednostajnie w miare tego, jak wy-
soko§é wzrasta. P6zniej obserwacye temperatury i ciSnienia na go-
rach 1 w balonach!) dostarczyly faktycznego materyatu, z ktérym
liczyly sie juz wszystkie teorye XIX wieku. W ostatnich dwu-
dziestu latach dzieki balonom sondom, t. j. malym balonom wzla-
tujacym ze samopiszacymi przyrzadami bez obserwatora, uzyskano
nawet wiadomoéci o warstwach pomiedzy 10 i 30 km. Zakres tych
wiadomoséci rozszerzal sie tak szybko, ze np. to, co Newcomb
pisze na str. 182 i 183 swej ,Spherical Astronomy" dzi§ juz jest
przestarzate. Tymczasem ksigzka jego wyszta w r. 1906.

To, co obecnie wiadomo o budowie atmosfery, mozna pokrétce
przedstawi¢ w nastepujacy sposoéb. Dotad zbadana atmosfere mozna
podzieli¢ na dwa pietra: dolne, ktére Teisserenc de Bort na-
zwal ,troposfera" i w ktérem panuja konwektywne procesy, i gérne,
nazwane przez Teisserenc'a de Bort ,stratosfery", w ktérem
rozstrzygajacym czynnikiem jest promieniowanie. W troposferze
temperatura powietrza zmienia sie nieustannie zaleznie od pory
dnia i roku oraz od wiatréw. Amplituda zmian temperatury (w cza-
sie) nie zmniejsza si¢ ze wzniesieniem nad powierzchnig ziemi: sg
wprawdzie miejscowoéci, gdzie zmniejsza sie, ale sa inne, w kto-
rych osigga maximum dopiero na pewnej wysoko$ci, sa tez inne,
w ktérych mozna rozrézni¢ dwa maxima na dwéch réznych wyso-

') Pierwszy wzlot Gay-Lussac'a i Biota 24 Sierpnia 1804 r.



koéciach 1 t. d. Dopiero w poblizu granicy stratosfery amplituda
zmian temperatury zmniejsza sie wyraznie. Slowem, o ile chodzi
o amplitude zmian temperatury, to stosunki w troposferze sa po-
dobne do tych, ktére panuja u powierzchni ziemi. A jak zmienia
sie temperatura w jednej 1 tej samej chwili czasu zaleznie od wznie-
sienia nad powierzchnia ziemi? Zmienia sie rozmaicie: w tem sa-
mem miejscu mozemy raz obserwowaé wyrazny spadek tempera-
tury od samego dolu troposfery az do jej gdérnej granicy, a za
drugim razem natrafimy na inwersye, t. j. na pewnej przestrzeni
zamiast ubywaé, temperatura bedzie podnosi¢ sie. Ale jezeli utwo-
rzymy $rednie roczne, to wszedzie (w troposferze!) skonstatujemy
spadek temperatury z wysokoécia. Oto np. spadek temperatury obli-
czony z miedzynarodowych wzlotéw balonéw sond od Lipca 1902 r.
do Czerwca 1907 r. Daty ted) dotycza atmosfery nad $rodkowa
.Europa.

Sredni roczny apadek temperatury

od powierzchni ziemi do 1 km.

Goérna granica troposfery jest zmienna: zniza sie w zimie, pod-
nosi w lecie, procz tego podlega réznym czasowym zmianom; ale

$rednia je] wysoko$é nad érodkowg Europa wynosi okoto 11 km.

*) Wedle A. Wagnera: Die Temperaturverh&ltnisse in der freien Atimo-

sphiire. Beitrage zur Physik der freien Atmospbare, tom III, str. 79.



Ku biegunom granica troposfery zniza sie: na samym biegunie
wysokoéé jej wynosi prawdopodobnie nie wiecej jak 8 km. Prze-
ciwnie ku réwnikowi granica troposfery podnosi sie. O ile mozna
wnosi¢ ze wzlotéw balonéw sond w Batawii (na Jawie) 1 w Schi-
rati (nad jeziorem Victoria Nyanza w Afryce), w pasie réwniko-
wym granica troposfery érednio znajduje sie nie nizej jak na wy-
sokosci 15 km.

Ponad troposfera rozcigga sie stratosfera. Tu niema
kondensacyi pary, niema chmur, ani obtokéw. Zmiany temperatury
zalezne od poér roku i dnia sg nieznaczne,, z drugiej za$§ strony na
ré6znych wysokosciach znajdujemy prawie te same temperatury.
Stad czesto nazywaja stratosfere ,warstwa izotermiczng". Zreszta
zazwyczaj konstatujemy maly przyrost temperatury z wysokos$cia,
jak to nawet widaé¢ z podanej wyzej tablicy A. Wagnera [strato-
sfera zaczyna sie mniej wiecej od 11 km.]. Jak wysoko siega strato!
sfera, nie wiemy, bo zaden balon sonda dotad jej nie przebil; wiemy
atoli, ze pod réwnikiem temperatura jej [— 70° do — 80° C] jest
nizsza niz nad $rodkowa Europa [okolo — 55°], tu za$§ nizsza niz
w krajach podbiegunowych.

Tych najnowszych dat dotad nie zuzytkowano dla teoryi re-
frakcyi. Wnosimy z nich, ze odpowiednio do innego prawa tempe-
ratury prawo gesto$ci w troposferze musi byé inne niz w strato-
sferze. W tej ostatniej] moznaby po prostu przyjaé prawo Newtonal).

7. Zalezno$é gestosci 0(1 wzniesienia nad poziomem morza
i od zawarto$Sci pary wodnej.

Moéwiliémy przed chwilg o zwigzku miedzy temperatura po-
wietrza 1 wzniesieniem, bo gesto$¢ powietrza [a wiec 1 wspodlczynnik
zatamania] zalezy zaréwno od ci$nienia jak od temperatury. Przej-
dziemy teraz do zwigzku miedzy gestoScig a wzniesieniem. Zwigzek
ten wynika z jednej strony z réwnania hydrostatycznego (30), z dru-
gie] za$é strony z prawa Mariotte'a

(35)

W réwnaniu oznacza temperature abso-

lutna, za$é k stala, ktéra na razie nie potrzebujemy zajmowacé sie.

Patrz nastepna uwage.

Astronomia teoretyczna. 10



Rézniczkujac réwnanie (35) 1 podstawiajac w rdéwnanie (30) znaj-
dziemy

Skad*)

Ze zupelnie wystarczajgca dokladnos$cia mozemy poluzyé

z drugiej za$ strony mozemy przedstawi¢ empiryczne daty co do
temperatury za pomoca odpowiedniego wzoru interpolacyjnego. Po-
niewaz mniej wiece] pewne dane nie siegaja poza 20 km., wiec
ponad 20 km. musimy ekstrapolowaé, ale w tym razie ekstrapo-
lacya nie jest bardzo niebezpieczna, bo im wyzsza warstwa atmo-
sfery, tem udzial jej w refrakcyi mniejszy. Najlepiej byloby przy-
jaé, ze powyzej 20 km. atmosfera jest izotermiczna. Wyraziwszy x
jako funkcye r np.f (r) otrzymamy rdéwnanie

(36)

w ktérem zmienne sa rozdzielone 1 ktére przeto bedzie catko-
walne 2). Uzyskawszy przez calkowanie zwiazek miedzy q 1 r po-
wrécimy do wzordw (28) i obliczymy wspétczynniki A;, Az.. 1t.d.
Wprawdzie we wzorach (28) figuruja inne zmienne, ale tamte
zmienne sq zwigzane ze zmiennemi ¢ 1 r prostymi wzorami (19),
(21) 1 (23). Ktéra z tych zmiennych wypadnie uzyé jako zmienna
niezalezna, to zalezy od natury zwigzku miedzy e 1 r.

Pewna komplikacye wnosi obecno§é pary wodnej] w powie-
trzu. CiSnienie wilgotnego powietrza jest sumag ciSnien powietrza
suchego 1 pary wodnej. Tak samo gesto§é wilgotnego powietrza
jest sumg gestoéci suchego powietrza i pary wodnej. Mamy zatem

Jezeli polozymy r = stalej, g = stalej, to oczywiscie otrzymamy prawo
Newtona.

1) Drugi wyraz po prawej stronie rdéwnania (36) jest oczywiscie rozniczka

zupelng funkeyi — lng(T‘)



Co wiecej, zwigzek pomiedzy px 1 e; z jednej a pz i z dru-
giej strony, jest to ten sam zwiazek (35) wyrazajacy prawo Ma-
riotte'a, ale poniewaz przy tem samem ciSnieniu i temperaturze
gesto§¢ pary wodnej wynosi tylko 0.623 gesto$ci powietrza, wiec

Stad

Zamiast 0,377 mozna napisaé , bo obie liczby sa prawie

réowne. Piszemy tedy

(37

Ale vad hoct robione doé$wiadczenia pokazaly, ze wskutek
wieksze] lamliwo$ci pary wodne] ,gesto§¢ optyczna" powietrza
wyraza sie raczej przez wzolr:

(38)

Zatem przy wyprowadzeniu zwiazku miedzy gesto$cia a wznie-
sieniem powinni§my wlaSciwie uzyé nie wzoru (35) a wzoru (38).

Ale jest zazwyczaj bardzo malym ulamkiem. W $rodkowej Eu-

ropie!) u powierzchni gruntu p: wynosi §rednio okolo 7 mm.,
t. j. mniej niz jedna setng p, dopiero w goracym i wilgotnym kli-
macie Ceylonu wynosi §rednio okolo 22 mm. Jest to element bar-
dzo zmienny 1 w wysokim stopniu zalezny od temperatury (i innych
klimatycznych czynnikéw). Pojemno$é powietrza na pare wodna
szybko zmniejsza sie razem z temperaturg. Im wyzej, tem p2 jest
mniejsze, ubywa za$é szybciej niz p. Na wysokoéeci 2 km. nad po-
wierzchnia gruntu wynosi zaledwo polowe tego co na dole. Zimne
wyzsze warstwy powietrza sa bardzo suche: na wysokoéci 8 km.
nad $rodkowa FEuropa p2 wynosi tylko okolo 0,07 mm. Poniewaz
w dodatku we wzorze (38) p2 jest podzielone przez 8, wiec zupelnie
je pomijajac nie popelniamy wielkiego bltedu; nawet w bardzo $ci-
stym rachunku wystarczy niewielka poprawka.

') J. Hann. Lehrbuch der Meteorologie, Lipsk 1901, str. 223.
10*
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Dalszych wspétczynnikéw wzoru (27), t. . wy-
liczaé¢ nie bedziemy, powiemy tylko, ze we wszystkich dotychcza-
sowych teoryach obliczenie opiera sie na pewnych dowolnych hy-
potezach co do natury zwiazku miedzy ¢ i r. Jezeli te hypotezy
nie doprowadzaja do zbyt jawnych sprzecznos$ci z obserwacyami,
to ttémaczy sie przez dwie okolicznoéci. O jednej juz moéwilidmy,
mianowicie wskazaliémy na to, ze pierwszy i1 najgléwniejszy wspdél-
czynnik Ap od budowy atmosfery nie zalezy. Druga okolicznoéé
polega na tem, ze stala refrakcyi a astronomowie okre§laja wprost
z astronomicznych obserwacyl 1 w ten sposéb do pewnego stopnia
neutralizujg brak faktycznych danych o budowie atmosfery. Zreszta,
osobliwie w zadaniach wymagajacych wielkiej $cistoéci, astrono-
mowie staraja sie obserwowac¢ jak najblizej zenitu. Poniewaz tang z
jest tem mniejszy, im blizej zenitu, wiec obliczona refrakcya jest
takze mniejsza, a przytem coraz mniej zalezna od dalszych wyra-
zOw szeregu (27), t. j. od tych wyrazéw, ktérych bez hypotezy d¢o
do budowy atmosfery obliczyc nie mozna. W samym zenicie obli-
czona refrakcya jest zerem, choé, jak to wiemy z § 1, rzeczywista
refrakcya nie jest, éci§le biorac, ré6wna zeru w zenicie.

8. Refrakcya w poblizu horyzontu.

Poniewaz wzér (27) stluzy tylko do z — 80°, wiec w poblizu
horyzontu musimy postugiwaé sie innem rozwinieciem, pozostaja-
cem zbieznem do 2 = 90°. Mozemy otrzymaé takie rozwiniecie

przez przeksztalcenie szeregu (27). WeZmy nowa zmienna

skad

Stala @ okre§lamy z warunkdéw granicznych. Zwykle przyj-
mujemy, ze a to nic innego jak warto§é zmiennej u= s— ao) w gor-
nej granicy atmosfery. Skoro wyrugujemy tang z ze szeregu (27)

i wykonamy dzielenia, to otrzymamy szereg

(39)



w ktérym

Szereg (39) pozostaje zbieznym nawet dla z= 90° [€£= 1,
gdy z— 90°J. Oprécz tego sa jeszcze inne rozwiniecia bardziej
zbiezne niz (39) i do rachunku dogodniejsze. Dochodzimy wpraw-
dzie do nich przez pewne uproszczenia, ale to nic nie szkodzi: nie
warto sili¢é sie na zbytnia $cisto§é, bo po pierwsze nikt precy-
zyjnych obserwacyl w poblizu horyzontu nie robi. po drugie
refrakcya w poblizu horyzontu zalezy w znacznym stopniu od takich
nieobliczalnych czynnikéw, jak pyly, opary, dymy i t. d.

9. Tablice refrakeyi.

Poniewaz wcigz musimy poprawiaé obserwacye na refrakcye,
wiec, aby utatwié¢ sobie robote, postugujemy sie tablicami. Tablice
Caillet'a, Radau'a podaja sama refrakcye, Bessla, putkow-
skie—jej logarytmy;. ale tak jedne jak drugie skladaja sie z tablic
tak zwanej ,normalnej refrakcyi", t.j. refrakcyi obliczonej dla
pewnej normalnej temperatury 1 ci$nienia, oraz z tablic pomocni-
czych. za pomoca ktéorych mozna =z refrakcyi normalnej obliczyé
refrakcye dla kazdego innego ciénienia i kazde] innej temperatury.

Opiszemy tablice Radau'al) jako najdokladniejsze. Tablica I
zawiera normalne refrakcye obliczone dlaO°C, dla ciénienia 760 mm.,
dla pewfiego okres$lonego spadku temperatury z wysokoscig i dla
ciénienia pary wodnej wynoszacego 6 mm. Tablica II stuzy do
obliczenia poprawki na temperature?). Zalézmy, ze temperatura od-
czytana na zewnetrznym termometrze w obserwatoryum wynosi
T7° C. W tablicy II znajdziemy ulozone wedle dwéch argumentéw
z 1 T warto$ci wspolczynnika, powiedzmy przez ktory trzeba
mnozy¢ T, aby otrzymaé poprawke na temperature JecT. Dodawszy
kT do refrakcyi normalnej wchodzimy do tablicy IV, ktéra zawiera
wspotczynniki /? poprawki (J (b—760), gdzie b oznacza stan baro-
metru w czasie obserwacyi. W tej tablicy argumentem jest popra-
wiona na temperature refrakcya. Co do b, to zanim z odczytanego

*) Tablice te znajduja sie na koncu ,Essai sur les refractions astronomi-
ques* w tomie XIX ,Annales de 1'Observatoire de Paris".

a) Do tego samego celu, ale inng metoda sluzy takze tablica III.



stanu barometru, powiedzmy, b’ otrzymamy b, musimy wprzdéd do-
konaé trzech poprawek. Najpierw trzeba sprowadzié¢ odczytany stan
barometru do temperatury powietrza 7y, bo temperatura barometru
jest zwykle nieco rézna od temperatury powietrza. Wltaséciwie na-
lezatoby sprowadzié stan barometru do 0°C, ale Radau wlaczyt
sprowadzenie barometru od temperatury 7T° do 0°C
w poprawke na temperature, przeto pozostaje tylko redukcya
od temperatury barometru do temperatury powietrza. Aby zrozu-
mie¢ racye pozostalych dwéch poprawek, musimy uprzytomnié
sobie, dlaczego refrakcya zalezy od stanu barometru. Nie zalezy
bezposrednio, ale poSrednio, bo (por. § 4) zalezy od gestoéci powie-
trza, ktéra znowu zalezy od ci$nienia [i od temperatury, ale te za-
leznoéé juz uwzgledniliémy w poprawce JcT]. Poniewaz ci$nienie
mierzymy za pomoca barometru, wiec ostatecznie refrakcya zalezy
od stanu barometru. Ale ciénienie jest proporcyonalne do stanu ba-
rometru (przywiedzionego do 0°C!) i do sily ciezkoS$ci; wiec dwa
jednakowe stany barometru odpowiadaja niejednakowym ciénie-
niom, jezeli zostaly odczytane w dwdch miejscach, w ktérych
sila ciezkoéci jest niejednakowa. Poniewaz Radau obliczyl swoje
tablice dla poziomu morza i dla 45° szerokos$ci geograficznej, wiec
trzeba odczytania barometru sprowadzi¢ do poziomu morza i do
45° szer. geogr. Zalézmy, ze do odczytanego stanu barometru b’
juz dodaliSmy poprawke Ab majaca na celu sprowadzenie do 2'°C.
Aby sprowadzi¢ stan barometru do poziomu morza 1 do 45° szer.
wystarczy pomnozyé b'Ab przez czynnik

w ktorym <p oznacza szeroko$§¢ geogr. miejsca obserwacyi, h jego
wzniesienie nad poziomem morza a B Sredni promien geoidy. Oczy-
wiScie mozna powyzszy czynnik, jako dla danego obserwatoryum
staty, obliczyé raz na zawsze.

Przejdzmy teraz do trzeciej poprawki barometru. Wiemy juz
[por. § 7 osobliwie wzdér (38)], ze tak gesto§¢ zwyczajna, jak ge-
sto§¢ optyczna powietrza zalezy od zawartoéci pary wodnej. Ponie-

waz wplyw gestoSci na refrakcye uwzgledniamy przez posSredni-

) Na R mozna przyjaé 6370000 metréw. Naturalnie trzeba wyrazié h takze

w metrach.



ctwo barometru, wiec poprawke gestoéci, zalezna od zawartoSci pary-

mozna zlaczyé z poprawka na stan barometru. Poprawka ta wynosi

milimetréw,

przyczem p2 oznacza ci$nienie pary wodne] w czasie obserwacyi
wyrazone w milimetrach rteci. Liczba 6 stojaca w nawiasie obok
p2 pochodzi stad, ze Radau przyjat ciénienie 6 mm. jako nor-
malne !). Tedy ostatecznie

i dopiero od tego b nalezy odjaé 760 mm., a potem réznice (z wla-
$ciwym znakiem) pomnozyé przez czynnik aby otrzymaé po-
prawke na stan barometru.

Po dokonaniu obu poprawek: na temperature i1 na stan baro-
metru mozna juz dodaé refrakcye do widomej odlegloséci od zenitu.
Radau podaje jednak tablice jeszcze dwodch poprawek. Pierwsza
poprawka?) zalezy takze od zawartoéci pary w powietrzu. Miano-
wicie w § 5 widzielidémy, ze wspétczynnik Ay zalezy od wysokosci
sjednorodnej atmosfery", ktéra obliczyliémy na 7993 metry. Po-
niewaz wysoko§é jednorodnej atmosfery takze zalezy od zawartoéci
pary wodnej, wiec nalezy wprowadzi¢ odpowiednia poprawke. Ale
poniewaz wysoko§¢é jednorodnej atmosfery jest podzielona przez
dtugoéé przeszto 800 razy od niej wieksza, wiec ta poprawka wy-
pada tak mata, ze dopiero dla z — 85° wynosi 0."5. Tymczasem
w poblizu horyzontu sama refrakcya moze byé o kilkanascie (lub
wiecej) sekund katowych bledna, wiec wlaéciwie nie warto uwzgle-
dniaé¢ tak matej poprawki. Tablica V stuz}” do osobnego celu.
W tych razach, w ktérych spadek temperatury z wysokoécig rézni
sie od normalnego, mozna z pomoca tablicy V zrobi¢ odpowiednig
poprawke. Ale rzadko sie zdarza, aby$my mieli dostateczne infor-
macye o tem, czy i o ile spadek temperatury z wysokoécia jest
nienormalny.

Przyktad. Powtarzamy tu przyklad za Rada u'em. Obrat on

*) Mianowicie Radau przyjal stala refrakcyi Bessla obliczona z obser
wacyi w Krolewcu, gdzie ci$nienie pary wynosi $rednio 6 mm.
') Do tej poprawki stluzy tablica II bis i wspoélczynniki ¢ i ¢’ na str. 60

cytowanej rozprawy Radau'a.



naumyS$§lnie bardzo wielkg odlegtoéé zenitalna, aby zadna z poprawek
nie byla znikomo mala. Obserwowane z = 85° 15!2 przy T=127?5
i b'= 754,2 mm. Temperatura termometru na barometrze 10?1.

Miejsce obserwacyi — Pulkowo.

Z tablicy I znajdujemy przez in-
terpolacye *) refrakcye nor-
malng

Z tablicy II znajdujemy przez in-
terpolacye

Tedy refr. normalna

Odczytany stan barometru wynosi 754.2 mm., réznica miedzy
temperaturg powietrza a temperatura barometru wynosi 2°4. Po-
prawka Ab na jeden stopien C wynosi?) 0,0001626', a na t stopni
0.000162b6't. W danym razie poprawka Ab musi byé¢ dodatnia, bo
przy 12°5 stan barometru bylby wyzszy niz przy 10°1. Tedy

Stad Teraz sprowadzamy do
poziomu morza 1 do
W Putkowie

stad wedle wzoru podanego na poprzedniej stronnicy

za$

Teraz z argumentem wchodzimy do tablicy IV
i znajdujemy zatem poprawka barometryczna jest:
a wiec

a poprawiona odlegto§é zenitalna:

) Wszedzie wystarcza interpolacya do pierwszych réznic.

* Jezeli, jak to zwykle bywa, podzialka barometru jest mosiezna.



Tablice Cailleta podaja refrakcye normalna (argumentem
jest nie z a widoma wysokoé¢ nad horyzontem) oraz pewne czynniki.
Jeden z tych czynnikéw stuzy do poprawki na temperature, drugi
do poprawki barometrycznej. Connaissance des Temps co roku po-
daje instrukcye, jak uzywaé tych tablic. Najbardziej rozpowszechnio-
nemi, bo, najdogodniejszemi sa tablice Bessla pomimo tego, ze
skoro tylko z ma znaczna warto§é, to przy tym ukladzie, ktéry
obral Bessel, nie mozna wyzyskaé zasadniczych wzoréw w catej
$cistoséci, do ktérej sa zdolne. Tablice pulkowskie, choé¢ oparte na
innej statej refrakcyi i na innej teoryi (teoryi Gyldena) sg ulo-
zone na wzér tablic Bessla.

Bessel wyrazil refrakcye w nastepujacy sposéb:

Nalezy zauwazyé, ze a Bessla ma inne znaczenie niz w roz
winietej tu teoryi. Mianowicie jezeli wezmiemy wzor (27) 1 napi-

szemy go w ksztalcie

to wyraz w nawiasie obliczony dla specyalnej temperatury i ciénie-
nial) bedzie to a Bessla. Tablice podaja: log (a tang z), wykladniki
X i A (oba malo co wieksze od 1) i logy, ktére jest funkcysg tem-
peratury powietrza. Z drugiej strony

gdzi@ B jest funkcya stanu barometru a 7 temperatury termome-
tru na barometrze. Tablice podaja tak log B jak log T.

10. Poprawka na refrakcye w rdéznego rodzaju obserwacyach.

7 obserwacyi instrumentem, ktorego o$ jest pionowa (np. teo-
dolitem), otrzymujemy wprost azymut 1 zenitalna odleglo§é. Po-
prawka na refrakcye w azymucie jest zerem; dodajac zaé do wi-
domej zenitalnej odlegloéci z refrakcye r otrzymamy prawdziwa
odlegto$é zenitalna t. J.

*) Jako normalna temperature powietrza Bessel przyjal jako
normalna temperature termometru na barometrze jako normalne ciénie-

nie 752,95 mm.



Jezeli

obserwujemy narzedziem, ktérego o§ jest

réownolegta

do osi éwiata, to obie obserwowane wspdélrzedne musza byé popra-

wione. Poprawki sa jednakowe

rzednych

dla II-go i III-go systemu wsp6l-
[por. rozdzial VI §§ 3 i 4], tylko

poniewaz kat godzi-

nowy wzrasta we wprost przeciwnym kierunku jak rektascensya,

Potézmy
Zwazywszy, ze ani
zmianie, widzimy, ze powyzsze

wodzi sie do

wiec poprawka kata godzinowego
ma przeciwny znak jak poprawka
rektascensyi.

Wezmy tréjkat sferyczny, kto-
rego wierzchotki sa: P biegun pél-
nocny $éwiata. Z zenit miejsca ob-
serwacyl 1 G gwiazda [jest to ten
sam tréjkat, ktory rozpatrywaliSémy
w rozdziale VI-tym w § 7] i za-
stosujmy don pierwsze réwnanie
rézniczkowe (19) z rozdzialu I-go,

t. 1. réwnanie

ani nie ulega

réwnanie po podstawieniu przy-

WezZmy teraz czwarty wzo6r (19) z rozdz. I-go. Przez kotowe

przestawienia otrzymamy

Podstawmy tu znowu wartoéci (40), znowu poldézmy

a otrzymamy

(42)



W dalszym ciagu przyjmiemy, ze a. ¢, ¢t oznaczaja prawdziwe
wspblrzedne, zaé a', ¢’ t' widome [t.]j. zmienione przez refrakcyej.
Zamiast roézniczki da napiszmy a — a’, zamiast dé napiszmy

Odpowiednio do tego zamiast df napiszmy
[por. wzér (1)], poczem otrzymamy

(43)

Po prawej stronie wzoréw (43) figuruja katy 6 i ¢g. ktorych
wlaéciwie jeszcze nie znamy, bo dany jest nie rzeczywisty trdjkat
ZPG a widomy ZPG'. Musimy wiec zamiast g i ¢ podstawié q'1 6’
z widomego tréjkatal), ale to nic nie wadzi, bo gdyby$émy te same
operacye dokonali nad tréjkatem PZG', to otrzymalibySmy wzory
zupelnie podobne do (43), tylko po prawej stronie zamiast sing,
cosg 1 cos (G figurowalyby sin ¢, cos q' i cosd'. Jednakze
wzory (43) maja pewna wade. Oto otrzymaliémy je wstawiajac
skoniczone réznice zamiast nieskonczenie malych rézniczek. Tym-
czasem gdybyémy napisali Scisle wzory na 6— 6' 1 a — a\ to otrzy-
maliby§my wzory nie liniowe wzgledem r, przeciwnie po rozwinieciu
wzgledem r otrzymalibySmy szeregi potegowe. Zatem piszac wzory (43)
pomineliémy kwadraty i wyzsze potegi refrakcyi. Péki r jest male,
to pochodzace stad bledy sa znikome; ale gdyby, jak w przykladzie
poprzedniego paragrafu, r wynosito okolo 10', to r2 wyniosloby
okolo 2" 2), czego juz nie nalezy pomijac.

Ale obserwacye, majace na celu wyznaczenie wspdélrzednych
a 16, robimy zwykle w poludniku. Poniewaz poludnik jest jednem
z két pionowych, wiec refrakcya nie ma wplywu na kat godzi-
nowy: poprawka kata godzinowego, wzglednie rektascensyi jest
zerem. 7 drugiej strony, jak to widaé od pierwszego rzutu oka,
wtedy (zupelnie $cisle)

Zatem
(44)

Mozna okre$li¢ ¢’ ze wzoru:

2) Trzeba wyrazié¢ 10' w mierze lukowej, podnies¢ do kwadratu a potem

znéw zamieni¢ na miare katowa; w ten sposéb otrzymamy okolo 1, 7.



Otrzymalibyémy to samo ze wzoréw (43) zwazywszy, ze W po-
ludniku 2 = 0. Widzimy tedy, ze wzory (44) sa jednocze$nie zupel-
nie §Sciste 1 nadzwyczaj proste.

Jezeli oznaczamy wspé6lrzedne réwnikowe poza poludnikiem,
to tylko metoda réznicowg. To znaczy, ze wyznaczamy réznice po-
miedzy deklinacyg 1 rektascensya danei gwiazdy a rektascensyag
i deklinacya innej, ktorej wspélrzedne sa dobrze znane, ogdlniej
méwiac wyznaczamy wspblrzedne danej gwiazdy wzgledem innej,
ktorej absolutne wspélrzedne sa dobrze znane. W tym celu wyszu-
kujemy znang gwiazde o tyle bliska do danej, aby obie mieécily
sie jednoczeénie w polu widzenia lunety, wtedy bowiem mozemy
wykonaé pomiary za pomoca mikrometru. Wpltyw refrakcyi na po-
miary mikrometryczne jest bardzo maty, bo oczywiscie wchodza
tu w rachube nie same refrakcye a ich réznice, rdéznice zresztg
bardzo male, bo poréwnywane gwiazdy sq bardzo bliskie. Czestokroé
mozna nawet zupelnie zaniechaé poprawki na dyferencyalna re-
frakcye. Wzoréw na poprawki przy pomiarach mikrometrycznych
rozwijaé¢ tu nie bedziemy, odsylamy czytelnika do rozpraw Bessla,
ktére beda ponizej pod rubryka ,literatura" wymienione.

Wspélrzednych ekliptycznych bezposrednio nie obserwujemy,
przeto nie zachodzi potrzeba wyprowadzaé wzory na poprawki re-
frakcyjne tych wspdlrzednych. Poprawki na refrakcye robi
sie przy obliczeniu obserwacyi.
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ROZDZIAL IX.
Parallaksy.

1. Ksztalt ziemi.

Ziemia jest cialem nieregularnego ksztaltu, podobnem do eli-
psoidy obrotowej. Poniewaz niema zadnej mozno$ci ani potrzeby braé
w rachube wszystkie nieregularnosci jej ksztattu, wiec uzywamy
nastepujacego wybiegu. Zamiast figury samej ziemi rozwazamy
figure pewnej powierzchni zwanej geoida, a wszystkie nieréwnoséci
powierzchni ziemi uwazamy za zboczenia od geoidy. Geoida jest to
to samo, co poziom morski, t. j. na oceanach $rednia powierzchnia
woéd w spokoju, a pod ladami idealne przedtuzenie powierzchni
oceanéw za pomoca niwelacyi. Geoida takze nie jest regularng po-
wierzchnia: sklada sie z kawalkéw analitycznie réznych powierz-
chnil), ale pomimo tego jest bardzo podobna do elipsoidy obroto-
wej, duzo podobniejsza niz fizyczna powierzchnia ziemi. Korzystamy
z tego podobienstwa i obieramy pewna obrotowa elipsoide mozliwie
malo rézna od geoidy, ktéra nazywamy ,elipsoidg ziemska". Pod
elipsoidqa mozliwie malo rézna od geoidy nie wszyscy geodeci ro-
zumieja to samo, ale ostatecznie wszystkie definicye ,elipsoidy
ziemskiej" sa sobie mniej wiecej rownowazne. Mozemy np. powie-
dzieé, ze elipsoida ziemska jest to ta elipsoida obrotowa, wspdt-
$rodkowa 1 wspdélosiowa ze ziemia, u ktérej suma kwadratéw odle-
gloSci od powierzchni geoidy jest najmniejsza. To znaczy, ze wyo-
brazamy sobie elipsoide obrotowa majaca ten sam $érodek i1 te sama
0oé obrotu co ziemia; ze w kazdym punkcie jej powierzchni np. M
wystawiamy normalng, ktéra przebija powierzchnie geoidy w punk-
cie np."iV; ze powtarzamy te samg operacye badz we wszystkich

*) Pisalem o tem obszerniej w mojej ,Fizyce ziemi" w rozdziale 1-szym.



punktach powierzchni elipsoidy obrotowej, badZ w oddzielnych, ale
bardzo gesto i rOwnomiernie rozsianych punktach; to znaczy wreszcie,
ze tworzymy gdzie h oznacza odcinek MN, w taki sposéb, aby
zadnego punktu nie opuscié. Otéz te elipsoide obrotowa, dla ktérej 2h2
jest najmniejsza, nazywamy ,elipsoida ziemska".

Tak zwane rozmiary i splaszczenie ziemi to sg wlasciwie roz-
miary 1 splaszczenie ,elipsoidy ziemskiej". Tak samo, gdy mdéwimy
o $érednim promieniu ziemi, o promieniu lub podlosi réwnikowej lub
biegunowej, to wlasciwie rozumiemy $éredni promien, poéto§ réwni-
kowa lub biegunowa elipsoidy ziemskiej. Nic to nie szkodzi, oso-
bliwie w rachunkach astronomicznych, bo geoida wogdle malo
rézni sie od elipsoidy obrotowej. Zdaje sie, ze odleglo$¢ miedzy
temi dwoma powierzchniami nigdzie nie przekracza 200 metrow.
7 drugiej strony fizyczna powierzchnia ziemi, osobliwie na nizkich
réowninach, mato rézni sie od geoidy. Tak zwane wzniesienia nad
poziomem morza wynoszg po kilkadziesigt lub kilkaset metrow.
Srednia wysoko§é ladu nad poziomem morza wynosi tylko okoto
700 metréow. Zreszta w niektérych przypadkach uwzgledniamy wy-
soko§é miejsca obserwacyi nad poziomem morza. Natomiast wznie-
sienia (tu rozumiemy wzniesienie w sensie ogdlniejszym jako do-
datnie lub odjemne) geoidy nad elipsoida nigdy nie uwzgledniamy,
bo go nie znamy. Wogéble z powodu nieznajomos$ci zboczen geoidy
od elipsoidy postepujemy tak, jak gdyby te powierzchnie bytly
identyczne i naturalnie wskutek tego popelniamy pewne, na szcze$cie,
mate bledyj tak np. uwazamy piony za prostopadle do elipsoidy,
podczas gdy pion jest prostopadly do poziomu przechodzacego przez
miejsce obserwacyi 1 tylko wyjatkowo moze byé identyczny
z prostopadla do elipsoidy. Prostopadta do elipsoidy obrotowej prze-
cina sie z jej mala osia, wskutek tego mozna przeprowadzié¢ przez
prostopadla 1 przez malg o$ (przez o§ obrotu) pltaszczyzne. Wedle
definicyi bedzie to plaszczyzna potudnika [por. rozdziat VI-ty]. Ale
w rzeczywistoSci prosta pionowa w miejscu obserwacyi rozmija sie
ze ziemska osig obrotu, wskutek czego nie mozemy przeprowadzié
plaszczyzne jednoczeénie przez prosta pionowa 1 przez oé obrotu.
Przeto rzeczywista plaszczyzna poludnika przechodzi jedynie przez
prosta pionowa, a do osi obrotu jest tylko réwnolegta. Co wiecej,
wskutek przyciggania ksiezyca 1 stonica oraz pewnych odksztatcen
samej ziemi kierunek sily ciezkoS$ci, t. j. pion nie jest caltkiem

staly, lecz podlega drobnym wahaniom. Z drugiej strony sama
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ziemia wykonuje drobne oscylacye naokolo osi obrotu. Widrimy
stad, ze nasze definicye nie odpowiadaja dokladnie rzeczywisto§é
i ze rozumujac tak, jak gdyby byly S§ciste, wcigz popelniamy pe-
wne btedy, ktére jednak na nasze szcze$cie sq o tyle male, ze
w astronomii, za wyjatkiem niektérych specyalnych teoryi, mozna
je bez szkody pomijaé.

Powréémy teraz do rozmiaréw ziemi, t. j. wlasciwie do roz-
miaréw elipsoidy ziemskiej. W dawniejszych tablicach i podreczni-
kach, poczawszy od lat czterdziestych przeszltego stulecia, zazwyczaj

przyjmowano wymiary elipsoidy ziemskiej Bessla, mianowicie:

sptaszczenie

polowa wieksze] (réwnikowej) osi

, mniejszej (biegunowej) ,,

Pod koniec XIX wieku zaczely torowaé sobie droge wymiary
Clark e'go (podane w r. 1880)

Lecz wkréotce spostrzezono, ze splaszczenie Clarke'go jest
za duze. Z ogromnego mnoéstwa pomiaréw wahadlowych Helmert

wyliczyl splaszczenie

o wiele blizsze do splaszczenia Bessla. dJednocze$nie z nowszych
pomiaréw geodezyjnych wywnioskowano, ze a Bessla jest za
mate, natomiast a Clarke'go jest prawdopodobnie blizsze prawdy.
Gdy w r. 1907 przed pomiarami w Egipcie zapytano F. R. Hel-
merta, to doradzil przyjaé

*) Wlasciwie powinno bylo wypasé Por. moja rozprawe p. t.: Sur

la determination de la figure de la terre d'aprés les mesures de la gravite. ,Bul-

letin astronomigue", tom XXII (1905 r.), str. 69, uwaga w dole.



Lecz w Pazdzierniku 1911 r. w Paryzu na konferencyi, ma-
jacej na celu zreformowanie i ujednostajnienie efemeryd, pod wra-
zeniem ostatnich prac J. Hayforda, opartych na niektérych po-
miarach w Stanach Zjednoczonych, przyjeto zaproponowane przez
gen. Bourgeois

7Z poréwnania tych liczb widaé, ze pélosie elipsoidy ziemskiej
sq Jeszcze o pareset metréw niepewne, a mianownik ulamka wy-
razajacego splaszczenie jeszcze o jednostke niepewny. Charaktery-
stycznem jest to, ze coraz to polzniejsze cyfry sa coraz to wiece]
zaokraglone. Doéwiadczenie nauczylo skromnosci! Ale jezeli wy-
miary poélosi sa o paregset metré6w niepewne, to jasng jest rzecza,
ze nawet przy obliczeniu parallaksy ksiezyca nie warto uwzgle-
dnia¢ wysokoéci miejsca obserwacyi nad poziomem morza, chyba to
wzniesienie jest znaczne, np. wynosi 1000 lub wiecej metréw, a chodzi
o wielka doktadnoéé. Niewielkie wzniesienia, np. wzniesienie Kra-
*kowa nad poziomem morza, sa zawarte w granicach niepewnoSci
samych poétosi.

Odtad bedziemy rozumowaé tak, jak gdyby ziemia byla eli-
psoida obrotowa.

2. Szeroko$¢ geograficzna, szeroko$§é geocentryczna. Odleglosé
od $rodka elipsoidy i t. d.

Szerokos$cia geocentryczna nazywamy kat miedzy pla-
szczyzna, réwnika a promieniem wodzacym poprowadzonym ze Srodka
elipsoidy ziemskiej do miejsca obserwacyi. Szeroko$é¢ geograficzna
jest to kat miedzy prosta pionowa w miejscu obserwacyi a plaszczy-
zng réwnika, poniewaz za§ uwazamy prosta pionowa za normalng
do elipsoidy, wiec mozemy powiedzieé, ze to jest kat miedzy prosta
prostopadla do elipsoidy w miejscu obserwacyi a plaszczyzna ré-
wnika. Na podstawie tych definicyi tatwo znalezé zwiazek miedzy
szeroko§cia geograficzng a geocentryczng. Przeprowadzmy plaszezy-
zne przez prostopadla do elipsoidy w miejscu obserwacyi 1 przez
0§ obrotu. Poniewaz mamy do czynienia z elipsoida obrotowa, wiec

Db=al—e)!

Astronomia teoretyczna. 11



to jest zupelnie mozZebne. Z drugiej strony z uwag poczynionych
w poprzednim paragrafie wiemy, ze plaszczyzna nasza to plaszczy-
zna poludnika. Srodek elipsoidy obieramy za $rodek wspdlrzednych
prostokatnych, przeciecie plaszczyzny poludnika =z plaszczyzna ro-
wnika obieramy za 0§ x a o$ obrotu za o§ y. Réwnanie elipsy po-
tudnikowej, wzdluz ktérej plaszczyzna poludnika przecina sie z po-
wierzchnig elipsoidy, jest

Oznaczmy szeroko§é geograficzna przez (p a szeroko$é geocen-
tryczna przez (p'. Z definicyi szeroko$ci geocentrycznej natychmiast
wynika

a z definicyi szeroko$ci astronomicznej wynika

Rézniczkujac réwnanie elipsy otrzymamy

skad

t. j.
@
jezeli wprowadzimy ,mimoéréd" okreS§lony przez rdéwnanie

@

Do réwnania (1) mozemy zastosowaé wzér (2) rozdzialu V-go.
Pol6zmy

wtedy
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gdzie q jest to nowy symbol, ktéry wprowadzamy dla krétkoéci. Na
podstawie pomienionego wzoru (2) z rozdzialu V-go mozemy odrazu
napisac:

®

Przyjmujac

znajdziemy:

Aby otrzymaé wspélezynniki szeregu (3) w sekundach kato-
wych, trzeba te liczby pomnozy¢ przez 206264,"8... Otrzymamy
wtedy

Promien wodzacy pod szeroko$cia (p, czyli, inaczej] moéwigc,
odlegto§é punktu potozonego pod szerokoScia (p w powierzchni eli-
psoidy od jej $rodka, wyraza sie przez wzor

Ale % réwnania elipsy mamy

a obok tego mamy

Z tych dwéch réownan natychmiast wynikaja rdéwnania



W Krakowie (obserwatoryum) Kladac znowu
znajdziemy ze wzordéw (3 bis) 1 trzeciego (4)

Z ryciny 12 zaraz widaé, ze dilugo$§é odcinka normalnej od
powierzchni elipsoidy obrotowej do przeciecia z osig obrotu jest MC,
jezeli wiec oznaczymy te dlugo§é przez iV, to

Jezeli tu podstawimy x z pierwszego wzoru (4), to zaraz otrzy-
mamy

®)

Obliczymy jeszcze promien krzywizny poludnika pod szero-
koécia (p. Wiadomo, ze promien krzywizny, ktéry oznaczamy przezi?,
wyraza sie¢ wzorem

ale
tedy

Jezeli tu podstawimy x i1 y ze wzoréow (4), a zastapimy
przez to otrzymamy

®

3. Paraliaksa zenitalna i azyinutalna.

Parallaksa nazywamy kat miedzy kierunkami idacymi z dwéch
réznych stanowisk do tego samego punktu. Z parallaksami mamy



do czynienia przy przej$ciu od wspélrzednych widomych do geo-
centrycznych, lub od geocentrycznych do widomych.

Wezmy dwa systemy wspdlrzednych prostokatnych, réwnole-
gltych. W pierwszym systemie $rodek znajduje sie w miejscu obser-
wacyi, dodatnia o§ z' jest skierowana pionowo w goére, dodatnia
os x horyzontalnie i ku poludnio-
wi, dodatnia o0$ y’ horyzontalnie
1 ku zachodowi. W drugim syste-
mie $rodek wspdélrzednych znaj-
duje sie w érodku ziemi C, za$
osie sa réwnoleglte do poprzednich
1 tak samo skierowane. W pierw-
szym systemie oznaczamy wspol-
rzedne przez x', ¥, z w drugim
przez x, y, z. Oznaczamy odleglo§é
od miejsca obserwacyi O clo ciata
niebieskiego (raczej dojego érodka)
przez A', a odleglosé od C przez A,
dalej oznaczamy widoma odlegtoéé
zenitalna ciata niebieskiego przez
a geocentryczng przez wreszcie widomy azymut przez A, a geo-
centryczny przez Al wtedy

©)

Pomiedzy wspdélrzednemi x, y, z 1 x, yz' mamy zwiazki

®

przyczem z ryc. 13 zaraz widaé, ze oraz ze



Skoro podstawimy wartoSci ze wzordéw (7)1 (9) we wzory (8),

to te ostatnie przejdgq na

(8 bis)

Réownania (8 bis) zawieraja rozwiazanie zadania. dJezeli dane
sq jedne wspélrzedne, to poniewaz e sin @ — (') i @ cos @ — (p') sa
dla danego miejsca obserwacyi znane!), tatwo z réwnan (8 bis)
obliczyé drugie. Zreszta w praktyce zwykle zdarza sie tak, ze
znamy A a nie A’

Przyprowadzamy réwnania (8 bis) do innego dogodniejszego
do rachunku ksztattu, w ktéorym wystapi na jaw ,parallaksa
zenitalna" — £ 1 ,azymutalna" A'— A. Aby otrzymac
wyrazenia na — £ 1 A'— A mnozymy pierwsze réownanie (8 bis)
przez sin A, drugie przez cos A 1 odejmujemy jedno od drugiego,
nastepnie mnozymy pierwsze réwnanie (8 bis) przez cos A, drugie
przez sin A 1 dodajemy jedno do drugiego. Otrzymamy

(10)
skad
)
Z drugiej strony mnozac pierwsze rownanie (10) przez
a drugie przez i dodajac oba rdéwna-
nia — po oczywistych przeksztalceniach otrzymamy
skad po podzieleniu przez wynika

») Te dwie wielkoSci sa dla danego miejsca obserwacyi nie tylko znane,

ale stale. Por. poprzedni paragraf.
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WprowadZzmy kat pomocniczy y okreS§lony przez réwnanie
(12)

wtedy bedziemy mogli napisaé poprzednie réwnanie i trzecie rod-
wnanie (8 bis) w ksztalcie

13)

Mnozac pierwsze z nich przez cos a drugie przez sin £
1 odejmujac drugie od pierwszego, potem mnozac pierwsze przez
sin f, a drugie przez cos £ i dodajac otrzymamy dwa réwnania

z ktérych zaraz wynika

(14)

Pomnézmy jeszcze pierwsze rdéwnanie (13) przez cosy, a dru-
gie przez sin y 1 odejmijmy jedno od drugiego. Otrzymamy w ten
sposéb réwnanie

ktére napiszemy w ksztalcie
(15)

Powyzsze réwnania odnosza sie do przypadku, gdy dane sa
wspoOlrzedne widome, a geocentryczne sa niewiadome. RzeczywiScie
zaraz widaé, ze gdy dane sa widome wspolrzedne, to rozwigzujac
kolejno réwnania (11), (12), (14) a naostatku (15) wciaz bedziemy
mieli po prawej stronie réwnan same wiadome wielkoéci. Gdyby
odwrotnie dane byly geocentryczne wspé6lrzedne, a trzeba byto
przej$¢ do widomych, to postepujac zupelnie tak samo jak poprze-
dnio, ale mnozac przez sin A\ cos A’ tam, gdzie mnozyliSmy przez

sin A 1 przez cos A, oraz mnozac przez sin cos tam, gdzie
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mnozyliSémy przez otrzymamy analogiczne do poprze-
dnich réwnania. Réwnania (12) 1 (15) beda $ci$le te same, a zamiast

réownan (11) i (14) otrzymamy rdéwnania:

(16)

Zauwazmy, ze na kuli Widzimy
stad, ze A’ — A, jako zalezne od spltaszczenia, jest male. Zresztg
rzadko zdarza sie, abyémy potrzebowali obliczaé ,parallakse azy-
mutalng". Zazwyczaj obserwujemy w poludniku; wtedy A'— A == 0,

réwnanie (11) jest spelnione identycznie, réwnanie (12) przechodzi w
(12 Dbis)

za§ rownania (14) 1 (15) przywodza sie do

(14 bis)

i

(15 bis)

Dogodnie jest zastosowaé¢ do réwnania (14 bis) wzér (1) z roz-

dziatu V-go, przyczem oczywiScie nalezy potozyé ¥

Zaraz rozwiniemy (14 bis) w szereg, tylko wprzédy zajmiemy

sie nieco stosunkiem Napiszmy tozsamosé

1) Naturalnie mozna tak samo zastosowaé wzor (1) z rozdzialu V-go do

wzorow (11) i (14), trzeba tylko w pierszym razie polozyé

a w drugim



Czynnik jest staly dla danego miejsca obserwacyi, obli-

czamy go raz na zawsze za pomoca wzoru (4) niniejszego roz-
n
dziatu. Czynnik jest to tak zwana ,horyzontalna, réwnikowa

parallaksa". Ze wzoru (14) widad, ze zenitalna parallaksa wzrasta
razem z maximum osiaga wtedy, gdy

t.j. jeszcze ponad horyzontem, ale juz blisko niego. W samym hory-
zoncie nazywamy parallakse ,horyzontalng". Na réwniku o= ep'= 0,
wskutek czego parallaksa azymutalna jest zawsze réwna zeru (por.
wz6r 11) 1 tak samo y= 0; nastepnie na réwniku Q= a, przeto

zenitalna horyzontalna parallaksa przywodzi sie do Horyzontalna

réwnikowa parallaksa to ten kat, pod ktérym widaé ze $rodka ciala
niebieskiego potowe réwnikowej Srednicy =ziemi. Oznaczamy go
przez <D, t. j. kladziemy

ale poniewaz kat <5 jest zawsze bardzo maly (oprécz przypadku
ksiezyca), wiec zamiast tangensa piszemy sam kat i przyjmujemy

17)
albo tez, jezeli chodzi o to, aby wyrazi¢ & w sekundach katowych
(17 bis)

Parallaksy horyzontalner6wnikowe stonca, ksiezyca i1 pla-
net sa podane w efemerydach: parallaksy ksiezyca nawet dwa razy

0 Od czaséw konferencyi paryskiej w r. 1896 efemerydy przyjmuja 8. 8,
jako Srednia parallakse slonca. Zdaje sie, ze ta liczba jest cokolwiek za mala.
Z obserwacyi Erosa A. R. Hinks obliczyl Srednia parallakse slorica 8,806 + 0.004.
Vide: A. R. Hinks: General Solution... i t. d. Monthly Notices, tom LXX,
str. 588 — 608, specyalnie str. 603.

Za najprawdopodobniejeza $rednia parallakse ksiezyca S. Newcomb
uwaza 57' 2','63, Spher. Astr., str. 150.



na dobe, innych cial raz na dobe, niektérych dalszych planet raz
co dwa dni.

Powracajac do rozwiniecia wzoru (14 bis) w szereg piszemy:
stosujemy wz6r (1) z rozdzialu V-go (ktadac w nim

n— 0) 1 otrzymujemy
(18)

We wzorze tym nalezy podstawié¢ <56 ze wzoru (17), jezeli za$
chcemy otrzymadé — &£ w sekundach katowych, to po podstawie-
niu d nalezy calg prawa strone wzoru pomnozyé¢ przez 206264."8...

Do gwiazd stalych poprawki na parallakse nie stosujemy, bo
jest zawsze znikoma, dla slonica i planet wystarcza pierwszy wyr’z
szeregu (18), dla ksiezyca trzeba wziaé trzy wyrazy a takze nalezy
pisaé¢ tang fi zamiast w. Zreszta gdy chodzi o ksiezyc, to zwykle
obliczamy parallaksy z pierwotnych wzoréw przeksztalciwszy je
w taki sposdb, aby byly dostepne do rachunku logarytmicznego.
Mianowicie wzory (12), (14) 1 (16) maja ksztalt

Ktadziemy i przeksztalcamy w nastepujacy
sposob:

Przeksztalcamy tak tylko dla dogodnoéci, bo nie nalezy sa-
dzié, aby wzory w rodzaju (18) byly (w rachunku!) mniej S$cisle
niz wzory pierwotne. Wszak obliczamy wzory pierwotne z pomoca
logarytmoéw, ktére same sg obliczone z pewnych szeregéw. dJezeli



rozwiniecie w szereg jest szybko zbiezne, to biorac dostateczna ilo$é
wyrazéw, mozemy otrzymaé nawet doktadniejsze rezultaty anizeli
te, ktére otrzymujemy ze wzoréw pierwotnych obliczanych przez
logarytmy.

4. Parallaksa w deklinacyi i rektascensyi oraz w szerokos$ci
i dlugosci.

Wzory na parallakse w deklinacyi 1 rektascensyl wyprowadzamy
tak samo jak wzory poprzedniego paragrafu. Znowu bierzemy dwa
systemy wspoOtrzednych prostokatnych: jeden widomy, drugi geo-
centryczny, ale obieramy inne kierunki za gléwne, mianowicie takie,
aby oba systemy wspéirzednych byly systemami réwnikowymi¥);
a wiec dodatnia o§ 0 bedzie skierowana ku pélnocy, dodatnia o$ x
ku wiosennemu poréwnaniu dnia z noca, a dodatnia o$§ y skiero-
wana w taki sposdb, ze chcac przej§¢ od osi -j-x do osi -|-y mu-
simy opisa¢ kat 90° przeciw wskazéwkom zegarka (wyobrazamy
sobie przytem, ze na plaszczyzne rownika, w ktorej leza osie xi y,
patrzymy z goérnej, poéilnocnej strony). Geocentryczne wspélrzedne
ciala niebieskiego beda teraz

widome wspélrzedne ciata niebieskiego beda

wreszcie wspéOlrzedne miejsca obserwacyl wzgledem $érodka ziemi
beda,

Czas gwiazdowy © wchodzi we wyrazenia wspéirzednych
miejsca obserwacyi, bo, jak to wiemy juz z rozdzialu VI-go § 6,
jest on jednocze$nie rektascensya miejsca obserwacyi?). Ze zreszta
wspoélrzedne miejsca obserwacyi w tych systemach wspélrzednych
nie moga by¢ stale, tojest zupelnie jasne, bo oba systemy w ruchu
obrotowym ziemi nie uczestniczq. Z drugiej strony jeden rzut oka
na ryc. 12 lub 13 wystarczy, aby przekonaé nas, ze dla miejsca
obserwacyi role deklinacyi odgrywa szeroko§é geocentryczna cp'.

») Por. rozdzial VI-ty §§ 3 i 4.

) Naturalnie musimy go liczyé jako kat.



Podobnie jak w poprzednim paragrafie mozemy napisaé trzy

réwnania

(19)

Traktujac je tak samo. jak w poprzednim przypadku, otrzy-

mamy réwnania

(20)

Wielkoéci pomocnicze okre§lamy z réwnan

@1)

Wzory (20) odnosza sie do przypadku, gdy dane sa geocen-
tryczne wspbélrzedne. Gdyby dane byly wspélrzedne widome, to
wzory: ostatni (20) 1 oba wzory (21) pozostalyby bez zmiany, a za-

miast dwoch pierwszych wzoréw (20) nalezaloby napisaé

(20 bis)

Zazwyczaj obserwujemy w poludniku; wtedy

przeto, jak to widaé z pierwszego wzoru (20), poprawka w rekta-
scensyi jest zerem. Bylo to do przewidzenia, bo parallaksa azy-
mutalna znika w poludniku. Zauwazmy przytem. ze na wschéd od
poludnika a na zachdd Lecz skoro

to wzory (21) daja:
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1 wzory (20) znacznie upraszczaja sie. Ostatecznie dla poludnika

mamy zamiast wzoréow (20)

(22)

Skoro rozwiniemy drugi wzér (22) za pomocg wzoru (1) z roz-
dziatu V-go, to otrzymamy szereg zupelnie podobny do (18) z ta
tylko réznica, ze po lewej stronie na miejscu bedzie staé

a po prawej na miejscu bedzie staé
Oczywiécie mozna tak samo rozwinaé oba wzory (20).

Wzoréw na parallakse w dlugoSci i szerokoéci nie piszemy,
bo sa zupelnie podobne do wzoréw (20), wzglednie (20 bis). Trzeba
tylko zamiast a i 6 wszedzie podstawi¢ X i /?, za§ zamiast rekta-
scensyi obserwatoryum @ 1 jego deklinacyi (p’ nalezy podstawié
jego geocentryczng dlugoéé i szeroko$é — powiedzmy — [ i b. Te
ostatnie wielkosci obliczamy z © 1 ¢p’ za pomoca wzordéw (4) roz-
dziatu VI.

5. Srednice planet widome i geocentryczne.

U tych ciat niebieskich, ktére nie przedstawiaja sie jako
punkty, ale jako ciala o skonczonej érednicy, parallaksa ma wplyw
na rozmiary, t. j. w obserwatoryum widzimy inne rozmiary ani-
zeli te, ktére widzielibyémy ze $rodka ziemi. Oznaczmy $rednice
ciala widziang ze $rodka ziemi przez 1), a $rednice widziang z obser-

watoryum przez D' Oczywiscie

ale wedle réownania (15)

za§ wedle trzeciego réwnania (20)

Z tych proporcyi wynika



6. Parallaksy roczne gwiazd.

W § 3 zauwazyliSmy juz, ze parallaksy gwiazd stalych sg
znikome. Mieliémy tam na my$li parallaksy w zwyklem znaczeniu
tego stowa, t.j. réznice kierunkéw miedzy promieniami wodzacymi
idgcymi od $érodka ziemi do gwiazdy 1 od obserwatoryum do gwia-
zdy. Poniewaz te réznice sa zupelnie znikome, wiec obserwacye
gwiazd stalych zrobione na réznych obserwatoryach mozna trakto-
wac tak, jak gdyby byly dokonane w §rodku ziemi. Jednakze obser-
wacye gwiazd dokonane w réznych epokach nie sg poréwnywalne,
jezeli obserwowana gwiazda ma dajaca sie zmierzyé ,roczna paral-
lakse", t.j.jezeli kierunki od ziemi do gwiazdy wyznaczone w pot-
rocznych odstepach czasu tworza ze sobg kat dajacy sie zmierzyé,

,Parallaksa roczna" nazywamy kat, pod ktérym widac
z gwiazdy potowe $rednicy!) orbity ziemskiej. Poniewaz polowa
$rednicy orbity ziemskiej jest okolo 23000 razy wieksza niz po-
lowa réwnikowej S$rednicy ziemi, wiec parallaksa roczna jest takze
okoto 23000 razy wieksza od zwyklej horyzontalnej réwnikowej
parallaksy 1 daje sie zmierzyé¢ wtedy, gdy ta druga jest zupelnie
nieuchwytna.

Swoja droga parallaksy roczne gwiazd stalych sa tak male —
najwiekéza z nich, parallaksa a Centauri wynosi tylko okolo 0"75,
ze mierzenie ich jest potaczone z ogromnemi trudno$ciami. Nad
trudnoéciami temi rozwodzié sie nie mozemy, zato powiemy, jaki
wplyw ma parallaksa roczna na wspoélrzedne geocentryczne, eklipty-
czne gwiazdy. Obieramy wspélrzedne ekliptyczne, bo wtedy za-
danie przedstawia sie w najprostszej formie.

Zadanie jest zupelnie podobne do zadania § 4 niniejszego
rozdzialu, tylko zamiast $rodka ziemi trzeba wziaé Srodek stonca,
zamiast obserwatoryum trzeba wzigé $rodek ziemi, zamiast odle-
gloéci obserwatoryum od $rodka ziemi ¢, trzeba wziaé odlegltoéé
ziemi od slonca B, zamiast odlegloéci planety od $rodka ziemi —
odlegtoéé gwiazdy od stonca, ktéra oznaczymy przez A, wreszcie
szamiast rownika trzeba wziaé ekliptyke. Poniewaz ziemia krazy
w plaszczyznie ekliptyki (drobne wychylenia pomijamy), wiec ana-
logiczna do c¢p'szeroko§¢ samej ziemi bedzie zerem. Stad zaraz wy-

* W teoryi ,parallaksy rocznej" mozna &mialo uwazaé orbite ziemska

za kolo.
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nika, ze pomocniczy kat yx jest takze zerem. Role geocentrycznej
rektascensyi gwiazdy a odgrywa tu jej heliocentryczna dlugosé
role geocentrycznej deklinacyi 6 odgrywa tu heliocentryczna sze-
roko§é¢ gwiazdy /?,. Tak samo zamiast widomych wspélrzednych
a' 1 d' napiszemy tu geocentryczna dilugo$§é 1 szeroko$é gwiazdy
X i /7. Wreszcie role czasu gwiazdowego odgrywa tu heliocentry-
czna dlugos$é ziemi, ale ta réowna jest geocentrycznej (podawane]j
w efemerydach) dlugosci stonca 0 powiekszonejl) o 180°.
Bierzemy najpierw wzory (21). Poniewaz c¢p’' = y. = 0, wiec pomi-
jajac jeszcze bardzo malg réznice miedzy Xii' otrzymamy na po-
mocniczg wielkoé§é q wyrazenie

Teraz bierzemy wzory (20), wstawiamy nowe symbole, pomi-
jamy w mianownikach drugie wyrazy, jako w poréwnaniu z pier-
wszymi bardzo mate, i piszemy

Po lewej stronie zamiast tangenséw mozemy naturalnie
napisaé¢ same katy. Z drugiej strony oznaczajac roczng parallakse
przez p, mozemy?) zupelnie tak samo jak we wzorze (17) polozyé

Otrzymamy wtedy ostatecznie

(24)

') Jest to rzecz zupelnie jasna, ze jezeli ze stofica widaé ziemie w pe-
wnym punkcie sfery niebieskiej, to ze ziemi widaé storice w punkcie wprost
przeciwleglym.

2) Powiedzieliémy juz wyzej, ze w teoryi rocznej parallaksy wolno uwazaé
orbite ziemska za koto.
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Pierwszy wzér (24) jest oczywiscie w najblizszem sasiedztwie

bieguna ekliptyki nieprzydatny, trzeba tam uzywaé S§cislego wzoru

(25)
W samym biegunie ekliptyki, t. j. dla /?,= 90°, 1, staje sie
nieokreélonem, wskutek czego wzér (25) staje sie takze nie-

przydatnym. Trzeba siegnaé¢ az do wzoréw analogicznych do wzo-
réw (19)

(26)

Dla wzory (26) przywodza sie do

Stad wynika

a jednocze$nie

Te dwa réwnania daja sie miedzy soba pogodzi¢ tylko w takim
razie, jezeli t. . jezeli albo jezeli
Latwa konstrukcya przekonuje nas, ze nalezy wy-

bra¢ hypoteze

Lecz skoro to

z drugiej strony trzecie réwnanie daje

Mnozac pierwsze z tych réwnan przez a drugie

przez i odejmujgc pierwsze od drugiego otrzymamy

skad wynika

bo oczywiécie mozna pomingé¢ drobna rdéznice miedzy
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Wréémy teraz do wzordéw (24). Przy ich pomocy tatwo roz-
poznamy zmiany pozycyl gwiazdy zalezne od parallaksy rocznej.
Niechaj pozycya heliocentryczna gwiazdy bedzie §&rodkiem wsp6t-
rzednych prostokatnych. Wezmy styczng do réownoleznika szero-
ko$ci za o$ x a styczna do kota dilugoséci za o§ y. Pomijajac wiel-
koéci drugiego rzedu mozemy napisaé

Podstawmy tu wartoéci na ze wzoréw (24),

a otrzymamy

skad wynika

(27

Widzimy stad, ze wskutek parallaksy rocznej gwiazda opisuje
na sklepieniu niebios malutka elipse ktérej dluzsza oé réwnolegta
do ekliptyki, rowna sie 2p a krétsza o$ réwna sie 2p sin W bie-
gunie ekliptyki elipsa przechodzi w kolo o promieniu p, jak to
zreszta, juz znalezliémy poprzednio. Im blizej ekliptyki, tem owa
elipsa jest wiece] splaszczona, a w same] ekliptyce przechodzi
w odcinek prostej, wzdluz ktérej gwiazda suwa sie¢ tam 1 napo-
wrot. Wplyw parallaksy rocznej na pozyeye gwiazdy jest zupelnie
podobny do wplywu aberacyi (patrz nastepny rozdzial), ale elipsa
aberacyjna jest wieksza: jej wielka 0§, zreszta jednakowa dla
wszystkich gwiazd, mierzy okolo 41". Tak podobne wplywy muszg
kombinowaé sie ze soba. przyczem wplyw aberacyi naturalnie prze-
maga nad wplywem parallaksy rocznej: ten ostatni odgrywa wobec
pierwszego role jakby perturbacyi nieco odksztalcajacej elipse abe-
racyjna.

Wyprowadzimy jeszcze poprawki na paratlakse roczng w rekta-
scensyi 1 deklinacyi.

Wspélrzedne réwnikowe ziemi wzgledem slonica sg takie same
Astronomia teoretyczna. 12



— 178 —

jak wspblrzedne réwnikowe stonca wzgledem ziemi tylko ziaki

majg przeciwne. Zatem wyrazenia ich beda

Dogodnie jest wyrazi¢ rektascensye as 1 deklinacye 6s slt(iica
przez szeroko$é 1 dlugoéé stonca, bo szeroko§é stonca jest zavsze
tak mata « 1"), ze mozna ja przyjaé¢ réwna zeru. Bierzemy ledy
wzory (5) z rozdziatu VI go, ktadziemy = 0, a X= Q, bo tak
zwykle oznaczajg dlugoéé stonica i otrzymujemy

Tedv wspdlrzedne prostokatne réwnikowe ziemi wzglelein

stonica sa:

Wspélrzedne geocentryczne gwiazdy sa:

a wspblrzedne heliocentryczne gwiazdy sa:

Tedy bedziemy mieli trzy zasadnicze wzory analogiczne do

wzorow (19)

(28)

Postepujac tak samo jak w § 3, piszac cos d, zamiast cos d

1 pomijajac znikomo drobne wyrazy w mianownikach otrzymamy:
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Zaraz widaé, ze pierwszy wzéor (29) jest w poblizu bieguna
rownika nieprzydatny. Trzeba tam uzywacé §cistego wzoru, t.j. ta-
kiego, w ktérym =zachowano w mianowniku drugi wyraz. Latwo
otrzymaé 6w $cisty wzér ze wzoréw (28) postepujac tak samo jak
w poprzednich przypadkach. Wywdd, jako nazbyt tatwy, pomijamy.
Tak samo pomijamy dyskusye wzoréow (28) dla samego bieguna
rownika jako zupelnie podobna do dyskusyi wzoréw (26) dla bie-
guna ekliptyki.

Literatura
L]
Oprécz dziel poprzednio wymienionych: H. Ko boi d: ,Parallaxev, artykul
we Valentinera ,HandwSrterbuch der Astronomie", tom III, 1 (Wrocltaw 1899)
str. 814—353.



ROZDZIAL X.
Aberacya.

1. Odkrycie aberacyi. Aberacya planetarna. Elementarne
tlomaczenie wplywu aberacyi na pozycye gwiazd.

Podobno jeszcze w*starozytnoSci Maximus z Tyru twier-
dzit, ze $wiatlo potrzebuje pewnego czasu, aby przebyé droge od
gwiazd do ziemi, ale wtaSciwie dopiero 0. Romer w r. 1676 spo-
strzegl, ze zalmienia ksiezycOow dJowisza spazniaja sie, gdy ziemia
oddala si¢ od Jowisza, a przeciwnie zdarzajg sie wczeéniej niz to
wypada z rachunku, gdy =ziemia =zbliza sie do Jowisza. Romer
zupelnie trafnie odgadl, ze przyczyna spazniania sie, wzglednie
przyspieszenia zjawiska jest skonczona predkoéé $wiatta: im odle-
glto$é miedzy ziemig a Jowiszem jest wieksza, tem dluzszego czasu
potrzeba na to, aby éwiatlo doszlo do ziemi. Wplyw aberacyi na
widome pozycye gwiazd i1 planet odkryt dopiero Bradley w r. 1728.
Poniewaz $wiatlo przebiega astronomiczng jednostke ditugosci (pra-
wie to samo co polowa wieksze] osi orbity ziemskiej) w ciagu
498,26 sek.; wiec jezeli oznaczymy odleglo§é obserwowanego ciata,
wyrazona w jednostkach astronomicznych przez A, moment obser-
wacyl przez t, a moment, w ktérym Swiatlo wyszlo z obserwowa-
nego ciala przez to, to

Réznice: t — to nazywamy ,aberacya planetarng" a to dla-
tego, ze obliczyé ja mozna tylko dla planet, ktérych odleglosci sa
stosunkowo dobrze znane. Gdy chodzi o gwiazdy, to A jest albo
wcale nieznane, albo znane tak niedokladnie, ze nie warto obliczaé
roznice t— t,, Wiadomo jednak, ze nawet dla najblizszych gwiazd
wynosi ona po kilka lat.
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Oproécz tego, ze widzimy gwiazde nie taka, jaka jest w chwili &
a taka, jaka byla przed czasem ¢ — widzimy ja nie w kierunku
ZS, skad rzeczywiécie przyszlto $wiatlo, a w kierunku ZG. Prosta
ZG lezy w ptlaszczyznie przechodzacej przez prosta ZS 1 przez sty-
czng do drogi obserwatoryum w chwili obserwacyi ¢ Kat SZG
(patrz ryc. 14) nazywamy ,katem aberacyi" lub po prostu ,abera-
cyat. Dzieki aberacyi widoma pozycya ciata niebieskiego w chwili ¢
jest wzgledem jego rzeczywiste] pozycyi w chwili ¢y zawsze na-
prz6d w kierunku chwilowego ruchu obserwatoryum
przesunieta. Dzieje sie to dlatego, ze w ciagu bardzo krétkiego
czasu r, w ciagu ktorego Swiatto prze-
biega od objektywu do okularu, luneta N
przesuwa sie 1 gdybysmy skierowali
ja wzdluz prostej ) SZ. po ktorej idzie
$wiatlo, to promien, ktéry w chwili t— ¢
przeszedl przez $rodek objektywu, nie
trafitby w chwili ¢ na §rodek okularu.
Rzeczywiécie wskutek ruchu lunety
$rodek okularu znalazilby sie w chwili ¢
nie w Z a w Z', jak to widaé ze za-
laczonego rysunku (Ryc. 14). Jak na-
lezy ustawié lunete, aby promien, ktéry
w chwili t—t przeszedl przez $rodek
objektywu, w chwili ¢ trafit na érodek
okularu, to zaraz zobaczymy.

Poniewaz czast jest bardzo krétki
[stomilionowa czeé§¢ sekundy lub co§ okolo tego], przeto mozna
zawsze przyjaé, ze w ciggu tego czasu luneta, a wiec takze $rodki
objektywu 1 okularu przesuwaja sie prostoliniowo 1 jednostajnie
Nakreé§lmy trojkat AZB, w ktorym bok AZ ma kierunek chwilo-
wego ruchu obserwatoryum. a dlugo$§é proporcyonalng do chwilowej
predkoéci obserwatoryum — powiedzmy — dalej bok ZB ma
kierunek promienia SZ, a dlugo$§é proporcyonalng do predkoSci
swiatta V. Skierujmy o$ lunety réwnolegle do trzeciego boku AB

") Podstawa calej teoryi aberacyi jest zalozenie, ze w prézni $wiatlo roz-
chodzi si¢ prostoliniowo. O ile chodzi o préznie, to zalozenie nasze jest zupelniu
usprawiedliwione, bo niema zadnej racyi, aby zbaczalo z prostoliniowej drogi.
Wprawdzie tu méwimy o przebiegu $éwiatla w lunecie, a luneta jest otoczona
i wypelniona powietrzem, ale refrakcye w atmosferze uwzgledniamy osobno.



— 182 —

1 zalézmy, ze w chwili t— t pewien promien idacy od ciala S trafia
na $rodek objektywu znajdujacy sie np. w punkcie b, podczas gdy
okular znajduje sie¢ w punkcie a. Po czasie ¢ promien dobiegnie
do prostej AZ, wzdluz ktorej porusza sie $rodek okularu i prze-
tnie ja w punkcie Z, bo wedle poczynionych zalozen i na mocy
podobienstwa trojkatow BAZ 1 baZ dlugo$§é odcinka bZ jest Vi.
Jednoczeénie $rodek okularu odsunie, sie od a o odlegtoéé vx, przy-
czem dzieki poczynionym zalozeniom i1 na mocy podobienstwa tych
samych tréojkatéow v%— aZ; a wiec tak érodek okularu jak pro-
mien zejdg sie ze soba w Z w chwili ¢&. Oprécz tego widzimy, ze
podczas gdy luneta posuwa sie réwnolegle do siebie samej, to
Swiatto, ktére weszto do niej przez Srodek objektywu, splywa wcigz
po samej osi. Gdy np. 0§ lunety znajduje sie w pozycyl re, to
$wiatlo wlaénie dobiega do punktu d lezacego na osi, jak to wy-
nika z podobiehstwa trdéjkatéw baZ i dcZ.

Dotad rozumowaliémy tak. jak gdyby kierunek, w ktérym
biegnie $wiatlo, t.j. kierunek SZ byl dany, a kierunek ZG. w kté-
rym widzimy cialo S, bvl szukany, lecz w rzeczywisto$ci dzieje
sie odwrotnie: obserwacya daje nam kierunek Z6r, a znale§¢ trzeba
kierunek ZS. Otrzymamy go przez konstrukcye odwrotna do tej,
ktéra poprzednio wykonaliémy, sktadajac odcinki AB 1 AZ wedle
prawidta réwnolegtoboku. Przekatnia rdéwnolegloboku ZS da nam
szukany kierunek, skad przyszio $éwiatlo. Sktadanie to wykonamy
analityczna metoda w § 3, teraz za§ wyciagniemy z dotychczaso-
wych rozwazan pewien wazny wniosek.

2. Wplyw wspdlnego ruchu prostoliniowego i jednostajnego
na aberacye.

Zatézmy na chwile, ze cialo S i obserwatoryum maja wspdlny
ruch postepowy prostoliniowy i jednostajny. Jezeli w chwili t» po-
zycye obserwatoryum i ciala S byty: Z; i a w chwili & Z2 i S2>
to SiZi1S2Z2 jest to réwnoleglobok prostoliniowy, a droga §wiatla
SxZs2 jest jego przekatnia. Szukajmy teraz kierunku Z:G. w kté-
rym widzimy cialo S w chwili ¢ Stosujac prawidlo podane w po-
przednim paragrafie znajdziemy, Ze w tym razie kierunek Z: G.
w ktorym w chwili ¢ widzimy cialo S, jest identyczny z kierun-
kiem Z2S:;, w ktéorym cialo S rzeczywisécie znajduje sie¢ w chwili ¢.
Zatem widzimy ciato S tak, jak gdyby 1 ono i obserwatoryum
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byly nieruchome. Stad wynika, ze wspdlny ruch prostoliniowy
i jednostajny niema zadnego wplywu na widome polozenia cial.
Rezultat ten moze by¢ uwazany za potwier-
dzenie teoryi aberacyi, bo dowodzi, ze zga-
dza sie ona ze zasadgq wzgledno§ci ruchu*).
Wspélny ruch cial stonecznego systemu
jest z pewno$cia prawie jednostajny 1 prawie
prostoliniowy, a wiec widome pozycye cial na-
lezacych do systemu slonecznego sa od niego
niezalezne. Natomiast widome pozycye gwiazd
statych, ktéore w ruchu systemu slonecznego
nie uczestnicza, sa zalezne od ruchu systemu
stonecznego. Co do ruchu obrotowego ziemi
i ruchu jej po orbicie, to te maja naturalnie wplyw na widome
pozycye wszystkich cial niebieskich.

3. Zasadnicze wzory teoryi aberacyi.

Juz w koncu § 1 powiedzieliémy, w jaki sposéb znajac kie-
runek ZG mozna znale§¢ kierunek ZS. Teraz wyrazimy to samo
za pomoca metod geometryi analitycznej. Odnosimy ruch do osi
prostokatnych nieruchomych, t.j. takich, ktére nie uczestniczgq ani
w ruchu obrotowym, ani w ruchu rocznym ziemi, ani wreszcie
w ruchu systemu slonecznego wzgledem gwiazd. O $cislejsza defini-
cje tejro ostatniego ruchu nie chodzi, bo go w rachunkach riie uwzgle-
dniamy. Oznaczamy wspoélrzedne §rodka okularu a (por. ryc. 14)
w chwili t— ¢ przez x,y,2, wspélrzedne $rodka objektvwu b w tejze

chwili przez Wspélrzedne punktu Z. t. j.
érodka okularu w chwili ¢ beda:

ze wzgledu na krotko§é czasu x mozna pominaé dalsze wyrazy sze-
regu Taylora. Na mocy tylko co przyjetych oznaczen rzuty od-
cinka Zb na osie wspoélrzednych sa

1) Nie mozemy tu blizej rozwazaé zwiazku miedzy aberacya a zasada wzgle-
dnosci ruchu, bo to zaprowadzitloby naH nazbyt daleko. Zreszta sadzimy, ze chwila,
w ktorej wypadnie przebudowaé caly gmach astronomii tak, aby $ciéle czynil za-
do$§é postulatom wynikajacym ze zasady wzgledno$ci, — jeszcze nie nastala.



7 drugiej strony, oznaczajac dostawy kierunku SZ, t. i. kie-
runku gwiazdy w chwili przez mozemy
wyrazi¢ rzuty odcinka Zb przez

gdzie oznacza predko$é Swiatla wzgledem wspdlrzednych nie-
ruchomych. Mozemy tedy napisa¢ rdéwnania:

2)

Ale mozemy zastapié przez inne wyrazenia, albo-
wiem sq to wspélrzedne punktu b wzgledem punktu a,
albo, co na jedno wychodzi, punktu b’ wzgledem bo odcinki ab

i Zb' sa réwne 1 réwnolegte. Kierunek ab (lub Zb') jest to wi-
domy kierunek gwiazdy. Jezeli oznaczymy dostawy tego kie-
runku przez cos A, cos fi, cosv a dlugoéé lunety przez D, to

Podstawmy te wartoSci w réwnania (2), nastepnie podzielmy

je przez x 1 polézmy™). )
Ti

Wtedy réwnania (2) przybiora postaé

3
Dla krétkosci uzyliémy tu znakowania Newtona piszac x.
zamiast i t. d. Rozkladamy x. y. 2 na trzy skladowe:
zalezne od ruchu systemu slonecznego; zalezne
od ruchu ziemi po orbicie (aberacya roczna) i zalezne od
Nie ktadziemy bo droga $wiatla w ciagu czasu r jest troche

dtuzsza od D.
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mchu obrotowego ziemi (aberacya dzienna). Predko$ci y,, 21 nie
uwzgledniamy, postepujemy tak. jak gdyby byly zerami, poniewaz
atoli zerami nie sa, wiec wychodzi to na to samo, jak gdybySmy
potozylil)

4)

1 przeksztalcili réwnania (3) na

Widzimy tedy, ze dzieki pominieciu ruchu systemu stone-
cznego zmieniamy jednoczeénie kierunki gwiazd i predko$§é $wiatla.
Zato w rownaniach (5) ruch jest odniesiony do osi przenoszacych
sie razem ze systemem stonecznym i1 majacych Srodek w jego érodku
masy. Poniewaz atoli érodek ten bardzo nieznacznie rézni sie od
$§rodka stonca, wiec w zastosowaniach praktycznych bierzemy §ro
dek slonca za S$rodek wspdlrzednych.

Wezmiemy wspélrzedne heliocentryczne réwnikowe, zatem
plaszczyzng fundamentalng bedzie plaszczyzna rdéwnika, dodatnia
0§ x bedzie skierowana ku wiosennemu poréwnaniu dnia z nocg
a dodatnia o§ y ku kolurowi ?) letniego przesilenia. Jezeli oznaczymy
przez a' i 6' widoma rektascensye i deklinacye, a przez a id te

same zmienne, ale poprawione na aberacye. to

Podstawiwszy te wartoSci w réownania (5), ta sama metoda,
ktérej uzywaliSmy w poprzednim rozdziale, otrzymamy z pierwszego
i drugiego réwnania (5)

"' U. v. Seeliger: Bemerkung zur Theorie der Fixsternaberrat,ion. Astr.
Naehr.. tom CLXXVIII (1908) str. 251—254. Niektére nasuwajace sie tu uwagi
odkladamy do § 8

1) Por. rozdz. V-ty § 1. Zaznaczamy, ze to jest ten sam uklad osi réwni-
kowych, ktérym wcigz postugujemy sie.
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skad wynika
?)

Jak widzimy, ten ostatni wzér wcale nie zawiera V. Tak

samo V'’ nie bedzie figurowaé we wzorze dajacym poprawke dekli-
nacyi, ktoéry zaraz wyprowadzimy. Poniewaz wiec to zna-

czy, ze aberacya nie zalezy od rozmiaréw lunety. Dopiero gdy-
byémy wutworzyli zupelnie $&cisla teorye aberacyi, uwzgledniajaca
réznice predkoséci Swiatla w powietrzu i szkle, to rozmiary lunety
i grubo$§¢ szkiel pojawilyby sie w réwnaniach, ale tylko we wyra-
zach wyzszych rzedéw, ktére pomijamy. Odwrotnie, jezeli aberacya
nie zalezy od rozmiaréw lunety, to istnieje takze wtedy, gdy obser-
wujemy gotem okiem. Zreszta doszlibySmy do tego samego wniosku
niezaleznie od powyzsze] uwagi, zwazywszy, ze dla ostrego widze-
nia trzeba, aby promien $éwiatta biegt wzdluz osi optycznej oka.
ze przeto musimy ustawié o§ optyczna oka w kierunku ZG zupelnie
tak samo jak o$§ lunety.

Za pomoca wzoru (1) z rozdzialu V-go mogliby§my otrzymaé
ze wzoru (7) wyrazenie na a'—a W postaci pewnego szeregul),
ale korzystajac z tego, ze a'—a jest bardzo male, oraz z tego, ze

jest bardzo mate w poréwnaniu

, piszemy odrazu przyblizony wzér

®)
Za wyjatkiem najblizszej okolicy bieguna wzdr ten jest zu-
pelnie wystarczajacy.

Zwazmy teraz, ze jezeli a'<—a jest male, to w pierwszym
wzorze (6) mozna polozyé cos (a'— a)= 1 i napisaé

'Y W tym celu trzebaby polozyé

przyczem M i m sa to pewne pomocnicze zmienne.
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Oproécz tego wezmiemy trzeci wzér (5) t. j.

nastepnie zastosujemy te sama metode, ktéra tylokrotnie postugi-
waliémy sie, poczern otrzymamy Wwzory

z ktérych zaraz wynika

Lecz wyprowadzajac ten wzér przyjeliémy, ze cosfa'—a) = 1,
co jest tylko przyblizenie stuszne, przeto niema sensu zatrzymywac
w mianowniku mate wyrazy x2-\~.. wobec V. Piszemy tedy odrazu

Tiak we wzorach (7) 1 (8) jak we wzorach (9) 1 (10) po pra-
wej stronie figuruja katy a 1 d; wiec wzory te odnoszg sie d&
przypadku, gdy dane sa wspoéirzedne poprawione a trzeba obliczyé
widome; ale gdybyémy tgq sama metoda wyprowadzili analogiczne
wicory dla przypadku, gdy dane sa wspélrzedne widome, 1 gdy-
byémy potem przeszli do wzoréw uproszczonych liniowych, to otrzy-
malibyS§my wzory rézniace sie¢ od (8) 1 (10) tylko tem, ze po prawej
stronie zamiast ¢ i 6 mielibySmy a’' 1 6. Widzimy tez, ze skoro
wzory (8) 1 (10) sa liniowe, to mozna oddzieli¢ wyrazy zalezne od
ruchu obrotowego ziemi (aberacye dzienna) od wyrazéw zaleznych
od ruchu po orbicie (od aberacyi rocznej). Pozostaje tylko wyrazié

predkoéci x2... 1s... przez zmienne podawane w efemerydach.

4. Aberaeya roczna.

Wspblrzedne prostokatne heliocentryczne réwnikowe ziemi sa
co do absolutnej wielkoéci réwne geocentrycznym réwnikowym
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wspoélrzednym slonca, tylko znaki maja wprost przeciwne; jezeli
tedy' rektascensya i1 deklinacya stonca sa a, i 6,, a jego promien

wodzacy R, to

Lecz zamiast deklinacyi i rektascensyi slonica dogodnie jest
wprowadzié¢ jego dlugo$§é i szeroko$é, bo szeroko§é slofica wynosi
co najwyzej +£1" 2z malym ulamkiem, przeto w teoryi aberacyi,
w ktérej chodzi tylko o pewne male poprawki, mozna ja zawsze po-
minaé. Do przej$cia od wspoélrzednych biegunowych réwnikowych
do takiehze wspélrzednych ekliptycznych stuza wzory (5) roz-
dziatu VI-go. Stosownie do tego, co bylo przed chwila powiedziane,
nalezy w danym razie poltozyé (8= 0. Oprécz tego nalezy zamiast X
napisa¢ Q, bo tak oznaczaja dlugo$é stonca, poczem otrzymamy

Podstawiajac to w poprzednie wzory otrzymamy nastepujac®

wyrazenia na wspolrzedne heliocentryczne ziemi

<11)

Stad zaé wynika

(12)

Ale dla wielko$ci niema osobnych tablic, trzeba je

tedy zastapi¢ przez takie wielko$ci, dla ktérych posiadamy tablice.

W tym celu oznaczmy tak zwany ,$redni ruch" przez «, t.j. potézmy
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gdzie 1 jest to rok gwiazdowy, dalej oznaczmy mimos$rdd orbity
ziemskie] przez e. Poniewaz e<C1, wiec zwykle kltadziemy

gdzie (p jest to pewien matly dodatni kat. Oznaczmy nastepnie diu-
goéé ,perihelium"  przez n, wreszcie zalézmy, ze orbita ziemi jest
dokladna elipsa 1 przyjmijmy, ze2) a— |. Wtedy [patrz rozdz.
XIII-ty, § 13, wzory (64)]

Jezeli podstawimy te wartoSci we wzory (12), to po tatwych
przeksztalceniach i redukcyach znajdziemy

Teraz z kolei podstawimy wartoéci (13) we wzory (8) i (10)
1 otrzymamy

Tak nazywa sie ten punkt orbity, w ktérym odlegto§é miedzy storicem
a ziemia jest najmniejsza.
*) Wlasciwie polowa wiekszej osi orbity jest o drobny ulamek wieksza nii
astronomiczna jednostka dlugoéci.
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WzieliSmy r6znice a' — a 1 6'— d w nawiasy 1 opatrzyliémy
je numerem 2 na znak, ze obliczyliémy tylko te czeé¢ aberacyi,
ktéra zalezy od rocznego ruchu ziemi.

Obliczymy wspdlczynniki stojace po prawej stronie przed
kanciastymi nawiasami przyjmujac polowe wieksze] osi orbity
ziemskiej za jednostke dlugoéci a dzien éredni sloneczny za je-
dnostke czasu. Poniewaz §wiatlo przebiega polowe wiekszej osi
orbity ziemskiej mniej wiecej w 498,26 sek., a wiec w tych je-
dnostkach

Poniewaz ziemia obchodzi swojgq orbite w ciggu 365,25636... dni.

wiec
a zatem wynosi okoto 0,0001. Gdyby orbita ziemi byta kotem,
to byloby stosunkiem pomiedzy predkos$cia ziemi na orbicie

i predkoécia $wiatla; poniewaz jednak orbita ziemi kolem nie jest,

to wyraza ten stosunek tylko przyblizenie. Wspélczynnik

czyli tak zwana ,stala aberacyi" ma réwniez warto$é bliska do
0.0001, bo sec(p malo rézni sie od jednoséci (log sec g = 0,000061).
Chcac wyrazié¢ stala aberacyi w mierze katowe] mnozymy ja przez
206264,8... poczem otrzymujemy okolo 2075...

Astronomowie okreélaja stala aberacyi z obserwacyi zaémien
Jowisza i z obserwacyi gwiazd stalych, ale to okreslenie natrafia na
wielkie trudnoé$ci: rezultaty otrzymane z réznych seryi spostrzezen
wykazuja niezbyt zadawalniajaca zgodno$§é. Obecnie ogélnie przyj-
muja na stala aberacyi warto§é 20! 47 polecona przez konferencye
paryska 1896 r. pomimo tego, ze wedle zdania wielu powag ta

stala jest nieco zamala: sadza, ze nalezaloby powiekszyé ja do
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20,'50 lub nawet nieco wiecej. Bedziemy trzymaé sie wartoSci przy-
jetej przez konferencye paryska glownie ze wzgledu na jednostaj-
no$¢ redukecyil). Druga stala:

Podstawiajac te wartosci stalych we wzory (14) otrzymamy

Nie wypisaliémy wyrazéw majacych wspétczynnik 0"34, bo
latwo je sobie przepisaé ze wzordéw (14).

5. Aberacya roczna w dlugo$ci i szerokosci.

Aby ja otrzymaé, nalezy wzigé wspodlrzedne ekliptyczne gwia-
zdy zamiast réwnikowych. W tym celu do$é jest we wzorach (14)
potozyé £= () oraz jednocze$nie napisaé¢/? zamiast 6 11 zamiast a.

')y Warto zaznaczyé, ze ta stala wcale niezle zgadza sie z wymiarami ziemi
przyjetymi j>rzez konferencye paryska 1911 r. i z parallaksa stoica przyjeta
w 1896 r. Mianowicie piszac ,esplicite" polowe wielkiej osi orbity ziemskiej

inamy na stalg aberacyi — powiedzmy — k& nastepujacy wzér

ale gdzie oznaczyliSmy jrzez promien réwnikowy =ziemi, a przez

parallakse stunca Zatem bedzie

Predkoéé $éwiatla w prézni wynosi okolo 29986!" km. na sek.; poniewaz
atoli z predkoscia ziemi kombinuje sie predkosé Swiatla w powietrzu, wiec przyj-
miemy V— 299780 km. na sek. Dalej

bo rok gwiazdowy zawiera 31558149 sek., nastepnie o, = 6378,4 km., log sec ¢>
= 0,000061, wreszcie, aby otrzymaé¢ k w sekundach, trzeba pomnozyé prawg strone
drzez [206 264,8J2. Ktadac <5= 8-"8 otrzymamy k — 207484, a ktadac wraz
z Hinks em <3= 8."806 otrzymamy k — 20,"470, t.]j. stala paryska z r. 1896.
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W ten sposéb, podstawiajac jeszcze liczbowe warto$ci statych abe-

racyi, przyjete przez konferencye paryska 1896 r., otrzymamy wzory

Ze wzoréw (15) wynika bardzo prosta interpretacya gléwnej
czeSci aberacyi rocznej. Jezeli postapimy tak samo jak w poprze-
dnim rozdziale W § 6, gdzie chodzilo o roczna parallakse, to otrzy-
mamy

Wezmy teraz wartoSci na ze wzoréw (15) po-

mijajac drobne wyrazy ze wspoélczynnikiem 0."34, a znajdziemy

Sa to prostokatne wspdlrzedne elipsy, ktére] wieksza pdélos
rownolegta do ekliptyki jest: 20."47 a mniejsza, do tamtej prosto-
padia: 20,"47 sin Widzimy tedy, ze wskutek aberacyi wszystkie
gwiazdy opisuja na sklepieniu niebios elipsy tem wiecej splaszczone,
im dana gwiazda jest blizsza ekliptyki. W samej ekliptyce elipsa
aberacyjna przywodzi sie do odcinka prostej, w biegunie ekliptyki
przechodzi w kolo zupelnie tak samo jak elipsa zalezna od rocznej
parallaksy. Ale elipsa aberacyjna jest wieksza, fazy ruchu sa inne,
przytem ruch odbywa sie w kierunku przeciwnym do obiegu ziemi
naokoto slonca, podczas gdy ruch =zalezny od rocznej parallaksy
odbywa sie w tym samym kierunku co ruch ziemi naokolo stonca.
ICat: 0 — Xjest to anomalia mimo§rodowa elipsy.— Naturalnie pierw-
szy wzoOr (15) jest z powodu czynnika secd w najblizszem sasiedztwie
bieguna ekliptyki nieprzydatny. Stosuja sie tu zupelnie te same
uwagi, ktére w § 6 poprzedniego rozdzialu poczyniliémy z powodu
pierwszego wzoru (23). Zreszta wiemy juz, ze gdyby jaka gwiazda
znajdowala sie w samym biegunie ekliptyki, to musiataby wskutek
aberacyi opisywaé¢ naokolo niego koéltko o promieniu 20."47. Gwia-
zdy potozone w poblizu bieguna ekliptyki opisuja elipsy bardzo
podobne do kot.
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6. Aberacya dzienna.

Znowu korzystamy z tego, ze przyblizone wzory na aberacye
aa liniowe 1 obliczamy aberacye dzienna niezaleznie od rocznej.
Znowu bierzemy wspélrzedne réwnikowe, ale tym razem geocen-
tryczne. Wspélrzedne obserwatoryum wzgledem érodka ziemi sa
(por. § 4 poprzedniego rozdzialu):

(16)

Przypominamy, ze e oznacza odlegto$é obserwatoryum od
$rodka ziemi, (p’' jego szeroko§é geocentrycznag a <9 czas gwiazdowy
liczony jako kat. Poniewaz e 1 ¢p’ sq dla danego obserwatoryum
stale, wiec A

Podstawiajac warto$ci ze wzoréw (17) we wzory (6) 1 (8) za-
raz znajdziemy

I tu wzieliSmy a—a' 1 6— d' w nawiasy 1 opatrzyliémy je
Ejjiaczkiem 3, aby w ten sposéb uwydatnié, ze to nie sg catkowite
poprawki na aberacye, tylko jej czeSci zalezne od aberacyi dzien-
nej. Kat 6>—a to jest kat godzinowy gwiazdy. Oczywiscie za-
miast ¢ mozemy wziaé po prostu promien réwnikow}? ziemi a.
W przyjetych tu jednostkach promien ten réwna sie tangen-
aowi parallaksy stonca. Przyjmiemy tedy!?)

*) Moznaby tez podstawie kat zamiast tangensu, ale poniewaz wtedy
w licznika po prawej stronie pojawi sie kwadrat sekund, a po lewej stronie maja
byé sekundy, wiec trzebaby podzielié¢ przez 206264,8. Zatem czy tak, czy inaczej
rezultat bedzie ten sam.

Astronomia teoretyczna. 13
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Predko$é Swiatta weZmiemy ze statej aberacyi, wiec polozymy

wreszcie polozymy

Stata n podaliSmy w § 4, co do sec <p, to logarytm jego jest
0,000061. Z temi liczbowemi wartoéciami znajdziemy

W poludniku mamy wtaénie a wiec dla obser-

wacyi poludnikowych wzory (18) przechodza w

Poniewaz cp’ jest dla danego obserwatoryum state, wiec mozna
raz na zawsze obliczyé wspoétczynnik Of('21... cos ¢>".W Krakowie
iloczyn ten wynosi 0"0135, przeto do obserwowanych w potudniku
rektascensyi dodajemy OJ014 sec 6. Te poprawke robi sie np. przy
$cistem wyznaczeniu czasu.

7. Wplyw ruchu systemu slonecznego na aberacye.

MéwiliSmy juz w § 1, ze przy redukcyi obserwacyi gwiazd
stalych nie odejmujemy od czasu obserwacyi tego czasu, w ciggu
ktorego §wiatlo przebiega od gwiazdy do obserwatoryum, bo albo
wcale nie znamy odleglo§ci gwiazdy, albo znamy jg nader niedo-
ktadnie. Wskutek tego pozycye gwiazd figurujace w katalogach
wlasciwie nie odnoszg sie do epoki podanej w katalogu, a do roz-
maitych wczeéniejszych epok.

Nastepnie poniewaz me robimy takze poprawek na aberacye
zalezna od ruchu systemu stonecznego, wiec pozycye gwiazd sta-
lych podawane w katalogach sa z reguly bledne. Na szczescie
btedy, o ktérych mowa. sa po wieksze] czeSci bardzo nieznaczne.

Ruch systemu stonecznego nie jest zupelnie nieznany, ale po

* Por. rozdz. VII-my, § 5.
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pierwsze znamy go niedokladnie, po drugie znamy go tylko
wzgledem ograniczonej liczby (kilku tysiecy) gwiazd. Nie wdajao
sie w blizsze rozpatrzenie tego ruchu, przyjmiemy go jako fakt
i rozwazymy, jakie z nieuwzglednienia jego wynikajg skutki. Oto
w § 3 przechodzac od ogdélnych réwnan (3) do réwnan (5) musie-
liémy zamiast predkosci $wiatla Vo wprowadzi¢ pewna inna pred-
koé¢ V. Predko§é¢ V@ uwazamy za stala, w takim atoli razie pred-
koéci V za stala uwazaé nie mozemy. Rzeczywiécie, weZmv rdéwna-

nia (4) i polézmy

przyczem m, n sa to katy kierunkowe, a ¢ predko§é systemu
slonecznego wzgledem gwiazd. Wszystkie cztery wielkoSci, t. j. e,
Z m, n mozemy $&mialo uwaza¢ za praktycznie statle. Kladac

jeszcze

gdzie zatem y jest to kat pomiedzy kierunkiem ruchu systemu sto-
necznego a kierunkiem od ziemi do gwiazdy, latwo z réwnan (4)

znajdziemy
Wedle zalozenia i ¢ sg stale, zatem V a tak samo stala
aberacyi sq to funkcye kata y. Zdaje sie, ze pierwszym,

kto na to zwrécil uwage, byt Yvon Villarceau. Jak wiadomo,
rézne serye obserwacyi daja niezupelnie zgodne wyniki, ale dotad
nie wykryto zadnej systematycznej zaleznoSci stalej aberacyi od
kata y. R6znice pomiedzy warto$ciami stalej aberacyi. okre$lonemi
z réznych seryi spostrzezen, pochodza zatem przewaznie z innych
przyczyn. Wnosimy stad, ze ¢ musi byé bardzo male w poréwna-
niu z Vo, a dotychczasowe okreslenia predkoséci ¢ w zupelno$ci po-
twierdzaja ten wniosek, bo wskazuja, ze ¢ powinno wynosi¢ tylko
okoto jednej pietnastotysiecznej Vo. Tedy réznice pomiedzy V na-
lezgcemi do rdéznych gwiazd a Vyp i tak samo roéznice pomiedzy
indywidualnemi V oraz pomiedzy indy widualnemi stalemi aberacyi
sa, bardzo nieznaczne.

Wobec tego jasnem jest, ze przesuniecia gwiazd spowodowane
przez pominiecie ruchu systemu stonecznego, t. j. inaczej mowiac
przez substytucye fi, v zamiast Xo, [io, ve, muszgq by¢ bardzo

13*
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nieznaczne. Przesuniecia te sq dla réznych gwiazd rézne, ale dla
jednej 1 tej samej gwiazdy w ci.jgu dlugiego czasu prawie nie-
zmienne. Rzeczywiécie traktujac rownania (4) tak samo jak rowna-
nia (5) znalezlibyémy podobne do (8) i (10) réwnania

z ktérych zaraz widaé stuszno§é naszego twierdzenia, bo predkoSci
X, , 7] sa stale 1 wspélne wszystkim gwiazdom, za$§ wspoétrzedne *
i 6 pewnej okre§lonej gwiazdy zmieniaja sie tak powolnie, ze prze-
suniecia obliczone ze wzoréw (20) bylyby w ciagu bardzo dtugich
okres6w czasu prawie state. Z drugiej strony widaé, ze te przesu-
niecia zmieniajg sie od gwiazdy do gwiazdy i ze sa one funkcyami
kata y.

Takie stale a nieznaczne*) przesuniecia gwiazd nic nam nie
zawadzaja, mozemy nie zwraca¢ na nie uwagi.

Gdy chodzi o ciala nalezace do slonecznego systemu, to prze-
sunie¢ wyrazonych przez wzory (20) wcale nie nalezy elimino-
waé, bo w my$l tego, co bylo powiedziane w § 2, skoro odniesiemy
ruch do osi przenoszacych sie razem ze systemem stonecznym'
to po uwzglednieniu aberacyi rocznej i dziennej otrzymamy praw
dziwa pozycye planety [czy komety] wzgledem owych przenosza-
cych sie osi. Poniewaz atoli twierdzenie z § 2 stosuje sie tylko do
wspolnego ruchu systemu stonecznego, wiec obliczajac aberacye
dzienna 1 roczng trzeba pamietaé o tem, ze otrzymujemy poaycye
cial stonecznego systemu wzgledem poruszajacych sie osi nie dla
chwili obserwacyi, a dla wczeéniejsze] chwili . w ktérej $wiatlo
opuscito planete. Chwile te mozemy obliczyé uwzgledniajac abe-
racye planetarng (por. § 1). Naturalnie p<d odlegloScia miedzy po-
zycya planety w chwili ¢y a pozycya obserwatoryum w chwili ¢
[por. wzér (1)] nalezy rozumieé odlegto$é miedzy pozycyami odnie-
sionemi do osi poruszajacych sie ze systemem stonecznym. To za§,
ze 1 wewnatrz systemu slonecznego predkoéé éwiatla zalezy do pe-

wnego stopnia od kierunku — nic nam nie zawadza, bo z rozwazali

Jednakze s one tego samego rzedu, co przesuniecia pochodaace z abe-

racyi rocznej.
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dotyczacych gwiazd stalych wiemy juz. ze zmiany predkoSci V sa
zawarte w bardzo ciasnych granicach.

Gdybyémy atoli za podstawe naszych rozwazan wzieli zasade
wzgledno$§ci 1 gdybySmy wraz z Einsteinem i Minkowskim
przyjeli, ze V— Vp 1 ze jest absolutna stala, to wtedy musieliby$émy
tak do teoryi aberacyi jak do mechaniki niebios wprowadzi¢ pewne
modyfikacye.
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ROZDZIAL XI.

Cynematyczna teorya precesyi i nutacyi.

1. Wiadomosci wstepne.

Odnosimy pozycye gwiazd do pewnych plaszczyzn i1 osi ma-
jacych pewne fizyczne znaczenie. Tak np. we wspétrzednych réwni-
kowych 0§ biegunowa jest to prosta réwnoleglta do osi obrotu ziemi,
we wspblrzednych ekliptycznyeh plaszczyzna fundamentalna jest
réwnoleglta do plaszczyzny $redniej drogi ziemi naokolo stonica. Ale
te fundamentalne plaszczyzny 1 osie nie zajmuja niezmiennego
polozenia w przestrzeni, np. o§ obrotu =ziemi nie pozostaje wciaz
do siebie réwnoleglta (o ruchu postepowym osi wraz ze ziemia nie
méwimy, bo ruch ten nas nie obchodzi), ale wykonuje pewne ruchy,
ktore odbijaja sie na ,widomych" pozycyach gwiazd. Przyczyna
zmian w polozeniu ziemskiej osi obrotu i prostopadlej do niej
ptaszczyzny réwnika polega na tem, ze ziemia nie jest ciatem
«entrobarveznem (vide rozdz. XIII ty, § 2), przeto przycigganie ksie-
zyca 1 stonca précz wypadkowe] sity przechodzacej przez $rodek masy
ziemi daje jeszcze pewna pare sil, ktéra stara sie obréci¢ ziemie
naokoto pewnej osi réznej od osi obrotu. Wskutek tego ziemia wyko-
nuje pewne ruchy, jeden o peryodzie wynoszacym dwadzie$cia kilka
tysiecy lat, drugi o peryodzie wynoszacym tylko kilkanascie lat.
Pierwszy ruch, pierwsza ,perturbacya" nazywa sie ,lunisolarng
precesya" t.j. ksiezycowo-slonecznem cofaniem sie¢ punktéw réwno-
nocnych, drugi ruch nazywamy ,nutacyaq'.

Lecz gdy polozenie ziemi zmienia sie, to zmienia sie tez po-
lozenie sztywnie z nig zwiazanej plaszczyzny réwnika i prost*
rownonocna [patrz rozdzial VI ty] musi zmieniaé swe polozenie na
ptaszczyznie ekliptyki. Kreci sie ona w kierunku ze wschodu na
zachdéd, a wiec w kierunku wprost przeciwnym do kierunku obiega
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ziemi po orbicie. Stad to samg perturbacye nazywamy ,cofaniem?)
sie punktéw rdéwnonocnych".

Ale na tem nie koniec. Wskutek przyciggania innych planet
polozenie orbity ziemskiej, a wiec polozenie plaszczyzny ekliptyki
takze zmienia sie z czasem (precesya planetarna). Widzimy stad.
ze nasze fundamentalne plaszczyzny 1 osie sa wszystkie ruchome;
przeto jezeli chcemy mieé zupelnie nieruchoma plaszczyzne, to mu-
simy obraé sobie chwilowe potozenie czy to ekliptyki, czy rdéwnika,
czy obu razem w jakiej$ okreSlonej chwili czasu np. 1 Stycznia
1750 r., 1 Stycznia 1850 r. 1 t. d. Widzimy tez. ze gdyby nawet
ksiezycowo-sloneczna precesya nie istniata, to dzieki ruchowi samej
ekliptyki (dzieki precesyi planetarnej) wzajemne polozenia ekliptyki
1 réwnika bylyby zmienne, mianowicie zmienialby sie ich kat na-
chylenia 1 polozenie linii przeciecia t. j. linii réwnonocnej.

Zmiany w polozeniu punktéw réwnonocnych, pochodzace z pre-
cesyl ksiezycowo stonecznej, wraz ze zmianami, zaleznemi od pre-
cesyl planetarnej, wytwarzaja to, co nazywamy ,ogdélng precesya".

Jasng jest rzecza, ze dla obserwatora, znajdujacego sie na
ziemi, powyzsze perturbacye przedstawiaja sie jako pewne zmiany
w polozeniu gwiazd stalych i innych cial niebieskich.

2. Cynematyczna teorya precesyi i nutacyi.

Zaczniemy od pewnych wzoréw odnoszacych sie do cynema-
tyki ruchu obrotowego. Wezmy system osi prostokatnych i za-
16zmy, ze punkt o wspéirzednych x. y. z obraca sie naokolo do-
wolnej osi przechodzace] przez Srodek wspodlrzednych z predkoscig
katowa, ktérej rzuty na osie x, y, z sa Jo, r, przyczem in-

) Lacinska nazwa ,praecessio* [skad ,precesya"! ma inne znaczenie i po-
chodzenie. Poniewaz punkty réwnonocne posuwaja sie po ekliptyce w kierunku
przociwnym do obiegu ziemi, a wiec jakby na jej spotkanie, przeto ziemia prze-
chodzi przez punkt réwnonocny wcze$niej niz przi-z ten punkt swojej orbity, ktéry
w poprzednim roku byl punktem réwnonocnym. Tak samo slonce w swym pozor-
nym ruchu po ekliptyce (odbywajacym sie ze zachodu na wschéd) wczeéniej prze-
chodzi przez punkt réwnonocny niz przez ten punkt ekliptyki, w ktérym w roku
poprzednim znajdowal sie punkt poréwnania dnia z noca. Dlatego to astrono-
mowie starozytni i $redniowieczni moéwili, ze przejécie slonca przez punkt réwno-
nocny poprzedza [praeced.it*]  przejScie przez ten punkt ekliptyki, w ktérym od-
bylo sie poréwnanie dnia z noca poprzedniego roku.
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nego ruchu nie posiada. dJakie sg liniowe predkosci punktu
wynikajace z tego obrotu?

Rozwazmy predkoéci liniowe pochodzace z obrotu naokolo
osi z z predkoscig r. Odlegto§¢ punktu od osi z jest
predkosé katowa jest /¢, a wiec predko$§é liniowa jest
Rzuty jej na osie wspdélrzednych sa

Poniewaz cos (v.z) = 0, wiec predko§é w kierunku z jest roé-
wna zeru. Co do pozostalych dwéch kierunkéw, to jezeli oznaczymy
przez 6 kat, ktéry q tworzy z osia x, to kierunek predkoéci, jako*

normalny do bedzie Zatem

Skoro to podstawimy we wyrazenia skladowych predkosci, to
znajdziemy, ze wskutek obrotu naokoto osi z z predkoécia katowa r
powstaja predkoéci liniowe:

w kierunku réwnoleglym do osi «x

Przez przestawienie kolowe znajdziemy w dalszym ciagu, ze
przez obrét naokolo osi x z predkoécia katowa p powstaja pred-
koéci liniowe

w kierunku rdéwnoleglym do osi y

a przez obrét naokoto osi y z predkoScia katowa < powstaja pred-
kosci liniowe

w kierunku réwnoleglym do osi z

) Jak zawsze, w ogdélnych wywodach rozwazamy tylko kiernnki dodatnie,
bo wszystko, co odnosi sie do kierunkéw odjemnych, otrzymujemy prawz prosta
zmiane znaku.
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Poniewaz w danym razie predko$é liniowa punktu wedle za-

lozenia pochodzi tylko z obrotu, wiec musi by¢é

Wezmy teraz przypadek odwrotny. Wyobrazmy sobie, ze punkt
dany nie porusza sie wcale, ale osie kreca, sie naokoto §rodka wspéi-
rzednych (ktéry tez jest nieruchomy) z predkosécia katowa, ktorej
rzuty na (krecace sie) osie wspéOlrzednych sa znowu p. q. r. Wtedy
oczywiécie wspolrzedne punktu 1y, z beda zmieniaé sie a predko-
§ci, z ktéoremi one zmieniajg sie, bedg co do wielko$ci te same,
co w poprzednim przypadku, ale znaki ich beda wprost prze-

ciwne. Zatem gdy punkt nie porusza sie, ale osie kreca sie, to

Jasna jest rzecza, ze wzory (1) maja bezpoSrednie zastosowa-
nie do precesyi. Wyobrazmy sobie, ze x, y, z sa to wspdlrzedne
punktu nieruchomego na sferze niebieskiej odniesione do osi réwni-
kowych krecacych sie razem ze ziemig wskutek precesyi 1 nutacyi;
wtedy réwnania (1) dadza nam pozorne predkoSci owego punktu
zalezne od krecenia sie samych osi.

Zakladamy, ze nasze osie s3 to osie geocentryczne rowni-
kowe, nieuczestniczace w obrocie ziemi 1 przechodzimy od wspdl-
rzednych prostokatnych do biegunowych kladac

W my$§l poprzednich zalozen musimy uwazaé A za stalel).

To znaczy, ze zupelnie pomijamy ruch postepowy ziemi, albowiem

) Zatozyliémy, ze tak punkt uwazany jak $rodek wspélrzednych sa nieruchome.
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wplywem jego na wspodlrzedne gwiazd zajmowaliémy sie juz w roz-
dziatach poéwieconych parallaksie 1 aberacyi. Tak samo pomijamy
wlasne ruchy gwiazd. Tymi ostatnimi jeszcze nie zajmowaliSmy
sie, ale wkrotce poméwimy tez 1 o nich. — Skoro podstawimy
warto$ci (2) w rownania (1), to A samo wypadnie z réwnan 1 otrzy-
mamy

Mnozac!) pierwsze z tych réwnan przez — sina, drugie przez
cos a, dodajac, a nastepnie dzielac otrzymane w! ten sposéb réwna-

nie i ostatnie z powyzszych réwnan przez cosd otrzymamy

Po prawej stronie réwnan (3) figuruja rzuty chwilowej pred-
koéci obrotu osi na tez same krecace sie osie. Aby poznaé ruch
samych osi, musimy go jednak odnie$§¢ do jakich§ innych osi
nieuczestniczacych w precesyi 1 nutacyi. Jako takie osie obieramy
osie prostokatne ekliptyczne z pewnej epoki np. z dnia 1 Stycznia
1850 r. Przyjmujemy plaszczyzne 6wczesne] Sredniej 2) ekliptyki za
ptaszczyzne XT, zresztq zakladamy jak zwykle, ze 0§ 4 -X"jest
skierowana ku d6wczesnemu wiosennemu poréwnaniu dnia z noca,
0§ _|_y ku kolurowi letniego przesilenia, a oé -f-Z ku pébinocnej
pétkuli nieba; tak samo ruchoma o$ -\-x Dbedzie skierowana ku
wspélczesnemu wiosennemu poréwnaniu dnia z nocg. Oba sy-
stemy: ruchomy i nieruchomy maja wspélny $érodek wspdlrzednych
w $érodku =ziemi, ale osi wspdlnych nie maja. Polozenie jednych
osi wzgledem drugich wyrazamy przez katy Eulera. Katy te
bywaja rozmaicie liczone; my tu bedziemy liczy¢ je w taki spo-
s6b, aby odrazu przystosowaé sie do praktyki astronomicznej.

Zatézmy, ze réwnik wspélczesny przecina sie z tkliptyka
stala w punkcie N. Kat miedzy ptaszczyznami ZN 1 ZX ozna-

czamy przez tp. Kat miedzy ptaszczyzng réwnika a plaszczyzna

*) Uzywamy tu znowu znakowania Newtona:

1) Znaczenie przymiotnika ,$redni" wyjaéni si¢ w dalizym cigga.
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ekliptyki stalej oznaczamy przez E. wreszcie kat pomiedzy plaszczy-
zng zN 1 plaszczyzna zx oznaczamy przez (p. Jezeli kierunki liczone
przeciw wskazéwkom zegarka przyjmiemy za dodatnie, to (p bedzie
katem liczonym dodatnio a xpi E!) beda liczone w kierunkach
wstecznych, zatem odjemnie. Dla krétkosei uzyjemy znakowania
Newtona, t.j. oznaczymy predkosci, z ktéremi zmieniaja sie katy
ip. E 1 (p, przez ip, E 1 (p 1 wyrazimy p, q, r przez ip. E, cp. Biorac
rzuty tych ostatnich predkoéci na osie x. y, z i pamietajac, ze przy

Ryc. 16.

naszym sposobie liczenia kierunkéw dwa pierwsze katy sa od-

jemne, otrzymamy

Lecz z tréjkatow sferycznych prostobocznych?) Zzx, Zzy

©raz z innych cze$ci ryc. 16 zaraz znajdziemy

*) Punkt N odsuwa sie w kierunku wstecznym od X. ktére przyjeliSmy
sa nieruchome.

') Stosuja sie tn wzory 7 ter. rozdz. 1-go, § 4.
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Po podstawieniu tych warto$ci wzory (4) przejda na

Mozemy teraz podstawié p, q,r ze wzordéw (6) we wzory (3),
przedtem jednakze zauwazymy, ze, jak to wynika z obserwacyi,
ip 1 E skladaja sie z dwdch czeéci: peryodycznej i nieperyodycznej.
Cze$é nieperyodyczna jest duza w bardzo mala w E. Co do ep.
to w niem cze§¢ peryodyczna jest zupelnie znikoma a nieperyo-
dyczna bardzo mata. Nastepnie wiadomo, ze jezeli w réwnaniach (3)
po prawej stronie oddzielimy wyrazy liniowe od tych, ktére zawie-
raja iloczyny 1 kwadraty, to okaze sie, ze te ostatnie s3 zupelnie
znikome w poréwnaniu z pierwszymi. Ograniczajac sie tedy
do wyrazéw liniowych mozemy oddzielnie traktowaé niepe-
ryodyczne wyrazy a oddzielnie peryodyczne. Pierwsze dajg ,pre-
cesye", drugie ,nutacye".

3. Precesya.

Poniewaz nieperyodyczna cze§¢ E jest bardzo mata a kat<p
po 60 latach, ktére uptynely od 1850 r. takze bardzo matly, wiee
mozna pomingé¢ sin (pE oraz napisa¢ 1 zamiast cos (p. Oprécz tego
obserwacya pokazuje, ze o ile chodzi o preeesye, p jest zu-
pelnie znikome. Mozemy tedy przyjacé
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Jezeli jeszcze polozymy ¥)

gdzie m nazywa sie precesyq ogélna w rektascensyi, a n precesya
og6lna, w deklinacyi. to bedziemy mogli napisaé wzory (3) w ksztalcie

Znajac pierwsze pochodne mozemy utworzyé pochodne wyz-

szych rzedéow*) i napisaé¢ wedle wzoru Maclaurin.a

gdzie znaczkio oznaczaja, ze nalezy wzigé wartoéci pochodnych
w epoce przyjetej za poczatkowa, a ¢ oznacza czas, ktéry uplynat
od tej epoki. Poniewaz szeregi (9) sa szybko zbiezne, wiec najcze-
$ciej poprzestajemy na pierwszych wyrazach.

Aby lepiej zrozumieé¢ mechanizm precesyi, weZmy w uwage
wartoéci liczbowe. Predkos$é @ [jest to predkoéé ,planetarnej pre-
cesyi"] wynosi tylko okolto J/7 sekundy katowej na rok. Mozna za-
tem pomingé¢ nietylko cp ale sama precesye planetarna cp, ktéra do-
piero po kilkudziesieciu tysiacach lat dojdzie do jednego stopnia
katowego. Z ryc. 16 zaraz widzimy, ze gdyby (p i (p byly rzeczy-
widcie réwne zeru, to o§ Ox byltaby identyczna z ON, to jest prosta
rownonocna lezalaby wciaz w plaszczyznie stalej ekliptyki 1850 r.,
co wiecej, rzeczywista ekliptyka bylaby niezmienna. Wtedy ruch
osi rownikowych =zalezalby tylko od predkoéci tp (od predkosci

1 Wprowadzamy ta znakowanie, ktéro powszechnie utarlo sie w astronomii
'aferycznej. Tak samo symbole p. ¢, r na skladowe predko§ci obrotu sa powszechnie

uzywane w mechanice.
2) Przyczem trzeba uwzglednié¢ ruchy wlasne gwiazd, o czem bedzie mowa

w nastepnym rozdziale.
W  poblizu bieguna zmierza do nieskonczonoSci, ale pozostaje

*konczone.
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lunisolarnej precesji). Zalézmy chwilowo, ze kat E 1 predkosé t& sg
stale — wiemy zresztq, ze zmieniaja sie bardzo powolnie — i wezZmy

ich warto$ci z 1900,0 r., mianowicie *):

7 ryc. 16 widzimy, ze o§ Oz toczy sie z predkoécia katowag
50"37 rocznie po stozku kraglym, ktérego wierzchotek znajduje sie
w O, ktérego osia jest prosta OZ a kat wierzcholtkowy wynosi
23° 27" Ruch ten odbywa sie za wskazéwkami zegarka, t.j. w kie-
runku przeciwnym kierunkowi obiegu ziemi po orbicie.

Aby obejéé caly stozek 0§ Oz potrzebowataby:

ze wzgledu jednak na to, ze 1jj zmienia sie z czasem oraz ze wzgledu
na to, ze < jest od zera rdézne 1 ze powoli zmienia sie z czasem —
0§ Oz toczy sie po stozku niekraglym i niezamknietym oraz po-
wraca do tej samej plaszczyzny pionowe] przechodzacej przez OZ
(do tego samego polozenia powrédcié nie moze) po uplywie mniej
wiece] 25786 lat.

Wskutek opisanego przed chwila ruchu gwiazdy posuwaja sie
po sklepieniu nieba. Wprawdzie z ruchem precesyjnym kombinuja
sie ich ruchy wlasne, ale poniewaz te ostatnie ruchy sa mate, wiec
pierwszego (precesyjnego) ruchu nie zacieraja. Odkryl go jeszcze
w II wieku przed Chr. Hippareh przez poréwnanie swoich ob-
serwacyl z obserwacyami Aristylla 1 Timocharisa (okolo
300 r. przed Chr.).

Wiemy juz, ze wskutek przyciagania planet ekliptyka zmie-
nia swe potozenie. Nie pomieéciliSmy jej na rys. 16, aby nie gma-
twaé¢ go wielu liniami. Przechodzitlaby ona tam przez punkt x. Do-
pelniamy ter”z rysunek 16 rysunkiem 17, na ktérym znajduja sie
oba réwniki 1 obie ekliptyki. fLbuk xli oznacza dlugo§é wspblczesna

gwiazdy 6r, za§ luk XRo jej dlugo§é w epoce zero [naturalnie ro-

Wartoséci E ixf) w r. 1850 byly 23°27'31''68 oraz 50737 (réznice mie-
dzy tf) z 1900 i z 1850 r. dotycza tylko dalszych dziesietnych). Podajemy jeszcze
wartoéci precesyi ogélnej w rektascensyi w i w deklinacyi n



— ZUi

zumujemy tu tak, jakby gwiazda nie posiadata ruchu wtasnego].
Réznica: xR—XRo to przyrost dlugosci wskutek precesyi. Od-
mierzmy na ruchomej ekliptyce od punktu M tuk Mx: réwny tu-
kowi MX. Luk x"x nazywamy ,ogbélng precesyg w diugosci". Ogélna
precesya tylko nieznacznie rézni sie od przyrostu dlugosci xR — XRy

i bywa pospolicie zamiast niego podstawiana. Podajemy jej wartoéci

w r. 1850,0 50"2453
» » 1900,0 50,2564
» » 1912.5 50,2591
» » 1913.5 50.2593.

Ryc. 17.

Nachylenie ekliptyki do §redniego réwnika takze zmienia sie,
przyczem nachylenie e wspoélczesnego $redniego réwnika do wspdi-
czesne] ekliptyki r6zni sie [zreszta malo] od nachylenia E wspdl-
czesnego Sredniego réwnika do ekliptyki stalej.

Tu mozemy wytlémaczyé, co nalezy rozumieé pod ,érednim"
réwnikiem. ,,Srednim" nazywamy ten réwnik, ktéry otrzymaliby$my
wtedy, gdyby istniatla tylko precesya, a nutacya, o ktérej zaraz
méwié bedziemy, bylta stale zerem.

4. Nutacya.

Przechodzimy teraz do wyrazéw peryodycznych: (p nie przy-
czynia sie do nutacyi, natomiast E i ip zawieraja wyrazy peryody-

czne, ale niewielkie. Korzystajac z tego pozwolimy sobie na nie-
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ktére uproszczenia, mianowicie skorzystamy z tego, ze (p jest male
i polozymy sinep=:0, cos & — 1. Natomiast ~ w nutacyl nie jest
znikome. Mamy tedy ze wzoréw (6)

a po podstawieniu we wzory (3) otrzymujemy

(10)

Poniewaz peryod nutacyi jest stosunkowo krétki, wiec mo-
zemy uwazaé¢ a. 6 1 E w ciagu kilku peryodéow =za stale. Wobec
tego dogodnie jest wykonaé catkowanie. Jezeli jeszcze polozymy
dla kroétkosci

to po scatkowaniu réwnan (10) otrzymamy

Tak ,nutacya w diugoséci": N, jak ,nutacya w nachyleniu" Q
sa funkcyami czasu, ale poniewaz zalezq przedewszystkiem od diu-
goSci wstepujacego wezlal) ksiezyca wiec dogodnie jest przed-
stawi¢ je jako funkcye tej nowej zmiennej. Pomijajac drobne wy-
razy piszemy

(12)

Oczywista jest rzecza, ze peryod nutacyi musi wynosié tylez,
co peryod obiegu wezléw ksiezyca t. j. 18,6 lat.

) ,Wezlami" nazywamy te punkty, w ktérych droga ksiezyca przecina
ekliptyke. ,,Wstepujacym" nazywa sie ten. w ktérym ksiezyc przechodzi z potudnio-
wej strony ekliptyki na péilnocna, ,zstepujacymv ten, w ktérym ksiezyc przechodzi
z pélnocnej .strony ekliptyki na poludniows. Oznaczamy pierwszy wezel przez d~*,
a drugi przez (j, — dlugo$§é pierwszego oznaczamy takze przez <y, diugoéé dro-
giego jest naturalnie
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Rozwazmy ruch bieguna prawdziwego naokoto $redniego. Prze-
suniecie bieguna prawdziwego rdéwnolegle do ekliptyki jest

a w kierunku do tamtego prostopadlym

Podstawiajac wartosci na N 1 1? ze wzordow (12) i postepujac
podobnie jak w innych analogicznych przypadkach wnet znajdziemy

Przeto biegun rzeczywisty opisuje naokoto
$redniego elipse (w ciggu 18,6 lat), ktérej wieksza
potoé prostopadia do ekliptyki wynosi 9721*) a mniej-
sza réwnolegta do ekliptyki 177234 sine= 67'86...

Aby rozpoznaé kierunek obiegu, rozpatrzmy dwie
pozycye bieguna prawdziwego: jedna w chwili gdy
Q = 0, druga w chwili gdy Q = — 90° [kat Q
zmniejsza sie, gdy czas wzrastal!l]. W pierwszej
pozycyi N=0, Q= 9"21, zatem biegun prawdziwy
znajduje sie w najwiekszem oddaleniu od bieguna
ekliptyki Z [na rysunku Z oznacza biegun eklip-
tyki, z biegun $redniego réwnika, J5:; B: kolejne
pozycye bieguna prawdziwego réwnika, wszystko widziane ze ziemi]
w punkcie By, W drugiej pozycyli Q= — 90° sin£ N= 686 ..
@ = 0. Poniewaz N, ktore jest przyrostem dlugosci, wypadlo doda-
tnie a dlugoéci wzrastaja od zachodu na wschdéd, wiec druga po-
zycya bieguna ruchomego réwnika jest w Bz. Tedy obieg bieguna
prawdziwego naokolo §&redniego odbywa sie w kierunku ruchu
wskazéwek zegarka (t. j. w kierunku wstecznym).

Pomijajac rbézne szczegdély podaliémy tu wazniejsze cechy tak
precesyi jak nutacyi. Warto jeszcze zastanowié¢ sie nad tem. jak
kombinuja sie ze soba obie perturbacye. Wskutek precesyi $redni
biegun opisuje w ciagu 18,6 lat kat wynoszacy 937", ale poniewaz

1) Ta liczba to tak zwana ,stala nutacyi". Wlasciwie stata nutacyi jest
moze troche wieksza (Newcomb podaje 9,214), ale wartoéé¢ 9,21 przyjela kon-
ferencya paryska w 1896 r.

Astronomia teoretyczna. 14



— 210 —

sunie po luku malego kota, ktérego promien jest sine, wiec kadac
£= 23°2775 znajdziemy, ze dlugo$é przebiezonego tuku jest r<wno-
wazna tylko 374" luku wielkiego kola. Zawsze to jednak 40,8 razy
wiece] niz polowa wiekszej osi elipsy nutacyjnej a 54,4 razy viece]j
niz polowa mniejszej osi; jezeli zatem zlaczymy oba ruchy ze soba,
to o zadnych punktach podwéjnych nie moze byé mowy. Wypad-
kowa droga rzeczywistego bieguna przedstawi sie jako linia wezy-
kowata o bardzo plaskich zarysach.

5. Eulerowska perturbacja. Zmiany geograficznych
szerokosci.

Précz precesyi 1 nutacyi w ruchu obrotowym ziemi jest jeszcze
jedna perturbacya, ale tak drobna, ze choé juz w XVIII wieku
Euler przewidzial ja teoretycznie, jednakze udalo sie wykryé jej
istnienie dopiero w nowszych czasach dzieki udoskonalonym me-
todom obserwacyi. Amplituda jej dosiega zaledwo pdét sekunly.

Dotad uwazaliSmy 0§ obrotu za sztywnie zwiazana ze ziemia.
Teraz musimy rozstaé si¢ z tem wyobrazeniem. O$ obrotu nie zaj-
muje zupelnie stalego polozenia wewnatrz ziemi: kolacze sie w niej
w podobny sposéb, jak 0§ wozu w nazbyt szerokiej piaécie. Po-
niewaz za$, o ile nie uwzgledniamy precesyi i nutacyi*), oé abrotu
zajmuje w przestrzeni polozenie state, wiec wladciwie ziemia kolysze
sie zlekka naokolo swej osi obrotu. Razem ze ziemia kolysza sie
horyzonty miejsc obserwacyi, przeto szerokoséci geograficzne, ktore
wedle definicyl sa niczem innem jak wysoko§cia bieguna osi obrotu
nad horyzontem, musza sie zmieniaé. Stad tez nazywaja pomieniong
perturbacye po prostu ,zmianami geograficznych szeroko$ci4".

Teorya tej perturbacyi zajmiemy si¢ na innem miejscu, tu
za§ powiemy tylko, ze zmiany geograficznych szerokoéci sa dosyé
nieregularne, ze jednakze mozna w nich rozrézni¢ peryod wyno-
szacy okolo 14 miesiecy 1 ze catkowita amplituda zmian nie do-
siega nawet sekundy 2). Z tego powodu uwzgledniamy odpowiednig

*) Wtadciwie 1 to jeszcze nie jest zupelnie §cislte, ale chodzi tu o tak dro-
bniutka réznice fo wielkosci rzedu 0, 001], ze niema potrzeby o niej moéwié.

1) Méwimy tu o calkowitej amplitudzie zmian od minimum do maximam.
Nieco wyzej] moéwiliSmy o amplitudzie odchylenia od $redniego polozenia o»i
obrotu.
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poprawke tylko w tych przypadkach, w ktérych chodzi o wyjat-
kowa $cisto$é. W nastepnym np. rozdziale méwiac o redukeyi obser-
wowanych pozycyi cial niebieskich bedziemy stale pomijaé po-

prawke na zmiany geograficznej szerokoéci.
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ROZDZIAL XII.

Redukcya pozycyi gwiazd od jednej epoki
do drugiej.

1. Ruch wtlasny gwiazd.

Refrakcye uwzgledniamy zazwyczaj juz przy obliczeniu obser-
wacyi, przeto tak zwane ,widome miejsca" gwiazd sa uwolnione
od wplywu refrakcyi. Widome miejsca gwiazd sg identyczne z geo-
centrycznemi, bo [rozdz. IX, § 3] rozmiary ziemi sa wobec odle-
glosci gwiazd zbyt znikome, aby réznica stanowiska miedzy $rod-
kiem ziemi a obserwatoryum mogta odbié¢ sie na pozycyi gwiazd)’.
Zarazem widzimy, ze widome miejsca sg odniesione do chwilowego
rzeczywistego bieguna i chwilowego rzeczywistego poréwnania dnia
Z noca. ,Srednie" miejsca gwiazd sq odniesione do $rodka stonca,
do $redniego bieguna i do éredniego punktu wiosennego pordéwnania
dnia z noca, wreszcie zazwycza] bywaja podawane dla poczatku
pewnego roku. Z tej definicyi widzimy, ze chcac z widomego
miejsca otrzymaé $érednie, musimy wyeliminowaé wplyw aberacyi,
roczne] parallaksy, lezeli ta ostatnia nie jest znikoma 1 jako tako
znana, nutacyi, wreszcie precesyi za ten czas, ktéry uplynal miedzy
epoka, do ktérej ma byé odniesione $érednie miejsce a momentem
obserwacyi. Ale oprécz tego bardzo czesto musimy jeszcze uwzgle-
dni¢ ruch wtasny gwiazd.

Gdyby gwiazdy byly nieruchome wzgledem slonica, to pozy-
cye obserwowane w roéznych epokach, poprawione na aberacye,
nutacye, ewentualnie parallakse i odniesione do wspétrzednych z je-
dnej 1 tej samej epoki bylyby identyczne; tymczasem skoro poré-
wnamy pozycye obserwowane w znacznych odstepach czasu np. po
kilkudziesieciu latach, to przekonamy sie, ze bardzo czesto sa nie-
zgodne 1 to w sposéb zupelnie niezalezny od wspétrzednych gwia-
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zdy. Te zmiany potozenia dowodza, ze gwiazdy poruszaja sie wzgle-
dem slonca. Naturalnie skoro gwiazdy poruszaja sie, to 1 slonce
tez zapewne porusza sig, zatem zmiany pozycyli gwiazd zalezg takze
od ruchu systemu stonecznego. Ale w obecnej chwili nie potrze-
bujemy wdawaé sie w kwestye, jaka cze§é¢ przesuniecia gwiazdy
zalezy od jej wlasnego ruchu a jaka od ruchu slonica,— bedziemy
rozumowacé¢ tak, jak gdyby slofice bylo nieruchome. Powstaje py-
tanie. jakg jest natura tych wzglednych ruchéw?

Dotychczas wystarcza hypoteza, ze te ruchy sa prostoliniowe
i jednostajne. Musimy tu zrobi¢ zastrzezenie co do systemdéw po-
dwéjnych, potrdjnych i t. d. W tych systemach tylko §rodek masy
porusza sie prostoliniowo 1 jednostajnie, gwiazdy za$§ nalezace do
systemu opisuja naokolo §rodka masy krzywoliniowe drogi.

Bezpos$rednio obserwujemy tylko rzuty ruchu gwiazd na skle-
pienie niebieskie i to jest wladnie to, co nazywamy ,ruchem wta-
snym"; drugiej skladowej: sktadowej wzdluz promienia widzenia
obserwowaé¢ nie mozemy, ale mozemy z pomocg spektroskopu zmie-
rzy¢ jej predkoéé, tak zwang ,predko§é radyalng". Poniewaz obie
sktadowe =zaleza od kata pomiedzy promieniem widzenia a kierun-
kiem ruchu gwiazdy i poniewaz ten kat zmienia sie z czasem, wiec
pomimo tego, ze ruch tréjwymiarowy jest prostoliniowy i jedno-
stajny, jego skltadowe, specyalnie za§ ruch wlasny, powinny zmie-
niaé sie z czasem. Wszakze zmieniaja sie z taka powolnoécia, ze —
przynajmniej w obecnym stanie astronomii — nigdy nie potrzebujemy
uwzgledniaé¢ przyspieszenia ruchu wlasnego. Bedziemy go przeto
odtad uwazaé za jednostajny. Mozna go tez traktowaé tak, jak
gdyby odbywat sie wzdluz luku wielkiego kola.

Ruch wlasny oznaczamy przez fil). Jezeli dalej oznaczymy
przez H kat pomiedzy kierunkiem ruchu wlasnego a poludnikiem
gwiazdy, liczony od péilnocy na wschéd (i dalej w tym samym
kierunku), a sktadowe ruchu wlasnego w rektascensyi i deklinacyi
przez (ia 1 fiq, to oczywiécie bedziemy mieli zwiazki:

*) Rnchy wtasne sa tak mate, ze najczeSciej wyrazamy je w sekundach
katowych na sto]ecie.
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2. Redukcja od miejsca $redniego na poczatku roku do wido-
mego w ciggu roku.

W poprzednim paragrafie dowiedzieliémy sie, ze przy redukcyi
miejsc gwiazd précz wplywéw omodwionych w poprzednich roz-
dziatach musimy jeszcze uwzgledniaé wplyw ruchu wlasnego.
Tedy przy redukcyi od miejsca éredniego do widomego musimy
uwzglednié:

1. Ruch wlasny gwiazdy miedzy epoka, do ktdérej odnosi sie
miejsce $érednie i epoka, do ktérej odnosi sie miejsce widome.

2. Precesye miedzy epoka, do ktdorej odnoszg sie wspoélrzedne
miejsca $redniego a epoka, do ktdérej odnosi sie miejsce widome.

3. Nutacye.

4. Aberacye.

5. (Ewentualnie) roczng parallakse.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy trzeba obliczyé wspél-
rzedne widome gwiazdy w pewnej chwili w ciagu roku a dane sg
wspoélrzedne $rednie na poczatku rokuJ). Bywa to np. wtedy, gdy
chodzi o gwiazde, ktérej Srednie wspédlrzedne sa podane w efeme-
rydach. Oznaczmy przez a 1 d wspélrzedne widome, przez ay 1 On
wspélrzedne $rednie a przez t odstep czasu od poczatku roku az
do chwili, dla ktérej mamy obliczyé wspdblrzedne widome?). Z po-
przedniego rozdzialu [wzcrv (8) 1 (9)] wiemy, ze poprawki na pre-
cesye dla krétkich odstepéw czasu sa:

a na nutacye [wzory (11) i (12) poprzedniego rozdzialu]

Dalej wiemy 2z rozdzialu X-go [wzory 14 bis], ze poprawki
na aberacye roczng, o ile pominiemy drobne wyrazy ze wspdlczyn-
nikiem 0!'34, sa

Na poczatku roku Besala!
Poniewaz w tym rachunku przyjmujemy za jednostke czasu rok, wiec ¢

bedzie prawdziwym ulamkiem.
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Wreszcie z obecnego rozdzialu [wzory (1)] wiemy, ze dla
krotkich odstepow czasu poprawki na ruch wlasny sa

Zbierzmy teraz wszystkie te poprawki grupujac je w taki
sposob, aby wyrazy majace t we wspoélczynniku staly razem, a be-
dziemy mogli napisadé:

Wszystkie argumenty figurujace po prawej stronie réwnan (2)
odpowiadaja chwili czasu t&. Co do a i d, to z konieczno§ci musimy
podstawi¢ zamiast nich am 1 6m. ale bledy stad wynikajaee sa zu-
pelnie znikome, bo a 1 am z jednej a d i 6m z drugiej strony malo
réznia sie miedzy sobg a chodzi tylko o obliczenie drobnych po-
prawek. Wartosci chwilowe e [prawdziwego nachylenia ekliptyki],
0 [prawdziwe] dlugoéci stonca], Q [dlugoéci wstepujacego wezla
ksiezyca], od ktérego zaleza gléwnie wyrazy N 1 i2, oraz warto$ci
innych argumentéw znajdziemy w efemerydachl!). Ale w praktyce
szukaé¢ ich nie potrzebujemy, bo uzywamy wzoréw (2) nie w pier-
wotnej, a w przeksztalconej formie.

Najpierw podamy przeksztalcenie Bessla. We formie Bessla
wzory (2) przedstawiaja sie jako iloczyny pewnych wielkoSci A,
B,... zaleznych od argumentéw e, Q 1it.d.,, wspélnych wszystkim
gwiazdom, i wielkoéei a, b... 1 t. d., zaleznych od wspélrzednych
samej gwiazdy. Wielkoéci A, B... a raczej ich logarytmy sa po-
dane w efemerydach na kazdy dzien, przez co rachunek jest ogro-
mnie utatwiony. Podamy tutaj te znakowanie, ktére wprowadzit
Baily, a ktérego trzymaja sie ,Connaissance des Temps" i ,Nauti-
cal Almanac". ,Berliner Jahrbuch" i ,American Ephemeris" t.rzy-

sa podane na kazdy dzien, co 10 dni.
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majal) sie pierwotnego znakowania Bessla. Aby przej$é od jednego
znakowania do drugiego, do$é jest zamienié¢ litery (duze i1 male)
A z Coraz B z D.

Potézmy

skad odwrotnie

Po tem podstawieniu mozemy po prawej stronie réownan (2)

ugrupowaé¢ wyrazy zawierajace t 1 N w nastepujacy sposob:

Teraz za$§ potdézmy:

a bedziemy mogli napisaé:

Wzory (4) sa szczegblnie dogodne wtedy, gdy potrzebujemy
obliczaé¢ pozycye widome jednej 1 tej samej gwiazdy kilka razy
w ciagu tego samego roku, lub w ciagu kilku lat z rzedu, albo-
wiem, osobliwie dla gwiazd bliskich réwnika, mozna uzywaé tych

samych warto$ci a, b, ¢, d, ab’, c',d w ciagu kilku lat z rzedu.

> Oprécz tego ,American Ephemeris" w redukcyi miejsc gwiazd trzyma
sie Struvego 1 Petersa a nie stalych poleconych przez konferencye paryska
1896 r.
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Poniewaz rektascensye wyrazaja zwykle w godzinach, minutach 1t.d.,
wiec trzeba a,b, d 1 E dzieli¢ przez 15. Wspdlczynniki m i n wcho-
dzace w c oraz fi« bywaja juz zwykle wyrazone (w efemerydach)
w sekundach czasu, wiec dzieli¢ ich przez 15 nie trzeba.

Przechodzimy teraz do drugiej metody, do metody ,nieza-
leznych codziennych liczb" [independent day numbers], w ktorej
rachunki sa krétsze. Z tego powodu, gdy chodzi o redukcye nie-
wielu gwiazd, to dogodniej jest postugiwaé sie nig anizeli metoda
Bessia. Polézmy we wzorach (4)

a otrzymamy natychmiast

Wielkoéei /, g. h: G, H, wzglednie ich logarytmy sa podane
w efemerydach raz na dobe, np. na pdélnoc w Greenwichu. ,Con-
naissance des Temps" podaje
a to dlatego, ze pierwszy wzoér (6) odnosi sie do rektascensyi, ktora
pospolicie wyrazamy w jednostkach czasu. Inne efemerydy sa nieco
wiece] skape. Wyraz E jest zawsze tak maly, ze mozna go czesto
pominaé, Naodwré6t poniewaz przy obliczeniu C i1 D w pierwszym,
al/, g1 G w drugim systemie opuszczajg niektére male wyrazy,
wiec w razie, gdy chodzi o wielka doktadnoéé, trzeba nietylko za-
chowaé E, ale jeszcze dopisaé do wzoréw (4), wzglednie (6) nie-
ktére wyrazy. Wyrazy te sa podane w efemerydach, ich wspét-
czynniki [C 1 D' w pierwszym, f. g’ 1 G' w drugim systemie]
sa takze podane na kazdy dzien.

W najblizszem sgsiedztwie bieguna [az do 1°— 2° odlegloSei]
wzory (4), a wiec tak samo pochodzace od nich wzory (4) 1 (6) sa
niedo$¢ doktadne. Musimy tam wuzywaé do redukcyi innych, do-
ktadniejszych wzoréw. Obecnie prawie powszechnie, przynajmiej

w biurach wydajacych kalendarze astronomiczne, uzywaja wzorow

* ,Connaissance des Temps*¥ i ,American Ephemeris" podaja obok G i H
takze
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Fabritiusal!). Blizszych wiadomoséci co do redukcyi gwiazd
okolo biegunowych podawaé tu nie bedziemy: odsylamy czytelnika
do traktatéw specyalnych. np. S. Newcomba ,Spherical Astro-
nomy", lub Th. v. Oppolzera ,Lehrbuch zur Bahnbestimmung".

3. Redukcya w przypadku, gdy odstep czasu miedzy epoka
miejsca Sredniego a epoka miejsca widomego wynosi wiecej
niz rok.

Jezeli gwiazda, ktére] miejsce widome mamy obliczyé, nie
znajduje sie w efemerydach, ale znajduje sie w jakim katalogu,
to najpraktyczniej jest przeprowadzi¢ redukecye tak, aby o ile moz-
noéci wyzyskaé¢ dane zawarte w efemerydach. Poniewaz katalogi
podaja $érednie miejsca gwiazd dla poczatku pewnego roku, wiec
najlepiej jest ze $redniego miejsca w epoce katalogu najpierw obli-
czy¢ $rednie miejsce na poczatku tego roku. do ktérego mnalezy
epoka miejsca widomego, potem za$é metodami podanemi w poprze-
dnim paragrafie przejéé od $éredniego miejsca na poczatku roku do
widomego w chwili danej. Widzimy stad. ze nalezy rozpatrzeé¢ tylko
pierwsze zadanie. Poniewaz we wzorach (2) wszystkie poprawki nie
zawierajace czynnika ¢ zaleza tylko od chwilowych wartoéci argu-
mentéw £ (£) 1 t. d., wiec przy przejSciu od Sredniego miejsca na
poczatku jednego roku do $redniego miejsca na poczatku drugiego
w rachube wchodza tylko poprawki pierwszej grupy zawierajace)
czynnik t, t. j. poprawki zalezne od precesyi 1 ruchu wlasnego.
Naturalnie teraz pod ¢ nalezy rozumieé te cala liczbe lat, ktora
oddziela epoke katalogu od poczatku roku, dla ktérego wykonu-
jemy redukcye. Ale skoro tylko ta liczba lat jest nieco wieksza,
albo skoro chcemy osiagnaé wieksza §cisto§é, to précz wyrazéw
pierwszego rzedu t.]j. zawierajacych ¢ trzeba wzial jeszcze wyrazy
drugiego rzedu t. j. zawierajace ¢ Ze poprawki na precesye, figu-
rujace we wzorach (2) sa tylko pierwszymi wyrazami szeregow,
o tem wiemy juz z poprzedniego rozdziatu, co za§ do poprawek

na ruch wlasny, to chociaz w pierwszym paragrafie obecnego roz-

dzialu przyjeliémy jednakze skladowTe ruchu wlasnego nie

Ueber eine strenge Methode... Astr. Nachr., tom LXXXVII, str. 113—118,
129—134. We wzorze (4) na str. 131 wyraz po prawej stronie powinien mieé
znak —. Por. Oppolzer, tom I, str. 259, uwaga u dotu.
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sa state, bo wskutek samego ruchu wlasnego kat H, pod ktérym
tor gwiazdy przecina poludnik, zmienia sie z czasem, a oprdcz
tego wskutek precesyi biegun a z nim i poludniki zmieniaja swe
polozenie. Poniewaz chodzi tu o drobne wielko§ci, wiec mozemy
po pierwsze traktowaé przyrosty jak rézniczki, po drugie mo-
zemy rozwazaé jedne zmiany oddzielnie od drugich. Zastanowimy
sie najpierw nad zmianami zaleznemi od samego ruchu wtasnego.

Wedle wzoréw (1) obecnego rozdzialu skladowe ruchu wta-
snego w rektascensyi i deklinacyi sa:

@
Utwoérzmy pochodne wzgledem czasu  baczac na to, ze wedle

zalozenia

Wyobrazmy sobie tréjkat sferyczny: P (biegun)?), G (gwia-
zda) 1 trzeci punkt M polozony gdziekolwiek na wielkiem kole,
po ktérem odbywa sie ruch wtasny, ale
z tej strony, ku ktérej gwiazda posuwa sie.

Wedle definicyi wewnetrzny kat przy G to
jest kat H. Oznaczmy go chwilowo przez-,
oznaczmy dalej chwilowo kat przv P przez B,
m
a bok (odpowiednio) przez c.
Gdy gwiazda przesuwa sie¢ od G ku M, to
oczywidcie pozostale elementy tréjkata nie
zmieniajg sie, zmianom podlegaja tylko trzy
powyzej wymienione elementy; przeto drugi

wzér (19) rozdzialu I-go przywodzi sie do Ryc. 19.

') Poniewaz to nie sa zupelne pochodne, wiec bierzemy je w nawiasy
i przydajemy znaczek 1.

') Przypominamy, ze w tym ustepie biegun jest uwazany za nieruchomy.
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Ale za§ B oczywiécie dopelnia rektascen-

sye do pewnego stalego kata, t. j. B-l-a = const. Tedy ze wzoru

powyzszego wynika

a wzory (8) przechodza na

Rugujac wreszcie za pomoca wzorow (7)
i ktadac
bo wedle zalozenia zmiany i pochodza tylko z ruchéow wta-

snych, otrzymamy

(©)

Przechodzimy teraz do zmian skladowych ruchu wtasnego

spowodowanych przez preeesye

(10)

Zakladamy, ze gwiazda nie rusza sie, ale zato P zmienia swoje
polozenie, np. z P przechodzi do P. Bierzemy znowu taki sam tréj-
kat sferyczny jak poprzednio, ale tym razem nie obieramy boku
PM dowolnie, lecz bierzemy 1luk wielkiego kota przechodzacego
przez P i P\ Oznaczamy katy i1 boki tak samo jak poprzednio.
Poniewaz G jest nieruchome a P ruchome, wiec nie zmieniaja sie
tylko bok b=GM i kat C przy M. Stosujac czwarty wzor (19)

z rozdziatlu I-go zaraz otrzymamy

11)
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Znowu tak jak poprzednio dA = dH, za$§ sine= cosd, ale co
znacza sini? 1 da. O B wiemy juz, ze dopelnia sie z a do stalego
kata. W danym razie dzieki umowie, aby trzeci bok tréjkata sfe-
rycznego przechodzil nietylko przez P ale takze przez P! mamy
po prostu

Rzeczywiécie ruch bieguna nie zalezy od predko$ci katowej r,
bo [patrz poprzedni rozdzial] to jest predko§é naokoto osi 0, ktéra
wciaz przechodzi przez sam biegun, z drugiej strony p = 0 wedle
tego, co bylo powiedziane na poczatku § 3 ostatniego rozdziatu.
Przeto predko$§é (katowa) bie-
guna jest g a tor jego jest lu.
kiem wielkiego kota prostopa-
dtego do osi y. Stad za§ wy-
nika, ze o$ x lezy w plaszczy-
znie wielkiego kola MPP, bo
wedle umowy to wielkie kotol)
jest identyczne z torem bieguna.

Lecz przeciecie sie dodatniej

osi x z owem wielkiem kotem

to punkt wiosennego pordéwna-

nia dnia z noca. Zatem punkt wiosennego poréwnania dnia z noca
lezy na wielkiem kole MPP’, kat xP'P przy P to rekstaseensya a
i, jak to bylo zapowiedziane,

Jednoczeénie widzieliSmy, ze predko$§é bieguna to ¢, zatem

bo umoéwiliémy sie oznacza¢ q przez n. Widzimy tedy, ze rowna-

nie (11) przechodzi w réwnanie

(11 bis)

Co do pochodnej w pilerwszem réwnaniu 10, to oczywistg

jest rzecza, ze powinniémy wziaé ja ze wzoru (3) w poprzednim

*) Naturalnie to wielkie kolo uczestniczy w ruchu osi x, y, =z
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rozdziale, bo zalezy tu tylko od precesyi. Baczac na to, ze

wedle zatozenia p= 0 oraz, ze umdéwiliémy sie oiznaczaé ¢ przez w,

otrzymamy
Skuro podstawimy w réwnania z réwnania (11 bis)
a z przed chwilg napisanego, skoro jeszcze wyrugujemy
i za pomocg wzoréow (7), to otrzymamy ostatecznie:
(12)

Wreszcie dodajac do siebie wzory (9) i (12) otrzymamy

(13)

Utwérzmy teraz pochodne sktadowych precesyi wzgledem
czasu. Wedle wzoréw (8) poprzedniego rozdziatu te pochodne, sa:

Mozemy tu wyrugowac ale powinniémy zamiast nieh

podstawi¢ nietylko skladowe precesyi [patrz wzér (8) poprzedniego
rozdziatu] ale takze skladowe ruchu wtasnego, bo a 1 6 zmieniaja
sie tak wskutek jednej, jak wskutek drugiej przyczyny. Jezeli jeszcze
potozymy dla krétkosci
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to bedziemy mogli napisa¢ wzory na pochodne w ksztalcie:

(15)

Jezeli nareszcie dodamy do siebie réwnania (13) 1 (15), to
otrzymamy catkowite wyrazenia drugich pochodnych rektascensyi
i deklinacyi, mianowicie

To sa wyrazenia najogélniejsze. Jasng jest rzecza, ze w razie
gdy odnosimy ruch do osi nieruchomych, to odpadng wszystkie
wyrazy pochodzace z réownan (12).

Przy podstawieniu liczb z reguly dzielimy prawa strone pier-
wszego réwnania (16) przez 15, aby otrzymaé druga pochodng
rektascensyi wyrazong jako czas. Co do wartoéci liczbowych wiel-

koéci takich jak -, wit. d., to te zalezg od obranej jednostki

czasu. Newcomb (,Spher. Astr." str. 282) obiera stulecie jako
jednostke 1 podaje na rok 1900 nastepujace liczbowe wyrazenia
(pierwszy wzoér w sekundach czasu, drugi w sekundach katal!)

Pierwsze dwa wyrazy pierwszego wzoru (16 bis) 1 pierwszy
wyraz drugiego wzoru wymagaja pewnego objasSnienia. Powstaly
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one w ten sposéb, ze wyrugowano sinatang 6 i cosa aa pomoca
wzoréw (14). Wskutek tego

Liczby w kanciastycli nawiasach wzoru (16 bis) oznaczaja
logarytrny, przyczem naturalnie od kazdego logarytmu trzeba
odjaé 10. Gdybyémy zamiast stulecia wzieli jako jednostke czasu
rok. to trzebaby podzieli¢ 0,317 przez 10000 a wszystkie cha-
rakterystyki logarytméw zmniejszyé o 4. Zdarza sie tez i to bardzo
czesto, ze podana jest roczna precesya, a drugie pochodne sa
podane na stulecie [stad nazywaja je wiekowemi zmianami: ,varia-
tions seculaires”]. To znaczy, ze podzielono wzory (16 bis) tylko
przez 100.

Jezeli wiec napiszemy wzory stluzace do redukcyi w ksztalcie

17)

to w tym ostatnim przypadku musimy je przerobi¢ stoso-
wnie do tego. czy chcemy uzyé rok czy stulecie jako jednostke
czasu. W pierwszym razie musimy napisac:

(17 bis)
a w drugim

(17 ter)

Obok wspdlrzednych katalogi gwiazd zazwyczaj podaja juz
obliczone precesye, ruchy wlasne i wiekowe zmiany.

Metody wylozone w dwoéch ostatnich paragrafach zawodza
w poblizu bieguna (por. to, co bylo powiedziane na kohcu poprze-
dniego paragrafu). Trzebaby wprowadzié dalsze wyrazy szeregdw,
tymczasem zrobi¢ tego nie mozna, bo zbieznoéé zostalaby zakwe-
styonowana. Dlatego uzywamy w poblizu bieguna innych metod,
ktérych atoli na tem miejscu wykladaé nie mozemy.
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4. Przyklad.

Zapozyczamy przyktad z ,Nautical Almanac" na rok 1911
(str. 594), ale uzupelniamy go przez obliczenie miejsca widomego
metoda, Bess la. Bierzemy gwiazde 1 Persei, ktora nie znajduje
sie w efemerydach. Znajdujemy ja w katalogu [Greenwich Second
Ten-Year Catalogue of 6892 Stars for 1890,0] na str. (XXII) N. 978.
Wspélrzedne Srednie na poczatku roku 1890,0 [roku Bessla!] sa:

mamy za$é znale$¢ jej widome wspélrzedne 7 Listopada 1911 r.
o pélnocy cz. ér. greenwichskiego.

W mys$l tego, c6 bylo powiedziane na poczatku poprzedniego
paragrafu, rozdzielamy zadanie na dwie czeéci: najpierw przecho-
dzimy od miejsca $redniego w 1890,0 r. do miejsca $redniego
w 1911 r., a potem od tego ostatniego do miejsca widomego 7 Li-
stopada 1911 r.

I. W katalogu znajdujemy:

na rok,

Poniewaz t= 21 lat, wiec

Dalej znajdujemy w katalogu

Poniewaz

przeto

Astronomia teoretyczna.
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Dodajemy:

i znajdujemy

II. Przechodzimy od metoda Bessla. W tym
celu najpierw zamieniamy na kat i znajdujemy

potem obliczamy a, b... 1 t. d. za pomocg wzoréw (3), przyczem
dzielimy prawe strony réwnan na a, b1 d przez 151, za§ A. Bit. d.
na 7 Listopada 1911 r. znajdujemy w ,Nautical Almanac" na str. 244.
Poniewaz obliczamy dla pélnocy §r. cz. greenwichskiego, wiec mo-
zemy wprost pisaé wartoéci stojace w tablicach. Znajdziemy:

Stad
Dnia 1 Lipca 1911 r. E wynosilo a 31 Grudnia 1911 r.
2, zatem .Wreszcie 7 Listopada o pdlnocy

*) Wspbélezynniki wchodzace w ¢ juz sa podzielone przez 15, mianowicie
na rok 1911
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czasu $r. greenwichskiego uptyneto 0,85018 roku od poczatku roku
Bess la, ktory w r. 1911 zaczal sie 0,978 Stycznia cz. §r. green-

wichskiego zatem

Tedy

dnia 7 Listopada 1911 r. o péin. cz. ér. greenwichskiego.
II. bis. Powtarzamy rachunek Il-gi druga metodq 2). Wielkoéci
/, < h, ér, H bierzemy z tablic

®» T.j. 1 Stycznia o godz. 23, min. 28 i t. d. ex. $ér. greenwichskiego
[astronomicznego].

8) Zachowujemy schemat ,Nautical Almanac".

15%
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Poprzednio otrzymali§my
Drobna roéznica tiémaczy sie tem, ze caly rachunek druga metodg
zostal dokonany =z pomoca logarytmoéw czterocyfrowych, podczas
gdy w rachunku pierwsza metoda liczyliSmy logarytmami piecio-
cyfrowymi, ktére potem zaokragliliSmy do czterech cyfr
Odwrotnego zadania, jak przej$¢ od miejsca widomego do
Sredniego, oczywiScie nie potrzebujemy oddzielnie rozwazad.



ROZDZIAL XIII.

Przyciaganie i ruch Keplerowski.

1. Srodek masy. Prawo przyciagania.

Wiadomo z cynematyki, ze ruch kazdego ciala daje sie roz-
tozyé na ruch jednego, dowolnego zreszta punktu ciala i na ruchy
innych punktéw wzgledem tego dowolnie obranego punktu. Jezeli
cialo jest sztywne, to ruchy pozostaltych punktéw beda kreceniem
sie naokoto punktu obranego. Ale bez wzgledu na to, czy ciato jest
sztywne, czy nie—w dynamice naj dogodniej jest jako punkt,
do ktérego odnosimy ruchy innych punktéw ciala, obraé jego éro-
dek masy. Przypominamy tu definicye érodka masy. Niech

beda wspélrzednemi prostokatnemi mate-
ryalnych punkéw ciata, a ich masami. Srodkiem
masy ciala nazywa sie taki punkt dla ktérego sa spel-
nione nastepujace trzy warunki

gdzie 2 oznacza sumowanie odnoszgce sie do wszystkich punktéw
nalezacych do uwazanego ciala. Poniewaz sa jedne 1 te
same we wszystkich sktadnikach, wiec mozna je wziaé za znak
sumowania i kladac jeszcze

gdzie M oczywiécie oznacza mase catego ciala, mozna napisaé:

©)

W teoryi ruchéw planet zawsze rozkladamy ruch na ruch
$rodka masy 1 wzgledny ruch samego ciata naokolo $rodka masy.
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Zresztg tym drugim ruchem wcale sie nawet nie zajmujemy, roz-
wazamy tylko ruchy érodkéw mas; ilekroé wiec w teoryi postepo-
wego ruchu cial niebieskich méwimy o stoficu, ziemi, planetach,
to wlaSciwie zawsze rozumiemy ich $érodki masy.

Zalézmy, ze na punkty it d,
ciala dziataja sily zewnetrzne o skladowych

i t. d. Oprécz tego moga dziala¢ i wogdle dziataja rézne sily
wewnetrzne. Niech np. skladowe sil wewnetrznych dziatajacych na
punkt beda , 1t d.; wtedy rdéwnania

ruchu punktéw w kierunku x beda:

®

Analogicznych réwnan dla kierunkéw y i z nie piszemy.

Dodajmy teraz do siebie réwnania (3) nie opuszczajac
zadnego punktu, a otrzymamy

Dzieki prawu réwnos$ci miedzy dzialaniem a przeciwdziala-
niem druga suma po prawe] stronie jest koniecznie réwna zeru.
RzeczywisScie, jezeli punkt k-ty wywiera na punkt i-ty site to

odwrotnie punkt i-ty wywiera na A>ty sile przyczem

przeto wszystkie wyrazy w drugiej sumie poznosza sie parami

1 pozostanie tylko
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Na mocy réwnan (2) mozemy to napisaé w ksztalcie:

Oczywiécie mozemy tez napisacé:

Zatem zamiast nieskonczonej mnogosci réwnan (3) mamy tylko
trzy réwnania odnoszgce sie do jednego punktu, mianowicie do
$§rodka masy. Z réwnan (4) widzimy, ze mozna rozumowacé tak,
jakby cala masa ciala byla zebrana w $§rodku masy a sktadowe
sity nan dzialajacej byly po prostu algebraicznemi sumami wszyst-
kich sil zewnetrznych dziatlajacych na cialo. W dalszym ciagu
zobaczymy, ze S$rodek masy ma jeszcze niektére inne uzyteczne
wlasnoéci.

Co do sit dzialajacych na ciata, to w astronomii mamy do
czynienia przewaznie z przycigganiem. Tylko w teoryi ogondéw ko-
met musimy liczyé sie z jaka$é druga, dotad dobrze nie rozpoznang
sila. prawdopodobnie z ciSnieniem $éwiatla. Przyjmujemy, ze przy-
cigganie dziala wedle prawa Newtona. Prawo to jest empiryczne
i inoze nie absolutnie §ciste, ale sprawdza sie w catej mechanice
niebieskiej z taka dokladno$cia, ze musimy je uwazaé co najmniej
za nadzwyczaj trafne przyblizenie. Tylko w ruchach Wenery,
Merkurego i ksiezyca konstatujemy pewne osobliwosci, ktérych
dotad nie umiemy dobrze wyttémaczy¢; ale nie mozemy twierdzié,
aby owe, drobne zresztg, niezgodno$ci $wiadczyly przeciw prawu
Newtona, bo bardzo by¢é moze, ze znajdzie sie jeszcze tléma-
czenie z tern prawem zgodne.

2. Teorya przyciagania. Ciala centrobaryczne.

W my$él tego, co bylo przed chwila powiedziane, 2Y,
UZ po prawej stronie réwnan (4) beda sktadaé sie ze samych przy-
ciggam Zalézmy najpierw dla prostoty, ze mamy tylko jedno cialo
przyciagajace 1 obliczmy skladowe jego przyciggania. W tym celu
wezmy element dfi przyciaganego ciala; podlega on przyciaganiu
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wszystkich elementéw przyciagajacego ciala. Wedle prawa New-

tona wzajemne przyciaganie punktow 0 ma-
sach wyraza sie wzorem
gdzie oznacza stala przyciggania. Dla prostoty zaltozymy, ze

co zawsze mozna zrealizowaé odpowiednio dobierajac je-
dnostki czasu i dlugo$ci. Z drugiej strony

Chodzi jeszcze o znak sily. Poniewaz przycigganie punktu
jest co do absolutnej wielkoéci takie same jak przycigganie

, a tylko kierunek ma wrecz przeciwny, wiec oczywiécie

jedno .z nich musi mieé¢ znak-(- a drugie— 1 trzeba sie tylko
uméwié, kiedy 1 jakie znaki stawi¢ nalezy. dJezeli np. uwazamy
punkt za przyciggany, a , za przyciagajacy 1 je-
zeli, jak to sie zwykle robi, uwazamy kierunek od ku

j za dodatni; to przycigganie musi mieé znak—, bo jest
skierowane wtaénie od Piszemy wiec wy-

razenie sily w postaci
®)

za$ wyrazenia jej skladowych prostokatnych w postaci

gdzie oznaczaja dostawy kierunku od
ku Ale te dostawy sa:
Przeto skladowe przyciggania punktu na punkt

1
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W danym przypadku przycigganym jest element dpi o wspdl-
rzednych, dajmy na to przyciggajacymi za$ sa elementy dm
o wspolrzednych x, y, z, przeto bedzie:

1 tak samo

Znakiem * oznaczyliSmy potréjne catkowanie po calej obje-
to$ci zajetej przez cialo przyciggajace.

Odrazu widaé, ze

gdzie

jest to tak zwany potencyal przyciagania na jednostke masy znaj-
dujaca sie w punkcie rj,

Istnioja pewne ciata zwane ,centrobarycznemi", u ktérych
potencyat V a tak samo pochodne, t.j. sktadowe sily daja sie w ze-
wnetrznej przestrzeni zastapi¢ przez potencyal 1 pochodne
potencyalu przyciggania §rodka masy. Wzajemnie ciato centroba-
ryczne jest tak przyciggane przez inne ciata, jak gdyby cata jego
masa byla zebrana w érodku masy. Cialo centrobaryczne jest cyne-
tycznie symetrycznem naokolo §rodka masy ajego momenty bezwla-
dnoéci naokoto wszystkich osi przechodzacych przez Srodek masy sa
miedzy soba réwne. Centrobarycznern cialem jest np. kula jednoro-
dna, dalej kazde cialo zbudowane z jednorodnych warstw kulistych
wspolérodkowych; lecz oprécz tego jest mnéstwo innych centroba-
rycznych cial.

Prawdopodobnie zadne cialo slonecznego systemu nie jest do-
ktadnie centrobarycznern, ale up. stofice ma zapewne budowe [po-
mimo ruchéw wewnetrznych] bardzo mato rézng od centrobarycznej.
Wszak ksztalt jego jest prawie dokladnie kulisty. Planety, osobli-

wie te, ktére maja wieksze splaszczenie, wiecej odbiegaja od typu
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centrobarycznyeh cial. Ksiezyc jest nieco wydluzony w kierunku
osi przechodzacej przez ziemie, ale to wydluzenie jest bardzo nie-
znaczne, jego budowa zbliza sie wiece] do budowy cial centroba-
rycznyeh niz budowa planet.

W dodatku wszystkie ciata niebieskie znajduja sie na zna-
cznych odleglo$§ciach. Skoro zaé odlegtoéé ciata jest znaczna w po-
rownaniu zjego wymiarami, to zawsze mozna, przynajmniej w pierw-
szem przyblizeniu, zastapi¢ jego przyciaganie przez przycigganie
$§rodka masy.

3. Rozwiniecie potencjalu przyciagania w szereg.

Rozwiniemy potencyat [na jednostke masy] V w szereg. W tym
celu napiszemy figurujace w mianowniku r w nieco innym ksztal-

cie. Za punkt wyjécia weZmiemy tozsamo§c:

Stad

Zalézmy, ze sa to wspblrzedne $érodka masy przy-
ciagajacego ciaia. Wtedy oznaczajac przez K odlegltoéé punktu przy-
cigganego 17,£ od érodka masy ciala przyciagajacego, przez g
odlegtoéé punktu przyciagajacego xy.z od tegoz Srodka masy przy-
ciagajacego ciala, a przez y kat miedzy R 1 mamy

(10)

oraz

Poniewaz q jest co najwyze] rowne odlegloSci powierzchni
ciata przyciagajacego od jego S$rodka masy, wiec we wszystkich
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zastosowaniach w dziedzinie astronomii jest to wielko$§é bardzo mala
w poréwnaniu z R. Dzieki temu, jezeli napiszemy

to drugi 1 trzeci wyraz w nawiasie beda zawsze bardzo male w po-
réwnaniu z jednostka.
Piszemy tedy:

i stosujemy wzér (8) z rodzialu V-go rozwijajac W szereg

(11)

t. j. nexplicitex

We wszystkich zastosowaniach szereg (11) bedzie bardzo

szybko zbieznym, bo ulamek jest zawsze bardzo maly; jezeli

np. chodzi o przyciaganie sloiica na ziemie, to Podstawmy

teraz to rozwiniecie we wzor (9) 1 wykonajmy calkowanie pamie-
tajac o tem, ze R [por. drugi Wzér (10)] jest niezalezne od zmien-
nych podlegajacych calkowaniu. Mase ciala przyciagajacego ozna-
czymy przez m. Otrzymamy natychmiast:

Przekonamy sie zaraz, ze na mocy wlasnoéci $érodka masy
drugi wyraz po prawe]j stronie znika. Rzeczywiécie, jezeli podsta-
wimy w drugim wyrazie zamiast (>cosy jego warto$é z trzeciego
wzoru (10), to catka
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przejdzie na sume trzech wyrazéw, z ktéorych wypisujemy tylko

pierwszy, mianowicie

Ale na mocy pierwszego wzoru (1) catka figurujaca w tem
wyrazeniu jest réwna zeru; tak samo znikna tez pozostate dwa

wyrazenia i wzlr na potencyal V przywiedzie sie do:

@12)

Widzimy stad, ze jezeli ograniczymy sie do pierwszego wy-
razu szeregu, to pominiemy tylko male wyrazy drugiego 1 wyz-
szych rzedéw, bo dzieki wlasno$ciom $érodka masy wyrazy pierw-
szego rzedu sg réwne zeru. Zauwazymy tu mimochodem, ze gdyby

cialo przyciagajace bylo centrobarycznem, to wszystkie wyrazy
szeregu (11) oprécz pierwszego t.j. oprdcz wyrazu bylyby

rowne zeru, gdy za$ jest tylko przyblizenie centrobarycznem, to

dalsze wyrazy sa male nie tylko ze wzgledu na to, ze coraz to
wyzsze potegi utamka sq coraz to mniejsze, ale takze ze wzgledu

na to, ze elementy odjemne calek po wieksze] czeSci znosza sie
z elementami dodatnimi. Odtad bedziemy przyjmowac

(13)

t. j. bedziemy traktowaé przyciagajace ciala niebieskie tak, jakby
cata ich masa byla zebrana w §rodku masy, widzieliSmy bowiem,
ze to jest zupelnie usprawiedliwione.

Teraz mozemy przystapi¢ do obliczenia sktadowych przycia-
gania na $rodek masy ciala przyciagganego. Potrzebujemy obliczyé
tylko przyciaganie na §rodek masy, bo jeszcze w § 1 dowiedzie-
liémy sie, ze teorya postepowego ruchu planet to teorya ruchu ich
$rodké6w mas. Jednocze$nie dowiedzieliémy sie, ze sktadowe sity
dziatajacej na $rodek masy sa sumami skladowych sil dzialajacych
na elementy ciala. Zatem oznaczajac sktadowe przyciggania na $ro-



dek masy ciala przyciaganego przez powinni§my napisaé-

[poréwnaj wzory (8)]

albo zastepujac znak sumowania przez znak calkowania

W te ostatnie wzory podstawimy V 2z ostatniego, juz upro-
szczonego wzoru (13). Ale V we wzorze (13) zalezy tylko od stalej m
i od K, ktore zawiera tylko w kombinacyach

przeto mozemy napisaé

Poniewaz za$§ zmienne od ktorych zalezy
nie zaleza i wzajemnie takze nie zaleza od wiec

mozemy polozyé

(15)
i napisaé

(16)

Teraz =z kolei rozwiniemy W w szereg. W tym celu napi-

szemy [por. drugi wzoér (10)]:

gdzie sa to wspoélrzedne $rodka masy przyciaganego ciala,

nastepnie polozymy:

Przypominamy, ie sa to wspolrzedne Srodka masy przyciaga-

jacego ciala.



Tu * jest to odleglo$é punktu 17, £ przyciaganego ciala od

jego sSrodka masy, D odleglo§¢é miedzy $rodkiem imasy ciala przy-

cigganego i Srodkiem masy ciala przyciagajacego, wreszcie kat
miedzy a D. Teraz napiszemy i?2 w postaci

nastepnie rozwiniemy w szereg zupelnie tak samo, jak po-
przednio rozwineliSmy wreszcie 'podstawimy je we wzor (15).

Zupelnie tak samo jak tam znajdziemy, ze dzieki wlasnoSciom
$rodka masy drugi wyraz szeregu jest rowny zera i ze wyrazenie

na potencyal W przywodzi si¢ do

(18)

Znowu dla tych samych powodéw, ktéore wyluszczyliSmy
w poprzednim przypadku, mozna ograniczyé sie do pierwszego

wyrazu szeregu (18) i przyjaé

(19)

To jest po prostu potencyal wzajemnego przyciagania dwoéch
punktéw, dwéch Srodkéw masy, w ktorych sa skupione masy sa-
mych cial przyciagajacych.

Teraz nalezy powréci¢ do wzorow (16) i podstawié w nie
wyrazenie na W wziete ze wzoru (19). Atoli korzystajac ze syine-
trycznoéci tego ostatniego wzoru wzgledem z jednej,

z drugiej strony mozna napisaé:

(16 bis)

Ostatecznie przyszliSmy do wniosku, ze w teoryi postepowego
ruchu planet wolno zamiast cial o skonczonych rozmiarach rozwa-
za¢ punkty materyalne. Ze za$ to uproszczenie daje zadawalniajace
wyniki, to zawdzieczamy dwom przyczynom: I-sze — ogromnym

w stosunku do rozmiaréw odleglo$sciom miedzy cialami slonecznego



systemul!), II-gie.— ich zblizonej do centrobarycznej budowie. Ta
ostatnia uwaga stosuje sie¢ jednak tylko do wiekszych cial, ale
o nie przedewszystkiem chodzi.

W teoryi precesyi, w dokladnej teoryi ksiezycow hypoteza punk-
tow materyalnych utrzymaé sie¢ nie daje: musimy uwzglednié figure
ciai, t. j. innemi slowy musimy uwzglednié¢ zboczenia od centroba-

rycznosci.

4. Réwnania ruchu.

Napiszmy teraz réwnania ruchu dwéch punktow materyalnych
przyciagajacych sie wzajemnie. Najpierw napiszemy je we wspol-
rzednych absolutnych. Co moznaby rozumieé pod ,wspélrzednemi
absolutnemi", nad tem zastanawiaé¢ sie¢ nie bedziemy. Mozemy je
uwazaé jako fikcye sluzaca do wyprowadzenia rownan ruchu wzgle-
dnego. Poniewaz te ostatnie moga byé sprawdzone, wiec nic nie
szkodzi, ze za punkt wyjScia wzieliSmy fikcye. Przyjmujemy tedy”
ze absolutne wspoélrzedne punktu materyalnego posiadajacego mase m
sa x, y, 2, a punktu posiadajacego mase m; sa Y~ z. Kwadrat

ich wzajemnej odleglosci bedzie

a potencyal wzajemnego przyciagania bedzie

Jezeli przypu$cimy, ze owe dwa punkty sa zupelnie izolowane,
t. j. ze oprécz ich wzajemnego przyciagania zadne inne sily nie
dzialaja, to Newtonowskie rownania ruchu pierwszego punktu
beda:

(20)

We wielu systemach gwiazdowych podwoéjnych odleglosci sa zupelnie
porownywalne z rozmiarami cial. Dla takich systeméw teorya punktéow materyal-

nych daje tylko grube przyblizenie.



a drugiego punktu

@1

Gdy dodamy do siebie réwnania (20) i (21), to otrzymamy

i dwa drugie analogiczne réwnania dla y i z. Stad wynika, ze jezeli

wezmiemy punkt o wspélrzednych

to

(22)

Z rownan (2) widaé, ze punkt x,y,z, jest niczem innem
jak Srodkiem masy systemu dwéch punktéw, zas rownania (22)
powiadaja nam, ze ten S$rodek masy porusza si¢ ruchem prostoli-
niowym i jednostajnym. Jest to zreszta szczegdlny przypadek ogdél-
niejszego twierdzenia. GdybySémy zamiast systemu dwoéch punktéow
wzieli system wielu punktéw i zalozyli, Zze ten system jest zupel-
nie izolowany, to dla jego $rodka masy otrzymaliby$Smy te same
réwnania (22).

Oczywiscie mozemy w rownaniach (20) i (21) [a gdyby bylo

wiecej punktéw materyalnych, to we wszystkich rownaniach ruchu]

dodaé po lewej stronie wyrazy w rodzaju: i t. d, a po
prawej stronie dodaé bo réwnania przez to
nie zmienia sie: wszak it d

Wynika stad, ze wszystko jedno, czy Srodek masy

systemu jest nieruchomy wzgledem osi absolutnych, czy tez porusza

sie¢ ruchem prostoliniowym i jednostajnym choéby najszybszym.



5. Ruch wzgledny.

Rozwazmy ruch punktu wzgledem punktu

Musimy uformowaé rownania zawierajace tylko wspol-

rzedne wzgledne

Otrzymamy takie rdéwnania, jezeli podzielimy roéwnania (20)
przez m, roéwnania (21) przez mi a nastepnie odejmiemy pierwsze

od drugich. RzeczywiScie réwnania

ktére w ten sposob otrzymamy, zawieraja tylko trzy roéznice,
bo r jest, jak wiadomo, takze funkcya tych trzech
réznic. Oczywi$cie mozemy przenie§é poczatek wspoélrzednych do

punktu m (x,y, z) kladac

(23)

Kierunki osi mozemy obraé dowolnie, ale raz obrane kierunki
musimy uwazaé¢ za niezmienne. Nasuwa sie¢ tu pytanie, jak to roz-
poznaé, gdy wedle zalozenia nasz system dwoéch punktéow jest kom-
pletnie izolowany i gdy niema nic takiego, ku czemu moznaby
skierowaé chociazby tylko jedna z osi wspélrzednych. Odpowiedz

na to pytanie damy nieco dalej a tymczasem polozymy jeszcze

(24)

16
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i napiszemy nasze rownania ruchu wzglednego w ksztalcie:

(25)

Zwracamy uwage na to, ze w potencyale przyciagania wy-
stepuje suma mas obu cial. NapisaliSmy rownania (25) jednocze$nie
w dwoéch ksztaltach, aby ulatwié¢ sobie wyprowadzenie zasadniczych
calek: calki zachowania energii i calki zachowania pdl. Aby otrzy-

mac¢ pierwsza, wezmiemy rownania (25) w ksztalcie

Pomnézmy pierwsze z tych réwnanh przez drugie przez

trzecie przez i dodajmy je do siebie, a otrzymamy

Zauwazmy teraz, ze U jest funkcya czasu tylko przez poSre-
dnictwo wspoélrzednych 1j, ze przeto po prawej stronie napisa-
nego przed chwila réwnania stoi zupelna pochodna U wzgledem

czasu. Ale i po lewej stronie stoi zupelna pochodna funkcyi

zatem rownanie jest calkowalne. Mianowicie mamy calke ,zacho-

wania energii"

(26)

gdzie h oznacza pewna stala.

Aby otrzymaé druga calke, wezmiemy réownania (25) w ksztalcie



pomnozymy drugie réwnanie przez £ a trzecie przez rj i odejmiemy
jedno od drugiego, potem pomnozymy trzecie rownanie przez £
a pierwsze przez £ i odejmiemy jedno od drugiego i t. d. Otrzy-

mamy w ten spos6b rdéwnania

z ktorych zaraz wynikaja calki ,zachowania pol":

gdzie sa to pewne stale. Calki te dlatego nosza nazwe
calek ,zachowania pol", ze jezeli oznaczymy przez pola
wycinkéw opisywanych przez rzuty promienia wodzacego punktu

na plaszezyznach to

i rownania (27) przejda w roéwnania

co dostatecznie tlémaczy nazwe.
Z calek zachowania pé6l wynika wazny wniosek. Jezeli pierw-
sza z nich [méwimy o réownaniach (27)] pomnozymy przez druga

przez 1], a trzecia przez £ i dodamy je do siebie, to otrzymamy

(28)

Jest to réwnanie nieruchomej plaszczyzny przechodzacej przez
poczatek wspoélrzednych, t. j. przez punkt m. Poniewaz za$§ wspoél-
rzedne ?7, £ punktu mx czynia zado$é rownaniu (28), wiec tor
jego lezy w owej plaszczyznie nieruchomej. Ot6z mamy—w czesci
przynajmniej — odpowiedz na wyzej postawione pytanie co do
kierunku osi. Wedle zasad mechaniki Newtonowskiej plaszezy-
zna drogi punktu m, naokolo punktu m jest nieruchoma, a wiec
jezeli zalozymy, ze — dajmy na to — o0§ £ jest prostopadla do
plaszczyzny (28), to ,eo ipso" kierunek jej bedzie ustalony. Jak

ustali¢ kierunki dwoéch pozostalych osi, to zobaczymy dalej.

16*



Zalozylisn”*, ze 0§ £ jest prostopadla do plaszczyzny (28) nie
tylko dlatego, aby ustali¢ jej kierunek, ale takze dlatego, aby za
jednym zamachem wupros$cié dalsza analize. Skoro bowiem o0§ £ jest
prostopadla do plaszczyzny (28), to mozemy przyjaé te plaszczyzne
za plaszczyzne rj. Wtedy

a wskutek tego lewe strony dwoch pierwszych réwnan (27) zni-

kaja i musimy polozyé

Oproécz tego , przywodzi sie do

calka energii przybiera ksztalt

(26 bis)

a z réwnan (27) pozostaje tylko trzecie, mianowicie

(27 ter)

Znaczek 3 opusciliSmy jako niepotrzebny. Nie potrzeba chyba
dodawaé¢, ze roéwnanie (28) jest rowniez spelnione.
Teraz dogodnie jest wprowadzi¢ wspoélrzedne biegunowe r iw,

przyczem

skad

Skoro wykonamy podstawienie, to wzory (26 bis) i (27 ter)

przybiora postaé

(29)

(30)



Rugujac z tych wzoréw dt otrzymujemy roézniczkowe rowna-

nie toru pod postacia

(31)
Polézmy chwilowo
przypomnijmy sobie, ze wedle rownania (24)
polézmy wreszcie
(32)
Teraz mozemy napisaé réwnanie (31) w postaci
skad zaraz wynika
Wprowadzamy nowa stala p okreslona przez réwnanie
(33)

poczem rownanie nasze przybiera postac

Wprowadzamy jeszcze dla ulatwienia calkowania nowa zmienng X

okreslong przez réwnanie

*) Naturalnie nie nalezy mieszaé tego z ze wspélrzedna z w poprzednim
paragrafie.



Skoro za pomoca tego ostatniego réwnania wyrugujemy 2, to

otrzymamy

Obieramy po prawej stronie znak—, calkujemy i otrzymujemy:

gdzie (D jest to stala calkowania. Podstawiamy napowrét w to ro-

wnanie z albo raczej kladziemy

(34) to jest

a poniewaz

przeto otrzymujemy

Wreszcie piszemy to réwnanie pod postacia
(35)

Jest to rownanie przeciecia stozkowego we wspoélrzednych bie-
gunowych, przyczem Srodek wspoélrzednych t.j. punkt m (powiedzmy:
$rodek masy slonca) znajduje sie¢ w jednem 2z ognisk. Teraz wi-
dzimy, jakie geometryczne znaczenie maja wprowadzone przez ro-
wnania (32). (33) i (34) stale a. p i e. Stala e to mimoséroéd krzywej,
p jej parametr, wreszcie a to polowa jej wiekszej osi. Miedzy temi
trzema stalemi zachodzi zwigzek (34), przeto tylko dwie z nich sa
niezalezne. Kat U— OJ= v nazywa sie ,anomalia prawdziwa".
W chwili, gdy v= u— (0= 0, promiei wodzacy r osiaga mini-
mum. Mowimy wtedy o planecie, ze znajduje sie¢ w ,perihelium",

o ksiezycu, ze znajduje si¢ w "perigaeum".
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Teraz mozemy ostatecznie ustali¢ polozenie osi wspoélrzednych.
Orbita punktu mj, t.j. znalezione przez nas przeciecie stozkowe (35)
zajmuje niezmienne polozenie w plaszczyznie x, y, a wiec mo-
zemy uczepi¢ osie wspoélrzednych do orbity, mozemy np. przyjac,
ze o$ x przechodzi przez perihelium. Poniewaz juz wyzej przyje-
liSmy, ze 0§ z jest prostopadla do plaszczyzny orbity, wiec kie-
runki osi sa ustalone, bo trzecia 0§ musi byé prostopadla do dwaéch
pierwszych.

Przechodzimy do szczegdélowego rozpatrzenia orbit eliptycznych,

hyperbolicznych i t. d.

6. Orbity eliptyczne. Rdéwnanie Keplera,

Gdy e<1, orbita punktu m, jest elipsa. Wprowadzamy nowa
zmienng, t. zw. ,anomalie mimos$rodowa", zwigzana z anomalia
prawdziwa réwnaniem, ktore
zaraz wyprowadzimy. — Za-
kre$lmy ze $rodka elipsy pro-
mieniem a kolo, spu§émy
przez punkt m: prostopadla
do wielkiej osi elipsy, ktora
przetnie kolo w punkcie S,
polaczmy S ze $rodkiem ko-
la 0; kat SOR (przy O) be-
dzie to anomalia mirnoSro-
dowa E. Odrazu widaé, ze E staje si¢ zerem razem z v. Dla po-
mocy nakres$limy jeszcze ze $rodka elipsy osie prostokatne: xx iden-
tyczna z osia glowna elipsy i skierowana ku perihelium, y, prosto-
padla do niej i tak skierowana, aby od dodatniej osi x, do doda-
tniej osi yy mozna bylo przej$é przez obrot o 90° w kierunku obiegu
punktu my.

Réwnanie elipsy wzgledem osi jest

albo, skoro wprowadzimy mimoérod e



Odcinek ale jednocze$énie z rownania elipsy
wynika

Lecz
(36) przeto

Z drugiej strony

37)

Z réwnan (36) i (37) zaraz wynika
stad za$ zwazywszy, ze wynika
(38)

Jest to réwnanie rownowazne roéwnaniu (35). Dodajac don,
wzglednie odejmujac rownanie (37) oraz skracajac przez 2 natych-

miast otrzymamy zwiazki

(39)

z ktorych zaraz wynika zwiazek miedzy vi E =zalezny tylko od

mimosrodu. mianowicie

(40)

Pozostaje nam jeszcze wyrazié zalezno$é anomalii mimosro-
dowej E od czasu. W tym celu powracamy do réwnania (27 bis)
wyrazajacego zasade pol. Poniewaz du= dv, wiec mozemy napisaé

to rownanie w ksztalcie
(41)

Podstawiamy zmienna E zamiast v poslugujac sie¢ ku temu

ré6wnaniem (40). Z tego ostatniego rownania otrzymujemy



tu znowu rugujemy za pomoca pierwszego roéwnania (39)

i dochodzimy do wzoru

Na mocy tego wzoru wzér (41) przechodzi na

Rugujemy r za pomoca wzoru (38) i otrzymujemy ostatecznie

Wzér ten daje si¢ odrazu calkowaé. Skoro go scalkujemy, to

otrzymamy ,rownanie Keplera":

(42>

Stala ¢, oznacza ,epoke", w ktorej E = 0, t. j. te, w ktorej
planeta przechodzi przez perihelium. Prawa strona réwnania, ktdora
dla krotkosci oznaczyliSmy przez J/, nosi nazwe ,Sredniej ano-
malii". Srednia anomalia jest, jak widzimy, proporcyonalna do

czasu, a czynnik proporcyonalnosci
(43).

ktory jest oczywiScie katowa predkoscia, nazywa sie ,Srednim ru-

chem". Jezeli oznaczymy czas jednego obiegu przez T, to oczywiscie
(44)

Réwnanie Keplera (42) wraz z rdéwnaniem (40) daje mo-
zno$¢ obliczyé polozenie planety na orbicie w kazdej chwili czasu,
albowiem z rownania Keplera znajdziemy odpowiadajace danej
chwili czasu E, znajac za$ E obliczymy 2z rdéwnania (40) odpo-
wiednie .

Z rownan (40) i (42) wypada. ze wszystkie trzy anomalie:

v.. E i M razem przybieraja wartosci:



Réwnanie (42) przedstawia pewne trudnos$ci, bo jest to rowna-
nie wzgledem E przestepne i— oprécz rozwijania w niedogodny do
rachunku szereg — innej drogi do rozwiazania jak przez proby
i kolejne przyblizenia niema. Mozna atoli te proby i przyblizenia
usystematyzowaé¢ w taki spos6éb, aby ulatwi¢ rachunki i oszczedzié
niepotrzebne wysilki, t. j. mozna obmysle¢ metode rozwigzania
réwnania Keplera. Metod takich jest kilka, wsérod innych takze
metoda F. Kar linskiego *. Trudno powiedzieé, ktéora metoda
jest lepsza, bo po pierwsze kazdy rachmistrz najbardziej za-
chwala te, do ktorej sie przyzwyczail, po drugie w pewnych
przypadkach predzej prowadzi do celu ta, a w innych tamta me-
toda. Zreszta istnieja rozmaite tablice dajace E, nawet tablice,
ktére pozwalaja zupelnie omingé rozwiazanie réwnania Keplera,
t. j. dajace odrazu v odpowiadajace danym M i e Do pierwszej
kategoryi (tablice dajace E) mnaleza: J. J. Ast rand: Hiilfstafeln
zur genauen und leichteu Aujlésung des Keplerschen Problems (Lipsk
1890). dalej tablice XI, XII i XIII wd. Bauschingera: Tafeln
z. theoretischen Astronomie (Lipsk 1901), do drugiej (tablice dajace
wprost v) tablice wydane przez F. Tietjena we Verdffentli-
chungen des Recheninstitutes Berlin ISlkr. 1 (1892) siegajace az do
e= 0,34748 ..., tablice O. Calland reau p. t.: Tables numeriques')

. siegajace doe= 0,407 it.d. Wobec tego sadze, ze na tem miejscu
nie warto rozwija¢ zadnej specyalnej metody, ze mozna poprzestacé
na rozwigzaniu najelementarniejsza metoda préb i na przykladzie.

Mamy rozwigzaé¢ rownanie

w ktorem dane sa M i e za§ E jest niewiadome. Poniewaz M jest
zazwyczaj dane w mierze katowej a E takze ma byé wyrazone

w mierze katowej, wiec nalezy zamienié réwniez e na kat. Zalézmy,

zeSmy to uczynili. Poniewaz warto$ci E = 0 odpowiada takze M = 0,
a wartoSci = 180° odpowiada takze M= 180°, wiec sinM i  sh\E
maja ten sam znak i jezeli za$ E musi byé
zawarte miedzy Z drugiej strony, jezeli

to za§ E musi byé zawarte miedzy

1) lleber das Kepler'sche Problem... Astr. Nachr., tom LVII, str. 183—192.
1) Bulletin astronomigue, tom II (1885), str. 4r>2—462, ®raa ,Apereu des

methodes ponr la determination des orbites...".



Oczywiécie rozwiazanie jest tem latwiejsze, im e jest mniejsze.
Zawsze jednak, badz przez grube préby, badz przy pomocy ry-
sunku mozna zoryentowaé sie, czy E bedzie blizsze do M, czy do
drugiej granicy. Obieramy w koncu pewna przyblizona wartoéé
na £ — powiedzmy Poniewaz E, jest tylko przyblizone, wiec

oznaczajac ,poprawke" przez mamy

Podstawiamy teraz w rownanie Keplera, kladziemy

i otrzymujemy

stad za$

Nalezy pamietaé, ze w liczniku tego rownania e ma byé wy-
razone w mierze katowej a w mianowniku w mierze lukowej,
t. j. jako liczba nie posiadajaca wymiaréw. Naturalnie jedna po-
prawka nie wystarczy; trzeba z poprawiona wartoscia E, t.j. z dru-
giem przyblizeniem ponowié¢ caly proces, t.j. trzeba szukaé¢ drugiej
poprawki i t. d. dopoty, dopdoki nie osiagniemy pozadanej dokla-
dnoéci. Przy pierwszem przyblizeniu mozna, a dla oszczedzenia
trudu nalezy zaokraglaé¢ cyfry, liczyé czteroeyfrowymi logaryt-
mami i t. d.; dopiero w miare tego, jak przechodzimy do coraz to
dalszych przyblizen, nalezy wprowadzaé do rachunkéw coraz to
wieksza $Scislosé.

Przytaczamy przyklad pierwotnie podany przez F. Kar lin-
skiego, ale rachunek zapozyczamy u J. Kowalczykatl).

Mamy dane:

a szukamy E. W pierwszem przyblizeniu wystarczy liczy¢ w sto-
pniach, w tym celu do$é jest pomnozyé e przez 57,32). Czterocy-

frowy logarytm tej liczby jest 1,7581. Mamy tedy

*) O sposobach wyznaczenia biegu cial niebieskich, Krakéw 1889, str. 31 i nast.
2) Oto dokladne czynniki do zamiany miary lukowej na katowa: promien
kola wynosi:
w stopniach: logarytm:
w minutach:

w sekundach:



Stosujac podane wyzej kryteryum widzimy, ze E musi bye

zawarte miedzy Po paru prébach

spostrzegamy, ze E musi byé bliskie gornej granicy i przyjmujemy

Teraz liczymy w minutach i pieciocyfrowymi logarytmamL

Obliczamy licznik wzoru na poprawke

Obliczamy mianownik

Zatem

Jako drugie przyblizenie przyjmujemy:

i powtarzamy rachunki wedle tego samego schematu, ale 7-mio

cyfrowymi logarytmami



Stad

Jeszcze raz poszukujemy poprawki. Poniewaz $cislosé, z ktoéra
wyraziliSmy e, jest dostateczna, wiec wystarczy zastapié sinE, przez
sin £, Logarytm sin Eg jest o 0,0000057 mniejszy od log sin E,

przeto

Mozemy zostawi¢ ten sam mianownik co poprzednio i napisaé

Jako ostateczng warto§é przyjmujemy tedy

7. Orbity paraboliczne.

Grdy 8= 1, to przeciecie stozkowe jest parabola. Szanse, aby e,
ktore moze mieé wszelkie wartosci zawarte miedzy zerem a nie-
skonczono$cia, mialo wlasnie warto$é 1, — sa nieskornczenie male.
To tez faktycznie nie znamy bodaj ani jednej $ci$le parabolicznej
orbity. Ale pomiedzy kometami jest mnéstwo takich, ktoére kraza
po bardzo wydluzonych eliptycznych orbitach. Wtedy e jest mniej-
sze od jednos$ci, ale juz do niej bliskie. Rozré6znié na podstawie
obserwacyi taka orbite¢ od parabolicznej trudno, a wiec najdogo-
godniej jest traktowaé ja jako parabole. Dlatego to dla praktyki



astronomicznej przypadek paraboli ma nie mniejsze znaczenie jak
przypadek elipsy.

Gdy polozymy e= [, to r6wnanie (35) przywiedzie si¢ do
(45)

Mozemy to przeksztalci¢ na

(45 Dbis)
albo na

(45 ter)

Wezmy teraz znowu roéwnanie (30), t. j. rownanie

i podstawmy jedno r z rownania (45 bis) a drugie z rdéwnania

(45 ter). W ten sposéb otrzymamy najpierw rdéwnanie roézniczkowe

a nastepnie rownanie calkowe

(46)

w ktorem ¢, jest to ta ,epoka", w ktorej Spostrze-
gamy, ze przypadek paraboli jest duzo latwiejszy od przypadku
elipsy: nie potrzebujemy wprowadzaé anomalii mimoSrodowej a za-
miast przestegpnego rownania Keplera mamy ré6wnanie sze$Scienne (46).
Skoro z tego réwnania znajdziemy v. to przejdziemy do réwnania (45)

i wnet otrzymamy r.

Kladac

przeksztalcamy rownanie (46) na réwnanie

do ktorego bezposrednio stosuje si¢ znany sposdob Car dana. Po-

niewaz



jest zawsze dodatnie, wiec réwnanie ma zawsze jeden pierwiastek
rzeczywisty a dwa zespolone sprzezone. Naturalnie chodzi tylko
o rzeczywisty pierwiastek. Latwo go znale$é za pomoca trygono-
metrycznych funkcyi; aby jednak wzory nasze uczyni¢ przyda-
tnemi bez wzgledu na wyboér jednostek, wyrazamy c¢ przez p za
pomoca wzoru (33), a jednocze$Snie przywracamy stala przycia-

gania kK. Wtedy

Podstawiamy to we wzér (46), kladziemy jeszcze

jest to odleglo$§¢ komety od slorica w perikelium] i piszemy:

I tu takze wspoélezynnik

mazywa sie¢ ,Srednim ruchem". Jezeli przyjmiemy na k wartosé
Gaussa (patrz § 11), to trzeba bedzie liczy¢ czas w dobach Sre-
dnich slonecznych oraz polozyé m (masa slonca) = 1. Co do my
to poniewaz w tym przypadku chodzi zawsze o komety, ktorych
masy sa zupelnie znikome wobec masy slonca, wiec mozna zawsze

klas¢ mi= 0. Przeto w zastosowaniach bedzie zawsze

Widzimy stad, ze skoro t—i, i ¢ sa znane, to niewiadomem
pozostaje tylko v. Aby je znale$é, wprowadzamy pomocnicze katy

a i (i okreSlone przez réwnania:

skad wynika



Ale o wiele predzej dojdziemy do celu poslugujac sie tabli-
cami Bar ker a!) lub innemi podobnemi. Tablice Bar ker a po-
daja wprost anomalie prawdziwa v dla argumentu M lub log M,

M za$ to nic innego jak

Naprzyklad dane jest dob sr. slonecznych,
znale$é v.

Mamy

W tablicach Bark era zaraz znajdziemy:

8. Orbity hyperboliczne.

Przypadek hyperboli jest podobny do przypadku elipsy, ale
gdy w celu calkowania réwnania pdl zechcemy wyrugowaé ano-
malie prawdziwa v, to spostrzezemy, ze w rdéwnaniu (40) prawa
strona jest urojona, bo dla hyperboli Mozemy temu zaradzié
piszac zamiast wtedy bowiem wzor (40) przej-

dzie na rowniez realny wzér:

(47)

') Gdy v =zbliza si¢ do 180°, tablice Barkera staja sie niedogodne, bo
réoznice miedzy kolejnemi warto$Sciami M staja sie¢ nazbyt duze. Chcac otrzymaé
dokladne rezultaty trzeba uzywaé forteli. W tylko co cytowanem dziele Kowal-
ezyka znajduja sie tablice Barkera a na koncu ich znajduje sie¢ tablica po-
mocnicza dla obliczenia v bliskiego do 180°.

W znanem dziele Th. Oppolzera: ,Lehrbuch zur Bahnbestimmung" w to-
mie I-szym znajduja si¢ powiekszone tablice Barkera =z dodatkiem osobnej ta-
blicy dla wielkich anomalii. We wspomnianych wyzej J. Bauschingera ,Tafeln
aur theoretischen Astronomie" znajduja sie tez tablice (wedle Lererriera) sluzace

do rozwiazania réwnania (46). Takze w O. Callandreau: ,Apereu... i t. d.".



Przez to samo podstawienie wzor (38) przechodzi na

(48)
Poniewaz a r musi byé dodatnie, wiec a
musi byé¢ odjemne. Jednocze$nie wzoér (41 bis) przechodzi na
Stad zaraz wynika calkowe rownanie
(49)
w ktorem
(50)

Poniewaz tablice funkcyi hyperbolicznych sa mniej rozpo-
wszechnione niz tablice funkcyi kolowych, wiec przeksztalcamy
poprzednie wzory na wzory zawierajace funkcye kolowe. W tym

celu wprowadzamy nowa zmienna F kladac

(51)

skad zaraz wynika ¥

(52)

Z pierwszego rdéwnania (52) przez latwe przeksztalcenia otrzy-

mujemy kolejno:

Stad

(53)
a nastepnie

« (54)

) Ta e oznacza podstawe (basis) logarytméw naturalnych!

Astronomia teoretyczna.



Podstawiajac warto§ci ze wzorow (51), (52), (53) i (54) we wzory

(47), (48) i (49) otrzymamy nastepujace wzory:

(47 Dbis)

(48 Dbis)

(49 bis)

Orbit hyperbolicznych (u komet) znamy bardzo niewiele,
a i u tych e jest zawsze tylko bardzo nieznacznie wieksze od je-
dnosci. Wielu sadzi, ze ta przewyzka pochodzi z niedokladnos$ci obser-
wacyi, lub tlémaczy sie¢ przez pewne perturbacye, ze zatem w rzeczy-
wistoéci e jest zawsze troche mniejsze od jednos$ci, ze wogédle niema
orbit hyperbolicznych. Jednakze niektore meteoryty moze przycho-
dza do systemu slonecznego po drogach hyperbolicznych. Oprécz tego
teorya ruchu hyperbolicznego bywa stosowana do lotu meteorytow
w powietrzu pomimo tego, ze z powodu jego oporu drogi meteo-
rytow w atmosferze nie sa przecieciami stozkowemi.

Wezmy na chwile réwnanie (26 bis) lub (29). Lewa strona
tego réwnania to nic innego jak kwadrat predkosci. Oznaczmy
predkos$é (calkowita) przez F, podstawmy zamiast U jego wartosé
ze wzoru (24), a h ze wzoru (32), wreszcie przywr6émy stala przy-

ciagania. Otrzymamy w ten sposéb rdéwnanie:

(55)

U orbity eliptycznej jest dodatnie, u parabolicznej zero,

a u hyperboli odjemne. Zatem na orbicie eliptycznej predkoséé jest

zawsze mniejsza niz na orbicie parabolicznej roé-

wna sie tej wielko$ci, a na hyperbolicznej jest wieksza. Stad wnio-

sek, ze wpa$é do systemu slonecznego i znowu zehr wylecie¢ moze
tylko takie cialo, ktérego predkos$é jest wieksza niz

Naturalnie w tym razie nalezy pod m rozumieé mase ealego sy-
stemu slonecznego, ktéra zreszta jest niewiele wieksza od masy

slonica. Jezeli za§ zechcemy zastosowaé wzér (55) do meteorytow



przelatujacych mimo ziemi, to trzeba bedzie pod m rozumieé mase

ziemi, a pod mi mase meteorytu. Te ostatnia mozna zawsze pominaé.

9. Wspotrzedne prostokgtne w ruchu eliptycznym.

Réwnanie S$rodka.

Jasng jest rzecza, ze w ruchu eliptycznym wspodlrzedne sa
peryodycznemi funkcyami czasu, przyczem peryodem funkcyi jest
czas obiegu. Stad wniosek, ze wspoélrzedne dadza wyrazi¢ sie przez
szeregi Fouriera 2z anomalia $rednia jako argumentem, bo ta
anomalia jest proporcyonalna do czasu i wzrasta o 2n po kazdym
obiegu. Zatem wspoélrzedne prostokatne musza daé sie wyrazié przez

szeregi ksztaltu

Chodzi tylko o wyznaczenie wspolczynnikow i Nie
jest to rzecz trudna, ale dla braku miejsca pominiemy wywod
podajac tylko rezultaty. Zakladamy, ze 0§ x jest identyczna z wielka
osig elipsy oraz ze $rodek wspoélrzednych znajduje sie w Srodku
elipsy. Na mocy wzoréow (36) w § 5

(36 bis)

za§ wyrazenia na

(56)

oznacza tu funkeye Bessla rzedu p). We wzorze na cos E

nalezy zamiast wyrazu, w ktéorym p — 0, napisac a we wzorze

Wzor ten nie stosuje sie do wskaznikéw odjemnych, ale gdy
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na sini? zero. Z drugiej strony, jezeli umie§cimy Srodek wspoélrze-
dnych w tern ognisku, w ktorem znajduje sie¢ cialo centralne, to
wyrazenie na y = r sin v pozostanie bez zmiany, za$§ zamiast pierw-

szego wzoru (36 bis) bedziemy mieli wzér (37) z § 5 t. j.

(37 bis)

Widzimy stad. ze w rozwinieciu w szereg zmieni sie tylko
wyraz staly: zamiast bedzie Rozpatrujac wzory (56)
widzimy, ze prawe ich strony sa tunkcyami anomalii sreamej
i mimosérodu. Ze wzoru (38) i pierwszego (56) moznaby wyprowa-
dzi¢ wzor na r. Naturalnie wzor ten bedzie mial zupelnie ten sam
charakter co wzory (56), t.j. bedzie to szereg Fouriera ze wspoél-
czynnikami, ktore sa funkcyami mimoSrodu.

Wszystkie te rozwiniecia w szeregi sa zbiezne od e— O do
e= 1, o ile zachowamy porzadek podany we wzorach (56). Gdy-
bySmy np. zechcieli skorzystaé¢ z tego, ze wspoélczynniki J ~ (pe)
[patrz uwage na poprzedniej stronie] sa szeregami potegowymi mimo-
$rodu e i uporzadkowali szeregi wedle poteg mimosrodu, to obszar
zbiezno$éci co do e zmniejszylby sie i dla e= 0,6627... szeregi
przestalyby byé¢ zbiezne. Pochodzi to stad, ze anomalia mimoséro-
dowa E uwazana jako funkcya mimoSrodu e daje si¢ rozwinaé
w szereg potegowy e, ktory atoli pozostaje zbieznym tylko do

e— 0,6627... RzeczywiScie wedle rownania Keplera

E jest funkcya zmiennych e i M Uwazajmy M jako parametr,,
ktory zreszta moze mie¢ jakakolwiek realna warto$é poczynajac
od M = — oo a konczac na 1i¥—j-o0o0os; wtedy E bedzie funkecya
jednej zmiennej e i da si¢ rozwinaé w szereg potegowy e Aby
poznaé zbiezno§é tego szeregu, trzeba zalozyé, ze tak e jak E
moga przybieraé wszelkie rzeczywiste, urojone i sprzezone warto-
§ci i znale§él) punkty osobliwe funkcyi E=Ffe); albowiem wia-
domo, ze promien zbiezno$ci siega tylko do najblizszego punktu
osobliwego.

Punkty osobliwe znajdziemy w nastepujacy sposéb. Rézniczku-

!) W nastepujacej dyskusyi idziemy za C. L. Charliera: Mechanik des

Himmels, tom II str. 256 i nast., ale wiele skracamy, wiele tez zmieniamy.



jac rownanie Keplera wzgledem e (przyczem uwazamy M za staly

parametr) otrzymamy

Wedle twierdzenia Cauchy'ego jest rozwijalne w sze-
reg potegowy uszykowany wedle poteg oprocz najblizszej
okolicy tych punktéow, w ktorych pochodna staje sie nieskon-

czona. t. j. oprécz tych punktow, w ktorych

Przyprowadzimy to ostatnie ro6wnanie do innego ksztaltu. Mia-

nowicie wynika zen

a w dalszym ciagu

Podstawmy teraz zamiast E jego warto$¢ wzieta z rdéwnania

Keplera, a napisane przed chwila réwnanie przybierze ksztalt

Wreszcie napiszmy zamiast jego powyzej znaleziona
warto§é: i pomnézmy cale ré6wnanie przez e a otrzymamy
567

Spostrzegamy zaraz, ze réwnanie (57) jest spelnione dla e= 0,

ale poniewaz pomnozyliSmy rownanie przez e, wiec to nie jest pier-
wiastek rownania pierwotnego, t. j. e= o nie jest punktem oso-
bliwym.

Aby ulatwié sobie dalsze badanie, wprowadzmy nowa zmienng z

okre$lona przez rdéwnanie
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Z rownania tego zaraz wynika

a skoro wprowadzimy te warto$¢ na do rownania (57) i podnie-
siemy je do kwadratu, to po latwych przeksztalceniach i reduk-

cyach otrzymamy

(57 bis)

m

Przypominamy, ze M jest zawsze realne, co do z, to wedle
zalozenia moze ono byé, a nawet, jak to widaé z réownania (57 bis),

powinno byé¢ wielko$cia sprzezona. Piszemy tedy

gdzie u i v sa realnemi zmiennemi, poczem oddzielamy wielko$ci
realne od urojonych. W ten sposéb réwmanie (57 bis) rozpada sie

na dwa réwnania [e oznacza funkcye wykladnicza!]

Podnoszac te réwnania do kwadratu i dodajac otrzymamy

réwnanie

(57 ter)

za$§ mnozac pierwsze przez cosill, drugie przez sin M i dodajac i t. d.

znanym sposobem otrzymamy roéwnania:

Tu znowu mnozac pierwsze przez v a drugie przez u i do-

dajac a potem nieco redukujac otrzymamy z latwoscia

Punkty osobliwe leza na przecieciach krzywej (57 ter) z krzywa,

ktorej rownanie napisaliSémy przed chwila. Widzimy zaraz, ze kazdy



punkt krzywej (57 ter) moze byé punktem osobliwym. Rzeczy-
wiscie, jezeli wezmiemy jakiekolwiek dwie wartoéci i czy-
nigce zado$§¢ réwnaniu (57 ter) i podstawimy w rdéwnanie drugiej
krzywej, to zawsze znajdzie si¢ odpowiednia realna warto$§¢ na M,
bo rownanie tej drugiej krzywej mozna uwazaé¢ za rownanie na M
i z ksztaltu jego widaé, ze jezeli tylko u i v sa realne, to i M musi
byé realne. M za§ moze przybieraé wszelkie warto$sci realne od
— 00 do }-o0o. Skoro do kazdego punktu krzywej (57 ter) zawsze
znajdzie sie odpowiednie realne 37, to kazdy punkt krzywej (57 ter)
moze byé punktem osobliwym. Do$é wiec rozpatrze¢ krzywa (57 ter).
Bylo to zreszta do przewidzenia, bo pierwotne réwnanie punktéow

osobliwych

parametru M nie zawieralo, a krzywa (57 ter) tak samo go nie
zawiera.

Réwnanie (57 ter) jest spelnione przy dowolnein y, jezeli
u= 1; przeto krzywa sklada sie¢ z prostej u= 1 i oprécz tego
z krzywej symetrycznej wzgledem osi w, podobnej do lezacej 6semki
[krzywa ta jest wiec podobna do lemniskaty]; punkt u= 1, v= 0

jest punktem potréjnym. Jezeli teraz wrécimy do roéwnania

jezeli napiszemy

a potem podniesiemy do kwadratu i oddzielimy wielkos$ci rzeczy-

wiste od urojonych, to otrzymamy dwa réwnania

Zaraz widaé, ze dla u= 1 musi byé albo albo
Wybieramy te druga ewentualno$é, bo jezeli przyjmiemy u— 1
to v bedzie moglo zmieniaé¢ sie¢ tylko w ciasnych grani-
cach, tymczasem wzdluz prostej: u = 1, v— v, v moze przybieraé
wszelkie warto$ci. Zatem prostej: u = 1, v — v w plaszezyznie

zmiennej z odpowiada — w plaszczyznie zmiennej e — r/— 0



t.j. 0§, ale, jak to zaraz zobaczymy, nie cala. Rzeczywi§cie, skoro
polozymy 7= 0, u= 1, to pierwsze réwnanie przywiedzie sie¢ do
przeto warto$ci na £ zawarte miedzy beda wy-

kluczone. Owej lezacej 6semce w plaszczyznie z tu odpowiada galaz

ABCD. Nakres$lenie tej galezi nie jest rzecza trudna, ale wymaga

Rye. 22.

doéé dlugich rachunkéw, bo trzeba najpierw z réwnania (57 ter),
ktore mozna napisaé w postaci [e oznacza znowu funkcye wykla-

dnicza!] 4 (1— m)

dla danego u znale$¢ odpowiednie v, a potem majac juz u i v obli-
czy¢ odpowiednie £ i rj. Jednem slowem trzeba oblicza¢ galaz ABCD
punkt po punkcie.

Poniewaz szeregi (56) zawieraja potegi e, wiec w danym razie

i nalezy rozwijaé w szeregi naokolo punktu

Oczywiscie najblizsze punkty osobliwe znajduja sie w B i D, zatem
OB =01) jest promieniem zbiezno$ci. Trzeba go jeszcze obliczyé.
Poniewaz B i I) lezag na osi % wiec £= 0 i, jak to latwo spraw-
dzié, 0= 0. Wskutek tego dla obliczenia promienia zbiezno§ci otrzy-

mujemy system roéwnan



Podstawili}' tu s= u — 1, a oba réwnania przywioda sie do

prostego ksztaltu

Trzeba wiec najpierw rozwigzaé¢ roéwnauie przestepne dla s,
a potem z otrzymanego pierwiastka s obliczyé r\. Znajdziemy ta

droga

okoro mimosrod e przekroczy te wartosé, to szeregi (56),
(36 bis) i t. d. uporzqdkowane wedle poteg mimosrodu przestana byé
zbiezne.

sROwnaniem §rodka" nazywamy réznice v — M miedzy ano-
malia prawdziwa a $rednia. Jasnem jest, ze ta roéznica musi byé
funkcya mimos$rodu, bo gdyby mimos$réd byl zerem, to réownanie
$rodka byloby tez zerem. Oproécz tego ,réwnanie $§rodka" musi byé
funkcya peryodyczna anomalii §$redniej, bo za kazdym obiegiem
warto$ci jego muszg powtarzaé sie. Stad wniosek, ze v — M da sie
przedstawi¢ jako szereg Fouriera z argumentem: anomalia $re-
dnia, oraz wspélczynnikami znikajacymi, gdy mimos$rod jest zerem-
Oprécz tego latwo jest domySleé sie. ze szereg Fouriera bedzie

zawiera¢ tylko sinusy, bo v— M znika tak w perihelium jak

w aphelium, t.j. tam, gdzie Jednem slowem musi byé
przyczem sa to funkcye e znikajace razem z niem. I tu nie be-
dziemy obliczaé wspoélczynnikow natomiast na podstawie zacho-

wania sie pochodnej réwnania S$rodka rozpatrzymy w ogélnych za-

rysach przebieg zmian, ktorym podlega to roéwnanie.

ale wedle rownania (41)



za$§ wedle rownania (43)

przeto

Z réwnania tego widaé, ze pochodna réwnania $rodka przy-

biera warto$ci symetryczne wzgledem glownej osi elipsy. Nastepnie

widaé, ze ta pochodna zmienia znak w tych dwoéch punktach,,

w ktérych
Zreszta w perihelium, gdzie ta pochodna jest do-
datnia, za§ w aphelium, gdzie odjemna. Przypomniawszy

sobie, ze w perihelium i aphelium réwnanie $rodka jest zerem, wi-

dzimy, ze wzrasta ono od perihelium do punktu, w ktorym

odtad zmniejsza sie, w aphelium przechodzi przez zero, staje sie
odjemnem, przechodzi przez najwieksza odjemna warto$¢ w punkcie,

gdzie znowu

i powraca do zera w perihelium.

10. Prawa Keplera.

Teorya wylozona w poprzednich paragrafach moze byé zasto-
sowana do cial systemu slonecznego. Wprawdzie w systemie slone-
cznym mamy nie dwa, a cale mnéstwo wzajemnie przyciagajacych
sie¢ cial; ale centralne cialo: slonice—tak dalece przewyzsza masa
wszystkie inne ciala, ze ruchy planet zaleza przewaznie od jego
przyciagania. Przyciagania innych cial wystepuja jako drugorzedne,
nieznaczne sily, sprawiajace tylko pewne zawichrzenia [perturbacye]
w ruchu zaleznym od przyciagania slorica. Przeto wzory poprzednich
paragrafow przedstawiaja ruchy planet (i komet) wcale dokladnie. Na-
turalnie wspoélczesne obserwacye latwo wykrywaja zboczenia od
ruchu po przecieciach stozkowych, ale np. spostrzezenia Tychona
de Brahe, w ktorych bledy wynosily jeszcze okolo minuty (kato-
wej), zboczen tych wykryé nie mogly, natomiast byly juz dostatecznie

$cisle, aby przekonaé, ze orbity planet nie sa kolami. Z tych to obser-



wacyi Tychona de Brahe Kepler droga indukcyi wyprowa-
dzil dla orbit zamknietych trzy prawa. My za§ mozemy podaé te
prawa (i to w ogoélniejszej postaci) jako proste konsekwencye lub
interpretacye powyzszych wzorow.

I prawo. Srodek masy planety (lub komety) poru-
sza sie w plaszczyznie przechodzacej przez §rodek
masy slonca. Droga jego jest przecieciem stozkowem
a Srodek masy slonnca znajduje sie wjednem z ognisk.
Pierwsze zdanie wyraza to samo. co rownanie (35). Kepler moéwi
tylko o elipsach, a nie o przecieciach stozkowych wogdle.

II.  prawo. Pola opisane przez promien wodzacy,
laczacy $Srodek masy slonca ze S§rodkiem masy pla-
nety (lub komety), saproporcyonalne do czasu, wciagu
ktorego zostaly opisane. To znowu wynika wprost z roé-
wnania (41) wyrazajacego zasade po6l, albowiem jezeli oznaczymy

symbolem A pole wycinka opisanego przez promien wodzacy, to

Zatem wedle réwnania (41)

stad za§ wynika

t. j. wlasnie drugie prawo Keplera.

u.  prawo. W tym ksztalcie, w ktorym wyglosil je Kepler,
stosuje sie ono tylko do orbit zamknietych, w ktorych czas obiegu
jest skonczony; wynika ono jednak z pewnego zwiazku, ktéry sto-
suje sie zarowno do orbit zamknietych jak niezamknietych. Mia-
nowicie z drugiego wzoru (34) i z napisanego przed chwila

wzoru (58) wynika

Napiszmy to rownanie dla wszystkich komet i planet zakla-
dajac, ze czas jest we wszystkich réwnaniach jednaki. Nie-
watpliwie dopuszczamy sie w ten sposéb ekstrapolacyi, bo cala
teorya obecnego rozdzialu stosuje sie wlasciwie do dwoch cial.
Wiemy jednakze, ze dzigki temu, iz masy wszystkich innych cial
slonecznego systemu sa w poréwnaniu z masa slonca znikomo malte,

wolno do ruchu planet stosowaé rezultaty teoryi ruchu dwoéch cial.



268 —

Jezeli przytem cheemy byé konsekwentnymi, to powinni§my sto-
sujac rownanie (59) do wielu cial pomingé masy planet wobec masy

slonca. PowinniS§my zatem napisaé

Stad za$ zaraz wynika

<60)

To znaczy, ze kwadraty pé6l opisanych przez roz-
maite komety i planety wciagu tego samego czasu sa
proporcyonalne doparametrow tychze kometiplanet.
Skoro jednakze zalozymy, ze orbity sa zamkniete i wprowadzimy
eczasy obiegu T, Tz2... i t. d.,, to otrzymamy trzecie prawo Ke-
plera w jego pierwotnym Kepleréow skini ksztalcie. Mianowicie

wedle drugiego wzoru (34)

za§ wedle wzorow (43) i (44)

Z porbéwnania obu wzorow wynika:

<61)

Rozumujac zupelnie tak samo jak poprzednio, widzimy, ze
stosujac to réwnanie do wszystkich cial slonecznego systemu po-

siadajacych zamkniete orbity, powinniS§my napisaé

(62)

Wzoér (62) wyraza trzecie prawo Keplera w jego pier-
wotnym ksztalcie. Mianowicie czytamy ze wzoru (62), ze kwa-
draty czas6w obiegu planet i komet o zamknietych
orbitach sa odwrotnie proporcyonalne do szeS§ciandéw
wielkich osi ich orbit. Jednocze$nie jezeli ze wzoru (61) wy-

ciagniemy pierwiastek kwadratowy i wyrazimy znowu T przez n



za pomoca wzoru (44), to z tego samego trzeciego prawa Keplera

otrzymamy na ruch §redni bardzo uzyteczny wzor

Przywréoémy w tym wzorze stala przyciagania. Figurowala
ona we wzorze na przyciaganie jako wspolezynnik przy iloczynie
mas. Gdyby$my ja zachowali we wszystkich nastepnych wzorach”
to przy przejSciu do ruchu wzglednego (por. poczatek § 5) po po-
dzieleniu wzoréw (20) przez m oraz wzorow (21) przez mz i po
odjeciu pierwszych od drugich okazaloby sie, ze ta stala jest wspol-
czynnikiem przy sumie mas: m-\-m:. Zreszta doszlibySmy do tego

samego wniosku przez rozwazanie wymiarow!). Piszemy tedy

(61 bis)

11. Stata przyciggania.

Skoro moéwimy o stalej przyciagania, to obliczmy ja w je-
dnostkach pospolicie uzywanych w astronomii. Wezmv w tym celu

rownanie (61) i przywr6¢my w niem stalag przyciagania:

skad

Powtérzmy rachunek Gaussa. Gauss przyjal za jednostke
czasu dobe S$rednia sloneczna, za jednostke dlugo$ci polowe wielkiej
osi orbity ziemskiej, wreszcie za jednostke masy mase slonca, zatem
polozyl a= 1, m — 1 i trzeba bylo tylko podstawi¢ m, (mase ziemi)
i 1 (rok gwiazdowy) wyrazone w przyjetych jednostkach. Otoéz
Gauss przyjal

') Wymiary stalej przyciagania sa: szeScian dlugosci podzielony przez ilo-

czyn masy przez kwadrat czasu.



i otrzymal

Warto$é na mx nie byla dostatecznie dokladna. Aby jednak
nie zmieniaé stalej k Gaussa, ktora weszla do wielu tablic, umo-
wiono sie przyjaé, ze astronomiczna jednostka dlugosci nie jest
ré6wna polowie wielkiej osi orbity ziemskiej, ale wlaénie taka, ze
stala grawitacyi ma warto$¢ podana przez Gaussa. Zatem astro-
nomiczna jednostka dlugosci jest okreslona posrednio przez stala
grawitacyi. Jest ona zreszta tylko nieznacznie mniejsza od polowy

wielkiej osi orbity ziemskiej.

12. Okres$lenie masy planety majacej satelite.

Zastosujemy trzecie prawo Keplera do okreslenia masy pla-
nety. Oznaczmy mase slonca przez m, planety przez a satelity
przez m:; oznaczmy czas obiegu planety naokolo slonca przez 2\,
a satelity naokolo planety przez 7's; oznaczmy polowe wielkiej osi
orbity planety przez an a polowe wielkiej osi orbity satelity przez a:
i napiszmy rownanie (61) raz dla slohca i planety, drugi raz dla

planety i satelity:

Stad

Zaniedbujac mase planety wobec masy sloica a mase satelity
wobec masy planety (dlatego to, jezeli planeta ma kilku satelitow,

to najlepiej wziaé¢ najmniejszego) otrzymamy

(63)

Czasy obiegu oraz stosunek okreslamy =z obser-

wacyi.



13. Ruch stonca naokoto ziemi. Ruch naokoto wspélnego

Srodka masy.

W zadaniu dwoéch cial panuje najzupelniejsza wzajemnos$é.
Roéwnania § 4 sa najzupelniej symetryczne wzgledem obu cial i ich
wspoélrzednych. Z chwila, gdy przejdziemy do ruchu wzglednego
slonnca naokolo ziemi, doéé jest zalozyé, ze s$rodek wspoélrzednych
ruchomych znajduje si¢ w S$rodku ziemi i powiedzieé, ze punkt
m @2%y, z) oznacza ziemie, a m, (x, y.» 2 slonce. Jezeli zatem zie-
mia krazy naokolo slonica po elipsie, to slonice krazy naokolo ziemi
po takiej samej elipsie. Na zasadzie tej uwagi wyprowadzimy
wzory (64), na ktére powolywaliSmy si¢ w rozdz. X-tym (§ 4) przy
przejsciu od wzoréw (12) do wzorow (13).

Zwykle oznaczamy odleglo$é slonca od ziemi przez za$
jego dlugos$é geocentryczna przez 0; przeto Q jest to kat zupelnie
analogiczny dov. Ze wzoru (41) podstawiajac warto$¢ na ¢ ze wzoru (43)

oraz kladac e= sincp otrzymamy

(64 a)

Z drugiej strony podstawiajac warto$¢ na p z drugiego

wzoru (34) we wzor (35) mozemy napisaé ten ostatni wzor w ksztalcie

gdzie 7i oznacza dlugo$é perihelium [t. j. tego punktu, w ktérym

slorice jest najblizej ziemi]. Rézniczkujac powyzszy wzér otrzymamy

to jest

Lecz tu mozemy wyrugowac: za pomoca wzoru (64 a).

Skoro to uczynimy, to otrzymamy



Wreszcie mozemy oczywi§cie napisa¢ sam wzor (35) w ksztalcie
(64 ¢)

Rozwazymy jeszcze pokrétce ruch obu cial wzgledem wspdl-
nego s$rodka masy. Srodek masy dwoéch punktéw materyalnych m
i m: znajduje sie zawsze na prostej laczacej oba te punkty —

w punkcie P dzielacym odcinek mm, w takim stosunku, ze

Jezeli zatem przeniesiemy $rodek wspélrzednych z m do Py
to promien wodzacy mP bedzie stale w stosunku mniejszy

od promienia wodzacego mm, a pro-

mienn wodzacy niP bedzie stale w sto-
sunku mniejszy od promienia

wodzacego Jednem slowem orbity
J punktow m i m; naokolo punktu P beda
takiemi samemi elipsami jak drogi punktu

naokolo m, lub punktu m naokolo

tylko zmniejszonemi: jedna w stosunku , druga w stosunku

Ze przy takiem zmniejszeniu katy nie ulegna zmianie, to

jasne. Zatem rownania biegunowe drog punktow i m naokolo P

beda [por. wzor (35)]:

(65)

W drugiem rownaniu powiekszyliSmy anomalie o bo

z punktu P widzimy m zawsze we wprost przeciwnym kierunku

jak
14. Elementy orbity.
Widzieliémy, ze calkowanie wprowadzilo sze$§é stalych do-
wolnych, mianowicie h [réwnanie (26)], [rownania (27)],

[ro6wn. (35)] i [rown. (42)], t.j. wladnie tyle, ile byé powinno



wedle teoryi rownan roézniczkowych. Jasna jest rzecza, ze po-
szczegblne rozwigzania moga roé6zni¢ si¢ miedzy soba tylko warto-
Sciami tych sze$ciu stalych, bo w zadaniu dwéch cial orbita jest
zawsze przecieciem stozkowem i nawet jej przynaleznos$é do tej
lub owej grupy [orbita eliptyczna, paraboliczna, lub hyperboliczna]
zalezy od wartoéci stalych. Widzieliémy tez, jak nalezy interpreto-
waé¢ niektére z tych stalych z punktu widzenia teoryi przecieé

stozkowych. Wiemy juz, ze [porow, wzor (32) i koncowy wustep § 8].

(66)

[przywroéciliSmy w tym wzorze stala przyciggania!]. Poniewaz a
oznacza polowe wielkiej osi orbity, wiec gdy to orbita jest
elipsa, gdy h= 0, to parabola, gdy A<0, to hyperbola. Wiemy
dalej, ze 6 to stala réznica miedzy katem biegunowym u a ano-
malia prawdziwa u, albo inaczej moéowiac warto$é kata u w perihe-
lium. Wydawaloby sie moze komu, ze od chwili, gdy wprowadzi-
liSmy anomali¢ prawdziwa v a lini¢ absydéw przyjeliSmy za o$
biegunowa, katy u i a> staly sie niepotrzebne, ze moznaby popro-
stu polozyé n= v, t. j. (5= 0. Przekonamy sie jednak niebawem,
ze dobrze zrobiliSmy pozostawiajac sobie te katy do rozporzadze-
nia. Wreszcie wiemy juz, ze t, to ,epoka" przejScia przez peri-
helium.

Podczas gdy wzgledem stalej ai okazaliSmy sie tak konser-
watywnymi, ze stalemi postapiliSmy radykalnie. UmysS$lnie
zalozyliSmy, ze plaszczyzna 2 =0 jest identyczna z plaszczyzna

orbity, aby bylo:

Dzieki temu okazalo sie, ze jest to stala pél [por.

rown. (33) i drugie (34)]

(67)

Ale jezeli plaszczyzna 2= 0 nie jest identyczna z plaszczyzna
orbity, to sa rozne od zera a jest rozne od stalej pol c.
Jakie wtedy znaczenie maja stale Wiemy [patrz réowna-

nia (27 bis)], ze

Astronomia teoretyczna.



gdzie oznaczaja rzuty predkosci wycinkowej

na plaszczyzny wspoélrzednych. Tak samo sa to rzuty stalej ¢

na tez same plaszczyzny. Tedy
(68)

przyczem a, (31 y sa to katy pomiedzy prostopadla do plaszczyzny
orbity a osiami x, y, o.

Zalozmy, ze plaszczyzna orbity tworzy z plaszczyzna xy (2= 0)
kat i oraz ze kat pomiedzy osia x a przecieciem sie¢ plaszczyzny
orbity z plaszczyzna xy jest Q. Jezeli punkt, w ktérym prostopa-
dla do orbity przebija sfere niebieska, oznaczymy przez B i jezeli
polaczymy punkt B lukami wielkich k6l z tymi punktami, w ktéorych
osie ——a? -)-y i -|-z przebijaja sfere niebieska, to [patrz ryc. 24]

Odrazu widaé, ze y — i, nastepnie za$§ z trdojkatéw sfery-
cznych prostobocznych Bzx i Bzy znajdziemy!) [por. wzery (7 ter.)

w rozdziale I-szym]

Zatem

(69)

a wskutek tego

(68 bis)

przyczem ¢ ma warto$é podana we wzorze (67). Jednocze$nie wi-
dzimy, ze mozna napisa¢ wzor (28), t. j. rownanie plaszczyzny
orbity w postaci:

(70)

1 Zaraz widaé, ze odlegloé¢ katowa od M do wynosi: a od

M do y.



Przypatrzmy sie¢ wzorom (68 bis) majac jednocze$nie na uwa-
dze wzor (67). Spostrzezemy, ze stale ¢, ¢, c¢; zaleza po czeSci od
takich wielkosci jak mx-{-m2 i a. ktore figurowaly juz w innych sta-
lych calkowania, mianowicie w h, po czesci za$ od wielkosci, ktore
w innych stalych calkowania nie figuruja, jakoto od mimosrodu e,
od kata $ oraz od i, a ktore wyznaczaja polozenie plaszczyzny
orbity wzgledem osi wspélrzednych xy,z. Przyjmijmy, ze plaszczy-
zna xy{z — 0) to plaszczyzna ekliptyki (w pewnej okreSlonej epoce),
ze $rodek wspoélrzednych znajduje sie w sloiicu, ze punkt x to punkt
wiosennego pordownania dnia z noca; wtedy punkt z jest identyczny
z biegunem ekliptyki 77, kat i jest to kat nachylenia plaszczyzny
orbity do ekliptyki, za$ kat $ to ,dlugo$éé wstepujacego

wezla". ,Wezlami" nazywamy te punkty, w ktorych tak zwana

Ryc. 24.

slinia wezlow", t. j. przeciecie plaszczyzny orbity z plaszczyzna
ekliptyki przebija sfere niebieska. ,Wstepujacym wezlem" (na ryc. 24
punkt nazywamy ten, przez ktory planeta przechodzi z poludnio-
wej potkuli nieba (wzgledem ekliptyki) na poélnocna, ,zstepujacym"
ten, w ktérym przechodzi z pélnocnej pélkuli na poludniowa.

Juz z rozdzialu VI-go (§ 5) wiemy, ze dlugosé liczy sie ze za-
chodu na wschéd przeciw wskazowkom zegarka (dla widza stoja-
cego na poélnocnej stronie ekliptyki). Kat i uwazamy za dodatni
i mniejszy od 90°, jezeli rozpatrywane cialo krazy naokolo slonca
tak samo jak ziemia ,ruchem prostym" [mouvement direct], t.j. prze-
ciw wskazowkom zegarka. Jezeli cialo krazy ,ruchem wstecznym"
[momement retrograde], t. j. za wskazéwkami zegarkal), to kat i jest

% Zatem rysunek 24 odpowiada przypadkowi ,ruchu prostego”. W systemie

slonecznym ,ruchem wstecznym" kraza satelity Neptuna, Uranusa, jeden ze sate-

litow Saturna (Phoebe), 6smy ksiezyc Jowisza, wiele komet i rojé6w meteorytowych.

18*



zawarty miedzy 90° a 180°. Katéw zawartych miedzy 180° a 360°
rozwazaé¢ nie potrzebujemy, bo wtedy i odnosiloby sie do zstepu-
jacego wezla; tymczasem uwazamy ,wezel wstepujacy" za miaro-
dajny.

Teraz zuzytkujemy nieokres$lony dotychczas kat . Zalézmy,
ze u to ,argument szerokosci", t.j. kat liczony w orbicie od wezla
wstepujacego Q w kierunku obiegu planety; wtedy & bedzie to
sargument szerokoéci perihelium", inaczej méwiac, bedzie to kat
pomiedzy ta strona linii wezléow, ktora idzie ku wstepujacemu we-
zlowi a ta strona linii absydéw, ktéra idzie ku perihelium. Bedzie
to zatem kat zupelnie okres$lony, wyznaczajacy polozenie linii absy-
dow wzgledem linii wezlow. — W astronomii istnieje dawny zwy-
czaj, aby podawaé nie kat d a sume Q-|-t3 = yr, zwana ,dlugo-
$cia perihelium w orbicie". Zwyczaj ten nie jest bynajmniej racyo-
nalny, bo kat Q liczy sie w plaszczyznie ekliptyki, a kat d w pla-
szczyznie orbity, ale astronomowie nie lubia zrywaé z dawnemi
tradycyami. Tak samo nazywaja ,dlugoscia planety w orbicie"

sume

Tedy zamiast szeSciu pierwotnych stalych calkowania:

mam)’ rowniez sze§é stalych:

ktorych funkcyami sa tamte pierwotne stale i ktore nazywamy
selementami orbity". Elementy orbity okre$laja w zupelnoSci
polozenie planety, bo Q i i okre$laja polozenie plaszczyzny orbity
wzgledem ekliptyki, n okre§la polozenie linii absydow, t. j. glo-
wnej osi orbity w jej wlasnej plaszczyznie, a i e daja rozmiary
orbity, za$ majac t, mozna dla kazdej chwili Czasu znale$é¢ polo-
zenie planety na orbicie. Wprawdzie do tego trzeba mieé anomalie
prawdziwa, albo przynajmniej mimo$rodowa *), my za$ posiadamy
tylko anomalie $Srednia, ktora jest proporcyonalna do czasu; ale
znajdziemy anomalie mimosrodowa rozwigzujac rownanie Keplera,
poczem latwo juz przejdziemy do anomalii prawdziwej. Dla obli-

czenia $redniej anomalii potrzebny jest ruch $redni w,

*) Znajomo$é anomalii mimosrodowej wystarcza, bo mozemy z jej pomoca

obliczy¢ wspoélrzedne prostokatne.



lecz ten ostatni jest zupelnie okres$lony przez elementy orbity. Rze-

czywiScie wedle réwnania (61 bis) w § 10

(61 ter)

Po prawej stronie oprocz a, ktore jest jednym z danych ele-
mentéw, stoi tylko kK i m-fm,. Otéz przyjmujac na k warto§é
Gaussa ,eo ipso” przyjmujemy m= 1, zas m; jest we wszystkich
zastosowaniach*) zupelnie znikome wobec m. Zatem skoro a jest
znane, to ,eo ipso" znanym jest tez ,ruch $éredni" n. Zauwazymy

wreszcie, ze dla dogodnos$ci czestokro¢ klada:
(71)

gdzie Q) jest to zawsze kat ostry. Odpowiednio do tego pisza:

Gdy orbita jest paraboliczna, to jeden z elementéw jest z gory
dany, bo wtedy . pozostaje zatem do okres$lenia pieé
elementow. Jednocze$nie takze a ma z gory dana wartos$é

ale zato ,parametr” p okres§lony przez drugie réwnanie (34)

pozostaje skonczony i on to albo, co na jedno wychodzi, odleglosé
od ogniska do perihelium: wystepuje zamiast a jako piaty
element orbity?). Role réwnania Keplera odgrywa w tym razie

szeScienne rownanie (46).

15. Heliocentryczne i geocentryczne wspoéirzedne planety
(lub komety). State Gaussa.

Na podstawie tego, co bylo powiedziane w poprzednim para-
grafie, latwo napisa¢ wyrazenia na wspoélrzedne prostokatne, helio-

centryczne. ekliptyczne planety lub komety. Wiemy juz, ze majac

1) Przecie obliczamy zawsze albo orbity komet, albo orbity malych tele-
skopicznych planet.
') Zwiagzek: jest wlasciwy tylko paraboli !



selementy orbity" mozemy dla kazdej chwili czasu obliczyé v i r
Zakladamy tedy, ze prdocz elementow orbity znane sa v (anomalia
prawdziwa) i r (promien wodzacy ze slonca) planety. Oprécz tego
zakladamy chwilowo, ze 0§ x wspélrzednych ekliptycznych, helio-
centrycznych przechodzi przez wezel wstepujacy planety Q (patrz
ryc. 24). W takim razie dogodnie jest poslugiwaé sie ,argumentem
szerokoéci" t. j. katem u liczonym tak jak w poprzednim para-

grafie od linii wezléow. Tez z poprzedniego paragrafu wiemy, ze
(72)

Z ryc. 24 zaraz*) widaé, ze

Ale wedle powszechnego zwyczaju we wspoélrze-
dnych ekliptycznych 0§ x powinna przechodzi¢ przez punkt wio-
sennego poroéwnania dnia z noca. Poniewaz nasza 0§ 2 jest prosto-
padla do ekliptyki a osie x i y leza w ekliptyce, wiec trzeba tylko
obréci¢ te ostatnie osie w ich wlasnej plaszczyznie o kat [dla-
tego minus, ze musimy wykonaé ruch wsteczny].

Jezeli wiec oznaczymy nowe wspolrzedne przez to

bedziemy mieli zwiazki

Podstawiajac warto$ci na x, y. z a nastepnie pomijajac kreski
jako niepotrzebne otrzymamy nastepujace wzory na wspolrzedne
ekliptyczne, heliocentryczne zwyczajne (t. j. takie,
w ktorych dodatnia o$§ x jest skierowana ku wiosennemu pordéwna-

niu dnia z noca)

(73)

*) Trzeba tylko pamietaé, ze wedle umowy 0§ x przechodzi przez punkt



Przejdzmy teraz od wspoélrzednych ekliptycznych, heliocen-
trycznych do heliocentrycznych, ro6wnikowych. O$ x pozostanie nie-
zmieniona, ale osie y i z trzeba obrdci¢ w ich wlasnej plaszczyznie
o kat — e, gdzie £ oznacza nachylenie ekliptyki wzgledem roé-
wnikaPostepujemy tedy zupelnie tak samo jak w poprzednim
przypadku, tylko zamiast kata Q mamy kat £ za$§ transformacya
dotyczy nie wspélrzednych x i y, a wspoélrzednych y i z. Po upo-
rzadkowaniu otrzymujemy nastepujace wyrazenia na wspoélrze-

dne rownikowe, heliocentryczne:

(74)

Jezeli wreszcie zechcemy przenie§¢é S$rodek wspolrzednych do
srodka ziemi, t. j. otrzyma¢ wspodlrzedne ré6wnikowe, geo-
centryczne, to do$¢ dodaé do wspoélrzednych (74) wspolrzedne
prostokatne rownikowe slonca wzgledem ziemi, ktére sa na kazdy
dzien podane w efemerydach. Oznaczajac te ostatnie przez X, Y. Z
a wspolrzedne geocentryczne, réwnikowe planety przez

otrzymamy

(75)

Jezeli za$ oznaczymy odleglo$é planety od ziemi przez A a jej

geocentryczna deklinacye i rektascensye przez a i (6, to otrzymamy

(75 bis)

Rozumie sie, ze tak we wzorach (75) jak we wzorach (75 bis)

nalezy wyrazié x, y, z przez wartoSci podane we wzorach (74). Ale

Gdybysmy chcieli przej$é od osi rownikowych do ekliptycznych, to mu-
sieliby$my obréci¢ o«ie y i z o kat -|-£; tu przechodzimy od osi ekliptycznych
do rownikowych, musimy zatem dokonaé¢ obrotu we wrecz przeciwnym kierunku,

t. j. o kat — e.



wi.ory te sa niedogodne do rachunku logarytmicznego; aby je lepiej

do logarytmowania przysposobié, polézmy najpierw

(76)

a nastepnie

(77)

Podstawiajac warto$ci ze wzordow (77) w (74) przeksztalcimy

te ostatnie na

(74 bis)

Wielkoéeci A, B C a, cl) jako zalezne tylko od elemen-
tow orbity i od nachylenia ekliptyki e sa dla danej orbity stale,
nosza one nazwe stalych Gaussa. Dogodnie jest zalozyé, ze a, b. c,
a tak samo n w pomocniczych wzorach (76) sa dodatnie (zreszta
beda one zawsze mniejsze od 1), wtedy katy A, B, C i N beda
zupelnie okres$lone.

W razie, gdy orbita jest eliptyczna, dogodnie jest wprowadzié
anomali¢ mimoérodowa E, aby unikngé obliczania anomalii prawdzi-
wej v. W tym celu podstawmy znowu zamiast ,argumentu szero-

kos$ci" u jego warto$é ze wzoru (72), mianowicie

Stala polaczmy ze stalemi A, B, C kladac np.

Wtedy np.

») Naturalnie nie nalezy mieszaé stalej Gaussa a z polowa wielkiej osi

elipsy!



Widzimy stad. ze po prawej stronie réwnan (74 bis) pojawia
sie iloczyny: r cosv i r sin u, ktore mozna wyrugowaé za pomoca
wzoru (37) i drugiego wzoru (36). Jezeli jeszcze w tych dwédch

wzorach podstawimy e — sin (p (por. wzér 71), to otrzymamy

Samo rugowanie i nastreczajace si¢ potem zupelnie oczywiste

redukcye pozostawiamy czytelnikowi jako ¢éwiczenie.

Literatura.

Oprocz dziel wyzej wymienionych: J. Kowalczyk: O sposobach wyzna-
czenia biega cial niebieskich (str. 4:14-f-LXXIII). Krakow 1889.



ROZDZIAL XIV.

Pozorny ruch planet. Elementy planet gléwnych.

1. Pozorny ruch planet?).

Podczas gdy pozorny ruch sloica po niebie oprdécz niezna-
cznych zmian predko$ci nie przedstawia nic osobliwego, pozorny
ruch planet jest wcale zawily. Siedem wielkich planet oraz liczne?2)
planety teleskopiczne (planetoidy) poruszaja sie zawsze w poblizu
ekliptyki. Stad wynika, ze szeroko$ci planet i planetoid sa zawsze
male i zawarte w stosunkowo ciasnych granicach, natomiast dlu-
gos$ci geocentryczne wogodle wzrastaja bezgranicznie, ale nie nieu-
stannie, bo sa takie okresy czasu, w ktorych dlugosci zmniejszaja
sie [cofanie si¢]. Jednocze$nie planety wewnetrzne (albo dolne),
t. j. Merkury i Wenus trzymaja sie w poblizu slonca; pozostale za$
[gorne albo zewnetrzne planety] bywaja na wszelkich (katowych)
odleglosciach od slonca. Jezeli dlugos$é planety jest rowna dlugosci
slonca, albo, co na jedno wychodzi, o 360°, 720° i t. d. wieksza
lub mniejsza, to méwimy, ze planeta jest w ,konjunkcyi" ze slon-
cem; jezeli dlugo§é planety roézni sie¢ od dlugoséci slorica o 180°
(a wiec takze o 540fl, 900° i t. d.). to méwimy, ze jest w ,opozy-
cyi" ze sloicem; jezeli wreszcie rézni sie o 90° [450°, 810°] albo
270° [630°, 990°,...], to mowimy, ze jest w ,kwadraturze" ze slon-
cem. Planety dolne bywaja tylko w konjunkeyi ze sloncem, goérne
bywaja w konjunkecyi, opozycyi i kwadraturach. Gdy planeta
w czasie konjunkecyi znajduje si¢ miedzy sloicem a ziemia, to mé-
wimy, ze konjunkcya jest ,dolna", gdy znajduje sie po drugiej
stronie slonca, to mowimy, ze konjunkcya jest goérna. OczywiScie

Wigksza czeé¢ tego paragrafu jest nasladowaniem § 112 Il-go tomu

»Cours d'a8tronomie" B. Baillaud, Paryz 1896.
2) Obecnie (Luty 1912) znamy okolo 700 planetoid.



goérne planety moga bywaé tylko w gornej konjunkcyi a dolne
moga bywaé i w dolnej i w gornej. Okolo czasu opozycyi planety
sa najlepiej widzialne, przechodza bowiem przez poludnik okolo
polnocy. Jest to zatem czas najdogodniejszy do obserwacyi. Male
planety bywaja zazwyczaj odkrywane tez okolo czasu opozycyi.
Pozorny ruch planet na sklepieniu niebieskiem jest nieregu-
larny [stad nazwa grecka 7iXavrjxrje od TcXavaw = bladze], to przy-
spieszony, to zwolniony!), to nawet wsteczny; pozorne ich drogi
maja punkty podwodjne, inaczej méwiac tworza jakby petlice. Za-

sluga Kopernika tak jak niegdyS Arystarcha ze Samosu

bylo wlasnie to, ze zrozumial on, iz wszystkie osobliwoéci pozor-
nego ruchu planet dadza sie wytlomaczy¢é w prosty sposéb, jezeli
zalozymy, ze w $rodku systemu znajduje sie slonce a wszystkie
planety i ziemia kraza naokolo slonca z réznemi predkosciami.
Zreszta Kopernik sadzil, ze ziemia i planety kraza ruchem jedno-
stajnym po kolach. Wystarcza to do jako$ciowego objasnienia
wszystkich osobliwo§ci ruchu planet, to tez w celu czysto jakos$cio-
wego objasnienia pozornego ruchu planet nietylko przyjmiemy hy-
potez¢ Kopernika, ale dodamy nawet jeszcze drugie upraszcza-

jace zalozenie: przypusScimy, ze orbity planet i ziemi leza w jednej

1) Niekiedy planeta jest przez pewien czas jakby nieruchoma, t. j. ruch
jej wzgledem gwiazd jest prawie niedostrzegalny. Starozytni i Sredniowieczni astro-

nomowie nazywali to: ,postojem", ,stacya" planety.



i tej samej plaszczyznie. Oznaczmy przez a promien orbity ziem-
skiej (uwazanej za kolo) a przez a, promien orbity jakiej innej
planety. Jako chwile t — 0 wezmy te chwile, w ktoérej ziemia i uwa-
zana planeta znajduja sie na jednej prostej ze sloricem i po tej
samej jego stronie. Powyzsza prosta przyjmujemy za o$ x Kkie-
rujac dodatnia jej strone ku ziemi, $rodek wspoélrzednych umie-
$cimy w sloncu a o§ y umieécimy tak, aby od dodatniej strony
osi x do dodatniej strony osi y mozna bylo przejsé przez obroét
o 90° w kierunku ruchu planety. Oznaczamy wreszcie przez n
éredni ruch ziemi a przez n, $redni ruch planety. Oczywiécie w tym
idealnym przykladzie $redni ruch jest identyczny z rzeczywista
predkoscia katowa ziemi, wzglednie planety. Wspoélrzedne prosto-

katne ziemi w chwili czasu t beda:

a planety

Skoro wiec przeniesiemy §Srodek wspélrzednych do ziemi, to

wspoélrzedne planety beda:

Jezeli oznaczymy przez A odleglo$é planety od ziemi a przez X

jej geocentryczng dlugo$é liczona od prostej Sx, to bedziemy mieli

Stad wynika

a wreszcie

)

Rézniczkujac to réwnanie wzgledem ¢ otrzymamy z latwoscia



Mozna stad wyrugowacé za pomoca trzeciego prawa Ke-
plera: mianowicie ze wzoru (62) skombinowanego ze wzorem (44)

wynika:

Po podstawieniu tej warto$ci i po skrdoceniu przez a znaj-

dziemy:

Mianownik ulamka stojacego po prawej stronie jest zawsze
dodatni, bo oznacza pewna odleglo$é, ale licznik moze byé zaro-
wno dodatni jak odjemny. Zobaczmy, kiedy licznik zmienia znak
i w jakich warunkach jest dodatni, a w jakich odjemny. Poniewaz
n i n. sa z natury rzeczy zawsze dodatnie, wiec licznik zmienia

znak wtedy, gdy

Oczywiécie jest to mozliwe tylko wtedy, gdy cosinusjest do-
datni, jezeli wiec oznaczymy przez a) pewien dodatni kat mniejszy
od 90°, to mozemy powiedzieé¢, ze powyzsze roOwnanie jest spel-

nione ilekroé

przyczem jest to kat ostry okreslony przez réwnanie

3)

Prawa strona rdéwnania (3) jest zawsze dodatnia i zawsze

mniejsza od jednos$ci, przeto licznik wulamka (2) zawsze zmienia

znak i jest zawsze odjemne w odstepach czasu zawartych miedzy

Przeto w tych odstepach czasu dlugo$§é planety zmniejsza sie,

planeta cofa sie po niebie, t. j. posuwa sie¢ od wschodu na zachad.



Chwile, w ktorych zmienia znak, sa to chwile ,postoju" (chwile,

gdy planeta jest ,stacyonarng"). PoSrodku okresu cofania sie

A zatem tak gorne jak dolne planety pos$rodku okresu cofa-
nia si¢ znajduja sie na jednej prostej ze sloncem i po tej samej
jego stronie co ziemia. Ale (patrz ryc. 25) ze ziemi widzimy goérna
planete na przeciwnej stronie nieba jak slonce t. j. w opo-
zycji ze slohicem a dolna na tej samej stronie nieba co slonce,
zatem widzimy ja w konjunkcyi i to w konjunkeyi dolnej!),
bo planeta znajduje sie¢ pomiedzy ziemia a sloncem. Mamy wiec
og6lna regule: Okres cofania sie towarzyszy opozycyi
u planet goérnych, za$§ dolnej konjunkcyi wu planet

dolnych.

2. Oddalanie sie i zblizanie sie do stonca. Obieg synodyczny

i gwiazdowy.

Wezmy teraz trojkat plaski: slofice, ziemia, planeta. Oznaczmy
kat przy ziemi przez z kat przy sloncu przez a, a przy planecie

przez (3. Ze znanego twierdzenia ,sinusoéow" wynika:

ale
wiec

J) Przymiotniki: ,goérny, dolny" sa zabytkiem z dawnych czaséw : uzywane
byly w tem znaczeniu, w jakiem my moéwimy: ,daleki, bliski". ,Dolna planeta"
to planeta blizsza sloica niz ziemia, ,dolna konjunkcya" to ta konjunkecya,

w czasie ktorej planeta jest blizej ziemi niz slonce i t. d. Jeszcze w XVI,
XVII wieku moéwiono ,najwyzsze gwiazdy" w tem znaczeniu, w jakiem my mo-

wimy ,najdalsze gwiazdy".



Lecz

przeto

i rownanie poprzednie przechodzi w

4)

Dla planet dolnych przeto mianownik nie moze staé

sie¢ zerem, tanga; nie moze osiagnaé¢ ani warto$ci -f-oo, ani war-

toSci — 00, az nie moze osiagnaé ani wartosci 90°, ani wartosci — 9(H
To znaczy, ze planeta dolna nie moze byé ani w opozycyi, ani
w kwadraturze ze sloicem, mozebna jest tylko konjunkcya. Dla
planet gérnych >a, wiec mianownik przechodzi przez zero,
tanga; moze przybieraé¢ wszelkie mozliwe wartoéci, zatem 0 moze
przybieraé wszelkie wartosci od z— 0 do 2= 360°. To znaczy, ze
gorna planeta moze byé w kwadraturach i opozycyi tak samo jak

w konjunkcyi ze sloncem.

Pierwiastki réwnania

odpowiadaja kwadraturom, mozna je za$§ wyrazi¢ w nastepujacy

sposob:



gdzie a> jest to kat ostry okreslony przez roéwnanie

()]
Porownujac ten wzér ze wzorem (3) latwo spostrzezemy, ze
z powodu nieréwnos$ci ktora ma miejsce dla planet gérnych

przeto odwrotnie

a wiec gorna planeta wprzéd bywa w kwadraturze a potem dopiero
poczyna cofaé sie, oraz wzajemnie wprzdéd przestaje cofaé¢ sie a po-
tem dopiero bywa w kwadraturze ze sloncem.

Zobaczmy jeszcze, jak kat z zmienia sie z czasem. Ze wzoru (4)

zaraz wynika

©)

Jasna jest rzecza, ze mianownik wzoru (7) staé si¢ zerem nie

moze i ze zawsze pozostaje dodatnim, przeto znak pochodnej za-
lezy tylko od licznika. Dla planet dolnych przeto

jest stale odjemne i znak pochodnej zalezy tylko od
drugiego czynnika. Poniewaz dla planet dolnych wiee ro-
wnanie

@®

ma zawsze rzeczywiste pierwiastki. Mozemy o niem ,mutatis
mutandis” powiedzieé¢ to samo, co powiedzieliSmy wyzej o rowna-

niu (5), ale juz stad, ze pierwiastki réwnania (8) sa rzeczy-
wiste, wynika, ze u planet dolnych zmienia znak, ze zatem

kat z miedzy planeta i sloiicem to zmniejsza sige, to powigeksza sie.
Jezeli za§ wrocimy do rownania (4), to spostrzezemy, ze poniewaz
tangz a z niem i z zmienia znak, przeto planeta oscyluje kolo
slonca to w te, to w tamta strone. Mija sie ze sloncem w czasie
konjunkcyi, ilekroé ) L . ; W czasie kon-

junkcyi dolnych i jest nieparzyste. Wiemy juz, ze okolo czasu



konjunkcyi dolnych planeta ,dolna" cofa sie na niebie, za§ z ro-
wnania (8) wynika, ze najwieksza zachodnia ,dygresya" [oddale-
nie] od slorica nastepuje, zanim planeta pocznie cofaé sie, a naj-
wieksza wschodnia ,dygresya" nastepuje po chwili, w ktorej pla-

neta znowu poczela poruszaé sie ruchem prostym ze zachodu na

wschéd. — Dla planet goérnych wiec czynnik (8) staé
sie zerem nie moze. Z drugiej strony dla tych planet za-
tem jest stale dodatnie, kat z wciaz zwieksza sie. Pochodzi to

stad, ze slonnce wciaz wyprzedza planety gorne i obieglszy dokola
nieba znoéw dogania je od zachodu.

Wszystkie powyzej opisane cechy pozornego ruchu mozna
obserwowaé¢ w naturze. Cala réznica miedzy naszym przykladem
a naturg zasadza si¢ na tem, ze w naturze planety kraza w pla-
szczyznach wprawdzie slabo nachylonych do ekliptyki, ale jednak
od niej réznych, oraz na tem, ze w naturze predkosci katowe planet
nie sa stale.

Dygresye Merkurego od sloinca dochodza do 18°—52°. Od-
stepy czasu miedzy dwoma powrotami do tej samej pozycyi wzgle-
dem slonca, czyli ,obiegi synodjl-czne" wynosza od 106 do 130
dni. $rednio okolo 116 dni. Merkury cofa sie w ciagu mniej wiecej
23 dni i przebiega $rednio okolo 15°. Zaczyna sie to cofanie na
odleglo$ci okolo 20° od slohnca. Dygresye Wenery dochodza do
50°—53°. Odstepy Czasu pomiedzy dwoma powrotami do tej samej
pozycyi wzgledem slonca, czyli ,obiegi synodyczne" wynosza S$re-
dnio okolo 584 dni. Cofanie si¢ planety na niebie trwa okolo 42 dni,
zaczyna si¢ o jakie 32° od slonca, za$ luk cofania sie, t. j. luk prze-
biezony we wstecznym kierunku wynosi okolo 18°. — U planet
»g0rnych" amplituda i okres cofania sie¢ a takze S$redni obieg sy-
nodyczny (t. j. Sredni odstep czasu miedzy dwoma identycznemi

pozycyami wzgledem slonca) maja nastepujace wartoéci:

w . Roznica miedzy dlugo- Sredni okres
Luk Okres !
Planeta: . . §cig slonica a planety synodycznego
cofania sie: cofania sie: Ll e
na poczatku cofania sie: obiegu :
Mars
Jowisz
Saturn
Uranus .
Neptun

Astronomia teoretyczna.



Sredni okres synodycznego obiegu daje sie latwo oblicz/¢,
skoro znane sa $érednie ruchy 7Z réwnania (4) zaraz wiché,

ze z jest funkcya peryodyczna o peryodzie

Znak odnosi si¢ do planet gérnych, a — do planet dolnych.
Peryod kata z to wladnie nic innego jak $redni okres synodycznego
obiegu, bo po uplywie tego peryodu roéznica dlugosci planety i sloica
przybiera te sama warto$é. Ale w naturze zadanie przedstawia sie
w innej postaci, bo n: bezposrednio poznaé nie mozemy; natomast
mozemy z obserwacyi okres§li¢é okres synodycznego obiegu. Jezeli
wiec oznaczymy $redni okres synodycznego obiegu planety przez

to w rownaniu

€)
znane s3a: i jest wlasnie nieznane. Skoro ze S$redniego
synodycznego okresu i éredniego ruchu ziemi okreslimy to

<0 ipso" mamy tez okres prawdziwego obiegu planety naokolo
sloica, czyli tak zwanego okresu ,gwiazdowego", albowiem okres

ten to

Rok gwiazdowy (por. rozdz. VII § 4) to Sredni okres obiegu

gwiazdowego ziemi, przeto

Rok gwiazdowy

3. Elementy orbit planetarnych iinne daty dotyczgace planet.

Wszystkie nastepne daty zaczerpnalem z ,Annuaire potr 1911
publi¢ par le Bureau des Longitudes". Sa one obliczone dla epoki:

poludnie $rednie 1 Stycznia 1900 r. w Paryzu.

Tablica I
Sredni Okres obiegu gwiazdowego Pilowa
Planeta: rnchdziennyn w latach julianskich i dobach wielkiej osi
(gwiazdowy): Srednich slonecznych : onity a:
Merkury . 14732,"4197 87,"96926 0,387098

Wenus . . 5767,6698 224,70080 0/S23330



Sredni Okres obiegu gwiazdowego Polowa
Planeta: ruch dzienny n w latach julianskich i dobach wielkiej osi
(gwiazdowy): $rednich slonecznych: orbity a:

Uwaga I Sredni ruch dzienny n jest podany tak, jak go
rozumieliSmy w obecnym rozdziale, t. j. w hypotezie, ze liczymy
dlugo$ci od nieruchomego poréwnania dnia z noca.

Uwaga II. Lata julianskie licza, jak wiadomo, po 365,25 dni,
rok tropiczny zwrotnikowy: 365,24219 dni.

Uwaga III. Polowy wielkich osi sa wyrazone w jednostkach
astronomicznych [por. rozdz. XIII, § 11], przy obliczeniu ich nie

uwzgledniono perturbacyi zaleznych od przyciagania innych planet.

Tablica II.

Merkury.

Srednia tropiczna dlugosé planety.

» * » perihelium.

. » » wezla wstepujacego.
Nachylenie plaszczyzny orbity do ekliptyki.
Mimosérod.

16*
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Ziemia.

Mars.

Jowisz.

Satnrn.

Uranus.

Neptnn.



Uwaga I. Poniewaz wszystkie elementy sa podane dla pe-
wnej okre$lonej epoki, wiec zamiast epoki przej$cia przez perihe-
lium ¢, podana jest dlugo$é samej planety n-\-v w epoce: S§rednie
poludnie w Paryzu pierwszego Stycznia 1900 r.

Uwaga II. Poniewaz ziemia sarna kraZ3* w ekliptyce, wiec
w tabliczce odnoszacej sie do ziemi odpadlo nachylenie plaszczyzny
orbity do ekliptyki i i dlugo$é wezla drogi na ekliptyce

U waga III. Podane w tablicy II dlugo$ci nazwaliSmy ,Sre-
dniemi tropicznemi", co znaczy, ze te dlugo$ci sa liczone od rucho-
mego punktu poréwnania dnia z noca [por. rozdzial XI-ty], przyczem
jednakze uwzgledniono tylko przesuwanie sie porownania wskutek
precesyi, a drobne peryodyczne przesuniecia zalezne od nutacyi
pominieto. Kat n jest liczony tak, jak to wyjasnilismy w § 15 po-
przedniego rozdzialu.

U waga IV. Wszystkie elementy sa podane dla jednej epoki:
§r. poludnie w Paryzu 1 Stycznia 1900 r.; jednakze, aby umozliwié
dokladne obliczenie elementéw dla innych epok, podane sa zmiany
z czasem, przyczem czas t jest liczony w stuleciach juliainskich
[po 36525 dni] od tejze samej epoki 1900,0. Zatem chcac mieé
warto$é pewnego elementu wlaénie w tej poczatkowej epoce nalezy
poprostu polozyé z= 0, chcac za$§ mieé ja dla innej epoki mnalezy
wyrazié czas uplyniony jako ulamek julianskiego stulecia, wiec
np. 4 Lutego 1912 r. w §rednie paryskie poludnie [por. rozdzial

VII-my § 4] nalezy polozyé

Ze dlugoéé samej planety jest zmienna, to nikomu nie wyda
sie dziwne, ale ze dlugosci perihelium i wezla wstepujacego, na-
chylenie i mimo$r6d sa takze zalezne od czasu, to moze komu wy-
daé sie dziwnem i sprzecznem z tem. co méwiliSsmy w poprzednim
rozdziale. Wszak uwazaliSmy tam ,elementy orbity" za stale, za
wielkoéci od czasu niezalezne. Ale w poprzednim rozdziale rozwa-
zaliSmy zadanie ,dwoéch cial", przeto rozumowalisémy tak, jak
gdyby précz slorica i planety nie istnialo zadne inne przyciagajace
cialo; za$§ w tablicy II figuruja elementy planet slonecznego sy-
stemu, skladajacego sie¢ z wielu przyciagajacych cial. Jezeli wiec
do planet slonecznego systemu stosujemy terminologie teoryi ,,dwéch

cial", to chociaz przyciaganie slonca przemaga nad przyciaganiem



innych cial i chociaz spycha je do rzedu =zaklocen, jednakze ele-
menty planet nie moga byé od czasu niezalezne. Latwo jednak prze-
konaé¢ sie, ze zmiany ich (elementéw) sa nawet po setkach lat nie-

znaczne.

Tablica III.

Srednica rownikowa Czas obrQtu

Cialo: na odleglosci Splaszczenie: Masa: naokolo osi ¢

jednostki astronom.:

Merkury
Wenus
Ziemia
Mars
Jowisz
Saturn
Uranus

Neptun
Slonce

Ksiezyc

Uwaga I. Rozmiary Srednic réwnikowych sa podane na od-
legloSci jednostki astronomicznej. To znaczy, ze gdyby uwazane
cialo znajdowalo si¢ na odleglo$ci rownej jednostce astronomiczne]
to widzielibySmy jego rownikowa Srednice pod katem wynoszacym
tyle sekund, ile podano w drugiej kolumnie. Zatem sa to cyfry
bezpoSrednio miedzy soba poréwnywalne. Polegaja one na bezpo-
$rednich, odpowiednio zredukowanych do odleglo$§ci 1 pomiarach.
Poniewaz atoli pomiary te sa trudne, wiec rezultaty ich nie sa
bardzo pewne: za wyjatkiem ksiezyca setne sa wszedzie, aa$§ dzie-

sietne, a nawet ostatnie liczby cale sa we wielu przypadkach nie-



pewne. Tak np. wedle bardzo dobrych pomiar6w Ambronna

i Schura w Getyndze roéownikowa $rednica slonca wynosi tylko

1920", mianowicie:

z pomiaréw Schura wypada

o Ambronna '

Wymiary réwnikowej $érednicy ziemi naturalnie nie opieraja
sie na takich samych pomiarach jak wymiary $rednic pozostalych
cial. Liczba 17760 to poprostu podwdjna parallaksa slonca. Gdy-
by$my zamiast parallaksy slohica przyjetej przez konferencye pa-
ryska 1896 r. [por. rozdz. IX-ty, § 3] przyjeli parallakse Hinks a,
to nalezaloby napisaé: 17*'612.

Uwaga II. Splaszczenia slonca i ksiezyca sa z wszelka pe-
wnoécia znikome. Co do slonca, to niektdorzy podejrzywaja nawet,
ze biegunowa S§rednica jest, acz bardzo nieznacznie, dluzsza od ro-
wnikowej. Co do planet, to podaliSmy splaszczenia tylko w tych
przypadkach, w ktorych sa mniej wiecej pewne.

Uwaga III. Masy planet sa3 wyrazone w stosunku do masy
slonca, ktora przyjeto za jedno$é. Najpewniejsza jest masa Jowisza.
Obliczenia oparte na czasach obiegu satelitow [por. rozdz. XIII-ty,
§ 12], na perturbacyaeh w ruchu komet i malych teleskopicznych
planet zgadzaja sie¢ miedzy soba bardzo dobrze: po wiekszej czesSci
daja w mianowniku 1047 z ulamkiem. Najbardziej niepewna jest masa
Merkurego, albowiem satelitj* nie posiada, sam za$ jest tak maly, ze
perturbacye, ktére sprawia w ruchu innych planet, sa nieznaczne.

Wlasciwie tyle tylko mozna powiedzieé, ze masa Merkurego jest
zawarta miedzy O wiele pewniejsza jest masa

Wenery, bo choé¢ takze nie posiada satelity, ale jako duzo ciezsza
sprawia o wiele znaczniejsze perturbacye w ruchu ziemi i in-

nych planet. Aby pokazaé granice niepewno$ci, powiem, ze Le-
yerrier przyjmowal a Newcomb jako mase We-

nery. Dla réznych powodoéw, ktore trudno tu tlémaczyé, masy Sa-
turna, Uranusa i Neptuna nie sa dokladnie znane pomimo tego, ze

te planety maja satelitow. Naturalnie daleko tu od niepewnoS$ci, jaka

i) Ch. L. Poor: An Investigation of the Figure of the Sun... Annals
N. York Academy of Sc. tom XVIII (1908 r.) str. 400.



zachodzi w przypadka Merkurego, jednakze mianowniki ulamkéw
wyrazajacych masy tych trzech planet sa o cale dziesiatki (Saturn),
nawet setki (Uranus, Neptun) niepewne. Pewniejsza jest masa Marsa
okreslona z czas6w obiegu jego dwoch malutkich satelitow.
Gdyby$smy przyjeli daty Newcombal!) a zarazem przyjeli
stosunek masy ziemi do masy ksiezyca podany przez Hinksa?2),

mianowicie 81,53, to otrzymaliby$my: z parallaksa slorica 8."8: masa

ziemi z ksiezycem masa ziemi a masa ksie-
zyca za§ z parallaksa masa ziemi z ksiezy-
cem : masa ziemi : masa ksiezyca

Ale daty Newcomba zaleza od dlugos$ci sekundowego wahadla
i od liniowych rozmiaréw ziemi (New comb przyjal dlugos§é¢ pol-
osi rownikowej podana przez Clarke'go), wiemy za$§ [rozdz. IX-ty
§ 1], ze rozmiary liniowe ziemi sa jeszcze o jaka trzydziestoty-
sieczna swej wartoéci niepewne. W kazdym razie masa ziemi, ktora
swego czasu przyjal Gauss [patrz rozdz. XIII-ty, § 11] byla za mala.

Uwaga IV. Z powodu, ze ani na powierzchni Merkurego,
ani na powierzchni Wenery nie mozna dostrzedz zadnych stalych,
niezmiennych punktéw, czasy obrotéow tych planet sa zupelnie nie-
pewne. Rocznik ,Bureau des Longitudes" poszedl za twierdzeniem
Schiaparellego, ze te planety stale zwracaja sie jedna strona
ku sloncu i podal czasy obrotu réwne czasom obiegu, ale sam opa-
trzyl swe daty znakami zapytania. Dla tych samych powodéw nie
znamy takze czasow obrotu Neptuna i Uranusa. Inna sprawa ze slon-
cem: niema watpliwosci, ze slorice, a przynajmniej dostepne obser-
wacyi jego powierzchowne warstwy obracaja si¢ z r6zne mi ka-
towemi predkosSciami; niema tu zatem mowy o zadnej wspélnej ca-
lemu cialu predkos$ci obrotu. Cyfre 25 dni podaliSmy w nawiasie

tylko dla zaznaczenia rzedu predkosci obrotu.

») The elements of four inner planeta... Washington 1895, str. 194.
J9) A. R. Hinks: The mass of the Moon. Monthly Notices R. Astr. Soc.,
tom LXX, str. 63—75. Rocznik ,,Bureau des Longitudes" przyjmuje mase¢ Han-
1

sena rowna .. masy ziemi.
J

' 81,52



4. Niektéore wiadomos$ci o satelitach.

O ksiezycu ziemskim moéwiliSmy juz w poprzednim paragrafie,
tu podamy niektére wiadomoséci o satelitach innych planet. Mars
ma dwa ksiezyce odkryte 11 i 17 Sierpnia 1877 r. przez Asapha
Halla i nazwane przez niego: pierwszy ,Deimos", drugi ,,Phobos".
Czasy obiegu wynosza: 7" 39" 13:9 (Phobos) i 30"17"'54;9 (Dei-
mos) a polowy wielkich osi wynosza 2,70 i 6,74 promieni rdéwni-
kowych planety. Widzimy stad, ze oba ksiezyce Marsa kraza
bardzo blisko swojej planety. Masy ich sa dotad nieznane, ale
z pewno$cia bardzo male. Nachylenia ich orbit do ekliptyki sa
prawie jednakowe, mianowicie i= 27°28”5 (Phobos), 27° 24*4 (Dei-
mos). Cztery wieksze ksiezyce Jowisza: ,,Jo;, Europe, Ganymedesa"
i ,Kallisto" odkryli Galileusz i niezaleznie od niego S. Marius
(wlasciwie Mayer) w dniach 7 i 8 Stycznia 1610 r.*). Piatego
ksiezyca odkryl Barnard 9 Wrze$nia 1892 r., széstego Per-
rine 3 Grudnia 1904 r.,, siédmego tenze Perrine 2 Stycznia
1905 r., wreszcie 6smego Melotte 17 Stycznia 1908 r. Nachylenia
orbit pierwszych pieciu ksiezycow dJowisza sa bardzo male, szo6-
stego i siédmego wieksze, a O6smego wieksze niz 90°, t.j. 6smy
ksiezyec dJowisza krazy ,ruchem wstecznym". Jednocze$nie ten
6smy ksiezyc jest najbardziej od swej planety oddalony, podczas
gdy piaty jest najblizszy. Naturalnie wiadomo$ci nasze o tych po-
zniej odkrytych ksiezycach sa szczuplejsze niz o czterech pierw-
szych. Sa to wszystko w poréwnaniu z czterema pierwszymi bardzo
male ciala, np. piaty ksiez}* jest widzialny jako (teleskopiczna)
gwiazda 13-tej wielkoséci, podczas gdy pierwsze cztery przedsta-
wiaja sie jako gwiazdy 6-tej wielkosSci (przyblizenie). Oto zesta-

wienie niektorych dat odnoszacych sie¢ do satelitow Jowisza.

Tablica III. Satelity Jowisza.

Polowy wielkich osi orbit sa wyrazone w taki sposéb, ze
polowa réwnikowej $rednicy Jowisza jest przyjeta za jedno$§é. Tak

samo jako jednostke masy 2) przyjeto mase Jowisza.

*) Nie mozemy tu wdawaé sie w kwestye pierwszenstwa: podobno rzecz sie
tak miala, ze Galileusz odkryl wprzédy, bo 7 Stycznia, ale tylko trzy (bez
Europy) a S. Marius nazajutrz po nim, ale wszystkie cztery. Zreszta mniejsza o to.

) Masy satelitow V, VI, VII i VIII sa z pewno$cia bardzo male, inasy
czterech pierwszych nie sa bardzo pewne. Wedle W. de Sitter'a [Publ. Astr.
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Zauwazmy, ze mimosSrody I-go i II-go ksiezyca sa znikome,
natomiast VI-go i VIII-go duze, mimos$rod VII-go ksiezyca jest
poréwnywalny z mimo$rodem drogi ziemskiej.

Wkrotce po odkryciu satelitow Jowisza Galileusz spostrzegl,
ze Saturn ma niezwykla postaé, ale ani on, ani inni astronomowie
pierwszej polowy XVII wieku nie mogli rozpoznaé, co to takiego.
Dopiero Huyghens (podobno w 1655 r.) domyslil sie, ze Saturn
posiada pier§cien wolno unoszacy sie kolo planety. Odkrycie swoje
oglosil on w 1659 r. w dziele pod tyt. ,Systema Saturnium".
Wczeséniej, bo juz w 1655 r. oglosil inne swoje odkrycie: 25 Marca
1655 r. odkryl Titana (VI) najwiekszego z ksiezycow Saturna.
Cztery ksiezyce odkryl J. D. Ca ssin i: 25 Pazdziernika 1671 r.
Japeta (VIII), 23 Grudnia 1672 r. Rhee (V), a 21 Marca 1684 r.
Tetyde (III) i Dione (IV). Tenze Cassini w 1675 r. spostrzegl,
ze pierScien Saturna jest podwoéjny. Mimasa (I) i Encelada (II) od-
kryl W. Herschel: pierwszego 18 Lipca a drugiego 29 Sierpnia
1789 r., Hyperiona (VII) odkryl G. P. Bond 16 Wrze$nia 1848 r.
[a we dwa dni pézniej W. Lassell], Phoebe (IX) i Temide (X)
odkryl} W H. Pickering za pomoca fotografii. Pierwsza Kklisze
z Phoebe zdjal 16 Sierpnia 1898 r. a pierwsza klisze z Temida
16 Kwietnia 1904 r.

Mozemy prawie napewno twierdzi¢, ze pier$cienie Saturna
skladaja sie z mnéstwa bardzo drobnych satelitow. Sa to wiec cale
roje drobnych cial tworzace jakby wience dokola planety. Twier-
dzenie nasze opiera si¢ na dwéch niezaleznych od siebie argumen-
tach. Z jednej strony badania nad stalo$cia rownowagi figur pier-
$cieniowych [glownie badania J. C. Maxwell a] pokazaly, ze ani

sztywne, ani ciekle pierScienie nie moglyby sie utrzymaé. Z dru-

Laboratory Groningen Nr. 17 str. 116] masy trzech pierwszych satelitow sa:

0,0000256, 0,0000281, 0,0000820.



giej strony badania spektroskopiczne [przedewszystkiem H.v. Seeli-
gera] pokazaly, ze wewnetrzny brzeg kazdego pierScienia ma inng
katowsg predko$é niz zewnetrzny. To zupelnie wyklucza hypoteze
statych pierécieni, zle godzi sie z hypoteza cieklych, a doskonale pa-
suje do hypotezy rojéow drobnych cial. Pier§cienie Saturna sg sto-
sunkowo do pozostalych swych rozmiaréw bardzo cienkie, sa to wiec
plaskie krazki. Jezeli przyjmiemy polowe réwnikowej érednicy Saturna
za jedno§é, to promienn wewnetrznego brzegu pierwszego pierscienia
wynosi 1,482 a zewnetrznego 1,916, za$é promien wewnetrznego
brzegu drugiego pier$cienia wynosi 1.962 a zewnetrznego 2,229. Po-
wyzsze wymiary podaje O. Struve. Mase obliczyt F. Tisseraud

na neiri masy Saturna. Nachylenie do ekliptyki wynosi 28?1, czas

obrotu wedle W. Herschla 10" 32m 15s; ale wobec tego, ze we-
wnetrzne i zewnetrzne brzegi pierScieni majg niejednakowe pred-
kosci katowe, cyfra Her schla ma tylko wzgledne znaczenie.

Tablica IV. Satelity Saturna.

Polowy wielkich osi orbit sa wyrazone w jednostkach réwnych
potowie réwnikowej Srednicy Saturna. Jako jednostke masy przy-
jeto mase Saturna. Zresztaq masy satelitow Saturna sa bardzo nie-
pewne.

Zwracamy jeszcze raz uwage na to, ze najdalszy satelita
Phoebe (IX) obiega Saturna ruchem wstecznym, jest to koincydencya
cech zupelnie taka sama jak u 6smego satelity Jowisza.

Dotychezas znamy cztery satelity Uranusa: Titanie i Oberona
odkrytych przez W. Her schla 11 Stycznia 1787 r. oraz Ariela
i Umbriela odkrytych 24 Pazdziernika 1851 r. przez W. Lassella.
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Wszystkie cztery poruszaja sie ruchem wstecznym w plaszczyznach

prawie prostopadlych do ekliptyki.

Tablica V. Satelity Uranusal).

Ariel
Uiribriel
Titania
Oberon

Jedynego dotad znanego satelite Neptuna odkryt W. Lassell
10 Pazdziernika 1846 r. Krazy on takze ruchem wstecznym, na-
chylenie jego orbity do ekliptyki wynosi 142° 40'. Polowa wielkiej
osi orbity jest 14.73 razy wieksza od polowy érednicy réwnikowe]
Neptuna. Czas obiegu wynosi 57 21" 2m 38%4,

Warto poréwnaé ksiezyce innych planet z ksiezycem ziem-
skim. Przedewszystkiem spostrzegamy, ze zadna inna planeta nie
posiada towarzysza, ktérego wzgledna masa bytaby tak wielka jak
wzgledna masa ksiezyca. Podczas gdy stosunek masy ksiezyca do

masy ziemi wyraza sie liczba stosunki mas in-

nych ksiezycéw do planet wyrazajq sie bez poréwnania mniejszemi
liczbami. Jezeli por6wnamy absolutne masy, to okaze sie, ze ksiezyc
nalezy do najciezszych satelitéw, bo przewyzszaja go co do masy
tylko Ganymedes i1 Kallisto (III i IV) pomiedzy ksiezycami Jowisza
i Titan pomiedzy satelitami Saturna. Zreszta nasz ksiezyc co do
masy nie ustepuje tak dalece nawet jednej z gléwnych planet:
Merkuremu. Srednica naszego ksiezyca rowna sie 8/ii érednicy Mer-
kurego a wiecej niz polowie érednicy Marsa. Rozmiary liniowe
Ganymedesa, Kallisto 1 Titana sa jeszcze wieksze, Titan np. jest
mato co mniejszy od Marsa. Nastepnie widzimy, ze wiekszo$§¢ sate-
litow ma krétsze czasy obiegu niz nasz ksiezyc oraz ze rozmiary
ich orbit s3 w stosunku do rozmiaréw planet mniejsze niz rozmiary
orbity naszego ksiezyca.

Oprécz wymienionych tu cial system stoneczny zawiera okoto
700 malych planet, krazacych miedzy orbitami Marsa i1 Jowisza,
kilkaset komet o orbitach napewno eliptycznych i wiele rojéw me-

') Polowy wielkich osi orbit sg wyrazone w jednostkach réwnych polowie

$rednicy réwnikowej Uranusa.
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teorytowych. Liczba matych planet wcigqz jeszcze powieksza sie
przez nowe odkrycia; tak samo poznamy z pewno$cia jeszcze mno-
stwo nieznanych dotad komet. Bardzo byé moze, ze niedlugo po-
slyszymy o odkryciu nowego satelity Jowisza, Saturna lub innej
planety. Nie jest wykluczonem nawet odkrycie drugiego ksiezyca
ziemi, ale byloby to naturalnie jakie$ bardzo matle cialo. Tak samo
nie jest wykluczonem odkrycie planet poza Neptunem, choé wolno
twierdzi¢, ze prawdopodobnie bylyby to planety mniejsze od do-
tychczas znanych gérnych planet. Mozliwemi s takze takie niespo-
dzianki jak odkrycie malutkiej planety Eros w 1898 r. przez G.
De Witt'a. Orbita Erosa ré6zni sie od innych orbit planetarnych:
posiada znaczne nachylenie 1 wielki mimoséréd. Wieksza czes§é orbity
Erosa lezy wewnatrz orbity Marsa — mniejsza wykracza poza nia.
Do ziemi Eros zbliza sie od czasu do czasu wiece] niz jakakolwiek
inna planeta, bo na jakie 24 miliony km. Odkryta przez J. Palise
w Pazdzierniku 1911 r., nie majgaca jeszcze nazwy planetoida 1911
M. T. zdaje sie nalezy do tego samego typu co Eros. Wedle obli-
czenia J. Franza w ,Astr. Nachr." N. 4575 ta planetoida moze
zblizyé sie do ziemi jeszcze wiece] niz Eros. Jest to bardzo male
cialo: Srednica jego wynosi jakie 7—8 km. Wogdle wszystkie te
nowo odkrywane ksiezyce, planety, komety i t. d. sa to bardzo
male ciala. Masy ich sa znikome nawet w poréwnaniu 2z masami
gltéwnych planet, c6z dopiero w poréwnaniu z masa stonca. Chyba
tvlko jaka$ poza-neptunowa planeta moglaby mieé¢ mase pordéwny-
walng z masami gléwnych planet, ale wszelkie poszukiwania za ta-

kiemi planetami nie doprowadzily dotad do pozytywnego rezultatu.
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ROZDZIAL XV.

Wyznaczenie orbit.

1. Metoda geometryczna.

Naturalnie nie chodzi nam o wyznaczenie orbit gléwnych pla-
net, bo ruchy ich sa o tyle znane, ze np. wspdlczesne obserwacye
maja na celu juz tylko kontrole, wzglednie wydoskonalenie teoryi;
chodzi nam o wyznaczenie orbit nowoodkrytych komet lub matych
planet.

Wyznaczamy orbity na podstawie hypotezy, ze to sa przecie-
cia stozkowe. Wprawdzie wiemy, ze $ci§le biorac ani jedno ciato
systemu slonecznego nie krazy po przecieciu stozkowem, ale réwnie
dobrze wiemy, ze w ogromnej wiekszoséci przypadkéw orbity sa
bardzo podobne do mniej lub wiecej wydluzonych elips. Przyjawszy,
ze orbity sa przecieciami stozkowemi, w ognisku ktérych znajduje
sie stonnce, mozemy traktowaé zadanie na rbézne sposoby, mozemy
np. stangé na stanowisku czysto geometrycznem 1 zupelnie ignoro-
wacé wszelkie dynamiczne zwigzki.

Zapytajmy przedewszystkiem, jaka jest najmniejsza ilo$¢ ob-
serwacyl, z ktorych mozna wyznaczy¢ orbite czysto geometrycznag
metoda, ?

Obserwacye daja tylko kierunki; odlegloéci planety (czy ko-
mety) pozostaja nieznane. Jedyna znana odleglo$é, to odlegtoéé ogniska
przeciecia stozkowego od ziemi, bo to ognisko znajduje sie w $rodku
stoica. Znajac ja mozna obliczy¢é inne odleglo$ci z pewnych ré-
wnan warunkowych; skoro za$ odlegloéci beda znane, to bedziemy
mieli wszystkie trzy wspoétrzedne kazdego obserwowanego punktu
orbity 1 zadanie sprowadzi sie do znanych zadan geometrycznych.
Jakie réwnania warunkowe mozna napisaé¢? Przedewszystkiem mo-

zemy napisa¢ rownania wyrazajace warunki, aby obserwowane



punkty znajdowal}” sie w jednej i tej samej plaszczyznie przecho-
dzacej przez $rodek stonnca. Poniewaz przez $rodek stonca i dwa
dowolne punkty mozna zawsze przeprowadzi¢ plaszczyzne, wiec
,bprzymus" pojawi sie dopiero wtedy, gdy napiszemy rownanie wy-
razajace warunek, aby trzy punkty obserwowane lezaly w tej
samej plaszczyznie przechodzacej przez érodek slonca. Jezeli mamy
n obserwacyi, to mozemy napisaé n— 2 niezaleznych od siebie
réwnan zawierajacych po trzy obserwowane punkty. Nastepnie mo-
zemy napisaé réwnania wyrazajace warunki, aby obserwowane
punkty lezaly na jednem 1 tem samem przecieciu stozkowem ma-
jacem ognisko w $érodku stonica. Poniewaz ognisko i trzy punkty
wyznaczaja przeciecie stozkowe, wiec mozna zawsze nakre§li¢ prze-
ciecie stozkowe majace dane ognisko 1 przechodzace przez jakie-
kolwiek dane trzy punkty. Widzimy stad, ze ro6wnanie warunkowe
musi wyrazaé fakt. iz cztery obserwowane punkty leza na tem
samem przecieciu stozkowem majacem ognisko w $érodku slonca.
Jezeli mamy n obserwacyi, to niezaleznych od siebie réwnan,
zawierajacych po cztery obserwowane punkty mozemy mnapisaé:
n— 3. Wnosimy stad, ze liczba réwnan warunkowych, ktére mo-
zemy napisaé, jest: n— 2-j-n — 3= 2n— 5. Ale poniewaz ogdlne
réwnanie przeciecia stozkowego zawiera pieé¢ niezaleznych od siebie

parametréw, wiec potrzebujemy pieciu réwnan i musi byé

skad

A wiec do wyznaczenia orbity metoda geometryczna trzeba
mieé¢ pie¢ kompletnych (t. j. dajacych obie sferyczne wspélrzedne)
obserwacyi.

Zalézmy, ze wspoOlrzedne heliocentryczne, prostokatne
pieciu obserwowanych punktéw orbity sa:

1 napiszmy warunki pierwsze] kategoryi.
Réwnanie plaszczyzny przechodzacej przez dany punkt x, y, z
i przez Srodek stonca, t. j. przez Srodek wspéblrzednych, jest
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Poniewaz temu réwnaniu maja czyni¢ zado$§é trzy punkty,
wiec napiszmy je trzykrotnie: raz dla punktu drugi raz
dla punktu trzeci raz dla punktu i wyrugujmy
7z nich wspétezynniki A, B, C [wszystkie trzy punkty leza w jednej
ptaszczyznie, zatem A, B, C saq we wszystkich trzech rdéwnaniach

te same], a otrzymamy rdéwnanie warunkowe

)

Réwnan takich jak (1), od siebie niezaleznych mozemv napi-
saé jeszcze dwa, np zmieniajac wskazniki 1,2,3 na 2,3.4, a po-
tem na 3,4, 5.

Zobaczmy przedewszy stkiem jakiego stopnia sa réwnania typu (1)
wzgledem niewiadomych odlegtoéci? Wszystko jedno jakie obierzemy
wspotrzedne, ekliptyczne, czy réwnikowe; jednakze ze wzgledu na to,
ze przy wyznaczeniu orbit zwykle poslugujemy sie ekliptrcznemi
wspélrzednemi 1 tu przyjmiemy wspo6lrzedne ekliptyczne. Spostrze-
gamy zaraz, ze na nicby sie nie zdalo wprowadzaé heliocentryczna
dlugo§é 1 szeroko$§é, bo obserwujemy nie ze slofica a ze ziemi;
trzeba wiec wyrazi¢ wspolrzedne prostokatne heliocentryczne ciata
przez jego wspblrzedne geocentryczne 1 przez wspélrzedne ziemi
wzgledem stonca a potem dopiero podstawié wspoélrzedne biegunowe

zamiast prostokatnych. Piszemy tedy

podstawiamy zamiast wspélrzednych prostokatnych biegunowe i otrzy-

mujemy

@)

Analogicznych réwnan dla wspdétrzednych pozostalych punk-
téow wypisywaé nie potrzebujemy. Przypominamy, ze wspélrzedne
ziemi wzgledem stonca sa rowne wspdélrzednym slonca wzgledem
ziemi, tylko znaki majg przeciwne [dlatego drugie wyrazy po pra-
wej stronie réwnan (2) majg znak —], nastepnie przypominamy,
7ze geocentryczna szeroko$§é stonca B jest tak mata, iz w podobnych
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zadaniach mozna jg zawsze pominagé. Zreszta uzyliSmy tego samego
znakowania, co zwyczajnie, t.j.J oznacza odleglto§é komety (wzgle-
dnie planety) od =ziemi, B odlegto§é slorica od ziemi, X i (8 geo-
centryczna diugoéé i1 szerokoéé komety (wzglednie planety), za§ Q
dtugoéé stonica. Spostrzegamy, ze po prawe] stronie réwnan (2)
stoja same znane wielkoéci oprécz odlegtoéci A:, ktéra jest nie-
znana. Skoro zatem podstawimy w réwnanie (1) warto$ci na wspot-
rzedne z réwnan (2) i podobnych im, to okaze sie, ze réwnania (1)
sa wzgledem i t. d. trzeciego stopnia.

Jeszcze wyzszego stopnia sa réwnania drugiej kategoryi: sa to
sumy iloczynéw odleglo$ci A:; Az... przez kwadratowe pierwiastki
z wielomianéw czwartego stopnia. P. Har zer!) oblicza, ze jezeli
najwyzsze wyrazy nie znosza sie, to po dokonanem rugowaniu osta-
teczne réwnania, zawierajace po jednej zmiennej, beda: 35.216 sto-
pnia. O rozwigzaniu réownan tak wysokiego stopnia nie mozna nawet
marzy¢, ale rozwigzanie samych pieciu réwnan warunkowych przez
kolejne przyblizenia jest nietylko mozliwe, ale nawet nie bardzo
trudne. Jednakze przy kolejnych przyblizeniach wystepuje na jaw
pewna wada, pewna niekorzystna wlasno§¢ geometrycznej metody.
Oto wyrazenia na kolejne poprawki szukanych wielkos$ci Az, 1t.d.
przedstawiaja sie w postaci ulamkéw. W mianownikach tych utam-
kéw figuruje wyznacznik, w ktérym wszystkie wyrazy nizszych
rzedow znoszg sie a pozostaja tylko wyrazy rzedéw wyzszych.
Inaczej méwiac, w mianowniku figurujg male réznice duzych wiel-
koéci. Dzieki tej okoliczno$ci kazdy btad obserwacyi wchodzi do
poprawki powiekszony. Wprawdzie metody mechaniczne maja te samag
wade, ale w mniejszym stopniu, bo w metodzie geometrycznej bledy
wchodza do poprawek z matymi dzielnikami czwartego rzedu,
a w metodach mechanicznych z malymi dzielnikami trzeciego rzedu.
Bledy obserwacyi daja sie odczué osobliwie wtedy, gdy odstepy
czasu pomiedzy obserwacyami sg stosunkowo do czasu obiegu male
[jak moéwia astronomowie, wtedy, gdy ruch heliocentryczny jest
maty], t. j. gdy punkty obserwowane leza blisko jeden od dru-

*) Uber die geometrische Methode,... Astr. Nachr., tom C'LXXXIV, str. 105—
126. Podajemy tu stopien réwnan nie wedle blednej liczby podanej w tekScie
na str. 107, ale wedle sprostowania, ktére Harz er podal w nastepnym tomie
CLXXXV A. N. na str. 9.

Metoda geometryczna zostala opracowana wlaénie przez Harz era, obecny
paragraf jest poniekad streszczeniem wyzej cytowanej jego pracy.

Astronomia teoretyczna. 20
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giego. W tym przypadku metody mechaniczne, o ktérych bedzie
mowa dalej, — s3 dogodniejsze nizli metoda geometryczna. Ale
metoda geometryczna jest niedogodna takze wtedy, gdy odstepy
czasu miedzy obserwacyami sg diugie, t. j. gdy punkty obserwo-
wane leza daleko jeden od drugiego, bo wtedy daje sie wiecej od-
czué niezgodno$é orbity rzeczywiste] X) z przecieciem stozkowem:
podczas gdy na malym kawatku przeciecie stozkowe moze wcale
dobrze przystawaé¢ do orbity (na nieskonczenie malym kawatku
mozebnym jest zupelny kontakt), na diugim jest to niemozebne.
Harz er sadzi, ze metoda geometryczna powinna okazaé sie uzy-
teczng 1 dogodna, gdy ruch heliocentryczny w ciggu obserwacyi
wynosi od £ do ~ okresu obiegu [t. j. gdy obserwacye obejmuja
okres czasu wynoszacy od i do | okresu obiegu]. Zreszta metoda
geometryczna zostala wyrobiona (przez H ar zer a) bardzo nieda-
wno 1 nie zostala jeszcze dostatecznie wyprébowana. Piszacemu te
slowa zdaje sie, ze w zadnym razie nie zdola ona wyprzeé¢ metod
mechanicznych, bo te ostatnie zostaly w ostatnich czasach udoskona-
lone 1 przystosowane nawet do tych przypadkéw, w ktérych mu-
simy porzuci¢ hypoteze, ze orbita jest przecieciem stozkowem.
O tych udoskonaleniach bedziemy moéwié nizej; tymczasem pozo-
staniemy przy hypotezie ruchu Keplerowskiego i zajmiemy sie kla-
sycznemi metodami ,mechanicznemi" Gaussa 1 Olbersa.

2. Metoda mechaniczna. Poprawki obserwacyi.

W metodach mechanicznych do wyznaczenia orbity wystar-
czaja trzy obserwacye, bo uwzgledniamy zwiazki dynamiczne roz-
dziatu XIII-go, wskutek czego mozemy przedstawi¢ wspélrzedne
planety jako funkcye czasu i1 szeéciu elementéw orbity (mase pla-
netoidy lub komety mozna zawsze uwazaé za znikoma). Kazda ob-
serwacya daje wartoéci dwoch wspdlrzednych 1 odpowiedni czas;
mozemy zatem dla kazdej obserwacyi napisa¢ dwa rdéwnania,
w ktérych précz danych przez obserwacye wielkoSci beda figuro-
waé tylko elementy orbity. Przeto trzy obserwacye dadza sze$é
niezaleznych réwnan, t. j. wlaénie tyle, ile potrzeba dla okreS$lenia
sze$ciu elementdow.

Ta ostatnia uwaga stosuje si¢ naturalnie tak samo do metod mechani-

cznych. Oprécz tego wychodza tam na jaw kwestye zbieznosci.
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O ile prosta jest przewodnia my$l metody, o tyle nietatwem jest
przelozenie jej na jezyk analizy. Poniewaz zwiazki miedzy wspél-
rzednemi a elementami orbity nie sg liniowe, ani nawet algebraiczne,
wiec nastreczajq sie rozmaite trudnoéci; nastepnie poniewaz musimy
odwracaé réwnania, wiec mozna z gbéry przewidzieé, ze natrafimy
na wiecej rozwiazan niz na jedno. Jednakze przekonamy sie nie-
bawem, ze po odrzuceniu rozwigzan urojonych, albo nieodpowie-
dnich pozostaje jedno, niekiedy dwa rozwigzania, za§ w przypadku
paraboli jedno albo trzy. W jakich przypadkach istnieje tylko jedno,
a w jakich wiecej rozwiazan, jak rozpoznaé, ktéore z nich odpo-
wiada rzeczywisto$ci, to okaze sie w dalszym ciagu. Tymczasem
zajmiemy sie omdéwieniem poprawek, ktérym trzeba poddaé obser-
wowane wspoirzedne.

Obserwacye daja widoma rektascensye i deklinacye planety
[lub komety], obie juz poprawione na refrakcye i [zazwyczaj] na abe-
racye dzienna (por. rozdz. X-ty § 6). Oprécz tego daja odpowiedni
czas miejscowy. Jezeli obserwacye. z ktérych zamierzamy wyznaczyé
orbite, byly dokonane w réznych obserwatoryach, to trzeba sprowa-
dzi¢ czasy obserwacyil do jednego potudnika, najlepiej do potudnika
takiego obserwatoryum. ktére wydaje efemerydy, bo przez to zmniej-
szymy sobie ilo§é¢ redukceyi.

Widome réwnikowe wspélrzedne sg odniesione do ruchomego
réwnika. Ze wzgledu na réwnania dynamiczne, ktéremi mamy po-
slugiwaé sie, nie mozemy wiazaé osi wspé6irzednych z ruchomg
ptaszczyzng, trzeba zwiazaé je z jaka$ stala plaszczyzna. Ze wzgledu
na niektére ulatwienia dogodniej jest wzial stala ekliptyke niz staly
rownik!). Bierzemy tedy érednia ekliptyke z pewnej epoki, np. z po-
czatku roku za plaszczyzne fundamentalna i przeksztalcamy wsp6t-
rzedne réwnikowe, widome na ekliptyczne, érednie przez poSredni-
ctwo badz réwnikowych, érednich, badz ekliptycznych, widomych.
W  pierwszym razie poslugujemy sie metoda wylozona w roz-
dziale XII tym § 2, tylko poniewaz dokonujemy redukcyi wprost
przeciwnej, wiec poprawki beda mialy znaki przeciwne. Naturalnie
poprawki na ruch wlasny odpadng. Otrzymawszy wspé6lrzedne
réownikowe, $érednie przechodzimy do ekliptycznych, érednich za po-
moca wzordéw (4) rozdz. VI-go, § 9 [wlaSciwie za pomoca obliczal-

W. Klinkerfues, O. Callandreau twierdza, ze dogodniej jest wziaé
staly réwnik.

20*
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nych przez logarytmy wzoréw (4 bis)] biorac na E $rednig jego
warto$¢é odpowiadajacq obrane] epoce. W drugim razie najpierw
przeksztalcamy wspélrzedne réwnikowe, widome na ekliptyczne. wi-
dome za pomocg tychze samych wzoréw (4) rozdz VI-go, w kto-
rych atoli kladziemy na s jego widoma, chwili obserwacyi odpo-
wiadajaca warto$é [tak widome E. jak érednie jest podane w efe-
merydach, pierwsze na kazdy dziehn]. Nastepnie odejmujemy od
dlugosci ciala niebieskiego nutacye w diugoséci N 1 precesye ogdlng
(por. rozdz. XI-ty koniec § 3 i § 4), ktére takze znajdziemy w efe-
merydach. Czy w jednym, czy w drugim razie bedziemy tez po-
trzebowaé geocentrycznych wspdélrzednych stonca. I te wspdlrzedne
nalezy sprowadzi¢ do obranej statej ekliptyki. Zreszta jezeli bie-
rzemy stala ekliptyke z poczatku roku, to znajdziemy w efemery-
dach juz sprowadzone do niej wspélrzedne stonca.

Nastepnie nalezy obliczy¢ te momenty czasu, w ktérych ciato
niebieskie zajmowalo obserwowane pozycye, t.j. trzeba odjaé ,abe-
racye planetarna" (por. rozdz. X-ty, § 1). Lecz jezeli chodzi o cal-
kiem nieznang orbite, to poprawek tych zrobi¢ nie mozna, bo nie
znamy odleglo§ci ciala niebieskiego. W takim razie musimy z po-
czatku pominaé aberacye planetarna. Innemi stowy — pozycye ciala
niebieskiego beda odniesione do czaséw pdzniejszych niz rzeczy-
wiste. Gdyby to spdéznienie bylo jednakowe dla wszystkich pozy-
cyl, to nicby nie szkodzilo; ale poniewaz odlegtoéci sgq wogdle
w czasie réznych obserwacyi rbézne, wiec spdznienia sa tez rdézne
i trzeba wprowadzié poprawki na aberacye planetarna, skoro tylko
znajdziemy przyblizone odlegto$ci. Co do aberacyi rocznej i dzien-
nej, ktére nie zalezgq od odleglosci; to poprawki na pierwszgq moga
i muszgq byé dokonane na samym poczatku, za$§ poprawek na abe-
racye dzienng prawie nigdy robié nie trzeba, albowiem przy obser-
wacyach potudnikowych obserwatorzy sami ja uwzgledniaja, a przy
obserwacyach ekwatoryalnych, w ktérych okreélamy pozycye ciata
przez poréwnanie ze sasiedniemi gwiazdami, aberacye znosza sie
same az do zupelnie znikomych reszt. Wtedy odpadaja nawet po-
prawki na aberacye roczng. Zreszta nalezy zauwazy¢, ze redukcya
do stalej ekliptyki metodg rozdz. XII-go uwzglednia aberacye ro-
czna; jezeli za§ robimy redukcye druga metoda, a dane obserwa-
cyjne nie sa wolne od aberacyi, to trzeba zastosowaé wzory (15)
rozdz. X-go, w ktérych jednakze mozna zazwyczaj pominaé drugie
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wyrazy. Zestawiajac poprawki, ktére nalezy w tyin drugim przy-

padku wykonaé¢, mozemy napisa¢ nastepujace wzory

®

Nie potrzebujemy tlémaczyé znanych juz symboléw, powiemy
tylko, ze litera a oznaczyliémy wspélrzedne widome oraz, ze P
oznacza precesye ogdélna, N nutacye w dlugoéci, ¢ czas obserwacyi
[sprowadzony juz do wspdlnego potudnika], za$é T epoke, do ktoérej
odnosza sie: przyjeta przez nas stala ekliptyka i staly punkt wio-
sennego poréwnania dnia z noca. Oczywista jest rzecza, ze trzeci
wzor (3) jest niepotrzebny, jezeli bierzemy z efemerydy wspdlrze-
dne slonica odniesione do statej ekliptyki i stalego pordéwnania dnia
z nocq. Gdy chodzi o ciato, ktérego orbita jest juz przyblizenie
znana, to trzeba obok powyze] oméwionych poprawek uwzglednié
takze poprawki na parallakse, t. j. trzeba sprowadzi¢ obserwacye
do $rodka ziemi. Najlepiej zrobié¢ te poprawki jeszcze przed prze-
ksztalceniem wspélrzednych, bo poprawki sq wtedy prostsze [por.
rozdz. IX-ty, § 4, wzory (20 bis)], gdy za§ mamy dane obserwa-
cye poludnikowe, to poprawka w rektascensyi znika [poprawke
w deklinacyi daje wzér (22) IX-go rozdz.]. Zreszta poprawki te
robig czestokro¢ sami obserwatorzy. Ale jezeli orbita jest zupelnie
nieznana, to odlegloéci i parallaksy sa tez nieznane. Mozna wtedy
w pierw§zetil przyblizeniu pominaé¢ parallaksy, a skoro znajdziemy
przyblizone odlegloéci, wykonaé redukcye do érodka ziemi?2) i po-
wtérzy¢é rachunki. Mozna tez zupelnie obej§¢ sie bez redukcyil do
srodka ziemi. Wszystko bowiem jedno, czy mamy kierunki do pla-
nety z trzech punktéw orbity ziemskiej, czy tez z trzech punktéw
nie lezacych na orbicie, ktérych polozenie wzgledem stonica jest
rownie dobrze znane jak polozenie tamtych trzech punktéw. Tylko
poniewaz pozycye stonca w efemerydach sg odniesione do $rodka
ziemi, wiec trzeba zredukowaé¢ je do miejsc obserwacyi, co nie
przedstawia zadnych zasadniczych trudnoS$ci, bo parallaksa stonca

») Znak — w drugim wzorze (8) pochodzi stad, ze zamiast argumentu Q—A
wzieliémy argument A— j).

2) Jednoczeénie nalezy wykonaé poprawke na aberacye planetarna, o ktérej
byla wyzej mowa.



jest znana. Wykonujemy redukcye za pomoca przystosowanych do
danego przypadku wzoréw (20) rozdz. IX-go. Piszemy tedy odle-
glo§é storica R zamiast A a wspélrzedne ekliptyczne stoica 0 i B
zamiast a 1 d. Tak samo zamiast <O 1 8> piszemy geocentryczna
dlugoéé¢ 1 szeroko§é obserwatoryum [ i b. Obliczamy [ i b za po-
moca, wzordéw (4) rozdz. VI-go ktadac na e widome nachylenie eklip-
tyki. Nastepnie od obliczonej w ten sposéb diugoséci odejmujemy
nutacye w diugoéci N i precesye ogdlna P (t— T) [por. to. co byto
powiedziane nieco wyzej].

Mozemy zreszta upro$ci¢ wzory (20) rozdz. IX-go nietylko
pomijajac male wyrazy w mianownikach 1 piszac po lewe] stronie
katy zamiast tan gen séw, ale takze korzystajac z tego, ze sze-
rokoéé stonica B jest zawsze bardzo mala 1 pomijajac po prawej
stronie sin B. Dokonanie tych dzialan z pierwszym i drugim wzo-
rem (20) rozdz. IX-go nie przedstawia zadnych trudnosci. Ozna-
czajac wspoblrzedne geocentryczne literami ze wskaznikiem O,
a wspdélrzedne przywiedzione do miejsca obserwacyi literami bez
wskaznikéw znajdziemy odrazu:

Nad trzeciem rdéwnaniem (20) rozdz. IX-go musimy troche
zastanowié¢ sie. Wynika zen zwiazek

Ale

przeto korzystajac z tego, ze tak B jak B, jest zawsze bardzo male,

mozemy napisaé

Podstawmy to we wzér na log# 1 rozwinmy funkcye loga-

rytmiczng za pomocg znanego Wzoru:



a urywajac szereg na pierwszym wyrazie, otrzymamy

Skoro tu podstawimy wyzej podang warto§¢ na B — B, a jedno-
cze$énie uzyjemy wzorow (21) rozdz. IX-go zastepujac wspdirzedne

rownikowe przez ekliptyczne, to otrzymamy wzdr:

Zbierajac wszystkie trzy wzory razem 1 piszac w trzecim
wzorze logarytmy Briggsa zamiast naturalnych otrzymamy na-
stepujace wzory sluzace do redukcyi wspdéirzednych stonca do

miejsca obserwacyi

gdzie iii= 0,43429448... oznacza modul logarytméw naturalnych.

Nie potrzebujemy chyba dodawaé, ze zamiast nalezy podstawié

gdzie oznacza horyzontalna, réwnikowa parallakse

stofica [per. wzdér (17 bis) rozdz. IX-ty, § 3], ktéra jest na kazdy
dzien podana w efemerydach.

Tak samo mozna obej§¢ sie bez parallaksy ciata, ktérego
orbite chcemy wyznaczyé, obierajac droge, ktéra wskazal Gauss.
Mozna zastapi¢ miejsce obserwacyl przez tak zwane ,locus fictus"
1 przywie$é wspdlrzedne, ale juz nie do miejsca obserwacyi, a do
ylocus fictus". Jezeli za stala plaszczyzne odniesienia przyjmujemy
ptaszczyzne Sredniej ekliptyki, to metoda Gaussa jest dogo-
dniejsza od tylko co wylozonej; bo ,locus fictus" lezy w ekliptyce,
podczas gdy miejsce obserwacyi lezy poza ekliptyka, dzieki za$
temu, ze ,locus fictus" lezy w ekliptyce, osiagamy pewne uprosz-

czenie.



3. Locus fietus.

Nazywamy tak punkt — powiedzmy — F, w ktérym prosta
przechodzaca przez cialo niebieskie 1 przez miejsce obserwacyi prze-
bija ekliptyke. Gdyby obserwator przeniést sie do F, to widziatby
cialo niebieskie w tym samym kierunku, w ktérym widzi je z obser-
watoryum, tylko w troche innym czasie. Jezeli zatem zastapimy
obserwatoryum przez ,locus fictus?, to bedziemy musieli dodad,
wzglednie odjaé ten czas, w ciggu ktérego Swiatlo przebiega droge
od F do obserwatoryum. Zupelnie tak samo jak w poprzednim
paragrafie obliczamy wspélrzedne ekliptyczne obserwatoryum [ i b
i piszemy jego wspélrzedne ekliptyczne, prostokatne:

Jezeli oznaczymy odleglo$é ciala niebieskiego od obserwato-
ryum przez A, a od punktu F przez A, to wspélrzedne ciata nie-

bieskiego wzgledem obserwatoryum beda:

a wzgledem punktu F

Pod X1 rozumiemy tu juz poprawione na aberacye 1 spro-
wadzone do stalej ekliptyki [np. z pomoca wzoréw (3)] wspo6l-
rzedne ekliptyczne. Stad wspélrzedne obserwatoryum wzgledem
punktu F beda:

W dalszym ciggu oznaczamy geocentryczng szeroko§¢ slonca
przez za$ dlugoéé 1 promien przez Wtedy heliocen-

tryczne wspéblrzedne érodka ziemi beda:



a heliocentryczne wspélrzedne punktu F wzgledem stonca beda:

Dlugosé stonca wzgledem punktu i oznaczyliSmy przez
a odleglo$é jego od punktu F przez R’ Szeroko§é stonca wzgle-
dem punktu F bedzie zerem, bo zatozyliémy, ze punkt F znajduje
sie w plaszczyznie ekliptyki. Widzimy stad, ze zastepujac obser-
watoryum przez punkt F zyskujemy pewne uproszczenie.

Mozemy teraz wyrazi¢ heliocentryczne wspolrzedne obserwa-
toryum na dwa sposoby, albo przez

albo przez

zatem zmieniajac znaki mozemy napisaé

Stad znanym 1 wielokrotnie uzywanym sposobem otrzymamy
réwnania:

Korzystajac z tego, ze sa zawsze bardzo male
oraz kladac

jest to rzut odleglo$ci od obserwatoryum do punktu F na
ptaszczyzne ekliptyki] mozemy napisaé uproszczone roéwnania:



Podstawiajac D z trzeciego réwnania (5 bis) w dwa pierwsze,
kladac [parallaksa stonca] i pomijajac mate wielkoS§ci wyz-

szych rzedéw otrzymamy rdéwnania:

Tak samo przeksztalcimy réwnanie (6) na
(6 bis)

wreszcie napiszemy wyrazenie na czas, ktéry trzeba dodaé do czasu

obserwacyi (por. rozdz. X-ty, § 1), w postaci

®

Za pomoca réwnan (7) 1 (8) wykonujemy redukcye wspélrze-
dnych stonica do ,locus fictus" i poprawke czasu obserwacyi [tak
zwang ,redukcye czasu"]l. Nie potrzebujemy chyba dodawaé, ze
odlegto$éci maja byé wyrazone w jednostkach astronomicznych oraz,
ze trzeba w drugiem rdéwnaniu (7) i w réwnaniu (8) podzieli¢ &
i B, przez 206264,8... Poprawka (8) jest czestokroé¢ tak mata, ze
mozna ja zupelnie pominaé. Wieksza bywa tylko wtedy, gdy /7?
jest bardzo mate, ale wtedy korzystniej jest nie wprowadzaé¢ ,lo-
cum fictum" a uzy¢é metody wylozone] w poprzednim paragrafie,
t. j. sprowadzié pozycye sloica do miejsc obserwacyi.

Przy obliczeniu orbit komet wogdle nie sprowadzamy pozycyi
storica ,ad locum fictum", ani do miejsca obserwacyi, ani nie tro-
skamy sie o parallaksy, bo zarysy tych cial sa tak niewyraZne,
ze 1ich pozycye nie moga byé dokladnie oznaczone. Natomiast
warto uwzgledni¢ wszystkie poprawki wtedy, gdy chodzi o pla-
nete, szczegblnie gdy dane sa tak zwane ,miejsca normalne",
t. j. miejsca planety okreélone przez interpolacye z wielu obser-
wacyi.

Odtad bedziemy méwié juz tylko o odpowiednio poprawionych
1 przywiedzionych wspélrzednych, przyczem dla unikniecia niepo-
trzebne] pisaniny bedziemy opuszczaé wprowadzone w tym i w po-

przednim paragrafie rozliczne znaczki.



4. Twierdzenie Eulera i Lamberta.

Twierdzenie to nosi nazwe az dwoch autoréow, bo choé znalazt
je pierwszy Euler, ale tylko dla orbit parabolicznych. PdzZniej
podat je Lambert w ogdlniejszym ksztalcie dla wszystkich prze-
cieé stozkowych. Twierdzenie to opiera si¢ na réwnaniach dyna-
micznych rozdz. XIII-go, daje za$ wazny zwiazek miedzy polowa
wielkiej osi orbity, czasem, w ciagu ktérego planeta (czy kometa)
przebiega od punktu — powiedzmy — A do punktu — powiedzmy —
B orbity, cieciwa laczaca te dwa punkty 1 sumag ich promieni
wodzacych.

Oznaczmy wszystko, co odnosi sie do punktu A, literami
ze wskaznikiem 1, a wszystko, co odnosi sie do punktu B, literami
ze wskaznikiem 2 1 zachowajmy wprowadzone w rozdz. XIII-tym
znakowania. Rozumowaé¢ bedziemy tak, jakby chodzilo o elipse,
bo do przypadku hyperboli mozemy przej$¢ wprowadzajac wiel-
ko§ci urojone, a przypadek paraboli mozemy uwazaé za graniczny.
Zatozymy, ze obie pozycye naleza do jednego obiegu, t.j. ze

WezZzmy réwnanie (38) rozdz. XIII-go i napiszmy je tak dla
punktu A, jak dla punktu B:

W réwnaniu Lamberta wystepuje tylko suma:
Tworzymy ja i otrzymujemy

albo
)

jezeli potozymy

Z drugiej strony, jezeli oznaczymy dilugos$é cieciwy od A
do B przez s, to

Podstawmy tu na x 1 y wartoSci wziete z réwnan (36) roz-
dziatu XIII-go piszac odrazu:



a otrzymamy:

Stad po tatwych przerdébkach wynika:
(10)

Wreszcie z réwnania (4i) rozdz. XIII-go wynika

to jest
(U)

Polézmy jeszcze chwilowo

przyczem zawsze mozemy zalozyé, ze t. j. ze

jest dodatni. Dzieki temu podstawieniu wzory (9), (10) i1 (11)
przejda na

/(g bis) I o~/i

(10 bis)

(U bis)

Dodajac i odejmujac réwnania (9 bis) 1 (10 bis) oraz ktadac

mozemy napisac

12)

OczywiScie mozna w trzeciem réwnaniu (12) wyrugowacé e
przy pomocy pierwszego réwnania (12) a 6 przy pomocy drugiego.
Otrzymamy wtedy réownanie zawierajace tylko czas t, polowe wiel-
kiej osi @ i dwie sumy: oraz Bedzie to tak
zwane réwnanie Lamberta. Swoja droga rugowanie tak latwem
nie jest. Poniewaz katy i w réwnaniach pierwszem i1 dru-
giem (12) sa okreélone tylko przez kwadrat sinusa, wiec moga
byé watpliwoéci co do wyboru kwadranta, w ktérym ma lezec
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ten lub 6w kat. O. Callandreau® podal prosty ku temu §$rodek:
7z pierwszej pozycyi prowadzimy przez oba ogniska cieciwy, ktére
dziela obwéd elipsy na trzy czesci. Stosownie do tego. w ktorej
cze$ci lezy druga pozycya, katy e i d leza w odmiennych kwa-
drantach. W jakich za$, to tatwo zbadaé rozpatrujac rysunek i po-
przednie wzory.

Po dokonanem rugowaniu prawa strona trzeciego réwna-
nia (12) przedstawi sie w postaci pewnego szeregu. Mozna tez
przedstawié ja przez calke. Rugowania tego wykonywaé nie be-
dziemy, bo réwnanie Lamberta nie bedzie nam potrzebne; be-
dziemy postugiwaé sie tylko specyalnym jego przypadkiem, réwna-
niem Eulera odnoszacem sie do paraboli. To za§ dogodniej jest
wyprowadzi¢ wprost anizeli z réwnania Lamberta, bo przy
przej$ciu do granicy wynikaja rézne watpliwoéci co do zbieznosci.
WeZmy réwnanie (46 Dbis) rozdz. XIII go, napiszmy je raz dla
pierwszej, drugi raz dla drugiej pozycyi i odejmijmy pierwsze od

drugiego, a otrzymamy

Mnozac przez 3 1 korzystajac ze zwigzku

przeksztalcimy to na

Lecz pamietajac, ze a mozna przywieédé
wzor (45) rozdz. XIII-go do ksztattu

Stad za$§ wynika

Apereu des methodes pour la determination des orbites. Annales de 1'Obser-
vatoire de Paris, tom XXIII C, str. 3 i nast.



Mozemy wiec napisaé

Teraz jeszcze zastapimy przez iloraz: a przy-

prowadzajac do jednego mianownika tak wyraz w nawiasie, jak

poza nawiasem otrzymamy

Korzystajac jeszcze raz ze zwigzkéw (13) i skracajac o ile

sie da, otrzymamy

Aby wyrugowaé uzyjemy zwiazku, ktéremu
czyni zado$é cieciwa trdojkata, w ktérym promienie wodzace sa

bokami:

Wynika stad
(14)

Potézmy chwilowo

co jest zawsze dozwolone, bo obie sumy sa stale dodatnie. Wy-

nika stad

(15)

Poniewaz min sa dodatnie, wiec oczywiécie trzeba pisaé

znak zag§—, gdy Zreszta,

gly
jak to zobaczymy pézniej, dla praktyki tylko pierwszy przypadek
ma znaczenie. Rugujac otrzymamy
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W réwnaniu pozostal jeszcze: aby go wyru-
gowacé, piszemy

podnosimy do kwadratu 1 przeksztalcamy w taki sposéb, aby wy-
razié przez same cosinusy:

Teraz podstawiamy i z réwnan (13) a

z réwnania (14) i wyciggamy pierwiastek kwadratowy, poczem

Stad za$é przy pomocy pierwszego réwnania (15) znajdujemy

Skoro to podstawimy, to otrzymamy réwnanie Eulera

Dwoistoé¢ znaku pochodzi stad, ze przez dwa dane punkty
mozna przeprowadzi¢ dwie parabole posiadajace to samo ognisko
[taka sama dwoisto§¢ mialaby tez miejsce w przypadku elipsy lub
hyperboli], ale, jak juz wyze] wspomnieliSmy, tylko gérny znak,
odpowiadajacy hypoteziel ma znaczenie dla praktyki.

W praktycznem zastosowaniu réwnanie Eulera przedstawia
sie w takiej formie. ze czas jest wiadomy, a sa wiado-
memi lunkcyami jednej niewiadomej. Poniewaz jednak réwna-
nie otrzymane po podstawieniu tej jednej niewiadomej jest nazbyt
wysokiego stopnia, wiec rozwiazujemy rownanie Eulera przez
kolejne przyblizenia — przyjmujac na prawdopodobne war-
tosci a traktuja s jako niewiadoma.

5. Metoda Encke'go (lo rozwigzania rownania Eulera.

Poniewaz cieciwa jest zawsze mniejszal) niz suma promieni
wodzacych, wiec zawsze mozna poltozyé:

17)

Lub co najwyzej réwna sumie promieni wodzacych.



przyczem y musi bvé zawarte miedzy 0° a 180°. bo z natury rze-
czy wynika, ze lewa strona réwnania (17) moze byé tylku doda-
tnia. Skoro podstawimy warto$é na s wzieta z réwnania (17) w ré-

wnanie (16). to to ostatnie natychmiast przejdzie w

poniewaz za$

przeto

(16 bis)

Dla krétkosci potdézmy:

(18)

1 wykonajmy dzialania biorac raz gérny znak. a drugi raz dolny;

otrzymamy w pierwszym razie

(19) a w drugim:

Zatem w obu przypadkach mamy to samo szeécienne réwnanie

(20)

w ktérem atoli polozono raz

a drugi raz

Wynika stad, ze jezeli pierwsze réwnanie (19) ma pierwiastek
to drugie réwnanie (19) musi mieé pierwiastek

przyczem musi byé

Stad za$§ wynika:



Ale w takim razie:

i wszystko jedno czy podstawimy czy w réwnanie (17), bo

czy w jednym, czy w drugim razie otrzymamy te sama wartosé
Zatem do$é¢ jest rozwazac¢ jedno, np. pierwsze rowna-

nie (19).

Poniewaz jest z koniecznoéci dodatnie a najwieksza war-

tosé, jaka osiagngé moze, jest wiec wyréznik réwnania (20),

t. j. wyraz

jest odjemny i réwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste, z ktd-

rych dwa sg dodatnie, a jeden odjemny. Wskutek tego, jezeli po-

lozymy

(21)
to bedzie zawsze rzeczywisty 1 dodatni. Innemi slowy be-
dzie zawarte pomiedzy 0 a 7Z drugiej za$§ strony mozemy

latwo znanym sposobem wyrazié pierwiastki réwnania (20) za po-
mocg tego samego kata 0, mianowicie mamy:

22)

Na podstawie tego, co bylo wyze] powiedziane, trzeci pier-
wiastek jest stale odjemn}T, a wiec w rachube nie wchodzi. Roz-
patrzmy tedy pozostale dwa pierwiastki. Poniewaz x, byloby wieksze

od jednosci, gdyby przekroczyto bytoby wieksze od
jednoséci, gdyby przekroczylo< przeto pierwszy pier-
wiastek jest mozebny tylko miedzy a drugi
miedzy Dla t. j. dla oba

pierwiastki sg réwne: mamy wtedy

*) Wynika to ze wzoru (16 bis), jezeli zalozymy, ze prawa strona osigga
najwieksza mozliwa warto§é. Osiaga ja za$§ przy

Astronomia teoretyczna. 21
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tedy

a réwnanie (17) daje tak z jedna jak z druga wartoScia na y

To znaczy, ze oba promienie wodzace leza w jednej prostej,
ze rbznica ve—ur miedzy anomalia rzeczywista w jednej a anomalig
rzeczywista w drugiej pozycyi, czyli tak zwany ,ruch heliocentry-
czny" wynosi 180°. We wszystkich innych przypadkach jeden
z dwéch katéw: jest wiekszy, a drugi mniejszy od
Temu, ktéry jest mniejszy, odpowiada ruch heliocentryczny mniej-
szy od 180°, a tamtemu wiekszy od 180°. Ale, jak widzieliSmy wy-
zej, w odstepie od mozebnym jest tylko pierwszy
pierwiastek, poniewaz za$ wiec mamy tylko pierwiastek
odpowiadajacy ruchowi heliocentrycznemu mniejszemu od
Zupelnie to samo mozemy powiedzieé¢ o odstepie miedzy
a tu mozebnym jest tylko drugi pierwiastek, poniewaz
za$ jest w tym odstepie mniejsze od 90°, wiec znowu
mamy tylko pierwiastek odpowiadajacy ruchowi heliocentrycznemu
mniejszemu od 180°. Natomiast miedzy 0= 45° a (9=135° mo-
zebne sg dwa pierwiastki, z ktérych jeden odpowiada ruchowi he-
liocentrycznemu wiekszemu, a drugi mniejszemu od 180°. Wi-
dzimy stad, ze doé¢ jest uwazaé odstep od 0= 0 do 0=90°, bo
od 0= 90° do 180° mamy to samo, tylko pierwiastki mieniaja swe
role. Ograniczajac sie tedy do odstepu miedzy 0= 0 a 0= 90°
mozemy powiedzieé, ze réwnanie (20) [wzglednie pierwsze (19)] ma
miedzy 0= 0 a 0= 45° tylko jeden pierwiastek mozebny odpo-
wiadajacy ruchowi heliocentrycznemu mniejszemu od 180° za$
miedzy 0= 45° a 0= 90° ma dwa pierwiastki mozebne, z ktérych
mniejszy odpowiada ruchowi heliocentrycznemu mniejszemu od

a wiekszy wiekszemu od

Jasna jest rzecza, ze skoro jest dane, to latwo zna-
le§¢ s. Mianowicie najpierw obliczamy rj za pomoca wzoru (18),
nastepnie 0 za pomocg wzoru (21), ktéory mozna oczywiscie na-
pisaé tak:

(21 bis)
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nastepnie obliczamy za pomoca wzoréw (22) czy to czy
tez stosownie do tego czy
W ten sposéb znajdujemy ewentualnie a skoro je pod-

stawimy we wzor (17), to otrzymamy szukanag wielkoé¢ s. Mozna
sobie utatwié rachunek =za pomoca tablicy, ktéra podat Encke
w ,Berliner astr. Jahrbuch" na rok 1833.

Zachodzi teraz pytanie, jaki jest cel metody Enckeéoi
skoro nietylko s ale takze jest nieznane? Cel stanie sie
jasnym, jezeli uprzytomnimy sobie te okoliczno§é, ze oprécz ré-
wnania Eulera mamy jeszcze inne réwnania. Wszak juz w koncu
poprzedniego paragrafu méwiliSmy o tem, ze zanim skorzystamy
z rownania Eulera, tojuz pozostaje wlaéciwie jedna niewiadoma.
Otéz positkujemy sie nietylko réwnaniem Eulera, ale takze temi
innemi réwnaniami. Najpierw przyjmujemy na pewna, do-
wolng warto§¢ i opisang powyze] metoda z réwnania Eulera obli-
czamy odpowiednie s. Z tem s przechodzimy do innych réwnan
i obliczamy rx 1 r2. W ten sposéb otrzymujemy nowa warto$§¢ na

Powracamy z nig do réwnania Eulera 1 ponownie obli-
czamy s 1 tttk w kéltko dopdty, dopdki nie osiggniemy pozadane]
zgodno$ci, t. j. dopdéki przy nowej prébie nie otrzymamy tych sa-
mych warto§ci co poprzednio.

Tu stusznie moégltby kto zauwazyé, ze gdy orbita jest zupelnie
nieznana, to powyzszy proceder mégiby trwaé bardzo dlugo. Wszak
mogloby sie zdarzyé, ze przy pierwszej prébie zle trafimy, ze
wezmiemy rx-\-re  bardzo dalekie od rzeczywistoéci. Otéz w prak-
tyce trudno§é ta nie przedstawia sie tak straszng, jakby sie to
moglo wydawaé na pierwszy rzut oka, albowiem we wiekszosci
wypadkéw r,-j- r2 jest zawarte w pewnych, niezbyt szerokich gra-
nicach. Pochodzi to stad, ze obserwacye. na podstawie ktérych
obliczamy orbity, bywaja zwykle dokonywane wtedy, gdy kometa
znajduje sie niedaleko perihelium, wtedy za$ odleglo$é komety od
sloica nie bywa nigdy bardzo wielka a zatem i r-\-r, nie prze-
kracza pewnych niezbyt szerokich granic. W tych jednostkach,
ktore przyjeliémy w rozdz. XIII-tym, § 11, to jest w astronomi-
cznych jednostkach dilugoéci, — suma r;-\-ri bywa zazwyczaj za-
warta miedzy 1 a 3; jezeli wiec niema absolutnie zadnych wska-
zé6wek, na podstawie ktérych moznaby wymiarkowaé, iaka war-

to$¢ powinno mieé to przy pierwszej prébie kladziemy

20*



Tak samo nie sprawia trudnosci dwoisto§é rozwiazania, o ktérej

bytla wyzej] mowa. Jezeli to mamy tylko jedno rozwiaza-
nie; jezeli za$ to moga byé¢ dwa rozwiazania. Ale
w praktyce prawie zawsze mozna odrazu rozstrzygnaé, ktére z nich
odpowiada rzeczywistosci: jezeli odstep czasu jest maly, to
ruch heliocentryczny nie moze byé wiekszy od i nalezy wzigé
pierwszy pierwiastek; jezeli odwrotnie jest duze, to wilasnie
prawdopodobnie i nalezy wzigé¢ drugi pierwiastek.

Nalezy jednak zauwazyé, ze w tym drugim przypadku wprawdzie
nie réwnanie Eulera, ale inne réwnania, o ktérych wnet bedzie
mowa. daja zupelnie niepewne rezultaty. Jest to wiec przypadek
wysoce niekorzystny, ktérego tez w praktyce unikamy.

6. Warunek, aby wszystkie trzy pozycye ciala niebieskiego
znajdowaly sie w tej samej plaszczyznie przechodzacej przez
stonce.

Juz w § 1 wyprowadziliémy warunek (1). aby wszystkie trzy
pozycye ciala niebieskiego znajdowaly sie w tej samej plaszczy-
znie przechodzacej przez stonce. Oczywiscie mozemy napisaé tylko
jedno réwnanie (1), bo =zatozyliSmy w § 2, ze mamy tylko trzy
obserwacye. Mozemy jednak napisaé¢ je w trzech postaciach:

Wyrazy w nawiasach sg to podwdjne rzuty na plaszczyzny
wspblrzednych — pél trojkatow, zawartych miedzy promieniami wo-
dzacymi a odpowiednig cieciwg. Poniewaz
w kazdem z poprzednich réwnan wszystkie trzy tréjkaty sa rzu-
cone na te sama plaszczyzne, np. w pierwszem na plaszczyzne yz,
wiec kazde z tych réwnan mozna podzieli¢ przez odpowiedni co-
sin us kata miedzy ptaszczyzna orbity a plaszczyzng wspodlrzednych,
poczem oznaczajac podwdjne pola tréjkatow przez L1t d.

otrzymamy



albo ktadac

(23)

(29)

Réwnania (24), traktowane jako rdéwnania geometryczne, sa
naturalnie niczem innem, jak trzema rdéznemi postaciami jednego
1 tego samego rdéwnania: jednakze skoro wyrazimy przez
funkeye czasu czyniace zado$é prawom grawitacyi, t. j. skoro be-
dziemy je traktowac¢ jako réwnania mechaniczne, to stang sie one
rézne 1 niezalezne od siebie.

Wspétrzedne sa to wspélrzedne heliocentryczne,
tymczasem obserwacye daja nam wspoOirzedne sferyczne geocen-
tryczne; przeto we wspdirzednych ekliptycznych—podobnie jak
w § 1 [patrz réwnania (2)], ale pomijajac szerokoéé stoica — mamy

(2 bis)

Trzeba tylko podstawié te wartoéci w réwnania (24). Zaraz
to uczynimy wprowadzajac dla prostoty tak zwane ,skrécone od-
legto$ei";

(25)

poczem otrzymamy zasadnicze dla wyznaczenia orbit réwnania:

(26)

Trzy réwnania (26) zawieraja az pie¢ niewiadomych:
ale mozemy wyprowadzi¢ nowe rownania ze zwigzkéw
dynamicznych.



7. Wartosci na

Bedziemy musieli uzywaé rozwinieé¢ wspotrzednych, uwaza-
nych jako funkcye czasu, w szeregi Maclaurina. Aby te szeregi
byly szybko zbiezne, trzeba, zeby argumenty, t.j. czasy, ktére uply-
nely miedzy obserwacya pierwsza a druga oraz druga a trzecia byly
niedtugie, t. j. zeby byly matymi utlamkami czasu obiegu. dJest tD
ograniczenie nieuniknione w tych metodach, o ktérych teraz moé-
wimy.

Polozymy dla krétkosci

oraz

27

Nie opusciliémy masy ciala niebieskiego m pomimo tego, ze
we wszystkich zdarzajacych sie w praktyce przypadkach jest ona
w poréwnaniu z masa stonca (przyjeta za jednostke) absolutnie
znikoma; — a to dlatego, aby pochodzenie i znaczenie wzoréw (27)
byty lepiej widoczne. WezZzmy teraz wspodlrzedne prostokatne, helio-
centryczne ciala niebieskiego przyjmujac plaszczyzne orbity za
plaszczyzne xy. Sa to zatem inne wspdélrzedne anizeli te, ktéremi
postugiwaliémy sie w poprzednim paragrafie. Srodkowa pozycye
przyjmiemy za poczatkowa, odpowiadajaca zeru czasu. Wtedy
ze szeregu Maclaurina otrzymamy:

(28)

Na i otrzymamy podobne wzory; co do i to
w my$l naszego zalozenia obie te wspdlrzedne réwnie jak beda,
zerami.

Réwnania ruchu, skoro wprowadzimy do nich x zamiast t,
przejda na:

17



Rézniczkujac je 1 wecigz rugujac za pomoca tychze

samych rownan (29) znajdziemy

1 podobne wyrazenia na:

Skoro podstawimy te wartoéci we wzory (28) 1 skoro dla
krotkoSci potozymy

(30)
to bedziemy mogli napisa¢ je w ksztalcie
(28 Dis)
(31)
Juz ze wzordéw (31) widaé, ze i zaleza tylko od
i ale, zanim z tego skorzystamy, wprzéd wyrazimy

prawe strony réwnan (31) w inny sposéb.
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Poniewaz [por. pierwszy wzor (27)]

wiec na mocy wzoru (27 bis) z rozdz. XIII-go

Ale jezeli np. we wzorze (33) rozdz. XIII-go przywrécimy

stala przyciggania, to znajdziemy

przeto

gdzie p oznacza parametr!) orbity. Tedy réwnania (31) przecho-

dza na
(31 bis)
Podstawiajac znowu warto$ci na it d. ze wzoréow (30)

1 uwzgledniajac to, ze [patrz wzory (27)]

mozemy napisaé

(32)

Ze wzorow (32) otrzymamy przez dzielenie

(33)

*) Przypominamy, ze parametrem nazywa sie polowa cieciwy prostopadlej
do osi gléwnej w ognisku.



Powyzsze wartoéci na sa Scisle az do trzecich

poteg czasu wtacznie, ale gdy chodzi o orbite ziemska, kréra jest
prawie kolem, to mozna ograniczyé¢ sie do dwoch pierwszych wy-
razéw. Ze wzoréw (33) widzimy, ze tak i jak ich stosunek

zaleza nietylko od odstepéw czasu, ktére uplynely pomiedzy obser-
wacyami, ale takze od i Mozna obliczyé skoro 1

sa znane. RzeczywiScie, poniewaz

wiec zaniedbujac druga pochodne mamy przez odejmowanie
(34)

Jezeli to wspbéleczynnik przy drugiej pochodnej jest
réwny zeru a zatem wz6r przed chwila napisany jest o jeden rzed
§cilejszy. Tak samo. tez zaniedbujac druga pochodne, mamy przez
dodawanie

Stad za$§ po podstawieniu ze wzoru (34) otrzymamy

(35)

Gdy t.j. gdy [por. wzory (27)] odstepy czasu miedzy
pierwsza a druga 1 miedzy druga a trzecia obserwacya sa réwne,
to drugi wyraz we wzorze (35) znika. Tak samo znika drugi wy-
raz w trzecim wzorze (33) 1 jezeli przytem i sa wogble mate,
to reszta szeregu jest o tyle mata, ze hypoteza daje wecale

|"8
dobre przyblizenie. Ze wzgledu na to obserwatorowie umyé$lnie sta-
raja sie tak rozlozy¢é obserwacye, aby rdéwnosé byla
jak najdokladniej spelniona. Jezeli za$§ odstepy czasu sa bardzo



nieréwne, to z poczatku, gdy ani ani nie sg jeszcze znane,

lepiej jest poprostu potozyé

gdzie sq to stosunki miedzy odpowiedniemi polami tréjka-
tow w orbicie ziemia otrzymana tg droga warto$¢ na bedzie

blizsza prawdy niz ta, ktérg otrzymalibySmy z dwéch pierwszych

wyrazdw trzeciego wzoru (33).

8. Zbiezno§¢ szeregow wyrazajacych stosunki miedzy polami
trojkatow.

Jasnem jest, ze podwéjne pola tréjkatéw moga byé roéwne

zeru. Widaé to zaraz, skoro napiszemy znane wzory

(36)
Np. znika, gdy 180°, 360° i t. d.; ale
wladnie figuruje w mianownikach wyrazen na zatem dla
t. i. gdy ruch heliocentryczny wynosi
180° i t. d. stopni, to stajg sie nieskonczenie wielkie. Z dru-
giej strony stosunek ktéry, jak to niebawem zobaczymy, nie-

mata odgrywa role przy wyznaczeniu orbit, staje sie¢ nieskonczenie
wielkim, gdy bo w jego mianowniku stoi . Co
wiece]j, pola wszystkich trzech tréjkatéw moga byé od zera rézne,
a pomimo tego szeregi (33) moga byé rozbiezne, albo malo zbiezne.
Poniewaz $cistoéé w okresleniu orbity przedewszystkiem od nich
zalezy, wiec musimy zbadaé¢ ich zbieznoéé. Zbiezno§é szeregdéw (33)

zalezy od zbiezno$ci?) szeregdéw (28). Jezeli szeregi na x iy sg abso-

1) OczywiScie mozemy obliczyé stosunki miedzy polami tréjkatéw dla ziemi
tak samo jak dla kazdego innego ciata niebieskiego. Wszystkie wielko§ci, od
ktorych te stosunki zaleza, sa dla ziemi dokladnie znane.

2) F.R. Moullon: The true radii of convergence ... Astr. Journ., tom XXIII,
str. 93—102.

Poréwnaj takze w tym samym tomie tego samego czasopisma: W. A. Ha-
milton: On the Convergency of the Series..., str. 49—54.



lutnie zbiezne, to zbieznemi beda tez ich pochodne wzgledem czasu,
iloczyny wspéirzednych 1 pochodnych, zatem takze wyrazenia pol
trojkatéw a w koncu takze ich stosunki n: 1 ns. Co wiecej, jezeli x
1y sa zbiezne w tym samym obrebie, to ich pochodne, pola tréj-
katéw 1 t. d. beda zbiezne w tym samym obrebie.

Jezeli umieécimy Srodek wspélrzednych w ognisku, to wspél-
rzedne prostokatne w ruchu eliptycznym beda [wzory (36) roz-
dzialu XIII-go odnosza sie do przypadku, gdy Srodek wspdirze-
dnych znajduje sie w $érodku elipsj”]

(37

Poniewaz w szeregach na i t. d. zmienna niezalezng
jest czas, wiec trzeba uwazaé x iy za funkcye anomalii $redniej M,
ktéra jest wprost proporcyonalna do czasu. Lecz xi y zaleza od M
przez posrednictwo anomalii mimo$rodowej E. Wiemy zreszta

z réwnania Keplera:
(38)

ze anomalia mimosrodowa zalezy takze od mimoérodu e, ale be-

dziemy go tu uwazaé za parametr. Z réwnania Keplera wynika

(39)

Prawa strona tego rdézniczkowego rdéwnania jest analityczna

wzgledem E 1 w sasiedztwie kazdego punktu w ktérym jest
regularna. daje sie rozwinaé w szereg potegowy z argu-
mentem Przeto we wszystkich punktach, w ktérych prawa

strona iréwnania (39) jest regularna, E bedzie takze regularna
funkecya M i naodwr6ét kazdy punkt osobliwy prawej strony ré-
wnania (39) bedzie takze osobliwym punktem funkcyi E. Zatem E
posiada tylko te osobliwe punkty, ktére wynikajgq z réwnania

(40)

Jezeli polozymy



to réwnanie (40) rozpadnie sie na dwa realne rdéwnania
(41)

Pierwszemu réwnaniu (41) czyni zado$é oraz
gdzie n jest to jakakolwiek liczba cala. Jezeli przyjmiemy
to drugie réwnanie (41) przywiedzie sie do

(42)

Poniewaz wiec to réwnanie jest niemozebne. Zato
jezeli polozymy to drugie réwnanie (41) obréci sie w
(43)

Jezeli n jest liczba, parzysta, to réwnanie (43) jest mozebne.
Zreszta ma zawsze tylko dwa pierwiastki réwne co do absolutnej

wielkoéci, ale rézne co do znaku, mianowicie

Zatem punktami osobliwymi sa te, w ktorych

Gow = liczba cala)

(44)

Znalezliémy polozenie punktéw osobliwych w plaszczyznie
zmiennej E, ale nie wiemy jeszcze, jakim warto$ciom M one odpo-
wiadaja. Aby to zbadaé, -potézmy w réwnaniu Keplera (38),

Rozpadnie sie ono na dwa realne r6-
wnania, ktére zaraz napiszemy. Przytem poniewaz chodzi nam
o punkty osobliwe, odrazu podstawimy u i w z réwnan (44). Otrzy-

mamy wtedy

albo po tatwych przerdébkach



Uciekajac sie do znanego graficznego sposobu znajdziemy, ze
w plaszczyznie zmiennej] M punkty osobliwe leza na dwéch pro-
stych rownolegtych do osi realnych wartoSci w réwnych odstepach
wynoszacych po 2n. Odlegto§¢ od osi | do tych prostych jest
wtadnie rj. Z drugiego wzoru (45) widzimy, ze 1] jest tem wieksze
im e jest mniejsze. Dla e= 0 punkty osobliwe odsuwaja sie w nie-
skonczonoéé, dla e= [ punkty osobliwe schodza sie na osi

Poniewaz co 2n wszystko powtarza sie, wiec do§é jest roz-
wazy¢ jeden odstep, np. ten, ktory jest zawarty miedzy — n a +

1 to tylko dla realnych wartoSci M, bo tylko z takiemi mamy do
czynienia w praktyce. Wezmy zatem na osi realnych warto$ci

przyczem Odpowiedni promien zbieznoSci

jest to odlegloéé od punktu do najblizszego punktu oso-
bliwego. Zatem jezeli oznaczymy promien zbiezno$ci przez to
(46)

To znaczy, ze jezeli wartoéci odpowiada wartoséé ije-

zeli rozwiniemy w szereg potegowy zmiennej to

szereg ten bedzie bezwzglednie zbieznym dopdty, dopdki

Widzimy stad, ze przy tem samem rj, t.j. przy tem samem g,
bo rj zalezy tylko od e, najwiekszy promien zbiezno$ci posiadal)
Przypominamy ze E 1 M jednoczeSnie przybieraja wartoSci

. i t. d. Inaczej méwiac, réznica E—M znika we wszystkich punktach,

w ktérych M réwna sie wielokrotno$ci n.
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rozwiniecie E—n w szereg potegowy zmiennej M—n. a najmniej-
szy — rozwiniecie E w szereg potegowy M. Inaczej méwiac pro-
mien zbiezno$ci wzrasta od perihelium do aphelium.

Na mocy réwnan (37) wspoélrzedne x i y moga byé rozwiniete
w bezwzglednie zbiezne szeregi zmienne] przyczem pro-
mien zbiezno$ci jest nieskonczenie wielki, ale skoro podstawimy

to zbieznoéé ulegnie ograniczeniu: na mocy pewnego

twierdzenia Weierstrassal) promien zbieznoéci bedzie ten sam
co dla funkeyi t. j. takze

W rozdz. XIII-tym § 9 méwiac o rozwinieciu wspdlrzednych
x 1y w szeregi Fouriera =z argumentem M znalezliSmy, ze
skoro uporzadkujemy te szeregi wedle poteg mimoérodu e, to beda
one bezwzglednie zbiezne tylko poty, podki

Z drugiej strony szeregi potegowe z argumentem M sg bez-
wzglednie zbiezne nietylko do powyzsze] wartoéci e, ale takze dla
warto$ci wiekszych od 0,6627... Wprawdzie promief zbiezno$ci jest
maty |np. wartoSci e= 0.66274... odpowiada ale nie-
rowny zeru. Latwo spostrzedz, skad pochodzi to przeciwienstwo:
tam uwazaliémy M za parametr, a e za zmienne niezalezng, tu od-
wrotnie e bylo parametrem, a M zmienna niezalezna. Poniewaz za-
lezno§é funkcyjna E od M jest inna niz zalezno$é od e, wiec za-
chowanie sie zmiennej zaleznej E w rozwinieciach wedle poteg M
i w rozwinieciach wedle poteg e jest zgola odmienne.

Wracamy teraz do promienia zbieznoéci Poniewaz .Mjest
wprost proporcyonalne do czasu mianowicie (por. wzory
(42), (43) 1 (61 bis) rozdz. XIII-go).

przeto jezeli zamiast anomalii éredniej wprowadzimy czas, to pro-

mien zbiezno$ci R¢ wyrazi sie wzorem
(47)

) Funktionenlehre, str. 73. Moulton wskazuje na to, ze owo twierdzenie
Weierstrassa wlasciwie dotyczy szeregu Laurenta, ale szeregi potegowe sg
szczegblnym przypadkiem szeregu Laurenta.

5) tp oznacza czas przejScia przez perihelium.



Skorzystamy w dalszym ciagu z tego wzoru, tymczasem atoli
przejdziemy do przypadku paraboli. Tu zwigzki sa o wiele prostsze
niz w przypadku elipsy, bo wspédlrzedne wyrazaja sie wprost przez
anomalie rzeczywista, ta za§ wyraza sie jako funkcya czasu bez
poérednictwa anomalii mimoérodowej. Zwigzki te sa:

(48)
oraz [rown. (46) rozdz. XIII-go]

Réwnanie rézniczkowe analogiczne do réwnania (39) wyglada

tak [otrzymujemy je z trzeciego wzoru (48)]:
(49)

Tedy jest funkcya regularna czasu oprécz punktéw,
w ktérych

t. j. punktéw, w ktoérych

Skoro to podstawimy w trzecie réwnanie (48), to otrzymamy
(50)

Zatem w plaszczyznie zmiennej mamy dwa punkty oso-

bliwe, oba polozone na osi urojonej: jeden na odlegtosci od

poczatku wspéirzednych a drugi na odlegloéci - Stad wynika,

ze jezeli na osi wielko$ci realnych wezmiemy punkt—powiedzmy —

to odpowiedni promien zbieznoéci bedzie

(561)
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Ze wzoru (51) widzimy, ze promien zbieznoéci jest najmniej-
szy w samem perihelium, bo tam ty — tp = 0.

Obliczenie promieni zbiezno$ci ze wzoréow (47) 1 (46) dla
elipsv, albo ze wzoru (51) dla paraboli jest bardzo tatwe. W powsze-

chnie uzywanych jednostkach Gaussa [por. §11, rozdz. XIII]

doéb sr. stonecznych.

wiec np. dla komety Halle yal), u ktérej ~= 1,1743..., znaj-

dziemy

To znaczy, ze w samem perihelium promien zbieznoéci wy-
nosi tylko dni; zatem gdyby$my rozwineli wspdélrzedne x 1 y
w szeregi potegowe czasu biorgc jako zero czasu moment
przejScia przez perihelium. to te szeregi bylyby bezw/.glednie zbiezne
tylko dla okresu czasu wynoszacego [ , dni przed, lub po przej-
§ciu przez perihelium Wskutek tego wyrazenia na stosunki miedzy
polami tréjkatéw bylyby takze zbiezne tylko na dni po przej-
§ciu  przez perihelium oraz na dni przed przejéciem przez
perihelium 1 moznaby wuzywaé szeregéw (do) tylko w pomienio-
nym okresie czasu. Gdyby wiec obserwacya $rodkowa (druga)
przypadata wlasénie na moment przejécia przez perihelium. to ko-
niecznie trzeba, aby pierwsza byla co najwyzej o dni wcze-
$niejsza a trzecia co najwyzej o pézniejszg od chwili przej-
§cia przez perihelium. Poniewaz za§ w poblizu kresu zbieznoéci
trzeba wyliczaé¢ bardzo wiele wyrazéw szeregéw, wiec odwrotnie
chcac mieé szeregi szybko zbiezne, t. j. takie, w ktérych mozna
ograniczy¢ sie do wyliczenia kilku pierwszych wyrazéw, trzebaby
mieé¢ nie obserwacye o 242/ dni odlegte od $rodkowej a znacznie
blizsze, mianowicie tylko o kilka dni pdzZniejsze 1 wczeSniejsze.

Zapozyczamy wreszcie z cytowane] wyzej rozprawy Moul-
tona dwie tabliczki, ktére moga przydaé sie w praktyce. Pierwsza

tabliczka odnosi sie do ruchu eliptycznego. Przyjeto w niej a= 2.65,

* Kometa Halleya krazy po elipsie, ale inimo$réd jest bliski do 1, mianowicie

Te date — podobnie jak pozostale — czerpiemy z ,,Connaissance des Tennps,,
na 1913 rok.



bo to jest §rednia warto§¢ wiekszej poétosi matych planet a obli-

czono ja ze wzordéw (44) i (45)

Tabliczka 1.

#, w dniach, gdy a= 2,65

Widzimy dowodnie =z tej tablicy, jak zmniejsza sie promien
zbiezno$ci w miare zblizania sie planety ku perihelium. Dla e= 0,90
mamy w perihelium 2.8 dni a w aphelium 788,0. To znaczy, ze
gdyby &érodkowa obserwacya przypadata na moment przejScia pla-
nety przez perihelium, to juz obserwacya po trzech dniach wyko-
nana nie moglaby zadna miara byé wzieta w rachube; gdyby za$
przypadatla na moment przejécia planety przez aphelium, to obser-
wacya wykonana we dwa miesiace pdézniej bytaby jeszcze zupelnie
przydatna. Naturalnie wzieliSmy ten przyktad tylko ze wzgledu na
jego drastyczno$§é, bo asteroidy majg niewielkie mimosrody. Gdy-

by§my powiekszyli lub zmniejszyli a, to wszystkie liczby powyz-

szej tablicy tez wzroslyby lub zmniejszylyby sie w stosunku

[por. wzbér (47)].
Druga tabliczka odnosi sie do paraboli. Kladziemy tu p = 2,
co takze mniej wiece] odpowiada $érednim stosunkom.

Astronomia teoretyczna. 22
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Tabliczka II.
w dniach dlap= 2 {g— 1)

Wprowadziliémy tu zamiast czasu argument M analogiczny

do M w ruchu eliptycznym a okreS§lony przez rdéwnanie

Gdy p jest wieksze lub mniejsze od 2, to nalezy pomnozyé
odpowiednie przez



ROZDZIAL XVI.

Wyznaczenie orbity parabolicznej z trzech obser-
wacyi. Metoda Olbersa.

1. Przejscie do przypadku paraboli.

Oproécz konca § 4 1 catego § 5, ktore byly poéwiecone rd-
wnaniu Eulera odnoszgacemu sie do paraboli, nasze rozumowania
i wzory mialy charakter ogélny, dotyczyly =zaréwno orbit elipty-
cznych jak parabolicznych. Odtad zajmiemy sie metoda Olbersa
stuzacaq do wyznaczenia drég parabolicznych, bedziemy przeto mu-
sieli przysposobié¢ wzory poprzedniego paragrafu do wymagan tej
metody. Chodzi tu o wzory (26), ktérym musimy nadaé nieco inny
ksztalt. Wyobrazmy sobie, ze liczymy dlugoéci nie od pordéwnania
dnia z noca, a od innego punktu, ktérego diugoéé (wzgledem po-
rownania dnia z noca) jest L. Oczywidcie réwnania (26) poprze-
dniego rozdzialu w niczem sie nie zmienia, tylko zamiast X trzeba
bedzie napisaé 1 tak samo zamiast trzeba bedzie napisaé

Liczmy np. dtugo$ci w pierwszem i drugiem réwnaniu (26)
od potem znowu w drugiem rdéwnaniu od a otrzymamy za-
miast réwnan (26) poprzedniego rozdziatu

Naturalnie cztery rownania (1) sa réwnowazne trzem réwna-

niom (26) poprzedniego rozdzialu. WyprowadziliSmy az cztery roé-

22



wnania dlatego, ze w niektérych przypadkach dogodniej jest rugo-
waé (2 zjednych réwnan, a w innych przypadkach z drugich. Dla-
czego rugujemy witadnie to sie pézniej okaze. Obecnie wezmiemy
pospolity przypadek, w ktérym najdogodniej jest rugowac z dru-
giego 1 czwartego réwnania (1), mnozymy tedy drugie réwnanie (1)
przez a czwarte przez i dodajemy jedno

do drugiego, poczem otrzymujemy rownanie:

@

Chociaz jest wielko$cig znana, jednakze za-
stapimy je przez inne réwniez znane wielko§ci, a to dlatego, aby
doprowadzi¢ réwnanie (2) do pewnego specyalnego ksztattu, z kté-
rego zaraz sie okaze, jakie mozna zrobi¢ uproszczenia 1 ulatwienia.

Oznaczmy podwdéjne pola trojkatéw pomiedzy promieniami
wodzacymi ziemil przez a bedziemy mieli

®

Spostrzegamy, ze drugi i czwarty wyraz w réownaniu (2) za-
wieraja wlaénie te podwodjne pola tréjkatéw, podzielone zreszta
przez promienie wodzace. Lecz napiszemy jeszcze podobnie jak
w rownaniach (23) poprzedniego rozdziatu

poczem otrzymamy

Polézmy jeszcze

an



a bedziemy mogli napisa¢ réwnanie (2) w ksztalcie

(2 bis)

Mozemy tu podstawié z trzeciego wzoru (33) poprzedniego

rozdziatu. Jezeli atoli szukana orbita jest zupelnie nieznana, to

z poczatku sq nieznane, wiec musimy przyjaé poprostu:

Jezeli odstepy czasu sg male a w dodatku

réwne, to, jak to juz bylo wskazane w poprzednim rozdziale (§ 7),

powyzsza hypoteza daje wcale niezle przyblizenie. Co do to na-
o

turalnie moglibyémy je wyliczy¢ ze wszelkg doktadnosciag ze wzo-

réow (3), ale w pierwszem przyblizeniu nalezy okresli¢ je z tego

samego trzeciego rdéwnania (33) poprzedniego rozdzialu (podstawia-

jac naturalnie R zamiast r) i z ta sama dokladnoécia co wigc

nalezy poprostu potozyé takze

Widzimy stad, ze w pierwszem przyblizeniu rdznica

poprostu znika i ze réwnanie (2 bis) przywodzi sie do réwnania

®)

w ktérem s znane, a zarazem spostrzegamy, dla jakiej
racyli rugowaliS§my z réwnania (2). Obecnie chodzi o to, aby
z pomoca réwnania (5) wyrazié i cieciwe s przez jedne
zmienng poczem mozna bedzie zastosowaé réwnanie Eulera.

Oznaczmy w trdojkacie ptaskim: 7T (ziemia). (stonce), (ko-
meta) przez kat przy ziemi (w czasie pierwszej obserwacyi)
a przez nachylenie plaszeczyzny tego trdojkata do plaszczyzny
ekliptyki. Oczywiscie plaszczyzna tréjkata przecina sie

z plaszczyzna ekliptyki wzdluz prostej, ktérej diugos$é jest to wia-

$nie dlugoéé stonca w czasie pierwsze] obserwacyi. Popro-



wadzmy jeszcze przez P: kolo szeroko$ci, ktére przetnie ekliptyke
w punkcie Q. Diugo$é punktu @Q bedzie As, przeto w trdéjkacie
sferycznym prostokatnym [kat prosty znajduje sie przy Q] PMQ:

®

Stad

)

Mozna okreséli¢ najpierw wx z pierwszego wzoru (7) a potem
ipi z drugiego; ale krdcej bedzie okres§li¢ kat ip; wprost z pierw-
szego wzoru (6) przez cosinus. Watpliwoéci co do kwadrantu,
w ktérym kat ip1 jest polozony, nie bedzie, bo jest dodatnim
katem mniejszym od 180° a cost” musi mieé¢ ten sam znak, co
cos™j — Qx), albowiem cosjest zawsze dodatni. Naturalnie mozna
napisaé zupelnie takie same wzory dla trzeciej obserwacyi. Jednem
slowem tatwo jest znaleéé katy i ips. Ale

co ze wzgledu na zwiazek

mozna tez napisa¢ w postaci

an



Teraz w drugiem réwnaniu (8) rugujemy g3 za pomocg roé-
wnania (5) 1 otrzymujemy oba promienie wodzace r: 1 r3 jako
funkcye samych znanych wielkoéci ijednej niewiadomej Pozo-
stala jeszcze cieciwa s. Oczywidcie

©)

Ale na mocy wzoréw (2) lub (2 bis) i (25) poprzedniego roz-
dzialu

Wyrugujmy teraz za pomocg réwnania (5) ktadac jeszcze
dla krétkoéci
(10)

1 napiszmy

Wyrazenia na i t. d. zawieraja oprocz e: same tylko
znane wielko§ci, mogliby§my tedy na nich poprzestaé; ale dla ula-
twienia rachunkéw wprowadzimy jeszcze pewne pomocnicze wiel-
koséci okreSlone przez réwnania

(U)

ktore znanym 1 tylokrotnie uzywanym sposobem przyprowadzamy
do ksztaltu

(11 bis)

Oczywiécie g jest to cieciwa drogi ziemskiej od pczyéyi
ziemi w czasie pierwsze) obserwacyi do pozycyi w czasie trzeciej
obserwacyi a G jest to dlugo$é ziemi w pierwszej pozycyl widziana
z trzeciej.
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Tak samo poldézmy

(12)

Znowu znanym i tylokrotnie uzywanym sposobem przywie-
dziemy te réwnania do ksztaltu dogodniejszego do rachunku:

(12 bis)

skad znowu

Poniewaz lewe strony réwnan (11) i (12), wzglednie (11 bis)
i (12 bis) zawieraja same tylko znane wielko§ci, wiec mozemy
okreéli¢ g 1 h, G i H oraz bez zadnych watpliwo$ci, poczem
napiszemy:

Skoro to podstawimy w rdéwnanie cieciwy (9), to otrzymamy
je w postaci

(9 bis)

Dokonamy jeszcze jednego podstawienia, mianowicie polozymy

(13)

przyczem zauwazymy, ze tatwo obliczyé albowiem tak

jak sg znane. Nastepnie w drugiem réwnaniu (8) wy-
rugujemy za pomoca wzoru (5) z uwaga na (10) 1 otrzymamy

ostatecznie zamiast rownan (8) i1 (9 bis)

(14)
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Widzimy, ze rt¢, r« 1 8 sq wyrazone przez same znane wiel-
koéci 1 przez gdybyémy tedy podstawili je w rownanie Eulera
[patrz réwnanie (16) w poprzednim rozdziale]:

(15)

to otrzymaliby$§my réwnanie zawierajace tylko jedne niewiadoma ex.
Wiemy juz, ze ta droga bylaby 1 trudng i niepraktyczna, przeto
rozwigzujemy system réwnan (14) i (15) przez kolejne przyblizenia.
Wedle § 5 poprzedniego rozdzialu z poczatku trzeba przyjaC na
re-\-ri przyblizong warto$é (zwykle 2) i obliczyé s. Z tem s trzeba
przej$é do rownan (14). Oczywiscie, skoro s bedzie wiadome, to trzecie
rownanie (14) postuzy nam do obliczenia poczem z pierwszego
1 drugiego réwnania (14) znajdziemy r: i r3; wtedy znéw powrd-
cimy do réwnania (15), znéw okreS§limy s i tak w koétko poty, pdki
przy nowem podstawieniu nie otrzymamy tych samych, co poprze-
dnio, warto$ci, bo to bedzie oznaczaé, ze juz uczyniliémy zado$é
rownaniom. W celu ulatwienia rachunku kltadg jeszcze?l)

skad (16)
a zarazem ktada:
amn
i pisza réwnania (14) w ksztalcie:
(14 bis)

Obliczajac u mozemy mie¢ watpliwoéé co do znaku pierwiastka

Naturalnie nie nalezy migszaé tego u z argumentem szerokoSci.
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Niekiedy mozna rozstrzygnaé te watpliwo$é odrazu. Ponie-

waz sg to dodatnie wielko§ci a wiec gdy
to z pierwszego wzoru (16) wnosimy, ze u jest do-

datnie; ale jezeli to niekiedy trudno rozstrzygnagd,
ktéry znak wziaé nalezy. Jednakze najczesciej zdarza sie, ze u jest
dodatnie a to dla nastepujacego powodu. Cieciwa orbity komety
i cieciwa orbity ziemi sa mniej wiece] w tym samym stosunku co
liniowe predkosci komety 1 ziemi w czasie §&rodkowej (drugiej)
obserwacyi. Wedle wzoru (55) rozdzialu XIII-go predko$é komety

jest a ziemi (przyblizenie) Jc, zatem mamy przyblizenie

Rzadko zdarza sie, aby odleglo$é¢é komety od slonca w czasie
drugiej obserwacyi byla wieksza niz podwdjna odleglo§¢ ziemi od
stonica; zwykle bywa mniejsza, tedy zwykle bywa:

Lecz ze wzoru (9 bis), ktéry z uwagi na wzér (13) mozna

napisa¢ w ksztalcie

widaé, ze skoro

to

bo 1 h sa dodatnie. Wiec wedle pierwszego wlzoru (16)

i z pewnoécig dodatnie.

2. Usprawiedliwienie metody 0l bersa. Przypadek, gdy trzeba
zmienié bieg rachunku.

Wylozyliémy w poprzednim paragrafie metode 01 bers a w tej
formie, jaka nadat jej J. F. Enckel!). Atoli moze sie komu wyda¢é

* Uber die Olbers'sche Methode zur Bestimmung der Kometenbahnen.
Beri. astr. Jahrb. f. 1833. Rozprawa uwazana za klasyczna; wiekszo$é podreczni-

kéw podaje jej tre$é¢ z pewnemi tylko modyfikacyami.



dziwnem, dlaczego nie idziemy najprostsza, najnaturalniejsza droga.
Wszak moznaby w réwnania (26) poprzedniego rozdzialu podstawié
warto$ci na i z pierwszego 1 drugiego wzoru (33) poprze-

dniego rozdzialu. W pierwszem przyblizeniu podstawilibyémy

w nastepnych uwzglednilibyémy dalsze wyrazy szeregéow. Rowna-
nia (26) poprzedniego rozdzialu sa przecie liniowe, rozwiazanie ich
bytoby latwe i daloby nam odrazu Majac za$ te trzy
wielko§ci latwo obliczylibyémy z~... it. d. za pomoca wzorow (25)
poprzedniego rozdziatu, potem r... 1 t. d. za pomoca wzoréw (8)
niniejszego rozdzialu 1 t. d. 1 t. d. Jednakze w praktycznem zasto-
sowaniu takie postepowanie byloby niedogodnem a to dla nastepuja-
cego powodu. Trzy obserwacye daja szeé§é wspdlrzednych, tym-
czasem w przypadku paraboli mamy okreéli¢ tylko pieé¢ elementow.
Gdyby$émy postepowali wedle przed chwilg nakre§lonego programu,
to wprowadziliby§my do rachunku wszystkie szeé¢ obserwowanych
wspélrzednych. Atoli ze wzgledu na btedy obserwacyi a takze na
btedy teoryi [wszak rozwazana orbita w istocie nie jest ani para-
bola, ani nawet stozkowem przecieciem] nadliczbowy warunek spet-
nionym by¢ nie moze. musielibyémy tedy natrafi¢ na sprzecznosci.
Aby ich uniknaé, nalezy obraé taka metode, w ktérej mozna obejsé
sie pieciu datami obserwacyjnemi. Temu postulatowi czyni zado$é
metoda Olbersa, bo wspbélrzedne komety w czasie $érodkowe]
obserwacyi X, i /72 sluza tylko do obliczenia wspélczynnikéw M’
i M" [patrz wzory (4)] ito w taki sposéb, ze zalezno§é tych wspél-
czynnikéw od /I3 i |& jest réwnowazna zalezno$ci od jednej wspdél-
rzednej. RzeczywiScie Xy1i /72 wchodzg do wspélczynnikéw iii' i M”
tylko w kombinacyi

z drugiej strony, jezeli oznaczymy przez w, nachylenie pewnej

ptaszczyzny do ekliptyki, to réwnanie

bedzie wyraza¢ warunek, aby owa plaszczyzna przechodzita przez
pozycye komety 1 stonca w czasie $rodkowej obserwacyi. Zatem
mozemy powiedzieé¢, ze w metodzie Olbersa do wzoréw wchodzi
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tylko iedna funkeya wspdélrzednych nastepnie mozemy
powiedzie¢, ze w tej metodzie orbita musi przechodzié¢ przez
pierwsza 1 trzecia obserwowana pozycye komety, ale niekoniecznie
przez druga (Srodkowa), ze jednakze obliczona Srodkowa pozycya
komety musi leze¢ na wielkiem kole przechodzacem przez obserwo-
wang, $rodkowsa (drugg) pozycye 1 przez Owczesne miejsce slonca.
Nalezy teraz zastanowié sie nad przypadkiem, w ktérym wylozone
w poprzednim paragrafie postepowanie zawodzi.

Gdv trzy obserwowane pozycye komety leza w jednej pla-
szczyznie z druggq pozycyq stonca, to wspdlny mianownik obu
wzor6w (4) i licznik pierwszego znikaja na podstawie tylko co na-
pisanego wzoru

albowiem wtedy

7 tego powodu M' staje sie nieokreslonem a M"” nieskonczenie
wielkiem. Rzécz prosta, ze wzory (2 bis) i (5) sa w takim razie zgola
nieprzydatne. Co wiecej nie mozna ich uzywaé juz wtedy, gdy M’
jest stosunkiem dwdch bardzo malych wielkoéci a M” jest duze?
albowiem wtedy bltedy obserwacyi maja nazbyt wielki wplyw na
wartoéci M’ 1 M"” a przez nie 1 na dalsze rachunki. W takim
razie nalezy uciec sie do trzeciego *) wzoru (1). ktéry takze wcale
nie zawiera , albo tez do wzoru, ktéry otrzymamy rugujac
miedzy pierwszym a czwartym wzorem (1). Dogodniejszym 1 pe-
wniejszym jest trzeci wzér (1), albowiem zawodzi tylko wtedy,
gdy ruch komety w diugosci jest bardzo maty. Dlaczego wtedy
zawodzi, to zaraz okaze sie, skoro rozwigazemy go wzgledem es

Zaraz widaé, ze jezeli jest mate. to mianownik jest

maty a co gorsze, we wysokim stopniu zalezny od bledéw obserwacyi?).

Teraz widzimy, dla jakiego eelu ten wzér byl potrzebny.
2) Rzecz jasna, ze ten sam blad zmienia procentowo dang wielko§é tem

wiecej, im sama owa wielko§é jest mniejsza.



Gdyby jednak zdarzyl sie taki zbieg okolicznoéci, zeby normalne po-
stepowanie bylo niemozliwe a jednoczeénie ruch komety w dlugosci
byl bardzo maly, to trzeba uzyé wzoru, ktéry wynika z rugowania

pomiedzy pierwszym a czwartym wzorem (1). a ktéry wyglada tak:

Jak 1 skad podstawié tem zajmowaé sie nie potrzebujemy,
bo juz w poprzednim paragrafie byta o tem mowa, ale trzeba zajaé
sie wielkoécia ktéra figuruje tak we wzorze (18) jak we wzo-

rze (19). Na podstawie drugiego wzoru (33) z poprzedniego rozdziatu

1 zupelnie tak samo

Tedy

Jezeli to podstawimy we wzory (18) 1 (19), jezeli we wyrazie
nie zawierajacym potozymy to po pewnych redukcyach,

ktérych tu przerabiaé nie bedziemy, mozemy przywie$§é te wzory
do postaci:



nieco prostszej niz postaé pierwotnych wzordéw (18) i (19). Naturalnie

z poczatku, gdy r2 jest jeszcze nieznane, musimy opuéci¢é wyraz

zawierajacy a w dalszych przyblizeniach musimy odpo-
wiednio zmodyfikowaé wzory (14), bo zwigzek miedzy nie
jest ksztattu (10), t. j. a ksztaltu

3. Obliczenie elementéw parabolicznej orbity.

Po obliczeniu 1s mozna 1 nalezy obliczy¢ wspélrzedne
heliocentryczne komety. Oznaczamy heliocentryczna diugosé i sze-
rokoé¢ przez 1 i b, nastepnie piszemy prostokatne heliocentryczne

wspélrzedne na dwa sposoby 1 taczymy je znakami réwnoéci

(20)

Odpowiednich réwnan dla trzeciej pozycyli nie piszemy, bo
w niczem nie rbéznigq sie od réwnan odnoszacych sie do pierwszej
pozycyi. Wszystko, co stoi po prawej stronie, jest znane; tatwo
przeto znajdziemy poniewaz za$ juz sa
znane, wiec jednocze$nie sprawdzimy czes$é¢ rachunku. Jezeli
to ruch komety jest prosty, jezeli to wsteczny.

Po obliczeniu heliocentrycznych wspélrzednych mozemy przy-
stapi¢ do obliczenia elementéw. Zaczynamy od dlugoéci wezlta Q
1 nachylenia i. Z tréjkata sferycznego prostokatnego [kat prosty
jest przy D] NKD wedle wzoréw (7 bis) rozdz. I-go mamy:

@1

Mozemy przeksztalci¢ te wzory w nastepujacy sposéb:

Stosujac znane wzory

oraz



otrzymamy natychmiast:

We wzorach (21) iloSci niewiadome sg w taki sposéb zwia-
zane z wiadomemi, ze dalsze rachunki nie sprawiaja zadnych tru-
dnosci. OczywiScie nalezy najpierw dzieli¢ pierwsze réwnanie przez
drugie, aby otrzymaé réwnanie na

P oznacza perihelium,

K pozycye komety.

poczem mozna z ktoregokolwiek rownania okre§li¢ tangi. Przypo-
minamy, ze tangi>0 przy ruchu prostym, za$ tangi< 0 przy ruchu
wstecznym.

Skoro bedziemy mieli oraz 1, to bedziemy mogli obliczyé
,argument szeroko$ci" u. Z tego samego trojkata NKD znajdujemy

Jednoczeénie za§ mamy réwnania w rodzaju

oraz inne réwnania odnoszace sie do trdjkata sferycznego NKD,
z ktérych mozna bedzie okreéli¢ znaki coswu i sinw, t.j. okres$li¢
w jakich kwadrantach znajduja sie katy m, i «,.



Nastepnie poniewaz

wiee mozemy okreslic¢ podstawié¢ je w rdéwnanie

i sprawdzi¢ warto§¢ na s. Z drugiej strony [odlegtoéé perihelium
od wezlta, por. wzér (72) rozdzialu XIII-go] jest okresSlona przez

réwnanie

Ot6z mozna znaleé¢ w jednoczeénie z to jest odle-
glos§¢ komety od slonnca w perihelium) w nastepujacy sposéb. U pa-
raboli [por. wzér (45) rozdz. XIII-ty]

tedy rugujac v mozemy napisaé

albo tez
(22)

Przez dodawanie i odejmowanie otrzymujemy stad najpierw

a potem przez latwe przeksztalcenie

(22 bis)

Dzielac drugie z tych réwnan przez pierwsze otrzymamy
rownanie, w ktérem jedyna niewiadoma bedzie <3, bo u; i % sg

juz znane. Obliczywszy w znajdziemy q z ktéregokolwiek réwnania,



znajac za$§ ¢ znamy tem samem p a wiec rozmiary paraboli. Jedno-
czeénie znajdziemy takze dlugoéé perihelium ji, albowiem przy
ruchu prostym

a przy wstecznym

za$§ dlugoéé wezta juz jest znana.

Pozostaje jeszcze do okre§lenia czas przejécia przez perihe-
lium Do okreélenia tego czasu mozemy uzyé wzoru (46) z roz-
dziatu XIII-go, ktéry mozemy napisaé tak:

(23)

Oczywiécie mozemy napisaé taki sam wzér dla trzeciej obser-
wacyl; obie warto$ci na t, powinny sie zgadzaé, mamy przeto
nowa probe rachunkéw. Mozna obejéé sie bez obliczania prawej
strony réwnania (23), bo za pomoca tablic Bar ker a [lub innych
podobnych] mozna odrazu dla danej anomalii prawdziwej v znale§é
warto§¢ dwumianu w nawiasie. Wspominatem juz, ze tablice Bar-
ke ra (albo tez tablice na nich wzorowane) znajduja sie w rozmai-
tych podrecznikach traktujacych o wyznaczeniu orbit.

4. Wielorakie rozwigzania.

Juz w rozdziale XV-tym, § 2 wspominaliémy, ze w przy-
padku paraboli mogg by¢é niekiedy trzy rozwiazania. Nalezy teraz
nieco wyjaéni¢ te sprawe. Rownania, ktére daja powdd do tej
wieloznacznoéci, to réwnania (14) i (15) obecnego rozdzialu. Wida¢é
zaraz, ze gdybySmy podstawili rz r3 i s z réwnan (14) w réwna-
nie (15), to otrzymaliby§my rdéwnanie z jedna niewiadomg ¢qv Uwal-
niajac od pierwiastkow otrzymalibyémy réwnanie bardzo wyso-
kiego stopnia a jednocze$nie wprowadzilibyémy wiele nowych pier-
wiastkéw, obcych samemu zadaniu. Ale jezeli, jak to np. uczynit
O ppol zer, pominiemy mate wielkoéci wyzszych rzeddéw, to otrzy-
mamy w koncu réwnanie algebraiczne szdéstego stopnia wzgledem
ktére ma albo cztery, albo dwa urojone pierwiastki. Pozostaja wiec
albo dwa, albo cztery pierwiastki rzeczywiste. W pierwszym razie
jeden pierwiastek jest dodatni a drugi odjemny, w drugim moga

Astronomia teoretyczna. 23
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byé albo trzy odjemne oraz jeden dodatni, albo jeden odjemny
oraz trzy dodatnie. Ostatecznie zatem mamy albo jeden, albo trzy
pierwiastki dodatnie, t. j. jedno, albo trzy rozwiazania, bo tylko
dodatnie pierwiastki maja fizyczne znaczenie. Przypadki, w kté-
rych trzy systemy elementéw rzeczywiscie czynigq zado$é trzem
obserwacyom, juz zdarzaly sie w praktyce astronomicznej. Oppol-
zer wykazal, ze taki przypadek zachodzi z kometq Crulsa, Czor-
nyj skonstatowal to samo co do komety 1910a it.d. it.d. Char-
il er twierdzi nawet!), ze ta wieloznaczno$§¢ zachodzi co najmnie]
dla polowy komet?

Pospolicie do rozpoznania, ktéry z trzech systeméw odpowiada
rzeczywisto$ci, wystarcza poréwnanie obliczonej $rodkowej pozycyi
z obserwowana, gdyby za$§ pozostawala jeszcze jaka watpliwo$é, to
rozstrzygnie ja czwarta obserwacya. Ale, jak to dowiédlt Czornyj 2),
mozna bez zadnych nowych obserwacyi droga czysto analityczna
rozpoznaé, ktére z trzech rozwigzan jest zgodne z rzeczywistoécia.
Jak to mozna zrobié¢, pokazemy dopiero w rozdziale XVIII-tym,
gdy przejdziemy do rozpatrzenia tak zwanej analitycznej metody
wyznaczenia orbit.

5. Przyktlad.

Zapozyczamy przyktad z ,Guide du calculateur" J. Boccar-
diego3), ale, aby go uczynié¢ zrozumialszym, przeprowadzamy ra-
chunki nieco obszerniej, nizli to sie zwykle robi i opatrujemy ko-
mentarzami.

Obliczenie pierwszej orbity komety Zonat) 1890IV
metoda Olbersa?d):

1) Monthly Notices R. A. S., tom LXXI, str. 122.

2) S. Tscherny: Mehrfache Losungen des Kometenproblems. Astr. Nachr.,
tom CLXXVI, str. :-S65—370.

s) Paryz 1902, cz. II, str. 63.
1) ,Zona" nazwisko astronoma, ktoéry ja odkryl. Byla to mala kometa.
5) Schemat rachunku zapozyczony z berlifiskiego ,Rechenbureau".



— 355 —

Zamieniamy wspdéirzedne réwnikowe na ekliptyczne wedle
wzoréw (4 bis) rozdziatu VI-go:

J) Srednio nachylenie ekliptyki na poczatku roku.

2) Jezeli posiadamy log jakiejkolwiek funkcyi trygonometrycznej, to szu-
kamy bezpos$rednio inne funkcye trygonometryczne tego samego argumentu nie
przechodzac przez Kkat,

20*
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Bierzemy z efemeryd odpowiednie czasom obserwacyi wspol-

rzedne stonca i tworzymy réznice

Obliczamy wspétczynnik M' réwnania (5) podany w pierw-
szem réwnaniu (4). Kladziemy [por. wzory (7)] dla krétkosci

i piszemy zamiast pierwszego réwnania (4)

*) Litera n oznacza jak zwykle, ze odpowiadajaca logarytmowi liczba jest

odjemna,.



Obliczamy teraz za pomoca pierwszego wzoru (6) wielkosci

[por. wzory (17)]:

Teraz obliczamy cieciwe ziemskiej orbity od pierwszej po-
zycyl do trzeciej. Stuza do tego wzory (11 bis).



Obliczamy h, 1 H ze wzoréw (12 bis)

Poniewaz jest szeroko$cig trzeciej pozycyli komety wzgle-
dem punktu, ktérego wspoélrzedne geocentryczne w chwili trzeciej
obserwacyi sg wiec musi byé do-
datni. Stad wynika, ze jest odjemny do-
datni, t. j. kat lezy w 4-tym kwadrancie. Tedy:



Teraz obliczamy [patrz wzér (13)] i A [wzory (17)]

Obliczamy oraz [wzory (17)]:

6. Dalszy ciag. Rownanie Eulera.

Przystepujemy teraz do rozwigzania réwnania Eulera. Préba
czterocyfrowymi logarytmami z wartoScig (por. § 5 po-

przedniego rozdzialu) przekonuje nas, ze suma promieni musi by¢
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znacznie wieksza, bo znajdujemy: Tedv kta-
dziemy w nastepnej proébie Rachunek opiera sie na
wzorach (14 bis). Positkujemy sie przy nim tablicami Enckego,
ktére mozna znale$¢ we wszystkich specyalnych podrecznikach po-
§wieconych wyznaczeniu orbit. Aby mddz korzystaé z tych tablic,
trzeba tylko obliczyé wielko§é oznaczong [w rozdz. XV-tvm, § 5.

wzér (18)] przez rj. a okre§long wzorem

W tablicy Enckego znajdziemy odpowiedni poczem

odrazu otrzymamy cieciwe ze Wwzoru

Stojaca w liczniku tego ostatniego wzoru wielkoé¢
obliczamy siedmiocyfrowymi logarytmami, albowiem powtarza sie

we wszystkich prébach:

ale pierwsza prébe wykonujemy z pomoca pieciocyfrowych loga-
rytméw. W nastepnych prébach uzywamy juz sze$ciocyfrowych
logarytméw. Jednoczeénie przestajemy zaokraglaé wartoéci na
natomiast podstawiamy przy kazdej nowej prdbie te warto$é, ktora
otrzymaliémy w poprzedniej. Wkrétce spostrzegamy, ze log” prze-
staje zmieniaé sie, mianowicie wcigz wypada

Jednoczeénie spostrzegamy, ze wartosci lia poczynaja zblizaé
sie do okreS§lonych granic, wreszcie przestaja zmieniaé sie. co ozna-
cza. ze juz doszliSmy do wartoéci czyniacych zado§é réwnaniu
Eulera. Zatrzymujemy sie tedy 1 przyjmujemy owe ostatnie, juz

niezmieniajace sie wartoSci, mianowicie

Przyklad rachunku podamy w § 9.
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Aby obliczyé (>j, stosujemy drugi wzér (16), potem za§ obli-

czamy ze wzoru (5), w ktérym [por. wzér (10)] ktadziemy

0

Rachunek przedstawia sie¢ w nastepujacy sposoéb:

7. Dalszy ciag. Obliczenie elementéw orbity.

Przedewszystkiem obliczamy wedle wzoréw (20) wspdirzedne

heliocentryczne komety w pierwszej 1 trzeciej pozycyil! ):

Dla krétkoéci piszemy [ zamiast log.
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Poréwnujac obecnie otrzymane wartoSci na rx 1 r3 z temi,
ktére znalezliSmy w poprzednim paragrafie, widzimy prawie zu-
pelna zgodnoéé: logarytmy rx i rs réznia sie tylko o jednostke osta-
tniego miejsca dziesietnego, co ttémaczy sie przez nieuniknione przy
rachunku logarytmicznym zaokraglanie liczb.

Teraz obliczamy i i za pomoca wzoréw (21), albowiem
wskutek tego, ze katy saq bardzo male, wzory

(21 bis) daja niepewne rezultaty. Ze wzoréw (21) wynika:

przyczem

Za pomoca logarytméw Gaussa zaraz znajdziemy



Obliczamy argumenty szeroko$ci i ze Wzoru

Obliczamy za pomocg wzoréw (22 bis):

Stad zwazywszy, ze ruch jest wsteczny, znajdziemy

Chociaz otrzymalibyémy to samo ze wzoréw (22 bis), jednakze

obliczamy ¢q ze wzoréw (22) jako prostszych:



Obliczamy wreszcie to za pomocg tablicy Barkera [per.

wzbér (23)]

Przyjmujemy érednia z obu wartoéci na

albo okraglo

co odpowiada dacie 3,762 Sierpnia 1890 r.
Zbierajac wszystkie wyniki otrzymamy nastepujace wartosci

elementéw *):

8. Obliczenie stosunku Wybieg Carliniego.

Powyzsze elementy nie sa ostateczne, bo odstepy czasu po-
miedzy obserwacyami sg nierdwne
przeto wzér (5), z ktérego obliczyliémy stosunek Qs/e:r jest w da-
nym razie z pewno$ciag niedokladny. Ale obecnie mozemy obliczyé
ten stosunek ze §cislego wzoru (2 bis), bo wszystkie wielkoéci wcho-

dzace do tego wzoru albo sg znane, albo daja sie obliczyé¢ z wiel-

J) Wartoéci te sa nieco, gxdzne/ jod warto$ci podanych przez Boccardiego.
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ko$ci znalezionych w poprzednich paragrafach. Wtaéciwie brak nam

tylko Moglibyémy obliczyé je ze wzoru.

ktéry wynika Dbezpoérednio ze wzoréw (23) i (36) poprzedniego
rozdzialu. Ale drobny blad we ve ma duzy wplyw na prawa strone
powyzszego réwnania, bo katy Uz — U2 1 U2—Ux sa malte. Tymcza-
sem vz nie daje sie doktadnie obliczyé, bo zalezy od nieco niepe-
wnej epoki przej$cia przez perihelium. Zatem lepiej bedzie wuciec
sie do ostatniego wzoru (33) poprzedniego rozdzialu. Mozemy go

zastosowaé, bo juz znamy r: 1 r3, przeto mozemy za pomocs Wzo-

réw (34) i (35) obliczyé

Poniewaz

przeto

Oprécz tego

Stad zaraz znajdziemy

Nastepnie znajdziemy z ostatniego wzoru (33) poprzedniego

rozdziatu

Co do to naturalnie najlepiej jest obliczyé je ze wzoru



wynikajacego ze wzoréw (3), bo wszystkie daty odnoszace sie do

ziemi sa pewne. Znajdziemy wnet

Przechodzimy do wzoru (2 bis). Oprécz wchodza don

Ostatnia z pomiedzy tych wielkoS§ci juz zostala
obliczona, znajduje sie w efemerydach, zaleza tylko
od dat obserwacyjnych 1 moga by¢ obliczone ze wzorow (4).
Zreszta M' juz bylto obliczone, bo potrzebowaliémy go do uproszczo-

nego wzoru Ol bersa (5). Oto logarytmy tych wielkoS$ci:

Podstawiwszy wszystkie te wartosci we wzdér (2 bis) znaj-

dziemy

Naturalnie i ta warto§é na 1.¢3/qi nie jest jeszcze zupelnie
$cista, jednakze jest z pewnoécia o wiele blizsza prawdy, anizeli
przyjeta w dotychczasowym rachunku a obliczona z uproszczonego

wzoru O lbersa (5) wartoéé

Mogliby$Smy tez p6jé¢ inng drogsa, wskazang przez Carli-
niego. Oto jezeli obliczymy =z otrzymanych w poprzednim para-

grafie elementéw

to naturalnie okaze sige, ze ta nowa warto§é m rdézni sie od pier-
wotnej, obliczonej wprost z danych obserwacyjnych. Zalézmy, ze
nowy \.m jest o x wiekszy (mniejszy) od pierwotnego, wtedy zmniej-
szamy (zwiekszamy) pierwotny \.m o x 1 obliczamy ponownie M,
ale znowu 2z uproszczonego wzoru Olbersa. Zastosujemy regule

Carliniego do naszego przypadku. Przedewszystkiem obliczymy vz
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W tablicach Bar ker a znajdujemy odpowiednie
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Warto poréwnaé i t. d. z pierwotnemi war-
toSciami wynikajgcemi wprost z danych obserwacyjnych, ale prze-
dewszystkiem chodzi o 1L.m. Widzimy, ze nowa jego wartos$é jest

o 0,000629 wieksza od dawnej. Stosownie do regulty Car li niego

zmniejszamy dawna warto$§é (1 obliczamy

z uproszczonego wzoru Olbersa (5) ktadac

Ponawiajgc rachunek dokonany w § 5 znajdziemy

Stad np. za pomocg logarytméw Gaussa wnet znajdziemy

Otrzymaliémy zatem ta drogg na wartoéé doéé bli-

ska do tej, ktéra wynikla ze wzoru (2 bis). Poniewaz jednak tamta

wartoéé jest prawdopodobnie dokladniejsza, wiec przechodzimy do

drugiego przyblizenia z tamtg warto$cia.

9. Ponowne obliczenie wielko$ci wchodzacych do réwnania
Eulera i ponowne rozwigzanie tego rownania.

Wielkosci kat 6r, cieciwa g oraz

pozostaja
bez zmiany, ale musimy na nowo obliczyé¢ h i H:
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Stad [przez logarytmy Gaussal

Nastepnie
Obliczamy i A
Obliczamy oraz [wzory (17)]:

pozostaja bez zmiany

Astronomia teoretyczna.

it.d.
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Stad [przez logarytmy Gaussal:

Przy rozwigzaniu réwnania Eulera podstawiamy z poczatku

na wartoéé otrzymang w § 6, t. j. kltadziemy

i otrzymujemy w kolejnych trzech prébach wciaz podstawiajgc na

warto§é otrzymana w poprzedniej proébie:

Z tych trzech wartoSci mozemy przez interpoiacye otrzymad
czwarta dostatecznie doktadna, t. j. juz czyniacq zado$é réwnaniu
Eulera. Zaltézmy, ze prawdziwa, t. j. czyniaca zado$é réwnaniu
Eulera wartoéé jest Y a jakakolwiek przyblizona vy,

réznice za§ miedzy druga a pierwszg oznaczmy przez A,, t.j. poiozmy

Oznaczmy teraz przez y' nowa przyblizona wartosé

otrzymana rachunkiem z poprzedniej, t. j. z y. Mamy wtedy

Jezeli rozwiniemy prawa strone tego wzoru w szereg pote-

gowy, to otrzymamy

Ale gdyby y bylo prawdziwa wartoécig [t.j. gdyby
byto y — Y], to wtedy przy nowej prébie znéw otrzymaliby§my
te sama wartoéé, t.j. byloby i prawa strona poprzedniego
réwnania musiataby byé réwng zeru. Ale, zeby to bylo mozliwe,

musi byé stale

Tedy szereg nasz przywodzi sie do



Skoro jest mate, to mozna zaniedbaé¢ dalsze wyrazy
i przyjaé

Zalézmy teraz, ze mamy trzy kolejne wartoSci:
oznaczmy roéznice przez réznice przez a be-

dziemy mieli

Stad rugujac A otrzymamy

Ale to réznica drugiego rzedu tedy

W naszym przyktadzie:

zatem

Trzeba jednak sprawdzié, czy ta wyinterpolowana wartoéé
rzeczywi§cie czyni zado$é réwnaniu Eulera, bo cale nasze rozu-

mowanie polegalo na zalozeniu, ze juz jest dostatecznie male
G~ yby jeszcze nie bylo dostatecznie male, to otrzymaliby§my na-
zbyt niedokladne przyblizenie i musielibyémy ponowié¢ préby.

Przystepujemy tedy do sprawdzenia

Stad 1)

*) Dodajemy 1 odejmujemy po wiekszej cze$ci z pomoca logarytméw
Gaussa.

24*
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Stad

a stad

Otrzymaliémy wiec na te samg wartos§é, z ktora
rozpoczeli§my rachunek, co dowodzi, ze ta warto§é czyni zadoé¢é

réwnaniu Eulera. Przyjmujemy tedy

i obliczamy i
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10. Ponowne obliczenie elementéow orbity.

Znowu obliczamy wedle wzoréw (20) wspéirzedne heliocen-

tryczne komety w I-szej i IIl-ciej pozycyi.

Tak i.iak r6znia sie od przyjetych w koncu poprze-
dniego paragrafu tylko o dwie jednostki ostatniego miejsca dzie-

sietnego, co obja$nia sie przez zaokraglanie logarytmoéw.



Przystepujemy teraz do ponownego obliczenia elementéw.

skad



Za pomoca tablic Bar ker a znajdujemy 1.M odpowiednie do v

Jak widzimy, obie wartoéci na tp dobrze zgadzajg sie ze sobag,
co dowodzi, ze rachunki zostaly wykonane poprawnie. Moglibyémy

jeszcze dalej posungé sie w przyblizeniach, mogliby§my jeszcze raz
obliczyé i jeszcze raz powtdérzyé rachunki, ale przy obli-

czeniu pierwszej orbity z trzech obserwacyi niema celu dobijaé sie
nadzwyczajnej §&cisloSci, bo przecie skoro zbierze sie wiecej obser-
wacyi, to przy obliczeniu orbity uwzgledniajacem wszystkie obser-
wacye bedziemy musieli zmodyfikowaé elementy. Przyjmujemy wiec

obliczone w tyrn paragrafie elementy za ostateczne i piszemy

11. Poréwnanie obliczonej $rodkowej pozycyi z obserwowana.
Zbiezno$&¢.

Gdybyémy obliczyli czy to z tych, czy tez z otrzymanych
w § 7 elementéw skrajne pozycye komety, to okazalaby sie zawsze

zupelna zgodno$§é, bo skrajne pozycye sluzyly za podstawe calego



rachunku. Natomiast, jak to juz wiemy z § 2, obliczona z elemen-
tow $Srodkowa pozycya wcale nie musi zgadzaé sie z obserwowana,,
bo obserwowane wspdlrzedne §rodkowej pozycyi tylko czes$ciowo,
jednostronnie wchodza w rachube. Zgodno§é miedzy obserwowanag
a obliczong $rodkowa pozycya zalezy w pierwszym rzedzie od tego,
o ile uwazana orbita jest zblizona do parabolicznej. Gdyby to byta
orbita wybitnie r6zna od parabolicznej, to niepomoglyby mnajdalej
idace przyblizenia, najécislejsze rachunki.

Obliczymy wspé6lrzedne geocentryczne, ekliptyczne komety
w drugiej pozycyi: i/?2, poczem poréwnamy je z obserwowa-

nemi. Naturalnie caly rachunek odbywa sie¢ w odwrotnym porzgdku.

W tablicach Bar ker a znajdujemy odpowiednie



Otrzymaliémy na 1.m te sama warto§¢ [wlaéciwie o 0,000001
mniejszg], ktéra w § 5 wynikta wprost z danych obserwacyjnych;
to znaczy, ze obliczona S$rodkowa pozycya znajduje sie juz na wiel-
kiem kole przechodzgacem przez obserwowana $rodkowa pozycye
i przez 6wczesne miejsce stonca, jednakze obliczona pozycya nie
jest identyczna z obserwowana. Poréwnawszy obliczone tu wspét-

rzedne z obserwowanemi (§ 5) widzimy, ze

obliczone

zaé obserwowanel)
Zatem obserwowane wspélrzedne sa nieco wieksze, miano-

wicie: Jezeli wreszcie obliczymy

tym samym sposobem, co w § 8, to znajdziemy: 1.M= 0,012991,
podczas gdy w § 8 znalezliémy: 1.M= 0,012982. Wnosimy stad, ze
ta ostatnia warto§¢ — a ona to wlasnie stuzyla za podstawe do
obliczenia elementéw — bylta juz wcale doktadna. Jeszcze wieksza

zgodno$é osiggniemy, jezeli obliczymy 1.3/ znowu za pomoca wzoru

1) Nie podawali§my /?, bo latwo je obliczyé¢ ze sin lub tang (str. 355).
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(2 bis), ale uzywajac w rachunku obliczonego nie z ostatniego

wzoru (33) poprzedniego rozdzialu a ze wzoru

Mianowicie znajdziemy wtedy: 1.il/= 0,012985, t. j. tylko
o 0,000003 wiecej niz w § 8. Biorac w uwage te zgodnoéé war-
toSci na m i M mozemy powiedzieé, ze osiagneliSémy juz dostate-
czne przyblizenie i ze pozostala niezgodnoéé pomiedzy obserwowa-
nemi a obliczonemi wspé6lrzednemi w §rodkowej pozycyi pochodzi
wlaénie stad, ze orbita uwazanej komety nie jest doktadnie para-
bolicznal). Jednakze, jak widzimy, réznica jest nieznaczna.

Na zakonczenie sprawdzimy, czy warunki zbieznosci, o kté-
rych méwiliSmy w § 8 poprzedniego rozdziatu, sa w danym razie
spelnione. Stosujac podane w wymienionym paragrafie prawidla
przekonamy sie, ze w danym przypadku szeregi na wspdélrzedne,
na stosunki miedzy polami tréjkatéw i t. d. sa bezwzglednie i szybko
zbiezne dzieki temu, ze odstepy czasu miedzy obserwacyami (51 14
dni) sa duzo mniejsze od promieni zbieznoéci. RzeczywiScie, nawet

najmniejszy promien zbieznoéci w perihelium wynosi
dni

a w chwili érodkowej obserwacyi, w 106,27 ... dni po przejéciu

przez perihelium wynosit

*) Podczas gdy my tu obraliSmy za podstawe drugiego przyblizenia wartosé
na M obliczong ze wzoru (2 bis) J. Boccardi wzigl te, ktérgq otrzymaliémy przez
zastosowanie reguly Carliniego, mianowicie wzial 1l m = 9,839427 n, znalazl
1. M= 0.012955 (unas 0,012956) i w przedstawieniu drugiej pozycyi osiggnal jeszcze
lepsze przyblizenie [cos AA= 2,4, //(?= 3,0]. Naturalnie otrzymane przecenh
elementy sa nieco rézne od naszych a epoka przejécia przez perihelium rézni sig
nawet o przeszlo dobe. Jednakze orbita Boccardiego czyni nieco mniej dokta-
dnie zadoéé danym, bo jego koncowy 1.m — 0,840040 n, jest przeto o 0,000016
mniejszy od obserwowanego, podczas gdy nasz rézni sie tylko o 0,000001 od obser-

wowanego.



ROZDZIAL XVII.

Wyznaczenie orbity eliptycznej z trzech
obserwacyi.

1. Zasadnicze wzory metody Gaussa.

Wylozymy tu metode Gaussa w tej formie, jaka nadal jej
Enekel), bo wprawdzie metody Oppolzera, Gibbsa it. d. sa
z teoretycznego punktu widzenia doskonalsze, ale w praktycznem
zastosowaniu mniej dogodne. Wzory Oppolzera 1 Gibbsa sa
§ciélejsze: od jednego przyblizenia otrzymujemy elementy réwnie
doktadne, jak w metodzie Gaussa po dwdcb przyblizeniach; alisci
doS§wiadczeni rachmistrze twierdza?), ze to jedno przyblizenie po-
chtania wiecej czasu niz dwa w metodzie Gaussa. Nastepnie ponie-
waz w metodzie Gaussa 1 Enckego wzory sa prostsze i ponie-
waz cze$ciej nadarzaja sie sposobno$ci do kontroli rachunkéw, wiec
tlatwiej mozna unikngé bledu, ewentualnie tatwiej go wykryé.
Wprawdzie metoda Gaussa ma te sama wade, co metoda OI-
bersa, mianowicie §cisto§é w znacznym stopniu zalezy od tego,
czy odstepy czasu miedzy obserwacyami sa ré6wne, czy nie; ale
w praktyce ta wada rzadko kiedy daje sie we znaki, bo zazwy-
czaj] mamy pod dostatkiem obserwacyi, tatwo wiec wybraé trzy
réwno od siebie odlegte obserwacye, wzglednie tatwo utworzyé
ro6wno odlegle miejsca normalne.

Poniewaz e moze mieé¢ jakakolwiek warto§é =zawarta miedzy
0 a 1, wiec trzeba okresli¢ szeéé elementéw i liczba niewiadomych

jest rowna liczbie obserwowanych wspélrzednych. Wskutek tego

') Ueber die Bestimmung einer elliptischen Bahn ... etc Berliner Astron.
Jahrbuch f. 1854.
2) Cf. Boecardi: Guide du caleulateur, cz. II-ga, str. 44.



musimy zuzytkowaé wszystkie sze§é réwnan i prowadzié rachunki
inaczej niz przy wyznaczeniu orbity parabolicznej. Ale gléwna
réznica miedzy przypadkiem paraboli a przypadkiem elipsy po-
chodzi stad, ze przy wyznaczeniu orbity eliptycznej nie korzy-
stamy z réwnania Lamberta, podczas gdy specyalny jego przy-
padek [réwnanie Eulera] odgrywa przy wyznaczeniu orbity pa-
rabolicznej metoda Olbersal!) tak wazna role.

Z poczatku musimy przygotowaé sobie niektére wzory. Be-
dziemy postugiwaé sie réwnaniem (35) z rozdz. XIII-go. Naturalnie
réwnanie to musi byé spelnione we wszystkich trzech pozycyach,

t. j. musi byé

(1)

Jezeli pomnozymy pierwsze z tych réwnan pi-zez sin(Msg—u2):
drugie przez sin(wr — us), trzecie przez sin(we — w) 1 dodamy do
siebie, to suma wyrazéw zawierajacych e bedzie réwna zeru i otrzy-

mamy réwnanie

Ale jezeli po prawej stronie tego réwnania napiszemy

i rozwiniemy to prawa strona przybierze postacé:

Stad po latwych redukcyach wynika

prawa strona

') Niektéore metody wyznaczenia orbit parabolicznych, np. metoda Ponté¢-
coulanfa nie korzystaja z réwnania Eulera. Co za$ do przypadku elipsy, to
nie poslugujemy sie¢ réwnaniem Lamberta gléwnie dlatego, ze rozwigzanie jego

jest trudniejsze niz rozwiazanie réwnania KEulera.
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Pomnézmy to i jednoczeénie podzielmy przez

Poslugujac sie réwnosciag

i podstawiajac wartoéci ze wzoréow (36) rozdz. XV-go mozemy przy-

wieéé¢ prawg strone do ksztaltu:

Przeksztalcamy takze w podobny sposéb lewa strone réwna-
nia. dJezeli pomnozymy ja 1 jednocze$nie podzielimy przez
to po podstawieniu wartoéci z tych samych wzoréw (36) rozdziatu

XV-go przywiedziemy lewa strone do ksztattu:

Stad taczac znowu obie strony réwnania znakiem rdéwnosci,
skracajac przez wreszcie dzielac obie strony przez pozo-

staly przy p wspélczynnik otrzymamy

Obliczywszy p z réwnania (2) mozemy wréci¢ do réwnan (1)
i wyznaczyé z nich e 1 w.
Wezmy np. pierwsze i trzecie réwnanie (1) 1 napiszmy je

w postaci

Przez dodawanie 1 odejmowanie otrzymamy po latwych re-

dukcyach réwnania:



®

z ktérych tatwo mozna wiadomym sposobem obliczyé najpierw
a potem e.

Oprécz powyzszych réwnan poslugujemy sie tez réwnaniami
(26) rozdzialu XV-go, ktére stluzyly nam juz do wyznaezenia orbit
parabolicznych. Zupelnie tak samo jak w przypadku paraboli nie
mozemy odrazu doktadnie obliczyé skrécone odlegtosci (?3, bo
z poczatku nie znamy §cistych warto$ci stosunkéw miedzy polami
tréjkatéw. I tu zatem musimy uciec sie do kolejnych przyblizen,
ale ze wzgledu na inne warunki zadania, giéwnie ze wzgledu na to,
ze nie postugujemy sie ré6wnaniem Lamberta, obieramy inna
droge. Zamiast rugowaé ez rugujemy ex i €3 nastepnie okreélamy q2
mozliwie dokltadnie przez kolejne przyblizenia, obliczywszy za$§ q:
juz z jego pomocg okreslamy i Rugujemy *~ i w naste-

pujacy sposéb; mnozymy pierwsze réwnanie (26) rozdz. XV-go przez

drugie przez

trzecie przez

dodajemy stronami odpowiedniemi, poczem odpowiednio uporzadko-

wawszy otrzymujemy:

Mozna upro$ci¢ wspdlczynniki tego réwnania wprowadzajac
wielkie kolo przechodzace przez pierwsza 1 trzecia pozycye cijala.
Oznaczmy przez K dlugo$§é wstepujacego wezla tego kola a przeiz J

jego nachylenie do ekliptyki; wtedy



Skoro wyrugujemy i z réwnania (4) za po-

moca roéwnan (5), to poniewaz

itod.... 1t d.... 1t d.

wiec rownanie (4) podzielone jeszcze przez

przybierze postaé

Przeksztalcamy jeszcze wspélczynnik przy Jezeli na tem
samem wielkiem kole [przecbodzacem przez pierwszg 1 trzecig po-
zycye], wezmiemy punkt, ktérego dlugosé jest i oznaczymy jego

szeroko$é przez /?0, to

Skoro wyrugujemy ze wspdblczynnika przy
za pomoca tego ostatniego zwiazku, to omawiany wspdtczynnik po

tatwych redukcyach przybierze postaé:

a réwnanie (6) po przeniesieniu wyrazu zawierajacego niewiadoma,

przybierze ostatecznie postacé

*) OczywiScie tatwo jest obliczy¢ dwie niewiadome K i J z réwnan (5) bo

sg dane. W celu obliczenia K i J mozna przeksztalcié réwnania (5)

w podobny sposéb jak réwnania (21) rozdzialu XVI-go, albo poprostu rozwigzaé
wzgledem siniTtangd i cos K tang oJ.

2) Trzeba obliczaé ten wspéblczynnik ze szczegdlng dokladnoécia, bo jest

maty, a po rozwiazaniu réwnania (6 bis) wzgledem g2 wejdzie do mianownika.



Co do /?, to tatwo je obliczyé z r6wnania (7), bo L, jest dane,
a K i J okreS§lamy 2z réwnan (5). Tedy wszystkie wielko§ci —
oprécz naturalnie niewiadomej gz — wchodzace w réwnanie (6 bis),
wzglednie (6) s albo znane, albo dajg sie tatwo obliczyé. Trudnosé
sprawiaja tylko stosunki miedzy polami tréjkatéw t. j.
Chcac osiggnaé jak najwieksza dokladno$§é powmnibyémy w szere-
gach (83) rozdziatlu XV-go, wyrazajacych te stosunki, wziaé jak

najwiecej wyrazéw; ale dalsze wyrazy tych szeregéw zawieraja
oprécz wiadomych odstepéw czasu takze niewiadome

Wobec tego zdawatoby sie, ze w pierwszem przyblizeniu nalezy

ograniczyé¢ sie do pierwszych wyrazéw pomienionych szeregéw, jako
niezawierajacych ani ani Ale wpredce spostrzegamy, ze to

niemozebne, bo jezeli ograniczymy sie do pierwszych wyrazéw sze-
regéw (33), to musimy tak samo ograniczyé sie do pierwszych
wyrazow szeregdw (32) rozdz. XV-go, wyrazajgcych same pola trdj-

katéw, t. j. musimy przyjacé

Ale wtedy ze wzgledu na rdéwnoéé

otrzymamy

a w nastepstwie z réwnania (2) obecnego rozdzialu wyniknie

Ostatecznie musimy obraé posrednig droge. Pomijamy w sze-

regach (33) wyrazy trzeciego rzedu wzgledem x\ wyzszych rzedédw,
jako zawierajace nie dajace sie (z poczatku) obliczyé a zatrzy-

mujemy wyrazy drugiego rzedu, bo rz, ktére one zawieraja, dlaje
sie wyrazié¢ jako funkcya tejze samej niewiadomej q.2. Mianowicie

z tréojkata: ziemia, slorice i planeta (w drugiej pozycyi) mamy



— 385 —

Ale [por. wzory (25) rozdz. XV-go]

przeto mozemy napisaé to réwnanie w postaci:

(8)

Oto jest r6wnanie pomocnicze okreélajace r2 przez e> Nie
wprowadza ono zadnej nowej niewiadomej, bo kat ip» miedzy kie-
runkami idacymi od ziemi ku planecie i ku stoAcu moze byé
kazdej chwili obliczony badz z pierwszego wzoru (6) rozdz. XVI-go,

badZz ze wzoréw (7) tegoz rozdzialu, wtlaséciwie ze wzoru

albo ze wzoréw

©

Jezeli obliczamy xp: z pierwszego wzoru (9), to watpliwosci
co do kwadrantu, w ktérym ten kat jest polozony, nie bedzie, bo
musi byé 0<” 3 -<180°, zaé ze wzgledu na to, ze (zawsze) cos/?2>>0,
cos tp., musi mieé¢ ten sam znak, co cos Xe— Q2), tylko gdy cos
jest bliski do -j-1 albo —1, to kat obliczony przez co sinus
bedzie niepewny.

Wyrugujemy teraz gq.2sec/?2 z réwnan (6 bis) i (8), dzieki
czemu otrzymamy rdéwnanie zawierajace tylko jedne niewiadoma 7z
Przy sposobnos$ci, aby skrécié pisanine, wprowadzimy do réwnania

(6 bis) niektére nowe symbole. Polozymy mianowicie

(10)

i podzielimy cale réwnanie (6 bis) przez!) a. Nastepnie polozymy

jeszcze

Przy podstawienia liczbowych warto$ci nalezy oblicza¢ a z jak mnaj-
wieksza dokltadnoécia.

Astronomia teoretyczna. 25



(8)

Po wprowadzeniu tycli symboléw rdéwnanie (6 bis) przybierze

postaé

(12)

przyczem b, ¢, d sa wiadome. To réwnanie mozna tez napisaé tak:

(12 bis)

7Z drugiej strony, jezeli rozwigzemy réwnanie (8) wzgledem

, to otrzymamy
(13)

Z réwnan (12) i (13) natychmiast wynika réwnanie

(14)

ktére zawiera juz tylko jedne niewiadomag rz, bo jeszcze w poprze-

dnim paragrafie uméwiliémy sie zatrzymaé w nx i ns tylko te wy-
razy, ktére zawieraja rz a nie zawieraja Widzimy zreszta, ze
wystepuja w réwnaniu (14) tylko w kombinacyach:
Ze wzoréw (33) rozdz. XV-go, jezeli wezmiem}* w uwage
ré6wnosé

wynika:

(15)
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Widzimy, stad, ze jezeli | o/ t-Js igzeli odstepy czasu

miedzy obserwacyami sa réwne, to we wyrazeniu na wsp6t-
czynnik przy jest réwny zeru. Zatem nie potrzebujemy go wtedy
pomija¢ 1 wyrazenie na jest o jeden rzed $ciélejsze. Tem

sie ttomaczy uwaga, ktéra zrobiliémy w poprzednim paragrafie, ze
w metodzie Gaussa $cistoéé zalezy od tego, czy odstepy czasu

pomiedzy obserwacyami sa rowne, czy nie. Jednocze$nie widzimy,

ze w razie, gdy to we wyrazeniu na odpada wyraz za-
wierajacy zatem r2 wchodzi wtedy do wzoru (14) tylko przez
jednoczeénie wyrazenie na jest $ciste az do wielko$ci

drugiego rzedu wtlacznie. Zalozymy, ze pomieniona réwno§é jest,
jezeli nie $ciSle, to z wielkiem przyblizeniem spelniona 1 przyj-

miemy poczatkowo

Gauss ktadzie

(16)
odpowiednio do tego pisze réwnanie (14) w postaci
i w pierwszem przyblizeniu przyjmuje
a dopiero w nastepnych poprawia warto$ci na P i Q.
Potézmy jeszcze dla krétkosSci
(17)



— 388 —
wtedy réwnanie (14 bis) przywiedzie sie do ksztaltu

(18)

Jezeli wreszcie w tréjkacie: planeta, ziemia, stofice oznaczymy
przez z.z kat u planet}', to z twierdzenia sinuséw otrzymamy bez-

poSrednio zwigzek

(19)

Skoro wyrugujemy r2 z réwnania (18) za pomoca wzoru (19),

to zaraz otrzymamy

Kladziemy jeszcze

(20)

poczem rdéwnanie nasze przybiera postaé

21

Rownanie (21) jest naturalnie zupelnie réwnowazne réwna-
niu (18). Rzeczywiécie gdyby§my uwolnili ré6wnanie (18) od pier-
wiastka 1 od mianownika, to otrzymaliby$émy réwnanie algebraiczne
8-go stopnia. Tak samo jezeli polozymy sin2,= a: i zechcemy po-
zbyé sie pierwiastka to takze otrzymamy rdéwnanie 8-go
stopnia; ale przywodzac réwnanie (19) do ksztaltu (21) uzyskujemy
znaczne uproszczenie i ultatwiamy sobie rozwigzanie.

PostawiliSmy warunek, zeby mo bylo dodatnie. Aby to osia-
gnaé, trzeba tak obraé kwadrant, w ktérym ma lezeé¢ kat q, zeby rjo
miato ten sam znak, co bo sint/<y jest zawsze dodatni (bo zawsze
0<Vj2<180°). Roéwniez ze wzgledu na to, ze sinipz jest zawsze
dodatni i ze tak samo r2 i B: z natury swojej dodatnie, z réwna-
nia (19) wynika, iz z2 zawsze musi byé zawarte miedzy 0 a 180°.

Zreszta z plaskiego trdjkata: ziemia, stonce, planeta, w ktérym z2



jest katem przy planecie a xp2 katem przy ziemi, wynika, ze z2
moze byé co najwyzej rowne 180°—ipoe.

Z tego samego trdéjkata wynikaja tez zwiazki

W drugim zwigzku podstawiamy ez zamiast A, i otrzymujemy

(22)

Przeksztalcenie rdéwnania (18) na (21) zawodzi, gdy planeta

(lub kometa) znajduje sie we wezle 1 jednoczeénie w opozycyi

lub konjunkcyi ze storicem, bo wtedy lub
(w konjunkecyi) Ale wtedy
réwnanie (18) znacznie upraszcza sie. Mianowicie w przypadku
opozycyi cosip.2=—1 1 réwnanie (18) przywodzi sie¢ do ksztaltu

(23)

Znak dolny przy pierwiastku w réwnaniu (18) jest wykluczony,
bo lewa strona tego réwnania powinna byé dodatnia. W przypadku

konjunkcyi cost”z = 1, za§ réwnanie (18) przywodzi sie do

(24)

Oczywiécie znak gdérny odpowiada przypadkowi, gdy planeta
znajduje sie poza stoncem, dolny przypadkowi, gdy =znajduje sie
miedzy sloncem a ziemia. Zreszta obserwacya w goérnej konjunkeceyi,
gdy jednoczeénie jest oczywiScie niemozliwa, pozostaje zatem
tylko przypadek dolnej konjunkcyi, t. j. ten, w ktéorym nalezy

pisa¢ znak—. Wzdr na g2 przywodzi sie¢ w przypadku opozycyi do
(25)
a w przypadku dolnej konjunkcyi do

(26)



W  razie, gdy wielkie kolo przechodzace przez dwie skrajne
pozycye planety przechodzi takze przez érodkowa, to a= 0 %), przeto
6, ¢ 1 d staja sie nieskonczenie wielkie. Ale jezeli wtedy pomno-
zymy cale réwnanie (12) przez a. to lewa jego strona, t.j. aez sec/?2
zniknie 1 pozostanie réwnanie, ktére po podstawieniu P 1 @ bedzie

wygladaé tak:

(27)

W réwnaniu (27) wspdélczynniki ab, ad iac beda, jak to widaé z r6-
wnan (11), skonczone. OczywiScie réwnanie (27) jest latwiejsze od
réwnania (18) lub (21), bo r2 figuruyje w niem tylko w jednym wy-
razie 1 przez najprostsze algebraiczne operacye mozna je przypro-

wadzié¢ do ksztaltu

przyczem C sktadaé sie bedzie ze samych wiadomych wielkos$ci'
Gdyby jednakze przypadkiem bylo: .

yby j przyp y t j- gdyby
wielkie koto przechodzace przez trzy pozycye planety przechodzito
takze przez druga pozycye storica, to byloby ac= 0 iréwnanie (27)
przywiodloby sie do wi-j-ws = 0, co oznacza, ze wyznaczenie orbity

z danych obserwacyi jest niemozebne.

2. Dyskusya rownania (21). Wielorakie rozwiazania.

Rozwazajgc réwnanie (21) doéé bedzie pisaé tylko gdérny znak

w argumencie, albowiem jezeli Z jest pierwiastkiem réwnania

to réwnanie

ma pierwiastek
Z drugiej strony latwo przekonaé sie, ze z 8-miu pierwiastkéw
réwnania (21) co najwyzej cztery moga byé rzeczywiste, jezeli bo-

wiem napiszemy je w ksztalcie

a potem podniesiemy do kwadratu 1 polozymy to po

uporzagdkowaniu otrzymamy

(26)



Zastosujmy regute Descartes'a. dJezeli cos”>0, to ponie-
waz m Jjest zawsze dodatnie, drugi wyraz jest odjemny. Tedv dla
£>>0 mamy trzy przemiany znakdéw, a dla a;-<0 jedne, stad ilosé
pierwiastk6w dodatnich jest co najwyzej: trzy a odjemnych: jeden.
Poniewaz za$§ wyraz od x niezalezny jest odjemny, wiec musi byé
przynajmniej jeden pierwiastek odjemny a liczba pierwiastkéw do-
datnich musi byé nieparzysta. Przychodzimy tedy do wniosku, ze
przy cos(?>0 musi byé jeden pierwiastek odjemny ijeden lub trzy
dodatnie, pozostate sze§é lub cztery pierwiastki sa urojone. Gdy
cosq<lO, to rozumujac zupelnie tak samo znajdziemy, ze musi by¢
koniecznie jeden pierwiastek dodatni, za$é liczba odjemnych jest:
jeden albo trzy. Widzimy stad, ze liczba rzeczywistych pier-
wiastkéw tak dla cos”~>0 jak dla cos”~<0 wynosi 2 albo 4. Na
granicy pomiedzy przypadkiem, gdy sa dwa rzeczywiste pierwiastki
i tym, gdy sgq az cztery, stol przypadek, gdy réwnanie (28), t.j. ré-
wnanie (21) ma pierwiastek podwéjny. Poniewaz podwéjny pier-
wiastek musi czynié¢ zado$é réwnaniu powstajgcemu z danego przez
rézniczkowanie wzgledem niewiadomej, wiec rdéwnanie (21) musi

wtedy mieé pierwiastek wspélny z réwnaniem

(29)

Poniewaz dla wspélnego pierwiastka réwnania (21) 1 (29) sg
jednoczeénie spelnione, przeto mozemy wyrugowaé¢ z nich m. po-

czem otrzymamy rdéwnanie

Rozwinawszy funkcye kolowe argumentu 0— g i zastgpiwszy

przez przez po latwych re-

dukcyach otrzymamy

Warto§é na z2 czynigca zado$§é temu réwnaniu to jest wlaédnie
warto$é¢ pierwiastka podwdjnego. Poniewaz atoli nie
moze przekroczyé granic -[-1 1 —1, wiec odrazu widzimy, ze war-

to§¢ na sin ¢ przy ktérej mozebnym jest pierwiastek podwéjny, nie
moze w zadnym razie przekroczyé granic - Wynika
stad, ze jezeli ¢ nie lezy w granicach oraz

to ré6wnanie (21) z pewnoécia posiada tylko



dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden dodatni ijeden odjemny. Jezeli
za§ q lezy w powyzszych granicach, to trzeba zbadaé wartoéé
na m. Mianowicie obliczamy z r6wnania (30) pierwiastek podwdjny
i znajdujemy naturalnie dwie warto$ci, bo jezeli — powiedzmy —
z,= Z czyni zado$é rdéwnaniu (30), to czyni mu takze zado$é

Nastepnie rozwigzujemy rdéwnanie (21) wzgle-

dem m, otrzymujemy

podstawiamy oba pierwiastki podwédjne, t.j. kladziemy raz
drugi raz i otrzymujemy dwie wartosSci na m,
i m2, przy ktérych z danem ¢ réwnanie (21) miatloby pierwiastki
podwéjne. Jezeli dane m nie lezy pomiedzy mx iw,, to réwnanie
(21) ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste: jeden dodatni i1 jeden
odjemny. Jezeli za$§ dane m lezy pomiedzy m: i ms, to réwnanie (21)
ma cztery pierwiastki rzeczywiste, z ktérych stosownie do tego
czy cosq jest dodatni czy odjemny, trzy lub tylko jeden jest do-
datni. Znalezienie mx 1 m2 jest ulatwione przez osobne tablice,;
w ktorych m; 1 m2 sa obliczone dla wartoSci g co jeden stopien
(lub ges$ciej), z ktéorych zatem tatwo je sobie wyinterpolowaé. Wogdle
rozstrzygniecie, czy w danym przypadku réwnanie (21) posiada 4,
czy tylko 2 rzeczywiste pierwiastki, nie przedstawia trudnoS$ci.
Pierwiastki odjemne (sin”2<;0) nie majg fizycznego znacze-
nia, bo z definicyi kata z2 wynika, ze kat ten musi byé¢ zawarty
miedzy 0° a 180°, ale z pomiedzy pierwiastkéw dodatnich jeden
takze odpada a to dla nastepujacego powodu. Stale wchodzace do
réwnania (21) zalezg od wielko$ci P i @ ale gdyby$Smy zamiast
warto$ci na stosunki miedzy polami tréjkatéw odnoszacych sie do
planety, wzieli warto$éci odnoszace sie do ziemi, to [por. rozdz. XV-ty,

§ 7] w pierwszem przyblizeniu otrzymalibySmy na P i @ te same
wartoéci ktére przyjmujemy dla planety. Stad wynika, ze

pomiedzy dodatnimi pierwiastkami réwnania (21) znajduje sie jeden,

ktéry odnosi sie nie do planety, a do ziemi. Latwo jest rozpoznad

ten pierwiastek, bo dla orbity ziemskiej musi byé czemu
wedle drugiego réwnania (22) odpowiada (rozwiaza-
nie jest niemozebne, bo oba katy sg dodatnie). Natural-

nie argument owego odnoszacego sie do orbity ziemskiej pierwiastka



réwnania (21) nie bedzie doktadnie réw'ny 180°—tp2, bo wartos$ci
na P i @, ktéore wchodzg do réwnania (21), nie odpowiadaja $ciéle
orbicie ziemskiej. — ale bedzie do 180° — xp:z bliski.

Widzimy stad, ze w tych razach, w ktérych réwnanie (21)
posiada tylko dwa rzeczywiste pierwiastki, wyznaczenie orbity jest
wogble niemozliwe, bo pierwiastek odjemny jest niemozebny, a do-
datni odnosi sie nie do planety, a do ziemi. Dowodzi t6, ze obser-
wacye byly bledne, albo nawet nie odnosily sie do jednego i tego
samego ciataJ). Mozemy to samo powiedzieé¢ o przypadku, w kto-
rym cos q jest odjemny i réwnanie (21) posiada trzy pierwiastki
odjemne oraz jeden dodatni, bo znowu ten jedyny dodatni pier-
wiastek odnosi sie do ziemi. Wyznaczenie orbity jest zatem moze-
bne tylko wtenczas, gdy rdéwnanie (21) ma trzy pierwiastki doda-
tnie a jeden odjemny, t. j. gdy cosq jest dodatni, ¢ zawarte mie-
dzy — 36°52!2 a ——36° 5272, gdy wreszcie m jest zawarte pomiedzy
m; 1 ms. Z trzech dodatnich pierwiastkéw jeden, mianowicie ten,
ktérego argument jest bliski do 180°—ip2, jako odnoszacy sie do
ziemi, odpada. Co do pozostatych dwéch, to tatwo rozstrzygnad,
ktéry odnosi sie do planety a to na podstawie nastepujacego kry-
teryum.

Poniewaz wszystkie pozostate wielko§ci wchodzace w réwna-
nia (22) sg dodatnie, wiec sin(sz -\-ip-s) niusi byé takze dodatni.
Stad wynika, ze z2 musi by¢é mniejsze niz 180° — tys i ze ten do-
datni pierwiastek réwnania (21), ktérego argument jest mniejszy niz
180° — ip2, odnosi sie¢ do planety. Moze sie¢ jednak zdarzyé, ze oby-
dwa nie odnoszace si¢ do ziemi dodatnie pierwiastki réwnania (21)
maja argumenty mniejsze od 180°—tps. Wtedy rzeczywiécie da-
nym trzem obserwacyom odpowiadaja az dwie orbity i dopiero po-
réwnanie z innemi obserwacyami pozwoli rozstrzygnaé¢, ktéra z nich
odpowiada rzeczywistosci.

Wspominaliémy juz, ze w specyalnych podrecznikach zwykle
znajduje sie tablica granicznych warto$éci na a 1imz dla kolejnych
wartoéci ¢, poczynajac od ¢g= — arcsin ~ az do *~7c¢sinf- Ta-

blica ta podaje takze granice, w ktérych zawarte sa argumenty zz

i J. C. Wat son: Theoretical astronomy... (Filadelfia 1869 r.) str. 241
sadzi, ze gdy P 1 Q znacznie réznig si¢ od $cislych wartoéci odnoszacych sie do
ziemi, to 6w jedyny dodatni pierwiastek moze jednak odnosi¢é sie do planety.
Jest to oczywiscie bledne zapatrywanie, o ile mi zresztg wiadomo, przez innych

autor6w nie podzielane.



czterech rzeczywistych pierwiastkéw réwnania (21). Z jej pomoca
latwo jest zbadaé, ktéry pierwiastek nalezy do orbity planety, a kilka

préb wystarczy, aby dokladnie okresli¢ jego wartosé.

3. Obliczenie przyblizonych warto$ci na Cr rig rs i t. d.

Obliczywszy wtlasciwy pierwiastek réwnania (21) podstawiamy
go w rownania (22) i otrzymujemy qz i rz. Z drugiej strony z ré-

wnan (16) wynikaja zwigzki:

(31)
Majac wartoéé na mozemy obliczyé przyblizone
Méwimy ,przyblizone", bo przyjete przez nas wartosci:

sq przyblizone. Tak samo obliczymy przyblizone
ze wzor6w (26) rozdz. XV-go. Poniewaz sa to liniowe wzory, wiec
nie potrzebujemy pokazywaé jak wykonaé rugowanie, powiemy
tylko, ze upraszczamy wyrazenia na tak samo, jak uproéci-
lidmy w § 1 wzér na

Ostatecznie wzory te przedstawia sie w nastepujacym ksztalcie ¥):

(32)
przyczem
(33)
W niektéorych wyjatkowych przypadkach réwnania (32) zawodza; np. ktdéry$
wspoélczynnik staje sie nieokre§lonym, — ale zawsze mozna obliczyé i1 Qa z pier-

wotnych réwnan (26) rozdz. XV-go.



b i d maja to samo znaczenie, co we wzorach (11). za$

(34)

Tu znowu a ma to samo znaczenie, co we wzorze (10).
Majac i obliczamy irs ze wzoréw (20) rozdz. XVI~go,
z ktérych korzystaliSmy juz w metodzie Olbersa. Oto sa te wzory
i bx sa to wspélrzedne ekliptyczne, heliocentryczne] dla pierw-

szej pozycyi:

(35)

Wzoréw dla drugiej 1 trzeciej pozycyi pisaé¢ nie bedziemy,
bo sa zupelnie do wzor6w (35) podobne. Nalezy obliczyé nietylko
ry 1 r3 ale takze rs. W ten sposéb bedziemy mieli pierwsza
prébe rachunku, bo warto§é na rz obliczona ze wzoréw typu (35)
powinna dokladnie zgadzaé sie z tq, ktéra poprzednio otrzymaliémy
z pierwszego wzoru (22). Nastepnie obliczamy @ 1 i ze wzordéw (21)

rozdz. XVI-go, t. j. ze wzordw

(36)

albo ze wzoréw (21 bis) tego samego rozdz. XVI-go. Tu nastrecza
sie sposobno$é do drugiej prdéby rachunku, bo Q i i obliczone
ze wzoréw (36) powinny czyni¢ zadoéé ré6wnaniu tego samego typu

odnoszacemu sie do drugiej pozycyi, t. j. réwnaniu

Ta druga préba jest nawet wazniejsza niz pierwsza, bo gwa-
rantuje doktadno§é prawie wszystkich poprzednich rachunkéw!?),
podczas gdy pierwsza rozcigga sie tylko na mniejszg ich cze§é.

Wreszcie obliczamy argumenty szeroko$§ci z réwniez juz zna-

nych z § 3 rozdz. XVI-go wzoréw
(37

Mianowicie warunek, zeby wszystkie trzy pozycye znajdowaly sie w tej

samej plaszczyznie przechodzacej przez storice, musi byé¢ dokladnie spelniony.



Tu mamy sposobnoéé do trzeciej prdéby, albowiem majac

argumenty szeroko$ci mozemy obliczyé
(38)

i poréwnaé je z nx i nz obliczonymi ze wzoréw (31). Powinni§émy
znale§¢ zgodnoéé; poniewaz jednak katy us — we i t. d. sg zawsze
mate, wiec btad wynoszacy pare setnych sekundy ma duzy wplyw
na n i poprostu wskutek mniedoktadnos$ci tablic logarytmicznych
moze okazaé sie pewna niezgodno$é. Jezeli, jak to zwykle bywa,
jeden z logw obliczonych ze wzoréw (38) jest troche wiekszy od
odpowiedniego log w obliczonego ze wzoréw (31), a drugi mniejszy,
to mozna usunaé, lub zmniejszy¢é niezgodno$é zmieniajgc nieco kat we,
co jest dozwolone, bo setne sekundy sa zawsze niepewne. Rzeczy-
wiScie, gdyby niezgodno$é pochodzila tylko =z bledu w kacie w2

to mieliby$émy

Jezeli liczymy 7-mio cyfrowymi logarytmami jest wy-
razone w sekundach, to réznice logarytméw wyrazone w jednostkach

sibdmego miejsca dziesietnego beda:

(39).

Podstawmy w lewe strony tych réwnan istotne rdznice mie-
dzy logarytmami n a znajdziemy odpowiednie poprawki Al\, Jezeli
obie poprawki sg jednakowe, to mozemy zupelnie usungé niezgo-
dno§é, jezeli za$ sa niejednakowe, to biorac np. pierwsze Av,z dopro-
wadzimy log% do zupelnej zgodno$ci z log” pochodzacym ze wzo-
réw (31), zaé réznica miedzy logn: nowym a dawnym tylkc zmniej-
szy sie. Mozemy zreszta wzigé $rednig z obu wartoSci Au,, wtedy
nie zniesiemy zadnej réznicy, ale zmniejszymy obie. Gdyby atoli
ktére Auz wynosito duzy utamek sekundy, lub calte sekundy, to
bytby znak, ze popelniono gdzie§ btad rachunkowy, bo tak duza

réznica nie moze pochodzié z niedokltadno$ci logarytméw.



4. Drugie przyblizenie. Obliczenie stosunkow miedzy polami
wycinkow a polami trojkatow.

Dotychczasowe rezultaty nie sa dos§é $cisle, ale mozemy na
ich podstawie znale§é dokltadniejsze P i @ i, co za tem idzie, inne
wielkoéci. Przy obliczeniu P i @ bedziemy teraz uzywaé innej me-
tody niz w pierwszem przyblizeniu, bo gdybyémy chcieli w dal-

szym ciggu korzystaé ze wzoréw (15), to musielibyémy uwzglednié
i o . .
wyrazy zawierajace Mogliby§my obliczy¢é te pochodna za po-

moca wzoru (34) rozdz. XV-go, z ktérego korzystaliSmy nawet
w przykladzie na zastosowanie metody Olbersa (§8, rozdz. XVI),
ale to wzér przyblizony, niezbyt dokladny; lepiej bedzie obraé
doktadniejsza metode. Gauss obral nastepujgca: oblicza P 1 Q
za pomoca stosunkéw pomiedzy polami wycinkéw a odpowiednich
trojkatéw, przyczem zuzytkowuje takze wzdér (2), z ktérego dotad
korzystaliémy tylko raz i to tylko dla wykazania, ze nie mozna
uwazaé p6l tréjkatéw za proporcyonalne do odstepdéw czasu pomie-
dzy obserwacyami. Zato pola wycinkéw sa wedle drugiego prawa
Keplera proporcyonalne do pomienionych odstepéw czasu [por.
wzér (59)*) w rozdz. XIII-tym], mianowicie jezeli pominiemy mase
planety, co jest zawsze dozwolone, bo chodzi przecie o matlte pla-

nety, to podwéjne pole wycinka bedzie:

Oznaczmy stosunki miedzy polami wycinkéw a polami odpo-

wiednich tréjkatéw przez , a otrzymamy rdéwnania:
(40)
Stad
(41)
wreszcie
(42)

We wzorze tym stata przyciggania byla réwna jedno$ci, odwrotnie za$

masa slofica nie byla przyjeta za jednoéé!



Jezeli za§ wezmiemy wzdér (2) i podstawimy wen wartosci ca

i t. d. wziete ze wzoréw (40), to otrzymamy najpierw

nastepnie za§ mnozac po prawej stronie w liczniku 1 mianowniku
przez po tatwych redukcyach 1 po podstawieniu z drugiego

wzoru (42) otrzymamy dajacy sie logarytmowaé wzér na Q, mia-

nowicie

(43)

Wzory te sa zupelnie $ciste, ale warto$ci na ri1; r3, up us i t. d.,
ktére w nie podstawimy, nie sa zupelnie §ciste. Zreszta wszystko,
co w nich figuruje, jest obecnie juz znane oprécz y: 1 ys. Przeto
najblizszem naszem zadaniem bedzie obliczenie tych dwéch wiel-
ko$ci. Zanim jednakze przejdziemy do tego nowego zadania, mu-
simy zrobié¢é wazng uwage. Bedziemy poszukiwaé jak mnajdokta-
dniejszych wartoéci na P i @, nalezy wiec poprawié¢ czasy obser-
wacyl na aberacye planetarna [por. rozdz. XV-ty, § 2]. Jezeli chodzi
o nowe cialo niebieskie, to na poczatku rachunku, gdy odleglto$ci
byty jeszcze zupelnie nieznane, nie mozna bylo zrobié¢ tych popra-
wek, ale obecnie, gdy odleglto$ci sa juz znane, nalezy odjaé od czaséw
obserwacyi 498,26 esec/? [por. rozdz. X-ty, § 1] sekund. Poniewaz
jednak czasy obserwacyi sg zwykle wyrazone w dniach, wiec wy-

498 26
padnie odejmowaé gg”*j Qsec/? dni *). Wskutek tego takze tis t2 1 ts
ulegng zmianom. Naturalnie nalezy podstawié¢ we wzory (42) i (43)
wlaénie te poprawione xx 1 ts.

Wyprowadzimy teraz réwnania, z ktérych mozna bedzie okre-
§li¢ liczby yx y2 1ys Jezeli przyjmiemy jak wszedzie mase slonca
za jedno$éé a mase planety za znikoma, to ze wzordéw (42) i (61 bis)

rozdz. XIII-go wyniknie
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Napiszmy to réwnaniedwukrotnie, raz dla pierwszej, drugi
raz dla trzeciej pozycyi planety, odejmijmy jedno réwnanie od dru-
giego, nastepnie pamietajac o tem. ze masa planety jest znikoma,
wprowadzmy to samo oznaczenie, ktére wprowadziliémy juz w roz-

dziale XV-tym [wzory (27)], t. j. poldézmy

wreszcie zastapmy po prawe]j stronie rdéznice funkcyi kolowych
przez iloczyn funkcyi kolowych o argumentach réwnych polowie

sumy 1 réznicy pierwotnych argumentéw, a otrzymamy

Trzeba stad wyrugowaé a, e i (o ile sie da) anomalie mimo-
§rodowe a wprowadzié i wielkoéci znane juz z pierwszego przy-

blizenia, t. j. W tym celu najpierw mnozymy obie
strony réwnania (44) przez

poczem otrzymujemy

nastepnie bierzemy zwigzki (39) z rozdz. XIII-go, t. j.

(45)

oraz podobne zwigzki dla trzeciej pozycyi, poczem poslugujac sie

jeszcze roéwnoscia

tworzymy =z tatwo$cia rbéwnania:

(46)

oraz

Jezeli rozwigzemy to ostatnie réwnanie wzgledem:

i podstawimy rezultat we wz6r (44 bis), jezeli nastepnie podsta-

*) Jest to poprostu réwnanie Keplera, w ktérem wyrazilidmy ruch $éredni
przez a i masy.



wimy w ten sam wzlr: ze wzoru (46), [ale

tylko w jeden wyraz], to otrzymamy:
(48)

Aby =z tego ostatniego wzoru , wyrugowadé podnie-

siemy wzdér (46) do trzeciej potegi i znowu skorzystamy z réwnosci

poczem otrzymamy

Napiszemy to ostatnie réwnanie w postaci:

(49)

nastepnie z pomocg wzoru (49) wyrugujemy ze wzoru (48),
wreszcie wprowadzimy do tak przeksztalconego réwnania (48) po-
dwdjne pola tréjkatéw [por. wzory (36) rozdz. XV], poczem otrzy-

mamy zamiast (48)

(50)

Z tego ostatniego wzoru rugujemy podwodjne pole trdéjkata
za pomocg drugiego wzoru (40) i skracamy przez tz, wskutek

czego wzér (50) przechodzi w

Pozbyliémy sie tedy a i e, ale nie zdotaliSmy pozbyé sie
kata Es— E:| nie pozostaje nam zatem nic innego, jak utworzyc
jeszcze drugie r6wnanie, podobnie jak réwnanie (511 zawierajgce
oprécz wielkoéci znanych z pierwszego przyblizenia tylko i kat

Wyprowadzimy je ze zwiazku (38) rozdz. XIII-go. Na-
piszmy go dwukrotnie t. j. dla pierwszej 1 dla trzeciej pozycyl

planety



Stad

Mozemy wyrugowad za pomoca wzoru (47).

poczem otrzymamy

Tak samo mozemy wyrugowaé =z tego ostatniego wzoru
za pomoca wzoru (46); wyrugowad

nie mozemy, ale przeksztalcamy go wprowadzajac tunkcye kolowa

argumentu . Piszemy tedy

Wreszcie — podobnie jak poprzednio do wzoru (48) — wpro-

wadzamy podwdjne pole tréjkata, potem wyrazamy je przez

i rozwigzujemy réwnanie wzgledem W ten sposéb
otrzymujemy owo poszukiwane drugie réwnanie zawierajgace procz
wielkoéci znanych =z pierwszego przyblizenia tylko

mianowicie

(52)

Wzory dla y: 1iys sa zupelnie podobne do wzoréw (51) i (52);
mozna je napisaé bez zadnego wywodu kierujac sie symetrya.

Spostrzegamy, ze zadanie znowu przywodzi sie do rozwiazania
pewnych réwnan, tylko nie jednego: (21) a dwéch: (51) i (52). Do
tego rozwiazania wypadnie nam zaraz przystapié¢; wprzdédy jednakze
za przykladem Encke'go wprowadzimy pewien pomocniczy kat,
zalezacy od takich jedynie wielko$ci, ktére i tak juz figuruja w roé-
wnaniach (51) i (52). Spojrzawszy na te réwnania spostrzegamy, ze
iloczym powtarza sie w nich kilkakrotnie. Ilo-
czyn ten jest w prostym zwiazku z cieciwa laczacq obie skrajne

Astronomia teoretyczna. "-G



pozycye planety. Widaé to zaraz, skoro troche przeksztatlcimy 1ré-

wnanie cieciwy. Mianowicie

Poniewaz cieciwa jest zawsze mniejsza od sumy promieni

wodzacych, wiec mozna poltozyé

(53)
przyczem Stad zaraz wypada
(54)
OczywisScie mozna okres$lié , wlasnie z tego ostatniego
wzoru bo sq znane. Zdawaloby sie nawet, ze niema

poco oblicza¢ go, ale zaraz zobaczymy, ze znajomo$é tego kata be-
dzie jednak przydatna. Skoro bowiem podstawimy w réwnania (51)
i (52) prawg strone réwnania (54) zamiast figurujacej tam lewej,
to spostrzezemy, ze w liczniku drugiego wyrazu po prawej stronie
ré6wnania (52) pojawia sie sin-“ys. Zatem dla obliczenia tego wy-
razu trzeba mieé¢ katy:. Zreszta przez wprowadzenie kata y2 wzory

(51) 1 (52) przybierajg prostsza forme, mianowicie:

(51 bis)

(52 bis)

5. Rozwigzanie systemu réwnan (51 bis) i (52 bis).

Potézmy

*) Mozna go tez okres$lié w nastepujacy sposéb. Polézmy

wtedy
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przyczem m?2 ij sa wiadome a X jest funkcya zmiennej x i wpro-
wadzmy te nowe symbole do réwnan (51 bis) 1 (52 bis). Jednocze-
$nie uogbélnimy te réwnania, bo oczywiscie mozna z nich okre§li¢ nie-
tylko y2 ale takze y;\ ys. Wyobrazmy sobie np. ze chcemy okreélié¢ y:\
wtedy trzeba poprostu w réwnaniach (53), (54) i (565) napisaé

zamiast dalej trzeba na-
pisaé zamiast Tak samo gdy chodzi o
to nalezy pisaé zamiast

Przydajgc zatem réwnaniom naszym ogélne znacze-

nie napiszemy takze ogdlnie y zamiast lub lub , poczem
réwnania te przybiora ksztalt
(51 ter)
(52 ter)

Mozna tatwo rozwingé X w szereg potegowy zmiennej x. W me-
todzie Enckego rozwiniecie to odgrywa wazna role, w metodzie
Gaussa, ktérg tu wlaénie podamy, mniej wazng; poniewaz jednak
jest ono dosyé¢ latwe a przyda sie nam potem do usprawiedliwienia

pewnego podstawienia, wiec wykonamy je. Polézmy jeszcze

(56)
a bedziemy mogli napisaé
(57)
Z drugiego wzoru (57) wynika
t. j. po skréceniu przez
(58)

Ale z pierwszego wzoru (57) wynika

26*
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Przeto

i mozna napisa¢ ré6wnanie (58) w postaci

albo tez rugujac funkcye kata g za pomoca zwigzku:

(59)

Potézmy teraz

gdzie it, d. sa to nieokre§lone tymczasem wspdlczynniki,
podstawmy we wzdér (59) 1 przyréwnajmy do zera wspélczynniki

przy oddzielnych potegach a otrzymamy:

Zatem

(60)

Encke podstawia szereg (60) w réwnanie (51 ter), nastepnie
ruguje x za pomocg rownania (52 ter) i otrzymuje réwnanie, w kté-
rem figuruje juz tylko y. My tu jednak wylozymy metode Gaussa.
Poniewaz \g jest zawsze bardzo malym katem, wiec x jest mate
i szereg (60) jest zbiezny, ale wspétczynniki przy kolejnych pote-
gach x sa coraz to wieksze. Dlatego to Gauss rozwingl w szereg

nie X, a jego odwrotno$é

Wspéteczynniki tego ostatniego szeregu ubywaja, podczas gdy
wspoétczynniki szeregu (60) wzrastaly.

Z okazyi pewnego rozwiniecia w ulamek tancuchowy Gauss

zauwazyl, ze dogodniej niz wziaé P6jdziemy za jego przy-



ktadem, aby otrzymaé te sama substytucye a w nastepstwie korzy-

sta¢ z jego tablic. Piszemy tedy

nastepnie kladziemy
(61)
i piszemy

(62)

Teraz rugujemy x miedzy réwnaniami (62) i (52 ter), co pro-

wadzi do réwnania

(63)
Ktadac
przyprowadzamy je do ksztalttu
Ale z réwnania (51 ter)
(64)
przeto ostatecznie
(65)

Samo rozwigzanie ma nastepujacy przebieg: poniewaz e jest
bardzo mate [z ro6wnania (61) widaé, ze jest malo co rézne od

wiec z poczatku ktadziemy £= 0, obliczamy rj z réwnania (63)
i podstawiamy je w réwnanie (65). To ostatnie réwnanie jest sze-
§cienne wzgledem y, ale niema watpliwoéci, jaki pierwiastek wzigé
nalezy, albowiem y jest wedle definicyi dodatnie [co wiecej jest

zawsze wieksze od jednoS$ci]; tymczasem rdéwnanie (65) ma tylko



jeden pierwiastek dodatni, bo rj jest dodatnie!). Skoro znajdziemy Y,
to okre$lamy x2) z réwnania (52 ter) a Z =z réwnania (64), poczem
z pomoca tych dwéch wielko$Sci otrzymujemy £ z réwnania (62).
Mozna tez nie obliczaé¢ X 1 okreéli¢ £ z réwnania (61), skoro «x
jest znane. Jest to nawet pewniejsza droga. Majac £ podstawiamy
je z réwnania (63) 1 otrzymujemy nowe poczem ponawiamy
rachunki w tym samym porzadku co poprzednio i tak w koétko do-
p6ty, dopdki nie otrzymamy na £ te sama warto$é¢ co poprzednio,
bo to oznacza, ze juz uczyniliémy zadoéé systemowi réwnan (51)
i (562). Najzmudniejsza czes$cig rachunku jest rozwiazanie sze$cien-
nego réwnania (65), poniewaz jednak rdéwnanie to zawiera tylko
jeden wspdblczynnik 77, przeto mozna przedstawié y jako funkcye rj.
Gauss obliczyl tablice, powtarzana w réznych podrecznikach,
w ktérej podane sg logy? odpowiadajace kolejnym argumentom rl.
Dzieki tej tablicy rozwigzywanie réwnania (65) staje sie zupelnie
zbedne. Oprécz tego G auss obliczyl druga, bardzo uzyteczng po-
mocniczg tablice. Mianowicie, jak to widaé z réwnania (61). £ za-
lezy tylko od x Ot6z tablica Gaussa podaje E odpowiadajace

réznym warto§ciom x. Tedy obliczanie £ staje sie takze zbednem 3).

6. Dalsze przyblizenia i obliczenie elementow.

Skoro wylozong w poprzednim § metoda znajdziemy y: i
to powr6cimy do pierwszego wzoru (42) oraz do wzoru?) (43) i obli-
czymy z nich P i @ Naturalnie zakladamy, ze, jak to bylo po-
wiedziane w § 4, czasy i t3 zostaly poprawione na aberacye.
Ale otrzymane w ten sposéb warto$ci na P i @ nie sg jeszcze osta-

teczne: trzeba dalej posunaé sie w przyblizeniach, trzeba znowu

Kat 72 jest zazwyczaj maly, przeto cos y; jest dodatni a wskutek togo j

[por. wzory (55)] i rj sq dodatnie. Zreszta rj mogltoby staé¢ sie odjemnem dopiero
wtedy, gdyby byto bliskie 180°. Ale gdyby y2 bylo wieksze od 90°, to m- by-
loby odjemne i trzebaby przeksztatcié réwnania. Przypadku tego, jako dla prak-
tyki nie interesujacego, blizej rozwaza¢ nie bedziemy.

2) Z réwnan (55) widaé, ze x musi byé dodatnie; gdyby x bylo odjemne,
to mieliby§my hyperbole zamiast elipsy; x = 0 odpowiada paraboli.

3) Tu spostrzegamy, do czego zmierzaly napozér sztuczne przeksztalcenia
Gaussa.

4) Wzér (43) jest dogodniejszy od drugiego wzoru (42) bo daje sie loga-

rytmowac.



obliczyé r, vr2, rs, wis wg, w3, wreszcie trzeba obliczyé P i @, slo-
wem trzeba powtdérzyé caly rachunek wylozony w poprzednich pa-
ragrafach. Jezeli drugie warto$ci P i @ nie zgadzaja sie z pierw-
szemi. to trzeba ponowié¢ rachunki trzeci i czwarty raz i t. d. do-
p6éty, dopdki nie osiggniemy zgodno$ci. Wogdle trudniej jest osiggnaé
zgodno$é pomiedzy kolejnemi warto$§ciami Q niz miedzy kolejnemi
warto$ciami P; ale tez niezgodno$§é w ostatnich dziesietnych loga-
rvtméw @ jest dopuszczalna. Przecie chodzi nam wtltaéciwie nie o P
i a 0 ny 1 nal skoro kolejne dwie pary wartoéci na logwyx i log ns
juz dokladnie zgadzajg sie ze sobg!), to mozna uwaza¢ rachunek
za zakonczony 1 przystapi¢é do obliczenia elementéw. Zaraz zaj-
miemy sie niem, tylko wprzdédy zrobimy jeszcze jedna uwage.
W miare tego, jak obliczamy coraz tonowe warto§ci na riiriirss
takze skrécone odlegltoéci (?2. q3 a wiec takze zalezne od nich
poprawki na aberacye wulegaja zmianom. Jednakze poniewaz te
poprawki sa mate, a o ile dotyczg i tz, tylko od réznic miedzy
skr6conemi odlegtoéciami zalezne, wiec mnajczeSciej zdarza sie, ze
wystarczaja obliczone na poczatku drugiego przyblizenia (drugiej
hypotezy) poprawki, ze przeto mozna poprawione na poczatku dru-
giego przyblizenia czasy xx 1 ts3 zatrzymaé¢ takze w mnastepnych
przyblizeniach. Jednakze trzeba — np. podczas trzeciego przybli-
zenia — sprawdzié, czy tak jest w istocie.

Przechodzimy teraz do obliczenia pozostalych elementéw. Méo-
wimy ,pozostalych", bo zatrzymujemy te warto$éci na @ oraz i
ktére otrzymaliémy podczas ostatniego przyblizenia. Najpierw okre-
§lamy p ze wzoréw (40). Przywracamy w nich pexpliciter wyra-
zenia po6l trdojkatéw [por. wzory (36) rozdz. XV-go], podnosimy do

kwadratu 1 otrzymujemy

Mamy tu jednoczeénie czwartg prébe poprzednich rachun-
kéw. Z powodu matych katéw wz— wu. i t. d. moze sie jednak zda-
rzy¢ pewna drobna niezgodnoéé. Nalezy zbadaé ja 1 ewentualnie

usuna¢ metoda podobnag do tej, ktéra stosowaliSmy w koncu § 3

Wtedy oczywiScie takze logarytmy P beda zgodne.
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do wartos$ci na log” 1 log«s. W kazdym razie Srednia z pierwszej
i trzeciej wartoéci p powinna byé réwna drugiej wartoSci.

Majac p obliczamy a i e ze wzoréw (3). Prawe strony tych
wzor6w nie daja sie logarytmowaé, ale pierwszy z nich mozna do-
prowadzié¢ do ksztaltu podlegajacego logarytmowaniu przez podsta-
wienie nie komplikujace drugiego. dJest to to samo podstawienie,
o ktérem wspominaliSmy 2z powodu kata yz [por. § 4. Uwaga na

str. 402]. Ktadac

otrzymamy

poczem podstawiajac we wzory (3) przeksztalcimy je na

Istnieja tez inne metody dla okre$lenia aj i e, ale dla braku
miejsca musimy je pominaé. Zreszta co do e. to mozemy skontro-
lowaé warto$§é otrzymang ze wzordéw (67) przy okre§leniu wielkiej
osi orbity. Jest to szczegélnie wazne w przypadku, gdy e jest bli-
skie jednoéci, t. j. gdy chodzi o orbite komety. Wiadomo, ze dla
wyrazenia e uzywamy kata pomocniczego c¢p okre§lonego przez ré-

wnanie

Ot6z w niektére wzor] wchodzi t r i a Gdj’ e Jest
bliskie jednos$ci, t. j. a bliskie do 90°, to cose> i sam kat<p okre-
$lone przez sin (p nie sa dostatecznie pewne. Mozna atoli otrzymaé
cos (p jednocze$énie 2z a w nastepujacy sposéb. Poniewaz x jest

znane, wiec z pierwszego réwnania (55), t. j. z réwnania

(55 bis)
okre§lamy | i podstawiamy je w réwnanie (46). Jednocze-
$§nie piszemy zamiast 1 rozwiazujemy to rdéwnanie

wzgledm



(46 Dbis)
Ale
(68)

przeto

(69)

Poniewaz p 1 wogdle wszystkie wielko$ci stojace po prawej
stronie rdéwnania (69) juz sa znane, wiec otrzymamy zeh coscp
a potem z réwnania (68) takze a. JednoczeSnie poréwnanie kata (p
otrzymanego przez cos (p z ré6wnania (69) z ta warto$cia, ktéra po-
przednio otrzymaliémy przez sincp= e z rdéwnan (67) stanowi
piata prébe.

Obliczamy teraz dlugo§é perihelium ze wzoru

(70)

przyczem znak gdérny odpowiada ruchowi wprost, a dolny wste-

cznemu, dalej obliczamy §&redni ruch dzienny ze wzoru

(71)

poczem przystepujemy do obliczenia prawdziwych anomalii ze wzoréw

Przy sposobnoéci mozemy sprawdzié, czy wartoS§ci na

obliczone ze wzoréw

zgadzaja sie z poprzedniemi. Nastepnie obliczamy anomalie mimo-
§rodowe ze wzoru (40) rozdz. XIII-go, ktéry mozna wuczynié¢ do-

stepnym logarytmowaniu przez przeksztalcenie

albowiem po tem przeksztalceniu mozna go napisaé w ksztalcie

(72)



Skoro obliczymy anomalie mimo$rodowe, to zaraz znajdziemy
anomalie $rednie z r6wnania Keplera
(73)
poczem mozemy wykonadé szésta 1 ostatnia a zarazem najogdlniejsza
prébe. Mianowicie jezeli obierzemy jakaé dowolnag epoke Ty to
znalezione ze wzoru (73) $rednie anomalie oraz czasy obserwacyi
[poprawione na aberacye!] powinny zadosc czynié¢ ro-

wnaniom:

(74)

7. Przyklad.

Bierzemy przyktad z J. C. W atsona Bedziemy go trakto-
waé¢ nieco krdécej niz przyklad podany w poprzednim rozdziale,
mianowicie nie bedziemy wykonywaé wszystkich przej$ciowych
rachunkéw. Watson oblicza elementy orbity matej planety Eur}7-
nome (79) z trzech obserwacyi dokonanych w Ann Arbor w Stanach
Zjednoczonych 2)

Czas $ér. Ann Arbor

Nachylenia ekliptyki do réwnika w czasie obserwacyi byly:

Stad przez wzory (4) [wladciwie (4 bis)] rozdzialtu VI-go W.

otrzymuje nastepujace widome, ekliptyczne wspélrzedne planety

») Loc. cit. str. 264 i nast. W przeciwienstwie do przykladu w poprzednim
rozdziale nie przerabialem rachunkoéw.

2) Naturalnie Watson posluguje si¢ wszedzie amerykanskg Efemeryds,
a poniewaz dzialo si¢ to przed obu konferencyami paryskiemi, wiec uzywa sta-
tych wéwczas w ,American Ephemeris" przyjetych. Stad parallaksy stonca it. d.

sa inno niz wspoélczednie przyjete.



Jednoczesne rzeczywiste geocentryczne wspdtrzedne stonca byly:

Nastepnie W. poprawia pozycye planety na aberacye za po-
mocg wzoréw (15) rozdz. X-go [stala aberacyi woéwczas w ,Ame-
rican Ephemeris" przyjeta byla: 20,"445] i znajduje nastepujace po-

prawki

Teraz W. sprowadza wspélrzedne stonica do oca fictav.
Do tego potrzebne sa geocentryczne wspé6lrzedne obserwatoryum:
log q= 9,99935, cp' (geocentryczna szeroko§é odpowiadajaca dekli-
nacyi) = 42° 54, wreszcie czasy gwiazdowe obserwacyi (odpowia-

dajace rektascensyom):

Stad przez te same wzory 4 (4 bis) rozdz. VI-go W. znaj-
duje nastepujace ekliptyczne, geocentryczne wspélrzedne obserwato-

ryum w czasie obserwacyi

Przez wzory (8) rozdz. XV-go wynikajag stad nastepujace po-

prawki wspé6lrzednych sloica i czaséw obserwacyi:
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Po dodaniu tych poprawek otrzymamy pozycye slonca wi-
dziane z ,loca fictar 1 czasy obserwacyi w tychze miejscach.
Zreszta poprawki czas6w obserwacyi sg tak male, ze mozna je zu-
petnie pominaé¢. Wreszcie W. sprowadza pozycye slonca 1 planety
do $redniego pordéwnania dnia z nocg na poczatku 1863 r. Poprawki

diugoséci planety 1 slonica sa

Poprawki szerokoéci (tylko dla planety) sa

Widzimy, ze W. postugiwal sie druga metodgq redukcyi [por.
§ 2, rozdz. XV-go], a poniewaz wzial wspdlrzedne stonca odnie-
sione do widomego punktu poréwnania dnia z noca, wiec musial
takze przywie§é te ostatnie do $éredniego pordéwnania dnia z nocag
na poczatku roku. Odpowiednio do tego oddzielit we wzorach (3)
rozdz. XV-go poprawki na aberacye od pozostatych.

Teraz W. zbiera poprawki, a jednocze$nie zamiast czasu Ann
Arbor wprowadza czas washingtonski [poprawka -f- 0" 26" 437°0] 1 wy-
raza go w dniach liczonych od poczatku roku. W ten sposéb otrzy-

muje nastepujace daty:

ktére postuzg za podstawe catego dalszego rachunku.

Z réwnan

wynika



Nastepnie z réwnan (9) niniejszego rozdzialu W. znajduje

Stad 1 z tablicy (A)

Z réwnan (5) Watson oblicza K i J, wtasciwie tangd, bo

samo J nie bedzie potrzebne

potem ze wzoru (7) oblicza /?0. Poniewaz ten kat wchodzi do malej
réznicy < — /Ss, od dokladnego okreélenia ktérej zalezy gléwnie
doktadnoéé wspétczynnika a przy (?2, przeto W. oblicza go ze spe-

cyalna doktadno$cig 1 znajduje

Z kolei oblicza [wzory (10) i (11)] a, b, ¢ i d

potem f 1 h ze wzorow (34)

wreszcie it. d. ze wzoréw (33)

Wszystkie dotychczas obliczone wielko§ci nie zmieniaja sie
przy kolejnych przyblizeniach [dlatego W. zgrupowal je razem];
obecnie zaczynaja sie wielko$éci w kolejnych przyblizeniach zmienne.

Poniewaz

wiec



Stad ktadac w pierwszem przyblizeniu

wzory (16) i nast.d

nastepnie [wzory (17)]

wreszcie [wzory (20)]:

Teraz W. przystepuje do rozwigzania rdéwnania (21). 2 ta-
blicy, o ktérej moéwiliémy na koncu § 2, zaraz okazuje sie. ze je-
den argument pierwiastka jest wiekszy od 180° a dwa wiekize ¥)
od 180° — tfjo} zatem pozostaje tylko jeden pierwiastek wynoscacy
okoto 10°. Po kilku prébach W. znajduje

Skoro jest znane, to ze wzoréw (22) wynika

a ze wzordéw (31)

Teraz mozna ze wzoréw (32) obliczyé W. znajluje

poczem oblicza ze wzordéw (35) heliocentryczne wspdélrzedne pla-

nety 2) i otrzymuje

Widzimy, ze log rz rozni sie od poprzednio znalezionego t/lko

o jedng jednostke siédmego miejsca dziesietnego, wiec pierwsza

') Z tych jeden jest bardzo bliski do 180°— ips, wynosi mianowicie 18° 20 41"
(przybl.). Jest to argument tego pierwiastka, ktéry odnosi sie do orbity ziemikiej.
2) Szerokos$ci b W. nie oblicza, bo potrzebne sa tylko tangfe.
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préba rachunku wypadla pomy$lnie. — Nastepnie ze wzoréw (36)

przywiedzionych do ksztattu [por. wzory (21) 1 (21 bis) rozdz. XVI-go]:

W. znajduje

a ze wzoréw (37)

Niezbyt pomy$§lnie wypada druga préba, bo log tang b2
obliczony ze wzoru typu (36) wynosi 8.4107514, t. j. o 0,0000041
mniej anizeli poprzednio. Jest to za duza r6znica pomimo tego, ze
odpowiada tylko réznicy o 0"05 w samym kacie bs. Rdéwniez nie-

pomy$lnie wypada trzecia préba: ze wzoréw (38) wynika

Oba logarytmy sg =za duze: pierwszy o 0,0000029, drugi
o 0,0000128, zatem niezgodno$é z poprzednimi nie da sie usunaé
przez zmiane kata ue.

Te niezgodno$ci pochodzg nie z btedéw w rachunku, bo ra-
chunki byly poprawne, ale stad, ze wielkie kolo przechodzace przez
skrajne pozycye planety przechodzi bardzo blisko trzeciej pozycyi
storica: 180°-j-K rézni sie tylko o 38' od Qs3, wskutek czego
wzory (32) na qi1 i g3 sa niepewne ¥).

Trzeba wrécié do oryginalnych wzoréw (26) rozdz. XV-go.

Z mnich to W. znajduje

a nastepnie z tych samych wzoréw co poprzednio, t. j. ze wzo-
ré6w (35) oblicza

1) To znaczy, ze male bledy we wspélczynnikach, np. takie, jakie pochodza

z niedoktadnos$ci logarytméw, sprawiaja wielkie btedy we warto$ciach na i qs.



Druga préba wypada teraz zupelnie pomy$§lnie, bo nowy
log tang b2= 8,4107555, zatem zgadza sie zupelnie dokladnie zwar-
toécia obliczona ze wzoréw (35). Co do trzeciej préby, :o

obecnie

Pierwszy logarytm jest o 0,0000085 mniejszy a drugi o tylez
wiekszy od odpowiednich logarytméw obliczonych poprzednio ze
wzoréw (31). Mozna tedy zastosowaé poprawke, o ktérej byla mova
w koncu § 3. Ze wzoréw (39) wynika Po zastoso-

waniu tej poprawki otrzymamy

Teraz mozna przejéé do drugiego przyblizenia, przedtem na-
lezy jednak wykonaé poprawke na aberacye planetarng [por. § 4].
Naturalnie W. oblicza ja z inna warto$ciaq stalej niz ta, ktéra przy-
jeliémy w tej ksiazce, mianowicie kladzie log const = 7,760523

i otrzymuje poprawione czasy obserwacyi

stad za§ wynika

Do wyznaczenia stosunkéw pomiedzy polami wycinkéw a po-
lami tréjkatéw potrzebne sa pomocnicze katy oznaczone przez Y.

Watson kladzie

pisze wzory

(75)

i takie same wzory dla trzeciej pozycyi. We wzorach tych G, i G
sa to nowe pomocnicze katy, ktére zreszta mozna pdzniej zuzytko-

waé¢. Katy Xi i Xs
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Stad za$§ wynika

a nastepnie [por. wzory (55)J

W. najpierw poszukuje y. Jezeli polozymy £ = 0, to réwnanie (63)

zastosowane do tego przypadku przywiedzie sie do

W pierwszej tablicy Gaussa [o tych tablicach méwiliémy
w § 5] W. znajduje odpowiedni logy2= 0,0002581, poczem z ré6wna-
nia (52 ter) otrzymuje x = 0.000092. Teraz szuka w drugiej tablicy
Gaussa odpowiedniego £ iznajduje £= 0,00000001. To £ jest tak

mate, ze nie warto kontynuowaé rachunek. Tedy W. przyjmuje
i tak samo znajduje

poczem okresla P z pierwszego wzoru (42) a @ ze wzoru (43):

Teraz oblicza ponownie co, ko, [, z2 1 t. d., bo wszystkie te
wielkoéci zaleza od P i @. Poniewaz wzory (32) w pierwszem przy-
blizeniu zawiodly, przeto i tym razem nie postuguje sie¢ nimi, na-
tomiast oblicza gx i @s wprost ze wzoréw (26) rozdz. XV-go. Zreszty
wszystkie wielkoéci wchodzace do wspélczynnikéw tych ostatnich-
wzorOw, oprécz ny. 1 ns pozostaja niezmienione. W ten sposéb otrzy-

muje nastepujace rezultaty

Stad ta sama co poprzednio metoda wynika

Astronomia teoretyczna.
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Nastepnie

I tym razem pierwsza préba wypada pomy$lnie, bo oba logjj
t.j. tak znaleziony z pierwszego wzoru (22), jak obecnie obliczony
ze wzoréw (35) sa jednakowe. Tak samo udaje sie druga prébi,

bo log tang K obliczony ze wzoru

wynosi 8,4114279, przeto rézni sie tylko o 3 jednostki siédmego
miejsca dziesietnego od log tang b2 obliczonego ze wzordéow (35).

Wreszcie (trzecia préba) ze wzoréow (38) Watson oblicza

Jak widzimy, pierwszy z tych logarytinéw jest tylko o 0,0000003
za duzy, a drugi tylko o 0,0000001 za maty. Sa to tak drobne réznice,

ze nie ma po co poprawiaé nmp 1 mozna przyjacé

Znowu ta samg metodg co poprzednio W. oblicza z pierwszych

dwéch réznic

a nastepnie

Widzimy, ze \ogP rézni sie juz tylko o jednostke ostatniego
miejsca dziesietnego. Co do log”), to ten ostatni rézni sie jeszcze
o 18 jednostek ostatniego miejsca dziesietnego od poprzedniej war-
to$ci, ale wiemy [por. § 6], ze niezgodno$é log Q w ostatnich miej-

scach dziesietnych jest dopuszczalna. Wobec tego W. uwaza osig-
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gniete przyblizenie za wystarczajace. Oblicza wszakze jeszcze

bo bedzie ono potrzebne do okreS§lenia elementéw. Kladzie wiec

i metoda wyzej podang znajduje

Znowu rozwigzuje system réwnan (51 bis) i (52 bis), otrzymuje:

poczem przystepuje do obliczenia p z ré6wnan (66). Réwnania te daja:

Choé¢ niema zupelnej zgodno$ci, jednakze mozna uwazaé te
czwarta prébe za udatng, bo $rednia warto$§é z dwécli skrajnych
logarytméw jest prawie réwna $rodkowemu [tam... 19, tu... 18].

Nastepnie z réwnan (55 bis), (46 bis), (69) i (68) znajduje

Zamiast réwnan (67) Wat son pisze r6wnowazne im réwnania

Otrzymujemy je z réwnan (67) rugujac

za pomoca réwnan (75), w ktoérych naturalnie

trzeba wprz6dy przez przestawienia kolowe zastapié it d.

przez it. d.... Z réwnan (76) W. oblicza

Stad znowu
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W celu przeprowadzenia piatej préby W. szuka w loga-

rytmach cosgp przez sin<p i znajduje

co rézni sie tylko o 2 jednostki siédmego miejsca dziesietnego od
poprzednio znalezionego logarytmu cos (p.
Poniewaz ruch jest prosty [katy u tem wieksze, im czas pdzniej-

szyl, przeto

Do obliczenia anomalii §redniej potrzebny bedzie $redni ruch w;

mozemy go otrzymaé ze wzoru

ale poniewaz bedziemy wyrazaé¢ anomalie w mierze katowej, wiec
trzeba bedzie wyrazié¢ w, albo, co na jedno wychodzi, kB w mierze

katowej. Mamy [por. § 11, rozdz. XIII-ty]

przeto w mierze katowej bedzie

a nastepnie

Anomalie prawdziwe sa

Poniewaz mamy teraz juz p i e, wiec ze znanego rdéwnania

mozemy ponownie obliczyé Znajdziemy:

Po poréwnaniu z temi wartoéciami, ktdére poprzednio otrzy-
mali§my z przekonamy sie, ze zgodnoéé jest bardzo

dobra [dwa pierwsze log. r6znia sie o jednostke ostatniego miejsca



dziesietnego a trzeci wcale nie r6zni sie], co §wiadczy, ze poprze-
dnie rachunki sa poprawne.

Ze wzoru (72) W. znajduje

Tu znowu mozemy przekonad sie, ze obliczony

z anomalii mimoérodowych rézni sie tylko o 0,"003 od tego, ktéry
T v Ir~ .t R n .
VK znallazl z " Weszme ze wzoru (73) wynikaja nastepujace

anomalie $rednie:

Jako epoke we wzorach (74) W. przyjmuje 21,5 Wrzeénia
1863 r. [cz. washingtonski], t. j. chwile malo co rézna od chwili
drugiej obserwacyi. Data 21,5 Wrzeénia odpowiada 264,5 dniom

od poczatku roku, przeto:

Skoro podstawimy te liczby we wzory (74), to otrzymamy

na My trzy zupelnie zgodne liczby:

Poniewaz szdésta 1 ostatnia préba wypadta réwnie pomyS§l-
nie jak poprzednie, wiec mozemy napisaé nastepujaca tabliczke ele-

mentow:

Ekliptyka i $érednie poréwnanie dnia
z noca 1863,0



8. Poréwnanie pozycyi obliczonych z elementow z pozycjami
obserwowanemi. Efemerydy.

Zobaczymy jeszcze, o ile pozycye planety obliczone =z tych
elementéw sa zgodne z pozycyami obserwowanemi. Poniewaz obser-
wujemy rektascensye 1 deklinacye, wiec obliczamy r6éwniez rekta-
scensye 1 deklinacye, ale to bedg rektascensye 1 deklinacye geo-
centryczne a zatem dla por6wnania trzeba bedzie albo obliczone
wspoblrzedne sprowadzié¢ do miejsca obserwacyi, albo odwrotnie obser-
wowane wspdlrzedne sprowadzi¢ do $rodka ziemi.

Obliczymy wspbéirzedne planety za pomoca wzoréw roz-
dziatu XIII-go. Pierwsza rzecz, ktéra musimy dokonaé, to obliczyé

stale Gaussa ze wzoréw (77) rozdz. XIII-go, mianowicie ze wzoréw

ktadac

Watson znajduje

Skoro podstawimy to we wzory (74 bis) rozdz. XIII-go (str. 280)
a nastepnie polozymy na r i u odpowiednie warto$ci, to otrzymamy

nastepujace wspodlrzedne réwnikowe, heliocentryczne, prostokatnex)

Wspétrzedne ekliptyczne storica odniesione do czaséw obser-
wacyli poprawionych na aberacye i do $éredniego poréwnania dnia

z noca na poczatku 1863 r. sa:

Rachunku tego niema u Watson a.



Prawdziwa

Stad przez wzory

obliczymy geocentryczne, réwnikowe, prostokatne wspdlrzedne
stonnca?). Log cosi? bedzie we wszystkich pozycyach 0,0000000, co

za§ do sin to nalezy go obliczaé ze wzoru

Oto wspélrzedne sloica wynikajace ze wzoréw (77)

Tworzac teraz sumy: i t. d. otrzymamy prosto-

katne, geocentryczne, réwnikowe wspdlrzedne planety

z ktérych przez wzory

otrzymamy

Prawdziwa geometryczna dlugoéé, to znaczy ze nie dodano do niej
poprawki na aberacye. Mozemy powiedzieé, ze to jest ta dlugoséé, ktéra obserwo-
waliby$my, gdyby predkos$é éwiatla byla nieskonczenie wielks.

1) Warto$é kata ¢ byla podana nieco wyzej.



Watson za$§ podaje:

Jak widzimy rektascensye i1 deklinacye zgadzaja sie zupelnie
dobrze: drobne réznice o setne sekund katowych tlémacza sie przez
zaokraglanie logarytméw i samych liczb. LogA u Watsona jest
z pewnos$cia bltedny; widocznie ze wzgledu na to, ze odlegloéci
nie sa potrzebne do poré6wnania z obserwacyami, nie staral sie
o dokltadne ich obliczenie, co widaé zresztq choéby stad, ze pedat
logarytmy odlegltos$ci tylko w pieciu cyfrach.

Powyzsze wspdlrzedne rdéwnikowe sa odniesione do stalej
ekliptyki i stalego poréwnania dnia z nocg na poczatku 1863 r. Aby
uczyni¢ je poréwnywalnerni z obserwacyami. W. sprowadza je do
widomych poréwnahn dnia z nocg i widomych ekliptyk w chwilach
obserwacyi. dJest to redukeya odwrotna do tej, ktéra wykonal na
poczatku rachunku, gdy sprowadzal pozycye planety do $éredniego
por6wnania dnia z noca. Robi ja ta sama metoda § 2, rozdz. XV-go,
o ktérej wspominaliémy w § 7. Absolutne wartosci poprawek sa
naturalnie inne, bo tam chodzito o dlugo$§é i szerokoéé, a tu chodzi
o rektascensye 1 deklinacye. Gdyby obecne poprawki dotyczyly
tych samych wspdlrzednych, co tam, to absolutne wartosci bylyby
te same, albowiem rdznice pochodzace stad, ze tam obliczal po-
prawki dla jeszcze niepoprawionych na aberacye planetarna czaséw
obserwacyi, a tu obliczal dla juz poprawionych, sa zupelnie znikome.

Poprawki, o ktérych mowa, sa:

Dodawszy je 1 zamieniwszy katy [w rektascensyi] na czas

W. otrzymuje nastepujace obliczone wspélrzedne

Czas $ér. washingtonski: Obliczone wspoélrzedne:



Lecz 1 te daty jeszcze nie sa poréwnywalne z obserwacyami,
bo to sgq wspdblrzedne geocentryczne, a tamto widome. Moznaby
wspoblrzedne geocentryczne sprowadzi¢ do miejsca obserwacyi, ale
robi sie zwykle odwrotnie, sprowadza sie obserwowane wspé6lrzedne
do $rodka ziemi za pomoca wzor6w (20 bis) rozdz. IX-go, ktore

mozna upro$cié i napisaé w (przyblizonym) ksztalcie:

Litery kreskowane oznaczaja wspélrzedne widome, a niekre-
skowane odnosza sie do geocentrycznych. Naturalnie zamiast odle-
glo§ci planety od obserwatoryum A' mozna podstawié¢ odleglo§é od

$rodka ziemi A. Ze wzoréw (78) wynikaja nastepujgce poprawki:

Po dodaniu ich do obserwowanych wspélrzednych otrzymamy
wreszcie poréwnywalne z obliczonemi, bo sprowadzone do §rodka

ziemi obserwowane wspolrzedne

Zgodnoéé, osobliwie skrajnych pozycyi jest zupelna. Swoja
droga nie mozna przypisywaé elementom nazbyt wielkiej wagi, bo
obserwacye, z ktérych je obliczono, obejmuja tylko okolo dwédch
tygodni, podczas gdy okres obiegu planety wynosi okolo czterech
lat. Z tego powodu szeregi na stosunki pomiedzy polami tréjkatéw
sq szybko zbiezne, z tego tez powodu przy rozwigzaniu systemu
réwnan (51 bis) i (52 bis) przez kolejne przyblizenia mozna byto
tak szybko doj§¢é do celu. ale zato znaleziona elipsa tylko na ma-
lym kawalku przystaje do orbity.

Wogdle wyznaczenie orbity z trzech obserwacyi, nawet z trzech
miejsc normalnych sluzy tylko za wstep do dokladnego wyzna-

czenia. Najpierw z pomocg elementéw wyznaczonych z trzech obser-



wacyi obliczamy ,efemeryde" planety. Efemeryda to wltasSciwie ni?
innego jak tablica przepowiadajaca pozycye planety zazwyczaj co
cztery dni o pélnocy [np. wedle czasu krakowskiego], ewen-
tualnie z dodatkiem informacyi co do wielkos$ci [blasku] planety
i co do czasu opozycyi. Obliczamy przyszlte pozycye planety z ele-
mentéw ta samg metoda, ktéra postugiwaliémy sie przed chwilg
majac zamiar poréwnaé obliczone pozycye z obserwowanemi. Tu
spostrzegamy, jak wielkie ulatwienie daja stale Gaussa. Skoro ji
raz obliczymy, to mozemy nastepnie szybko otrzymaé tyle pe-
zycyl planet}?, ile si¢ nam podoba. Jednakze przy obliczeniu rekta-
scensyi 1 deklinacyi dla efemerydy musimy wykonaé niektére ra-
chunki, ktére tu byly zbedne. Mianowicie tu juz przy wyznaczenia
elementéw obliczyliémy argumenty szerokoéci u odpowiadajace chwi-
lom obserwacyi; przeto mieliSémy je juz gotowe w chwili, gdy przy-

szlo podstawiaé we wzory Gaussa. Tymczasem przy obliczenia

efemerydy nie mamy gotowych wartoéci m, musimy je dopiero”,

obliczyé. Zaczynamy od obliczenia anomalii §rednich ze wzoru "iSr A

gdzie My jest to $rednia anomalia odpowiadajgca ,epoce" Ty [w na-
szym przyktadzie Tp = 21,5 Wrzeénia 1863 r., Mo = 339°55' 25"96]
nastepnie z anomalii $érednich przez r6wnanie Keplera wyzna-
czamy odpowiednie anomalie mimos$rodowe [tu spostrzegamy, ze
niedarmo obliczono tablice pomocnicze do rozwigzania tego rdéwna-
nia], wreszcie z anomalii mimos$rodowych obliczamy anomalie pra-
wdziwe, dodajac za§ do tych ostatnich stala a) otrzymujemy pof
trzebne nam argumenty szerokos$ci. !

Efemeryda dopomaga do odszukania planety i w ten sposdb
utatwia dalsze jej obserwowanie. Jednoczeénie poréwnujac nowo-
obserwowane pozycye z przepowiedzianemi przez efemeryde spra-
wdzamy pierwotne elementy i poprawiamy je w miare gromadzenia
sie obserwacyi. Ostateczng orbite astronomowie obliczaja réznemi
od poprzednio wylozonych metodami 1 nie z trzech, a z wielu
obserwacyi nalezacych nie do jednego a do wielu obiegéw planety.
Tak przy ostatecznem wyznaczeniu orbity, jak przy wyznaczeniu
i przy kolejnem poprawianiu pierwszych elementéw — Dbliskie od

siebie obserwacye [np. obserwacye zrobione w ciggu tej samej albo



kilku po sobie nastepujacych nocy] taczymy w tak zwane ,nor-
malne miejsca". O tworzeniu ,miejsc normalnych", o wyznacze-
niu ostatecznych elementéw powiemy potem stéw kilka, wprzddy
jednakze oméwimy pokrdtce ,analityczna" metode wyznaczania
orbit oraz metode Leuschnera.

Natomiast z powodu braku miejsca zupelnie pominiemy me-
tode wyznaczania orbity kotowej z dwéch obserwacyi a eliptycznej
z czterech oraz rozmaite specyalne przypadki. Czytelnika chcacego
poinformowaé¢ sie o tem odsylamy do dziet specyalnych. fSpis lite-

ratury znajduje sie na koncu rozdz. XVIII-go].

KONIEC TOMU PJKRWSZKGO.
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