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'WYKLAD PRAKTYCINY
podnoszeniado potgg, Wycizgania pierwiastkow,
postepow 1 logarytmow.

ROZDZIIAL L
0 podnoszeniu do poteg i wyciaganiu pierwiastkow
W ogolnosei.

1. Potegq jakiéj liczby zowie sig iloczyn powstaly z wie-
lokrotnego jej przez siebie rozmnozenia, czyli z wielokrotnego
za czynnik jej wzigcia. Potega ta, tem jest wyisza, im wieksza
ilos¢ razy liczba dana jako czynnik ma byé brana: np. druga
potega z T, czyli T° = 7.7=49; trzecia potega z T, czyli
T'=1.1.1=343; czwarla potegaz T, czyli ' =1.7.7.7=210L;it. d.

Sama liczba bedgca czynnikiem, z ktoréj wlasnie kilkakrotne-
go rnno.z'enia przez siebie powstala dana potega, stanowi pier-
wiastek polegi. Wielkos¢ pierwiastku rowniez podlug tego sie
oznaczy, jak wielka ilosé razy dana liczbe bierzemy za czynnik,
aby otrzymaé potege podang; zp. 7 jest pierwiastkiem drugiéj po-
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L]
tegi z 49, gdyz 7.7=49; podobniei 7 jest p:erwmslklem trzeciéj
poleglz343,jastpmrwnas[kuem 41éj potegi z 2401 i t. d. Zamiast
wypisywania, Ze T jest pierwiastkiem 2giéj, 3eiéj, 4tj potegi z liczb
odpowiednich powyiéj podanych, zwykle tylko zamieszczamy,

1=1/49 ; 1=]/343 ; T=]/2401.

Liczba dajaca poznaé,ile razy inng liczbg za czynnik bierzemy,
aby trzecia liczba jako iloczyn, czyli potega byla otrzymana, zo-
wie sig wyhktadnikiem. Podlug tego w wyrazeniu 7°=343, ktore
wskazuje,Ze T podniesione do potegi trzeciéj rOwna sie 343, liczba
343 jestpoltegq 3cinz T;liczba T jest pierwiastkiem; 3 zas wykladni-

hiem.  Przy wyraieniu 1=]/343 oznaczajacem, Ze T jest pier-
wiastkiem trzeciéj potegi z 343, podobniez liczba 343 jest pote-
ga, T pierwiastkiem a 3 wykladnikiem pierwiasthu, dla réznicy
od wykladnika w poprzednim razie uiylego, a ktory byl wlasci-
wie wylladnikiem polegi.

2. Druga potege w praktyczném uiyciu, zwykle zowia
kwadratem, trzecig zaé potege szescianém: stad i pierwiastek
dragiéj polegi nazywa sie pierwiastiiem kwadratowym; pierwia-
stek trzeciéj potegi pierwiasthiem szesciennym. 1 tak 100 jest
kwadratem z10; 64 jest szescianem z4; 9 jest pierwiastkiem kwa-
dratowym z 813 8 jest pierwiastkiem szesciennym z 512.

Przy pierwiastka kwadratowym, wykladnik nigdy si¢ nie pi-
sze,jako odpowiadajacy najnizszemu z pierwiastkow, ktory przez
rachunek dochodzié potrzeba; pierwiastkiem bowiem pierwszéj
potegi z jakiéj liczby, jest taz sama dana liczba. Stad zamiast pi-

sania ]?lﬁl):lﬂ,piszemy tylko J/100=10.

3. Szedé pierwszych poteg z dziesigcin pierwszych liczb,
obejmuje nastepna tablica; potegi tylko z 1 sq opuszczone, jako
wszystkie rowne jednosci.
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Tablica poteg.

1-sza po-

tega

3125

7776

16807

32768

9 81 129 6561 59049 53 1-141[

10 100 | 1000 | 10000 | 100000| 1000000
12

Z 1¢] tablicy juz sie okazuje, ze kaida potgga 210 sklada sig
2 1 i tylu zer, ile wykladnik ma jednosci; np 10°=1000; 10’ =
100000 i t. d.

4. Gdyby wszysikie wykladniki byly calkowite, podnrosze-
nie do poleg oznaczalobypowlarzane mnozenieliczby saméj przez
si¢ tak;,izby ta liczba tyle razy wzigty byla za ezynnik, ile wykla-
dnik wskazuje. Lecz gdy wykladniki moga by¢ jeszcee ulomko-
we i odjemne, poprzednie przeto okreslenic ogélniejszém byé
musi, aby wlasnie obejmowalo razem wszystkie te przypadki.

Cheace liczbe @ podniesé do potegim, potrzeba z liczby a przez
mnozenie - lub dzielenie tak wypadek utworzyé, jak powslalo m
zjednosci przez dodawanie lub odcigganie. Ze zas mnoZenie jest
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dzialaniem bezposrednio wyZszem od dodawania, a dzielenie bez-
posrednio wyiszem od odciagania, aby zatem liczbe a podniesc
do polegi m; potrzeba z a przez bezposrednio wyisze dzialanie
wypadek tak ulworzyé, jak mz jednosci utworzono,

a. Gdy wylladnik jest iloscig calkowilg dodatnig.

Dajmy ze checemy podniesé 5 do potegi trzeciéj, czyli do sze-
scianu. Wtym celu potrzebaz5 przez bezposrednio wyzsze dzia-
lanie, wypadek tak utworzyé, jak 3 powstalo z jednosci. Ze za$
3 powstaje zjednosci przez trzykrotne tejze jednosci ze znakiem
wigeéj zamieszezenie, to jest 3= 14141, zalem 53utw0rzy siQ
z 9, trzykrotnie te liczbe jako mnoinik,czyli jako czynnik umie-
szczajac, 1o jest 5 =5.5.5=125.

Jezeli wige wykladnik jest liczba calkowita dodatnia, wow-
czas podnoszenie do poteg zaleiy tylko na wzigciu pierwiastku
za czynnik tyle razy, ile wykladnik jednoéci obejmuje.

b. Gdy wykladnik jest ulomkiem dodatnim, np w wyrazeniu
6473, gdzie 64 do polegi ¥ podniesé potrzeba; wowczas z 64
przez bezposrednio wyisze dzialanie, wypadek tak sig tworzy,
jak s z jednosci utworzonem bylo. Ze za$ % zjednosci powsla-
je, dzielae jednosé na trzy réwne ilosci dodaé si¢ majace ijedny
z nich dwukrotnie jako liczbe do dodania zamieszczajae: aby
wiee 64 podniesé dopotegi %, potrzeba 64 rozlozyc na 3 rowne
czynniki, i jeden z nich dwukrotnie jako czynnik zamiescié. Roz-
kladajac 64 na trzy rowne czynniki, czyli wyciagajac pierwiastek
trzeciéj polegi z 64, wypada 4, gdyz 64 =4.4.4, albo

64 =]/64.]/64.]/64.
Umieszezajac za$ jeden z nich dwukrotnie jako czynnik, bedzie

2
y 2
4.4=16,albo /64 ./ 64= (1764) = 16;stad 64 = 16.

Aby wiec 64 podniesé do potegi 2, potrzebaz 64 wyeciagnaé pier-
wiastelk $zescienny, to jest pierwiastek polegi wskazanéj przez
mianownik, i podniesé ten pierwiastek do kwadratu, czyli do po-
tegi wskazanéj przez licznik.

Podobniez cheac 625 podniesc do potegi ¥,. potrzeba z 625
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wyciagngé pierwiastek czwartéj potegi, ktory rOwna si¢ 5,i ten
pierwiastek podnies¢ do szescianu; bedzie zatém

¥,
625 = 1/625.)/625.1/625= (1/"625)’= 5'=125.

Stad zarazem wypada, ze aby liczbe jaka podnies¢é do potegi

Yy Y5, Ya¥i i t. d. potrzeba wyciagnaé pierwiastek potegi 2siej,

Jeiej, 4tejit. d. np.

'
520 = ]/529.= 23.

20701 - 1729791 = 31.

Y
2401 = 172401 = 1.

W ogole podnoszac @ do potegi ¥/m, powinnismy a rozloiyé na
m réwnych czynnikow i wziaé jeden z tych czynnikéw; musi-
my zatem taka liczbg wynaleéé,kldraby m razy wzigta za czynnik,
V/m

wydalanailoczyn «;taky liczba jest ]/a stad @ /—Va

e. Gdywykladnikjest zerem,gdy np.a do potegi 0 podniesé
igdamy, woéwezas z a przez bezposrednio wyisze dzialanie, tak
wypadek tworzymy, jak 0 z jednosci utworzono. Ze zas 0 two-
rzy sie zjednosei, biorae raz te jednosé jako liczbe do dodania,
drugi raz jako liczbe do odjecia, to jest 1—1=0: aby wigc @
podniesé do potegi 0, potrzeba zamiescié raz a jako czynnik,

drugi raz jako dzielnik; bedzie wige @® = :— = 1. Stad kaida li-

czba wzigta jako wartodé dla a, podniesiona do polegi zero ro-

: 0 T
wna sig jednosci; np Dy 5— 1; 3 =121 =-§3=1 it d.

d. Gdy wyktadnik’ jest liczbq calkowitg odjemng np. gdy

mamy 1ﬁsczyh gdy T do potegi — 3 podniesé¢ Zqdamy; wbwczas
z T przez bezposrednio wyisze dzialanie tak tworzymy wypadek
jak — 3 z jednodci utworzono. Ze za$—3 z jednosci powstaje,
biorge te jednosé¢ po 3 razy jako liczbe do odjgcia, albo gdy ja
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umiedcimy raz jako liczbg do dodania, a 4 razy jako liezbe do

odjecia, do utworzenia zatem T potrzeba T umiescié raz jako
czynnik, a 4 razy jako dzielnik: styd

oy 1 1 1

B o PR & el
— l m 1
10 = iGiswogéle a = —
a

e. Gdy wykladnik jest ulomkiem odjemnym, np. W wyraie-
—d

niu 81 ,‘ woéwezas z 81 przez bezposrednio wyisze dzialanie wy-
padek podobnie tworzymy, jak — % 2z jednodci utworzono.
Ze za$ — Y, powstaje z jednosci, rozkladajac jednosé na 4 ro-
wne liczby do dodania, i jedna z nich po trzy razy biorac jako
liczbe do odjgcia: albo raz jako liczbe do d(:dania, a 4 razy ja-.

koliczbe doodjecia; dla utworzenia wiee 81, ‘potrzeba 81 na 4
rowne czynniki rozloiy¢, to jest 81 = 3.3.3.3 i jeden z nich raz
Jako czynnik a 4 razy jako dzielnik zamiesci¢: bedzie wiec:

-, 3 1 1 1
S 33.38] 11 3530 F 8 g1

'S n
w ogile ¢ "=

a='.=.|_

Z dwoch ostatnich uwag d) i ¢) wynika: Ze kaida polega
z wykladnikiem odjemnym, rowna si¢ jednosei pedzielondj przez
lgz samq polege z wykladnikiem dodatnim. 1 tak
Ty 1 l ‘_I/a
1 HA

Tt

phuileg
gh 2
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L ) 1 e g
128 i-——,/-a-s-é-; 243 = ,a%
1287 : 9437

5. Jakkolwiek przez poprzednie uwagi réinica poteg co
do ich wykladnikow wyjasniong zostala, przy dalszem jednak
arytmetyczném tylko rozirzasaniu dzialan, jakim te potegi pod-
dane by¢ moga, ograniczemy sig jedynie na potegach o wykla-
dnikach calkowitych dodatnich.

6. Dodawanie i odeigganie poleg wykonanem tylko byé
moze, gdy potegi dane, chociaz z réZnemi s spolezynnikami,lecz
sq jednakowe, i odnoszq sig do jednego pierwiastku. Rozne bo-
wiem polegi co do wykladnikéw jednego nawet pierwiastku, sg
tak roéinego migdzy sobg gatunku, jak potegi rozmmlych pier-
wiastkow.

»

I tak chege 7p.do 5.3 dodaé 7. 3" lub odjac, gdy wlasciwe
wypadkl tych poteg wyszukane nie beda, dodawanie i odciaga-
nie na prostem tylko oznaczeniu ograniczy¢ si¢ musi, gdyz 3* i
3%'sa wyrazenia zupelnie od siebie rozne; bedzie zatem:

5.347.38
" 5,3—17.8

Przeciwnie gdy potegi sa jednakowe, dodawanie i odcigganie
natychmiast uskuteeznia si¢ na spélezynnikach, jako wskazuja-
cych, ile razy potegi dane sa wazigte jako ilosci do dodania, lub
jako ilosci do odjecia.

a 7. 84+5.8—2.3 = 10.3
gistig sl pisll 18°

8.5— 1.5 8.5—4.5=0
Toz samo prawidlo zastosowywa si¢ do dodawania i odciagania
iloci pierwiastkowych.
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1. Mnoienie polgg o jednym pierwiasthu uskutecznia sie,
podnoszge ten wspolny pigrwiastek do polegi wskazané) przez
summe wykladnikow.

Majac np 3* rozmnoiyé przez 3% gdy w pierwszym czynniku
3 jest 4 razy, w drugim 5 razy, jako czynmik powtérzone, w ilo-
czynie zatem to% samo 3 bedzie 9 razy czynnikiem: stad 3.9=3.

= 3 7 4 (] m n m+n
+ Podobniez 5. 5.5 =5; w ogblea.a = a

Potggi z tym samym wykladnikiem mnoiq si¢ przez siebie,
podnoszqe iloczyn ich pierwiasthow do polegi wskazanéj przez
wykladnil; np. '

425 = (425 )'= 100°= 1000000

m m m
g b:(ab).

Stad zarazem wypada, ze ckege podniesé iloczyn do jakiéj po-
legi, potrzeba kaidy z jego ezynnikow podniesc do tejie potegi
i wypadki przez siebie rozmnozyé.

W kaidym z tych razéw spolczynniki oznaczajace liczbe po-
‘teg do siebie dodanych, mnozg si¢ przez siebie. np.

18'x 4.2'=28.3°.2.

8. llosci pierwiastkowe o jednakowym wykladniku co do
pierwiasthu mnoiq si¢ przez siebie, gdy pierwiastek wyktadni-
kiem oznaczony wyciqga sig z iloczynu ilodei objetychznakami

pierwiasthowemi. np.
Vi)y5s =135

l)alv?ko mniej jest pracy wyciagnaé pierwiastek z 35, ni# osdbno
z 11z 5, 1 wypadki stad powstale przez siebie rozmnozy¢.

Stad nadto wynika, ie z iloczynu wycigga sig pierwiastek,
wyciggajge go 0sobno z kaidego w nim czynnika. Zasada ta ko-
rzystnie si¢ zastosowywa w razie, gdy ilosé pod znakiem pier-
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wiastkowym bedaca, na dwa czynniki rozklada sic, z kiorych la-
two pierwiastek wyciagniety byé moze. np.

/5184 = }/64.81 = }/64.]/81 = 8.9 = 12

1/343.720 = ]//343.1/729 = 1.9 = 63
9. Dzielenie polgg o jednakowym pierwiasthu uskulecznia
sig, padnoszqc wspdlny ten pierwiastek do polegi, ktoréj wyhla-
dnik rowna sigwykladnikowi dzielnéj, mmeg w ﬂrtadmkaem dziel-
nika. np.

8
Bl = ?;—z—‘= 3
™ = =
m—a
wogoble E"K: a.
(1]

Jedeli bowiem iloraz rozmnoZony przez dzielnik, wydaje dziel-
ng, i jezeli przy tymie samym pierwiastku wykladnik dzielnéj
rowna si¢ wykladnikowi dzielnika wigeéj wykladnikiem ilorazu,
przeto wykladnik ilorazu réwnaé sig bedzie wykladnikowi dziel-
néj, mniej wykladnikiem dzielnika.

Spolezynniki poprzedzajace potegi do dziclenia podane
dzielg si¢ przez siebie; np.

35,0: 5.6 =17.6.

10.  Dzielenie ilosci pierwiasthowych majqeych jednakowe
wykladniki pierwiasthowe, odbywa sig wyciqzajge tak wska-
zany pierwiastek z ilorazu dlosci bedgeyeh pod znakami pier-
wiastkowemi.

59
I tak ]—7:30 oznacza wlasciwie, Ze pierwiastek kwadratowy

wyciagniety z 59, podzielié polrzeba przez pierwiastek rownie?
wyciagniety z 32: lalwiéj jest jednak * wyciagnaé go tylko z

59
184375 = 397 lem bardzié}, ie w obu razach jeden jest wy-
padek. .

Q
-
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11, Ulomek podnosi sig do potegi, podnoszqe tak licznik
Jak mianownik do tejie polegi. np.

2 2

(3)__3 3 T 9

£F =07 T 4LTN e
(33 33 27
T A T T R i

a v 3
. a
w ogole (—b) e
Stad zarazem wynika, Ze polegi o jednym wykladniku dzielg sig
przez siebie, gdy iloraz z ich pierwiasthow podnosi sig do polegi
przex wykladnik wskazanej.
Uiycie ktorejkolwiek z tych dwoch zasad zalezy jedynie od
dogodnosci rachunku.
- 125\ 3 Lt
Itak zp. majac (ﬁ) » latwié] jest otrzymaé wypadek po-
dlug drugiéj zasady,
( AERNA kil e
(TuE = 5= 125]
nie za$ podlug pierwszéj;

28 15625
12.  Z ulomku wyciqga sig pierwiastek, wyciqgajqe go
0sobno z licznika i mianownika, idzielge pierwszy przez drugi.
Zasada ta jednak zastosowywa si¢ wiedy tylko, gdy licznik
i mianownik s takiemi wielkosciami, z ktorych latwo pierwia-

stek wyciagnigty byé moie. np.
LR Vi
1

9 - /419

3 3
podobniez ‘/g:_= g—,-

3 3
125 125 1953125
( )=”-%== = 125.
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W innym razie, lepiéj jest wyciagnaé pierwiastek z ilorazu ilosci

objetych znakiem pierwiastkowym. sp.

3
=19; 2 = 11,8431,

13- Dana polega podnosi si¢ do innej polegi, podnoszqe
pierwiastek dopolegi wskazanéj przez iloczyn wykladnikdw. np.

(3‘)5-: 3™ ; w ogole (am .

Z danej polegi wyciqga sig pierwiastek, dzielge wykladnik
potgga‘ przez wykladnik pierwiasthu.

Majac np. z 5™ wyciagnaé pierwiastek szescienny, potrzeba
5' ma trzy rowne czynniki rozlozyé, i wzigé znich jeden. Ze za$
5" sklada sig z 12 czynnikéw, z kiérych kaidy rowna si¢ 5, trzy
wigc Zgdane rowne czynniki wypadna, biorae 5* za kaidy znich;
bedzie przeto: s

5 =5.5.5;sad B =5
podobniez ]/"’T“ iy o ]:'/'230 L
w ogole ]}a“’ =a"
14. llo$é pierwiasthowa podnosi sig do polegi, podnoszqe

samq ilos¢ znakiem pierwiasthowym objelg do lejie polegi,
i z wypadkuwyciggajqepierwiastek podany. np.

AF B0 S 3 3,4
(I/ a) =V5.5. V5.5 =555 = V5
w ogéle (]m/a)r:]/m’alf
Z ilosei pierwiasthowej wycigga sig pierwiastek, wyciggajge

z ilosci bedgedj pod znakiem pierwiastkowym pierwiastek pote-
gi, wshazanéj przez iloczyn wykladnikow. np.

V164 = /64
w ogole i“/y'd = ];7 l‘/a.
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15.  Im wyiszq jest polega jakiéj liczby, kiora jest mniej-
82¢ od jednosci, lem niZszq jestjéj wartoéé,

1 tak #zp. (T) jest mniejsze od _4" gdyi

(3 g B 9
T)”T'T_E

S 3 \3, o 3 \?
Podobniez (T) jest mniejsze od (T), gdyi

3 \? 3 3 3 2310 d
(T) gl Ty Wl = e

Odwrolnie: im wyiszq jest polega Jakiéj liezby, kidra jest wie-
kszq od jednosci, tem wyiszq jest jéj wartosé np.
=925 5 =125t d

16.  Gdy wykladnik potegi, do kioréj mamy podniesé ja-
kg liczbe, daje sig rozloyé na dwa nastgpne czynniki, 2 i3,
wowezas iqdana polega otrzymuje sie, podnoszqe nastepnie da-
nq liczbe do kwadratu i do szescianu, polem mnoige przez sie-
bie wypadki. I tak:

2 =20 %2 =(2%)* =42=186,

2°? =2'x2'=(2%)* =8'=64.

2% =23 2° 2= (2%)? X 2=8? % 2= ﬁ4><4 256.

99 =23X23><:)3={c)3)a =8*=512.

3"=3'%X3'x = (3*}‘><(_3‘)’><3‘=9"><9’x3‘=
=81x81X2T=17T147 it d.

1. Jedeli wykladnik pierwiasthu majgcego sie wyciggngc
zawiera tylko ezynniki 2 i 3, wowczas jakikolwiek jest len pier-
wiastek olrzymacd go moina przez samo wycigganie pierwiasthu
kwadratowego i szesciennego.

I tak gdy podlug (14),

]7:1 = ]/ Va, albo np. 19/64 = Vﬁ-l
cheae zatem z 64 wyciagnaé pierwiastek 6t potegi, w'ezmiemy
naprzod pierwiastek kwadratowy, ktorym bedzie 8=2% i potem
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z tego wypadku wyciagniemy pierwiastek szes’cienny; stad pier-
wiastek Zgdany bedzie 2.

Podobniez /1206 = }/})/1206 = ]/36 = 6.
Pierwiastek przeto 44 potegi otrzymuje sig przez dwa naste-
pne wyciagania pierwiastku kwadratowego.

Pierwiastek 6t potegi przez dwa nastepne wyciggania, je-
dno pierwiastku kwadratowego, drugie szesciennego.

Pierwiastek 8ei potegi przez trzy naslgpne wyciggania pier-
wiastku kwadratowego.

Pierwiastek 9t potegi przez dwa nastgpne wyciggania pier-
wiastku szesciennego.

Pierwiastek 11 potegi przez trzy nastepne wyciagania, z kté-
rych dwa pierwiastku kwadratowego, a jedno pierwiastku sze-
$ciennego i t. d.

18. Wogéble, znajomosé podnoszenia do kwadratu i sze-
$cianu, na ktoréj tu ograniczemy sie, rownie jak znajomosé wy-
clqganla pierwiastkow im odpowmdmch posluzy¢ moze do otrzy-
mania wypadku, przy wielu innych polggach i pierwiastkach
wyiszych. Osobne w tym celu sposoby nie sa praktyczne, tem
wiecéj e same dzialania,do ktorych sie stosuja, jak p6zniéj zoba-
czymy, przez logarylmy znacznie sig ulatwiaja.

. S—
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0 podnoszenin do kwadratu,

19.  Kwadratem czyli drugg polegq jakiej liczby, jest ilo-
czyn lej liczby przez nig sama.  Stad kwadraty dziewigciu liczb
pierwszych obejmuje tabliczka Pytagoresa, I tak

liczby L, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 maja
kwadraty 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81
wagledem kiorych, za pierwiastki kwadratowe uwaiaja sie.
Kwadraty liczb wielocyfrowych podobniei przez mnozenie
tych liczb przez si¢ otrzymaé mozna.  Aby jednak z tych kwa-
dratow powrocié do ich pierwiastkow, czyli poznaé sposbb wy-
ciagania pierwiastku kwadratowego, potrzeba zastanowié sie nad

skladem ltwadralu czyli nad czesciami, ktore wehodzg w jego
wyrazenie.

20. Kwadrat zliczby dwucyfrowéj, czyli zloionéj z dzie-
siglkdw ijednoses, sktadu si¢ z trzech oddzielnych czesci to jest:
1 zhwadratu dziesiglhow; 2° z podwdjnego iloczynu dzaes:qb‘mw
przez jednosci; 3° z kwadratu jednosci.

Mamy bowiem
15" = (10 4 5)* = (10 + 5) (10 4 3)=
= 10.10 + 10.5 4+ 10.5 + 5. 5=

=104 2.10.5 + 5 —. 295.
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Podobniez w ogéle
(a4b)* = (a-+b) (a+b) =
) aa + ab + ab + bb=
= a® 4 2ub - b2
Ostatnie dwie czesci calkowilego kwadratu 2ab 4 b2, ezyli
2ab + bb, moina wyrazié przez (2a + b)b, biorac wspo6lny
czynnik b za nawias; bedzie zatem
(a-4+b)? = a* + (2a-4) b.
Podobniez (10 4+ 5)? = 10* + 2.10.54 5* =
= 10* 4 (2.10 4+ 5)5
Stgd zamiast poprzedniego skladukwadratu z trzeck oddziel-
nych czedei, moina wziqc dwie tylho nastepne: 1° Kwadrat z dzie-
siqthow.2° Iloczyn z dziesigikdw podwojonych i z jednosci, przez
Jjednosci.

21. Gdy liczba wielocyfrowa, zawsze jako zloiona z dzie-
sigtkow i jednosei uwaiang byé moie, skoro oprocz oslatnié)
J€j eyfry z prawéj strony, wszystkie inne jako skladajace dzie-
sigtki si¢ wezma, stqd sklad kwadratu liczby wielocyfrowé] jest
podobny juk liczby dwucyfrowéj. 1 tak:

153* = (150 + 3)* = 150* £ (2.150 - 3)3
Kwadrat przeto z 153 obejmowaé bedzie: 1° kwadrat z 150
jednosci, czyliz 15 dziesiatkOw, a ktory tem sie roZni od kwadra-
tu z 15 jednosdci, znalezionego w poprzednim przykladzie, iz
w tymie samym wypadku 225, jui nie jednosci lecz sta przed-
stawia. Kwadrat bowiem z dziesiatkow, czyli iloczyn z dziesial-
kow przez dziesiatki, sta zawiera¢ musi. 2° lloczynz dziesigtkow
PDdWOJOI'I)‘(‘;h i z jednosci przez jednosdci, a ktory wydaje jedno-
§ci: to jest 303 .3 = 909 jednosciom. Jednosei te dodane do
225 sel, czyli do 22500 jednosci, daja na kwadrat iadany
23409.

Gdyby wartodé 150* z poprzedniego przykladu niebyla wia-
domg, utworzylibyémy janastepnie:

1502 = (1004-50)2=100% 4-(2.100 + 50)50
Wslawiajae t¢ wartodé w sklad kwadratu z 153, bedzie
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153t = 100° + (2.100 + 50) 50 4
+ (2150 + 3) 3
Podobniez znalezliby$my ie
1534* = 1000® + (2.1000 +500)500-
+ (2.1500 + 30) 30 +
+ (21530 + 4) 4.0t d.
W ogéle przeto sklad kwadralu z liczby wieloeyfrowéj jest na-
slepujgey. 1° Kwadral z ezgsei pierwszéj. 2°Hoezyn z ezedei pier-
wszéj podwojonéj izezesei drugicj, przez cze$c drugq. 3" Hoczyn
z czgsci pierwszéj idrugiej podwojonych i z ezedci trzeciéj, przez
cze$é trzecig. 4° loczyn z czgsci pierwszéj, drugiéj i trzeciéj po-
dwajonych i z ezg$ci czwarléj, przez czesé czwartg i t. d.

Przy rozwijaniu tylko podobnego kwadratu, gdy zwykle ze-
ra uzupelniajace osobne jego czesci sa opuszezane, potrzeba do-
brze uwaia¢ na porzadek cyfer jui przez siebie juz przez inne
mnoZonych, aby przy podpisywaniu iloczynow czastkowych stad
wypadlych, jednych pod drugiemi, nie omyli¢ si¢ wzgledem
miejsca, jakie zajmowaé winny.

22. PRZYKELADY.
1. Podniesé do kwadralu liczhe 45.

2025 = 457,

Kwadrat z 4 dziesigtkéw, czyli iloczyn z dziesigtkow przez
dziesiatki wydaje sta; stad 42=16.. stom. Dwie kropki po 16
zamiast zer zamieszczone, wskazuja miejsce do zapelnienia
przez inne-cyfry. lloczyn z dziesiatkbw podwojonych i zsamych
jednosci przez jednosci wydaje jednosci, stad 85.5=425 jedno-
$ciom; dla tego tei dwie ostatnie cyfry tej liczby zajely miejsce
pod kropkami, przy pierwszym iloczynie polozonemi. Summa
dwoch iloczyndw 2025 jest kwadratem z liczby 45.
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9. Znaleié hwadrat z 546.

& U8 = 280
104.4 = 416.. .
1086.6 = 6516

jednosci przez 6 jednosci.

208116 =546*

Kazdy nastepny z iloczynéw czastkowych, kwadrat calkowi-
ty skladajacych, jest co do porzadku swych cyfer o dwa miejsca
nizszy niz poprzedni. 1tak, pierwszy iloczyn 25 oznacza 25 dzie-
sigtkOw tysiecy, gdyz kwadrat z set daje na wypadek dzie-
sigtki tysigey. Drugi iloczyn 416 skladaja sla, o dwa miejsca nii-
sze co do porzadku niz dziesiatki tysigey: ten iloczyn bowiem
wypada z rozmnozenia 104 dziesiatkéw przez 4 dziesiatki. Trzeci
iloczyn zawiera 6516 jednosci, jako wypadek z mnoienia 1086

3.  Znaleid kwadrat z liczby 2345.

245"
gee g
#3710 B e 199y
464 .4 = 1856..
4685 . 5 = 23425

5499025 = 92345*
4. Podniesé do kwadratu 129140163,

1

22

249

2581
25824
258280
2582801
25828026 .
258280323 .

. »
—

[ L 11 O

*

2
9
1
. 4
.0
1
6
3

1]. .
44
22

1
25
10

81/..
32/96]..
'2/58/98/01
1/54/06(81
7/14/84

56
09{69

166|77|18|16]99(66/65 |69
W ostatnim przykladzie z przyczyny trudnodci oznaczania
zbyt wysokiego porzadkuniektorych eyfer, juz danych, juz zmno-

3
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#enia wypadlych, lepiej jest podaé tylko wartodé porzqdkows,
kazdej cyfry szczegblowo wzigtej, w poledze z 10. Warlosé ta
latwo sig znajdzie dla kaidej eyfry objelej w danej liczbie, obli-
czajge tylko liczbe cyfer po niej naslepujacych, i podnoszge 10
do polegi przez lg liczhg wskazanéj (3).

I tak w danéj liczbie 120140163 cyfra najwyiszego porzadku
1, majaca po sobie 8 innych cyfer, ma wartodé porzadkowy
105=100000000, czyli 1 z oémiu zerami: w kwadracie wiee be-
dzie taz wartos¢ 10", czyli Ze pierwsza eyfra wypadlego kwa-
dratu 17ste miejsce zajmowaé winna. Kazdy nastepny iloczyn
czastkowy o 2 miejsca co do porzadka eyfer, bedzie niZszy. Jakoz
warlos¢ cyfer drugi iloczyn wydajacych jest 107, sam wige ilo-
czyn 10", Wartosé cyfer 3¢i iloczyn przez mnoienie tworzgcych
Jest 10°, sam wigce iloczyn bedzie 10™ i t. d.

Jeieli jeszeze kwadrat calkowity wprzykladzie otrzymany, po-
dzielimy narzedy dwucyfrowe od reki prawej do lewej, spostrze-
zemy,ietyle w nimrzedow wypadnie,ile jest cyfer w pierwiastkuojza
kaidem bowiem przybraniem nowej cyfry pierwiastku, o dwa
miejsca w kwadracie dalej si¢ posuwamy. Pierwszy rzed tylko
obejmuje jedna cyfre, jako odpowiednig kwadratowi z 1, bedacé]
pierwszy cyfra pierwiastku: gdyby ta eyfra bylo 3 z nastepng
wyisza od 3,albo 4,5, i t. d. juz by ten rzad dwie cyfry w sobie
zawieral,

W dwoch’pierwszych rzedach 166, objety jest kwadratz dwoch
pierwszych cyfer pierwiastku, to jest 12* = 144, Podobniez
wirzech pierwszych rzedach 16677, znajduje si¢ kwadral z 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku, ezyli129*= 1664 1it. d. Roznice zacho-
dzgce stad powslaja, ze dalsze czgscicalkowitego kwadratu, albo
zawieraja cyfry podobnego porzadku jak czesci poprzednie, albo
zwiekszaja te czesci przy swojem dodaniu. Nadlo z uwagi w ja-
kich rzedach kwadratn czesci odpowiednie pierwiastku si¢ mie-
szczq, wnosimy wprost 1o, co z poprzedniego uwaiania porza-
dku cyfer przez siebie mnozonych, jui sig okazalo, Ze cyfry kon-
czgee rzedy kwadratu, co do wartosci swej miejscowéj sa kwa-
dratami wzglgdem podobnejze wartodci eyfer konczacych odpo-
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wiednie im czgsci pierwiastku. I tak poczynajac od reki lewdj,
wartosé miejscowa cyfer konczgeych rzedy kwadratu, jest

1, 10, g e e’
gdy cyfer pierwiastku jest

10, g SP00.0 . SR
Jako przyklady podnoszenia do kwadratu mogaq jeszcze slu-
2yé nastepne. )
19459 =2378652681
59049°=3486784401
723456°=523388583936
41043042 =17592186044416
19531250°=381469726562500
129140163°=16677181699666569.
387420489° = 150094635296999121
93. Gdy dwie liczby jednoscig od siebie sig roinig, ich kwa-
draty réinic sighedg o liczbe dang mniejszq podwajong i zwigkszo-
nq jednoscig. 1 tak niech beda liczby dane 41 5, czyli4i 4 4 1.
Kwadratz 4 = 4*
w  ZAT=424(22+1)1
Réznica tych kwadratow =(2.431)1=2.44-1
to jest, liczbie mniejszéj 4, podwojonéj i zwiekszonéj jednoscia.
Stad zarazem wynika, ie rdinica dwoch kwadratow naslepnych
tem jest wiehsza, im pierwiasthi tych kwadratow sq wigksze.
Résnica ta bowiem zalezy co do swej wiclkosci od liczby mniej-
széj; im ta jest wyisza, tem warlos¢ roinicy staje si¢ wiekszq.
I tak roinica kwadraléw z 5 i 6 jest wieksza, niZ roinica kwa-
dratéw z 4 i5; pierwsza bowiem =2.5+41=11, gdy druga
rowna sig 2.44-1=9.

24.  Podnoszenie do kwadratu liczb dziesielnyck jest po-
dobne jak liczb calkowitych, skoro tylko wartosé porzadkowa
cyfer, kazdy iloczyn czasthkowy przez mnozenie wydajacych, jest
wskazang. Kwadrat ulomku dziesigtnego obejmuje zawsze dwa
razy tyle cyfer dziesigtnych, ile sam wlomek.
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1. Podniesé do kwadratu ulomek dziesigtny 1,9459.

b0 thyty iadaesoid
20 1. .00 =ioan
384 .004 = 1536..
3,885 . 0,005 =  10425..
3,8000 . 0,0009= 350181

3,78652681 = 1,0459°
Wartosé calego utlomku danego jest w dziesigcio-tysigeznych,
: 1
czyli taka, jak najniZszéj wnim cyfry dziesietnéj, to jest 3555 war-
tosé przeto kwadratu, podobniez jak i najnizszéj jego cyfry, be-
1
dzie co do porzadku'jgs ,Stad calkowity kwadrat, obejmowaé
‘bedzie oprocz liczby calkowité], 8 cyfer dziesigtnych..
9. Podniesé do kwadratu ulomek dziesiginy 0,12345.

0, 105 ==ty

0,1 . 0,1 =001 %

0,28 10,027 01 4

0,243 . 0,003 = 729..

0,2464 . 0,0004 = 9856..

0,24685 . 0,00005 = 123425
. 0,12345° = 0,0152399025

25. Przyklady podane wskazuja tylko, Ze ulomki dziesie-
tne wpodobnym sposobie jak liczby catkowite do kwadratu pod-
nosié mozna; rzadko jednak uiywajq tego sposobu, zwykle za-
miast tych ulomkéw, biorg liczby calkowite po zniesieniu prze-
cinka z nich wypadle, i po podniesieniu ich do kwadratu, w wy-
padku odcinajana dziesigtne, dwa razy tyle cyfer, ile ich ulomki
dane obejmowaly.

I tak 7p. po znalezieniu Ze

1352*=54051904

wniesiemy Ze 735,2* = 540519,04
73,527 =  5405,1904
71,3522, = 54,051904
0,73522 =, 0,54051904
0,07352% = 0,0054051904 i t. d.
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26. Kwadrat z ulomku zwyczajnego rowna sig kwadrato-
wi z licznika, podzielonemu przez kwadrat z mianownika. Dwa
wige wyrazy ulomku oddzielnie do kwadratu podniesé potrze-

L)) -
( 2‘/,) (,..) =2
(e} wr(Rapibins o0 o

Przy ulomkach, ktérych lwzmk i mianownik sa wielocyfro-
we, skraca sig dzialanie, zamieniajac je najprzéd na ulomki dzie-
sigtne i te dopiero do kwadratu podnoszyc.
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- 0 wyciaganin pierwiastku kwadratowego.

27. Wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z jakiéj liczby,
jest to wynalezé inng liczbe, ktoraby rozmnozona przez siebie
samq, czyli podniesiona do kwadratu, wydala liczbe dang.

Gdy kwadrat z jakiéj liczby, jako iloczyn jej samej przez sie,
obejmuje zawsze, albo dwa razy tyle cyfer ile sama liczba, albo
o jedng mniej, stad z widoku danego kwadratu, latwo jest po-
znaé, ile cyfer zawiera¢ bedzie liczba z ktérej powstal, czyli je-
go pierwiastek. Lalwié] to jeszcze wyprowadzi si¢ pamigtajac, ze
kwadratdmi liczb

la il ., . 30U, 1000, 10000, - it d.

sy 1, 100, 10000. 1000000, 100000000, it. d.
Stad kwadraly zloZone:
10 Z 11lub 2 cyfer,odpowiadaja pierwiastkowi jedhocyfrowemu.
2° Z3 lub 4 cyfer majq za pierwiastek liczbe dwucyfrowa.
30 Z5 lub 6 cyfer maja w pierwiastku 3 eyfry i t. d.

Dzielgc przeto liczbg podang do wyciagnigeia z niej pierwia-
stku kwadratowego, na rzedy dwu-cyfrowe od strony prawej ku
lewej, jakkolwiek rzed . ostatni, z lewe] strony pozostaly, dwie
lub jedna cyfre obejmowaé moie,zawsze liczba rzedow wypadla

. bedzie takaZ sama, jak ilodé cyfer w pierwiastku kwadratowym
otrzyma¢ si¢ majgcym.
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28. Nie potrzebujemy podawaé sposobu do wyszukania
pierwiastku kwadratowego z jednéj cyfry zloZonego, jaki wynika
przy wyciaganiu go zliczb calkowitych mniejszych od 100, gdyz
skoro ten pierwiastek jest liczhg calkowita, jui z tabliczki do
mno#enia jest dobrze znajomy; np. |/49=T; |/81=9. ldzie
wigc naprzod o poznanie sposobu jakim si¢ olrzymuje pierwia-
stek kwadratowy z dwoch cyfer zloiony.

Niech bedzie kwadrat dany 7569. Pierwiastek jemu odpo-
wiedni, jako z liczby mniejszéj od 10000, ktora jest kwadratem
z 100, a wigkszéj od 100, ktéra jest kwadratem 10, bedzie mniej-
szy od 100 a wigkszy od 10: skladaé si¢ przeto bedzie z dwoch
cyfer, to jest z dziesigtkowijednosci. Oznaczajac dziesigtki przez
a, ajednosci przez b, bedzie

(a+D)=a*42ab+br=a*+(2a+b)b=T569

Zaczynamy od wyszukania cyfry a, czyli dziesigtkow, gdy?
te dziesigtki i przy utworzeniu kwadratu pudanego, naprzod do
kwadratu podniesione byly,

Wiedzac ze kwadrat z dziesigtkow wydaje najmniej sta, cy-
fry zatem ten kwadrat skladajace musza sie znajdowa¢ w stach
i tysigeach danéj liczby 7569, czyli w rzedzie pierwszym jej cy-
fer od lewej strony, jaki wlasnie wynika z podzialu liczby dane]

na rzedy dwuceyfrowe (22). Oprocz tego kwadratu z dziesigtkow,
~ rzed powyiszy T5 set przedstawiajacy, moze takie obejmowaé
sta pochodzace.i z innych ezeéci kwadratu. UwaZajac teraz jaki
jest ple‘rwwslek ktory podmesmny do kwadratu najwiecéj sie
zbliza do 15, znajdujemy Ze nim jest 8, gdyz 8*=64. Cyfra 9
wzigla za ten pierwiastek wydalaby kwadrat 81, wickszy od T5.
Pierwsza przeto cyfra pierwiastku dziesiatki oznaczajaca jest 3.

e zad wycigganie pierwiastkow jest dzialaniem zupelnie odwro-
tném podnoszeniu do poteg, przy wycigganiu zalem pierwiastku
kwadratowego musimy jedno po drugim odciggaé to, cosmy do-
dali przy podnoszeniu do kwadratu. W tym celu odciggamy na-
przod od 75 liczbe 64=8% czyli kwadral z dziesigtkow.

Dla wynalezienia jednosci pierwiastku, obok reszty 11 kla-
dziemy dwie najblizsze cyfry danego kwadratu, czyli drugi jego
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rzed dwucyfrowy, stad powstanie liczba 1169. W cale] tej licz-
bie zlozonéj z 1169 jednosci, miescisig druga czesé kwadratu,
jednosci takie obejmujaca (2a+-D) b, czyli iloczyn z dziesiat-
kow podwojonych i z jednosci, przez jednosei. Ze za$ ta czesé
kwadratu na dwie inne rozdzieli¢ si¢ moie, to jest na 2ab+-0°,
czyli na iloczyn z podwojonych dziesiatkow przez jednosci, i na
kwadrat z jednosci, stad iloczyn jako najmniéj z dziesiatkbw
skladaé siemogacy w samych dziesiatkach liczby 1169 objetymbyé
musi. Jezeli przeto 9, ostatnia cyfre 1é] liczby, kropka od innych
oddzielimy, trzy pierwsze cyfry 119 jako dziesiatki, obejma 2ab,
czyli loczyn z podwojonych dziesiatkéw przez jednosei. Dzielye
zatem te 119, to jest 2ab przez podwojone dziesiatki 2, z dzie-
siatkow juz znajomych latwo wyprowadzié si¢ mogace, czyli przez
2.8=16, otrzymamy b =T na szukane jednosci.

Dla przekonania sie, Ze ostatnia cyfra 7 na jednosci pier-
wiastku wynaleziona,jest dokladna, piszemy ja obok 16, czyli obok
podwojonych dziesiatkéw, zwiekszajac je tem samem ote jedno-
sciy stad powstaje liczba 167=160+7=2a+b, czyli summa
dziesigtkow podwojonych ijednosci. Mnozac tg summeg 167 przez
1, czyli 2a+-b przez b, wypadnie 1169=(2a+D)b; czyli iloczyn
z dziesigtkéw podwojonychizjednosci przez jednosci. Odcigga-
jac teniloczynod samejse liczby 1169, ktora wlasnie drugq czesé
kwadratu stanowié¢ winna, nic nie pozostaje, co dowodzi, iz 87
jest pierwiastkiem kwadratowym liczby 7569. Gdyby zas to osta-
tnie odciagnigcie nie moglo si¢ uskutecznié, cyfra na jednosci
pierwiastku znaleziona, bylaby za wielka, zmniejszyé ja zatem
potrzeba.

Dzialanie samo wyciagania pierwiastku kwadratowego z li-
czby 7569 nastepnie si¢ przedstawi.

Vi5.69 = 87

8.8 = 64 2.8=16
11 6.9 . 116:16=T
167.°T ="11 89
aai
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Podobnie? si¢ postapi przy wycigganiu pierwiastku kwadra-
towego z liczby 841.

V84l = 29
Y= 1" 1
44.1 444=09
499 = 441

—_—
didia

Dzielac 44 dziesiatkoéw reszty przez 4, czyli przez podwojo-
ne dziesiatki pierwiastku, wlasciwie na iloraz wypada 115 nigdy
jednak nad 9 wigcej si¢ wnim nie pisze; jezeli ta cyfra okaze sig
za mala, to stad wyniknie, Ze i poprzednia za mala uiyty byla.

29. Ka#da liczba jako kwadrat podanabyé moie, nie kai-
da jednak jest fwadratem zupelnym, czyli takim, ktoryby mial za
pierwiastek inng liczbe calkowita. Sposob jednak podany do wy-
ciggania pierwiastku sluzy i w tym przypadku, skoro tylko idzie
o oznaczenie czeSci callowilej tegoi pierwiastku np.

Wyciggnqé pierwiastek kwadratowy z liczhy 1287.

V1281 = ¥
¥ V= ___9 2.3:6
38.7 38:6—5
65.5 = 325
62

Po zastosowaniu podobnego jak wyiej sposobu, znajdujemy 35
na pierwiastek a 62 nareszte: lo okazuje, Ze pierwiastek kwadrato-
wy zliczby 1289 przypada pomiedzy 35 i 36; biorac 36, kwadrat
ztej liczby wypadiby wigkszy niz liczba dana, gdyz36* = 1206.
Stad pierwiastek Zadany jest wigkszym od 35,0 pewny tylko ula-
mek: 35 zalem jest czgscig calkowilglego pierwiasthu, ezyli pier-
wiasthiém najwickszego kwadratu objetego w danej liczbie.

30. Kaida reszla, ezy to ostatnia, po wyciagnigciu czesci
calkowilé] pierwiastku pozostala, czy tez w ciggu samego dzia-
lania otrzymywana, powinna byé zawsze mniejsza, niz podwojo-
ny pierwiastek jui znaleziony, zwigkszony jednoscig. Taka

4
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bowiem jest wartos¢ réinicy dwoch zapelnych kwadratéw, jeden
po drugim nastepujacych, czyli co do pierwiastku o jednosé
sie roinigeych (30). Jezeli wige powyisza reszta jest rowna, al-
bo wigksza od lejie roinicy, pierwiastek znaleziony o jednosé
lub wigcéj zwiekszyé potrzeba.

31, Zastan6wmy si¢ leraznad sposobem wyciagania pier-
wiastka trzyeyfrowego. '

Wyciggnaé pierwiastek kwadratowy z liczby 413449.

}/41.34.49 = 643
== 36

fices o AL 26 =12

badid 4 53:12 =4
124 4 = 496 L8 - — 928
' "384.9 384:198 = 3

1283 . 3 3849

i i
dddioad

Il

Trzy rzedy dwucyfrowe objete w danéj liczbie wskazuja, i2
pierwiastek jej odpowiedni z trzech cyfer sig¢ sklada.

Jakakolwiek jednak jest liczba tych cyfer, zawsze pierwiastek
uwazaé mozna jako zlozonyz dziesiatkéw i jednosci. Ze za$ kwa-
drat z dziesigtkow najmniéj sta obejmowaé. winien, dwie wige
ostatnie cyfry danéjliczby, jako mniejsze co do porzadku od set,
doutworzenia dziesiatkow pierwiastku wehodzié nie moga. Szu-
kaé¢ ich potrzeba w liczbie 4134, wyciagajac z niéj pierwiastek
sposobem wy7éj podanym i uwazajac wypadle 64 za dziesigtki
pierwiastka Zadanego.

Obok reszty 38, po oznaczeniu dziesigtkow pierwiastku po-
zostalej, umieszczamy dwie ostatnie cyfry liczby danej; liczba
stad powstala 3849, obejmuje podwéjny iloczyn z 64 dziesiatkow
pierwiastku przez jednosci znalezé sig majgce i kwadrat zjednosei.
Gdy jednak iloczyn,jako dziesiatki najmnie]j zawierajacy,w dziesiat-
kach liczby 3849 objety byé musi, stad oddzielajac kropka osta-
tnig jej cyfre 9,1 dzielae pozostaly 384 przez podwojone dziesiat-
ki, czyli przez 128, iloraz 3 da nam jednosci szukane.

Jakoz umieszezajac te 3 jednosci obok 128, ezyli obok po-
dwojonych dziesigtkow i mnozae liczbg stad olrzymang 1283
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przez 3 jednosci, iloczyn wypadly odciagniety od 3849 2adnéj re-
szty nie pozostawi. :

32. Jeieli dany kwadrat jest 7 lab 8 eyfrowy. pierwiastek
jego. 4.cyfer obejmowaé bedzie. Trzy pierwsze cyfry otrzymaja
sig podobnie jak w poprzednim przykladzie, oddzielajac dwie
ostatnie cyfry z danéj liczby, i na pozostalych dzialanie odbywa-
jac. Trzy te cyfry tak otrzymane uwaiaja si¢ za dziesiytki pier-
wiastku: jednosei wiee tylko szukaé potrzeba. Wtym celu do re-
szty dopisuja sig dwie ostatnie cyfry danéj liczby, naprz6d oddzie-
lone. W liczbie stad powslaléj po odcigciu ostatniéj jej cyfry. mie-
éci sig iloczyn z podwojonych dziesiatkéw przez jednosci: dzie-
lae wiee te liczbe przez podwojone dziesiatki, znajda si¢ jednosci.

Podlugtego wnosimy, Ze jakakolwiek jest liczba cyferw pier-
wiastku otrzymaé si¢ majacym, zawsze przy jego wycigganiu je-
dno i toz samo prawidlo si¢ zastosowywa. Zawsze pierwsza cy-
fra pierwiastku bedzie pierwiastkiem najwickszego kwadratu
objetego w pierwszym rzedzie danej liczby. Kazda zas nast¢pna
cyfra wypadnie z podzielenia przez podwojone dziesiatki pier-
wiastku, jui znalezione, reszty z odpowiednim nastepnym rzg-
dem polaczonéj, po odcigciu ostatnié] jej cyfry. Dziesiatki tylko
ktore podwaja¢ potrzeba, obejmowaé moga jedna, dwie trzy....
cyfer pierwiastku, podlug tego jak sig wyn‘ajduje druga, Lrze-
cia, czwarta.... jego cyfra. Jesli w koncu tych wszystkich dzialan
nie pozostaje zadna reszta, liczba dana bylakwadratem zupelnym:
w przeciwnym razie nie jest podobnym kwadratem, pierwiastek
jednak znaleziony jest pierwiasthiem z najwickszego kwadratu
objetego w €] liezbie, albo co na jedno wychodzi,jest czgsciq cal-
kowilg pierwiasthu kwadratowego z tej liczby.

33, Prayklady nastepne wyciggania pierwiasthow wielo-
cyfrowych, wskaia nie tylko samo dzialanie, ale iroine sposoby
jego przedslawiania.
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1. Wyeiqgngé pierwiasiek madmtowé; z liczby 58583716

= 7654

2.7 =194
05:14 =6

276 =152
823:152 =35

2.7165 = 1530

6121:1530 = 4

Sposdb pierwszy.
)/ 58.58.37.16
7T =49
“905.8
6.146 — 8176
i - i W)
51525 — 1625
6121.6
4.15304 = 61216

o0

Sposob drugi.

V58583716 = 7654
49
958 146
876
"823.1 1525
1625
"61216 15304
61216
Sposdb trzeci.
V58583116 = 17654
95.8 146
823.7 1525
61216 15304.

ol da

Pierwszy sposob przez samo swe przedstawienie, dostatecznic
dzialanie wyjasnia.

W drugim sposobie. liczby pod 7654, ezyli pod wypadkiem
z wyciagania pierwiastku zamieszczone, bez ostatnich swych cy-
fer wzigte, daja nastepne dzielniki 14, 152 i 1530, sluigce do
wyszukania rownie# nastgpnych po sobie cyfer pierwiastku. Tez
same za$ liczby calkowicie, czyli z ostatniemi juz cyframi wazigle,
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przedstawiajq mnoZne, ktére przezte ostatnie cyfry rozmno2yé po-
trzeba, aby utworzy¢ iloczyny czastkowe, od reszt im odpowie-
dnich odciagnaé sie majace.

Trzeci sposéh w tem tylko réini si¢ od drugiegp, i nie
przedstawia wyZéj wspomnionych iloczynéw czastkowych, ale
wprost wypadle z ich odciagnigcia reszty.

9. Wyciggnqd pierwiastek kwadratowy z 17698849,

Y17608849 = 4207
4 az A6 Dol - =i
~16.9 16:8 =9
82 %= - 10M 2. 42 =84
5884.9 58:84 =0.
8407. T = 58849. 2.420 =840
TS 5884 : 840 =T

W ciggu dzialania po dopisaniu trzeciego rzedu obok reszly
drugié¢j, nie moina bylo podzieli¢ dziesigtkow liczby stad wy-
padlej, przez podwdjny pierwiastek juz znaleziony, czyli liczby
58 przez 84; za iloraz wige stanowigey trzecia cyfre pierwiastka
piszemy 0, i znizajac rzed nastepny, dzialanie dalej odbywamy.

3. Wyciggngd pierwiastek kwadratowy z liczby 8418702.
8418702 = 2001

2 e o2 =4

. 4 4.1 44:4 —
49 .9= 441 2.29 = 58.

“awgT102 8:58 =0
5801 . 1 = 5801 9. 200 = 580

2901 870 : 580 —= 1.

Liczba dana nie jest kwadratem zupelnym, gdyi pierwia-
stek jej przypada pomiedzy 2901 i 2902: biorac wige 2901, ro-
znié sig bedzie od prawdziwego o mniéj niz jednosé Reszla po-
zoslala 2901, chociai. rowna samemu pierwiastkowi, nie jesl za
wielka, dopiero bylaby taka, gdyby przewyiszala dwa razy wzig-
ty pierwiastek znaleziony (30).
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4. Wyciqgnac pierwiastek kwadratowy z 39505376,
}/3.95.0553.76 = 19876
1

29

290.5 388
261 3967
~340.5 39746
3104

3 011 BB

27769

~93841:6

238476

TR
29 : 2 daje 9 na druga cyfre pierwiastku.
340 : 38 daje 8 na trzezia cyfre.
3015 : 396 daje T na 41a cyfre.
23847 : 3974 daje 6 na 5tq, czyli ostatnig cyfre pierwiastku.
5. Wyciqgnad pierwiastek kwadr. z 22816792454961
przedstawiajge dzialanie w sposobie najkrotszym.

)/ 298767.92.45.4061 — 4782969

68.7 81.
1867 ° 948
2839.2 9562
92684.5 95649
660044.9 956586

8609336.1 9565929
(13 113 L1 e

34. Z uwagi na kwadraty dziesigciu liczb pierwszych cal-
kowitych, idaeych od 1 do 10, wnosimy, Ze pomiedzy liczbami
calkowitemi jedno i dwucyfrowemi, znajduje si¢ 9 tylko takich,
ktore sa kwadratami zupelnemi innych liezb calkowitych (19).
Waszystkie pozostale, jezeli za kwadraly sq wzigte, majg za pier-
wiastek kwadratowy liczbe calkowila zwigkszona ulomkiem.
Najczeécie] z samego nawet widoku, tak tych liezb jak-i innych
ilekolwiek cyfer obejmujgcych, latwo poznaé moina, kiora znich
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nie jest kwadratem zupelnym: gtowniejsze w tym wzgledzie zna~
ki s nastepne.’

1°. Gdy liczba bedge parzysiq, nie daje sigpodzielic przez 4.
Wszelka bowiem liczba parzysta dzieli sig przez 2, jej wigc
kwadrat dzieli¢ si¢ powinien przez 2'—4.

2". Gdy bedge nieparzystly, zmniejszona o jednosé, nie dzie-
li sig przez 4. Kwadraty bowiem' zupelne liczb nastepnych po
sobie, roinig si¢ o podwojong liczbe mniejsza, zwigkszona o je-
dnosdé;tazas podwojona mniejsza, jako zawsze parzysta dzieli sig
przez 4. s

3°. Gdy bedqge podzielng przez 3 lub 5, nie jest podziel-

ng przez 9 tub przez 25. ' 1 tak liczba 144, czyli kwadrat 12
dzielié sig daje przez 3i3°=19. Podobniez 225 — 15° dzie-
li sig przez 5 1 25. Liczby za$ 121 15, jakkolwiek podzielne przez
3 i przez 5,ale gdy si¢ nie dzielg przez 9 i 25, nie sg kwadratami
zupelnemi.

4°. Gdy sie honczy liczhg nie parzysig zer lub cyfer dzie-
sigtnych. Kaida bowiem liczba kornczaca si¢ zerami, albo cyframi
dziesietnemi, w swym kwadracie ma podwéjng ich ilosé, ezyli
obejmujezawsze liczbe parzysta zer, lub eyfer dziesi¢tnych. Stad
liczby 14000, i 14,4 nie moga byé kwadratami zupelnemi.

5° Gdy sie koriczy jedng z4<hnastepnych cyfer, 2, 3, 1, 8.
Wszystkie bowiem kwadraty z jednosci, jakie dana liczba obejmo-
waé moze, koriczq sie na te same cyfry, co kwadraty 9 liczb pier-
wszych, to jest nal, 4, 5, 6, 9, a te na mocy skladu kwadratu,
przez inne jego czesci zmienione byé nie moga.

6°. Jeieli majge b za ostatnig cyfre, nie ma 2 za przedosta-
tnig. Wlasnoéé ta kwadratow niezupelnych wynika z samego
skladu kwadratu z liczby dwu lub wiecéj cyfrowej. Dwie
ostatnie cyfry zupelnego kwadratu przedstawiajy tylko kwa-
drat z jednosci, czyli jak tu kwadrat z 5: podwéjny bowiem ilo-
‘ezyn z dziesiatkow przez jednosci, czyli co na jedno wycho-
dzi, iloczyn z dziesiatko w przez podwojone jednusci, to jest przez
2.5=10, zawsze lylko z set sklada¢ si¢ bedzie, nie powigkszy
‘zatem liczby dziesigtkéw z kwadratu jednosci powstalych. Stad
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liczba 345, nie moze by¢ kwadratem zupelnym, gdyi chociaz ma
cyfre 5 za jednosci, za dziesigtki nie ma 2.

35. Liczha calkowila niebedgea kwadratem zupelnym innej
liezby calkowiléj, nie moie byé kwadratem nawet liczhy ulomko-
wej dokladnéj, czyli ie jej pierwiastek w ulomku nawet dokla-
dnie oznaczyé sig nie duje.

Gdyby bowiem ulomek dokladny 3‘3 mogt byé uwaiany za
pierwiastek kwadratowy jakiej liczby calkowitéj, wowezas kwee

2
drat tego ulomku g—x“- == % bylby réwnymtej liczbie calko-

b
witéj. Tym czasem to jest niepodobna, gdyi przypuszczajac e

alomek ::— jest przyprowadzony do najprosiszego swego wyra-
ienia, w kwadracie z niego wypadlym ';—: wyrazy @* i b* nie mo-

ga mieé¢ innych wspélnych dzielnikow, jak te ktére sy dla wyra-
26w a i b. Ze za$ te oslatnie sq liczbami pierwszemi pomigdzy

; 2
soba, stad @* i b* musza byé takiemi. Ulomek przeto %jesl po-

dobnie nieprzywiedloym, jak vlomek E— z ktérego powstal, nie

moie byé przeto rownym liczbie calkowitéj. Stad liczba calko-
wita jako kwadrat ulomku uwazana byé nie moze.

36. Pierwiastki kwadratéw niezupelnych, jako w 7adnej
liczbie dokladnie oznaczyé sienie dajace, zowiasie niewspolmier-
ne. Mozna je jednak otrzymaé, o tyle zbliZone do prawdziwych,
ile potrzeba rachunku wymaga. Stopien przybliienia pierwia-
stk zwykle oznaczajg w wlomku dziesiginym. Ze za$ ulomki
dziesi¢tne

0,l-; 001; 0,001 itd
maja kwadraty 0,01,  0,0001, 0,000001. it. d.
czyli liczby podwojng ilosé cyfer dziesietnych obejmujace, stad
aby pierwiastek z jakiéj liczby byl przyblizony do prawdziwego
w czesciach swych dziesigtnych, setnych, tysiacznyeh, i t. d. cze-
$ci te zawieraé winien. Musi byé przeto wyciagany z kwadrata
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obejmujgcego w sobie ezgdci setne, dziesigcio-tysiaczne, milio-
nowe i t. d. jakie wlasnie z pomnozenia pierwszych przez siebie
powstaja. To za$ nastapi, gdy do liezby danéj calkowitej, z kto-
rej pierwiaslek kwadralowy wyciggna¢ mamy, dopiszemy dwa
razy tyle zer, ile cyfer dziesigtnych w pierwiastku jest Zadanych.
Przez to bowiem dopisanie np. 2, 4, 6, i . d. zer, rozdzielamy
liczbe dang na ezesci setne, dziesigcio-tysiaczne, milionowe it. d.
Po wyciagnigciu potem pierwiastku zwyczajnym sposobem, z li-
czby tak uzupelnionéj zerami, oddzielamy przecinkiem w pier-
wiastku otrzymanym dwa razy mniéj cyfer na dziesietne, niZ zer
przypisano do liczby danéj.

Uwazajac nawel, Ze przez powyisze doptsame? 4,61t d.
zer do liczby danéj, nierozdzielamy jejna cze¢sci niisze, ale zwig-
kszamy sto, dziesigé Lysigey, milion i t. d. razy, 1 przy tem przy-
puszczeniu podobnie jak wprzdd dzialaé bedzie potrzeba, gdyi
pierwiastek z liczby tak zwigkszonéj wypadly, bedzie 10, 100
1000 i t. d. razy wickszy od szukanego. Dzielac go przeto przez
10, 100, 1000, i t. d. otrzymamy pierwiastek przyblizony w cze-
sciach dziesi¢tnych, setnych, tysiacznych i t. d. jednosei glo-
wnéj.

31. Przyklady wyciggania pierwiasthu kwadratowego
przybliionego.

1. Wyciggnaé pierwiastek kwadratowy zliczby 28,z przy-
blizeniem o0 mniej niE 355

W tym celu przypisujemy do liczby 28 zer catery, przez co
ja zamieniamy na 280000 dziesigciotysigcznych, ktorych pierwia-

1 1 1
stek wyda setne, gdy 155X 155 = To000"

1/28.00.00 = 529

5 .5p= 25 2.5 =10
7300 30:10 =2
102 .2=— 204 2.52 = 104
9600  960:104 = 9 .
1049 .9 — 9441
: 159

e
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Pierwiastek wypadly jest 529 setnych, czyli 5,29; Ze za$
z przyczyny pozostalej reszty 159, uwaia sig jako objety po-
migdzy 5,29 i 5,30, biorac wiec za ten pierwiastek 5,29, uwa-

zamy go jako przyblizony na mniej nii% . Nie oznaczajjc sto-

pnia przyblizenia, moina dzialanie wyciagania pierwiastka pro-
wadzi¢ bez konca, podobnie jak i w dzieleniu, gdy dzielna przez
dzielnik nie jest podzielna.

2. Wyciggnad pierwiastek lrwadratawy 2T zpr zybhzemem

o0 mniej niz — 506"

Zamiast dopisywania 6 zer do liczby dané], w ciaga dziala-
nia je przydajemy; przy kaidej z trzech reszt nastgpnych, jako
nowy rzg¢d po dwa zera zamieszczajyc.

. Vi ok 2045
2 2= 4. 2.9 = 4
'30.0 30:4 i
6 .6= 276 92.96 - — 52
24 0.0 240:52 =— 4
524 .4=— 2096 2.264 — 528
3040.0 3040:528 = 5
5985 . 5 = 26425

3975
Pierwiastek otrzymany jest 2645 tysigcznych, ezyli 2,645
z przybliZeniem 0 oo prawie.
3. Wyciggnqc pierwiastek kwadratowy przybt:iany z 43,
Ir!aryby w sobie zawieral 6 cyfer dziesiglnych

Va3 = 6,557430
70.0 125
750.0 1305
9750.0 13107
. 575100 - 131144
5052400 1311483
111795100 13114868
6876156
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'70 12 daje 5 na 223 cyire pierwiastka.
750 : 130 daje 5 na 3cia eyfre.

9750 : 1310 daje 7 na 4tq cyfre.

57510 : 13114 daje 4 na 5ty cyfre.

505240 : 131148 daje 3 na 6stg cyfre.

11179510 : 1311486 daje 8 na Tmg, czyli ostatnig cyfre pier-
wiastku,

6876156 jest reszta ostatnia dzialania.
W pierwiastku otrzymanym 6,557438 odcielismy 6 cyfer na dzie-
sietne, gdyZz wciggu jego wyciagania uwazalismy liczbe dang, ja-
ko polaczona z 12 zerami. Czesei przeto w pierwiastku wypadly
milionowe i dla tego ten pierwiastek o mniej niz jednq miliono-
wa czesé roini sig od prawdziwego.

33. Wyciaganie pierwiastku kwadratowego przyblizonego
wlasciwie na tem polega, ze naprzod liczbe dana mnozymy i dzie-
limy przez kwadrat zliczby oznaczajacé] stopien zadany przybli-
ienia, czyli przez kwadrat z mianownika ulomku wyraiajacego
toz przyblizenie. Po tej dopiero zamianie liczby danej na ulomek
ruwnyjéj co dowarlosci, wyciagamy z niego pierwiastek, wyciaga-
jac go osobno z licznika i mianownika.

lLtak w p?zylf!udne 1, gdzie szlo o wyciaganie pierwiastku

228z pmybl_nzemem o Jﬁ prawie, gdy

284007 28,10000 280000

g

1007~ 10000 10000
280000 stoooo 529
obukijigiles l/mnoT =TT d00 — 9,29
Podubnie? w przy!rtadzs‘e 2gim.
10003 ]/700(}00 2645 /i

39. Sposéb powgiszy dzialania sluiy i wtenczas, gdy sto-
pien przyblizenia pierwiasthu otrzymaé sig majgeego w ulomku
zwyczajnym jest igdany. 1 tak gdy np. wycmguaé chcemy pierwiae

stek z 29 z przyblizeniem o mniej nii
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29150 V525 80
V9= I/ T B (T )

z przyblizeniem o F}_prawie Wartoéé ta bowiem przypada

. 80 , 81
pomlgdzy | - Bnorqc wige'jeden z tych ulomkéw za /29,

nie popelmamy blgdu na— prawie , gdyz pierwiastek z 29 mniej

sigrozni od kazdegoz tych ulomkéw,]ak te ulomkipomiedzy soba.
Podobniez gdy wyciagamy #np. pierwiastek kwadr. z 59 z przy-

gt s Moot » :
blizeniem o — prawie: bedzie

59172 /2801 4
]/' 50 = l/ = 7 &= -

Znajdzxemy bowiem, Ze 59, czyl: co najedno wychodzi ‘%899_1
53 54
7 7

40. Przy wycigganiv pierwiasthu kwadratowego z liezh
dziesigtnych,potrzeba naprz6d uezynié parzysta, ilosé cyfer dzie-
sigtnych w nich objetych, Juz to przypisujac jedno lub wigcéj
zer, jui znoszac z prawej strony jedng lub kilka cyfer dziesie-
tnych,stosownie do stopnia przyblizenia, jaki nadaé chcemy pier-
wiastkowi, potem wyciagaé si¢ majacemu.

Itak, aby otrzymaé pierwiastek kwadratowy z 3,456 z przy-
1

blizeniem o mniej niZ “Tooo » Szukamy pierwiastkn z liczby
3,456000, ktora dwa razy tyle cyfer dziesi¢tnych obejmuje, ile
ich Zzadamy w pierwiastku. Wyciagamy przeto ten pierwiastek
3456000 1859
Z $500000 2 ktory rowna si¢ oo = 1,859.
Podobmei cheae oznaczyé pierwiastek z 0,58284 zbliZony o

mniej niZ ?56' znosiemy ostatnig cyfre 4, gdyZ pozostala dopiero

ilosé cyfer bedzie podwojng wzgledem tej, jaka w pierwiastku
otrzymaé mamy. Szukamy przeto pierwiastku z liczby 0,5828,

a ktory bedzie 1%2 = 0,76.

ol 5828
Y Z 16000
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Podlug tego znajdziemy Ze:

1/31,027 0 0,001 prawie = 5,570.

1/0.01001 0 0,00001 prawie = 0,10004.
po,068119.,. , , =026214itd.

41.  Gdy wigeéj niz polowa cyfer pierwiastku kwadrato-
wego jest jui znaleziong, naslgpne cyfry latwo si¢ wynajda,
z przyblizeniem o jedno$é prawie, przez proste dzielenie; 10
jest dzielge ostalnig cyfre z przypisanemi cyframi liczby danej,
ktdre jeszeze do dziatania mie byly uiyte, przez podwojony pier-
wiastek jui wyszukany, biorge jego cyfry podlug wlasciwéj ich
wartosci porzqdkowéj.

Przypusémy, ze z liczby calkowitéj N majac wyciagnaé pier-
‘wiastek kwadratowy, z T eyfer zloiony, 4 pierwsze juz znaleZli-
$my zwyczajnym sposobem, 3 zas ostatnie do wyszukania pozo-
staja. Cze$é wiadoma pierwiastku weimy za jego dziesiatki, i ozna-
czmy l:;r‘zez a, cze$é zas niewiadoma znaleié si¢ majaca, a kto-
ra jako zloiona z jednosci si¢ uwaia, oznaczmy przez . Stad
liczba dana N jako kwadrat calego tego pierwiastku mie¢ bedzie
nasfepng warlosé.

N = (a+2)* = @ + 2az +

przeto N—a® = 2ax + @
N—a* a2
2 " T2

r N—a® a2
zalém @ — Wiz
Qa Q4

iezas N—a*= R
cx_yli Ze roZnica pomiedzy liczby dang N, a kwadratem z czesci
vfmdoméj pierwiastku @, stanowi reszte calkowily skladajaca
sig 2 QSlftniéj reszty i z dopisanych do niej rzgdow liczby danéj,
Jeszcze nie uiytych, zatem bedzie
3 et B2
% 2
czyli ze  czgsé niewiadoma pierwiastku, jest mniejsza od ilora-
zu wypadlego z podzielenia reszty calkowitej przez podwojona
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2
czg$é wiadoma, o wartosé :T’ ktora jak zobaczymy, jest mniej-

szq od jednosci. Czesé bowiem niewiadoma @ podlug zalozenia
z 3 cyler si¢ sklada, stad @* najwigcéj ich 6 obejmowaé moie.
Ze zas czgsé wiadoma a, jako zlozona z 4 pierwszych cyfer pier-
wiastku, przez wzglad na ich wartosé porzadkowa wlasciwie T
cyferobejmuje, przeto 2* jest mniejszem od @, a tem bardziej od

2a. Ulomek zatem -g- jest wlasciwym, czyli mniejszym od je-

dnosci. Biorac przeto iloraz z reszty calkowitej przez podwojo-
ng czes¢ wiadoma pier wiastku, otrzymujemy czgsé niewiadoma,
popelniajac blad mniejszy od jednosci.

Na zastosowanie tego prawidla dajmy np. e chcemy wyna-
lezé pierwiastek kwadratowy z 8649928056778, z przyblizeniem
o jednos¢ prawie.

1'864.992805.61.78 = 2041076
46.4 49
239.9 : 584
6328 5881
447056778  : 5882000
35316778 q 016
24718

Po wyszukaniu przez zwyczajne wyciaganie 4 pierwszych cy-
fer pierwiastku 2491, znajdajemy 3 ostatnie cyfry 076, dopisujac
do reszty oslalniéj 447, trzy rzedy jeszeze nie viyle, zloione z cy-
fer 056778 i liczbe stad powstala 447056778 dzielac przez
5882000, czyliprzez podwéjny pierwiastek jui otrzymany, uzupel-
niony 3ma zerami, przez wzzlad na wartosec porzadkowy jego
cyfer.

Podobne uproszezenie mozna takie wprowadzié przy wyciaga-
niu pierwiastku przyblizonego z ulomku dziesietnego.l tak chege
otrzymaé pierwiastek kwadratowy z 23857,638 z przyblizeniem
na 0,00001 prawie, wyciagamy go z liczby 238576380000000; i
po wyszpkaniu 5 cyfer pierwszych pierwiastku, znajdziemy 3 in-
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ne przez proste dzielenie. Pierwiastek calkowity tak wypadly, po
odcigeiu 5 cyfer na dziesigtne, bedzie pierwiastkiem Zadanym.
42. Pierwiastek kwadratowy zulomku zwyczajnego otrzymuje
si¢ dzielge pierwiastek licznika przez pierwiastek miarownika.
Pierwiastek bowiem tak otrzymany, rozmnoZony przez siebie wy-
daje dany ulomek.

2 2 2 4
1 tak l/“—-":‘-s—’ 3dﬁ_3_"?:?

po dobniez l/ ———1t d.

'Sposbb ten jednak zastosowywa sig wéwezas tylko, gdy li-
cznik i mianownik sa kwadratami zupelnemi.

Jeieli licznik tylko nie jest kwadratem zupelnym, wyciqga
sig z miego pierwiastek przybliiony, i ten sig dzieli przez pier-
wiastek z mianownika.

9
Itak '%i = i’-;— = 0,66 z przyblizeniem o mniéj

wred " 28 ]
niz - . Jakoz 0,66 % 0,66 — 0,4356, gdy i 0,4375. Bio-

rac 0,67 za pierwiastek, otrzymalibysmy 0,67 0,67 = 0,4489.

Jeieli mianownik nie jest kwadratem zupelnym,jakikolwiek
bedzie licznik, wowczas zamiast wyciqgania pierwiastku przy-
blizonego z mianownika, dla wickszego wlalwienia mnoiymy
oba wyrazy danego ulomku przez jego mianownik. Tym sposo-
bem ulomek zamieni si¢ na inny rowny jemu co do wartosci, a
ktérego mianownik jest kwadratem zupelnym. Z tym wigc ulom-
kiem co do wyciggania pierwiastku postapimy tak, jak w przy-
padku poprzednim np.

l/— — e = 5722 = 0,75.

W razie, gdy mianownik chociaz nie jest kwadratem zupel-
nym, ale rozloiyé si¢ daje na dwa czynniki, 2 ktérych jeden jest
kwadratem zupelnym, wowezas dla skrocenia roboty, mnoZq sig
oba wyrazy ulomku przez ten czynnik, co uczyni mianownik
kwadratem zupelnym. 2p.
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l/,i= l/ I/ LB 19
8 4.22 2322

2 przybhzemem (¥t praw:e Podobniez

11 11.3 8,74
200 = 4 =0,35.
ey 253 l/ 253% |/5= 32 A

Calosé zlqczona zulomkiem wprzéd sie zamienia na ulomek,
nim wyciaganiu pierwiastku poddang bedzie.

W kaidym razie, a szczegolniéj gdy wyrazy ulomku nie sg
kwadratami zupelnemi, moina skroci¢ wyciaganie pierwiastku
kwadratowego, zamieniajac wprzod ulomek podany na dziesig-
tny, obejmujacy w swojem wyrazeniu dwa razy tyle cyfer dzie-
sigtnych, ile ich mieé¢ chcemy w pierwiastku; i z tak zamienione-
go ulomku wyciagajac pierwiastek sposobem podobnym, jak przy
liczbach calych.

: gU k. 5 :
I tak gdy #p. mamy wyciggnaé pierwiastek z T przyblizo-

5
ny o 0,001 prawie, zamieniamy naprzod — na ulomek dziesig-

tny, obejmujacy 6 cyfer dziesietnych, i z tego potem wyciagamy
pierwiastek kwadratowy. Caly rachunek nastepnie si¢ przedstawi.

50 1 :
10 0,71.42.85 | 0,845
32 142 164
20 868.5 | 1685

60 260
40
5
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ROZDZIALIV.

0 podnoszeniu do szeScianu.

43. Szescianem jakiej liczby zowie sie¢ iloczyn otrzyma-
ny z rozmnozenia tej liczby przez sig tak, izby trzy razy wzigta
byla za czynnik: Ze za$ kwadrat iest iloczynem liczhy saméj przez
sig, stad aby podnies¢ dang liczbe do szescianu, dosyé jest roz-
mnozyé jej kwadrat przez niq samg. Chege jednak od tak otrzy-

‘manego szescianu powrocié do jego pierwiastku, potrzeba po-
znaé czescl tworzgce len szescian,

44. Gdy liczba jest dwucyfrowa, czyli z dziesigtkéw 1 je-
dnosci zloZzona, ogélne jej wyraienie a-}-b, przy swem podnie-
sieniu do sze$cianu naslgpng przyjmie forme.

(a+4-b)’=(a+b)* (a+b)=(a’+2ab+b?) (a-[-b)

= a*+2a’h+ab*+
+a*h+2ab*4-b?
—=a+3a*h+ 3ab*--bs.
Stosujac to samo do szescianu np. z liczby 25, znajdziemy:
(25)’=(2045)’=(20+4-5)*(20+-5)=(20%+-2.20. 5+5’](20+5)
=20°4-2.20% 5+ 20.5%+
+ 20%542.20.5"4-5°
=204 3.20% 5-+3.20.5"-} 5s.
Stad sie okazuje, Ze szescian liczby dwu-cyfrowej sklada sig
24 czedei nastepnych: 1° Z szescianu dziesigthow. 2° Z potrijne-
6
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go iloczynu kwadratu z dziesiglkow przez jednosci. 3° Z potrdj-
nego iloczynu dziesiglhow przez kwadrat zjednosci. 4° Z szescia-
nu jednosci.

45. Sklad powyiszy szeScianu, celem lalwiejszego wyko-
nywania dzialan z niego wynikajaeych, nastepne uproszczenie
przyjaé jeszcze moie:

(a-+-b)'=a> + 3024 Bab 4 bs
=a’+(3a*+3ab4-b*)b
=a’+(3a2+ (3¢ + D) b)b.
Uproszezenie to na poprzednim szezegolowym przykladzie, ro-
wniez widocznie si¢ okaze,
(204-5)°=20%4-3.20% 5+ 3.20.524-5°
=204 (3.20*4-3.20.54+5%)5
=20°+(3.20° + (3.2045 )5)5
Szescian przeto liczby dwucyfrowéj sklada sig tylko, z dwdck
osobnyck czesei. Pierwszy jest szescian z dziesigthow. Do ulwo-
rzenia drugiéj czedci, polrzeba wziqé polrojny kwadrat z dzie-
sigthow, dodaé do niego iloczyn z dziesigthow potrojonych i z sa-
mych jednosci przez jednosei, i summe zlad powstaly rozmno-
Zy€ przez jednosed,
‘Dzialanie dazace do olrzymania w tym sposobie szescianu,
nastepnie si¢ odbywa.

3a Ja? a’
+b © U (Ba+b)b (3(:’—]— (3a~-5)b)b
3a+b : 3¢*+ (3a-1)b (a+D)~

Opis temu dzialaniu odpowiedni, bedzie nastepny:

Do potrojonych dziesiglhow dodawszy jednosci, summe stqd
powstalq mnoiymy przez jednosci, i do potrojnego kwadratu
z dziesiqthow dodajemy. T¢ drugg summeg mnoige znowu prrez
jednosei @ dodajge do szeScianu z dziesiqlhkow otrzymujemy sze-
Scian igdany z liczby dwucyfrowej.

Stosujac to dzialanie do przykladu poprzedniego, w ktérym
idzie o szescian z liczby 25,
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gdy =20 ; b=5 bedzie;"

3u= 60 3(1":1200 : : aEBdOO
+5 B5.5= 395 1525.5—= 7625
65 11525 oo’ 15625—=25°"

Podobniez gdy np. szescian z 79 otrzymaé cheemys;
19°=(70+9); @=70; =9 5 a*=4900

3a=210 3a*=14700 a*=343000
b 219.9= 1971 16671.9=150039
219. 16671 493039—="19°

Czesci te szczegblowe szedcianu sg tylko rozwinigciem calej
jego wartosei obigtéj W wyraZeniu

19°=(T04.9)' =70+ (3.10%+ (3.70+9) 9)
46.  Gdy liczba trzy lub wigeéj cyfrowa zawsze jako zlo-
Zona z dziesigtkdw i jednosci uwazang byé moze, stad sklad sze-
scianu jakiejkolwiek liczby jest zawsze jednakowy.
Dajmy np ze cheemy podniesé do szescianu liczbe 792, Za.
stosowywamy zawsze wzor ogolny,
(a-+b)'=a*+ (3a*+(3a-+b)) b
w lym razie tylko @.==790, /=2; bedzie zatem
T92°=(790+42)*’=T90°4 (3.190’-[— (3.790 4 2)2)2
Wartosé 790" w calkowity szescian z liczby 792 wehodzqca
moZemy albo wyprowadzi¢ z poprzedniego przykladu, albo oso-
bno utworzyé, W pierwszym razie, szescian z 790 jednosci, czyli
279 dziesigtkOw, roznié si¢ bedzie od szescianu juz otrzymanego
z 19 jednosei, iz wiymie samym wypadku, jui nie jednosci, lecz
jednosci tysiecy przedstawi. Szescian bowiem z dziesigtkow, ja-
ko iloczyn trzech rownych czynnikéw, najmniej jednosci tysiecy
obejmowaé musi. W drugim zas razie, aby utworzyé szescian
z 7190, uwazamy te liczbe jako zlozong z 700 i 90, bedzie zatem

790°=(700-90)*=700°(3.700°4-(3.700-4-90) 90)90

Wstawiajac te wartosé 790% w calkowity sklad szescianu z 792
bedzie:
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 702°=700°+ (3.7007+(3.7004-90) 90)00-+
+ (8.790°+ (3.790 + 2)2)2
albo  792° = 700°+B.90 B2
gdy dla skrocenia, w szczegblowem ponizéj przedstawianiu dzia-
lani dokonywanych, nczynimy
B = 3.700°4-(3.700490)90
B'=3.790*4(3.7904-2)2.
Podlug tego, dzialania wskazane, dazace do otrzymania sze-
dcianu z liczby 792, nastepnie si¢ uskutecznia.
3.700=2100 3. 700*=1470000  700*=343000000
QL)_ 2190.90= 197100) B. 90:1@2;9000
2190 B=1667100; 790°=493039000
' 90°= 8100) B.2= 3744088
3.7900=2370 3 700>=1872300 792’—496783088
2. 23722= 4744
2372 B'=1877044

41. Przy rozwijaniu poprzedniego kwadratu, sposob skrocony
zostal ugyty do ulworzenia 3.790% to jest potrdjnego kwadratu
z dziesiqthow pierwiasthu. Zwyczajny bowiem w tym celu spo-
sob, gdy dziesigtki pierwiastku z dwoéch lub wigeéj cyfer sig skla-
daja, jest za dlugi i zmudny.

Tworzymy tu 3.790% przydajac 90% do dwoch liczb 197100
i 1667100, w ciggu rachunku juz wynalezionych. Wiemy bo-
wiem Ze
197100=(3.700+90)90
1667100=3.700*+ (3.700+90)90
8100= 90. 90

stad summa  1872300=3.700?4(6,7004-3.90)90
Taka wlasnie jest wartosc 3.790% gdyz jak wiadomo

3.790°=3(700°+ 2.700.90 + 90°)
=3.700%4-6.700.904-3.90?
=3.700*4-(6.7003.90)90
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Dla sprawdzenia wypadku, podnosimy zwyczajnym sposobem
do kwadratu 790, i kwadrat otrzymany przez 3 mnozymy.

T . 1 =494

149 . 9 = 1331 ...

1580 . 0 = ... 00
624100—790?

stad  3.790°=3.624100=1872300.
Sposob powyiszy skrécony tworzenia potrdjnego kwadratu
z dziesiatkOw pierwiastku, przy pomocy wartosci juz wiadomych,
ogélnie przedstawi¢ moina jak nastepuje:
sai :
3ab+b*
342 m_?% =3a’+6ab+30*=3(a*+2ab+ b*)=3(a+b)".
b

48. Przyklady nastepne wskaza rbine sposoby przedsta-
wiania dzialai wykonywanych przy podnoszeniu do szescianu.
1. Podnie$c do szescianu liczbe 46.

46°=(40+6)*=40"+ (3.40"+(3.40+6 )6)6.

3.40=120 3.40%=4800 40°=64000
6 126.6 = 756 5556.6—33336
TS ~ 5556 46°=97336.
Sposob krétszy opuszezajge zera.
3.4 =12, 3.42—48.. 4:=64. ..
6 126.6 = 156  5556.6—33336
126 5556 46°—=097336

Szeécian z dziesiatkow, jako obejmujacy tysiace, jest zawsze
liczbg koniczaca sie trzema zerami; kwadrat z dziesiatkow, sta
obejmujaey, konczy sig dwoma zerami: jedném zas zerem ilo-
czyn z dziesigtkow. przez jednosci.

Q. Podniesc¢ do szescianu liczbg 345.
345:=300"+- (3.300°+ (3.300+-40) 40 )40+

+ (8.340°4 (33404 5)5) .
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3.300=900 3. 3002=270000 300°=27000000
40 940. 40 = 37600 B.40 =12304000
= 9040 B ::Fmﬁo} 3402:=39304000
A= 1600) | Bis= 1750625
3.340—1020 3.340°=346800 345=41063625
s el 1025.5= 5125 ;
1025 B =351925,
Sposab kratszy.
0 ) =R o B L 33 =927...
_i 94.4 — 376 3.4"_—._1239}__
94 B —3076, 34°=39304. ..
NIT B'.5= 1159625
3.34—102. 3.342=3468.. 345°=41063625
5 1025.5=" 5125
1025 B' —351025

3. Podniesé do szescianu liczbe 3125.
(3125)2=3000"-+-(3.3000°+ (3.30004100 )100)100
+ (3.3100°4 (3.3100420)20)20 +
+ (3.3120°+ (3.312045)5)5

3.30004 100=9100 3.3002=27000000
3.31004 20==9320 (3.30004100)100=" 910000
3.31204-  5=9365 B =27910000

4 1002= 10000

3.3100—28830000

(3.3100420)20 = 186400
"B =29016400
00

2)3— 4
3.3120°—29203200
(3.3120+5)5= 46825
T B =—20250025.
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Wypadek dzialania.
- 3000:=27 000 000 000
100.8 = 2 791 000 000
20.8* = 580 323 000.
5.B4= 146 250 125.
30 517 578 125=3125"
Sposob krotszy.
Wypadek dzialanin.

91 91.. F— 97...
91 1.B= 2701...
B:‘ﬁfiz 31°= 20 791...
1 2.B8'= 580 328...
932 2333.. 312°= 30 371 328...
1864 5.B4= 146 250 125...
B :f_TgT:Tﬂ?; 3125°— 30 517 518 125
4
9365 202032, ,
46825

B"—=29250025

49. Biorac pod uwage wypadek dzialania z ostalniego
przykladu, spostrzegamy, Ze zdodania dwoch pierwszych pozy-
cyj wypada 29791, czyli szescian z31: z dodania za$ trzech pier-
wszych pozycyj powstaje 30371328, czyli szescian z 312. Dzie-
lac przelo szescian calkowity 30517578125 na rzedy trzy-cyfro.
we od reki prawéj do lewej, znajdziemy: 1° Ze w pierwszym rze-
dzie z lewe] strony, ktory mniej jak trzy cylry zawiera¢ w sobie
moie, jest objely szescian z cyfry piérwszéj pierwiastku, najwyz.
széj co do porzadiu, to jestz 3. 2° Ze w dwoch pierwszych rzedach
30517, znajduje si¢ szescianz dwoch pierwszych eyfer, czyli z 31.
3" Ze wirzech pierwszych rzedach 30517518 jest szescian z 3ch
pierwszych eyfer, czyli 2312, podobnie, jak we wszystkich rze-
dach miesci si¢ calkowily szescian Zadany.

Z rachunku nadto okazuje sig, ze kazda ostatnia eyfra rzedu
uwazanego jesl co do warlosci miejscowe] szescianem wzgledem
lejze warlosci, w ostatniéj cylize jej odpowiedniej pierwiastku.
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I tak cyfra 0, koniczaca rzed pierwszy, ma wartosé miejscowa
10°, gdyz 10° jest szescianem z 10° ktbra jest wartoscig pier-
wszéj cyfry pierwiastku 3. Cyfra 7 koniczaca rzed drugi, ma war-
tosé miejscowy 10° bedaca szescianem wzgledem 10%, wartosci
cyfry drugié) w pierwiastku. Podobniez cyfry 8 i 5 konczace
rzed 3ci i 4ty, maja wartosé miejscowq 107 i 10°, gdyz wartosci
cyfer im odpowiednich w pierwiastku s 10, i 10"

Jezeli szescian z pierwszej cyfry pierwiastka odciagniemy
od pierwszégo rzedu, i do roznicy dopiszemy pierwszy cyfre dru-
giego rzedu, liczba stad powstala obejmie iloczyn z potrdjnego
kwadratu cyfry pierwszéj przez druga: i tak

30 517 578 125

27

35
Liczha 35 obejmuje 3.3%.1=27, ezyli potréjny kwadrat z cylry
pierwszej 3, rozmnozony przez cyfre druga 1.

Odejmujac od dwéch pierwszych rzedow, szescian z dwoch
pierwszych cyfer pierwiastku i do roZnicy dopisujac pierwsza
icylrg 3go rz¢du:

30 517 578 125
29 791
1265

Liczba stad powstala 7265, obejmuje 3.31%.2—=5766, to jest
potrojny kwadrat z dwoch pierwszych cyfer pierwiastku, roz-
‘mnozony przez cyfre trzecia.

Podobniez 30 517 578 125
30 371 328
T 1363250 1
W liczbie 1462501 jest objety 3.312%5 = 1460160, to jest

i
|
!

potrbjny kwadrat z trzech pierwszych cyfer pierwiastku,rozmnozo- -

ny przez cyfre czwarta.

Uwagi te, jak péiniéj zobaczemy, sa gléwna podstawa na kté-
réj opiera si¢ wyciaganie pierwiastku szesciennego, jako dziala-
nie zupelnie odwrotne podnoszeniu do szeselanu.
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50. Z przykladéw poprzednich okazuje sie, ze w ogéle,
dla utworzenia szescianu liczhy wieloeyfrowéj, potrzeba: 1° Wzigé
szescian z czesci pierwszéj. 20 Do potrdjnego kwadratu z czesci
pierwszéj, dodaé iloczyn zezesei pierwszéj potrojonéj i z saméj
czesci drugiéj przez cze$é drugq, i summe stgd wypadlq rozmno-
Zyé przez czgsé drugg. 3° Do potrdjnego kwadratu z czesei
pierwszéj i drugidj dodad iloczyn  z czgéci pierwszéj i drugid
potrojonych, iz saméj czgéei trzecidj, przez czesé lrzecig, i sum-
me stad wypadly pomnozyé przez ezgsé treeciq i . d. np.

- Podniesé do szedcianu liczbe 531441.

_ 531441s .
315 ..... — 15- 75..0-3-.-..
o 459)
153 B — 7959
; 9
3. 58, == 8427 .
TV 1591
1591 B — 844201
1
3.531... = !150%. 845883, .
- R, s 63736),
15934 B/ _—_WBQO:}G;
ad6) s,
3.5314.. = 15942« o =c84T15788. .
: b . 637696)
159424 B — 8472216496
' vl 16
3.53144. — 150432 "T8172854208. .

- 1 1504321
1594321 B 847287015121
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Wypadek dzialania.

53 — 125]. ..
3.8 = 23(S77)
LB = (844,201
aB’ — 338608144
ap“ — '1'33'888 865|984
1. — | |841lesTlo1s(121
531441° = 150|094 635 |296/999]1Z1

W wypadku dzialania, gdy pierwsza cyfra pierwiastku 5,
ma warlosé miejscowa 10° jej szeScian mieé¢ bedzie wartosé
10", bedzie zatem 125 z dopisanemi 15 zerami. Trzy pierwsze zera,
zapelnia wlaéciwe cylry, wypadle przy wzieciu 2giéj czesci calko-
witego szescianu: trzy drugie zera zapelnig si¢ przy wzigcia czee
$ci trzeciéj szesciano'i t. d.

5k, Szesciany dwoch liczh calkowilych, po sobie naste-
prych, roinig sie od siebie o polydjny iloczyn tychie liczh, zwig-
kszony jednoscig. Jeieli bowiem jedng liczbe calkowita oznaczy-
my przez @, a drugq po niej nastepna, czyli o jednosé wigksza,
przez a -+ 1, wowezas
Szescianz  a = a®
Szescian z a-+1 = @’ +3a 4+3a+1

Réinica tych szeScianéw = 3a*+3a+1=3«(a+41)+1
Stosujac to do liezb #p. 3 i 4,gdy 3°=27,a4°=64, stad roinica
tych szecianow bedzie

64—27=37=3. 3. 4+1
Podobniez  5°—4=125—64—=61=3.4.5+41

Joieli przeto do szeécianu z 4.czyli do 64, dodamy potréjny ilo-
czyn z liczb 4 1 5, zwigkszony jednosch, ezyli 3.4.5 4 1=61,
otrzymamy sze$cian z 5, kiory sie rowna 125 i t. d. Stad zara-
zem wypada, e réZnica dwoch szeseianéw nastepnych tem jest
wigksza, im pierwiastki im odpowiednie sa wigksze.

52. Podnoszenie do szescianu liczb dziesigtnych jest podo-
bne jakliczb calkowitych. Zawsze szescian ulomku dziesiginego,
Jjako iloczyn trzech rownychk czynnikow, obejmowac bedzie trzy
razy tyle cyfer dziesietnych, ile ich jest w ubomku. np.

http://rcin.org.pl



51
Podniesé do szeseianu 3,125.
3,125° = 3+ (3 3%+ (3% 3+ 0,1)0, 1)0,1+
H{(3X 3,1 4(3% 3,140,02)0, 00)0 02 +
+(3x3 124 (3 3,124 0,005)0, 005)0 005

SXS=9 . I3 =121,.
0,1 9,1 x0,1= _“;9!
0,1 Y B 21,91}
0,1*= 0,01
3x3,1 =93. 3x3,1°= 28,83..
0,02 9,32X0,02 = 1564
9,32 B = 29,0164
002" = 00001
3x3,12 = 9,36. 33,122 —"20,903%.".
0,005 0,365X0,005= 46825
9,365 B = 29,249025
Wypadek dzialania.
3PF=291,...

12 = 2,191...
2B' = 0,580328...
5 B" = 0,146250125
3,125° = 30,517578125
Wartos¢é ulomku danego podobna jak ostatniéj jego cyfry
dziesigtné], jest 3125 tysigeznych: w potedze zatem 10 wyrazona

. 1 g ; 3 £
Jest -— . Szescian przeto tego ulomku bedzie mial wartosé po-

l L] - 3 - -
rzadkowgq s, czyli calosé z 9 cyframi dziesigtnemi.

Po rozwiazaniu tego przykladu spostrzegamy, fe szeécian
z liczby 3,125, otrzymany ze wzgledem na porzadek cyfer dzie-
sigtnych objetych w tej liczbie, niczem sig nie roZni co do cyfer
od szescianuzliczby calkowiléj 3125,0trzymanego w przykladzie
dcim (48). Stad wynika, Ze chege podniesé ulomek dziesiginy do
szescianu, (podobniez jakido kwadratu), lepiej jest uwaiaé ten
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ulomek jalko liczbg calkowitg. Po olrzymaniu dopiero wypadku
odeigé w nim polrzeba trzy razy tyle cyfer dziesigtnych, ile ich
wlomek dany zawieral.

llo$é cyfer do odcigcia okaie si¢ rowniei widocznie, gdy
ulomek dziesigtny dany naprzod na zwyczajny zamieniemy, a po-
tem podniesiemy do szescianu, podlug prawidla ogolnego na
podnoszenie ulomkéw zwyczajnyeh do poteg sluzgcego (11).

3125

I'tak gdy 8,125 = Tooo Stad
3125 30517578125
QPRI s
130% = (1000 = 1000000000
= 30,517578125.

Przy podnoszeniu do szescianu ulomkéw zwyezajnych, kto-
rych licznik i mianownik s3 wielocyfrowemi, dla skrocenia robo-
Ly, ulomki te na dziesi¢ine si¢ zamieniaja.
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ROZDZIAL V.

0 wyciaganiu pierwiastku szeSciennego,

93. Pierwiaslkiem szesciennym jakiej liczby jest inna licz-
ba, ktora podniesiona do szesciana, czyli wzieta trzy razy za czyns
nik, albo rozmnozona przez swoj kwadrat, wydaje liczbe dana.

I tak gdy dziewigé liczb pierwszych

T TR 11" g Ce P LR e
podniesione do szescianu wydaja

1., 8,21, 64, 125,216, 343 , 512 , 729,
pierwsze wige 9 liczb sq pierwiastkami szesciennemi 9siu.dra-
gich. Podobniez liczby ,

d Levisicut- At {5H0.. 5 1000 i t. d.
sg pierwiastkami szesciennemi liczb

1, 1000, 1000000 , 1000000000 i t. d.

54. Z uwagi na poprzednie szedciany, i odpowiednie im
pierwiastki wynika, Ze szesciany zloione
1oz 1, 2 lub3 cyfer, maja wswym pierwiastku szesc. jedng cyfre.
2" z4, 5 lub 6 cyfer o T i 54 dwie cyfry.
3" 27,8 lub 9 eyfer % p 3 trzy cyfry i t. d.

Stad zarazem wyprowadzamy nastepng glowng zasade, sta-
Zycq do oznaczenia liezby cyfer w pierwiastku szesciennym.

4 g’
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Dzielge liczbe dang na rzedy trzy-cyfrowe od reki prawej ke
lewej, liczba tyck rzedow, z ktoryck oslatni z lewej strony jedng
lub dwie cyfer obejmowac moe, wskaie zawsze ilosc cyfer obje-
tych w pierwiastku szesciennym, z danej liczby wyciggngcé sig
majgeym.

Sposob wyszukaniatych cyfer polega, jui na samym skladzie
sze$cianu z jakiejkolwiek liczby, juz na dwoch zasadach w nau-
ce podnoszenia do szescianu wskazanych (49).

1° Ze w pierwszym rzedzie danéj liczby z lewej strony znaj-
duje sig szeécian z pierwszéj cyfry pierwiastku, poczynajac od
najwyiszéj co do porzadku; ze w dwoch pierwszych rzedach
jest objety szescian z dwéch pierwszych cyfer pierwiastku; Ze
w trzech pierwszych rzedach jest szescian z trzech pierwszych

cyfer i t. d.

2° Ze po odjeciu szescianu pierwszéj cyfry pierwiastka od
pierwszego rz¢du, w reszcie pozostalej, z dopisang pierwsza cy-
frq dragiego rzedu, objely jestiloczyn z potréjnego kwadratu
cyfry pierwszéj przez druga. Zie po odjgciu szescianu z dwoch
pierwszych cyfer pierwiastku, od dwoch pierwszych rzgdow, w re-
szeie pozostaléj, wzigléj z pierwsza cylra trzeciego szedu, znaj-
duje si¢ iloczyn z polréjnego k:\:fdratul Qwﬁﬁw&ych cyler
pierwiastku, przez trzecia cyfre i t. d. & :

55. Dajmy np.2e mamy wyciggnqd pierwiastek szescienny
T 13824, Wykonajmy naprz6d dzialanie z pozniejszem do-

piero jego wyjasnieniem. .

3.2-6. 3.92=12., Ji3824= 2
4 64.4 = 956"9pLg 3.9%-12
04 1456"" ""5824 58:12=4.
5 824 = 1456.4.

o

™

Z podzialu nadwa rz¢dy danéj liczby okazuje sie, Ze jej pier-
wiastek jest dwucyfrowy, czyli ze obejmuje dziesiatki i jednosci;
cala przeto liczba jako szescian uwaZana z nastgpnych czgsei sig
sklada; '
13824=(a-+1)*=a* 4 3uth+ 3ab 4-bo==a* 4 (3a*+(3a-+-b)b )
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W pierwszym rz¢dzie tej liezby jest objety sze$cian z dziesigtkbw,
ktory najmniej tysizce wydaé moge. Szukamy naprz6d tych dzie-
siatkéw, czyli takiéj cyfry, ktéraby podniesiona do szedcianu wy-
data 13, lub liczbe bezposrednio mniejsza. Ta eyfrg jest 2, gdyz
2'=8: szescian z 3 bylby 27 i nie dalby sie od 13 odciagnaé.

Reszta 5 polaczona z drugim rzedem, daje liezbe 5824 obej-
mujacq pozostale eze¢dci szescianu z pierwiastku dwucyfrowego,
ktorego jui pierwsza cyfra, czyli dziesiatki sa wiadome. Nadto
w reszcie tej, wzigtéj tylko z pierwszq cyfrg drugiego rzedu, po
oddzieleniu kropky dwoch pozostalych, ezyli w liczbie 58, jako
wstach,miescisigiloczyn z potrojnegokwadratu dziesigtkow przez
jednosei, najmniej sta wydaé mogaey. Dzielge przeto te 58, przez
potrojny kwadrat z dziesiatkow juz znalezionych, czyli przez
3.2°=12, otrzymuja si¢ jednosci, to jest 4.

Dla sprawdzenia czy cyfra tak wypadla na jednodci pierwia-
stku jest odpowiedniq, i dla ukoficzenia zarazem dzialania, two-
rzymy osobno caly ezgsé drugq szescianu liczby dwucyfrowej 24,
pierwiastek skladajacej. Tworzymy wige to, co oprécz szescianu
czgsci pierwszej pierwiastku, w sklad calego szescianu wehodzi, a
co razem wzigte jest zawarte w reszcie 5524, Wiym celu potro-
jone dziesiatki 3.2=—=6, zwigkszamy 4 jednosciami: liczbe 64 stad
powstaly mnoiymy przez 4 jednosci; iloczyn 359 dodajemy do
potréjnego kwadratu z dziesigtkow, ezyli do 12 sel: summe 1456,
przez 4 jednosci jeszeze rozmnozona,odciggamy od 5824. Ponie-
wai Zadna reszta nie pozostaje, wnosimy przeto, ie 24 jest pier-
wiastkiem szesciennym z liczby 13524.

56. W podobnym sposobie wszelkie przyklady wyszu-
kania pierwiastku szesciennego dwucyfrowego, rozwigzane byé
moga.

L. Wyciqgnaé pierwiastek szescienny z 103823.
304=12." 3.4248.. 103893 — 41
T127T.7="889 4= 64
127 5689 "39823": 487
39823 =5689.7

oo, ol
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Przy oznaczaniu drugiéj cyfry pierwiastku, zawsze prawie wla-
$ciwie nailoraz wypadla, jest za wielkq: poprzednio zatem przez
probe przekonaé  sig trzeba. I tlak w powyészym przykladzie,
dzielac 398 przez 48, na iloraz wypada 8, lecz ta cyfra przy na-
stgpnem sprawdzeniu okaZe si¢ za wielka.

3. g==92! 3.4 ='48.. 5821. 8=46592.
8 128.8 ="1024

128 5824

Ostateczny bowiem iloczyn 46592, od reszty polaczonéj zdru-
gim rzgdem, czyli od 39823 odciagnaé nie mozna. Stad zamiast
8, za jednosci pierwiastku bierze sie 7, i te liczhe podobnemuz
jak poprzednia sprawdzeniu si¢ poddaje. Tym sposobem okaze
sie, 20.47= }/103823,

2.  Wyciggnagc pierwiastek szescienny z liczby 47954.

o e e L) el v

_9 OB 6 —"518 3 — 2 3.3%=21
96 3276 20954 209:27—6
1965 6—=23276.6
1298

Jako wypadek tego dzialania otrzymujemy 36 na pierwiastek, a
1298 na veszte. To okazuje, i% liczba dana nie jest szescianem
zupelnym, czyli ze jej pierwiastek wsamej liczbie calkowité) do-
kladnie oznaczonym by¢ ' nie moze. Przez ten jednak sposob
otrzymujemy ezgsc calkowity pierwiasthu, czyli pierwiastek naj-
wiekszego szescianu w danej liczbhie objetego.

Co do reszly ostatniéj 1298, ta podobniei jak wszystkie
w ciagu dzialania wynikle, winna byé mniejsza, niz 2wighszony
Jjednoscig potrajny iloczyn pierwiasthu znalezionego, przez pier-
wiastek o jednosc wighszy(51).Stad liczba 1298 winna byé mniej-
szq, niz 3 X 36X 3741=3997, a ktora stanowi rozinice migdzy

szescianami z 36 i 37: jakoi
31°—36°=50653—46656=3997
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Skoro przeto pierwiastek znaleziony 36,uwaia sie za pierwiastek
szescienny liczby 47954, jest on przyblizony do prawdziwego o
mniej; niz jednosé, czyli Ze: sie rézni od niego tylko o pewny
ulomek.
51, Sposéb w yjasmnny co do wyciagania plerwnastku dwu-
cyfrowego, rowniei si¢ zastosowywa, gdy pierwiastek szescienny
ma byé trzy lub wigeéj cyfrowy.

1. Wyciggngé pierwiastek szescienny z 191102976,

3.5°=15.. 191102976 =576
157.7 = 1099 125
@TJ} 66102 7 =17
T2 = 49 60193 —8599.7
3.57* = 0747.. 5909976 :9747T—6
1716,6 = 10296 590997 6-—084996.6
981996 B A

Z podzialu danej liczby na trzy rzedy trzy-cyfrowe wynika,
7e jej pierwiastek jest trzycyfrowy. Zawsze jednak ten pierwia-
stek jako tﬁlku zlozony z dziesiatkowi jednosci uwaianybyé moze.
Do utworzenia dziesiatk6w najmniej tysiace w sze$cianie sg po-
trzebne: trzy wiee eylry ostatnie danéj liczby na wielkosé tych
dziesiatkOw nie wplywaja. Z dwdich przelo pierwszych rzedow
danéj liczhy, czyli z liczby 191102, w ktoréj dziesiatki pierwia-
stku sg objete, wyeigzamy naprzod pierwiastek wskazanym juz
sposobem, i wypadly 57 za dziesiqtki pierwiastku szukanego uwa-
iamy. Dla wynalezienia jednosci, do reszty 5909 po otrzymaniu
dziesigtkOw pozostalej, dopisujemy pierwsza eyfre 9 rzedu osta-
tniego, i liczbe stad powstala 59099 dzielimy przez potrojny kwa-
drat z dziesiatkOw pierwiastku, czyli przez 9747=3.57" Kwadrat
ten osobno oznaczamy, podobniezskréconym sposobem jak przy
podnosze niu do szescianu (47).

Aby sprawdzi¢, Ze cyfra 6. na iloraz wypadla, jednosci pier-
wiastku stanowi, bierzemy 3.57—=171, dopisujemy jednosci 6 i
liczbe stad powstala 1716 mnozymy przez 6. lloczyn 10296 do-
dajemy do 9747, jako potréjnego kwadratu z dziqsiqtké;v pier-
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wiastku, i summe stad wynikla 984996, rozmnoiong przez 6, od-
ciaggamy od 5909976, czyli od reszty z calym rzedem ostatnim )
polaczonéj. Poniewai iadna reszta nie pozostaje, liczba przeto
dana jest szescianem zupelnym, czyli ie jej pierwiastek jest licz-
ba calkowita 576.

2.  Wyeiggnqc pierwiastek szescienny z 14348907.

64 12.. 14348907 =243
256 . 8
1456 6348
% 5824
793 1728.. 524907
2169 249007
mgﬁg_ - i I de .

63 : 12 daje 4 na 2ga cyfre pierwiastku, 5 byloby za wiele.
5249 : 1728 daje 3, na 3eig cyfre pierwiastku.

3. Wyciggnqc pierwiastek szescienny z 91632505641.

3. 4>—=48.. 91.63 250864 1—=4508

1.
125. 5 = 625) _E_lj'__
- 5425} 27632 . : 48=5
L Tg8y 27125 — 54255
3.45'—= 6075. . 507508 : B0T5=0
1350.0= . 00 507508641 : 607500=8
§07500 4868645 12=60558064.8
0'— 0) 90644129

3.4502= 607500 ..
13508.8 = 108064

60858064

W trzech pierwszych rzedach danéj liczby jest objety szescian 23
pierwszych cyfer pierwiastku, ktére podlug poprzedniego ozna-
czamy. Gdy jednak druga resztaz dolgczong pierwszq eyfra rzedu
najblizszego, czyliliczba 5075, nie daje sig podzielié przez potroj-
ny kwadrat z dwoch pierwszych cyfer pierwiastku jui znalezio-
nych, czyli przez 6075, za iloraz przeto a zatem i za trzecig cy-
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fre pierwiastku kladziemy zero. Znifamy potem rzed ostatni i
liczbe stad uformowanag, po odcigeiu dwéch ostatnich jej cyfer, to
jest liczbe 5075086, dzielimy przez potréjny kwadrat z trzech cy-
fer pierwiastka juz znalezionych. Cyfra czwarta pierwiastku tak
otrzymana, poddaje sig sprawdzeniu w podobnym sposobie jak
przy innych cyfrach. Tym.sposobem znajdziemy 4508 na pier-
wiaslek, i reszt¢ 20644129, ktéra zawsze jest mniejsza niZ roini-
ca szesciandéw z liezb 4508 i 4509. Pierwiastek przeto 4508 jest
przyblizony do prawdziwego o mniej niz jednosé.

4. Wyciggnqé pierwiastek szescienny z 469640998917.

217 Uy ey V4s 640.9989 17=1113.
1519 4

16219 12

49 11

2317 17181, 1

16219) 1

11949193

[OROC) VR O

23313 1811187. . TR

131188639

1266 : 147 daje 7 na 2ga cyfre pierwiastko, gdyz 8 za wicle.

131079 : 17787 daje T na 3cig cyfre.

5435659 : 1811887 daje 3 na 4tq cylre pwrwuaslku
Pierwiaslek przeto Zadany jest 7773.

58. Jakakolwiek jest liczba cyfer w pierwiastku otrzymaé si¢ ma-
jacym, zawsze pierwsza cylra bedzie pierwiastkiem najwicksze-
go szescianu objetego w pierwszym rzgdzie danéj liczby. Kaida
nastepna cyfra plerw:asiku olrzyma sig, gdy liczbe skladajacq sig
z odpowiedniej jej reszty i z pierwszéj cyfry rzedu najbliiszego,
podzielimy przez potréjny kwadrat z cyfer pierwiastku juz zna-

ezionych. np.
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Wyciggnaé pierwiastek szeseienny 2 7625597454981

1762550748498 7= 19683
6 6.25 3. dzielnmk
. 351 — 30.9
5859 651.9
81
166597 1083. . deiclnik
3456 = 5706.6
670536 111756.6
el Lo MG 36
06061484 “115248. . dzielnik
47104 = 5888.8
902575232 {11571904.8
64

348625290871 11619072, dzielnik
177129 — 59043.3
3486252987 = 1162084329.3
TG o N N
59. MoZna jeszcze wyciagnaé pierwiastek szescienny, spo-
sobem rowniez latwym, przy pomocy dwaoch nastepnych wzorow,
jednego na szescian, drugiego na potréjny kwadrat z dziesiat-
kow pierwiastku.
(a+D)* = a“+(3a’+3ab+b’)b . (45)
3(a+b) =3 46ab 4356, ..o ou L . (47)
Wyprowadzié tylko potrzebe czgsei sklada_]qce pol.réjny kwa-
drat, z wartosci objetych w drugiéj czesci szesclanu, a ktore
wprzod sig oznaczaja. np-

Wyciggnqc pierwiastek szescienny z 41314084903.

3468
hiai ek el 45 357075
1/41.314.084.993(345T 12 5
143.14 4) 21 1020
20100.84 36 5) 3468
250459993 - 16 510 - 7) 357075

0 | . 3076 25 7245

351925 49

35779999
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Dzielniki nastepne sq 27==3.32;3468=3.34" i 357075==3.345",
w ogole 3a®, czyli potrdjny kwadrat z dziesiatkow, réiny po-
dlug tego, jak za dziesiatki @, bierze si¢ jedna, dwie, lub trzy
pierwszych cyler pierwiastku juz znalezionych. Obok tych dziel--
nikow zamieszczone sa ilorazy odpowiednie 4, 5,17 poddawane
sprawdzeniu. Przy pierwszem sprawdzeniu, gdy ¢=3 dziesiat-
kom,b = 4 jednosciom,aby utworzyé czesé drugq szescianu od-
ja¢ si¢ majaca, do dzelnika 34°=2T7 stom (jak rachunek v do-
lu té] liczby wskazuje) dodajemy 8ab=36 dziesigtkom, i h2=16
jednosciom; summeg slad powstala 3076 mnozymy przez b, czy-
li przez 4 jednosci. Drugi za$ dzielnik 3463, czyli 8.34° tworzy-.
my przez rachunek u gory, rowniez z pierwszego dzielnika 3a°=
27 stom, przydajac do niego 6a)=12 dziesiatkom i 30*=4S je-
dnosciom, Zamieszezamy potem ten drugi dzielnik w wlasciwem
dla niego miejscu, i sposobem podobnym, udolu tegoi dzielnika
tworzymy czesé druga szescianu, u gory za$ trzeci dzielnik
3.345%=357075,lecz jui w przypuszczeniu ze =34 dziesiatkom,
b =5 jednosciom, Oslatni ten dzielnik sluiytylko do sprawdze-
nia cyfry 1, przez utworzenie cze¢sci szescianu odjaé si¢ ma-
jacéj.

60. Za przyklady do wprawy wwyciaganin pierwiastku szes-
ciennego sluzy¢é moga naslgpne.

1/ 150004635200090121 = 531441

1/50604644715390625 = 390625

1/32077340215432 = 32068
1063250373316 ¢ = 0876
1673373097125 = 8705

1/7450580506023825125 = 1953125

61. Kaida liczba calkowita nie jest szeScianem zupelnym
innéj liezby catkowitéj, w dwoch nastepnych razack.
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Lo Gdy bedqe podzielna przez jaki czynnik pierwszy, nie jest
podzielng przez jego szescian. W kaidym bowiem szescianie
Jest objety iloczyn zszescianow czynnikow jego pierwiastku (7).
Liczba przeto podzielnanp. przez 2,lub przez7, a niedzielgca sig
przez S, lub przez 343, nie jest szescianem zupeloym. Stad zara-
zem wynika, Ze wszelka liczhaparzysta, kisra sig nie dzieli przez
8, nie jest szescianem zupelnym. ?

2% Gdy ilosé zer lub dziesietnych kenczqeych jakg liczbe
nie jest wielokrotng wzgledem 3. Zawsze bowiem szescian liczby
konezacéj sig zerami lub dziesigtnemi, obejmuje ich trzy razy
wigeé], jako iloczyn wypadly z trzykrotnego wzigcia tej liczby
za czynnik.

62. Pierwiastki szescienne odpowiednie szescianom nie-
zupelnym calkowitym, nie tylko w liczbach calkowitych, ale i
w ulomkowych dokladnie oznaczyé sig nie daja. Nigdy bowiem
znalezé nie moZna takiej liczby utomkowej, ktéraby bedac z na-
tury swojej nieprzywiedlna, rozmnoZona po dwa razy przez sie.
bie, czyli podniesiona do szescianu, wydala na wypadék liczhg
calkowita. Dla tego pierwiastki te, jako przez Zadng liezbe do-
kladnie oznaczyé sig niedajace, zowiq si¢ niewspolmierne. Mo-
tna jednak je otrzymaé przybliZone i co do slopnia swego przy-
blizenia zupelnie zaleine od naszéj woli. PrzybliZenie zas to sto-
sownie do natury najmniejszych czgstek, w jakich nastepuje,
moze byc wyraione w ultomku dziesiglnym, lub zwyczajnym.

63. Przybliienie pierwiasthu szesciennnego w ulomku

ziesietnym jest najwiecéj uiywane. Abyje olrzymac, potrzeba
do liczhy danéj calkowiléj, dopisac trzy ruzy tyle zer, ile cyfer
dziesietnych jest igdanych w pierwiasthu: wyciagngé potem pier-
wiastek z liczby stad powslaléj, i w wypadku otrzymanym od-
dzielic¢ przecinkiem na dziesietne liczbe Zadana cyfer.

Jeieli bowiem w pierwiastkn majaby¢ cyfry dziesigtne, wsze-
scianie jako wiloczyniez trzech czynnikow rownych temui pier-
wiastkowi, potréojna ich ilodé objetg byé musi. I tak
liczby dziesiglne 0,1, 0,01, 0,001 ik d.
majg szesciany 0,001, 0,000001, 0,000000001 i t. d.
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Aby wigc pierwiastek szescienny byt wyrazonyw czedeiach dzie-.
sigtnych, setnych, tysigcznych i t. d. potrzeba zeby byl wyciaga-
ny z szescianu wyrazonego w tysigeznych, milionowych, biliono-
wych i t. d. co wlasnie nastapi, gdy do liczby danéj, jako do sze-
scianu, z kiorego pierwiastek wyciaggaé mamy, doplszemy 3, 6,

9it. d. zer.

GdybySmy nawet przeciwnie uwaiali, Ze przez powyisze do-
pisanie 3, 6, 9 i t. d. zer, liczba dana powigksza sig tysiac, mi-
lion, bilion it. d. razy, pierwiastek szescienny z niej wypadly be-
dzie wigkszy 10, 100, 1000 i t, d. razy. Po wyciagnieniu zatem
tego pierwiastku, potrzeba go podzielié przez 10,100,1000 it.d.
czyli odeigé z prawéj strony przecinkiem 1,2, 3 i . d., cyfer na
dziesigtne.

64. Przyklady wyciggania pierwiasthu szesciennego przy-
blizonego.

V. Wyciqgngé z liczby 9, pierwiastek szescienny przy-
blizony w pieciu cyfrack dziesietnych, czyl: z prazybliieniem na
0,00001 prawie.

Zamiasl dopisywania za jédnym razem wszystkich 15 zer do
liczby danéj, przydajemy je po 3 do kaidej z reszt nastepnych,
czyli wmiare jak postep dzialania wymaga zniZenia nowego rzedu.

3

6080~ 1. s 19 —= 2,08008.

4864 -
124864 1000000
64 998912 _
624008 129792...... T 10880.000.000,00
4992064 1038375936512
129796992064 490624063488

10 : 12 czyli przez 3:22, daje 0 na 2gq cylre pierwiastku.

10000 : 1200 czyli przez 3.20% daje 8 na 3cig cylre.

10880 : 129792 czyli przez 3.208? daje 0 na 4t cylre.

10880000 : 12979200 czyli przez 3.2080* daje 0 na 5tg cyfre.

10580000000 : 1297920000, czyli przez.‘i 20500% daje S na 6stg
- cyfre pierwiastku

Stad ]f 9=2,08008 z przyblizeniem o 0,00001 prawie.
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2. Wyeiagnac z liczby 24 pierwiastel szescienny przybli-
Zony o Heiu cyfrack dziesiglnych, wyratony przelo w stulysig-
eznych, czyli z przyblizeniem na 0,00001 prawie.

124 — 988449
8 R
16000 12.. dzielnik
544 ~-'63. 8
13952 T7ii8
| ulligapy 4 64 =87
2048000 - 3359, . dzielnik
6784 = 848.8
1035872 ; 119848
t 64 - 82
1121280.0 948832, . dzielnik
g 34576—=80644.4
09671104 . "4‘)1:7764
. e . 16 = 42
1245689060.00 24902368.. dzielnik
: ] 346096 — 86324, 4
9982331384 2403582806 . 4
16 — 4°

2474564416000 9495929008, . dzielnik
7787061=865329. 9

9946406198849 240600088761.9
2281517217151

%ul ],’/"4 — 2,88449 z przyblizeniem na mniej niz 0,00001.
Najeze$ciej pierwiastek szescienny przybliZony w 3 lub 4 tyl-

ko cyfrach dziesi¢tnych otrzymuja.

Za przyklady do wpruwy sluzyé jeszcze moga.

15 = 1,700; . /19, =2,6684;, )/86 . == 4,4140; |
Viga = 5760, 1/235 =611, 17333 = 6,9%13;
17705 = 5,9001; /852 = 9,5091; . J/997 = 9,995

17130 = 58,1800 /417 =TATL; /1125 = 10,4004
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65. Wyciaganie pierwiasthu szesciennego przyblizonego,
moina jeszcze uproscic przy pomocy dzielenia, podobnie jak wy-
ciaganie pierwiastku kwadratowego. W tym celu po wyszukaniu
zwyczajnym sposobem, wiecéj niz polowy eyfer majacych byé
objetych w pierwiastku, dla oznaczenia pozostalych dosyé jest
podzieli¢ reszig zupelna, przez potrojny kwadrat z cyfer pier-
wiastlku ju# znalezionych,

Oznaczajac bowiem liczbe dang przez N, reszte zupelng przez
R, czgs¢ wiadoma pierwiastku skladajacq dziesiatki przez a,
czg$é zas niewiadoma skladaé majaca jednodci przez @, ipa~
miglajac na sklad szescianu, bedziemy mieli: |

N=(a+2)*=as43a’2+43az’+2°

N—-a® x? x’
= = O
Ja a da
l 3 N—a 2o a°
T M e e e e
3a® a a2

Ze za¢ N—asv= R, stgd

Czes¢ przeto niewiadoma pierwiastku réwnaé sig bedzie ilo-
razowi wypadlemu z podzielenia reszty zupelnéj przez potrojny
kwadrat z czeéci wiadomej, zprzyblizeniem o mniej niz jednosé,
gdy ulomki zmniejszajace teniloraz, razem wziete sg mniejsze od
jednosci. Ten przypadek wlasnie ma miejsce. Jezeli bowiem li-
czbe wszystkich cyfer pierwiastku oznaczymy przez 2 n, wow-
czas na czesé &, jako wigeéj niz polowe ich zawierajaca, przypa-
dnie eyfer 741, na cz¢s¢ ® za$ n—1. Gdy nadto @ z przyczyny
porzqdku swych cyfer, tyle ich obejmuje ile caly pierwiastek, czy-
li 2 n, i gdy @* najwigeéj dwa razy tyle cyfer obejmowaé moze
co @, zatem 22—2, stad 22 ma 2 cyfry mniej niz @, ulomekprze-

to :, jako 2 cyfry mniej w liczniku obejmujacy,jest zawsze mniej-
T | Z y . @3, ; x? x .
szy niz —. Ze za$ 2gi ulomek e jako rowny T % oo
9
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mniejszy od :—t, stad summa dwoch ulomkéw jest mniejsza od
jednosci. '
Stosujac wskazane prawidlo do przykladu 10 (57),po znalezieniu
4 pierwszych cyfer pierwiastku 2884, i reszty ostatni¢j 12456896,
uzupelniamy tg reszte 6 zerami, jakie jeszcze nie weszly w dzia-
lanie. Dzielimy potem tg reszte tak uzupelniong przez potrdjny
kwadrat z 2354 set, rowny 249523680000, czyli przedostatniemu
dzielnikowi, przywiedzionemu do wlasciwéj swéj wartosci, przez
wzglad na wartosé miejscowa cyfer go skladajacych. Stad bedzie
1245659600 | 24952365
99807472 49
247614550
Dwie wigc ostatnie cyfry pierwiastku sq 49, jak w przykladzie
dokladnie rozwigzanym. .
Podobniez w przykladzie 5tym (45) po znalezieniu 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku 196 i reszty 96061, otrzymamy dwie
ostatnie cyfry 83, dzielac reszte zupelng 96061454987 przez
1152480000, czyli przez 3.196007% Jakoi
96061484987 | 1152450000
9219840000 ; 83
i 3563084987
66. Jeieli stopien przybliienia pierwiastku szesciennego
z jakiéj liczby calkowiléj wyciagnaé sie majacego, w ulomiu 2wy-
czajnym jest Zgdany, aby go otrzymacé potrzeba naprzéd dang
liczbg rozmnoiyé i podzieli¢ przez szescian z mianownika ulom-
ku podajacego toz przyblizenie. Wyciagajac potem pierwiastek
z ulomku stad powstalego, rownego liczbie danéj co do warto-
$ci, wypadek znaleziony bedzie pierwiastkiem szukanym. -
I tak chegenp.wyciggnad pierwiastek szescienny 224, z przy-
blieniem na mniej niz 5 edy
24. 128 26,1728 41672

e = S e = e = s

3
A 41672 - /41672 _ 31
sad V=) o —L/'T‘f“ i

http://rcin.org.pl



61

Zie za$ pierwiastek znaleziony przypada pomigdzy :—:—;* i -?i—
31 . .
biorac wiec T bedzie z przyblizeniem o mniej niz Tii 1
Podobniez si¢ postapi, gdy 7p pierwiastek szescienny z 57, z pray-
blizeniem na mniej nii = wyciagaé mamy; bedzie

51.15° /192375 __ 57

por= l/ 5 Pl e i

z przyblizeniem o mniej niz _i;

Ulomek oznaczajacy stopien przyblizenia zawsze ma jednosc

za licznik: to bowiem przyblizenie wszelkie inne za soba prowa-

dzi. Itak cheae pierwiastek z 57 znalezé przyblizony na 1—:—, po-

przedni wypadek podajemy: skoro bowiem pierwiastek jest przy-

blizony, na mniej ni% 15 lem bardziej jest na mniej niz — T

Prawidlo sluzgce do wyszukania pierwiastku z przybliZeniem

w ulomku zwyczajnym, jest ogdlnem, z niego bowiem wypro-

wadzié mozna sposob, jaki byt uiyty, do otrzymania pierwiastku
z przyblizeniem w ulomku dziesigtnym.

1 tak przy wyciaganiu pierwiastku z 24 z przyblizeniem na

0,00001 prawie (64), mamy:
23 - 24.1000003 3 0 11/-24000000000000000 __288449
V/ 28= l/ 1000009 100000 100000

—2,88449

67. Ulomek dziesigtny nie jest szeScianem, gdy liczba cy-
fer dziesigtnych w nim objetych, nie jest wielokrotng wzgledem
trzech. Chege przeto wyciagngd pierwiastek szescienny z ulom-
ku dziesietnego, potrzeba w nim naprzéd uczynié liczbe cyfer
dziesiptnych trzy razy wickszq od tej, jakg pierwiastek ma obej-
mowaé, w razie potrzeby jui dopisujac zera, jui znoszqc nieklo-
re z cyfer, gdy ich ilosé jest za wielkq. Wyciaganie zas pierwia-
stku odbywa si¢ potem bez wzgledu na przecinek, jak na licz-
bach calkowitych; w wypadku tylko odcina si¢ na dziesigtne trzy
razy mniej cyfer, niz ich bylo w ulomku,z ktorego wlasciyie pier-
wiastek wyciggano.
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mniejszy od?*. stad summa dwoch ulomkéw jest mniejsza od
jednosei.
Stosujac wskazane prawidlo do przykladu 1go (57).po znalezienin
4 pierwszych cyfer pierwiastku 2884, reszty ostatniéj 12456896,
uzupelniamy tg reszte 6 zerami, jakie jeszcze nie weszly w dzia-
lanie. Dzielimy potem tg reszte tak uzupelniong przez potrojny
kwadrat z 2854 set, réwny 249523680000, czyli przedostatniemu
dzielnikowi, przywiedzionemu do wlasciwéj swéj wartosei, przez
wzglad na warto$é miejscowa cyfer goskladajacych. Stad bedzie

1245659600 | 24952365

09807472 49

247614830

Dwie wiec ostatnie cylry pierwiastku sq 49, jak w przykladzie
dokladnie rozwigzanym.

Podobniez w przykladzie 5tym (45) po znalezieniu 3 pier-
wszych cyfer pierwiastku 196 i reszty 96061, otrzymamy dwie
ostatnie cyfry 83, dzielge reszte zupelng 96061454987 przez
1152480000, czyli przez 3.19600% Jakoi

96061434987 | 1152450000
9219840000 | 83
; 3563054957
66. Jeieli stopien przybliienia pierwiastka szesciennego
z jakié] liczby calkowitéj wyciagnaé sie majacego, w ulomiu zwy-
czajnym jest Zgdany, aby go otrzymaé polrzeba naprzdd dang
liczbg rozmnoiy¢ i podzieli¢ przez szescian z mianownika ulom-
ka podajacego to# przyblizenie. Wyciagajac potem pierwiastek
z ulomku stad powstalego, rownego liczhie danéj co do warto-
$ci, wypadek znaleziony bedzie pierwiastkiem szukanym. -
I tak chegenp. wyciggnaé pierwiastek szescienny z24, z przy-
bliseniem na mniej niz == gdy
24120 201728 41672

B g S

/41672 - 1/41612 31
120

12 12

stad 1724 —
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I tak aby otrzymaé pierwiastek szescienny z S,1534 przybli-

izony o 0,001 prawie, po dopisania 5 zer, wyciaga sig takowy
z liczby calkowitej 8153400000 z przyblizeniem o jednosé pra-
wie. W wypadku 2012 odcina sig 3 cyfer na dziesigtne, stad
2,012 jest pierwiastkiem zadanym.
Podobniez chcac otrzymaé pierwiastek szescienny z 0,98765432
z przybliZeniem o 0,01 prawie,znoszq si¢ wdanym ulomka dwie
ostatnie eyfryiwyciaga sig pierwiastek zliczby calkowitej 957654.
Wypadek 99 zamieszczony w ksztaleie 0,99, bedzie pierwiast-
kiem szukanym.

Ztych przykladow zarazem si¢ okazuje, ze przecinek oddziela-
jacy calosé, od ezesei dziesigtnych, nigdy w posrod rzedu trzycy-
frowego przypadaé nie moze, ale’zawsze w miejscu podzialu; dla
tego czgsto ulomek dziesietny od przecinka na rzedy dzielié za-
czynaja, tworzae liczbe rzedoéw 3 cyfrowych odpowiednia liczbie
igdanych cyfer w pierwiastku.

68.. Pierwiastek szescienny zulomku zwyczajnego wycia-
ga si¢, wyciagajac go osobno tak z licznika, jak z mianownika,
gdy kazdy z nich jest szescianem zupelnym. .

WA T Tk sl
04" ' g 720 9’ 9002 © 8

Jeieli licznik tylko nie jest szescianem zupelnym, wyciaga
si¢ z niego pierwiastek z przyblizeniem co do stopnia oznaczo-
nem, i ten pierwiastek dzieli sig przez pierwiastek z mianowni-
ka. np.

= 0,62

$.¢

2 _a21_
i

1 00

P RexG80 4 - A
z przyblizeniem © mniej nii o0 A lem bardziej o mniej niZ T

an

Jeieli zaden z wyrazéw ulomku, albo tylko mianownik nie
jest szescianem zupelnym, wowezas ulomek dany zamienia sig
na inny, rowny mu ¢o do wartosei, a ktéregoby mianownik byl
szescianem zupelnym. W tym celu mnoia si¢ oba wyrazy ulom-
ku przez kwadrat z mianownika. Wycigga sie potem pierwiastek
przyblizony z licznika, i ten sig¢ dzieli przez pierwiastek z miano-
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wnika. Wypadek bedzie pierwiastkiem ulomku, z stopniem przy-
blizenia latwo oznaczyé si¢ dajaeym. np.

l“/_s)__ . ﬁ*_l’/ﬂ45__6,25_625_
- o T = T =00 — 0,89

- . 1 3 1
rzybliZeniem 0 — i iei niz —
z pray Sog Prawie, a fem samem o mniej niZ o5

Podobnyz wypadek otrzyma sig, zamieniajac ulomek dany na
dziesi¢lny, zamykajacy wsobie trzy razy tyle eyfer dziesigtnych, ile
ich ma byé wpierwiastkuiwyciagajac z ulomku stad powstalego
pierwiastek, podobnym sposobem jak z liczb calych. I tak

3 J ’
5 ERes Tl
I/—-" = ]}’0,714284 = 0.89 z przyblizeniem o 0,01 prawie.

Calo$¢ z utomkiem polaczona naprzod sig zamienia na ulo-
mek zwyczajny lub dziesigtny, poczem dopiero pierwiastek si¢
wyciaga,

Za przyklady do wprawy w wyciaganiu pierwiastku szescien-
nego, zulomkow jui dziesigtnych, juz zwyczajnych, posluzy¢ mo-
g4 naslgpne:

L Va38T5 —, 35 10. /8% = 2,057.
2. 1/28% | = 8,06. 11. }/127,263527 = 5,03

3. V1% = % 12. 10,8 = 0,9283
4 Py 13. /0,08 = 0,4308
5. 1%, — 0,820. 4. /7% ek

6. 13/3[15/_“3 = 3% 15. ]a/flfﬁfg' = 1,4429.
1 12% = 2% 16. Vv, = 0,824.
8. 19% = 2,002 17. J/0,0034561 — 0,1512.
0. 1/405%hs = 1% 18. 1/3,00015 = 1,4429.
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ROZDZIAL VL

0 postepach roznicowyeh.

69. Postepy rownie jak stosunki, z ktorych sig skladaja,
sq albo reZnicowe, albo #lorazowe.
Postep vainicowy jest szeregiem liczb, zktorych kazda prze
wyisza poprzednia, lab jest od niej niZszq, o jedna stalq liczbe
zwang wykladnikiem postgpu. 1 tak dwa szeregi liczb

2. Bob8. vl 1 w90,
60, 55, 50, 45, 40, 35, 30....

sq postepami roZnicowemi, gdyz w jednym z nich kazda liczba
postep skladajaca, czyli kaidy jego wyraz, przewyisza poprze-
dni o stalq liczbe, czyli o wykladnik 3; w drugim zas, kaidy wy-
raz nastepny jest niiszym od poprzedniego o wykladnik 5. Pier-
wszy ztych postepbw zowie si¢ rosngcym,gdyi wyrazy jego ida
ciagle jednakowo si¢ zwigkszajacs drugi malejgeym, wyrazy bo-
wiem jego ciggle jednakowo si¢ zmniejszaja.

Dla oznaczenia, iz dwa poprzednie szeregi liczb skladaja po~
stepy roinicowe, piszq je w nastgpnym sposobie:

=208, 8 L1, 14007 . ...
-~ 60 .55 .50.45.40. 35 . 30....

* Wyrazenie to jest skroconem wzglgdem nastgpnego, wlasciwy
sklad postepéw wskazujgcego.
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2.0 =808 §uuldz=s Wiscldve v

60. 55 =55 . 50 =50 . 45 =45 . 40....
Postepy bowiem uwaiajq si¢ jako proporcye ciagle o wigeej nii
dwoch stosunkach, czyli jako szeregi stosunkéw rownych, tak
ulozonych, izby nastepnik jednego byl razem poprzednikiem na-
stepnego stosunku, Dla tego wyraZenie skrocone postepu, jest
podobne, jak w proporcyach ciaglych, i przy odezytaniu poste-
pow danych, podobnieZ si¢ postepuje. I tak pierwszy zp. po-
step odczyluje sig nastepgie: 2 do 5, jak 5 do 8, jak S do
11, jak 11 do 14 t. d., to jest ie kazdy wyraz postepu oprocz
pierwszego i oslalniego, po dwa razy si¢ powlarza. Kaidy bo-
wiem z wyrazOw poérednich postepu, jest nast¢pnikiem wyra-
zu poprzedniego, a poprzednikiem wzgledem wyrazu nastepne-
go, gdy przeciwnie wyraz pierwszy jest tylko poprzednikiem a
ostatni paste¢pnikiem. Najezesciej jednak odezytujge postep da-
ny, wprosl si¢ mowizniech bedzie postep réinicowy 2,5, 7i t. d.

Jeden przyklad poslepu, moie byé zarazem wzorem postepu
rosngcego i malejacego, jeieli bowiem jego wyrazy, postepujac
od pierwszego do ostatniego powickszaja sie, to odwrotnie idac
od ostatniego do pierwszego zmniejszaé sie beda. Powickszanie
sie to izmniejszanie si¢, moZe si¢ ciggnac nieskonezenie: w skutkn
tylko zmniejszania si¢ przez odejmowanie, po niZej zera, powsta-
na jako wyrazy postepu, ilosci odjemne.

70. Zadanie 1. Majac pierwszy wyraz i wykladnik po-
stepu rainicowego, znaleié inny wyraz, oznaczony tylko co do
liezby porzadkowej w posigpie, bez potrzeby wyszukiwania wy-
razow posrednich.

Dajmy np. Ze w postepie rosnacym, kidrego pierwszym wy-
razem jest 72, a wykladnikiem 3, szokamy 1580 wyrazu,

Z okreslenia postgpu roinicowego wynika, Ze kaidy z jego
wyrazow rowna si¢ temu, ktory go poprzedza, zwigkszonema
lub zmniejszonemu wykladnikiem, podlug tego jak postep jest
rosngey lub malejacy. Stad w postepie danym rosngcym,
22i wyraz = 1243
3¢i wyraz = 2mu +-3=124+3+3 = 12—{—")(3
4ly wyraz — 3mu+3=T242X3+3 =7243x3. it. d.
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Jedeli wiec postep réznicowy jest rosnaey, kaidy jego wyraz
réwna si¢ pierwszemu zwiekszonemu wykladml-:wm, tyle razy
wzigtym, ile wyrazow poprzedza.

Podlug tego 15sty wyraz = 724 14%3 — 114
W ogole oznaczajae pierwszy wyraz postepu przez o, wykladnik
przez 7, wyraz szukany, przypuszezony jako ostatni-w postepie
przez I, liczbg calkowxla wyrazOw przez n, bedzie w postepie
rosnaeym

l=a+r (n—l} .
Jesliby postep dany mial by¢ malejacym, wowezas
27¢ wyraz = 72—3
3e¢i ,, =2mu —3=72—3—3=72—2x3
Ay . =3mu—3=72—2X3—3=712—-3x3il.d.
stad 158ty ,, = 72—14x 3 = 30.
W ogole l=a—r(n—1)
W postepieprzelo roinicowym, kaidywyraz rowna sig pierwsze-
mu zwigkszonemu, lub zmniejszonemu wykladnikiem, tyle razy
- wziglym, ile wyrazow poprzedza, a lo podlug lego jak posiep jest
rosngcy albo malejgey: czyli w ogole.

l=a=+ 1 (n—1).

Wzér ten sluzyé bedzie do oznaczenia jakiegobadz wyrazu w po-
stepie, skoro tylko sg wiadome pierwszy wyraz, wykladnik i li-
czba wyrazow objetych w postepie, wraz z szukanym jako osta-
tnim. _ -

W zastosowanin moze posloiyé przyklad nastepny.

Znaleé wyraz 60w w posiepie roinicowym, klorego pier-
wszym wyrazem jest 1 a wykladnik 9.

Stosownie do poprzedniego wzoru, gdy zamiast @, 7, 7, wsta-
wiemy odpowiednie liczbowe wartosci, i gdy / jako wyraz szu-
kany uwazamy, bedzie

l=T+ 9 (60—1)=7 +9x59="T + 531
Wartosé przeto 60go wyraza w postepie rosngcym jest
74531=2538. W postepie za$ malejacym warlos¢ la jest od-
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jemna, jako wypadajaca z odjecia liczby wickszéj od mme]sze].
gdyz T— 531 = — 524,

Uwaga. Jeieli wpostepie rosnacym pierwszy wyraz jest ze-
ro, wowezas wyraz jakikolwiek, rowna sie wykladnikowi wzie-
temau tyle razy, ile wyrazow poprzedza; w lym razie bowiem wzor

l = a + r (n—1) zamienia si¢ na /=171 (n—1).

T1. Zadanie 2. Wprowadzié pomiedzy dwie liczby da-
ne. pewng ilosé srodkow proporcyonalnych, czyli takich liezbh.
ktoreby z dwiema danemi tworzyly postep roinicowy.

Aby rozwigzaé to zadanie potrzeba znalezé wykladnik;doda-
jac go bowiem do pierwszego wyrazu, lub od niego odejmujac,
stosownie do gatunku postepu, znajdziemy wyraz drugi: dodajac
lub odejmujac od wyrazu 2go, otrzymamy wyraz 3¢i i t.d. W tym
celu pomocng jest warto$¢ znaleziona dla ostatniego wyrazu
w postepie. Itak gdy w postepie rosngeym

l=a + r(n—1)
stad l—a=r(n—1)
dzielac obie strony przez n—1, bedzie
l—a
r g
PodobnieZ w postepie malejacym, gdy
l=a—7r(n—1)
dodajac po obu stronach 7 (2—1), i potem odejmujac 4, bedzie
r(n—1)=a—1
. ar

stad 7= o

Jeieli jeszeze liczbe wyrazbw wprowadzié sie majacych, ozna-
czymy przez m, liczba ta r6inié¢ sig bedzie od hczby calkowitéj
wyrazéw o dwa wyrazy, jako ju dane: stad m 4+ 2 — n; wsta.
Wwiajae to wwartoéé dla 7, bedzie

l—a l—a l—a
n+d T m-+ 21 Tm+1
10

W postgpie rosngeym 7 —
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a=1 ‘a1
n—1 _m my 1"

Wylktadnik przeto postepu olrzymuje sig, dzielge roinice mig-
dzy wyrazamidanemi,albo przezliczhe calkowilg wyrazow zmniej-
szonq jednoscia, albo przez liczbe wyrazow wprowadzic sie ma-
jacych zwigkszona jednoscig.

w poslepie malejacym 7=

W zastosowaniu rozwiazmy trzy przyklady nastepne:
1. Umiescié 20 $rodkow propore Jonalnﬂk pomiedzy liczha-

mi 41 67.,
Gdy podlug zadania @ = 4, | = 67, m — 20,

l—a 61—4 63
gatem!’ riess it e iR U T i

m--1 2041 21
Stad postep #adany bedzie nastepny.
VAR Wit g 1o v e et 1

2. Wprowadzi¢ 8 srednick wyrazow pomiedzy liczhy 15 i 3.
a—1I _15—3 12 ?
F= e g T s s
Stad postep Zadany bedzie :
= 15.13% .12% . 11 .9% . 8% .7.5% .4% .8 -
3. Umiescic 9 érodkow proporeyonalnych pomigdzy 0 i 1.
Jakakolwiek liczba $rodkéw pomiedzy liczbami 0 a 1 bedzie
umieszezonajzawsze wykladnik postepu stad tworzacego sie, ro-
wnac sig bedzie ulomkowi majacemu jednosé za licznik, a za
mianownik liczbe wyrazoéw umiesei¢ sie majacych zwigkszona
jednoscia (70). 1 tak
l—a 1—0 ]
m4+1 - = ) + i
stad postep iqdany bedzie
1 2 3  puhg o piingN Ty
10 1010 1010 © 10 1070 "
albo =—-0.0,1.0,2.03.0,4.0,5.0,6.0,7.08.0,9.1.

dl-— = 0,[

=0.
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GdybySmy pomiedzy 0 a 1, albo pomiedzy dwie jakickolwieck
liczby roinigce sie od siebie jednoscia, wprowadzili 99, 999,
9999 i t. d. Srednich proporcyonalnych, wykladnik odpowie-
dni bylby 0,01, 0,001, 0,0001 i t. d. Stad zarazem wynika, ze
wszelki ulomek dziesietny moie byé uwazany jako $rodek pro-
porcyonalny wprowadzony pomigdzy liczby calkowite jednoscia
sig roZnigee, w liczbie odpowiedniej gatunkowi ulomku, zmniej-
szonej jednoscig.

12, Zadanie 3. Jeieli pomiedzy dwa kaide naslepne wy-
razy posigpu roinicowego, wprowadzimy jednakowq liczbe $rod-
low proporeyonalnych, wszysthie posigpy ezgsthowe tak utwo-

.rzone zloiq jeden i lenie sam postep.
I tak w postgpie —-2.5.8.11.14...
wprowadzajac po 4 srodki proporcyonalne pomigdzy 21 5, 5 i8,
§illit d. wykladniki kazdemu z postepow czastkowych od-
powiednie, beda nastepne

5-2 8—5 I11—-8 14-—11
mt 4_;1 ) —m ’ -71__|__1_'““

Wszystkie te wykladniki s sobie rowne,kazdy bowiem zaich
= Y%. Gdy nadto ostalni wyraz pierwszego postepu jest pier-
wszym wyrazem 2g0, ostalni wyraz 2go jest pierwszym 3go it.d
stad zbior tych wszystkich postepoéw czastkowych utworzy je-
den i tenze sam poslep; jakoz

S AR B KD BN DAl L L d.

13. Zadanie 4. W kaidym postepie roinicowym summa
dwich wyrazow, zardwno oddalonych od wyrazow skrajnych, ro-
wna sig summie lychie skrajnych. A

I tak w postepie
=1.4.7.10.13.16.19.22.25
1425—=4422=7419=10416
Kaide bowiem dwa wyrazy zaréwno oddalone od wyrazow skraj-
nych, z temiz skrajnemi tworzg proporeya; i tak
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1. 4=2%2,256 styd .| B-pL25 =—4422
1.7=194 25 stad | 1425 = T419
1.10 =16 .25 stad 1425 = 10416

Uwaga. Jeieli liczha wyrazéw w poslegpie roinicowym jest
nieparzysty, wyraz $rodkowy rowna si¢ polowie summy wyra-
zow skrajnych.

Wyraz ten bowiem jest $rednim w proporeyi ciagléj jaka for-
muje z dwoma wyrazami skrajnemi. I tak w danym postepie, ja-
ko majgcym 9 wyrazow, bedzie

=+ 1013 , 25, stad.13= ‘j,é%?

74. Zadanie 5. Summa wszystkich wyrazw postepu -
inicowego, rowna sie polowie iloczynu wypadlego zrozmnoienia
summy wyrazow shrajnych przez liczbe wyrazow.

Dajmy np ie szukamy summy wyrazéw postepu

—2.5.8.11.14.17.20.23
Drugi postep —=— 23.20. 17. 14. 11 . 8. 5.2

jako zupelnie odwrotny wzgledem pierwszego, wyda takie po- .
" dobnaZ summe wyrazow, czyli Ze summa tych dwoch postepow
bedzie podwéjng wzgledem summy pierwszego. Oznaczajae g
szezegolowa summe przez 8, i dodajac dwa postepy tak, aby wy-
raz pierwszy byl dodany do pierwszego, drugi do drugiego i t. d.
bedziemy mieli

2 8 =(2423)+(5+20)+(84+17)+ . ... . +(23+2)

Ze za$ summy czastkowe nawiasami oddzielone, jako summy
wyrazéw zardwno oddalonych od wyrazow skrajnych, sq sobie
rowne, czyli ze (24+23) = (54-20) = (8+17) i L. d. moina
wigcw miejscu wszystkich iych summ, wzia¢ jedna z nich (2 423),
powlérzona tyle razy, ile jest wyrazow w postepie: bedzie zatem

2§ = (2+23)

aiarh Lo 1?.:“2_22‘3 — 100,
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Ogoélny przeto wzor S = (a-l;!)n

da poznaé summe wszystkich wyrazéw w postepie roznicowym,
bez potrzeby szczegélowego ich dodawania, gdy wyraz pierwszy,
ostatni, i liczha wyrazow w postepie sa wiadome.

Zastosowania. 1°. Znalezé summgwyrazow w !razdym 24 na-
stepnyck postepow.
~— 3.10.17.24.31,38.45.52.59 . 66;
— 5.10.15.20.25.30.35.40.45

—12. 9. 6. 3. 0.—3.—-6.—9;
—100.80. 60. 40 . 20 . 0.—20.— 40.—60.—80.—100;

Stosujac wzor poprzedni na summe, znajdziemy

e Eﬂ;ﬁq 695 = 345,
g Mg (_5"“_42% — 95%9 — 295,

g0 g— U298 _ 4. 410

2
N = (_l_‘]k_;ﬂ)ﬂzox ﬂ_[)_
‘ - - -

2. Znaleié summe wyrazow w postepie roinicowym, kio-
rego pierwszym wyrazem jest 1, ostatnim 538, a liczha wyra-
zow 60.

V= (“;"” e ”+5;.‘3)““ = 545%.30 = 16350.

75. Wypadki zadan powyiszych eo do postepéw roznico-
wych, sa zrodlem wielu zastésowan: szczegélnié) zas w tym
wzgledzie sa waZne wypadkizadan 1g0i5go, ktore w nastgpnych
rownaniach byly wyrazone
l=a % r(n=1).....(1)

ey “'_4'_;’“ ..... 2)
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Przy ich pomocy latwo bedzie rozwiazaé to ogélne zadanie:
Z pigein wielkosci wchodzqeych w postep roinicowy jako lo:
2 pierwszego wyrazu a, ostatniego czyli ngo wyrazu \, wykla-
dnila v,liczhy wyrazow n, i nakoniec z summy tychie wyrazow
S, majge trzy klorekolwick wiadome, moina zawsze dwie inne
wyprowadzic,

Jako zastosowania moga sluiyé przyklady nastepne:

1. Znalei¢ summg 100 pierwszych wyrazow w posiepie
roinicowym,zloionym z sveregu naturalnego liczh nieparzystych,
i wskazad ogolne prawidlo co dowartosci lej summy, przy jakiej-
kolwiek bqdz liczhie wyrazow.

W postepie danym —=—1.3.5.7.9....
szukamy naprzéd podlug wzora 1. wartosci oslatniego, czyli
100go wyrazu, gdy a=I1, r=2, n=100; stad

l=a+r (n—1) =142 (100—1) = 142X 99 = 199.
Wstawiajae te warlo$é zamiast /, w wzor 2. na summe
§—= (a-+-l)n R (14199)100
2

-

— 200 % 50=10000=1002

Podobniez bysmy znalezli, Ze summa #np. 15 pierwszych wyra-
zow danego postepu rowna sig 225, czyli 15% ze summa 20 jego
wyrazow rowna sig¢ 20% i t, d.

Aby ogblne stad wyprowadzué prawu:llo uwazamy wyraz osla-
tni 2ty , jako szczegblowo nieoznaczony, w postepie, klorego
pierwszym wyrazem jest 1, a wykladnikiem 2, bedzie zalem

. ! =142 (n—1)=142n—2=2n—1

Stad summa § = “_+2ﬂ_l);.ﬂ oy .21?{” .
8 Ieriiyrih s TP

D e

Summa przeto wyrazow w postepie roinicowym zloionym z sze-
regu liczh nieparzystyck, poczynajge od \,rowna si¢ kwadratowi
z liczby wyrazow.

2. Skladajge do Kassy 0szezednosei w pierwszym {ygo-
dniu | zloly, w drugim 3; w 3eim 5 i b d. za kaidym tygodniem
naslgpnym o 2 zll. wigeej, ilez w rok sig zlozy.
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Skladki wnoszone tworzg postep zlozony z liczb nieparzystych,
poczynajac od 1. Liczba wyrazéw tego postepu jest 52, stad
summa tych wyrazow, stosownie do poprzedniego prawidla win-
na by¢ réwna 52°=2704. Jako# dochodzac tej summy zwyczaj-
nym sposobem, znajdujemy, Ze gdy

I=142 (52—1) = 14+ 2Xx51 = 103.

(l+103)52 104X 52
2 g

zalem S — — 2704,

3. [lle uderzen czyni zegar wybijajge tylko godziny, a ile
wybijajge kwadranse i godziny-
W lszym razie postep <= 1.2.3.4....12
o _
stad § = U112 _ 1356 — 18

-

W 2gim razie postep — 11.12.13.14...22
Przy kaidej bowiem godzinie zegar oprocz godziny wybija 4
kwadranse; nadto osobno wybijajac kwadranse, w ciagu godzi-
ny czyni 6 uderzen. Stad

S — (14:3_2_)_‘3 — 33% 6=198.

4. Przypuszezajge Ze cialo wolnie spadajace przebiega
w pierwsz¢j sekundzie 15%, stop, w kaidej zas nastgpnej o 31
Slop wigedj, jak wielkg droge przebywa w minucie i jakq jest
przestrzen w oslatniej sekundzie przebyta.
Postep tworzacy si¢ z drog szezegolowych w kazdej nastepné;
sekundzie przebytych, jest nastepny.
='15,5.46,5.71,5.

Liczba Jego wyrazbw jest 60.. Wartosé ﬁﬁga wyrazu da poznaé
droge w ostatniéj sekundzie przebyta.

! = 15,5} 31 x59 = 1844,5 stop
Summa za$ wyrazow postepu wskaie calg przestrzen przebylg
w ciggu 60 sekund, czyli jednej minuty.

8= 'E:ﬁi__lg‘“ﬁ(.' — 55800 stop.
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5. Przypuszezajge ie kula wyrzucona pionowo, polrzebos
wala tylez czasu do swego wzniesienia, ile do spailku, i Ze ezas
calkowity jej ruchu trwal 10 sekund, igdamy wiedziec do jakiéj
wysokosci sig waniosla.

Czas podany 10 sekund zarbwno rozdzielony na wznoszenie
si¢ i spadek kuli, daje na kazde znich 5 sekund. Predkosé
kuli, i moc jej nastepnego za kaidq sekundg zwickszania sie po-
daje przyklad poprzedni. Wysokosé zatem iadang znajdziemy
szukajac summy Seiu wyrazOw naslepnego postepu

= 15,5.46,5.77,5. 108,5 . 139,5
(15,54 139,5)5

2

6. Chege ustawic kule w 20 rzedow, lak aby w pierwszym
bylo B, w 20slym zas 81, i zamierzajac zachowaé jednakowq ro-
inice w tych rzedach, co do liczby kul, jaka ta bedzie réinica i
ile kul wszysthich razem sie uiyje.

Wielkosei wiadome sq @ =5, [ — 81, n —20; niewiadome za$
71 8. Wzor na wykladnik 7, da réznice rzedow, co do liczby kul.

A—a 81—5 76

e e = Ly Sral— g —
n—l  20—-1 19

Summazas wyrazow postepu wskaze ilos¢ calkowita kul uzytych.
s= {02 — go0 kal.

Summa la S = == 387,5 stop.

7. Linig na 64 cali dluga podzieli¢ na 8 czesci, jedna od
drugiéj zarowno wiekszych, lak jednak, aby ostatnia czg$é naj-
wiehsza byla dluga na 15 cali. Jakqz powinra byc czesé naj-
mniejsza, i 0 ile jedna czesc roini sig od drugidj.

Wielkosci wiadome sa: S= 64, / = 13, n= 8; niewiadome
zas a1 7. Z réwnania na summe

8= (a;-g}" wynika e ¢ = 2_8. AR
n

czyli do. & =?,2‘8__ﬁ4 Lang i
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Majae tak wynalezionq czgsé najmniejszq linii, stanowiaca wy-
raz pierwszy postepu, wykladnik tegoi postepu, wskazujacy ro-
inicg, co do wielkosei czgsei z podzialu wyniklych, znajdziemy
I—a'  “15=1" "4

S R Fg ol

Postep przeto utworzony przez nastepne czesci linii, bedzie
— 133 .8 9a8. 31 . 48° 15
8. Sztab 16 rozmaitej dlugosei, z ktorych kaida nastepu-

Jjaca r6iné sig o tei samg dlugosc od bezposrednio ja poprzedza-
Jacéj, majq razem dlugosci 86 stop, 8 cali; najhrotsza za$ znich
Jjest dluga na 3 stop, 4 cali. Jak wielkq jest najdluisza, i juk
wielkq jest roinica pomiedzy kaidemi dwiema najblizszemi co do
dlugosei sztabami.

‘Wielkosci wiadome sg: §—=56', 8/—=1040"; a=3', 4"=40",
n = 16. Niewiadome za$ i ». Z rownania na summe;

l 28
8= Lt . wynika Ze I=— ——a
2 n
2% 1040 '
cayli te 1= Lm—"- — 40 = 90 cali,

Wzér na wykladnik da réznice migdzy sztabami
I—a _ 90—40 50

= il = L

9. Pewnej liczbie ubogich rozdano jalmuine w nastepnym
sposobie: pierwszy dostal 40 zUl. ostaini 18 zlL. jeden od drugie-
go o dwa . mniej. lei bylo ubogich i ile razem otrzymali.

Wielkosci wiadome sq a=40; / = 18, » —2. Niewiadome zas
Sin. Z rownania na ostatni wyraz l=a—7(n—1)
wypada »(n—1)=a—I

stad n—1 = ar -,znlemf‘s=' — 1
0—1 , .
czylin:q ) 8-}-1 =12
! 40 ;
P Ll L i )P g
2 2
11
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10. . Majge zegarek ktory pospiesza po 14 minut na go-
daing, i kiory jui wskazuje 1Y godziny wieeéj nit powinien, iq -
damy wiedziec po wielu godzinach pospieszy o 12 godzin.

Zegarek uwazany od dokladnie idqcego rbini si¢ w poczat-
kach co do wskazanego czasu o 1'2 godziny, czyli o 90 minut:
po pierwszéj godzinie réinica la jest 90+ 14=104, po drugiéj
1044-14=118 i t. d. po niewiadome]j liczbie godzin réznica jest
12 godzin, czyli 720 minut. Stad w postepie

= 104.118.....720
Potrzeba znalezé liczbe wyrazow 2, gdy a—=104,/=720, r=14.
Z rownania ¢ = a-r (n—1) b

wyprowadzamy e 7 = —— 1
czyliie n = -‘-—giﬂl—oj -+ 1 =45 godzin.
Jakoi w tym razie /=1044 14 (45—1) = 720.

1. Jaki byt dochdd kaidoroczny osoby, dla kloréj 2100
rubli na 10 lat przeznaczono, = warunkiem, aby kaidego na-
stgpnego roku o 20 rubli miala wigeéj ni poprzedniego.

Dochody nast¢pne tej osoby tworza postep réznicowy, wkto-
rym wiadome sg 7==20, 72=10, S=2100; niewiadome zas a i /,
z ktorych latwo caly postep sie utworzy.

(a+l)n

28
S wynika e o atl

wstawiajgc za /, jego wartos¢ l=a+7 (n—1)

Z roéwnania S =

. 28
bedzie . 2a+47(n—1)

28 |
stad 2¢ = g Vs (n—1)
S8 r(n—1) _ 2100  20x9
e A Rl (v %
zatem l=a}-r(n—1) = 12020 X 9=300,

Dochody przeto postep nast¢pny utworza
== 120, 140.160.180 . .. . 300..

=120
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O Postepach ilorazowych.

76.  Postgpem ilorazowym albo geometrycznym zowie sig
szereg liczb, z kiérych kaida podzielona przez tg, ktéra ja po-
przedza, daje zawsze na iloraz jednq i tez samq liczbeg. lloraz ten
staly jest wykladnikiem postepu, i podlugtego jak jest wigkszym
lub mniejszym od jednosci, postep nazywa sie 70sngeym, albo
malegjgeym. 1 tak dwa szeregi

5, 15,45,135,405, 1215 , 3645
. o Bt o i K i, i
sq postgpami ilorazowemi: pierwszy jest rosngey, gdyi ma za
wykladnik 3, liczbg wickszq od jednosci: drugi jest malejacy,
gdyz ma za wykladnik %, liczbg mniejsza od jednosci. Postepy
te oznaczajq si¢ nastgpnie. - :
== 5:15: 45 : 135 : 405 : 1215 : 3645.
U O i P G e e
'Odezytuja je w podobnym sposobie jak postepy roinicowe.
Znak += ktory te postepy poprzedza, wskazuje, i s3 rowniez
szeregami proporeyj ciaglych. Kaidy przeto ich wyraz jest zara-
zem poprzednikiem i nastepnikiem, oprécz pierwszego, ktory jest
tylko poprzednikiem, i ostatniego, ktory jest tylko nastgpnikiem,
w odpowiednich im stosunkach. :
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W postepie roznicowym, pierwszy wyraz moze byé zero, ni-
gdy zas w postepie ilorazowym: wszystkie bowiem wyrazy po-
dobneiby wypadly. Nadto w postepie réznicowym po wyrazie
zero, moga nastepowac ilosci odjemne, ktorych nigdy nie ma
w postepie ilorazowym.

77. Zadanie 1. Majge pierwszy wyraz i wykladnik po -
sigpu, oznaczyé wurlosé innego wyrazu, ktirego tylko liczha
porzgdkowa jest podang.

Dajmy e szukamy wyrazu 1250 w postepie ilorazowym, kto -
rego pierwszym wyrazem jest 3, a wykladnik 2.

Poniewaz wykladnik postepu wynika z podzielenia kazdego wy-
razu, przez wyraz bezposrednio go poprzedzajacy, stad kazdy
wyraz nastepny tworzy si¢, mnozac poprzedni przez wykladnik.
I tak w danym postepie rosngeym

Wyraz 251 = 3x2
5 8el = 2m X2—3x 3% 2—=3 X 2?
p 4ty '==3mux2—3x2*x2=3x2’it. d.
Kaidy przeto wyraz w posigpie rowna sig pierwszemu rozmno -
Zonemuw przez wykladnik podniesiony do takiéj polegi, ile wyra-
zow poprzedza. Podlug tego
Wyraz 125ty — 3 X 2" = 3 X 2043 — 6144,

Prawidlo nie zmienia si¢ weale, przy oznaczaniu jakiegokolwiek
wyrazu w postepie malejacym.
I tak 12sty wyraz postepu, ktdrego pierwszy wyraz jest 6144
a wykladnik ‘/s,_rbwnaé sie bedzie
$ T § SR ! _l — % F—
6144)(:( h)' = 614X = = r =3

W ogdle oznaczajac przez @ wyraz pierwszy postepu, przez ¢
wykladnik, przez / wyraz szukany, ktorego liczba porzgdkowa
jest #, wypadunie wzor nastgpny

pasa g "

Zapomocy lego wzora mozna znalezé jakikolwiek wyraz postepu,
bez potrzeby wyszukiwania wyrazow, ktére go poprzedzaja.
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Zastosowania. 1. Znaleié wyraz Gsty w postepie rosngeym,
ktorego pierwszym wyrazem Jest b a wyktadnil 4.

l=aq""" = 5X4° = 5X 1024 = 5120.
2. Znalei¢ wyraz 10t w postgpie malejacym, kidrego pier-
wszy wyraz 12, wykladnik Ya.

Wyraz 10ty, ezyli I= 12X (:)'=12X — .

512 128
Uwaga. Jezeli wyraz pierwszy postepu jest 1, kaidy inny wy-
raz rowna si¢ wykladnikowi podniesionemu do takiéj potegi, czy-
li wzietemu tyla razy za czynnik, ile wyrazoéw poprzedza. np.
w postgpie ==1:3 : 9 : 27: 81: 243: 729
W wyraz 5y, czyli 81=1x 3'=3"
78. Zadanie 2. Umiesci¢ pomigdzy dwiema liczbami da-
nemi, pewnq liczbe srednich geometryeznie proporeyonalnych.
Dajmy np. Ze mamy umiescié 5 $rodkéw pomiedzy liczbami
2 i 1458, czylize cheemy oznaezyé 5takich liezb, kioreby z dwie-
ma danemi, jako skrajnemi, tworzyly postep ilorazowy.
Rozwiazanie zadania zalezy na wyszukanin wyktadnika; mnoigc
bowiem przez ten wykladnik, pierwszy wyraz postepu, otrzyma-
my wyraz drugi: mnozge drugi, otrzymamy trzeci i t. d.
Oznaczmy ten wykladnik jako niewiadomy przez 2. Ponie-
wai wyraz ostatni postepu 1458, jako wyraz Tmy, ma nastgpng

varlosé
1458 — 2% a® ’

stad 2°— %’3’3 =129

zalem @ = ]u/ﬁg— ]:/m = ]3/27—“ 3.
Majqc tak znaleziony wykladnik, latwo ]est utworzy¢ igdany
poslep
; T+ 2:6:18:54:162: 486 : 1458
Podobniez i w postepie malejacym., Cheae np. wprowadzié
3 srednie pomigdzy liczby 16 i 1, wyraz ostatni 1,jako wyraz 5ty
w postepie, bedzie
1=16xz"', stad z* =:—6-
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satom. 2= T = Ve =
Postep przeto bgdzie nastepny
‘= 10:'8:'4:2:1.
W ogéle czy postep jest rosngcey, lub malejacy, zawsze z W10«

ru na oslalni wyraz
i B

! = aq"~ " wynika ie " '= 2

Tt M4 L

stad g = l/_t__l/_g‘_,
H | a” V. o

Wiadomo bowiem, Ze liczba érodkéw umiescié sie majacyeh, czyli
m, o dwa jest mniejszy od liczby calkowité] wyrazéw postgpu,
czyli od n; to jest ie n—=m+2, stad n—I1=m+1.

Aby przeto wynaleié wykladnik polrzebny przy umieszcza-
niu pewnej liczby $rednich geomelryeznie proporcyonalnyck po-
miedzy dwiema liczhami danemi, naleiy drugg z tych liczb po-
dzielié prrex pierwszq i wyciggnad z ilorazu pierwiastek polegi
wskazanéj przez liczbe srednich umiescic sig majgeyceh, zwighszo-
na jednoscig.

Przyklady jako zastosowanie sluzyé mogace, dalyby powod
do wyeiagania pierwiastkOw wyiszéj niz trzeciej polegi, €0 zZwy-
kle przy pomocy logarytméw najlatwiej si¢ uskutecznia.

79. Zadanie 3. Jedeli pomiedzy kaide dwa nasigpne wy-
razy postepu ilorazowego, wprowadzimy pewna lecz zawsze 16-
wng liczbe srednich geometrycznie proporcyonalnych, postepy
czqsa'rowe lak powslale, razem wzigte, utworzq jeden i teme sam
pastfp

I tak w postepie ilorazowym

<t 2:32:512:8192....
cheac wprowadzié np. po 3 rednie proporcyonalne pomigdzy li-
czby 2132, 32i512; 512 i 8192 it. d., wykladniki kaidemu
4 postepﬁw Cluslkowych odpowiadnie, beda sobie rowne.

‘/ 32 __ 512 */8192 o ey

512
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Gdynadto 32,wyraz ostalni pierwszego postepu, jest wyrazem pier-
wszym drugiego, gdy 512 wyraz ostatni 20 postepu, jest wyra-
zem Iszym 3ge it. d., stad wszystkie te czastkowe postepy razem
tworzg jeden i lene sam postep: jakoz

= 2:4:8:16:32: 64:128:256:812 5.0,
80. Zadanie 4. W kazdym pasfgpae ilorazowym, iloczyn
dwoch wyrazow Jakickkolwiek, zardwno oddalonych od wyrazow
skrajnych, rowna sig iloczynowi tychie skrajnych.

I tak w postepie == 2 : 6 : 18 : 54 : 162 : 486 : 1458
2 X 1458=0x 456=15 x 162
Réwnania te bowiem sq wypadkiem proporcyj, jakie z sobg
tworza wyrazy uwaZane poslepu. :
2:6 =486 : 1458
2 : 18= 162 : 1458 |
Uwaga. Gdy liezba wyrazow posigpu jest nicparzysig, wy-
raz $rodkowy rowna si¢ pierwiasthow: kwadratowemu z iloezy-
nu wyrazow skrajnych.
I tak w poprzednim postepie wyraz srodkowy
54=1/2X 1458

gdyZ 2:54=>54: 1458, czyli 2:54:1458.

81. Zadanie 5. Iloczyn z wszysthich wyrazow postepu
itorazowego rowna sig pierwiastkowi kwadratowemu z iloczynu
wyrazow squ;nyck, podniesionego. d’o potegi wskazanej przez
liczhe wyrazow.

I'tak wpostepie =+ 1:3:9:27 :81:243
oznaczajac przez P iloczyn wyrazéw, ten zwyczajnym sposobem
wprost wzigty, bedzie

P== lx3x9><27><81><243
albo P =243 x81X27x9x3x1
stad znown na iloczyn tych dwoch wartosci wypadnie
P—(1x243) (3X81) (9X27)(2Tx9) (81X 3) (243X 1)
Ze za8 1x243—=3%81=9X27 i t. d., stad zamiast 6 réwnych
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czynnikéw, moze byé wziely jeden z nich, podmesmny do polgg
sz0stéj; bedzie zalem
= (1X243)s
stad P =|/(l__x2“ﬁ)= ' |

czyli w ogéle wyratajae, P = }/{al)®

82. Zadanie 6. Summa wyrazow postepu ilorazowego
otrzymuje sig, odeiagajge wyraz pierwszy odiloczynu z ostatnies
go wyrazu przez wykladnik, i dzielge reszte przez wykladnik
zmniejszony jednosciq.

Niech bedzie postep =+ 2:6: 18 : 54 : 162 : 486 : 1458

Zastepujac kaidy wyraz postepu przez jego wartosé (77), bedzie
SRR AKX IIIRTTE IV L 2K

Oznaczajac summe wyrazow postepu przez S, bedzie
S=242x342Xx3F*4+2%x3*+2x3*+2x3°4+2x 3¢
Rozmnéimy kaidy wyraz rownania przez wykladnik 3, bedzie
SXI=2X3+2X I+ 2X 34 2X 31 42X 342X 3° 423"

Odciagnijmy pierwsza summe od drugiéj, czyli summe jedno-
krotng od trzykrotnej, bedzie
8% 3—~Salbo §(3—1)=2X3"—2=2% 3°% 3—2=1458 x3—2
Podzielmy obie strony przez 3—1, bedzie
S s T
3—1 .
W2zbr zas ogblny na summe wyrazéw, pamigtajac na oznaczenia
poprzednio uiyte, bedzie
e B lg—a
g—1
Zastosowania. 1°  Znalei¢ summe wyrazow posltepu ilo-
razowego rosngcego, klorego pierwszym wyrazem jest b, osla-
tnim 640 a wykladnilk 2.
Jq——a 640%2—5

8= (o0 = e 1408

Dla sprawdzenia rozwijamy sam postep i blerzemy summe ]ego
wyrazow zwyczajonym sposobem.

S = 541042040804 160+ 320+640
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2. Znalez¢ summe siedmiu pierwszich wyrazow w posigpie
ilorazowym <= 1:4:16....

Wyraz Tmy [ — aqn_-' = 1Xx4* = 4096
lg—a 4008 x4—1
. g—a "~ 4—I1
§3. Jeieli pierwszy wyraz postepu, wykladnik i liczba wy-
razow sq podane, wéwezas bez polrzeby oddzielnego wyszuki-
wania ostatniego 'wyrazu, moZna olrzymaé Summe wyrazow w po-
stepie, odejmujge jednosé od wykladnika podniesionego do potegi
wskazanéj przez liczhe wyrpzow, reszt¢ mnoige przez pierwszy
wyraz, ailoczyn dzielge przezwykladnik zmniejszony jednosciq.

stad S = = 5461.

i d 2 . n—i
Z wzoru bowiem na ostatni wyraz = ag

mno#ac obie strony przez ¢, wypada Jq—:aqn
Wstawiajac t¢ wartos$é w réwnanie dla 8, bedzie

v lg—a __ ag*—a __ alg"—1)
I N e T T
Pierwsza jednak wartosé¢ dla summy jest czescie] uzywana.
Podlug tego w poprzednim przykladzie, summa T wyrazow
w postepie == 1:4:16.... bedzie
L 1(4'—1) 16383
Si== T el 5461,
Podobnies chege 2naléié summe wyrazéw w postepie, kid-
rego l1szym wyrazem jest 2, wyhktadnik 2 a liczba wyrazow 8,
bedzie

2=, =)

84. Jeieli postep jest malejacy, wowezas wzor zwyczajny
na warlos¢ summy wyrazow poslepu,

lg—a N F u--lg
S=-F:l‘ zamieniajq na o Preiv

q
aby uezyni¢ dodatniemi oba wyrazy ulomku, stanowigcego te
warlos¢. W tym bowiem razie wykladmk g jest mniejszy od je.

12
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dnosei, i wyraz ostalni / maiejszy od wyraza pierwszego a. Z re-
sztg ten wypadek wynika z podobnego jak wprzdéd rozomo-
wania.

I tak niech bedzie postep malejacy

i ey B w el R
S At iE 527 356 1024,
Rozmndéimy wszystkie wyrazy tego postepu przez wykladnik
Y, ezyli wezmy Yi czesé tegoi postepu, bedzie
L I . l 3 l . l = ] - 1
706 64 7 256 © 1024 © 4006
Odciagajac summe zwyczajna wyrazow dragiego postepu od
summy pierwszego, ozyli % summy od summy wlasciwej, po
zniesieniu podobnych, lecz z przeciwnemi znakami wyrazow, wy-

1 e s g
padnie 4 — =ox na — summy wlasciwego postepu; to jest

4
3 1
. 4—-‘/4(»!; S 4—'/]0':4 X ’/4 _— r'q
A e e T
Podlug tego wypadek wlasciwy na summg w zadanym postepie

. 16384—17 4 5461 341
bedzie 8 = (FE% LT 40267 — ¥ 1024

Podobniez gdy chcemy 7p znalezé summe 7 pierwszych wy-
razbw postepu malejacego, ktorego pierwszy wyraz jest 16 a wy-
kladnik %, bedzie

n—1 R X 1 1
Wyraz Tmy g‘::ﬂq’ =0 (T) :lﬁ}( Ei- S T
. : : :
16— —x__
-7 a""IQ_______ 4 2 7 2 3
B = e = K

85. Gdy postgp malejgey jest nieskoriczony, ezyli o nie-
skonczenie wielkiéj liczbie wyrazow, ostatni jego wyraz bedac
nieskonczenie malym, czyli mniejszym od wszelkiej ilosci nazna-
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czyé si¢ dajacéj, moZe by¢ uwazany jako réwny zero. Wiym
przeto razie wartos¢ dla summy wyrazéw bedzie
a
=S

Jest to granica do kiéré] summa wyrazéw postepu tem wigcé)
si¢ zbliza, im liczba wytazéw n staje si¢ wicksza. Granica ta
olrzymyje sig przelo, dzielge pierwszy wyraz. postepu, przez
przewyike jednosei nad wykladnik, 1 tak np. w postepach:

1 1 1

i %l:.i—:-——-

2 s iR nieskonczenie

32" g8
S D et —-6——'3
S ) iy o (Sl kel
1 1 1 1
A Wi o astisaabbari
Ya 1 | Sbal
]
- .i - 1 . 1
40 ot l'f:ﬁg'ﬁ,ﬁﬁ"_ﬂ(l,(}m‘. ......
1 ___1.05___
8 = l—’/.:n. = 0,05 = 21.
i 1 1
5'1 s 1 :ﬂoﬁ- :I“’(,——-'OT)‘ -4 (i;a'di-); .....
1,001
! = = 1001.

D5 et O

S6. Kaidy wlomek dziesigtny peryodyczny wwaiaé moina
za poslep ilorazowy malejgey nieskoriczony; ulomek wige zwy-
czajny rowny jemu co do warlosei bedzie granicq summy wyra-
20w lego postepu. npn
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0,333. . = 0,3+0,03 40,003 40,0003 4. . .
' 3

=0 Tt 1@ T fo00 1000 Beeiais s s
== /m it L 3 r 1
prTeaRL WO G THGEUAR (PO
0,2727. . = 0,274-0,00274-0,000027+ .. ....
U1 02140 L7 L eyl
T A—0,01 7 0,99 = Tgp AN
0,257257. . = 0,257-10,000257+0,000000257 4 . . . . . .
0,257 0,257 257

= o0 001 — 0,999 999 °
Aby wigc ulomek peryodyczny prosty zamienié na ulomek
zwyczajny, potrzeba wzigé peryod za licznik, za mianownik zas
liczbe zlozong ztylu dziewiatek, ile jest eyfer dziesigtnych'w tym
peryodzie.

Podobniez z nauki postepdw sig okazuje, ze dla zamiany ulomku
peryodyeznego mieszanego na ulomek zwyczajny, potrzeba wziyé
za licznik réZnicg migdzy cze¢scia nieperyodyczna wzigla z peryo-
dem, a czeScia sama niepbrycdyczna, za mianownik zas liczbe
zlozong z tylu dziewiatek ile jest cyfer w peryodzie, z przypisa-
nemi tylu zerami, ile jest cyfer nieperyodycznych. np.
0,57318318 . . . = 57,318318 . ..: 100

= (574-0,3184-0,000318+...) : 100

i (57_]_ 3!8) 100 — 37 X9994-318

09900
57(1000—1)+318 _ 57000—57431S
= T 09900 99900
_ 5131851 _ 57261
99900~ 99900 *
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ROZDZIAEL VI

0 Logarytmach,

87. Poréwnywajae wypadki odpowiednie w dwoch ro-
dzajach postepdw, znajdujemy ie

W postepie réZnicowym, w l:;oslc;pie ilorazowym

l=a4r(n=1).... (10) b=ag" .. .07

) m- 1
l—a . : l o
r= LS (1) ¢ — —r;-. (78)
41 : '
s=(“t,'”.... (16) . P=Plah) ... (81)

v Wypadki te okazuja, Ze co w poslepie réZnicowym olrzymu-
je sie przez dodawanie, odciaganie, mnozenie i dzielenie, to sa-
mo si¢ oznacza w posiepie ilorazowym za uiyciem mnoienia,
dzielenia, wynoszenia do polegiwyciagania pierwiastkéw. Dziala-
nia wige trudniejsze w postepie ilorazowym, odpowiadaja prost-
szym i lalwiejszym w postepie réznicowym. Uwaga la zape-
wne kierowany Neper, slawny wynalazca logarytmow, pierwszy
podal mysl uproszezenia rachunkow arytmetycznych, zastepujac
dzialania odbywanena wyrazach postepu ilorazowego, przez dzia-
lania inne na wyrazach postepu roinicowego.

88. Logarytmy sq to liczby postepu réinicowego, rozpoczyna-
Jacego sig od zera, alklore porzqdkowo waigte, odpowiadajg in-
nym liczhom positgpu ilorazowego zaczynajgeego sig od jednosci.
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1 tak niech beda dwa postepy
2t 1:9:4:8:16:32:61:123:256:512: 1024 : 2018 : 4096
o183 .8 OF 000 SP0EST . 19 - 11 L 13

Kaidy wyraz poslepu réZnicowego, jest logarytmem odpo-
wiedniego mu co do miejsca wyraza w postepieilorazowym. Itak
0 jest logarytmem 15 1 jest logarylmem 2; 2 logarytmem 41 t. d.
czyli w ogole, postep ilorazowy przedslawia szereg liczh, roini-
cowy za$ szereg logarylmow im odpowiednich.

Przy pomocy tych logarytméw, rachunek na liczbach postep
ilorazowy skladajacych, znacznie uproszezonym sie slaje, gdy#
1°. MnozZenie zamienia si¢ na dodawanie. 2", Dzielenie na odcia-
ganie. 3". Wynoszenie do poleg na mnozenie. 4°. Wycigganie
pierwiastkow na dzielenie.

Cztery te glowne wlasnosci logarylmow okazemy tu naprzod
praktycznie na dwoch poprzednich postepach, a dopiero po bliz-
szem poznaniu nauki logarylmow, objasniemy szczegolowo kai-
da z nich, z przydaniem wlasciwych zastosowar.

89. Dajmy naprzod ie cheemy rozmnozyé przez siebie dwie
liczby postepu ilorazowego, 16 i 64. Szukamy liczb im odpowie-
dnich w postepie roznicowym, ezyli ich logarytméw, takiemi sy
416, dodajemy te logarylmy, i uwazamy, jakiej liczbie w poste-
pie ilorazowym summa ich 10 ndpowiada, znajdujemy 1024; liczba
ta jest Zadanym iloczynem, jakoz 16 64—=1024.

Wynajdimy jeszcze w podobnym sposobie iloczyn trzech
liczb 8, 16 i 32. Bierzemy ich logarytmy 3,4, 5; tych summa 12
odpowiada liezbie 4096, ktora jest iloczynem igqdanym, jakoi
8 % 16 x 32=4096.

lloczyn przeto liczb wazietych z postepu ilorazowego i sum-
ma logarytméw im odpowiednich, wzietych z postepu roznicowe-
g, sq wyrazami odpowiadajacemi sobie w obu postepach, czyli
ze w ogole, logarytmem iloczynu z ilukolwiek czynnikiw, jest
summa logarylmow wszysthich tych ezynnikdw.

log.(16 % 64) — log. 16log. 64
log.(8 X16X32) = log. S+-log. 16+4log. 32
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W ogéle zalem, aby rozmnoiyé przez siebie jakie liczby, do-
sy jest dodaé logarytmy im odpowiednie, i wyszukaé jakiej licz-
bie w postepie ilorazowym summa odpowiada, Liczba znalezio-
na bedzie iloczynem szukanym.

2% Aby podzieli¢ 512 przez 8, szakamy logarytméw im
odpowiednich, temi sq 91 3; bierzemy ich réznice 6, a liczba 64
w postepie ilofaznwym tej roznicy odpowiednia, jest ilorazem

. 512
szukanym, jakoz == 64.

lloraz przelo wfpadly z podzielenia dwoch liezb irbZnica lo-
garytmow im odpowiednich, s wyrazami odpowiadajacemi so-
bie w obu postepach, czyli Ze logarytmem ilorazu dwdek liczb,
jest roinica ick logarytmow.
' 12
log. S log:512—log.S

Aby wige podzielié przez siebie dwie'liczby, potrzeba wzigé
roinice ich logarytméw i wyszukaé w postepie ilorazowym li-
czby odpowiedniej tej roznicy, a ktora bedzie ilorazem Zadanym.

3% Dla otrzymania kwadratu z liczby 8, mnoiymy. logarytm

jej odpowiedni 3 przez 2, czyli przez wykladnik kwadratu, ailo-
czyn 6 odpowie w postepie ilorazowym liczbie, be¢dgcedj kwadra-
tem szukanym; tg liczbg jest 64=—=8%
# Podobniez jezeli liczbe 8 do szescianu podniesé zamierzamy,
mnozymy logarylm jej odpowiedni przez wykladnik szescianu,
czyli przez 3. lloczyn 9 odpowiada w postgpie ilorazowym licz-
bie 512=8%

W ogile przeto wypadek z podniesienia do potegi jakiej li-
czby i iloczyn z logarytmu odpowiedniego tej liczbie przez wy-
kladnik potegi, sa wyrazami odpowiadajacemi sobie w obu po-
stepach, czyli e logarytmem polegi z jakiej liczby jest iloczyn
z logarytmu tej liczby przez wyhkladnik polegi.

log. 82=2 log. 8
log. 8*=3 log. 8 '

Aby wiec podnies¢ jaka liczbe do pewnéj potegi, potrzeba
rozmnozy¢ logarytm tej liczby przez wykladuik potegi i wyszu-
ka¢ jakiej liczbie w postepie ilorazowym iloczyn odpowiada.
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4", Cheag z liczby 256 wyciagnaé pierwiastek kwadratowy,
dzielimy jej logarytm 8 przez 2, czyli przez wykladnik pierwia.
stku, iloraz & odpowie w postepie ilorazowym liczbie 16, bedycg;
pierwiastkiem Zadanym; jakoz |/256—16.

Podobniez aby znalezé pierwiastek szescienny z liezby 512,
dzielimy jej logarytm 9 przez wykladnik pierwiastku, czyli przez
3; iloraz 3 odpowiada w postgpie ilorazowym liczbie S, bedaeé]
pierwiastkiem szukanym.

W ogole przeto wypadek z wyciggnigcia pierwiastku jakiej-
kolwiek polegi z jakiéj liczby, i Mloraz wypadly z podzielenia lo-
garytmu lej liczby przez wykladnik potegi, sa wyrazami odpo-
wiedniemi sobie w obu postepach, czyli ze logarytmem pierwia-
sthu jakiejkolwiek polegi z jakiej liczby, jest iloraz z logarytmu
tej liczhy przez wykladnik pierwiasthu.

log. 2
log /236 = 8 aﬁ
log.512

logV.’.’)IJ =35

Aﬁy przelo wyciagnaé pierwiastek ]aklegkolwiek potegi z ja-
kiej liczby, potrzeba podzielié logarytm tej liczby przez wys
kladnik pierwiastku, i wyszuka¢ w postepie ilorazowym liczby
ilorazowi odpowiedniej, a ktora bedzie pierwiastkiem zadanym.

Wlasnosei te logarytméw do wszystkich liczb zastosowane
byé moga. Pbiniej bowiem przekonamy sig, Ze wszysikie licz-
by wi¢ksze od jednosci, uwaia¢ moina jako skladajace jeden
postep ilorazowy, zaczynajacy si¢ od jednoscei, i ze logarylmy im
odpowiednie wyszukane, zloza jeden poste;p roZnicowy zaczyna-
jacy sig od zera.

90. Nie tylko dwa poprzednie postepy, ale wszelkie inne do .
ukladu logarytméw a zatem i do korzystnych rachunkéw logary-
tmowych postuiyé moga, z tym jednak zawsze warankiem, aby
postep ilorazowy rozpoczynal si¢ od jednosei i mial tej jednosci
odpowiedni wyraz zero w postepie réZnicowym. 1 tak 7p. powyi-
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sz¢ 'uproszezetiie dzialsh afytmetycznych okazaé rownie mo-

ina, przy pomocy dwoch postepow - :
=13 9 27 :81:243 : 729 : 2187 : 6561 :

.

-,«-0 i O Pt R A R N A
albo +1:;2: 4 B lﬂ 32 041128 :256': .50
—*0 3.6.9. 181911124 2 VN

albo == 1;3:9:27: 61.243 129': 2187 : 6561 ..

=0.3.6.00L:180115), 18 . 21 . 2.

Liczba nawet ukladow logarytmowych, réwnie jak i samych
postepow, ktore im daja poczytek, moze byé nieograniczona;
stosownie, jednak. do. tego, jakie dwa postepy uiyte zostaly do
kazdego ukladu, jedna i tai sama liczba roine logarytmy mieé
mote, oprécz jednosci, ktora w kazdym ukladzie ma sobie odpo-
wiedni logarytm zero.

91. Dla ulworzenia fagaryfmow zar_/cza_)ruck powszechnie
uiywanych, wzigto dwa naslgpne postppy, z klor)ch ilorazowy
Jest z wykladnikiem 10, roinicowy zas sklada sig zszeregu liczb
naturalnych,

== 1: 10 : 100 : 1000 ;: 10000 : 100000 : 1000000 . . .

SC A B G S R i P

W tym przeto ukladzie logarytméw, liczby postepu roznico-
wego 0, 1, 2, 3. . . sa logarytmami liczb odpowiednio wzigtych
w postepie ilorazowym 1, 10, 100, 1000, i t. d.

Liczhapostepuilorazowegomajqea sobie odpowiedniiy jednosdé
w poslgpie roinicowym, ezyli liczha klorej jednosé jest logary-
lmemn, zowie sie zasada !ogarﬂmow. Stad liczba 10 bedaca zasa-
dg zwyezajnego liczenia, Jjestzarazem zasadq ukladu logarytmouw
zwyezajnych, zwanych czesto logarytmami Briggsa, od nazwiska
tegn, kibry pierwszy Il..ll. tablice ulozyl. -

92. Dwa pmuzsze postepy przedluzyé jeszeze moina wle-
wa strone, ponizej ich pierwszych wyrazéw, czyli ponizéj 1 i 0.
Wiym celu co do postepu ilorazowego, dzielimy przez 10 tak 1,
Jak ilorazy naslgpuie olrzymane, pamietajac, Ze gdy kaidy wyraz
postepu jest ré\\'ny:poprzedniemu rozmnoZonemu przez wykla-,
dnik; rowna sig¢ wige lem samem nast¢pnemu podziclonemu przez

13
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wykladnik. W postepie zas réinicowym odciagamy, 1, naprzod
od 0, nastepnie zas od reszt, ]g.dna po dragiéj wynikajacych. Sko-
ro bowiem kaidy wyraz tego poslgpu, rGwna si¢ poprze.dnlemu
zwigkszonemu wykladnikiem, réwna sie wige tem samem naste-
pnemu zmniejszopemu lymze wykl&dmklem Stad wypadnq, dwa
nowe postepy, z kloryt.h pierwszy. :Iora;owy W, erJaklm sposo-
bie wyrazonym byé motze: .
so A L
1000 ‘100 ' 10°
eih ‘l ; el | 3
albo == 004 e 40 g 8 1 210 £ 102 & 10°., .
alho wreszcie w ksztalcie, w ]aktm zwykle ' przy lognrytmach sle
przedstawia (4).

1: 104 100 : 1000..'....'

<o 107 107 10 4 10% 1 107 100 H100 L
Postep za$ roinicowy bedzie: : Ky
LA & g Lb BN et | ol gl e A R R

©93. 'Z uwagi na te dwa postepy wynika.

a. 7Ze wykladnik postepu rbznicowego jest logarytmem wy-
kladnika postepu |i0razowego, to jest: ze 1 — log. 10.

b. Ze wyrazy postepu rbimcoi\'ego, czyli logarytmy, sa wy-
kladnikami poteg w wyrazach im odpowm&mc’n pusiepu ilora-
zowego, a ktore przedslquja hm’:y, co do swej wartvsciw roé-
nych potegach 10 oznaczone. Stad zarazem wyplywa, e loga-
rytmem jakiejkolwiek liczhy, jest wyﬁ‘lédmk polegi, do kloréj litz-
be 10, czyli liczhe obrang za zasadg podniesé potrzeba, aby
otrzymac liczhg odpowiadujgeq temuz logarytmowi. 1 tak
log. 100 = 2, gdyi 10>= 100; log. 1000 =3, gdyi 10’—[000 ‘
log. 10000 = 4, gdyz 10'=10000i t. d.
log. 10= 1, gdyz 10:= 10; Iog 1 =0, gdyi 10"'—' 1

log. 0, 1 = — 1,gdyZ 10~ —'Iog /m,_Ol
log: 001 == — 2, gy 107 = Y00 = 0,01

ldg. 0,001 =— 3, gdy# 10™"== Y0 = 0,001

54704 wyrazy zarbwno oddalone od jednosci, w ezedci male-
jacej i rosnace] postepu ilorazowego, maja tez same logarytmy,
wzigte tylko w czgdei malejacej ze znakiem przeciwnym; i tak’
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log. Y1, albo Iog.lO“": — l, gdyZ log. 10=1.
lﬂg- '/wu, albo IOg 10 = — 2,' gdyi ]os 100=2it. d.
Logarytmy przeto odpowiednie liezbom wugkszym od jedno-
sci sg dodatnie, a odpowiednie liczbom mniejszym od jednosci,
czyli ulomkom, sq odjemne. Stad zarazem wyplywa, ieliczby od-
Jemne nie majglogaryimow, Jesliby bowiem mialy, ten musialby
byé albo dodatni, albo odjemny: tym czasem te logarytmy odpo-
wiadajq zawsze liczbom dodatnim.

d. Ze przypuszczajac, ié dwa postepy _rozciagajq sie nieskoni-
czenie w czgsciach ich rosngeych, wypadnie Ze logarytm ilosci
nieskonczenie wielkiej, czyli wigkszéj od wszelkiej ilosci nazna-
czyé sie dajacéj, jest sam: nieskonczenie wielkim, to jest Ze
logisoimmittidave - ’

e. Ze prrypuszcza]qc, li dwa, postc;p_yr rozclqga]a sie nieskon-
czenie w swych czesciach malejgcych, o jest Ze postep ilorazo-
wy zbliza sig ciagle do zera, roinicowy zas$ do ilosci.odjemnéj
nieskoriczonej, wowczas wypada, ze logarytmem zera jest ilosé
nieskonczona odjemna, czyli log. 0—= — @ .

94, Gdy w ukladzie logarytméw zwyczajnych majacym li-
czbe 10 za zasade, logarytmy liczb 1, 10, 100, 1000, 10000 i t. d.
sq odpowiednio wzigte . .. . .0, 1, 2, 3, 4, it.d.
przeto logarytmy liczb objetych pomigdzy
'1.a 10 przypadaja pomigdzy 0 a 1

102100 (45 ) 50 0 122
]00&1000;1” " o 2&!_3
1000 a 10000 ,, %\ nuhedmd it d

Stad 10 . Liczby tylko zloione z jednosei i1z zer, maja licé.-
by calkowite za ich logarytmy.
2°. Logarytmy wszyslklch innych liczb sklad.qa si¢ z czg-
Sci calkowilé] zwanéj eecha, i z czesci nlomkowej, wyrazonej
w ulomku dziesigtnym. I tak liczby zawarte pomigdzy 100a 1000
majq za logarytm 2 wigcéj ulomkiem dziesigtnym.
3", Cecha'logarytmu jakiej liezby ma zawsze tyle jednosci
mniej jedna, ile jesteyfer wezgsci calkowilej lej liczhy. Iak loga-
rytmy liczb calkowitych *jednocyfrowych majq za ceche 0, czyli

T
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ze sa w ulomku dziesietnym wyraZone; logar}lmy liczb dwucy-

frowych maja za ceche I3 trzycyfr o“;ch majq .za cechg 2 it.d.
Dla lego tez liczba np 3254,67, jako obejmujaca 4 c}t‘ry w czescel
swej calkowitéj, ma logarylm ktbrego cechq jest 3. \

Odwrotnie. Liczba danemu lagarylmowi odpowiednia ma
zawsze tyle cyfer wigcéj jedna, w ezesei swej eallowilej, ile je-
dnosei obejmuje cecha jej logarytmu. 1 tak logarytm 3,374542
odpowiada liczbie majacej 4 cyfer w czesci swej catkowitéj, lo-
garytm ten bowiem, jest zawarty pomlgdzyal 4. ktore s logaryt-
mami 1000 i 10000; podobniez logarytm'0,477256 ma liczbe so-
bie odpowiedniq zloZong z jednej cyfry w czesci swej c&lkowt-'
tejit. d.

Podlug tego takZe wniesé polrzeba, Ze cecha zawsze sig ro-
wna wykladnikowi potegi z 10, ktdra oznacza warto$¢ miejsco-
wa cyfry najwyiszego porzadku objetéj w danéj liczbie. I-tak

log. 2345 ma cechg 3, gdyz wartos¢ mlejscowa 2 jest 10*

!Og 234,5 » 2: " ” »” 10
log 03 5 ” l’ ” n ook ” \ 101
IOg- 2,345 ” 0! ” ” gy A 10°.

4°. W ukladzie nadto logarytméow zwyezajnych, znajge lo-
garybm ja!riej liczby, mozna olrzymad lutwo Iagarytm liczby 10
100, 1000 . . . razywigkszéj, dﬂdqjqc 1, 3'8% jednoécz' do
Jjego cechy. : '
Jakoz oznaczajge w ogble przez 7 liczbe dana, bedzie
log. (nX 10) = log. n < log. 10 = log 7 + |
log. (X 100) = log. 7 + log 100 = log. 2 + 2 i t. d.
Odwrotnie: Zlogarytmu liczby danéj, otrzymuje sig logarylm
liezhy 10, 100, 1000 . . . razy mniejszéj, odejmujac 1,2, 3 . . .
Jednosci od ccr&y np. '

Ing — = log. n—log. lOmlog n—I

log. = = log. n—log. 100 = log. n~2 i L. d.

Stad wymka, ze logarytmy np. liczb 5643, 564,3, 56,43 i 5,643
- maja jednakowq czesé dziesietng i roinig sie tylko cechq, ktora
W pierwszym razie jest 3, w drugim 2, w 3cim 1, w 4tym 0+
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Wogéle zalem, !ogm-y!m liczby ealkowilé) z wlomkiem dziesitnym
polaczonéj,jest oprocz cechy, tenie sam co {agm'ytm liezhy ealko-
wildj weielé) bez wzgledu tia praecinek.

95. Uiytek lagarytmow bylby bardzo maly, gdyby sie tylko
ograniczal na logarytmach liczb 1, 10, 100, 1000 i t d. potrzeba
]e rownies znalezé dla liczb mieszezgeych sig pomiedzy 1i 10, 10

1100, 100 1000 it. d. czyli poznaé sposoby, jakiemi tublice loga-
rytmowe, podajace logarytmy wszystklcln I:rzbcalknmlych utwo-
rzone zostaly. Sposoby arytmetyczne’ muie] wprawdzie prakty-
czne, ale wskazajace przynajmniej mcinosé obliczenia podobnych
logarylmow sq nastepne.

96. Przypuécmy Zesmy wprowadzlh pomiedzy liczby 1'1
10, 10 i 100, 100 1000 . . . jednakowa liczbe érednich: geome-
tryeznie proporcyonalnych, tak jednak wielka, aby liczby calko-
wite posrednie 2, 3,4 ... 9; 11, 12,13 ... 99; 101, 102..
199, byly objete pomigdzy temi $redniemi,albo ré#nily si¢ od nie-
ktorych znich o ilosé lak mala,iiby tei liczby moina bylo wzigé
w miejsce samych sredaich, najwigeéj do.nich zblizonych.

- Przypusémy lakie, Zesmy zarazem wprowadzili pomiedzy 01 1,
1i2,2i3... jednakowa jak poprzednia liczhe srednich aryt-
metycznie proporcyonalnyeh.  Wyrazy nowego postepu rdznico-
wego odpowiada¢ beda wyrazom nowego postepu ilorazowego,
bgda zatem ich logaryimami, ,

Dajmy teraz, Ze z liczhy ogromnej wyrazow tak powstalych
w obudwéch poslgpacll po.;nsldwlamy tylko w poslc;ple ilorazo-
wym liczhy calkowite 1,2, 3, 45, ...wrbinicowym, zas licz-
by im odpomedme Te dwa galunkl liczb moina bedzie zlozyé
w dwie kolumny, zktorych w jednéj znajdzie si¢ szereg wszysikich
liczb calkowitych nastepnych,w dragiéjzas edpowiednio szeregich
logarytméw. Pierwsze razem wzn;le me ulworzg wpraw dzie po-
stepu ilorazowego, ale zawsze za jego wyrazy uwazane by¢ mo-
ga. Drugie, czyli logarytmy podobmez. nie zloZa calewo postepu
roéinicowego, ale jako jego wyrazy ndpow:adac beda porzadko-
wo wzigle, liczbom pierwszéj kolumn‘}r

Na zasadzie podobnego rozumowania, piju]emy tylko mo-
inosé istnienia tablic logarytmowych, obrachowanie ich jednak
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w tym sposobie nie da si¢ uskutecznié. Wprowadzenie bowiem

znaeznéj liczby $rednich geometryeznie proporcyonalnych jest

nie podobne, jako zaleZace na poprzednim wyszukaniu wykladni-:
mti

ka podlug wzoru ¢ = l/—— Przy wprowadzemn dwoch § Sre-

dnich tylko pomigdzy dwa wyrazy postepu, zp. pomigdzy 1 i 10
potrzebaby juz z wielkim stopniem przyblizenia wyciagnaé pier-
wiastek szescienny z 10, a c0Z dopiero gdy idzie o wprowadze-
nie 1000 i wigeéj podobnych srednich, jak to wlasnie miejsce
mieé musi, gdy liczby znalezione do liczb calkowitych w naj-
mniejszych swych czastkach zblizone by¢ maja.

97. ' Rachunek prosty arytmetyczny wskazany przez same-~
go Nepera,dozwala znaleié po szczegéle kaidy logarytm zadany:
przez nmastgpne wyciagania, juZ nie pierwiastku wyiszej potegi,
jak w poprzednim razie, Jecz tylko pierwiastku kwadratowego.

Dajmy np ie chcemy znaleié logarytm liezby 3.

Poniewat liczba 3 jest objeta pomiedzy 1 10, czyli pomigdzy
dwoma piervi'szqmi wyrazami postepu ilorazowego, wprowadza-
my wige pomiedzy te liczby jedny $redniq geometryczaie propor-
cyonalnq oznaczong przez z, stad proporcya ciagla

Le=z:10

zatem 2 = ]/1x 10 =]/10=3,162277.

Podobniei wprowadzamy jedng $rednig arytmetyczng y, po-
miedzy dwa pierwsze wyrazy postepu réZnicowego0 i 1, a ktére
sg logarytmami 1§ 10. Stad proporeya ciagla

0. y=1y. 1
0+1 1
R Y 0,500000

Srednia arytmetyczna tak wypadla jest logarylmem sredniej
geometrycznéj, czyli ze log. 3,162277 = 0,500000.

Uwaiajac teraz #e liczba 3, ktoréj cheemy znalezé logarytm,
jest objeta pomiedzy 1 i 3,162277, szukamy nowej Sredniej geo-
metryeznéj @', pomigdzy temi dwiema liczbami, i nowej sredni¢j
arytmetycznéj ¥, pomigdzy 0, i 05: stad

zalem  y=—<
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’ . 0, _
o' = /3,162277 . . = 1,178279; y'=—2—5 = 0,25

przeto  log. 1,778279 = 0,250000.

' Uwatzajae znowu liczbe 3 jako objeta pomigdzy 1,778279 i
3,162277, kiérych juz sq znane logarytmy, szukamy jak wprz6d
$redniéj geometrycznéj pomiedzy temi liczbami, rownie jak loga-
rylma tej $redniéj pomigdzy odpowwdmemt im logarytmami 0,5
i 0,25, bedzie przeto

1/13,162277x 1 1?8279) =2,37137 jako liczba,

0,5+ 0,25 s, 43
SRR e b 0,375 jako jej logarytm.

Latwo pojmujemy, 7e ciagnac tak dalej wprowadzanie sredniej
geometrycznéj, przyjdziemy wreszcie: do liczby zupehie rownej
3, przynajmniej w granicach jakiesmy naprzod zakreslili, roznig-
céj sig np. w btej cyfrze dziesi¢tnej. W tym celu 21 $rednich wy-
szukaé hyémy musieli, nimbyémy przyszli do liczby 2,999999 r62-
nigcéj sie tylko od 3,0 0,000001; aktora zatem bez hledu prawie,
za 3 wzietg by¢ moie. Srednia arytmetyczna wypadia 0,477121
jako jej odpowiednia, bedzie logarytmem 3.

W podobnym sfosobie, dla oznaczenia logarytmow liczb obje-
tych pomiedzy 1, 10, dosy¢ jest znaleié logarytmy trzech liczb
pierwszych 2, 3i T, a z tych inne si¢ utworzg, moeg wlasnosci loga-
rytmow, dotad jeszeze wigeej praktycznie tylko wykazanych(89)

Ltak . log. 4=log. 2%=2 log. 2' .
log. 5=log. '% =log. 10—log. 2.
log. 6=log, (2% 3) = log. 2+ log. 3.
log. 8=log. (2x 4) = log. 2+-log. 4.
log. 9=log. 3* = 2log. 3. '

Zlogarytmbéw 10 liezb pierwszych jui znalezionych, latwo po-
dobniei si¢ wyprowadza, logarytmy liczb objetych pomicdzy 10 i
100, 100 i 1000 i t: d. Zawsze jednak osobno szukaé potrzeba
logarytmow liczb pierwszyeh 11, 13,17, 191 t.d. jak wprzod lo-
garytmow liczb 2, 31 7. Robota bardzo dluga i pracowita. a je-
dnak przy jej pomocy pierwsze tablice logarylmowe obrachowa-
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ne znstal) Poiniej dopiero przez wy)‘szy rathunek odIuJio spo-
soby pr(rdsze i dogodniejsze.

98. Tablice logarylmowe z przyczyny maostwa - liezb nie

moga obejmowaé logarytmow im wszystkich odpowiednich; Ta-
blice mniejsze podaja zwykle logarytmy liczb: calkowitych od 1
do 10000; wigksze od 1 do 100090:lub. nieco wyzéj. Wszystkie
nadto rozroZniajy si¢ stosownie do liezby cyfer, jaka w czesciach
dziesietnych Lychie logarytméow podaja. W ukladzie bowiem lo-
garytmow_ zwyczajnyeh, liczba 10 za zasadg wzigla, i Je} polegi
calkowite, maja tylko logarytmy calkoswite: logarytmy za$ wszel-
kicli innyeh liczb, jako posrednich pomigdzy temi potegami z 10,
sq liczbaminiewspolmiernemi, zblizonemi w ulomku dziesigtnym,
i tem bardziéj dokladnemi, im ten ulomek ‘w wigkszej liézbie cy-
fer jest wyrazony. Stad tablice moga ich obejmowaé 5, 6,7, 8,
a nawel 10; w praktycznem jednak uzycin szesciocyfrowe sa do-
stateczne; dla tego je tu zalqc‘za:my, ograniczajac si¢ na wyja-
$nieniusposobu ich tylko uzycia, gdy% ten bardzo latwo do wszel
kich innych tablic zastosowany byé moze.
99, W tablicach tu zalaczonych znajduja si¢ logarytmy wszy-
stkich Jiczb calkowitych od 1 do 10000. Na'pierwsz'éj ich stronie
511 logarytmy wraz z cechamiliczb od 1do 100;na nast¢pnych zas,
w pier wszé) kolumnie oznaczonej preez i hczby od 101 do 999
wlacznie; w drugiéj zad obok stojacej oznaczonéj prze; 0, czesei
dziesigtne odpowiednich im logarytméw. Cechy bowiemjako za-
wsze obejmujace tyle jednodei, mniej jedna, ile jest cyfer'w calko-
witéj czedei liczby (94), zwykle sig opuszezaja we wszysikich ta-
blicach; nigdy to nawet nie moge byé przyezyng bledu, gdyz sam
widok liczby, ktérej logarytmu wyszukujemy, daje poznaé jego
ceche. 1 tak lngary'llmy liczb od 1 do 9 wljeznie, maja 0za ceche,
logarytmy liczb od 10 do 99, maja 1 za ceches podobniei liczby
od 100 do 999 maja w swym logarytmie za cechg 2; 0d 1000 do
9999 za ceche 3 i t. d. Majac przeto dang liczbe, poznajemy na-
tychmiast jaka jest cecha jej logarytmu, i szukamy tylko w tabli-
cach czesei dziesiginej tegoz logarytmu, ktora ceche, czyli czgsé
jego calkowity uzupelnia. -

L

http://rcin.org.pl



105

Gdy kaidy logarylm madwie pierwsze cyfry dziesigtne wspol-
ne z wielu innemi, ztej przyezyny raz je tylko zamieszczaja przy
najpierwszym, od ktorego ta wsp6lnoéé sie zaczyna. I tak dwie
pierwsze cyfry 07, czgsci dziesigtnéj log. 118, niepowtarzaja si¢
przy log.119 ilog. 120, dla ktorych sq wspolne; podobniez dwie
pierwsze cyfry 0S, sluig nie tylko dla log. 121, ale i dla dwoch
nastepnych i t. d. Skoro wige przy wyszukiwaniu logaryimu ja-
kiej liczby, w kolumnie 0 znajdziemy 4 tylko cyfry na czgsé je-
go dziesigina, le cylry za ostatnie weZimiemy; za dwie pierwsze zas
te,ktore obok najblizéj nad miejscem proinem sa polozone. ] tak
log. 284 skladaé bedg nie tylko 4 cyfry 3318, wkolumnie 0 obok
powyiszé] liczby znajdujace sig, ale i dwie pierwsze 45, nad miej~
scem proznem stojace, do ktérych jeszeze ceche dolaezyé potrze-
ba. Stad log. 284—=2,453318.

100. Przy pierwszym rzucie oka na tablice tu podane zda-
waloby sie, i% si¢ koficzg na logarytmie liczby 999; zapomoca je-
dnak kolumn oznaczonych przez 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, S, 9, rozcig-
gaja sig istotnie do 10000. 1 tak liczby, ktéresq 10 razy wicksze
od liczb 3cyfrowych objetych w tablicach, maja tez sama czesé
dziesigtng ich logarytméw. Kolumna przeto oznaczona przez 0,
daje oprocz logarytméw liczb trzysyfrowych, logarytmy liczb 10
razy wigkszyeh, jak 1000, 1010, 1020, 1030, i t. d. az do liczby
10000, ktoréj logarytm sklada sig¢ z samej tylko czesci calkowi-
tej4, czyli z cechy.

Aby oznaczyé logarytmy liczb posrednich czterocyfrowych
jak 1001, 1002, 1003 i t. d., 1011,1012,1013 i t. d., 1021,1022,
1023 i t. d., potrzeba uiyé pomocy kolumn 1,2,3...9. Kolu-
mna 1 sluiyé bedzie do znalezienialogarytméw liczb 4-cyfrowych
konczacych si¢ na 1. Kolumna 2 obejmuje logarytmy odpowie-
dnie liczbom konczqeym sig na 2 i t. d.

Chege przeto mieé logarylm jakiej liczby 4-cyfrowej, np. 2827
wyszukujemy naprzéd w kolumnie N, liczby 282, obejmujacej 3
pierwsze jej cyfry, czwartej zaé 7 wyiej, w pierwszym rzedzie
poziomym. Potem posuwajac si¢ zarazem tak w kolumnie pio-
nowéj, gdzie stoi cylra '?,jalT wrzedzie poziomym, gdzie 3 pier.

14
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wsze cylry 282 sq zamieszczone, wmiejscu gdzie kolumna z rzg-
dem sig przecinaja, znajdziemy 1326 na cztery ostatnie cyfry cze-
éci dziesigtnej logarytmu; dwie zaé pierwsze, jako wspolne lo-
garytmowi liczby zlozonéj z 3 pierwszych cyfer 282, obok tej
liczby w kolumnie 0 sq polozone; stad log. 2827=3,451326.

Podobniez gdy idzie o log. 2847, wyszukujemy naprz6d licz-
by 254, posuwamy potem palcem po rz¢dzie poziomym t¢ liczbg
obejmujacym, dopoki nie natrafimy kolumny pionowej oznaczo-
néj przez 7, gdzie znajda si¢ 4 ostatnie cyfry odpowiedniego lo-
garytmu, to jest 4387: dwie zas pierwsze 45 sg w kolumnie 0, juz
nie obok liczby 284, ale nieco wy2éj z lewe]j strony nad miejscem
proinem: stad log. 2847=3,454387. '

Jezeli zamiast czlerech oslatnich cyfer, znajdziemy trzy lub
dwie tylko poprzedzone jedna lub dwiema grubszemi kropkami,
wowezas za dwie pierwsze cylry czedci dziesietnejlogarytmu, bio-
ra si¢ cyfry, juz nie wyZej nad miejscem préinem stojace, ale ni-
zej, 1 w miejscu kazdej z kropek pisze sig 0. I tak znalazlszy, Ze
log. 2691—=3,420914, przy log. 2692 spostrzegamy, Zedma osta-
tniemi jego eyframi sq « « 15, co’ wskazuje, iz za pierwsze dwie
cyfry nie 42,ale 43 wzigdé potrzeba, za dwie kropki zas dwa zera;
przeto log. 2692 = 3,430075. Dla tejie przyczyny log. 2693—
3.430236, gdyz ostatniemi jego cyframi sa « 236. Podobniez co
do logarytméw liczh 2694, 2695, 2696 i 2697. Dwa zas naslepne
po nich logarytmy, chociaz maja 4 oslatnie cyfry zupelnie poda-
ne, ale jako wtejze kolumnie poziomej, po poprzednich nastepu-
jace, co do dwoch pierwszych cyfer ulegny podobnejie zmianie:
i tak log. 2698=—=3,431042; log. 2699-—3,431203.

W innych tablicach, zwykle wszystkie cyfry zupelnie podaja,
gwiazdka tylko poprzedzajq te, ktore sig odnoaza do dwoch nii-
szych wspélnych cyfer.

wych, co do Wszukania logarytma odpowwdmego liczbie obje-
tej w tablicach, potrzeba jeszcze przejs¢ odwrolny przypadek,
gdy idzie o wynalezienie liczhy dinemu logarylmowi odpowie-

101. Mﬁc tak wskazany sposob uzycia tablic logarytmo-

http://rcin.org.pl



w7

dniéj, shoro bez wzgledu na Jego cedhg, czeéé deiesictna 2najdu-
Jje sig w tablicach.

Wiadomo jui (94),%e czgsé dziesietna logarytmu wplywa je-
dynie na réinosé cyfer objetych wliczbie jemu odpowiedniej; ce-
cha zas tylko naich wartos¢. porzqdkowa: stad ‘przy rozwigzy-
waniu podobnych zadan, szukamy tylko jakiéj liczbie wtablicach
czgs¢ dziesigtna logarytma odpowiada, i dopiero po znalezieniu
tej liczby, oznaczamy wartoséporzadkowa cyfer ja skladajacych,
przez wzglad na ceche. Trzy nastepne przyklady najlepiej to wy-
jasnig.

1°. Znajdimy np.liczbg odpowiednia logarytmowi 2,195900.
Szukamy naprz6d w kolumnie 0, dwoch pierwszych cyfer czedci
dziesigtnéj logarylmu, czyli 19, pomigdzy cyframi odesobnione-
mi, to jest proine miejsce zajmujacemi. Po ich znalezieniu, nwa-
zamy, czy wtejie kolumnie ni¢ napotkamy 4 nastepnych cyfer;
gdy ten przypadek tu wlasnie zachodzi, liczbe wige obok stojaca
157 w kolumnie liczb, awaiamy za liczbe %adana. Wartos¢ tylko
porzadkowa cyler skladajacych tg liczbg, z podanéj cechy ozna-
czyé polrzeba; ktéra bedgc 2, wskazuje ze 3 cylry sa w czesei
calkowitéj liczby, Ze zatem liczba 157 jest odpowiednig logaryt-
mowi danemu. Gdyby cecha byla 3, liczbe znaleziona 10 razy
zwigkszyéby nalezalo, bylaby zatem 1570: podobniei wypadlaby
15700, gdyby cecha byla 4 i t. d. Dla tejie przyczyny liczba Zg-
dana stalaby si¢ 15, 7, lab 1,57, gdyby cecha byta 1, lub 0.

2°, Dajmy leraz, ze logarylm dany jest 1,757548. Po znalezieniu
dwoch pierwszych dziesigtnych cyfer 75, odosobnionych w kolu-
muie 0, dla wyszukania 4 ostatnich 7548, przebiegamy wszystkie
kolumny cyfer logarytmowych,do ktsrych poprzednie jako wspol-
ne si¢ odnosza. Znajdziemy je w kolumnie przez 2 oznaczonéj.
Stad cyfry 572 obok 7548 na linii pozioméj w kolumnie liczb
stojace, sq trzema pierwszemi cyframi liczby, danemu logarytmo-

wi odpowledme], 2 za$ ostatnig jej cylra; ca eto liczby jest
5722, Ze za$ ' cecha | wskazaje, e ta licz 2 tylko eyfry

w czesci swej calkowiléj, stad liezbg szukan 57,22.
3°. Dajmy wreszcie Zé mamy wyszukad liczbg odpowiedniy
@

http://rcin.org.pl



108

logarytmowi 0,521007. Znalazlszy dwie pierwsze cyfry 52, cze¢-
dci dziesietnéj logarytmu, po przebiegnigciu niiej wszystkichko-
lumn sciagajacych si¢ do tych cyfer, w #adnej z nich 4 ostatnich
eyfer 1007 nieznajdujemy, ale widzimy je w linii bezposrednio
wyié] stojacéj. Gdy jednak te cyfry, jako nastgpujace po cyfrach
zkropkami zamieszczonych, juZ nie odnoszg si¢ do dwoch wspol-
nych cyfer 51, wyzéj zamieszczonych, ale do dwéch niiszych 52,
stad cyfry na jednéj linii poziomej wkolumnie liczb z niemi stoja-
ce 331, z dopisang ostatnig cyfra 9 zamieszczong nad 1007, dajq
na liczbe szukana 3319. Trzeba jej tylko porzadek oznaczyé przez
wzglad na ceche 0; stad bedzie 0,521007=log. 3,319.

102. Wszelkie tablice logarytmowe nie (ylko sluig do wy-
szukania logarytméw liczb w nich objetych, ale i wszystkich in-
nych, tak catkowitych jak ulomkowych. W tym celu jednak po-
trzeba blizéj poznaé wlasnosci logarytméw, dotqd praktycznie
tylko na postepach wykazane, a ktérych juz wainosé przy pomo-
cy tablic na przykladach oceniong byé moie.

103. Wlasnosé pierwsza, Logarytm iloczynu zilukolwiek
czynnikow rowna si¢ summie logarytmow wszystkich tych cxyn-
nikow.

Niech bedgq dwa postepy
ilorazowy -:—.l Tt TR S A
roinicowy — 0.log @ . log b. log. ¢. log d
Dajmy Ze w postepie ilorazowym obraliSmy dwie liczby a 15, kto-
rych cheemy otrzymaé iloczyn. W tym celu przybieramy jeszcze
trzecig liczbg ¢, kioraby o tyle érodkéw byla oddalong od b, o
ile pierwszy wyraz postepu 1, od a. Stad cztery te wyrazy utwo-
rzq proporeyq ilorazowa: tyle razy bowiem 1 jest mniejszym od
a, ile razy b od ¢; bedzie przeto

1:a=Db:c, slad 06— ab.
W postepi icowym, podobniei zachodzi proporcya roi-
ogorytmami odpowiedniemi 4 poprzednim

nicowa, pomi i
wyrazom postg orazowego, zatem

0.log @ = log b. log c.
&

hﬂ'pll'}:' cin 0.
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stad  0-flog. ¢ = log. a+ log b.
czyli log. ¢ = log. a+log. b.
Wstawiajac za ¢, wartosé wyiej znaleziona, bedzie
log. ab=log. a+-log. b.
Jeieli jest trzy lub wigcéj czynnikéw, wowczas
log abe = log. (abx c)=log. ab+log. ¢
= log. @ 4 log. b-+log. c.
W ogéle log. abed.... = log, a-+log. b+log. e+log. d+-....
Przez uiycie wige logarytmow, mnoienie zamienia si¢ na do~
dawanie. lloczyn z wielu liczb danych otrzymuje sie, dodajac lo-
garytmy tych liczb i wyszukujgc w-tablicach, jukiej liczbie odpo-
wiada otrzymana summa logarytméw.
Zastosowanie. Rozmnozyé 34 przez 83 za pomoca logarytmorw.
log. (34% 83) =log. 34-+log. 83.
log. 34=1,531479
log. 83=1,919078
log. iloczynu = 3,450557
W tablicach znajdujemy, Ze ten logarytm bedacy summa lo-
garytméw dwoch danych czynnikow,jest odpowiedni liczbie 2822,
stad liczba ta jest iloczynem Zgdanym, jakoi 34X 83— 2822.
Przyklad ten sluiy tylko do okazania praktycznie pierwszéj
wlasnosci logarytméw; mnoienie bowiem liczb calkowitych la-
twiej zwyczajnym sposobem si¢ dokonywa.

104. Wlasnosé poprzednia logarylméw zamieniajaca mno-
Zenie na samo dodawanie, ma miejsce tylko przy pierwotnem za-
loieniu, ze w postepie ilorazowym pierwszym wyrazem jest je-
dnosé, wroZnicowym zas zero (88). Przypuszczajac bowiem inne
pierwsze wyrazy, wypadek inny si¢ okaze. Dajmy 7p. ie wposte-
pie ilorazowym picrwszym wyrazem jest k, w postcpie za$ ro-
Znicowym log. k: wowczas w pierwszym z tych postepow bedzie

k:a=Db:e, stad ke = a

)
zalem ¢ —= 7
W postepie zas réznicowym bedzie
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logk.loga=logh.logc
stad log. k+log. e=log. a4 log. b
log. e=log. a+-log. b—log. k

albo log.(%b)zlog. a-+log. b—log. k

Podlug tego summa logarytméow dwéch liczb wzietych z postepu
ilorazowego, zmniejszona pierwszym wyrazem postepu réznico.
wego, rowna si¢ logarytmowiiloraza wypadlego zpodzielenia ilo-
czyna liczb danych, przez pierwszy wyraz postepu ilorazowego.
W przypadka wige roztrzasanym, aby mie¢ iloczyn Zqdany, potrze-
ba 1° wzigé summe logarylméw. 2° Odciagnaé od tej summy pier-
wszy wyraz postepu roinicowego i wyszukaé jakiej liczbie w po-
stgpie ilorazowym reszta odpowiada 3°. Liczbg znaleziong roz-
mnozyé przez pierwszy wyraz postepu ilorazowego. Zamiast je-
dnego przeto dodawania logarytmow, zastgpujacego miejsce mno-
zenia liczb, mielibySmy w tym przypadku dodawanie, odcigganie
i mnozZenie. Zaloienie zalem, na ktérem samo okreslenie loga-
rylméw sig opiera, jest konieczne.

105.. Wilasnoéé druga. Logarytm ilorazurdwna és‘e 70Zni-
ey migdzy logarytmem dzielnéj a logarytmem dzielnika

Wiedzac bowiem, Ze dzielna moze byé uwazang za iloczyn
z dzielnika przez iloraz, wypada e

log. dzielnej = log. dzielnika + log. ilorazu
stad log. #lorazu = log, dzielnej — log. dzielnika.
1 tak np chcqc znalezé

log. , uczynmy l = ¢, stad a=bq

. zatem log. a_log. b+log. ¢

przeto  log. g=log: a—log. b
. @ .

czyli Iog X :Iog a—log. b.

Dzielenie 2y pomocy logarylmow zamienia si¢ na od-
cigganie,gd mieé iloraz, dosy¢ jest odciagnac log. dzielni.
ka od log. dzielhgj i wyszuka¢ w tablicach, jakie] liczbie roZnic

logarytméw odpowiada.
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Zastosowanie. Podz!'da'é 2822 przez 83 za pomocq logarytmow.,
log = log. 2822—1log. 83.

log. 2822 = 3,450557
log. 83 = 1,919078

log. ilorazu = 1,531479 = log. 34.

106. Daleko wazniejszem jest zastosowanie logarytmbw
do mnozenia i dzielenia, gdy jest danych wiele czynnikow i dziel-
nikow; ulatwia bowiem znnczme robote, dozwala]ac ja uskute-
cznié za jednym razem.

Znajdzmy np. wypadek za pomocq logarytméw

44X 28X 144X519
45X 84 %346
log. 44 =1,643453 - log. 48 =1,681241
log. 28 =1,447158 log. 84 =1,924279
log. 144=2,158362 log. 396=2,597695
log. S19=2,913284  log. dzielnika —6,203215
log. dzielnej =8,162257 .

log. dzielnika —6,203215
log. dlorazu  =1,959042 = log. 91.

107. Zamiast dwoch dodawan i jednego odciagania loga-
rytméw, moina otrzymad tenie sam wypadek przez jedno tylko
dodawanie, uiywajac dopelnien. arytmelycznych, w miejsce lo-
garytmow, ktore odciagaé trzeba.

Dopelnieniem arylmetycznem jakiego laga-rytmu zowie sig
przewyika 10 jednosci nad len logarytm. Otrzymaé tg przewyi-
ke jest bardzo latwo, dosyé jest bowiem odciagnaé kazidq cyfre
danego logarytmu od 9, oprocz pierwszéj cyfry znaczacéj z pra-
wej strony, ktorg sig odciaga od 10, mniej zwaiajac na zera, ja-
kie konczyé moga logacytm. Podlug tego w poprzednim przy-
kladzie liczby 48, 84, i 396, ktorych logarytmy sa

1,681241, 1,924279, 2,597695 |
maja za dopelnienia arylmetyczne swych logaryiméw
8,318759. 8,015721, 7,402305
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a ktére wprost juz z widoku samych logarytméow, jui nawet przy
ich dyktowaniu wypisa¢ moZna.

Wiasnoscig dopelnien jest, i3 zamieniajq odciggania na do-
dawania. 1 tak w poprzednim przykladzie, zamiast wynajdywa-
nia osobno, summy logarytméw dodaé si¢ i odjaé si¢ majacych,
i odciagnigcia summy drugiej od pierwszéj, dodajemy do loga-
rytmow dodaé si¢ majacych, dopelnienia tych logarytmow, ktore
odja¢ bylo potrzeba, jak nastepuje.

log. 44 — 1,643453
log. 28 = 1,447158
log. 144= 2,158362
log. S19= 2,913284
dop. log. 48 = 8,318759
dop. log. 84 = 8,075721
dop. log. 396= 7,402305
31,950042
31,959042—30=1 J59042_Jog 91.
czyli Ze wypadek zmniejszony o tyle dziesigtkéw, ile dopelnien
si¢ uzylo, staje si¢ podobnym jak w pierwszym razie. W miejsce
bowiem odciagni¢cia summy trzech logarytméw, dodali$my ich
dopelnienia, summa znaleziona przeto jest wigksza od reszty
szukanéj, nie tylko o te logarytmy, ktére odjaé bylo potrzeba, ale
o ich dopelnienia, czyli o tyle dziesiatkow, ile uzyto dopelnien.
Toi samo wreszcie naocznie si¢ okaze, przedstawiajge dzialanie
dokonane w nastgpnym sposobie.
log 2=log. 44+log.28+log. 144+ log. 8194

+ (10—log. 48) + (10—log. 84) + (10—log. 396)—30
albo co na jedno wychodzi
log. # = log. 44 4 log. 28 + log. 144 4 log. 8194

+ dop. log. 48--dop, log. 84+ dop. log. 306—30.

108. Wlasnosé trzecia. Logaryim pewnej potegi jakicj
liczby rowna sie logarytmowi tejie liczby, rozmnoionemu przez
wykladnik polegi. !

Jeieli bowiem potega jakiej liczby jest iloczynem tylu czyn-
nikow rbwnycl;l tej liczbie, ile jest jednosci w wykladniku potegi,
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stad logarytm potegi jakie] liczby, rowna si¢ logarytmowi tejie
liczby, rozmnozonemu przez wykladnik potegi; czyli ze
log. ¢"=m log. a
Dajmy bowiem Ze m = 3, stad
a*=d.q.a.a.a
log. ¢* =log. a+log. a+log. a+log. a+log a
czyli log. a*=5 {og, a
Podobniei log. ¢*=8 log. 4, i t. d.

Podnoszenie przeto do poteg przy pomocy logaryimoiw za
mienia sig na mnoienie.

Zastosowanie. Znalezé 12slg polege 2 kczby 2.

log. 2"°=12 log. 2=12%0,301030=3 6123600
stad  2'*=—4096.

Uwaga 1a. Logaryimy liczh sq wykladnikami poteg, do kio-
ryoh podniesé polrzeba zasadg !ogarytmow,Jako ilos¢ niezmienng,
aby te liczby olrzymad (93).

I tak w ukladzie zwyczajnym logarytméw, ktbrego zasadg
jest 10, jezeli logarytmem liczby a, jest z, wiedy bedzie 107—a.
Jakoiz przypuszezajac Ze tak jest istoinie, dowiesé musimy Ze
w tym razie z=—log. a.

Mamy bowiem 107=ag, stad @ log. 10=log @
_log.a log.a

Uwaga 2¢. Majge tablice logarylmowe uloione na pewnéj
zasadzie a, moina 2 nich otrzymac inne o0 nowej zasadzie b.

I tak niech ¢ bedzie liczba, ktorej szokamy logarytmu w ukla-
dzie  tablic, majacym b za zasadg: wowezas podlug pierwszé]
uwagi b#—¢, biorgc £ obu stron logarytmy w ukladzie nam zna-
nym, bedzie @ log. h=log. ¢

log. ¢ 1
stqdz_'g—b logcxlgb

Skoro przelo jest znajomy logaryim jakiej liczby w jednym
ukladzie, dzielge ten logarytm przez logarylm nowej zasady
w lymic samym ukladzie, albo mnoiqe prrez ezynnik wlomkowy
majacy jednosc za licznik, a za mianownik logarytin nowej zasa-

15+
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dy, otrzymamy logarytm danej liczhy w ukladzie odpowiednim
1

tej nowej zasadzie. Czynnik'tép alomkowy j ) zawsze je-

log
dnakowy, Zowie si¢zamiennikiem (le module) jednego ukladu na
drugi. '

Podlug tego, cheac logarylmy zwyczajne zamieni¢ na inne,
wukladzie 7p. ktéregoby liczba 3nie zas 10 byla zasada, potrzebaby
kazdy z nich rozmnozyé Przez 10; P 0’41;121 czylipodazie-
li¢ przez log. 3=0,471 121.

109. Wtlasno$é czwarta. Logarylm pierwiastku pewnej
polegi z jakiéj liezby, rowna sig Jogaa'ytmawi tejie liczby podzie-
lonemu przez wykladnik pierwiasthu.

Liczba bowiem z ktoréj pierwiastek wyciagnaé mamy, moie
byé uwazana, za potegelegoi pierwiastku, ktorej wielkosé, czyli
stopien jest wskazany przez wykladnik pierwiastku. Logarytm
wiec tej liczby rowna si¢ logarylmowi pierwiastku rozmnoZone-
mu przez wykladnik: astad logarytm pierwiastku rowna¢ sig be-
dzie logarytmowi liczby podzielonemu przez wykladnik: czyli Ze,

m log. b
log ]/b =

JakoZ czynige Vb =2
i podnaszac obie strony do potegim, bedzie h=a™
stad log. b=m log. @

log. b Vooum
5 — log. @ = log. |/
Przez ufycie przeto logarytméw wyciaganie pierwiastkow za-
mienia si¢ na dzielenie.
Zaslosowanie. Znalezé przy pomocy logarytméw pierwiastek
1246] potegi z liezby 4096.

log. ]/4096—
uh * log. 4096 = 3,612360
X *log. 4096 3,612360

S IO T T8y 1 — =0,301030

zalem

log. 4096
12 e
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Ze a8 logarytmowi 0;301030 ‘odpowiada liczba 2, stad ta
liczba jest pierwiastkiem 124/ potegi z 4096.

110. Przy zastosowaniach wlasnodci logarytméw do roz-
wigzywania przyklad6w,’ w:dzrélléﬁly, ‘iZ zawsze to rozwigzanie
zacza¢ potrzeba od wynagdywama logarylmébw, odpowmdamcych
liczbom podanym w przykladzie, koriezyé za$ na wynalenemu
liczby odpowiedniéj logarytmowl otrzymanemu na ostatni wypa-
dek rachunku. ' Stad wyplywa konieczno$é poznania we wszy-
stkich przypadkach, sposobbw rozwmzama dwéch zadau naste-
pn}uh

1°. " Jak majqe dang liczbe wyﬂaleéc w tablicach logarytm

Jej odpowiadajacy.
2% Juk majqe dany logarytm znaleié liczhe jemu odpo-
wiedniq. : | agin 6
Umiemy jui rozwizzywaé te zadania, gdy idzie o wyszuka-
nie logarytmau liczby objetéj wnaszych tablicach, roéwnie jak o wy-
szukanie liczby odpowiedniej logarytmowi, ktorego czesé dziesie-
tna znajduje si¢ wtychze tablicach. Potrzeba jeszcze umieé roz-
wigzaé wszystkie inne przypadki, gdy liezba dana, albo logarytm
nie znajduaja sig w tablicach.

111, Zadanie 1. Majge dang liczhg ;akgkatmze!r klora nie
znajduje sig w tablicach, oznaczyc jej logarytm.

Zadanie to stosownie do roZniey liczby danéj, rozwigiemy
w 5 nastepnych przypadkach 10 Gdy liczba dana jest calkowita,
locz przechodzi granice naszych tablic. 20Gdy liczba dana zulom-
kiem zwyczajnym jest polaczona. 3° Gdy liczba dana z ulomkiem
dziesigtnym jest zlgczona; 4° Gdy jest ulomkiem zwyczajnym,
mniejszym od jednosci. 5° Gdy jest podobnym ulomkiem dziesie-
tnym.

H2.  Oznaczyé &oga; ytm liczby callowiléj, przechodzacéy
granice lablic,

a.Jezeliliczba dana koficzy si¢ zerami, leéz ma tylko 4 pierwsze
cyfry znaczace, logarytm jej w tablicach natychmiast si¢ wynaj-
dzie. 1tak jezeli zamiast liczhy 7568, mamy liczbe 756500, kto-
rej logarytm wyszukujemy, cz¢éé dziesigtna tego logarytmu bg-
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dzie takaz sama, jak ilogarytmu odpowiedniego pierwszej liczbie,
to jest 878981; cecha tylko 5, gdyz liczba dana 756800 ma 6 cy-
fer calkowitych. Mamy bowiem
log. 156300 = log. (1568 x 100) = log. 7568} log. 100

= 3,8789814-2=5,878951.

b. Jeieli liczba dana ma wigceéj niz 4 cyfer znaczacych, ta-
blice nie przedstawia natychmiast jej logarytmu, lecz moina go
wynalezé przez nastgpny rachunek. Dajmy e liczba dang jest
12345. Oddzielamy w niéj przecinkiem 4 pierwsze cyfry z lewej
strony, to jest tyle, aby liczba z nich utworzona, byla najwyzsza
co do iloci eyfer zpomigdzy tych, ktérych logarytm znajduje sig
w tablicach. Przez to otrzymamy liczbg 1234,5 mniejsza 10 razy
od liczby danej 12345. Liczba ta 1234,5 jest posrednia migdzy
liczbami 1234 11235, jej wigc logarytm jako lakie posredni, ré-
wnaé sig bedzie logarytmowi liczby 1234 zwigkszonemu czescig
roznicy pomigdzy log. 1234 i log. 1235. Szukajmy wigc tych lo-
garytmow wtablicach i wezmy ich réinice, bez wzglgdh na cechg.

log. 1235 . . . . 091667
log, 1234 . . . . 091315

Réinica tablicowa 352
Znalazlszy te réinice powiadamy, jeieli na jednostke roini-
cy pomiedzy liczbami 1234 i 1235, przypada 352 roznicy pomig-
dzy logarylmami, ilez na 0,5 roinicy pomiedzy liczbami 1234 i
1234,5 przypadnie réinicy pomiedzy ich logarytmami. Stad pro-
porcya

1:352=03:2
przeto @ = 352 0,5 = 176.

Cze$é wige roinicy tablicowej przypadajaca na roZnicg mig-
dzy log. 1234,5 oznaczyé si¢ majacym, alog. 1234 bezposrednio
mniejszym, objetym w tablicach, otrzymuje si¢ mnoZgc roznice
tablicowa 352, przez czgéé oddzielong z prawej strony liczby da-
nej, czyli przez 0,5. Tak otrzymana 176, dodana do czesci dzie-
sigtnej log. 1234, czyli do 091315, wyda na czesé dziesielna
- log. 1234,5, a tem samem i log. 12345, liczbg 091491. Stad
log. 12345 = 4,091491.
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W praktyce urzadzaja zwykle caly ten rachunek w nastepnym

sposobie.
log. 12345 = log. 1234,5+1

log. 1234 — 3,091315
Réznica tabl. 352.

! 1:352=05:0— 176
log. 1234,5 — 3,091491
stqd log. 12345 — 4,091491.

Jezeliby liczba dana byla 123456, wowczas przy szukaniu
jej logarytmu, potrzeba roznice tablicowa 352 pomnozyé przez
0,56, czyli przez cze$é oddzielong z prawej strony liczby danéj,
wzigla w kszlalcie ulomku dziesi¢tnego. Z iloczynu stad wypadle-
go 197,12, biorg sig tylko same cyfry calkowite 197, ktérych po-

rzadek jest podobny jak oslatniej cyfry wlogarylmach, i dodajac
je do log. 1234, wypada ie
log. 123456 = 5,091512
Podobniez postepujac przy szukaniu log. 1234567, ilog. 12345678
znajdziemy, Ze réznica logarylméw przydaé sie majaca jest Jjedna
i taz sama 199, przeto log. 1234567 —6,091514
log. 12345678=7,001514.
Stad widzimy, Ze przy uiyciu tablic 6-cyfrowych, cyfra sicdma
w liczbie danej, malo wplywa na zmiane czedci dziesietnej loga-
rytmu, a cyfra 8ma nie wplywa wecale, czyli ze tablice logarytmo-
we 6-cyfrowe do wyszukania tylko najwiecéj Iogarylméw liczb
T cyfrowych posluzyé moga.

113. We wszystkich prawie tablicach logarytmowych, roni-
ce tworzg osobng kolumne, kiérg w naszych nie moglismy za-
miescié bez ich zawiklania: przy malej jednak wprawie mozna
natychmiast wskaza¢ te réinice, nie potrzebujac wypisywaé lo-
garytmOw, pomiedzy kt6éremi logarytm szukany jest objely.

Nadto w wigkszych tablicach w kolumnie roznic, pod kaida
z nich s zamieszczone iloczyny tych réznic przez 0,1, 0,2, 0,3,
0,4.......09aktére to iloczyny czgsciami proporeyonalnemi
zowig. I tak jesli mamy mnoiy¢ roinice logarytméw 352, przez
0,56,widzimy w kolumnie rdinic, iz 352 X 05=176,i4¢ 352 X 0,06
=21, 1,stad 352 X0,56=1764-21,1=1917.
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114. Przejdzmy jeszcze 3 przyklady nastepne wyszukiwa-
nia logarytmow.
1. Wyszukaé log. TT177, log. 117177, i log. T177777.
Po odcigciu 4 pierwszych cyfer z lewej strony w liczbie 77777, ta
zamieni si¢ ha 17177,7, a Ze
log. 7177=3,590812
log. 1178—3,590865
Stad aby otrzymaé log. 1777,7 potrzeba wziadé 0,7 czesei
z roznicy 0,000056, to jest 0,000039 i przydaé do 3,590S12,
przeto log. T117,1=3,890851, zatem log. T7177-=4,890851.
Podobniez log. 7177,17=3,890512 - 0,77 X 0,000056
=3,590812+0,000043 —3,890855
stad log. 1171777=5,890855
Nadto log. 7777,7177=3,890812+4-0,777 % 0,000056
=3,800812+0,000003—3,890855
stad log. 7777777=06,590855.
Tu cyfra sitdma T danej liczby, nie ma %adnego wplywu na 6
pierwszych cyfer czesci dziesigtnej jej logarytmu.
2. Znaleié log. 23456, log. 234567 i log. 2345678.
Cze$é dziesigtna logarytmu liczby z 4 pierwszych cyfer zlo-
zonej, czyli log, 2345 jest 370143, Czesé dziesigtna logarytmu
nastepnego liczby o jednosé wigkszéj, 'ma za 4 oslatnie cyfry,
w ktorych tylko r6inié si¢ moze, 0328, Stad roznica logarytmow
bedzie 0328—0143=185. Czgsci logarytméw dodaé si¢ majace
beda, 185x0,6==254; 1850,67—=267; 185 0,678—263
stad log. 23456—4,370254 :
log. 234567=5,310267
log. 2345675—6,370268.
3. Wyszukac log. 98765, log. 987654, i log. 9576543,
Czesé dziesietna log. 9576 jest 994581; cztery zas oslatnie
eyfry nastepnej czesci dziesiglnej sa 4625. Stad roinica
4625—4581=44. Czesci przydac si¢ majace s3
44 3 0,5=223 44 X 0,54=—=24; 44 0,543=—24 stad
log. 98765=4,994603; log. 987654=5,994605
log. 98716543=—=6,994605,

56
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115, - Ze wszystkich tych przykladéw okazuje sie, Ze cale
dzialanie wyszukania logarytméw liczb calkowitych, przechodza-
cych granice naszych tablie; polega. 1° na uwazaniu tych liczb za
liczby 4-cyfrowe, polaczone z ulomkiem duesugtnym W obubo-
wiem razach, logarytmy majq jednakowa ez¢éé dziesielng, co do
cechy tylko sig roinia. 2° Na uwazaniu liezb 4 cyfrowych tak wy-
padlych, za posrednie pomigdzy liczbami calkowitemi najblizsze-
mi, objetemi w tablicach, i na szukaniu ich logarytméw po-
dlug tej ‘ogolnej zasady, ie rdinice liczh sq proporcyonalne do
roinic ich logarytmow. Zasada la wprawdzie nie jest zupelnie
prawdziwa, podaje jednak znaczne przyblizenie, szczegélniej
w przypadku, gdy liczby uwaiane sq wielkie, a roZnice pnmu;dzy
niemi malo znaczne. Dla tego przy uiyciu tablic mniejszych,' do
oznaczenia logarytmu liczby wielocyfrowej, koniecznie trzeba
odciaé 4 pierwsze jéj cyfry, czyli zamienié ja na4-cyfrowa, a blad
przy powyiszéj zasadzie popelniony, zaledwie wplynie na wiel-
kosé Bstej cyfry dziesietnej, jak to na przykladach z samychie
tablic wzigtych przekonaé si¢ mozna.; I tak np. gdy

log. 1000=3,000000 a log. 1010 = 3,004321.

Skoro przeto liczba wzrasta o 10, czyli od 1000 do 1010, lo-
garytm 3,000000 wzrasta do 3,005321, czyli 0 4321, na %o prze-
to czgsé wzrostu liezby, przypada 432 na wzrost logarytmu; po-
dlug tego log. 1001 = 3,000432

log. 1002 = 3,000864 i t. d.
Logarylmy te od dokladnych, odpowiednich tymze liczbom, w Gtej
tylko cyfrze dziesigtnej sig roznig. Réinica ta bedzie mniejszg, a
nawel Zadna, gdy liczby 4-cyfro we wigksze, czyli blizsze 5 eyfro-
wych sie wezma. Przy uZyciu tablic wigkszych, gdy zliezb danych
wielocyfrowych Heyfer pierws zych oddzieli¢ moina, blad dopiero
zachodzi w 8 cyfrze dziesi¢tné].

116, Oznaczyc logarytm .!wzby cat!rawz!q;r zutomhem 2 yczaj-
nym polgezone).

Liczba dana zlgczona z ulomkiem zamienia sig naprzéd na
ulomek. Ze za$ kazdy ulomek uwazaé¢ mozna za iloraz licznika
przez mianownik, stn_'d_rb},nica miedzy logarytmem licznika a lo-
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garylmem mianownika, bedzie logarytmem liczby calkowité]
z ulomkiem polaczonéj. np.
Wy Jnaleze logarylm z liczby 37 ==

log. 37 = = log. 55 = log. "276—103 59
Ze za$ log. 2226—=3,347525
log. 59 =1,770852

. Stad log. 37 3 =1,576613
Trafié¢ sig moze, ze zamieniajac liczbe cala na ulomek, otrzy-
mamy na licznik liezbe wigksza od tablicowej, wowczas jej loga-
rytm wyszukaé polrzeba sposobem juz podanym (111); np.
log. 1234 - = log. = = log 13583 —log. 11
log. 13583 = log. 1358,3+1

log. 1358=3,132900.

Roinica 319, stad 319x 0,3 — 96

log. 1358,3=3,132996

zatem log. 13583—4,132996

Ze za$ log. ll =—1,041393

stad log. 1234 -—- =3,091603

117. Oznaczyé logarytm l:czbJ cathowitej z ulomkiem dzie-
sielnym polgczonej.

Pamigtajac Ze logarytm liczby calkowitéj z ulomkiem dziesig-
tnym polaczonej, jest oprocz cechy tenie sam, co logarytm licz-
by catkowiléj z niego powslalej, bez wzgledu na przecinek (94),
szukamy wige czesci dziesigtnéj logarytmu odpowiedniego danej
liczbie, uwazanej jako calkowitej, i nadajemy cechg o jednosé
mniejsza od ilodci wlasciwej eyfer calkowityeh, objetych w danej
liczbie. 1 tak Iogarytmy liczb 623,4, i 62,34, i 6,234 co do cze-
Sci dziesigtnej nie roznig si¢ od log. 6234, tylko co do cechy;
jakoz log. 6234,—3,794767

log, 623,4—2,794767
log. 62,34—1,794767
log. 6,234=0,794767.
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118. Oznaczyd logarytm ulomku wlasciwego.

Logarytm ulomku wlasciwego, czyli mniejszego od jednosci,
Jest zawsze iloscia odjemna. Dla otrzymania go bowiem potrze-
ba od fogarytmu licznika odjaé logarytm mianownika. Ze zas to
odciagsnie uskuteczni¢ si¢ nie moze, gdyz logarylm mianownika
jest, wiekszy od logarytmu licznika, odwrotnie przeto dzialanie
to dokonywamy, odciagajac od logarytmu mianownika logarytm
licznika, reszcie jednak dajemy znak odjemny.

Podlug tego np. ulomek wlasciwy —E- » w ktorym zatem licz-

cznik @ jest mBiejszy od mianownika b, bgdzie mial logarytm
E ]og -—-_-—-._--lug—b—

‘Wypadek ten wyprowadz:my takie pamiglajac, Ze

l‘ a b
J - = k¢ T,alq_d Iog..;- =log. 1 — log. =
n : .
=10 ———log. —;‘:-—— Iog. —:

| Zastosowanie.  Log. %:—- log. -% = — (log. 9—log.4)
i log. 9 = 0,954245
I log. 4 = 0,602060

log. i = = 0,352185

. 119. Moina j ]eszcxe dwoma innemi sposobami wyrazié lo-
igarytmy vlomkow mniejszych od jednosci; raz je przedstawiajac
ako logarytmy dodatnie, lecz z cechy wigksza o 10 jednosci, od
f’illi jaka mieé powinny; drugi raz jako logarytmy z cechq tylko
mna.

‘Logg'ytm dodalni wlomku otrzymuje sie, przydajge do logaryt-
mu licznika, 10 jednosci, i od tak zwighszonego odciggajac loga-
#ytm mianownika. Cecha tylko logarytmu dodatniego tak wypa-
dlego, bedzie ra wielka o 10 jednosci, ktére dla tego wyraznie
odznaczyé potrzeba. I tak gdy idzie o wyszukanie log. % mamy

log. 4=0,602060=10,602060—10
log. 9 = 0,954245
stad log. % = 9,647815 —10=9.647815
¢ 16
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Kropka zamiast przecinka za cechq umieszczona oznacza, if ce-
cha tego logarytmu o 10 jednosci jest za wielka.

Pudobnyi logarytm dodatni wprost wypadnie, uZywajae do-
pclnicnia ar_\.vlmeiycznego zamiast logarylmu odjaé si¢ majgcego,
a tem samem zamieniajac odcigganie na_dodawanie.

4
log. T log. 4—log. 9 = log. 4--dop. log. 9—10.
log. 4=0,602060 :
dop. log. 9=9,045755

log. o =9,647815—10=0.647815. .
Logarylm odjemny zamienia sig na dodatni za przydaniem
10 jednosei, czyli gdy bez wzgledu na jego znak odjemny, odcig-
gamy ten logarytm od 10 jednosci: i tak
10—0,352185=9.647815, gdyz
—0,352185=10—0'g52155—10=9,647815—10
120. Logarytm z cecha tylko odjemng a zalem z cz¢stia
dziesiptna dodulnig, olrzymuje sie przydajac tyle jednoci do lo-
garylmu licznilka, ile polrzeba, aby logarytm mianownika mp'g!
by¢ odciagnigly. :
Podlug tego log. —;— z cecha tylko odjemna wypadnie nastepnie.
+1
log. 4= 0,602060—1
log. 9= 0,954245

log. — = 0,647815—1=1,647815 I

Znak mniej nad cecha zamieszczony oznacza, e w tym | ‘]
garytmie cecha jest tylko odjemna. _ g I
Cheac logarybm odjemny zamienié na logarylm z cec ﬁ |
odjemna, dosyé jest bez wigledu na znak mu wlasciwy, wzigé za
ezgéd dziesiplna dopelnienie logarytmu do lylu jednosci wigeej je-
dna, ile ich cecha zawiera, i tez liczhe jednosci podaéjako cechg
odjemng. :
1 tak log. % — —0,352185= 1,647815, gdy%
—0,352185=1—0,352185—1=0,647815—1
= — 14-0,647815=<1,647815.
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Logarytin dodatni zamieniu sig na logaryim z cecha odjemng,
biorqe dopelnienie samej tylko eechy do 10 jednosci, § wypadly
stad roinice jako ceche odjemng przedstawiajae. 1 tak

log. ¥, = 9.647815 = 1,647815, gdy
9.647815 = 9,647815 — 10=0,647815—1
= — 14-0,647815=1,647815.
Odwrotnie, od logarytmu z cecha odjemng powracamy do
logarytmu dodatniego, podstawiajge tylko za ceche odjemna,
Jjej dopelnienie arytmetyczne, ezyli réinice od 10 jednosei, bez
wzgledu na znak jej odjemny, pamigtajac jednak zawsze, ze cecha
tak otrzymana, jest za wielka o 10 jednosci. np.
log % = 1,647815 = 9.647815, gdyz
1,647815=0,647815—1=9,647815—10.

Jakkolwiek kazdy ztrzech sposobéw oznaczania logarytmow,
al omkom odpowiednich, uvzytym byé moie, w praktyce jednak
nigdy prawie nie uiywaja logarytméw odjemnych i najezesciej
logarytmom dodatnim nadaja pierwszeristwo.

121. Zastosowatia. L. Znaleié¢ w potrdjnym sposobie
logarytm wlomlu %z,
Logarytm odjemny. Log. %5 =—(log. 451—log. 6)
log. 451=2,654177
log. 6=0,778151

log. 27‘ — — 1,876026

Logarytm dodatni.

log. 6 =10,778151—10. log. 6 =0,778151

log. 451= 2,654177 - dop.log. 451=1,345823

I.Og. ui‘f-ul b— 8,123014‘—10 log. e/{m :3,1239]401—-
= 8.123074

Z odjemnegoi—1,876026—10—1,876026—10=8,123974—10.
Logarylm z cechg tylko odjemna.
+2
log. 6= 0,778151—2
log. 451= 2,654177
log. Y = 0,123974—2=2,123974.
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Zdotlatniego: 8,123974 —10=0,123974 —2
Zodjemnego:  —1,876026—2—1,876026—2=0,123974—2
2. Znaleié w potrdjnym sposobie log. Yiss.
Log odjemny. Log. rou—=~—(log. 1024--1)=—(3,010300—0)
=—3,010300
=log. 14-dop. log. 1024 —~10
=6,989700 —10—=6.989700
2 odjemnego: 10—3,010300=6.959700,
Log. z cechq odjemna. Log. 1=4, 000000—4
log. 1024=3,010300

log. Yiezs =0,989700—4=4,959700.
2 dodalniego: 6,989700—10=0,989700—4
% odjemnego:—3,010300-—=4—3,010300—4=0,989700 —4.

122, Oznaczyé logarytm ulomku dziesivinego.

Poniewaz kaidy ulomek dziesigtny, wksztalcie ulomku zwy-
czajnego wyrazony byé moze, praywracajac mianownik, stad spo-
soby oznaczania logarytméw jednych i drugich ulomkow, sa je-
dne i tei same. I tak cheqe oznaczyé log. 0,086, gdy ten ulomek
toi samo znaczy co *%iun, i gdy

log. 1000=:3,000000
log. 86 =1,934498

—

Roznica ==1,065502
stad log. 0,086=— 1,065502.
Jest to logarytm zupelnie odjemny. Logarytm dodalni otrzyma-
my przydajge 10 jednosci do log. 86, aby przez to od niego log.
1000 mégl byé odciagniety; albo zamieniajac odciaganie na doda-
wanie przy pomocy dopelnieri arytmetycznych.

Log. dodatni.Log."\0:4

log. 86=11,934498—10 log. 86=1,34498
log. 1000= 3,000000  dop.log. 1000=T,000000
log.0,086—= 8,934498—10 8,934498—10.

Logarytm z cechq odjemng otrzymuje sig albo z dodatniego, pa-
migtajac Ze 8,934498 —10=0,9344 98— 2—2,934498;albo przy-
dajac do cechy licznika tyle jednosci, aby odciaganie uskuteczni¢
sig moglo; 1 tak
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: +2
log. 86 = 1,934498—-2
log. 1000=3,000000

© + log.0,086—= 0,934498—2—2 934498.

123. Logarytm z cechy odjemna moZna jeszeze wprost
oznaczy¢, przez uwage tylko na ulomek dziesietny podany. Czedé
dziesietna log. 0,086, jest takaz sama jak logarytmu liczby calko-
witej 86, to jest 934495; zmiana tylko zachodzi co do cechy,
kt6ra zmniejsza si¢ o jednosé w miare, jak sama liczba 10 ra-
zy mniejszq si¢ staje; i tak

log. 86 =1,934498
log. 8,6 =0,934498
log. 0,86—1,934498
log.0,086—=2,934498
10g.0,0086=3,93449S i t. d. _
Stad aby znaleié logarytm z cechq odjemna ulomku dziesigtnego,
nie uwaia sig weale na zera poprzedzajace cyfry jego znaczace,
lecz wyszukuje sig w tablicach czgsei dziesiptne) logarytmu od-
powiedniego tym cyfrom znaczacym, wzielym jako calkowilyms;
nadaje sie tylko cecha odjemna, majaca tyle jednosei, ile zer po-
przedza pierwsza cyfre 2naczaca. -
Podlug tego log. 0,000086=5,034498.

Cechy odjemne wtem sa szczegolniej dogodne, Ze podobnie?
jak cechy dodatnie logaryimdéw wszelkich liczb calkowilyeh,
sq wykladnikami poteg z 10, jakie daja poznaé warlo$¢ miejsco-
wq cyfer najwyiszego porzadku, objelych w ulomkach im odpo-
wiednich (94). Skoro bowiem ulomki dziesi¢ine

0,1 , 0,01, 0001, , 00001 it d.
wyrazone byé moga przez '

103, T 10 % T30 AT
przeto cechy logarytméw tym ulomkom odpowiednich
g 8o TN e
sa wykladnikami powyzszych poteg z 10. -
Z tej przyczyny log. 0,86 ma za cechg —1, gdyi wartosé miej-
scowa cyfry najwyzszego porzadku 8, jako czesci dziesigtnych
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jest lO'I_'; log. 0,086 ma za ceche —2, gdyi wartosé miejscowa
cyfry 8 jest 10it. d. Stad wyplywa podobne jak wprzod prawi-
dlo, ze cechnodjemna wskazuje zawsze miejsce, ktore cyfra naj-
wyiszego porzadky w ulomku po przecinku zajmuje. np.

log. 0,02645 = 2 422426

log. 0,0002645 — 4,422426.

Cechy te odjemne sa réZne od cech odjemnych, nalefacych
do logarytmow zupelnie odjemnych. Te ostatnie logarytmy odpo-
wiednie poprzednim ulomkom, bylyby,

log. 0,02645= — 1,517574
log. 0,0002645— — 3,577574
czyli takie, jakieby z pierwszych wypadly, po odjeciu od cech
odjemnych, czesci dziesietnéj dodatniej. Wiemy bowiem Ze
2,422426— — 24+-0,422126—= — 1,577574
4,422426 = — 44+0,422426— — 3,577574

Cechy przeto logarytmoéw zupelnie odjemnych staly si¢ wig-
ksze co do wartoseiamniejsze ¢o do wielkosci eyfer je oznacza-
jacyeh. Jakoiz ulomek 0,02645 jest wigkszym od 0,01, a mniej-
szym od 0,1; przeto jego logarytm winien by¢ wickszym od —2,
a mniejszym od —1. Takim jest wlasnie co do warlosci loga-
rytm —1,577572. Podobniez w logaryimie odjemnym ulomku
0,2645, cecha bedzie—0, czyli posrednia pomigdzy cechami—1
i 0, logarytmoéw odpowiednich liczbom 0,1 i1, pomiedzy kto-
remi ulomek dany jest zawarty.

124. Latwo takie jest znalezé prawidlo do oznaczania
-wprost logarytméw dodatnich, odpowiednich ulomkom dziesig-
tnym. Dosyé jest bowiem uwazaé za logarytm jednosci 10—10
=0, i podlug tego wyprowadzi¢ logarylmy nastgpne po sobie
liczb, jedna od drugiéj 10 razy mniejszych.

I tok gdy log. 1=10,000000—10, stqd
log.  0,1="9,000000—10
log. 0,01= 8,000000— 10
log. 0,001= 7,000000—10
log.0,0001= 6,000000—10 i t. d.

http://rcin.org.pl



127

Aby wige znaleié logarytm dodaini ulomku dziesietnego, potrze-
ba wyszukac czesci dziesiginej logarylmu, odpowiedniego liczbie
calkowilej zloionéj z eyfer znaczacych tegot wlomku, hez wagledu
na przecinek, inadad jej za cechg liczbe tyle sie rdiniqeq od
dziesiatka, ile zer poprzedza pierwsza eyfre znaczaca ulomhku®
Stad zarazem wyplywa: Ze rdZnica zachodzqea miedzy eecha lo-
garytmu dodatniego ulomhu,a 10, wskazuje zawsze miejsee, jakie
pierwsza cyfra znaczqea tegod wulomlu po przecinku zajmyje.
I tak log. 0,00175 bedzie mial czgéé dziesigtng te samg jak
log. 175, 1o jest 243038, za ceche za$ liczbe 7, czyli réznicg od
10 liczby 3, ktora podaje ilodé zer poprzedzajacych pierwsza
cyfre znaczacy 1 w tymie ulomku. Cechata T wréinicy swo-
jej od 10, wskazuje zarazem, i’ pierwsza cyfra znaczaca 1, trze-
cie miejsce w ulomku po przecinku zajmuje.
125.  Zastosowania. 1°. Oznaczyc log. 0, 3 w potrdjnym
sposobie.
Log. odjemny. log. 0,3=log. %o = — (log. 10—log. 3).
= — (1—0,477121)= — 0,522879,
Log. dodaini. Czesé dziesietna log. 3 jest 477121, ie za$ cecha
wskazaé powinna w roZnicy swojej od 10, liczbe zer poprzedza-
jacych pierwsza cyfre znaczaca, réwnie jak i miejsce, kiére ta
cyfra po przecinku zajmuje, stad log. 0,3=9.477121.
Z odjemnego: —0,522879—10—0,522579 —10=9,477121—10
Logarytm z cecha odjemna. Cze¢S¢ dziesietna jak w log. 3, cecha
zas odjemna wskaze liczbe zer poprzedzajacych pierwszq cyfre
znaczqca; slad log 0,3—1,477121.
Z odjemnego; —0,522879=1- 0,522879—1=0,477121—1.
Z dodatniego; 9,477121—10=0,477121—1.
2. Oznaczyé w potrdjnym sposobie log. 0,00123.
Log. odjemny. Log. 0,00123—= — (log. 100000—123).
= — (5—2,089905)=—2,910095
Log. dodalni. Cz¢$¢ dziesigtna jak wlog. 123;cecha T, w réinicy
- swojej od 10 wskazuje, ze pierwsza cyfra znac/gca 3cie miejsce
po przecinka zajmuje; stad log. 0.00123=7.089505.
Z odjemnego.—2,910095=10—2,910095—10=7,089905—10.
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Log. = cecha odjemng-  Cze¢éé dziesigtna jak wlog. 123. Cecha
Codjem:a 3 wskaie, ie pierwsza cyfra znaczqca ulomku gcie
miejsce po przecinku zajmuje, stad log. 0,00123=3,089905.

o dodatniego 7,089905—10—=0,089905—3

Z odjemnego —2,910095=3—2,910095—3—=0, 089905—3.

3. Omr:c:yc' w poh-o";"nym sposobie log. 0,721367.
721367 7213,67
Log. odjemny. Log.0,712136T=log. oo = log *10000
= —(log. 10000—log. 7213,67)
log. 7213 = 3,858116
Réinica tabl.60,stad 60 % 0,67= 40

—

log. 7213,67= 3,858156
log. 0,721367—= — (4—3,858156)—= — 0,141844.
Log. dodatni. Czg$é dziesigtna log. 721367 jest 858156, stad
log. 0,721367=9.858156
Z odjemnego.—0,141844—10—0,141844— 10=9,858156—10.
Log. z cechq odjemng. 1,858156.=0,858156—1
126. Gdy ulomek dziesiglny jest peryodyczny, zamieniamy
go naprzod na ulomek zwyczajny, i szukamy logarytmu tego ulom-
ku, sposobem w tym razie sluzgecym. zp.
4 Log 0,35 ... = log. % = — (log. 9—log. 5)
= — (0,954343—0,698970)= — 0,255373.
-——0,255373_10—-0,255313—10_9 744627
Skoro bowiem log. 5=0,698970=10,695970—10
log. 9= 0,954343

stad log. %= 9,744627—10
0,744627—10—0,744621—1==1,7446217.

20 Log.2,2727. . =log. ¥ = log. 25—Ilog. 11
=1,397940—1,041393=0,35654T.

3° Log. 0,833 . =log. % = — (log. 6—log. 5) :

) = — (0,778151—0,69870)=—0,0791851
Log. dodatni. Log. 0,833.=9.920819—=9,920819—10
Log. z cecha odjemna. Log. 0,833.=1,920819=0,920819—1.
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Jeieli za$ utomek dziesigtny chociai nie jest peryodycznym,
Jest jednak nieskoriczony, logarytm jemu odpowiedni co do licz-
by cyfer wnim objetych, bedzie mial granicg zakreslong przez sa-
me tablice,

127. Zadanie 2. Majqc logarytm dany, ktorego czesé dzie-
Sigtna nie znajduje sig w tablicach, oznaczyd liczbe jemu odpo-
wiednia.

Sposob oznaczania, przyklady najlepiej objasnia.

1° Znaleié liczbe odpowiednia logarytmowi 2,443444.

Bez wzgledu na ceche wynajdujemy dwa logarytmy najbliz-
sze danemu, co do ich ez¢dci dziesigtnyeh, czyli takie, pomiedzy
ktéremi logarytm dany jako zawarly, uwazany byé moze. Takie-
mi sq logarylm bezposrednio nizszy 444357, a klory odpowiada
liczbie 2782 i logarytm bezposrednio wyzszy 444513, ktory od-
powiada liczbie 2783. Liczba przeto szukana odpowiednia lo-
garylmowi danemu, bez wzgledu na warto$é porzadkowq cyfer
ja skladajacych, ktora dopiero przez ceche sig oznaczy, jest wig-
ksza od 2782 a mniejszq od 2783; roini si¢ przeto od 2752 o
pewny ulomek. Dla wyszukania tego ulomku, bierzemy réinice
migdzy logarylmami w tablicach znalezionemi, to jest pomiedzy
444357 1 444513, czyli roznicg pomiedzy liczbami z 4 ostatnich
cyfer zloZonemi, gdyz dwie pierwsze sq im wspolne, azatem po-
miedzy 4357 i 4513; tg roinicy jest 156. Bierzemy podobniez
roznice pomiedzy logarytmem danym a najblizéj nizszym, znale-
zionym w tablicach, to jest pomigdzy 444444 a444357, czyli po-
miedzy 4444 i 4357; ta réZnica jest S7. Dzielimy potem t¢ osta-
tnig roznice przez pierwsza, stad wypadnie *% 50 =0,56, ulomek
dziesigtny, o ktory liczbe 2782 0dpowiednia logarytmowi mniej-
szemu, znalezionemu w tablicach, powiekszyé potrzeba, aby o-

“ trzymaé liczbe 2782,56 odpowiednia logarytmowi danemu. Licz-
ba ta jednak, ze wzgledu na cech¢ 2 logarytmu danego, wskazu-
jaca iz czes$é calkowita liczby Lrzy tylko eyfry obejmowaé moie,
zamieni si¢ na 278,256, czyli Ze 2,441444=—log, 278,256.

Prawidlo zatem sluiace do rozwigzania podanego zadania
jest nast¢pne; ie aby znalezé wlomek dziesigtny majacy sie dodaé

17
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do liczby odpowiedniej logarylmowi objetemu w tablicack, mniej-
szemu od danego, polrzeba podzielic roinice pomiedzy lym loga-
rytmem a logarytmem dunym, przez roinice miedzy dwoma loga-
rylmami w tablicuch znalezionemi, to jest pomigdzy bezposrednio
wyiszym i nitszym od danego. Prawidlo to wynika z podobne-
goz jak w pierwszym zadaniu przypuszczenia, Ze rdinice loga-
rylmow majq sie do siebie jak roinice liczh. Mamy bowiem e
158 : BT =il 218 ="
to jest, Ze jezeli na 156 roinicy pomiedzy log. 2782 i log. 2783,
przypada jednosé réinicy miedzy liczbami, ilez na 87 roinicy
migdzy logarylmem danym, a log. 2782 bezposrednio od niego’
w tablicach mniejszym, przypadnie roznicy miedzy liczbami im
odpowiedniemi. Wypadek ®% s zamieniajae na ulomek dziesig-
tny, ograniczamy sig¢ tylko na wyszukaniu 2 jego cyfer dziesiel-
nych; przy pomocy bowiem tablic 6-cyfrowych, 6 tylko cyfer do-
kladnych w liczbach logarytmom danym odpowiednich, wyna-
lez¢ mozna.
2%, Znalezé liczbg odpowiednia logarytmowi 0777717,

Podobniez jak w poprzednim przykladzie, aby mieé potrze-
bne w tym razie roznice logarytméw, bez wzgledu na ich cechy,
wypisujemy tylko 4 ostatnie cyfry dziesigtne tychze logarytméw,
a w ktorych powyisze roznice zachodzi¢ mogq. Urzadzamy zas
naslgpnie rachunek.

Cze$é dzies. dana 7777, tablicowa wigksza 7789
Tablicowa mniejsza 7717 . . . . . . . 7717

—_— —_———

Roinica 60 72
stad %%, = 0,83. Ze za$ liczba odpowiednia logarytmowi mniej-
szemu 777717 jest 5994, liczba przeto szukang bedzie 5994,83,
czyli raczéj ze wzglgdu na cechg 0; ktora wskazuje, iz jedna tylko
cyfra jest w czesci calkowitéj liczby, bedzie 5,99483. Styd~
0,777777=log. 5,99483.
3 Wyszukac jakim liczhom odpowiadaja logarytmy
0,334417, 1,334417, © 2334417 1 4,334417.
Poniewat te logarytmy maja jednakowa czesé dziesictng, stad
liczby im odpowiednie skladaja sig z jednakowych cyfer. Dosyé
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wige jest oznaczyé liczbg odpowiedniajednemu z nich, pierwsze-
mu 7p. aby potem podlug réznoéci cechy, nadaé rozmaita wartosé
porzadkowa cyfrom skladajacym te liczbe, aktora to warlosé je-
dyna stanowi¢ bedzie roznicg w liczbach odpowiednich danym
logarytmom.
4417 4454 czedé dzies. wyisza w tablicach
4253 4253 . o, y»»  Diisza %
T 164 .3, 200 = 0,82
Ze 2a$ liczbg odpowiednia logarytmowi 334253 jest 2159, ta
wige uzupelniona cyframiznalezionemi bedzie 2159,82. Stad licz-
by szukane, ze wzgledu na cechy danych logarytmow, beda:
0,334417=log. 2,15982
1,334417=log. 21,5982
2,334417=log. 215,982
4,334417=log. 21598,2
4°.  Znaleié liczbe odpowiednia logarytmowi 7,858888
W tablicach znajdujemy naprzid, Ze czesé dziesi¢tna logarytmu
bezposrednio niiszego 888853, odpowiada liczbie 7742,
S888 8909
8853 8853 T742
nedDied 0= 19,68
Liczba zatem szukang ze wzgledu na ceche 7, bedzie 77426200,
Tym sposobem widzimy, ie nie jesteémy w slanie za pomocg
naszych tablic, dokladnie oznaczyé 7ej i Sej eyfry w liczbie szu-
kanéj, majacej by¢ odpowiednia logarytmowi danemu, i dla tego
ich miejsca przez zera zapelniamy W ogole przez tablice loga-
rylmowe oznaczamy tyle tylko cyfer dokladnych w liczbach, ile
cyfer dziesigtnych obejmujy same logarytmy. To wlaénie ogra-
nicza uzycie logarytméw w pewnych przypadkach, a szczegol-
niej gdy idzie o mnoZenie liczb wielocyfrowych. Przypadki te je-
dnak w praktyce rzadziéj przytrafiaja sig; czescie] daleko mnozymy
liczby mniejsze polaczone z wielu eyframi dziesi¢tnemi i to mno-
Zenie, jak zobaczemy niiej, znacznie ulatwiaja logarytmy. Szes¢
bowiem cyfer w iloczynie otrzymanych bedq dostateczne, gdy
tylko liczby dane do mnoZenia, w czgsciach swych calkowitych
nie sy wielkie. .
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128. W poprzednich przykladach szlo zawsze o wyszuka-
nie liczby odpowiednicjlogarytmowi zupelnie dodatniemu, takiej
zalem liczby, ktora byla zawsze wigkszq od jednosci, Pozostaje
jeszceze do wyjasnienia przypadek, gdy idzie 0 wyszukanie licz-
by mniejszej od jednoéci a klorej odpowiedni logarytm dany, mo-
ze byc, albo dodatni lecz z cecha 0 10 jednosci wigksza, albo z ce-
cha tylko odjemna, albo wreszcie zupelnie odjemny.

a. Gdy logarytmn dany jest dodatni, lecz z cechg 0 10 je-
dnosei wigksza. ;

Dajmy np. ze mamy wynalezé liczbe odpowiednig logarytmo -
wi 9,080552-10, czyli logarytmowi 9.089552.

Bez wzgledu na ceche szukamy naprz6d, jakiéj liczbie czesé
dziesigtna logarytmu danego odpowiada: tg liczbg jest 1229,
Wartos¢ miejscowy cyfer skladajacych te liczbe poda cecha 9,
ktora podlug (124) odjeta od 10, daje liczbe wskazujaca, albo
ilezer poprzedza pierwszq cyfre znaczaca, albo jakie miejsce cyfra
pierwsza znaczgca po przecinku zajmowaé winna; stad

9.089552 = log. 0,1229.

Podobnie# gdy idzie o wyszukanie liczby odpowiednie] loga-
rytmowi 7.858156, ezyli 7,858156—10.

Poniewai czesé dziesigtna logarytmu danego nie znajduje sig
w tablicach, oznaczamy wige liczbg jej odpowiednig sposobem
wy#é] wskazanym. Czesé dziesigtna najblizé] nizsza 858116 od-
powiada liczbie 7213, slad,

8156 8176
8116 8116 7213

407 “y e EEEY
Przeto logarytmowi danemu odpowiada liczba 7213,67, leez bez
wzgledo jeszeze na warto$é porzadkowsq eyfer te liczbg sklada-
jacych. Wartosé takowaq oznaczy cecha T, ktora jako wyisza od
wlasciwej o 10 jednosci, w roznicy swojej od tychie 10 jedno-
gci wskazuje, ie 3 zer poprzedza pierwsza cyfre znaczaca liczby
znalezionéj, albo Ze ta cyfra trzecie miejsce po przecinku zajmo-
wa¢ winna. Stad
1,858156 — 10=log. 0,00721367
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b. Gdy logarytm dany jest z cechy odjemna.
Wynajdzmy #p. liczbe odpowiednia logarytmowi
1,333333, czyli logarytmowi 0,333333 —1.

Nie zwaiajac na ceche oznaczamy naprzéd cyfry liczby, ktéra
odpowiada cz¢sci dziesigtnej danego logarytmu. Znajdujemy, ze
bezposrednio ni#szq ezedcia dziesietng w tablicach jest 332246, 1
7e ta odpowiada liczhie 2154.

Mamy nadto 3333 3447 czgsé dzies. wyisza w tabl.
3246 3246 ” y» DiZsza M
8T : 201=0,43

Cyfry wige skladajace liczbe szukana sa 215443, Ze za$ ce-
cha 1, wskazuje miejsce jakie cyfra pierwsza znaczaca po prze-
cinku zajmuje, stad

1,333333,=log. 0,215443.

Podobniez znalezlibysmy, ze logarytm 3,089905 odpowiada ulom-

kowi dziesi¢tnemu 0,00123, gdyi czesé dziesigtna logerytmu

089905, ma odpowiednig sobie liczbe 123: cecha za$ C wskazuje

Ze pierwsza cyfra znaczaca 1, zajmuje 3cie miejsce po przecinku.
c. Gdy logarytm jest zupelnie odjemny.

Poniewa? tablice zawsze tylko logarylmy dodatnie w sobie
obejmuja, stad aby znalezé liczbg odpowiednia logarytmowi da-
nemu odjemnemn, potrzeba go wprz6d zamienié, albo na loga-
rytm dodatni, lecz z cecha o 10 jednosci wigkszg, albo na do-
datni co do czesci dziesigtnéj, lecz z cecha odjemna. np.

Znalei¢ liczbe odpowiedniq logarytmowi — 2,334419.
Logarytm odjemny zamieniamy na dodatni, biorac jego dopelnie-
nie do 10 jednosci, bez wzgledu na znak ktory go poprzedza(119).
Mamy bowiem

—2,334419=10—2,334419—10=7.665551—10
Liczba odpowiednia czesci dziesiglnej powslalego tak z zamia-
ny logarytmu dodatniego, jest 463. Cecha zas 7 odjeta od 10,
daje liczbe 3,ktéra wskazuje, iZ pierwsza cyfra znaczqca 4,w liczbie
znalezionej, trzecie miejsce po przecinku zajmowad winna, styd

—2,334419 czyli 7.665581=log. 0,00463
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Przy zamianie logarytmu danego odjemnego na logarytm z ce-
cha odjemna, bierzemy dopelnienie logarytmu do takiej liczby je-
dnoéei, ktoraby byla ojedna jednosé wigkszg od tej, jaka cecha
obejmuje (120); stad
—2,334419—=3—2,334419—3=0,665581—3=3,665381

Czedé dziesi¢ina wypadlego slad logarylmu, taz sama jak i
w poprzednim przypadku, odpowiada liczbie 463: cecha zas
3,wskazuje wprost miejsce, ktore pierwsza cyfra znaczaca po
przecinku zajmuje; stad

—2,334419=3,665581—=log. 0,00463
Podobnie# - znajdziemy Iu.zbg odpowiednia logarylmowi
—0,522879.
—0,522879=10—0,522879 —10=9.477121

—0,522879—=1—0,522879— 1=1,477121.

Cze$é dziesietna 477121, tai sama w obu logarytmach z za-
miany powstalych, odpowiada liczbie 300. Cecha 9 logarytmu
dodatniego, roznica swoja 1 od 10 wskazuje, iz cyfra pierwsza
znaczgca liczby znalezionej, zajmuje pierwsze micjsce po prze-
cinku, co w logarylmie z cecha odjemng wprost przez lg cechg

jest wskazane. Stad
—0,522879=log. 0,3.

Zastosowanie logarytmow
do rozwigzywania dzialan arytmelycznych.

122, W tych zastosowaniach rozwigZemy nastepnie przyklady
sciagajace si¢ do mnoienia, dzielenia, podnoszenia do poteg,
wyciagania pierwiasltkow i do postepow ilorazowych.

Opusciemy zas zupelnie zastosowania logarytméw do rachun-
kow z procentem skladanym, z przyczyny, ii te rachunki wraz
zich leorya sq szczegblowo podane i wyjasnione w osobnem
dziele pod tytulem ,,Bachunkowosé handlowa w wainiejszych
Jjeéj zastosowaniach. Warszawa 1846.%

Logarytmy ulomkéw zawsze tylko jako dudatnie przedsta-
wiaé bedziemy, podlug sposobu w rachunku prakiycznym pra-
wie powszechnie teraz uzywanego.
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130.  Zastosowanie logarytmow do mnoienia ulomlow
dziesiglnych.

1. Rozmnoiyé przez siebie 5 nastgpnych ulomkow dziesigtnych.
1,2345,  2,3456,  3,4561,  4,5678,  5,6789
log. 1,2345=0,091491
log. 2,3456=0,370254

, log. 3,4567=0,535662
log. 4,5678=0,659707
log. 5,6789—=0,754264
log. iloczynu —2,414378=log. 259,643
lloczyn przeto zadany, jako liczba odpowiednia logarytmowi
2,414378 jest 259,043,
2. Znaleic iloczyn 10 liczh nastepnych.
1,0234, 1,0345, 1,0456, 1,0567, 1,0678
1,0789, © 1,0800,  1,0901,  1,0012,  1,0123.
log. 1,0234=0,010045
log. 1,0345—0,014731
log. 1,0456—=0,019366
log. 1,0567=0,023952
log. 1,0678=0,028490
‘log. 1,0789—=0,032981
log. 1,0890=0,037028
log. 1,0901=—=0,037466
log. 1,0012=0,000521
log. 1,0123=0,005309
log. #loczynu :0?2@—85_3_-—_105. 1,62139
3. Znaleié przy pomocy logarytmow iloczyn liczh
497,86, 176,897,  0,67948
log. 497,86 = 2,607107
log. 76,897 = 1,855909
log. 0,67948= 9,832177—10
log. #loczynu =14,415193—10—=4,415193

Hoczynem Zydanym jest liczba odpowiednia temu logarytmo-
wi, czyli 26013,1.
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4.  Znaleié iloczyn 5 liczb nastepnych.
7,03258 X 0,08765 X 0,8765 X 0,348 X 0,0028.
log. 7,93258= 0,509414
log. 0,98765= 0,994603—10
log. 0,8765 = 9,942752—10
log. 0,348 = 9,541579—10
log. 0,0028 = 7,447158—10

log. iloczynu _17,825306%
= 7,525506—10=log. 0,00669 123
131. Zaslosowanie !agm'yiméw do dzielenia w ogolnosci.
1. Podzielic S7946 przez 9542.

Sposobem zwyczajnym przez dopelnienia
log. 87946 —4,944216 log. 87946— 4,944216

log. 9542=3,093053 dop. log. 9342 = 6,006917
log. ilorazu=0,951133 albo 10,951133—10.

lloraz przeto Zadany, jako liczba odpowiednia temu logaryt-
mowi jest 8,93578.
2. Podzielic 10460353203 przez 177147.
log. 1046035.... =10,019547
log. 177147 = 5,248334

log. ilos rau — 4,771213
Liczba logarytmowi ilorazu odpowiednia 590409, jest do-
kladnym ilorazem, jakkolwiek tylko T pierwszych cyfer dziel-
nej wplywaly na oznaczenie jej logarytmu. Pochodzi to stad, iz
w dzielenin r6inosé cyfer ilorazu zalezy jedynie od pierwszych
cyfer dzielnej, wzigtych wilosci odpowiedniej dzielnikowi; osta-
tnie za$ cyfry sluig tylko do Scislejszego oznaczenia reszly osla-
tniej, z dzielenia wynikajace].
3. Podzielic 1,654 przez 1,978.
log. 7,654=0,883888
log. 1,978—=0,296226

log. ilorazu=—0,587662—log. 3,56956
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4. Podzielic | przez 3,14159.

log. ilorazu = log. 1+dop. log. 3,14159—10
= 9,502850—10=log. 0,318310.
5. Podzielié 0,5437 przez 28.
log. 0,5437=9,735350—10
log. 28 =1,447158

log. ilorazu =8,288201—10=log. 0,0194178,

6. Podzielié 28 przez 0,5437.
log. ilorazu =log. 28—log. 0,5437
=1,447158—(9,735359—10)
=1,447158 4 10—9,735359—=1,711799
lloraz przeto Zadany, jako liczba temu logarytmowi odpowie-
dnia, bedzie 5,14990.
7. Podzieli¢ 0,345 przez 0,4567.
Pt i My doty
7 TT0,4867 T 4567
log. ¢ = log. 3450+ dop. log. 4567—10
= 3,5378194-6,340369—10
= 9,878188—10=log. 0,75542

132. Zastosowanie logarytmow do dzialasi, w ktorych mno-
Zenie i dzielenie sq razem polaczone.

1. Znalezé iloczyn ulomkow »y,,, 13, i 47,
log. 31= 1,491362
log. 13= 1,113943
log. 47= 1,672098
dop. log. 75= 8,124939
dop. log. 12= 8,920819
dop. log. 48— 8,318759

log. dloczynu—29,641920— 30=9,641920—10

Z przyczyny 3 dopelnien wchodzacych do dodawania, tylei
dziesigtek, czyli 30 od summy wyniklej odja¢ bylo potrzeba.
Liczba odpowiednia logarytmowi stad powstalemu jest 0,438449,

18
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9. Znalexé za pomocq Jogarytmow ‘cxwarly wyraz pro-
pO?‘L‘yh bl &

73123 -_-2'3,-

99 "935 2 g
123 %23 99
T233%21 3

log: 123= 2,089905 _
Jog. '23=='1,361728
log. 99=1,995635
dop.'log. 235—= 7,628932
dop. log. 27— 8,565636
dop. log. 73='8,136677
20,781513 —30=9,781513—10.
Wypadek indany,lako liczba temu logarytmowi odpowwdma,
jest 0,604662. BES @0 savis 2bE
3. Znaleié czwarly wymz propm'c i,
0,0963 : 0,24958—0,008067: =
Dla ulatwienia w samem zastosowaniu logarytmow, dwa pier-
wsze wyrazy proporcyi zamlemamy na callkowite, mnozac przez
100000, stad
9630 : 24958:0,008967 1%
log. @=log. 24958 +log. 0,008967 -+ dop. log. 9630---10
log. 24958 = = 4,397210
log. 0,008967= 7,952647—10
dop. Tog. 9630 = 6,016374
- 18,366231—10—10 |
—18,36623 1 —20—8,366231—10
Wypadek wige Zadany, jako liczba odpowledma temu loga-
rytmowi jest 0,0202397.
133.  Zastosowanie logarytmow do padnoszema do poteg.
‘Logarytmy przy podnoszeniu do poteg liczb calkowitych,
mniej sa pomocne, gdyz liczba cyfer przez nie znalezionych jest
zawsze dodéé ograniczona. Czasem jednak majac lak znaienon .
pierwsze cylry wypadku, hﬂwuéj jest pozostale przez mnoaen_
uzapelnié. -
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1. Znaleid 25q potege licby 2.
log. 2=0,301030, stad 25 log.'2=7,525750
1 zatem 22==33554400
Aby ostatnie dwie eyfry wynalezé, ktére tu jako niewiadome
przez zera sq zastapione podnosimy 2 do 25tej potegi zwyczaj-

nym sposobem ogramcza]qc sig tylko na wyszukaniu 3 ostalnich
cyfer.

2°—256 A | gin'53g
266 ¢ 015 2% 250
536 ol 216
80 ' . 80

2% 7536 LAY

Stad ostatnie 3 cyfry 2% sa 432- zatem . 2”—.33554432
2. - Znaleié 6smg polege kczéy 12.
log. 12=1,079181, stad 8 log. ]2._.8 633448
zatem 129=429950000
Aby ostatnie cyfry dokladne wynalezé, podnosimy 12 do 8¢)
polegi, ograniczajac si¢ na 4 ostatnich cyfrach.

128= 144 ... 124 .0736
144 0736
516 4416
576 208
g4 VO 59
124, 0736 123, 1696

stad 12°=420981696.
3. Znaleté blg potege chzby 2,3
log. 2,3=0,361128, stad 5 log. 2,3=—=1,808640
przeto 2,3°=64,3635 z przyblizeniem na 0,0001 prawie.
4. Znalezé Ylg polege ulomhu dzaes:emego 0,458.
log. 0,458—=9,660865—10
9 log. 0,458=9(9, 660865—10)=86,947785—90
=6,947785—10.

Liczba odpowiednia :_!t_a_l;nu_l_ogarylmt‘mi jest 0,000886716.
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5. Podniescé do YNEj potegi ulomek ¥s.
log. 3 =0,477121
dop. log. 5 ==9,301030
log. % =9,178151—10.
11 log. % == l1(9,778151——10}=107,559661—-l 10
= T,559661—10=log. 0,003628

P .o f 643\ 21
6. Zn'aleze warlosc (631)

log. 643—2,508211
log. 637=2,504139

log. dlorazu —0,004072
stad 211og.2"=0,085512=log. 1,21762
Wartoscia przeto Zadang jest 1,21762
134. Zastosowanie logarylmow do wyciagania pier-
wiasthow.

Gdy przy pomocy naszych tabliclogarytmowych znalezé mo-
#na dokladnie 6 pierwszych cyfer kazdej liczby, ktoréj logarytm
jest podany, stad jakkolwiek wielka jest potega liczby, niewigcé]
jak 6 cyfer obejmujacej, zawsze jej pierwiastek latwo bedzie
otrzymac. -

\. Znaletd wartosé }/185193
Poniewaz log. 185193=5,267624, stad

log. 185193
log. |/ 185193 ———3— =1,155875
Temu logarytmowi dokladnie odpowiada liczba 57, przeto
1/185193=51.

9. Znaleid |/683791841.
Gdy log. 683797841—=8,834928, stad

log 1/683797841= 22— 944976

Pierwiastkiem przeto szesciennym igdanym jest 881, czyli
liczba odpowiednia ostatniemu logarytmowi.

http://rcin.org.pl



141

3. Wynaleié 171048576,
log. 1048576—=6,020600
/s log. 1048576=1,204120—=log. 16

4. Znaleté 1/10460353203.
log. 10460353203==10,019347
; 7 log. 1046035323=1,431364=log. 27.
Stad iadany pierwiastek—27.

5. Znaleze 1/7,625591.
log. 7,625597—0,852273
s tego log. :0,294091::’0& 1.96830

6. Znaleié1)0,5. - Log. 0,5=9,698970—10.
log. la/.0,5= ]03.;),5 5 9,69897:—10 .

Aby w wypadku dzielenia mieé zawsze 10, nie za$ inng licz-
be do odjecia, przed podzieleniem logarytmu przez wykladnik
pierwiastku, dodajemy do dwoch liczb go skladajaeych, po tyle
dziesigtkow, ile jednosci wykladnik zawiera, mniej jedng. Stad

log. 0,5—29,698970—30

log- 95 g 809656—10=log. 0,79370

zatem ]}'0,5:0,79370.
1. Wynale#d 1/0,1. Log. /0,1 = i‘“igo*_'
log. 0,1=9,000000—10=19,000000—20
Jog?! g:! — 9,50000—10
stad 1/0,1=0,316228.
8. Wynaleié sredniq geometrycznie proporeyonalng po-
miedzy 13,15 i 34,26.
Gdy = 13,15 :  : 34,26, stad 2=]/13,15 x 34,26
10%. z=" (log. 13,15 +log. 34,26),
0g. 13,15=1,115926
log. 34,26:1,5_3_4:!_87_
log. doczynu  2,653703
2 tego log.=1,326851=log. 21,2251
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Zadana wice $rednig proporeyonalng jest 21,22, czyli ie
== 13,15 :21,22: 34,26. '

9. Wynaleié wartosé ];"’/;.

log.]/ s = % (log. 134 dop. log. 16—10)
log. 13=1,113943
dop. log. 16=8,795880

f log. s =9,909823—10—49,909323—50
Y log. %==9,081965—10=log. 0,959324

10. . Wynalezé. | Yo ;
log. 1=0,000000=10,000000—10
log. 99— 1,995635

103. l/sﬂ = 8,004365——'1“
Yao 10g Vouz="e (8,004365—10)==" ( 198,004365—200)
=9,900218—10=log. 0,79472

Podobniez bysmy znalezli, Ze

/8 = 1,34590 V1 =1,19075
135246 = 13,7018 P, =0,935T15.
17567348 =  3,01639 1/3%015==0,757438
1723518 =  2,48552

135, Zastosowanie logarytmow do przykladow, w kio-
rychwszysthkie poprzednie dzialania sa polaczone.

1. Znaleié wartosé )/ (% ]}’6).

log. V{% ]/"6):'/. (log. T+dop. log. 3—10-} % log. 6)
log, 7=0,845008
dop. log. 3=9,522879
% log. 6=",%x0,778151 =0,194538

log. Zadany —10,562515—10
= 0,562515=log. 1,29569.
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2. Znaleié wartosé (2141 19)

Dodawanie i odciaganie liezb, za pomoca logarytméw zwy-
czajnych dokonane by¢ nie moga; dokonane bowiem, odpo-
wiadalyby mnozenia i dzieleniu na samychie liczbach. Podlug
tego, najwickszy bylby blad, gdybysmy wazieli

log. 1/ (214+}/19)= %log (21 +log.}/19)

gdyi to whadnie jest wartodcig ]:/(21. ]}’l 9).
Dzialanie Zgdane nastepnie odbyé potrzeba.

log. 1/(214+1719)= v, log. (21" + }/19)

Dla otrzymania przeto wypadku, polrzeba za pomocy logaryl-

mow znaleé warlosé 1/8'19, przydaé ja do 21 zsummy tak po-
wslalé] wyciagnaé przez logarylmy pierwiastek §éj polegi.
Gdy log 19=1, 278754, stad

log. 17/19=" log. 19 = 0,213126 .
przeto ],.‘/19 = 1,63352

214 1719 = 22,63352

log. (214 1719)=log. 22,63352=1,354752

% log. (214 1/19) = 0,169344.
Wypadek przeto 2adany jako liczba temu [ogarylmom od-

powiednia jest 1,47687.
Podobnym sposobem jak w tym przykhdz:e, znalezé moina

nast¢pne wypadki. ey
115,03+ 17/0,2)=1,79202.
1/19,021—3)/5,02)=1,26181.
l/ B3451/278 ) agags.
Pip mi
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}/466871°. J/3576",
996003. 1/0,0071

log. 4663T1= 5,669197 log. 3576—= 3,553308
6 log 46657 1==34,015182 lﬁlu Ja10=— 56 554368

3. Znaleié wartosé

1 3576
¢ '.".{*'—f_‘fi_ 4,5593122 E—[i’g—é—— = 6317152
16 log. 3576 :
Og—g—-—ﬁ 317152

11, !16464-Iog ]/466871“ ]/3576“‘
log. 0,0071=17,851258—10=17,851258—20

stad  log. 10,0071 = 89"5600—102
log. 996003 = 5,998262

log. (996003. 10,0071 =14,923891—10= 4,923591
Ze 5a$ log.}/466ST1". 1/3576" = 11,176464

/4668710, /3576
996003. 70,0071
Wypadek przeto zadany, jako liczba temu logarytmowi odpo-

wiednia, jest 178850.

W podobnym sposobie znaieilibyémy, ie

stad log. 6, 25‘.’573.

*/1165 132.7,356°

1% 253 = 2106,91. 90 — T —144,597
12 13,25

s 1470 N et . 3420]/136

3% 110,26}/ /3)_.0,.)96044. 4", 20,0003 _28,.)464
42666\ 1* 765

5. (i) (o) = 62756,9
991,767° 12,34

6% @0,388%10,1575)— 1211437
5207213, /0 4!

O b £l TV

255608° .

136. Zastosowanie logarytmow do postepiw ilorazowych.
Wzory wynalezione do oznaczenia jui jakiegokolwick wyraza

w postepie ilorazowym; jui summy, jui iloczynu pewnej liczby
tych wyrazéw, uiyte przy zwyczajnym rachunku, czynig robote
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zbyt dluga i trudng. Wzér za$ sluZacy do olrzymania wykladni-
ka, atem samem do umieszczenia pewnej liczby $rednich geome-
tryczoie proporcyonalnych, pomigdzy dwiema liczbami danemi,
w podubnym sposobie niemoie by¢ rozwigzanym. Przeciwnie
kaidy z tych rachunkéw staje sig latwym przy pomocy logaryt.
mow; wzory tylko powyisze za uiyciem tych logarytméw naste-
pnej podlegna zmianie. I tak :

I  Wzor na oznaczenie jakiegobadZz wyrazu w postepie
ilorazawym,

l=aq"™" zamieni si¢ na
log. I=log. a+(n—1)log. q

2°  Wzbr na wynalezienie wykladmka w postepie
m ol

= I/_ Zamieni 8“: na

__log. [+dop. log. a—10
log. ¢ = il
3. Wzor na iloczyn P=]/(al)", zamieni si¢ na

log. ;
iy n(log ﬁ;—l—log l)

Ig— NS
4. Wzbr na summe wyrazéw S — j--—;z zamieni si¢ na

log. S=log. ({y—a)+dop. log. (9—1)—10
Jeieli zas wzigly bedzie wzér drugi na summe wyrazow,
§= S wohwczas
log. S=log. a+ log. (¢"—1)+dop. log. (¢—1) —10
Dla obrachowania log. (¢"—1), znajdziemy naprzod war-
t0$¢ log.q"=n log. ¢, wyszukamy liczby jemu odpowiedniej, i
po odjeciu od niej jednosci, dopiero wezmiemy logarytm.
Przyklady. 1°. Przypuszezajac ie ziurno przenicy zasiane
wydalo w klosie 30 ziarn; Ze kaide z tych ziarn na nowo posia-
ne wydalo takie po 30 ziarn w2gim roku, podobniei w trzecim

i t. d., jakii byt zbior olrzymany w ciggu 10go roku.
19
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1dzié tu o wynalezienie 10g0 wyrazu w postepie
1:30:30%:30%..... 30°,
Gdy log. I=log. a4 (n—1) log. q
stad log. 30°=log. 149 log. 30=9 log. 30
: - =9% 1.47T121=13,294059.

Czesé dziesietna logarytmu tak wypadlego odpowiada liczbie
19683, stad 13,294089 bedzie logarylmem liczby 10683 wzigtej
% dopisanemi dziewigciu jeszcze zerami, a kiOra oznaczy zbior
ziarn w 10tym roku wydanych. ,

Poniewaz na objeto$é centymetru szedciennego 25 ziarn sredniej
wielkosei rachowaé moina, stad na litr, czyli kwarle obejmuja-
ca 1000 takich centymelrow, wypadnie 25000 ziarni na hekiolite
zatem czyli na 100 kwart, ziarn 2500000, Przypuszczajae zas ie
hektar gruntu (nieco wiekszy od 2 morgdw), wydaje 20 hektoli-
trow, czyli 50 miljon6w ziarn, potrzebaby przeto do 400000 he-
ktarow, czyli przeszlo SON00D morgbw, aby w jednym zbiorze
powy#sza ilosé zboza byla wydans.

2°.  Pewnemu Monarsze Indyjskiemu Malemalylk Sessa
przedstawil gre w szachy praezsiebie wynaleziona. Monarcha
tak byt nia zadowolpny, i przyrzekl mu przyznaé nagrodg cho-
ciaiby najwigksza. Ten ograniczyl sig tylho na Zudaniu 1 ziarna
2hoia za pierwsze pole jego szachownicy, 2 ziarn za drugie, 4 za
3cie i tak nustepnie az do ostainiego exyli 64go. Monarcha pra-
wie uraiony nagroda, klora mu zdawala sie byé mala, kazat
Wezyrowi natychmiast ja zaspokoié. Leez jakiet hylo jego zdzi-
wienie, gdy rachunek okazal, Ze do zaspokojenia zhoie na calej
lkuli ziemskiej nie jest dostateczne. Musial przelo wyznac e nie
Jest dosyc bogalym, dziwiqe sig jui wiecéj subletnosei zadania,
nii samymzie szachom.
Idzie tu 0 wynalezienie summy 64 wyrazéw postepu,
R A e s i g0
Gdy log. S=log. (lg—a)+ dop. log. (g—1)—10
stad log. S=log. (2.2"—1)4-dop. log. (2—1)—10
=log. (2%—=1)+410—10=log. (2%=1)
Ze 728 log.2==0,301030, siad
log. 2%—=64 log. 2=19,265920
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19,265020=log. 18446700000000000000.

Chociaz w wypadku ﬁplerquynh lylkp cyfer }est dokladnych,
przyblizenie to jednak jest dostateczne pray tak ogromnej liczbie,
ktoréj zawsze wielkosé oceniong byc moie. Liczba ta oznacza
ilos¢ ziarn adanych za szachy. Ze za$ podlug popuedmego
przypuszezenia usvaZa sie, iz heklsrgrunlu 50 milion6w ziarn sre-
dnio wydaé moie, slad -myryameltr kwadratowy, czyli 1000 hekta -
réw wydadza 50 miliardéw zisrn. Liczba ta rozmnoZona przez
5092960, czyh przez liczbe myryametréw, jakg licza na caly po-
wierzchni¢ ziemi, tworzy iloczyn | Jeszcze mieszczacy sig T razy,
wliczbie ziarn Zadane] za szachy, czyli w wartosci 2%. Potrzebaby
zatem 7 zbioréw zboZa na'calej powierzchni ziemi, niewylaczajac
nawel jej miejsc przez wody zapelnionych, aby utworzyé ilosé
zboza zydang.

3°  Umiescic pomiedzy 7 i 100 eztery $rednie geomelry-
cznie proporcyonalne.
Szukajmy naprz6d wykladnika w postepie, majacym za pier-
wszy wyraz 7, za ostatni 100, podlug wzoru
log. q__log. {+4-dop. log.a—10
m+-1 __
__log. 1004 dop. log. 7--10
5
Iog, 100= 2,000000
dop. log. 7= 0,154002_
11,154902—10=1,154902

- 15;‘]02 = 0,230980=log. 1,702,

Wykladnik przeto szukany jest 1,702; mnozac ten wykladnik
przez 7, czyli przez pierwszy wyraz dany, otrzymamy drugi; mno-
#ac przez 2gi otrzymamy 3ci i t.'d. Logarytmy wtym razie moga
jeszcze byé na pomocy; i tak:
log. lej $redniej=log. 1go wyr.+log. g==1,076078=log. 11.91
log. 2¢j , =log.2go ,, +log. ¢=1,307055=log. 20,23
log. 3ej ,, =log. 3go ,, +log. ¢=1,538038=log. 34,51
log. 4¢j ,, . =log. 4go ,, +log. ¢=1,1769018=log. 58,75
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 Postep przeto Zadany bedzie nastepny
2= 7:11,91:20,28: 34,51 : 58,75 : 100
4°. Wyszukaé iloczyn 6 pierwszych wyrazow postepu ilo-
razowego,
222:4:8:16:32: 64,
Gdy P=)/2.64°=]/128", stad
log. } 128° = B—hgé e
log. 128—=2,107210
6 log. 128—=12,643260
6 log. 128
2
Wypadek przeto Zadany, jako liczba odpowiednia logarytmowi
6,321630, jest 2097150, zupelnie dokladny,co do wszystkich cy-
fer oprocz jednosci; otrzymany bowiem przez mnoienie jest
2097152,
Podobniez by$my znalezli, Ze iloczynem wszystkich wyrazow
w postepie (81)

= 6,321630

1:3:9:27:81:243
jest 14348907, liczba ktéréj tylko 6 pierwszych cyfer przy po-
mocy tablic tu podanych, otrzyma¢ moina.
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TABLICA LOGARYTMOWA LICED

OD 1 DO 10000.



LOGARYTMY LICZB

od 1 de 10000.

Log. . Log. I Log.

0+000000 3 | 1-414973 1-707570 1-880814
0301030 1:431364 2 | 1716003 1886491
0477121 | : 1:447158 14724276 1-892095
0-602060 .| : 1462398 | ¢ 1732394 | 79 | 1897627
0-698070 1477121 1-740363 | 1903090
0-778151 1| 1401362 | 1:748188 1908485
0-845098 2 | 1-505150 1-755875 1:913814
0:903090 | : 1518514 1763428 3 | 1919078
0954243 1531479 1770852 1-924279
1:000000 5 | 1-544068 1778151 1-929419
1:041393 1-556303 1785330 1:934498
1079181 1-568202 2 | 1-792392 1:939519
1113043 1579784 3 | 1-799341 1:944483
1-146128 1-591063 1:806180 9 | 1:949390
1:176091 1+602060 1:812913 1:954243
1'204120 1612784 1-819544 1 | 1959041
1230449 1:623249 1826075 1-963788
1255273 3 | 1633468 1:832509 1-968483
1278754 1:643453 1-838849 1973128
1.301030 1-653213 1845008 1977724
1'322219 1662758 1-851258 1-082271
1.342423 1672098 1857332 1:986772
1'361728 1:681241 '3 | 1'863323 1991226
1.380211 1 690196 1:869232 1-995635
1397940 1-698970 1875061 2:000000

0 =1 S W oA W N

R R e e e
O o e O © W -d ;R e W= o &
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Bl Wl @6 [T [ =] 9
LOO | 000VUO | 0434 | 0868 | 1301 | 1734 | 2166 | 2598 | 3029 | 3461 | 3801
101 | 4321 | 4751 | 5181 | 5609 | 6038 | 6466 | 6894 | 7821 | 7748 | 5174
102 | 8600 | 9026 | 9451 | 9876 |« 800 1 4724 | 1147 | 1570 | 1993 | 2415
103 | 012837 | 3259 | 3680 | 4100 | 4521 | 4940 | 5360 | 5779 | 6197 | 6616
104| 7033 [ 7451 | 7868 | 8284 | 8700 | 9116 | 9532 | 9947 | o361 | o775
105 | 021189 | 1603 | 2016 | 2428 | 2841 | 3252 | 3664 | 4075 | 4486 | 4896
106 | ' -5306 | 5715 | 6125 | 6533 | 6942 | 7350 | 7757 | 8164 | 8571 | 8978
107| 9384|9789 | 195 [ ,600 | 1004 | 1408 | 1512 | 2216 | 2619 | 3021
108 | 033424 | 3826 | 4227 | 4628 | 5029 | 5430 | 5830 | 6230 | 6629 | 7028
109} 7426 | 7825 | 8228 [ 8620 | 9017 | 9614 | 9811 | +207 | 4602 | +998
110 | 041393 | 1787 | 2182 | 2576 | 2969 | 8362 | 3755 | 4148 | 4540 | 4932
11| 5323 | 5714 | 6105 | 6495 | 6885 | 7275 | 7664 | 8053 | 8442 | 8830
12| 9218|9606 | 9993 | ,880 | . 766 | 1153 | 1538 | 1924 | 2309 | 2604
113 | 053078 | 3463 | 3846 | 4230 | 4613 | 4996 | 5378 | 5760 | 6142 | 6324
114 6905 | 7286 | 7666 | 8046 | 8426 | 8805 | 9185 | 9563 | 9942 | 320
1135 | 060698 | 1075 | 1452 | 1820 | 2206 | 2582 | 2958 | 3333 | 3709 | 4083
116 | 4458 | 4832 | 5206 | 5580 | 5953 | 6326 | 6699 | 7071 | 7443 | 7815
117 8186 | 8557 | 8928 [ 9298 | 9668 * 00 35 | ¢ 407 | #776 | 1145 | 1514
118 | 071882 | 2250°) 2617 | 2985 | 3852 . 3745 | 4085 | 4651 | 4516 | 5182
119{ 5547 | 5912 | 6276 | 6640 | 7004 | 7368 | 7731 | 8094 | 8457 | 8819
120 9181|9543 | 9904 |, 266 | ,626 | 4987 | 1347 | 1707 | 2067 | 2426
121 | 082785 | 8144 | 3503 | 3861 | 4219 | 4576 | 4934 | 5201 | 5647 | 6004
122 - 6360 | 6716 | 7071 | 7426 | 7781 | 8136 | 8490 | 8845 | 0198 | 9552
1231 9903 [, 258|611 |, 963 | 1315 [ 1667 | 2018 | 2370 | 2721 | 3071
124 | 003422 | 3772 | 4122 | 4471 | 4820 | 5169 | 5518 | 5866 | 6215 | 6562
125 6910 | 7257 | 7604 | 7951 | 8298 | 8644 | 8990 | 9335 | 9681 | €026
126 | 100371 {0715 | 1089 | 1403 | 1747 | 2091 | 2434 | 2777 | 3119 | 3462
127 3804 | 4146 | 4487 | 4828| 5169 | 5510 | 5851 | 6191 | 6531 | 6871
128 | 7210 | 7549 | 7888 | 8227 | 8565 | 8903 | 9241 | 9579 | 9916 | «253
129 | 110590 | 0926 | 1263 | 1599 | 1934 | 2270 | 2605 | 2940 | 3275 | 3609
130 | 3948|4277 | 46'1 | 4944 | 5278 | 5611 ! 5943 | 6276 ] 6608 | 6940
13U 7271 | 7608 | 7984 | 8265 | 8595 | 8926 | 9256 | 9586 | 9915 | 4245
132 | 120574 [ 0903 | 1281 | 1560 | 1888 | 2216 | 2544 | 2871 | 3198 | 3525
133 | 3852 | 4178 | 4504 | 4830 | 5156 | 5481 | 5806 | 6131 | 6456 | 6781
134 | 7105 | 7429 [ 7753 (5076 | 8399 | 8722 | 9045 | 9368 | 9690 | e 12
135 | 130834 | 0655 | 09771298 | 1619 [ 1939 | 2260 | 2580 | 2900 | 3219
136 | 3539 | 3858 4177 | 4496 | 4814 | 5133 | 5451 | 5769 | 6086 | 6403
137 | 6721|7037 7354 | 7671 [ 7987 | 8303 | 8618 | 8934 | 9249 | 9564
138 | 9879 |, 194 |, 508,822 1136 | 1450 | 1763 { 2076 | 2389 | 2702
139 | 143015 | 3327 | 3639 | 3951 | 4263 | 4574 | 4885 | 5196 | 5507 | 5818
1450 | '6128| 6438 | 6748 7058 | 7367 | 7676 | 7985 F 8294 | 8603 | 8911
141 9219|9527 | 9835 | J142 | , 449 | 4756 | 1063 | 1370 | 1676 | 1982
142 | 152288 | 2594 | 2900 | 3205 3510 | 8815 | 4120 | 4424 | 4728 | 5032
143 | 5336 | 5640 | 5943 | 6246 | 6549 | 6852 | 7154 | 7457 | 7759 | 80s1,
154 | 8363 | 8664 | 8965 | 9266 ' 9567 | 9868 | «168 | + 469 | 769 | 1068
145 | 161368 | 1667 | 1967 | 2266 2564 | 2863 | 3161 | 3460 | 3758 | 4055
146 | 4333 | 4650 | 5947 | 5255 5541 | 5838 | 6134 | 6430 | 6726 | 7020
147 7317|7613 | 7908 | 8203 8497 | 8792 | 9086 | 9380 | 9674 | 9968
148 | 170262 | 0555 | 0848 | 1141 | 1834 | 1726 | 2019 | 2311 | 2603 | 2895
149 | 31861 3478 | 3769 | 4060 ' 4831 | 4641 | 4932 | 5222 | 5512 | 5802
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2488
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=586
3252
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202 | 5351 | 5566 | 5781
203 | 7496 [ 7710 | 7924
204 | 9630 | 9843 | ..56
205 | 311754 | 1966 | 2177
206 | 8867 | 4078 | 4289
207 | 5970 | 6180 | 6390
208 | 8063 | 8272 | 8481
209 | 820146 | 0354 | 0562
210 | 2219 | 2426 | 2633
211 | 4282 | 4488 | 4604
212 | 6336 | 6541 | 6745
2131 &3S0 | 8583 | 8787
214 | 330414 | 0617 | 0819
215 | 2438 | 2640 | 2842
216 | 4454 | 4655 | 4856
2147|6460 | 6660 | 6360
218 | 8456 | 8656 | 8855
219 | 340444 | 0642 | 0841
220 | 2423 | 2620 | 2817
221 | 4392 | 4589 | 4785
222 | 6353 | 6549 | 6744
223 | 5305 | 8500 | 8694
224 | 350248 | 0442 | 0636
225 | 2183 | 2375 | 256§
226 | 4108 | 4301 | 4493
227| 6026|6217 | 6408
228 | 7935 | 8125 | 8316
229 | 9835 |,.25| .215
230 | 361728 | 1917 | 2105
1231 | 3612 | 3800 | 3988
1232 | 5488 | 5675 | 5862
1233 | 17356 | 7542 | 7729
1234 | 9216 | 9401 | 9587
235 | 371068 | 1253 | 1437
236 | 2912 ! 3096 | 3280
237 4748 | 4932 | 5115
2381 6377 | 6789 | 6942
239 | 8398 | 8580 [ 8761
240 | 380211 | 0392 | 0578
241 | 2017|2197 | 2377
242 | 38815 | 3995 | 4174
243 | 5606 | 5785 | 5964
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245 | 9166 | 9343 | 9520
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249 | 6199 | 6374 | 6548
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2482
4363
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1641
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411620
3300

4973
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8633 | 8798
.286 | .451
1933 | 2097

3574 (3737
5208 | 5371
6836 | G999
8459 | 8621
.+ 75| .236

1685 | 1846
3200 | 3450
4888 | 5048
6481 | 6640
8067 | 8226

9648 | 9806
1224 | 1381
2793 | 2950
4357 | 4513
5915 | 6071

7468 | 7623

119015 | 9170

0557 | 0711
2093 | 2247
3624 | 3777

5150 | 5302
6670 | 6821
8184 | 8336
9694 | 9845
1198 | 1348

2697 | 2847
4191 | 4340
5680 | 5829
7164 | 7312
8643 | 8790

116 | ,263
1585 | 1732
3049 | 3195

4508 | 4653

5962 | 6107

8634
365
2089
3807
5517

7221
8918
609
2293
3970

5641
7306
8964
16
2261

3901
5334
7161
8783
3498
2007
3610
5207
6799
8384
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8944
L5589

2167
3770
5367
6957
8542

122
1695
3263
4825
6382
7933
9§78
1018
2553
5082

5606
7125
8638
146
1649

3146
4639
6126
7608
9085

557
2025
3487
4944
6397

http;://rcin.or

8981
L1
2433
4149
5858

7561
9257
946
2629
4305

5974
7638
9295
.945
2590

4228
5860
7486
9106
J720

2328
3930
5526
7116
8701

.279
1852
3419
4981
6537

8088
9633
172
2706
4235

5758,
7276
8789
=206
1799
3296
4788
6274
7756
9233

704
2171
3633
5090
6542

9154
2605
4320
6029
7731
9426
1114
2796
4472
6141
T804
9460
1110
2754

4392
6023
7648
9268
=881

2488
4090
5685
7275
8859

=437
2009
3576
5137
6692

8242
9787
1326
2859
4387

5940
7428
8940
=447
1948

3445
4936
6423
7904
9380

«851
2318
3779
5235
6687

Y328
1056
2777
4492
6199

7901
9595
1283
2064
4639

6308
7970
9625
1275
2918

4555
6186
7811
9429
1042

2649
4249
5844
7433
9017

<504
2166
3732
5293
6848

8397
9941
1479
3012
4540

6062
7579
9091
« 597
2098

3594
5085
6571
8052
9527
+998
2464
3925
5381
6832

9501
1228
2049
4663
6370
8070
9764
1451
3132
4806
6474
8135
9791
1439
3082

4718
6349
7973
9591
1203
2809
4409
6004
7592
9175

« 752
2323

| 388Y

5449
7003

8552
..95
1633
3165
4692
6214
7731
9242
=748
2248

3744
5234
6719
8200
9675

1145
2610
4071
5526
6976



o : R - — .__._

477121 | 7266 | 7411 | 7555 | 7700 8133 | 5278 | 8422
8566 | 8711 | 8855 | 8994 | 9143 | 9s 31 | 9575 | 9719 | Y863

480007 | 0051 | 0294 | 0438 | 0582 25 0869 | 1012 | 1156 | 1289
1443 | 1586 | 1729 | 1872 | 2016 | 2 2302 | 2445 | 2588 | 2731
2874 | 3016 | 3159 | 3302 | 3445 : 3872 | 4013 | 4157 ||

4300 | 4442 | 4585 | 4727 | 4869 5295 | 5437 | 5579 |
5721 | 5863 | 6005 | 6147 | 6289 : 6714 | 6855 | 6997 |
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9687 | 9824 | 9962 | ,, 99 | «236 o648 | «785 | €922
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2427 | 2564 | 2700 | 2837 | 2073 3382 | 3518 | 3635 |
3791 | 3927 ) 4063 | 4199 | 4335 4743 | 4878 | 5014

5150 | 5286 | 5421 | 5557 | 5693 | 58 6099 | 6234 | 6370
6505 | 6640 | 6776 | 6911 | 7046 7451 | 7586 | 7721
7856 | 7991 | 8126 | 8260 | 8395 8799 [ 8934 | 9068
9293 | 9337 | 9471 | 9606 | 9740 L143 | «277 | o411

510545 | 0679 | 0813 | 0947 | 1081 1482 | 1616 | 1750
1883 | 2017 | 2151 | 2284 | 2418 2818 | 2051 | 3084

3218 | 3351 | 3484 | 3617 | 3750 4149 | 4282 | 4415
4548 | 4681 | 4813 | 4046 | 5079 | 5211 5476 | 5609 | 5741
5874 | 6006 | 6139 | 6271 | 6403 g ) 6800 | 6932 | 7064 |
7196 | 7328 | 7460 | 7592 | 7724 8119 | 8251 | 8382

8514 | 8646 | 8777|8909 | 9040 : 9434 | 9566 | 9697
9828 | 9959 | 290 |« 221 | .353 5[ +745 | #876 [ 1007
521138 | 1269 | 1400 | 1530 | 1661 21922 | 2053 | 2183 | 2314
2444 | 2575 | 2705 | 2835 | 2966 3356 | 3486 3616
3746 | 3876 | 4006 | 4136 | 4266 4656 4135!4915

5045 [ 5174 | 5304 | 5434 | 5563 22 | 5951 | 6081
6339 | 6469 | 6598 | 6727 | 6856 7243 | 7372
7630 | 7759 | 7888 | 8016 | 8145 | B2 2 | 8531 | 8660
8917 | 9043 | 9174 | 9302 | 9430 9815 | 9943
530200 | 0328 | 0456 | 0584 | 0712 1096 | 1223

1479 | 1607 | 1734 | 1862 | 1990 2372 | 2500
2754 | 2882 | 3009 | 3136 | 3264 3645 | 3772
4026 | 4153 | 4280 | 4407 | 4534 4914 | 5041
5204 | 5421 | 5547 | 5674 | 5800 6180 | 6306
6558 | 6685 | 6811 | 6937 | 7063 7441 | 7567

7819 | 7945 | 8071 | 8197 | 8322 8699 | 8825
9076 | 9202 9327 | 9452 | 9578 | 9054 | #079
5450329 | 0455 | 0580 | 0705 | 0830 | 1205 | 1330
1579 [ 1704 | 1829 | 1953 | 2078 27 | 2452 | 2576
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350 | 544068 | 4192 | 4316 | 4440 | 4564 | 4688 | 4812 | 4980 | 506V | 5183
851 5307|5431 | 5555 | 5678 | 5802 | 5925 | 6049 | 6172 | 6296 | 6419
352 | 6543 | 6666 | 6789 | 6913 [ 7036 | 7159 | 7282 | 7405 | 7529 | 7652
853 7775 | 7898 | 8021 | 8144 | 8267 | 8389 | 8512 | 5635 | 8758 | 8881
354 9003 [ 9126 | Y249 | Y371 | Y494 | 9616 | 9739 | 9861 | 9984 | . 106
355 | 550228 | 0351 | 0473 | 0593 | 0717 [ 0840 | 0962 | 1084 | 1206 | 1328
356 | 1450 | 1572 | 1694 [1816 | 1938 | 2060 | 2181 | 2303 | 2425 | 2547
357 | 2668|2790 | 2911 | 3033 | 8155 | 3276 | 3398 | 3519 | 3640 | 3762
358 | 3883 | 4004 | 5126 | 4247 | 4363 | 4489 | 4610 | 4731 | 4852 | 4973
359 | 5094 | 5215 | 5336 | 5457 | 5578 | 5699 | 5820 | 5940 | 6061 | 6182
360 | 6303 | 6423 | 6544 | 6664 | 6785 | 6905 | 7026 | 7146 | 7267 | 7387
361 7507 | 7627 | 7748 | 7868 | 7988 | 8108 | 8228 | 8349 | 8469 | 8589
362 | 8700 | 8829 | 8u48 | 9068 [ 9188 [ Y303 | 9428 | 9548 | 9667 | 9787
363 | 9907 | ,.26|,146 | 4265 | 385 | .504 | 624 | 4743 | .863 | 982
364 | 561101 | 1221 | 1340 [ 1459 | 1578 | 1698 | 1817 | 1936 | 2055 | 2174
365 | 2293 | 2412 | 2531 | 2650 | 2769 | 2887 | 3006 | 3125 | 3244 | 3362
366 | 3481|3600 | 3718 | 3837 | 3955 | 4074 | 4192 | 4311 | 4429 | 4548
367 | 4666 | 4784 | 4903 | 5021 | 5189 | 5257 | 5376 | 5494 | 5612 | 5730
d68 | 5848 | 5Y66 | 6084 | 6202 | 6320 | 6437 | 6555 | 6673 | 6791 | 6909
369 | 7026 | 'TL44 | 7262 | 7379 | 7497 | 7614 | 7732 | 7849 | TU6T | 8084
370 | 8202 | 8319 | 8436 | 8554 | 8671 | 8788 | 8905 | 9023 | 9140 | 9257
3701 9374 19491 [ 9608 | U725 | Y842 | 9959 [ 4476 |, 193 | . 309 | « 426
372 | 570543 | 0660 | 0776 | 0893 | 1010 | 1126 | 1243 | 1359 | 1476 | 1392
373 | 1709 |9825 1942 [ 2058 | 2174 | 2291 | 2407 | 2523 | 2639 | 2755
374 | 2872 | 2088 | 3104 | 3220 | 3336 | 3452 | 3568 | 3684 | 3800 | 3915
375 | 4031 | 4147 [ 4263 | 4879 | 4404 | 4610 | 4726 | 4841 | 4957 | 5072
376 1 5188 | 5308 | 5419 [ 5534 | 5650 | 5765 | 5880 | 5996 | 6111 | 6226
3771 6341|6457 | 6372 | 6687 | 6802 | 6917 | 7032 | 7147 | 7262 | 7377
378 | 7492 | 7607 | 7722 | 7836 | 7951 | 8066 | 8181 | 8295 | 8410 | 8525
3791 8639 | 8754 | 8868 | 8983 | v097 | Y212 | 9326 | V441 | 9555 | 9669
380 | 9734 | 9898 |, .12 |.126| 241 | 355 | ,469 | . 583 [ .697 | 811
3817 5S0Y25 | 1089 | 1153 | 1267 | 1351 | 1495 | 1608 | 1722 | 1836 | 1950
382 | 2063 | 2177 | 2201 | 2404 | 2518 | 2631 | 2745 | 2858 | 2972 | 8085
383 | 3199 | 3312 | 3426 | 3539 | 3652 | 3765 | 3879 | 3992 | 4105 | 4218
384 | 4331 | 4444 | 4557 [ 4670 | 4783 | 4896 | 5009 | 5122 | 5235 | 5348
385 ' 5461 | 5574 | 5686 | 5799 | 5912 | 6024 | 6137 | 6250 | 6362 | 6475
386 6587 | 6700 | 6812 | 6925 | 7037 | 7149 | 7262 | 7374 | 7486 | 7599
387 | 7711 | 7823 | 7035 | 8047 | 8160 | 8272 | 8384 | 8496 | 8608 | 8720
388 | 8832 | 8944 | 9056 | 9167 | 9279 | 9391 | 9503 | 9615 | 9726 | 9838
389 | 9950|,.61|,173|.284|.396|.507 {. 619,730 |.842].953
390 | 591065 | 1176 | 1287 | 1399 { 1510 | 1621 | 1732 | 1843 | 1955 | 2066
3911 2177 | 2288 | 2399 | 2510 | 2621 | 2732 | 2843 | 2954 | 3064 | 3175
30211 3286 | 3397 | 3508 | 3618 | 3729 | 3840 | 3950 | 4061 | 4171 | 4282
3931 4393 | 4503 | 4614 | 4724 | 4534 | 4945 | 5055 | 5165 | 5276 | 5386
394 | 5496 | 5606 | 5717 | 5827 | 5037 ﬁuﬂ|6151 6267 | 6377 | 6487
3951 6597 | 6707 | 6817 | 6927 | 7087 | 7146 | 7256 | 7366 | 7576 | 7586
396 | 7695 | 7805 | 7914 | 8024 | 8134 | 8243 | 8353 | 8462 | 8572 | 8681
397 | 8791|8900 | 9009 | 9119 | 9228 | 9337 | 9446 | 9556 | 9665 | 9774
398 | 9883 [ 9992 | (101 | ,210| .319 . 428 | 537 | . 646 | ,755 | .864
399 | 600973 [ 1082 | 1191 | 1299 1508 [ 1517 ' 1625 | 1734 | 1843 | 1951
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3266
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2267
3255
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B S 6 7 ) f]
| 653213 | 3309 | 3405 | 3502 | 3598 | 3695 [ 3791 | 3885 | 3u84
4177 | 4273 | 4369 | 4465 | 4562 | 4658 | 4754 | 4850 | 4946 | 5042 |
5138 | 5235 | 5331 | 5427 | 5523 [ 5619 | 5715 | 5810 | 5906 | 6002 |
6UYS | 6194 | 6290 | 6386 | 6482 | 6577 | 6673 | 6769 | 6864 | Y60
7086 | 7152 | 7247 | 7343 | 7438 | 7534 [ 7629 | 7725 | 7820 | 7916
8011 | 8107 | 8202 | 5298 | 8393 | §488 | 8584 | 8679 | 8774 | 8870
BUGS | 9060 | 9155 | Y250 | 9346 | 9441 | 9536 | 9631 | 9726 | U821
J 9916 | L. 11 ] ,106 | ,201 ] .296 | 391 | .486 | ,581 | .676
660865 | 0960 | 1055 | 1150 | 1245 | 1339 | 1434 | 1529 | 1623
1813 | 4907 | 2002 | 2086 | 2191 | 2286 | 2350 | 2475 | 2569
2758 | 2852 [ 2947 | 3041 | 3135 | 3230 | 3324 1 3418 | 3512
37001 | 3795 | 3889 | 3Y83 | 4078 | 4172 | 4266 | 4360 | 4454
4642 | 4736°( 4830 | 4924 | 5018 | 5112 | 5206 | 5299 | 5393
5581 | 5675 | 5769 | 5862 | 5956 | 6050 | 6143 | 6237 | 6331
6518 | 6612 | 6705 | 6799 | 6892 | 6986 | 7079 | 7173 | 7266
7453 | 7546 | 7640 | 7733 | 7826 | 7920 | 8013 | 8106 | 8199
8386 | 8479 [ 8572 | 8665 | 8759 | 8852 | 8945 | 9038 | 9131
9317 | 9410 | 9503 | 9596 | 9689 | 9782 | Y875 | 9967 | . .60
670246 | 339 [ 0431 | 0524 | 0617 | 0710 | 0802 | 0895 | 0988
1173 | 1265 | 1358 | 1451 [ 1543 | 1636 | 1728 | 1821 | 1913

2098 | 2190 | 2283 | 2875 | 2467 | 2560 | 2652 | 2744 | 2836
3021 | 3113 | 3205 | 3297 | 3390 | 3482 | 3574 | 3666 | 3758
3942 | 4034 [ 4126 | 4218 [ 4310 [ 4402 | 4494 | 4586 | 4677
4861 | 4953 | 5045 | 5137 | 5228 | 5320 | 5412 | 5503 | 5595

5778 | 5870 | 5962 | 6053 | 6145 | 6236 | 6328 | 6419 | 6511
6694 | 6785 | 6876 | 6968 | 7059 | 7151 | 7242 | 7333 | 7424
7607 | 7698 [ 7759 | 7881 | 7972 | 8063 | 8154 | 8245 | 8336
8518+ 8609 | 8700 | 8791 | 8882 [ 8973 | 9064 | 9155 | 9246
9428 | 9519 | 9610 | 9700 | 9791 | 9882 | 9973 | . .63 | .154
680336 | 0426 | 0517 | 0607 | 0698 | 0789 | 0879 | 0970 | 1060

1241 11332 | 1422 1 1513 | 1603 | 1693 | 1784 | 1874 | 1964
2145 | 2235 | 2326 | 2416 | 2506 1+ 2596 | 2656 | 2777 1 2867
3047 | 3137 | 3227 | 3317 | 3407 | 3497 | 3587 | 3677 | 3767
3947 | 4037 | 4127 | 4217 | 4307 | 4396 | 4486 | 4576 | 4666
4845 | 4935 | 5025 | 5114 | 5204 | 5294 | 5383 | 5473 | 5563

1
5742 | 5831 | 5921 [ 6010 | 6100 | 6189 | 6279 | 6368 | 6458 |
6636 | 6726 | 6815 | 6904 | 6994 | 7083 7172 | 7261 | 7351
7529 [ 7618 7707 | 1796 | 7886 | 7975 | 8064 | 8153 | 8242
8420 | 8509 | 8598 | 8687 | 8776 | 8865 | 8953 | 9042 | 9131
9309 | 9398 | 9486 | 9575 | 9664 | 9753 | 9841 | 9930 | .19

690196 | 0285 | 0373 | 0462 | 0550 | 0639 | 0728 | 0816 | 0903
1081 | 1170 | 1258 | 1347 | 1435 | 1524 | 1612 | 1700 | 1789
1965 | 2053 | 2142 | 2230 | 2318 [ 2406 | 2494 | 2583 | 2671
2847 | 2935 | 3023 | 3111 | 3199 | 3287 | 3375 | 3463 | 3551
3727 | 3815 | 3903 | 3991 | 4078 | 4166 | 4254 | 4342 | 4430

4605 | 4693 | 4781 | 4868 | 4956 | 5044 | 5131 | 5219 | 5307
5482 | 5569 | 5657 | 5744 | 5832 | 5919 | 6007 | 6094 | 6182
6356 | 6444 | 6531 | 6618 | 6706 | 6793 | 6880 | 6968 | 7055
7229 | 7317 | 7404 | 7491 | 7578 | 7665 | 7752 | 7839 | 7926
5101 | 8188 8362 8449 | 8535 | 8622 8709 | 8796
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5025
5705

6384
7061
7738
8414
9088

9762
0434
1106
1776
2445

Sd41
9163
Y883
0605
1324
2042
2759
3475
4189
4902

5615
6325
7035
7744
8451

9157
9863
0367
1269
1971

2672
3371
4070
4767
5463
6158
6852
7545
8236
8927

9616
0305
0992
1678
2363

3047
3730
4412
5093
5773
6451
7129
7806
8481
9156

9829
0501
1173
1843
2512

8513
49236
9957
0677
1306

2114
2831
3546
4261
4974
5686
6396
7106
7815
8522

9228
9933
0637
1340
2041

2742
3441
4139
4836
5532

6227
6921
7614
8305
8996

96835
0373
1061
1747
2432

3116
3798
4480
5161
5841

6519
7197
7873
8549
9223
9896
0569
1240
1910
2579

8585
9308
429
0749
1468
2186
2902
3618
4332
5045

5757
6467
177
7885
8593

9299
weed
0707
1410
2111
2812
3511
4209
4906
3602

6297
6990
7683
8374
90635

9754
0442
1129
1815
2500

3184
3867
4548
5229
5908

6587
7264
7941
8616
9290

9964
0636
1307
1977
2646

5658
9350
1ol
0821
1540
2258
2974
3689
4403
5116

5828
6538
7248
7956
8663

9369
w14
0778
1480
2181

2882
3581
4279
4976
5672

6366
7060
7752
8443
9134

9823
0511
1198 |

1884 |

2568{

3252
3935
4616
5297
5976

6655
7332
8008
8684
9358

031
0703
1374
2044
2713

8730
9452
173
0893
1612

2329
3046
3761
4475
5187

5899
6609
7319
8027
8734
9440
144
0848
1550

2252

2952
3651
4349
5045
5741

6436
7129
7821
8513
9208

9892
0580
1266
1952
2637

3321
4003
4683
5365
6044

6723
7400
8076
8751
9425

.98
0770
1441
2111
2780

8802
9524
<245
0965
1684

2401
3117
3832
4546
5259

5970
6680
7390
8098
8804

9510
215
0918
1620
2322

3022
3721
4418
5115
5811

6505
7198
7890
8582
9272

9961
0648
1335
2021
2705

3389
4071
4753
5433
6112

6790
7467
8143
8818
9492

165
0837
1508
2178
2847



L | &5 [ n |

B50 | B12013 1 2050 | 3047 {3114 | 3151 | 3247 | 3314 | 9451 | 3448
3581 | 3648 | 3714 : 3781 | 3848 | 3914 | 3981 | 4048 | 4114
4248 | 4314 4381i4-§4? 4514 | 4581 | 4647 | 4714 | 4780
4913 | 4980 | 5046 | 5113 | 5179 | 5246 | 5312 | 5378 | 5443
5578 | 8644 | 5711 | 5777 | 3843 | 5910 | 5976 | 6042 | 6109

6241 | 6308 | 6374 6440 | 6506 | 6573 | 6639 ! 6705 | 6771
6904 | 6970 | 7036 | 7102 [ 7169 | 7235 | 7301 | 7367 | 7433
7565 | 7631 | 7698 | 7764 | 7830 | 7896 | TU62 | 5028 | 50Y4
8226 | 8292 | 8358 | 8424 | 8490 | 8556 | 8622 | 8688 | 8754
8885 | 8U51 19017 | 9083 | 9149 | Y215 | Y281 | 9346 | 9412

9544 [ 9610 | 9676 | 9741 | 9807 | 9873 | 9u39 | ...4]..70
§20201 | 0267 | 0333 | 0399 | 0464 | V330 [ 0395 | UGG [ 0727
0858 | 0924 | 0989 | 1055 [ 1120 | 1186 | 1251 | 1317 | 1382
1514 11579 | 1645 (1710 | 1775 | 1841 | 1906 | 1972 | 2037
216812233 | 2209 | 2364 | 2430 | 2495 | 2560 | 2626 | 2691

2822 12887 | 2952 | 3018 | 3083 | 3148 | 3213 | 3279 | 3344

3474 1 3539 | 8603 | 3670 | 3735 | 3800 | 3865 | 3930 | 3896
4126 | 4191 | 4256 | 4321 | 4386 | 4451 | 4516 | 4581 | .66
4776 | 4841 | 4906 | 4971 | 5036 | 5101 | 5166 | 5231 | 5206
5426 | 5491 | 5556 | 5621 | 5686 | 5751 | 5815 | 5580 | 5045

6075 1 6140 | 6204 | 6269 | 6334 [ 6399 | 6464 | 6528 | 6593
6723 | G787 | 6852 | 6Y17 | 6981 | 7046 | T111 | 7175 | 7240
7369 | 7434 | 7499 | 7563 | 7628 | 7692 | 7757 | 7821 | 7886
8015 | S080 | 8144 | 8209 | 8273 | 8338 | 8402 | 8467 | 8531 ! §
8660 | 8724 | 8789 [ 8853 | 8918 | 8982 | Yu46 [ 9111 | 9175

9304 | 9368 | 9432 | Y497 | 9561 | 9625 | 9690 K 9754 | 9818
9947 1 .10 .75 | L139 [ .204 | 268 | .332 | .396 | .460
830539 | 0653 | 0717 | 0781 | 0845 | 0909 [ VY73 | 1037 | 1102
1230 | 1294 | 1358 | 1422 | 1486 { 1550 | 1614 | 1678 | 1742
1870 | 1934 [ 1998 | 2062 | 2126 | 2189 | 2253 | 2317 [ 2381

2509 | 2573 ! 2637 | 2700 | 2764 | 2828 [ 2892 | 2956 | 3020
3147 | 3211 | 3275 | 3338 | 3402 | 3466 | 3530 | 3593 [ 3657
3784 | 3848 | 3912 | 3975 | 4039 [ 4103 " 4166 | 4230 | 4294
4421 | 4484 | 4548 | 4611 | 4675 ' 4739 | 4802 | 4866 | 4929
5056 [ 5120 | 5183 | 5247 | 5310 | 5373 | 5437 5500 | 5564

5691 | 5754 | 5817 | 5881 | 5944 | G007  6om | 6134 [6197
6324 | 6357 | 6451 | 6514 | 6577 | 6641 | 6704 | 6767 | 6830
6957 | 7020 | 7083 | 7146 [ 7210 [ 7273 ' 7336 | 7399 | 7462
7588 | 7652 | 7715 | 7778 (7841 | 7904 7967 | 8030 | 8093
8219 | 8252 | 845 | 8408 | 8471 | 8534 8597 8660 | 8723

8849 | 8912 | 8975 | 9038 | 9101 | 9164 | 9227 | 9289 | 9352
9478 | 9541 | 9604 | 9667 | 9729 | 9792 | Y855 Y918 | 9981
840106 | 0169 | 0232 | 0294 | 0357 | 0420 0482 | 0545 | 0608
0733 | 0796 | 0859 | 0921 | 0984 | 1046 | 1109 1172 | 1234
1359 | 1422 | 1485 [ 1547 | 1610 | 1672 | 1735 | 1797 11860

1985 | 2047 | 2110 | 2172 | 2285 | 2297 | 2360 2422 [ 2484
2609 | 2672 | 2734 | 2796 | 2859 | 2921 [ 2983 3046 3108
3233 | 3295 | 3357 | 3420 | 3482 | 3544 | 3606 . 3669 | 3731
3855 | 3918 | 3980 | 4042 | 4104 | 4166 | 4229 | 4291 | 4353
_ 4477 | 4539 ° 4601 | 4664 | 4726 ' 4788 | 4550 4912
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3

843008
5718
6337
6955
7573
8189
88035
9419

850033
0646
1258
1870
2480
3090
3698

4306
4913
5519
6124
6729
7332
7935
8537
9138

860338
0937
1534

2728

3323
3017
4511
5104
5646

6287
6378
7467
8056
8644
9232
9818
870404
0989
1573

2156
2739
3321
3902
4482

9739 |

2131 |

5160,
ATN0
6399
7017 |
7634
8231
8866
9481
0095
0707

1320
1931
2541
3150
3759
4367

4974

d222
5842
6461
7079
7696

8312
8928
Y542
0156
0769
1381
1992
2602
3211
3820
4428
5034

3254
5904
6523
7141
1758

8374
8989
9604
0217
0830
1442
2053
2663
3272
3881
4488

5095 |

5380 | 5640 [ 5701
6185 - 6245 | 6306
6789 | 6350 ; 6910
7393 | 7453 | 1513

7995 |
8597 !
9198 |
9799
0308
0946
1594
2191
27817

3382l
3977
4570
5163
3755

6346
6937
7326
§115
8703
9290
9377
0462
1047
1631
2213
2797
3379
3960

4540

S056
8657
9258
9559
0438
1056
1654
2261
2847
3442
4036
4630
5222
5514
6405
6996
7585
5174
8762

9349
9935
0521
1106
1690

2273
2855
3437
4018
4598

sh16
8718
9318
9918

0518
1116
1714
2310
2906
3501
4096
4689
5282
5874
6465
7055
7644
8233
§821
9408
9994
0579
1164
1748
2331
2913
3495
4076
4656

dao
H028
hhdh
7264
75881
8497
9112
9726
0340

1 0052

1564
2175
2785
3394
4002
4610
5216
5§22
6427
031
7634
5236

| 8833
9434
.38
0637 |
1236 |
1833 |

2430
3025
3620

| 4214 |

4508
5400
5492

6383

73
| 7762

8350
8938

9525
4
0696
1281
1865
2448

3030
3611

| 4192

e
3470

H0H0
6708
7326
7943
8559
9l74
9788
0401
1014

16235
2236
2846
3455
4063

4670
5277
5882
G487
7091

7694

8297 |

BaYs
Y494
.98
0697
1295
1893
2489
3085
3680
4274
4867
5459
6051

(42
7232
7521
8409
8997
9584
LA70
0765
1339
1923
2506
3088
3669
4250
4830
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3532
6lal
Hhi7u
7358
S04
8620
Y235
Y849
U462
u7s

2297
2007
3516
4124
4731
i 3337
3943
6548
17152
+ 7755
8357
i 8958
9559
158
10757
| 1355
1952
2549
3144
3739
4333
4926
5519
6110
701
7291
7880
$448
9056

9642
.228
0813
1398
1981

2564
3146
3727
4303

1§

4888

1686

0817 | 0877
1415 | 1478

2608 | 2668 |
3204‘ 3263 |
3799 | 3858
4392 | 4452 |
4955 , 5045 |
5578 | 5637
6169 | 622§

6760 | 6819
7350 | 7409
7939 | 7998 |
84327 | 8586 |
9114

9701
.287
0872
1456
2040

2622
3204
3785
4366
4945




880242

0814

1385
1955
2525
3003

3661
4229
4795
5361
5926

6491
7054
7617
8179
8741

9302
9862
890421
0980
1537

2095
2651
3207
3762
4316

4870
5423
5975
6526
70717

7627
8176
8725
9273
9821

900367
0913
1458
2003

"5119

5698
6276
6853
7429

8004
8579
9153
9726
0299

0871
1442
2012
2581
3150

3718
42835
4852
5418
5983

6547
711
7674
8236
8797

9358
9918
0477
1035
1593

2150
2707
3262
3817
4371

4925
5478
6030
6581
7132
7682
8231
8780
9328
9875

0422
0968
1513
2057
2601

3

164
4

P

6

7

5177
5756
6333
6910
7487
8062
8637
9211
9784
0356
0928
1499
2069
2638
3207
3775
4342
4909
5474
6039

6604
7167
7730
8292
8853
9414
9974
0533
1091
1649

2206
2162
3318
3873
4427

4980
5533
6085
6636
7187

7737
8286
8835
9383
9930
0476
1022
1567
2112
2655

5236
5813
6391
6968
7544
8119
8694
9268
9841
0413

0985
1556
2126
2645
3264
3832
4399
4965
5531
60Y6

6660
7223
7786
8348
8909

9470
.30
0589
1147
1705

2262
2818
3373
3928
4482

5036
5588
6140
6692
7242

7792
8341
8890
9437
9985

0531
1077
1622
2166
2710

5293
5871
6449
7026
7602
8177
8752
9325
9898
0471

1042
1613
2183
2752
3321
3888
4455
5022
5587
6152
6716
7280
7842
8404
8965

9526
.. 86
0645
1203
1760

2317
2873
3429
3984
4538

5091
5644
6195
6747
7297

7847
8396
8944
9492
..39
0586
1131

1676
2221

2764

5351
5929
6507
7083
7659
8234
8809
9383
9956
0528

1099
1670
2240
2509
3377

3945
4512
5078
5644
6200

6773
7336
7898
8460
9021
9582
141
0700
1259
1816

2373
2929
3484
4039
4593

5146
5699
6251
6802
7352

7902
8451
8999
9547
94

0640
1186
1731
2275
2818

5409
5987
G564
7141
7717
8292
8866
9440
a1
0585
1156
1727
2297
2866
3434

4002
4569
5135
5700
6265

829
7392
7935
8516
9077
9638
97
0756
1314
1872

2429
2085
3540
4094
4648
5201
5754
6306
6857
7407

7957
8506
9054
9602
149

0695
1240
1785
2329
2873
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5466
6045
6622
7194
7774
$349
$924
9497
o
0642
1213
1784
2354
2923
3491
4059
4625
5192
5757
6321
6885
7449
8011
8573
9134
[ 9694
.253
0812
1370
1928

2484
3040
3595
4150
4704

5257
5809
6361
6912
7462

8012
8561
9109
9656
.203

0749
1295
1840
2384

2927

__5 e
—— —
5524 5

f102
(680
7256
7832
8407
8981
9555
27
0699
1271
1841
2411
2980
3548
4115
4652
5248
5813
6378
6942
7505
8067
8629
9190

9750
-309
0868
1426
1983
2540
3096
3651
4205
4759

5312
5864
G416
6967
7517

8067
8615
9164
9711
.258

0804
1349
1894
2438
2081




N.

o .

165

2 | 3] 45| 6,7 859
800 [ 903090 [ 3144 [ 3199 1'3253 [ 3307 | 3361 | 8416 | 3470 | 3524 | 3578
801} 3633 | 3687 ) 3741 | 3705 | 3849 | 3904 | 3958 | 4012 | 4066 | 4120
802 | 4174 | 4229 | 5283 | £337 | 4391 | 4545 | 4499 | 5553 | 4607 | 4661
803 | 4716 | 4770 | 4824 | $878 | 4982 | 4986 | 5040 | 5094 | 5148 | 5202
804 | 5256 | 5310 | 5364 | 5418 | 5472 | 5526 | 5580 | 5634 | 5688 | 5742
8051 5796 | 5850 | 5904 | 5958 | 6012 | 6066 | 6119 | 6173 | 6227 | 6281
80G| 6333 | 6389 | 6443 | 6397 | 6351 | 6604 | 6658 | 6712 | 6766 | 6820
807 687416927 | 6981 | 7035 | 7089 | 7143 | 7196 | 7250 | 7304 | 7358
808 | 741117465 [ 7519 | 7573 | 7626 | 7680 | 7734 | 7787 | 7841 | 7895
8091 7949 1 8002 | 8056 | 8110 | 8163 | 8217 | 8270 | 8324 | 8375 | 8431
10| 8455 18539 | 8592 | 8646 | 8649 | 8753 | 8807 | 8860 | 8914 | 8967
SIL1 - 9021 19074 | 9128 | 9181 | 9235 | 9289 | 9342 | 9396 | 9449 | 9503
Si2l 9556 | 9610 | 9663 | 9716 | 9770 | 9823 | 9877 | 9930 | 9984 | . .37
S13 1 910091 | 0144 | 0197 } 0251 | 0304 | 0358 | 0411 | 0464 | 0518 | 0571
814| 0624|0678 | 0731 | 0784 | 0838 | 0891 | 0944 | 0998 | 1051 | 1104
815 | 1158 | 4211 | 1264 {1317 | 1371 | 1424 | 1477 | 1530 | 1384 | 1637
S16 | 269011743 1 1797 | 1850 | 1903 | 1956 | 2009 | 2063 | 2116 | 2169
817 | 2222 | 2275 | 2328 | 2381 | 2435 | 2488 | 25451 | 2594 | 2647 | 2700
S18| 2753 | 2806 | 2859 | 2013 | 2966 | 3019 | 3072 [ 3125 [ 3178 | 3231
819 | 32843337 | 8390 | 3443 | 3596 | 3549 | 8602 | 3655 | 3708 | 3761
520 | 381413867 | 3920 | 3973 | 5026 | 5079 | 4132 | 4184 | 4287 | 5200
821 43431 4306 | 4449 | 4502 | 4555 | 4608 | 4660 | 4713 | 4766 | 4519
$22| 4872 | 4925 | 4977 | 5030 | 5083 | 5136 | 5189 | 5241 | 5294 | 5347
823 | 54001 5453 | 5505 | 5558 | 5611 | 5664 | 5716 | 5769 | 5522 | 5875
8241 S927 1 5050 | 6033 | 6085, 6138 | 6191 | 6243 | 6296 | 6349 | 6401
825 | 6454 | 6507 | 6559 | 6612 | 6664 | 6717 | 6770 | 6822 | 6875 | 6927
826 | 6950 7033 | 7085 | 7138 1 7190 | 7243 | 7205 | 7348 | 7400 | 7433
827 7506 | 7558 | 7611 | 7663 | 7716 { 7768 | 7820 | 7873 | 7923 | 7978
828 | 80308083 | 8135 | 8188 | 8240 | 8293 | 8345 | 8397 | 8450 | 8502
829 | - 8555 | 8607 | 8659 | 8712.| 8764 | 8516 | 8869 | 8921 | 8973 | 9026
830 | 907819130 | 9183 | 9235 | 9287 | 9340|9392 | 9444 | 9496 | 9549
|831 ] 960119653 19706 | 9758 | 9810 | 9862 | 9914 [ 9967 [ ..19 ! .71
1832 | 920123 110176 | 0228 | 0250 | 0332 | 0384 { 0436 | 0489 | 0541 | 0593
833 | 0645 1 0697 | 0749 | 0801 | 0853 | 0906 | 0938 [ 1010 | 1062 | 1114
834 1166|1218 | 1270 | 1322 | 1374 | 1426/ 1478 | 1530 | 1582 | 1634
835 [ 1686 | 1738 | 1790 | 1842 | 1894 | 1946 | 1998 | 2050 | 2102 2154
836 | 2206 | 2258 | 2310 | 2362 | 2414 | 2566 | 2518 | 2570 | 2622 | 2674
837 | 272512777 | 2829 | 2851 | 2933 | 2985 | 3037 | 3089 | 3140 | 3192
838 [ 3244 | 3296 | 3348 | 3399 | 8451 | 3503 | 3555 | 8607 | 3658 | 3710
839 | - 3762 | 3514|3565 | 3917 | 3969 | 4021 | 4072 | 4124 | 4176 | 4228
840 | 4279 | 4331 | 4393 | 4434 | 5486 | 438 4589 | 4641 | 4693 | 4744
841 | 47960 5548 | 4899 | 5051 | 5003 | 5054 | 5106 | 5157 | 5209 | 5261
842 (5312|5364 | 5415 | 5467 [ 5518 | 5570 | 5621 | 5673 | 5725 | 5776
843 | 5825 | 5879 | 5031 | 5082 | 6034 | 6085 | 6137 | 6158 | 6240 | 6201
{844 | 6342 6394 | 6445 | 6497 | 6548 | 6600 | 6651 | 6702 | 6754 | 6805
845 | © 6937 [ 6908 | 6959'| 7011 | 7062 | 7114 | 7165 | 7216 | 7268 | 7319
846 | 7370 | 7422 | 7473 | 7524 | 7576 | 7627 | 7678 | 7730 | 7781 | 7832
847 | 7883 | 7035 | 7986 | 8087 | S08S | 8140 | 8191 | 8242 | 8293 | 8345
848 | 8396 | S447 | 8498 | 8549 | 8601 | 8652 8703 | 8754 | 8805 | 8857
849 | R908 | 89591 9010 | 9061 | 9112' 9163 1 9215 ' 9266 | 9317 | 0368
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166/

; Nal-1 @ 1 2 (8 |4 ]3] 6 7 | s 9 |
1550 | 920410 | 9470 | 9521 | 9572 | 9623 | 9674 | 9725 | H776 | 9827 1 9879
851/ 9930|9981 | .32 | ..83 ) . 484 IS5 | .236 | 287 | ,338 | 389/
852 | 930440 | 0491 | 0542 | 0592 | 0643 | 0694 | 0745 | 0796 | 0847 | 08YS |
1553 | 0949 | 1000 | 1051 | 1102 | 1133 | 1204 | 1254 | 1305 | 1356 | 1407 |
1854 | 1458 [ 1509 | 1560 | 1610 | 1661 [ 4742 | 1763 | 1514 [ 1565 [ 1915
1555 | 1966 | 2017 | 2068 | 2118 | 2169 | 2220 | 2271 | 2322 [ 2372 2423\
536 | 2474 [ 2524 | 2575 | 2626 | 2677 | 2727 | 2778 | 2520 | 2879 | 2930
| s57 | 2081 {3031 | 3082 | 3133 | 3183 | 3234 | 3285 | 3333 | 3356 | 3437
[ 58| 3487 | 3538 | 3589 13639 | 3600 | 3740 | 3791 | 3341 | 892 | 3943
859 | 3993 | 4044 | 4094 | 4145 | 4195 | 4246 | 4206 [ 4347 | 4397 | 44458
[s60 | 4498 | 4549 | 4599 | 4650 | 4700 | 4751 | 4501 | 4852 | 4902 | 4053
861 | 5003 | 5084 | 5104 | 5154 | 5205 | 5255 | 5306 | 5356 | 5406 | 5457 4
862 | 5507 | 5358 | 5608 | 5658 | 5709 | 5759 | 5809 | 5860 | 5910 | 5960
§63| 6011 [ 6061 | 6111 | 6162 | 6212 | 6262 | 6313 | 6363 | 6413 | 6463
8§64 6514|6564 | 6614 | 6665 | 6715 | 6765 | 6815 | 6863 | 6916 | Y66 |
865/ 7016 | 7066 | 7117 | 7167 | 7217 | 7267 | 7317 | 7367 | 7418 | 7468
866/ 7518 | 7568 | 7618 | 7668 | 7718 | 7769 | 7819 | 7869 [ 7919 | 7969 |
$67| 8019 | 8069 | 5119 | 8169 | 8219 | 8269 | 8320 | 8370 | 8320 | 8370 §
868 | 8520 | 8570 | 8620 | 8670 | 8720 [ 8770 | 8820 | 8870 | 8920 | 8970 |
8691 9020 | 9070 | 9120 [ 9170 | 9220 | 9270 | 9320 | 9I6Y | V419 | 9469 (3
870 | - 9519 | 9569 { 9619 | 9660 | 9719 | 9769 | 6819 | 6869 | 9918 | 9UAS |
S71 | 940018 | 0068 [ 0LLS [ 0168 | 0218 | 0267 | 0317 | 0367 | 0417 | 0467 |
872 | 0516 | 0566 | 0616 | 0666 | 0716 | 0765 | 0815 | 0865 | 0915 | 0964
878 | 1014 [ 1064 | 1115 | 1163 [ 1243 | 1263 [ 1313 | 1362 | 1412 | 1562
874 | 4511 | 1561 | 1611 | 1660 | 1710 | 1760 | 180 | 1859 | 1909 | 1958
875 | 2008 [ 2058 {2107 | 2157 | 2207 | 2236 | 2306 | 2385 | 2405 | 2455
876 | 2804 | 2554 [ 2603 | 2653 ' 2702 | 2752 | 2801 | 2851 | 2901 | 2950
877 3000 | 3049 | 3099 | 3148 | 3198 | 3247 | 3207 { 3346 | 3396 | 3445
N78 | 3405 | 3544 | 3593 | 8643 3602 [ 3742|3791 | 3841 | 3800 | 3939
379 | 3989 | 4038 | 4088 | 4137 | 4186 | 4236 | 4285 | 4335 | 4384 | £433
lss0 | 4483 | 4532 | 4380 | 4631 | 4650 | 4720 4770 | 4828 | 4577 | 4927
§xl | 4976 { 5025 | 5074 | 512415173 | 5222 | 5272 5321 | 3370 | 3419 8
| 582 | - 3469 | 5518 | 5567 | 5616 | 5665 | 5715 | 3764 ! 5813 | 8362 | 3912
883 | 5Y61 [ 6010 {6059 | 6108 | 6157 | 6207 | 6236 | 6303 | 6354 | 6503
1854 | 6452 | 6301 | 6351 | 6600 | 6649 | 6698 | 6747 | 6796 | 6345 | 6894
885 6943 | 6992 | 7041 | 7090 | 7140 | 7189 | 7238 | 7287 | 7336 | 7385
{886 | 7434 | 7483 | 7532 | 7581 (7630 [ 7679 [ 7728 | 7777 | 7826 | 7875
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SPIS RZECZY

W TEM DZIELE ZAWARTYCH.
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Rozdziat 1. O podnoszeniu do poteg i wyciagania pier-

wiastkow w ogoélnogei . . . . . * . 1
Rozdzial 1. O podnoszeniu do kwadratu . . . . . 14
Rozdzial 1I; O wyciaganin pierwiastku kwadratowego . 22

Rozdzial 1V. O podnoszeniu do szescianu . . . . . 4l
Rozdzial V. O wyciaganiu pierwiastku szedciennego. . 53
Rozdziat V1. O postepach réinicowych . . . . . . 70
Rozdziat VII. O postepach ilorazowyeh . . . . . . 83
Rozdzial V1. O Logarytmach . . . . . . . . 93

Tablica logarytmowa liczb od 1 do 10000 . . . . . 149
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OMYLKl WAZNIBJSZE.

———

stron. 8 wiersz 6. zam.= 3* popr. = 8",

”
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”»

»

»

»

»n

22

»

12

13
24
24
35
36
39

44

”

51
51

65

95

”

"

"

”

»

”

"

»”

11."zam. na dwa nastepne czynniki popr. na czyn-
niki pierwsze
12. zam. 11 potegi popr. 12 potegi.
10. zam. 119 popr. 116
12. zam. 119 popr. 116
5. od dolu zam. 700000 popr. 1000000
8. zam. 591 . T° popr. 59.7*
2. od dolu. zam. przez ten czynnik popr. przez
drugi czynnik.
13. zam. 3744088 popr. 3154088
14. zam. 496783088 popr. 496793088
15. zam. 29,249025 popr. 29,250025
w wypad!m dzialania zam. 1B popr. 0,1 X B
5 zam. 2 B’ popr. 0,02 B
y zam.H B popr.0,005 X B *

14 e e 23
Zam.— popr. —
Ja pop 3a?

11. od dola zam. 12 popr. 512.

—SBS Do
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DZIELA TEGOZ AUTORA.

O Papierach publicznych w ogdlnosei, ze szezegétowym
opisem papieréw krajowych, wazniejszych zagranicznych i
instytucyj ktére na ich handel wplywajq. Warszawa 1843,
Cena 2 ruble.

Rachunkowos¢ handlowa w wazniejszych jej zastosowa-
niach. Warszawa 1846.—Cena 2 ruble.

Dziela te dla mlodziezy Szkolnej sprzedajq si¢ w mieszka-
niu Autora Nr. 472, po 10 zL. exemplarz.
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http://rcin.org.pl



‘*hi‘lh‘-;ﬁﬂ'ﬂa ‘g ,,u»anlq"l 7 IO‘Istﬂ;dﬂq ﬂ‘jmal |'"
lla;ntm:mdﬂ lrw%a[eunn‘n ,:humlﬁ.ul e
f}'ﬁf lﬁfi‘g W aplany! qrr l,-!m: f ﬂmm' )
' .' o =l"f=ea '.s dn‘l g
': W ﬂ Bil!}ﬂml éorm,hmi

hl i @
g Al u}[f!

-'&lqﬂiazo *Ix ’3!

- Al




b |
i

4
: 4
ol :

o -'1‘."“_'»-,“ /) .l'
tﬁ' gt
AR

e
AR
S

N
,_.,

I

=




'h‘ '!.‘}. . 3 _
e hJIQ,/Ircm orgpl









	STRONA TYTUŁOWA
	ROZDZIAŁ I
	ROZDZIAŁ II
	ROZDZIAŁ III
	ROZDZIAŁ IV
	ROZDZIAŁ V
	ROZDZIAŁ VI
	ROZDZIAŁ VII
	ROZDZIAŁ VIII
	Zastosowanie logarytmów
	TABLICA LOGARYTMOWA LICZB OD 1 DO 10000
	SPIS RZECZY W TEM DZIELE ZAWARTYCH
	OMYŁKI WAŻNIEJSZE
	DZIEŁA TEGOŻ AUTORA



