;’

“ﬂ%\ly»:’ TR e ENAL S e K,

T e g e e e o

|

KARCZEW:

SKi

|

e S

PSR s S ‘Un..l!» }fl‘.ﬂ.g‘ﬂ\?,’aﬂ.

A O AR O N S S RS TR

il

POCZATKI
GEOMETRYS













POCZATHAI

GEOMETRYI

W
oSmiu hsi¢gach na dwie
czgsci podzielonych:

zebrane przez

Wincentego harczewskhiego,
Nauczyciela Matematyki w Szkole Woiewd-
dzkicy, Woiewddatwa Krakowskiego; by-
fego Zastepce Professora Astronomii w Im=
peratorskim Wilefiskim Uniwersytecie,
Pomocnika w Obserwatorium Astronomiczném

tegoz Uniwersytetu.

=y

UCZESC DRUGA

Wo K Pl 1 CA Gl
W Drukarni J

http://rcin.org.pl

[Fp

1L g

‘



op's mv Yugys5

Wté'm pierwszém wydaniu, ograniczylem
si¢ poczatkami nayprostszemi, a razem nay-
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ve z naywigkszg wdzigcznoscig przyigwszy ,
korzysta¢ niezaniedbam.
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REJESTR RZECZY

w Czgfci Drugiey zawartych,

KSIEGA PIATA.

Karta

Opisania F - - - - -
ZAD. 1. Linija prosta niemoze ' leze¢ w
czgsci na piaszezyznie, w czesci ze-
wnatrz piaszczyzny. - - -
ZAD. 1I. Przecinaiace si¢ dwie linije pro—-
ste, lezag na iedney plaszczyznie, i o-
znaczaig i¢y poiozenie fig. 181. -
ZAD. III. Wspélném przecigciem sie
dwéch plaszczyzn iest linija prosta -
ZAD. 1V. Jeieli linija prosta iest prosto—
padia do dwéch drugich krzyzuiacych
si¢ w iey spodku, bedzie prostopadla
do iakieykolwick inney  linij prostey
przechodzgcey przez iey spodek, i pro-
stopadia do pfaszeczyzny. fig. 183, -
ZAD. V. Linije pochyle w rownoy odle-
glosci od prostepadley sq rowne, zas
z dwéch pochyiych merownych ta
iest diuzsza, ktéra bardziey od pro-
stopadtey oddala sie. fig. 184. - -
ZAD. VI Spu501wszy prostopadia mna
plaszczyzne, 1 obrawszy linija prosta
na tey plaszczyznie; iezeli ze spodka
prostopadtey poprowadzimy prostopa—
dfa do tey linij, i zlaczymy iey osta-
teczny koniec z ostatecznym koncem
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plerwszey prostopadiey, linija Yaczgca
ostateczne konce tych prostopadiych
bedzie prostopadiy do linij lezacey na
plaszczyznie. fig. 185, + = - 199

ZAD VIL Jezeli linija prosta, iest pro-
stopadia”do plaszesyzny, wszystkie li-
nije do niey réwnolegle, beda takze
pl ostopadfemi do tey samey piaszczy—
zny. fig. 186, - - - 20Q
ZAD. VIII Jezeli iedna linija prosta, iest
réwnolegta do drugiey wykresloney na
plaszczyznie, beduzie takze rownolegly
do tey plaszezyzny. fig. 187. =~ - 201
ZAD. IX, Dwie plaszczyzny prostopadie
do tey samey linij prostey sa rownole-
gle miegdzy soba. fig. 188. - ~ 202
ZAD. X. Przecigcia dwéch plaszezyzn
réownoleglych, przexz plaszezyzne trze-
cig, sa rownolegiemi. fig. 189. - 203
ZAD. XI. Linija prostopadia do iedney
plaszczyzny, iest plostopadja do pla-
szczyeny drugiey do pierwszey réwno-
legley. fig. 188. - - - 203
ZAD. XIL le;P mwno]eOIeoblqtedvne-
ma piaszczyznami rownolc"ieml $q ro-
wne. fig. 189. - - - - 204
ZAD. X1 Jezell dwa katy lezace na tey
samey plaszczyznie maig ramiona ré-
wnolegle 1 wtym samym kierunku, ka-
ty beda réowne, a ich plasaczyzny ro-
wnoiegfe. fig. 190. - - - 208
ZAD. XIV. lJezeli trzy linije proste nie-
lezgce na tey samey plaszczyznie sa ré-
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“wne i réwnolegle, tréykaty z obu stron
powstalqce z polaczenia ostatecznych
koncéw tych hnl; prostych linijami pro-
stemi, bedg réwne, a ich plaszcyzny

rownolegfe fig. 1g0. - - 206
ZAD. XV. Dwie linije proste oblgte mig-
~ dzy trzema plaszczyznami réwnolegte—

mi sy pocigte na czesci proporcyonal—

ne. fig. 191. - - 207

ZAD. XVI .'W czworoboku lal.lmkolWlek

ktérego boki leza lub nie leza na iedney

plaszczyznie; iezeli ‘podzielimy  boki
przeciwlegie na czgsci proporcyonalne,
iprzez punkta podzialu poprowadzxmy
linije proste, te przetna si¢ w iednym
punkcie, w stosunku, wiakim sg odpo-
wiadaigce przeciwlegle boki czworo-

roboku, fig. 192. - - 208

ZAD. XVII. Pochytosé dwoch pIaszcyzn,
mierzy si¢ katem powstaigcym z prze—
cigcia si¢ dwoch prostopadtych, pro-
wadzonych na kazdey z tych ptaszcyzn
do tego samego punktu ich wspolnego
przecigcia sig. fig. 193. - - -

ZAD. XVIII. Jezeli linija prosta iest pro-
stopadfa do plaszczyzny, druga plasz—
czyzna przechodzaca przez tg prostopa-
diq bgdzie prostopadiy do pIaszezyzny
pierwszey. fig. 174. -

ZAD. XIX. Jezeli dwie pIaszczyzny 53
do sichie prostopadiemi, poprowadzi-
‘Wwszy ma pierwszey linija prostopadia
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do wspélnego ich przecigcia si¢, ta be—
dzie prostopadia do pIaschyzny dru-
giey. fig. 194. - —~
ZAD. }Q( Wspélne przecigceie sig d\voch
plaszczyzn prostopadiych do piaszezy-
zny trzeciey, iest takZze prostopadiém

213

do tey ostatniey plaszczyzny. fig. 194. - 214

ZAD.XXL W kacie bryfowym skfadaig—
cym si¢ z trzech katow piaskich, sum-
ma dwéch ktorychkolwiek, iest wigksza
od trzeciego.” fig. 195. - - -

ZAD. XXIL. Summa katéw plaskich skia-
daiacych” kat bryfowy, iest mnieysza

od czterech katow prostych. fig. 196. -

ZAD, XXIII. W dwéch katachbryfowych
skiadaiacyh sie ztrzech katow plaskich
réwnych w kazdym, pochyios’c’ pia=
szczyzn pray ktorych katy 54 rowne iest
réwna. fig. 197. - = = -

ZAD. XXIV. Maiac dane tuy katy pla-
skie skiadaiace kat brylowy, wykre-
$§li¢ na piaszczyznie pochyfosé dwoch

plaszezyzntenkat skiadaiacychfig. 198.

‘ZAD. XXV. Maiac dane dwa ztrzech ka-

tow plaskich skiadaiacych kat brydo-~

214

215

216

21Q

wy z pochyloscia ich plaszczyzn, zna— -
lesé trzeci kat plaski. - - - 221

K914 G4 N1

Opisania - - - ~ - 9223

ZAD.1. Dwa Wlelosmany maiace te sa—
me wierzchotki, i w tey samey liczbie
tbiegna si¢ catkiem ieden z drugim.

http://rcin.org.pl
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ZAD.IL. W dwéch wieloscianach syme-
trycznych, sciany odpowiadaiace, i po-
chyiosm dwéch $cian przylurI) ch, sa
rowne. fig. 205. - - -

ZAD. 1II. Dwa pryzmata maiace I\at bry—
fowy obiety trzema piaszczyznaml ré-
wnemi i podobnie roziozonemi, sa ré-
wne. fig. 200. - - - -

ZAD. IV. ‘W kazdym réwnoleglos'cianie
plaszczyzny przeciwlegle sa réwne i

. réwnolegle. fig. 206, - -

ZAD. V. W kazdym réwnoleglo$cianie
katy brylowe przeciwlegle sa symetry-
czne, zas przekatne przechodzace przez
wierzchoiki tych katéw PlZBClIlﬂld si¢
wzaiemnie na dwie czgscx rowne.
fig. 2006. - -

ZAD.VL Piaszczyznaprzechodzacaprzez
dwie krawedzie réwnolegio - przeciwle
gle, dzieli réwnolegltoscian na dwa pry-
zmata tréykatne symetryczne. fig. 207.

ZAD. VII. Czes¢ pryzmatu pocigtego pla-
szczyznaml rownoleg{eml, wydald wie—
loboki réwne. - -

ZAD. VHI. Dwa pryzmata troykatne sy-
metryczne na ktére rozkiadasie réwno-
legloscian, sa réwno-wartuiace. fi. 208.

ZAD. IX. Dwa léwnolcglos'ciany maiace
podstawy wyzsze lezace na tey samey
- plaszczyznie, 1mledzy temi samemi ré-

wnolegtemi, sa rowno-wartuiace. fi. 209.

ZAD.X. Dwa réwnolegiogciany tey samey
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. podstatvy iwy'sokoéci s3 réwno -~ war-
tuigee. = 2 -
ZAD. XI. Dwa rownolegloscxany prosto-
katne tey samey podstawy, sq iak wy-
sokogci. fig. 212, - - -
ZAD. X1l. Dwa rownoleglosclany pro-
stokgtne tey samey Wysokos'ci, sg lak
pedstawy. fig. 213. - -
ZAD. XIII. Dwa rownolegloscmny pro-
stokatne iakiekolwiek, s3 migdzy soba,
iak wieloczyny z podstaw przez wyso—
kosci, albo iak wieloczyny z ich trzech
rozmiarow. fig.213. - - -
ZAD. X1V. Brylowato$é réwnolegloscia—
nu, i w ogdélnosci bryfowatos¢ iakiego—
kolwiek pryzmatu, iest réwna wielo-
czynowi z podstawy przez wysokosé -
ZAD. XV. Jezeli piramida czyli ostrostup
SABCDE, iest przecigta przez plasz-
czyzng abede 1ovmolegfa do podsta-
© wy. lig. 214, -

ZAD.XVI. Brylowatos¢ kazdey plramldy
troyLatney, iest wiaksza od czwartey
czesel wieloczynu z podstawy przez
Wyool\osc a mnieysza od poi’owy tego
wieloczynu fig. 215. - -

ZAD. XVIIL Bryiowatosc pir amldy troy-

Lkatnuy iest rowna trzeciey czesci wie-
g loczynu z podstawy plzez wysekosc
fig. 215 o - <

239

24y

243

244

247

- 249

251

254

ZAD. XVIIL Kaida plramnda ma zamia—

re trzecia czes¢ wieloczynu z podsta-
wy przez wysokosé. - — -
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ZAD. XIX, Dwa wielosciany symetryczne .

sa réwno - wartuiace, czyli réwne w
bryfowatosci. fig. 202 - - -
ZAD. XX. Przeciawszy piramidg plasz-

26o

czyzng rowno]egia do podstawy, pozostafa

piramida uci¢ta, iest réwna summie
trzech piramid, maiacych za wysokosc
wspolna, wysokosé plramxdy umqtey,
a za podstawy, podstawe niZsza pira-
midy uci¢tey, podstawe wyzsza, i srze—~
dnia proporcyonalna migdzy temi dwiema
ostatniemi podstawami. fig, 217. o
ZAD. XXI. Przecigwszy pryzmat tréy-
katny plaszczyzng D EF (fig. 216), po-
chyia do podstawy ABC, pozostaia
ztad bryta, réwna bedzie summie trzech
piramid, ktérych vnerzchoikami sa
punkta D, E, F, podstawq zas wspolnq
ABC. -
ZAD. XXIL DWle plramldy troykqtne po-
dobne, maia sciany odpowiadaiace po-
dobne, a katy bryfowe odpowiadaiqce
rowne. fig. 203. - -
ZAD. XXIIL. Dwa w1eloscxany podobne,
maig sciany odpowiadaiace podobne, a
katy brylowe odpowiadaiqce réwne.
ﬁu 219. r% A%
ZAD XXIV. Dwa wueloacxany podobne,
moga si¢ dzieli¢ na te same l:czbq pira-
mid troykainych podobnych, i podo—
bnie rozfozonych. - -
ZAD. XXV. Dwie plramldv podobne sa
miedzy soba, iak sze$ciany z cbokéw od=
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odpowiadaigczch. fig. 214. - -
ZAD. XXVI. Dwa wieclosciany podobne
sa migdzy sobg, iak szesciany z bokéw
odpowiadaigcych. fig. 291. - -

KSIEGA VI

ZAD. 1. Kazde przecigcie kuli plaszczy-
zna iest kofem. fig. 221. —
ZAD.II. W kazdym tréykacie kuhstym,
bok ktorykolwiek iest mnieyszy od sum-
-my dwoch drugich. fig. 222. -
ZAD. 1II. Naykrotsza droga na powierz—
chni kuli z iednego punktu do drugiego,
iest {uk kota wielkiego taczacy dwa
punkta dane. fig. 225. - o7 o
ZAD. IV. W tréykacie kulistym, summa
trzech bokow, iest mnieysza od obwo-
du kofa wielkiego. fig. 224. - -
ZAD. V. W kazdym wicloboku kulistym,
summa bokéw, iest mnieysza od ob-
wodu kuta wielkiego- fig. 225. — -
ZAD:. VI. Ostateczne konce srzednicy
prostopadiey do plaszczyzny kola wiel—-
kiego, sa biegunami tego kofa, i biegu—
nami.wszystkich kot matych do wiel-
kiego kofa réwnolegtych. fig. 220. = -
ZAD. VIl. Plaszczyzna prostopadia do
ostatecznego konca promienia, iest sty-
czna do kuli. fig. 226. - - =
ZAD. VIIL Kat powstaiacy z przecigcia
si¢ dwoch Tukow kot wiclkich, iest r6—
wny -katowi zioZonemu ze stycznych do
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tych tukéw. fig. 226. - = -

ZAD. IX. W tréykacie, 2 punktow A,B,
C, iako biegunow, opisawszy fuki sLIa—
daja‘ce troykat DL F; trzy punkta D,
E, I, beda biegunami bokéw B C, AC,
AB ﬁg 227. - -

ZAD. X. Kazdy kat w 1ednym z troykq—
téow AB C, DEF, ma zamiar¢ péi-ob~
woéd, mniey bok przcciw legty w tréy—-
chw drugim. fig. 227. -

ZAD. XI. WV troykame ABC, = punktow
AiB, wodleglosci AC iBC, zakresli-
wszy 'hlki kuf malych; i przez punkt
D, ktorym te fuki przetng si¢, popro-
wadziwszy {uki kot wielkich; troykat
ABC bedsie réwny ACB. fig. 229. -

ZAD. XII. Czytac Zad. VI. K. L fig. 230.

ZAD. X1II. Czyta¢ Zad. VIIL K. L -

ZAD. XIV. Czytac Zad.XI. K. I. fig. 229.

ZAD. XV. Czy. Zad. XILiXIILK.Lf. 251
ZAD. XVL. Czytac¢ Zad. XIV. K. L fig. 232.

ZAD. XVIL Czyta¢ Zad. X.K.1. fig. 233.
ZAD. XVIHL Jezeli dwa tréykaty sa ro-
wnokatne, sa iréwno-boczne. fig. 234.
ZAD. XIX. W tréykacie kulistym summa
trzech katéw iest mnieysza od szesciu,
a wieksza od dwoch katow prostych -
ZAD. XX. Tasma §piczasta iest do po-
wierzchni kuli, iak kat tey tasmy do
czterech katow prostych, albo iak {uk

287,

288

- 289

290
29t
192
292
283
294
295

26O

197

mierzacy ten kat do obwodu kofa. fi. 256. 298

ZAD.XXI. Dwa troykaty kuliste syme-
tryczne saréwna co do powierz fig, 257.
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ZAD. XXIT. Summa tréykatéw w wierz—
cho 'kach przeciwleglfych, powstaig—
cych z przecigcia sig dwéch két wiel-
kich na potkuli, iest réwna tasmie spi-
czastey, maigcey kat réwny katowi w
wierzchotku. fig. 258 — - -

ZAD. XXIII. Powierzchnia tréykata ku-
listego , 1est rowna summie iego katéw,
zmnieyszoney dwoéma kqtaml prostemi
fig. 239." =~ - - - = =

ZAD. XXIV. Powierzchnia wieloboku
kulistego, ma za miar¢ summe katéw,
muiey wieloczyn z dwéch katéow pro-
stych przez liczbe bokéw wieloboku
mniey dwoma. fig. 240. - - -

KSI E Gy VL

Opisania - - -

T'wierdzenia pr‘ybrane tyczgce sig
powierzchni.

I. Powierzchnia plaska, iest mnieyszgod
kazdey inney powierzchni maigcey z
pierwsza to samo zakonczenie. fig. 254.

II. Powierzchnia wypukia, iest mnieyszg
od powierzchni drugiey otaczaigeey ,
maigcey z pierwsza to samo zakorficze—

e

nie. fig. 255. - = =z

1II. Powierzchnia wypukia pryzmatu pro-
stego, iestrowna wieloczynowi z pery-

Joi

309

(S
Q
W

205

metru podstawy przez wysoko$¢. fig. 252 308

IV. Powierzchnia wypukia walca, iest
wigksza od powierzchni wypukfey pry-

#matu opisanego. fig. 252. - = 369
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ZAD. I. Brylowatosé walca, iest réwna
wieloczynowi z iego podstawy ‘przez

wysokosc. fig. 258.- - -3

ZAD IL Powxerzchma wypukia Walca,
- iest réwna wieloczyncwi z obwodu ie-

go podstawy przez wysokosé fig. 258.
ZAD. 111 Brytowatos¢ ostrokregu, iest ré-

wna wieloczynowiziego podstawy praez

trzecia czesc wysokosci. fig. 259. -3

ZAD. 1V. Bryfowatosé osloqugu ucigte~
80, iest réwna summie trzech ostrokre-

goéw, maigeych za wysokos¢ wspolng, -
wysoko§é ostrokregu ucigtego, a za -

podstawy podstawe nizsza ostrokregu
ucietego, podstawe wyZsza, i srzednig
proporgyonalna miedzy temi dwiema
podstawami. fig. 260. -~ - -
ZAD.V. Powierzchnia wypukia ostrokre-
gu iest rowna wieloczynowi z obwodu
iego podstawy przez polowg boku fi. 25q.
ZAD. TI. Powierzchnia wypukia ostro-
kregu ucigtego, iest rowna wieloczy-
nowi z iego boku, przez polowe sum-
my obwodéw dwéch podstaw. fig. 261.
ZAD. VIL W wieloboku foremnym, o-
brawszy kilka bokéw nastfgpnych i po-
prowadziwszy promien kola wpisanego;
iezeli okolo srzednicy abréciemy czf;sc
wieloboku, powierzchnia ta czgscia u-
tworzona, bedzie miala za mmarg wie—
loczyn z wysokosci czyli ositéy powierz-
chni, przez obwéd kola w pisagego.

fig. 262, = ” o e =3
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7AD. VIIl. Powierzchnia kuli iest réwna wielo~
czynowi z iey srzednicy przez obwdd kota
wiclkiego, fig. 263. - % % - 323
ZAD. 1X. Powierzchnia pasa kulistego, iest ré-=
wna wicloczynowi z iego wysokosei przez ob-
wéd kota wiclkiego. fig. 269. = - - 325
ZAD. X. Jezeli tréykat i prostokat téy samey
podstawy i wysokosci obracaia sie razem okolo
wspdlney srzednicy, bryta utworzona obrétem
tréoykata iest trzecia czescig walca utworzonego
obrétem prostokata. fig. 264. 2B85. = - 327
ZAD. XI. Znales¢ miare hryty uiworzoney o-
brotem tréykata okoto linij przechodzacey ze-
whnatrz przez iédenz iego wierzchotkow. fig. 266. 328
ZAD. XII. W wieloboku foremmnym, obrawszy
kilka bokéw mastepnych, 1 poporowadziwszy
* promien kqta w pisanego, iezeli okolo srzedni
cy obrdéciemy wycinek wielobokowy, bryla
tym wycinkiem utworzona, bedzie miata za
miare dwie trzecie obwodu mmnozZonegoe przez
kwadrat z promienia kota wpisanego, i przez
czes¢ srzednicy czyli osi oznaczoney prostopa-
diemi z oqtatecznych koncow czesci wieloboku
spuszczonemi, fig. 262. - - - 33e
ZAD. XIII Brylowatos¢ wycinka Luhsteno iest
réwna wieloczynowa® z pasa sinzacego mu za
podstawe, przez trzecia cze$¢é promienia, bry- -
towatos¢ zas kuli wic]oczynowi z powierzchni
przez trzecia czesé promienia. fig. 269 - 331
ZAD. XIV. Powierzchuia i brytowatosc kuli, tak
sie ma do powierzchni i brylowatosci walca o-
opisanégo (obeymuigc w to podstawy), iak 2
do 3.. figi 270. - - ~ 332
ZAD. XV. Znales¢ wartos¢ bryly utworzoney
obrétem odcinka kolowego obracaiacego sie
okolo srzednicy zewriajrz polozoney. fig. 271 333
ZAD. XVI. Kazdy odcinek kulisty, obiety mie-
dzy dwiema plaszczyznami réwnolegtemi, ma. !
za miare pol—summy podstaw, mnozoney przez ;.
wysokoé¢, wiecey brylowatos¢ kuli ktérey ta
£ wysokps¢ stuzy za srzednice. fig. 271. - '334
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3 POCzATﬁi‘
GEOMETRYL

O T L e

CZESC DRUGA

Obeymuigca figury trzy rozmiary

maigce, to iest: dfugosc, szerokosé,
i wysokosé.
KSIEGA PIATA.

| .‘0 plaszczyznach i katach bryi’oWych‘.

Opisania.

L Linija prosta iest prostopadly do pla-
szezyzny , ptaszczyzna do linij, iezeli ta o- '
_ostatnia iest prostopadia do wszystkich linij S '

krzyZuiacych si¢ na plaszcayznie/w iey spo- [ ntyll
dkz. Spodkiem prostopadiey nglzywaé be- A “f
A dzie N s

http://rcin.org.pl,
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f %? _.dz;'emz punkt, w ktérzm dotyka sie / pla-

szczyzny.
1L Linija iest réwnoleglq do ptaszczyzny, pta—-
szezyzna do linij , i dwie plaszczyzny/mig-
f "“’”"77 dzy};obq, skzﬁ‘é’przediuz’one iak né};'daley
lwacle’ w iakimkolwiek kierunku,nieprzecinaig sig.
| 1. Jezeli dwie plaszczyzny przecinaig sig,
i wsp6lném ich przecigciem iest linija prosta ;
| ... ilo$¢ zas wigksza lub mnieysza o ktéra s3 od
' siebie oddalone nazywa si¢ pochytoscig, kié-
ra mierzy si¢ katem powstaigcym z prze—
] /ﬂ cigcia si¢ dwéch/prostopad{ych prowadzo-
a8 nych na kazdey z {ych plaszczyzn, /do te-
f £}Kgo samego punktu/ wspélnego przecigciasig.
b:l Kt tenmoze bydz ostry, rozwarty, lub pro-
ot sty, w tym ostatnim przypadku plaszczy—
J7oany sa do siebie prostopadiemiy/

| s LA rrj_zgﬂw‘}towa obigta frigdzy Ailku
i/ P aszczyznami zbiegaigcemi sie”w iednym

|
|
{
1

&
[/0&124/7"» punkeie, nazywa si¢ kgtem brytowym. Do
oy, adiawre~ zlozenia kata brylowego potrzeba naymniey
ey «g s trgoch plaszezyzn,
SR . .trzech p yzn.,
W}’;,JWM ADANIE PIERWSZE.

Twierdzenie., ,

: Ay 4 5% T
: Linija prosta niemoze lee w czgici na
plaszczyznie, w czgfei zewnglrz plaszezyzny,
Poniewaz plaszczyzna iest powierzchnja, .
] /@/w'r na ktorey biorge od upodobania W—JW
Lo Wick-mieyseu dwa punkta, i faczac ie linija
prosta, ta calkiem lezy na plaszczyznie.

!

na
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ZADANLIE B .

Twierdzenie.

Przecinaigee si¢ dwie linije proste, leig /Qa
na iedney ptaszczyznie, i vznaczaig iey po= 5
tozenie. (fig.181).

ystawiwszy plaszczyzne obracaiacq sig [wysZéns

okofo linij AB, ta w obrocie swoim trafiwszy J“"’M

na punkt C, linija A C leze¢ bedzie na iedney n<a .«

plaszczyznie z linija AB, maiac na niey dwa *%. o7.

swoie punkta A, C’:] a pofozenie tey plasaczy> X/ i‘7
zny iuz iest oznaczoném przez to tylko, ze o=
beymuie przecinaiace si¢ dwie linije proste

AB, AC.

W niosek. Wige tréykat AB C, trzy punk-
ta A, B, C, nie b¢dace w linij prostey, i dwie
réwnoleglte AB, CD (fig. 182), eznaczaig po-~
dozenie plaszczyzny ; poniewaz poprowadzivw—
szy sieczna EF, plaszczyzne przechodzaca
przez dwie linije proste AE, EF, przechodzié
- takZe bedzie przez dwie réwnolegie AB, CD.

ZADANTIE: IIL
" Twierdzenie

Wspdlném przecigciem si¢ dwdch pla=
szczyzn iest linija prosta.
.. Gdyby trzy punkta wspélne dwém pla- e
szczyznom nie byly w linij prostey, Mﬁ /
kazda z dwic szczyzn przechodzac przez oo

A 2

aT

"v'cmaf
-
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5‘ /“/ ku, bgdzie prostopad

zYozylyby iedne i te same plaszczy~
zng (Zad. II)',j co iest przeciwko zaiozeniu.
T ———————— i
ZADANIE 1IV.

Twierdzenie.

5 Jezeli linija prosta iest prostopadf /'do -
dwdch drugich lrzyzz:/t;cycﬁ si¢ w iey §pod—

dO/mktqykoMek in-
ney linij prostey prze hodzgcey przez iey spo-

L« 4 dek E’prostopadi do ptaszczyzny. (fig. 183).
ardey

Niech bedzi€ linija AP prostopadia do PB,

Mfm’ 4P C; powiadam, Ze bedzie prostopadig do PQ,

przechodzacey przez spodek P, i do’plaszczy~

T A VLN

»

W kacie BPC, prezez punkt Q, wzigty
od upodobanla na linij PQ, poprowadziwszy
linija prosta BC, tak, azeby BQ=QC (Za-
gad. V.K.IIL.), quczmy AB,AQ,AC. W troy-
katach BPC, BAC (Zad.X XIV K.1II). mamy
T PEY L PR =20 PO . 3QCF

AC* =+ AB* = 2AQ2 -2 QE®:
odeymuigc pierwsze réwnanie od drugiego, i
uwazaiac ze tréykaty AP C, APB prostokat-
ne przy P, daia '

AC*—PC*=AP*

3. AB* —PB*=AP?, bedziemy mieli

AP? }AP*—=2AQ*—2PQ>.

- Biorac z obu stron pofow¢ mamy
‘ AP‘—-AQZ—PQZ, albo .
AQ*=AP*? +P p Q=

http://rcin.org.pl



MAP Q bedac prostokatnym [«

przy P (Z - o= %

§ 3 d /8
waga. Wiegc aby linija prosta byta pro- ’““%’ -4

stopadia do plaszczyzny, /za$ plaszczyzna do -:Z..%
linij, dosy¢ iest by ta ostatnia byta prosto— i
padiag do dwéch tylko linij prostych krzyzuia— A“’: m
cych sie na plaszczyznie wiey spodku (Opis. ). prisd iaeg
Syersigny plaszezy Y sp (Opis-1) i
W niosek I. Prostopadia AP, bedac krét- :
sz3 od pochyley A Q, mierzy prawdziwa od-
leglos¢ punktu A, od plaszczyzny MN.
/ 7
W niosek II. 7 punktu danego P napla- /nmj
szczyznie, iedne tylko/prostopadi wyprowa-— / %
dzi¢ mozna; bho gdyby$my z tego’ punktu wy—
prowadzili dwie prostopadie, w kierunku. ich /a'mlti
przepusciwszy  plaszczyzne nieograniczona, 4wl
‘przecigeie sie téy plaszczyzny z plaszczyzna /@amﬁj‘
MN, bedzie linija prosta P Q, wigc z punktu’
danego P, na linij prostey P Q moznaby bfto /9""
wyprowadzi¢ dwie/prostopadte, do tey sdmey /W",
fasgfzyzny co iest rzeczg niepodobna (Zad. L /20 ac
- L. Wnios ). Rownie iest rzecza niepodobna K s
zpunktu danego. zewnatrz plaszczyzny spuscié . Lemis
dwie prostopadfe na t¢ plaszcayzne; p(fewai Lriy
gdyby AP, AQ byly temi dwiema prbstopa— /ffb
dlemi, naéwczas tréoykat AP Q, miatby dwa
katy APQ, AQP, proste, co bydz niemoze
(Zad. XXVIL K, L Waios. III).

ZADA-

http://rcin.org.pl
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ZADANIE WV

! Twierdzenie.

A Linije pochyle w réwney odlegloici od

’ ¥ /prostopadley sg réwne /za: z dwdch pochy—

sy fych nieréwnych , ta iest diutszg, ktéra bar-
dziey od prostopadley oddala Sig. (fig.184).

; Poniewaz katy APB, APC, APD s3
oyo@/ﬁq&em-n—pfestemx, wziawszy odleglosm PB, PC,

» D réwne migdzy soba, troykaty APB, APC,

o,

%‘:5 PD maxqce kat rown_¥7 oblgty -bokami ré-
wnemi (Zad.VLK.L)/sa réwne; wigc prze-
ciw - prostokatne, albo pochyfe AB, AC, AD,
sa migdzy soba réwne.

Jezeli odleglosé PE >P D, albo PB,
widoczna iest rzeczq, ze linija pochy.’(a ALE >
AB, albo AD.

| . W niosek. Wszystkle linije pochyle AB,
‘ AC, AD, it. d sobie rowne,)zlot kaia si
| obwodu kota BCD, opisanego fe spoEEa pro-

stopad{ey 48 1ako/ srzod' ; [wige maiac dan

W—
% mviadi- seczoney z punktu danego A; oznaczywszy na
w i 1 unkta B, C, D, réw
;7 {:’ ,| szukaymy er
#*modu kota przez nie przechodzacego, srzodek

en bedzie spodkiem szukanym.

""‘j Uwaga. Kat ABP, nazywa si¢ nachy-
leniemn hm) pochyfey AB do pi’aszczyzny MN,

2 widziemy zZe to nachylenie iest/réwne we wszy-

odn " stkich

‘http://rcin.org.pl A
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stkich linijach pochylych AB, AC, AD, it.d.
réwnie oddalonych od prostopadiey; poniewaz
wszystkie troykaty ABP, ACP, ADPitd.
sa réwne miedzy soba.

ZADANIE VL

Twierdzenie.

Spuiciwszy prostopadlg na plaszezyzng, ﬁ’:/rmm
i obraw.szy linijg prostg na tey ptaszczyznie; 4
iezeli ze spodka prostopadfey poprowadzzmy /2“
prostopadty do tey linij, i zlgczymy teyosta—-"

Zeczny koniec z estatecznym koticem pierw- ﬁ |
szey prostopadiey, linija 1gczgca estatecsme clog fern
konce tych prostopadtych bedzie prostopadlg rTutic
do linij-lezgeey na plaszczyznie. (fig.185). hee

Niech bgdzie AP prostopadta do plaszezy— % vecsecs|
zny MN, ilinija BC polozona na tey pfa- € Homo
szczyenie; iezeli ze spodka prostopadiey P, po—
prowadzimy prostopadia do B C, i zia-
czymy AD, powiadam, Ze A D bedzie prosto—
padig do BC. Wezmy BD=D C, i z{agczmy
PB, PC, AB, AC: poniewaz D B=RC, po-
chyta PB=PC; co zas do prostopadiey’A P;
poniewaz PB=P C, pochyla AB=AC (Za- -
danie V.); wigc linija AD maigc dwa ostate-
czne swoie punkta A, i D, wréwney odlegfo;,cx
od Jostatecznych l\oncow linij prostey B,1C,, /9 > 4.
iest prostopadig/do srzodka linij B C. ,3

Wniosek.” Widzimy razem ze B C iest h; ,ﬁf
prostopadi/{ do plaszczyzny ADP, pomegaz /6L

: B
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/4~ BOC, iest prostopadi/fl razem do dwoch linii'
prustych AD,PD
: - Uwaga. Dwie linije AF, BC nie lezae
| na tey samey plaszczyznie nwdy si¢ nieprze— |
| s, tna. Naykrotsza odlegiosc tych linij iest linija 9
b ‘prosta PD, ktora iest prostopadia razem do |
| Iinij AP, i do BC. Odlegltos¢c PD, iest nay—
..7..»1.0 krotsza migdzy temi dw1ema linijami; jponie—
v vuwaz iegeli ztaceymy dwa drugie punktd iakie- |
‘qmml sq AiB, bedziemy mieli AB >AD,AD> |
D azatem AB >PD

7 ¢ »

!;% 2. ._1«'_/Z%A7]¢)vzj:rljlzlefwvn |

o Oy A, AN LA i
|'M~ ‘:Z' f b/ Jedeli linija prosta, iest prostopadlg do |
Wy&,m']ﬂasmzyzny, waﬁy.sllze linije dofniey réwno-
b rmmgpole, bedg takZe prostopadtémi do ey sa-
L0 7" mey plaszczyzny. (fig. 186
‘A’/l s ‘yll)ﬁech l;}(/;da{e l(mlé)‘a pcmsta AP, prostopa-

dfa do pfaszcz,ynly MN, powiadam , Ze lini-
i‘ sy E D, réwnolegla do AP, beduie takze pro-
S topadla do plaszczyzny MN kierunku ré-
’155 Jwnoleglych AP, LD, poprowadzmy pla-
szezyzng ktorey przecigcie si¢ z plaszczyzng
M N, bedzie P D; na plaszcayznie M N, wykre-~
slmy linija BC, prostopadia do PD, lz;id—
_ czmy AD. Podiuﬂ wniosku zadania poprze-
L - dzaiacego, BC iest prostopadi_q_do plaszczy- i
; zny APDE; wigec kat BDE iest prosty: kat |
i EDP iest takie Pprosty, poniewaz A P iest pro= ‘

e \ n sto=_




Z&. 2 1»64/)4
stopadfq do PD, za$ DE rowno]ogfa do AP :
wiec linijja DE bedac prostopadfa do dw och w
linij prostych D P, DB, iest prostopadia do
plaszczyzny M N (/md V). |
' Wniosek. 1. Naodwroét, iczeli linije AP, 4 1
ED, sa prostopadfemi do pfaszcaywy MN ﬁ“a‘z
beda roWnolegIeml oniewaz gdyby niemi M&/’M«x
niebyly, wyprowadziwszy z punktu D7 R
wnolegfa do AP E bedac Igroatol__d:hl do?;;z:
by=,

iaag@;mnl M IL__Z punkiu D, mozraby
%v/vyprovs adzi¢c dwie prostopadie do tey sa-

mey plaszezyznyJ co bydz niemoze (Zad. iV). 4"""1{31‘
W ricsek. Jezeli z trzech linij nie le~ : [ g

zacych na Jedney p‘aschmu, dwic sg ro- &'7 |

wnolegie do trzeciéy, sa rownolegte mi¢dzy so-—

bat,/\;&gystdm@y pidsuqmq prestop adia do h#‘

linij trzeciey, dwie pierwsze do/niey réwno—

legle, bedac prostopadiemi do tey samey pla o sencle

szezyzny, podiug wniosku poplzedzaldce“o,%
bgdq migdzy sobg réwnoleglemi.—

ZADANIE VIIL /735:?3:25;

Twierdzenie.

“4 w.a
2 “14v9, o uj
Jezeli iedna linija prosta, iest rdwno-—

: legfq do drugiey wykrefloney na pfaszuzy-—
znie, bgdzie takie réwnolegty do ley pta= *
szezyzny. (fig. 187).

Jezeli linija prosta AB, iest rownolegfq
do CD, wykreslonev na plaszczyznie MN,
powaadam, ze bcgdzxe do tey plaszczyzny rée

wno~ -
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C D plaszczyzne, gdyby linija AB, lezaca na

/9 wn Wnolegla. [Przepusciwszy przez linije AB i
e

//.5.

/p/

plaszezyznie AB C D, przecigla si¢ z plaszczy-
zna MN, przeciglaby si¢ koniecznie w ktorym
kolwiek punkcie linij CD, ktéra iest wspdl-
ném przecigciem si¢ tych dwoch plaszczyzn;
linija zas AB, przecigc linij CD niemoze, po-
niewaz do niey iest réwnolegia; wiec tez nie-
przetnie i plaszczyzny MN; azatém do niey
iest réwnolegla (Opis. 1I).

ZADANIE IX

Twierdzenie.

Dwie plaszczyzny prostopadle do tey
samey linij prostey sg rownolegte migdzy so-
bg. (fig.188). ‘

Niech beda dwie plaszczyzny MN, P Q,
prostopadle do tey samey linij prostey AB,
powigdam, ze beda migdzy soba réwnolegte.

Poniewaz gdyby te plaszezyzhy przecig-
¥y sie z ktéreykolwiek strony, obrawszy punkt
O, na linij wspélnego ich przecigcia si¢,/zig—
czmy. QA, OBj; linijja AB prostopadfa do
plaszczyzny MN, iest prostopadia do ]in%}/
O A, prowadzoney przez iey spodek na tey

- plaszczyznie; dla iey samey przyczyny AB, iest

prostopadia do BO; wigc OA, OB, byiyby
dwiema prostopadfemi spuszczonemi z iedne-
go punktu O, na t¢ samg linija prosta, co iest
rzecza niepodobna (Zad. XV.K.I). Wigc pia~-
oszezyany MN, P Q, s xém’nblegiﬁx_'a

http://rcin.brg.pl
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Z2ADANIE X

“T'wierdzenie.

Przecigcia dwéch plaszezyzn réwnole- |
'?eglyrh rzez plaszczyzng lrzecig, $¢ ro= /
wnolegtegni (fig.189).

Niéch beda przeciecia EF, GH, dwéch
plaszczyzn MN, PQ, od trzeciey plaszczy-
zny EFH G, powiadam, ze te przecigcia be- !
da réwnolegi7&. Poniewaz gdyby linije EF,.

GH, bedace/na plaszcyznie EF HG, nicby-
1y réwnolegiemi, przedluzone przeciefybysie;
azatém przeci¢tybysie ii)iaszczyzuy MN, PQ,
na ktérych leza, co bydz niemoze gdyz z z {04-
zenia te dwie plaszezyzny sq rownolebie /

ZADANTE XL N
Twierdzenie.

Linija prostopadta do iedney ptaszczy-

zny, iest prostopadlg do- ptaszczyzny dru- m
giey/do pierwszey réwnolegtey (fig.188). W

~ " Niech bedzie linija prosta AB, prostopa-,?7. ..
dia do piaszczyzny M N, powiadam, Ze iest
prostopadia do piaszezyzny PQ, réwnole~
gley do MN.
‘ Poprowadziwszy od upodobania na pfa-
zczyrme PQ, linijg BC, przez' AB iBC,

przepusciwszy plaszezyzng ABC, przeleCIG hasn o

iey z plaszczyzna MN, to iest AD, iest ré- ﬂ’l“‘z
wnole ﬂem do BC (Zad.X ); lecz z zalozenia “7

lini- . Y

}[/mwéceq ylﬁWﬁmm 7 '7
2 : ':
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1/2 Y ;
‘ linija Ag edqc prostopadia do piaszczyzny
l MN, iest prostopadia do linij AD; wiec iest
takie prostopadia do rownolegiey BC (Zad.

| XXIIL K. 1. Wnios. L) //h_poniewaz linija AB

i iest prostopadia do @ 1inij-B-C,-przecho=

i _ﬂdzacq przez iey spodek na piaszczyznie P Q, |
vﬂgc ;Vest prostepadia do &aszczy&ny PQ.

}gg% Zorr /,c,c:) Ba/n//

wzerd enz)e

,

/ ‘/ ‘-’4’; ner; ’
Linije rdwnolevfe obzgte dwiema pla-
szczyznami dwnolegfemz sg réwne. (fig. 189).
) Przez linije réwnolegle EG i FH, /prae~
/’ pusciwszy plaszezyzng EGHF, przecinaigeg
plaszczyzny réwnolegte MN, PQ, w kie-

- runku BEF i GH, przecigcia EF GH sar6-
wnolegle (Zad. X 58 z zaf]fezema EG, FH

,\-;‘—
:t

by
o

e 52 takte rownolegle, LGHF be—
/7 “dac réwnole Ioboklem EG=FH (Zadanie
Jopr- K1), :
W niosek. Dwie plaszezyzny réwnole-
gle we wszysthich punktach sg w réwney od
FM zebw odlegloici; /femem iezeli EGiFH,
sa prostopadfe do dwoch plaszezyzn MN,
P Q,beda réwnolegle, azatém réwne (Zad. VII)

ZA_DANIE XI1IT.
Twierdzenie.

. Jezeli dwa kgty nie leZgce na tey samey ‘,j
‘\ £ pfa—
r‘oéxwvm /v.‘é»n/ - Q’ff?—m W‘"
2}-}1.5(? W WZM &,}5“%
Pue 2ee J ~—

i Womm 75




plaszczyznie maig ramiona rdwnolegfe i w
tym samym kierunku, kely bgdg riéwne, a
ich plaszczyzny réwnolegte. (fig, 1go).

Niech beda dwa katy CAY, DJE. nie
‘bedace na tey samey plaszczyznic, ktorych ra-
miona AC, BD, AT, BE, sa réwnolegle i
w lym saulym awréwne kierunku, powmdam,
ze te katy beda IOWHC, a ich piaszczyzny ro-
wnolegie.

Wizigwszy AC=BD, AF=BE, zfa-
czmy CF, DE, AB, CD, FE. oniewaz /nze md
linija AC, iest I‘OWlld i rownol(gf do BD, ‘wrs .
/’ﬁcura ABDT bedac r rownolegwbokwm‘_ﬁ_éad WWI{«

XXXLK.L), Tinija CD, iest rowna i rowno—% #34; :

legta do AB Dla tey samey przyczyny  lini—
ja b E; iest Téwna i réwnolegla do AB; wige A/’t’-”/u’

@szCD, iest rowna i ro“nole(rfa do FL; W
azatém figura CFED 'bgduc ro wnolerrfobo-

kiem, bok CF, 1e\'t"r0\\ny i 1ownole-gfy do/m

DE; w troyeqach zutém -/]50“ no - baqgﬂ%/jﬁ

CAF D BE, kat CAF B E.

Nakameg‘ powiadam , ze plaszczyzna / nomo
ACFC;St rownolegh_do ptaszczyzny BDE;
przypusémy Ze plaszczyzna réwnolegla do Aullel
BDE przechodzaca przez punkt A, przetnie
linije CD, FE,/\:muzch iakich punktach a—~ %24, |
nizeli C 1FI naprzykiad w punktach GiHj;
nadéwezas podiug Zadania XII., trzy linije AB,
GD, EH, b(-gdq rowne: lecz trzy linije AB,
CD, FE, iuz sa réwne; wicc mxcllbysmy
CD= GD EH=EF, co bydz niemoze; a-




- 906 ~—
zatém plaszezyzna A CF iestréwnolegta do pta=

szeczy:ny BDE
' If/ninselc/ﬁvie plaszczyzny réwnolegte
[ MN, PQ prfeciecte od dwéch drugich pta-
szezyzn CABD, FABE, katy CAF, DBE,
r ,powstaiace 1z przemq:c tych pfaszczyzn ro-—
[ /‘W‘zwno]ec{ych sa réwne;fpaniewasprzecigcie AC,
est rownolegle do BD (ZAD.X.); AF do BE,
wige kat CAF =Dk

ZADANIE XIV,

Twierdzenie.

Jezeli trzy-linije proste nie le2gce na tey
samey plaszczyznie s¢ réwne i réwnolegte,
troykgty z obu stron powstaigce z potgczenia

M&omow Ltych linij prostych lini—
jami prostemi, bgdg réwne, aich ptaszczy-
zny réwnolegte. (fig.190).

! Jezeli trzy linije proste AB, CD, FE,
pielezace na tey samey plaszczyzme sa réwne
i réwnolegte; powiadam, Ze tré ]\qty ACF,

BDE powstalqce z polaczenia
“koncéw,_sa- rowne, a ich plaszezyzny réwno-

/%,m egle. Gd-y]ml aAB w;_mmglg—_,
¥ iado CD, ﬁgura ABD'C Tost'somno= legto-
okicm 1Zad. XXXLK.I), wiec bok AC iest

xéwny i rownolegly do B, - Dla podobney

przvczyny boki AF, BE, sa réwne i rowno-

W@ egie 1 boki CF, DE[ wiec dwa tréykaty
ACF BDE sa rowne (Zad. XL.K.L); do=

W wie=
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wiedziemy nastepnie podobnie iak w Zadanin
poprzedzaigcém, ze ich plaszczyzny sa ro-
wnelegte.

ZADANIE XV.

Twierdzenie.

Duwie linije proste obigt> migdzy trzema

piaszczyznamz réwnolegtemi sg pocigte naczg~
fei proporcyonalne (fig.191).

Przypusémy Ze linija AB przecina pla-
szczyzny rownolegfe MH,PQ, RS, wpunk-
tach A, E, B; zas linija CD przecma tez sa—
me pfaszc7yzny w punktach C, F, D; powia-
dam ze bedziemy mieli ,

AE BB CF.: FD.

- Poprowadzmy linija prosta AD przecina—
iaca plaszczyzng PQ w punkcie’ G, i zfaczmy
AC, EG, GF, BD; przecigcia EG, BD,
plaszczyzn réwnoleglych P Q, R S, przez pta~
szezyzng AB D sa rownolegie (Zad.X). wige
(Zad. XV.K.IV)..

AE :,EB :: AG : GD;

__ Podobnie przecugcla AC, GF/bcdac ro— / ;4/?

-uﬂol'%'f-;gm%amy
AG : GD: CF : FD,

' Wiec zprzyczyny stosunku vﬁptﬂnego AG.
:GD bedziemy mieli
AE +EBi: CF/; ED.

ZADA-
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ZADANIE XVL

Twierdzenie.

W czworoboku iakimkelwiek, kidrego bo=
ki lelq lub niele?q na iedney plaszczyznie; ie~
Zeli podzielimy boki pzeciwlegle nacz¢fei pro-
porcyonalne, i przez punkla p()dzmlu PO
" pr owadzimy linije proste, te przeing sig /..
Wﬂ&ag w stosunku, wiakim sqg od-
powmdalqw przeczwlegrbo ki__czwarcboku.
(fig.192 ) .
W czworoboku iakimkolwiek ABDC,
poprowadzuvszy przez punkt A réwnolegla do
B D, zas przez punkt B, réwnolegia do AC;
plaszcayzna MN b@dz1e réwnolegia do RS
( Zad. XIIL); réwnolegle do plaszczyn MN,
RS, poprowaduziwszy trzecia piaszczyzne P Q,
linije proste AB, CD, przez te trzy plaszcay-
zny beda pocigte na czgsci proporcyonalne
(Zad.XV).
AE: EB:: CF: FD,
z Zatozenia boki A C, BD sq poqu:te linija GH
- w pttktach G i H, tak Ze mamy
. % e (;rC $BH. HD;
/ powiadam 1mo, ze lmlja prosta GH przetnie
linija prostg E F w iednym punkcie O.
Przez punkt F', poprowadzmy llm)q pro-
sta I K réwnolegia do A B, przecinaiaca
i plaszczyzny M \I, iRS w punktach K
\ . zlaczmy C1, KD, Al, BK; linije proste
¢ Al, BK, EF wypadmace & przecigcia sig
4 pia-
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plaszezyzny ABKI, =z trzema plaszczyznami
réwnolegtemi MN PQ, RS, sa réwnolegte;
dovmednemy podobme ze CI, iest réwnole-
gla'do KD. Poprowadziwszy linije proste
GU, HT, réwnolegle do A1iBK, te beda
takze rownolegleml do BE:. To zanzywsay
‘mamy P ¢ T ¢ 2 REIRL 6 S0 U VR

y B LS KDY
Ody pierwsze dwa stosunki z pr aypuszczema sa
rowne, drugie dwa zioza proporcya nast¢pu~
lacy: IU e KT DR
Azatém skoro rownolegi‘e CI, KD, sg pocie-
te proporcyonalnie w punktach UiT, by
punkta U, F, T, powinny bydz w llmJ pro-
stey (waa lad XXILK.IL), tak, ze fa-
czac U, T, linija prosta UT, ta przeydzxe
przcz punkt F, linij prostey EF m

:1 ze plaszg;

G__jgﬁmn_g_wle linijé mos
rownole fe_do EF ZE‘?C Erzea
o7

inij; rzetnie Linij;

2([0 LlnlLe proste GH i AB, pocicle na
czesci proporcyonalne przez trzy pIaszczyzny'
MN PQ, RS, daia _proporeya

AE EB : GO : OH,
mamy takze
AT GU ::AC : GC,
za§ AI=EF, GU=OF, iako réwnoleglo
obigte mlgdzy réwnolegfeml, wiec
E¥ : OF. = AC  GC,
B aza-
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- glemi. Dla tey samey przyczyny M C/bedac
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azatém B OF:0O0F::AC—GC:GC
ezyli - AP NG GG

Z A DA NI K <XVH

Twierdzenie.

Pocliytosé dwich plaszczyzn, mierzy sig.
kqtem powstaigcym z przecigcia sig dwoch
r dtych, prowadzonych na kazdey =z
2ych ptaszczyzn do tego sanego ) punkly. ich
wspdlnego przecigcia sig. (fig.1935).

To iest: miara pochyfosci dwéch pla-
szczyzn MAN, MAP, iest kat NAP, pow-
staiacy z dwéch prostopadiych NA, PA, pro-
wadzonych na kazdey z tych plaszczyzn do
wspolnego przecigcia si¢ A My; obrawszy inny
punkt M, i poprowadziwszy prostopadie CM
na ptaszczyzniec MN, i BM na plaszczyznie
MP, do wspolnego przeciecia .si¢ A M, kat
BMC, bg¢dzie takze miarg tey samey pochy-
fosci; poniewaz MBiAP, begdac prostopa—
dtemi do tey samey [inij AM, sa réwnole-

réwnole OAN, kgt BMC=—FAN (Zad.
XIIL); azatém oboigtng iest rzecza prowadaid

0sto d iek _pun
nego przecigcia si¢ dwéch plaszczyzn.

To okazawszy powiadam, zZe iezeli dwa
katy PAD, DAN sa réwne, pochylosci od-
powiadaiace plaszczyzn MAP, MAD,iMAD,
MAN beda takze rowme.

Na
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Na ten koniec, na pl’aszczyznach PAN,
BMC, ze sr~odkow Ai M, promieniem od u=-
podobanm, opisawszy fuki NDP, CF B, po-
prowadzmy AD; dwie piaszczyzny PAN,

" BMC, prostopqdle do tey samey linij pro-
stcy MA sa réwnolegte (Zad.[X.); wiec prze~
MF 1 5

kat Muna iest rzeczy zZe
pochyiosu dwoch plaszezyzn MP, MN, to
iest DAMP, i DAMN bedq 10\wne,7/gdzt_
podstawa PAD, ulozywszy si ale

kacie_rownym DAN maiac wysoko$¢ wspol=
HMQNW cal-
cdna z druga.  Gdyby kat DAP, za-
mykal si¢ pewna liczbe razy spelna w kacie
PAN, pochylos¢ DAMP zamykadé si¢ bedzie
t¢ same liczbe razy speinaw pochytosci PAMN.
Dowxedﬂemy podobnie (Zad.XVILK.IL), ze
iakikolwiek bedzie stosunek kata PAD, do
kata P AN, pochyfos¢ DAMP, bedzie wtym
samym stosunku do pochyfosm PAV[N aza—
tém kat NAP, moze bydz waziety za mlarg
pochyiOam dwoch przecinaiacych si¢ plasz=
czyzn MAP, MAN
Uwaga i ‘ Q40
nych przez dwi p 1 ﬁé#
linijje proste. Wigc dwoéch plaszczyzn prze A
mwmlemme, katy w wierzchol-
ku przeciwlegle sa réwne, katy przylegle ra-
B 2 zem |
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zem wziete skiadaia dwa katy proste; iezeli
iedna pIaszczyzna iest prostopadia do drugiey,
druga iest prostopadia do pierwszey. VVprze-
cieciu 7{ ‘plaszczyzn réwnolegtych praez p{a—
szczyzhe trzecia, zachodza te same réownosci
i wlasnosci, iakie w przecieciu sie¢ dwoéch li-
nij réwnoleglych przez linija trzecia.

ZADANIE XVIIL

Twierdzenie.

Jezeli: linija prosia iest prostopadlq do
plaszezyzny, druga ptaszczyzna przecho-
dzgca przez t¢ prostopadlg bedzie prosto-
padtg do pfaszf'zy‘.n‘y plerwszey. [fig.194 ).

Niech bedzie linijja AP, prostopadia do
plaszczyzny MN; powiadam, 2&fcata_pla-
szczyzna AB, przechodzyca przez AP, be-
dzie prostopadia do plaszczyzny M N.

Niech BC, bedzie przecigeciem piayzezyzn
AB, MN; iezeli na plaszczyznie MN', po-
prowadzimy D E prostopadia do BC, linija
AP prostopadia do p{aszczyzr‘;y MN, bedzie
prostopadia  do BC, DE; flegz kat DPA,
mierzacy pochylosc pIaszcz zn AB,MN (Zad.
XVIL ), 1est prosty, wigc piaszczyzna A B,

iest. prostopadia do MN (Opis.III).

-Uwaga. Skoro trzy linije AP, BP,DP,

sa do- sneble prostopadigmi, Lazu'l 7 mch iest

prostopadiy do plaszczizny dwoch drugich, a
trzy piaszczyzny sg do siebie prostopadi
AL

ZX
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ZADANTLE XIX

Twierdzenie.

JeZeli dwie plaszezyzny sg do siebie pro-
stopadlemi, poprowadziwszy na pierwszey
linijg prostopadly do wgpolnego ich przecig—
cia sig, ta bedzie prostopadty do ptaszezy-
zny drugiey. (fig.194).

Niech plaszczyzna AB, bedzie prostopa-~
dia do MN, poprowadz1wszy na plerwszey

" prostopaM!; P A, do wspélnego przecigcia si¢

///

PB, taiest prostopadiq do plaszczyzny MN.
7 a plaszczyznie MN popro—
dziwszy prostopadfq DP doBP; al
prosty, gdyz plaszczyzny sa do siebie prasto—
adfemi, wigc linija AP, bedac prostopadia
do BP1DP, iest prostopadiy do plaszczyzny
MN (Zad.1V). -

Whniosek. Jeieliplaszczyzna AB, iest pro+’
stodadia do M N, z'punktu P, wspélnego prze~
cigcia si¢, wyprowadziwszy prostopadia do
plaszczyzny MN, tg, caikiem lezeé bedzie na
plaszczyznie AB; gomewaz gdyby melezafa,
z punktu P, wspélnego przecigcia si¢ na pia-
szczyznie AB, ‘prostopadiey do MN, popro~
wadzona linija prosta P A, bylaby prostopa-
dia do plaszczyzny MN; wiec siednego punk-
tu P, bylyby dwie prostopadfe do plaszczy-
zny MN , co iest rzecza mepodobna (Zad IV.
Whios. II).

ZADA-
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ZADANIE XX

Twierdzenie.

W spdine przecigcie si¢ dwdch ptaszczyzr
prostopadlych do plaszezyzny trzeciey , iest
iakie prostopadtém. do ley ostatniey pta—
szezyzny. (fig. 194).

Jezeli dwie plaszczyzny AB, AD, sa pro—
stopadiemi do trzeciey M N, wspélne ich prze-
cigcie sig AP, iest takze prostopadi’égdo pia-

az7zny M N,

¢Poniewaz iezeli z punktu P, /«yniesiem
préstopadia do ptaszczyzny M N, Ta znaydo-
wac si¢ razem musi na plaszczyznach AB i
AD (Zad. XIX.Wniosek); azatém na wspol-
ném ich przecigciu si¢ A P.

ZADANIE: XXI.
Twicrdzenie.

W kgcie brylowym skladaigeym sig ztrzech
kgtéw plaskich, summa dwoch ktorychkol-
aviek , iest wigksza od trzeciego. (fig.195).!

Niech bgdzie kat brylowy S, zlozony z
trzech katow plaskich ASB, ASC, BSC, i
niech kat ESC bedzie naywigkszy, ze trzech;
powiadam, Ze bedziemy mieli

ASB<ASC+BSC.

Na plaszczyznie ASB, wykresliwszy kat
BSD=DSC, poprowadzmy od upodobania

lini~
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linija prosta ADB; a wzigwszy SC=SD,
zfaczmy AC, B C.
Dwa boki BS, SD, réwne dwém bokom
"BS, SC, obeymuig kat BSD=BSC; wiec
w dwoch troykatach BSD, BSC réownych,
mamy BD=BC. LeczAB<AC+BC; o-
deymuiac ziedney strony BD, z drugiey ilos¢
réwng BC, pozostanie AD < AC. _Dwabae-

ki AS., SD sa réwne dwém bokom AS, S
oy VTS ALt ASD CASG Do
daigc z iedney strony BSD, z drugiey ilosé

réwna BSD, bedziemy mieli ASD+4BSD
<ASC+BSC, czjli ASB< ASC-+BSC.

ZADANIE XXII

Twierdzenie.

Summa kqtéw plaskich sktadaigcych kgt
brytowy , iest mnieysza .od -ezterech kgtéw
prostych. (fig. 196).

Przetniymy kat brylowy S, plaszezyzna
ABCDE; z punktu O, wzigtego na tey pia—
szczyznie, poprowadzmy do wszystkich katow
linije OA, OB, OC, OD, OE. /Liczba ka- 4.
tow w tréykatach utozonych okefo wierzchoi~ !
ka S, iest réwna Jigzhle katéw w trbykat?
ufoZzonych okolo wierzcholka O. Lecz
punkcie B, katy ABO, OBC razem wzigt
skfadaia kat ABC < ABS 4 SBC (Zad.

XXI.); podobnie w punkcie C, kat BCD
"~ <BCs
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< BCS+SCD, i tak daley co doinnych kg~ |
téw wieloboku ABCDE. Wigce wtréykatach ‘
ktérych wierzchotkiem iest O, summa katow |
przy podstawie iest mnieysza, od summy ka- !
téw przy podstawie w tréykatach ktorych
wierzchotkiem iest S; azatém przez wynad-
_gro 1 summa katéow ulozonych Qj:’OIO ‘
punktu O, iest wigksza od summy katow o-

koo punktu S. [ simma katéw okofo l
pufiktu O, iest réwha czterem katom prostym
(Zad.TLK.1.), wigc summa katow plaskich
sktadaiacych kat bryTowy S, iest mnieysza od
czterech katéw .prostych.// ~. : :

\
)
ZADANIE XXIL ‘

/ Twierdzenie.
!

meueI W16 5 LeSt rowna. (118.197 ).
icch bedzie Tat TR ASR
=DTE, BSC=ETF; powiadam, ze po-
chyios¢ dwoch plaszezyzn ASC, ASB, iest

réwna pochyfosci plaszczyzn DTF, DTE.
WziaWszy od upodobania SB, spusémy
prostopadia: BO, na plaszczyzng ASC; z
punktu O, poprowadziwszy OA, OC, pro-
stopadte do SA, SCT"zlaczmy AB, BC;
‘wezmy nastepnie T'E =S8B; spusciwszy pro-
stopadia I P, na plaszczyzng DT I'; z punk-
tu P, poprowadziwszy PD, PF, pros(lﬁ)pa-é

wv - 7 e
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die do TD, TF, ztagczmy DE, EF. Tloy—
Taly SAB, IDE, prostokatne rzy AiD

( Zad. Vi ), maig Kat ASB D ¢ kat
SBA=TED. Nadto §8= FE a7atem /‘
troykat SAB bedac réwn oykdto ‘DE

. Dowiedziemy podo-—
bme ze SC TF, BC=EF. To zafoiy-
Wszy mamy czwor obok SAOC, réwny czwo—- . |
robokowi TDPF; kladac bowiem kit ASC, |
‘na iemu réwny DT F, poniewaz SA=TD,

SC=TF, punkt A, padme na punkt D, punkt
C, na punkt F. .w tym sam czasie pro—
sto Ldic OA, D, na, SAi T Dz i Erostogad{e

kqtach AOB, DPE prostok4tnyth przy OiP,
praemwproatokattna AB=DE;bokAO=DPF;
wige (Zad. XVIILK.I).kat O AB: PDE. Kat
zas O AB iest miarg pochyioscl dwéch piasz—
czyzn AS B,D TE, do plaszczyzn ASC, TDF
(Zad. XVIU wige te dwie pochyfodci sa rowne.
”fmosek W dwéch -katach bryfowych
skfadaiacych sie z trzech kqt.()w plaskich/xé—. &
ch w kazdym, iezeli katy réwne czyh od-
powiadaiace sg rozloZone w tym gamym. Po=

iy nadwezas te dwa kdty zbiegna sig ,)

, prostopadia O P; nadto pro- '
sto-
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stopadfe te leza w tym samym kierunku, wieg
punkt B, trafiygszy nk linij =

Gdyby w dwoch katach bronwych, ka-

wwywrdlnya., te dwa katy brylowe beda

f tziaskie réwne, byly roztozone w porzgd-

LY

rylowe beda symetrycznema. :
ach plaskich niemasz ;%ascxwm

ne; lecz Q@_z_@ma.sxq ich iest niepodobném;
gatunek ten rownosei nazywac¢ bedziemy rd-
wnofcig przez symetryq. Wigc dwa katy bry-
fowe powstaiace z trzech katéw plaskich ré-
wnych wkazdym, lecz rozfozohych w porzad—

» ku yywrdtnyim, nazywaé bedziemy kgtami

réwnemi przez symetryg, albo kgtami syme-
irycznemi.

Ta sama uwaga stosuie si¢ do katéw bry-
fowych skiadaiacych sig zwigcey anizeli trzech
katéw piaskich: wi.‘z#gdy ieden kat brylowy

{ada si¢ z katéw pdaskich A, B, C, D, E,

zas drugi z tych samych katéw w_porzadku
wywrotnym A, E, D, C, B; fe dwa katy

mow 1qc réwnosei przez symetrya,

nigwaz
mozna ie przewrocm i bra¢

zamiast po inaczey s1¢ m ryiach, gdzie
, trzeci roZijiarmoze bydz wiiety w dwéch kie-
" runkach roznych, T

i ZADA-
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ZAD ANTE XXV

Zagadnienie.
igc dane trz lgty ptaskie sliadaz =,

ytosfé dwdch p
1gcych. (fig.168).
W kacie bryfowym S, w ktérym znamy

trzy katy plaskle A bB AS C, BS (‘z cheac

Blaszczxg;gh, nap;;gy iad ASB, ASC; uc z;-,.
niw. SamMOo W slenie iak w zadaniu

przedzalacezn kat OAB bcdme katem dejg;

ckiemu w bryle ASB, ASC:AS Ce
BSC; z punktéw B’1B”, spusémy
prostopadie B’A, B’C, na SAiSC, spoty-
kaiace si¢ w punkcie O.Z punktu A, iako srzod—
a, promieniem AB’, opisawszy pétobwéd ko~
{a B’b B~z punktu O, do B’E wyprowadzmy
prostopadta Ob, przecinaiaca pofobwéd w
- b, zigczmy Ab, a kat EAb, bedzie pochy-
oscia szukana dwéch pl’aszczyzn ASC,ASB
- w kacie brylowym, to iest réowny katowi
OAB. Jakoz w tréykatach prostokatnych’
B’SA, BSA, przy A, katy pray S sa rowne;

=SA ﬁgury bryfow *E ilinija AB’ czyli Ab,

" na figurze plaskiey — , na hbgurze bryfo-

wey. Dowiedziemy podobnie, Zze SC,i czwo-
Yo-
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roboki SAOC, w obu figurach sa réwne, i ze
A O, w figurze plaskiey =— A O, w figurze bry—
Yowey ; wigc wiedney i drugiey figurze troy-
" skaty prostokatne AOby; - AOB, maige” prze-
/ rostokafina T"bokTowHY (Zad. X VIIL K. L),
sa rowne, azatem kat EAb, wykreslony na
plaszczyznie, iest réwny OAB pochyfosci
dwoch plaszczyzn SAB, SAC, w kacie bry-
fowym.
“# - 8koro punkt O, pada miedzy AiB’, na
figurze piaskiey, kat EAb, staie si¢ rozwar-
tym, i mierzacym zawsze prawdziwa pochy-
Yosé pi’aszczyn dla czego oznaczylismy przez
"EAb nie zas przez OAb pochylosé zadang,
azeby to samo rczwiazanie sluzy¢ moglo na
f!szystkle przypadki bez wyiatku.
Uwaga. Azeb z trzech katow Iasklch

ty piaskle B SA ASC, trzeci CSB” by:[takl
by prostopadia B” C,na bok S C, przecigla srze-
dnice B’E, miedzy iey ostatecznemi koncami
B’i E. Granice kata CSB”, sa prostopadle
z obu stron B” C, zpunktow B’ i E, to iest: B’I,
EK, spotykaiace w punktach I, K, obwod
kola opisany promieniem SB”, wiec granice’
kata CSB”, beda CSI, CSK
Lecz w troykacie rownoramlennym B8],
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linija CS prredluiona /é dac_prostopadfa do
podstawy B’I, kat SI—U'@B’—

ASB. W tréyka ie 2as rOWno - ramlennym
LSK lini'a SC iR

ASB; wicc CSE albo CSK ASC—A SB’
Z tad wypada, ze zagddmeme bedzie za~

ze podobném do rozwiazania, skoro trzeci
kat CSB”, bedzie mnieyszy od summy dwoch

drugich AS C, ASB’, a wi¢kszy od ich roz-

nicy : warunek zgadzaiacy si¢ z twierdzeniem
XXI.; poniewaz podiug tego twierdzenia pe—

_t.:z.eha._a,ggby__C SB*’<ASC -+ ASB; potrze—

ASC<CSB”+ASB’ albo
CSB”>ASC—ASB.

L

ZADANIE XXV

Zagadnienie.

Maige dane dwa ztrzech kqgtéw plaskich

sktadaigeych-kgt brylowy z pochylofcig ich

plaszezyzn, znalei¢ trzeci ket ptaskis - -
Jezeli ASC, ASB (fig.198.), sa,é“wa
katy plaskie dane, przypuscmy, ze CSB” be-
dzie trzecim katem szukanym ; naéwczas uczy—
niwszy to samo wykreslenie iak w zagadnieniu
popraedzaiqcem, kat obiely miedzy wczyz—
nami dwéch plerwszych)bgdme EAb. Gdy
kat EAD, oznacza si¢ za pomoca CSB” sko-
ro dwa drugie sq dane, znaydziemy zatém
i kat
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kat CSB”, za pomoca EAb. Na ten koniec
wziawszy od upodobania S B’, i spusciwszy na
S A prostopadia nieograniczona B’E, zlozmy
kat EAb rowny pochylosei dwéch piaszezyzn
danych; #punktu b, w ktérym ramie Ab,
praceina obwod kola opisany ze srzodka A, i
promieniem A B’, spuscmy na AE prostopa-
dfa bO, za$ z punktu O, na SC prostopadta
nieograniczona O CB”, wziawszy SB” =35 B,
kat CSB” bedzie trzecim katem plaskim za-
danym.
- Uwaga. Jezeli katbrylowy iest poczwdr-
__ny toiest: ieZeli sklada sie ze czter&h_m
praskich ASB,BSC,CSD,DSA (fig.199)
wiadomosé tych katow niewystarcza do ozna—
/é czenia wzajemnych pochyfosci ich plaszczyzn ;

/QM niew amemi katami plaskiemi moze—

A .

skiada¢ miezliczona liczbe katow _bryto-
W%CE Lecz iezeli dodamy warunek naprzy-
fad, 1z znana iest pochyinsc dwoch piasz—

zyzn ASB, BSC, naowczas kat brylow

oshylox
kichkolwiek.

KSIE-
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KSIEGA VL

O Wieloécianach.

Opisaania

1. Kazda bryla zakonczona plaszczyznami czy—
li $cianami plaskiemi, nazywa si¢ wielo—-
fcianem. ('Te plaszczyzny same zakonczone
sa linijami prostemi). Wiec czworoscianem,
szefcianem, ofmioscianem, dwdnastoicia—
nem, dwddziestoicianem it.d., nazywac
bedziemy bryly zakonczone 4, 6, 8, 12,
20, it d. §cianami. Dlg zlozenmia wielo—
$cianu potrzeba naymniey czteréch plasz—
czyzn.

II. Wspolne przeciecie sic dwéch scian przy-
legtych wieloscianu nazywa si¢ krawgdzig.

IIl. Wieloscian, kiérego wszystkie Sciany sa
wielobokami foremnemi réwnemi, a katy
brytowe réylc , nazywa sie wielofcianemn

Sforemnym. [Nizey widzie¢ bedziemy iz ta—
kich wielo$dian6w mamy tylko piec.
I\%ﬁ'ﬂa obigta pod wielu réwnolegltobokéw
plaszczyznami, zakonczona z iedney i dru-
giey strony dwiema pfaszcayznami wielo-
bokéw réwnych i réwnoleglych, nazywa sie
pryzmatem czyli graniastosiupem
Dla zloZenia tey bryly, niech bedzie
ABCDE (fig.200). wielobok iakikolwiek;
ie~
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iezeli na plaszczyznie do niego réwnolegley,
poprowadzimy linije proste ¥ G, GH, HI,
it. d. rowne i réwnolegle do bokow AB,
BC, CD, it.d., ztozemy wiclobok FGHIK,
réwny wielobokowi ABCDE; iezeli
stepnie polgczymy wierzcholki katow
b dobnych hmjaml prostemi AF, BG,
, sciany ABGF, B CH G, C
EDIK AE KF, beda rownolegiobokaml,

a bryta AB CD E F GHIK pryzmatem.
V. Wieloboki réwne i réwnolegie ABCDE,
FGHIK, nazywaia si¢ podstawami pryz-
/ matu; Jdrugie plaszczyzny rownolegio-
bokoéw ‘wziete razem stanowia powierzchnig
bokowg, czyli gypuktosé pryzmatu. Li-
p nije prostefwne AF,B (1 ‘'CHit.d., na-

zywaia sie/ krawe lzz( A

"VI. Prostopadia spuszczona. z podstawy wyz-
szey na podstawe nizszg iest wysokofcig
pryzmatuo.

VII. Pryzmat iest prosty, skoro iego krawe-
dzie sa rowne wysokosci; pochyly, gdy wy-
sokosé mnieysza od krawedz

VIIL Pryzmat tréykgtny, czworokgtny, pig-
ciokgtny it.d. bierze nazwisko od podsta-
wy troykatney, ceworoboczney, plqmobo—

czuey it. d. -
IX/Pryzmat, ktorego pod§tdw¥ sciany sa
ownolegiobokaml nazywa si rdwnolegfo-

fcianem.
: Réwnolegloscianem prostokgtnym, gdy
podstawy i $ciany sa prostokgtami.
+

%
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X. Réwnolegloscian, ktérego podstawy i §cia~
ny sa kwadratami réwnemi, nazywa sie
szefeianem- kubicznyin, albo fore/lmym

XI. Brytla powstaigca zwielu pfaszczyzn tréy—
katnych szevalqcych si¢. w iednym punkcie
S, iopieraigcych sie na réznych bokach te-
80 samego wieloboku A BC D E, nazywa sig

- piramidg cayli - ostrostupem.  VVielobok
ABCDE, iest podstawg plr.mudy , punkt
S wzr)r”(,/wﬂleuz zbidr z:

¢ s G powterzchnig wypu& ¢, czy-—
li bo,{nw
XIL m&)ma spuszczona z wierzcholka na

podstawe (przediunzona fezeli tego wyma-
ga polrzeba), iest wysokoscig piramidy.
XIIL Piramida iest troykgtng, czworckegtng
¢+ it. d. podiug tego iak podstawa iest troy-
kgtem, cworobokiem it. d.
XIV. Jezeli podstawa iest wielobekiem forem-

nym, a prostapajfz przechodzi przez iey

srzodek, naoweczas/piramida bedac forem—~
ng,; prostopadia nhzywa si¢ ley osig. _
XV. W wicloscianie linija prosta 1laczaca
wierzchotki dwoch katow bryfowych nies
przylegiych, nazywa sie przekqing. :
XVL-Dwa wielo$ciany zbudowane podobnie
na wspolney podstawieﬁw
Lym sposobem , Ze wierzchoiki katow bry-
fowych odpowiadaiacych, lezac na tey sa-
mey hm; prostey prostopadiey do podstaw ¥
sa w rowney od niey odleglosci, nazywaig
sig¢
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_ sie wielofcianami symetrycznemi. Jezelilini-
ja prostaST (fig.202.), bgdac prostopadia
do ptaszczyzny ABC, iest od niey prze-

cieta w punkcie O na dwie czesci rowne, dwie

piranidy SABC, TABC, sa dwa_yielo-
1W

XVI wa piramidy tréykatne sa podobne,

oro scnanj podobne bQ'lac podobnie_ufo—
/’lbne, maig pochylos¢ rowna. Jezeli kat
ABC=DET (fig.203.), BAC= EDF,
ABS=DET, BAS=EDT, nadto’ po-
chytosc ptaszczyzn ABS, ABC, iest ré—
wna pochyfosci plaszczyzn odpow1adal4cych
DTE, DEF, piramidy SABC, TDEF,

sa podobne.

XVIIL  Ziozywszy tréykat z wierzchotkéw
trzech kaléw wazietych na tey samey scianie
albo podstawie pewnego wieloscianu, wy-
stawid¢ "sobie mozemy Ze wierzcholki réz-
nych katéw brylowych wieloscianu, beda-

, wewnqtrz plaszczyzny tey podstawy, sa

# wierzchotkami tyluz piramid tréykatnych
maigcych za wspélng podstawe troykat o-
znaczony, a kazda z tych piramid oznaczy
polozenie kazdego kata brylowego wielo-
scianu wzglednie do podstawy. To za-
zalozywszy: dwa wielosciany sa podobne,
skero maige podstawy podobne, wierchol—
ki katéow brytowych odpowiadaiacych ze-
wnatrz tych podsigav, sq oznaczone pirami-
dami troykatnemi fodobnemi w kazdym.
e : XIX. Nazy-
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X
XIX. Nazywac bedziemy wierzcholkami wWie=
loscianu punkta znayduigce si¢ w wierzchoi-
ch icgo réznych katéw by Iowych

ZADT/LIE J;ER\VSZE.

Twierdzenie.

{s

: Dwa wieloiciany maigce te same wierz-
chotki, i wtey samey liczbie , zbiegng si¢ cal—
kiem 1 z

Malqc wxelosuan, chcac zbudowac dru-
gl maiacy z pierwszym te same wierzchoiki i
w tey samey liczbie, potrzeba, azeby plasz—
czyzny tego ostalniego nieprzechodzily przez
punkta, przez ktore przechodzy plaszczyzny .
wieloscianu pler\vsz g0, bez czego, dwa te
wielosciany w niczém' by si¢ nierégnily: i cm
nadwczas postawiwszy pierwszy wielo$cian na
plaszczyznie, gdy wszystkie iego wierzchotki
beda nad plaszczyzna, Wlerzchoi i druglegp
bylyby nad i pod tq plaszczyzna,/co
ciwko zalozeniy, wiec dwa wielosciany maig~
ce te same wierzchofki i w tey samey liczbie,
zbiegna si¢ koniecznie cafkiem ieden z drugim.

Uwaga. XYatwo zbuduiemy jwielo$cian
maiac dane polozenie punktow A, B, C, K,
i t. d. maiacych miu stuzy¢ za wierzchoiki;
ten komcc obrawszy trzy punkta D, E, H

i

samey strony, , lub pod ta pla—~
C 2 $ZCZY—
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tak oznaczona, bedzief Sciana bryty.  Przez

3zCZyZNa; piaszczyzr:g? EH, albo DEHKC

chyla?my az spotka ieden lub' kilka nowych

// ; rkrawedz b H, przepuSciwszy plaszczyzng, na-

punktow F, I, plassczyzna F EHI, b(gd%le

druga smanq Tym sposobemw
nastgpme i§5czyany przez krawedzie znale—

zione ,/ %akonczymy ze wszech stron bryf
/ )%tora bgdzle wieloscianem zadanym, gf[yz
vie oscmny maiace te same wierzchoiki _

o

0 D AN LE T

Twierdzernie.

W dwéch wieloscianach symetrycznych,
sciany odpowigdaigee, i pochytofci dwdich
feian przylegtych, sq réwne. (fig.205).

Na podstawie wspolney ABCDE, niech
beda M i N, wierzchotki dwoch katéw bry-
fowych iednego wieloscianu, M’ i N’, wierz-
choiki odpowiadaigce wieloscianu drugiego;

podiug opisania linije proste MM’, NN, be-

dac prostopadfemi do piaszczyzny ABC, sa
od tey ostatniey podzielone w punktach m, 7,
na dwie czesei réwne. Obrociwszy trapez m
M’N’n, okolo mn, i polozywszy na plasz-
czyznic mMNn, z przyczyny katéw prostych

. przy min, bok mM przystanie do boku m M,
"N, dog N, wicc g8y dwa trapezy zbiegna sig

caikiem icden z drugim MN=MN.
Nicch
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Niech P, bedzie trzecim wierzchotkiens
wieloscianu wyzszego, zas P’ iemu odpowia—
daiacym w drugim, bedziemy mieli takze M P
=M P, NP=N¥; wigc trdykgt MNPy
Zgczqey trzy wierzchotki wieloicianu wy?sze—
8o, iest rowny tréykgtowi NV NP’ lgczgcemu
trzy wierzchotki odpowiadaigce w wieloscia~
aie drugim. '

Jezeli tréykaty lezac na iedney plaszezy-'
znie, skiadaig ¢ same $ciang wieloscianu, tréy—
katy odpowiadaigce lezac na drugiey plaszczy~
znie skiadaé beda $ciang wieloboku odpowia-
daigcq réwng. Jakoz, miech bedg MPN,
NPQ, dwa tréykaty przylegte lezace na tey
samey plaszczyznie, i troykaty M’P’N’°, N°P’(QQ?
pierwszym odpowiadaigce. Kqt MNP=—=MN"P’,
PNQ=PNQ, zlgceywszy MQ, M Q,
troykat MN Q/bedac réwny M'N’Q’, kat MNQ /4
=M N Q. /Poniewaz MPNQ skfada iedng
plaszczyzng, kat MNQ=MNP+PNQ, a-
zatém kat MN° Q=MW N P+-P’ N’ (Q’, Gdy-
by plaszczyzny MNP, PN'Q’, M'N°(QQ’,
nieskfadaly iedney i tey samey plaszczyzny,
zlozylyby kat brylowy imielibysmy (Zad. XX,
K.V) kat N Q<MNP+PNQ, co
miema mieysca; wigc dwa tréykaty M’ N’ P,
PN’ Q’, s3 na iedney i tey samey plaszczy-
znie.

Z tad wypada, zZe kazda sciana badz troy-
katna badz wielobokowa w iednym wieloscia-
mie, odpowiada Scianie réwney w drugim, i

7e
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ze dwa’ wielosciany symetryczne sa oblgte i3
sama liczba piaszczyzn réownych.
Na okazanie,  Ze pochy{osc dwdch Scian
rzylegiych iakichkolwiek: w iednym wielo—
scianie symetrycziaym,réwna pochyfosci dwéch
scian odpowiadaigcych w drugim, niech beda
MPN, NP Q, dwa tréykgty ufozone na wspél—
ney krawedzi NP, dwdéch scian przylegiych;
M’P’N’ NP Q, troykqty pierwszym odpo~
sfkab N, mozemy braé za kat_bry-
atéw plaskich MN
rownych katom pfaskim M’N’Q”
o PPN>Q),  skiac aigLym Lat@vlo‘_x
N’; [edy te katy piaskie sa rowne, wigc po-
ﬁ)sc dwéch plaszczyzn MNP, PNQ, iest
réwna pochyfosel plaszezyzn odpovs tadaigeych
WNP, PN Q" (Zad. XXILK.V ).

ZAD ANLE I
Twierdzenie.

Dwa pryzmata maigce kgt brytowy ob~
gty trzema, plaszczyznami réwnemi i podo-
bnie roztoZonemi, sg réwne. (fig.200).

Jezeli podstawa ABCDE=—abcde, ro—-

: wnoleglobok ABGF = abgf, BCHG=

bchg; powiadam, ze pryzmat ABCI iest
réwny pryzmatowi ebci. Jakoz, dwie pod-

stawy ABCDE, abed ¢, przeniesione na sie—
bic iako réwnefzbiegna sie, trzy katy plaskie
ABC, ABG/GRBC, s adalqce kat bryio-

wy
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avy B, sa réwne trzem katém plaskim abdc,
abg, gbe, skiadaiacym kat bryfowy b, i po~

obnie rozfozone: wigc katy bryfowe Bi b,
bedac rowne, krawedz BG padnie i bedzie
‘rowna krawedzi b gz przyczyny zas rowno— /"

/ leglobokéw ABGYF ] abgf, Téwnych,  bok
G;F padnie i przystanie do boku g /4G H do
“ghi wiec g‘dg podstawa wyzsza FGHIK, /e

pryzmatu pierwszego, zbiezy sig catkiem z pod-
stawaq wyzsea fghik, pryzmatu drugiego, z
dwéch tych bryt zrobi si¢ tylko iedna, po-—
niewaz bgda miaty te same wierzcholki. (Zad.I).

Wrniosek. Wigc dwa pryzmata proste sa
réwne, iezeli maig podstawy i wysokosci ré—

Wne./f—"‘r
‘ZADANIE IV.

Twierdzenie.

W kazdym réwnolegloicianie plaszczy=
zny przeciwlegle sg rowne i réwnolegte. (fig.
206 ).

Gdy podfug opisania tey bryly, podsta~

wy ABCD, EFGH sa ,réwnolegiobokami
réwnemi, boki AD i Aj{{ﬁ-glac réwne i ré— /\

wnolegte do bokéw BCABF, katy DAE,

CBF, saréwne (Zad XIILK.V.), a piasz-

czyzny réwinplegle; azatém réwnoleglobok

DAEH iest/réwny i réwnolegly do réwno-— ¥

legioboku GBF G. Podobnym sposobem do
wie—
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wiedlibysmy, Ze réwnolegioboki przeciwlegle
ABFE, DCGH, sgroéwne i réwnolegie.

W nicsek. Poniewaz réwnolegloscian iest
bryla obiety szesciu plaszczyznami, z ktérych
przeciwlegte sa réwne iréwnolegle, wige dwie
sciany iakiekolwiek przeciwlegie moga bydz

" wzigte za podstawy réwnolegioscianu.

Uwaga. - Maiac trzy linije proste AB,
AE, AD, przechodzace przez punkt A, i czy-
niace mi¢dzy soba katy dane, mozemy na nich

ybudowa¢ réwnolegioscian, prowadzac przez
/(v)vstatecznz koniec kazdey, plaszczyzne réwno-
/ legla da plaszczy:ny dwéch drugich, toiest:
przez punkt B, piaszezyzne réwnolegla do
DAE; przez punkt D, réwnolegia do B AE;
za$ przez E,do BAD. Wzaiemne przecigcia
 si¢ tych plaszczyzn zlozg réwnolegloécian zg-
dany.

ZADANIE V. ;

Twierdzenie.

W kaidym réwnolegloicianie kgty bry-
fowe przeciwlegle sq symetryczne, zas prze-
kgtne przechodzgce przez wierzchotki tych
kgtéw przecinaig si¢ wzaiemnie na dwie czg-
gci rowne. (fig.206).

Poréwnywaiac kat brylowy A, z katem
iemu przeciwleglym G; kat piaski EAB=—
EFB=HGC, kat DAE=DHE=CGF,
kqt DAB=DCB=HGF; wigc trzy kaly
pla-

-
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ntaskie skl‘adaiace kat brylow
_wne _irze

_brylowy G, nadto roziozone w klerunku prze—#

ciwnym, fazatem 1m0 dwa katy bryiowe A i
.G, sa s?metryczne (Zad. XXHIL.K.V). 2do
/prae usciwszy = przekatne EC, AG, pr&ez/(‘/
wierzcholki przecwvlech poniewaz linija A E;

iest rownolegla i réwna CG, figura AEG C,
lest rownoleUlnboklem wiec przekatne EC,
A G, przetna sie w zalemnie na dwie czesci ré-
wne (Zad. XXXIL K.I). Dowiedlibysmy po-
dobnie ze przekatne E €, D I, przetng sie tak—
ze na_dwie cz¢sci rowne; wiec 2do catery
przekatne przetna si¢ wzaiemnie na dwie czg~
sci rowne w iednym punkcie, ktory mozemy
mwazac za srzodek rownolegioscianu.

ZADANIE .VIL

Twierdzenie.

Plaszczyzna przechodzgea przez dwie
krawgdzie réwnoleglo - przeciwlegte, dziel
réwnolegtofcian na dwa pryzmata 'réykgine
symetryczne. (fig.207).

Niech bedzie plaszczyzna BDHEF, prze-
chodzaca przez dwie krawedzie réwnolegio-
przeciwlegie BF, DH ; powiadam, Ze ta pta—
szezyzna dzieli réwnolegloscian A G, na dwa
pryzmata tréykatne ADBEHF,DBCHIE G

symetryczne; poniewaz tréoykaty ADB, EHF,

maigce boki réwne i réwnolegle sa réwne, a
: scia~
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sciany bokowe ABFE, ADHE, DBFH,
sa rownolegiobokami; wiec bryia A DB E HF

iest pryzmalem toz bry—

/ D B Ze te bryly sa s metryczne—
ni, na odstaWI m
2 Podh:g zadamal plaszczyzny AB
’E’——ABFE ADHE'=ADHE; poré- |,
- wnawszy pryzmat DBCHEF G z pryzmatem ,"
ADBEI’E’, podstawa HF G=ADB; r6-
wnolegiobok GHDC =FEAB=BAFE’ F’;
i rownolegfobok GFBC=HEAD—=DAFE’ I,
wige trzy pfasaczy/ny sktadaiace kat brylo-
/‘wy G, w pryzmacice DBCHF G]‘] dac ré-
~wne trzem piaszczyznom skiadaigcym kgt bry-
Yfowy A, w pryzmacie ADBE H’F”, nadto
Hodobme _roziozone, dwa te zmata 53 I0—
whne (Zad. II). Lecz ieden an(%l DBEHF
Wb)‘r-melryczny ryzm

wige_drugi. DBCHE G iest taI\ze symetry~
_szuy A D BEHF,

£

ZADANIE VIL
Twierdzenie. przybrane.

_milrd ,wao\leg_l_gm , wydaig wieloboki rowne.
Jezeli pryzmat ABCT (fig. 201:), iest po-

ciety piaszezyznami rown.legiemi, ’CESQ;_N_O
PQRN,STVXYS, sa wiclobokaimi réwnemi.

Pumewaz, beki NO, ST bedac przecigciami
dwoch

/Lfme»l Qu/’m&w
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dwoch plaszezyzn réwnoleglych przez plasz-
czyzne trzecia ABGF sa rownolegfe, nadto
obigte miedzy rownoleglemi krawedziami AF,
.B G, pryzmatu; wigc NO=S8T. Dla po-
dobnéy przyczyny bokiOP, PQ, QR, RN,
sa réwne bokom odpowiadaiacym TV, V X,ﬂ/
XY, YS. Nadto boki te izg/Léwnolchc, wiee

aty NOP, OPQ it.d.,/pierwszey czesci,

bedac ro catom odpowiadaiacypn STV,
d TVX it. d.fzesci slevy. zat(:nﬁwie cze—
sm N,()P Q‘ N, STVXYS, s3 WonBoE;—
3 mi réwnemi.

W niosek. Kazda czesé pryzmatu iest ré—

wna_podslawie, skoro odcigta rownolegle do
22 stawx.

aon. B AN T-F- VL

Twierdzente.

Dwa pryzmala tréykgine symetryczne
- yma ktore rozktada sig¢ réwnolegloscian, sg

& [ rowno- wagtuigee. (fig.208).

Nicch beda dwa pryzmata tréykatne sy=
metryczne ABDEFH, BDCFHG, mna kt6-
re rozfozyl sie rownolegioscian A G; powia—
dam, ze te dwa pryzmata tréykatne symetry—
czne sa rowno - wartuigce.

Przez wierzchoiki B i F, poprowadzmy
plaszczyzny Badc, Fehg, prostopadie do
krawedzi I' B, spotykaiace ziedney strony w
e, d, c; zdrugiey* w e, k&, g, trzy drugie

kra-
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wnolegfoscianua zesci Badc, Fehg, sa

‘krawqdzihe EAe ED , GC, tego samego ré-

ro nolegfoboka rownemi, poniewaz odcig—
Dei;)ldsaozyznaml prostopadfemi do tey samey
Livij prostey, azatém réwnolegie (Lad VII)
zas dwa boki przcmwleate tey, czesci
a B, dc, sy prezecigeiami dwaoch p?aszczyzn
rownolegl’ych ABFE, DCGH, przez te sa—
me piaaz,czquj Dla podobne TARI

poniewaz krawgdz BT, iest prostopadiq do
podstawy Bade.

To zalozywszy, iezeli plaszezyzna BF
HD, podzielimy pryzmat prosty B %, na dwa
pryzmata tréykatne proste aB deFh, Bdc
Fhg; powiadam, Ze pryzmat troykatny po-
chyiy ABDEF H, bedzie réwno - wartuiacy
pryzmatowi troykdtnemu prostemu a Bd eF k.

/ JakoZ te dwa pryzmata W{aﬂ;
ng ABDZeF, dosyc iest okaza¢, Ze czesci
pbmmyﬁ BaADd, FeEHR,
sa rowno - wartuigce miedzy soba.

Z przyczyny réwnolegiobokéw ABFE,
aBFe, boki AE, ae, bedge rowne bokowi
do nich réwnolegiemu BF, sa rowne mieday
soba; wiec odigwszy czesé wspolnq Ae, po-
zostanie Aa=Ee. Podobnie dowiedsiemy Ze
Dd=H A

Te~"
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Teraz Mnac’ przefozenie dwéch

‘bryt BaADd, FeEHAL polozywszy pod-
stawe¢ F eh,na podstawie réwney B ad, punkt
e, padnie na punkt @, punkt %4, na d, i bo-
ki Ee, H%Z, padna na boki im réwne Aa,
Dd, poniewaz sa prostopadfemi do tey sa-—
? plaszczyiny Bad. Wigc te dwie bry-

h 1 zhiegna si¢ calkiem iedna z druga. Do~
awszy do czesci wspolney ABDZ<F, bry-
te BaADd, bedziemy mieli pryzmat troy-
katny prosty; do tey samey czgsci wspolney
ABD#AeF, dodawszy bryl¢ FeEHA=Ba
ADd, otrzymamy pryzmat troykatny pochy—
¢ Ay; wiec pryzmat pochyly ABDEFH, iest
l//:;é,mm — wartuiacy pryzmatowi prostemu aB
del h. Dowiedlibysmy podobnym, sposobem,
ze pryzmat pochyly DB CHF G fhiest réwno—
wartuigey pryzmatowi prostemtt dBchlF g.
Lecz dwa pryzmata proste aBdeF /A, dBch
Fg, sq réwne, maiace t¢ same wysokos¢ BF,
i podstawy aBd, dBc réwne, iako bedyce
polowami tego samego réwnolegioboku (Zad.
IIL. Wnios). Azatém dwa pryzmata tréykatne
ABDEFH, DBCHF G, réwno-wartuigce
pryzmatom réwnym, sa réwno-wartuigce mig-
dzy soba.
Wniosek 1. Kazdy pryzmat tréykatny
ABDEFH, iest polowa réwnolegloscianu
A G, zbudowanego na tym samym kacie bry—
fowym A, ztemi samemi krawe¢dziami AB,

AD, AL,

Wnie-
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/" Wniosek IT. Kazdy réwnolegloscian po-
chyly ABCDEF GH, moZe bydz zamienio-
ny na réwnolegioscian prosty aBcdek g h.

Z'A'D ANTE IX

Twierdzenie.

Dwa réwnolegloiciany maigce podstawg
wspsling, a ktérych podstawy wyisze leig
na tey samey ptaszezyznie, i migdzy temi
samemi réwnolegtemi, sg réwno-wartuigce.
(fig. 209).

Niech beda dwa réwnoleglosciany A G,
AL, maiace podstawe wspolng ABCD, a
ktorych podstawy wyzsze EFG H, IKLM,
leza na tey samey plaszczyznie; miedzy temi
samemi rownolegiemi EK, HL; powiadam,

ze te dwa ro wiole ftoauany bgdq réwno-wap—
tuigce.

Moga . tu bydz trzy przypadki pediug te-

,go, 1ak LI> EF, EI—=EF; albo BEI<EF,
g

lecz dowodzen&dgﬂg\%m&na kazdy pr 22
-/ “padelk, Eowmdam naprzod: ze pryzmat tréy-
' katny iest rowny pryzmatow:
tréykatnemu B I K CGL.

Jakoz tréykat AEI—=BFK, poniewaz
katy AiB, sa réwne iako maiace beki ro-
wnolegie, nadto bok AE—=BFI', AI—=BK,
wige dwa troykaty EAI, FBK, przystang
do siebie (Zad.VI.K.I). Réwnolegioboki AD

' HE, BCGF, iako przeciwlegle w tym sa-
y mym
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mym réwnoleglo$cianie sa réwne; dla podo=
bney przyczyny rownolegfobol; ADMI—B c

LK. VVch kat b obiet
trzema scianamt_réwnemi_trzém__scianom Q-
beynuiac ? B. ipoc i i

s TR dwa. ryzmata ALIDHM, BEK
G Zad. III). Odigwszy od

caley bryly AB CDEKILH, pryzmat AEM,
pozostanie réwnolegfoscian AIL, od tey sa-
mey bryly. ABC D EKLH, odiawszy pryz—
mat BFL—=AEM, pozostanie réwnolegio-
scian AEG; azatém dwa réwnoleglosciany
AIL, AEG, sa ré6wno- - wartuigce. s
Mzmsel Jezeli przypugtmy ze Lrawqdz //fv-m-
AD, iest prostopadia do pifszczyzny AIK B,
réwnolegloscian ABCDIKLM bedzie pro-
sty; 1ezeh nadto E A, iest prostopadtﬂ_do pia—
szezyzny ABCD, rownole(rf scian ABCDE ,/
FGH, bedaie prostok..gtny /VVLQ(, kazdy ré~ /&
Wnoleglﬁoécian prosty moze’bydz zamieniony
na réwnolegtoscian prostokatny réwno —war- -
tuigey tey samey podstawy i wysokoser.

ZA D ANIEE X
Twierdzenie.

Dwa réwnolegtoiciany tey samey pod-
stawy i wysokosci sg réwno - wartuigce.

Niech ABC D (fmspél-
na podstawa dwéch rownolegio;’oianow AG,
AL, ktorych podstawy wyZsze LALM, EI‘(:H

dl%
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/. dla wspélne wysokosci lezg na tey samey pla-
szczyznw Gdy boki EY, AB, 1K, saxo- .
wue i rowholegle, bok B, iest vowny iro——
Wu podobney prayczyny bok
TOWI awnol ze—
dIuLywszy boki b E} GH, iako tez KL, IM,
tak, azeby przecigwszy si¢ ztoiyiy rownole-
gtnbok NOPQ, widoczna iest ze ten ostatni
bedzie rowny tak podata\we EF GH, iako tez
IKLM. Wystawiwszy teraz trzeci rowno-
legto;cxan maiqcy podstawe nizszg ABCD,
zas wyzszg NOPQ, ten bedzie rowno - war—
6 /tumcy rowno'egfoscmnom AGiAL (Zad. I a )

dyz maiac t odstawe nizszi £52€
lezac na tey samey piaszczyzuie sa_obictg ro—
wiolegtemi GQ, F'N, 1Q, KP2 wige dwa
rowngleg{oscmny AG, AL, maigce t¢ R
podstawe i wysokosé sa réw no - wartuiace. ‘
Wiosek. Jezeli przypuscimy ze krawedz
IA, iest prostopadia do plaszczyzny ABCD,
réwnolegioscian ABCDIKLM bgdzie pro-
stym, Wigc réwnoleg'fos':cian pochyly ABCD
EF GH, moze bydz zamieniony na réwnole-
giosalan prosty tey samey podstawy i wyso-

J &waga Podlug wniosku zadania IX, ré-
wndlegioscian prosty moze bydz zamieniony '
na row nolegiobcxan prostokatny ley samey pod-
stawy i wysokosci; pudlug zas wniosku po-.
przedzaiacego kaidy rownoleglogcian pochy~

1y
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fy moze bydz zamieniony na réwnolegtoscian
prostokatny tey samey wysokosei i podstawy
réwno - Wartulquey’

Z-ADANTE XL
Twierdzepie.

‘Dwa réwnolegtofciany prostokgtne tey
samey podstawy , sg iat wysokoici. (fig. 212).

Niech beda dwa réwnoleglosciany pro—
stokatne AG, AL, tey samey pedstawy AB
CD; powiadam, iz sa iak wysokosci AE,AL

Przypusémy naprzéd, ze wysokosci A E,
Al, bedac wspotmierne sa iak dwie liczby
catkie, naprzykfad iak 15 iest do 8. Podzie~
liwszy Alina 15 czesci réwnych, Al obey~
mowac ich bedzie 8; przez punkta podziatu
%, ¥, %, it d. poprowadziwszy plaszczyzny
vownolegle do podstawy, te podaziela bryte
A G na 1) réwnolegtoscianow czastkowych ré—
wnych mitgdzy soba, iako ‘maiqcych podstawy
i wysokosci réwne; podstawy réwne, ponie-
waz wszyskte pmecn@ ia w pryzmacié np. MI
KL, réwnolegte do podstawy ABCD, sa
réwne podstawua (Zad.VIL); Wysokoscx ré—
wne, gdyz te sa podzialami samemi Ax, X Ys
xz,it.d. Z tych 15 rownolegioscxanéw To~
wnych, 8 zamyka si¢ w A L; wigc bryta AG,
iest do bryty AL, iak 15 do 8, cayh w ogol—
nosei iak wysokosé AE, do wysokosci AL

/’Zaigz’mx powtore, ze wysokosci AE, AI
f P pryetin, ey v ”*'“”"7:
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'$a niewspdlnierne; powiadam, Ze bgdziemy
ieszéze mieli >

bryl. AG:brylAL::AE:AI.

$

Poniewayz, iezeli ta proporcya nie iest praw-
dziwa, grzy pierwsze wyrazy zostalac le sa-
e, okwarty bedzie wickszy albo mmieyszy od

AT; przypusémy Ze bedzie wigkszy , i Ze ma-
my bryt AG:bryt AL :: AE:AO.

Podzieliwszy wysokosé AE, na czgsci ro-
wne mnieysze od OI, prazynaymniey ieden
punkt podzialu 7, padnic migdzy 01il; przez
ten punkt poprowadziwszy plaszczyzng m?P,
réwnolegle do podstawy ABCD, bedzicmy
mieli nowy réwnolegloscian , maiacy za

~ podstawe ABCD, aktérego /Wysokosé¢ A m,

pedac wspéimierna z wysokodeia A réwno-
legloscianu AG, mamy proporcya

bryt. AG : bryt. AP :: AE : Am
lecz z przypuszczenia 3

bryt. AG : bryl. AL.:: AE : AG,
skoro w tych dwéch proporcyach poprzedniki
¥iréwne, nasi¢pniki Zfozq proporeya

bryt. AP : bryt. AL :: Am : AO.

Gdy réwnolegioscian AP > AL, potrzeba-
b m>AQ; lecz przeciwnie A'/I;T_{TUT-.
azatém gd‘i,Froporcya iest falszywa: aze wy-
padla z @woch proporcyy poprzedzaigeych, z
ktorych pierwsza zostala dowiedziona, druga

. koniecznie fatszywa bydz musi. V¥ige réwno-
legioscian A G, nierhoze bydZ doréwnolegio-
$cianu AL, iak wysokos¢ AL, do wysokosci

\
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wickszey od AI, Wiec czwarty wyraz/ rown
Al Dowwdubysmy - podobnym sposo emge
“Czwarly wyraz teLpropoxcyl niemoze bydz
mnieyszy od Al, wigc iest rowny AT —AZa-
tém 1akikolwiek rmso-
kosci, dwa réwnolegiosciany tey samey pod-

stawy 'sa iak wysokosci, to iest:
bryt. AG : bryt. Ah\AL' AL

ZADANIE XIL

Twierdzenie.

Dwa réwnoleglofciany prostokgtne tey
samey wysokoici, sq iak podstaw_y (fig.213 )

Jezeli dwa réwnoleglosciany prostokatne
AG, AK, maig t¢ same wysokosé AE, po-
wudam, Ze sa miedzy sobq iak podstawy
ABCD, AMNO.

Umlesmwszy dwie bryly iedne przy dru=
giey iak figura pokazuie » przediugmy plasz-
czyzng ONK L az do przeciecia sig¢ z plasz=
czyzna DC GH wkierunka PQ, otrzymamy
trzeci rownolegioscmn AQ, mogacy sig po-
réownaé z réwnolegioscianami A G, A

Dwie bryly AG, AQ, maiace t¢ same
podstawe AEH D, sa jak wysokosci AB, AO;
podobnie dwie bryly AQ, AK, maigce te
same pedstawe AOLE, sa iak vsysokosm A Dy
AM. Wige bedziemy micli dﬁm proporcye

bryt. AG : bryt. AQ,:: AB: AO

bryi. AQ : bryl. AK :: AD : AM.
7 T ‘Mno-
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Mno#ac te dwie proporcye porzadkiem, i
wymazuigc w wypa‘ku wspéluego czynnika
bryt. AQ, olrzymamy 2

bryt. AG:bryt. AK::AB X AD:AO X AM.
Lecz AB X AD wyraza podstawg ABCD,
za$ AO X AM podstawe AMNO, wige

bryt. AG:bryt. AK :: ABCD: AMNO.
Azatém dwa rownolegtosciany prostokatne tey
samey wysokosci sa iak podstawy.

ZADANIE XII,

. Twierdzenie.

Dwa réwnoleglofciany prostokgtne ia-
kickolwick, sq micdzy sobg, iak wieloczyny
z podstaw przez wysokosfct, albo iak wielo-
szyriy % ich irzechfrozmiaréw. (fig.213 )i

Umiesciwszy’ dwi€¢ bryly AG, AZ tak,
ageby ich powierzchnie miafy kat wspdlny BAL,
przedinzmy plaszezyzny potrzebne dla ztoze-
nia trzeciego réwnolegioscianu AK, tey sa-
mey wysokosci z réwnolegioscianem A G. Po-
diug zadania poprzedzaiacego bedziemy mich

bryt. AG:bryt. AK::ABCD:AMNO.

- Lecz dwa réwnolegiosciany AK, AZ, maia-

ce t¢ same podstawe AMNO, sa iak wyso-
kosci AE, AX; wige
bryt. AK : bryl. AZ = AE : AX.
Mnozac porzadkiem te dwie proporcye, i wy-
mazuiac w wypadku wspélnego czynnika bryt.
AK, otrzymamy
bryt.
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bryl. AG :bryt. AZ :: ABCD X EA: AMNO X AX,
Na mieyscu podstaw ABCD, AMNO,
pofozywszy ABX AD i AO X AM, bedzie~
my mieli
bryt. AG : bryl. AZ :: ABX AD X AE
. :AOXAM X AX.
~ 'Wigc dwa réwnoleglogciany prostokatne
iakiekolwiek, sg iak wieloczyny z ich trzech
rozmiarow.
_ Uwaga. Z poprzedzaiacey proporcyi na—
. stepuiace’wypada réwnanie
bryt. AG AB X AD X AE.
bryl, AZ—~ AOXAMXAX

,,Ulamek sktadaigcy pierw‘smzq.sjgmg wyraza

/bliczbe razy, ktéra réwnolegioscian prostokat—

3 cebe razy odkryie nam dru-
ga strona, gdy wyrazimy w liczbach, za po+
mocy iakieykolwiek iednostki linijowey, war—
tos¢ krawedzi AB, AD, AE, iednego ri-
wnolegloscianu, i AQ, AM, AX. krawedgzi
drugiego, szukaigc nas'epnie iak wiele razy
liczba oderwana wyrazaiaca wieloczyn AB X/
AD X AE, zamykaé bedzie liczbg oderwana .
wyrazaigea wieloczyn AO X AM X AX. Je-
zeli np. AB = 5 iednostek linijowych, A D =4,
AE=6; AO=3; AM=5; AX=145, be=
dziemy mieli ]
AB X AD X AE = 120
AOXAMX AX = 45, wigcr
- s bryt,
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to iest: ze rownolegloscian A G, skladac sig
bedzie z dwa razy wzigtego réwnolegiosciana
AZ, nadto dwie trzecie tegoz samego rowno-
legloscianu. , p

Lecz bryla mierzy¢ si¢ powinna iedno-
stka tego samego gatunku, na ten, koniec bie—
vze sie szedcian kubiczny. Przypusciwszy za-
‘tém ze bryta AZ bedzie tym szescianem, be-
dziemy mieli -

AO = AM = AX.

Biorac razem krawegdz AO szescianu, za ie~
dnostke linijowa, otrzymamy

AOXAM X AX=—1,
Wiec znalazl’s?tZIiczbg razy; kiéra kazda 3
krawedzi AB, , AT réwnolegfoscianu AG,
ktérego chcemy mierzy¢ zamyka iednostkg AO,
bedziemy mieli :
bryt. AG = AB X AD X AE.
bryt. AZ /

4 Pierwsza strona Jozmaczaiac rzetelnie li-
zbe raz ‘ oW, foscian A G zamy-
ka iednostke swoiego gatunku, bedzie wyra-

Zeniem miary liczebney tego réwnolegtoscia-
nu, wiec wyraziwszy dla skrécenia to wyra-
.genie przez bryl. AG, bedziemy mieli

bryt. AG=AB X AD < AE.

1 w tym to razie mozna tylko méwic: Ze rd-

wnoleglaoician prostokginy ma za miaTg wie-,

I
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‘miarami.

1dz1ehsmy nadto (Zad.IV.K.III, Uwa—
ga), Ze wyrazenie AB X AD, iest miara pod—
stawy ABCD rownolegIOSuanu wice bedzie-
my mieli

- bryt. AG—podstawze ABCD X AE.

Z kqd widzimy ieszcze, Ze rownolegtoician
prostokginy iest réwny wicloczynowt z pod-
- stawy przez wysokosc.

Wielkosé bryty, iey obigtosé czyli iey
rozciaglose stanowi to, co nazywamy iey bry-
towatoscig, a wyraz brylowatofé, uzywa sig
4szcze<rolniey na oznaczenie miary pewney bry—
- ¥y: wigc méwic¢ bedziemy, brylowatorc réW—m
nolegtoiciany prostokginego iest réwna wie—
loczynowi z podstawy przez wy.solow, albo
wieloczynowi z trzech iego
= Jezeli W szescianie kubicznym krawedz
oznaczymy przez 1,2,35, it.d. bryfowatosé
wyrazi si¢ przez 1 X BT S B 206D
=8; 3 X3 XI==s27it.d. Ztad widzimy dla
czego w Arytmetyce nazwaliSmy szefcianem
wieloczyn, wypadaiacy z rezmnoZenia trzech
czymikéw réwnych. (Art.§.122).

L ADANIE X1V,

Twierdzenie.

’B,r_yfowato.fc réwmolegloscianu , i w ogdl-
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Mofei brylowatosé iakiegokolwie® pryzmatu,
iest réowna wieloczynowi z podstawy przez
wysokosfc.

Poniewaz 1mo réwnolegloscian 1ak1kol~
wiek iest rowne - wartuigey rownolegfoulano— :
, wi prostokgtnemu tey samey wysokosci i pod-
“stawy réwno- wartuidcey (Zad. XUwaga)
Blyiovs atos¢ zas$ tego ostatniego iest rowna
iego podstawie mnozoney przez w ysokosc, a
zatém brylowatosé pierwszego iest rowna wie-
loczynowi z podstawy przez wysokosc. :

2do Kazdy pryzmat czyli graniastosfup
troykd(tny iest poiowa réwnoleg{oscxanu ma-
igcego te same wysokosé 1 dwa razy w1<;ksz4
podstawe (Zad. VIII). Erylowato$é za$ tego
ostatniege réwna iego podstaWIe nmnozoney
przez wyaokosc wige bryfowatosé pryzmatu
tréykatnego iest rowna wieloczynowi 2 iego
podstawy (polowy podstawy réwnolegloscia-
nu) mnozeney przez wysoko$c.

5tio Pryzmat iakikolwiek, moze bydz
podzielony na tyle pryamatow troylscltnych tey
samey wysoko$ei, ile mozna zlozyc¢ tréyka—
téw w wieloboku sluzgcym za poedstawe. Lecz
brylowatosé¢ kazdego pryzmatu troykatnege
iest réwna iego podstawie mnozoney przez
wysokosé, i gdy wysokosé iest ta sama dla
wszystkich ; wigc summa -wszystkich pryzma- -
6w czastkowych, bedzie réwna summie wszy-
stkich tréoykatéw siuzacych za podstawy, mno-
Zoney przez wysoko§¢ wspolna. Azatém bry=

Yo=
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Yowatos¢ iakiegokolwiek prvzmatu wielokat—
nego, iest rowna wieloczynowi z iego l*odala-
Wy przez wysokosé.

Wniosek. Wyraziwszy przez P, p, bry-
fowatos¢ dweéch pryzmaléw ; przez H hy wy-
sokosei, przez B, b, podstawy, quzicmy mie~

Al P=H X B, p=£5A X b; z kad nam wypa=
. da nast(:pumcd plopou,)a
: HXB i RXD
Jezeli podstawy sq‘rowne bedziemy mieli
Ut a8 G
Jezeli wysokosci s3 rowne otrzymamy
P - ‘

Wiec prylz’mata tey samey podstawy sa
iak wysokosci, tey zas samey wysokosci, iak
podstawy.

ZADANTE XV.

Twierdzenie przybrane.

Jezeli piramida ezyli ostrostup SABC
DE, iest przecigtglprzez ptaszezyzng abede /M
rownolegty do padstawy. (fig.e14).

1no Krawedzie SA,SB,SC, SD, SE,
i wysoke$¢ SO , sa pociqte proporcyonalnie

W punkta a, yidy ey 03 u/o(/
‘(IOZ dei cx a l) cde, iest wielobokie
podobnym do podstawy ABCDE.

Poniewaz 1mo plaszezyzny ABCD E
abede, sa do siebiefréwnolegtemi, ich prze—
cigcia AB, ab, éez pIaszc‘zyznt; - trzeeig
< >
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SAB, sa takie réwnoleglemi (Zad. X.K.V.);
wice tréykaty’ SAB, Sdb, bedac podobne,
daia proporcya nastepuigea
_ SA S A S B 8D <&
bedziemy mieli takze
S0 <80 5 SO Sesl 4,
wiec wszystkie krawedzie SA, SB, §Cit d
sq pocmte proporcyonalnie w punklac
oy b YV ysokosc SO, iest zecigly vtey
samey proporcyi w punkme 0;/poniewdz BO

bedac lowuolcgiq do bo, ykqty bBO

‘my X roab s

Sbo o oporcyq
S 5 B 28D

Poniewaz 2do linija ab iest réwnolegla
do AB, bc doBC, ¢d do CD, it.d. ?/tabc
-L~AB(J bed==BCL it d.; nadlo[a przy-
ch SSAB, S&b, ma-
Sb
z przyczyny zas troykatow podongch SBC,
Sbc, mamy e

BC : bc »: SB : Sb, ztad

AB : ab i BC :be;
bedziemy mieli takze :

B bert 5 0D 06 k. o
Wigc wieloboki ABCDE, abcde, maiace
katy réwne i boki odpowmdalqce proporcyo— S
nalne, sa podobne. :

W niosek. Niech b¢da SABCDE, SXYZ
dwie plramldy malace wierzcholek Wspolny,
i lg same wysokos¢, czyli ktorych podstawy
Yeiq na tey samey plaszezyznie; iezeli te pi-

<

czyny trovkatow p
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ramidy przetniemy ta sama plaszezyzna ro-
wnolegla do plaszezyzny podstaw, powiadam,

Zefodcigciaabede, xyz, bedg migdzy sobg

iak podstawy ABCUL L, XYZ.
‘ Ponicwaz dla podobienstwa wielobokéw
ACDE, abcede, ich powierzchnie sa iak

kwadraty z bokéw odpowiadaiacych AB; ab

(Zad. XXVILK.IIL); lecz
AB b i SA 3 Sa, wige

ABCDE :abcde :: SA? : Sa®.
dla tey samey przyczyny
L XYZ:x'yz::S—)_&—2 . Sxt.
Gdy abexyz iest iedna ita samg plaszczyz~
na, wiec¢ SA : Sa.:: 8X ::Sx ztad
ABOYQDE : abcde :: XYZ : xyz;
az'atért%iwa odgiecia abede, xyz, samig-
a 1ak podstawy- ABCDLE, XY Z.

ZADANIE XVL
Twierdzenie przybrane.

dzy s

/

Brylowato# kaZdey piramidy 1riykgt-
ney, iest wicksza od czwartey czgici wiclo-
czynu z podstawy przez wysoka:’é, a mniey-
sza od potowy tego wieloczynu. (fig 215 ).

Niech bedzie SABC piramida tréykat-
na, kiérey S wierzchotkiem, ABC podsta-
wa; iezeli podzielimf krawedzie SA, SB, SC,
AB, AC,BC, na dwie czeéci réwne wpunk—
tach D, E, ¥, G, H, I, i przez te punkia
poprowadzimy linijje DI, LF, DF, EG,

- ' FH,
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FH, EI, GI, GH; powiadam, e piramids
S A B C skiadac si¢ bedzie z dwdéch pryzmatéw
AGHFED, EGICFH, réwno-w artulq-
.cych; 1 « voch piramid SDEF EGBT ro-
. wnych. /Z wykreslenia E rownolegta
2 5 ABJ'G S; wige figura ADEG 1est
rownolegiobokiemn. Dla tey samey przyczy-—
ny iest rownolegiobokiem fgura ADFH; a-
zatem trzy hnl)e proste AD, GE, HF,.bf;_.
\(LLL\I‘_O\VHQI\I;?WD@‘\f ,_bryTa A(:HF,D_E_‘
»iﬁﬂ—PLLz_“EﬂSE‘Mad XIV.K. V). Dowiodi-
szy podobnym sposobem zZe bryla EGICFH
iest lakze pryzmatem, powiadam, Ze dwa te
pryzmata troykatne sy réwno-wartuiace.
Jakoz iezeli na krawedziach GI, GE,
GH, zbuduiemy réwnolegioscian GX, pryz-
mat tréykatny GEICFH iest polowa tego
réwnolegfoscianu (Zad. VIIL), z drugiey stro-
ny pryzmat AGHFDE iest réwny polowie
réwnolegioscianu GX (Zad.XIV.), poniewaz
maiac te same¢ wysokosc, tréykat AG H pod-
stawa pryzmatu, iest pofowa réwnolegiobo-
ku GICH (Zad.ILX.Iii), podstawy réwno-
legioscianu. Wigc dwa pryzmata EGICFH,
AGHEDF sg rowno-wartuiace.
T'e dwa _pryzmata odi¢te od caley pira-

midy SABC, pozostana dwie_ piramidy SD'
EF, EGBI réwne.

Gdy BE=SE, BG=AG=DE,EG
#=AD=8D, wicc troykat BEG__ESD
Dla podobney przyczyny tréykat B EI=ESF;

nad-
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padto pochylosé plaszczyzn BE G, BEI, iest
rowna pochylosei plaszczyzn ESD, ESF,
poniewaz BEG lezy na iedney plaszczyznie
z 'ESD, podobnie iak BEI z ESF. Prze-
rlosfszy piramide EGBI, na piramidg SD
EF, troykat EBG przystanie do SDE, pfa-
szczyzna BEI padnie na piaszczyzne ESF,
a poniewaz tréykaty ILB1, SETF sa réwne i
podobnie rozlozone, punkt I padnie na punkt
F, i dwie piramidy SDEF, EGBI, zbie-
gna sie calkiem iedna z druga. Wiec cafa pi-
ramida SABC sklada si¢ z dwéch pryzma-
tow tréykatmych AGF, GIF, réwno-war-
tuiacych, i dwéch pir amld SD EF, EGBI
réwnych.

Azatém 1mo iezeli z wierzcholka S, spu-
scimy na plaszczyzne A BC prostopadia SO,
przecinaiaca plaszczyzne DEF réownolegla do
ABC w punkcie P; poniewaz SD =— 18A,
SP=3:1S0 (Zad.XV.); troykat zas DEF =
IABC: wige bryi’owaloéé pryzmatu AGHF
DE— A B C X §5.0, bryiowatosc¢ zas dwéch
pryzmatow AGHFDE, EGICFH razem
WZlCtyCh IABC X SO Dwa te pryzma-
ta sa mmeyszc od cafey piramidy SABC, po-
niewaz w niey sa zamkni¢te; azatém bryfo-
wates¢ pzra/mdy troykginey iest wigksza od
czwartey czgfci wieloczynu z podstawy przez
wysokosc.

Nakoniec, iezeli poprowadzimy linije pro-
ste DG, DH, b¢dziemy mieli nowa pirami-

de
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d¢e ADGH=SDEF; gdyz ulozywszy pod-
stawe DEF, na podstawie réwney AGH,
Aaty SDE, SDF, bedacréwne kgtém 1) AG,
DAH, linga DS padnie na AD.(Zad. XXV,
K.V.), i wierzcholek S, na wierzchoick D.
Piramida' AD G iest mnieysza_od pryzma-
tw AGHDEF; poniewaz w nim iest zam-
knicta; azatém kazda z piramid SDEF, EG
BI, bedac mnieysza od pryzmatu AGHD EF,
cala piramida SABC skiadaiaca si¢ z dwach
piramid 1 dwoch pryzmatow, iest mnieyszg od
czterech aryfmatéw. - Aze bryfowatos¢ iedne-
go pryzmatu =—§ABC X 8O, brylowatos¢
cztery razy weicta =3IABC X'S0. Wige
brytowatosé catey piramidy trdykgtney iest
mni¢ysza od potowy wieloczynu z podstawy
przez wysokos. .

ZADA NIE XVIL
Twierdzenie. .

Brytowatos¢ piramidy tréykgtney iest
réwna trzeciey czefei wieloczynu z podstawy
przez wysokoié. (fig.215).

Niech bedzie SABC. piramida troykatna
iakakolwiek, ktérey podstawa ABC, wyso-
kos¢ SO; powiadam, Ze bedziemy mieli.
bryl. SABC=13ABC X 50,alboS0 >< ; ABC.

Jakoz, iezeli przypuscimy ze brylowa-
to$é piramidy SADBC, nie iest réwna SO
3ADBC, potrzeba alfy tey piramidy bpyi’q}*«la~

: tosc
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o8¢ bylta réwna. wieloczynowi z SO przez
1losc wigksza albo mnicysza od $ABC, pray-
pusémy naprzod zZe mamy
bryt. SABC=S0 < ((ABC+M)..
M, wyrazac¢ bedzie pewng powierzchnie.
-Poprowadziwszy przez punkt D, srzodek
krawedzi SA, plaszezyzne DEF réwnolegia
do podstawy ABC; piramida SABC podzie~
li si¢ na dwie piramidy réowne SDIFE, EG
BI, i na dwa pryzmata réwno-wartuiace
AGHDEF, EGIFHC, (Zad.XVI). PO

bedac wxsokosmg pierwszego z tych Prxzma— \

tow , mam PRI
e R‘:H“LF P O DEE

wiec summa dwoch pryzmatow to iest:
2AGHDEF=2PO < DEF albo SO < DEF
Jezeli odejmiemy wartosé summy dwoch
prvzmatow , od war tosu caiey pxramldy SA
BC, resata wyraZza¢ bedzie wartoss dwoch
puamld SDEF, EGBI, to iest:
26DEI*—bO><(‘ABC DEF+4+M) .
gdy ABC=4DEF wicc
IABC—DEF=4DEF —3DEF = j;DEE
co podstawiwszy otrzymamy
$SDEF=SOX(i{DEF-+M),
poniewaz % SO=SP, bierac polowg zobu
slron znaydziemy
bryt. SDLF-*SPX( EF - M).
qud widzimy , zZe dla otrzymania br ylowato-
soi piramidy SD ET, potrzeba mnozy¢ wy-
' 301\050, przez trrecig czgs¢ podstawy, powicks
$20-
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szoney ta sama powierzchnia M, ktérasmy po-=
wu;ln&yh trzecia cz¢sé podstawy piramidy po-
przedzaiacey S ABC.
Przez punkt “K, srzodek krawedzi SD,

oprowadziwszy. plaszczyzng KL M réwno-
legia do DEF, pr7ecinaidca SP w punkcie
Q. Piramide SDEF roziozymy na dwa
pryzmata troykdtne rowno - wartuigce ,+1 dwie
piramidy réwne; arozumuiac iak wyzey, znay-
dziemy na wyraLeme Iedm,y z tych piramid,
ktéorey wysokos¢ SQ

bryt. SKLM=85Q X (3 KLM4M),
M, bedac zawsze ta sama po»uermhma, kto—
© rasmy dodali do trze ciey czesci podstaw dwaéch
piramid poprzedzaiacych SDEF, SABC.
Skiadaiac tym sposobem piramidy, iz kaz-

dey nastqpuiacey podstawa bedzie czwarta
czescia podslawy pivamidy popraedaaxqoey,
pryldmemy do piramidy z podstawa tak ma-

{a iak sam bcgdmcmy chcieli. Niech np w pi-
ramidzie wyrazoney przez

bryt, Sabe =S80X (ia bc+1\[)

¥ abc~r-M >3abc, to 168k Zei
M > tabe, co zawsze bydz moze.’

W tym przypadku mielibysmy
Sox(fabec+M)>SoxIabe
Azatém bryl. Sabc>Sox<%abc, co bydz
niemoze, dowiedlismy bowiem w Zadaniu po-
przedzaiacém, ze bryfowato$¢ piramidy tréy—
katney iest mnieysza od porowy wieloczynu z
podstawy przez wysoko$¢; azatém piramida

SABC

-
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SABC niemoze bydz réwna wieloczynowi z
wysokosci S O, przeziloé wieksza od trzeciey
czesci pudstawy.
Przypusémy powtdre: ze
Bryt. SABC=8S0 < (§ABC—M),
bedzieniy mieli iak w przypadku poprzedza-
iacym na wyrazenie dwoéch pierwszych pryz-
matéw rowno - wartuigecyech AGHDEF, EG
IFHC,
2AGHDEF=S0O < DEF.
Odiawszy ten wypadek od poprzedzaiqcego, i
uwazaiae Ze ¥
- ABC=4DEF,
wykonywaigc te same uproszczenia iak wyzey
- znaydziemy
2SDEF=8S0X({DEF—-M)
a ztad
SDEF=SPx<(3DEF —M).
Skladaigc nastepnie iak w przypadku poprze=
dzaiacym-piramidy, te wszystkie beda mialy
na wyrazenie wieloczyn z ich wysokosci przez
trzecig czes¢ podstawy zmnieyszoney ta samg
powierzchnia M. Ilosci zas ABC, :DEF,
2K LM, abc, coraz umnieyszaige sie, staé
sic moga mnieysze od powierzchni M, ktéra,
albo zamknie si¢ miedzy dwiema ilociami tuz
po sobie nastgpuiacemi, albo iedney stanie si¢
réwna. ~ Przypusémy np. ze M, bedzie zam-
knigtg miedzy 2abe, i p0W1e1 zchnia tuz na-
stepuigca § 3abce, albo % abc, tak Ze be-
dziemy mieli 3abc > M, zas —- I gbec<M;co
A k _ 8ig
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sie tycze pierwszey nieréwnosci bedziemy mo-
gli odjac M od § abc, co zas do drugiey, o-
¢ trgymamy rW

Tabce—M< labec—sfabc cayli

labc—M< Jabc azatém

Sox<(3 abc—M)<Sox fabe,toiest ze
Bryt. Sabc < Sox jabce, co bydz niemoze
' (Zad. XVI).

Przypuamwszy M =1 abc, wyrazenie
brylowatosci piramidy S abc, to iest: So X<
(fabc— M) stanie si¢ zerem, co iest takze
niepodobienstwem.

Wiec gdy brylowatos¢ piramidy SABC
niemoze bydz réwna w1eloczynown z wysoko-
sci 80, przez ilos¢ mnieysza lub wigksza od
trzeciey czgsci podstawy ABC, azatém
Bryt. SABC =80 < ABC albo = SO < ABC.

Wniosek 1. Kaida piramida troykatna,
‘jest trzecia czescig pryzmatu tréykatnego tey
samey podstawy i wysokosci.

W niosek II. Wyraziwszy przez P, p,
bronwatosc dwoch piramid, przez H, 4, wy-
sokosci, przez B, b, podstawy, qumemy mie-
L P={HXB, p:-_gh > b, zkad nam wy-
pada proporcya

i PEpn 3 H X B: 1hXb, albo

Pap il XB o X

Jezeli H=~A, otrzymamy

P:p: G 0,
Jezeli zas B ::_b, bedziemy mieli

g s Ho3 ok
. Wige
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"Wiee dwie pzrarmdy tréykatne tey sa=
mey wysokosci sa iak podsta“y tey zas sa-
mey podatawy iak wysokosci. :

ZADANIE XVIIL

Twierdzenie.

Katda piramidamazamiare trzecig cz¢fé
wieloczynu z podstawy przez wysome

Przepu$ciwszy plaszczyzny (fig. 214.),
SEB, SEC, przez przekgtne EB, EC, pi-
ramide wielokatna SAB CD E, podzielimy na
kitka piramid tréykatnych maigcych te same
wysokos¢ SO. Gdy podiug twierdzenia po-
* przedzaigcego kazda z tych piramid mierzy sig¢
mnozac podstawy ABE, BCE,CDE, przez
trzecia cze¢s¢ wysokosei S O; wiec summa pi-
ramid tréykatnych, albo piramida wielokgtna
SABCDE, bedzie miata za miare _summe
_t_anLka.tQm_“Bb BCLE, CDE, albo wielo—-
bok ABCDE, mr;ozonz przez 3 SO; azatém
kazda piramida ma za miare trzecia czqéé wie-
locaynu z podstawy przez wysokosé.

W niesek 1. Kazda piramida iest trzequ
czgaqu pryzmatu tey samey podamwy i wy-
sokosei. :

Whriosek II. Dowiedziemy podobnym
sposobem iak we wniosku II. Zad. XVIL, Ze
dwie piramidy tey samey wysokosci sg iak
podstawy , tey za$ samey podstawy iak wy-
sokogci.

E 9 Uw?z
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Uwaga. Mozemy oceni¢ brytowatosé ka-
zdego wielojcianu rozkladaige go na pirami~
dy, a ten rozklad wykonaé¢ sie moze wielu
sposobami: iedem z nayprostszych 7 przepuscié
plaszezyzny dzielace przez wiergehofek tego
samego kata -brylewego, naéwczas bedziemy
mieli tyle piramid czastkowych, ile bedvie scian
w wieloscianie, wyigwszy sciany skiadaigce
kat bryfowy, z ktérego rozchodzily si¢ pfa-
szcezyzny dzielgce, %

ZADANIE XIX.

Twierdzenie.

Dwa wielofciany symetryczne sg réw-
no - wartuigce, czyli rowne w bryfowatofcz
(fig. 202).

imo Dwie piramidy tréykatne symetry-
czne SABC, TABC, maiace za wspélng
miar¢ wieloczyn z podstawy AB C, przez trze-
cig czesé wysokosci SO=TO, 's3 réwno-
wartuiace.

2do Podmehwszy iakirgkolwiek sposobem
ieden z wieloscianéw symetrycznych na pira-
midy tréykatne, bedziemy mogli takze podaie-
lié drugi wieloician na piramidy tréykatne sy-
metryczne; i gdy piramidy troykatne syme-
tryczne sg réowno- wartaigce, wiec dwa wie-
losciany catkowite symetryczne, sa takZe ro-
wno - wartuigce, czyli réwne w bryfowa-
toscx,

ZADA-
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ZADANIE XX

Twierdzenie.

Przecigwszy piramidg plaszczyzng ro-
wnolegty do podstawy., pozoslafa piramida
ucigta, iest rowna sununie irzech pzra/md
maigeych za wysokost wspding, wysokofé pi-
ramld_y ucigtey , a za podstawy:, podslawg
m'zszq piramidy ucigtey , podstawg wy?szg,
i srzednig proporcyonalng migdzy temi dwie—
ma ostatniemi podstawami. (fig.217).

- Niech bedzie SABCDE piramida prze-
cigta plaszczyzna abed e, réwnolegta do pod-
stawy ; niech TFGH, bt;dzie piramidq troy—
katng maiaca podstaWQ i wysokosc réwng lub
rowno - wartuiaca podstawie i wysokogci pira—
midy poprzedzaigcey. - VWystawiwszy dwie
podsta wy leZace na tey samey plaszczyznie,

hadweczas plaszczyzna abcde przediuzona, o-
znaczy w piramidzie tréykatney odcigeie fg /7,
b¢dace w tey samey wysokosci nad wspolng
plaszczyzna podstaw: z kad wypada
gh:abede::FGH:ABC DE (Zad. XV.);
Egdy podstawy sa réwno-wartuigce, odcigcia
fgh, a bcde,__hglqg_@eﬂl‘zf piramidy Sa
bede, T fgh, i piramidy calkowite SABC
DE, TE G H sa takze réwno-wartuigce; wige
piramidy ucigte ABCDE wabcde, FGH
fg B MWM& dowodze~

nie dosy¢ iest wzig$é piramide tréykatna.]
Na ten konigc niech bedzie FGH 7fg

(fig.
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(fig. 218). piramida ucigta: plaszczyzna prze~
chodzaca przez trzy punkta I, o, H, odetnie
od piramidy ucigtey , - piramidg troykatna g F
G H, maigca za podstawe, podsta“q nizsza
FGH piramidy ucieiey, za$ za wysokosc,
wysokosc piramidy uci¢tey, gdyz wierzcholek
g, lezy na plaszczyznie réwnolegley do pod-
stawy nizszey.

Odiawszy te piramide, pozostanie pira—
mida czworokdtnq gfhHF, ktérey wierzchoi-
kiem iest g, podstawa ShHF. Pldszczyzna
przechodzaca przez trzy punkta f, g, H, po-
dzieli piramide czworokatna na dwie pirami-
dy troykatne gF fH, g fAH; z ktér ych osta-
tnia ma za pOdStdWQ, podstavw; wyzsza gfh
piramidy ucigtey, za wysokosc wysokosc pi-
ramidy ucigtey, poniewaz iey wierzcholek H,
leZy na plaszczyznie rownolegiey do podstawy
wyZzszey.

Co sie tycze trzeciey piramidy tréykat-
ney, gF fH: poprowadziwszy gK rownole-
gle do fF, wystawi¢ mozemy nowa pirami-
de fF HK, ktérey wierzchotkiem iest K, pod-
stawg FfH dwie te piramidy beda miaty te
samg podstawcg FfH, i te same wysokosc,
poniewaz wierzchoiki g iK, leza na linij gK
réwnolegley do F f, azatém réwnolegiey do
pfaszczyzny podstawy ; ' wigc te piramidy sa
réwno- wartche Lecz plramldy SFKH

- wierzchofek moze bydz uwazany w f, azatém
bedzie miata wysokos¢ piramidy ucigtey;. co
do

http://rcin.org.pl



— 263 —

do podstawy F KH, powiadam, Ze iest srze—
dniq proporcyonalna miedzy podstawami FGH,
fg Jakoz, wtréykatach FHK, fgh, gdy
kat F Sy bok FR=fg, mamy (Zad )xXIV
K. II).
FHK : fgh :: FH 2 fh

mamy takze

FHG : FHK :: FG : FK albo fg.
Lecz troykaty podobne FHG, fgh daig

FG : fg :: FH : fh, azatém
+ 'PHG : RHK:: EHK : fgh.

Z ADANILE.XXL

Twierdzenie.

Przecigwszy pryzmat trdykgtny ptasz-
czyzng DEF (fig. 216.), pochytg do podsta-
wy ABC, pozostaia z tgd bryta, réwna bg-
dzie summie trzech piramid, ktdrych wierz-
chotkami sq punkta D, E,F, podstawg zas
wspolng ABC.

Plaszczyzna przechodzaca przez trzy punk—
ta F, A, C, odetnie pryzmatowi ucigtemu
ABCDEF piramide troykatng FABC, ma-
igca za podstawe ABC, a ktérey wierzchoi-
kiem iest punkt F.

. Odigwszy te piramide, pozostanie plra—
mida czworokatna FACDE, ktérey wierz—~
chotkiem F, podstawa ACD E Plaszczyzna

przechodaqca przez punkta E, F, C, podzieli te
‘ _ osta—~
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k - 20% A
ostatnig na dwie piramidy tréykatne AEFC,
DEFC.
Piramida AEF C maiaca za podstawe
| troykat AEC, a ktérey wxerzchoiklem iest
| / punkt I, iest réwno - Wartuldca piramidzie
48, BAEC maiacey.za podstawe AEC, a ktorey
| unkt B wierzchotkiem. Te dw1e id
| Inalqce te_same podstawe i \\rﬂ-p/muwdzh—
nija BF bedac réwnolegia do AE, CD), iest
rownolegta do plaszczyzn 2L, sa réwno-—
] wartuiace; lecz w piramidzie. BAE C, moze-
my wz1ags¢ ABC za podstawe, zas punkt HE
za wierzchofek. [/ -
Co si¢ tycze piramidy DEFC, ta na-
. prz6éd zamieniona bydz moze na AFCD ma-
iaca -t¢ same pedstaw¢ FCD, i wysokosc;
gdyz AL, iest rownolegla do plaszczyzny FCD.
Piramida za§ AF CD zamieniong bydz moze
na ABCD maigca t¢ samg podstawe ACD,
iwysokos¢; gdyz wierzchotki F i B, leza na
linij réwnelegfiey do pfaszczyzny A CD Wi iec
iramida DEF C bedic réwno - wartniaca pi-
f ramidzie ABCD, w tey ostatnicy ABC mo-
M&eﬁswm

zchofek. '
Wriosek. Jeieli krawedzie AE, BF, CD,

83 prostopadfgglj_ do ptaszczyzny ABC, beda
razem wysokosciami trzech plramld skiadalq—
cych pryzmat ucigty, a bryfowatos¢ pryzma-
tn ncigtego wyrazi si¢
, 1ABC><AL-{—-,;ABC><BE—{— ABCx<CD
czyli

Te,
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ezyli 3ABCX(AE4+BF--CD).

/. SR D T Vi, Tl 6 D ©, 3] 4
Twierdzenie.

Duwie piramidy tréykgtne podobne , ma-
ig sciany odpaowiadaigee podobne, akgly bry— .
towe odpowiadaigce rowne. (fig.203).

Podiug opisania, dwie piramidy tréoykat—
ne SABC, TDELI sg podobne, iezeli troy-
katy SAB, ABC, s3 podobne do tréykatow
TDE, DEF, i podobnie roziozone; to iest, -
iezeliskat. ABS =—= DET, BAS = EDT,
ABC=DEF, BAC=EDF, i pochyios¢
plaszezyzn SAB, ABC, réwna pochyiosei

_ plaszczyzn TDE, DEF. ;

‘Wzigwszy BG=ED, BH=EF, BI
=ET, ziaczmy GH, GI1, IH. Piramida
T DEF, iest rowna plramld 1( IGBH,; -q;d.gub

bokl GB,BH, b 20k

H, réowny z rzypuszczema ]\({tOWI 2 1ali
DLF tréykat G B H':P?D_EF‘_—Eu%ZQC Qi
iedne plramldg na druga, podstawa DU przy-
stanie do podstawy GBH; a ponicwaz po-
chyiosé dwoéch plaszezyzn DT E, DET, iest
réwna pochydosci plaszezyzn SAB, A B C pla-
szezyzna DET padnie na piaszezyzng ABS.
Lecz z praypuszczenja kat DE'T==GBI, wiec’
ET padnie na EI, 1 gdz cztery punkta D, B, |
u, zbiegna si¢ ze czierma ‘éullkldll}lt% \z%_[;__

R
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I/I}TI_,_(_‘—Zad.I.ﬁ 1rm1'ElaEDEF zbiezy sig
z piramida 1G B H.
~_Zprayesyny Iréykatéw réwnych DEF,
GBH, kat BGH=EDF=BAC; wiec h-
nija GH iest réwnolegia do AC, GI do AS
" (Zad. XXIHLK.L); azatém plaszczyzna I GH
iest rownolegia do ptaszczyzny SAC (Zad.
XIILK. V). Z"drqd wypada, ze tréoykat IGH
albo iemu réwny T DF, iest podobny tréy—
katowi SAC (Zad. XIV.); tréykat IBH=—
TEF, podobny SBC; wiec dwie piramidy
troykatne podobne SABC, T' D EF maig caté~
ry $ciany odpowiadaigce podobne.
Dowiedlismy iuz, Ze kat bryfowy E, iest
rowny katowi odpowiadaiagcemu B, gdy po-
zostale katy brylowe odpowiddaiace, pow-
staia z trzech katéw plaskich réwnych i po-
dobnie rozioZonych, wiec dwie piramidy troy-
katne podebne, maia sciany odpowiadaigce po-
«dobne, akaty bryfowe odpowiadaiace rowne.
- Whniosek I. Tréykaty podobne w dwéch
piramidach, daia proporcye nast¢puiace :
AB:DE::BC:EF::AC:DF::AS:DT
#SB:TE::SC;TF; ' .'
Wigce w piramidach trdéykgtnych podo-
bnych, krawgdzie odpowiadaigce sg propor—
‘cyonalre. 5
W niosek II. Dla tego ze katy bryfowe
odpowiadaigce sa réwne, pochytoi¢ dwich
foan iakichkolwiek wiedney piramidzie, iest
rowna pochytoici dwoch ician odpowiadaig—
cych w piramidzie drugiey pedobney.
y 5 Wi nio:
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W niosek II1. Jezeli przetniemy pirami-
de troykatng SABC, piaszczyzna GIH ré-
wnolegia do sciany SAC; piramida czastko-
wa B GIH,.bedzie podobna do piramidy cal- -
kowitey BASC: iewaz _troykaty BGI,
B GH, bedac podobne tréykatom BAS, BAC,
i podobnie rozlozone, mnadto pochyiosc ich
piaszczyzn iest rowna, wicc dwie piramidy sq
podobne.

Wniosek IV. W ogélnosci, iedeli prze-
tniemy piranidg iakgkolwick SABCDE (fig.
214.), ptaszczyzng ab ¢ de réwnolegty do
podstawy, piramida czgstkowa, Sabcede,
bgdzie podobng piramidzie catkowitey SAB
CDE. Gdy podstawy ABCDE, abcde,
sa podobne, ziaczywszy AC, ac, dowiedli-
$my, ze piramida tréykatna SABC, iest po—
dobny piramidzie Sabc; wiec punkt S, iest
oznaczony w stosunku do po B (. iak
punkt S, w stosunku slaw ¢_(Opis.
XVIIL); "azatém dwie piramidy SABCDE,
Sabede, sa podobne.

" Uwaga. Dwie piramidy tréykgtne sg
podobne, skoro maig krawgdzie odpowiadaig—
ce proporcyonalne.

Poniewaz maigc proporcye (fig. 205).

AB:DE::BC:EF::AC:DF::AS:DT::
SB: T E.5CIT
tréykaty ABS, ABC beda podobne tréyka-
tom DET, DEF i podobnie roziozone.
Be-
e va

[N

e i,
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. Bedziemy mieli takze tréykat- S B C pedo-
bny tréykgtowi T E F; wiec trzy katy
plaskie skiadaiace kat bryfowy B, bedac ré-
‘wne trzem katom piaskim skiadaigcym katbry-
fowy E, wypada, ze pochytos¢ plaszczyzn
SAB, ABC, réwna pochyiosci plaszczyzn
odpowmdamcyoh TDE, DEF, azatém dwie
piramidy sa podobne

ZADANIE XXIIIL

Twierdzenie.

Dwa wieloiciany podobne, maig fciany
edpowiadaigce podobne, a kgty brytowe od-
powiadaigce réwne. (fig.219).

Niech bedzie ABCD E podstawa wielo—
scianu; M, N, wierzchoiki dwéch katéw bry-
{owych zewnatrz tey podstawy, oznaczone pi-
ramidami tréykatnemi MABC,NABC, kto-
" xych podstawa wspélng jest AB C; niech bg-
da w drugim wieloscianie, ¢bcd e podstawa
oclpowudamca czyli podobna podstawic ABC .
DE; m, n, wierzcholki odpowiadaigce M, N,
oznaczone piramidami mabc, nabc; powia-—
dam 1mo ze odleglosci MN, mn, sa propor-

cyonalne bokom odpowiadaiacym AB, ab.
Piramida MABC, hggg: podobnq pira-
midzie mabc, pochyiosc plaszczJZirM A C,

BAC, réwna pochylosci piaszezyzn mac,

bacj dla podobney przyezyny pochytosc pia—

saczyzn NAC, BAC, iest réwna pochydosci
pia-

’%’w‘w..
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plaszczyzn nac, bac: odigwszy pierwsze po—
chylosci od ostatnich, pozostanie pochytosé
plaszczyzn NAC, MAC, rowna pochyfosci
plaszczyzn nac, mac.

Lecz dla podobienstwa tych samych pi~
ramid, tréoykaty MAC, NAC, s podobne
troykqtom mac, nac: Vquc dwie plmmldy
tréykatne MNAC, mnac, maigce dwie scia—
ny podobne, podobme rozfozone, i réwno do
siebie nachylone, sa podobne (Zad.XX.); ich
zas krawedzie odpowiadaiace daia proporcya

MN :mn :: AM : am, nadto
AM : am :: AB : ab, wigc
MN : mnr-:: AB : ab.
Niech bedg P, p, dwa drugie wierzcholki od-
powiadaigce tych samych wielosciandw, be-
dziemy takZe mieli
PN :pn::AB ;.ab,
>~ PM:pm:: AB:: ab; wigc
MN :mn: PN pe::.PM:: pm.
Azatém tréyket PN M, tgczgcy trzy wierz—
chotki iakiekolwiek wieloscianu, iest podobny
tréykgtowi p nm, tgezgeemu trzy wierzchol—
ki odpowiadaigce wielofcianu druuz'ego

Niech beda ieszeze Q, ¢, dwa wierachot-
ki odpowiadaigee , a troykat PN bedaic po-
dobuy tréykatowi pgn. Powiadam nadto, ze
pochylosé plaszcayzn PQN, PMN, iestro—
wna pochyiosci plaszczyzn pgqn, pmn. Kat
brytfowy N, skfadaiacy si¢ 2 trzech katéw pla-=
skich QNM QNP PNM, iest rowny ka-

to=
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towi bryfowemu 7, skfadaiacemu sie z trzech
katow p[jich gnm, qnp, pnrnimn, réwnych
pierwszym;lazatém pochyfosc plaszcayzn PNQ,
PNM, iest réwna pochylosci plaszcayzn od-
powiadaiacych png, pnm; wigc iezeli dwa
troykaty PNQ, PNM, leza na tey samey
plaezuyzme, w ktérym przypadku mlellbys—
my kat QNM=QNP + PNM, miclibysmy
takze kat gnm=—qnp 4 pnm, a dwa tréy-
katy qnrps pnin, lezalyby takze na tey sa-
mey piaszczyznie. T'o wszystko cosmy teraz
dopiero dowiedli, ma mieysce iakiekolwiek be-
_da katy M, N, P, Q, pordownane zkatami od-
powmdamcenu Mm3iBy Py e
Jezeli powierzchnia iednego wieloscianu,
podzielona bedzie na {roykaty ABC, ACD,
MNP, NPQit d.; powierzchnia Wieloécia—
nu drugiego zamykac bedzie podobna liczbe
tréoykatéw abe, acd, mnp, npq it d. po-
dobuych i podobnie roziozonych; i iezeli kil-
ka tréykatéw, iakiemi sa MPN, NPQit.d.
leza na tey samey plaszczyznie, tréykaty im
odpowiadaigce mpn, npq it. d. lezec¢ takie
beda na tey samey plaszczyznie. Wiec kazda
$ciana wieloboczna wiednym wieloscianie,, od-
powwdac bedzie $cianie wieloboczney w wie~
lo$cianie drugim; a dwa wielo$ciany obicte
bed od ta samna liczba_plaszczyzn podo-
buych, i podobnie roziozonych. Powiadam
nadto, ze katy brylowe odpowiadaigce beda
rowne. Poniewaz np. iczeli kgt brylowy N,
i skta- -
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sktada si¢ z katow plaskich QNP, PNM,
MNR, QNR, kat bryiowy odpowiadaiacy
n, skiada¢ si¢ bedzie z katéw plaskich gnp,
pnm, mnr, gur. _Gdy te katy ptlaskie, 1
pochy fosci dwoch plaszceyzn przyleglych od—
powiadaigcych sa réwne, dwa katy brytfowe
sa takze rowne, iako mogace catkiem pray-
staé do siebie. ~ Azatém dwa w ielosciany po-
dobne maig sciany orlpowladdxqce podobne, a
katy brylfowe odpowiadaiace rowne.

Wniosek. /"J'Ewh ze_caterech wierzch
kow wwlosmanu, ztozy my piramide trovkat—
na, i gdy zfozymy druga ze caterech wierz—
‘EEBK(%XO(’IPEV%(;‘I%M( sych wieloscianu - podo-
bnego, dwie te piramidy, maiace krawedzie
odpowmdalqce proporcyonalne bq:da podobne.

Widzimy razem, ze dwie przekatne od-
powiadaiace AN, an, sa migdzy sobg iak bo-
ki oxipovvladalqce AB, ab.

ZADANIE XXIV.

Twierdzenie.

Dwa wieloiciany podobne,mogq si¢ dzie-
li¢ na tg samg liczbe piramid troykgtnych po-
dobnych , i podobunie roztozonych.

Widzielismy iuz, Ze powierzchnie dwéch
wieloscian6w duzieli¢ si¢ moga na te same li-
czbg troykaiéw podobnych, i podobnie rozio-
zonych. - Uwazaiac wszystkie troykaty wielo-
Scianu, wyiawszy skiadaigce kat brylowy A,

[ifas .-a?ue.;.,gwwm’;";;’;‘/{({
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iako podstawy tylu piramid tréykatuych, kté=
rych wierzchotkiem iest A; te piramidy wzig—~
te razem skiadac, beda wieloscian: podzieliw—

ze drugi WL"!QEC‘an na piramidy maig~
ce wspolny kat @, odpowiadaiacy A; 1asng
iest rzecza, ze piramida faczaca ¢zl ery wierz-
chotki iednego wieloscianu, bedzie podobna
piramidzie faczacey catery wierzcholki odpo-
wiadaigce w wieloscianie drugim.  Wiec dwa
wielosciany podobne, moga si¢ dzieli¢ na te
samg liczbe piramid tréykatnych podpbnych,
i podobnie roziozonych.

ZAD KNYLE XXV.

Twierdzenie.

Duwie piranidy podobne sg¢ migdzy so-
by, iak szefciany z bokdw odpowiadaigcych.
(fig. 214).

[Gdy dwie phamidy sa podobne, mnay-
mnieysza moze bydz umieszczong w naywigk—

szey tak, ze maigc kat brytowy S wspdlny,
EM abcde, beda réwnole~
gle; poniewaz Scrany odpowmdalqc;ff'o;dobne,
‘T(TJ—S ab—=8AB, Sbc=SBC, wiec plasz—-
czyzua abc iest réwnolegia do plaszczyzny
AB (?]( Zad. XIIL K. V). To zafozywszy , niech
bedzie SO prostopadia spuszczona z wierz—
chotka S, na plaszczyzng ABC, przecinaig—~
ca plaszczyzne alc, w punkcie o; bedziemy
mieli (Zad. XV ). :
: 80
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SO :8S0::8A:Sa:: AB : ab; azatém
390 «'§80.:.: AP tia

Z podobielistwa zas podstaw mamy (Zadanie

XXVIILK. III).

s ABCDE t abcde ;i AB* . ab®.

Mnozac te dwie proporcye wyraz z wyrazem

otrzymamy

ABCDE < 1S0O:abcde><3S0::AB%:ab?;

gdy ABCDE X< 3850, iest miara brylowa-

tosci piramidy SABCDE (Zad. XVIL}; zas

abede < }So, piramidy Sabcde, wiec dwie

piramidy podobne sa migdzy sobg iak szescia=

ny z bokéw odpowiadaigcych.

ZADANIE XXVIL

Twierdzenie.

Dwa wielofciany podobne sg migdzy so-
bg, iak szefciany z bokéw odpowiadaig ych
(fig.219).

Poniewaz dwa wielosciany podobne mo-
ga bydz podziclone na t¢ same liczbg piramid
troykatnych podobnych (Zad. X‘{!V) Dwie
za$ piramidy podobne APNM, apnm, sa
micdzy soba lak szesciany z Lo}ow odpowia—

daigcych AB, ab. 1 gdy ten sam stosunek bg=

_dzie miaf mieysce _mi¢dzy drugiemi dwiema

iakiomikolwiek piramidami odpowiadaiacemi;

wige swmma wszystkich piramid skiadaiacych

wieloscian, albo sam wieloscian, iest do

drugiego wieloscianu, iak szescian z bokw
Sk O kto="
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ktéregokolwiek pi do_szesciz -~
i odpowiadaigcego drugiego.

o be v ¥

Uwaga cgdlna.

Gléwnicysze zadania tey ksiegi, tyczace
sie brylowatosci wieloscianéw, wyrazmy spo—
sobem Algiebraicznym.

Oznaczywszy przez B podstawy, zas
przez H wysokosci pryzmatu i piramidy :
bt}/f()wato;c’pl yzmalu—B >< H—=BH
brytowat. piram.—=B>< $ H=3B><H=3BH.

Wyraziwszy przez f\ iB podatawy pira—
midy ucietey, przez H wysokosé; vV AB, wy-
razac bedzie podstawe srzednio - proporcyo-
nalna, wige

brytowatofé piramidy ucigtey — 3 H X

(A+B+VAB)

Niech bedzie B, podstawa pryzmatu tréy—
katnego ucig¢tego, H, H’, H”, wysokosci ie-
go trzech wierzchoikéw wyiszych ,

brytowatosé pryzmatu ucigtego=—= 3B X

(H-+H +H”).
Oznaczywszy przez P, p, brylowatosci dwéch
wieloscianow podobnych, przez A, @, dwa
/ boki lub dwie przekadtne odpowiadaiace, be—
dziemy mieli

R B L LR

)

Mrd%a .m.w&ﬁ:-DODA-
. G & am cﬂww 7‘
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0 Wieloicianch foremnych. .

Pigé tylko mamy wieloiciandw forem=
nych. Poniewaz podlug opisania, wielodcia~
nami foremnemi nazywamy brydy, ktérych
sciany sa wielobokami foremnemi réwnemi, a
katy brylowe réwne. Wige w maley tylko
liczbie przypadkéw warunki te moga imiec
mieysce.

1mo Jezeli $ciany sa tréykatami réwno-
bocznemi, z trzech, czterech i pigeiu tylko ka~
tow tych tréykgtéw, mozemy zlozyé kat bry-
towy wielogcianu: z kad bedziemy mieli trzy
bryty foremne iakiemi sa: eczworoscian, (fig.
245.); ofmiofcian (fig. 245.); dwddziestoscian
(fig.247.); z katow tréykatéw réwnobocznych
wigkszey liczby bryi foremnych zlozy¢ nie-
mozemy, poniewaz szes¢ tych katow sklada-
iac cztery katy proste, kata brylowego nie-
zloza (Zad.XXLK.V).

2do Jezeli sciany sa kwadratami, z trzech
katéow tych kwadratéw zlozywszy kat bry—
fowy, wypadnie szefcian foremny, albo
kubiczny (tig.244.); cztery katy kwadratéw,
Wartuiac catery katy proste, kata brylowego
niezloza.

Stio Nakoniec, iezeli $ciany sa pigciobo-
kami foremnemi, skfadaiac ich katy po tray,
wypadnie dwonastoscian foremny (fig. 246).

Scian o wickszey licabie bokow brac nie=
j Fa : mo= -

http://rcin.org.pl-



mozemy, poniewaz trzy katy szescmboku fo-
remnego wartuia cztery katy proste, zas tray
katy smdmloboku wagtoyy_ac beda ieszcze wig-
cey. Azatém pieé tylko mamy wieloscianéw
foremnych, trzy z tréykatéow réwnobocznych,
ieden z kwadratow, i ieden z pigciobokow.

.,;...

"y i -
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STIEGA VIL
O huli

Opisania. d

1. Brylazakonczona powierzchniakrzywa, kté-
rey wszystkie punkta sa w réwney odlegio-
sci od punktu wzi¢tego wewnatrz bryly na-
zwanego srodkiem, nazywa si¢ kulg. Far=
mowanie si¢_kuli poymowac¢ mozemy obro-.
tem poikola D A E (hig. 220.), okolo srze—
dnicy DE; slady w tym obrocie zostawione
od linij krzywey D AL, zfoza powierzchnig
krzywa, ktérey wszystkie punkta beda w
réwney odlegiosci od srzodka C.

II. Linija prosta idgca od srzodka do punktu
powierzchni, nazywa si¢ promieniem kuliy
srzednicg zas albo osig, linija prosta prze-
chodzaca’ przez srzodek, lecz zakonczona z
obu stron powierzchnia.

Wsazystkie promienie kulisa réwne, wszy—
stkie srzednice dwa razy wigksze od pro-
Jnienia, s3 takZe rowne.

. Przeciawszy kule plaszczyzna, odcigcie

\-. bedzie kolem:' kotemn wielkién, gdy plasz—
| czyzna przeydme przez srzodek kuli, kofemn
.matem, gdy ‘mimo ten srzo?k

IV. Plaszczyzna maiaca ieden/punkt wspolny /é/é
% powierzchnia kuh, nazyw sxg plaszezy-
an styczng. s

Af"ig‘x 3
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V. Punkt powierzchni kuli, réwnie oddalony
od wszystkich punktéw obwodu kota zakre—
slonego na teyze powierzchni, iest biegu-

~ nem tego kofa.

VI. Cugs¢ powierzehni kuli obieta trzema Tu~
kami koi wielkich, nazywa sie trdykgtem
kulistym. +@ki~t~g~(_g§tzx iqce siq takze bo—
kami tféy!gﬁia_l kulistego WSZE 83
sze od Do g aty ktére ich
pfauczvzny skiadaia mi¢dzy soba, sa ka-
tami troykata kulistego.,

VII. T'réykaty kuliste, (Ha tych Samych przy-
czyn co tréykaty prostokreslne nazywaia sie
prost oqunemi, rowno - ramiennemi, 1'0wno—-

bacznemi i t. d. ‘
VIII. Czes¢ powierzchni l\ulr iela wigcey a-
nizeli trzema fukami két Wielkich, iest wie—
lobokiem Kulz',slym

X. Taimg 91)1“(;&/%&2) wac bedziemy czesc

M
powierzchni kuli, /i g dwoma pofobwo—
dami kol wielkich; przecinaiacych sie na
wspoélney sxzedmcy )

X. Klinem zas kulistym, czesé kuli zamknig—
ta migdzy dwiema piaszczymami poiobwo-
déw kol wielkich, i tasma splczaqla

XIL. Piramida kulista, iest to czesé kuli obign
ta miedzy plaszezyznami kata bryfowego,
ktorego wierzcholkiem iest srzodek, 1 wie-
lobokiem kuhsty;n,ﬁdcxgtzm temi samemi
piaszezyznami, sluzagcym za podstamg pi=
ramidzie kulistey.

/2“ L Sy / W/"JW XII. Przez




XII. Przez Pas, rozumieé bedziemy czedé po-
wf&?ﬁ, odcicta_dwiema plaszczyz—
nami rownolegiemi, kiore sa p()dsmwami
pasa. Jedna z tych plaszczyzn moze bydz
styczna do kuli, nadéwczas pas bedzie o ie-
dney podstawie.

XL Odcinkiem luhsz’ym, nazywac bedzie-
my czesé kuli obieta dwiema plas/u) zna—
mi réwnoleglemi sfuzacemi odcinkowi kuli-
stemu za podstawy. Jedna z tych plasz—
czyzn moze bydz styczna do kuli, naéw-
czas odcinek kulisty bedzie o iedney pod-
stawie.

XIV. Wysokosfcig pasa lub odcinka, iest pro—
stopadia mierzgca odleglfos¢ dwoch plasz—
czyzn réwnoleglych bedacych podstawami
pasa i odcinka. ;

XV. W _czasie, gdx Eoikole l2 L obracaiac
sie akofo sr : . ka-
zdy wycinek kotowy , - atbe FCH,
opisuie bryle nazwana wycinkiem kulistym.

ZADANIE PIERWSZE.

Twierdzenie.

Kazde przecigcie kuli plaszczyzng iest
kotem. (fig. 221)

- Niech bedzie C srzodek kuli, AMB od=

_tigcie, Z punktu C spusciwszy prostopadm

CO na plaszczyzne AMB, i do réznych punk-+

. tow linij krzywey AMB ograniczaiacey: gd-

; _cie=
ﬁm/n’wu, sbmg
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ciecie, poprowadziwszy pochyle CM, CM,
CB, CA, te bedac promieniami tey samey
kuli sa rowne, a wicc rowno oddalone od pro-
stopadiey CO (Zad.V.K.V.); azatém odcig-
ciec AMDB iest kotem, ktérego srzodkiem iest
punkt O.

W niosek 1. Jeieli odcigcie przechodzi

. . . e ————y . .
przez ‘srzodek kuli, iego prouien bedzie pro-
mieniem kuli, wi¢c wsaystkie wielkie kofa sa
sobie rowne.

Whiosek II. Dwa wielkie kola przecina-~
i si¢ na dwie czesci rowne, poniewaz- wspol-
nem ich przecigciem si¢ iest srzednica kuli.

W niosek 111, Kazde wiclkie koo, dzie-
i kule i iey powierzchme na dwic czgsSciro=—
wne; oadde[‘lws;y bowlem dwie Eéikule,llg_
Wd do wspélney podstawy; o—
Jbrécone zas powierzchnie wypukioscia ku tey
‘samey stronie, 1 przyifozone, zbiegna si¢ caf-.
kiem iedna g druga, bez czego bylyby punk-

DR, ) (4 et (68 WA d
fa Blizsze lub dalsze srzodka, co iest przeciw—

!ég oEisaniu Kl
HWiosek IV, Srzodek kuli, 1 srzodek ma—

Yego kofa, znayduia si¢ na tey samey linij pro-
stey prostopadiey do plaszczyzny tego ostat-
niego. -

Wniesek V. Male kota o tyle sa mniey-
sze, o ile sa_bardziey oddalone od srzodka ku-
li; ponewaz im odlegiosé CO iest wigksza,
tém cieciwa A B iest mnieyszy, ktéra icst srze-

dnica mafego kofa A MB.

Wiio-
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Hniosek V1. Przez dwa punkta dane na
powierzchni kuli, mozemy tylko poprowadzic
ieden {uk kota wielkiego, poniewaz te dwa
punkta ze srzodkiem kuli, sq trzema punkta-
mi gznaczaiacemi polozZenie plaszezyzny. Gdy—
by/dwa punkta dane byiy na ostatecznych kon-

A4 1
cach srzednicy, naoivczas lezac ze srzodkiem

kuli na_icdney linjj prostey, tyle przez nie
mozemy poprowadzi¢ fukéw kot wielkich, ile
si¢ nam podoba¢ bgdzie.

ZADANIE ‘1L
Twierdzenie.

W kaZdym trdykqcie kulistym , bok kto-
rykolwiek iest mnicyszy od sum//z_y dwoch
drugich. (fig.222).

Niech bedzic ABC troykat kulisty, (0]
srzodek kuli; poprowadziwszy promienie AQ,
BO, CO, iezeli przepugcimy plaszczyzny AOB,
AOC, COB, te zlozag w punkcie O, kat
bryfowy, a katy AOB, AOC, COB, bg-
da mialy za miare boki AB, AC, BC, troy-
kata kulistego ABC. Gdy kdzdy z truch ka—
tow piaskuh skladaiacych kat brylowy, iest
mnieyszy od summy dwéch druoxch (Zad. XXI.
K.V.); wiec bok ktorykolwiek trc’)ykata ABC,
iest mnieyszy od summy dwéch drugich.

ZADANIE IL

Twierdzenie.

Naykrétsza drogrz na powierzchni kuli

/zf...:bm f'/ou)h«A/ B “
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z iednego punkiu do drugiego, iest tuk ko-
ta wielkiego tgezgey dwa punkta dane. (fig.
223).

)Nie(:h‘quzie ANB 1uk kola wiclkiego,
Yaczacy punkta A1 B; i niech bedzie zewnatrz
tego {uku, iezeli bydz moze punkt M, na-
lezacy do linij naykroétszey migdzy A iB. Przez
punkt M, poprowadziwszy {uki k6 wielkich
MA, MB, wezmy NB=—=MB.

Podiug twierdzenia poprzedzaiacego , Tuk
AN +~ NB<AM-+4 MB; odeymuiac z obu
stron NB=—=MB, pozostame AN <AM.

Odleglo$é zas od Bdo M, badz, ze sie zbiez
calkiem z dukiem BM, badz ze bedzie calkiem
inna linija, iest réwna odleglosci z B do N;
poniewaz obracaiac piaszczyzne wielkiego ko-
fa BM, okoio srzednicy przechodzacey przez
B, mozZna przyprowadzi¢ punkt M do punktu
N, anadwczas naykrétsza linija z M do B, ia-
kakolwiek ona bedzie, zbiezy sie z linija od
Ndo B; wiec dwie drogi z A do B, iedna
przechodzac przez M, druga zas przez N, ma-
1a cz¢sé rowna z M do B, i z N do B. Pierw-
sza droga z przypuszczenia iest krétsza; wiec
odlegios¢ z A do M bytaby krétsng_:d odle-
glosci z A do N, co bydz niemoze, poniewaz
dowiedlismy zZe AM > od AN; wigc zaden
punkt z linij naykrétszey migdzy Ai B, nie-

“moze bydz alkg dukuv ANB, azatém ten
sam fuk iest naykrétsza linija, migdzy swoie-
mi ostatec i koncami.

ZA-

’
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ZAD AN LE .1IV.

Twierdzenie.

W trovkgcie kulistymm, summa ¥rzech
bokéw, iest mnieysza od vbwodu kola wiel-
kiego. (fig.294).

Jezeli w tréykacie kulistym ABC, prze-
diuzymy boki AB, AC, az do przecigeia sig
w punkcie D ; poniewai dwa wielkie koia prze—
cinaia si¢ na dwie czesci réwne (Zad.l.), du-
ki ABD, AC D, beda” pof - obwodami- kof;
lecz w troyl.dcu B C D,bok BC<BD-4+CD
(Zad IL), dodaiac Wbk slean AB—{-AC 0~
lrzymainy

AB—{—-AC+BC<ABD+ACD

ZADANILE:V.

Twierdzenie.

oY/ Lazdym wieloboku kulistym, summa
bokow, iest iunieysza od obwodu kota wiel-
kiego. (fig. 225).

W pigcioboku ABCDE, prazediuzyw-
szy boki AB, DC, az do przecigcia si¢ w
punkcie F; poniewaz BC < BF <+ CF, sum-
ma bokéw w pigcioboku ABCDE, iest mniey-
sza, od summy w czworoboku AE DF. Prze~
diuzywszy boki AL, I' D, az do spotkania sig¢
w punkcie G, ED <EG - GD; summa bo-
kéw w czwor oboku AEDFT, iest mnieysza od
summy bokow w troyl\qcxe AP G; gdy sum-

ma
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ma bokdw tego ostatniego iest mnieysza od ob=
wodu koia wielkiego, azatém i summa bokéw
wielobocku ABCDE, iest mnieysza od tego
samggo obwodu kola (czytacZad XXILK.V).-

X
% ZADANIE VL

Twierdzenie.

_Ostateczne kotice srzednicy prostopad-
tey do ptaszczyzny kota wielkiego, sq bie-
gunami tego kota, i biegunami wszystkich
kot matych do wielkiego kota réwnolegtych.
(fig.220).

« #ezeli srzednica DE, iest prostopadia do
plaszczyzny koia wielkiego AMB, powiadam,
Ze ostateczne iey konce D iE, sa biegunami
kota AMB, i biegunami wszystkich ko ma-
{ych np. FGN, do wielkiego koia rownole~
glych.

Linija DC, prostopadla do plaszczyzny
AMB, iest prostopadia do kazdey linij pro-
stey CA, CM, CB, it.d. przez iey spodek

na tey plaszczyznie przechodzacey, wiec wszy—
stkie Juki D M. DB, it 1 akcici EA, ,
M, EB, it. d. bedac czwarta czescia ob-
—~wmostaiac w réwney
o’_d_‘ !eé%osm Eé WSZEStEICEW}W‘_
&_Wéaa_sa_hwﬂmh&kqw Opis. V).
-

ugim przypadku promien D C, pro-

stopadly do plaszczyany AMB, bedge takze

prostopadiym .do pilaszczyzny rownolegiey
b FNG,

¥in
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FNG, przechodzi przez srzodek C kofa ma-
tego FNG (Zad.l.); poprowadziwszy linije
pochyle DF, DN, DG, te zostaiac w ro-
wney odleglo;u od prostopadiey DO, saré-
wne. Lecz cienciwy rowne obeymuia fuki ré-
wne (Zad.V.K.IL); azatém gdy wszystkie {u-
ki DF, DN, DG, it.d. sa réwne, punkt D,
iest biegunem kofa mafego FNG, a dla po-
dobney przyczyny, punkt E, iego drugim bie-
gunem.

Whniosek 1. Luk MD, wyprowadzony z
1akmngsolw1ek punktu fuku Tofa w1clk1eco
'AMB, do iego bieguna, ; cze-
$cia_obwodu kofa, dla skroeenia ‘De=
dziemy Fwadransem; “Kwadrans ten P’ iukxem
AM, skfada kat prosty, poniewaz linij :
bedac prostopadla do piaszczyzny AM C , ca=
m“czyzna DMC, przechodzaca praez li-
llljd DC, iest prostopadia do " plasaczyzny

AMC (Zad. XVILK. V. ), vm;(‘ kat tych pla-
szczyzn, albo podiug opisania VL kat AMD,
iest katem prostym.

W niosek II. Chcac_znales¢ biegun
danego A M, poprowadmwszy {uk nieograni-
uz‘ony pros M, wezmy M D
réowny kwadransowi, a punkt D, be¢dzie IE?
nym zbiegunéw fuku A M; albo z dw()ch punk-—
tow A1 M, {ukun danego AM, wyprowadziw—
szy fuki AD, MD, prostopadle do AM, punkt
przecigcia si¢ D tych dwoch fukéw, bedazie
biegunem zadanym.

¥ nio-
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W niosek I1I. Niodwrét, iezeli odlegtoséd
punktu ‘D, od kazdego z punktow A i M, iest
rowna kwadransowi, punkt D, iest biegunem
fuku AM, akaty DAM, AMD katami pro-
stemi. Poniewaz iezeli ze srzodka kuli C, po-
prowadzimy promicnie CA, CD, CM:_katy
ACD, MCD, bedac katanm)lostcrx_lb_lma

CD iest pmstopddhl do dwoch linij prostych
W o7, 1 I; wigc lest TakZe prosiopadia do ich
plaszczyzny ; azatém )u.l!\t D, bedac biegu-
nem fuka AM, katy 1, sa kyta—
mi prosteml

~Uwaga. Za pomoca biegunéw, z nay-
wu;ksztg Iat“ oscia kreslié mozemy rozne fuki
na powierzchni kulij obracaiac np. {uk DF,
okofo punktw D, ostateczny koamec F, opi-
sze koo maie F N G; ' obracaiac:zas kwa-
drans DA okofo punkiu 1), ostateczny koniec
A, opisze fuk kola wiclkiego A M. Jezeli chee~
my pofaczy¢ punkta dane A, M, lub fuk AM
przediuiyc, z punktéw A i M iako ze srzod-
kéw wodleglosci o kwadraus, zakresliwszy fu-
ki, te" przecigwszy si¢ o'nacza biegun D, z
kidrego iako zg srzodka w Odle"fOSCl o kwa-
drans, Iatcz'a( S)@.:‘punkta dane A iM, "1 Pprae~
diuza si¢ fuk A £ v

Nakoniec iezeli zpunktu danego P, chce-
my spusci¢ fuk prostopadiy na {uk dany A My
przediuza si¢ ten ostatnic do S, azeby odle-
glos¢ PS byla réwna kwadransowi, z punk-
: : tu -
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tu S iako bieguna, w odleglosci o kwadrans za~
kreslony tuk PM, bedzie fukiem Zadanym.

ZADANIE VIL

Twierdzenie.

thszazyzna prostopadta do ostateczne~
go konca promienia, iest styczng do fuli.
(fig.226).

Obrawszy na pl’aszczyzme FAG, pro-
stopadifey do ostatecznego konica_promienia
OA, punkt iakikolwiek M, 1 poprowadziw-
szy OM, AM, kat OAM bedac katem pro-
stym, OM > OA; gdy punkt A Tezy na po-
wierzehni kuli, punkt M, i wszystkie inne punk-
ta plaszczyzny FAG, leze¢ beda zewnatrz
kuli. Azatém pIaszcayzna E A(J maiac ie-
den tylko punkt A wspélny z pomcrzchnia[ ku-
li, iest do niey styczna (Opis.IV).

Uwaga. Jezeli odleglosé srzodkéw dwéch
kul, rowna summie albo réznicy promieni, na—
oweczas dwie kule maigc iedemr punkt wspélny
bedac stycenemi iedna do drugiey, ich srzod-
ki i punkt dotknigcia leze¢ beda na iedney li-
nij prostey.

ZABRANIE VIE

Twierdzenie.

Kqt BAC (fig.226). powstaigey z prze-
cigeia sig dwdch tukow AB AC,. két wiel-
: kich
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kich, iest réwny kgtowi F AG, zloZonemu ze
styr'zn)/c/z do tych tukdw wpu/z,(cze A: ma
take za miarg tuk DE, opisany z punkts
A iako bteguna mlgdzy bokami AB, AC,
przedtuionemi ieeli tego wymaga potr zebu

Styczne AF, AG, lezac na piaszczyz—
nach {ukow AB, AL, sa prostopadleml do
tego samego promicnia. AO; wiec kat FAG,

rowny pochyioam plaszezyzn OAB, OAC
(Zad. XVILK.V.) iest rawny kattowi BAC.
Gdy {uki AD, AE, sa kwadransami, linije
0OD, OE, bg_lac rostopadfemi do AQ, kat
DOELE, rowny pochyfosci plaszczyzn AOJ)
AOE, ma za miare duk DE, ktory icst “tak-
ze miara kata BAC.

W niosek. Wigc katy troykatéw kulistych,
mogq si¢ poréwnywac przez fuki kol wiel-
kich, opisanych z ich wierzchofkéw iako bie-
gunow, i obigtych miedey ich bokami: z tad
fatwo iest wykresli¢ kat réwny katowi da-
nemu.

Uwaga. Katy w wierzchotkach prae-
ciwlegte ACO BCN (fig.238.) sa rowne;
a katy pr/ylegh ACO, OCB, razem wzi¢-
te skiadaig dwa katy pxoste, poniewaz pow-—
staig z przecigcia sie dwoéch plaszczyzn AC

"OCN
ZADANTE IX

Twierdzenie.

\ B irdykgcie ABC (fig.227.). z punk-
tw
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téw A, B, C, iako biegundw, opisawszy tuki
L1, ¥ D, DE, sktadaigce tréykgt DEF ; trzy
punkta D, E, I, bedg biegunami bokdéw B C,
AC, AB.

Punkt A, bedac biegunem tuku EF, od-
: Mvmd;amr puvkt C, be-
dac biegunem fuku DE, odlegiogé CE iest
takze kwadransem; wi¢c punkt E, oddalony
o kwadrans od kazdego z punktéw A iC, iest
biegunem fuku AC (Zad. VL. Wnios.Iil). Po-
dobnym sposobem dowiedziemy, Ze punkta D
1 F, sa biegunami fukéw BC, AB.

W niosek. Wiec troykat ABC, moze bydz
wykreslony za pomoca txoykata D]i.F, ina-
odwrot,

P

ZADANIE X

Twierdzenie.

Kaidy kgt wiednym z tréykgtéw ABC,-
DEF (fig.227), ma za miare palobwdd
mniey bok pi ‘.euwletrf_y w trqylgcw dr ugzm

Przediuzywszy boki AB, AC, az do
spotkania si¢ z bokiem EF, w punktah GiH;
puukt A bedac biegunem IuLu GH, kat A ma
zamxdlc Iuk GH Lecz {ukl hH (yF, sa.
gunami fukow AH, AG; wiec EH+ GF
skiadaia potobwod koIa Gdy LH+ GF =
EF 4 Gli; wiec fuk GH maiacy kat A za
mﬂdrq, iest rowny p61 - obwodowi, mnicy bok

; & EF;
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DF, kat C=10b—DE.
Wiasnos¢ ta powinna bydz wzaiemng
miquy dwéma tréykatami, poniewaz wykre—

/ e 1o Slaigfsie ieden za pamoca drugiego. = Wiec ka-
N ,//W,ILZy i, E? F, 1r037kegta DEF, maia za miar¢
T _waglednie f0ob—BC, job—AC, job—AB.
Jakoz np. kat D, ma za miarg¢ fuk MI; za$
MI+BC=MC+BI=10b: wigc tuk MI
anierzy kat D=30b—BC, i tak co do in-
nych.
Uwaga. Krom tréykata DET (fig. 228.),
 moznaby zfoiyé trzy drugie, z przeci¢eia sig
trzech fukéw DE, EF, DF. Lecz zadanie
h cze sie troykata srzodkowego, (fhg. 227,),
Kjt()ry tém si¢ odznacza od trzech drugich, 2e
dwa katy A1 D, sa poloZone ztey samey stro-
ny boku BC; Bili, ztey samey strony AC;
zas CiF, zestrony AB.
Troykaty ABC, DEF, nazywaia si¢
trdykgtami biegunowenmi.

T
/

ZADANIE XIL

M e\ Twierdzenie przybrane.

W tréykacie ABC (flig 229.
16w KT B datvbiegunow, w odleglofci AC
b5 1, 558 'zammmzymg_i@zm
DEC; TB'}'SEEJ)I;EEEJJ_,# b bmprrr—te~tmr=

ki praeing si, poprowadziwszy tuki kot wiel-
- : kigh

*f
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kich AD, DB; tréykat ABC bedzie réwny 1
truykgz‘awz r\DB

{reslenia bok AD=—=AC, DB=BC, :
AB w spolny, wige trzy boki wtréykacie AR C, }
sq réwne trzem bokom w 1roykac1e AD b'

‘pgmcmt.ﬁkqt bryiowy powstaiacy z trzech
katow plaskich " AOB, AOC, BOC; i dru-
gi kat bryfowy z trzech katéw plaskich A OB,
AOD, BOD: Gdy boki troykata. AB C, sg
“rowne bokom troykata A DB, katy plaskle
skiadaiace ieden z tych katow bryioV\ych, sa
rowne katom plaskim skiadaiacym kat bryfo-
wy drugi: lecz w tym praypadku (Zad. XXIIL
K.V.),pochyfosci psaszezyzn na ktérych znaydu-
ia si¢ katy réwne sarowne, wice katy troykata
kulistego A B C,saréwne katom iréykata A DB,
toiest: DAB=BAC,DBA=ABC, ADB
—ACHB. Azatém b()k( i katy troy Lata ABCy
bedac réwne bokom ikatom tréykata -
Wszyslkle czescl pierwszego, sa rownw-
“sciom gle —

Uwaga. Gdy rownos¢ tych tréykatéw /
niewypada z ich przystawania, tréykaty ABC, - 2%
A DB, nazywac bcdzumy ir qﬂqtumt syme- Ifu‘i
'trycznemz

P ——

ZADANIE XIL

Twierdzenie.

ZDwa troykgly le?gce na tedney lub duwddl N |
G 2

lu~ g |
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tulach réwnych sg réwne, tezeli dwa boki w
tednym tréykgcte, réwne dwom bokom w dru—
gim troykgeie, obeymuig migdzy sobg kgt ré=
wny. (fig. 230ﬁ/ :
Niech bedzie bok AB=EF, AC=EG,
ikat BAC=FEG; troykat FEG, iest ro-
wny tréykatowi BAC, albo tréykatowi sy-
metrycznema DA B (czytacZad. VL K1).

ZADANIE XIL

Twierdzenie.

LP_V dwdch tréykgtach leigeych na ied-
1e dwich kulach réwnych, iteteli dwa
kgty w iednym troykacie, sg rowne dwdm
kgtom w drugim tréykgcie, i bok przylegly
tym dwom kgtom w iednym trdykgcie, iest
rowny bokowi przylegtemu dwom kgtom w
tréykgcie drugim, te dwa (réykely pL

ng do siebie. ( Ceytac Zad. VIL K.1).

ZADANIE XIV.

Twierdzenie. - - g
: s o~
Duwa troykqty legce naiedney lubdwich

tulach réwnych, réwno-bocine, sgrowno-ket-
ne; a kgty rowne sg przeciwlegte bokom ro-
wnym. (fig. 229). '

Widzielismy w Zadaniu XI. Ze maigc trzy
boki dane AB, AC, BC, moglismy zlozyc
dwa troykaty ABC, AD B, réZniace si¢ wpo-,

: b S 4 o~

Sibash ARV

f
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Yezeniu swych czesci, lecz rowne co do ich
wielkosci ; wige dwa troykaty réwno - boczne

“réwne, badz przez przystawanie, badz przez.
symetrya, sa rowno-katne, a katy réwne sa
pmmmmHTCzytaé Zad. XL
K.I). :

ZADANIE XV.

Twierdzenie.

Wir oquczeLuluIy/n rowno- ramzennym,
katy prz:zczwlegl‘e bokom rownym 54 rowne; i
na cdwrdt, iezeli dwa kgly sg rdwne tr Ay—
kgt bgdzie réwno - ramienny. (fig.231).

1mo Jezeli bok AB=AC, powiadam,
ze kat C=B: poprowadziwszy z wierzchof~
ka A do srzodka podstawy tuk AD, dwa tréy-
katy BAD, DAC, maiace po trzy boki ré-
wne , malq takze po trzy katy réwne, azatem
v o3

ﬂdo Jezelikat B=C, pomadam ze bok
AC=AB: gdyby bok AB, niebyt réwny bo-
kowi AC, niech bedzie od niego wigkszy ;
wzigwszy 'BO=AC, zfaczmy OC. Dwa
boki BO,BC, réwne dwém bokom AC, BC,
obeymula kqty OBC, ACB réwne; wige
(Zad. XII) kat OCB=ABC; lecz % przy-
puszczenia kat ABC=ACB, wiec kat OCB,
byiby réwny katowi ACB, co bydz niemoze,
.wiec AB niemoze si¢ rézni¢ od AC; azatém
boki AB, AC, przeciwlegle katom réwnym
BiC, sg réwne.

Uwa-
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‘ Uwaga. Z réwnosei tréykatéw BAD,
DAC, wypada, ze kat BAD=DAC, kat
BDA=ADC,; wicc te ostatnic bedac kata—

mi prostemi, azatem Zak z wierzchotka troy-

Ta kulistego rowug = ramiennego prowadzo—"
ny na potowg iego podstawy, lest prost-
padly do tey podstawy, i dzieli kgt w wierz—
chotku na dwie czgici rowne. ( Czylaé Zad. XIL
i XILK.I).

ZADANIE XVL

Twierdzenie.

/4 trdychie kulisym z dwdch bokéw nay-
wigkszy , iest przeciwlegly Kgiowi%g@:
szemu; z dwich zaf kqtow naywickszy, iest
przeciwlegty bokowi naywigkszemu. (fig. 232 ).
1ms Niech bedzie kat A > Bj zdozyw-
- D=8, bedziemy mieli AD=BD
Zad.XV.): lecz AD4+DC > AC; na miey
ﬁ(,(']] A D polozywszy DB, otrzymanm
DC cayli BC >AC. ;
2do Jezeli bok BC > AC; powiadam,
7e kat BAC > ABC. Gdyby kat BAC byf
rowny katowi ABC, bok BC byiby ronny
bokow' AC, co iest przeciwko zalozeniu. Gdy-
by kat BAC byl mnicyszy od kata AB C, bok
BC, bytby mnieyszv od boku AC, co iest
takze przeciwko zafoZeniu; azatém kat BAC

> ABC. (CzytacZad. XIV.K.I).
4 ZA-
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ZADANTE XVIL

Twierdzenie.

Jeieli dwa boki iednego troykqta, sg ri-
wne dwom bokom drugiego traykqta, wykre-
flonego na iedney lub dwdch kulach rownych,
iie%e?i kgt w pierwszym troykgcie iest j&k:—
szy od _kgta w lrd ' gim, Lok trzect
troyketa pierwszego, begdzie wickszy od bo-
boku trzeciego troykgta drugiego. (fig 253 ).
: Dowodzenie zypeinie to samo, iak w Za~
daniu X. Ksiegi L

ZADANIE XVIIIL
Twierdzenie.

JeZeli dwa tréykqty letgce na iedney lub
dwdch kudach réwnych sg rowno- kgtne, sg
takZe i rowno - boczne.

Wyraziwszy przez AiB, dwa tréykaty
dane, przez PiQ dwa ich tréykaty biegu—
nowe; gdy z zaloZzenia katy w troykatach A,
B, sa réwne, boki w troykatach biegunowych
P, Q, bgdarowne (Zad.X.): lecz skoro tréy—
katy P, Q sa rowno-boczne, wigc tez sa i
rowno - katne (Zad. XIV. ); a gdy katy wiroy-
katach P, Q, sa rowne, boki w tréykatach
biegunowych A, B beda takze réwne (Zad.
X ). Wige dwa tréykaty A, B, bedac ré-
wno - katne, sa razem réwno - boczne. 'T'o sa-
mo twierdzenie dowiedZmy ieszcze sposobem
: na-

h'ttp://rcin.org.pl
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nastepuiacym. Niech we dwéch froykatach
réwno -katnych ABC, DEF (fig.254.), kat
A=D, B=E, C=F; powiadam, zZe be-
dziemy mieli bok AB=DE, AC=DF,
BC=EF.

Na przediuzenin bokéw BA , C A, wziaw-
szy AG=DE, AH=DF, zlaczmy GH,
przedtuzaiac fuki BC, GH w obie strony,
az do przeciecia sie w punktach I, K.

Dwa boki AG, AH, bedac réwne DF,
DE, kat GAH=BAC=FEDT; wiec gdy

_dwa tréykaty GAH, EDF stana do sie~
bie (Zad.XIL), kat AGH=DEF=ABC,
kat zas AHG=DFE=ACB.

W tréykatach 1GB, GBK, bok BG
wspélny , kat 1GB=GBK ; a poniewaz sum-
ma katéow IGB + B GK réwna dwom katomn
prostym, rownie iak summa GBK +1BG,
kat BGK =IBG. Wiec dwa troykaty IBG,
GBK bedac réwne (Zad. XIIL.), bok 1G=
BK; IB=GK.

Podobnym spesobem dowiedziemy, ze w
tréykatach ICH, CHK, bok IH=CK, HK
=1C.. Od czeéci réwnych BK, I1G, odey-
muiae réwne CK, TH, reszty BC, GH be-
da réwne. Nadto gdy kat BCA=AHG,
ABC=AGH, wiec tréykaty ABC, AHG,
maiace bok réwny przylegly dwém katom ro-
wnym, sa réwne: aze tréykat DIE iest ro-
wny tréykatowi AHG, wWiec iest takze réwny
tréykatowi ABC, i bedziemy mieli AB=

DE,
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DE,AC=DF,BC=EF. Azatém wedwéch
tréykatach kulistych réwno—ka_tnych , boki prze-
ciwlegle katom réwnym, sa rowne.

Uwaga Zadanie. 1omemam1eysca Wtréy-
\ Latach proslokreslny ch, gdz1e réwnos¢_katow
wno. z_proporcyonaln kow. Lecz
we Wszystkich zadaniach tyczacych sig troy-.
katéw kulistych dodawali$my, 2 sg na ieds
ney lub dwdch kulach rownych na kula‘cf
vas rownych dwa troykqty memoga l>ydL po-
“dobne nie bedac rowne. Azalém réwnosc ka—
tow ciagnie za soba koniecznie réwnosc bo-
kéw. Gdyby tréykaty lezaiy na kulach nie-
réwnych, nadéwczas katy bedge réwne, tréoy-
katy bylyby podobne, boki zas odpowiada-
igece bylyby w stosunku promieni kul.

ZADANIE XIX.

Twierdzente.

W trdykgcie kulistym summa trzech kg~
tow iest mnicysza od szefciu, a wigksza od
dwdch kqtéw prostych.

1mo Kazdy kat w tréykacie kulistym iest
mnieyszy od dwéch katéw prostych; azatém
summa trzech katéw iest mnieysza od szescia
katéw prostych.

2do Poéf - obwéd kota, mniey bok odpo=
wiadaiacy w tréykacie biegunowym, iestmia—-
ra kazdego kata w tréykacie kulistym (Zad.
X.); wiec summa trzech katéw tego ostatnie-

go
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go ma za miarg trzy pof-obwody, mniey sum-
ma bokéw troykata biegunowego ; summa za$
bokow  troykata biegunowego mnieysza od
dwoch péi-obwodow (Zad.1V) odi¢ta od
trzech pot-olwodow, zostawi reszte wigksza
od pét-obwodu, czyli od dwéch katéw pro-
stych; azatém summa trzech katow w troyka-

“wgig kulistym iest wigksza od dwdéch katow
prostych. ,

Whniosek I. Summa katéw w tréykatach
kulistych nie iest stateczna, zmienia si¢ od
dwéch do szesciu katéow prostych, niedocho-
dzac ani iedney ani drugiey granicy. Wige
z dwoch katéw danych trzeciego niepoznamy.

Whniosek 1L 'Troykat kulisty moze mieé
dwa albo trzy katy proste, dwa lub tray ka-
ty rozwarte. JeZeli troykat ABC (fig.235).
ma dwa katy B i C proste, wierzchoiek A bg-
dzie biegunem podstawy BC (Zad.VL.), bo-
ki zas AB, AC, kwadransami. Jezeli nad-
to kat A iest prosty, tréykat ABC__maiac
wszystkie tizy katy proste, zamykaiac si¢ oSm
razy na powierzchni kuli, boki beda kwa-
dransami.__ R
Il T Anh NILE xx

Twierdzenie.

Taéma (piczasta iest do powierzchni ku~
li, iak kgt tey taimy do czterech kgtéw pro-
stych, albo iak tuk mierzgey ten kgt do ob-
wodu kota. (fig.236).
Niech
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- Niech bedzie tasma splcmsta AMB\IA
ktérey kat MAN mierzy si¢ dukiem MN
przypusciwszy naprzéd, ze fuk MN b(;dc}c
wspotmlerny 2z obwodem MI\PQM mq,jl@_.
iak 5 do 48, podzielmy obwéd na 48 (/gsu
réwnych, ktérych duk obeymowaé bedzie 5.
Jezeli nastepnie polaczymy biegun A, z punk-

i o

tami podziaiu obwodu przez kwadranse, o-.

* trzymamy na po tkuli AMNPQM, 48 troykatow

rownych. Wige cala kula obeymowaé bg-

dzie tych tréoykatow czastkowych g6, z kto-
rych tasma spiczasta 10; wigc tasma spicza-
sta iest do kuli, iak 10 do g6, albo iak 5 do
48, to iest iak 1uk MN do obwodu kota.

Jezeli duk MN, nie iest wspoimierny z
obwodem kola, dowiedziemy podobnym spo-
sobem iak w wielu innych przypadkach, ze
tasma spiczasta iest do kuli, iak fuk MN do
obwodun kofa.

W niosek I. Dwie tasmy spiczaste sa mig-
dzy soba, iak ich katy.

W niosek L1, WVidzielismy (Zad. XIX.),
ze¢ osm troykatow o trzech katach prostych,
obeymuia cafa powierzchnie kuli; wziawszy
pole iednego z tych tréykatéw za iednestke,
powierzchnia kuli wyrazi si¢ przez 8; powie=
rzchnia za$ tasmy spiczastey. ktérey kat iest A,
przez 2 A (iezeli razem kat A iest oceniony,
biorac kat prosy za 1ednostk@) ponicwaz

AL A h
~ wigc mamy tu dwie iednostki rézine; iedna na

pat
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powierzchnie, to iest tréykat kulisty » trzema
- katami prostemi, i bokawmni réwnemi kwadran-
sowi; druga na katy to iest kat prosty.
Uwaga. Klin kulisty obiety piaszczy-
znami AMB, ANB, iest do cafey kuli, iak

kat A, do czterech katéw prostych. _Qn_i%w,
iezeli tasmy spiczaste sa réwne, kliny kuliste
beda takze rowne; wigc dwa kliny kuliste sa
miedzy soba, iak katy powstaiace z przecigcia
si¢ plaszczyzn te kliny obeymuiacych.

ZADANIE XXIL

Twierdzenie.

Duwa troykety kuliste symetryczne sgré~
wne co do powierzchni/ fig. 237.)

Niech beda dwa troykaty symetrzyczne
ABC, DEF, w ktérych bok AB=DE, AC
—=DF, CB=FE; powiadam, Ze powierzchnia
tréykata AB'C, iest rowna powierzchni D F E.

rawszy punkt P zabiegun kofa maiego prze-
chodzacego przez trzy punkta A, B, C; 2z kto-
7 Ukl réwne (Aad VL)
PA, PB, PC, i przy punkcie F, wzigwszy
kat DFQ=ACP, fuk FQ=C P, ziaczmy

DQ, QE.

Boki DF F Q, réwne bokom AC, CP,
kat DFQ ACP wiec dwa tréykaty DFQ,
ACP, bedac réwne. (_éadX_I_\’_I_)_l_)_gk.DQ.—«
AP, l\atDQl*—APC

W tréykatach DFE, AB kqty DFE,

. ACB,
"‘M

http://rcin.org.pl



PR 1) B )

ACB, przeciwlegle bokom rownym DE, AB,
sa réwne (Zad. XV ), odigwszy katy DFQ,
ACP, z wykreslenia réwne, pozostanie kat
QFE=PCB. Nadto boki QF, FE, réwne
bokom PC, CB; Wiec dwa toykaty FQE,
CP B, - bedac_réwne bok QE —=PB, kat
FOE=CPH.

Uwazaiac troykaty DFQ, ACP; bokPA

przystame > do boku QD, PC do QPLnadto

katy rowne; gdy dwa te troykaty zbiegna sig
ieden z drugim owwud'fj ﬁ.LQP Fa A .

Dia podobney przyczyny powurzchma FOE

=CPB. Powierzchnia za§ DQE=APB;
wi(;c DQF+FQ E——DQE:APC—FCPB
—APB; czyli DFE=ABC; a zatém dwa
troykaty symetryczne, sa rowne co do po-
wierzchni.

Uwaga. Bieguny P, Q, mogiyby znay+
dowac si¢ wewnatrz tréoykatow ABC, DEF;
naowczas potrzebaby dodadz trzy tréykaty
DQF, FQE, DQE, dla zlozenia tréykata
DEF; i troykaty APC, CPB, APB, dla .
zfozenia troykata AB C; lecz dowodzenie by~
foby zawsze to samo.

ZADANIE XXIL
Twierdzenie.

Summa tréykgtéw w wierzchotkack:
przeciwlegtych, powstaigeych z przecigcia
sig dwdch kot wielkich na potkuli, iest rowna

ta-
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tafmie fpiczastey , maigcey kqt rowny kqtowi
w wierzchotku. (fig. 238.)

To iest: iezeli dwa wielkie kota A OB,
COD, przecindia si¢ na potkuli ACBDO,
summa tréykatow AOC, BOD, iest réwna
tasmie Spiczastey, maiacey kat B OD.

Przediuzywszy boki OB, OD, az do
przecigcia si¢ w punkcie N, fuki OBN,A OB,
beda polobwodami kol; odiawszy z obu stron
OB, bedziemy mieli BN=AO. Podobnym
sposobem otrzymamy DN —=CO, BD=AC;
wige dwa tréykaty AOC, DNB, symetry- -
-ezne , maiace trzy boki réwne, sa rowne co do
powier zchni (Zad. XXL.) a zatém summa troy-
katéw AOC, BOD, iest réwna tasmie spi-
czastey OB N D O, maiacéy kat BO D.

Uwaga. Wigc dwie piramidy kuliste,
ktérym troykaty AOC, BOD, stuza za pod-

stawy razem wzgte, skiadaia klin kulisty, ma-

1acy kat BOD.
ZADANIE XXIIL
Twierdzenie.
Powierzchnia tréoykgta kulistego, iest
rowna suinmie iego Lglo W, ~/nieJ szoney dwi-

ma kgtami prostemi: (fig. 2359.)
W troykaue ABC, przedluzywszy boki

222 do przecigeiasie z wielkiém kofem DEFGHI;
W 2y _dwa tmykdty w v»ier::dhoikadl'plzeciw—
. legle sq réwne tasinie spiczastey, ktérey-po-

. wierz—
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chnia wyraza si¢ przez dwa razy wziety kat
w wierzchotku (Zad. XX.): wige
DAE 4+HAG=2A
GBF 4+ 1BD=2B
by ' HCI4+ FCE=2C
/ Gdy s/umma tych szesciu troykatéw prze~
wyZsza povvlcrzdmlq poikuh o dwa razy wzig—~
ty troykat ABC, zas Qf)owur(zdmm poikult
wyraza sie¢ przez 4. (Zad. XX.), wigc
2ABC=2A+ 2B+ 2C— 4
czyi ABC= A+ B+ C—2

Azatém powierzchnia tréoykata kulistego
iest rowna summie iego katéw, mniey dwoéma
katami prostemi.

Wniosek I. W tym wymiarze, ile bedzle
katéw prostych, tyle troykat zadany obcymo—-
wac bcgdzie tréyka_téw o trzech katach prostych,
czyli 6smych czesci kuli, ktora iest iednostka

powierzchni ( Zad. Xxucah znp. katy sa ré-
Jwne 4 kata prostego, trzy Ldt'y warfowac

4 kqty proste, a troykat zadany wyrazony przez
4-—2 albo 2, bedzie réwny dwom troykatom
o trzech katach prostych, czyli czwartey czgsci
powierzchuni kuli.

Wniosek II. Tréykat kalisty ABC, iest
réWtaSmie spiczastey, ktorey kat
iest réwny ; (A+B + C) — 1; piramida ku-'
lista z porlstawa ABC, rowno—w artuic klinowi
kulistemu maucemu kat Wyrazony przez

1 (A+B+4C)—1.

M Gertgs,  ZADA-
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ZADANIE XXIV.

Twierdzenie,

Powierzchnia wieloboku kulistego, ma
zamiarg summg kgtow, mniey wieloczyn z
dwdoch kgtow prostych przez liczbg bokéw wie—~
loboku mniey dwdma. (lig. 240.)

Z wierzchotka A, poprowadziwszy do
wszystkichinnych wierzcholtkéw przekatne AC,
AD; wielobok ABCDF, podzielony bedze
na tyle troykatow, ile bokéw mniey dwoéma

troykatami. Gdy powierzchnia kazdego troy-

A ——— it g P . 14 L]
“kata, ma za miar¢ summe iego katow, mmiey

“dwa katy proste; wiec summa ze wszystkich
‘katéw troykatow, 1est réwna summie katow
wieloboku : _a zalém powierzchnia wieloboku,
iest rowna summie katow, mniey tyle razy dwa
katy proste, ile iest bokow mniey dwoéma.

Uwaga. Wyraziwszy praez s, summe
katow w wieloboku kulistym; przez n liczbe
bokéw; kat prosty biorac za iednosé, powierz—
chuia wieloboku bedzie miala za miare

s—2 (n—2) albo s—2n - 4.-

A

KSIEGA
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h8LE-G A VI
0 Walcu 1 Ostrohregu.

O p.is'dnia

L Obracaiac prostokat ABCD (fig. 250.), oko-
1o boku nieruchomego AB, slady powierzch-

ni prostokata zostawione w lym obrocie, u-
tworzy bryle nazwana /Zalcem; bok CDu~
tworzy powierzchnie wypuktyg, boki zas
AD, BC kofa, ktére sq podstawami walca.
Bok nieruchomy A B, nazywa si¢ osig albo
wysokosfcig walca. Kazde odugme KLMN
prosiopadie do osi, a tém samém réownole—
gte do podstaw, iest kotem réwném obupod-
Qtawom Kazde odcigcic P Q G Hprostopddie
do podstaw i przechodzace przez os, iest pro-
stokagtem dwa razy wigkszym od prostokgta
tworzacego.

IL. Obracaiac tréykat prostokatny SAB (fig. 251),
okofo boku nieruchomego SA, slady po-
wgh\gl troykata zostawione w ty_nrm:
cie, utworza bryle¢ nazwana ()alro/»regzem 5

. przeciw - prostokatna 613 utworzy powierz—.
chnic_ wypuktg, bok zas AB kolo, bedace

. podstawg ostrokr¢gu. Punkt S wierzchol-
kiemn, S A osig albo wysokoicig, zas S B, na-
zywa sie bokiem ostrokregu. Kazde odcig

. 30

¢ie HKI'I prostopadie do osi, a zatém 1
b ol ‘ e —ﬂ_
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podstawy, iest kofem mnieyszém od pod-
_staw. Kazde odcigcie SED prostopadie do
podstawy i pracuhodzace przez os iest troy—
katem rowno-ramiennym, dwa razy wig—
Laz:ym od troykata tworzacego.

1L Odciawszy od ostrokregu S C D BE réwno-

legle do podstawy, ostrokreg SEKHI, po-

zostala bryia F K HICD B E, nazywa sie o-

. strokregiem ucigtym; ktorego tworzenie sie

poymowac mozemy obréotem trapeza ABHG,

z katami przy A i G prostemi, okoio linij

nieruchomey A G, nazwaney osig albo wyso—

kosfcig 5 kofa w tym obrécie utworzone B1D

CE,HKFI, nazywaia si¢ podstawami, za$

BH Jo(teln Oatrokrtg u ucigtego.

IV. Dwa walce, albo ostrokregi sa pedobne,
skoro ich osie maia 1sig osiebie iak srzednice
podstaw.

V. Wpisawszy wxelobok ABCDF (fig. 252)
w kofo stuzace za podstaw¢ walcowi, 1wy—
budowawszy natymgpwieloboku pryzmat pro-
sty, rowney z walcem wysokosci, pncrwsay
nazywa sigjyzmatemn w walec w pisanym,
drugi, walem na pryzmacie opisapym;
kra%%dz e bowiem AF, BG ifed, pryzma-
tu, prostopadie d Iasz Z

obwiniete powierzchnig wypukia walca, sg
linijami dotkni¢¢ pryzmatu z walcenu.

VI. Opisawszy wielobokiem AB CD (fig. 253)
koto sluzace za podstawe walcowi, i wybu-
dowawszy nalym wieloboku pryzmat prosty,

rowney

'
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réowney z walcem wysokosci, ostatni, nazywa
si¢ walcem w pryzmat wpisanym, pierwszy,
pryzinatemn na walcw opisanym. Poniewaz
z punktow dotknigc M, N, it.d. bokéwA B,
BC, zkolem, wyprowadziwszy prostopadie
M X, NY it d. do piaszczyzn podstaw, te
lezac razem na powierzchni walca i pryzma-

tu, sa ich linijami dotkniec.

Twierdzenia przybrane tyczgce sig
‘ powierzchui.
L

Powierzchnia plaska, iest mnieyssg od
kaidey inney powierzchni maigee, y = pier=
wszg to samo zakonczeme, (Gig 204)
B VAT TN A e mmmkuiwwk kierunku
plaszgzyzne B P D, preecinaiaca powicra—
chaig plaska O ‘\bLD w kierunku BD, zas
druga powierzchnig., 'PABCD maiacy  pier=
wsza to samo zakoliczenie w kierunku B P D;
linija prosta BD, lezaca na powierzchni Qla—
rﬂrey, bedac krotsz‘; od linij.B P D, lezacey na_
powierzchni pierwsza otaczaigcey, powierz—

“chnia jrka OABCD, iest mnieysza od

powwrzchm otacaalqcex P ABCD, - z
ST R e 15

Katda powierzchnia wypukta. iest
mnieyszg od, powierzchui drugiey oiaczatgce Y »
maigeey z prerwszg to samo zakonczenle.

Jezeli powierzchmia wypukia OABCD
(fig.255.), nieiest muieysza_od powierzchni ig
etaczaiacych, niech z poniedzy tych ostatnich

PN ’ pu-
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powierzchnia PABCD bedzie naymnieysza ,
a razem rowna pewierzchni OABCD. Prze-
“pusciwszy plaszczyzne styczna do punktu
powierzchni OABCD; ta odetnie czgsc po-
wierzchni PABCD, ktora czgs¢ maiac tg sa-
mo zakonczenie z pfaszcaymcg styczna, bc;dz1e
odniey wigksza (Z.p.1); zawiast cigsci od—
cigtéy, _podstawiwszy = plaszczyzne stycena,
mlehbySmy nowa powierzchnie, zawsze otacza—-
igeca powmr/,c‘}mlg OABCD; lecz mnicysza od
powxerz(hm z przypuszczcniag naymnieyszey
PABCD, cobydz memom,ﬁzatém powierz—
chnia wypukia OABCD, fiest mmeysza od
wszystkich innych otaczaiacych, i maiacych z
pierwsza tosamo zakonczenie. (Czytac Zad. 1X.
K.IV.) Dowiedlibysmy zupelnie tym samym
sposobem, Ze 1mo iezeli powierzchnia wypu-
kia zakoliczona dwoma obwodami kot ABC,
DEF (fig.236), iestobwinieta druga powierz—
chnia iakakolwiek mznacq z pierwsA@ le same
zakonczenia, obwigl 1cYsz3. 2do
Jezeli powierzchnia wypukia AB (lig. 257),
iest otoczona_zewszech stron druga powierz—
chnia MN, badz, ze maia punkta, linije, pla-
szczyzny , wspolne, badz ich niemaia; otloczo-
na, zawsze iest mnicysa od otaczaigcey.
IIL

Powierzchnia wypukla pryzmati pro-
stego, lest réwna wieloczynowi z perymetric
podstawy przez wysokoit. (fig. 2.‘§A)

Gdy powierzchnia pryzmatu sktfada sig

Z sum=
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z summy prostokatéw ABGF-+BCHG -
CDIH it.d. ktérych wysokosei AF, BG, CH
it. d. sa rowne wysokosci pryzmatu, _summa
zas ich podstaw AB+4-BC-4CD it. d. skia~
daia perymetr iego podstawy; a zatem summa
tych prostokatow, czyli powierzchnia wypukia
pryzmatu, iest rowna wieloczynowi z peryme-
tru podstawy, przez iego wysokosc.

' ll’//niosek. IDwéch pryzmatéw prostych
maigcych t¢ same wysokosé, powierzchnie wy-

pukie sa, iak perymetra ich podsiaw.
v.

Powierzchnia wypukla walca, iest wig—
ksza od powierzchni wypukiey pryzmatu
wpisanego, a mniey st od powierzchni wypu—
ktey pryzmatu opisanego. (lig. 252).

Przeciawszy walec z pryzmatem w pisa—
nym plaszczyzna réwnolegia do postaw,_od-—

iecie bedzge wielobokiem w pisanym w kofo;
gdy powierzchma pods "Tosl wieksz
od powie ni po Pryzmaluy wpisancgos,

wicc chociaz walec z pryzmatem wl)isanyr},l,z_
- T IR— o Gl

e~

niebedac réwne co do szerokosci, po—
W@Qﬂiﬁ:&duﬁ@puk_@_gl_{wgﬁgo
Podobnym sposobem dowiedlibysmy, ze
powierzchnia wypukda walca w pisanego, iest
mnieysza od powierzchnt wypukiey pryzmatu
opisanego. (fig. 253.)

e
.

Y.ADA-
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ZADANIE PIERWSZE.
Twierdzente.

Brylowatoi¢ walca, iest réwna wielo-
ezynowi z iego podstawy przez wysokosl,
(fig. 258)

Wyraziwszy powierzchnia podstawy wal-
ca przez pow. CA, wysokos¢ przez CH, be-
dziemy mieli

pow. CA X CH=0bryt.walca ACH.
Gdyby ilos¢ pow. CA X CH, niebyia miara
walca zpodstawa promienia CA, byfaby mia-
ra walca mnieyszego lub wickszego. Przy-
pusémy Ze iest miara walca mnieyszego, iniech

pow. CAX CH=lryt. walcaD CH.

Na kole promienia CD), opisawszy . wielobok
foremmy LMNP, ktorego boki
obwodu kofa CA (Zad.X.K.1V), zbuduym
ryzmat pmsty maiacy za pontawq: wielobok
“L'MNP, azawysokesc, Wysokosc walca C H,
a ktory bedzie pryzmatemopisarym na waleu z
podstaw a promienia CD. Wiemy (Zad. XI1V.
K. VI) ze: RIS
pow. LMVP % CH=0ry}. pryzm. HCLAINPS
Porownywaiac slrony tego ostatniego rownania
z poprzedzaiacém widziemy Ze czynnik CHbe-
dac wspolny, pow. LMNP < pow. CA, wigc
pow. LMNP X CH < pow. CA X CH
azatem, gdy pierwsza strona drugiego réwna-
nia, mnieysza od strony pierwszey réwnania
picrwszego, strona druga drugiego, mnieyszg
bydz

http://rcin.org.pl
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bydz powinna od strony dlumcy pierwszego ;
to iest: pryzmat HCLMNP opisany, powi-
nien bydz mnieyszy od walca D CH w wen w
pisanego, €O bydz memoze, wige ilosé pow.
CA X CH niemoze bydz miara bryfowatosci
walca mnieyszego od walca A CH, azatém
pow.CA X CH=0bryd. walcaA CH,
Podobnym sposobem dowiedlibysmy, ze
ilos¢ pow. CD X CH, niemoze bydz miara
brylowatosci walca wigkszego, naprzykiad

-@_},WW
walca DCH. " Wigc bryiowa OS¢ Wwalca 1est
rowna wieloczynowi z iego podstawy przez
wysokosc.

Whniosek 1. WWyraziwszy przez W, w,
bronwatos'ci dwéch pryzmatéw; przez H, h,
‘wysokosci; przez B, b, podstawy, «bedzie-
my mieli W:w: HXBhXb
iezeli H=h,

e B L W
gdy:Be=b, W..:- w . H = h
Wiec walce tey samey wysokosci sa iak pod-
stawy, tey zas samey podstawy, iak wysokosci.

Wniosek I1. W walcach podobnych (opis
1V), Wyraziwszy srzednicg podstaw przez D,
d, bedziemy mieli

B hia bk s di
gdy podstawy sq kolamy wiee (Zad XH.K.1V)
B:b: D*: dns

rozmnozywszy te dwie proporcye wyraz z wy-
razem, otrzymamy
; HXB
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H X B 2 h b anD? a3y avice

Wo om0 42 33 BRA o et
To iest: ze walce podobne sa, iak szesuany
ze srzednic ich podstaw, albo iak szcscmny B
wysokosm. ,

ZADANIE IL

Twierdzenie.

Powierzchnia wypukla walca, iest ro-
wna wieloczynowi z obwodu iego podstawy
przez wysokoié. (fig. 258).

Wyraziwszy obwod podstawy walca pro-
mienia CA przez ob. C A, wysokosc przez CH,
bedziemy mieli

ob. CA X CH==pow. walca ACH.

Gdyby ilos¢ 0b. CA X CH, niebyta mia-
ra powierzchni walca z podstawa promienia
CA, bylaby miara powierzchni walca mniey-
szego lub wickszego. Przypusémy Ze iest mia—
ra powierzchni walca mnieyszego, i niech

ob. CA X C H=powwalca DCH.

No kole promienia C D, opisawszy wiclobok
foremny LMNP, ktérego boki niedotkna si
obwodu kofa C A zbuduymy pryzmat prosty
‘maiacy za poif"{a“cj wiclobok LMNP, a za
wysokosé, wysokosé waleca CH, a ktéry be-
dzie pryzmatem opisanym na walcu z pod-
stawa promienia CD. Wiemy (T.p.111.), ze
perym (LM + MN - ....) X CH=pow.
pryz. HCL MNP.

Po-
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Poréwnywaiac strony tego ostaniego ré-
wnania z poprzcdaaidcém, widziemy, Ze czyn-

nik CH, bedac wspélny, perymetr LM -4
CK

MN wiec ;
Perym. (LM+MN-...) X CH< ob.
CAXxX CH;

azatém ,, gdy pierwsza strona drugiego réwna-
nia, r2‘eysza od strony pierwszey réwnania
pierwstego, strona druga drugiego, mnieysza
bydz powinna od sirony drugiey plerwszevo,
to iest: pow. prys. HCLMNP opisanego, po-
winna bydz mmeysza od powierzchni walca
DCH w wen w pisanego, co bydz niemoze
(T. p. IV); azatém ilosé ob. CA X CH, nie-
moze bydz miara powierzchni walca mniey~ -
szego od walca ACH,
0b. CA X CH=pow. wa]__g‘_ACH

Podobym sposobem d0w1edhbysmy ze 0b0.CD
X CH, niemoze bydz miara powierzchni wal-
ca wigkszego, naprzykfad walca ACH, i
ze 0b. CD X CH=pow. wal DCH, Aza~
Tém powierzchnia Wypukia walca, iest rowna
wieloczynowi z obwodu iego pedstawy przez
wysokosc.

ZADANIE IIL
Twierdzenie.
Brytowatos¢ ostrokregu, iest rown wie-
loczynowi z iego podstawy przez trzecig czgfé

wysokofei. (fig. 259.)
Wy-
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Wyraziwszy powierzchnig podstawy o-
strokregu promienia A O przez pow. AO, wy-
sokos¢ przez SO, bedziemy mieli

pow. AO X ;SO__lnyf ostrokregu AOS.
Gdyby ilos¢ pow. AO X 3 S(), niebyfa miarg
ostrokregu z podsiawa promienia A O, bylaby
miara ostrokregu wickszego lub nmieyszego.
Przypusémy ze iest miara ostrokrggu wigksze-
go, 1 niech

pow. AO X 1SO=0bryt. ostro. BOS.

Na kole promienia AO, opisawszy wielobok
foremny MNP Q, ktérego boki niedotkna si
obwodu kofa promienia I BO, zbuduymy j pira—
mide maiaca za podstawe w1elobok MNPQ,
a ktoréy wierzchotkiem, iest wierzcholek o-
strokregn S. Wiemy (Zad. XVIIL K.VI) zZe:
pow. MNP Q X §SO=bryt. piram. MNPQS.
Poréwnywaidc strony tego ostatniego rowna-
nia z poprzedzaigcém, widziemy, ze czynnik
_ %50, bedac wspdlny, pow_,,_,MNPQ 2 eow
“AG T’Qo pow. MNP Q X S0 > pow

X 3 SO

azatcm, g(ly pierwsza strona drugiego réwna-
nia, wigksza od strony pierwszey réwnania
plerwszego, strona druga druglego, wigksza
bydz powinna od strony drugiey plerws7eg,o
to iest: piramida MNP QS w pisana, powm—
na bydz wxekszq od ostrokr(;gu BOS na pira-
midzie opisanego, co bydz niemoze; wigc ilosé
pow. AO X § S O, niemoze bydz miarg
bryfowatosci ostrokregu wiekszego od ostro-
kregu AOS, azatém Pow.

s 58
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ow. A O X 380 =0ryl. ostro. AOS.

Podo i sposobem domedl’bysmy ze ilosé
‘OB X SO, niemoze bydz miara bryfowa-
tosci osuokrtg u mieyszego, naprzyklad ostro-
kregu AOS, i ze pow. OB X 2 SO=bryt.
ostro. BOS. Wigc brylowatosé ostrokregu,
iest rowna wicloczynowi ziego podstawy przez
trzecia czg$¢ wysokosci.

W niosek 1. Ostrokreg iest trzecia czg-
scia walca tey samey podstawy i wysokoscn

Whiosek 1I. Wyraziwszy przez O, o,
bryfowatosci dwéch ostrokregéw ; przez H, h,
wysokosci; B, b, podstawy; bedziemy mieli
qO::,:,B XH; o=3}bXh, ztad

O : B ol 5 SO R
Jezeli B=0, b(gd?)emy mieli
Ofiw svie iy .

gdy H =/, otrzymamy
OGSl v S T

Wiegc ostrokregi tey samey podstawy, sa
iak wysokosci: tey samey wysokosci iak pod-
stawy.

Uwaga. Oznaczywszy przez R, r, pro-
mienie podstaw dwéch ostrokregéw, gdy B =
T R2, b="1 r? (Zad. XILK.IV), wiccO=
3 leH o=3%MNr?h, ztad

O oI ITaN RS re X
Jezeli ostrokregi sa podobne, mamy

R0 8 B 20 b reayli

RS0 S b8
rozmnozywszy poprzedniki ostatniey propor-
cyi przez H, nastepniki przez %, otrzymamy

R2XH :
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17

L g

' R X Hor2 )b o 1Y i
wige O L0 i H2 R R3 e o (aR)2 (2 0) %
to iest: ze ostrokregi podobne sa, iak szescia—
ny zwysokosci, albo iak szesciany z promieni,
lub szesciany ze srzednic ich podstaw.

A DA NEE Y.

Twierdzenie.

Brytowatoi¢ ostrokregu ucigtego, iest
réwna summie trzech ostrokregéw, maigcych
za wysokoié wspolng, wysokos¢ ostrokrggu
ucigtego, a za podstawy podstawg nizszq o-
strokregu ucigtego, podstawe wy2szq, isrze—
«nig proporcyonalng migdzy lenu dwiema
podstawami. (fig. 2t0)

Niech bedzie ostrokreg SBA przecigty
plaszezyzna EP D, réwnolegla do podstawy ;
niech T'F G H bedzie lramxdq troykamq ma-—

} zas podstawe réwno-,

“ywartuiaca podstawie Jostrokregu.

Wystawi-
wwpod tawy lezace na téy samey pla-
szozyznie, na éwezas pfaszczyzna EP D prze-|

ona, oznaczy w piramidzie tréykatney od-/
ie IKL; bedace w téy samey wysokosci
wspolnq plaszcyzna podstaw. Gdy pod-
stawy BA, ED sa iak kwadraty z promieni
BO,EP (Zad. XIL KIV), albo iak kwadg, ﬁ
z Wysokosm SO, SP; wigc i troykaty FG
IKL sa, iak Lwadraty z tych samych wyso-
kosci (Zad.XV,K.VLE); lecz z przypuszezenia
tro—
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tréykat F'GH iest rdwno-wartuiacy powierz—
chni kota BA, Wigm rowno-
wartuigcy powierzchni kola ED. Wiemy Ze
~Bryt osiro. SBA=pow. BA X' 180, za$
Bryt. piram. TEFG H=pow. FGH X §50;
gdy .pow. BA, iest réwno-wartuigea pow.
FGH, wigc

Bryt. ostro. SB A== Bryl. piram. T'F G H.
Podobnym sposobem dowiedziemy, Ze

Bryt. ostro. SE D= Bryt. piram. TIKL;
azatém, o-trokreg uciety EBAD, iest ro-
Wwno = wartmumramldac uc1§tty IKLi CH

Za) iﬁ»..l ledlm I* "G H, dxuga llx L trze—

“mi cmxj
L L {(Zad. XX.K. VI). Wigc ostrokreg ucie—-
ty LBAD bedzie rowny tizem o‘sTxmg'o‘rﬁ

rowno wartulqcym trzem " wyzszym E)raml— 2
dom maiacym za W ysokosc, wysokosc ws

na os[rg@?f;lramﬂ ucicicy PO, za )oa—
sta_yx, edna/powierzch Loia promxcma EU
druga- ronuemd zccla, srzednig pro

porclr_gnalnd p_l&ygdzymtexm dwiema ostatniemni
: Ewwrzchmanu kot. T
Wniosek."Gdy powierzchnie k61 promic-
ni BO, EP, maia za miare JU X BO%, J1 X
EP’, wige !llr__ytowatosc ostrokregow ktérym te
powierzchnie siuza za podstawy, beda mialy
za miarefl )L X BO% X PO; zas bryfowatosg

ostrokregu z podstawa srzed.ma proporcyo?l-

/-rr)(r%)(/’o-f-/'.ﬂ'f/?)ll‘d
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pa 2 JIXBOXEP X PO. Dodawszy wy~
razenia tych trzech ostrokregéw, otrzymamy
f.ostr. ucig. EBAD=3JJI X PO ¥
,& [BQZ X EB2 X AO >( PDL_
ZADANILE V.
Twierdzenie.

Powierzchnia wypukta ostrokregu, iest
rowna wieloczynowi s obwodu iego podstawy
przez polowg boku. (fig. 259)

To iest: ob. OA X §SA = pow. ostro. AOS.
Gdyby ilos¢ ob. OA X $SA, nichyla miara
powierzchni ostrokregu z podstawa promienia
O A bylaby miara powierzchui ostrokregu wig-
kszego lub mnicyszego. Przypusémy wigksze—
go; 1 niech

0b. OA X 2SA=pow. ostro.BO S
Na kole promienia OA, opisawszy wielobok
foremny MNP Q, ktérego boki niedotkng_sie
obwodu kofa promienia OB, zbuduymy na
mmmmna maiaca wierzchoiek
wspolny zastwkregiom S;. gy pow igszchnia tey
piramidy skiada si¢ z tréykatow MSN, NSP,
PSQ, «ktorych kazdy ma za miarg.wicloczyn
z podstawy M N, NP, P Q, przez pofowe wy-
sokosei SA, im wszystkim wspolney 1ako be-
dacey bokiem ostrokregu (opis ll), wigc sum-
wa tych tréykatéw, czyli powierzchnia wy-
pukia piramidy, iest rowna wicloczynowi z
_perymetra podstawy piramidy, przez polowe
boku oauoknggu to iest:
peryin. WW ) K £8A= pow.

piram. MNP QS Po-

| iﬁ#—tﬁ(ﬁr .-.\)(’ Jﬂ‘}""
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Poréwnywaiac strony tego ostatniego réwna-
nia z poprzedzaigcém, czynnik : S A be-
dae_wspélny, perym. (MN + NP+ Y T
ob. OA, wiegc perym. (MNFNPF 00X
ISA > 0b.OA X ISA;
azatém, gdy pierwsza strona drugiego réwna-
nia, wicksza od strony plerwszey réwnania pier-
wszego, strona druga drugiego, wicksza bydz
powinna od strony drugiey pierwszego, to iest:
ze powierzchnia piramidy MNP QS, wpisa—
ney, powinna bydz wicksza od powierzchni
- ostrokre¢gu B O S opisanego, co bydz niemoze;
azatém ilos¢ ob. OA X £ SA niemoze bydz
miara powierzchni ostrokr(:.gu wigkszego od o-
strokregu AOS, wige

0b. AOX‘SA.__pow ostro. AOS.
Uwazaiac Ze perymeir MN + NP 4 ... < 0b.
OB, SA < SB, fatwo okazemy, ze ob (_)B
X ‘bB, niemoze bydz miara powierzchni o—
slmkregu mmeysseco napuv]ddd ostrokregu
AOS — : S.
Azatém powierzchnia wypukia ostrokregu iest
rowna wieloczynowi z obwodu iego podstawy
przez pofowe boku.

Uwaga. Wyraziwszy przez L bok ostro—~
kregu, przez R promien podstawy, kt(’)réy ob-
wod bedzie 231 R (Zad. XILK.1V), powierz-
ehnia ostrokregu bedzie miafa za miarg

231 R X2 Lalbo J{ RL.

ZADRANIE VL 4
K ;.. hdzeme
? s )
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" Powierzchnia wypukta ostrokregu ucig-
‘tego, iest rowna wieloczynowi z iego boku,
przez potowe swmmy obwodow dwdch pod-
staw. (fig. 2b1)

Przepusci plaszezyzne S A B przez o§
8 0,7 do linij SA, spusciwszy prostopadia F A
réwna obwodowi kola promienia A O zlaczmy
SF, i poprowadzmy D H.réwnoleglia do AF.
Z podobienstwa troykatow SAO, SD C; SAF,
SDH, mamy

AOQ:DC::8SK 8D
AF : DH:: SA : SD, wigc
L‘&F P H s A @D albo 0b.AO: 00.DC
~(Zad. XL K.IV). NSNS s e
Gdy z wykreslema AF=0b. AO, wigcDH=—
0b. D C.
Pow. troy SAE =AF X ISA=0b. A0 X
2SA=pow. ostro. SAB.
Pow. troy. SDH =DH X $SD=s0d. DCX
2 SD=pow. ostro. SDE.
Wige pow. ostro. SA B— pow. ostro. SDE =
pow. ostro. uci¢. ADEB=pow. trapeza AF
H D , gdy powierzchnia tego ostatniego =— A D
1 (AF+DH) (Zad. VILK.III); azatém
powxcrrehma ostrokrggu ucx@teuo ADEB, iest
‘rowna iego bokowi A D, mnozonemu przez po-
fowg sunnmy obwodow dw éch i1ego podstaw.

W niosek. Zegrodzka boku A D, popro-
wadziwszy rownolegle ILTIM, do AB, AF,
dowiodiszy podobnym sposobem 1ak wyiey',
ze IM=00. 1K, wiemy (Zad. VIL K.1I1) zZe

tra—
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trapez AFHD = AD X IM= AD X ob. IK;
wigc &wzerzdm.a ostrol Aregu. uugtevo iest ig= ..
szcze rowna wzem rmowt zboku przez obwid _
Z0 odcu?la srzadkutqc ﬁ" ngdzy dwiema Pod-

P s e Bt

ctu wanu

ZADANIE VIL

Twierdzenie przybrane.

W wieloboku foremnym , obrawszy kil~)
ka bokdw nastgpnych, i popr owadziwszy
promien kola wptsanego iezeli okoto srze~
dnicy obréci Le/ny czgfé wieloboku, powierz—
chnia tg czgicig utworzona, bgdzie miata
za nuarg wieloczyn z wysokofci a.ylt 081 tey
powierschni, przez obwod kolta wpisanego.
(fig. 262.)

Z ostatecznygh koucoW 1 srzodka [ boku
A B, spusciwszy na o$ prostopadie BM, BN,
IK, i poprowadziwszy promien kofa wpisa—=
nego OI; powierzchnia utworzona bokiem AB,
bedzie miata za miare AB X 0b. IK (Zad. V1)
Poprowadziwszy AX réownolegta do osi, zpo-
dobienstwa troykcgtow BAX, OIK, mamy

AB. : &X:: 0T, IK albo
AB : MN :: ob. O] : ob. IK, ztad
AB X 0b. IK, czyli powierzchnia opisana bo=
kiem AB, réwna M N X ob OL Podobnym
sposobem znaydzie®y’, “Ze powierzchnia opisa~
na bokiem BC=NP X 0b. OI, bokiem CD
=PQ X 00.0L Azatém powierzchnia opisa~
1 na
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na czescia wieloboku ABCD= (MN+ NP
+PQ)X0b.0OI, cayli MQ X 6b.O1 to iest:
swoiey wysokosci czyli osimnozoney przez oly—=
wéd kota wpisanego.

Uwaga. W. wieloboku z liczba bokéw
parzysta, iezeli os F G, przechodzi przez dwa
wicrschofki przeciwlegle ¥, G, cafa powierz-
chnia obrétem poéf- w1eloboku FRABCDE
H G utworzona, iest réwna wieloczynowi z osi
F G, przez obwéd kola wpisanego promienia
Ol Jakoz uwazaiac naprzéd cz¢sé pot- ob-
.. wodu RABCDEH; spusciwszy prostopadie

‘RS, HL, na os F G, powierzchnia tg czescia
wieloboku utworzona=—SL X o). OI; nastg-
pnie, powierzchnia ostrokregu utworzona bo-
ki(m HG=0b.HL X 1HG (Zad. V). _Spu="
sCiwszy _prostopadly O'T', napolowe boku GH,
z podobienstwa troykqtow GOT, GHL,
wamy 7. GL G Ba B L OT

2dy G T=2Q H, zas' OT = 01 wiec

GL: § (rH :: 06 HL : ob. O ztad
ob. HL X —;H G, czyli powierzchnia utworzo-
na bokiem HG=GL X 0b. OI; podobnym
sposcbem znaydziemy ze powierzchnia utwo- °
rzona bokiem FR =FS X ob. Ol; azatém
powierzchnia utworzona caiym poi-wielobo-
kiem = (GL+LS+SF) X ob. OI, czyh
GF X 0b.OL

ZADANIE VI
Twierdzenie.
Powierzehnia kuli iest réwna wieloczy=~

e~
-y

“~
!

http://rcin.org.bl



s 388 ==

wow! z tey srzednicy przez obwid kota wiel<
kiego. (fig. 263.)
To iest: AB X 0b. AC=pow. kili A C.

Gdyby ilos¢ AB X ob. AC; niebyia mia=
ra powierzchni kuli promienia A C; byiaby
miarg pawurzchni kuli wic;kszey albo mniey-
szey: Przypuscmy wigkszey; i niech

AB X ob. AC= pow kuli D C.

Na kole promienia AC; opisawszy wielo=
bok foremny MNPQRS, z liczba bokéw pa-
rzysta, klércgo “boki niedotkna si¢_obw odu ko=
fa_promienia_ CD, niech beda M, S, dwa
wierzcholki przemwlegie tego Wlelob(,ku O-
kofo srzednicy M S, obromwszy poi-wielobok
MXNPQRS, bgdzxemy mieli (Zad: VIL)

MS X ob. AC==pow wielo. MNPQRS:

Poréownywaige strony tego ostaniego ro-
wnania z poprzedzaiacém, czynnik ob: AC bg=
_dac_wspolny; MS > AB, wige

M““%f ob. ACSAB X 0b.AC;
azatém, gdy pierwsza strona druglego réwna--
nia, wigksza od strony pierwszey réwnania
picrwszego, strona druga drugiego, wxgkszq
bydz powinna od strony drugiéy pier—
wszego, to iest: powierzchnia, Ltworzona wie—
loboluem MNPQRS wpisatiym. powinna bydz
“wigksza od poWJerzchm kuli promieniz DC opi-
Saney, co bydz niemoze; azatem 1los¢ AL X
0b. A C, nie moze bydz miara powierzchni Lulx
promienia wigkszego od AC, wige

AB X 0b.AC=pow. kuh AC.

s &

" Po=
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Podobnym sposobem dow1ed11bysmy , Z€
DE X 0b.CD, niemoze bydz miara powxerz-—
chni kuli promienia mmieyszego, n , 1ze
DE X 0b. CD= =pow. kuli D C. ﬁzatem po-
wierzchnia kuli, iest Téwna wicloczynowi z iey
srzednicy przez obwod kola wielkiego.

Wniosek. Gdy powicrzchnia kola wiel-
kiego, iestréwna wieloczynowi zobwodu przez
potowg promienia; powierzchnia kuli bedac
réwna wieloczynowi zobwodu przez srzednicg,

iest od niey cztery razy wicksza.
Uwaga. Skoro powierzchnia kuli daie

sie porownywac z powierzchnig plaska, wige
wno gdy tasma spiczasla z katem A, 1est do
powierzchni kuli, iak kat A do 4 katow pro-
stych, albo iak luk kofa wielkiego mierzacy
ten kat A do obwodu tego samego kofa, wige
gdy powmnchma kuh__ obwodowi X sr. zedm—
c¢, powierzchnia tasmy spnczastey__owa tuk,
2do Troy kat kulisty, iest Fowno- wartuiacy ta~
$mie spiczastey, ktérey kat iest rowny polowie.
przewyzki summy trzech katéw tréykata nad
dwa katy proste. Wyraziwszy przez P,Q,R,
Fuki kol wielkich mierzace trzy katy; przez C,
obwéd kota wielkiego; przez D srzednice: tuk
mierzacy kat tasmy spiczastéy, wyrazisi¢ przez
F(P+Q+R— ; C); zas powierzchnia troy-
kata przez D X 3 (P+Q+R—3C). Jezeli
w trnykdcxe 84 wsaysthe katy proste {uki P,
Q, R, bedac kwadransami L_‘ICh summa réwna
2 G ktorey preewyzka nad ; C réwna %‘C,
zap

7
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‘za§ pofowa==J C. Azatém powierzchnia troy-
kata kuhstego o trzech katach prostych=
X D =o¢smey czesci caiey powierzchni kuh

ZADANIE IX

Twierdzenie.

Powierzchnia pasa kulistego, iest rowne
wieloczynowi z iego wysokoici przez ol)wod
kota wielkiego. (fig. 269.)

-Qbrawsujuk EF mnieyszy lub wigkszy
od kwadransa, i spusciwszy prostopadia
F G na promien EC; pas utworzony obrotem
fuku EF okolo EC, toiest: pasEF G =EG
X ¢b. EC. Gdyby pas EF G, niebyt réwny
wieloczynowi EG X ob. EC, b¢dzie réwny
wieloczynowi mnieyszemu albo wigkszemu;
przypusémy ze pas EFG<EGX 0b. EC i ze

pas EFG=EG X ob. CA
Whisawszy cze¢s¢ wieloboku foremnego EM
NOPF w 1uk promienia CE, ktérego boki
niedotkng si¢ {uku promienia m
mﬁm{'ﬁokﬁh powierzchnia utwo-
rzona obrétem wieloboku EMNOPF okolo
EG ‘'toiest (Zad VIL)
pow. EMNOPF=EG ¥ ob. CL
Poréwnywaiac strony tego ostatniego réwnania
% poprzedzaigeém, czynnik K G bedac wspdl-
.y, ob. CI> 0b. CA: pow. w. EMNOPF wpi-

sana, powinna bydz wieksza od powierzchni
opisagey pasa EF G, co bydZ niemoze; wige

s

>
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pas EFG =EG X ob. EC. Dowiedziemy
takZe, Ze niemoze bydz azeby pas ABD >
AD X o0b. CA, Powierzchnia kuli opisana poi-
obwodem ABH, to iest: pow. ABH= (AD
~+DH) X 0b. CA, czyli AD X 0b. CA+DH
X 0b. CA=pas ABD + pas DBH; odig~
wszy z drugicy strony tego réwnania ilosé wig-
ksza pas ABD, z pierwszey mnieysza AD X
ob CA, otrzymamy pas DBH<DH X ob,
‘CA, co_iakiesmy iuz dowiedli bydz niemoze.

Uwazaige pas utworzony obrétém fuku
FH (fig. 220.) okofo srzednicy DE, spusci-
wszy prostopadie F ), HQ , widziemy zZe ten
pas iest roznica pasdw . utworzonych fukami
DH, DF; zktérych pierwszy toiest: pas DHQ
=DQ X 0b. DC, drugy, pas DFO=DOX
ob. DC, azatém pas DHQ - pasDF O czyli
pasFHQO=(DQ—=DO)X0b. DC=0Q
"% 0b, DC; wige powierzchnia kazdego pasaku-
listego czy to oiedncy lub o dwoch podstawach,
iest rowna wieloczynowi ziego wysokosci przez
obwéd kola wielkiego,

Wniosek. WVyrazivszy przez 4, z, pasy;
przez H, %, ich wysokosci; przez R, promien
kuli; przez S, iey powierzchnia : mamy
Z—2 . RH, z=27IRAh,ztad Z:z:: H: A,
Wiec pasy maig si¢ iak ich wysokosci, Gdy §
=4 J1 R*(Zad. VIII) wigc mamy:

ZoS: s MRH AR - Hy U
Mo iest: pas ma si¢ do powierzchni kuli iak ie~
go wysokos¢ do srzednicy teyze kuli.

B ’ ZAD-
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¥ A DA NTLE X
Twierdzenie.

JeZeli tréykqt iprostokgt téy samey pod+
stawy i wysokosci obracaig si¢ razem okoto

wspdlney, srzedn___y, bryta utworzona obré—

tem troykgta iest trzecig cz¢icig walca utwo
rzonego obrotem prostoLgta (Iw 264. 265)

W troykacie BA C, spusciwszy prostopa—
dig AD, ostrokr g utworzony obrotem tréy-—
kata BAD, iest trzecia czescia walca utwo-
rzonego obrétem prostokata BFAD (Zad. 111),
za$ ostrokreg utworzony obrétem troykata
DAC, iest trzecia cz¢scia walca utworzonego
obrétem prostokagta D AE C, wige summa tych
ostrokregow, czyli bryfa utworzona caiym
troykatem BAC, iest trzecig czgscia summy
dwoch walcow, albo walca utworzonego obré-
tem cafego prostokata BF L C.

Gdy proslopadia A D pada zewnatrz troy—
kata BAC (fig. 265), ostrokreg utwor zony o-
brétem tréykata BA C, a ktory iest réznica
dwoch troykatow BAD —CAD, iest trzecig
czescig walca utworzonego obrétem prostokata
BFEC, bedacego roznicg dwéch prostokatéow
BFAD—CEAD; azatém bryla utworzona
obrétem troykata, iest trzecia czescig walca
utworzonego obrétem- prostokata tey samey
podstawy i wysokosci.

Uwaga. Powierzchnia kofa pronnema
AD=T71 X AD? wigc walec utworzony obré-
tem

http://rcin.org.pl
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tem prostokata BF E C=Ti X &b* X BC,
bryIa za$ utworzona obrétem troykata BAC
=R X AR XIBC,

ZADANIE XL

Zagadnienie,

Znaleié miare bryly utworzoney cbrétem
iréykata okolo hnij przechodzgeey zewngtrz
przez.ieden z iego wierzchotkow. (fig. 266.)

‘W troykacie ACB, obracaiacym si@ o-
kolo linij CD, preediuzywszy bok AB azdo
przecigeia sig z osia w punkeie D, spuscmy
prostopadie AM, BN,

Bryta utwmmona obrétem troykqta ACD

FMWXAM2 X ED, lloykatcm zasBCD=
3 J[ X BN? X CD, wige rozniea tych: bryt,
czyli bryda utwouona obrétem tréykata ACB
ma za miare § J1 (AM* —BN% X CD.

Cheac temuwyi azeniu nadadz mny ksatatt,
z punktu I, poiowy AB, spusciwszy prostopa—
dia IK do CD, i przez punkt B, poprowadzi-
wszy réwnolegtfa BO do CD, bedziemy mieli
(Zad. VILK, llI) AM-+ BN.__2 IK, zas AM
—BN=AO; wiec(AM+BN) X (AM——BN)
.._.AMZ-—TBNZ-—~JIK X AO (Zad. X. KIil);
azatém miara bryiy utworzoney obrétem tréy-
kqta ACB, bedzie ieszcze ‘wyrazona przez
N XIK XAOXCD., Spuéciwszy prosto-
padia CP na AB, z podobienstwa tréykatow
BOA, DCPmamy AO:CP::AB:CDztad

AO X
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AO X CD=CP X AB gdy druga strona ré-
wna iest dwa razy wzietey powierzchnitroykg-
ta ACB, wiec AO X CD=—2ACB; azatém
miara bryly utworzoney obrétem tréykata ACB
Jest takze réwna 3 JT X ACB X IK albo ACB
X 30b.1IK, (poniewaz 2 TU X IK==00.IK); to
dest: wieloczynowt z powierzchni tréyketa o~
bracaigeego si¢, przez dwie trzecie obwodu o-
pisanego srzodkiem podstawy.
W rniosek, Gdyby tréykat ACB byt réwno-ra-
mienny (fig. 267), linijja CI bedac prostopa-
dfa do AB, pow1erzchma ACB=AB X 0¥
podstawﬁ)vszyt@ wartos¢ w wyZszém wyrazeniu ,
otrzymamy 27U X AB XIK X CI. Lecz z po-
dobienstwa tréykatow AOB, CKI, mamy
AB:BO albo MN :: CI : 1K, ztagd AB X

IK=MN X CI; azatém brytautworzona tréy-,

kgtemréwno-ramiennym=2%7J[ X C1* X MN.
Uwaga. 'Ten sam wypadek otrzymamy,
gdy podstawa tréykata obracaigcego sig, iest
réwnolegia do osi; iakoz, do wartosci walca
utworzonego obrotem AMN B, dodawszy war—
tosc ostrokregu AMC, a odciagnawszy war tosc
ostrokr¢gu BCN, otrzymamy wartosé bry Iy‘
utworzoney tréykatem ACB=11 X AM?* \M
4 IMC—3CN) gdy CN—CM=MUD, wigc
JLXAM? X 2MN,albo 27T X CP2 X MN, zga+
dza si¢ z wyrazepiem poprzedzaiacém,
ZADANIE XIL

Twierdzenie.

20

i
,

W wieloboku joremng m, obrawszy kilka m[

bo=
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bokbw mastepnych, i poprowadzzwszy pre~
- mien kota wpisanego, ieteli okolo  srzednicy
obrociemy wycinek wielobokowy , brylu tym,
wycmktem utworzona , bedzie miata za miarg
dwie trzecid obwodu rinoZonégo pt zez kwadrat
‘& promicnia_kola wpisanego, i priez. czeit
srzedpicy czyli osi oznaczoney prociopadfwm
z u;tatetznych koticow czgici wieloboku spu—
szczonemi. (fig. 262)

To iest bryt AOD=2T1 X_O_I’X MQ.
Poniewaz wielobok iest foremny, wiec wszyst-
kie troykaty AOB,BOCit.d. sa réwne, iré-
wno-ramienne; aaatem podiug wniosku zadania
poprvedzalqcc go, brytAOB+bryt BOC+4-
bryt COD=3%JU X O1* (MN-+NP+P Q) czyli

« P bryfAOD=§ X 0r* XMQ

o i’.{,,l]warm bryla utworzona wycinkiem
bt OH=2JI X O1* X SL, zas tréykagtem HOG
w"" A —iTX HL* X OG (de X); lecz wieloczyny
} Lt .HL Q= G 9'1 iako mierzace dwa
' razy wzigta powierzchnig/tréykata O GH wige
/ /I3 X HL X HL X 0G=:Tt X HL X HG
4 X OT. Z podobienstwa troykatéow HLG.
e~ OTG mamyGL: TG::HL: OT,z tad HL
XGT=GL XOT, gdy HG=2GT, wigc
HLXHG=2GL )( OT; podstawuiac te war-
tosé Wyzey, i uwazaige ze O T=0I, _bryfo-
watos¢ utworzona troykatem H O G = 37T X OI*
X GL. Podobnym sposobem dowiedziemy, Ze
bryfa utworzona tréykatem ROF = %71 X O1*
) X F 8. Azatémibryia utworzona péi—wwlobo-

; kiem
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kem FRABCDEHG= 37 X OI* (GL+
LS 4 F 8) cayli 37U x O1* X GF.

ZADANIE XIIL
Twierdzenie.

Brytowatof¢ wycinka kulistego iest ro-
wna wieloczynowi z pasa stuzgcego mu za pod—
stawg, przez trzecig czgit promienia, bryto—
watofé zaf kuli wieloczynowi z powierzchni
przez trzecig czei¢ promienia. (fig. 269)

: Gdy w wycinku kualistym A C B, powierz-
chnia pasa ABC = 271 x AC X AD(Zad.IX),
rozmnozywszy drugg strong przez 3AC, po-
wiadam, ze ;
2TXAC:XAD="0ry?. wy.ku.ACB.
Gdyby pierwsza strona tego ostatniego rowna-
nia, nie byta miarg brylowatosci wycinka kuli-
stego promienia AC, byfaby miara wycinka
wickszego, albo muieyszego. Przypusémy wig~
kszego, iniech
2 XAC:XAD=bryl. wy. ka,ECF.
Whisawszy cze$¢ wieloboku foremnego EMNO
PF w tuk promienia C E ktérego boki niedotkna
_si¢ fuku_pr@mienia CA,. spuscmy prostopadie
Clna W E, i F G na EC; mamy (Zad. XII)
2 51 X C1* X E G==0bry?. wy.wielo. EMNOPFC
Poréwnywaige strony tego ostatniego réwnania
z poprzedzaiacém, widziemy, ze CI1* >AC?, nad~
toFB=—AE >GD, AG-}-AE >AG+GD, czyli
EG > AD; wigc2n X Ci* XEG> 271 XAC* X
AD ; azatém bryt. wycin. wielobo. EMNOFFC
wpi-
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wpisanego, powinnabydz wieksza od bry?. wyei.
kulistego ECF opisanego, co bydz niemoze.

Podobnym sposobem dowiedlibysmy, ze
wieloczyn np. 371 X CE* X EG niemoze bydz
miara bryfowatosei wycinka mnieyszego od wy—
cinka promienia CE. Azatém brylowatos¢ wy—
cinka kulistego iest réwna wieloczynowi z pasa
sluzacego mu za podstawe przez trzecia czesé
promienia.

Gdy w obrécie okofo srzednicy AH wy-
cinek kofowy ACB zamieni si¢ na poi- kole ABH,
wycinek kulisty ACB zamieni si¢ na kulg¢ pro-
mienia A C, kiérey bryfowatos¢ bedzie réwna
w1eloczynOW1 z ca{ey powierachni kuli przez

trzecia czgs¢ promienia.
: Whiosck. Gdy powierzchnie kul s3 iak
kwadraty z prowmieni, za§ powiérzchnie mno-
Zone przez promienie- iak szesciany z promieni
wige brytowatofci dwich kul sq iak szefciany
z promieniy albo szefciany ze srzednic.

Uwaga. Wyraziwszy przez R. promlen
kuli, iey powierzchnia bedzie 4J1R?, zas bry-
iowatos¢ 4 JIR? X R*. Gdy przezD oznaczy-
my srzednice R—1D; za$ R*=3D?*, wigc
brylowatos¢ kuli wyrazi si¢ takze przez § U D*,

ZADANIE XIV,
- T'wierdzenie.

Powierzehnia i bryfowaton‘ kuli, tak sig
mado powierzchni i brytowatosfci walca opzsa—
nego (obeymuige wto podstawy ), iak 2 do 3.
(ﬁ" 270, ) iy Ma-~
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Maiac wielkie kofo MPNQ wpisane w
-kwadrat ABCD; pélkole QMP, z potkwa~
dratem ODAP obracaiac si¢ razem okofo srze-
dnicy Q P, pierwsze, utworzy kule, dru-
gi, walec na kuli opisany, ktérego wysokosé
AD réwna srzedmcy PQ, iktérego podstawy
srzednica A B, réwna srzednicy koia wiclkiego
MN = PQ. (de powierzchnia wypukia walca.
(Zad. 11), i powierzchnia kuli (Zad. VLI iest
réwna Wwieloczynowi z obwodu koia wiclkiego
przez sezednicg, wiee pnwzerzchma wypukla
walca opisanego, iest rowna powierzchni kuli.
Liecz powierzchnia kuli réwna 4 powierzchnom
kofa wielkiego, wi¢c i powierzchnia wypuokia
walca opisanego iest rowna 4 powierzchniom ko-
1a wielkiego, do ktorych dodawszy powierzchnig
dwoch podstaw rowne dworn powierzchniomko -
{a wielkiego, powierzchnia kuli bedazie sie miata

do powierzchni walca iak 4 : 6, iak 2 : 3.
Nakoniec gdy podstawa walca opisanego
réwna powierzchni kofa wielkiego a wysokosé
srzednicy, iego brylowats¢ réwna wieloczyno-
wi z powierzchni kola wielkiego przez srze-
dnicg ; brylowato$c zas kuli bedac réwna wie—
loczynow1 z powierzchni kola wielkiego przez$
promienia==1% srzednicy. Wicc bryIOWatoéé
kuli masi¢ do bryfowatosci walca opisanegoiak
- 5
ZADANIE Xv. 9

" Zagadnienie.
Znalesc wartoi bryly utworzoney obré-
lemn
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tem odcinka kolowego obracaigcego si¢ ckoto
srzednicy zewngtrz pototoney. (fig. 271)
Z ostatecznych koncéw cienciwy odcinka BMD,
spilsciwszy prostopadie BF; DE; ze srzodka C
poprowadziwszy prostopadfa CI, i promienie
} , CB, S@; od bryty utworzoney wycinkiem
/ A€B"6diawszy bryle utworzona wycinkiem
réznica, czyli bryia utworzona wycin=
Kiem DCB=2731 X CB* X EF. Lecz bryia u-
tworzona tréykgtem réwno-ramiennym DCB=—
271X C1% X EF; wigc bryla utworzona odcin-
kiem BND=2%T1 X EF (CB% — TI*): W troy-
kacie zas prostokatnym BIC mamy CB* — CI*
= BI?=1BD?, azatém bryla utworzona od-
i cinkiem BM D= 371 x BD* X EF.
\ Onsdid & 72-ADANIE XVIL
T 4 ' Twierdzenie. :
Kaidy odcinek kulisty, obigty migdzy dwie-
ma ptaszczyznami réwnolegtemi, ma zamiarg
pot - summy podstaw, nmoiuney przez wyso-
kosé, wiccey brylowdtosé kuli ktorey ta wy-
sokofé stuly za srzednicg. (Gig. 271)
Niech bedaie odcinek kulisty obiety mie—
dzy dwiema plaszczyznami rownolegiemi BF,
DE. Bryia utworzona odcinkiem BMD={Jl
X BD? X EF, ostrokreg uciety utworzony tra-
pezem BDFE = ITT X EF (DE*+-BF*+ DEX
- BF); wigc odcinek kulisty bydacy summg tych
dwéch bryt iest réwny A
177 X EF (2 DE*+2B¥%+ 2 DE X BF4+BD* )
Poprowadziwszy BO rownolegle do EF I:t;ug)my
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DO=—DE —BF, DO*=DE%*+ BF*—2DE
X BF, za$ BD* —=B0?2 4+ DO*==EF*+4 DE* 4=
BF* —2 DE X BF. Podstawiwszy te wartosé
zamiast BD %, olrzymamy na wartos¢ brylowa~
tosci odcinka kulistego

s X EF (5 DE*+ 5 ﬁz —{—Ef"),

ktéra rozkiada si¢ na dwie czgsci, iedna:
I XEF (5 DE*+ 3 BF*)=EF X 2(Jl DE®
Tl BF*) = pdi-summie podstaw mnozoney
przez w_ysolrw’c'; druga: 371 X EF®== bryio—
watoici kuli srzednicy EF.

Wniosek. Gdy w odcinku kulistym iedna
podstawa stanie si¢ zerem, odcinek kulisty o-
iedney podstawie iest réwno- wartuiqcy poto~
wie walca tey samey podstawy i wysolco:cz #
wigcey kula ktérey ta sama wysokofé stuy
xa srzednicg.

Uwaga Ogélna.

Wyraziwszy przez R, promien podstawy
walca i ostrokr¢gu, przez H ich wysokoscx
Bry?. wale.=TtIR2H; bryl. ostro.= 17T R* H.
Oznaczywszy przez A B promienie podstaw o-
strokr¢gu ucigtego, przez H wy so]\oac, zas prees
R promien kuli: Eryl. ostro. ucig.== 371H (A*
+B%4AB); Bryt. kali=—=47TR3. (:dyR wy-
raza promien wycinka kulistego, H wysokosé
pasa; P, Q podsta. odcin. H wyso. Bry?. wy. kul.
=3JR*H; Bryt. odci. k.= X P+ Q) H-+371R?;
Bryt. odci. k.oiedney podsta.= 3 PH--3J1H?®.

Koniec Ksiggi VIIL i ostatniey.

e LOSE
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Kar. 199 W. 22 eamiast AP poprawié¢ AD.

— 210 1 EE p. EF.

— 214 — 2.5 -kthSC p- kat ASB.
— 215 — 13 BSD p. BSC. .
— 222 — 9 SB”=8B” p. SB”=S8B’.
— 225 — 6 S, p. S (fig. 196).
— 241 — 14 AF p. AE.

— 261 — 26 TEGH p. TFGH.
— 285 — 1 srzodek C p. srzodek O.
s 200 e 29 prosy p. prosty.

W czesci pierw. w Liscie Prenum. zamiast Ku-
linski Jacenty Prof. p. Kuklinski.

w Figurach

(fig. 192 ) zamiast AB polozyé AEB.
(fig 198) . — OB” —  OCB
(fis. 200) — ABCD —' ABCDE.
(fig.217) ~— abedc — ‘abcde
(fig. 219) — ABCOF -— ABCDE.
(fig. 220)° — COOD .~  CQOD.
(fig. 228) '— fDFd '~ . fDEd.
(fig-234) — DFFE -« DEFE,
Migdzy figurami lezacemi pod fig. 943, napi~ |
saé (fig. 247).

(fig. 265) na mieyscu D polozy¢ C, na micy-
- scuzas C literg D.

(fig. 266 ) zamiast AM, napisac AOM.
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