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TRYGONOMETRYA
ROZDZIA® Il

Teor ya linyj trygonometryczny ch.

1. Kaidy wielokat moze bydz podzielony
na tréjkaty prowadzac przekatne do
wszystkich jego wierzchotkéw , albo
z wierzchotka jednego kata, albo z pun-
ktu wzictego na ktéry mkolwnek boku,
albo nakoniec zpunl\tu wzigtego we-
wnatrz wielokata ; znaiac przeto wla-
snosei  tréjkata inmiejdc wyrachowad
]ego pow1erzchmq, poznamy tém sa-
mém wlasnosci i potrafimy wyracho-
waé powxerzc_bmq kazdego wielokatas

4‘ ;

Tm]kat prustokreé]ny lub - kulisty
sklada si¢ z szeSciu czeSei, to jest:
% triech bokéw 1z trzech kqtow, wiel-
ko$¢ tych czgsci nie iest dowolna,; lecz
jedne od drugich zaleza tak' iz od
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wielkosci np. jednego boku i katéw
jakie czyni z dwoma innymi, zalezy
wielko$¢ tychze bokéw i kata miedzy
niemi zawartego, a tém samém wiel-
ko$¢ powierzchni tréykata. Majac prze-
to dane trzy ktérekolwiek 2z szesciu
czeSci tréjkata, moZna wynaleid trzy
mne, byleby tylko migdzy wiadomemi
czgSciami , gdy tréjkat jest prostokresl-
ny, byt przynay mniej jeden hok, gdyz
wiemy, Ze maiac dane trzy katy , kto-
rych summa iest réwna dwom katom
prostym , mozna, biorge za jeden bok
linija jakakolwiek , wykrealnc nieo-
graniczong liczbe tréjkatow tez katy
zamykajacych, lecz trijkaty te bgdg
sobie tylko podobne, ale nie réwne.

Jeometrya podaie bardzo proste i
Yatwe sposoby kréslenia tréjkatow ,
ile razy tylko moga bydz wyznaczone
za pomoca niektory ch ich czgsei, lecz
sposoby. te réwnie iak wszystkie ione
oparte na samém t)lko kreslemu,
kiérychby w pomoc uzy¢ mozna, daja
bardzo mierne i czestokroé niedosta«
teczne przyblizenie , z przyczyny nie-
doktadnoéci narzedzi do kreslenia u-
‘Zywanych. Dla tego tez starano sig
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zastapi¢ wykreslenie rachunkiem, aby
tym sposobem wyznaczy¢ niewiadome
cz¢sci trojkata z jak naywigkszg doe
ktadooscia.

Nauka podd)aca sposoby wyracho-
wania trzech czesSci niewiadomych tréj«
kata za pomoca trzech innych wiado=
m)ch, mu;dzy ktéremi znaydu)e sxg
pu,ynd]mme] jeden bok , iezeli tréj=
katiest prostokresiny, nazywa sig Fry-
gonometryg. VYyrachowanie za$ nie=
wnadomych czgsei tréjkata nazywa sie
rozwigzaniem tréjkata.

2. Aby pewna dtugod¢ wyrazié w licze
bach, poréwnywamy ja zinna dlugo=
- Scig wzwtq za jedno$é np. z tokciem,
pretem it d. kazdy wige bok tro]kata
l‘OWny jest pewnéj liczbie fokei, pre-
tow it d.
3. Miara katéw sa luki zawarte miedzy
ich ramionami, nakrellone jakimkol-
wiek promieniem z ich wierzcholkéw,
jako srodkéw, aby i te wielkosci wy-
razi¢ w liczbach, podzielono okrag
kota na pewna liezbe cz¢Sci rownych,
stopniami zwauych , kazdy wige kat,
lub tuk bgdacy jego miarg, moina
wyrazi¢ przez liczbe tychie stopni. Das<
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whniejsi Jeometrowie dzielili okrag ko
fa na 360 stopni, stopien na 60 minut,
minute na 60 sekand it. 4. Lecz dla
pnzbycia si¢ liczb wielorakich, podcig-
nigto i miary katéw pod podzial dzie-
sxqtuy ; a bxorqc za ]edno=c czwarta
czgS¢ okregu, ktéra ]ést miara kqta
prostego, podzielono ja na sto stopni,
stopient na sto minut, minut¢ na sto
sekund i t.d. Stopnie, minuty i sekundy
wskazuja  si¢ znakami ©7 7" Tak
np. 14 stopni, 9 minut, 37 sekund,
wyrazi si¢ przez 14°9'37" ; wnowym
za$ podzidle, powyi*za liczba stopni,
minut i1 sekund porownana z czwarta
czo*ama okregn waziela za jednodé wy-
razi si¢ w ulomku 0. 14937; w tym
albowiem podziale stopnie sa setnemi
czeSciami % okregu, minuty dziesigcio-
tysiacznemi, a sekandy milionowemi.

Linijach trygonometrycznych i uzy-
ciw znakéw —+ t — dla wskazania
przeciwnego poloZenia.

Poniewaz w rozwiazaniu trojkata nie
tylko pntr"e}m mieé wzglad na )6‘"0
boki, ale i na katy; starano si¢ wiee
naprzod odkry¢ stosunki mu‘:dz) temi
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wielkosciami ; lecz gdy si¢ przekonano
ze stosunki katéw tréykata, rowme]ak
stosunki Tukéw bedgcych ich miarami
nie s3 réwne stosunkom bokéw (jak
si¢ to najwyrazniés pokazuje w tréjka-
cie prostokatnym, rewnoramiennym,
w ktérym lubo kazdy kat ostry jest
polowa kata prostego, kazdy jednak
bok  przylegly katowi prostemu jest
wi¢kszy od polowy przeciwprosto-
katnéj) postanowiono wprowadzié¢ do
rachanku , zamiast lnkéw zakreslonych
jednym i niezmiennym promieniem,
ich cicciwy. W tym celu ulozono ta-
blice zamykajace waznosci tukéw w
stopniach i minutach ,a obok nich wa-
znosci  odpowiadajacych im ecigciw ,
albo raczéj stosunki tych cigciw do
promienia. Za pomoca taklch tablic
mozna bylo zawsze znaléié cigeiwg
odpowiadajyca dancmu iukowx, i tuk
odpowiadajacy dane] cigciwie. Tym
sposobem rozwiazanie trnlklgla przy-
wiedzione gzostato ostatecznie do ufoze-
nia stosunkéw. migdzy linijami proste-
mi. Tablice takie fatwo byto obli-
czy¢, zaczynajac rachunek od tuku
l\tmego wiadoma jest ci¢gciwa np. od’

% okrygu; daléj za pomoca formul na
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cigciwe tuku dwa razy wickszega,
cigeiwe summy lub roznicy dwoch
tukéw, i t. d. mozna znalei¢ cigciwy
wszystkich tukow.

Nakoniec odkryto zwiazek miedzy
cigciwami lub ich polowami, ainne=
mi linijami prosteml dotyka)acemx 0-
kregu lub go przecma]acemx i stosun=
kéw miedzy niemi nzyto zamiast sto-
sunkow miedzy cigciwami, a tém sa-
mém katami. Linlje _proste pomigdzy
ktéremi stosunek mozna brac¢ zamiast
stosunkn migdzy katami, nazywa;q su‘
linijami trygonometrycznemi.

Niech bedzie AMBB' ( fig. 1.) okrag
kota zakreélony promieniem OAj; AVL
tuk bedacy miara kata AOM. Z pun-
ktu M spusémy MP, prostopadia do,
promienia AO, i MQ. prostopadta do,
promienia OB; z punktu za$ A, wy-
prowadzmy prostopadta AT do AO {
przedtuzmy ja az do przecigcia OM
w punkcie T, nakoniec z punktu B,
wyprowadzmv BS prostopadta do OB,
przedluzajac ja do praecigeia ()M w pan-
kcie S.

Prostopadla MP, nazywa sie wstawa
Tuku AM. Wstawa zatéin tuku jest to,
prostopadia spuszczona z jeduego Kori
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¢a tuku na promient przechodzacy
przez drugi kouiec tegoz fuku.

Linija AT, nazywa si¢ styczna tuku
AM; styczna wige try gonometryczoa tu-
ku jest to prostopadta do promienia prze=
chodzacego przez ]eden koniec tuku,
przediuzona do przeciecia si¢ z proe-
mieniem przechodzacym przez drugl
koniec tegoz tuku.

Linija OT. nazywa si¢ sieczng tukn
AM; sieczna zatém trygonometryczoa
luku jest czgs¢ przedtuZonego promie-
nia przechodzacego przez jeden ko-
niec fuku, zawarta migdzy Srodkiem
kota a styczna wyprowadzona z dru-
giego korica tegoz tuku.

Gdy fuk AM, naa“iemy X, Jego
wstawe, styczna i sieczna oznaczymy
w skroceniu nastepujacym sposobem :
MP=wst:x. AT=sty: x. OT==siecz: x.
Przedluzywszy linija MP, do przecigcia
okregu w punkcie N; widzimy ze cig-
ciwa MN, iest dwa razy wicksza od
MP i tuk MAN dwa razy wiekszy od
AM. a ztad wnieaiemy, ze wstawa
tuku jest polowa cigeiwy tuku dwa ra-
2y wickszegn. Gdy r. znaczy p(Oml =1
kota, bok kwadratu w kolo wpisane-
8o iestr\/2; a ze bok ten jest cigcing
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Yuku 90°, wu;c polowa r\/ 2, iest wsta=
wa 452, to iest: wst. 4 5°“"PV9

Podobniez bok szesciokata Foremnego
wkolo wpisanego, jest rowny promie-

nlowir, i jest cicciwa 60°, wige g Jest

wstawa 309,

5. Dopelnieniem tuku lub kata. nazywa sig
luk lub kat, ktéry dodany do pier-
wszego czyni znim 90°. Gdy fuk jest
wickszy od 90°, lub gdy kat wigkszy
]est od kata prostego, jego dopelnienie
jest od}vmne tak np. dopetnienie fuku
lub kata 127° iest — 37°. Gdy za$ luk
lub kat jest mniejszy od 909, jego do-
pelnienie jest dodatne mp. dopelnienie
69 iest, 4 21°; z dwdeh wige katow
ostrych w tréjkacie prostokatnym je-
den jest dopelnieniem drugiego.

Ffiuk BM, jest dopelnieniem tuku AM,
Koije MQ, BS i OS to iest wstawa,
styczna i sieczna, tuku BM, dopet-
niajacego tuk AM nazywaja si¢: do-
stawa, dotyczna, dosieczna fuku AM.
w skrocenin wyraza sig:

MQ = dnstx. BS=dotycz. x.0S= dosie. x.

Ztad wypada ze:
wst (90°— x) =dost. x: sty (90°—x)=
dot x. siecz ( Y0°~—x ) = dosic. X,
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Poniewaz MQ=0P, wngc dostaw a fu-
ku ]est rowna czeSci promienia za-

warté] miedzy ¢rodkiem kota a spod-
kiem wstawy.

6. Linija AP. zawarta miedzy kordcem tu-
kn a spodkiem wstawy, nazywa sie
wstawa odwrotna tuku AM, a linija
BQ, dostawa odwrotna tegoz luku. Te
dwie linije, z ktérych pierwsza jest
réznica miedzy promieniem a dostawa,
a druga rdznicg miqdzy promieniem a
wstaw.g rzadko sa uzywane.

7. Dajac nastepnie punkm\u M rozmaite
potozenia na okregu ,linije trygonome-
tryczoe, moga wziac poloienie zupetoie
przeciwne temu, ktére maja, gdy {uk
AM jest mniejszy od 90°. Uwazajac np.
tuk AM' kt6rego dopelnienie BM' jest
odjemne, widzimy, ze jego dostawa QM"
albo OP' przypada z lew¢] strony pun-
ktu O, gdy w pxerwszym razie przypa-
data z prawéj strony tegoz punktu.
Takie zmiany w poloZeniu linij, przy-

czyniaja sie w ogélnoéei do utrudzenia
rachunku, ‘jak to w nastepujacém za-
gadnieniu zobaczymy. Niech bgdzie
ABX linija jakakolwiek (fig.2) na
ktéréj dane sa dwa punkta A i B. od-
legle od siebie o linija AB= a. Przy-
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pusciwszy ze wiadoma jest odlegloéé X
pewnego punktu M, na téjze linii u-
wazanego, od punktu B; znajdimy od-
legtosc tegoz punktu od punktu A.

Odlegtos¢ szukang 0ZNaczy Wszy Przez. z,
bedzie :
z.._,-a+ X, albp z—a-— x.
wedlug tego, iak punkt M znajduje
si¢ za punktem B, lub przed punktem
B; tak iz do wyznaczenia dwoch ro-
znych polozen punktu M, wypada za-
stosowaé dwie formuly. Lecz uniknie-
my téj niedogodnosci i jedna formuta
bydzie dostdtecznq , dajae tylko przeci-
woe znaki przed odleglcéciami majgce-
mi przeciwne polozeme wzglqdem pun-
ktu B. I tak gdy w pwrwazem rowna=
niu z==a X, uczynimy nast¢pnie x=—=
+MBix —— MB, vsypadme ZEza +
MB,iz =— a — MB; co tez bydz powin-
no.Tym sposobem pierwsza formula da
si¢ zastosowaé do wszystkich polozen
punktu M. a druga bedzie tem samém
niepotrzebna.  Moznaby takze wziac¢
X, dodatne w kierunku BA, a odjemne
w kierunku BX, a wtedy z drugié) for-
muly otrzymalibySmy kazde polozenie
punktu M, a pierwsza bylaby nie po-
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Yrzebna, Lubo z latwosciaby mozna
wwce] pnda¢ przykladéw, poprzedza-
jacy jednak do~tateczny ]est do przea
konania, o waZnosci nastepujacego pra-
widla:

Uwazaiac na linii )aLIe]kolwnek pro=
stéj lub kt‘zywe] rézne odleglosci,
kitérych wcpoln)m poczatkiem jest
punkt staly téjze linii, wprowadzimy
do rachunku ndleglnscl majacé prze-
ciwne polozenie wzgledem wspolnego
poczatku, dajac przed jednemi znak
-4, a przed drugiemi znak —:

Strona odleglosti dodutn}ch )eat zu-=
pelni¢ dowolna, lecz gdy jest raz o-
brana, odlegloéci odjemne powinny
bydz brane w stronie przeciwunéj. Li-
nije trygonometryczne uwazaja si¢ pos
spolicie za dodatne w takiém potoze-
niu, jakie mdja gdy luk jest mniejszy
od 909, to iest od 7 okregus
Uwazajmy teraz jakie zmiany dzxe]a si¢
w liniiach trygonometrycznych, gdy
si¢ tuk pow1§kszalub zmme]sza. Kiedy
promied OM, przystaje do OA , tuk AM
jest O; wstawa jego jest O, styczna
0, sieczna OA, dostawa UA, dotyczna za$
i dosieczna nieskonczenie wielkie; bo

linije BS i OS powigkszaja si¢ w miarg
http://rcin.org.pl
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zblizenia sie promiénia OM do DA,
moga si¢ sta¢ tak wielkiemi jak t)lkn
chcemy: Oznaczywszy wiec promien
przezr, bgdue

wstO—

dmtO—-r dot. ()___oo dnaO_ >

Gdy promieri OM, idzie ku OB to
jest gdy sig fuk powigksza; wstawa ;
styczna i sieczna powigkszaja sie takze ;
a przeciwnie dostawa, dotyczna i do-
siecina zinniejszaja sie.

Gdy punkt M. przyjdzie do érodkd
hiku AB, tuk AM zawiera 45°, tréj-
kat GMP, jest rownoramxenny, a za-
témm MP=0P, to ]eﬂt wstawa jest réwna
dostawie; aze 2MP2_r?, wiec MP. =
-,r\/Q, a tém samém : wst452- dost

452_ ey 2.

'lxo)kdt) OAT i OBS s3 takze rd.
wnoramienne i rowne; wu;cAI‘-..BS
== OA, to jest:! styczna i dotyczna sg
réwne promieniowi; czyli:

sty453.= dot 452_r.

Nakooiec poniewaz OT=O0S, wiec¢

sieczna jest rowna dosiecznéj, a ze

w trojkacie OAT, OTZ. 2r* czyli OF

__1\/ Wl(}C
siecz 4502~ dos4o-— V2
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Gdy punkt M przyjdzie do punktu B,
luk AB, bedzie czwartg czgsc:a okre-
gu czyhf90° vsstawa jego bt‘due
BO, styczna } sieczna nieskoriczenie
wielkie, dostdWwa zero dotycczha Zero
dosiécsna OB. a zatém,

Wst90%. ) shy90 0 efenh 908 5 .
dost902-0 dot902-0. dos. 902=r.

Waznosci te wypadaja takze z wa-
znoSci ktéresmy otrzymali uwaZajac
tuk 0; bo skoro tuki 0i 90° dopetniaja
sig , musi wige bydé wst902-—. dosto=r.
sty902 dot.o== ¢ siecz9(02dosiecz.0= 25
i odwrotnie dost90°2_wst.0=0, dot902_.
stycz. O=O0. dosiecz 90°==siecz0 =r.

9. Przypuiémy teraz, ze promied OM, o-
b[aca)ac si¢ ciagle wzial potozenie OM),
i uwatajmy fuk AMY; wstawa tego
tuku jest M'P' PopmwadzivvszyMl\’l‘
rownoodlegla od AA', i wykresliwszy
wszystkie linije trygonometryczne ,
spostrzezemy , ze wstawy MP, i M'P' sg
sobie réwne, to iest, Ze wstAM'=—
7“AM. Poniewaz dla otrzymania sty-
cznej tuku AM' przediuzyé potrzeba
promieri OM', ponizéj Srednicy AA',
wu;c styczna AT, ma]ac potozenie prze-
ciwne pierwszemn jest odjemna; a ze
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trojkaty OAT i OAT' sg réwne, wicé
AT'=AT, toiest «t)A’Vl—‘-—stVAM

Sieczna {uku AM' iest O1", linija ta
jako ni¢ przypadajaca na kievunku pro=
mienia OM' | z 1€} samé) strony $rodka
kola co punkt M, lécz ze strony prze-
ciwngj, ]est odjemna; a Ze nadto OT'=
OT wigc siecz AM ' —=—siecz AM.

Podobne uwagi stosuja si¢ do dosta-
WY dotycznéj, i dosiecznéj. Fuk AM'
jest wigkszy od 90¢, wige dopelnienié
jego jest odjemne, nad to dostawa QM
lub OP', znaydujac sie z lewéj stro-.
ny punktn O, powinna byé wzicta
ze znakiem odjemnym. ToZz samo sto=
suje si¢ do dotycznéj BS'. Co si¢ tycze
dosieczng) OS' téj nie potrzeba brad zeé
znakiem od)emn)m bo ptzypdda na
promieniu OM, z téj saméj strony Srod-
ka kotacn punkt M Trn]katy OQM i
OQM', tudziez OBS i OBS'sg réwne,
wige QM'=QM, BS'=BS i 08'=0S:
a ztad : : it

dost AM'—=— dost AM, dot AM'—=
= dotAM, dosiéczAM'= dosiecz AM.
Spelnieniem tuka lub kata, nazywa
si¢ tuk lub kat, ktéry dodany do
niego czyni 180", to iest poloqugu,‘
lub dwa katy proste; wige tuk AM

lub
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Inb jemu réwny AM, jest spefnieniem
tuku AM‘, a wlasnosci dopiero wska-
zane mozna w ten sposob wysfowuf
Dwa tuki spefniajace si¢ maja réwne
linie trygonometry czue, “lecz przem-
wnémi znakami, précz wstawy i dosie-
cznej ktdre znaku nie zmieniaja.

Aby te wiasnosci wyrazié przez rd-
wnania oznaczmy przez x fuk AM)
bgdzie AM—A'M'=180°%=—2x, a ztad:
f‘% wst: ao= wst: (180°—x),

J oy Styrx=—sty: (180°—zx),
J.u,' siecz: x—=—siecz: (180°—x),
s« dost: ae==—dost: (180°—=z) (1),
dot: x—=— dot: (180°—ux),
“sedos: e==dos: (!80°—x).

Ztad jeszcze widzimy, ze od 90° do
180° wstawa, styczna i sieczna zmniej-
szaja sie, a przeciwnie dostawa, doty-
czna, dosieczna powiekszaja sie.

Gdy promien OM, przyjdzie do OA),
tuk przez punkt M przebiezony wyno-
si 180°, a

wst: 180°=0 dost: 180°—=—
sty: 180°—=0 dot: 180°—=—w0,
siecz: 180°=—r. dos: 180°=wp

Wszystkie te waznoéci wyprowadzié
sig dadza z réwnan( ) czyniac 2=180°,

.
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tak »p. réwonanie dost: x = -~ dost:
(180° — ), daje w tym razie dost:
180°—=— dost: 0, a e dost: 0=r, wiec
dosts 180°=—r.

Kiedy promien OM, weZmie pofo-
zenie ON’, fuk AM zmienif sie pa
AMM'A'N, wickszy od 1809, a mniej-
szy od 270°; pxomier’x ON' prezedtuz-
my do przeciecia okregu wpunkcie
M, i spuiémy pxostopadfe NP i MP
do érednicy AA', bedzie A'N'=— AM.
NP'=MP, czyli OQ 0Q' i OP'=0P;
lecz ze ]edm z tych lun] maja prze-
ciwne pofozenie wegledem Srednicy
AA', a drugie wzu,cdem punktu 0;
wzlad j* przeto nalezy zpuecaneml
znakamx, idzie zatém, ze wstawa 1 do-
stawa fuku wuekszegn 0d180°, a mme]-
szego od 270° sa réwae, lecz z przeci-
wnémi znakemi wstawie i dostawle
tuku, ktdry jest rdinica miegdzy fu-
kiem danym a pdi-okregiem, Stycz-
na AT i dotyczna BS. fuku ABA'N',
sa fe same co fuku AM; wiegc stycz-
pa idotyczna fuku zawartego miedzy
180° i 270° sa dodatne i réwne stycz-
nej, fuku rdéwnego rdinicy miedzy

fukiem danym a pdt-okregiem. Nako-
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‘niec sieczna fuku ABA'N), jest OT, a
dosieczna 08, te same co fuku AM,
lecz odjemne, jako nieprzypadajace na
kierunku promienia ON', ale na jego
przedloZenin. Oznaczywszy zstém fuk
AM'=AM=—A'N" przez x, bedzie fuk
AMMA'N=180°+z, a ztad:

Zimwst: (180°4-z)=—wst: a,

79 sty: (180°f-x)==sty: ,

o, slecz: (180°4-x)=-—siecz: x,

‘osr dost: (180°4-z)==—dost: = (2),
Jutsy, dot: (180°4-2)==dot: @,

L% cdos: (1800 4-x)—=—dos: 2.

10, Gdy promien OM przyjdzie do OB' fuk
bedzie zawieraf 270°, jego wstawa be-
dzie=r, dostawa O, stycz:— oo, siecz-
na—co, dotycznu O, a dosieczna —r.,
Gdy 2a$ promien OM weZmie pofo-
zenie ON tuk AMBN'B’N, bedzie
wiekszy od 270°, a muiejszy od 360°;
zpunktu N spusciwszy prostopadfa NP
i przedfuZywszy ja do M, bedzie
AM=AN i MP=NP, nadto dostawa
OP, jest wspdlna dwém fukom AMBB'N
i AM; wiec wstawa 1uku zawartego
‘miedzy 270° a 360°, jest réwna, lecz
z przeciwnym znakiem, wstawie, fuku
bedacego réznica miedzy t;ﬂym okre-

2 *
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giem a fokiem danym, dostawa za$
jest taz sama dla obu fukdw.
Styczna AT‘ i dostyczna BS' fuku

" ABAB'N, sa réwne styczne] idotycz-

nej fuku AM, lecz maja polozenie
przemwne, obie wiec sa odjemne, a
tém samém styczna i dotyezna fukn
zawartego miedzy 270° a360°, jest
réwna, lecz z przeciwnym znakiem
stycznej i dotycznej fuku rdwnego
réznicy migdzy catym okregiem a
fukiem uwazanym. Wreszcie sieczna
fuka ABA’B'N, jest OT'=0T, a do-
sieczna OS'=08; z tych pierwsza jest
dodatna, jako przypadajaca pa kie-
runku promienia przez koniec uwa-
zanego fuku przechodzacego, druga

" za$ odjemna. Oznaczywszy wiec fuk

11.

AN=AM przez x, bedzietuk ABA'B’'N
=300°—x, a ztad:
wst: (360°—ac)=—=— wst: z,
sty: (360° —x)=—sty: x,
siecz: (360° —x)=siecz: x,
dost: (360°—z)=dost: x... (3),
dot: (360°—x)—=—dot: ,
dosiecz: (360°—:c)—"—dos a5
Nakoniec gdy promien OM wrdci do
potozenia OA, fuk przebiezony przez
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punkt M, bedzie réwny okregowi, a
jego linie trygonometryczne beda te
same co fuku zero. Nareszcie przy-
pusciwszy -ze punkt M po opisanin
jednego lub kilka okregdw, wraca do
tych samych pofozen, jakie miaf opi-
sujac pierwszy okrag, linie trygono-
metryczne przybiora waznoéci poprze-
dnio wyznaczone, to jest Ze w ogdlno-
Scis

wst: (360°-z)=wst: x,

sty: (360°4-x)—sty: x,

siecz: (360°+4ac)=siecz: x,

dost: (360°4-2)—dost: x,

dot: (360°+4-x)=dot: x, (3 bis),

dosie: (360 °ac)=dosie: .

. Wypada nam teraz méwié o fukach

odjemnych, to jest o fukach, ktére
zakresla promien OM, obracajac sie
w kierunku ADB'A' przeciwnym pier-
wszemu.

Niech bgda dwa fuki AM i AN,
fig: 1 réwne, lecz przeciwnie pofozo-
ne wzgledem S$rednicy AA', ktdre na-
zwijmy x,i—x; ichuwstawy MP i NP,
sq takze rowne, lecz przeciwaie po-
fozone. -Aby wynaleZé dostawy, uwa-
zac¢ nalezy, ze dopefnienia tukdw =z,
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i—x, sa 90°—a { 90°~+-=, to jest: fuki
BMi i BMN, ktorych wstawy MQ i NQ'
sa réwne i maja 1ednakowe pofozenie
wzgledem érednicy BB'. Ztad wypa-
da, ze wst: (—x) === wst: x, a dost:
(—x)== dost: ... (4).

Lubo pa figurze fuki AM i AN, s3
maniejsze od 90°, formuly jednak te
sa ogdlne; bo oczywista jest, ze po-
wiekszajac ‘oba fuki, tak zeby sobie
zawsze byly rdwne, ich wstawy MP
i NP, nie przestang bydZ réwne i
przeciwnie pofoZone, a wiec zawsze
bedzie wst: (—x)—— wst: @. Rrzypu-
éciwszy, ze fuki sa wieksze od 90°,
jak np, fuki ABM"{ AB'N, i uczyniw-
sty ABM'=z, a—AB'N=—a. Dopei-
nienie 90° — @ pierwszego fuku, to
jest fuk BM', lezacy z lewe] strony
punktn B, jest odjemne dopefmeme,
za§ 90°+ x drugiego fuku jest fuk
BAN, lezacy zawsze z prawej strony
punktu B jest dodatne; a Ze wstawy
MQ iN'Q' fukdw dopetniajacych, sa
réwane i maja to samo potozenie wzgle-
dem Sredniey BB', wigc zawsze dost:
(—x)= dost: . Uwazaé tu nalezy:
10, ze wielkos¢ i pofozemo dostawy
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fukuo p.ueuokolwlek dodatnego lub
odjemnego, ozniacza zawsze odlegl‘.osc
spodka wstawy od érodks kota,

29, Z» formuoty (1), (2), (3), 1),
dotad wyprowadzone, stosuja sie do
wszystkich fukéw dodataych Tab’ od-
jemuych. Jakoz w formufy (1) wst:
a—=—wst: (180°—ux) i dost: *—=— dosl:
(130° —x), dowiedzione tylko na przy-
padek tukdw zawartych miedzy O a
180%— wstawiwszy 180°+ 2, atrzy-
11]8[1)&

wsts (180°4-ac) ==wst: (—x),

-~ dost: (180° 4-a)=—=— dost: (—x).

Rdwnania prawdziwe na mocy ré-
wnan (2) i (4).

VWstawisjac, —» za z, formuly (-))
beda takze prawdziwe, a tém samém
stosu)«l sie do wszystkich fukdw.

3%, Formuiy (2) dowiedzione na
wszystkie fuki dodatne, rozeiagaja sie
takze do fukow odjemaych; jakoz za-
mieniwszy w nich x na —ac, wypadaie:
wst:(180° —x)==—wst:(=—x)—=wst: ac,
dos:(180° —a)=—4qdos:(—x)==—dos:x

4°. Poniewaz przez dodawanie 130°
do fuku jakiegokolwiek -}z, lub —x,
zisienia si¢ tylko zonak wstawy i do-
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stawy; wigc przez dodawanie 360°,
zadna zmiana miejsca nie ma, a tém
samém formuty (3 bis) sto suja sie tak-
ze i do fukéw odjemnych.

Nic teraz iatme]szego, jak przywiesdz
do pierwszej § okregu linie trygono-
metryczne ]aklegokolwnek fuku. Niech
bedzie np. fuk a=1139°, kidérego
wstawq znaleZzd chcemy. Od fuku te-
go odejmijmy tyle razy 360°, ile razy
to uczyni¢ moZzna, otrzymamy reszte
59°, a wiec wst: = wst: 59°. Gdyby
po odciagnieciu pewnej liczby razy
360°, od fuku danego pozostafa re-
szta byfa wieksza od 180°, odja¢ od
niej potrzeba l80°, a linia trygonome-
tryczna fukn ta reszta wskazanego,
bedzie szukana llmq trygonemetryca-
na fuku denego.

y tego cosémy dotad powiedzieli wy-
pada: 1°, ze linie trygenometryczne
wszystkich fukdw wiekszych od } o-
kregu, sa te same co fukdw mniej-
szych, 1 rdznia si¢ tylko znakami,
ktdre przed jednemi sa dodatue, a
przed drugiemi odjemne, tak Zze z sze-
sciu linij trygonometrycznych cztery
sa zawsze odjemne, a dwie dodatue.
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I tak foki konczace sie w drnme]
. wiartce kofa, maja wstawe i dosie-
czng dodatna, a dostawe stycznalsie-
czng od]emna. Luki® konczace sig
w trzeeiej éwiartce, maja styﬂzna i do-
tyczna dodatna, a wstawe, dostawe,
sieczna 1dosxeczna od]emna Nakoniec
fuki konczace sie w czwartej dwiartce
maja dostawe i sieczna dodatna, a wsta-
we styczna, dotyczna i dosieczna od]f--
mna.

29, Ze = lini] trygonometrycznych
dwie, to jest: wstawa idostawa sa za=
wszezawarte migdzy granicami--ri—r,
to jest: Ze moga przcchodzié przez
wszystkie stany “wielkoici od 0 do-f-r,
i od 0 do—r, lecz nigdy tych granic
nie przechodza. Dwie inne, sieczne
i dosieczne, moga sie stad tak wielkie
jak tylko chcemy, lecz maja 4 ri—r
za granice ubywania, to jest: Ze rosna
dodatnie od-r, do -} e, a odjemnie
od —r, do— o, a tém samém nie
moga mied waznoéci zawartych mig-
dzy—+r i—r.

Nakoniec dwie ostatuie, styczna i
dotyczna, moga mied wszelkie wazno-
Sci od 0 do+,1i0d 0 do =—w.
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O tukach odpowiadajgcyck danef
wstawie, dostawie i t. d.

14. Z wiadomosci poprzednio wyfoZonych
przekonywamy sig, Ze jest nieograni-
czona liczba tukdw, majacych tez sa-
me linie trygonometryczue. Przy-
pusémy wige, Ze mawy jedng 2z nich
dena, i szukajmy fukéw j ]e] odpowia-
da]acych Dajmy na to, ze fuk jest
dany przez swoja wstawe, i niech be-
dzie np, x» —%tuk. wst: =—=a. Waia-
wszy punkt A za poczatek fukdw, na
promienin OB, (fig. ) prostopadfym do
OA, odetnijmy QO==a, i przez punkt
Q poprowadZmy MM, rédwnolegfa od
OA; tu juz widzimy, Ze ® moze zna-
czy¢ wszystkie tuki, konczace sie
w punktach MiM'. Nazwijmy « fuk
AM, H, pof-okregu czyli 180°, fuk
AM' bedzie réwny H—« a fuki do-
datne ikonczace sie w punktach M i
m, zamkmgte beda w dwoch nastepu-
jacych szeregach:

2 H+4e, 4 H4-«, 6 H44...
H—s, 3 H~¢,bH—«, 7 H—x...
Lok ABM=—2 H—s, a tuk AB'M'
=—H-}«; dodawszy do kazdego z nich
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pewna liczbe < okregdw, i wziawszy
- odjemne fuki, z dodenia wynikajgee,
otrzymamy wszystkie fuki odjemne
odpowiadajace danej wstawie, to jests
—2H+4-a,—4H -+« —6H-a...
—H—z, —3H—s, —SH—a...

Wszystkie fuki wtych czterech sze«
regach zawarte, moga bydZ wyraZo-
ne wdwdch dosyd prostych formutach.
Poniewaz wdwdch z tych szeregdw,
to jest: w pierwszym i trzecim, fuk «,
jest dodany do parzystej liczby pot-
okregéw H, tale dodatnych jak odje-
moych; wdwdch zaé drugich, to jest
dengim i czwartym odjety od niepa-
rzystéj liczby tychze pof-okregdw;
wiec oznaczywszy przez k liczbe jaka-
kolwiek dodatna lub odjemna, ktéra
pawet moze bydZ réwna zero, wszy-
stkie te fuki zamkniemy w formu-
fach:

x=2kH-}-2; 2=(2k-}-1) H—s, (1).

Woprzykfadzie poprzedzejacym wzig-
lismy « dodatne; gdyby zas byfo a=
fuk wst: ==—a; odcielibyémy OQ'=a
na OB, a poprowadziwszy przez punkt
Q', rdwnolegia MN od AA), znelezlis
bysmy, Ze fukami odpowiadajacemi
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danej wstawie ~»a, sa fuki konezace
sie w punktagh N i N. Naznaczmy
ABN'=w, bedzie ABN—=3H-—s, AB'N'
—2H—s, AN—e—H; wiecfuki z, tak
odjedmne jak dodatne, odpowiadajace
wstawie —a, czyli QQ', sa:
YL, < MO ARG
3H—«, 5H—e«, TH—a...,
_2H+¢,——4H+a,—611+0...,
H_’“,—-H_“)—gH'—d.u
ktére jak fatwo poznad, sa takZe ob-
jete w formufach (1).

Gdy & jest wiecksze od promienia,
fuk z jest urojony, bo jak wiemy naj-
wieksza waznosé dodatna wstawy i do-
stawy jest -}, a odjemna —r.
ZnajdZmy teraz fuk odpowiadejacy
danej dostawie, niech bedzie np, =
fuk dost: ==a. Gdy @ jest dodatne, na
promieniu OA, odetnijmy OP=e, i
z punktu P, wyprowadZmy prostopa-
dfa MN. 'Wazno$ciami x, beda fuki
tak dodatne jak odjemne, konczace
sie w punktach M i N. Uczyniwszy
AM=e«, wszystkie tefuki zamkniemy
w czterech pastepujacych szeregach:

a, 2H+«, AH-a...;
2H—a, dH=—¢, t H—u,,.;
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_.29 s

—a, =2 —z, AH—s...;
O:H+“ -—4H+u,-—6H+u .

a ztad wniesiemy, Ze oznaczywszy przez

k, liczbe jakakolwiek catkowita do-
datna lub odjemna; mozna’ bedne te
wszyathe fuki ob]ac w dwdch formu-
fach nastepujacych:

.’L‘_.-hd‘)/fH—{—u x__Q]{I{-—a (2).

Gdy a bedzie odjemne, to jest: gdy
bedzie aa— “Fuk dost: =—=—a, potrzeba
odcia¢ @, na promienia OA’; a w tym
razie oznaczywszy przez «, fuk AMM,
dojdziemy do tych samych wypadkdw,
co w przypadku poprzedzsjacym. Gdy
a jest wieksze od promienia, fuk o
jest urojony.

Szukajmy teraz fuku odpowiadajacego
danej stycznej. Niech bedzie np. x—
fuk stycz: =a. Wziawszy e za doda-
toe, weZmy styczng A'T—a, nad pro-
mieniem OA, i poprowadZmy linig
TMN', przechodzaeg przez $rodek
kofa. Liniata przetme okrag w pun-
ktach M i N, a waznosciami o, hedq
wszystkle fuki dodatne i od)emnn kon-
czace sie w punktach MiIN'. Nazna-
czywszy AM=s«, bedzie AMN'=H-4;
ANM=—2H—«, AN'—H—--, a fuki szu-
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kane zamknad moZna w nastepujacych
czterech szeregach:
@, ...H—f-—u 4}_[—*—0
H-l-2, 3H e, 5[‘I+n,
....2H—f—w,—-4[{+u,-—6H+u o
—H-a, -3+ 2,—5Ht ..

Tu widzimy, Ze fuk «, jest doda-
wany do pewnej liczby pdt-okregdw
dodatnych lub odjemuych, a tém sa-
mém, ze fnkiszukane wyrazi¢ mozna
w nastepujacej formule ogdlnej:

x=kH-+s.... (3)

Gdy styczna @ jest odjemna, odciad
ja potrzeba ma A'l', ponizej OA, « zna-
czy w tenczas fuk zawarty miedzy 90°
a 180°, np. ABM.

Nie zastanawiamy sie tu nad przypad=
kiem, w ktérymby tuk byt dany przez
inna linia trygonometryczna, bo fa-
two sie domyéled mozuna, ze fuki ma-
jace te same wstawe albo dostawe, albo
tez styczna, mej3 takze te same do-
tyczna, sieczna i dosieczna, jak to
w krdtce zobaczymy, poznawszy zwiaz-
ki zachodzace miedzy liniami trygo-
nometrycznemi Formufy wiec (1),
(2), (3), stosuja sie i do przypadku,
w ktérym fuk ]ust dany przez dotys
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czna, sieczng lub dosieczng. Pamigtad
tylko potrzeba, Ze & znaczy zawsze
najmniejszy z fukdéw edpowiad-jacych
danej linii trygonometrycznej, zawar-
ty miedzy O a 360°% H, pdt-okregn,
a k, liczbe catkowita jakakolwiek, do-
datna lub odjemng, ktéra nawet mo-
Ze bydz i zero.

Przywiedzenie linij trygonometrycznych
do prostych scosunkow.

18. PoniewaZ w trygonometryi Ink uwaza
sig tylko za miare kata, z tego wigo
wzgledu nie dajemy uwagi na jego
wielko§é bezwzgledna; lecz jedynie
na jego stosunek do okregu, kidrego
jest czescia. Stosunek ten jako wska-
zany liczha stopni zawartych w fuku,
jest dostateczny do wyznaczenia kata
jemu -odpowiadajacego; wszystkie al-
bowiem fuki zawarte miedzy ramio-
nami jednego kata, zakreslone jakie-
mikolwiek badZ promieniami z jrgo
wierzchotka, jako érodks, zamyke«ja
réwna liczbe stopni.

Stosunki migdzy liniami trygono-
metrycznemi tych fukdw, a promies
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A

niami kdf, do ktdrych naleza, zawisty
takze od liczby stopni. Tak widzimy
(fig: 3), gdzie MP, M'P', M"P"..., sa
wstawy fukdw podobnych zakreélo-
nych promieniami OM, OM', CM"...

. MP_MP M'P\ :

Ze: GM—OM=03" — =+ tetowiec
stosunki, lecz nie wstawy sa wiado-
me, gdy dany jest kat. ToZz samo
powiedzied mozna o 1nnych liniach
tryuonometrycznych Ztad widzimy,
ze nie dingosci beZWZgIedne linij try-
gonomehycznych, ale racze] ich sto-
sunki do promienia powinny wcho-
dzié do rachunku. Stosunki te wpro-
wadzimy do rachunku, biorac za je-
dnoéé promien kofa, w ktérém uwa-
zamy linie trygonometryczne, wtedy
albowiem waznosci liczebne tych linij,
beda juz témi stosunkami. Stosunki
te znane sa takze pod nazwiskiem
wstawy naturalne, dostawy naturalne.
Wrescie gdy rachunek byf wykona-
ny, podfug promienia uwazanego za
jednosd, fatwozmienid wypadki wten
sposéb, aby sie stosowaty do kazdego
innego przypuszczenia na promierin
uczynionego. Bo podfug tego co sie
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dopiero powiedziato, stosunki linij try-
gonometrycznych do promienia w dru-
giem przypuszczeniu, sa réwne liniom
trygonometrycznym w przypuszczeniu

wstiz dost:z
—=wst: a2,

pierwszém, to jest:
sty: @
r

—dost:a, —stycza, a zatém w wy-

padkach otrzymanych podfug promie-
nia wzietego za jednos$é, dosyéd

3 dost:a
wstawid a wst a, za dosta,
sty: @ g3 4

- za stycz: g, aby otrzymad od-

powiadajace wypadki, podfug promie-
nia jikiegokolwiek r.

Ostrzedz tu wypads, Ze nie nalefy
sadzid, iz ]est dfugosd bezwzgledna,
promien I, iinna dfugoéd promien r,
tak jak sa rozne dfuvosu, np. 1-pret,
2 prety i tdj promien jest zawsze
istotnie miewyznaczony. A lubo kazda
linia trygonometryczna danego kata
wyraza inna liczba, stosownie do prLy-
puszczenia uczynionego napromieniu,
liczby jednak te sa zawsze w tym sa-
mym stosunku, to jest w stosunku sta-
Tym do liczby promien oznaczajacej,
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iten teZ stosunek tylko wchodzi do
rachunku.

Zwigzki pomiedzy liniami trygono-
metrycznemi.

20. Z tréjkatédw OMP, OAT, OMOQ. i
0SB, fig: 1, daje sie wyprowadzid
zwiazek sze$ciu linij trygonometrycz-
nych.
1°. W trdjkacie prostokatnym OMP

jest:
Mp*40P2=0A".
9°. W wréjkatach OMP i OTA podo-
boych jest:
AT:MP=0OA:O0P.
i 0T:0M=0A:0P.
3°, Tréjkaty podobne OMQ i 0SB,
dsja nastepnjace proporcye:
B3:MQ=08:0Q,
i 0S:0M=0B:0Q.
Oznaczywszy przez @ fuk AM, przez
r promien OM i zamiast linij, wstawi-
wszy ich naazwiskatrygonometryczae,
to jest wst:a zamiast MP, dost:2, zamiast
QPit d; z powyzszych proporcyi o-
trzymamy pigd nastepujacych rownan:
wst:2a—--dost:2a=r?.... (1),
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r wst: (1

stycz: a=— (D)
J %dost a. '
. '16

N oVE ey dost: « (3)’

__rdost:a
dot: ¢ = we (4)y
wst:
7'2
dosie:a—=a—u .... (5).
wsta: a

Rdéwnanie (1) posfuzy do wyracho-
wania wstawy, za pomoca dostawy i
odwrotnie. Gdy 7p. bedzie dana wst: 1,
otrzymamy dost:a = +V 7 wstita
dwie waznosci rdwne, lecz. z przeci-
wnémi znakami, bo tez jednej wstawie
np. OQ odpowiadaja dwie dostawy OP,
OP' réwne, lecz przecxwme pofozone.

Formuiy 2), (3), )i (5) dadza wa-
Znosci stycznej, sieczuej, dotyczne],

i dosiecznej, gdy bedzie wiadoma waz-
nosé wstawy i dostawy.

21. Dla zastosowania wezmy np. wainosdé

wstawy 30° =g, i zna}dzmy waz-
nosé dostawy, stycznej siecznej i t. d.
tegoz fuku. Dopefnieniem fuku 30°
jest 60°, wiec
wst: 30°=dost: 60°_z.,a dost- 30°=
3

r
wst:60° =——' 3*

http://rcin.org.pl



sty: 30°=dot: 60°==';-3-—§; a dot:
30 ==sty: 60°=rV'3.

siecz: 30°= dosie: 60°:.?'_r..$‘_/_°;

dosiecz: 30°=siecz: 60°=2r.

22. Lubo na figurze uwazalismy fuk e
< 90°, formuly jednak (1), (2),
(3), @i (5) sa ogdlue. Rzecz ta by-
faby oczywista, gdybyémy uwazali
tylko bezwzgledna wielkosd linij try-
gonometrycznych, te linie bowiem two-
rz3 zawsze trojkaty; zktérych mozna
tez formuty otrzymad. Widzimy oraz
ze majac wzglad na znaki, formuta
pierwsza zawsze mie¢ bedzie miejsce,
bo zamyka tylko same kwadraty; wy-
pada przeto zastanowic¢ sie, czyli na
mocy czterech pozostatych formuf,
styczna, sieczna it. d. przybieraja zna-
ki zgodne z ich pofozeniem.

0d 0 do 90°, wstawa i dostawa sa
dodatne, cztery zatem formuty daja na
styczna, sieczna, dotyczna i dosieczna
waznosci dodatne, co tez bydZ powin-
no. 0Od 90° do 180°, wstawa jest do-
datna, dostawa odjemna, waznosci gza=
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tdm stycznej, siecznej i dotycznej wy-
~prowadzone z powyzszych formut sa
odjemne; gdy tym czasem wainosd
doaleczne] jest dodatm, rzeczywiscie
tez figura pokazuje, Ze takie znaki
powinny w tym przypadku mied tez
linie. Od 180° do 270° wstawa i do-
stawa sa odjemne; wigc waznoéci o-
tlzymane z formut (2) i (4) beda w
tym przypadku dodatne, a waZznoSei
z formut (3) i(5) odjemne; co takze
bydz powinno ze wzgledu na pofoze-
nie, jakie wtenczas maja te cztery li-
nie. 0d 270° do 360° wstawa ]est od-
jemna, dostawa dodatna, waznosc1, da-
ne przez formuty (2), (4) i (5) sa w
tym razie odjemne, a waznos$d dana,
przez formuig (3) dodatna, co takie
podfug wykreélenia bydZ powinuno.
Kiedy fuk jest wiekszy od 360°, np.
360°+-a; ]ego wstawa i dostawa maja
te same wazno$é i ten sam znak, co
wstawa i dostawa fuku @; cztery zatém
formuty, oktorych mowa, dadza te
same wypadki, jak gdybysmy 1ylko
uwazali tuk e, bo tez rzeczywiscie
styczna, sieczna i t. d. fuku 360°+aq
$a le same co fuku a.
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Uwazajmy teraz fuki odjemne. Po-
niewaz wst: (—a) =-—wsta:, a dost:
( ~a)=dost:a (l1), wiec zmieniajac
znak fuku, formuty (2)...(5) deja, na
styczna dotyczna i dosieczna waznosci
tez same, lecz zprzecnwnemi znaka-
mi; na sieczna za§ wazno§¢ w niczém
od pierwsze) meodmlenna, wypadki te
zgodne sa zwykreslemem

Sciéle méwiac, moznaby watpié o
rzetelnesei tycb formuf co do fukdw
0, 90°, 180°, 270° i 360°, bo wtedy
trOJkaty nikna; lecz fatwo spostrzeda
ge i wtych przypadkach daja wypad-
ki zgodne z wykreéleniem. Uczyni-
wszy zp. a=90° bedzie: wst: 90°=0,
a tém samém sty: 90°= w, dot: 90°=0,
dosiecz: 90°—r.

Uwaga. Waino§d sty: 90°=w, po-
winna bydz wzieta ze zunakiem = bo
jest razem granica stycznych dodat-
nych istycznych odjemnych, ktdre
wypadaja gdy sig tuk powigksza od 0
do 90°. igdy sie zmme)szd od 90¢
do 180°. ToZz samo rozumied nalezy
0 lnnych liniach trygonometrycznych,
ktdre sie moga staé nieskonczeaie
wielkiemi.
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24.

e B e

Dosyé byfo dowieséd, ze formuty (2)
1(%) sa ogdlue, aby juz z tad woiesé,
ze i Lumulﬁy (4) i (5) sa takie ogolne,
bo te moga bydz wyprowadzone z pier-
wszych, przez wstawienie 90° —a, za-
miast a.

W ogélnosei ile razy tylko rdwnanie
miedzy liniami trygonometrycznemi
pewnych fukdéw, bedzie dowiedzioue
na wszelkie waznosci tychze fukiw,
zawsze mozna w nie wstawi¢ zamiast
tukdw ich dopefnienia, to jest zamie-
nié¢ wst:, stycz:, siecz:, na dost;, dot;,
dosiecz.

Z pieciu réwoan (1).... (5) mozna wy-
pr owadzié wiele innych, a ztych wa-
zniejsze przytoczymy:
12. Rozmnozywszy przez siebie stro-
ny odpowiadajace réwnan (2) i
(4) wypadnie: stycz: @ dot: e =
(6)7
to jest: ze promien jest $rednio jeo-
metryczaoie proporcyonalny do stycz-
uej i dotycznej; cotakze wyprowadzid
Mozna bu,poaredum z trojkatdw po-

dobnych OTA i OSB.
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22, Z réwnania (2) wypada:

% s da UaNieelctey
s ot i dost:’a
r*(wst:2g-l-dost: %a)
dost:%a
siecz:2a.... (7).
Podobnymze sposobem, zna]dznemy
r?-dot:*e—dosiecz:*a.... (8).
32. Zrdwnan (3) i (5), wypada:
1 dost:a I wsta
2

,ezylir® 4-sty:ta—

: s ’
siecz:a r dos:e AT s

dodawszy do siebie kwadraty obu stron
tych réwnan, i uwaZajac Ze wst:?a--
dost:2a—r?, otrzymamy:
: |.2 -|.z — ]z e ()
siecz: 2@ ' dosie:*a  r
25. W ogdlnosci majac dana ktérakolwiek
z szesciu linij trygonometrycznych
mozna za pomoca réwnan (1).... ),
wynalezé pied innych, Tak np. majac
dana styczna, achcac znalezc wstawe
i dostawe, potrzeba z réwnan (l) i ("),
to jest:

rwst:a
dost: 2
wzigc’ waznosci mna wst: @ idost: a.
r M A g

Z drugiego np. wypada:

wst:2a--dost:2a—r2i sty:a—
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r?wst:2@ =stvy:2a. dost:2 @; a zalém
r2wst:2a »

dost:?2a — 2 —Wst:?a =
sty:"a
stv:2a. dost:22
2 )

P
waznod§dite wstawiwszy nastepnie w
rdwnanie (1), za dost:?a i wst:*a, o-
trzymamy:

=trsty:a
ws(;a:'—__—'__,._—,
\/7"’-{-— s[y;“a
5y i
dost:a=— it o 1Y
\/r“—{—sly;ga ( )

Znak podwdjny =& ostrzega, Ze sa
dwie wstawy i dwie dostawy rdwne i
przeciwne, odpowiadajace tej same]j
stycznej. Nalezy tylko wobu rdwna-
niach brad razem znaki wyisze, i ra-
zem znaki nizsze; bo inaczej nie otrzy-
malibyémy na powrot zrdéwnan (10),

} < iriwsta
réwnania

dost: @

26. Jednémz gtdwhiejszychzagadnien try-

gonometrycznych, od ktérego zalezy
ufozenie tablic jest nastepujace:

Zagad: Majac dana wstawe i dosta-
we dwdch fukéw @ id, znalesé wslas

— stycz: a.
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we i dostawe ich summy @4, irdz-
nicy a—>b.

Rozw: Niech bedzie AG (fig: 4),
czwarta cze§é okregu zakreslonego
promieniem OA; weZmy na niej dwa
fuki AB—e i BC=5, bedzie fuk ABC
=—a--b, a przeniostszy BC od B do C,
bedzie fuk AC'=a—0b.

Poprowadziwszy cieciwe CC', i pro-
mien OB, do niej prostopadfy w punk-
cie I; spusémy do promienia OA z pun-
ktéw B, C i C/, prostopadfe BP, CQ i
CQ'. Podfug opisania wstawy i do-
stawy, bedzie:

BP=wst: ¢, OP—dost: ¢, Cl—wst:5,
Ol=dost:4, CQ=wst:(a~+&), 0Q=dosts
(a+-0), CQ=wst: (a—b), OQ'= dost.
(a—b). Wypada wyraziéd tylko te
cztery linie ostatnie, w funkcyi czte-
rech pierwszych i promnema

Z punkta 1, Spusémy prostopadia
1L, i poprowsdzmy IH, réwnolegta do
0A; txdjkaty pododne OBP, 0lL i
CIH, poréwnane z soba dadza stosun-
ki szukane, jakoz zsamei ﬁgury wy-
pada:’

CQ=wst: (e+5)=HQ+CH=IL-}-CH,
0Q==dost:{(a+b)=0L—LQ=0L-1H.
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Poprowadziwszy C'H' réwnolegfa od
" AO, az do przeciecia IL, w punkcie
H, trdjkaty CIH' i CIL, Pprzystany do
siebie, bo maja #uki CI i CI rdéwne i
po dwa katy tymze bokom przylegte
réwne, aztad IH'= CH W —O'L),
a zatém:

CQ'=wst: (a—ﬁ):H L=IL—IH'==

1L—CH,

O‘Q‘:dost:(a—b):OL+LQ‘=OL+

1H.

Zadanie wiec poprzedzajace przy-
wodzi sie ostatecznie do wyznaczenia
czterech linij 1L, OL, CH, 111,

Wirdjkatach podobnych OBP i OlL,
jest:

OB:PB=0IL:IL, 7 wst.a=—=dost.&:1L,

czyli
OB:OP:OI:O.L, r;dostazdostb:OI‘;
ztad IL_WSt’a' WSt’b,OLwdost:a.dost:b

o
Trdjkaty OBP i CIH, sa podobne,
bo ich boki odpowiada]ace sa do sichie
prostopadfe, wigc:
OB:CI=O0P:CH, r:wst:b—dosta: CH,
czyli

OB:BP—=CLIH, riwstia==wst:4; 1

http://rcin.org.pl



- 44 —

thdCH::WSt:b. :]'mt_:z_’IH:wst:a.rwﬂ

Wstawiwszy te waznosci zamiast li-
nij 1L, OL, CH, IH, w wyrazenia na
wst: (a+-b), dost: (a--b), wst: (e—b) i
dost: (—04), otrzymamy:

wst:(a—]—b):ws“a'dns“b_’_ wst:ﬁ.dostam( 3
43

dost (a_l_b):dosfa.dost&——wst:a.wst:lz (2)
-

wsta.dostb—wst:b.dosta

wst: (a—b)= - w(3)
w(4)

dosta.dostb--wst:a.wst:b
r.
formuly te do dwdch nastgpujacych
przywie$¢ mozna:
e (a+b)_wst :a.dostbtwstib.dosta

r.

. doste.dostb—wstd. dosla
dost:(a=t=6)— =

27. ‘W wykreéleniu poprzedzajacem, wzie-
lxsmy kazdy fuk, a nawet ich summe
mnicjsza od czwarlej czesciokregu; lecz,
przez podobnez wykreslenie, moznaby
dowiesé dokfadnosci tych formuf na
wszelki przypadek, zwracejac tylko

dost:(ea—0)=
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uwage na pofozeme linij trygonomes
'trycznych fukdw uwazanych. Prze-
staniemy na jednym z tych przypad-
kdéw, biorac jeden z dwdch fukdw
wiekszy od 90°, ich summe wiekszg
od 180°, ardiznice wieksza od 90°.

Niech bedzie fig: 5 AB=a, BC=BC'
=b, ztad ABC—‘a—{—a, AC' = a—>0b.
Poprowadzmy jak w przypadku po-
przedzajacym promien OB i cieciwe
CC, i spusémy prostopadie BP, CQ,
C'Q'. Nukoniec poprowadZmy prosto-
pad‘fq IL i réwnolegta HI, od promie-
nia OD, przedfuzajac te ostatnia, do
przeciecia przedfuzonej linii LQ, tu-
dziez réwnolegta C'H', do przeciecia
" linii przedTuzone] IL.

Poniewaz fuki ABi AC), sa zawarte
miedzy 90°, a 180°; wigc maja wstawy
dodatne, a dostawy odjemne, to jest:

BP—wst:a, dost:a—=—O0P, czyli OP

——dost:a, C'Q=wst: (a—b), dost:

(a—b)=—00Q", czyli OQ'==— dost:

(a—D).

Liuk ABC, jiko wiekszy od 180°,
a mniejszy od 270°, ma i wstawe i do-
stawe odjemua, wiec:

CQ—-—-w st: (a-}—&), OQ—-——dosl (@a+b).
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Z wykre§lenia wypada:
CQ=— wst: (a+4) =CH~HQ=
CH—IL.
0Q=— dost:(ea+5)= OL+4LQ=
OL--1H.
C'Q'= wst: (e—b) = HL=H'I+4-
IL—CH--IL.
0Q'—=— dost:(e—=b)=0L—LQ'=
OL—IH.
Cafa wiec rzecz zalezy na wyzna-
czenin czterech linij CH,IL,OL, IH.
Trdjkaty OBP i CIH sa podobue,
wiec:
OB:0P—CI:CH, r:dost:a=wst:0:CH,
} czyli
OB:BP=OLI:IL, riwst:a=dost:4:1L;
ztad

dost:a.wst:b wst:a.dost: 4.

CH =—=— g7
r. r.
Trdéjkaty podobne OBP i OlL, daja
proporcye:
0B:OP=O0LOL, r:—~dost:e—=dost:b:0L,

czyli
OB:BP=—CILIH, riwstita=—wst:b.1H;
Zlqd OL':--—MOS””I H:wsta.wstb
r ri
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Wstawiwszy te waznosei za CH, IL,
OL, IH, otrzymamy:
1°. _wsl:(a+5)=-—dosta.\vstf--wsfn.dostb
czyli, odmieniwszy znaki
wst:a.dost:b--wst:b.dosta

wst: (a40) = =
™ tb t
if —-‘dost(a—}—b): dOStadosr +wstawstd
czyli
dost: (a_}_b):d()s‘a‘doy:b'-'WSta.dns‘[‘b

r.
—dostawstbtwsta.dosth

4o

3°. wst: (a—b) =

czyli

wsta.dost &b —wstb.dost @
wst: (e—b) =

r.
4°. -—-'d()st(a—-b)—"dOSta'dOStb-—Wsttz.wstb

T,
czyli
do TEED) _dosta dostb-}-wst:a.wst:b
.

Uwaga. Lubo na pozor wyrazeme
wsl: (a--0), zdyje sie bydz summa
dwdch iloéci, rzeczywiscie jednak jest
réznica; bo w Jiloczynie wst: b X dostia,
V&XI/

2

&3
/' .«m&

Y \ \\%\»*‘
‘\;




SRR | SR

czynnik dost:a jest odjemny, jako do=
stawa fuku zawartego miedzy 90° a
180°. Uwaga ta stosuvje sie i do trzech
innych wyruzen.

Formuly na mnoZenie i dzielenie
tukow.

28, Dla ulatwienia rachunku, uwazad od-
tad bedziemy promien r za jednosd,
przez co wstawy, dostawy it.d. beda
najprostszemi stosunkami, jak to juz
na swojém miejscu (18) wytozylismys;
a formufy otrzymane wyzej (20) 1 (26)
zamienia sie w nastepnjace:

wst:2a—dost:2a=1.
. wst:a e dost
: @ —=—
stycz:ae=——", 0 peae

|
ie¢zie — ——, dos:a =
- dosta’ wst:a

wst:(@a+b)=wst:a.dost:b+-wst:b.dost:a,
dost(a+ b)=dost:a.dost:b—wst:a.wst:b,
wst:(a—b)=wst:a.dost: b—wst:b.dosta,
dost(a—b)=dost:a.dost:b}wst:a.wst: b,
29. Wwyrazeniach wst(a+-0)idost(a+-2),
uczyniwszy b—a, otrzymamy:
wst:2a=2wst:a.dost:a (1),
dost:2a==dost:*a—wst:2a (2);
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formuty te stuza do wyrachowania

‘wstawy i dostawy fuku dwa razy wiek-

szego od fuku danego, gdy dana jest
wstawa 1 dostawa tegoz fuku.
Wtych samych wyrazemdch uczy-
niwsszy b—2a, wypadnie:
wst:Ja—wst:a.dost: 2a-}-dost:a.wst.2a,
dost:3a—dost:a.dost: 2a—wst:a:wst:2a,
wstawiwszy za wst: Za idost: 2 a, ich
waznosci i przywiod{szy' wypadki do
najprostszego wyrazenia, bedzie:
wst:3a—3wst:a—Awst:3a.... (3).

dost:3a—A4dost:a—3dost:a... (4).

Tak dalej postepujac, znajdziemy
wstawe i dostawe fuku 4, 5, it. d. ra-
zy wiekszego od fuku danego.
PrzyjdZmy teraz do formut ua dzie-
lenie fukdw, iznajdZmy naprzdd wy-
razenie, na wstawe i* dostawe fuku
dwa razy mme]Qzedo.

Wformu{ach (h i(2), zamieniwszy
@ na za, bedzie:

2wst:1a. dost:Za=wst:a... (5),

dost:*Za—wsti? a=dost:a... (6);

e
a ze

dost:?atwst:?la=1... (7);
wiec majac dana dost:z, dosy¢ rozwia-
zad réwnania (6) i (7), aby znalezd
4
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wstia idost:za. T.ecz odjawszy pier-
wsze z tych réwnan od |[drugiego, wy-

padnie:
2wst:2fa—=1—A1ost:a,
zkad wst: 3 @ ==X |—desta
3

Dodawszy zaé réwnanie pierwsze
do druogiego, bedzie: 3
2dost:? fa—I|-}-dost:a, (®)

ztad dosl:i—a:vl“*‘d(’s“”.
2

Kazda zniewiadomych wst:a i dost:
1g, ma jak widzimy dwie waznosci
réwne, lecz z przeciwnemi znakami;
co tez bydZ powinno; bo gdy nie
wchodzi do nich sam fuk a, lecz tyl-
ko jego dostawa, wiec waZnosci te po-
winny daé od razun wstawe i dostawe
pofowy wszystkich fukdw, majacych
jedne dostawe.

Fuki te (15) daje formufa

AeeV Lt e
w ktérej s znaczy najmniejszy fuk
dodatny, odpowiadajacy danej dosta-
wie, 11 pdf-okregu, a & jakakolwiek
liczbe cafkowita. Znalez¢ prreto po-
winnismy na wst:ze, waznosci zame
knigte w formufach:
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wst:(AH 2= J«) i dost:(kH=3a).
Jezeli tk jest parzyste, AH bedzie
iloczynem z 360°, ktdry opuscié¢ mo-
gna, bez zmiany tak wstawy, jak do-
stawy (10), i wypadnie:
wst: (= Ee)—===wst: 2a,
dost:(Z=«)=dost: £
Jezeli & jest nieparzyste, opunscl sie
takze AH, lecz nalezy zmieni¢ znak
przed wstawa i dostawa (10), a bedzie:
—wst:(ZE fe)="1 wst:}s,
—dost:(Z=F«)=—=—dost: <.
Widzimy przeto, Ze musza byd dwie
waznosci réwne, iz przeciwnemi zna-
kami na wst:fz i dost:%a.

32. Gdyby zamiast dostawy fukm, dana
byta jego wstawa, wstawe i dostawe
fuku dwa razy mniejszego otrzymali-
bysmy, wstawiwszy w réwnania (8)
VvV (l—wst:%2@) za dost:a, a e pierwia-
stek ten ma znsk podwéjny —t," wiec
kazda niewiadoma wst:3e i dost: ia
mieé bedzie cztery waznoéei,} Ktdre
w najprostszej postaci, otrzymamy na-
stepujacym sposobem:

Rdéwnania 2wst:fa.dost:fa=wst:a,
dost:*j@-}-wst:? za—|;
4!
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naprzéd dodajmy do siebie, a potém
odejmijmy, bedzie:
dost:*La-2wst:1a.dost: 2a
-+wst:2La—1-}-wst:a,
dost:2Xa—2wst:1a.dost: ja
—+wst: 2 La—=1—wst:a.
Wyciagnawszy plerwmstek z obn
stron kazdego z tych réwran, otrzy-
mamy:
dost:La--wst:La==ty/ 1 4-wst:a,
dost:fa—wst:La—=vy/ | —wst:a.
Odjawszy naprzéd rdwnanie pier~
wsze od druglego, a potém dodawszy
te dwa réwnania do siebie, wypadnie:
wst:Za—=* 3y/ | |- wstia
:{:%\/l—wst (o 23T (9)-
dost:,a:i'.;\/l-f-wst:a,
1y I—wsta.... (10).
Kazde z tych wyraZen jako zfoZone
z dwdch pierwiastkdw kwadratowych,
ma cztery waznosei; co tez bydZ po-
winno, bo wyraienia te daja wazno-
éci na wstawe i dostawe, pofowy wszy-~

stkich fukdw ma]acych jedne desta-
we.
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Luki te objete sa w formufach (14):
x=2kH-+, x=(2k-}- 1) H=a,
wyrazenia zatém na wst:fe i dost:a,
musza daé¢ wstawy i dostawy wszyst-
kich tukdw zamknietych w formu-

tach:

kH-3, 1 (k+3)H—%e
Lecz mozna opuscié¢ 4H, zachowujac
te tylko ostroznos¢, aby zachowac lub
zmieni¢ znak wstawy i dostawy, po-
dfug tego jak % jest parzyste lub nie-
parzyste. Tak wiec na wst:}a i dost.
2@, powinnismy mied cztery nastepu-
jace waznosei:

wst:za="t-wst:7«,

wst:za—=twst:(z H—2a),

dost:;a=—dost:Zs,

dost:ge=—t-dost:(; H—12).
Tu nadto widzimy, ze waZnosci te po
dwie uwazane, sa sobie réwne, iz prze-
ciwnemi znakami. Jezeli »==Y90°, 3«
=—45°, tH—%+=45°, a cztery waino-
Sci przywodza sie do dwdch. Nad-
mienimy tu jeszcze, Ze poniewaz H,
oznacza 180°, wiec fuki J« i $H—~3«,
dopetniaja sie, a tém samém waznosci
poprzedzajace, moga bydz wyrazone
jak nastepuje:

http://rcin.org.pl



wst:2a==twst: 14,
wst:2a—twst: e,
dost:fa—==dost: 3«
dost:Za=ctwst: 7=,
to jest: Ze wainosci na wst:3a, sa réwne
wazno$ciom na dost:3a; co tez wtym
przypadku bydz powinno.

Pozostaje jeszcze jedna trudnosdé do
vlatwienia, to jest: jak majac fuk a
i jego wstawe, mozna poznad ig mie-
dzy czterema powyZszemi wazno$cia-
mi, ktdra wziad potrzeba na wst:ia,
lub dost:3e, gdyiz fatwo si¢ domyslié,
e jedna tylko wainoéé byd powinna.
Dla skrécenis uwazajmy tylko wst:3e,
a biorac pierwiastki z ich réZnemi zna-
kami cztery waZnosci wst:}e, mozna
wyrazié jak nastepuje:

wstie—==1(y/ 14ws'a— V/ | —wsta),
wstia—==3(V/ 14wsta-4y/ 1 —wsta).

Tu widoczna jest naprzdd, ze dwie
pierwsze sa réwne i z przeciwnemi
znakami, toz samo rozumied nalezy
o dwdch ostatnich. Dalej wyniostszy
pierwsze do kwadratu, ten bedzie mniej-
szy od }, kwadrat zas z drugich wiek-
szy od §, a ze jak wiemy (8) wst®45°=




dost? 45°=%, wiec, nie majac wzgledn
na znak, dwie pierwsze wazbosci sa
muicjsze od wst 45°, a dwie ostatnie
wieksze od wst: 45°,

Lecz zdrugiei strony, majac dany
tuk, tatwo sie zawsze przekonad, czy
wstawa jego potowy jest dodatna lub
odjemna, i czy bedzie muoiejsza lub
wieksza od wst: 45°; przez co wszelka
niepewnos¢ zniknie.

I tak niech bedzie <490°, wstia
bedzie dodatna i mniejsza od wst 45°
dost;ae bedzie takze dodatna i wigksza
od dost 45°; waznosci zatém (Y)1(10)
nalezy wziaé¢ z wiasciwemi znakami.

PrzejdZmy téraz do podzielenia fu-
ku natrzy czesci. W formufach (3)
i(4), Nru 30, zamieniwszy @ na %a,
otrzymamy:

wst:a—3 wst:ya—4wst: 3}
dost: a_.4dost s a—&dost la

Dajmy, ze dana jest dost:@, a mamy
wyznaczy¢ dost:Ja, uczyniwszy dost:
a—b, dost.: fa=z, drugie z poprzedza-
jacych réwnan zamieni si¢ w nastepu-
jace:

s13z—1b=o.... (11),
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ktdre rozwiaza¢ wypada, chcac otrzye-
mad waznosé¢ dost:3a. Nie wchodzac
w szczeglly tego rozwiazania, przesta-
niemy na okazaniu, Ze trzy pierwiast-
ki réwnania (11) sa rzeczywiste.

Poniewaz tu jest dana dostawa, a
formufa na fuki tej dostawie odpowia-
dajace jest 2kHl=t«, wiee pierwiastka-
mirdwnania (11) sa wszystkie wazno-
§ci zamKkniete w wyrazeniu:

< B _i_.“
z=—= dost: 2k A

Liczba catkowita 4 moze mied tyl-
ko jedne z trzech waznosci 37, 3n4-1,
3n—1, (n jest takze liczba catkowita),
uczynimy wiec nastepnie kA = 3n, k=
3n+1,k=3n—1, a po opuszczeniu o=
kregéw, otrzymamy:

H+t : '
z =dost>2HEe_- 40t DA ) =
dost (3)=dosts,
z = dost %{)2[—1:@ =dost (2nH--
2H_ = 2 @
20 —adst(CE £ 5,
(3n—1)2H=t .

z — dost

2H | = 2H. «
Tig):dust(—-s—_T_g).

=dost (2nH—
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Dwie ostatnie waznosci sa réwne
" dwom pierwszym; a tak trzy sa rdzoe

'waznosei, to jest z : dost 5 41 2 ==dost
(211%), 2 =dost CH—3). Byaz je-
dnak moze, ze dwie z nich sa sobie
réwne; i tak, pierwsza jest rowna
trzeciej, gdy «—H.

33. Poniewaz styczna fuku, réwna sie
wstawie podzielonej przez dostawe,
wiec: ;

st b)

sty(a-}-l»):w (a—t,—z

4 dost(a-b)
wsta.dostb--wstb.dost: @
dost @a.dost b—wsta.wstd

Lecz aby otrzymad wyraZenie stycz-
nej summy dwoch fukdw, w funkeyi
stycznych tychze fukdw; podziclmy
lxczmk 1 mianownik drugiej strony
tego rownania przez dost a.dost &, wye
padnie;
wstla  wst b
dosta (m;—

__wsta.wstb ’

sty(a-}-b)_

wsta.dostd
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a ze

—stya BWSL b“'st b
dosta e dostd i

wiec
stya -} sty b
t by———— ...
sy(a-HH=Lo T (@)
Tym sposobem postepujac, znajdzie-

my: sty(a-—b):sw a— sty b"“ ).
14-stya.styd
34. Naznaczywszy b=a, otrzymamy zro-
wnania (@) wyrazenie na styczna fuku
dwa razy wigkszego:
)
slycz?a_—_"'—“y—cz—f.... (o).
l—sty’a
Naznaczajac nast¢pnie &= 2a, 3a,
4a.., otrzymamy styczna tuku, trzy,
cztery it. d. razy wiekszego od fuku
danego.
35. Znajdimy teraz wyrazenie na styczng
fuku dwa razy mniejszego.
W réwnaniu sty2a :M,
. l—sty?a
uczyniwszy e==3a, bedzie:
g._ij_%_ﬂ—t C 1i st 21
l—sly"ia—s ycz a, czylistycz®ia

)
+sty . styza—1=0... (d);
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g e (=1t ity %a).
zlad style = oo a( V1+tsty®a)

36. W réwnaniu (d) ostatnl wyraz jest
—1, wige iloczyn z dwdch waznoséei
styza jest—1; jezeli zatem AT i AT,
fig: 6, oznaczaja tez waznoéci, w pofo-
ieniu odpowxada;acem ich znakom,
p0wmno bydZ AT XAT'=01% a tém
samém kat TOT", musi bydZ prosty,
czyli fuk MVI‘-—‘)0°

3% My,a'moze miec jeszcze nastepujace
waznosci:

o dosta
styczla_+vl+d0;t’(l ikl it 9

wst @

styczj a_m < (gh

| —dost a

Xy
styczge= s

e )

Wyrazeunia te fatwo otrzymac z wia-
domych juz formuf. Jakoz wiemy Ze:

wst:a
fo) o S 2
2, stycziia— ;
el L Lol Lo
e | —dostae
azewstjae== g
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a dosl;(;:ivl +(iosta ; ‘wieo

l—f—dosta
|—dost @
sly,a_._— Vil l-}-dosta

H—dOat a

9o , __wstza. dostia
. stycz za= -
e dost2a. . ?

wsta
a ze wstia.dostza=—"—,a dosl’ 1g

|-f-dost @,
-—--_'__’y ’
wst a
3 wst a
wiec styx =
il d l—f—dosta I dost @
2
» wst?la
32, stycziga =——F—2——
Yo22? =GstZa . dostEa’
21 l—dosta
pouxewaz wst“ga— :
wsta S
dost z a.wst 7 @ = y Wiec
| —dosta
g 3 it |—dost @
SlyCZ‘Eu— wste T st a ™
2
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38. Formuty dajace waZnosé|{na wstawe
i dostawe fukdw ae-}-& i a—2, prowa-
dza do wieln innych formauf, prawie
ustawicznie uzywanych; przytoczymy
wiec znich gfdwniejsze.

Dodajac i odejmujac formufy na wst
(a+0), dost (a+8), wst: (@—0) idost
(a—"b), otzymamy:
2.wsta.dostb=wst(a—-+b)--wst(a—>),
2.dosta.wst b=wst(a--b)—wst (a—10),
2.dosta.dostb—dost(a—b)4dost(a+D),
2,wsta.wstb=—=dost(a—0b)—dost(a—+0b).

Formufy te stuza do wyrazenia ilo-
czynu z wstawy przez dostawe, z wsta-
wy przez wstawe, lub tez dostawy przez
dostawe, w postaci summy, lub réznicy.

39. Nazwijmy p i ¢, dwa fuki jakiekol-
wiek, i uczynmy:
a-+b=p, a—b=gq, bedzie a—=%(p+q),»
b—3(p—q). Waznosci te wstawiwszy
za @ i b, wformuly poprzedzajace, i
odmieniwszy porzadek ich stron, wy-
padnie:

wstp—+wstg=2wst3(p-|-¢).dost3(p—q),
wstp—wstg=2dost3(p-q).wst3(p—q),
dostp-f-dostg=—=2dost3(p-+¢).dostz(p—q"
dostg—dostp=2wstI(p-}-9).wstz(p—q).
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Formuty te sa bardzo dogodne ‘do
rachunku, za pomoca logarytmow od-
bywanego, bo jak widzimy zamieniaja -
summe lub réznice dwoch wstaw, albo
dwdch’ dostaw na 1loczyn

40. Nakoniec dzielac przez siebie strony
odpowiadajace formuf poprzedzajacych
wst A

imejac wzglad, Ze w gdlnosci dot A—

sty A—

1
TR otrzymamy:

Wstp+w~r g _wstz (p+q). dosti(p=—q)

wst p— wstg ™ dosti(p-+¢).wst (p—q)
X

=styk(p9)» dotd(p—g)=22z (P 19)

styz (p—¢)
wst p -l-wstg  wsti (p+q)_ N3 (p+q)
dostp dostgdosti(p+q) ot
wst p-}- wstg dostx(p— (’)—dot x
dostg—dostp ™ wst 2p—q) 3 i
wst p —wstyg dostz(p-i—q):
dostg—dostp™ wst 2(p-+¢) SR (r—g)
dostp-dostg dosfg(p—l—q) dosf!(p—q)
dostg—dostp™ wst ,,\/1—}-1]) wst 2 (p q)
=dot £ (p)g.dot z(p— q)"dOt (p+q)

s styi (p—1)
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Z tych formul, pierwsza szczegdlniej
zasfuguje na uwage, ktdra wten spo-
séb wysfowié mozoa: Summa wstaw
dwock tukow, tak sie ma do ich ro-
zZnicy, jak styczna polouy summy
tychze tukdw, do stycznej polowy iclk
roznicy.

41. Natrafiamy meluedy na wyrazenia
trygonometryczne, ktdrych pocszatku
nie fatwo zgadnad. W takim przy-
padku ua)lepxe; sprawdzxé tez wyra-
zenla. w czéin nie ma zadnej trudno-
$ci, tak np. aby dojsé¢ zkad powstafo
réwnanie:
wst (a--0).wst (a—0b)== wst?a--wst*),
potrzebazamiast wst(a—5) i wst(a—10),
wstawié ich waznosci. Jakoz zrobi-
wszy to, otrzymamy:
wst(@--4).wst (a—b)= wst*a.dost*s—

wst2b.dost™D,
za dost?a i dost®d, wstawiwszy ich wa-
snosci l—wst?a i l—wst?s, i wyko-
nawszy redukcya, otrzymamy réwna-
nie dane.

Podobnicz aby dojéé zkad powstato

l—sty”a

Ifsty*ia’

réwnanie: dost a—=-——=—,-, potrzeha
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s iewettze
za sty?za wstawid

-, przez co
dost*2a’ P

dost*;a— wst?Xa

B2 it gy
: dost?za-}- wst?Xa
a zedost®Za—wst?la—doste, a dost*1a

f3 . o e
stron 2 zamienisie na

I «
+W5tgla—l’ wiechStzfa Ny ‘VS'{i‘a
i " dOS[Q%(l + dostle_a
‘.._.st Qza
= 2_—dost a.
l-tsty®ze

Tak postepujac znajdziemy fatwo po-
czatek pastepujacych rdwnan:
dost(a-+-b).dost(a—b)=dost*4 —wst=F_
b |4 stya
ty(45° =
,s_,y(fp--—ﬁ) I —sty @’
1

I+stya-s§i—‘a’

sty atsty p=2st (2 +2)

- dosta.dostd
stya--styb--stye—=stya.styl.stye.

W ostatniém ztych réwnan, nalezy
wziaé a-b-+4c=180°. Rdwnanie to
pokazuje, ze mozna dobrad takie trzy
ilosei, ktdrych summa jest réwna iloe
czynowi.

dosta—
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Okazanie geometryczne formui
poprzedzajacych.

42. Wyprowadziwszy geometrycznie for-

43.

muty na wstawe i dostawe fukdw a—-b
i a—b, uiyliSmy rachunku algebrai-
cznego, do wyprowadzenia z nich wszy-
stkich innych; ztad wypada, Ze gdy
pierwsze formufy sa prawdziwe dla
wszystkich fukdw, i drugie takiemi
bydZ muszg, bo to jest isiotna cecha
sposobdw analitycznych; kiedy prze-
ciwnie uzywajac wykreslen geometry-
cznych, obawiad sie zawsze potrzeba,
aby wypadki nie stosowaty sie tylko
do przypadkdw wskazanych na figu-
rach; z tém wszystkiém, poniewaz fi-
gury widoczniej prawde okazuja, wy-
prowadzimy i ta droga, niektdre z for-
muf poprzednio otrzymanych.

Majac dang wstawe i dostawe fukn a,
znalezé wstawg i dostawe fuku dwa
razy wiekszego.

Niech bgdzie AB=BC=a (fig: 7),
poprowadziwszy cieciwe AC i promien
OB, do niej prostopadty, tudziez z pun-
ktéw C i P, spusciwszy prostopadfe CQ
i PH, do promienia OA, bedzie:

6]
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wst a—=AP, dost a—O0P, wst2a—=CQ=
2PH, dost2a=0Q=0H— QH=0H—~
AH.

W trdjkacie OPA prostokatnym
przy P:

AP XOP op? Ar?
ki R W i Vg ¥

Zamiast linij, wstawiwszy ich na-
zwiska trygonometryczne i biorac pro-
mien OA=lI, ‘otrzymamy:

wst 2a=2PH—=—2wst a.dost «,
dost2e—OH —AH=—dost?a=£wst 2a.

44, Majac dana wstawe i dostawe fuku
a, znalezd wstawe i dostawe fuku ia,
dwa razy mme]azego

WZidWSZy hllx AC_a, ﬁg S, Spusc-
my cp, prostopadfa do sredmcy ABy
i poprowadzmy cxecxwy ACiBG, tu-
dziez promienie OD i OE, prostopa~
dfe do nich w punktach Q i R. Na-
znaczywszy OA=—1, bedzie: '
OP=dost ¢,AP=1 — dost a, BP=1-]-
dost @, AC=2wsta,BC=2dostLa.

Poniewaz kazda z cieeiw AC i BC
jest Srednio geometnycmle proporcy-
onalaa, do sredmcy i odcinka jej przy-
leglego, wiec:
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AC*—ABXAB, czyli 4 wst®lo=—
2(1—dost a),

=—AB XBP, czyli 4 dost®}e—
2(14-dost a).

ztad wstie =iv1ld°it'_"
2

dost .}a:i‘/‘ -+ dosta.
2

45. Majac dang wstawe i dostawe fuku a,
znalezd wstawe i dostawe fuku Ja,
trzy razy wxekszego

Niech bedzie fuk jakikolwiek, za-
kreslony promiemem()A*l ag. 9,

wezmy AB==BC=CD=—a, =z punktuB
iD spusdmy prostopad{e BP i DQ do
0A, poprowadzmy cieciwe BD i pro-
mienie OB i OD. Tro]kat réwnora-
mienny BOD, jest podobny trdjkato-
wi BDF; gdyz kat OBD jest wspolny
obu tym tro]katom a kat BDF, kté-
rego miara jest 3 BE, cz§li BD, rd-
wny katow1 BOD wiec:

BF:BD —=BD: OB, ztad BF=BD®=

dwst?a

Poprowadzmy PGrdwnolegta od BF,
bedzie PG—=BF=—dwst%a.

‘A Ze w trdjkatach QGP i OBP po-
dobnych: - ud
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QG:PB=PG:0B, QG=4wst3a.

wiec
i PQ:OP=PG:0B, PQ=4wst3®a.dosta.
wst 3 @ =DQ=DF-}-FG—QG=ED-}-
BP—QG=3wst a— QG,
dost 3 a—=0Q=0P—PQ=—dost a—P0,
wstawiwszy za QG i PQ ich waZnosci,
otrzymamy:
wstda—3wste—4wst3a,
dost3a—dosta—4wst?a.dosta.
Pierwsze ztych rdwnan jest to sa-
mo co réwnanie (3),(J0), w drugiém
za§ pofozywszy 1— dost?e za wst?a,
otrzymamy rdwnanie (4), (30).
Majac dane styczne dwéch fukéw e
ib, znalezé styczna summy a--0, i
styczna rdznicy e—0b, tychze fukdw.
Promieniem OA=—I, fig: 10, zakre-
sliwszy fuk AM, weimy AB—a, BC

]
——

Zpunktu A i B, poprowadzmy sty-
czne AT i BS, fukdw AC i BC, nako-
niec z punktn S, spué¢my prostopa-
dfa SH do promienia OA. Podiug
wysfowienia dana jest BR=:stya, BS
—sty b; a znaleZé potrzeba AT=—sty

(a+b).
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Pomewai trdjkaty OAT i OSH, sa
podobne, wigc:

AT S
fie M ATy ek S o

OA—OH OH
Wtrdjkatach SHR i OBR, podobnych,
jest:
" SH OB b
SA=oR: *ad SH_“Y"(;';:W

W tréichxe ORS ostrokatnym przy O.
SR*=0r 24 0s*—20R XO0H,
age SK*=BR*>-Bs2--2BR XBS;
wiec BR24552--2BR XBS=0R®
0s*>—20R XO0H,
ztad
20R X OH=0R*—Br>+05*
—BS?—2BR XBS,
—%0B2—2BRXBS
=—=2—sty a.sty,

__l=stya.styd styo
atém samém OH=— Ol

Wstawiwszy za SH i OH, ich waz-
nosci, w wyrazenie sty (e--5), otrzy-
mamy: D

sty a—sty
S!y(a+b)—l-—-stya sty &
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Zréwnaz fatwoscia wyprowadzid
mozna wazno$é sty (e—b), bo przy-
patrujac sie z uwaga, fig: 11, w ktéréj
fuk AC—a—0b, widzimy, Ze toZz samo
wykonad potrzeba co w poprzedzaja-
cym przypadku, z ta tylko rdinica,
ie poniewaz RS—sty a— styb; wiec
drugi wyraz licznikéw wwaznosciach
SH i OH zmieni znak -~ na — i be-
dzie:
stva—styd
I--stya.styo ¥
WyprowadZmy teraz formuty:
wstptwstg=2wst3(p-+|g).dost:(p—q),
wstp—wstg=2dost{(p-|¢).wstE(p—q).

Weimy fuk AB=p i AC=y, fig: 12,
i poprowadziwszy cieciwe BC i promien
OD do niej prostopadiy w punkcieE,
spusémy z punktdw B, C, D i L, pro-
stopadfe BP, CQ, DR i EF, na promien
OA, nakoniec poprowadZmy EG rd-
wnolegfa od OA. Podiug wykresle-

nias

sty (a—0)=

: st tg,
BP:wstp,CQ:wslq,EF:W ”t‘iﬁi
B‘G:WStP—Z-WS-'-{Z-’ :
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AD=%(p-}¢), DR=wsl3(p+4),
OR=dost§(p-+9).
B )_—_’5’[)—-[/), BE:‘VSI-;(F—'(])l
Ok=dostz{(p—9g).
Tréjkaty OEF i ODIL sa podobue,
wiec:

EF:DR:OE:OD,

BG:OR=BE:0D;
ztad
EF—DRXOE wstE(p—+¢)-dosiz(p-q)
Bl T3 W oD

OR XBE dosti(p-¢).wst3(p-q).

R e OD.

Zamiast EF i BG, wziawszy ich wa-
znosci i uczyniwszy OD=1, wypadnie:
wst wst
——,-7-}_—-——Zzwsl‘(p+q) dostz (p—q),

S t
o 2 —=dostZ(p+ q). ws!‘(ﬁ-f/%

Ry—

czyli

wstp-Fwstg=2ws!3(p-+¢). dosl;\p D,

wstp —wstg—=2dosiz (p-¢).wstz(p—q).
Z tych samych tréjkatdw otrzymac

mozva wazno$ei na dost p-}- dost g i

dost p—dost 4.
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48. Summa wstaw dwéch fukdw, tak sie
ma do ich rdznicy, jak styczna po-
fowy summy tychze fukéw, do stycz-
nej polowy ich réznicy.

W punkcie D poprowadZmy styczna
ST, fig: 12, i przedtuzmy cigciwe BC,
do przeciecia przedluzonego promie-
nia OA w punkcie H. W tréjkatach
podobnych EFH i EBG;

EF EH . EH DS
BGTEB *“EB” DI
wiec
EF_DS i , W2ET DS
BC T D R MR AR E T T
Poniewaz za$ 2EF = wst p- wst ¢,
2BG=wstp—wst ¢,
DS—=styAD=sty3(p-}¢),
D'I=styDB=sty3(p—¢);
. wstptwstg styz(p-+q)
" wiee = :
¢ wstp—wstg  styz(p—¢q) |
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ROZDZIAL IL

O TABLICACH TRYGONOMETRYCZNYCH
I ROZWIAZY WANIU TROJKATOW.

Ulklad tablic trygonometrycznych.

49. Tablicami trygonometrycznemi, na-
zywaja sie tablice zamykajace wazno-
§ci liczebne linij trygonometrycznych,
fukdw od 0 do 90°. Dla tego za$
obejmuja tylko linie trygonometrycz-
ne fukdéw mniejszych od 90°, bo jak
widzieliSmy wyzej (13), kazdy tuk
mrizna przywie$é do pierwszej dwiart-
ki okregu. Okazemy tusposéb obli-
czenia wstawy, dostawy i t.d. réznych
fukéw powigkszajacych sie o jedne
minute, uwazajac dawny podziaf o-
kregu.

Gdyby wiadoma byfa wst I', znale-
zliby§my za pomocg format wyzej o-
trzymanych, inne linie trygonometry-
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czne, tak np. z formuly dosta—==t /(1
—wst?a),otrzymalibyémy dost 1. Majac
waznosdé wst 1Y) i dostl‘ znajdeiemy
wstawe i dostawe 2Y,3', 4'1 t. d., czy-
niac nastepnie w formutach:
wst 2a—zwst a.dost a;
dost?e=—dost?a—wsl2a;
wst(e--o)—=wsta.dostb-}-wstb.dosta,
dost(a--D)=dosta.dostb — wsta.wstD,
i W e Y RN DR 8
Waznosci innych linij trygonome-
tryczny(h obliczymy za pomoca for-
mof:

sty a———, dost e==—,

dosta’ - g S wsta’
Cata wiec tradno$d zaleziy na wy-
rachowaniu zjak najwiekszém przy-
blizeniem, wstawy fuku
Nim okazemy sposcéh wyrachowania "
wstl', dowiedziemy naprzdd: Ze wpier-
wszej Cwiartce okregu, tuk ]est wiek-
szy od swojej wstawy, a mniejszy od
swojej stycznej. 2°. Hiedy sie tuk
zmniejsza nastepnie do zera, siosu-
nek jego do wstawy, coraz bardziej

siecz a—
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zblita sie do jednosci, to jest: ze gra-
nicg tego stosunku jest jedno$c.

Codo 1°. Niech bedzie fuk AB, za-
kreslony promieniem OA, fig: 13, ktd-
rego cieciwa jest AB; wstawa BP, sty-
. czna AT. fuk AB, jest wigkszy od
cieciwy AB, a Ze cieciwa jest wieksza
. od wstawy, wiegc tém bardzidj tuk AB,
jest wigkszy od swej wstawy BP.

Wycinek AQOB, fig: 13, jest rdwny,
Tk ABXZAO trO]kat ATO_—_ATXI
AQO; a ze wycmek jest mniejszy od
trO]kata, wige

Fuk ABXZIAO < ATXEAO, ztad
fuk AB <AT. ;

. . wst &
Co do 2°. Z réwnania stye—

StY e 1 doste !

wypada: =X - a ze w miare
yp wstz  dosta’ .

zmniejszania sie fuku a, powieksza sie
- jego dostawa, i moze sie tak zblizyé
do jednosci jak tylko chcemy, wies

tez stosunek " e albo jemu réwny

osta
sty a a ; . .
zmniejsza sie wraz z fukiem, i
wsta

ma za granica jednosd.
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S | -

Poniewaz fuk jest wickszy od swej
wstawy a mniejszy od slycznej, wiec

stosunek , nie moze bydz, ani

wsta
muiejszy od jednosci, ani wickszy od
sty a

wel g’ @ Ze ten ostatni moZe bydZtak

przyblizony do jednosci, jak sie poe

[ 4
moze

doba, wiec i stosunek
bt wsl e

bydZ podfug upodobania przyblizony
do jednosci.

51. Kiedy fuk a jest bardzo maty, stosunek
a

rézni sie bardzo malto od 1, i
wsta g

w tym przypadku réznica miedzy fu-
kiem a jego wstawa jest tak mafa, ze
mozna wziad fuk zamiast jego wsta-
wy iodwrotnie; nadto mozZna zawsze
obliczyd stopien przyblizenia.

Wiemy Ze wst a=2wstia . dostia;
z nierdwnosci za§ styFe>7a, cazyli

wsis 2 . .

IR 9 >3a, wypada: 2wsizae >adosiza;
i}

wigc wsta>a.dost®*3 2.
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Lecz dost?*2a—1—wst?Ia; a tém sa-
mém: dost’1a>1—(la)’
3

. a
wiec wst a>a—-—-,
4

. Zastosujmy teraz to wszystko do fuku
1. Wiemy z geometryi, Ze biorac $re-
dnice za jednoéé, okrag kofa jest:

»=3,1415692653589793....
lecz biorac promien za jednose, » zna-
czy tylko pof-okregu, wiec

1, =1,570796326794896....
znaczy 7 okregu, to jest fuk 90°; a
zatém

. 1,670796326794896
Luk 1 = 5400 FETL
=0,000290888208665.

Lok ten jest, jak widzimy, mniei-
szy od 00005

wiee I(tuk 1')3 <0, 000000000007

a tém samém
ers § 0,000200888208...
e {—0,000000000007,

czyli wst1' > 0,00029088820l.....

Vstawa ta zaczyna sie rdzpi¢ od
luku 1', dopiero w 12tej cylrze dzie-
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sietnej, wziawszy przeto

wst 1'=0,000290888201,
popefnimy uchybienie mniejsze od je-
dnej jednoéci dwunastego rzedu.

Przyblizenie to byioby zbyteczne,
gdyby szfo tylko o waznos§é wst 1),
musiafo jednak bydZz tak daleko po—
suniete, bo wazno$é wst 1), jest po-
trzebna do wyrachowanie wstaw in-
nych fukodw, ktére, ]ak widzieliémy,
zaleza od wst1' i dost t; bfedy w ra-
chunku ustawiczaie si¢ powiekszajac,
wplywaja na nastepne cyfry dzxesw-
tne.

Dalis$my tylko krdtkie wyobraZenie
sposobu obliczania tablic trygonome-
trycznych; sa bowiem inne, za po-
moca ktorych daleko predzej i %a-
twiej mozna wyrachowad wstawe i do-
stawe fuku danego.

VY zastosowauiu trygonometryi prawie

wszystkie rachunki odbywaja sie za
pomoca logarytmow, dla tego tez w
tablicach nmieszczono logarytmy wstaw
dostaw, stycznych i t. d., zamiast ich
waznoéciliczebnych. Logarytmy te wy-
rachowano, biorac promien r—(10)*°,
czyli 10000000000, nie za$§ r=1; gdyz
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‘wziawsey r=r, byltby log: =0, a przez
to logaryimy wstaw i dostaw, jako u-
fomkdéw wzgledem promienia, byfyby
odjemne; toz samo rozumied nale’z’g
o stycznych fukéw mniejszych od 45
idotycznych fukdw wiekszych od 45°.
Logarytmy za$ siecznych i dosiecznych
bytyby zawsze dodatne, jako linij
wieckszych od promienia. Dla uni-
knienia tej niedogoduosei, podzielono
promien na 10000000000 czesci réw-
nych, to jest, wzieto r—=(10)*°; i wypad~
ki otrzymane pocfug promienia r—1,
zamieniono na odpowiadajace im, po-
dfug promienia(10)*°, mnozacje przez
(10;*°, albo dodajac 10 do ich lo-
garytmow. Biorac albowiem r—i,
otrzymujemy stosunki wstaw, dostaw
it.d. do tego promienia, wiec dzielac
tenZe promien na m czesci rownych
nalezy kazdy z tych stosunk §w pomno-
zy¢ prrez m, aby wiedzied ile takich-
ze czesci zawieraja wstawa, dostawa
oo

Uwaga. Zamiast uczynié r—=(10)*°
mozna byfo uczynid r—=(10)*1ub (10)3,
dla tego jednak uczyniono r=(l0)*°,
ze w tém przypuszezeniu logarytmy
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linij trygonometryczaych, sa tylko
dopefnieniami arytmelycznemi ich lo-
garytmdéw, obliczonych podfug pro-

mienia 1.
54. Logarytmy stycznych wyrachowad
mozna podfug formuly sty e—L_ wst @
i R % (34 e dost a,

podiug ktdréj log. sty a= log: wst e+
(10—log: dosta); to jest, Ze do loga-
rytmu wstawy pewnego fuku, potrze-
ba dodaé dopefnienie arytmetyczne
logarytmu jego dostawy, aby otrzymad
logarytm stycznej tegoz fuku.

Logarytmy dotycznych otrzymamy
z formuty stya. dot e =%, z kidrej
log. dot a=10~-(10—1log. sty a).

Rachunel wstaw i dostaw od 9° do 9°,
celem sprawdzenia tablic.

Dla okazania sposobu sprawdzania
tablic, przytaczamy rachunek wstaw
i dostaw fukdw od 9° do 9°.

Niech bedzie naprzdd wst 18°—ax;
2x bedzie cigciwa fukn 36°, czyli bo-
kiem dziesigcio-kata foremnego wko-
to wpisanego: a Ze bok ten jest réwny
wieksze) czeci promienia podzielone-
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go, w stosunku $rednim i skrajnyms
wzigwszy zatém promien za I, bedzie:
1:22—=20c: 1 —2ux,

Ztaud $2+':"x:%y
rozwigzawszy to réwnanie i opusciw-
szy waznos¢ odjemna, Kkidra tu jest
nicuzyteczna, otrzymamy:
a=wst18°=dost?2=Z(—1-4+V75).

Za pomoca tej waznosci, znajdziemy
fatwo:

V l—a*=dost18°=wst72°—=
£V 10F2v/3.

‘Waznosci te wst 182 i dost 18°, wstaw-
my za wst @ i dost @ w formuty dajace
wazno§¢ na wst2e idost2a (29), be-
dzie:
wst 36°=dost 54° =1}/ 10— 2y/5.
dost36°=wst54° —=2(14y/5).

Tez waznosé wst 18° wstawmy w
formuty na wstie idostia, olrzymane
w funkcyi wst @, wypadnie:

Wst9°::dqst81°:%\/5+\/5
—IV5—V's.
dost o= wst 81°= 2V 5+y/5
+2v5—y/5. :
http://rcin.org.pl
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Nakoniec wstawiwszy w tez formufy
waznosé wst 54°, za wst @, otrzyma-

mys

wst 27°——dost 63°“"\/'J—1—\/')
—5V 53—V 1,
dost27° = wst 63°=3V 5+ V5
+z\/5'—'\/5

Nadto przypomm]my sobie, ze wst
45°—dost 45°=3V/2, a ulozymy na-
stepujaca tablice:

wst 0°=dost 90°=0,

wst 9—dost 81°=L \/5+\/a
_L‘/‘r):—_—f)—
wst 18°—-dost 72°=X(—14-v/5);
wst 27°=dost 63°—’\/5+\/a
——‘/-3:\7_1
wst36°=dost 54°=2%y/10—2y/5,

wst 45°—dost45°=1y/2,
wst 54°—dost 36°=xX(i1-vy/5),

wst 63°=dost 27°=%V 5}\/5
+3iV 3—V5,
wst 72°—dost 1 °'—’\/'IO+ 2V 5,
wst 81° = dost 9°—!\/3+\/5
\/5—\/0

wst 90°—dost o
http://rcm.org.pl
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WyraZenia te sa bardzo proste { za-
mykaja tylko pierwiastki kwadratowe,
mozna je przetofatwo obliczyé z Zada-
nem przyblizeniem.

Sposdb uzycia tablic trygonometrycz-
pnych, polega na rozwiazaniu dwdch
nastepujacych zagadnien:

1°. Majac dany kat, znalez¢ za po-
mocg tablic, logarytm jego wstawy,
dostawy, stycznej i dotycznej.

2°. Majac dany logarytm wstawy
lab stycznej, dostawy lub dotycznej
kata niewiadomego, wyznaczyé tenze
kat.

Dwa te zagadnienia 2 Tatwoécia roz-
wiazad mozna, znajac ukfad tablic try-

onometrycznych.

W tablicach pospolicie uzywanych,
znajduja si¢ logarytmy wstaw, dostaw,
stycznych i dotycznych, obliczone do
siedmin znakdw dziesigtnych, na wszy-
stkie stopnie i minuty % okregu. Lo-
garytmy te znajduja sie w kolumnach
majacych napisy wst. dost. sty. doty.
Stopnie katéw mniejszych 0d 45°, znaj-
duja sie u géry, a minuty w pierwszej
Kolumnie zlewej strony. Stopnie za$
katéw zawierajacych od 45° do 90°,

6*
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znajduja sie na dole, a minnty odpo-
wiadejace, w pierwszej kolumnie zpra-
we) strony.

Tym sposobem znajdziemy, Ze

log.wst. 17° 23'=log.dost.72°37'=

9,4753271,
log.wst.72°37'=log.dost. 17° 23'=
9,9789386.
log.sty.32°19=log.dot.57°4 1'=
9,8011161.
log.sty.57°41'=log.dot.32° 9=
10,1988839.

Gdy kat dany oprécz minut, zamyka
jeszcze sekundy, potrzeba zwrécié u-
wage na rdznice w tablicach wyra-
zone, i wykonaé rachunek podobny
temu, ktdry sie wykonywa, szukajac
logarytmu liczby nie znajdujacej sig
w tablicaeh.

Przypadek 1. Wyrachowad logarytm
wstawy kata danego.

Gdy kat dany jest ostry, bierze sie
z tablic logarytm wstawy stopnl i mi-
nut wchodzacych w wyrazeme kata
danego. Poczém rachnje sie ilogd =,
ktéra potrzeba dodacé do tego logaryt-
mu, aby otrzymac logarytm zadany,
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przypunszezajac, ze kiedy kat ostry
(zamyke#jacy stopnie i minuty), po-
wieksza sie pewna liczba sekund, nie
przechodzaca 60, logarytm jego wsta-
wy powiekszasie proporcyonalnie. To
jest: ukfada si¢ nastepujaca propor-
cyas

yLz’czba 60 sekund zawartych wje-
dnej minucie, jest do liczby sekund
kata danego,jak roznica miedzy dwo-
ma nastepnemi logarytmami wstaw
katow, miedzy ktoremi jest zawarty
kat dany, do ilosci x, ktéra potrzeba
dodac do mniejszego z tych logaryt-
mdow, aby otrzymac logarytm Zada-
ny.
Przykisd. Wyrachowac logarytm
wstawy 37° 5' 9"

Logarytm ten przypada miedzy lo-
garytmemn wst 37°5', a log. wst. 37°6",
dosyd przeto znslezé ilo§é x, ktdra
potrzeba dodac do log. wst. 37°5), aby
otrzymad log. wst. 37° 5'9". W} tym
celu nkfadamy proporcya:

Rdznica 60" miedzy katami 37° 5' i
37°6', pomiedzy ktdremi jest zawarty
kat dany, jest do rdznicy 9" miedzy
katem danym, a katem bezposrednio
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mniejszym 37°54", jak rézolea 0,0001671
miedzy logarytmami wstaw Kkatdw,
miedzy ktdremi jest zawarty kat da-
ny, do rdznicy szukanej =, miedzy
log. wst. 37°3", a log. wst. 37°5'9", to
jest:
$0:9=0,000167 I:x, ztad 2=0,000025 I.

Dodawszy 0,0000251 do logarytmu
9,7803000, wst.37°5", summa9,7803251,
wyrazad bedzie logarytm szukany wst.
37°5'9",

Tym samym sposobem znajdziemy,
Ze log.wst. 52°54' 517 jest 9,9018579.

Gdy kat dany ]'est roztwarty, ten
przypadk przywodzn sie do poprzedza-
]acewo, zwaza]ac, ze wstdwa kata ]est
réwna wstawie jego spefnienia, dosyd
zatém odjqd kat dany od 180°, i wy-
rachowad logarytm wstawie kata ostre-
go, z tego odjecia wymklego

Przypade/L 2. Wyrachowac logarytm
stycznej kata danego.

Logarytm ten otrzymuje sie przez
rozumowanie i rachunek, podobny od-
bytemu w poprzedzajacym przypadku.

Priyktad 1. Wyrachowad logarytm
stycznej 37°3".
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Bierze sie z tablic log.sty.37°5", ktd-
ry jest 9,8784281, i roznica0,0002626,
miedzy logarytmami stycznych katéw
3705 137°6", miedzy ktdremi znajdu-
je sie kat dany 379597 i dla znalezie-
nia iloéci o, ktdraby dodana do log
sty. 3795, dafa logarytm szukany, u-
ktada sie nastepujaca proporcya:
60:9==0,00026 26:2; 2tadw=0,0000394

Doddwszy 0,0000394 do 9,8784281
summa 9,8784675, bedzie logarytmem
zadanym.

Przyktad 2. Wyrachowac logarytm
styczncey 52°54' 51"

Bierze sie naprzéd log. sty. 52° 54,
to jest 10,1213093, szukajac go w kolu-
mnach pionowych, ktmych napisy sa
umieszczone na dole. Aby za$ znalezd
ilos¢ @, ktdraby dodana do tego loga-
rytmu, dafalogarytm szukany, bierze
si¢ z tablic rdznica 0,0002626, miedzy
lo(r sty. 52954, ilog. sty. 52°55), i u-
kifada proporeya:

€0:51=0,0002626:; ztad x=
0,0002232.
SN wainoéé x dodana do 10,1213093
da logarytm szukany 10,1215325.
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Uwaga. Aby znalezé logarytm sty
czoej kataroztwartego, szuka sie wprost
logar ytmu stycznej apeIniema tegoz ka-
ta; lecz dla wskazania, Ze ta styczna
jest odjemna, daje sie znak —, z pra-
wej strony loualytmu. Ma sie potém
wzglad na ten znak w przejsciu od
logarytmdw do liczb lub katdw. Itek
log. sty. 127° 5'9”, napiszemy w ten
sposdh:

10,1215325.

Taz sama uwaga stosuje si¢ do lo-
garytmu dostawy i dotycznej kata roz-
twartego.

Przypadek 3. Wyrachowad logarytm
dostawy lub dotycznej danego kata
ostrego.

l’ierwszy sposob. Poniewaz dostawa
idotyczna kata ostrego @, sa lez same
co wstawa 1styczna kata dopefnienia
90°—a, mozna wiee obecny przypadek
przyprowadzié do jednego z dwdch po-
przedzsjacych, szukajdc logarytmu
wstawy lub styczaej dopefuienia kata
danego.

Przyktad. Zualezd logarytm dosta-
wy idotycznej 52954'51",

Bierze sig najprzdéd dopelnienie 52°
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54' 51", to jest: 37°5'9%, apotém szuk¢
si¢ logarytmu wstawy i stycznej 3

9' 9" Tak postepujac zna]dzxemv, zp
logerytmy szukape sa: 9,7803251,
9,8784675.

Drugi sposob. Cheac wprost wyra=
chowac logarytm Zadany, postepowad
nalezy jak wzgledem wstaw i stycz-
nych, zta.tylko rdéznica, Ze poniewaz
dostawa i dotyczna kata ostrego zmniej-
szaja sie, gdy sie kat powiqksza, wiec
czwarty wyraz proporcyi, cznacza to,
co odjad nalezy od wiekszego z dwéch
logarytméw =z tablic wzietych, odpo-
w:ada]acych katom, pomiedzy ktdremi
miedci sie kat dany, eby otrzymad
logarytm zadany

Przyktad. Wyrachowad logarytm
dostawy 52°54'51".

Kat dany jest zawarty miedzy 52°54',
a b/°55 wiec logarytm szukany, przy-
pada mledzy logarytmami 9,7804671
i 9,7803000, odpowiadajacemi dost52?
54" idost 52°55. Rdznica miedzy te-
mi logarytmami jest 0,0001671, wiec
kiedy kat 52°54" powxeksza sieo I' lub
60, logarytm 9,7804671 jego dostawy
emniejsza sie o 0,0001671; aby wigc
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znalezé il0§é, ktdra zmniejszyé po-
trzeba tenze logarytm, kiedy sie kat
92°54" powieksza o 51", ufoZymy na-
stepujaca proporcya:
60:51=0,000167 i:x;
ztad =0,0001420.

Odjawszy 0,0001420 od logarytmu
dost 52° 54, reszta 9,7803251 bedzie
logarytmem szukanym.
Zagadnienie 2. Msjac dany logarytm
wstawy, salbo stycznej, albo dostawy,
albo dotycznej kata niewiadomego x,
wyrachowad tenze kat za pomoca ta-
blic. f

Kiedy logarytm dany znajduje sie
catkowicie w tablicach, otrzymujemy
bezposrednio kat szukany.

Dosyé bedzie uwazad przypadek
w ktérym logarytm ten nie znajduje
sie w tablicach.

Pierwszy przypadek. Wyrachowad
kat, majac dany logarytm jego wsta-
wYy.
Przyktad 1. Niech bedzie log. wst.x
=9,7803251.

Poniewaz ten logarytm jest maoiejszy
od logarytmu 9,8494850, wstawy
45°, wige kat @, jest mniejszy od 45°.
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Szukad zatém nalezy logarytmu da-
nego w kolumnach pionowych maja-
cych u géry napis Wstawa; a tak po-
stapiwszy zobaczymy, Ze przypada
mledzy dwoma lognytmaml 9,7803000
18, 780467] to jest, logarytmaml wst,
37°5" i wst. 3796, Tak e kat x skfa-
da sie z 37°3', i pewnej liczby z se-
kund, ktéra wyrachowaé nalezy.
Wtym celu ukfada sie proporcya:

Rdznica 0,0001671 miedzy dwoma
logarytmami, w tablicach bedacemi i
najblizszemi logarytmu danego, jest
do réznicy 0,0000251 miedzy lovdryt-

mem danym, a logarytmem mniej-
szym od niego, jak 60 do z.

Z proporcyi tej wypada 2=9", a wiec
kat szukany «, jest prawie 37°5'0".

“Praykiad 2. Niech bedzie log. wst.x
£=9,97903 13,

Logarytm ten jest wiekszy od loga-
rytmu wst. 45°, wiec kat x jest mek-
szy od 45°, szukad zatém naleLy To-
garytmu danego w kolumnach piono-
wych, majacych udofu napis Wsta-
wa. Logar tm ten przypada migdzy
dwa logarytmy 9,9790192 i9,9790594,
z kidrych pierwszy jest logarytmem
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wstawy 72°20%, dragi wstawy 72°21%
tak iz kat szukany sktada sie z 72°,
i pewnej liczby sekund, ktdra sie wy-
znacza, jak w poprzedza]aCym przy-
kladzie. To jest: bierze sie rdznica
0,0000402, miedzy dwoma lomarytma-
mi nastepnemi, nsjblizszemi logaryt-
mu danego, tudziez réznica 0,0000121,
migdzy logarytmem danoym, a od nie-
go mniejszym, iukfada proporcya:

0,0000402:0,0000121=60:z;

ztacd z==18".

Waiznosé zatém kata =z, jest 72°20'
18"

Drugi przypadek. Wyrachowad kat
mejac dany logarytm jego stycznej.

Przyklad. Niech bedzie log. sty.x—=
9,8784675.

Logarytm ten jest mme]'szy od 10,
to jest: odlngarytmu qty 45°, wiec kat
jest x mniejszy od 45°. Szukad przeto
nalezy tego logarytmu w kolunmach
pionowych majacych u géry napis
Styczna To uskuteczniwszy spostrze-
zemy, Zze przyr‘ada miedzy dwa loga-
rytmy 9,87842811 9,8786107, sty 37°5"
isty 37 6, tak iz kat ezukany zawiera
37°3', wiecej pewnay liczbe 2z sekund,
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ktdra sig oblicza sposobem przy wy-
znaczaniu kata danego przez jego wsta-
we wskazanym, to jest: ukfada si¢

proporeya:
0,0002626:0,0000394=60:z;
ztad 2=9".

Waznoéé zatém przyblizona kata
ostrego a jest 37°59".

Przﬂdad 2. Niech bedzie sty x =
11,1741505.

Loo«arytm ten jest wiekszy od log.
sty. 40°, szukajac go przeto w kolu-
mnach plonowych ma]acych u dofu
napis Styczna, spostrzezemy ze przy-
pada miedzy dwa logerytmyl[,1738974
il1,1757934, to ]est miedzy log. sty
86°10" i log. sty. 86°11'.  Aby znalezé
liczbe z sekund, ktdra potrzeba dodad
do 86°10, dla otlzymama kata szu-
kanego, bierze sie z tablic réinica
0, 0018980 inigdzy log. sty. 86°10 i log.

sty. 86°I7', i ukfada proporcya:

0,0018980:0,000253 1=60:2;
ztad z2=8".

Waznoéé zatém przyblizona kata
sznkanego x, jest 86°10'8".

Trzeci pzzy/mdf’/l Majac dany loga-
rytm dostawy, lub dotycznej kata o-
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strego x, wyznaczy¢ tenze kat.

Iszy sposob. Przypadek ten fatwo
przyprowadzié do jednego z dwdch
poprzedzajacych; i tak, poniewaz do-
stawa i dotyczna kata ostrego o, jest
rowna wstawie i stycznej dopeloia
90°—x, wi¢e oznaczywszy to dopef-
nienie przez y, bedzie:
log. dost. x—log. wst. y; log. dot x—
log. sty. y i y==90°—z.

Obliczywszy log. wst. y, albo log. sty.
y» wyrachujemy kat y, podiug spo-
sobu podanego w pierwszym lub dru-
gim przypadka, a odjawszy go od 90°,
otrzymamy kat szukany .

Przyklad. Niech bedzie log. dost. x
=9,4753271. '

Naznaczywszy y =— 90°— z, bedzie
a=90°—y:

log.dost.ac—=log.wst.y==9,475327I.

Poniewaz log. wst. y=—9,475327],
wiec y=I7°23", a tém samém x==9(°
—y=90°—~17°23'=72°37".

Drugi sposéb. Checac wyrachowad
wprost kat zadany, uwazad naprzdd
potrzeba, ze kiedy sie¢ kat ostry po-
wieksza, zmniejsza sig jego dostawa i
dotyczna; nadto:
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log. dost. 0=10, log. dost. 45°=
9,2494850,

log. dost. 89°59'=6,4637261;
log. dot. 0 = nieskonczenie
wielki,

log. dot. 45°=10,
log. dot. 89°59'=6,4637261.

Gdy wiec log. dost =z, przypada
miedzy 10, i 9 8494650 kat x przy-
pada miedzy 0 i45°; gt‘y logarytm
dost x, przypada migdzy 9,8494850, a
6,4637261, kat x przypada migdzy
45° a 89°59; kiedy log. dot. x jest
wiekszy od 10, kat x jest mniejszy od
45°, a kiedy log. dot. x, przypada mig-
dzy 10, a 6,4632671, tak x przypada
miedzy 45° a 89°59\.

Plzykiad 1. Niech bedzie log. dost.z
=1,9879386.

Logarytm ten jest wiekszy od log.
dost. 45°, wiec kat = jest mniejszy od
457, Szuka]ac danego logarytmu w ta-
blicach, spostrzezemy, ze odpowiada
dost 17°42°, wiec kat x——17°42.

. W formuiach zamykajacvch wstawy,

dostawy it. d. promien jest wzigty za
jedno$é, rachunek w nich wskazany
mozna dwojakim sposobem za pomo-

http://rcin.org.pl



ca tablic wykonad to jest: albo przy-
wrdcid promlen, ]ak sie tojuz wyzej
powiedziato, i wziad logarytmy, biorac
10 za logarytm premienia; albo tes
uwazadé zawsze promien za jednodd,
lecz odjaé 10 od kazdego logirytmu
z tablic wzietego. Odejmowanie to naj-
lepiej wykonad na samej cesze, ktdra
przez to moze sie stad odjemna; ale-
piej jeszcze brad¢ logarytmy takie, ja-
kie sie w tablicach znajduja, i dopie-
ro od wypadku odjad tyle razy 10, ile
sie wziefo logarytmdw z tablic. Po-
prawka taka bedzie zawsze fatwa do
uskutecznienia, bo wciagn rachunkn
logarytmy beda sie tylko dodawad lab
odejmowad; nadto Widoczua, ze kazdy
logarytm dodatny wzigty z tablic, be-
dzie o 10 za wielki, a kazdy od]emny
010 za ma{y

Dla skrocenia zaé najlepiej odejmo-
wanie logarytmdw zamienié na doda-
wanie, dziafajac za pomoca dopefnier,
bo w tenczas !O ktére potrzeba odjad
od logarytmu kazdej linii trygonome-
trycznej, aby otrzymad jej lo:rarytm,
biorac promien za jednosé, bedzie na-
wrodzone przez 10 dodane do niego
dla wziecia dopelnienia.
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Niech bedzie np. x=419 X wst?40°;

ztad log. x=log. 419-}-2log. wst. 40°.

log. 419=2,6222140.
2 log. wst. 40°=19,6161350.
log. x==22,2383490.
Wypadek 0 20 za wielki; odjawszy
wiec 20, zostanie:
log. x=2,2383490=log 173,12,
ztad x=173,12.

Zwiazek miedzy bokami i katami trojkaca

58.

$9.

prcstolireslrzedo

Dla skrdcenia oznaczed bedziemy ka-
ty tro]katow przez gloski A,B C; a
boki im przeciwne przez a, b, c. Na d-
to jezeli tréjkat jest pro:tokalny, A
bedzie kat prosty, @, przeciw prosto-
katna
Twierdz: 1. W trojkacie prostokat-
nym, kazdy z bokéw przyleglych ka-
towi prostemu, jest rowny przeciw
prostokatnej, pomnoz’onej przez wsta-
we kata lemuz bokowi przeciwnego.
"Dowodz. Niech bedzie ABC, fig: 14,
trdjkat prostokatny przy A; 2 punktu
B jako érodka promieniem ]akxmkol-
wiek zakreslmy %fuk DG, i spuéémy
7
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DE prostopadfa do AD. Wstawa kata
B jest stosunek DE, do promienia BDj;
w tréjkatach za§ podobnych BLD i

ABC, jest:
AC_DE b
TC—F% D,wnec — wst B,

czyli b=a.wst B.... (1).

Kat B jest dope{memem kata G,
wiec ‘wst B—=dost C.

Mozua zalém powiedzied: zZe kazdy

z bokdw prayleglych katowt prostemu,
jest rowny przeczw-prostohalne], po-
mnozonej przez dostawe kata przy-
leglego temuZ bokowi.
Twierdz. 1I. # trdjkacie prostokat-
nym kazdy z bokow prayleglych ka-
towi prostemu, jest rowny clrugiemu,
bokowi rozmnozZonemu przezstyczng
kata przeciwnego pierwszemun boko-
wi.

Dowodz. Niech bedzie ABG, fig. 14,
tréjkat prostokatny przy A, zqueslx-
wszy fuk DG, wyprowadzmy z punktu
G, prostopadfa GH do AB. Stosunck
GH do BD, jest styczna kataB. Aze

AC GH b
AB—BD’ wxec—: sty B

czyli b=—c sty B.... (2).
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Wypadek ten mozna takze wypro-
wadzié¢ z twierdzenia Igo. Jakoz za-
stosowawszy to twierdzenie do kazde-
goz bokdw b i ¢, i zwazajac, ze wst C—=
dost B, bedzie b—=a wst B, c—a dost B,

S B WK R ™ I
wige——-——=sty B, czyli
b—c sty B.

Twierdz: 11I. 2 kazdym trdjkacie
prostokresinym wstawy katow, sg do
stebie, jak boki im przeciwne.
Dotvodz. Niech bedzie tro]kat ABC,
fig: 15; z punktn 0 spus¢my prosto-
padl?a CD do AB; gdy prostopadfa ta
przypada wewnatrz tréjkata, wtrdjka-
tach prostokdtnycll ACD, BCD, jest:

CD=b. wst A, CD=—a. wst B,
wiec b wst A——a wst B;
ztad wst A:wst B=a:b.

Gdy za$ prostopadfa CD, fig. 15 bis,
przypada na przediuzenie BA, w trdj-
kacie ACD jest: CD=b.wst CAD. l.ecz
kat CAD jest spefnieniem kata CAB,
wigc wst CAD—=wst CAB—wst A, a tém
samém

wst A:wst B=a:b.... (3).
’Zk
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62, Twierdz: IV. # kaidym trojkacie
prostokre§lnym, kwadrat z jednego
boku jest réwny summie kwadratow
z dwoch innych bokdw, zmnicjszonej
podwdjnym iloczynem z tychie bokow
przez dostawe kata miedzy niemi za-
wartego; to jest: ze

a?=b%-4-c2—2bc dost A... (%).

Dowodz. VY trdjkacie ABC fig: 15,
spusciwszy prostopadfa CD do boku
AB, gdy kat A jest ostry, bedzie:

CB2=—AcC?-aB2—2ABXCD,
czyli @®=0%-}c*—2¢XAD.

Lecz w trdjkacie ACD prostokatnym
przy D, AD=b.dost CAD, czyliAD=20.
dost A, wiec:

a?=b2-|-c?—2bc.dost A.

Gdy zaé kat A jest roztwarty, fig:

15 bis, bedzie:
BC®*=acC?+3B2+2ABXAD,
czyli @?=5b%+-c2+4-2¢XAD.

W tréjkacie prostokatnym ADG,
AD=b. dost CAD; a ze kat CAD jest
spefnieniem kata BAC, wiec

dost CAD——dost A, a tém samém

http://rcin.org.pl



wl Sq0) e

Waznoéé te wstawiwszy za AD, w
réwnanie poprzedzajace, otrzymamy
réwoanie (4).

Twierdzenie to zastosowawszy do
kazdego boku trdjkata, otrzymamy
trzy réwnania nastepujace:

a?=5b%-}c?*—2bec.dostA,

b*—a?-{c®*—2ac.dostB,

c?=b*+a*—2ab.dostC,
za pomoca ktdrych moZzna zawsze
wyrachowad trzy z szedciu czedci trdj-
kata, gdy trzyinne sa dane (wy]aéwszy
przypadek, gdy trdjkat jest nie podo=-
bny do wykreélenia, albo gdy dane
sa tylko trzy katy).

Twierdzenie III, jako wyraZajace
zwiazek migdzy dwoma bokami i dwo-
ma kataml im pxzemwnemx, musi bydz
wypadklem z tych réwnan. Wypro-
wadza sie zad nastepujacym sposobems:

Z réwnania plerwszego wypada:

2 Py
dost A :b b Wi

T e L
wst? A= l—dost2A—
40%c®—(b2%+c%?—a?)?

4b%c? ;
q(l’b’—}—"a’o’—}-?bg A TR AL SN

- 402
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4 f , wstA
a tem samem ——
a

_)a’/)’—l-l,{agc“—f—Z[)“C’——a‘—b“——c“
—
2abe.

Tym samym sposobem otrzymamy
z dwdch innych rdéwnan stosunki
wst B wst G
R
leko fatwiej, zamieniajac w drugiej
stronie poprzedzajacej réwnosci na-
przéd @ na b, a b na a, potéma na
¢, ac naa. Lecz ze tadruga strona
jest funkcya symetryczna @, &, ¢, to
jest: ze sie niezmienia, za zmiana wy-
konana migdzy gloskami, wiec stoso-
wnie do twierdz: IIl, jest:
wst A wstB wst C

. TS e o e

. Ale otrzymamy je da-

Rozwigzywanie tréjkatéw prostokresinych
prostokgtnyck.

63. W trdjkacie prostokatnym kat prosty
jest zawsze wiadomy. Aby wigc trdj-
kat prostokatny rozwiazad, dcsyd
procz kata prostego mied dane dwie
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czescl, pomiedzy ktdremi powinien
bydZ jeden bok. Dwie zaé dane czesci
moga bydi: 1°, przeciw-prostokatna
i jeden z katéw ostrych; 2%, jeden
z bokdw przylegtych katowi prostemu
ijeden z katdw ostpgeh; 32, przeciw-
prostokatna i jeded@@bokdw przyle-
giych katowi prost
ki przylegte kalowi proste
stkie zatém przypadki rozwiazywania
tréi@}éw prostokataych, zamkniemy
w czterech nastepujacych:

Przypadek |. Majge (lanaprzu‘zw—
prostokatnq a, i kqt ostry B, znalezé
kat C i boki b iec.

Naprzdd C=90°—B; dale] podfug
twierdzenia Igu:

b—a wst B, c—a dost B.

Wziawszy logarytmy, otrzymamy;

log. b=log. a+log. wst B—10,
log. c=log. a+log. dost B—10.

Przyktad 2. Majgc dany bok b i
kat ostry B, znaleic kat C, i boki
ailc.

C=90°—B. Podlug twierdzenia Igo.
b

b—awst B; 2tade=— _-t'ﬁ'
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a podfug twierdzenia Ilgo:
c=bsty G, czyli C=0 dot B.

Wziawszy logarytmy, bedzie:
log a=10-}log b—log wst B,
loge=log &-}log sty C—10,

albo log c=log b-+log dot B—10.

Przypadek 3. Majqe dana przeciw-
prostokatng a i bok b, znaleié katy
B iC, i bok c.

Kat B otrzymamy z réwnania b=

b
a.wstB, ztad wstB:;, C=90°—B; bok
2a§ ¢ obliczymy za pomoca rdwnania
c=a wst C, albo tez ¢ — a?*—0b?
czyli e=V (ab).(a—Db).

Przypadek 4. Majac dane boki b i
¢, znaleic¢ kaly B, C i przeciw-prosto-
katnag a.

Kat B wyrachujemy za pomoca rg-

wnania b= c sty B, ztad sty B—= P

C=90°—B; nakoniec przeciw-prosto-
katna @, otrzymamy z réwnania b —
awst B.

Moznaby takze znaleZ¢ @,za pomoca

formuty a=V v®+c? Lecz e b?
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c* nierozkfada sie na czyaoniki, for-
mufa ta jest niedogodna do rachun-
ku logarytmicznego, idla tego lepiej
wyznaczyé wprzod kat B, a potémn
bok a.

Rozwiazywanie trdjkatow prostokresinych
ostro lub roztwartokatnych,

©3. Trzy czesci dane tréjkata ostro lub
roztwartokatnego, moga bydz: I, jeden
bok i dwa katy; 2, dwa boki i kat
jednemu z nich przeciwny; 3, dwa bo-
ki i kat migdzy niemi zawarty; 4, trzy
boki. Wszystkie zatém przypadki
rozwiazywania tych trdjkatéw, przy-
wies¢ mozna do czterech nastepuja-
cych: '

Przypadek |. M-jac dany bok e i
dwa katy trdjkata, znalezé inne jego
czesci.

Od 180° odjawszy summe dwdch
katéw danych, otrzymamy Kkat trzeci.
Boki za§ & i ¢, otrzymamy podfug
twierdzenia 1llgo, z proporcyj:

wst A:wst B—a:b, wstA:wst C—=a:c,

awstB a wstC

R A TWRA
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Przypadek 2. Majac dane dwa boki
aib, i kat A jednemu z nich przeci-
wny, zaaleZé bok trzeci ¢ idwa inne
katy B i C.

Kat B otrzymamy z proporcyi: a:b
=wst A:wst B.

Majac wiadome A i B, bedzie: C=
180°—(A--B); nakoniec wyr achU)emy
bok ¢ za pomoca proporcyi:

wst Aiwst C=a:c.

Rozwiazanie to potrzebuje objisnie-
nia, co do wyrachowanej waznosci
jednego z katéw niewiadomych.

I tak z pierwszej proporcyi wypada:

wst B = -_-_‘KSt_J.\,
a

gdzie jak widzimy kat szukany jest
wyznaczony przez swoie wstawe; a
pomewaz dwa katy spefma]ace sie,
maja jedne wstawe, wxgc obhczywszy
log wst A wedkug powyzszego rdwna-
nia, mozna wziad za wazno$é kata
szukfmego B, ]uzto kat ostry M znaj-
dujacy sie wtablxcach juz tez jego
spe{meme 180° —M, to jest: ze bedzie
B=M i B-—ISO°—-—-M co zda)c sie
wskazywad dwa rozwiazaunia, i prowa—
dzi do past¢pujacych uwag:
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I2. Kiedy kat A jest prosty lub roz-
twarty, dwa inne katy musza bydz
ostre; wicc na B potrzeba wzmé taka
wazno§é, jaka daja tablice, to jest:
B=M; lecz aby w tym razie trdjkat

mogt bydz wykreslony, powinno byda
a>b fig: 16.

2%, Gdy dany kat A jest ostry ibok
a>b musi takze by dz A>B aw tym
przypadku tablice dadza ]eszcm waz-
nosé kata B; trdjkat moina bedzie
zawsze wykreahé a gdy bedzie a=b
trdjkat bedzie réwnoramienny, fig: 17.

32, Lecz gdy dany kat Ajest ostr),
a bok a<b, to jest; gdy bok przeci-
wny katowi danemu, jest mniejszy od
kokun przeciwnego katowiszukanemu,
w tenczas mozna wziad B=—M, albo
B—150°—M. I tak niech bedzie kat
ostry BAC=A, BC=a, AGh: figs l‘a
okrag zalueslony z punktu ok )ako
smdka promieniem @ moze, w pe-
wnych przypadkach przeciqé linia AB
w dwdch punktach B i B a wtenczas
beda dwa trdikaty ACB, ACB, wykre-
slone za pomoca tych samych czesci
dinych, i wktdrychsie katy ABGC iAB'C
spefuiaja. Istotny zas warunek dwdch
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rozwiazan jest, aby bok @ z zafo#enia
muiejszy ol &, byt wiekszy od pro-
stopadfej CD, spuszczounej z wierzchot-
ka C do AB. Bo gdy bok a jest ré-
wny prostnpadfej CD, okrag zakreslo-
ny promieniem @ )est styczay do AB,
i dwatrdjkaty zamieniaja sie na jeden
prostokatny ACD. Nukoniec gdy bok
a<CD, trdjkata wykreslié nie mozna,
bo wtenczas okrag zakreslony promie-
niem a ze $rodka G, nieprzetnie boku
AB.

Te dwie ostatnie okolicznoéci, ob-
jasniaja same waznosci kata B. [tak
w pierwszym przypadkuo, w trdik%cie
prostokdtn)m ACD; CD =0 wstA, a
ze CD —a, wigc a = b. wstA; ztad
b wst A

a
log b+log wst A—log a—
log wst B=10),
to jest: ze gdy bok a jest réwny pro-
stopadfej CD, log wst B=10.

W drugim przypadkn, w tréjkacie
prostokatn\m ACD, jest CD=0 wstA;
a ze z przypuszczenia a<CD, wige

b wst A

—1, atém samém:

a<b wst A, czyli >1, a tém
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samém wstawa kata B wieksza od pro-
mienia; a poniewaz nie masz wstawy
wiekszej od promienia, wiec tez trdj-
kat nie moze bydZz wykreélony.

Lubo powiedzielismy Ze boku ¢ szu-
ka¢ nalezy po wyznaczeniu kata B,
mozna go przeciez wyznaczyd bezpo-
§rednio za pomoca danych a, 4, A.
Jakoz na mocy twierdz: IV jest:

a?=b%-+}c%>—2bc dost A,
czyli c2—2bc dost A—a?—b%;
atad

c=b dost A=V a®— b2+ b2 dost2A

=b dost A=V a* —b2wst?A,

Poniewaz bok trdjkata powinien
bydZ zawsze iloscia rzeczywista i do-
datna, fatwo wiec przewidzieé jakie
ZWIdzkl zachodzid powinny miedzy a,
b,A, aby na ¢ byfa jedna lub dwie
waznosci.

Poprzedzajace waznosci ¢, jsko nie-
dogodnc do rachunku logs:rytmiczne-
go nie uzywaja si¢ w trygonometryi.
Jednakze, poniewaz czesto na podobne
natrafié mozna, okazemy sposcb uzy-
wany w astronomii, do zamienienia ich
pa inne, dogodniejsze do uzycia.
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Wyrazmy nejprzédd te waznoscl
w postaci:
-
ex=b dostAiavl 5 -lz’_w_st_\

a'l

PoniewsZ je uwazamy za rzeczywi-
bwstA

ste, wiec ilos§d jest mniejsza od

1, i moZna ja uwazad za wstawe pe-
e c

wnego kata z, ktéry wyznaczymy, czy-
niac:

b wst A
wst 'y == g
a wst x
Natenczas bedzie b=,
wst A
L2 wst 2A
Vl —_— —— = dost »;
a
a ztad
__a (wst . dost A =& wst A.dost x)
i wst A
__awst(z£A)
WSLIA S+

waznosei fatwe do obliczenia przez.
logarytmy.
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Przypadek 3. Majac dane dwa boki
a, b, i kat C miedzy niemi zawarty,
znaleZé bok ¢ ikaty A, B.

Twierdzenie 111 nie moZe bydz za-
stosowane do tego przypadku,bo w kaz-
dej z proporcyj a:b—wst A:wstB ia:c=
wst A:wst G, znajduja sig dwa wyrazy
niewiadome. Lecz z proporcyi:

a:b—=wst A:wst B,
wypada:
a+b:a—b=wstA-} wstB:wstA—wstB;
wiemy za$ iz (40)
_ wstA--wstB:wstA — wstB=styL(A-}-B):

styz(A—B),
wiec

a-+b:a—b=sty%(A-+B):

styE(A—B) ... (D). ¢

Poniewaz £(A+B)=%(1802—C)==90°
—1IC, wiec trzy pierwsze wyrazy tej
proporcyi sa wiadome, i mozna bedzie
z niej wyprowadzié wazno$é L (A—B).
Majac wiadome pofowe summy i po-
fowe réznicy katdw A i B, znsjdziemy
kazdy z nich, gdyz:

A4+B A—B, A4B A—B

e P Sl b

2 2
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Po wyznaczeniu A i B, wyrachujemy

bok ¢, przez proporcya:
wstA:wstC=a:c.... (2):

Proporcya ta wymaga szukania
trzech nowych logarytmdw, to jest:
log a, log wstA, log wstC. WY nastepu-
jacym sposobie, szuka si¢ jeden mniej.

Poniewaz wst A:wst B:wst C=a:b:c,
wiec powinno takze byd:

wstA+wstB:wstC=a-|-4:c, ztad
S (a+b0) wstG
sy wstA—+wstB’

Na mocy formut (N° 291 39), jest
wst A-wst B=2wst3(A-B)dost 3(A—
B), wst C= 2wst ;C.dost § G, a nadto
wst 2(A+B)—=wst (90°—3C)= dostzC.
Wazno$ci te wstawiwszy w réwnanie
na ¢, otrzymamy:

__ (a+bywst3C

e dosti(A—B)"

Formufa ta zawiersjaca a5, kté-

rego logarytm jest juz wiadomy, wy-

maga rzeczywiscie szukania tylko
dwéch logarytmdw.

Bok ¢ wyznaczyli§my dopiero po A

i B; aby za§ ¢ wyznaczy¢ od razu,

o (3),

http://rcin.org.pl



— 113 -

zastosujemy twierdzenie IV, podfug
ktdrego

c=V a?-b*—2ab.dostC.

Lecz Ze logarytmy nie moga byé
zastosowane do formufy, udamy sie
zatém do kata przybranego; a zrdi-
nych przemian tej formuty, wezmie-
my nastepujaca:

Wiadomo Zze dost?;C+ wst?XC=1,
a dost“C—-wst“C =dostC (3 1), wiecs

\/{(a’—{-be)(dost“C—{—wst’ C)-—
2ab (dost?2C—wst?3 G)}

=V (a-}b)*wst?% :C-(a—b)*dost® LG

=(a+& wst!Lv oS AR 20
(a+0) 2 1 +(a—f—b)2.
Styczna moze przechodzid przez
wszystkie stany wielko$ci, uczynmy
wiec:

(a—0b) dotiC

at+b6
a przedostatni pierwiastck zamieni sie
na:

V e ;c_\/l g wst 2 5 !

dost 2x dost x

sty x =

8
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a tém samém bedazie:
_(a+b) wst 3C
OV Cadoety

Tak wiec znajdziemy nastepnie kat
positkowy x i bok ¢, za pomoca for-
muf fatwych do obliczenia.

Rozwiazanie to rdini sig tylko na
pozér od poprzedzajacego, gdyz sty
I(A+B),jest réwna dot;C; waznosdé
przeto sty x jest rdwna waznosci sty
%(A--B),wyprowadzonej z proporeyi(1),
a tém samém ostatnia wazno§é c jest
identyczna z formuta (3).
. Zdarza sie czesto w zastosowaniu,

ze boki sa dane przez ich logarytmy.
Itak dajmy, Ze dane sa logarytmy
bokdéw @i b, i kat C, i Ze potrzeba
tylko wyrachowad katy A i B. Azeby
w tym razie wyrachowad 3(A—B), po-
dfug proporeyi (1), potrzebaby wyra-
chowad pierwej @ i b, za pomoca ta-
blic; lecz mozna uniknac tego rachua-
ku przez wprowadzenie kata posif-
- kowego. JakoZz, niech bedzie ¢ kat

b
znaleziony, czyniac sty 4«=-a-; z formu-

fy (2) N° 34, wypada:
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5° sty 45°%— styy
Sty (4 _¢)—1+Sty45°bty\l¢
1 —sty ¢
1 sty ¢’
wstawiwszy za sty ¥, jej waznosd, be-
dzie:
a—{
sty(45°-—¢):m.
4 drugiej strony proporcya (1) daje:

a—0b
sty3(A—B) == s, sty3(A-+B);
wiee
styz(A—B)=sty(45° =) styZ(A-}-B);
a poniewaZ ¢ jest wiadome, znajdzie-
my przeto fatwo 3(A—B). Tak po-
stepmjac, potrzeba bedzie rachowad
dwa logarytmy mniej, jak w propor-
cyi (1) : ‘
Przypadek . Majac dane trzy bo-
ki @, b, ¢, wyrachowad katy A, B,C.
Podfug twierdzenia IV jest: a*=
b +c®—2bc dost A; wiec:
1)9+C’—a"

gbc .

dost A =
8t
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Tym samym sposobem wyznaczaja
sie katy B iC. Szukad jednak wy-
pada formu%y dogodniejszej do rachun-
ku logarytmicznego.

Wiemy (31) ze:

owst?EA=—=r-—dost A;
tn wstawiwszy waznos¢ dostA, otrzy-
mamy nastepnie:
b*+-c%~a®

sbe

a®—b% —c?J-2be a®— (b—c)®
o 2bc¢ i 2bc

(a—}—b--c)(a-—-l;—}-c

2bc

awst?ZA =1

wiec
wst A:V(a+b—c) (e—bc)
dbc.

Aby tej formule nadad prostsza po-
stad¢, uczyrimy obwdd tréjkata a--b
~}c=2s, a nastepnie:
a-+t-b—e—zcs—2c=—2(s=c),
a—b-+tc=z2s—ob=—=a(s—1);

wiec

(s—b)is—c)

wst A=
be
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Ztad wypada nastepujace prawidfo:
Aby “Znaleié wstawe polowy kata, po-
trzeba od potowy ‘obwodun hoﬂfata,
odjac nastepnie, kaidy z bokdw mie-
dzy ktoremi ten kat zawarty, rcszly
ztgd wynikle rozmnnéyc przez siebie,
zloozyn ten podzzehc przez zloczyn
ztychie bokéw, iz ilorazu wyeiqgnad
pierwiastek kwadratowy.

Lubo kat 7A jest wyznaczony przez
swoje wstawe, nie wynika ztad Zzadna
niepewno$é; bo skoro kat A nalezy
do trdjkata, powinno bydz A<{130°;
a tém samém 2A<{go®.

Z réwnaz fatwoscia wyprowadzid
mozna formuly na dost 7 A isty-2A.
1 tak, poniewaz 2dost?7A—=]-}dostA,
wiec za dost A wstawiwszy jej waz
nos¢ i odbywszy rachunek zupefnie
podebay poprzedzajacemu, otrzyma-

my-
dost Z A:\/g( b_a)

Nakoniec poduelxmzy wst § A, przez
dosizA, wypadoie:

s —b)(s—©)

s(s—a)

styczzA=

, http://rcin.org.pl
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Chcac za pomoca ktore]kolwxek z
tych trzech formuf wyznaczyd kat,
potrzeba szukad caterech lngarytmow,
dla tego tez nie mozna dad zadne]
z nich pierwszenstwa nad i innemi, gdy
idzie tylko o wyrachowanie jednego
kata w tréjkacie. Lecz rachujac
dwa katy, leple] uzyé ostatniej, bo
dosy¢ wyznaczy¢ logarytmy czterech
ilodci, s, s—a, s—b, s—c, gdy biorac
ktorakolwtek z dwoch pierwszych, po-
trzebq szukaé szeiciu.

Uwaga. Z trzech linij dowolnie wzie-
tych, w tenczas tylko, jak wiadomo,
mozna wykreéli¢ trdjkat, gdy kazda
z nich jest ‘mniejsza od summy, a
wieksza od rdznicy dwdch innych;
ile razy wiec dane boki tréjkata do-
pelniaja tego warunku, trzy formuly
0 ktorych mowa, dadza na wst{-A

dostZA, waznoSci rzeczywiste mniej-
sze od jedno$ci, a na styfA, waznosd
rzeczy wista mmiejsza lub wxeksza od
]ed!lObCl, w przeciwnym za$ razie wa-
znoéci te albo beda urojone, albo tez
wazno$é wst¥A i dost3A bedzie wiek-
sza od 1, I tak wziawszy np. formufe:
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wst%A:V‘.f:..IQLS_':i),
be

przypusémy:
1°, b>a-}-c, bedzie 2 > a + &+ ¢;
wiec 26>2s, a tém samém s=b<o.
Lecz Ze w tym razie a--0>c¢, wige
a+b+c>zc czyli 2s>2¢, a tém sa-
meém s—ec>0; waznoédé zatém wstiA
jest urojona.

2°, Niech bedzie c>a--4: bedzie
s—c<o, a s—b)o, to jest: Ze WSt"‘A.
bedzie i wtym przypadku urojena.

3°. Niech bedzie @>b--c: bedzie

“a+b+c cayli 25> ab+z2e, wiec s>b

~+c; aztad s—0>>¢, s=—c>D, i (s-—-c)
(s—b) >be; wainodé zatém wstE A
bylaby wieksza od 1, co si¢ nie moze
stosowac do iaduego kgta.

Zastosowanie do przykladow.

Do wymierzania katéw na ziemi u-
Zywa si¢ zwyezajnie narzedzie zwaue
kdtomxar, ktdrém jest fuk podzielony
na stopuie, pof-stopnie it.d.
Promien tego fuku jest wieksay
lub muicejszy, stosownie do Zadane
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dokladnodci; w pospolicie uzywanych,
promiet ma jedne stope dfugosci.
Odsyfajac po szczegofowe opisanie
katomiaru i sposobdw uZywania go,
do dziet o miernictwie traktu]dcych,
wspomniemy tu tylko, Zze najdogo-
dniejsze katomiary sa te, ktdre zamiast
prostych celownik dw, opatrzone sa
lunetami. Luneta nalezaca do pro-
mienia nieruchomego, ]est od niego
réwno-odlegta, druga za$§ przytwier-
dzona do promlema ruchomewo, mo-
Ze si¢ wraz z nim obracad, i o kilka
stopm podnosié lub znizad, aby przy
poziomem ustawieniu narzedzia, mo-
zna ja podnosié¢ lub znizyé, dla spo-
strzezenia podniesionych, lub tez zni-
zonych przedmiotdw, co w dziafaniach
na gruncie jest bardzo wygodne, bo
wiele na tém zalezy, aby katomiar
byt ustawiony poziomo, a tém samém
aby wszystkie katy uwazane, byly
na jednej plaszczyzaie.

Chcac! tém narzedziem wyznaczyd
kat zawarty miedzy dwoma przed-
miotami, potrzeba je tak ustawid,
aby jego s$rodek odpowiadat wierz-
chotkowi wyznaczy¢ sie majacego ka-
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ta; dalej wykierowawszy promien nie-
ruchomy, do jednego przedmioetu, ru-
chomy pdty obracad nalezy, pdki
przez celowniki do niego przytwier-
dzone, nie ujrzymy drugiego przed-
miotu; a fuk katomiaru zawarty mie-
dzy tak wykierowanemi promieniami,
bedzie miara kata szukanego.
66. Zagadn. 1. Znalezd szerokos§é rzeki.
Rozw. Niech bedzie DX, ﬁg. 19, sze-
rokosé rzeki, ktéra wymierzyé ma-
my. Wymierzywszy podstawe AB,
rownoleg{q od koryta rzekl, a tém
samém prostopadfa do jej szerokosci
DX, iwyznaczywszy kat ABX, zawar-
ty miedzy podstawa AB, a promieniem
ocznym BX, poprowadzonym z punktu
B do przedmiotu X, na drugim brze-
gu rzeki bedacego, trdjkat ABX, be-
dzie prostokatny przy A. Bok AB i
kat B jest wiadomy, wyrachojemy
przeto bok AX; a odjawszy AD od-
legtosé podstawy od brzegu rzeki, o-
trzymamy szukana szerokosé DX.
Niech bed:zie AB__:)7,8 B=48°2¢4/,
AD"_'()’ 3v
bedzie AX=AB Xsty B;
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ztad log AX=log AB--log sty B—10.
log 57,8= 1,7619278,
log sty 48° 24—10 -10,0516645,
log AX=I,8135923=1log 65,1,
AX=65,I, DX=AX—AD=58,8.

67. Zagad. 2. Znaleid wysokosé AB
przedmiotu, ktérego spodek jest przy-
stepny.

Rozw. Wrymierzywszy na gruncie
podstawe BC, fig. 20, i kat EDA za-
warty mxedzy promxenlem ocznym
AD, i lmxa pozioma DE, rdwnolegfa
od podstawy BC; w tréjkacie prosto-
katnym ADE, majgc wladomy kat D
i bok DE, wyrachujemy bok AE, do
ktérego dodawszy CD, otrzymamy
wysoko$¢ zadana. ‘

Niech bedzie CD=I,10, DE=6I,28,
D=41°31'25",
wypadnie:

AE=61,28 X sty 41°31'25",
log sty 41°31'25"==9,9471690,
log 61, 28 =1,7873188,
log AE ... 1,7344873;
ztad AE=54,201; AB=55,36l.
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Gdy spodek przedmiotu jest nie-
przystepny, lub gdy np. AB, fig. 2I,
znaczy wysoko§é gdry, spodek tej
prostopadfej jest niewiadomy, a tém.
samém nie moZoa wymierzyé odle~
glodci BC. Lecz i w tym przypadku
mozna dad takie pofozenie ptaszczy-
znie katomiaru, iz bedzie przechodzid
przez prostopadfa AB. Nadto wyzna-
czywszy odlegfoéé AD, sposobem,
ktdry sie w nastepujacém zagadnieniu
okaze, w trdjkacie prostokatnym be-
dzie wiadoma przeciwprostokatna AD
ikat D, trdjkat wiec ten fatwo roz-
wigzemy:

Zagad. 3. Znalezd odlegfosé punktu
P, tig.22, niedostepnego, lecz widzial-
nego, od punktu dostepnego A.

Rozw. VYymierzywszy podstawe AB
i katy PAB, PBA, w tréjkacie APB,
wiadome beda trzy katy i bok AB;
szukana wiec odlegfosé znajdziemy
przez proporeya: '

wst P: wst B—=p: 4.

Wezimy AB=2,7,9, A—62%41', B—
59°42°, a tém samém P=57°37. Po-
niewai:

wst P : wst B=AB: AP,
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AB X wstB
wst P
log. AB . . . L. 2,393058
logwstB . ... 99362008,
dop logwstP .. .. 0,0734087,

wiec At ;s

Yog AP ... TH031762,
Odlegtosd szukana AP=253,032.
Zagad. k. Znalezé odlegtosd PQ, fig.
23, dwdéch punktéw widzialnych, lecz
niedostepnych.

Rozw. Wymierzywszy podstawe AB
i katy BAP, BAQ, ABP i ABQ, i wy-
rachowawszy sposobem w poprzedza-
jacém zagadnienia podanym, boki AP,
AQ, tréjkatéw ABP i ABQ; wyrachu-
jemy kat PAQ; bo gdy cztery punkta
A, B, P, Q sa na jednej plaszczyznie,
PAQ = BAP — BAQ, uadto msjac, w
trdjkacie PAQ wiadome boki AP, AQ,
i kat PAQ miedzy niemi gawarty,
wyrachujemy bok PQ.

Niech bedzie: AB=—345,2Y, BAP—
69°36', BAQ=44831', PAQ = 25°41,
ABP=48°15", ABQ=102°14"

Ztad juz bezposreduio wniesiemy,
ze APB=62° 19, AQB=33° 15 dal-
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sz2y za$ rachunek, wykonywa sie jak
nastepuje:

12. Rachunek AP:

wst APB:wst ABP—AD:AP,
log AB....2,5381840,
log wst ABP....9,8727722,
dop log wst APB...0,0527973,
log AP....2,4637535,
AP=290,007.
2°. Rachunek AQ:
wst AQB:wst ABQ—=ADB:AQ,
log AB....2,5381840,
log wstABQ....9,9900247,
dop log wstAQB....0,2600871,
log AQ....2,7891958,
AQ=615451.

32. Rachunek katéw P i Q:
Niech bedzie AQ=p, AP—¢, APQ=P,
AOP==0).

Otrzymamy: p-}¢=506, 361,
p—q=324,547, 3(P+Q)=77°9'3C",

Dalej utozymy proporcya:
Ptg:p—g=styz(P+4Q):styz(P—Q).

log styg(P~+Q)....10,6421427,

log (p—¢q).... 2,6112776,
dop log (p=4+¢).... 7,0426988,
log styz(P—0Q)....10,1981191,
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E(P=-Q)==57°31'6", a nastepnie:
P=134°40'36", Q=19°33'24".
42. Rachunek PQ:
wst Q:wst PAQ=—4g:PQ,
log 9....2,4637535,
log wst PAQ....9,6368859,
dop log wst Q....0,4735196,

Tog PQ....2,5741590.
PQ=375,110.

Inne rozwigzanie. Otrzymali$my
odlegfosci AP i AQ, przechodzac przez
ich logarytmy; tu wiec jest miejsce
uiyd kata positkowego 7. A w tenczas
wyrachowawszy log AP ilog AQ, szu-
kamy katéw P i Q, jak nastepuje:

Rachunek kata 4:
AP

sty v = o

log AP...2,4637535,
dop log AQ....7,2108042.
Tog sty ¥....9,6745577,
$=25°17'55",

b5 ° =y ==14° 425",

Rachunek katow P iQ.
sty#(P--Q)=styz(P-+Q) Xsty(45°—+).
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].Og Sty;(P-}‘Q).... 10,6/}2 l/;27,
log sty(45°—4)w.. 9,5539790,
Tog sty % (F—Q)....10,1061217,
F(P—Q)=57°31'6",
Dalej konczy sie rachunek jak wy-
Zej.
Zagad. 5. Wyznaczyé na ziemi punkt
C, fig. 15, ktdrego odleglosci ¢ i b, od
punktdw A i B sa wiadome.

Gdy odlegfosei @ i & sa niewiel-
kie, wtedy zakresliwszy z punktéw A
i B, jak érodkdéw, promieniami tymie
odlegfosciom réwnemi, fuki, punkt
ich przecigcia si¢ bedzie punktem szu-~
kanym. Lecz jezeli te odlegfodci s
wielkie, potrzeba najprzdd wymierzyr%
odlegfoéc AB, i z trzech bokéw trdj~
kata ABC, wyrachowad kat A, przez
co wyznaczy sie kierunek linii AC,
na ktdréj wziawszy AC=0, otrzyma-
my punkt szukany. ;

Niech bedzie @==9459,3,56=—8032,29,
c=8242,58, bedzie 2s—=25734,18, s—
12867,09, $—5==4834,80, s—c=4624,

wstE A :v.(.f:_lfx_"..—:_c_),
be
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log (s—&) . . . 3,6843785.
log (s—c¢) . . ..3,6650657,
dop fogéd ... G, 0‘951606
dop loge ... 6, 0830368
2log wst{;A 19,52 /35416
log wst zA. . Gy ,7642708,
$A=35°3] 147" A=716334",

7). Zagad. 6. Majac dane na ziemi trzy
punkta A, B, C, ﬁd 24, znaleZé punkt
czwarty M, z ktoregoby odlegfosci AB,
AC byty widziane pod katami dane-
mi.

Rozw.Podlug wysfowienia Laty AMB
i AMC sa dane, zakre$liwszy wiec na
liniach AB i AC odcinki két, w ktd-
rychby si¢ tez katy miecily, tuki do
nich nalezace przetna sie w punktach
AiM,i punkt M ])edz1e punktem
szukanym. Bo ze wszystklch pun-
‘ktéw fukn AMDB, mozna widzied
odlegtosé AB  pod katem réwnym
danemu AMB, i ze wszystkich pun-
ktéw tukun AMGC, mozna widzied AC,
pod katem rownym katowi AMG;
punl\t wiec M, w ktorym sie te {ukl
przecinaja, jest taki, ze z niego mo-
Zna razem widziec odlegfoéci AB i AC,
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pod katami AMB i AMC. Lecz Ze to
wykreslenie jest niepodobne do wy-
konania na gruucie, wyzna(‘zyc zatém
nalezy rachunkiem kat BAM i odle-
gloéé AM.
Naznaczmy AB=—e, AC=4,ABC=A,
AMB=—g; AMC=g,MAB=x, ACM:].
W czworokacie AMBC, a—+y==360°
—(A~-=+-8); wiec réwnanie to da
summe katdw nlewxadomych, potrze-
ba tylko znalezd ich rdznice.
W trdjkatach AMB, AMG, jest:
wst«: wst x=—a: AM... (19;
wst 8 : wst y=0b : AM... } i

ztad
a wst o b wst
12 AM= s 92 AM = 2
wst e wst 8;
a zatém
awstx bwsty I bwste wstx
= czyli — A
wst « wslie y awstpg  wsly
. N a wst g i
naczywsz =
aznaczy y wolo =2,
b wstx
bedzle, ' —= y
8 a . wsty

atém samém:
b-4-a' wstax-- wsty
b—a"wstae — wsty’
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czyli
b+ta' styg(a‘—{—y)
b sty £ (x—y)’

PoniewaZ summa 2y jest wiado-
ma, wyrachu]emy zatém za pomoca
tego rownania,’ réznice x—y, i znaj-
dziemy katy a iy; a Ze kat BAM=
180° —(«+x),wiec odlegfosd *\Molrzy
mamy z ktérejkolwiek z proporcyj (l)
‘ Zagad 7. Przez punkt dany na zie-
mi poprowadzi¢ linia réwno- odlegfa
od linii niedostepnej.

Niech bedzie CD fig. 25, linia nie-
dostepna, A punkt dany, przez kitdry
ma przechodzuf réwno-odlegfa AK.
Rozwiazanie danego zagadnienia przy-
wodzi sie do wykleslema kata DAK,
réwnego CAD; lecz Ze ten ostatni jest
niewiadomy, wyznaczyc go zatém wy-
pada.

Pierwsze rozwigzanie. YYyznaczy-
wszy za pomoca katomiaru kat CAD,
pod Kktérym daje sie widzied linia
niedostepna CD; obiera sie punkt B
w pewnej odlegfosci od A, zktdrego-
by anLnﬂ widzied linia CD, pod ka-
tem réwnym Kkatowi CAD. Natenczas
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cztery punkta A, B, C, D, lezace na
jednej plaszczyznie beda sie zna]do-
wa{y na okregu ]ednego kota, a tém
sam¢ém bedzie CBA—CDA; wymierzy-
wszy zatém kat CBA, i wykresliwszy
DAK=CBA, rozwiqiemy zagadnienie

Drugie rozwigzanie. Kiedy roz-
wigzanie poprzedzajace nie ma miej-’
sca, co sie zdarza gdy punkt A jest
niedogodny, obrad nalezy podstawe
AB, wymierzyé przy A katy CAB,
DAB, a przy B katy DBA, CBA. Tym
sposobem w tréjkatach BCA, ADB,
bedzie wiadomy bok AB i dwa katy
jemu przylegle; te wiec rozwiazawszy,
otrzymamy boki AC i AD; nakoniec
przez rozwiazanie tro]kata ACD, Zna]-
dziemy ACD, CDA i bok CD, a tém
samem kiernnek linii AK, rdwnood-
legtej od CD.

Q%
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ROZDZIAL IIL

ZWIAZEK MIEDZY KATAMI 1 BOKAMI
TROJKATA KULISTEGO.

73. Formufa zasadnicza. Czeéci trdjkata
kulistego, wykreslonego na danej ku-
li, sa wiadome, gdy jest wiadoma licz-
ba stopni, ktdra kazda z nich zamyka.
Rozwiazsnie wiec zadan o trdjkatach
kulistych zalezy od stosunkdw miedzy
temiz liczbami stopni zachodzacyeh,
to jest: miedzy liczbami trygonome-
trycznemi, odpowiadajacemi wstawom,
dostawom i t. d. Podemy zatém na-
przéd formufe okazujaca zwiazek
migdzy ktdrymkolwiek katem, a trze-
ma bokemi trdéjkata kulistego, a po-
tém okazemy, jak sie z niej wypro-
wadza rozwiazanie trdjkata kulistego,
w kazdym przypadku.

Katy oznaczaé¢ bedziemy zawsze
przez A, B, C, a boki im przeciwne
przez a, b, c. ‘
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74. Niech bedzie O fig. 26, érodek kuli,
na ktdréj znsjduje sie trojkat ABC;
poprowadziwszy promienie OA, OB,
OG, wyprowadzmy do OA prostopadfe
AD i AE, jedne na pfaszczyznie OAB,
drugan na ptfaszczyznie OAC, i dajmy
ze przecinaja w punktachD i B, prze.
dfuzone pr‘omleme OB i OC. Kat
DAL, jest rowny katowi A trd]kata
kulistego, wziawszy zatém promien
OA za jedno$§é, bedzie: (4).

AD=sty ¢, OD=siec ¢, AE=styb.
OE—siecz b.
W tréjkatach prostokresluych DAE
iDOE jest: (62),
AD*+AE?*—2AD XAE.dostA=TTL. 2,
Ol)"i‘UL —20D XOE.doste=pFE 2,

Odjawszy rownanie pierwsze od
drugiego, wypadnie:
0D*—AD®-+0OE*—AE?+2AD XAE.
dostA—20D X OE dost e=0,

aze OD*—AD*=0L? —ALE*=0A%=]I,

wiec 2--2AD XAE.dostA—20D X OE.
dost =0,

czyli 14-ADXAE.dostA - ODXOE.
dost a==07
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Zamiast linij wstawiwszy ich na-
zwiska trygonometryczne, bedzie:
1—siecz b. siecz c.dost @
~}sty &. styeze. dost A=0.
1 |

iecz b= e
Lecz siecz =Jen d siecze== e
wst b
stycz b= Fparcl

wstawiwszy zatém te waznos$ci, wypa-
dnie:
dost a wstb.wste. dostA
"~ dosté.dostc dost b.dost ¢
a ztad: dosta==dosté.doste-|-wst b.ste.
dost A (1).
Taka jest zasadnicza formufa try-
gonometryi kulistej.

oy

Lubo na figurze boki & i ¢ sa mniej-
sze od 90°, fatwo jednak spostrzedz
ze formul‘a ) ]est ogdlna. lakoz
przypusciwszy, Ze jeden z tych bo-
kéw np. b czyli AC fig. 27, jest wiek-
szy od 90°; dokonczmy pot- ol\recrow
CAC'i CBC‘ nvykres]my trO]kat ABC
ktérego hoki a'i b, czyh BC' i AC sa
spetnieniem bokéw a i b, a kat BAG
spefnieniem kata A. Ponicwaz boki
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b i c sa moiejsze od 90°; wiec for-
~ mufa (1) stosuje sie do,tréjkata ABC
i daje:

dost @'—=dost b'.dost e

—-wst &'.wst c. dost BAC'.
Aze a=180°—a,'=180°—4,

BAC—=I180°—A:
te wiec waznoSci wstawiwszy i od-
mieniwszy znaki zobu stron rdwna-
nia, otrzymamy formute (1); formufa
zatém ta stosuje sie ina ten praypa=-
dek gdy &7590°.

Dajmy teraz ze boki bic sa wiek-
sze od 90° fig. 28. Boki AB i AC
przedfuzmy az do wspdlnego przecie-
cia si¢ w punkcie A', i wykre§lmy troj-
kat BCA', wktorym kat A' jest réwny
katowi A, a boki &' i ¢' rdwne spef-
nieniom bokdéw & ie. Formula (1)
musi sie stosowaé i do tego trdjkata,
wstawiajac w nie 180°—4 i 180°—c¢
zab i e, bo to wstawienie w niczém
j¢j nie zmieni.

W reszcie moznaby jeszcze spraw-
dzié¢ te formunte na przypadek gdy
rvazem &==Y0° ic=90°. Lecz Ze sie
stosuje do waznosci tak blizkich 90°
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jak tylko zadamy, wige stosowad sie
musi i do tego przypadku

4 Formu{e (1) zastosowawszy do kazde-

76.

¢ 2

g0 boku’ tréjkata, otzymamy trzy rd-
woania, za pomoca ktorych mozna
bedzie zawsze wyznaczyc trzy ktdre-
kolwiek jego czesci, gdy trzy inne
beda dane; lecz w zastosowaniu trzeba
mied ogobno wyrazone rézne zwiazki
zachodzace migdzy czterema ktére-
mikolwiek czeSciami tro;kata, w czém
cztery tylko moga bydZ rdzne kom-
bmacye, a te nastepnie wskazemy.
. Zwigzek miedzy trzema bokami
i Iratem Zwiazek ten wskazuje ré-
wnanie (1), ktdre przez zmiang glosek
daje trzy nastepujace:
dost a—dost b. dost ¢
~+wst &. wst c. dost A.... (1),
dost b—=dost a. dost ¢
-+ wst a. wst . dost B.... (2),
dost e=dost @. dost b
~+wst @. wst b. dost C.... (3).
Zwigzek miedzy dwoma bokemi i
dwoma katami im przeciwnemi. Aby
otlzymad zwiazek mxed7y bokami a
ib, ikatami im przeciwnemi A i R,
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zniesiemy ¢ w rdwnaniu (1) i (2), co
sie uskuteczni, biorac z tychze réwnan
wazno$é na wst ¢ i dost ¢, i wstewiajac
je wréwnanie wst3c-dost®*c=1; spo-
sob przeciez nastepujacy jest daleko
prostszy: j
Z réwnania (1) wypada:
dost a—dost &. dost ¢
dost A—
wst b. wst c:
ztad wst?A—=—I1—dost?A—
(dosta—dostb.doste)?
wst?0. wsi?c
__(1—dnst?2) (1— dost?c)
i wst2b.wst?e
(dosta—dostb.doste)?
wst2b.wst?c

czyli
wi’A :]——dost’a— dost 25 — dost 2¢

.

’

wst?b.wst2¢
2dosta. dostb.dost e
wst?b.wst?e 2
. wstA
wiec
b wsta

1
\/(I--dost’x-—dost’b

=WSiLL.\vst/1.wslc
—-dost?c--2dosta.dosts.doste).
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Tu niemasz juz zadnej niepewnosci
wzgledem znaku przed pxerwxastklem
zwazajac, iz gdy katy i boki sa muiej-
sze 0d 180° ich wstawy sa dodatue.

Poniewaz druga strona tego rowna-
nia nie zmieniaja sie, zamieniajac A
ia naBi &iodwrotnie, lub na C
i c i odwrotnie, wypada ztad, Ze:

wttA ~wstB  wstC
wsta  wstd wst ¢ O
a zalém w trdjkacie kulistym wstawy
katdw sa proporcyonalne do wstaw
bokéw im przeciwnych.

32, Zwlazek miedzy dwoma bokami,
katem miedzy niemi zawartym i kq-
tem jednemuw z nich przeciwnym.
Uwazajmy 7p. zwiazek migdzy bokami
aib, katem C miedzy niemi zawar-
tym i katem A, jeduemu z tychze
bokdw przeciwnym.
Wazno$é dost ¢ wzieta z rownania
(3) wstawmy w réwnanie (1), bedzie:
dost a=—=dost a. dost* &
—}-dost b. wsta. wstb. dost €
-}-wst b. wst c. dost A,
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Przeniostszy dosta. dos!® na pier.
wsza strong, i uwazajac ze:
dosta—dosta.dost*s—=dosta.wst? 5,
a na koniec podzieliwszy z2tad wynikfe
réwnanie przez wstl. wst @, otrzyma-
my:
dost a.wstd
=dost 4. dost C
wsta

wst ¢. dost A

———.

wst @ ?

lecz na mocy réwnan (4)
wstc wstC

e wiec:
wsta™ wst A’ s

dot a. wst b=dost 4. dost C
~+wst C. dot A. (5);
w réwnaniu tém przemicniajac gfoski
otrzymamy sze$é réwnan vastepuja-
cych:
dot a@. wst b=dost 4. dost C
~+wst C. dot A.... (5),
dot . wst a—dosta. dost G
~+wstC. dot B.... (6),
dot a. wst c—=dostec. dost B
~+wst B. dot A.... (7),
dot ¢. wst a=—=dost @. dost B
~+wst B. dot C.... (8),
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dot 4. wstc—dost ¢. dostA
~+wst A. dot B.... (9),
dot c. wst b=dost b. dost A
—+wst A, dotC.... (10).
79. 42, Zwigzek miedzy jednym bokiem
a trzema katami. Z réwnan (1), (2),
(3) wyrugnjmy & i ¢; wtym celu wsta-
wmy w réwnanie (1) waznoéé dost ¢
wzigta z réwnania (3), bedzie jak wy-

Zej:

dost a. wst & \vstc.dos'A

—————=—=—dostb.dostC+- it
wst a wst a

rownanie to na mocy rdwnan:
wstds  wstB  wste wst C
wsta wst A ' wsta wst A’
zamieni sie w nastepujace:
dost a. wst B=dost 4. wstA. dostC
-+dost A. wst C.

Wykonawszy tenze sam rachunek
na réwnaniu (2), albo, co jest lepiej,
zamieniwszy wostatniémei AnabdiB
i odwrotnie, otrzymamy:

dost &. wst A—dosta. wstB, dostG
~+dost B. wst C.

Pozostaje wiec tylko znie$é dost &

w dwdch ostatnich rdwnaniach, co u=
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skuteczniwszy, otrzymamy zwiazek
szukany miedzy A, B, C i e, ktéry za-
stosowawszy nastepnie do kazdego
z trzech katdw tro;kata, dojdziemy do
trzech nastepu]acych réwnan:
dost A——dost B. dost C
~wst B, wst C. dost @... (11),
dost B=—dostA. dost C
+wst A. wst C. dost b... (12),
dost C=—dost A. dost B
~+wst A, wstB. dost c... (13).

Podobienstwo tych réwnan z formufa
zasadnicza (1), prowadzi do waznego
wniosku. [ tak wystawmy sobie tro]—
kat kullsty A'B'C, ktéregoby boki &',
b, ¢, byty spefnlemem katow A, B, C;
na mocy formuty (1), bedz1e

dost @'=dost 4'. dost ¢'

~}-wstd'. wstc'. dost A';

a ze wst a'=wst A, dost a'==—dost A,

wst b'=wst B, wst c=wst C;
wigc—dost A==dost B. dost C

~+wst B. wst C. dost A"

Wyprowadlelby $my ztad na dostA'
wazno§é rdwna, lecz z przeciwnym
znakiem, tej, ktora deje réwnanie (11)
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na dosta; a ztad wypada, ze @=180°
—A, b==180°—B', ¢=180°—C'; ma-
jac zotém dany trdjkat kulisty, gdy
wykreslimy na tejze samej kuli dru-
gi, ktéregoby boki byly spetnieniem
katdw pierwszego; odwrotnie boki
pierwszego. beda spefnieniem katéw
drugiego tréjkata. Z tej przyczyny
takie dwa trdjkaty nazywsja sie spef-
niajace, i wiadomo z geometryi, ze kaz-
dy z nich moze bydz wykreslony, bio-
rac za bieguny Jednego trzy wierz-
chofki drugiego, idla tego to tréjkaty
te maja nazwisko trdjkatdw polar-
nych.

Analogie Nepera. Okazemy teraz
proporcye, znane pod nazwiskiem4na=
logij Nepera, nzywane dla nlitwienia
rozwiazania trdjkatéw Kkalistych, w
niektérych przypadkach.

Z réwnan (1) i(2) wypada:
dosta—dostb.dostc—=wstb.wstc.dostA,
dostb—dosta.doste—=wsta.wstc.dostB.

Podzieliwszy drugie z tych réwnan
przez pierwsze, i majac wzglad na to,

wst a_wstA 1t
ie -w—s-t—b__m, wypaanie:
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dostb—dosta. dostc wstA. dostB
dosta—dost. doste— wstB. dostA.

Z réwnania tego ufozywszy propor-
cya i porédwnawszy réznice wyrazéw
kezdego stosunku z ich summa, be-
dzie:

dosts—dosta.dostc —dosta-}-dosts.doste
dosto—dosta.doste--dosta—dosté.doste
wst A.dost B—wstB. dost A
—wstA. dost B--wstB.dost A’
czyli
dost b—dost 2 1-)-dost ¢
dost 4+dost e’ 1—dost ¢

__wst (A—B)
wst (A+B)
A Ze na mocy formut (29), (37), (40),
dost b—dost e 3
X sty L L7
dost b-dost a— sty (@a+40)styz (a+0)
1-}-dost ¢ 1

1—doste  sty?:
wst(A-}-B ..wstQ(A-}—B)dosiQ(A—f—B),
wst(A—B)=—=2wst3(A—B) dost;(A—B),
wstawiwszy zatem te uwazZnosci, o-
trzymamy:
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sty & (@t D) sty § (=),
‘wst £ (A—B) dost £ (A—B)
—wst £ (A+B) dost £ (A+DB)’
czyli:
sty 3 (a+b) sty § (a=b)= _
sty?% cwst,: (A—B) dost § (A—D) %),
wslZ (A+DB) dost 3 (A--D)
Z drugiéj strony, 2z réwnania:
wst @ wst A
wot 4 wst B’
wst a-}-wst & wst A-wst B
wst a—wst & wst A—wst B’
ezyli (37):
sty £ (a+b)
sty 3 (a—_b)-
wst £ (A-+B) dost 7 (A—B)
dost £ (A+DB) wsti (A—DB)
Rozmuozywszy wige najprzéd rd-
wnanie («) przezto ostatnie,a potém po-
dzieliwszy jedno przez drugie, otrzyma-
my rownﬂmazamykaxacetylkokwadra.
ty; z obu stron klorych WyClagnd\Vsyy
pierwiastki kwadratowe, majac przye-

wypada Ze:
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tem wzglad na to, Ze na mocy réwna-
nia («) sty ¥ (a+5) i dost § (A+4B)
powinny mied znak jednakowy, otrzy-
mamy: ¢
tL(A—B

ok Lo L HIPY

dost 3 (A—+B)

wst = (A—B)
wst 3 (AB)
Formuty te mozna zastosowad do troj-
kata polarnego, bo wstawiwszy za a,
b,c, AiB, 180°—A,180°—B,180°—C,
180°9--a, 180°— 4, wypadnie:

sty 3(a+b)=styze

sty 2(a—b)=sty 7 c.

(15).

9 4 g dosiE(a—b)
styz(A+B)=dotzC. dosl%(a-{—ﬁ)m( l 6)"
wstE (a—b)

Cztery powyzsze formuty (14), (15),
(16), (17), sa to w postaci réwnan wy-
razone, proporcye albo analogie Ne-
pera. Dwie pierwsze biora sie do roz-
wiazania trojkata, gdy dany jest bok
idwa katyiemu przylegfe; adwie drugie

10

styz(A=B)=dotXC.
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gdy dane sa dwa boki i kat miedzy
niemi zawarty.

88. Zwiqzek miedzy bokami i katami
trojkata kulistego prostokatnego. Aby
otrzymaé formuty, ktdreby sfuiyé
mogty, do rozwigzania trojkata pro-
stokatnego, dosyd uczynid kat A=—90°
w réwnaniach poprzednio wyprowa-
dzonych, do ktérych tenze kat wcho-
dzi. Tak postapiwszy, otrzymamy:

dost a—dost b. dost ¢, (a)

wst b=wst a. wst B, }(&)
wst c—=wst a. wst G, :
sty b—sty a. dost G, ©
sty c==sty a. dost B,""} ¥
sty b—wst c. sty B, }(d)
sty e=—wst &. sty C, 0§
dost B=wst C. dost b, }(a)
dost C=wst B. dost e, i
dost e=—dot B. dot C... (f)

W ogélnosci szeéé formut, za-réwno
dogodnych do rachunku za pomoca
logarytmdw. Pierwsza z nich daje
zwiazek miedzy przeciwprostokatna i
dwoma bokami przylegtemi katowi
prostemu; ‘druga mriedzy przeciwpro-
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stokatna, bokiem i katem jemu prze-
ciwnym; trzecia miedzy przeciwpro-
stokatna, bokiem i katem przylegtym;
czwarta miedzy dwoma bokamii katem
jednemu z nich przeciwnym; piata
miedzy bokiem idwoma katami o-
strémi lub roztwartémi; nakoniec szd-
sta miedzy przeciwprostokatna i dwo-
ma ostremi lub roztwartémi. A tak
maiac dane dwie z pieciu czeécei, znaj-
dziemi za pomoca jednéj z tych for-
muf, kazda z czesci szukanych.

34, Przytoczymy tu niektdre wfasnosci
tréjkatéw kulistych prostokatnych, na
ktére zawsze wzglad mied nalazy:

1° Na mocy formuty (2), dost e,
powinna mied ten sam znak coilo-
czyn dost 4. dost ¢; co aby miafo miej-
sce, albo wszystkie trzy dostawy po=
winny byd¢ dodatne, elbo tez tylko je-
dna znich. W trojkacie wiec kulistym
prostokatnym, albo kazdy z trzech bo-
kéw jest mniejszy od 90°, albo, gdy
dwa sa wieksze 0d 90°, trzeci jest mniej-
szy.

2° Foimuly (d) pokazvja, ze sty b
ma taki znak, jak sty B, a sty c taki
iak sty C; wiec kazdy z bokdw przy.

10*
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legtych katowi prostemu, jest tego sa-
mego gatunku co kat mu przecany,
to jest ze albo obadwa sa mniejsze od
90°, albo tez wieksze.

Rozwiagzanie trojkatdw kulistych pro-
stokatnych.

85. Trojkat kulisty moze mieé dwa, a na-
wet trzy katy proste; w ostatnim przy-
padku kazdy z jego bokdw jest X
kregu, w pierwszym kaidy z bokow
przecnvnych dwém katom prostym,
jest I okregu, kat za$ trzeci, jako
majacy za miare trzeci bok trojkata,
zamyka te same liczbe stopni, co ten-
7e bok. Poniewaz w tych dwdch przy-
padkach zagadnienie nie ma miejsca,
mdwié wiec tylko bedziemi o trdjka-
cie, zaw:erajacym ]eden kat prosty;
do rozwiazania za$ takxego trOJkata
dosyé mieé dane dwie z piecin czesci,
w czem szesé przypadkdéw zachodzid
moze.

36. Przypadelcl Maiac dana przeciwpro-
stok4tna aibok b wyznaczyé bok ¢

i katy BiC.
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Za pomoca formuf (a), (8), (¢) znaj-
dziemy:

dost 2 wst b

= B=
dost dost &’ wet wst a’

dost C:Siy—é.
sty @

Poniewaz tu fuki i katy nie moga

byé wieksze od 1807, a wtéj granicy
jeden tylko fuk odpowiada danéj do-
stawie, wiec boki i kat C, sa wyzna-
czone bez zadnéj watpliwosci. Co do
kata B, ten jest wyznaczony przez swoje
wstawe, zdaje sie przeto, Ze moZna go
uwazad za ostry lub roztwarty, lecz, po=
dtug dopiero przytoczonychuwag, po-
winien byd tego samego gatunku co i
bok dany 4.
Przypadek 2. Majac dane dwa bo-
ki & i ¢, katowi prostemu przylegfe,
znaleZd przeciwprostokatna @, i katy
BiC.

Z réwnan (a) i(d) wypada:

ity st B wstb
dost a==dost b. dost ¢; sty T W
_sty ¢
oty C—Wat b’

http://rcin.org.pl



88

89.

—_ 150

w tym przypadku, jek fatwo widzied,
zadna watpliwoéé nie zachodzi.
Przypadek 3. Majac dana przeciw-
prostokatna d i kat B, znalezé boki
b, c, i kat C.

Z réwnan (b), (¢) i (f) wypada:
wstb=wst a. wst B; sty c——sty a dost B;

dot C=dost a. sty B.

c i C, beda wyznaczone bez zadnéj wat-
pliwoéei, a bok b powinien byd tego
samego gatunku co kat B.
Przypadek 4. Majac dany bok b i kat

jemu przeciwny B, wyznaczyé boki &,
¢, i kat C.

Bdwnania (), (d) i (e) daja:

wst sty b

Wit it v v st c_'-:_sty B
dost B
wst C:m’

Tu zachodzi niepewnosé z przyczy-
ny wstaw i fatwo przewxdzxeé ze rze-
czywiscie zachodzié musi: Bo jezeli
trojkat BAC fig. 29 prostokatay przy
A, zadosy¢ czyni zagadmemu, przedta-
zywszy boki AB i BC do przeciecia
sie w D i wziawszy DA'=AB, i DC
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BC, tro]katy BAC i DA'C' beda ztozone
z cze¢sel roznych; wiec kat A‘]est pro-
sty i 'CA'=CA—b. lro]kat zatem BA'C'
]est prostokatny i zamyka takze dwie
czeéci dane B i b. MoZna przeto wziad
od upodobania e¢<lub >90%; lecz sko-
ro ten wybdr nastapi, gatunek boku
¢, dany bedzie przez réwnanie dost a
—dost b. dost c; ktdry razem wskaze
gatunek kata C. Gdy b=—B w tenczas
jeden tylko jest trojkat o dwdch ka-
tach prostych gdy za§ wst b> wst B,
w tenczas nie ma zadnego trojkata.

Przypadek 5. Maige dany bok b
przylegty katowi prostemu, i kat je-
mu przvlegi’y C, znalezé boki a,c¢, i

kat B.
Z réwnen (c), (d) i (e) wypada:
sty b
sty a—=——-=; sty c=wstDb. sty C

dost B_.dost b. wst C.
Przypadek 6. Majac dane katy Bi
C, wyznaczyé boki a, b, c.

Rdwnania (e) i (f) daja:

dost a==dot B. dot C;

dost B dost C
dost b——TC' dosh:.....wst oy
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92. Uwaga. W wielu przypadkach roz-
wiazanie jakiegokolwiek trdjkata ku-
listego, przywodzi sie¢ do rozwiazania
tréjkata prostokatnego.

I tak, 12. Gdy w tréjkacie kulistym
miedzy danemi trzema czesciami jeden
bok ma 90°, kat odpowiadajacy temu
bokowi w tréjkacie polarnym, bedzie
prosty. Nadto poniewaz wiadome be-
da dwie z pigciu innych czesci tego
tréjkata, mozna go przeto bedzie roz-
wiaza¢ podiug tego, co sie wyzé) po-
wiedzialo, a z rozwiazania jego znaj-
dziemy rozwiazanie pierwszego trdj-
kata.

22, Gdy trdjkat dany jest réwno-
ramlenny, dwa boki rdwne uwaza}a
sie tylko za jedne czesd, katy im prze-
ciwne takze za ]edne i wtenczas dwie
czedci wystarczaja do rozwiazania trdj-
kata Lecz z wierzchofka trOJkata spu-
§ciwszy fuk kota wielkiego do srodka
podstawy, ten podzieli tréjkat dany na
dwa réwne tréjkaty prostokatne z ktd-
rych w kazdym, oprocz kata prostego,
wiadome beda dwie czescx. Rozwiaza-
nie przelo tro;kata réwnoramiennego
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przywodzx sie do rozwiazania tro;kata
rostokatnego.

- 32, Niech bedzie tréjkat kulisty ABC
fig. 30. w ktorym a+b—180° Prze-
diuzywszy boki @ ic do wspéluego
przecigcia sie w D, bedzie takze a+4-CD
—180°, wiec CD_b A ze kazda czeéd
wiadoma tro;kata ABC, da poznac‘ czesé
ACD i odwrotnie, wiec rozw1azame
tréjkata, w ktérym summa dwdch bo~ -
kdw jest 180°, przywodzi sie tylko do
rozwiazania tréjkata réwnoramienne-
go, a tem samem do rozwiazania trdj-
kata prostokatnego.

42, Toz samo powiedzie¢ moZna o
tréjkacie kulistym, w ktérym si¢ dwa
katy nawzajem spefnieja; bo nie moze
byé a+4-b=130°, aby zarazem nie byfo
A-}-B=180°, i odwrotnie. JakoZz w trdj-
kacie rcSwnoramienny’m ACD fig. 30
kat CAD=D=B; a ze CAD+CA[_’.
-—180o wieci w trO]kame ACDB, musi
byd A+B:lSO°

Rozwiagzywanie trdjkatow kulistych
ostro lub roztwartokgtnych.

93. Przypadek 1. Majac dane trzy hoki
@, b, ¢, wyznaczyd katy A, B, C.
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Z réwnania (1) wypada:
dost a—dost b- dost ¢
wst b. wst c.
Lecz dogodniejsze Wyxazenxe do ra-
chunku za pomoca logarytmow otrzy-
mamy, szukaiac wst 37 A, dost 3 A lub

sty . A. Wezmy przeto formute
2 wst ”A—-—l-—dost A, i wstawmy w nie

waznosé dost A, bedzie:
dost a—dnst 4. dost
2wst?2A=I— g e
, wst b. wst e
dost b. dost c-}-wst b. wst c—dost @
st wst b. wst c.
czyli:
2/wet 3% A=
Wiormale:
dostq-——dostp—-Qwst’(p—{—q)wsl‘(p—-q)
uczyniwszy p—a, g—=b—¢, wypadaie:

dost (b—c)—dost a
—2wst = (@-Fb—c) wst 7 (a4-c—Db),

iidost-AT=

dost (b—c)—dost
wst b. wst c.

WS!%A:V‘;; 1 (a+4b—c) wstz (a+-c—Db)

wst b. wst c.

Dla skrécenia naznaczmy a--b--c
=2p,aztad a-+b—c=2(p—c);a-{c—b
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=2(p—>0); przez co formufa poprzedza-
jaca zamieni si¢ w nastepuiaca:

wstZA— v:v_st(p—b) wst(p—c)
wst b. wste
Podobnie dziafajac znajdziemy:

dostZA :v wst a.st‘ZStws(tZ_a )

a ztad

sty & A:‘/wst (p—>b) wst (p—c)
wst p. wst (p—a).
Przypadek 2. Majac dane dwa boki
aib, i kat A jednemu z nich przeci-
wny, znalezé bok ¢, tudziez katy B
iC.
Kat B, przeciwny bokowi 4, otrzy-

mamy z proporeyi:

wst @ : wst b—=wst A : wst B;
wst A, wst B 9

wst

Bok za$ ¢ i kat C, najlepiej bedzie wy-
znaczy¢ za pomoca analogi) Nepera
z ktdrych wypada:

ztad wst B=

: : wst z(A-}-B)

styzc=styz (a— b)'wst #(A—B)’
wst 5 (a-}-5)

dotgC=sty §A—B). .
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Poniewaz kat B jest wyznaczony
przez wstawe, wiec moze byé ostry
lub roztwarty; jednakie pewnym wa-
znosciom danych a, 4, A, odpowiada
tylko j:den trdjkat; nad czém pézniej
sie zastanowimy.

Mozna takze wyznaczyé kat C, za
pomoca réwnania (5), to jests

dot A. wstC-}-dost &.dost C=dota. wstb
W tym celu wyznaczmy naprzdd
kat positkowy », czyniac:
dot A—dost 4. dot ,

dot A
ztad dot x_dostb’

dalej. w réwnaniu dotA. wstC -.....,
wstawmy waznosc¢ dot A—=dost &.dost »
_dosf b. dost »
wst x
dost D(wst C. dost x-dostC. wst %)
=dot a. wst b. wst x;

y bedzie:

a ztad
sty b. wst

wst(C+Hx)=

sty @

wiadome zatém b¢dzie C-|-z. Naznacz-
my C-x=m, bedzie C=m—zx.
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Po wyznaczeniu C, znejdziemy e
2 proporcyi:
wst A : wst C=wsta : wst c.

Lecz chcac wprost wyrachowad bok
¢, trzeba sie uda¢ do rédwnania (1):

dostb.doste}-dostA.wstd wste—dosta,
ktdrego pierwsza strona przywodzi sig
jik wyzej, do jednego wyrazu, za po-
moca kata positkowego x, czyniac
dost A. wst b=dost 4. dot %

ztad dot x=—dost A, sty b.

Przez co rdwnanie powyzsze zamieni
sie w nastepu]ace
dost b(wst x . dost e--dost x. wst ¢)
—dot a@. wst z,
czyli
dost a. wstx
N 9)= dosté

teraz juz fatwo bedzie wyrachowad ¢,
majac wiadome x.

Przypadck 3. Majac dane boki e, &,
i kat C miedzy niemi zawarly, zna=
lezé katy A, B, i bok c.
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Z formuf (5) i (6) wypada:
dota. wstb—dosth. dost C

dost A = et G
dotb.wsta—dosta. dostC

dot.B; == <

wst G.

Uzywajac kata positkowego, fatwo
przywiesé kazdy licznik do jednego
wyrazu; lepiej przeciez udad sie do
analogij Nepera:

: dost ¥ (a—b
sty 3 (A-B)—=dot C'dost ;—%;:}-—b%'
wst3 (a—0b)
tl(a—j—b)
ktdre, dajac waznosci na 3 (A+B) i
Z(A—B) daja temsamém waiuoéci na
A iB. Po wyznaczeniu katéw A i B,
bok ¢ wyznaczy si¢ przez proporcya;
wst A: wst C—=wst a: wst .

Cheaec wyznaczyé od razu bok ¢,
trzeba w formule dost c—=dost a. dost 5
~-wst @. wst . dost C.

sty 3 (A—B)=dost £ C.——;

dost b. dostx

——

wst x
~—dost &. dot x, a ztad dotx=sty . dost C;
dost b. wst (a-f—x)

wst x

uczynié wst 4. dost C=

dost c=
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96.. #r zypmlek 4. Majac dane dwa katy
A, Biboke ]ednemu z nich pr7y1egh,
znalezd boki a, bikatC. Boki aib,
Wyznaczy¢ moZna za pomoca formut
(1) i(9) z ktérych wypada:

dot A wst B-[-dostB. dost ¢

got a=—
wst c.

5 b:dot B. wst A-|-dost A.dost ¢
wstc.

ale jeszcze lepiéj przez analogije Nepera:
dost X (A—B)
2 —cte X b o S
wst £ (A—B)
b SR SRR Wbt .5y
sty 7 (e—b)=sty L oy I (AT D)
Nakoniec kat C wyznaczy si¢ przez
proporcyas
wst A: wst C=wst @: wst c.
Lecz chcac wprost wyrachowad kat

C, potrzeba w formule:
dostC—wstA.wstB. dostec—dostA dostB.

uczynié wst B. dost c=dost B. dot %,
przez co bedzie:
dot x—=sty B. dost ¢; dost C
__dost B. wst (A-%)

wst x.
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97, Przypadek 5.  Majac dane katy A,
B i bok a, jednemu z nich przeciwny,
wyznaczy¢ boki 4, ¢, i kat C.

Przypadek ten zupefnie podobny
drugiemu, rozwiazuje si¢ tym samym
sposobem, i ma podobnez niepewnosci.

Bok b wyznacza sie za pomoca pro-
porcyi:

wst A: wst B—=wst a: wst b,

Bok za$ ¢ i kat C znsjduja sie za
pomoca formuf:

wst £ (A-L-B)

wst X (A—bB)’

wst X (a-+b)

wstZ (e—b)

lecz bok ¢ wyrachowad takze mozna za

pomoca réwnania (7)

dot a. wstc —dost B. dost c=dotA.wstB.

w ktdrem uczyniwszy dot =

dost B. dot x, wypadnie:

sty  c=sty 3+ (e—Db)

dot: C=styZ (A—B).

sty B. wst x
sty &
Poczem kat C mozna wyznaczyc albo
Z proporcyi:
wst @: wst c=wstA: wst G,

dot 2
dot x:m,wst (c—z)=
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albo tez z rdwnenia:
dosta.wstB.wstC—dostB, dostC==dostA,
ktorego pierwsza strona przywodzi sie
do jednege wyrazu czyniac:
dost a. wst B—=dost B. dot ~.
ztad dot x—dost a. sty B; wst (C—%)

dost A, wst %

dost B.

98. Przypadek 6 i ostatni. Majac dane
trzy katy A, B, C, wyznaczyd trzy boki
a, b,c.

Przypadek ten rozwiqzuje sie tym
samym sposobem co pierwszy. Tak
np: dby wyznaczyé bok a, bierze sie
si¢ rdwnanie (11), z ktdrego wypada
napxzod

dost A-}-dost B. dost C
wst B. wst C.

Daléj 'za pomoca przemian w wspo-
~mnionym przypadku uzylych, znsj-
dziemy wyrazenia wst £ a, dost 3 a,
sty £ a, dogodniejsze do logarytmi-
cznego rachunku. I tak, czyniac A
B--C=180°--2 p. wyrazenia te beda
nastepuiace:

dost a—

11
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wst £ g=\/ wst P. wst (A—P)
wst B, wst C.

dostZa=Y/ wst (B—P) wst(C—P)
' wst B. wst G.
sty’ % o= wst P.wst (A—P)

wst (B—P)wst(C—P)

Uwaga. Jezeli trzy ostatnie przy-

padki ma]a tak wielkie podobienstwo

z t rzema pierwszemi, pochodzi to ztad,

ze moga byé do nich przyw1edz10ne,

na mocy wfasnosci trdjkatéw polar-
nych.

UWAGL

Tylko w drugim ipiatym przypadku
zachodzi niepewno§é co do gatunka
niewiadoméj; wybadaé przeto nalety,
po ]aklch cechach pozneé mozna, czy
msjabyd dwa rozwiazania, czy tez tylko
jedno; wtym celu podamy plel‘WB] nie-
ktére prawdy, na ktdrych sie dalsze
uwegi opierad beda.

Wystawmy soble na kali pdtkole
DCD' fig. 31. prostopadfe do kota, wez-
my CD <900, i z punkta C poprowsdz-
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my dordznych punktéw okregu DHD
tuki kot wielkich CB, CB', CH,.....;
nakoniec przedfuiywszy CD do C), tak
aby OD bytordwneCD, 2faczmy punkt
G,z punktem B. Tro]katy CLBiCDB
maja po kacie prostym zawartym mig-
dzy bokami rédwnémi, wigc CB=C'B; a
a ze CDC'<CB+-CB, wigc (D= CB,
A zatém, lod fuk CD jest pajmniejszy
z fukdw, ktdre poprowadzié mozaa
z punktu C do okregn DHD'; fuk zas§
CD' jest na]wxekszy

Przypusciwszy ze DB=—DB; trdjka-
ty CDB, CDP', maja takze pokame pro-
stym zawartym migdzy bokami réwné-
mi, wicc CB=CB'; a zatémm 22, fuki
pochyie réwno oddalone 0d CD lab CD'
sa rowne.

Nakoniec dajmy ze DH> DB; po-
prowadziwszy CH, przedfuzmy CB,
az do przeciecia sie wl z CH. Ponie-
 waz ftuk CC' jest mniejszy od pdtkola,
~ wiec przedfuzenie CB przetnie go za
C; co wymaga, aby przecigcie nasta-
pifo miedzy HiC); a przeto Cl +IC
< CI+1B, a temsamém CB-}BC<Cl-
-+1C. Lecz ICIHA+HG, wige CI4-1C

b
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<CH+HC, a tem bardziéj CB-}-BC
<CH-+HC. A'se CB=EC, a CH
—=HC, wiec BC< HC, a tém samém 32,
fuki pochy{e tém sa wieksze, im bar-
dZI(-)] sie oddaleja od fuku CD, albo
im bardzw] sie zblizaja do fuku CD'
Dajmy teraz iz chcemy wykreslié trdj-
kat kulisty, majac dane dwa boki a,
b i kat A przeciwny bokowi a.

Uwazad tu najprzéd wypada, ze nie-
ktére przypadki, w ktérych nie mo-
zna wykreslié tréjkata, wskazuje sam
rachunek i aby to okazad, wykre§lmy
kat CAB=A i weimy AC=5 fig. 32 i
33. Boki AC i AB przedfuimy do
przeciecia sie w B i spusémy Ink CD
prostopadfy do AE. Xuk CD powi-
nien byé tego samego gatunku co kat
A; gdy wiec kat A jest ostry, fuk CD
jest najkrctsza odlegfoéciq punktu C
od pdt-okregu AE; gdy zas kat A jest
roztwarty, fuk CD jest najwie ksza od-
legfodcia tegoz punktu od pdi- okregu
AT W plerwszym przypadku nie be-
dzie mozna wykreslié tréjkata, jeneli
a<CD, a ztad wst @ <wst CD, w dru-
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gim za$ takze nie b(;dzle moZna wy-
kre§li¢ trdjkata, jezeli a>CD, a ztad
wst > wst CD.  Lecz ze wtro]kacw
prostokatnym ACD jest:

1: wst b—=wstA:wstACD==wstb X wstA.
wige wobu przypadkach byfoby wsta
<wst bXwst A,

Szukejac zas kata B, w trdjkacie
ACB, jest:

wst 4. wst A
wsta; wst A—wstb: wst B— ! i

wst a,
wiec ta wazno§é wstawy kata B, by-
faby wieksza od 1, co byd nie moze.

Gdyby byfo a=CD, bylby tylkoj je-
den trdjkat prostokdtny ACD, co tez
pokazuje waZnoéé wstawy kata, ktdra

w tym przypadku przywodzi si¢ do je-
dnosci.

Pominawszy te przypadki, zastandwmy
sie szczegdlni€j nad rozmaitemi stosun-
kami wielkoéci, jakie zachodzid moga
w danych a, b, A.

Dajmy ze A<90° i b<<90° fig. 33.
Poniewaz A i b sa mnle]sze od 90°,
wiec i AD jest takze mniejsze od 90°,
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a tem samem AD<DE; gdy za$ prdcz
tego a<<b, natenczas mozna miedzy
fukami CA i CD, zakresli¢ tuk CB=a,
i 2 drugiéj strony migdzy CD i CEfuk
CB'—=CB=qg; to jest: ze sa dwa trdjkaty
ACB i ACB' zamykajace ‘tez same dane
a, b, A. Gdy a=b tréjkat ACB ginie,
i ZOSte]L tylko trdjkat ACB'. Gdy
za§ a-+b=180°, albo a-b> 180°,
punktB'przypadaw E, albo za punktem
E, i wtedy niema zadnego trdjkata.

Tym sposobem rozbieraja sie wszy-
stkie inne przypadki, ktdrego to roz-
bioru wypadki wskazuje nastepujaca
tablica; gdzie znak <] znaczy réwne al-
bo wigksze, a znak [> réwne albo mniej-
szes

a<<b ., . dwarozwiazania.
b<<g0®Ja[>b . . . jednorozwigzanie.(zania.
a+-b[>180° zadnego nie masz rozwig-
a-b<180°dwa rozwiazania.
A<g0%.\6>>90°¢ a-{-b[>180° jeduo rozwiazanie.
a[>b . « . zadnego rozwigzania,
a<b . . . dwa rozwigzania.
b=9g0°3 < . % :
al>b .. . Zadnego niema rozwiaz.
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a-+b>>180° dwa rozwiazania.
)<790°J a-{-b<]180° jedno rozwiazanie.
a<]b . . . zadnego niema rozwiaz,

A% (/>/) . . . dwa rozwigzania.
90°.{ =>g0° u<]1) , » « jedno rozwiazanie.
z:+b\>180 zadnego rozwiazania,

ofa=>t . .. dwa rozwigzania.
ab . . , zadnego,

a>>b . . . jednorozwiazanie.
)<90 a<b . . . zadnego.

a-+b[>180° zadnego.

a<l; . « . jedno rozwiazanie.
A-—900 [;>90 al>b . .. zadnego.

“’r/’[/ 1809 Zadnego.

(I__l)(_) . nieograniczona liczba
(rozwiazan,

I):go . zadnego.
- Na mocy w{asnoscx trdjkata polarne-
go, mozna wypadki te zastésowad do
tréjkata, w ktérym sa dane A, B, a, co
nalezy do piatego przypadku, potrzeba
tylko wszedzie zamienié @, b, A, na A,
B, a, znak > ne < a< na>>.

Gdy dane odpowmdb]a]ednemuzprzy-
padkow, ktorym ]edno tylko powin-
no bydZ rozwiazanie, a rachunek daje
dwa, wtenczas dla przekonania sie,
ktdre rozwiazanie brad nalezy, dosyd
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uwazac, Ze najwigksze katy powinny
byé przeciwne najwiekszym bokom,
i odwrotnie.

I tak dajmy, ze A=112°, a==102°,
b=106°. WV tablicy powyzsz¢j miedzy
wypadkemi odpowiadajacémi A>90°,
uwazd]my te, w ktérych 6>>90°, a mie-
dzy innémi miejmy wzglag na ten, w
ktdrym al>b Nadto zwazqac, Ze sum-
ma a-b rédwna 208° nie odpowiada
przypadkowi a-}-61>180°, wniesiemy,
ze jedno tylko jest rozwiazanie; lecz Ze
b>a wigc i kat B jest wickszy od ka-
ta A.

Zastosowanie Trygonometryt -kulistéj.

103.

Zagadn. 1. Przywies¢ kat do po-
ziomu.

Rozwigzanie. Niech bedzie kat BAC
fig. 34. lezacy na plaszczyzme pochy-
le), AD linija pionowa przez wierzcho-
tek A przechodzaca —-—Poprowadzmy
plaszczyzne pozxomd MN przecinsjaca
linije AB,AC,i AD w punktach E,F,G.
Kat LGF jest rzutem pozlomym kata
BAC, czyli jest katem do poziownn przy-
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wiedzionym; iten to kat EGF potrze-
ba obliczyd, przypuszczajac, ze wiado-
me sa katy BAG, BAD i CAD, Kktdre
katomiarem wymierzy¢ nalezy.

Zagadnienie to fatwo rozwiazaé mo-
zna, przez wykreslenie; poniewaz li-
nija AG jest dowolna, bedzie zatem
dostateczna liczba danych do wykre-
slenia tak trojkatéw prostokatnych
EAG i FAG, iakotez tréjkatéw EAF i
EGF.

Latwo takze znalezé waznoédé kata
EGF. Zakresliwszy bowiem kule z pun-
kta A jako srodks, promieniem jakim-
kolwiek, linije AB, AC, AD, wyznacza
tréjkat kuhsty BCD, ktorego boki beda
wiadome, jako miary katéw danych
a kat BDC tego tru;kata jest katem
szukanym EGF.

Za pomoca wigc pierwszego przy-
padku o tro]katach kuhstych ostro lub
roztwarto- katnych , rozvnazemy zaga-
dnienie; to jest wezmlemy formufe:

wst X A:V\vst (p—-—b) wst(p—c)
wst b. wst c.
i wniéj uczynimy a=BAC, b:BCD
‘CAD, p=% (a-rb+c).
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Dajmy np. ze a==47°45'39%, b=69°
49'19", ¢=80°17"36".
bedzie: 2 p=197°52'34" p:98°56‘l7",
p—b=2Y,6%58", p—-c.._18°38‘4l jira-
chunek odbedzie sie w nastepujacy spo-
sOb:
log wst (p—b)=9,6871552.
log wst (p—¢)=9,5047412.
dop log wst b=0,0275078,
' dop log wst ¢=0,0062623.

2 log wst 3 3 A=19,2256665.
log wst 2 A=9,6128332.
ztad 3 A—=—24°12'274,9,
A—46°94")6”
Zagadn. 2. Majac dana szerpkosd i
dfugosé geograficzna dwdch punktdw

ziemskich, wyznaczyé ich odlegfosd od
siebie.

Rozwiqz. Niech beda A iB fig. 35,
dane dwa punkta. Przypuscmy ze
QR ]est réwnik, C biegun pohmcny,
CED i CFD potudaiki punktow AiB;
nakoniec, e dfugo$ci uwazija sie od
punku P w kierunku PEF.

Réinica dtugosei PF—PE jest rdwna
fukowi EF czyli katowi C zawartemu
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miedzy dwoma pofudnikami; a fuki
AC, BC sa dopetnieniami danych sze-
rokosci AE i BF. W tréjkacie wiec
kulistym ABC wiadome sa dwa boki
i kat C miedzy niemi zawarty, wyra-
chowac za§ potrzeba bok trzeci AB, co
sie uskuteczni za pomoca formul:

dot 2==sty b. dost C;
dost b. wst (a-%)

wst %.

Dajmy Zze np. dlugo§é punktu B jest
62,49, szeroko§é 46°23'14"; dtugosé
punkn A, 54°35', szeroko§d 4°56'15"%;
obie te dfugosci niech beda zachodnie
i liczone od potudnika Paryzkiego,
obie za§ szerokosci pdfnocne.

Za pomoca tych danych znajdziemy
naprzod:

C=54°35'—6°49'=47°46", a=90°
—45°23'14"=41°36' 46',b==90° - 4°56'
15°==857345"

dostc—

Rachunek kata positkowego .

log dost C= 9,8274671. -
log sty b=11,0635386.

log dot 2==10,8910057.
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etad x=7,19'26"
a-4-2=48°56'12".
Rachunek boku e.
log dost b=8,9348468,
log wst (a+x)=9,8773621,
dop log wst x=0,8945642.
log dost ¢==9,706773 1.

ztad ¢=59°23'54",38.

A zatem fuk mierzacy odlegfosé pun-
ktow A i B zamyka 59°23'54",38; odle-
ghosé te wyznaczymy w milach geo-
graficenych, uwazajac Ze jeden stopien
potudnika zamyka mil geografiicznych
15; a zatem  Ze 1: 59°23'54", 38==i5: x;
- ztad 2==59°23'54", 38X 15; czyli, za-
mieniwszy na sekundy:

213834, 38X 15
£ 3600.

=8§90,9:

KonNiEc.
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OMYLKI DRUKU.

Stron. Wier. Zamiast. ' Cho it &
6|21 & |Liniach O Liniach
15|23 (AM wst AM
25143 e i ¢ rir
29 o —2kH+& 2kH+¢
30111 X )
411 4 |waZno§dé te waznosci te
43| 4 |tuki boki
48118 |dost (a—b) dost (a+b)
— dost:?e— dost*a—
49117  |Przyjdimy Przejdzmy
52|24 |dostawe wstawe
5|11 <z 90° a<90°
b 2h el
col 2 _vl-}-(;osta _Vl ;losta
Pt 4 I
Stha—i VI —dost a it ok i_v1+dost a
62] g |wstA wst A 2
dot A dostA
64| 2 stron strona
66111 |dost?a=wst?a dost?g—wst?a
67111 [A=1 0A=1
7312 |[mrzna moZna
7413 |dost a dot a
114 |dosta dos a
75[23 |granica granice
86/19 |wstawie wstawy
83111 |(10,1215325 10,1215325 —
921'8 & 12° ¢ 72° 20!
94| 6 |dopefnia dopefnienia
137123 [/ (1—dost®z...) Vv (l==dost?a...)
138} 6 |zmieniaja zmienia
147 9 |dwoma ostremi dwoma katami
149] 8 |boki bok ¢
150! 4 |d a
155[15 |wstA.wst B wstA.wsth
1721 1 7, I
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