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Vorrede.

@aé vorliegende Werf hat in der Geftalt, twie ed Dhier
erfdyeint, feine Entftehung dem Umftande 3u verdanfen, daf
dasfelbe dazu auserfehen worden ift, den mathematifcdyen
LBortrdgen fo wie den davauf geftithten Vorlefungen itber
Baukunft und DMafdyinenlehre an der Hiefigen polhtechnifdyen
Sdyule jum Grunde gelegt u terden. Jd) hHabe der an
mid) evrgangenen Aufforderung jur Uebernabhme diefer Be-=
arbeitung um fo lieber entfprodyen, al8 id) Urfacde DHabe
s glauben, daf diefed Werf eines Dder erften Fedynifer der
newerven Jeit, bei feiner Gigenthitmlichfeit, und trok der
fonft fdhon vorhandenen Darftellungen der Differential =
und Integralvedhnung, aud)y in weiteren Kreifen, denen
da8 Original nidht zugdngig ift, mwerde auf Veifall ju
vechnen haben.

Das Original ift unter dem Titel: Résumé des legons
d’analyse données a I'école polytechnique par M. Na-
vier ete. in den Jahren 1840 und 1841 3u Parid er{dyie=
nen.  3ufolge einer Furgen Ungeige im erften BVande, Dhat
der Berfaffer den Tert feiner Vorlefungen urfpriinglid) in
lithographivten Vlattern feinen Sdyiilern mitgetheilt; nad
diefen Wldttern ift, nacdy dem Tode ded Werfaifers , unter
der Ueberadyung von Liouville und Catalan die Heraus-
gabe erfolgt, Degleitet von den am Sdyluffe beigefiigten
Sufdgen ded @rfteren; und, frie man permuthen darf, dient
dag Werf nod) jebt den betreffenden Vorlefungen an der
polptedhnifchen Schule ju Paris jur Grundlage.”)

_ Der Hauptfadye nady ftellt diefe deutfche Ausgabe eine
finngetreue eberfepung des Originals dav, bei teldyer die
RNickfidht vorgeraltet bat, die Klarheit wnd %‘aﬁﬁd}l‘eit der
Darftellung — diefen fo befannten WVorsug aller in Frank-
mdy erfcheinenden mathematifdyen Lehrbitdher — audy in
dev @pmdc mdghd)ﬂ wiederjugeben.  Mur DHie und da
") Dies hat ﬁd) ingiifdyen gedndert.  Qiouville Halt jest Borlefun:

gen am (‘ollege de France, und an der polptechnifdyen Schule

trigt Lefébure de Fourey nad) cigenen Hefjten vor.
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v Borvede.

Dabe iy miv erfauben miiffen von dem Fert ded Originals
abjpuweidien, fei ed um einer BVetrachtung nod) eine nabe
liegente Jolgerung angufchliefen, vder wm durd) eine Wen=
dung ded Ausdruds einen Gewinn an %prﬁciﬁon U eviie=
fen, und dergl. Wie vorfidhtig i)y indefjen hievin gewefen
bin, und wie fehr id) gefudyt habe, dem Geifte des BVuchs
nidt su nabe gu treten, davon werden die unter den Fert
~ gefepten Anmerfungen Jeugnif geben.

Einen BVorzug befipt ibrigensd diefe Audgabe gegeniiber
pem framofifhen Orviginal in der Govrectheit Ded Dructs,
auf mweldye befondere Sorgfalt verwandt worden ift, wib=
vend dag Original eine nidyt geringe Anzahl von Drud-
feblevn aufjumnseifen hat, die dem Anfanger dad Verftindnif
erfchweren.

Hannover im November 1847.

Jur zweiten Anflage.

Die vorliegende giweite Auflage hat im FTert ver{dyie=
dene Fleine ufage und Grieiterungen evfahren, welde fid)
miv bei mebrjdbrigem Gebraudye ded Vuchs ald gwedmipig
ergeben Daben. Dod) ift dabei, toie fdyon in der erjten
Auflage, iibevall Sorge getragen tworden, dap der Geift
des Vuds volljtindig getwahrt bleibe. Ein paar An=
merfungen von grofevem Umfange, tweldhe, wie idy Doffe,
dem Lernenden nidyt unmwillfommen fein werden, habe id)
an den Sdlup diefes Banded geftellt.

Aufj die Nevifion ded Dvuds ift diefelbe Sorgfalt
perivandt worden toie in der evften Wuflage, und Drud-
febler von Grheblichfeit ditrften nicht gu finden fein.

Hannover im Ntai 1854, ‘
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Diffevential- und Jntegralvedynung.

I. Functionen im allgemeinen; devivirte Functionen und
Differentiale.

§. 1. Die Algebra betradytet die Veziehungen, welde
unter befannten und unbefannten Grogen ftattfinden
und durd) Gleidungen audgedriidt werden. Jbr hauptiid)=
licher Bted befteht darin, diejenigen beftimmten LWerthe fitr
die Unbefannten audzumitteln, welde den gegebenen Glei=
dungen Geniige leiften. Jm allgemeinen nimmt jede Un=
beFannte entweder einen eingigen Werth an, wenn die Glei-
dyungen bom erften Grade {ind, oder mehrere von einander
verfdyiedene Werthe, wenn die Gleihungen den erften Grad
iiberfteigen 5 diefe Werthe {ind jedod) immer beftimmte veelle
oder imagindre Grogen.

Die Differential= und Integralvedynung dagegen, fo wie
alle von ibr abhiangigen Theile der Mathematif, betvadyten
diejenigen Begiehungen, weldye unter conftanten Grofen
(. b. folchen, die in der namlidjen Unterfudyung ftetd den
ndamlichen LWerth beibehalten) und verdnderlid)en Grifen
Deftehen. Diefe Beziehungen werden gleichfalls immer durd)
Gleichungen ausgedriicft, oder fonnen tenigftensd fo ange-
feben toerden.  Jndeffen da die Anzabl derjenigen Grifen,
weldhe al8 vevanderlidy gelten follen, griBer ift al8 die Anzahl
der Gleidyungen, fo Fonnen diefe Grifen eine unendlidye

Navier, Difi.- und Jutegralr. I. Vand. 1
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2 I. Abfdynitt.

Angabl von verfchiedenen Werthen annehmen, die nur dev
Bedingung unterworfen {ind, den gegebenen Gleidhungen
Genitge su leiften.

§. 2. Angenommen, eine vorgelegte Aufgabe liefere
n Gleidhungen, und enthalte sugleidy m Berdnderlicdhe, oo
m grifer ald8 » fei. Da aud n Gleidungen nur » Unbe=
Fannte Deftimmt toerden Fomnen, fo hat man mithin m—n
Berdanderlide, deven Werthe willfiirlid) bleiben. Sobald
man aber diefe Werthe nady Gutdiinfen feftgefept Hat, fo
finden fidh audy die 2 andern Berdnderlichen vollftindig be-
fiimmt. Dies dritft man Fiirjer aud, indem man fagt,
diefe Tepteren Wevdnderlidhen feien JFunctionen der er=
fteven. Ueberbaupt unterfdheidet man in jeder Aufgabe:
1) die unabbdangigen Berdnderlidyen, denen man belie=
bige Werthe beilegen fanns 2) die abhdngigen Berdn=
derlichen, deven Werthe beftimmt find, fobald man binfidytlic)
jener eine Feftftellung getroffen hHat.  Die lepteren {ind fo=
dann die Functionen dev erfteren.

Man Eann nad) Gefallen diejenigen unter den Verdin=
derlidhen ausdmwdhlen, weldye unabhingige fein follen. it
aber die Wahl eimmal gefchehen, fo fordert die Natur der
Recdnung, daf in diefer Hinfidht Feinerlei Wendexung im
Laufe der Operation eintrete; oder gum toenigften ivitrde
eine foldye Wenderung. befondere Vorfidtdmafregeln und
Umgeftaltungen néthig maden.

Um einen befondern Fall ju betradyten, mibgen jive
LBevdnderlide # und y gegeben fein, unter denen eine ein=
sige Gleihung befteht. Der Werth Dder einen von diefen
beiden Berdnderlihen, 3. V. von z, Fann willfirlid) ange=
nommen foerden; aber diefem willfiitliden Werthe von =
gehort immer ein beftimmter Werth von y ju.  So ift 2
die unabhingige BVerdnderlidye, und y eine Function pon .

Hatte man drei Vevanderlidye #, y, z, und unter ibnen
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Gntwidelung des Differventialbegriffs. 3

eine eingige Gleidyung, fo fonnte man z und y tie unab=
hangige Berdnderliche anfehen, und z wiirde fodann eine
Function von z und y fein.  Aber wenn goei Gleihungen
unter den Grifen z, y, z Leftdnden, o tiivde blod die eine
WVerdnderlidye 2 die unabhingige fein Fonnen, und von den
Berdnderlidhen y und z wire jede eine Function von .

Died ift leidht auf diejenigen Fille audzudebhnen, wo
man eine -grofere Angabl bon Verdnderlihen und von
Gleichungen bat.

§. 3. Wenn eine Grie y Sunction einer andeven
Grioge 2 ijt (0. ). wenn y einen beftimmten Werth anneh=
men muf, fobald man dem a einen willFitrliden LWertl
gibt), fo Dedient man fid) der Vegeidynung

y .=3ufi (2) oder'y = 1F-(2)iu. o108

Wenn z eine Function der Deiden Werdnderlidyen @

und y ift, fo fdreibt man
s=1f(z,y) oter z=F (3 9);
und ebenfo in anderen Fillen.

Gin analptifdher Ausdruc, der auf ivgend eine Weife
aud den Veranderliden 2z, y, = und beliebigen conftanten
Grofen gujammengefept ift, fann alfo mit F (2, y, z) be=
seicdhnet werden, fo dag mithin eine Gleichung unter den
Bevdanderliden @, y, & dargeftellt werden Fann durd)

F (‘T/ Y ) = 0.

Wird diefe Gleidhung in Begug auf = aufgefoﬂ, fo
muf fie die Geftalt 2 = f (#, y) annehmen.

‘§. 4. ©8 fei gegeben die Gleidhung

y=1[ ()
man lege der unabhingigen Berdnderlidyen & alle miglidyen
Werthe von — 0O bi8 4 0O bei, und betradyte die juge-
hivigen Werthe, telche die Function y annehmen mwird.
Die Geometrie bietet dad Mittel dar, um die NReibefolge
diefer Werthe auf eine einfade Weife zur Anjdauung zu
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4 1. Abfmitt.

bringen. Man Fann ndamlid) z als Abfeiffe annehmen, die
auf einer gegebenen Achfe von einem feften Anfangspuntte
aud gesdhlt wird, und y al8 jugehdrige Orbdinate, gegalhlt
auf einer gu der erfreren redytwinfeligen Adhe. Die Werthe
von y, twelde vermdge der Gleidyung y=F (z) denen von

Big. 1. @ jugehiven, wer=
A : den fobann eine

4 Linie MN, Fig. 1.,
feftlegen,deren Ge-=
ftalt den Gang der
in ede ftehenden
Werthe  angeigt.

__/ © Nothiendig ift 8
S dabei, fid) nidyt
etiva  diefen oder
° P 3 jenent  Defonderen
Werth von « nebjt
dem ugehdrigen Werthe von y, fondern vielmelhr ftetd den
gefammten  Jnbegriff der einander entfprecyenden Werthe
diefer beiden Werdnderlichen gegeniwdrtig su erbhalten.

§. 5. lnter den GigenthitmlichEeiten, welche die Junc=
tion y=f (2) oder die diefelbe jur Darftellung bringende
Linie darbieten Fann, ift die bemerfensmwerthefte, die jugleich
den Dauptfadylidyften Gegenftand der Unterfudyung fiir die
Differentialredynung ausmadyt und deven BVetradytung fid) in
allen phyfifalifhen und tedynifdhen Anivendungen diefer Wij=
fenfdaft beftandig mwiederholt, der Grad von Sdynellig-
Feit, mit weldem die Function fid) dndert, renn die unab=
hingige Beranderlidye 2 ein Aenderung exleidet. Diefer Grad
von Sdneligeit in der Sunahme der Function, fobald man
die Werdanderlidye junehmen [at, ift nicht nur bei verfchicdenen
Functionen verfdhieden, fondern er ift andy ein andever bei
der namliden Function, je nad)y dem Werthe, von relchem
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Gntwidelung des Differentialbegriffs. 5

man die unahme der Funftion will audgehen laffen. Um hier=
itber u einem eracten Begriffe su gelangen, denfe man fid) dem
einen beftimmten Werth oP beigelegt, weldyem ein gleidhfalls
beftimmter Werth von y = f (@), ndmlid) PM, entfpredye.
€8 nelyme fodann x, von dem ebengenannten Werthe aus=
gebend, um eine beliebige Grofe su, die mit Az begeidynet
und in der Figur durd) PO dargeftellt twerden mige. Die
Sunction y wird in Folge deffen {fid) im allgemeinen gleid)=
falld um eine geviffe Grofe dndern, die entfprechend durdy
Ay angedeutet werden mag, fo daf man Dat

y+ by =f(@+ bo)

by = f (& + Az) — [ ().
Der neue Werth, twelden die Function y damit ange=
~ nommen bat, ift in der Figur durd) ON davgeftellt, und RNV
gibt die Grofe von Ay an, oder von der mit diefer Function

oder

vorgegangenen Aenderung. Dasd Verhiltnif % der 3unabhme

der Function zu Dderjenigen der unabhingigen BVerdnder=
liden, deffen Ausdrud ift :

Ay _ fz+ Azr)—f(2)

Az Az v
ftellt die trigonometrifde Tangente dHed WinFeld NMR bdar,
weldpen die Secante MN mit der Adyfe der 2 einfd)lieft.

§. 6. Man evfennt leidht, daf das %erb&[tniﬁﬁ—i der

natitclidye Ausdrud der vorhin angegeigten Cigenthitmlic)feit
ift, namlid) de8 Grades pon Scynelligleit, mit weldpem die
Function y wad)jft, wenn man die unabhingige Berdanderlidye
z wadfen [dft; denn je grofer der Werth diefed Verhilt=
niffes ausfillt, um fo betradtlicher wird aud) die Junahme
der Junction mwerden, wenn man die unabhingige Verdn=
derlidhe um Die gegebene Griofe Az gunebhmen [aft. Aber

http://rcin.org.pl




6 1. Abfdnitt.

man mu wobl beachten, daf der Werth von -ﬁi— (mit allei=

niger Audnahme de8 Falled, o die Linie MN eine Gerade
teird) nicht nur von dem Defonderen Werthe des = abhiingig
ift, d. h. von demjenigen Puntte Mauf der Curve, mweldyen
man gum Audgangspuntte gewdllt hat, fondern aud) nody
von der Grofe dedjenigen Vetragesd, mweldyer der Junahme
Az Dbeigelegt worden ift. So lange diefe Sunahme will=
Fitclidy bleibt, iff ¢8 audy unmdglid), mit dem in Jtede ftehen=

BRI . ’ . :
ben%crba[tmﬁeA—i einen eracten Vegriff ju verbinden, in

fofern diefed Verhdltnif auf einen beftimmten Punft der
obigen Curve begogert twerden folly und e8 wird demnad
durdyaud nothioendig, eine Uebereinfunft zu treffen, welde
bier jede mogliche Unbeftimmtbeit fern DHalt.

W dabin ju gelangen, gebe man vbon irgend einem
Werthe aus, mwelden man dem Az beigelegt hat und weldyem
ein gewiffer Werth von Ay und eine gewiffe Richtung dev
&ecante MN entjprechen, und vevmindere allmdilig den Wertl
von Az, dergejtalt, daf diefe Junahme zuleht und als duferite
Gringe su dem Werthe Null gelange. Die entfprechende
Sunahme Ay wird fid) in Solge dejfen dndern, und im all=
gemeinen gleichfalld dem Werthe Null immer ndber Fommen.
Der Punft N wivd immer ndher an den Punft M viiden, und
die Secante MN immer mehr dad Beftreben Habeu, mit der
im Puntte M an die Curve gelegten Tangente MT jujam=

menzufallen. Wasd das %etbﬁ[tuiﬁﬁ—i der Deiden Junal=

men Detrifft, fo tird fid) diefed gleidfalld einer gewiffen
Gringe immer mehr ndbern, tweldye durd) die trigonometrifdye
Jangente ded Winfeld TMR davgeftellt wird, den die Tan=
gente MT mit dev Ad)fe der Abfciffen einfdyliept.

Wenn die Verdnderung Az negativ wdve und mithin
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Gntwidelung des Differentialbegrifis. 7

die Abfciffe @ verfleinevte, anftatt diefelbe su vergrdfern, fv
Eonnte man nod) die namliden Vemerfungen madyen. So
wie der abfolute Werth diefer BVeranderung Eleiner und Fleiner
vorausgejept foiivde und ficd)y immer mehr der Null ndlerte,
fo mitrde die entfprechende Werdnderung, Ay der Ordinate
gleidifalld im allgemeinen der Null immer ndber Fommen.
Die Secante, durd) wei den Abfciffen @ und  4-Ax ent=
fpredhende Punkte der Curve gelegt, witvde immer mehr fid)
Deftveben mit der FTangente gufammengufallen, tweldye duvd)
den der Abfeifle  entfprechenden Punft M fibrt. Dev

Werth ded Verhltnifjes »%i— der Deiden Verdnderungen end=

lih wittde ficdh immer mebhr der obengenannten Gringe ni=
Dern, ndmlich der trigonometrifdyen Tangente ded Winkels,
weldyer wifchen der Tangente der Curve und der Abfciffen=
achfe enthalten iff.

§. 7. Aus dem Wisherigen erfennt man leidyt, daf,
wenn die Junahme Az und folglid) aud) die entfpredyende
Sunahme Ay obhne Aufhsren abnehmen und dem Werthe

Null immer niber fommen, das ?Bet[)a[tmﬁA—i-blefet Bu=

nahmen fidy im allgemeinen einer Gringe ndbert, twelde
cinen endlicjen und beftimmten Werth) befibt. Derjenige

AWertl des Verhltniffes %, mweldyer diefer Gringe angehort,

muf nun al8 dag mwabhre und cracte Waf der im §. 5. jur
Spradye gebradyten Cigenthitmlicdheit angefehen werden, ndm=
lidy als das Maf der Scynelligheit, mit weldyer die Function
fidy dndert, wenn man die unablingige BVevdnderlide fid)
dndern [dft5 denn in dem Ausdrude fitr diefen Werth bleibt
nicdhts mebr willfiirlid), und ev ift jeht weder von den abjo=
Tuten Werthen der beiden Sunahmen Az und Ay, nod) von
der Geftaltung der Gurve in gewiffen endlidyen Abftinden
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5 1. Abfdynitt.

von dem Punfte M, nacy der einen oder dev andern Seite
diefed Punftes, abbdingig. Er hangt eingig und allein von
ver Ridytung der Curve in diefem Punfte ab, d. . von
der Jteigung der Tangente gegen die Abfciffenadyfe. Das
auf jolche Weife beftimmte BVerhaltni fallt mit demjenigen
sufammen, twas Newton die Flurion dev Ordinate nafinte.

Was die Methode Detrifft, um in jedem befondern
Falle den in NRede fehenden Werth su finden, fo hat man
offenbar nur ndthig, den allgemeinen Augdrud ju betradyten

Ay _ fet-An)—fiz)
Az Az {
und nadyzufehen, welder Grange diefer Ausdrud immer ni=
ber fommt, je mebr Az Fleineve und Fleinere Werthe an=
nimmt und fich damit dem Werthe Null immer mehr nabert.
Diefe Griinge, weldye man and) mit Hiilfe des Jeidyens lim
(Gringe, lat. limes) ausdritden Fann durd)
o 0 0N
lim A—i,
wird eine gemwiffe Function der unabhingigen BVerdnderlidyen
x fein, deven ndbere BVefdyaffenbeit von derjenigen der ge-
gebenen Function f (2) abbingt.

£ §. 8. 68 ift nothwendig, nod) ingbefondere auf die
unalhme Az der unabhdangigen Berdnderlidyen die Aufmerf=
famEeit gu viditen, wdbhrend diefelbe auf die angegebene Weife
fidy obne Aufhoven der Null ndbert, oder einen unbeffimmten
Wertl) Defipt, der Fleiner ift ald jede nod) fo Fleine gegebene
3ahl. Diefe Junabhme wird alddann unendlid) Flein genannt.
Die entfpredyende Junahme Ay hat im allgemeinen gleid)falld
einen unbeftimmten Werth, Fleiner ald jede nod) fo Eleine
gegebene 3ahl, oder einen unendlid) Eleinen Werth, der ju
A2 in einem beftimmten Berhaltniffe freht. Bon diefem BVer=
Daltniffe aber Fann man fagen, daf ed fidh obne Aufhiven

http://rcin.org.pl



Gntwidelung des Differentialbegriffs. 9

derjenigen Griinge nibere, von weldyer vben die Rede gewefen
ift, oder daf e8 bon diefer Grdangeum eine Grofe verjdyieden {ei,
weldye fleiner ift al8 jede nod) fo Eleine gegebene Jabhl.

Bei der Widytigleit der Gringe, weldye hier betvradtet
wird, hat man e8 fiir ndthig evachtet, befondere Namen und
Seidben fitr diefelbe eingufithren. Die Verdnderungen Az
und Ay werden im allgemeinen die Differengen der BVer=
dnderlidhen @ und der Function y genannt, indem man Az
wie die Differeny gtveier auf einander folgenden Werthe von
2, und Ay wie die Differens der beiden entfprechenden Werthe
vony anfieht. Aber fobald Az und Ay al8 unendlid) Elein an=
gefeben toerden, fo befommen diefe Differengen den Namen
Differentiale der Verdnderlichen z undy, und jur Un=
terfdeidbung fept man fiiv dad gried)ifdye A da8 [lateinifdye d
an die Stelle, und {dreibt dz und dy. Die Gringe, welder

dad %erbﬁ(tniﬁ% der Differengen, oder das Differengver=
baltnif (der Differengquotient), immer niber Fommt, wibhrend
Az fid) mehr und mehr der Null ndbert, wird miti;y; be=

seichnet und Deift a8 Diffeventialverhdaltnif oder
der Differentialquotient. Seine Entftehung mwitd
alfo durd) die Gleidhung audgefprochen

Lagrange nannte diejenige Function von z, weldye den
QWertl der @rﬁllge% angibt, bdie devivirvte (abgeleitete)

Function, weil fie durd) beftimmte Operationen aus der
primitiven (urfpriingliden) Function f (@) abgeleitet
wird. Gr bejeichnet die devivivte Funftion von y odber f(2)
mit ¥ oder £ (2). Diefe Venennungen und Begeidynungen
find gleidhfalld von haufigem Gebraud.
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10 1. Abfdnitt.

§. 9. Man wird bemerfen, daf der Abftand RN, Fig. 1.,
weldyer die Differeny Ay davftellt, {id) aus den beiden Theilen
RT und TN sufammenfept, weldye beide dasd Beftreben hHabern
Null gu werden, wdabhrend Az der Null immer naber fommt.
Da der Winfel THR 3u feiner trigonometrifdyen %angente

die Gringe pon 2y " namhd) [)at fo ift RT=9_ iy Az

AWas ferner die Linie TN betnﬁ't, fo Fann man diefelbe,
da fie gugleid) mit Az zu Null wird, im allgemeinen durd)
wAz Ddarftellen, o o eine Function von 2 und Az be=
seicdynet,  Mtan Dat alfo allgemein

d.
Ay—<~—|—w Az, ober—x d—yz—{—w
&o lange nun die Junahmen Az und Ay angebbare
Werthe beibehalten, fo Flein man diefe aud) annehmen mag,

fo Debalt die Grife w gleid)falls einen foldyen Wertl. Aber

fobald man Az ver{dinden [aft, fo wird ©=0, weil in
diefem Falle, vermdge der Gleidyung —2— = lim Ay , Das

LBerhiltnif A—z itbergeht in "d%‘ Aug der erften der beiden

aufgeftellten Gleidyungen zieht man fodann aber, indem man
dr ftatt Az und dy ftatt Ay {dyreibt

dy.= %— dz,
0. . dag Differential der Function y ift gleid) dem Pro=
ducte aud dem Diffevential de der unabhingigen Verdnder=
lidyen und der Gringe %—bes %erbﬁ[tniﬁ'ze ﬁ—iber einan=
der gugehdrigen Differengen der beiden Verdnderlichen. JIn
Dolge diefer Gleidyung hat man die Grdnge il%, weldye

Diex al8 Goefficient auftritt, auch den Differential = Coeffi=
cienfen dev Function genannt.
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Gntwidelung des Differentialbegriffs. 11

Der gulept angegebene Sdyluf ergibt fidhy itbrigens
fhon mit volliger Evideny aud der Natur der bhier einge=
fithrten Wegeichnung, weldhe die Mathematifer nady dem
Borgange von Leibnify, dem Erfinder der Differentialved)nung,
allgemein in den Gebraud) genommen hHaben.

§. 10. Wenn man dad Vorhergehende gufammenfaft,
und nun eine beliebige Junction y von einer eingigen unab=
hangigen Wevdnderlidhen 2 betvadytet, o Fann man die
Berinderlidhe # allmdlig von — OO bi§ 4 0O dergeftalt
wad)fen [affen, daf jeder der Werthe, mweldhe diefe BVevdander=
lidhe Dabei fucceffiv annimmt, den nddyftoorhergehenden wm
den unendlic) fleinen Vetvag da iibertrifft, d. ). um einen
Betrag, tweldyer Eleiner ift al8 jede angebbare Grife. Diefer
WBetrag do, welder die Differens jtoeier auf einander folgen=
den Werthe von 2 ausddriidt, Eann nad) BVelieben al8 conftant
oder al8 verdnderlid) in dev gangen Ausdehnung dev Reile
angenommen foerden. Aber wenn e8 fid) wie hier um eine
unabbhingige Werdnderlidhe Handelt, fo ift e8 einfacher und
dem Geifte Der Differentialredynung angemeffener, das Diffe=
rential dz al8 conftant angufehen. Wenn man nun auf die
angegebene Weife von einem Werthe @ von 2z dnrd) cine
unendlicdye Angahl von Bmwifdhengliedern, weldye bon einander
durd) dag conjtante Intervall dz getrennt werden, ju einem
andern Werthe 4 {ibergeht, fo gelangt man gleihfalld von
dem Werthe b der JFunction y, weldyer dem Werthe e von
@ entfpricht, su dem Werthe B, entfprechend dem Werthe 4.
Ueberall wo 2 um dag Diffevential dz wadjt, dndert fid)
y* um dad entfprechende Differential dy. Diefed lefrtere
Diffevential, tweldhed pofitiv oder mnegativ werden Eamr,
hangt tiberhaupt, wenn z und da gegeben find, nody) von
der Matur der gegebenen Funftion ab. Mian lernt feinen

Werth Fennen, wenn man den Werth der Grange %—
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12 1. Abfdynitt.

= lim —%a[é Bunction bon 2 beftimmt Hat; denn als=
dann ift immer dy = % dz. Diefe Gringe %: lim —
ift sugleid) der Ausdrud und dag Mag fiir die SdynelligFeit,
mit weldyer {id) der Werth der Function an den verfdyiedenen
Stellen ihres Laufed dndert, wenn die unabhingige BVer=
dnderlidye felbft fich dndert.

§. 11. ©8 Dbleibt Dier nur nody eine BVemerfung hin=
sugufitgen, deven Cvideny man fofort erfennen wird. Ndm=
lidy die Differentiale, weldye oben durdy dz und dy begeidynet
worden {ind, ftellen immer Grofen von derfelben Art dar
wie diejenigen, weldye durd) die Verdnderlidyen 2 und y an=
geseigt werden. o mwenn in der Geometrie « eine Linie,
eine Blide, einen Kodvpervaum bedeutet, fo begeichnet das
Diffevential da gleidfalls cine Linie, eine Flade oder einen
Korperraum.  Die Diffeventiale find Grifen, mweldye fite
Fleiner angefeben werden miiffen al8 jede angebbare Grife 37)
aber diefe Annahme dndert nidhts in der Natur diefer Gri=

*) 8u ndherer Grlduterung iiber die Matur ded UnendlichEleinen mdgen
hier die folgenden beiden Bemerfungen Plag finden.

»Cine unendlid) fleine Grofe ift nicht eine Grofe gleid) Null,
fondern eine Grofe, welde Null jur Gringe hat; und diefe einfache
Unterfcheidbung verbannt jebe Scywierigleit aus den Grundbegriffen
ver Differentialvedhnung.# Carnot, Geom, d. Stellung 1. §. 19,

»Die unendlich grofe wie die unendlid) fleine Jabl ift nie im
@ein vorhanden, fondern immer nur im Werden begriffen. Die
Grifteng derfelben fann aber, {o lange wir cine Stetigleit der Grofen
sulaffen, nidht begweifelt terden, wenn ung aud) der Jiffern-Ausdrud

Y feplt, der bdiefelben im Sein vorftelite.” Obhm, Geift der mathem.
Analpfis 11, S, 67.
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Gntwidelung des Differentialbegriffs. 13

fen, fondern vielmehr dz und dy find immer Homogen mit
z und y, d. b. fie enthalten immer die ndmlide Angahl
von Dimenfionen, toie die Einbeit, durc) teldye die Werthe
diefer Werdnderlidhen ausdgedriift worden find.

II. Differentiation der einfaden Functionen von einer
Bervdanderlidhen.,

§. 12. Gine Function y=f (2) differentiiven
Deift den Ausdrud ihres Differentials dy auffudyen, obder
der unendlid) Fleinen Aenderung, welde y erleidet, wenn
die unabbingige BVerdnderlide z um ibr Differential do
widft. Nad) dem oben Gefagten veducivt {id) diefe Auf-
fudung auf die Aufjtellung ded Verhdltniffes

by __ [@+Az) —[(2)

AP Az

und die VWeftimmung feiner Gringe
& oy DOy
¥ S v

fiir verfdwindende Werthe von Az. Denn alddann hat
man fiiv da8 gefuchte Differential

dy = -2 do.
- 8 gibt eine Fleine Angabl von einfadyen oder elemen=
taven Functionen, fitv weldye der Ausddrud der in Rede fte-
henden Gringe eine befondere Unterfudung verlangt. So=
bald biefe erledigt ift, fo bietet jede willfiirlich gemwdblte

Function, welde immer aud jenen erfteren gufammengefept
fein muf, feine Sdywierigfeiten toeiter dar.
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14 1. Abjdnitt.

§. 13. Diefe einfadyen Functionen find:

1) die Function am, d. . die Werdnderlide erhoben
gu ciner Poten, deven Erponent m jede beliebige pofitive
ober negative, gange oder gebrodyene oder irvationale con=
ftante ahl begeidhnen Fann.

2) Die logarithmifde FJunction log =, NMan ver=
ftebt befanntlich unter log 2 den Erponenten derjenigen
Poteny, zu telder man eine getwiffe conftante 3ahl, die
Bafig des8 Sphftems, erheben muf, um die Jabhl z ju er=
Dalten 5 begeidynet man alfo diefe Vafis mit @, fo hat man
immer @ 02 =, Demnad) muf mit der Junction log 2
sugleidy aud) die BVafid gegeben fein, ju twelder der Loga=
ritbmug gebhort.

3) Die Erponentialfunction a,‘f in mwelder die BVerdn=
derlidye al8 Erponent einer Poteny erfcheint, zu tweldyer eine
gegebene conftante 3abl erhoben twerden foll.

4) Die trigonometrifdhen Functionen sin z und cos z,
in Denen a einen BVogen bezeidynet, tweldyer von einem be=
liebigen feften Anfangdpunfte aud auf dev Pevipherie eined
Kreifes gesdblt wird, defen Halbmeffer der Cinbeit gleid) ift.

5) Die Kreidfunctionen arc sin z und arc cos z. In
diefer Vezeichnung bedeutet 2 vefp. einen Sinug oder Co=
finug, und unter arc sin z obder arc cos & verfteht man
einen mit der Einheit al8 Halbmeffer conftruivten Kreid=
bogen, deflen Sinusd oder Cofinus refp. gleicdh « ift. Oder
man hat immer sin (arc sin 2)== und cos (arc cosr)=uxz.

Diefe verfchiedenen Junctionen werden jebt dev FReile
nad) betrachtet twerden.”)

1. Function y=am, wo m eine Conftante bejeidynet.
§. 14. A einfacdyften Fall Fann man denjenigen vor=

YY) Die Kreigfunctionen fommen jedoch crft im folgenden Abfdynitte
§. 35. gur Betradtung,
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Ginfadye Functionen, 15

anftellen, wo der Erponent m eine pofitive gange Jabhl ift.
Man findet alsdann fehr leicht das Diffevential dev Func=
tion y. ®ie allgemeine Fovmel ded §. 12 gibt ndmlid)
Ay  (zf-Azym—gm
Agi Az 4
und entwidelt man den Ausdrud (z+Az)m nad) der Bi-
nomialformel von Netoton, welde in den Elementen der
Arithmetif fitr den Fall, wo der Crponent m eine pofitive
gange 3abl ift, pflegt Deriefen su werden, fo hat man

A m(m—1)(m—2)
A!::- am—2A +____(__ m—3 (Az)?

— man— 3 +m(m

Wenn nun Az feiner Gringe Null immer naber Fommt, fo
werden alle Glieder auf der redyten Seite diefer Gleidyung,
mit Ausnahme des exften, gIeid)fa[IB gudtull werden, Die

Grange ded Werhdltniffes —>—, d. h. dad Diffeventialver=
haltni ober die derivirte 8llnctlon von am, wird alfo
__dy_ — mxm—-i
&5 ,

und folglidy wird da8 Differential diefer Function felbft
dy = mam—dz.
§. 15. Diefe Formel liefert gleichfalls den Ausdruc
filr da8 gefudhite Diffevential, weldyen Werth audy die Con=
ftante m Daben mag. 1UUm Ddied u beweifen, fepe man

(m+ A:p)m—-—<1 -l———— " zm, mwodurd) der Ausdrud fitr

A—x die Geftalt annimmt

Az \m
1 — ) — 1
Ay S < + z am—1 ;
Az Az
T
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16 11, ABfdnitt.

Jur AbFitrgung fepe man—A$£=a. Man exfennt alddann,

dag e8 fid) nur nod) um die Weftimmung der Griinge
i obidn 1
o
Dandelt, wiahrend o {idy dem Werthe Null nabhert. Oder
pielmehr wenn man annimmt
(14+o)»=1+8,
wo B eine gugleid) mit o verfdywindende 3abl bezeidynet,

fo verwandelt {id) der vorbergehende Ausdrud fﬁrﬁ—i in
g

-, mm——l’

Az o
und e8 ift jept nur nod) um die VWeftimmung der Gringe
lim ggu thun, nad) deven Fejtjtellung man fofort mirbdiz
angeben Fonnen.

§. 16. Um dabin ju gelangen, betrachte man juvor
oen Ausdrud

1
(1)«
und fude feine Griange unter der Vorausdfebung, daf o dem
Werthe Null immer naher fomme. Da « angefehen erden
fann mwie eine 3abl, welde allmdlig Werthe annimmt, die
Fleiner find al8 jede nod) fo Fleine gegebene 3abhl, jo Fann

1 LR
man o =-_- feen, wo w angefehen fverden Fann tie eine

gange 3abl, mwelde grifer wird, ald jede nod) fo grofe ge=
gebene Jabl. Alsdann gebht der in Jede ftehende Ausdruc

itber in
(8.

und entoidelt man denfelben nady der Vinomialformel, fo
bat man

¥
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Ginfadye Functionen: 17
u(u—l)(—2) 1

1\ t 1) 1
it B e 5
oder, wad auf dasfelbe [)inaue«fommt

(90D

()=t
B e g

Aber mwenn = ohne Aufhoven wad)ft, fo werden die
3ahler der eingelnen Vritche faimmtlidy immer niaber der Cin=
beit fommen. Folglidh Dat man unter diefer Vorausfepung

2 1\« 1 1 1 1
- (1 +5> =1+d+43+53+333Tamas T~
und diefe MReibe ift mithin jugleicd) die Grange ded obigen
1

Ausdruds (14 «)@, wenn « immer niber an Null Fommt.

Die gefundene Reibe ift augenjcdheinlid) convergent, d. D,
je mehr Glieder man von Dderfelben gu ciner Summe ber=
einigt, defto mehr ndbern fid) die Refultate einer getvifjen
itvationalen 3abl, welde nidyt fiberfdyritten wird. Denn da
alle Glieder pofitiv {ind, fo wird ihre Summe wadfen,
wenn man allmdlig mehr und mehr Glieder in die Rechnung
Dineingiebt 5 audy Iaffen fid)y leidyt jwei Gringen angeben,
jwifchen denen  diefe Summe entbhalten fein muf. Jhr
Werth betrdgt namlidy mehr ald 2, und weniger ald 2 ver=
mebrt um die geometrifche Progreffion L 4414144
und da die Swmme diefer Progreffion, wenn man fie ing
Unendlicdhe fortfept, dev Einbeit gleid) ift, o liegt Der Wertl
jener Neihe zivifchen den Jabhlen 2 und 3. Die Beredynung
felbft ift Teicht, und gibt auf {ieben Decimaljtellen

1 1
L 4 S et s . = 2,7182818,
Navier, Diff.z und Jutegralr. T. Band. 2
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18 11 Abfmitt.

Man pilegt diefe 3abhl, weldhe von hiaufigem Gebraude ift,
mit dem Budyftaben e ju bezeichnen.

Aus dem Borftehenden ergibt fid) alfo, daf, wenn «
eine 3ahl Dejeichnet, weldye dem Werthe ull immer ndbher
Pommt, man jederzeit Hat

1
lim (1 4-0)* =

o

F T %+i1§+§.-;1+ ... =2,7182818;
und man fann bemerfen, daf Oiefed NRefultat aud) nod
dann gilt, wenn o« negativ iff. Denn man Fann fepen

1
1—g TT{-_s {
o & eine gugleich mit o verfhwindende Jahl bedeutet, und
bat fodann

A0 (9 4

da aber die redite Seite diefer (Sﬁ[etd)ung bte 3abl e jur
Gringe hat, fo wird daffelbe aud) von der linfen Seite
gelten.

§. 17. Kebrt man nun ju der Gleidyung desd §. 15

(1 om=1-4p

suriid, und nimmt auf beiden Seiten derfelben den Loga=
rithmud in einem beliebigen Syfteme, fo hat man

mlog (1 «)=log (14 B), woraus :Z: ((:__I,__%)—=
Aber wenn o« und B fid) ohne Aufhdrven dev Null ndhern,
fo ift nady dem- ‘%wrigen Paragraphen

: 1

1
lim (14 *=e, lim(14-8)F=
logu+'m
B

folglich

lim Joxldro) (1a+ -

= lof ;- 1m =loge
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Ginfade Functionen, 19

und daraus
B Hlog(l=f @i
lim §e - el = !
und vermdge ded BVorigen
lims =3 04
Man findet alfo jest allgemein fitr dag Differential=
verhdltnif der Function y=am den Yusdrud

——=mrn!
dx

wie {dhon im §. 14 fiir den Fall eined pofitiven gangen
Crponenten nacdygewiefen worden ift; und davaus fdliefit
man

d (z#) = mz™ ' dz.

§. 18. A8 befondere Fille, tweldye in den Anwendun=
gen bdufig vorfommen, midgen Diev die folgenden beiden
nod) hervorgehoben mwerden.

1) Wenn m = 1 ift; fo gibt die borﬁeI)enbe Formel

d V.’L‘ s=aid (.’D_) 21/-74‘

2) Wenn m = — 1 ift, fo gibt diefelbe
dbie d (povy sor 95,
x < Z®

I3
2) Logarithmifde Function y = log z.
§. 19. Die allgemeine Formel des §. 12 gibt

Az
Ay  log(@-+4Az)y—logz log <1+7>
2 A

By 5 x Az
: A :
Sept man iederum % = «, fo vermwandelt fid) diefer
Ausdrud in
&y __ 1 logd+a
Xz “°x o

*
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20 II. Abfdynitt.

und da der weite Factor auf der vecdhten Seite diefer Glei=
dung, nad)y §. 17, fiir unendlich abnehmende Werthe von

o den Werth log e gu feiner Gringe hat, fo folgt

dy 1 dr
=g loge, und dy = - log e.

§. 20. .Die Bafis ded logarithmifdyen Spitems ijt hier
nod) vdllig unbeftimmt geblicben. Nimmt man ein Syftem
an, deflen Wafis die 3abl e ift, {o hat man loge=1,
folglid) ;

dz
d.logw:;.

Die Logarithmen bdiefed lehtern Spftems werden na=
titr[id) e Qogarithmen, oder aud), nad) den JMamen des Er=
finders Dder Logarithmen, Meper’{he Logarithmen genannt
(feftener hyperbolifdye Logarithmen, wegen gewiffer Begiehun=
gen gu der Hyperbel, . §. 313), und find in den Hoheren FThei-
Ten der Wathematif von allgemeiner Antvendung. Sie follen
Dier durdy den Budyftaben I begeidynet werden, jur Unterfdyei=
dung von den Logarithmen in einem beliebigen Shiteme, fiiv
weldye die Wegeidynung log beibehalten twerden mag. Man

Hat alfo
d.logz  loge G d.lz i
dg. e diicsa

3. Grponentialfunction y=a;l, wo @ cine Gonftante begeichnet.
§. 21. Man exhilt hier nad) dev Vovmel des §. 12

Ay az+ Az__ = ab® 1
el ] ar,
Az Az Az
Sept man Az = «, fo Fann man fdreiben
ar=1 + B,

o B eine Jabl Ledeutet, weldye fidy jugleih mit o obne
ufhdren der Null ndbert. Man hat alfo jept

o &

Az i
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Ginfade Functionen. 21

und e ift hier nur nody um die Weftimmung der Grdinge
lim £ su thun, wabhrend e und B ju Null werden.

o
Aber ausd der obigen Gleidyung
=148
erhdlt man durd Uebergang gu den Logarithmen, diefe in
cinem beliebigen Spjteme genommen,
a log a = log (1),
und darausd
« _ log(1+4-p)
B N
Die redyte Seite diefer Gleidhung hat nady §. 17 filr un=
endli) abnehmende Werthe von B die Gringe log e;
folglich tird

loga

E_ log a

lim - =
o log e '

und mithin endlid)
by il Aegta
dz log e

§. 22. Wenn die Logarithmen natitelide {ind, alfo

log e = 1, fo Dat man einfadyer
d.ev=la.a*dz;

und wenn auferdem die Conjtante a=e ijt (J. §. 16),
d.er = exdux.

Die Function ez hat demnad) die Cigenfdyaft, {id) duvd)
Differentiation wieder gu erseugen, d. . ihr Diffevential=
verDdltnif oder ihre Oevivirte Function frimmt mit bder
Function {elbft iitberein.

Weiter unten, §. 35, witd gegeigh werden, wie das
Diffevential von a* aud) unmittelbar aud demjenigen von
log @ Dergeleitet werden Fanm.

a ud d.a* =~:—z§—2— ardx.
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22 1L Abfdynitt.

4,  Zrigonometrifhe Functionen y = sin x und y = cos a.
§. 23. Aus der Junction
=5l @

erhdalt man

2_1= sin (z‘-[—iz) sinz = sm%,Al‘l: e, 1 (m—}—%Aa‘)
mit Hitlfe einer beFannten trigonometrifden Fovmel

sin @ —sinh =2 sinl (¢ — V) cos L (¢4 ).

Wenn nun Az {id)y obhne Aufhorven der Null ndbert, fo
Fommt da8 Berhdltnif des sin LAz zum BVogen LAz der
Einbeit immer ndber, o daf man Dhat

. sinldz - o,
lim ST 13
. 2 Ay ;
Die Gringe pon “3p Mird alfo
%= cosz, moraud d.sinz == cosz.dx.
Ebenfo aus der Function
Yy = cos x
erhdlt man
A cos(z }-Az)—cosz sin 2ABYY.,
2 2 i = sin(@+449)
wobei die trigonometrifdhe Formel
cosq — cosp = — 2sin § (¢ — ) sin 3 (¢4)

*) Denn da fiir jeden fpigen Winfel sin « << @ << lga ift, fo bat

man aud)

sin sin o sin ¢

sin ¢ o tga ’
Ron diefen drei Ausdriicken ift aber der erfte gleich der Ginbeit; der
lete, welder mit cos « gleicdhbedeutend ift, hat fiir unendlich abneb-
mende Werthe vor ¢ die Ginheit jur Grdnge; folglih muf unter

b sin o

gleider Vorausfeguug aud lim —— = 1 fein.
o
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Ginfadye Functionen. 23

sur Anwendung Fommt.  Davaus aber folgt toie vben

%=— sinz, woraud d.cosy=—sinz.dz.

Alfo die derivirte Function von sin & ift cos x5 da=
gegen Diejenige von cos z ift — sin . Wie man iibri=
gend, twenn dad Diffevential bon sin # beFannt ift, darvaus
unmittelbar dagjenige von cos @ herleiten Fann, wird fidy
fpater, §. 33, geigen.

1. Diffeventiation der zufammengefebten Functionen, ober
der Functionen von Functionen ciner BVervdanderliden,

§. 24. Die bidher betvadyteten Functionen miiffen toie
die einfachen CElemente angefehen werden, in weldye alle
analptifchen Ausdritde aufgeldft werden Fonnen (fo lange
man toenigftend diejenigen Fdlle nody ausfdlieft, reldye exft
auf dem Boden der Integralredynung felbftindig ju Stande
Fommen). Tenn jede irgendivie jufammengefetste Fovmel ijt
ftetd durd) Combinivung der in Jtede ftehenden Functionen
gebildet, enttveder mit @iiﬁe Derjenigen Jeidyen, weldye
die gemdhulidyen algebraifhen Operationen angeigen, vder
durd) den Gebraud) der Begeidynungen’ log, sin, cos, mweldye
man ie Begeidynungen fitr andere mehr vermwidelte Ope=
rationen (fogenannfe tranfeendente Operationen) anfeben
ann, deven Ausfithyung durd) die Conftruction von Tafeln
evleidytert mird. ‘Diex divecte Auffudyung der Differential=
Qusdritde fitr die dyei fﬁ?tntionen zm, log  und sin @
mufte guerft erledigt merden; man Eann davauf die Beftim=
mung der beiden Grofen d.as und d. cos z juriidfiihren,
welde oben befonderd abgeleitet worden find. Wasd aber
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2 1L Abfdynitt.

die ftbrigen mebr jufammengefehten Functionen betrifft, fo
laffen ficy leidyte Jtegeln aufftellen, durd) deven Hiilfe man -
die Auffudyung ihred Diffeventiald juriifithrt auf die Auf=
fudyung des Diffeventiald einer einfadyeren Function, weldye
in dev erfteren enthalten ift. Mit Anwendung diefer Regeln
gelangt man allmdlig 3u den lepten Glementen, in mweldye
die gegebene Function aufgeldft werden Fann, undin denen
man immer (mit Ausnabhme gewiffer Ausdriide in der JIn=
tegralvedynung) eine von den einfadjen Functionen wieder
evfennen foird, welde den Gegenftand des vorhergehenden
Abfchnittd ausgemad)t Hhaben. Kann man alfo diefe Func=
tionen Differentiiven, fo Dat die Differentiation aller anderen
Sunctionen feine Sdywierigleit.

Um die angegeigten Regeln aufzufinden, fei Eritensd
y = f@),

o o eine Delicbige Function von 2 fein mag. Man fudt
Da8 Differential der Verdnderliden y, weldye hier den Namen
der Junction einer Function von der unabhiangigen
Berinderlidyen z fithrt; d. h. man fudyt die unendlid) Eleine
Aenderung, weldye y evfahrt, wenn @ um die unendlidy Fleine
Grife de junimmt. Vermidge dev Grundgleidhung des §. 12
hat man, wenn Av diejenige Bunahme der Junction v be=
seichnet, toeldye der Junabme Az von z entjpridyt,
Ly fetin—fw
0o & Aw 4
wofitv. man fdreiben Fann
By fotso o Nao
g Ay AT
Wenn nun- Az fid) ohne Aufhoren der Null ndbert, fo
wird nady §. 12

JUIIRAY Ty * < VOO ADY RY)S TR A0k Y
w2 7 pr lim T TR SIRa lim P
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Functionen von Functionen. 25

folglidh
dy . dy _dv e, RLY..
o e o Mk . Ao dv;ndm o

Mian exhilt alfo dag gefudte Diffeventialverhiltnif %,

indem man uerft das Siﬁerentialvcrf)ﬁltniﬁ% fo nimmt,
alg wenn » die unablhingige Verdnterlide wdve, und fodann
dag Refultat mit —Z% multiplicict, d. h. mit dem Differen=

tialverhaltnif der Junction » in BVegug auf die unabhingige
LBerinderlide 2.

%egen% dz = dv (nach §.9) fann man ftatt der

Gleidyung dy =—gz'~. %. dz aud) fdyreiben dy =%dv,

deren Form die namlide ift, al8 twenn o die unabhingige
PBeranderlide warve. Seht man 3. B. y=ovm und nimmt
WBegug auf die Formel des §. 17, fo erhdlt man . om=
mpm—1dp, wie fonft aud) die Function » befdyaffen fein mag.
§. 25. Wenn gegeben mwdre
y=rf®,
o p eine Function bon », und v eine Function von x be=
seidhnen mag, fo witvde man nady der vorhergehenden FRegel
juerft finden —‘;yv—= —gi”—. —3%. Aber nady der ndmlichen NRe=
gel iivde audy fein % =%. %, folglid)

__dy dp dv
. e und dy = 2 dr

Mnd ebenfo in gufammengefepsteven Fillen.
§. 26. @8 fei 3mweitend

y F f (ul v)l
wo w und o jwei Werdnderlide beseichnen , weldye  felbijt
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26 1L Abjdhnitt.

toieder Functionen von der unabhingigen BVevinbderlidyen
finds man fudt dad Differentialverhaltnif —%y; der Wer=

anderlidyen y, teldye Diev cine Function von mebhreren
Sunctionen von der unabbingigen BVevanderlicdhen z ift.
Die Diffeveny Ay oder f(u~-Au, v+ Av) — f (4, v) ijt
identifd) gleid) dem Ausdruce
f(u+Bu,©) — f(w,0) + f (u+Bu, 0+4-Av) — f(u-+Au,v).
Bolglich) mird

Ay flu+Bu,v)—f(u,0) + [ (u—+Au, v+ Av) — f(u+ Au, v)
Az Az Az

Was die Gringe diefed Ausdruds betrifft, wdahrend Az un=
endlich abnimmt, fo ift die Grange des erften Gliedes, nach

dy du ! b .
dem Borhergehenden, offendar 71%’75. Die Griinge des 3ivei=
d.f(u+Au,v) v |

ten Glieded toitrde, twenn Aw conftant wdve,

dv dz ’

aber da Aw jugleidy mit Az perfdwindet, fo ift Ddiefer
; RATERRR 04 sl U ., dy dv

lepte Ausdrud einerlei mit Tra T i ORer mit —noe

Alfo Hat man

dy  dy du dy dv _ [dy du dy dv) g
— = und dy = T dpiirr e dz.

dz ~ dudz | dv dz’

Das gefudhte Differentialverhiltnif ift alfo gleid) der
Summe der beiden Diffeventialverhiltniffe in BVegug auf die
beiden Functionen » und » eingeln genommen, d.0. Dderje=
nigen Differentialverhiltniffe, toeldhe man erhdlt, mwenn
man da8 eine Mal » allein, dag andere Mal v allein al§
verdnderlid) anfieht.

§. 27. Wenn gegeben wdre

y = [(tuo),

wo die dreit Wevdnderlidyen ¢, », » Functionen der unablhin=
aigen Berdnderlidyen 2 find, fo Fonnte man auf dhnlidye Weife
jchliefen. Man witrde fitr Ay den damit identifdyen Augdruc
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Functionen von Functionen, 27

f(t+Al/u/v/) B f(t/u/v) o f(t+ At,u+Au,v) _ﬂt+A(/u¢U)+
- flt-Atut-Au,o--Av) — f(t-+Atu4-Au,p)

an die Stelle fepen u. . f., und endlich zu dem NRefultate

gelangen

dy  dy dt dy du dy dv
G e DT b
foraus
__ ((dy dt dy du dy dv
W & Kot @ v )W

'@Bmfo verfabrt man, twenn eine grofere Wngahl von
Functionen da ift, die von der Werdnderlidhen 2 abhingen.

®ebraud) der vorhergehenden Regeln.

§. 28. Die gegebenen Regeln in Verbindung mit den
Jtefultaten, foeldye der IL Abfcynitt enthilt, reichen vollftin-
dig aus, um da8 Differential eines jeden beliebigen analpti=
fdyen Auaddruds zu finden. Die nad)folgenden BVemerfungen
werden indeffen nod) dagu dienen Fonnen, diefe Art von
Rechnungen ju ecleidytern.

Wenn eine Function aud einer andern Function nebit
einer Conftanten gufammengefet ift, fei e8 durd) Addition,
Subtraction oder Multiplication, fo reicht der blofe BVegriff
ded Diffeventials hin, um dad NRefultat fofort anzugeben. So

y=a-+tv gibt dy=dv
y=a—v dy=—— dv
y=av dy = adp.

AuBerdem hat man nady §. 24
d.om=mom—1, dv,
wo m eine beliebige Conftante Degeichnet,

§. 29. Wenn eine Function aud mebreven JFunctionen
durd) Addition, Multiplication oder Divifion jufammengefest
ift, fo ethdlt man das Refultat durd) die Regel der §§. 26
und 27. Vegeidynen ndamlid) toieder £, », v Junctionen der
unabhdangigen Verdnderlidhen #, fo findet man, daf
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28 o ML Abjdynitt.
y==u--v gibt  dy=du-dv

y=uv dy=vdu - udv
y=tuv dy=uvdt + tvdu + tudv
y= u dy= du  udy i vdu—udv
v v v v
Um diefen lepten Ausdrud zu erbalten, wird man be=
achten miiffen, daff d.%= d.v—‘=—%.

Berlangt man, daf da8 Diffevential dy ausdgedritdt
werde durd) das Differential dz der unablingigen BVerin=
derlichen, fo ift fitv dt, du, dv vefp. an die Stelle su fepen
%dx, %dx, %d:v.

§. 30. CEine befondeve Beadytung verdienen diejenigen
Sufammenfepungen, ju denen die logarithmifchen Functionen,
die Grponentialfunctionen und die trigonometrifchen Junc=
tionen nebft den Krei8functionen den Anlaf geben, und
die man mit einem gemeinfdyaftlidhen Jamen tranfcen=
dente Junctionen nennt.

Der Weg gur Auffindbung ded Diffevential8 befteht im=
mer darin, daf man die gegebene Function unter Formen
gu bringen fudyt, dhnlid) denen der allgemeinen Functionen,
weldye in den §§. 24 bis 27 Dbetvadytet worden {ind; daf
man mithin diejenigen Grigen Heraushebt, welde man ald
Bunctionen von einander betvachten Fann, fo lange bid
man ju den einfacdhften Functionen gelangt iff. So ift
3. B. die Function

y=I(lx)
serlegbar in Die beiden einfadjen Bunctionen
y=1Ml und v=lz.

Hieraud exhdlt man nad)y §. 20
VI dy '° 1‘ dv
Ao v dr
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und nady §. 24

%=m und dy=£2—v.
§. 31. 8 fei gegeben die Function
y=ab*,
fo Fann Oiefelbe gerfallt twerden in
dsag", wnS_ B
Nady §. 22 hHat man
A —loa, L b,

und nady §. 24
%:M.zb.ab’.b’, und  dy=1lalb.a® b de.

§. 32. €8 fei ferner
y=u'
wo « und v jwei Junctionen der unabhingigen BVerdnder=
liden @ begeicdynen. Wenn man nacy dev Regel des §. 26
nad) einander in Vegug auf » allein, und in Begug auf v
allein differentiivt, fo erhalt man

Q3iin. aeadl WY ) ur
i O =lu. v,

Alfo durdy Addition der JRefultate
o (U ]
dy—=u (;du-l—lu.du).
§. 33. @8 fei
y=sin(@+n),
oo m toie gewdhnlidy die Dalbe Kreidperipherie fitr den
Halbmefler Ging begeichnet.  Jerlegt man Ddiefe Function
in y=sinv und »==x }4m;, jo hat man
{ dv
—d‘—=cosv, P e 1,
folglidy

—%:cos (z+1in)=—sinz, und dy=—sinz. dz.
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®Da aber sin (z4-3 ) =cosx ift, {o ift damit die {dhon
oben Dergeleitete Gleidyung ieder sum BVorfdein geFommen

d.cos x = —sinz.dx.
Man findet ferner fiic
Gl __ sinz ;W dz
g Y = cos a2
coST dz
y=00tx=sinz’ dy-_——sinz?
e i 8 __ sinz.dz
iy & T Y T cosz®
0Bt |y — fEAE
. doee —amz ! I T ®
§. 34. Aus §
y=1sinz wird dy= d.'smz‘ I ot WL o
sin & sin x tang z
y=lcos:v dy= d.cosz 8Ly Sinmdm= dr i
COsS® cosS” cotx

§. 35. Unter der umgefehrten Function oder der Um=
fehrung von einer gegebenen Function f(») verfteht maiw
diejenige Function von », welde man erhdlt, wenn man
die Gleidhung w=f(v) in Vegug auf » aufloft. So ift
unter den einfaden Functionen e die Umfehrung bder
Function log 3 arc sinz die Umfehrung der Function
sinz j arc cos 2 die Umfehrung der JFunction cosz.

Man exhdlt leiht das Differential der umgefehrten
Function, wenn man dad Differential der gegebenen Func-
tion Fennt. Denn e8 fei 3. B.

y==arcsinz,
und man fude da8 Differential dy. Man Hat
siny=ug,
und wenn man auf beiden Seiten Ddiefer Gleidhung bdie
Differentialverhaltniffe nimmt (f. d. Fnmerk.), indem man
y al8 Function von z anfieht, und Odabei die IRegel des
§. 24 Deadytet, fo erhdalt man
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dy __
COsy. — =
woraus
IR =
dz ~ cosy —V 1=t
Berfahrt man ebenfo aud) mit den iibrigen trigono-
metrifdyen Functionen, fo findet man

d.arcsinzg. = o , d.arccosp=— .
]/1——12 I/l—z=
d. arc tangx_1+ 5 d.arccole=—_—— 1+$2,
dz

-——, d.arccosec = — — ———,
z) z2—1 oYz —1
Auf dbhnlide Weife Fann man aud) die Auffudyung
des fchon oben (§. 21) gefundenen Differentiald bon @z auf
dadjenige von log @ guriidfithren. Denn aud der Glei=
dungy=a= erhilt man logy == loga, folglid) wenn man
auf beiden @eiten diefer Gleihung die Differentiale nimmt
loga
.a%dz,
loge
Anmert. Wenn givei Functionen f(z) und F(z) cinans
der gleih find, und gwar entiveder fiir alle Werthe von
@, oder nur fiiv folde LWerthe diefer LVeranderlihen, die
ein gewiffes Jntervall nicht diberfdyreiten, fo werden aud
ipre derivirten Functionen, und folglidh audy ihre Diffe-
rentiale innerbalb desfelben Jntervalles einanbder gleid)
fein. Denn ausd den beiden Gleihungen

f(#)=F(z), [(a+4Az)=F(z+Az)

d.arcsecx =

loge. — . Y —loga.dz, woraus dy —

aiebt man
f(z 4+ Az) —f(z) F(z—}—Az) —F(z)
Az Az 4
woraus folgt, wenn man gu bder Gringe firx Az=10
iibergeht
@) =F (z).

Man wiirbe bdiefes Refultat aud) dann nody erhalten
paben, wenn die Viffereny f (@) — F (x), anftatt Null
au fein, irgend einen conftanten LWerth gehabt Ditte,
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32 I Abfdynitt.

§. 36. Biir den practifdyen Gebraud) ift e8 gut, die einfacy=
ften Diffevential=2Ausdriicfe im Geddchtniff yu haben 5 diefelben
finden fid) in der nachftehenden Ueberfidhyt beifammengeftelft.

d(az-+-by=adzr d sing=cosz.dz p = S —
VY i—a?
2 dr
d.xa—az?'dz d.cosr—=—sinz.dz d.arccosz— — ~l—/—l s
=7
d e B Gy pensilly d.arctangy =02
P .'I,‘— _—.1,‘1 tangr= St .arc anga:_1+$2
dx dz
d. ]/z—T d.cotr=— =~ d.arc cot z = g -
dlogz= loge_ d.secz:smx'df d.arcsecr= d_x,_
T cOosST $sz_1
dx
d.az=la.ardr d.cosecT =— co.s:v.d:z; d.arccosecr—— B
sinz 2 zV =1

Mit gufammengefebteven  Functionen verfihrt man,
wie im §. 30 angegeigt worden ift.
§. 37. Um bdad Berfahren nod) an einigen Beifpielen

au erldutern, fei
1) y=(azmt-by.

Man jerlegt diefe Sunction, wie folat

y=un, ‘u=uav -t b, “v=am
Durd) die vorhergehenden NRegeln erhilt man fodann

dy=nur—"'du, du=adv, dv=mam—'dz;
und indem man fubftituirt
du=amxm—1dx

dy=n(azm--b)»—1 . amxm—1dz.

Aber in der Ausditbung wird man fehr bald finden, daf
e8 itberflitffig ift, alle diefe Gleidhungen hingujdyreiben, daf
man bielmehr unmittelbar mit denjenigen Grogen operiven
fann, welde in der vorgelegten Function felbft enthalten
find. So wird man hier anfangd in Vegug auf azm + b
differentiiven, wodurd) man erhalt

dy=n(azm 4 b)»—*.d (azm 4-b).
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Sodann um da8 Differential d (azm—-b) 3u finden,

differentiitt man in Vezug auf am; dieg gibt
d (azm—-b)=a.d (am).
Endlid) hat man
d(zm) =mzxm—1dz.

Die allmdlige Subftitution diefer Werthe fiihrt su dem-
jenigen von dy.

€8 fei

ar i
Vi—atz?
Wil man den obigen Regeln gemdf verfabren, fo wird
man fepen

ar

y=sint, t=7, u=\)vp, ov=1—a%?

womit die gegebene Junction in die in ihr enthaltenen ein=
fadyen SJunctionen gerlegt wird, deren Differentiale man
unmittelbar Fennt.  Mian erhdlt al8dann

.adr —ax. d
dy=cost.dt‘,dt=uadz et % .

u? ’ _21/5/ do=
und durd) Subjtitution

2) y==sin

—a?2zdz,

at . .zdr
oy T
adx
dt: St
(1—a2z?)? '
dy=cos 3 o —.
Vl—a’.z‘z (l—a222):

Aber ohne diefe Gleidungen hingufdyreiben, Fann man and
unmittelbar mit den in der gegebenen Function enthaltenen

ar
Bunctionen operiven. So wenn man guerft nad —1 =
- a*r

diffeventiict, {o erhdalt man

Vl arz? (]/I—a%2 >

Navier, @xff und Jutegralv. L Band.
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3 L. Abfdynitt.

Betradytet man fodann foie einen BVrud) von der

ar
V 1—a2z?
u
Sorm -, fo [)at man

d ( > Vi—a*stads—az.dV 1—a*z?
V 1—a2z?

1—a222

Darauf wird

Fy g e W L
2V 1—a2a?
und endlid) :
d(l—a*2?)=—a*.2zdx.
Subftituirt man nun jeden Ausdruct in den ndadftvorher-
gebenden, fo Fommt

a’rdr

gt gt g T
dV1 ard = V-l_————a_ﬁ-:z—ﬂ_'

d ( az > adz
V1—ax? i 1 —a? z2)t’
ar

adzr
Vi—azr (l—a’.’l:’)f )
au®, tang——+;-

dy = cos-

€8 fei
3) y=e
wo e, gemdf dem §. 16, die Wafis der natitlichen Loga-
rithmen ift, und » und » ioei Functionen der unabhingi=
gen Werdnderlidyen 2 begeichnen.  Diffeventiivt man guerft

in Vegug auf au? tang u—,"_:—v;, fo hat man

L ot a0y T d au®.tang ,,T%.",;)

Wird nun das Product au? tang—;_;:ﬁin Vezug auf die

beiden Factoren aw? und tang bxffermturt fo fommt

1+ 2
g d (au’. tang —uﬁ—{——v’> =tang F—F_v’_ d (au?)
w2
+ au?.d tang m.
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Man bat aber

uz
ik ’ L4 2273 O u 42
d(au®)=a.2udu, und dtlang (> e B et A
008 ———) ?
Cr)
ferner
u?  (u-0?) . 2udu—u. du? +v?)

[

u--v? o (u? - v2)2
und ulept ' :
d(u?+ v*) =2 (udu +vdv).

Subftituirt man nun jedes Refultat in den nddytvorher=
achenden Ausdrud, fo fommt
u? 2 uv (vdu — udv)
u’+v3 e (w2 --v2)2 ’
2uv (vdu — udv)

“"f‘” (W 422, (cos ;;_%65)2 /
u? u?
d ( au®.tlang m) =24 <tang P udu
] i w3 (vdu—udv)
(u’—l-v")z cos e +v=> >
dy =‘ea“ T 24 ('a“g'T_*_‘,,? udu
w3V (vdu — udv)
(u”-l-v’)2 cos = + > )
Damit dag gefudyte Diffevential dy vermittelft des Diffe-
rential8 de der unabhingigen BVevanderlidyen ausdgedriieft

werde, Hat man fd)Iieﬁ[id) nod) filv du feinen Wertl %- dz,

dtang

und fitr do feinen %erﬂ)— dz ju fepen.

Die vorflehenden Beifpiele werden Hinveichen, um den
3#
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Gang der in Nede ftehenden Operation Fennen zu lernen.
Durd) vielfiltige Antwendung verfdafft man fid) davin
leidyt Die nothige Geldufigleit.

IV. Diffeventiation der Functionen von tinebreren unab:
hangigen Vevanderlidyen.

§. 38. Wenn man, gemdaf den im §. 2 entwidelten
WBegriffen, cine Gleidyung zwifdyen mehr als ztwei BVerdnbder=
lichen Defit, fo toird man allen diefen LVerdnderlicdhen, mit
Ausnahme einer eingigen, villig willfiiclidye Werthe beilegen
ditrfen.  Diejenige BVevdnderlidhe , deven Werth durd) die
Gleidyung beftimmt ift, fobald man fiiv alle fibrigen BVerin=
perlichen willfiiclidye Werthe angenommen hat, Heift algdann
die Function diefer leptevens diefe dagegen {ind die unab=
Dangigen BVerdnderlidyen. Man Fann diefe BVegiehung aus=
dritden durd

z=f(u,v,2,y,...),

wo w, v, z, ¥y, ... die unabhingigen BVerdnderlichen be-
seichnen, z aber die abhingige Berdnderliche oder die Func=
tion der fibrigen. Um fid) von folcher Function ein voll=
ftindiges WBild u entwerfen, iff e8 nothig, daf man jede
der Werdnderlidien u, v, @, y, ... alle Werthe von — QO
bis 4 oo durdlaufen laffe, und dabei die Reibefolge
der entfprechenden Werthe beadyte, mweldye die Function z
annimmt.

§. 39. Wenn nidyt mebr al8d 3wei unabhingige Ver=
. dnderlide vorhanden {ind, und man aljo hat

z=f(z,y),
fo bietet nody, wie friiher, die Geometric dag Mittel dar, um
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die NMeibefolge der Werthe der Function = anfdyaulidy dar=
suftellen. Man nehme im Rawme dvei Ad)fen an, die ein=
ander in einem Punfte o, Fig. 2, unter vedhten Winkeln
Jig. 2. durdfchneiden. Die beiden unab=
Dangigen Wevanderlidhen & und y
Detrachte man toie zrwei Abfciffen,
deren willfitelidye Werthe in op und
oq auf den beiden exften Adyfen ab=
getragen toorden find, und die ab=
Dangige Werdnderlidhe 2 wie eine
Ordinate, deven aud der Begiehung
z=[(2,y) fid) beftimmender Werth in or auf der dritten
Ad)fe abgetragen wird. Die beiden Werthe von @ und y
legen in der Ebene zy einen Puntt m feft; ervidhtet man in
diefem Puncte m ein Perpendifel auf dev Chene @y, deffen
Lange mM gleid) or angenommen wird, fo erhilt man ei=
nen Punft M im Raume, deffen Projectionen auf den drei
Achfen die vorhin beftimmten drei Puncte p, ¢, r find, obder
der mie der Durd)fdynitt dreier Ebenen angefehen twerden
Fann, von weldyen die erfte durd) den Punft p pavallel mit
der Cbene yz, die jiweite durc) den Punft ¢ pavallel mit
der Ebene @z, die dritte durd) den Punft » pavallel mit dex
Ebene zy gelegt wird. Laft man nun fowol 2 algd y alle
miglidyen Werthe bon — 0O bi8 4 00 durdylaufen, fo wird
der Punft m alle moglichen Lagen in der Erjtredung der
Ebene xy annehmen. Die Werthe von z twerden fodann die
sugehbrigen Lagen ded Punttes M feftjtellen, und der Jn=
Degriff aller diefer Lagen tird eine Jldadye ergeben, deren
Geftalt fiber die Vefdhaffenheit der Junction z = f (=, y)
und den Gang ihrer Werthe Auffchluf geben Fann.
Wenn die Angahl der unabhingigen Berdnderlidyen die
Jahl 2 iibertrifft, {o ift e8 nicht mehr miglidy, auf foldye
Weife in der Geometrie ein anfdyauliches BVild von der Natur
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und den Eigenfhaften einer JFunction aufpufinden.  Jwar
bieten mehreve phyfifalifde Unterfudyungen den Anlaf ur
Betvadhtung von drei, und felbft vier unabhiangigen BVevdn=
derlichen; indeffen fobald die Angahl diefer BVerdnderlichen
betrdadytlicher wird, fo gehdren die Fragen nur nod) der Ana=
[Hfie an, deven Allgemeinbeit Feine Befdyranfung erleidet und
vie alle Fille umfapt, su welden jemald die Vetvadytung
der Grivgen den Anlaf geben Founte.

§. 40. Die Differentiation der Junctionen von melh=
veven unablingigen Bevdnderlichen ftibt fid) auf diefelben
Grundlagen, welde in den vorhergehenden Abjdynitten ent=
Dalten find. Jede unabhingige Verdnderlide «, v, 2, ¥, ...
erleidet einen Jumwad)8 wm cine unendlic) Fleine Diffevens
du, dv, dz, dy ... von denen jede einen conftanten Wertl)
befiht, wabhrend fie jedod) unter einander in gav Feiner Dbe=
fimmten Wegiehung frehen. Die Verdnderlidhe = dndert fid)
in Jolge deflen um die unendlidy Fleine Grife dz, deven
Werth man immer durd) die Betvadytung derjenigen Gringen
findet, weldren die Werhdltniffe unter der Junahme der
Function und den Junahmen der cingelnen unabhingigen
Wevdanderlicdhen ftets ndber Fommen.

Denn e8 fei die gegebene Function

z=f(x, .7/)

Wenn mum & und y vefp. um die willkivlidyen Grifen Ax
und Ay wadyfen, fo Fann man die entjprechende Aenderung Az
der Function in jwei Theile gerlegen, von denen dev cine aus
der Aendevung von z allein, der andeve ausd der Aenderung
von y allein hervorgeht. Bu diefem Ende Hat man ndamlid)
nue nothig, fiiv den Ausdrud von Az, ndmlid)

Az =f (2 +Az,y +By) — f(,9),
. den damit identifdhen Ausdrut an die Stelle ju fepen
bz = [f(z+ Az, y) —f (@ ]+ [f($+A‘7"1y+ Ay)

— f(z+ Az, 9],
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wofitr man audy {dyveiben Fann
[(z+Azy) — fiz,y) Az 4 [@HAzy+8y)—fia+Azy) A
Az iy Ay Y.
Ligt man nun die Differengen Az und Ay fid)y ohne Auj-
borven der Null ndbern, fo hat man in Gemdpheit der
Entroidelungen ded L Ab{dynitts
13 f@+Az,y) —f(@,y) j=7° d.f(z,y)
Az dz &
und ebenfo mit Juziehung einev dhulichen Vetradtung wie
im §. 26
im f(@-+-Az,y -+ Ay) — [ (z+-Az,y) L1 d'f(xf_'l)
Ay dy -
Der Ausdrud fiir dasd gefudyte Diffevential wird alfo

. d.f(@y) d.f(z,y)
g NS i TS dy

Az =

oder Filrger
ds= —z:— do -+ —3;— dy.

§. 41. Wenn die vorgelegte Function drei oder mehr
unabhingige BVerdanderlidhe enthilt, fo fithren nod) immer
diefelben Vetradytungen jur Auffindung ihres Differentials.
So wird man aus

z=f(v, z,y)
erhalten

__d.fo, 39 d.fo,z,y) d.f,z,y)
dz = o dv + G dz -+ & dy,
wofitc man audy Fiivger {dyveiben Fann
dz dz dz
Gbenfo Dei einer groeren Anjahl von BVerdnderlidyen.
Man wird bemerfen, daf in diefer Formel dag Glied
%dv dagjenige Diffevential der porgelegten Function dar=

ftellt, teldhed man finden twiirde, wenn man » allein al8
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unabhiangige Bervdnderlide anfehen wollte.  Man  nennt
dagfelbe dag partielle Differential der Function z,
genommen in §Be3ug auf bie BVerdnderlidye v. Ebenfo Heifen

die (theber da: unb dy die partiellen Differentiale der

Function z, genvmmm m WBegug auf z und auf y.  Die
Summe diefer partiellen Diffeventiale madyt das vollftdn=
dige Differential dz bder vorgelegten Function aus.

Die Briiche d: p 'Z, d; find hier analptifdye Seidyen, weldye

die Differentialverhiltniffe der Function z in BVegug auf je
eine der Werdnderliden v, @, y, diefe al8 die eingige BVer=
dnderlidye angefehen, augdriiden; der iabler dz diefer Vritdhe
ift ftet8 dasd partielle Differential von z in BVegug auf dieje=
nige Verdnderliche, deren Differential im Nenner fteht. Vian
darf mithin dad dz, weldes im Jdbhler fteht, niemald mit
demjenigen dz verwedfeln, mwelded auf der linfen Seite der
obigen Gleidyung borfommt und dad volfjtindige Differential
der Function z ausdriteft.

LBermige der UnablhangigFeit, welche unter den Werthen
der Berdanderliden v, 2, y ftattfindet, ift e8 i1brigensd Feined=
wegd erforderlidh, fie alle gleidyzeitig fid) dandern zu laffen.
Bielmehr wenn man dad Differential der JFunction z =
f (v, z, y) verlangt, o hat man ftetd8 nod) befonders bhin=
suzufitgen, ob diefed Differential das vollftindige Diffe-
vential fein {oll, in weldem Falle e8 allgemein durd) die
obige Formel audgedritft wird, oder ob e8 nur in BVezug
auf eine, oder aud) auf einige von den BVevdnderlichen foll
genommen werden.  JIm lepteven Falle witrde man in der
in Jtede ftehenden Formel diejenigen Glicder tweglajfen, weldye
fidy auf WBerdnderlidhe begiechen, die Feiner Junahme follen
fibig fein.

§. 42. Da nady dem BVorhergehenden die Differentia=
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tion der Functionen von mehreren unabhingigen Verinder=
lidhen davauf gurvitgefithrt wivd, die Function in Vegug auf
jede eingelne diefer Verdnderlidyen gu diffeventiiven, fvo wird
man ohne Sdyievigleit in jedem befonderen Falle mit den
im vorhergehenden SJIDfd)mtte gegebenen Regeln zum Jiele
gelangen.
§. 43. @obald die gegebene Function nur el un=
abhangige Verdanderlidhe enthilt, toie
2= f(=, ),
fo find die verfdyiedenen Fheile des vollftandigen Differentiala
do="% gy 4 ’;—; dy,

gemdf dem, ad im §. 39 gefagt worden ift, einer geome=
trifdyen Darftellung fibig. €8 fei m, Fig. 3, ein Punft der
Big. 3. Ebenexy, deffen Cvordinatenop

Z und og Werthe der BVerdnder=

1‘/ lichen @ und y darftellen, und

T B 5 M fei der inm projicivte Punkt

D gl sid L der Fldadye, deffen Ordinate or
mf e den  jugehirigen Werth der

il ! Junction z angibt. Die Ju=

gl r B na[)menAzunbAymogenburt{)
mp’ und mp” davgeftellt wer=

den, Ferner benfe man fid) die Flacde im Puntte M durd)
gtoei Gbenen gefchnitten, melde vefp. den Ebenen 2z und yz
pavallel [aufen; die Projection Dder im evften Falle entfte=
Denden Durdfdynittslinie auf die Ebene xz fei m'a’ , die
$Projection der im gtoeiten Jalle entftehenden Durd)fdynitts-
linie auf die Gbene yz fei m 2", Alsdann ift flar, daf
nw'r’ die Aenderung begeidynet, weldye die Ordinate z erleiden
wittde, wenn die AL{ciffe 2 allein jundhme um Az oder
mp’ 3 ober dap 2'r” bdie Wenderung begeidynet, weldpe die
nimlidye Ordinate evleiden titrde, wenn die AO{ciffe y allein
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42 1V. Abfdn. Sunctionen von mehreven Vevinderlidyen,

fidy dnderte wm Ay oder mp”. Die vollftindige Aenderuny
der Ordinate z dagegen, welde aus der gleidyeitigen Aende=
rung beider Abfiffen hHervorgeht, wird davgeftellt durd) Ddie
Differeny wifchen der Ordinate ded Punttes M der Flidye,
weldyer den Punft m gu feiner Projection Hat, und der
Ordinate dedjenigen Punktd der namliden Fldde, welder
den Punft » gu feiner Projection hat. Werden nun die
unahmen unendlid) Elein angenommen, fo driidt #'»’ den

Theil -:g- dz de8 vollftindigen Differentiald aus, und das

Differentialverhiltnif —Z% , teldesd in Vegug aufz genom=
men ift, tird durd die trigonometrifde Tangente des Win=
el #'m'r’ Dargeftellt.” Gbenfo driidt »”'r'" den Fheil -Z—; dy
ded vollftandigen Differentiald aus, und das Differentialver=
[)ﬁ[tniﬁ—z;—, weldyed in BVegug auf y genommen ift, wird

v 1,

durdy die trigonometrijie Tangente ded Winfel8 n” m”r
dargeftellt. Man erfennt alfo, daf, unter der Vorausfepung
unendlid) Fleiner unahmen, die Aenderung der Ordinate z,
weldye durd) einen Uebergang aus dem in m projicicten
Puntte der Flidye su dem in = projicivten Punfte derfelben
Blide ju Stande Fommt, immer der Summe Oerjenigen
Yenderungen gleic) ift, teldye entftehen, tenn man aud
dem in m projicivten Punfte ju den beiden in p' und p’
projicivten Punkten {ibergeht.

Diefe WVetradytungen werden fpaterhin tieder aufge-
nommen foerden und eine grifere Ausdehnung erbalten.
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V. Differentiation unentwidelter Functionen,

§. 44. Gine Junction wird entwidelt (erplicit) ge-
nannt, wenn ihr analptifder Ansdrud vevmitteljt der con=
ftanten. und vevdnderlidyen Griofen, von weldyen ihr Werth
abbhangt, gegeben ift. -~ o fagt man . die Function z dex
beiden Werdanderlidhen 2 und y fei eine entwicelte Junction,
oder fie fei entwidelt gegeben, wennman die Gleidung Hat

z=[(z, y).
Dagegen wenn die Function z nod) mit den Verdnderlichen
2 und y verfnitpft in einer Gleichung vorfommt, wie
F(z,y, ) =0,

welde nidht in Wegug auf z aufgeldft ift, fo wird diefe
Bunction unentwidelt (implicit) genannt; und man ver=
ftebt unter diefer BVegeidynung, daf der Werth) der Function
z, obgleid) derfelbe Deftimmt ift, fobald man den Berdnbder=
liden 2 und y beftmmte Werthe beigelegt hat, nur nod)
nidt durdy einen aud diefen BVerdnderlichen gebildeten ana=
Iytifdhen Ausdrucd dargeftellt wird. Man Ffann aber die
unentwidelten Junctionen eben o leidyt tiffeventiiven , wie
die {1brigen, . 0. den Ausdrucd fitr das Differential der
Function erhalten, ohne die Gleidung aufyuldfen, in weldyey
fie verfniipft vorfommt.

3u dem Ende Fehre man zu den Grundbegriffen ded
§. 2 guriid. Die Natur einer jeden Aufgabe beftimmt
immer fomwol die Anzahl der Werinderlichen, al8 aucd) die
Begiehungen, weldye unter denfelben ftattfinden und durd
Gleidyungen audgedritdt mwerden. Die Angalhl der BVerin=
derlidyen fei m und die Anzahl der Gleichungen fei 2, fo
werden m —n Verdnderlidye unabhingige feins die » itbri=
gen Berdnderlichen find fodann Functionen der erfteren.
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Ferner wird man diejenigen Werdnderlidhen beftimmt an=
seigen, tweldye al8 die unabhingigen angefehen twerden follen,
und eben fo diejenigen, tveldye Functionen dev erfteven {ind
und diefe Unterfdyeidung muf obhne Abweidyung duvd) den
gangen Lauf der Operation feftgehalten toerden.

€8 mag nun guerft der einfache Jall betradytet werden,
wo  jifchen einer unabhangigen Werdnderlihen & und
ibrer Bunction y die Gleidyung befteht

f(a’"r y) = 0.

Da diefe Gleidyung ftattfinden muf, welden Werth man
andy der Berdanderliden @ beilegen mag, fo hat man augen=

feheinlich |

f(z 4 Az, y + Ay) = 0,
o, wie bisher, Ay die Junahme der Junction y begeidynet,
weldye der Junahme Az von z entfpricht. Davaus folgt
teiter

[@+Azy+Ay) — [@y _
Az 4

welde Gleidung fitr jeden Werth von Az Deftehen muf,
und folglidy aud) fiir die Gringe, twelde der linfen Seite -
der Gleidyung angehirt, fobald Az dem Werthe Null immer
ndber gebradyt wird, Diefe Gringe ift aber nid)td andered

al8 da8 Diffeventialverhiltnip ﬂ—f’%ﬁ der linfen Seite der

gegebenen Gleidyung, deffen Ausdrud nad §. 26 wird, wenn
man beadytet, daf @ dic unabhingige BVerdnderlide und y

Function derfelben ift L f(z R ATAC T %—. Man Hat

dy
alfo die Gleidyung .
d.f(z, vy d.fz,y) dy
@ ot g,
weldie man audy Fivjer fdyreiben Fann, wenn man die ge=
gebene Function f(z, y) blof durd) den Vudyftaben f be=

seicynet,
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Daraus crhdalt man endlid) fir den Auddrud ded Diffe-
rentinlverhdltnified oder der devivivten Fuuction von y

daf
WO o ddn dz
W i e A
dy

Man Fann iibrigens bemerfen, daf diefes Differentialver-
haltnif im allgemeinen durd) beide Vevinderlide 2 und y
auggedritct fein mirb

Die @réﬁe + L dlz ift nidyt8 andered al8 dad

Differential der ‘Z§uuttmn [ nad) Wegwerfung ded con=
ftanten Factors dz. Diefes Diffevential foll gleic) Null fein;
und in der That, wenn die Gleidung f (2, y) = 0 fiir
jeden Delicbigen Werth von z beftehen foll, fo wird der
Ausdrud fiir eine entlidye odev unendlid) Eleine Aenderung,
weldye die Junction f(z, y) in Solge ciner endlichen oder
unendlich Fleinen Junahme ded  exfilrt, ftetd gleid) Jtull
fein miiflen.  Jm allgemeinen wird man hieraud {dlicfen,
dag die Gleidyung f=0, wo f eine belicbige Function von
mehreren Werdnderlichen begeichnet, fletd jur Jolge hHat die
Gleidyung df =0, wo df dad Differential der Function
[ bedeutet, reldes ein volftandige oder ein particlles
Differential fein Fann.

§. 45. €8 bleibt nody der allgemeine Fall ju be-
tradyten, o man mebrere Functionen und mehrere unab-
bangige Werdnderlidhe hat. €8 feien 3. B. die Dbeiden
Gleidyungen gegeben

f(v/x/y/z')=0

F(, 2,9, z) =0,
in denen » und 2 unabbhiangige BVevdnderlidhe fein migen,
y und z aber Functionen von » und 2, welde durdy diefe
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46 V. Abfdnitt, Unentwickelte Functionen,

beiden Gleichungen unentiwidelt gegeben find. Die Diffe-
ventiale Der Deiden Functionen f und F miiffen nad) dem,
mwad o eben gefagt worden ift, gleicd) Mull fein; wenn man
alfo die Differentiale nad) den Jegeln der vorhergehenden
Abfdynitte bildet, und dabei fefthdlt, daf y und z Functionen
von v und 2 find, {o hat man

df dz

daf dy | df dz af | df dy i

( +dy WiEEa e Sy T ) 80
dF dy dF dz dF | dF dy , dF dz F

dv +dy dv U dz dv doish <Ti_z+ dy d$+dz dz‘) dz=0.

In jeder diefer Gleidhungen Fann man nady Gefallen

dv=0, oder aud) dr=0 annehmen. Sie find mithin

gleidybedeutend mit vier verfdhiedenen Gleidyungen, aus denen
die Werthe der vier Diffeventialverhiltniffe dy . Z’; ‘ 'Z), ;zz
Deftimmt toerden Fonnen. Diefe Differentialverhdltniffe finden
fih ausgedriit durch die vier Werdnderlichen », 2, y, z

Hat man auf diefe Weife die Werthe der partiellen
Differentialverhiltniffe der FJunctionen y und z gefunden,
fo bildet man die vollftindigen Differentiale diefer FJunc=
tionen, indem man die in NRede {tehenden Werthe in die
aIIgnminen ‘lfusbriid?e fubftituirt

dy == dv—|— d.z', dz.-——»—— dv +—— dz.

Die [)m: mlgeftthen %etrad)tungm laffen fidy leicht
auf folcdhe Fdlle ausdehnen, two eine grofere Anzahl von
Bevanderlidyen und von Gleidyungen vorgelegt ift.
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VI, Differentiale Hoherer Ordnungen fiir die Functionen von
ciner Verdanderliden.

§. 46. Bunddft tird bhier wieder die fritheve Bes
fdyrdnfung aufgenommen, o nur eine unablhingige BVer=
dnderlidye # nebjt der davon abhdingigen Junction y vor=
liegen, fo daf man Dat

y = [(2);
und gugleic) wird, um groferer Anfdaulidyfeit willen, aus
dbem §. 5 die geometrifhe Darftellung der Function zu
Hiilfe gezogen. Die Abfeiffe OP, Fig. 4, bedeutet z, die
Ordinate PH dagegen y.

Big. 4. Man nehme an, z wadyfe um
die mwillfiiclihe Grife Az, weldye
durd)y PP dargeftellt terde. Dec
neue Werth) von y, welder mit y,
Degeichnet foerden mag, mwird durd)

» P dargeftellt werden, fo wie Ay
durd) OM'. Man Dat alfo
By =p —9

Man nehme ferner an, z wad)fe nodyumald, von dem
Werthe OF ausgehend, mn diefelbe Grofe Az, weldye durd)
P P' = PP’ angegeben toerde. Der neue Werth von y,
weldhe mit y, Dezeichnet werden mag, wird jept durdy P A"
dargeftellt werden, und Ay, durd) O'M”. Man DHat

by =y — W

Berlingert man nun die Secante MM’ bi3 s, fo wird
die Qinie Q's gleidy QM obder gleid) Ay fein. Alfo ftellt
sM” bie Differeny jwifden Ay, und Ay dar. So wie man
nun mit Ay die Differeny der beiden Werthe von y bejeidy=
net hat, welde den Werthen z und = 4 Az entfprechen,

g,
;;yf‘: T N
VAR AN
; " TAY |
g <&

12 QN
N\
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18 VL Abfdmnitt.

fo fordert die Analogie in gleidher Weife aud) mit AAy
oder A% bie Diffevens der beiden Werthe von Ay ju be-
geidynen, mweldye den Werthen 2 und « -+ Az jugehiren.
Man {dyreibt aljo
A% = Ay, — Ay.

Man  gelangt gu einer bequemen Ueberfidht der Dier
betrachteten Grdfen, mwenn man  diefelben zu folgender
Tabelle gufammenitellt:

Werthe Sugehirige Differengen Differengen

von Werthe von y. diefer Werthe. der Differengen.

x y
z -+ Az % Ay=y,—y
o420z Y2 Ay, =y, —y, | Ay=AL4y,— Ny

Man nennt Ay die erfte Differens oder die Diffe-
reng der erften Ordnung der Junction y5 und Az
die gweite Differens oder die Differeng dev jwei-
ten Ordnung der namliden Junction,

§. 47. Man nehme jept an, die Differens Az der un=
abhangigen Berdnderlidyen werde Fleiner und Fomme immer
niber dem Werthe Null. Die beiden Punkte M, M” wer-
pen fodann immer ndber dem Puntte M fallen; die beiden
Werthe yu, y» mevden immer mehr gleich y werden; und die
brei Diffevengen Ay, Ayx und A%y werden ju gleicher Jeit
immer ndaber dem Werthe Null Fommen. Aber 8 ift wobl
su bemerfen, daf die gveite Diffevens A% viel {dneller ab=
nimmt alg die evjten Differengen Ay und Ay,, fo daf, wenn
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Az, Ay und Ay, fehr flein gemworden find im BVergleidh jur
Cinbheit, fodann A2y jehr Flein gerorden fein mird im Ber=
gleid) gu Az, Ay odev Ay,.

Wm fidy davon ju dibevseugen, beadyte man nur, daf
der Ausdrud fitr A2y aud) qefrbricbm werden” fann

Ay = (A"‘ o' ) Az,

Wenn bievin Az abnimmt und numer na(er bem Werthe
Null fommt, fo werden die (SjrvBen —und —— fid) beide.

der namliden Grange ndhern; diefe ift 7’;. Der QBert[) bon
A ift aljo au8 gwei Factoren jufammengefest, weldye den
Werth Null gur gemeinfdaftlichen Grange baben, und mwird
alfo viel fchneller abnehmen alg jeder von dicfen Factoren
eingeln genommen; oder, wenn beide an fidy fehr Flein ge=
worden find, fo mwird der Werth von A2y felbft fehr flein
geworden fein im Vergleid) su jedem von ihnen.

§. 48. Der ndmlide Ausdrud von A% Fann aud)
gefdyrieben werden

Ay, A.’/

- —
Ay = = i ,A;__(Al.)z

Sobald nun Az obne Aufboren abnimmt und Fleiner wird
alg jede gegebene Grife, in weldjem Salle man diefe Diffe=

veny mit d begeidmet, fo Dat jede der Grogen ~1mb j

su ibrer Grange das Differentialverhaltnif dgy;;bas Berhilt=
a2 gl o
nif _A_E—A—— aber Dat ju feiner Grange dasd ’Dlﬁmnhal—

Navier, Diff.- und Integralr. I. Band. 4
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50 VI. Abfdnitt.

verhiltnif dev %unrtwn AT

_AlJL_,A_y_ ~ighe a3

lim -A% ARl _u; a0
Az SR A

Begeidhnet man alfo mit d? dagjenige, was ausd A%y wird,
wenn Az in dz iibergeht, fo hHat man
4
dy = 2 (do)2

Man nennt d?y das ',lererenha[ der yweiten Ord=
nung der Function y. Um griferer Einfad)heit willen
{dhreibt man {ibrigend blof Az? oder dz?, um das Quadrat
von Az oder bon dz anjugeigens denn ed ift nidit zu be=
fitvdyten, dap der Ausdrud dz? mit dem Differential der
Function x? vermed)felt werde, welded im Gegentheil durd)
d (z?) oder d.x? begeichnet werden muf.

Die Junction % ift bad Diffeventialverhaltnif

der erften Ordnung der Junction y, und ebenfo ift
dy

5 dbag D iffeventialverhaltnif der yweitenOrd=

dx

nung der namliden Function. Die ‘anangie nithigt, lep=
tere8 auf eine einfacheve LWeife durd) 5u Degeichnen. Das
Diffevential der goeiten Ordnung mltb demnad)

.d’y= 332 dx’

. b. e8 ift gleid) dem Producte aud dem Quadrate von dw
‘und dem Differentialverhiltniffe der zroeiten Ordnung von
der vorgelegten Function; oder aud dem Quadrate von dx
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und derjenigen Function, weldye man finden wiirde, wenn
man nad) den Regeln des I Abfchnitted das Differential=
verhdltnif von diefem Differentialverbaltnif bildete.

Wenn man nady Lagrange dad Differentialverhiltnif
oder die derivirte Function der erften Ordnung durdy ¥
oder f' (@) ausdriidt, fo begeidynet man in gleicher Weife
bag Differentialverhdltnif oder die derivivte Function der
gtoeiten Ordnung mit y” oder [ ().

§. 49. Aus dem Worhergehenden ift Flar, daf man
bag Differential der zweiten Ordnung von einer gegebernen
Function erhdlt, wenn man diefe Function zweimal nach
einander differentiivt und bei der jiveiten Differentiation
dag Differential dr wie einen conftanten Factor betradytet.

§. 50. Man fann {id) die Tabelle des §. 46 teiter
fortgefept Denfen, indem man vier auf einander folgende
Werthe von 2 betradytet, weldye durd) dad conftante Inter=
vall Az von einander getrennt twerden; ndmlid) :

Werthe 8“:};20 Grite Bweite Dritte
von & Berthe Differengen Differengen Differengen
bon y g
T y

z4+-Az| y, |By=y—y
z420z| y, (DY, =y,—y| Ay =2ABy,— Ly

o4-30z| y3  |[Dyy=ys— y.|A%,=Ay,—Ay, | Aly=A%,— A%

Man ird wiederum bemerfen, daf, wenn Az ohne Auf=

Doven abnimmt, die Werthe von y,, ya, ys immer mebr
4#
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52 VI Abfdnitt.

aleidy y twerden, und daf ebenfo die evften, zweiten und
dritten Differengen immer ndber dem Werthe Null Fommen.
Aber gleidywie A%y piel fdhneller abnimmt al8 Ay, foift aud
leiht su erfennen, daf ASy wieder biel {dhneller abnimmt
alg Azy. Man Fann ndmlid) den Ausddrud fitv Ady jdyreiben

A Azy Azy A
Y (Az; A:p‘;) R
oder aud

i ok Ny 23
Ay (A-'/z s Fa s Az) Az,

Wenn nun DHierin Az unendlid) abnimmt, fo ndbern fid

} . : Ay, — Ay, Ay, — Ay
die beiden Glieder ————und —

einer und der=

felben Gringe, nidmlid) 7"’;. Der Werth von Asy ijt alfo

aus drei Factoren sufammengefest, welche gur gemeinjdyaft=
lidyen Gringe den Werth Null hHaben, und nimmt aljo viel
fdmeller ab al8 der TWerth von A2y, welder nur durd) jwei
foldyer Factoven gebildet wird. Sobald demnady Ay febhr Flein
roird im BVergleid) sur Ginbeit, fo wivd A2y febr Flein werden
im Bergleidy su Ay, und A%y febr Flein im Vergleich su A%y.
§. 51. Wringt man ferner A%y unter die Form
Ay, — Ay, Ay — Ay
"3 5 2
Ay — Az o Az Aw?,
fo erfennt man, daf, wenn Az abnimmt und f[einu toird
A.’/l

al8 jede gegebene Grofe, jeder dev beiden ugdritde 22
und —yf—~ su feiner (Sﬁrﬁnge bad @iﬁerentia[betf)ﬁrtniﬁ

per gweiten Ordnung 7 ~ Dbat; dag Berhaltnif
by — My o U
TTTAR? Are
Az
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aber ju feiner Grange das Diffeventialverhaltnif dev Func=

i d*y {
tion ) 0. 1.
v M [t [l WP
: Ar? Ax? dz?
hm, == :

Az dx
Man hat alfo, wenn man mit d% Ddadjenige beseidynet,
wad aud A% tird indem Az {id) in dz vertwanbdelt,
d -2

dr?
3y = —
. Y dr

dxs,
oder mie man einfadyer fdyreiben Eann
d3y
Sy == dps,
R dz?

Nan nennt diy das Differential der dritten Ovd=

nung der gegebenen Function y, und ebenfo die Function
d*y

“aar oder T das Differentialverhiltnip dex
dz

dbritten Ordnung der namlichen Function. Dad Diffe=

vential Der dritten Ordnung ift gleidh dem Producte aus

dem Gubusd vpon dz und dem Diffeventialverhiltnifje der

dritten Ordnung.

Das Differentialverhiltnif oder die derivirte Function
per Dritten Ordnung bezeichnet man audy durd) y* oder
ourd) £ (2).

§. 52. Man erhilt augenfcheinlich dad Differential
der Dritten Ordnung von einer gegebenen Function, fwenn
man diefe Function dreimal nady einander diffeventiirt und
dabei dad Differential do fotwol Dbei der jiociten alg bei der
dritten Diffeventiation wie einen conftanten Factor betvadytet.

§. 53, Wollte man cbenfo fitnf auf einander folgende
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54 VI, Abfdnitt.

Werthe der unabhangigen BVervdnderlidhen 2, fo wie die fiinf
sugehirigen Werthe der Function y betvadyten, fo wiivde
man gu der Diffeveny der vierten Ordnung Aty gelangen,
deren Ausdrud ausd vier Factoven gebildet ift, welde fammt=
lid) gugleich mit Az obne Aufhvren dem Werthe Null niber
Fommen. Diefe bierte Diffeveny wird alfo, wahrend Az fid
der Jtull ndbert, nody viel fdymeller abnehmen, al8 die dritte
Diffeveny, welde nur aus drei Vactoven befteht, die Jtull
gur Grdange hHaben. Vegeichnet man mit d'y dasdjenige, was
aud Aty wird, wenn Az den unendlid) fleinen Wertl) dz
annimmt, fo exhdlt man dhnlich tie oben,

d*
dy = S5 do,

o %
der vorgelegten Function begeichnet, alfo dasdjenige Refultat,
eldyes gefunden wird, twenn man diefe JFunction viermal
nady einander Ddiffeventiivt, indem dz twie ein conftanter
Factor angefeben wird, und fodann durd) dazt dividirt.

Auf dhnlide Weife gelangt man, durd) Betvadytung
einer grofern Anzabhl von Werthen, zu den Differenzen und
den Differentialen hisherer Ordnungen.

§. 54. Die bigherigen Vetradytungen lehren, daf jede
Function y=f(z) angefeben erden Fann wie der Aus=
gang&punft einer unbeftimmt langen Jeibe von Differen=
tialen, die beseichnet mwerden durd)

dy=—g—, dz, dy = % de?, &y= 5 s 5 do .

a8 Differentialverhdltnif der vievten Ordnung von

und die aud der Function felbjt und aud mmnber durd
diejenige Operation hergeleitet werden, welde man die Diffe=
rentiation nennt.  Die Ausdriide diefer Diffeventiale legen
iiberdied fogleid)y die Unterordnung flar vor Augen, weldye
unter ibren LWerthen ftattfindet, indem ndmlidy die Tifferen=
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_tialverhaltniffe 717, Z;yz ; Z]ys ac., twelde im allgemeinen
endlidye Functionen der BVerdnderliden 2 {ind, allmdlig mit
boberen und hiheven Potengen der unendlid) Fleinen Gripe
dz multiplicict werden.  Jene Unterordnung aber ift vor=
Danden, objdhon alle Differentiale dy, d*y, dy 2. {elbit wie
Grifen angefehen twerden, welde von Null um weniger
alg jede gegebene Grivfe verfchieden find. Denn die Vor=
ausfepung, daf dz von Null um weniger als jede gegebene
Groge verfdyicden, d. b. unendlidy Flein fei, Dat fofort gur
Folge, daf die Werbiltniffe d2y ju dy, d%y su d* .
gleichfalls wum teniger ald jede gegebene Grige fid)y von
Null unterfcheidens weldyed man Eiivger ausdriift, indem
man fagt, daf diefe Grofen unendlid) Elein find im BVer=
gleicy su einander, oder daf fie eine Reihe unendlidy Fleiner
Grofen von hobheren und hiheven Ordnungen bilden.

-

§. 55. Man Fann bemerfen, daf, twenn die Junction
y=/[(z) durd) die Ordinate einer Curve dargeftellt nicd,
devenn AL{ciffe z ift, forwohl dag Steigen und Fallen diefer
Gurve in der Nabe eines gegebenen Puntted derfelben. ald
audy diejenige Seite, nady welder bin fie in der Ndle
diefes Punkted ihre Converitdt oder Concavitit roendet,
fhon aud dem blofen Vorzeichen entnommen werden Fann,
eldyes die beiden T iffcrentiaIvcrl)iiltniﬁe ter evjten und

der jlveiten lemmg —~—und — =, fitr den Detreffenden
Werth von amle[)meu.

&obald namlidh in der gegebenen Function y= f(z)
mit wadyfenden Werthen von z die Werthe von y gleich=
falls mwachfen (oder mit abnehmenden Werthen von x die
Werthe von y gleihfalld abnehmen), fo werden die Tiffe-
vengen Az und Ay diefer Function einerlei BVorzeichen be=
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56 VL. Abfdynitt.
fiken, aljo tird das LBerhiltnip »%Z; einen pofitiven Werth
Daben. Dag Differentialverhilinip —ZZ- der ndmlichen Fune=
tion, weldyed die Gringe ded Werhiltniffes —ﬁ%— ift, fann

mithin gleichfalls nur pofitiv, oder aud) gleidh Null fein.
Sobald ferner in der gegebenen Function mit wadfenden
Werthen von 2 die Werthe von y abnehmen (oder mit
abnefmenden Werthen von @ die Werthe von y wachien),
fo toerden die Differenzen Az und Ay verjchiedene BVor=

geichen Defien, alfo toivd dag Werhiltnip %einen nega=
tiven Wertl) haben. Das Diffeventialverhiltnip ‘%‘/ ald
Grange des Verhiltnifjesd —%ZT-, fann mithin  gleichfall8
nur negativ, oder gleich Mull fein. NMun entfpricdht in der=
jenigen Gurve, weldye durd) die Gleidyung y=f(z) dar=
geftellt wird, der erjte wall einem Steigen der Curve, dev
goeite Fall dagegen einem Fallen der Curve.  Folglid)
darf man immer au8 einem pofitiven Borzeichen des Diffe=
ventialverhaltnijjes - %— fbliegen, Dap die durd) die Glei=
dung y=1(2) gegebene Curve in der Nadybarfdhaft des
betreffenven Punfted der Curve fteigt; aud einem negativen

WBorjeichen des Differentialverhiltnifjes ,,,‘;Z: dagegen, daf

die Gurpe in der Madybarfdyaft des betreffenden Punfres fillt.

Epenfo wenn in der gegebenen Function y={f(2) mit
wadyfenden (oder mit abnehmenden) Werthen von 2 die
QWerthe der Diffeveny Ay diefer Function wadyfen, fo wird
die yweite Diffeveny A2y = Ay, — Ay der namlidyen Function
(f. §. 46) dag pojitive Borzeiden befien, und da diefe

http://rcin.org.pl



Hifhere Differentiale. 57

jtoeite Differeny nady §. 48 audy auf die Jovrm gebradyt
werden Fann

Ay, Ay
S Az DN hek
A== =L (Ar),
Ay, Ay

einen pofitiven

Werth haben. Dag Differentialverhiltnif dev zreiten Ord=

1 Qs o AR

2 *A

nmng —3}%«, weldyed die Grange des Verbaltnifies AfA%A”
” -

ift, fann mithin gleidhfalld nur pofitiv, oder gleid) Null
fein. Wenn ferner in der gegebenen Function mit wadyfen=
pen (oder mit abnehmenden) Werthen von x die Werthe
der’ Differeny Ay abnebmen, fo wird die jweite Differeny
A%y = Ay, — Ay diejer Function das negative BVorjeidhen
; Ay, Ay
R —

befipen, affo aud) dag Werhiltnip ﬁ_r

gativen  Werth DHaben.  Das Differentialverhiltnif  der

einen ne=

2.
geiten ~ Ordnung %}, , alg Grange ded Werbdltniffes
o 0%
i’__gﬂ_, Fann mithin gleidhfalls nur negativ, obder
gleih Mull fein.  FMun entfpricdht in der Gurve, weldye
durdy die Gleichung y==f () gegeben wird, der erfte Fall
derjenigen Geftalt der Curve, wo diefelbe ibre convere Seite
nach unten wendet, der gweite Jall dagegen derjenigen
Geftalt der Gurve, mwo Ddiefelbe ihre concave Seite nady
unten wendet.  Folglich darf man immer aud einem po=
fitiven Vorzeichen ded zveiten Differentialverhiltnifjes ;;Z
fdyliefen, Daf Ddie duveh die Gleidyung y=f (#) gegebene
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58 VI. Abfdynitt.

Gurpe in der Madybarfchaft ded betveffenden Puntted ibre
Gonveritdt nad) unten vidytet; aus einem neqativen Bor=

seichen Ded oeiten ’Dlﬁcrmtmlber[)aItmﬂ'eé ~— dagegen,

dbaf die Gurve in der Nadybarfdyaft des betreffenben Punttes
ibre Goncavitit nad) unten ridtet. Dabei wird die BVor=
augfepung gemacht, daf, wie e8 gewdhnlich gefchieht, die
pofitiven Ordinaten von unten nad) oben abgetragen werden.

Die verfdyiedenen Fille, weldye DHier eintveten fonmen,
find_in den folgenden Figuven davgeftelt.

%ig 5: Big. 7. Tig. 9. Pig. 11.
s

T

x

// M / T
%Ylg. 6. Big. 8.  Big. 10. Kig. 12.

In Fig. 5und 6 find die Differentialverhiltniffe beide
pofitivy in Figur 7und 8 ift —dy— negativ und - :;y»,— pofitiv

in Fig. 9 und 101ﬂ poﬁtm unbf——‘— negativs endlidy in
Big. 11 und 12 find ble DlﬁetentmIber[)a[tmﬁ'e beide negativ.
Mian fieht alfo, da % pofitiv iff, wdhrend die Curve
fteigt, und negativ, wdbrend die Gurve fillt; und ebenfo.

d2y
s, dz?
nad) unten twendet, dagegen mnegativ, wdabhrend fie ihre

Gqneavitdt nad) unten mendet.”)

pofitiv ift, mwdbrend die Curve ibre Converitit

*) Diefe Betrachtungen witrden, bei weiterer Ausfithrung, unmittelbar
i einer Fheorie der Marima und Minima fitbren, weldre der BVers
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Hibere Diffeventiale der einfacdyen Functionen.

§. 56. Die vorftebenden allgemeinen Vetvacdhtungen
geben folgende nwendungen auf die einfachen Functionen,
deren Differentiation den Gegenftand des I Abjdnittes
audgemadyt bat.

WBetradytet man guerft die Function 2=, fo erhilt man

d.zgm

dr =%
—%;‘?—:ﬂl(m o 1) a3
%:m(m—l)(m—‘bw""s

dt.agm c .
i =m (m —1)(m —2) (m — 3) ym—»
20

Diefe Reibe von Differentialverhaltniffen Guft obhne
GEnde fort, wenn der Grponent m negativ ijt, oder wenn,
im Falle er pofitiv fein follte, er {id) al8 Brud) oder ald
Srrationalzabl davftellt. Wenn Ddagegen m eine  pofitive
gange 3abl ift, fo hHat man

LI —m(m—1) (m—2) (n—3)....3.2.1;
die Function rveducirt fih alfo auf eine Conftante, und mit=
Din {ind die folgenden Diffeventialverbiltniffe fammtlicy Null.

§ 57. Die Function log #, wo der Logarithmus
entiweder in einem belicbigen Shiteme, oder im Shiteme der
Seper’fhen Logarithmen genommen werden mag, gibt

d.logz  loge dilz ™ 'Y
AT N e W d T B ot
d?.logr log e .l - 1
geki o e ded 7 i1 oo

faffer weiter unten aus anderen Grundlagen entwicelt.  Man fehe
daritber die Differentialvedynung von Gaudyy.
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d3.logz  2.loge AR 419884,
da3 e 23 ! Thd@d i h- ph
dt.logz  2.3.loge adt Az 0y 2.3
A S dztis at
ds.logz  2.3.4.loge Bl e e dBi b
B % ! FT T T S
2. 2.
§. 58. Die Functionen a= und a—= geben
_d,'gw_ ] la ar »q'q—‘_t_ = la a
(AR s Bt ; £
d?.az d*.a—=
dr? F— (la)’. ar, —"*d‘i'z*’h (la)z y @ " ’
d3.ax % a3 .a—= e
i ()0 o, =i == (le)hee,
2. 20,

Und mwenn die 3ahl @ iibergedbt in e oder in die Bafis dev
Neper’fdyen Logavithmen, jo hHat man

d.ex d.e—=

L CHS S . T8 e T g
dz 4 dr A

d2 e.r_ — er f_,e——z — e—7
dz? 4 dz? /
3 32—

d_fl'_ g .Ad_;'e _z__ — e—l:
dx3 4 dz3 ’
2. 2L

Die Differentiation veproducirt beftandig, tie fdyon im §. 22
Pemerft mworden iff, die Junction e, und nody allgemeiner,
wenn man mit b einen beliebigen conftanten Factor be=
seidynet, die Function bevs e8 ift died die eingige Function,
welche Ddiefe Gigenfdyaft befipt. Wenn der verdnderlidhe
Grponent @ mit dem Jeichen - beDaftet ift, fo wird jwar
Die primitive Function gleichfalld beftindig tieder hervor=
gebradyt, aber die Diffeventialverhdaltniffe find abwedfelnd
negativ und pofitiv.
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§. 59. @iir die trigonometrijden Functionen sin
und cos x findet man

d.sinx 14 d.cosz P e
77———COS$—SIH T — — =—8IN & == COS x —_
& (=+3) 5 s(e+3).

dﬂl.tii:x = — sinz =sin (z + n), d?d;(;ﬁl‘_ — €0 2= cos A ),

dqd:?{_—cosx—sm<w+ ) fiidf;;:f =sin £ = cos <97 ~+ ?;Jj)/

d:'i;i:x = sinz = sin (2 —]—-2317), %‘ﬁ = €0s & = cos (z - 2m),

_‘ﬁd;lnfi ite gl Bl il <a: + ] de;:s:r_ =—sinx= cus<w+{);>,
bt p. <

Die primitiven Functionen Febren nad) gwei Diffeventiationen
wieder, mit dem Jeichen — behaftet; nad) vier Diffeven=
tiationen aber mit ihrem eigenen Jeichen.

§. 60. Die hier angegebenen bemerfendlverthen Eigen=
fdhaften der einfachen Functionen muf man fitr die An=
wendungen ftetd gegentedrtig bebalten. Jn gleidyer Weife
ift e8 niiglich die Geftalt der Curven gu Fennen, weldpe die
in Rede ftebenden einfadyen Functionen darjtellen 5 zur Dis=
cuffion diefer Gurven bieten die Ausddriide fitr die Diffeven=
tialverbdltniffe der beiden erffen Ordnungen eine grofe
Crleidyterung dar, gemdf dem im §. 55 Gefagten.

€8 fei guerft

y = an

dy e
N mam
d?y

= = . (m—1) am—2,

Die Curve, von foelder # die Abfciffe und y die Ordinate
ift, bat verfdyiedene Geftalten, je nady der Befd)affenbeit des
Grponenten m. Hier foll guerft der Fall betvrachtet werden,
o diefer Erponent pofitiv und grofer alg die Einbeit ift.
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Big. Big. 14.
7 H
i p
e [ /// '
EREL LM pl & e == e

e

1) Jft m cine gevade gange 3abl o ift y pofitiv fiie
jebeu Werth von z, d—y wed)felt fein Jeidhen jugleid) mit 2,

d.z2 ift immer pofitiv. Die Curve ift dargeftellt in Fig. 13.

2) Jft m eine ungerabe gange 8a[)[ fo tvetbfeltyfein

Beidyen gugleid) mit 2,
fein Beiden mit . Qw Curve ift bargeﬂe[[t in %lg. 14.

3) Jjt m ein %rud}=—§, wo p und ¢ gange 3ablen

bedeuten, fo mwird die Curve durdh Fig. 13 dargeftellt, wenn
p gerade und ¢ ungerade ift; dagegen durd) Jig. 14, wenn
p ungerade und ¢ ungervade ift. Aber wenn ¢ gerade ift,
fo hort derjenige Theil der Curve, weldyer negativen Werthen
von z entfpricdht, auf zu eriftiven, teil die betveffenden
Werthe vbon y imagindr terden; Ddafitr befommt die Curve
nad) der pofitiven Seite der Abfeiffen zhwvei Arme, indem
jedem pofitiven Werthe von 2 jwei gleihe und entgegen=
gefepte Werthe von y zugehoren.

§. 61. Wenn man jweitend annimmt, der Erponent
m fei pofitiv und Fleiner al8 die Einbeit, fo teicht diefer

Fall von dem vorhergehenden davin ab, daf Z:’, negativ
ird, wo e8 dort pofitiv war, und pofitiv, wo e8 dort
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negativ war. Statt der Fig. 13 hat man jept die Jig. 15,
und ftatt dev Fig. 14 jept die Jig. 16.

Big. 15. Fig. 16.
2h 3! it 8 .y\_//_-
st b o s g

Fiir. m=1 wird; ,y beftindig=1, d Y. —0, und die

Gurve degenevivt su einer geraden Linie, welde mit der
Achfe der 2 einen Winkel von 45° einfdlicft.
§. 62. Wird endlid) der Erponent m negativ ange=

nommen, hat man alfo
1

T N
dg m
5 = T Tamit
dy mm-1)
dz? amts

o m eine pofitive ahl bedeutet, fo wird man leidt von
den vorhergehenden Fallen ju den der jepigen BVorausfepung
entfprecdyenden gelangen, wenn man bdie Einbeit durd) die
Orbdinate devjenigen Gurven dividirt, welde in den Fig. 13
big 16 dargeftellt werden. An die Stelle der Fig. 13 u. 15
tritt jept Big. 17, und an die Stelle der Fig. 14 u. 16
tritt jept die Big. 18. Die Achfen werden ju Afpmptoten
an den Armen der Curbe.
%ig.yﬁ. Big. 18.
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§. 63. Fiir die logarithmifdye Junction bat man
y =logz
dy ', " loge
dx x
ﬂ/l_ loge
da? a?
Die Curve, Fig. 19, hat die Adhfe der y zur Afhmptote
Fig. 19. nad)y der Seite der negativen y. Die
I Abjciffe oA Dde8 Punfted , in wel=
dem fie die Achfe der @ fchneidet,
3 ift der Einbeit gleid). Die Curve
befit Eeinen Avm nady der Seite
der negativen .

§
I

§. 64. Die Erponentialfunction @ gibt

g
»Z[l—y; =la.a*
d*y 3
s (la)?. az.

Wenn @ eine pofitive Jabl ift und grifer al8 die Ein=

dig. 20. Deit, fo mdad)jt der Werth der Ordinate

| nady der pofitiven Seite der @ obhne Anf=

' { Diven; nady dev negativen Seite der & aber

! / Dat die Gurve, Fig. 20, die Achje der «

__/BV jur Afpmptote.  Die Ordinate oB des

——-7{—,;,: Punttes, in weldem fie die Adyfe der y
s fcbueidet, ift der Ginbeit gleidy.

Wenn man e pofitiv und Fleiner ald die Einbeit vor=

3 A : , {N>
ausfept, fo verandelt fih die Junction a* in <—a> obder

a—=, wo a wieder tie vorhin grofer alg die Einbeit ange=
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nommen foerden muf.  Mithin Fommt diefer Fall auf den
vorhergehenden surii, indem man die pofitiven @ fiiv die
negativen & febt, und umgefelrt.

Da diberdieg die Gleidung y = e jur’ Folge Hat
z=logy, wenn a al8 Vafis ded logarithmifdyen Spitems
angefeben wird, o erfenut man leiht, daf Ddie in Rede
ftebende Gurve nidht von dev fritbeven veridyieden ift, daf
vielmehr Fig. 20 in Fig. 19 dibergeht, fobald man die
Adyfen der # und y unter einander vertaufdt.

Wollte man fitr a in der Function a* eine negative
Babl annehmen, fo twiirde diefe Function aufhoren conti=
nuitlidye Werthe ju lieferns e8 gdbe Feine Curve mebr, fon=
dern 8 witrde nur cin @pjtem von ifolivten Punfren eri-
ftiven, entfpreciend folchen Werthen von 2z, weldie entiweder
gangen 3ablen oder Briidhen mit ungeraden ennern gleid)
find.  Aus diefem Grunde wird in der Folge immer, wo
e8 fidy wm cin beliebiges logarithmijdhes Syjtem Handelt,
die Vorausfepung gemadyt werden, daf die WVafis a diefed
@piftems cine pofitive Jahl und grofer alg die Einbeit fei.

§. 65. 68 mige nod) die Junction y = e—=* b=
tradytet werden, welde in mehreven wichtigen nwendungen
vorfommt. Sie gibt

y = e—

d_l[ it —a?
- d:;}' == 2 5 2
azy

=2 Re?— {fe—=".

dr?
Die Curve, Big. 21, befteht aus jroei gleicdhen Avmen, weldy
gu Geiden Seiten der Acdhfe der y liegen. Die Ordinate 0B
Big. 21. oed Punftes, in toeldyem fie diefe Achie

Y o Jdmeidet, ift der Einbeit glid.
Das Diffeventialverhiltp der erften

RE dy { 3 »
&_ Ordnung = wedyfelt fein Seidyen jugleidy
© 7 it der Abfeiffe @3 die Gurve erreidt

m Punfte B, welder diefrm Wedyjel
Navier, Diff.- und Jutegralr. 1. Band. 9
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entfpricht, ibrve grifte Hibe. Das Diffeventialverhiltnif dev
gtoeiten Ordnung —Z;lz ift negativ, fo lange 2 Fleiner bleibt
als der Abjtand oP = /1, und pofitiv, jobald z diefen
Abftand iibevidyreitet. Die Curve wendet alfo innerhalb ded

Sutervalls MM ihre Concavitit nady unten, auperbalb dicfes
Jntervalld aber ihve Converitit. Die beiden Puntte M, M,

in denen der Werth ded Differentialverhiltniffed %— fein

Beidhen mwedhfelt, und fitv welche diefer Werth u Null wird,
Deifen BVeugungdpunfte (Inflerionspuntte) der Curve.

§. 66. Um endlich die trigonometrifhen Functionen
su Detradyten, hat man ertlid

y = sin &

ay. ;

E"z‘*— cos o

%;Lz = — sinz

Tie Curve, Tig.22, {chneidet die Achfe der 2 in denjenigen
Big. 22. sPunften, wo die Abfciffe
| denBisgen 0, =, 2w, 3w 2.
D o gleidy ift5 in diefen Punt=
Di//ﬂ\\ 3z Vo W ten fchliept die Tangente
T F W A aE N F mitden beiden Achien einen
TH Winfel von 45° ein, teil

man dafelbjt [)at—z% =-41. Die gripten Ordinaten, deven
Werth der Einbeit gleid) ift, finden fid) in den Punften I,
deven Abjciffen betragen g—, 3—;, —5—;5 , 2.5 dag Differential=

verhialtnif der evffen Ordnung wedyfelt in diefen Puntten
fein Beichen. Das Diffeventialverhiltnif der zweiten Ord=
nung bat dagegen beftindig dasd entgegengefehite Jeichen von
demjenigen der Ordinate, und mithin wendet die Curve ihre
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Dohere Differentiale. 67

Concavitit nad)y unten, wenn die Ordinate pofitiv ift, und
ibre Converitidt, wenn die Ordinate negativ ift. Die Puntte,
in denen die Ordinate Null ift, find zugleid) Veugungs=
punfte. Die Curve erjtvect fich dibrigens, forwol nad) der
Seite der pofitiven wie der negativen #, ind Unendlidye mit
einer fortwdbrenden Wiederfelhr von Fheilen, mweldye fammt=
licy Demjenigen congruent find, der in dem Intervalle von
0 bi§ 2 entbalten ift. Man nennt die Junction deflhalb
eine periodifdye Function.
§. 67. Man bat in gleicher Weife

y = Cos x
dy {
_— = — n
5 sin xr
d?z

'—dsz = — COS @.

Man erfennt fogleich, daf die Geftalt der Curve vollfommen
mit der vorhergehenden iibeveinjtimmen muf, twenn man
nur in diefer den Anfang8puntt der Abjciffen um dasd In=

tervall ;— pormdrts legt. Denn man hat immer

s x
COSH T == agin (a:—-{— 7)

VII. Differentiale hoherer Ordnungen fir die Functionen
von mehreven Berdnderlidyen.

§.68. Der Vegriff dev Differentiale Hberer Ordnungen
laft fid)y leicht auf die Functionen von mebhreren BVerdnder=
lihen itbertragen, da die Diffeventiation diefer Sunctionen

5*
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68 VIL Abfdnitt.

immer audgefithrt wird, indem man in Vegug auf jede
der Werdnderlidyen eingeln diffeventiivt.
€8 fei jucrft, tie im §. 40, die ju betradtende Function
z = f(z,y),
wo x und y jwei unabhingige WVerdnderlidhe bedeuten.
Nady dem Fritheren toird fitr diefe Function dad voll=
ftandige Differential der erften Drbnung ausgebrﬁd‘t durrd)

dzg 2= —7d —|—
oder durdy die Summe Dder beiden pa rt iellen Differentiale

1 " i
—dz—dw und —(i dy, weldye man erhdlt, indem man vefp. «

oder y allein aI@ perinderlid) anfieht. Die mit —— unb——

Dezeidhneten Functionen find die partiellen .»Ul'ﬂEfE"tlﬂ[th‘—
Daltniffe der erften Ordnung von der gegebenen Junction z,
genommen refp. in Wezug auf 2 und in Begug auf .

Die Operation ded Diffeventiivend Fann nun in gleidyer
Weife wieder auf den Ausdrud von dz ibertragen werden,
in mweldem man dz und dy wie conjtante Factoren betrad)=
ten wird. Wl man dad vollftandige Differential bilden,

. ‘ . dz [ Lgee
fo bat man nady einander die Sunctionen ey unb—dy— in

Wesug auf z und in Vezug auf y ju differentiiven. Mian
erthdlt alfo fitv das vollftandige Diffevential der jtociten

Ordnung
)d - ( Y dr 4

4 4.%. dy )
=& "@*dy dy.

Aber 8 ift {chon in dem vorhergehenden Abfchnitte dad

d*z—=
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Hoferve Differentiale. 69

flz
dzr

Diffeventialverhaltnif dargeftellt worden durd) —— d e

dz

und nady diefer Analvgie Fann man audy ftatt Rd"fﬁ fegen
Y

dz

i : gl d*z d
Antm - I Y
dody. SV gleicher Weife {chreibt man iy ftatt =

dz
dz (ly
und G ﬂ‘1tt_d~-_. Dadurdy verwandelt {id) der vor=
Y

hergehende Ausdrud in
: 1%z
d-z:(’ s 4 22 d,)d.v-}- g dr4- 2dj>dj

oder audy in

b, Zﬂ—“d 2+<d1 dy+dyd1> % ]/+
Jn diefemn Ausdruce des volftindigen 5n‘e1tcu Diffe=
ventials dev Function = bedeutet das Jeichen - d -, Das Diffe=

rentialverhdltnif der glveiten Ordnung von der gegebenen

Function, fo genommen, daf & allein als vevdnderlidy an=
2 y 5 dz o

gefehen wird. Das Jeichen = pritt aug, daf man dad

Tiffeventialverhiltnif der erften Ordnung von z fo genom=

men hat, daf  allein al8 vevinderlid) gilt, und darauf das

s 5 RS i dz
Rifferentialverhiltnif von dev entjtandenen FJunction vk
fo, daf y allein al8 verdnderfid) angefeben toird. Das
8"1d)an driteft aus, da man dag Viffeventialverhiltnif

der rrﬁen Drbmmg von z fo genommen bat, daB » allein
alg peranderlich gift, und davauf dag Viffeventialverhdlinif
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70 VI Ab{dynitt.

) dz. .
pou der entjtandenen %unctwu e fn baﬁ 2 allein al8 ver=

dnderlidh angefeben toivd. € nbhd) — begeld,\netbaé Diffe=

rentialvevhaltniy dev zreiten Dxbmnm von der Junction z,
fo genommen, dag y allein alg verdnderlic) betvadytet wird.
§. 69. Man fmm leidyt bemeifeu, daf die Dbeiden

QlfferentmlmrbaItmﬂ'e yunb o uot[)menbig einander

gleidy find. Kebrt man namhd 3u bcn %egriﬁcn der §§. 462c.

gurite, fo erfennt man, af; bte Grange ded Ausddruds
ﬂﬂH—Aw‘/J) —[(@y)

Az Az
ift, wenn Az fid)y der Null ndihert. Ebenfo ift ‘dfizi'yﬁ die

Gringe des Ausdructs

flz + Az y -+ Ayy —fiz, y -+ Ay) e [+ Az, y) — fiz,y)
A2z Az Az
Az Ay Ay Ay 4

menn Az und Ay fid) der Null nihern. IJn gleidyer Weife
1ft d die Gringe ded Ausdruds

Az fliey+ By —[fiz,y)
ay Ay /

wenn Ay fidy der Null ndhert; und Z-z— ift die Grdange
ded Augdruds

fa+Ary +dy)—flz+tAdzy)  fz,y+ Ay —[iz,y)
v, oo Ay 4y
Aydz Az
wenn Az und Ay fid) der ull ndbern.  Da nun diefer
lepte Ausdrud von dem vorhevgehenden nidyt verfehieden

ift, fo find audy ibre Grdangen einander gleid). Aljo

http://rcin.org.pl



Hohere Diffeventiale. 71

d?z d*z
dydz ~ dvdy’
0. h. dag Tifferentialverhiltniff der goeiten Ordnung, in
Bezug auf die beiden Wevdnderlichen « und y genommen,
ift identifch dasfelbe, man mag guerft nad)y @ und hinterher
nad) y, oder guerft nady y und hinterher nady # differen=
tiiven.  Man fagt audy Fitgger, die Ordnung der Differen=
tiationen Dabe auf dasg Jefultat Feinen Einfluf.

Dag im vorigen Pavagraphen entivicelte Diffevential
der gweiten Ordnung von der gegebenen Function z Fann
jebt gefdhrieben twerden

da= 0% dpr 42 ddr dy dy - ’jj dy*.

§. 70. .Dle Operation ded Diffeventiivens Fann foie-
derum auf diefen Ausdrud angemwandt werden, und um das
vollftindige Diffevential der dritten Ordnung zu erhalten,

d*z  dz
dr2’ dx dy’ dy?
@, alg audy in Vegug auf y 3u diffeventiiven haben. WVe=
adytet nmn babei ben fo eben brlvie]’cnen Sap, fo bat man

dz
wird man die Functionen —— ool inBegug auf

3z
diz— %d —}—3d iy dz2dy +ddﬁ-3dx 2 —|—~§ dy.
STBelm man ebenfo fortfabrt, fo findet man a[Iqemem
nn—1) dmz
d"z——‘dx +ﬂ;i"x—"‘*"* dxn—1d + 2 ‘——d‘l_n 1 J(I.L"“g(lyz
dnz
Fot G d

Die Analogie diefes Ausdruds mit der Entridelung der
gangen *Poteny eined BVinoms falt in die Augen. Man
Eann fombolifdy fdyreiben

dﬂz.—*(—— dr + —d )

wobet man fid) jedod) vorbebalten mus, nady der Enthoide-
Lung fibevall dzn in dvz umzumandeln.
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§. 71. Die Fiille, in denen mebr als gwei unablin=
gige BVerdnderlidie vovliegen, evfordern Feine newen Vetrad)=
tungen. €8 fei 3. B.

o f(vl wl y)'
Fiir dad vollftindige Differential dev erjten Ordnung hat
man nad) §. 41

2 0t o dot G dy.

';Diﬁcrenturt man bwfen Qqusbrurf, mbem man do, dz, dy

; gkl dr nyidegiids
wie conftante Factoven anfiebt, und gugleich A
wie Junctionen der drei Verdnderlichen v, @, y, fo erhilt
man fi'lr Dag Dv[[ftﬁnbiqe Diffevential btr 5mciten ﬁ'bmmg

2
dz_(md *«fl 2—1—;1—11 Han g dv + dudy
Allgemein Fann man wieder \'d)mbeu
P f~d e e d>

wenn man, e obcu, fich Umbt[)nIt, nad) der Entwidelung
iibevall dzn in drz umgumwandeln,

Gbenfo wiirde e8 fein, wenn man die Anzahl der un=
abhdangigen Wevinderlidyen nody grofer annehmen wolte.

VII. Differentiale hoherer Orbnungen fitr unentwidelte
Functionen,

§. 72, 68 fei guerft wicder, wie im §. 44, die Glei=
dyung gegeben
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Hoherve Differventiale, 73

f(“v/ y) FH ()

in welcher @ die unabhangige BVervanderlide btgt‘ll‘bll(‘f und
y eine durdy Hitlfe diefer Gleihung gegebene Function von
2. Die Aujgabe ift, die Augdritde fiiv die Diffeventialver=
Diltnifje Zj, sz,, Zzz, . Dder Junction y gu finden, obne
jene Gleichung aufpuldfen. In dem angeseigten §. hat man
fhon, durd) cine Tiffeventiation, die Differentialgleichung
dev erffen Ovdnung erhalten, ndmlidy:

daf
df df dy : dy dr
A + ’d?-d; = 0’ mworausd T = 4= fdf
e
Diffeventiivt man nun ein toeites Mal, und beriicf=
: g : 4, gy g
tigt, dap die Functionen '&l;? und 713/;" im allgemeinen nod)

beide Werdanderlidye @ und y enthalten, fo wie, daf y ald
Bunction von @ angefehen werden muf, fo erbdlt man die
5lefermtmlgIeld)uuq der loeiten lemmg

Taf dy axf of dy
d.L‘l + drdy dz dy2 > e dy drd T 0,

dy
worausg, wenn man fur g leinen vorigen .SIBert[) fegt.

G CUN g d df e &
d*y dz* \dy dzdy dr dy d,/z

5 &

Diefen Ausdrud exhdlt man audy, wenn man den Wertl
dy

bon “— = unmittelbav diffeventiivt.

Auf demfelben Wege Fann man jur BVildung der hidhe=
ren Diffeventialverhdltniffe fortgehen.

§. 73. ®er angegebene Entoidelungdgang eignet fidy
auch fitv Diejenigen Fdlle, wo eine gudpere Anzabl von
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74 VI Abfhnitt,

Berdanderlidhen fo mwie von Gleihungen vorliegt. E8 fommt
immer darauf an, die Operation des Differentiivens mwieder=
bolt angutvenden, und dadurd) Differentialgliidhungen von
Diheven und hoheren Ordnungen ju bilden, aus denen {id
fodann immer die Ausdritde fiir die Differentialverhiltnifie
der Functionen, weldye unentwidelt vorliegen, herleiten laffen.
Hier mige nody der einfadyfte Fall nadyft dem vorhergehenden
betrachtet wevden. €& feien die beiden Gleichungen gegeben

f(r,y,2)=0

F(zply, =0,
in denen 2 die unabhingige BVevdanderliche bezeichne, und y
und z gwei Junctionen diefer Verdnderlichen, twelde aus
jenen  Gleichungen  Deffimmt erden.  Differentiivt man
diefe  Gleichungen zum erften NMal, fo erhalt mau die
Qlﬁermtmlqleld)ungcn der erften n1t~nunJ

df d df dz

+ d—y_d% A s
ar dy dF dz
4 W i i g

woraus durdh (K[mmmtwu folgt

af dF  dF df dF daf  df dF
dy. 131 JdE dgy, o dmideiy| de il tnide dy il Gdedy.
R & R A T e
Ay dz - dy dz Tdy dv T dy dz

Differentiivt man die vovigen Gleihungen sumsweiten Mal,
fo exhalt man die @iﬁermtia[g[eidnmqen ber seiten Ordnung

axf @f dy a*f dz d‘/ A dy dz
dx’+ dar(ly dz o drdz dz d y? + dydz dz dz
df dy _/ d/ x|
dz2 > +d/ dﬂ dz dv2 0,

a*F dy d?2F dz d*F, d*F dy dz

it R o 2 L
Jdrd dxdy dz da‘dz dz +dy2 dydz dr dr

d2F, daF dy dF dz ¢
dzl< > +tl1/ dfl_l_dz da? Y
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. SIS I Ay L d3z ihg
woraud man die Ausdritce fitv doh und Tz Derleiten Eann,
d dz

nachdem man fir d%; und i ibre povigen Werthe Tubjtituivt
l)ﬂf.

i b St « B2y a2z
oo giets @y a8,
Ciefe Ausdritde fiir —-5-und - o fann man aber aud)

X . : d
dadurd) finden, daf man die vorigen Werthe m‘n—dz und
dz y Ak b
b unmitte(bav differentiivt.

Durd) Fortfepung tiefer Vetrachtungen erbilt man
die. Tiffeventialverhdltnific hHobever Ordnungen von den
Functionen y und z.

IX. Bertaufdung der unabhingigen Bevinderliden.

§. 74. €8 mufpte beveits im §. 2 die Mothwendigfeit
Dervorgeboben werden, in jedem befondern Falle die unab=
bingigen Vevanderlidyen, denen willFitclidye Wertbhe beigelegt
erden diirfen, fharf ju unterfdheiden ven den abhingigen
Berdnderlichen, weldye die Junctionen jener erfteren {ind.
Diefelbe VemerFung Fehrte wieder im §. 44, Die analhtifdyen
Operationen , “weldye die Tifferentialvechnung audmadyen,
ftithen fich wefentlich auf die angezeigte Unterfdyeidung, weldse
deBhalb im Laufe diefer Operationen ftrenge feftaebalten wer=
den muf; denn die fucceffiven Diffeventiationen werden immer
auggefithrt, indem man die Differentiale der unabhingigen
LBevanderlichen tie conftante Factoren betradytet, wabhrend die
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76 IX. Abjdnitt.

Differentiale der abhdangigen Verdnderlichen felbjt wieder
al8 verdnderlidy angefeben twerden. Man Fanu indeffen mit
Siilfe gewiffer Umjormungen, weldje jebt aus einander ge=
fept toerden follen, an die Stelle devjenigen unablhingigen
Bevanderlidyen, tweldye man anfangsd gemwdhlt Datte, im Laufe
einer Mechnung neue unabhingige Veranderlidye einfithren.

M fidh von diefen Wmformungen einen ridytigen Be=
griff su Dilden, nehme man an, ecine vorgelegte Aufgabe
habe gu einer Gleidyung gefiihrt mie

dy dy  d%y
AR da! @z’ dad’ C.>=0,

in welder & ald unabhangige Verdnderlidhe, und y alg
Function von @ betradytet worden fei. Die Gleicdhung dritctt
eine Weziehung gwifdyen 2z, y und den Diffeventialverhilt=
dy ay &y

niffen - iz dad' dzs’
Grangen dev Berhiltniffe davftellen, die unter den gleidyzei=

; : dy d?
tigen Aenderungen von z und den Functionen y, "El’ ; dzyz'

o, aud, tveldye [lepteren vefp. die

2¢. frattfinden. Man nebme ferner an, @ folle aufhiren als
unabhangige BVerdnderlicdhe su gelten, und an deven Statt
eine neue eingefitbrt werden, toeldye duvdy ¢ begeidynet wer=
pen mag. Diesd ift fo su verfiehen, daf jebt 2 und y Func=
tionen bon ¢ werden follen s womit jedocy die urfpriinglid
aufgeftelite Abhangigkeit swifchen den beiden Vevdnderlichen
o und y feinedwegs foll verloven gegeben twerden. Der
Sufammenhang, welder ¢ an die Vevduderlichen & und y
Eniipft, muf gegeben fein; entweder durd) eine Gleichung
swifdren ¢ und &, wie 3. V. ¢ (¢, @) = 0, odev durd) eine
Gleichung wifdyen ¢ und y, wie 3 B. ¥ (¢, y) =0, ovdex
enbllcb purdy eine Gleicdhung gwifdyen alfen drei Vevdnder=
lidyen, toie 3. B. I (¢, @, y) = 0.

Nun it flav, dap die Differentialverhiltniffe ——, gfyz,
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Bertaufdyung der Berdanderlidyen. 77

sy
dr3’
andere Differentialverhiltniffe der Function y erfept twerden
miiffen, twelde in Vesug auf £ ju nehmen find Vei diefer
LBertaufdyung muf aber gugleid) die AbhingigFeit des y
von 2 beibeDalten ferden. Man gelangt dazu gang einfad)
durd) die Bemerfung, daf, wenn 2 eine Function von ¢,
und y ecine Junction von 2 ift, man nac) der NRegel des
8. 24. Dhat

., welde in der Gleidhung F=0 porfommen, durd)

dy  dy dz
dt - dx odi’
woraus folgt
dy
dy __ dt
T !
dar

weldyer Ausdrud demmady an die Stelle von B e

dz
Gleidung F = 0 treten muf.

Diefer erfte Ausdrud gidt fofort aud) diejenigen fiir
die Differentialverhiltniffe der hoheren Ordnungen. Denn
wenn man beide Seiten der lefiten Gleidyung in Bezug auf
t diffeventiivt, und folglid) d¢ wie conftant anfiebt, fo Fommt

&y dr __dt_dr__ ar de
doi dly dr\?
=

@y __dt ar T W ae

A

Aus diefem Ausdrude findet man auf gleide Weife,
indem man in Vezug auf £ diffeventiivt und fodann durd

iworaud
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dx

—Jt—'- dividivt,

( dr "\2d% div dzr dy + ( &z dr dy d’z
@3y di3 dl dez dr? df2 T dldt ae
dos dz 5

(G

und o fort.

§..75. &obald die hier gefundenen Werthe in die
Gleidyung F=0 fubftituirt worden find, fo enthdlt Ddicfe
Gleichung die Verdnderlihen 2, y und deren Differential=
verhdltnifle in Vezug auf & Wenn man nun eine Gleidung
$ (¢, 2)=0 zwifden ¢ und 2 hat, fo fann man @ nebft
feinen Differentialverhdltniffen in der Gleidhung F = 0
durd) ibre Werthe evfepen, die man aud der Gleidhung
¢ (¢, ) = 0, nad) der Negel ded §. 72, zieht. AMDann
ift # verfdhmwunden, und die Gleidung F =0 enthdlt nur
not ¢, y, dg, %;’, ztisy, . Wenn man dagegen eine Glei=
dung ¥ (¢, y) = 0 zwifden ¢ und y Hat, -fo Fann man
ebenfo y und die Differentialverhiltniffe von y verjfdhmwinden
(affen, fo daf die Gleihung F=0 nur nody enthilt ¢, =,
dr d*z dzx ey 5 g 1
T R Endlidy tenn eine Gleidhung (¢, z, y)
= 0 jwifden allen drei Verdanderlichen gegeben ift, jo Fann
man nad) Gefallen 2 und y verfdywinden [lafjen, mweil diefe
Gleichung und ibhre fucceffiven Differentiale in Besug auf ¢
(indem man ndmlidy 2 und y wie Junctionen von ¢ an=

dr d2v
fieht) die Werthe von z,—— o alg Functionen von y,
dy &%

FvgaE geben, und umgefehrt.
Die angeseigten Eliminationen werden itbrigend nicdt
felten duvd) die Unmoglichfeit, Gleihungen jeder Avt allge=

mein aufldfen ju fonnen, praftifd) unausfithrbar, in toeldem
Falle ibre blofe Andeutung geniigen muf.
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§.76. Wenn die gwifden £ und den iibrigen Vevin=
devlicdven fejtgeftelite ‘Begiebunq darin befteht, dap man fcbt

d*x iz
=1t fo hat man @t ——1 AR s SRR T 0,

und die Formeln ded §. 74 vertvandeln ficy, vie e8 fem
_¢£y_ dy a*y:. d¥ d% _ d¥%
mup, in S S iy SF, S ML,
Wenn die in JRede ftehende Begiehung durd) die Glei=

dung y = ¢ feigeftelt wird, fo erhilt man Y — 1,

dt
Y L 0 £ iy 0, 2c., und jene Formeln vertwandeln
i !odn
fih (indem man y ftatt ¢ {dyreibt) in
a oot
dz. — do’
dy
2z
dzy Ay

dr? )

3(5’1’.)2 Dot 4
dy § dy? s dyvdyi‘

dxd dz )3
( dy

2.

Sobald man alfo in einer Gleidung 3wifden 2z und
y, in weldher anfangs @ ald unabhingige Verdnderlidye an=
gefeben worden ift, hinterher y jur unabhangigen Verdnder=
dy dy dy
dr’ dz*' drs"
2. die vorftehend entwidelten Ausdritde an die Stelle fepen.

§. 77. Die fo eben aufgeftellten Formeln fithren aud)
unmittelbar jur Auffindung der Diffeventiale der umge-
Ferten Functionen (man fehe §. 35).

Die Gleichung

lidjen madyen mill, fo muf man in ibr fiic
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80 XI. Abfdynitt,

ikl it diee i
=" lr. -t T
wo z twie die unabhiangige Verdnderlidye angefehen mwird.

Will man y jur unabhingigen BVerdnderlichen madyen, fo

¢ d 1
Dat man nad) dem Borigen ftatt ]yi u fepen Y wodurd

dy
man erDilt
1 1 dr
s, ebe Ty,
Ay

d. 0. indem man fitv « feinen Werth, ausdgedriicft durdh »,
ndamlidy e¥ {efyt,

d.ef
g
Die Gleidyung
y = sin @ gibt % = €08 z,

o o foie die unabhdangige Werdnderlidhe angefeben iwird.
Soll y sur unabbdangigen Verdnderliden werden, fo Dhat
man 3u felen

G cos x, oder E. T
G A 4 dy = cosw
dy ‘

und indem man fitr & feinen Werth) arc sin y feht, o=
burd) cos . = /1 —sinaz = /1 —y2 Mitd,
d.arcsiny 1
LR

Die Gleidyung

y dy 1
= tan S e I A
y e dr cos a?’
Folglid)
! 1 dz d.arctangy 1
e e o 2 ey i
F gy 1k cos z2, oder iy Gt i
dy
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Cbenfo Eonnte man audy in VWegug auf die Hiheren
Differentiale der umgefehrten JFunctionen verfahren.

§. 78. Die bigherigen Unterjuchungen laffen fid) leidyt
auf diejenigen: Fiille iibertragen, wo die Angahl dev: BVer=
dnderlidgen betvadytlicher ift. €8 fet 3. B, die Gleidyung
gegeben

F(v, 2y, dv’ Zyz_f?c-/ z, _Z%‘/'%/2C~>=0/
in welder v und z jwei unabbingige BVevdnderlidye bejeid)=
nen, y und z aber giei Functionen diefer WVerdnderlichen,
Will man nun die neuen unabhangigen WVeranderlidyen s
und ¢ einfithren, fo wird man gu beadyten haben, daf o und
o jebt wie Sunctionen von s und £ angufeben find, wilhrend
y und & nad) mie vor Functionen von » und x bleiben,
und dap man depbhalb nad) §. 26 Dat

dy . dy dv dy dw dy. - . dy dv dy dz
ds . dv ds_ S R T g
woraud durd) Elimination folgt
dy dz dy dr dy dv dy dv
dy \oondids o odstae Vet asae N dtids
A  drdv dr dv' _dr,__ dzv dv  dz dv
ds dt  dt ds ds dt T dl ds

) ¥ oo QU hersiii
Wenn man jene beiden Ausdrite fiiv E{ und 71?— wieder in

DBezug auf s und ¢ diffeventiivt, fo -wicd. man dvei Glei=
dyungen erhalten, aus denen man die Ausdriicfe der drei

: { S ; dzy - dry
Diffeventialveriltniffe der zoeiten Ordnung ! did

% Devleiten Fanny und ebenfo fwird man zu den Hiheren

Differentialverhiltniflen von y fortfdhreiten.  Auf gleidhem

Wege entwicfelt man die dhnlichen Augdriice fit % und

%, fo mwie fite die hHiberen Diffeventialverhiltniffe. von z.
Navier, Diff.z und Jntegrale. 1. Band. 6
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&8 ift indeffen diberflitfig, Dier die Auffuchung diefer allge=
meinen Formeln, welde in die Gleidung F=0 fubjfituirt
werden miiffen, tweiter fortsufepen, teil man in den An=
wendungen bequemer dad angezeigte Verfahren unmittelbar
auf diejenigen analptifdyen Ausdriicde iibertrigt, weldye der
befondere Fall felbft darbietet.

§. 79. Die Bertaufdyung der unabhingigen BVerdin=
derlichen findet vorziiglidh in geometrifdyen Unterfudhungen
Antwendung, fobald man von einem Coordinatenfhiteme zu
einem anbdern iibergefen mwill. €8 mogen 3 B. in der
Gleidyung

2
F(x/ Y %/ %/ w) =0
z und y jreei vechtwinflige Coordinaten op und pm, Fig. 23,
Fig. 23. bedeuten , und man toolle ftatt = den
Winfel w, den der NRadiudvector om mit

i der Achfe der & einfdyliefit, ald unabhin=

n . gige Berdanderlidye einfithren. Wian hat
7 o in biefem Falle

.
tang 0w = =

Differentiivt man diefe Gleidyung mehrere Male nady ein=
aander in Vejug auf o, indem y und z al8 Functionen von
o angefeben terden, fo erhilt man Gleidyungen, aus denen

s dr d’z
die Werthe von g Sy
weldye man in die Tormeln des §. 74 3u fubftituiven Bat,

Die Werthe Dder @lﬁermhalner[)altmﬁe d . dyz,zt weldye

diefe Jormeln fodann Ddarftellen, mwerden, in die Gleidyung
F = 0 gefept, lehtere al8 den gefudhten Bufammenbang
dy dzy
do ' Tdo?’

2. entnommen toerden Finnen,

unter o, ¥, . exfdyeinen laffen.
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Wollte man dad Coordinatenfyftem vollfiindig dndern
und flatt y die Lange desd Rabdiusdvector om, die mit @ be=
seidinet werden mag, einfiihren, fo wiitde man ferner fepen

yres Q sin w.
Differentiivt man diefe Gleidyung mebhreve Male nady ein=
ander in Wegug auf @, indem y und @ ald FJunctionen
von @ angefelyen merbm, fo exhadlt man Gleidyungen, weldye
dy  ay
do’ do*’
tion in die Gleidung F=0 bdiefe nur nod) einen Jufams

d
713{' —m—i, ac. darfrellt.

Diefen leptern Fall Fann man- aber einfadyer erledigen,
wenn man unmittelbar fet

z=10QcCosw, y=g@sinw,

vie Werthe von 2. liefern, nad) deven Subititu=

menhang untey o, o,

und aud diefen beiden Gleidyungen die Werthe von ;—z,

«;wai for. unb d.'/ , 322, 2. Derleitet. Seft man diefe Werthe

in die Jormeln ded §. 74, fo erhdlt man unmltterat die

dy d 5
Werthe von dy, dyz,zc audgedriit durdy w, o, -, dm, :mi,zc

und mithin durd) deven Subftitution in die gegebene Glei-
dung F=0 das verlangte Refultat.

X. Gntwidelung ciner Function nad) gangen Potenzen dev
unabhingigen Bevanderliden. Faylor'fder Lehriak.

§. 80. ®ie Vetradhtung der Differentialberhiltniffe
oder bermuteu Functionen von hoheven Drdnungen gibt die
6#

-http://rcin.org.pl



84 X. Ab{dnitt.

Mittel an die Hand, um irgend eine Function in eine Reibe
su entroideln, weldye nady gangen Potenzen der unabhingigen
Werdanderliden geordnet ifi. €8 fei die gegebenene Function
y=[(a).

Kehrt man gu den Wegriffen und Begeidynungen des
VL. Abjdynittes guritd und fept die FTabelle ded §. 50
weiter fort, fo gelangt man durd) einfacdhe Subftitutionen
gu folgender Bufammenitellung dev einander entfpredyenden
Werthe von & und y:
T Y=y
vtz |y =y+ by
428z \y, =y + 28y 4 A%y
v+4302|y, =y + 34y + 3% + A%y

n(n 1) A2y+n(n—21)gz —2) Ay
A oo By,
Der Ausdrud von y, ift unabhangig von ber SBe[d)af—
fenDeit der Function, und Fann immer Hergeftellt werden, fo
Tange die Function nur nidyt innerhalb des Intervalles der
Werthe z und 2+ nAz der unabhiangigen BVerdnderlidhen
unendlid) grof mird. Man Fann Ddiefen Yusdrud aud
fdhreiben

3 ____1_ 3 ___1_ ‘ __2_
yu=y+nAy+n_<12___”>Azy+n <1 ;)3(1 ">A

z+nlhx y»=y+"Ay+

%y
oder aud) —l—.......‘-}—Aﬂy ;
yn=y+nAa:2 + (e <1_-;‘>_ 22
(nAm)-'f(l——)( >?;Iys " S
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Diefe Gleidyung bleibt beftehen, mwie grof man aud) dad
beftandige Intervall Az fo toie die 3ahl = vorausfepen mag.

Wian nehme nun an, dad Intervall nAz, weldes die=
jenigen beiden Werthe von @ von einander trennt, Ddenen
die Werthe y und yn der Function jugebirven, bleibe con=
flant, und man [affe gleidzeitiq Az olhne Aufhren abnel=
men und die Jahl # in gleidem Verhdltniffe ohne Auf=
horven gunehmen. La die vorige Gleidhung bei diefer Vor=
ausfepung nod) immer befteben bleibt, fo wird fie audy be=
fteben miiffen, fvenn man fiiv jedes 1[)rer Glieder diejenige
Gringe febt, der dadfelbe bei fortrwdbhrender Abnahme von
Az immer ndher Fommt. Nun ift aber die gemeinjdyaftliche

®range der Britdhe 1 — 1 1—%, . Die Einbeit, und

Ay A3 .
die Grangen der Berhdltniffe *—, Azyz’ Az’g, i, find  Die
Diffeventinlverbiltnifle oder derivirten Functionen Z i g’;;,

333, Sept man alfo gur AGFiivsung nde = h, o er=

gibt fid)y, dap die Gleidyung
f@) =y
ftets zur Jolge [)nt
h? dy h3 ds It
flathy=y+h g +2 P o st b n
wofitr man aud) mitteljt der Wezeidhnung von Lagrange
dhreiben Eann
: ! ; ity iy
[t =[ (@) +hf @+5 " @+ g 3" @
h i
e o MR T

Diefer bemerfenstwerthe Ausdrud fithrt nad feinem Gr=
finder den TMamen de8 Tap lor’{dyen Lehrfapes oder der
Taplor’{den Reibe, und muf ald eine der widitigften
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Grundlagen der Tiffeventialvedynung und ihrer Anwendun=
gen. angefeben  mwerden,

§. 81. Der vorige Auddrud mwird oft unter einer an=
bexn Fovm. davgeftellt. Sept man niamlid) @ =0 und be=
dyy A%, dy,
dz' dz?' dz3’

seichuet mit y, ,

ac. Die befonderen conftanten

o' ; dy d¥y ddy
Werthe, meldhe alddann die Junctionen g, TR
annehmen, fo Fommt

e dyy | 2 d*, "3 ddy, hr diy,
[B)y=yoth 3’ + 5 mtagms tas o T
oder indem man jept @ ftatt kb {dhreibt

i dy x? dy, 3 ddy zv' diy,
[ =go+0-0 t+ 5t T d T o Fd gne T 2%

Diefe Fovmel ift von Stirling gegeben; fie ift jedoch
befannter unter dem NMamen dev Reihe vonMaclaurin,
dem man fie allgemein gugefdyvieben bhat. IMit Hillfe der
Begeichnung von Lagrange {dhreibt man die DViaclavvin’jdye
Reile

f@=F O+ O+ O+5751" O

x4 rer
+ 5l T+ o

Tiefe NReibe, fo tie diejenige ded §. 80 dienen jur
Gutwidelung einev Function nad) gangen Potengen ter
Berdnderliden @ und h.  Jm allgemeinen erfivedt fid) die
Jteibe ing Unendlide. Jitur die gangen algebraijden Func=
tionen, welde aus Gliedern von der Form azm jujammen=
gefebt find, wo m eine pofitive ganze abhl bedeutet, bringen
endlidhe oder gefdhloffene TReiben Dervor, da die Diffevential=
verhiltnifle bon azm™ von einer Hoheren als dev mten Ord=
nung fdmmtlich Null werden, tvie fdon im §. 56 bemerft
wurde. €8 ift iberdies flav, daf, wenn. umgethrt Ddie
Gutwidelungen von f(z -+ k) und von f(x) nur eine be=
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grangte Anzahl von Gliedern enthalten, fie fih alsdann
auf gange Polhnome veduciven miiffen. Wenn 3. B. die
derivivten fo+1(0), fr+2(0), 2. fammtlid) Null find, fo
Dat man Olof

f@ =fO) +af ©) +.....4 54— [*(0),

folglidy ift unter bdiefer Borvausfepung f(x) eine gange alge=
braifdye Junction pom nten Grade.

§. 82. Die Gleidyung

f(x) = f(0) + af’ (0) + 2.
[agt fidy aud) duvd) die Miethode der unbeftimmten Creffi=
cienten Derleiten, twelche die Borausdfepung madyt, daf man
im voraud fhon teif, daf die Function f(x) in eine Reilye
pon der Form 4 4+ Bx 4 Cz? + Dx® 4 2. entwidelt
werden Fonne. Sept man ndmlid
[ (#) = A -+ Bz -+ Cx? 4 Da3 4.
und bildet, zur Veftimmung der unbefanuten Conjtanten
A4, B, C, D, ., auf Dbeiden Seiten diefer Gleidyung die
fuccefliven derivirten Functionen, fo erhilt man
f' (#) = B 4+ 2C» + 3Dz* + 1.
" (z) =2C+ 2.3Dx + 1.
2.
Sept man mun z = 0, fo wird
A=f(0), B=f(0), C=3f"(0),

und durc) Subftitution diefer Werthe in die angenommene
Gleidung Dat man unmittelbar die Maclaurin’jche Rebe,

Auf diefelbe Weife gelangt man andy yu der Taylor’=
{hen Steihe. NMian fept

f(z + k) = A 4 Bh 4 Ch? 4 Dh3 4 2.

und diffeventiivt mehrere Male nady einander in BVejug
auf k, wodurd) man erhalt

d-f(jhﬂ-i — B + 2Ch -} 3Dh* + 1.
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@.f@ b
S L 90 3D

2,

Wm gu erfabren, wad aud diefen Gleidiungen twird, fwenn
man h =0 werden [dft, febe man fitv einen Augendlic
z4+h=u, aljv f(z+h) = f(u). Nad der JRegel
fitr die Differentiation dev Functionen von Functionen DHat
man fodann

d.flx + &) o' s OO P
dh P f (u) Al f (“)l
und ebenfo
a2 fx LRy, g
dh? oo f (u)/

und fo fort; und demnady werden fitr A =0 die fucceffiven
derivirten Functivnen
d fix+h a.fe-+h
dh 4 dh?
fih vermwandeln in
f’ (‘”)l f” ((L‘), 2.
et man alfo jept in den obigen Gleidhungen A = 0,
fo fommt
A= f(2); B @) OS2 () .

wie dem FTaplov’fhen Lebrfage gemd ift.

Man Fann im Borbeigehen bemerfen, daf die beiden
Rifferentialverhaltniffe :

d.f(x -+ h) d.ftx -+ h
THhaRE und ——~dh+

i ibrem gemeinfchaftlichen Ausdrude die devivirte Function
f' (@) Gaben, und mithin einander gleidy findj ebenfo vers
Dalt es fidh) mit den Diffeventialverhdaltniffen der boheven
Ordnungen
@ f@th A @D B L@k B @)

dz? dh? 4 dx3 dh3 §
§. 83. Da in der Entwidelung ded §. 81 der Werth

2
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pon z, fo wie in der Entwidelung ded §. 80 der Wertl
von A durd) nidhts befdyrdnft tird, fo befibt man demzu=
folge in dem Taplor’fhen und dem Maclaurin’fdyen Lebr=
fage, wag Hodyft beadytendwerth ift, einen Ausdruct fitw die
Function in ihver gangen Augdehuung genonmen, und le=
diglicy durch folche Werthe diefer Function und der unend=
lichen Seibefolge ihrer Diffeventialverhiltniffe beflimmt, welche
einem eingigen Werthe von @ jugehvren.  LWerden - alfo
Werthe einer Junction und ihrver fammtlidhen Differential=
verhaltniffe nuv fite einen eingigen Werth der unabbdangigen
Bevdnderlichen gegeben, fo ift damit im  allyemeinen die
Function fel0ft gegeben. Jndeffen erleidet die Allgemeinbeit
der Dhier ausdgefprochenen ZThatfadye oft von andern Seiten
febr Dedeutende Befdyranfungen.

Gritend ift ndamlidy die Eyifteny der FTaylor’fden fo
wie dev Maclauvin’fdyen JReihe an die Vedingung gebun=
den, dap die Junction y =f (x) nebit. ihren Diffevential=
verhiltniffen f* (), f'(2) 2¢ filr jeden der Werthe von
2, teldye innerhalb ded duvd) die Junabhme kb begeichneten
Sntervalled enthalten {ind, continuivlidy bleibe, alfo
weder fprungmeife fid) dndeve, nody unendlid)y grof werde.
Denn fo lange die gegebene Function continuivlich bleibt,
D. 0. fitr jede unendlidy Eleine Aenderung der unabhingigen
Bevdanderlidyen aud) die Function nur eine unendlic) fleine
enderung erfabrt, und fo lange iiberdied diefelbe Gigen=
fhaft audy in allen Differentialverhiltniffen der gegebenen
Function fid) findet, fo Dat e an fidy Feinen Widerfprud),
dag f(«) oder f (@ h) einer vefp. durdy den Maclaurin’=
fdhen oder den Taplor’{chen Lelrfap gegebenen Yteibe gleich
fein Eonne, welde Jeibe fodann an derfelben Eigenjdyaft
theilnimunt.  Wenn aber die Function f(x) oder eine ihrer
derivivten Functionen fitv einen gemwiffen Werth von a eine
Unterbrechung der Continuitit evleidet, jo findet fitv diefen
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Werth von 2z nidt mehr ein eingiger beftimmter Werth) dev
gugebdrigen Function fratt, und mithin fann eine NReibe
von der obigen Form fitr diefen Fall nidyt mebhr die Ent=
widelung der gegebenen Function Ddarftellen.  Man {ebe
bag Weitere hieviiber §. 88 2.

Bweitend ift e8 widytig su bemerfen, daf jede der ge=
fundenen Reiben Ddev entfprechenden Function f(z) oder
f(z+ k) nur gleich fein fann, fo fange die HReibe con=
vergent ift, d. b. fo lange die Werthe, welde man er=
balt, indem man allmdlig eine grofere und grofeve An=
gabl von Gliedern der Reibe jufammennimmt, fidy immer
mebr einer gemiffen Grange ndherns oder audy, twad auf
dagfelbe hinausfommt, fo lange man gwei Gringen an=
geben fann, fo nabe Geifammen ald man nuv will, swifden
benen jene Werthe immer entbalten fein miiffen, wie qrop
audy die Angabl der jufammengenommenen Glieder der Reibe
mwerden mag.  Jn einigen Fdllen ift die Convergenz einer
Jteibe fofort u erfennen; 3. B. wenn die Glieder, von
einem Deftimmten Gliede angervedhynet, immer Eleiner werden
und gugleich abwedfelnd pofitiv und negativ find, fo liefert
die fucceffive Summirung augenfcheinlidy Refultate, reldye
immer eniger bon einander verfchieden find und gegen
eine stwifchen ibnen liegende 3abl convergiven. BVejipen alle
Glieder einerlei Jeidyen, {o ift die NReibe convergent, wenn
alle, von einem beftimmten Glicde angevedynet, Eleiner {ind
alg die entfprechenden Glieder einer geometrifchen Progref=
fion, deren Factor Eleiner ald die Ginbeit ift. Dagegen ijt
fie divergent, wenn alle Glieder, von einem teftimmten
Gliede angevechnet, grifer find alg diejenigen einer geometri=
fdyen Progreffion, deven Factor die Einbeit oder griger ald
die Ginbeit iff. Jm allgemeinen ift jededmal cine bejondere
Mnterfudyung ndthig, wm iiber die Convergeny vder Diver=
geng einer vorgefegten NReibe su entfcheiden; jedody wird
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ein fpeciclleved Gingehen auf die Unterfudyung hier um fo
weniger ndthig fein, da fidy foaleid) (§. 87) fiiv die Aud=
mittelung dev Convergens foldyer Reiben , weldye aus dem
Faylor’fdyen oder Maclauvin’fdyen Lehriate hervorgegangen
find, cin andered Hitlfamittel einftellen wird. *)

§. 84. Nidt allein filr die Anmwendung der Taplor’s
fdhen. eibe auf die numerifdye Vevechynung von Functions=
mwerthen, fondern tiberall, o man nur eine befdhranfte
Anzabl von Glicdern diefer JReibe in Vetracht ziebt (twie
e8 in den nwendungen der Differentialrechnung auf Geo=
metrie und Mechanif zu gefdyeben pilegt), ift e8 ndthig den
Febler fchipen su Fonnen, welchen man durd) Wegtverfung
de8 fehlenden Theils der NReihe begeht, oder wenigftens goei
Grangen aufyuftellen, zwifchen denen diefer Jehler noth=
wendig entbalten ift.  Wtan gelangt jur BVeftinmung fol=
dyer Grangen durd) eine Vetvacdhtung, mweldye jugleich ald
ein Oritter Weteid ded Taplor’{hen Lebrfapes gelten Fann,
der {iberdied ftrenger ift al8 die Deiden obigen Beweife
§§. 80 und 82.

Bunadyjft moge folgende einfadye Bemerbung vorauf=
gefhickt werden.  Gefet man habe eine Fuuction f(h),
welde filr A=0 gleicdhfalld ju Null wird; bleibt fodann
innerhalb de8 Jntervalles von h=10 bi§ h="Fh dag Dif-

d. f(h)

ferentialberhaltnip T beftandig pofitiv. oder bejtindig

negativ, obne unendlidy ju werdewr, fo fann man behaup=

*) Gaudyy bat den fehr merfwiirdigen Sak bemwiefent, daf bie
beiden bier aufgefiitbrten Vedingungen fiir die Giiltigfeit der Taplors
fhen, fo mwie der Maclaurin’{chen Reibe in eine eingige gufammenfallen,
b. . daf jede Ddie andere in fidy feblieft, fobald man bdie Betradhtung
auf imagindre Berdnderliche und Functionen ausdehnt, was jedody hier
nidht: bewiefen werden fann,
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ten, daf der Werth von f(k), innerhald dedfelben IJInter=
valled gleichfalld -pofitiv oder negativ, d. h. von demfelben
Beichen mie dag Differentialverhdltnif fein wird. Denn

fo lange /() pofitiv und endlid) ift, muf die FJunction
fite mad)fenbe Werthe von A gleidhfalls wadfens fo lange
aber / .2 negativ und endlid) iff, muf die Function fitr

macbfenbe Werthe von kh abnebmen (f. §. 55); folglidy
Fann diefe Junction wegen f(0) =0, im erften Falle nur
pofitiv, im gweiten Falle nur negativ fein. Diefe Sliiffe
hoven auf ridhtig gu fein, wenn Dad Tifferentialverhdltnip
oder die Function felbjt in dem Jntervall bon 0 bis Ak un=
endlid) wird.

Will man nun die Function f(z + k) nad) Potengen
pon k entwideln und fid) fiiv den Anfang auf dag exjte
Glied f(x) der Entwidelung befdrdinfen, fo mwird man

feen fonnen

f(@—+h) = f(x)+ A0
Hier begeichnet II eine llnbet‘aunte bon der man toeif, daf
fie, mwenn k Mull wird, fidh in ——— ﬂ

Die Aufgabe aber befteht darin, 5me1 Grdangen P und Q@
audgumitteln, zwifden denen II fiiv irgend einen Wertl
von k fietd entDalten 11't, man bat alfo die Bedingungs=

gleihungen
f@+h > f(z) +hP
fle+h) < f(z)+ ho

f@h) — f(z) — kP> 0
‘ fla4h) — fl@) —hQ <0
Jtun ift nad)y dem obigen Sape die evite diefer beiden Funf=
tionen (weldye fiix 2 = 0 den Werth Null annehmen)

vermwandeln mug.

oder aud)
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pofitiv und die gtweite negativ, tenn ihre Differentialver=
biltnifle in WVegug auf = in dem Intervalle von h = 0
bi8 h=~h felbft pofitiv oder negativ bleiben, obhne unend=
fidy su werden, d. h. wenn man Dhat

d.flx+h

AT -an Ay

h)

d. f(;:—{- —0<0
von k=0 big h =h. Diefer BVedingung gefchieht offen=
bar Gendige, renn man fitv P den Eleinften und fiir Q den
aroften von denjenigen Werthen febt, weldbe die Function

%ﬂ in dem Jutervalle von h=0 bi8 =P~ an=
nimmt.

Wil man ferner die beiden evjten Glieder f(2) -
h d'df;m) der Gntivicfelung beibehalten, fo wird man, jur

Auffudyung gioeier Gringen fitr den NReft der NReibe, die
Werthe von P und Q durd) die Vedingung beftimmen, daf
- man fiir jeden Werth von k Dabe

fle+1>f@)+r L0 L Bp
fl@+ 8 < f@) +h "0 4 2o

ober aud)
fl@~+h)—f(x) —h
h?

fe+m=rf@ 22220 <0.

Nady dem Obigen gefdhieht diefen beiden Wedingungen
Geniige, wenn in dem Jntervalle von 0 bid A dad Diffe=
rentialverhaltnif der erfien Function, in BVejug auf b ge=
nommen, pofitiv und dad der weiten Function negativ ift,
d. b, wenn

IR I
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dh dz
d.flz-+h) d.[(z)
dh T un@®sie h ¢ <0.

Aber diefen VWedingungen gefchieht wieder Geniige, mwenn
man abermald in Bezug auf kb diffeventiivt, und fefpt

2. fiz+h)

az. h

e Al
Bolglidy mup man bier fiiw P den fleinften und fiiv O den
griopten von denjenigen Werthen nehmen, welde dem Diffe=
&2 flr+h)
dh?

ventialverhdltniffe der iweiten Ordnung in dem

Sntervalle von 0 bis k angehiren.

+ 3 P LA, 5y Gntwidelung beibehalten, fo wird man

dz?
die belbcn Grangen fitr den JReft der NReibe dadurd) be-
ftimmen, daf man die Werthe von P und @ an die Ve=
dingungen Eniipft

f@ + b) — f(z) = df(f) h;dndz/zz@__l,>0
o=t ~ 4 BELD <o

Diefen Vedingungen gefd)ie[)t Geniige, wenn man bhat
d.fle+h  d.flo) gif(z_)_h_zP> 0

dh AT dz?
d.fla+h  d.flo) a.fir)
ke Tt ibisg 0 <

Diefen Bedingungen gejdyieht mwieder @eni’xge, wenn man
hat

& fadh  df) i
s =0 gy Soniy R
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@.fat+-h . fix)
S e N LA
Endlidy gefdyiebt diefen Wedingungen Genitge, twenn
a.flx-+h
oy ¥ 7 e i 1L Ao
ds. f($+h)
7l <9
d.h. wenn man fiir P den fleinften und fiir @ den grifi=
&.fiz+h
dh3

ten der Werthe nimmt, weldye die Function

dem Jntervalle 0 big A crveidyt.

Wie diefe WVetradhtungen fortufepen find, ift leidpt
eingufeben.  Wian Fann in Solge derfelben, fo lange die
Differentialverhiltniffe nidht unendlid) werden, eine gege-
bene Function nad)y der Taplor’{dhen Rfeibe entwideln und,
fobald man bei einem beliebigen Gliede abbridyt, jedergeit
gtoei Grangen angeben, wifdhen denen dev Werth ded ver=
nadldffigten Theilg der Jeibe entbhalten fein mup. Ucber=
died Fann man bemerfen (f. §. 82), daf bdie Diffevential=

perhiltniffe d_/(ﬁﬂ:’?), d* o(t:’—*-h)’ 2. nidyt verfchieden find
d.flx) at.flz)

d./(:$+h), da'{;:fh) 2. ober bon—r=, —=— .
Demnady) fann man die Vehauptung aufftellen, daf der
Werth der NReibe immer zwifden den Werthen der folgen=
den Dbeiben Ausdritfe enthalten fein muf

d. /(7) nd.fie) |k d5.flz)

in

bon

(=) A — P e L A N e
RRET
flay 3 408 3 Bl Ang R S0 L
R e 1
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96 X. Abfdnitt.

wo P und Q vefp. den fleinften und den gr'ﬂﬁten %ertf)
f( )

Degeidhnen, teldien das8 Diffeventialverhaltnif

alle Werthe der Verdnderlichen zivifden 2 und w—[—h an=
nehmen Fann.

§. 85. Aud dem Borhergehenden ergiebt fid), daf
man immer genau den Werth der NReibe DHat, fwenn man

alg leptes Glied fept 2_3,'4[1_@ multiplicivt mit einem ge=

wiffen Factor, der zwifden P und @ enthalten ift. Diefes
Glied mird der Reft der Taplov’fdyen Reibe genannt.
Der Dbegeidynete Sactor aber ift nothivendig identifd) mit
v, f(x)
dx¥
dem Jntervalle von 2 bis @~k annehmen mup.  BVe=
geidynet man alfo mit 8 eine giwifchen O und 1 enthaltene,
aber im allgemeinen nicht ndher Deftimmte Jabl, fo Fann
man endlid) al8 allgemeinen Ausdrud der FTaplor’iden
Steibe, mit Einfdlup ihres Nefted, {dyreiben ; _
2 d2 3 3
floth=f@) + b0 4 B 000 4 WSS
I av . f(x - 6h)
st T R dﬁ‘+ ’

in

einem bon den Werthen, welde die Junction

oder
[@+D=[@+1f @+ G @+ 55" @)+ .
..... i 2—5”:—u f* (@ + o).

3. B. filvip =1, 2, 3, w*ethilt ‘man
fa+ ) =f(z)+h CLEED

h? @ . fz - 0h)

f(.’l‘ h)_f< )+hdﬂr)+-—z' dz?
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PE YR play g A L2 W By B0

b’ dr?
2.
oder

f(@4-h) =f(a)+ hf' (x4 6h)
fla 0 =F@ +hf @+ [ @+ oh)

' 2 5o B2 o 4

f@+ by =f@) +hf @ +5f" (@455 @+0h)
2.,

welde Gleihungen alfo die FTaplor’fde Reihe mit Ein=

fdylug des Jeftes darftellen, fobald man diefe NReile mit

dem erften, oder giweiten, oder Oritten Gliede abbredyen mwill.

Den Reft  der Taplor’{dhen Stetl)e fchreibt man 3u=

weilen aud)

A . flz...x+h I,u
2344 drh ) oder Tl e T B

wm angugeigen, daf man . fiiv z unter ba8 ‘ZS’mlctwnégeidycn
einen von den Werthen der Vervdnderlichen zu fepen Dat,
weldye wifden @ und 2 -k enthalten find. Diefer Werth
ift im allgemeinen unbefannt; aber man weif, daf man
eine obere Grange fitv f(2 -+ k) erhdlt, twenn man Dden=

jenigen Werth fept, Der o f( ;
und eine untere Grdnge, wenn man denjenigen Werth febt,
der du ﬂ )fo Elein toie mdghd) madyt. Jn dem befonderen

fo grof wie moglid) madyt,

A- =z b z=2a-4h

beftindig wadit oder bcftaubtg abnimmt, werden die genaml—

dv. fix)
dz»

dargeftellt, welde den Werthen @ = & und & = + h
felbft gugebiven.
Navicr, Diff.z und Jutegralr. I. Baud. 7

http://rcin.org.pl
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98 X. Abfdnitt.

§. 86. Man Fann, wie im §.81, in der vorhergehen=
den Formel =0 fepen, und fodann 2 ftatt b {dyeiben,
wodurd) man ald allgemeinen Ausdrud der Maclaurin’=
fdyen Jeibe, mit Cinjdluf ihres JReftes, erhilt

[(2) =[(0) +2 f' (0) +f’#f"(0) +;”—“3f”'(0) +oon

e ©
3.8 4y = 1,02, 080
f(z) = f(0) + = [’(02)
f@) =fO) +af (0)+7%5["O)

fl@)=f0)+=2f0)+5 “F70) + sf" (6)
2.

wo O wieder eine nid)t ndber Deftimmte, aber zwifchen O
und 1 enthaltene 3ahl bedeutet. Mian erhilt wie vorbin
et Grangen, jwifchen denen der Werth von f(2) noth=
wendig entbalten fein mug, wenn man indem allgemeinen
Ausdrude des JRefted der JReibe ftatt fr (02) den Fleinften
und den groften Werth fept, mweldjen Ddiefes Differential=
verhdltnif in dem Jntervalle 0 6i8 # annehmen Fann. ¥)

§. 87. Mt Hiilfe ded Dier entwidelten Ausdruds fiiv
pen Jeft der Taplor’{chen Reihe, weldyen Lagrange gegeben
bat, verfchwindet nun zugleid) aud) jede Ungewifbeit ritc-
fihtlich) der Convergeny diefer Reihe. Die Reibe ift ndmlic
nothmwendig convergent und Hat jur Summe f(x 4 k), wenn
h* v f(z -+ 6h)

der Werth des ergdangenden Gliedes 5 5L T AT

*) Caudyy hat den Reft der Taplor’jchen fo wie der Maclaurin'=
~ fdhen Reihe unter einer mnemen Form bdargeftelt, woriiber man ten Su-
fag 1 am Sdiuffe diefes Bandes fehe.
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Bleiner wird al8 jede gegebene Grofe, fobald man p ohne
Aufhoren wadyfen [aft. NVian Fann indbefondere bemerfen,
daf diefe Wedingung inmmer erfitllt foird, mwenn fid) eine
beftimmte Zahl N angeben [ift, welde der abfolute Wertl

dv. f(z--6n) - ; ;
ded Bactor */—}%t—-) niemal8 iiberfchreitet, mwie grof man
i
audy pannelmen mag.  Denn Dder Factor AR G e

hhh
2 3uty
grofer und grofer wird.

h .£[)at gur Griange den Werth Null, wenn p

Falle, in denen fitr gewiffe befondere Werthe der Verdanderlichen die Taylor's
fdye Jteibe nidht die Cntwidelung eincr gegebenen Function liefert.

§. 88. Die Erifteny der Faplor’jhen Reibe ift nady
§. 83 an die Vedingung gebunden, daf die Function y
= [ () nebft ihren Diffeventialverhiltniffen [ (z), [ (@),
a, fitv  denjenigen Werth bvon 2, von weldem  aud
die mit k Degeidhnete Junalhme gevedynet tird, continuir=
lich Dleibe, und ingbefondere, daf fie nicht unendlid) werde.
Smentgegengefehten Falle ift die JReibe nidt mehr an=
wendbar, €8 fei 3. B. die Function f(x) von der Geftalt

Fz)

(@—ay’
Sunction von z begeichnet, weldye fiiv 2 =a weder Null
nod) unendlich wird. Wenn man, gemdf den vorigen

o m eine pofitive gange Zahl, und F(z) eine

Kx+h : . :
Jegeln GFhi—gmih eine Jeibe entwidelt, die nad) gangen

Potengen von h geordnet ift, fo werden alle Glieder diefer
Reihe unendlich mwerden fobald man in ihnen = =a fefst.
Die Function aber hat deffen ungeachtet cinen beflimmten

Werth, nimlicy 2T 4 jedody die felbitindige Ent-

hm
widelung diefes Werthes nad) Potenzen von A nothwendig
: 7*
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100 X. Abfdnitt.

negative Potengen diefer Grofe liefern muf, fo fieht man
leicht, daf fie Durd) die Taylor’fche Neibe nicht mebhr ge-
geben foerden Fann.

§. 89. €8 fei ferner die Junction logz gegeben. Alle
Glieder der Entwidelung von log (z 4 k) werden unend=
lidy, fobald man darin =0 fept. Die Function felbft
aber Dat algdann einen beffimmten Werth, namlid) log &}
jedody Fann diefer Werth nidyt durd) eine NReie davgeftellt
erden, welde nad) gangen Potengen von kb geordnet ift,
weil log h=— 00 mwird filr h=0.

§. 90. Die Taplor’jdye Reibe liefert, der Matur der
Sadye gemdp, auc) dann unbeftimmte Refultate, wenn die
porgelegte Junction f(o) Wurzelgrofen enthalt, welde durd
den Gefondern Werth, den man dem 2 beigelegt hat, forwol
in der Function felbft al8 auc) in den Diffeventialverhilt=
niffen derfelben verfdywinden. Um fich davon eine deutlidhe
PBorftellung su maden, muf man beadyten, daf eine Wur=
selgrofe von der Form V' @—a)? , wo p und ¢ gange
Bablen Dedeuten, derjenigen Function f(@), in welder fie
porfommt, eben fo viele verfdhicdene veelle oder imagindre
Werthe qibt, alg die 3abl ¢ Einbeiten enthilt. Da ferner
diefe Wurzelgrife fih aud) in den Diffeventialverhiltniffen
der Bunction wieder einftellt, fo toerden die Differentialver-
haltniffe, toie e8 fein mup, gleichfalls ¢ Wertbe liefern. Man
bat alfo gleidyfam eben fo viele getrennte und von einander
verfdyiedene Entidelungen der gegebenen Function, mwie
die in Jtede ftehende Wurzelgrife Werthe enthilt. Sobald
man aber dem « den Dbefondeven Werth @ beilegt, fo ver=
fdywindet die Wurselgrofe ausd allen Gliedern der Jeibe,
wdbrend fie in der Junction beftehen bleibt, wo fie al8dann
wird V. Alfo Fann die NReibe alsdann nidt mebhr die
Function darjtellen, mweil Ddiefe mehreve Werthe befibt,

Ay

BIBLIOTEKA
A. BZAJEWICZA
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Taylov’fder Lehriab. 101

wibrend jene nuv einen eingigen liefert.  Die Analphfis
[bft diefen Widerfprudy dadurch, daf fie die Glieder der
Reibe unendlid) mwerden [ift, fo daf diefe mithin Feinen
Deftimmten Werth mebhr davtellt.

Die Entwidelung der Function fz) muf in dem vor=

P
liegenden Falle Glicder mit dem Factor A7 enthalten. Man
findet die gefuchte Rcibe, wenn man in der gegebenen Junc=
tion @ ==a-h feit, und f(a—4-h) aus der Natur diefer
Function felbjt entivicelt. Die gebrodyenen Potenzen von
h werden in diefer lepteven Entiwidelung sum Borfdein
Fommen.

g OF. FEgifet 4B
f(@) =2az — 2* + al/ z* = a?,
fo erhalt man

1ﬁ’”—’—2(a—w)+l,
1-2

i @): 33
dzz— 2+]/;rz

Ligd
ar?

picige” Sl ]/(xz——a“);’

2.

Sept man z =@, fo wirt f(z) = a2, und dic Differential=

verhaltnifle aller Ordnungen werden unendlid. Diefed zeigt

an, dap die Entwidelung von f(z - h) bier fix x=a

gebrodyene Potengen von k enthalten mup. Die Function

wird algdann in der IThat
flat+h=a*—h+4al/hV2a+h

und die Entwidelung Ddiefed Ausdruds nad) Potengen von

h Tiefert ®lieder mit den Factoren h%, h%, k', x

§. 92. Man muf {ibrigend bemerfen, daf eine Wur=
selgridfe, teldye in der Junction f(z) enthalten ift, auf
et verfchiedene Avten verfdroinden Fann, fobald man
der Werdnderlihen 2 einen befondern Wertlh beilegt, nim=
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102 X. Abfdnitt.

lidy: 1) indem diejenige Grofe ju Null wird, welde unter
dem Wurzelzeidhen ftehts 2) indem ein Factor gu Rull wird,
mit weldem die Wurzelgrofe bebaftet ift. Jm erjten Jalle
fann die Entwidelung, welde aus der Taplor’{den NReihe
berflieft, fitr den in Rede ftehenden befondeven Werth von
2 niemal8 mit der Function f(z 4 k) jufammenfallen,
wovon fih im §. 90 der Grund angegeben findet. Jm
jtoeiten Falle dagegen verhilt fidy die Sadye anders, weil
der Die Wurzelgrope begleitende Factor, weldyer in der ge=
gebenen Function ju Null wid, in den Diffeventialverhilt=
niffen: hoherer Ordnungen aus feiner Verbindung mit dev
Wurzelgrope Devausdtreten Fann, fo Ddaf diefe nicht mehr
verfdhoindet, und mithin die Reihe wirklid) die ndtbhige
Anzabl von Werthen Tiefert.  Auf Falle diefer Art ift mit=
hin die Taplor’fche NReibe anwendbar.
§. 93. Wenn 3. B. die Junction gegeben ijt
f(@) = (@ — a)" Va_—5b,
o m eine pofitive gange 3ahl bedeutet, fo findet man

4. [ ~ it & — 0
£ —miz — a1V — b+ gy,
a.f(z) e e
g = mm — 1) (z - )" Va—b+ Vz—b
L yarss aiftt
4V @by’
2.

Mit jeder Diffeventiation verfhivindet im evften Gliede
einer der Factoren von (z — a)m. Nad) m Differentiati=
pien werden diefe Factoven vollftandig verfdhrounden fein,
und folglid) toird die Annahme = a, weldye dic Diffeven=
tialverhiltniffe der m erften Ovdnungen zu Null madyt, in
- allen iibrigen Diffeventialverhiltnifien die Wurselgrofe) =—b
Deftehen laffen.
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Beftimmung der Werthe, weldhe fid) unter der unbefiimmien
Form 2 bdarftellen.

o

§. 94. Die vorftehenden Entividelungen [laffen fic)
unmittelbar antwenden, um den Werth eined Vrudyes wie
f@)

Fa)
ausgumitteln, wenn diefer fitr einen gerviffen Werth = «
der Werdnderlidyen fid) in den unbeftimmten Ausdrud ¢
vertwandelt.

Wenn man unter der Vorausdfepung, daf der Wertl)
x = a fowol den 3dhler f(x) ald aud) den Nenner F (z)
sudtull madyt, fiir denfelben Werth z = a den Werth des
Brudyes gu Fennen verlangt, fo Eann man darvunter offenbar
nid)td andered verftehen, ald die Auffudyung der Grange
lim £
F@)’
weldyer der Brud) == /( ) ohne Aufhoren ndher und ndber

Fommt, wibrend = ﬁd) immer mehr dem Werthe a nabert.
Diefer Grangausddrud [Gft fidy aud) vertaufden mit

fla+h
e R
wo k fid) immer mehr dem Werthe Null ndbern mup.

Stun Eanun man, fo lange die BVerdnderlidye z unbeftimmt
bleibt, vermige ded Taplor’fdyen Lehrfapes {dyreiben

7 NS h3 e
F@ _/($)+hf @+ 7 @5 (@) e
Ezth: 7

C w’ W )
F@)+ bF @)+ - F (J:)+2‘—3 F” @+

Wenn man fodann die Borausdfepung madyt, daf mweder im
Bahler nody im Jenner, fobald man fitlr 2 den bejondeven
Werth a fept, ciner der in den §§. 88 2. betvadyteten Aus-
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nahmefdlle eintvitt, fo Hat man, wegen f(a) = 0 und
F(a) =0,

pa % (a)—l— f(a)-l— / (a)—l-u
Fla+ By &

F()—{—~—F(a)—}——1’ (@) + .

Lagt man Dier endlich 2 Eleiner und Fleiner werden, fo wird
Rt e s
Fa-+h  F' @'
0. . Der gefuchte Wertlh ift gleid)y dem Quotienten der
Diffeventialverhaltniffe oder devivirten Functionen der erften
Orduung von den gegebenen Functionen f (z) und F (z),
in denen man @ = a gefept Dat.

Sollte der Werth 2 = « die beiden Differentialver=
hiltniffe der crften Ordnung gleidfalld ju Null maden,
fo witrde man auf bemfe[bm Wege finden

fat+h_ [ @

Fa+h — E''
und fo fort. Allgemein hat man fitv den Werth ded vor=
gelegten Brudyed {tetd den Quotienten Dder erften beiden
Differentialverhiltniffe gleicher Ordnung su nehmen, weldye
fiir Den Werth) z = a nidyt gugleich verfdywinden.

Wenn aber dad erfte Differentialverhiltnif, weldyes im
Sahler nicht verfdywindet, nicht von der nédmlichen Ordnung
ift wie dag crfte Diffeventialverhiltnif, weldyes im Fenner
beftehen bleibt, fo wird augenfcheinlicd) der gefudhte Wertl
entiwoeder NMull oder unendlich grof, je nadydem die Angahl
der verfdhmwindenden Glieder im Babler oder im Jtenner die
Detrachtlichere ift.

§. 95. Wenn man annimmt, daf die beiden Func-

tionen f(2) und F(x), oder aud) nur eine in ihnen, nidyt
" nad) gangen Potenfen von k entwidelt werden Fonnen,
fobald man dem 2 den befonderen Werth a gibt, 1. §§. 882,
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fo ift die vorige FRegel nidht mehr anwendbar. Alddann

ird man, um den Werth Ded Vrudhes % g finden,

Bdabler und Nenner ded Vrudyes ;,E—Z::_lz; in Reiben ent=
wideln, telde negative oder gebrodyene Potengen von A
enthalten, und nad) Aus{dheidung desg gemeinfd)aftlichen
Factord im Jabhler und Nenner k= 0 feben.
i §. 96. @8 fei gegeben
=2
b s 15 g
man fudyt den Werth bdiefed Brudyes fiv z = 1. Ter
Quotient der Differentialverhiltniffe der erften Ordnung
von 3dhler und Jenner ift
1—@n+1)2z"
oo 4
und fept man hievin @ =1, fo erhdalt mann. Jn der That
ift die gegebene Function nichtd anderes ald die Summe

der geometrifhen Reihe # 224234 - am

€8 fei gegeben
2) 1t —@m+1) 2"+ na"H?
{t. =1y !
weldyer BVrudy dasd Differentialverhaltnif der erften Ordnung
von dem vorhergehenden Vrude ift, und demnady die Summe
der Jteibe 1 224322 4. .. 4 nan—t darftellt. Man
fudyt feinen Werth filr = 1. Der Quotient der Diffe=
rentialberhdltniffe der erften Orvdbnung ift
—n@m-+ 1) 2"+ n@mtDHa"
—2(l —a) ?
Da derfelbe wieder & wird, wenn man z =1 febt, fo geht
man g dem Quotienten der Differentialverhiltnifie der
stoeiten Ordnung, ndmlid)
—m— e+ )z Fa® @+ 12!
o) :

n+1
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Fiir @ =1 erbalt man Dievaus mziﬂ alg  gefudyten

Werth.
&8 fei ferner gegeben
3) (42
‘Tn /

man fudyt den Werth diefed Vrudes fiir 2 = 0, voraus=
gefebt daf » eine pofitive 3ahl beseichuet. AB Quuotienten

der Diffeventialverhiltniffe von dhler und Renner hat man
1

14z

oty
wawt

folglid) findet man alg Werth des gegebenen Vrudys fite
@ = 0 entweder 0o, oder 1, oder 0, je nadydem der Er=
ponefit > 1 =1, <1 .mag:

Ghenfo verhdlt e8 fich mit den Writdyen

1
und

ol
rn

sin &
T

wo n gleihfall8 eine pofitive Jahl begeichnet. Was

—CcosZ

1 ’
ten Brud) e betrifft, fo muf man ju den Diffe-

rentialverhiltniffen der geiten Ordnung iibergehen, wodurdy
cosr

man erhalt————. Alfo wird der Wertl des Brudyes

nn—1)z

fiiv # = 0 entioeder 0O, vder 4, oder 0, je nadydem dev
Grponent #> 2, =2, <2 war. Man ecfeunt ugleid,
daf, wenn x Fleiner al8 jede gegebene Grisfe oder unend=
Tidy flein ift, 1 — cos @ unendlidh Flein ift in Vegug anf »
oder in Vezug auf sin .

§. 97. IWenn Ddagegen eine Function gegeben it
wie 3. B.

Vz— V;—}— Vz—a
Va? — a2
deven Werth angegeben werden foll, wenn @ = a gefetst
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wird, fo liegt derjenige Fall vor, wo Jabler und Nenuer
nicdht nach gangen Potengen von A entwidelt werden Fonnen,
wenn man & 4 k an die Stelle von 2 fept. Die Diffe=
rentialberhdltniffe von dahler und Nenner werden fdmmtlidy
unendlich grog, wenn in ihnen z = e angenommen tird.
Man wird alfo nad) §. 95 unmittelbar 2 = @ + hfepen,
fodurd) man erhalt

VaFh=Va4+ Vi

Vaath. Vi

und wenn man hievin nad) Potengen von k entwicelt und
fodann den gemeinfdaftlichen Factor VA im 3abler und
Nenner unterdritct, fo fommt

' Vﬁ—

I/‘Za -}- 2—1/*2;(1 et L
Man Dat alfo, indem man k=0 feist, al8 gefudyten Wertl
l §
Vaa’ f
§. 98. Man fann fid) von den gewonnenen Refultaten
aud) auf geometrifdyem Wege leidht Rechenfchaft geben. €8

fei ;( % der gegebene Vrud), und Mn fo wie MN, Fig.24.,

Big. 24. migen diejenigen beiden Curven
darftellen, deven Ordinaten refp.
) durd) f(@) uud F(x) gegeben
find. Jener Brud) dritdtjodann

N
4 ba@%er[)ﬁltniﬁ%amtier()rbi:

0 M P £ naten der Deiden Curven aus,
;V weldye einem und dem ndm=
lichen Werthe oP der ALjcifje

2 entfprechen. Da ferner die
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Functionen f(2) und F(z) ju Null werden follen, fobald
x=a gefept wird, {o folgt nothwendig, dap beide Curven
einander in einem Puntte der Ahfe = treffen miiffen, weldyer
in einem 2Abffande oM =a vom Anfangspuncte liegt. Sudyt

man alfo den Werth) ded Vrudyes ;E ; fiit & =a, fo beér=

langt man damit nichtd andeved ald die Gringe, der das
LBerhiltnif der Deiden Ordinaten Pr und PN immer niber
Fommt, wenn der Abftand MP immer mehr abnimmt., Diefe
Gringe ift augenfdheinlich das Berhaltnif der trigonome=
trifdhen Tangenten Ddevjenigen Deiden Winfel, welde die
beiden im Puncte M an die Curven gelegten FTangenten

mit der Achfe der 2 cinfdlicen; alfo Fga;

Wenn die beiden Diffeventialverhiltniffe £ () und
F' (2) filr den Werth # = a gleidhfalld ju Null merden,
fo baben die beiden Gurven im Punfte M die Adyfe der =
gur gemeinfdaftlichen Tangente.  Tie Gringe des Wer=
Diltniffes unter den beiden Ordinaten wird alddann gege-

[ @, ¢ :
@’ denn toie fid) in der

Bolge zeigen wird, fo ift in diefem Falle das8 Differential=
verhaltnif der gtoeiten Ordnung proportional dem Jnter=
valle, um toeldyed fidy die Curvbe von der Adfe der =
entfernt, fobald man auf diefer Achfe, vom Verithrungs=
punfte aud, um einen unendlidy Fleinen Weg fortfchreitet.*)

ben foerden durch den Brud

') Gine gweite unbeftimmte Form, untér welder ein Functionswerth
aujtreten fanu, ift die Form %, itber welche man den Jufag I,

am Sdluffe diefes Bandes nadfehe. WMan wird dibrigens leicht
bemerfen, bdaf alle fonftigen unbeffimmten Formen, auf welde eine
gegebene Function  fiir cinen gewiffen Werth der Berdnbderlidyen
filpren fann, 3. B. die Differeny 0O — OO, vas Product 0 . 0,
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XL Abfdynitt. Gntwidelung der einfaden Functionen, 109

XL Gntwidelung der tinfad;en Functionen von einer
DBerdnderlidhen.

1. Function 2™,

§. 99. Die Ausdritde fitr die Differentialverhaltniffe
hoherer Ordnungen von der Function zm {ind bereitd im
§. 56 gegeben. Man Hat allgemein
%=m(m—1)(m——2)....(m—u—{-i)x”“"-
Der Taylor’fdye Lehrfab liefert demnad) fiiv (2 4 kb)m, in=
dem man jugleid) nach §. 84 aud) den Reft der Reibe in
Betradyt gieht, folgenden Ausdrud

bie Potengen 00, 000, 19, w. fidh immer durd) angemeffene m:
formung ter gegebenen Function (bei dem Potenjen insbefondere
durd) Uebergang gu ihren Logarithmen) auf eine der Formen § oder

00 =
— miiffen juriiEfithren lafjen.
oo Miffen quridfipren laf
ax b=
8. B. Die Function wirab ¥ liefert fiir 2 = 0 bdie un-
beflimmte Form 0O — OO. Schreibt man bdiefe Function aber
ar — b» =

T, fo hat man fofort 2, weldyes wie oben tweiter gu behan=
T

beln ift. :
®ie Function (1 + 2)% liefert fiir £ = 0 die unbeftimmte
Form 190, Der Neper'fhe Logarithmus diefer Function iff aber

l(l+$)' weldyer Ausdrud fich in § verwandelt und nady §. 96
V]

pen Werth) 1 Hat; folglich ift der Functiondwerth felbff = e. Jn
diefem Beifpiele wird man ein fdon friifer (§. 16) auf anderem
Wege gewonnenes Refultat wieder erfennen.
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110 X1 Abfdynitt.

m(m—1)

(z + h)ym =gm ++ mam—t h 4 5 am—2 ]2
m(m—1)(m—2) 3

+——2“—§—‘—‘ m—-"lh'l_'_‘._

; +m(m—1;(mg——2)...(mp—p.—}-l) (;1:—}—Bh)m-l‘hu,

wo 0, wie frither, eine gwifden 0 und 1 enthaltene Bahl
Degeidynet.

Da der Werth von O fonft nidyt ndber befannt ift,
fo fann man im allgemeinen aud) den Wetrag ded NRefted
fitr befondeve Annahmen, welde man fiiv z und kb treffen
mag, niemal8 beftimmt angeben, fondern Hidyftens nuv
soifchen el Gringen einfdyliefen. o lange man aber
den abjoluten Werth von 2 grofer vorausdjest ald denjeni=
gen von k, und 2 und k einerlei Vorjeidyen befipen, fo
Laft fidh allgemein Detoeifen, daf der Vetrag jened JRejtes fitv
Dinldanglicd) grofe Werthe von p fleiner und Eleiner toird
und endlidy fiiv p = 0o verfdhwindet. JIn diefem Falle
fiegt ndmlich der abjolute Werth von z -+ 6k wifdyen
denen von 2 und # ~+ k, folglidh aud) dev abfolute Wertl
ded Factord (z - OA)™* jwifchen denen von zm—w und
(@ 4 h)ym—+, fo daf ter Werth der ganzen Entwidelung
soifden Denjenigen beiden Werthen enthalten ift, mweldye
diefenn beiden Gvingen entfprechen. Sept man aber die
Cntwidelung um ein Glied weiter fort, fo werden die
beiden Grdngen, swifdhen denen jept dev Reft enthalten ijt,
gleid) fein den Deiden vorigen Gringen, multiplicict vefp.
mit den Wriidyen

m—ph m-—

Rt B siottny i e 8L
ptla p+1 h
Al o

Der abjolute Wertl) diefer beiden Vriidye bleibt, fiiv fehr
grofe Werthe von p bi8 p = 00, Dejtandig Fleiner als
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Gntwidelung der einfaden Functionen. 111

die Cinleit, n‘elmah—c felbft Eleiner al8 die Einbeit ift. Die

beiden Grangen, swifchen denen dev Jeft der Reibe liegt,
nehmen alfo ohne Aufhoren ab, wdihrend p junimmt, und
verfchtvinden endlidy, gleidyie diefer Reft felbft, filr n=00.
Die unendlidye §}tei[)e

am - mgm—1h 4 20—1) ””"‘ m—2 2 +M) ~hsfar.

ift mithin ronbergent und gleidy (z+h)m Aber fie twiir=
de Ddivergent fein, obg[exdy fie in ibren erften Glietern den

Anfdyein von Gonbetgena beﬁben fonnte, wenn —>1 ndve.

Diefer Sap gilt nod) dann, twenn z und A entgegen=
gefebte BVoreihen Haben, und {elbjt wenn fie imagindr
find; dody mitrde ev fiir diefe Fiille einen befondern Betveid
erfordern.

§. 100. Dividirt man beide Seiten der vorigen Glei=
dung durd) 2=, und {dyreibt fodann z an die Stelle von

—, fo bat man

(1—|—:L')"‘=l—|—m.z'—]—m(m +m(m~——1)(m—‘2) por K i
m(m—';)(ﬁ—g) ("‘M—P"l‘l) (I 4 6z )ym—uzn,

Diefe Reihe ird, wenn man p = 00 werden [ift, su

einer unendlichen NReihe, weldye convergirt, fo lange z < 1

und > — 1 angenommen wird.

Jm BVorjtehenden ift der allgemeine Veweid Ler Netw=
ton’{chen Winomialformel enthalten, teldye in den Elementen
nur fiir den Fall gegeben twird, wo der Erponent m eine
pofitive gange 3abl ijt.

2. Logarithmifhe Function log z.

§. 101. Man bat nady den §§. 19 und 57
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112 XI. Abfdynitt.
dt.logr 2.3.4....p—1)
s == - Jog g = =
wo dad obeve oder dad untere BVorgeichen genommen toer=
den mug, je nadydem p ungevade oder gevade ift. Folglid)
wird nad) dem Taylor’fdyen Lehrfape und feiner Crgangung

§. 85 der Werth von log (z 4 k) ausgedriidt durd
h3

h h?
log (z+h)=logz }loge. (; —_2;54_3_15 T

e
1) it
Der Reft der Reihe veducirt fid) filr p =00 aufNull,

voraudgefest daf das %erbﬁ[tniﬁ% die Einbeit nicht iber=

fchreitet. Mian iibergeugt fih davon durc) die Vemerfung,
dap die Deiden Gringen, mweldhe diefen meﬁ 5mifcben fid)

faﬁ'en gleidy find den Factoren E;—— und ———— v —Hl)” multipli=

vt mit - log e. Diefes fept jedodh) vborausd, daf 2 und
h einerlei Borzeichen baben; wdren diefe BVorzeidhen ver=
fchieden, fo iviicde e8 eined andern Vetveifes bediirfen, der
jédoch) Dier unterdriicft fwerden mag.

Die Vafis ded [logarithmifdyen Syjtems ift in der ge=
gebenen Gleidyung vollfommen willfilidy,. Wollte man die
3abl e gur BVafis annehmen, fo winde man log e =1 3u
feen Daben.

§. 102. Nimmt man z =1, und {dyreibt fodann x
an die Stelle, bon h, fo erhilt man
z? 8 ok
log(l +$——10g3. <.T'—§+ ?—...i‘m>.‘
it Neper’fdye Logavithmen, deven Vafis = e ift, hHat man
einfadyer

’ (el 2% a3 at
l(l —*'- fD)——Z‘—'2— —|——3- —.I.i—m
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Gntwidelung der einfaden Functionen. 113

Beide Neihen find convergent, fo lange 2 jwifden 4 1
und — 1 enthalten ift.
Sept man =1, fo wird aud der lepten Gleidyung

it Faonganicegt 119 :

Pt o g ig-nges
et man aber z=—1, {o wird

1 1 1
=—o0=—(1+ b i i)

Die Reibe 1 4 %— 7+ %—I—% + 2c. ift demnadh Feine con=
vergivende NReibe, fondern ihre Summe wadft, wenn man
mebr und mehr Glieder jujammennimmt, iitber jede beliebig

groge 3abl hinaus.
Wenn man die beiden Gleihungen addirt

i &
log(1+x)=l()ge.(x—§+?—%+n.)

4
_log(l—.’c)=]cge,(x-}——z2~2+%3+%+2t.>,
fo Fommt 5

14 3 5 z"
log1;2=2loge. (w—}-%——{—%—{—? -+ zc.).

§. 103. Gejtiipt auf diefe Fovmeln [aft fid) dev Weg
auf weldyem man die Verechnung der logarithmifdhen Ta=
feln ausgefitbrt hat, in der Kitrje angeben wie folgt. Die
Seibe fiir log (1 4 #) vertwandelt fich, wenn man z =

y— 1 febt, in
1

logy _—_loge.[y—l—%(y—1)2—I—§(y-1)3—z(y—1)4—|-2c.]
oder fitr Meper’{che Logarithmen in

1 Vs : 1
y=y—1— 5 =1+ 5 (7—1)*— 7 @—1)*Fx
Diefe Reiben find gur BVeredynung nur braud)bar, fo lange
die abhl y fehr wenig von der Einbeit verfdhieden ift.
Wenn man aber fept y = I}Z, o 7 cine beliebige Jabhl

Navier, Diff.- und Jutegralv. BVaud. L. 8
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fein Fann, fo erhilt man aug dev ttftern Stei[)e
logz:rlooell/z l— L (1) Ly e it |
und toenn die 30[)[ 4 mgatm genommen ird,

o] -y h e g |
Vz Vz Vz

Diefe beiden feiben mwerden convergiven, fobald man die
3abl r fo wdblt, daf in der erjteren ]}Z< 2, inder 3ivei=

logz=rloge.

ten dagegen l'/Z> —; wird, Da {iberdied die erfte NReilhe
abmwed)felnd pofitive und negative Glieder hat, wdahrend die
Glieder der 3weiten Jteihe fammtlidy pefitiv find, fo hat man
logz<<r Iorre(]/z—i) 1mblo"z>rloge<l ) .
V'
Hiemit find giwei Gringen gegeben, mwelde man einander
beliebig nabe bringen fann, indem man den Erponenten r
der WurzelgroBe wadyfen lapt.

§. 104, 3um Vehufe der Verednung muf fodann
log e beFannt fein.  E8 fei @ die Bafis desjenigen Shitems,
bem log z angehirt, fo hat man e =aloge, und wenn man
auf beiden Seiten diefer Gleidyung die Meper’jhen Loga-

3 : 1
rithmen nimmt, 1 = log e . la, woraus log e = 2 der=

ner gibt der Ausdrud von &y im vorigen §., wenn man
datin y = a febt,

1 1 g , 1
la-:lbégza-l—g(a———l)‘—f—k—(a—l)-’——4~(a—~1)4—}-—zr.
woraud man wie dort tweiter {clieft

la=l«%—e_r,— Vo (Va1 (Va—l)*—zt]

‘l“=ﬁg‘é=’[1 7_+2<1—;: 2+J(1———>‘+’t]
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Gntwidelung der einfaden Functionen, 115

Die 3abl log e ftellt, vermige der vbigen Formeln,
denjenigen Factor dar, mit weldem man die Meper’{dyen
Logarithmen multiplicicen muf, um darausd Logarithmen
eined Spftems fitr die Vafis @ ju erhalten. Nian nennt
diefe 3ahl den Modulus ded lepteren Spjtems. Fiir dad
Spftem der Neper’fdyen Logaritbmen ift demnad) der Mo=
dulus gleich der Cinbeit. Die abl la dagegen, vder tad
Umgefehrte des Modulus, gibt denjenigen Factor an, mit
weldhem die Logarithmen cined Spftems fiiv die BVafis «
multiplicivt werden mitflen, um fie in Neper’jdye Logarith=
men gu vevtwandeln.

§. 105. Jn dem Spftem der gewdhnliden cder Vrig=
gifdyen Logarithmen ift die WVafis ¢ = 10. Nimmt man
nm r=2°%_ fo exhdlt man durd) 60mahge Ausziehung
der Quadrvatwurgel aus 10
260

110 = 1,00000 00000 00000 00199 71742 08125 50527

2% = 0,00000 00000 00000 00086 73617 37988 40454.

dolglid)

1 86 73617 37988 40354 .
T =108 e = oimosias so507 — 043420 4819
und
la = —_ — 2,30258 50930.
log e

-4

Mit dev erfteven diefer beiden Jablen, dem Diodulus des
Briggifdyen Syftems , mitffen die Neper’fhen Logarithmen
multiplicivt werden, wm fie in Vriggifhe gu vermandeln;
mit der [epteren dagegen find die Wriggifden Logarithmen
st multipliciven, wm in Neper’jdye iberzugehen.

Den Vriggifcdhen Logarithmus von jedev andeven Jabl,
5. W, pon 3, erhalt man jept durd)y 60malige Aussiehung
ihrer Quadratwurzel namlid)

*
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116 XL Abfenitt.

260
/3 = 1,00000 00000 00000 00095 28942 64074 58932;
woraud

260 ,
l Bl /3 — 1 9528942 64074 58932
08 0= 9% = 109 71742 08125 50527
V10—1

= 0,47712 12547 19662.
Man fann Demerfen, daf fidy vevmige dev Entivicelung
oe8 §. 100, indem man dag Quadrat und die hheren Po=

tengen von 2 vernad(dffigt, feben I(iﬁtl/—l:;:l—i—%;

man 3ieht davaus jur Grleidterung der vorftehenden Red)=
nungen den Scluf, daf bei der Ausziehung dev Qua=
dratiwouriel aud einer Jahl, welde vor dem Komma Die
Ginbeit, und Dinter dem Komma nidyt melr al8 doppelt fo
piele Stellen enthdlt, ald dem Komma unmittelbar Nullen
nachfolgen, der Decimalbrudy der Wurgel genaun die Hilfte
ift von dem Decimalbrud) der gegebenen Jahl. Da iiber=
died unter gleidhen Borvausfepungen die Entwicelung ded
§. 102 gibt log (1 4 z) = @ log e, fu exfennt man fer=
ner, daf die in Jtede ftehenden Decimalbritche propovtional
find den zugebdvigen Logarithmen, und mithin diefe un=
mittelbav felbft geben.

3. Grponentialfunction a”.

§. 106. ach den §§. 22 und 58 Dhat man J:kt::
= (la)" o, folglid) wird vermige der Taylor’ fd)en S%eibe

¢/ (Z (la) I
aeth = g7 <1+z e WA T L i +2‘;4 “i
"Die beiden Gringen, 5lm1d en benm dasjenige Glied ent[)a[—
ten ift, weldyes den Heft dev in den Klammern ftehenden
Jeibe ausdrit, find
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3—3(—1‘3&—" R und —~(§a—)4“ M e

Die Neibe ift convergent, weldye Werthe man fitr 2 und b
annehmen mag.  Tenn wenn man die Entwidelung um
ein Glicd teiter fithrt, fo find die Ausdritce fitr die beiden
()‘1{1'115cn ded Mefts gleidy den vorhergehenden multiplicivt
mit - ‘F’l Qavaud ergibt fih aber wnmittelbar, daf dev
Jieft immer niber dem Q’Bert[)e Null Fommt, wenn man p
obne Aufhoren junehmen [ift.

§. 107. Dividirt man durd) er, und fdyeibt fodann
z an bdie Stelle von k, fo wird die vorige Entwidelung ju

i) (la) (la) (laitgde
a 1 '—" la. l“ ‘+‘ 3+. ‘e +§_-3—.4r.7”p. ar.
Sept man @z =1, fu Dat man

I/ 3
o=t pla 4 L SR Ty,

Diefe feibe gibt die %nﬁs a alg Function von le, dem
Mmgefehrten ded Viodulusd, fo wie die NReihe des §. 104
den Werth von la als Function ven der Vafid e darftellt.
Jiir a = e veriandelt die feibe fidy in
z? 23 x4
HA= JIULARE 15 S0 SR P,
weldye NReibe gleidhfalls Deftandig convergivt. Sept man
Dievin @ =1, fo findet man, tvie e8 fein muf, den Aus-
druc fitr die 3abl e, weldyer im §. 16 gegeben worden ift.

4, Irigonometrifdhe Fuuctionen sin 2 und cos z.
§. 108. Mian hat nady S 59
di.sinx
—dt—u—_mn(x—{— > und 2 d -t —c05< —|~
Solglid) wird nady der Taplor’jdyen Reibe

sin (z + h) = sinz 4 cosz.h — imev h*—

COS.’L’

3 h? -}
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118 XL Abfdynitt.

: sin ( 2z -|-0h —*—P—bj-t)
sinz < 2
taa ikt SR 75 7% el o

cos (# + h) = cos & — sinw.h — co;z k2 4 ;'E% hs
cos <:l:—}—6h-}-ﬂj—t
coST 2
B % W AR Y TR R .
La der Werth des Sinus oder Cofinug eined belie=
bigen WVogens fetd 3wifdhen — 1 und - 1 enthalten ift,
fo liegen die Glieder, weldye die Jtefte diefer beiden NReilben

darjtellen, ftetd swifden den Gringen —

23—"4-——!; und
hn
Tasa=e
Die Reihen find Deftindig convergent, weldye Werthe
audy z und A annehmen miogen. Denn fitbrt man die
Entwidelung ein Glied fweiter, fo find die Guingen, 3ivi=
fdhen denen der Reft enthalten ift, gleid) den vorhergehen=

den multiplicict mit dem Brudye weldyer Brud) ohne

h
m/
Aufhoven abnimmt, wahrend p unbegrdngt junimmt,

§. 109. Mian fann 2 =0 fepen, und fodann 2 an
die Stelle von k fdyreiben, wodurd) man erhalt

i z3 s x?
$in 2 =2 — o5+ 5345 ~ 234567 T

z2 4 z6

COS@'=1'—E+E3—.‘1—‘m+2C.
Fitv jede diefer NMeihen, mweldye ftet8 convergiven, hat man
immer gtoei Grdangen, gwifden denen ihr Werth enthalten
ift, twenn man abwed)felnd Dei einem pofitiven und einem
negativen Gliede abbricht. Beide NReiben hHat Newton ge-
geben.

DMidn darf dtbrigens beim Gebraudye diefer Forvmeln
nidht aufer Adht laffen, daf unter dem Budyftaben z, weldyer
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cinen Bogen begeichnet, immer Ddiejenige abitvacte Jahl vev=
ftanden werden muf, durd) weldye die Linge diefes BVogens
in ciner Kreigpervipherie, deven Halbmeffer die Einbeit ift,
gemeffen witd. So oft die Groge 2 unter den Jeidyen sin,
cos, tang . vorfommt, fann man fie nady Gefallen durd)
Grade, Minuten und Secunden audgedritdt anfehen; two
fie aber von Ddiefen Jeidhen frei ift, da muf man ibr die
angegebene wabhre Vedeutung unterlegen. Fdhrt man fort,
fie durd) Grade auszudritcen, deven 180 auf den HalbFreis
gehen, fo Dat man die Angahl der Grade mit dem BVrudye

—g—o s multipliciven,  Fite Minuten verwandelt fid) diefer

1 1
Brud) in 75555 146959 180.60.60 — 206264,8'
wo die Jahl 206264, 8 die Anzahl von Secunden begeid)=
net, weldye cin Vogen enthlt, dev an Linge dem Halb=
mefjer gleid) ift.

fitt Secunden in

§. 110. Mm nody die Bunction y = arc tang & nad)

der Taplor’fdyen Reibe u entmicfehl, Dat man aus §. 35
di e

1-|— x?

Darvaud folgt burd} wiederholte Differentiation, indent man

auf der vedyten eite immer y ald Function von z anfieht,

azy dy

= COS yz_

T 2cosy siny. - = — 2 cos y.siny.cos y*
= — sin 2y.cos y?,

ZZ = — 2 (cos 2y.cos y? — sin 2y.cos y.sin y) %’i
= — 2 cos 3y.cos y?,

% = 2.3 (sin 3y.cos y3 -} cos 3y.cos y*.sin y) d :

= 2.3 sin 4y .cos y*,
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120 XI. Abfdynitt. CEniwidelung der cinfaden Functionen.

% =2.3.4 (cos 4y .cos y* — sin 4y. cos y-".siny)—z%

= 2.3.4 cos 5y.cos y5,
und fo fort. Man erhilt aljo
h2

arctang(w+h)=y—|—cosy.cosy.h—sin2y.cosy’.—i-
‘ oty v . M
— €0s 3y . cos y* . 5 - sin 4y.cos y*. o

—+ cos 5y.cos y’.—h; ==L,

Diefe Gleiyung liefert den BVogen, Ddeffen Tangente =
@ - h ift, audgedriidt durd) den BVogen, deffen Tangente
= @ iff. :

Sept man 2 =0 und damit jugleid) y =0, wnd
fdyreibt 2 an die Stelle von kb, fo Fommt

a3 5 i
arclang z = = —-3——|——5—-—:7——-|—2t.

Diefe Reibe Dat Leibniz gegeben. Sept man inihr 2 =1,
fo erhdlt man die bemerfensdwerthe Gleidyung

iy e T SN r
g e T i g mas 1)

*) Sur wirflichen Verechnung der Jahl w convergivt diefe Reihe nicht
fbmell genug.  Beffer gelangt man gu diefem Jicle durd) die leicht
nad)zuieifende Relation

)2 1 1 3
7 —arctang— -} arctang 3 - arc tang 5
burd) deren Hiilfe neuerlich Dafe die Jahl w auf sweihundert De

cimalfiellen berechnet Hat (m. f. Grelle's Journal fiix Mathematit,
27. Band)
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XIL Bezichungen unter den Grponentialfunctionen und
ben trigonometrifhen Functionen.

§. 111. ad) Mafgabe der Begeichnungen, welde in
der Arithmetit im Gebraudye find, dritt man bePanntlid)
durd) V' — 1 eine Grofeaus, welde mit fic) feloft multipli=
crt — 1 Dervorbringt. Obgleid) diefe Grife im eigent-
lidgen Sinne ded Wortd nicht eriftivt™) und daber der Aus=
drud I/ — 1 fo wie alle bon ihm abbingigen Functionen
mit Der Wenennung imagindr belegt mwerden, fo Fann
man diefelben dennod) allen analptifden Operationen un=
termerfen, indem man V' —1 wie eine Gonftante anfieht.

Man eif, daf die verfhicdenen Potengen von V' —1 find

(BRI
V=0r=—V=i
Kzt 4
V=1p=V—1
V=Tp=—1

2.

Ferner zieht man aud einer Gleidhung mie
AEDY S e PA-OH
wo 4, B, P, Q veelle Grisfen Dedeuten, ftetd den Sdluf
A= B:amb{ Be—=:0: .
Folglid) wenn man Hat

A4+ BY —1=P, oder A+BV _1=0V =1,

*) Daf und wie imagindre Grofen dennoch) auf dem Gebiete Dder
Geometrie al8 eriftivend nadygewiefen werden fonnen, hat Gaup ge-
3eigt. Die weiter unten vorfommenden geometrifdhen Verfinnlichungen
enthalten hierauf fchon eine Hindeutung.
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122 XII. Abfdymitt.

fo JdylieBt man davaus mit Nothwendigkeit
A= P und:B.= 0,,ndex. 4.7 0, unds8 = 0.

§. 112, Die imagindre Grofe
sy -1
B immer auf die Form
0 (cos ¢ + /' —1 .sin ¢)
gebradyt werfen, wo o und ¢ jwei reelle GriFen begeichnen,
weldye man aud den Gleichungen
Qcos p=ua, ¢Qsing=>
Deftimmen Eann, ndmlid)
0=Va?+0b2, cos¢= %, sin ¢ =—:—
Die Grivfe o, welde man iibeveingeFommen ift ftetd. pofitiv
s nehmen, Deift der Modulus des imaginiren Ausdruds
a—+b) —15 dagegen ¢ Dedeutet cinen Winkel, deffen

Gofinus und Sinus durd) die angegebenen Ausdriide fejt=

geftellt werden.
§. 113. Wenn man in die Entwidelung der Function

ez, §. 107, nimlid)
x2 x3 zt 8
geldets ot aaiTagn, T
ftatt @ an die Stelle fept 1/ —1, fo erhdlt man
r— —_— 2 3 Vj x4
AT AR ) o e e e
3 Y —1
T334
Bergleidyt man aber diefe Reihe mit den Entwidelungen
vont cos z und sin 2z, §. 109, fo wird man finden, daf
fie cinerlei ift mit cos # 1/ —1 .sin 2. Man Dat alfo
ezV—1=cosz -+ —1.sina.
Wenn' man dag Vorzeidyen von 2 dndert, jo wird
e— V=1t =cosaz — )/ —1.sinz.

236
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Diefe Gleidyungen, weldye in der Diathematift von J\L‘BCI
Widtigleit {ind, vithren von Guler Ger.
Man erhdlt ausd ihnen wnmittelbar

sl @ == e e T

§. 114. Die vorhergebenden Formeln enthalten alle
die Jefultate in fid), weldhe man fonft gewobnt ift aus dev
unmittelbaren Vetradytung der Winkel herguleiten. Tenn
wenn man die Deiden Gleidyungen

V-t =cosz+ V=1 sinz
V=1 =cosy -/ —1.siny
mit einander multiplicivt, fo findet man
SNV =1 = cos x cos y — sin x sin y
+ ¥V —1.(sin 2 cos y -} cos  sin g).
Aber von anderer Seite ift

£eTV=1 — cos (a4-y) + V= Lsin (v 49);
und aud der Gleichung Deider Ausddriide folgt, vermige
81 141

cos (¢ —y) = cosx cosy — sinx siny

sin (z-4-y) = sinz cosy - cos x siny,
weldye beiden Gleidyungen, wie befannt, die Grundlage fiir
alle trigonometrifhen Nelationen audmadyen.

§. 115.  Wermittteljt der gegebenen imagindren Aus=
driidfe fiir cosa und sinaz fann man aud) fitr alle itbrigen
trigonometrifdyen Functionen dbnlidye  Ausdritde bilden,
So hat man 3. B.

sin & i AVIE (GG Ve
lang # = s i e

cos & Y Q= e_mv——}

vder
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1 3 VIIT L
g U e R
Mian zieht aud diefer Gleichung

V1 1+ V-—_lflang z
e =5 —
{— Y —T.tang z

lang xr =

und folglid)

W 1 1+ —1.tang

R 2/ =1 1= Y —1.tang z

Cntwidelt man diefen Logarithmus nach dev Fovmel, eld)e
fi) am Sdyluffe ded §. 102 findet, fo Hat man

1 1 { 4id '
@ =langz — - lang a* -k g lang 25 — = tang &7 -+t

x

Died ift wicder die im §. 110 gegebene Reibe von Leibuiz.
§. 116. Die Entwicdelungen
2 73 2t
er = | +$+ —2’——{—2’—3‘—"‘*2*3—-1—*-&.
sinz =2 — ;—33—}—5—3{31—5——&
2 4

cosx=l—%+m—zr.
gelten aud) dann nody, wenn man dem BVogen & einen be=
liebigen imagindven Werth & = m - n J/ — 1 beilegt.
Denn man Fann geigen, daf die Subititution vonm4-nl) —1
fitt @ in der erften eihe, und die Multiplication der beiden

Reiben, weldhe die LWerthe von e» und ¢"V—1 parftellen,
einerlei Jefultat geben. Ebenjo Fann man bemerfen, daf
sin (m+4-n) —1) =sinm cos(n)/ —1)4-cos msin(n)/ —1),
und wenn man nun die Entwidelungen von sin m und

cos (n)/—1) Dildet und mit einander multiplicivt, und
dagu dad Product aud den Entwidelungen von cos m und

sin ®)/—1) addirt, fo wird man das namliche Refultat
evhalten, al8 wenn man unmittelbar in dev NReibe, weldye
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den Werth von sin 2 darftellt, # = m ++ 2l —1 fept.
In gleidher Weife hat man
cos (m-+n)/ —1)=cosmecos (n)/ —1)—sinm sin (n}/ —1),
und man evfennt, daf das Product der Entwidelungen von
cos m und cos (n}/—1), vermindert um dag Product der
Gntwidelungen von sinm und sin (n)—1), dasfelbe o=
jultat gibt mwie die Subftitution von m + a}/ —1 fiir 2
in der Reibe, toelche den Werth von cos @ darftellt.

Aus diefer Vemerfung folgt, daf die Gleihungen der
§S. 113 und 114, welde die BVezichungen unter den Eypo=
nentialfunctionen und den trigonometrifchen Junctionen ausd=
dritdfen, aud)y nod) in denjenigen Fillen Geltung Haben, wo
man dev Vevinderlidyen & den imagindren Werth m -+ n)/ —1
Deilegt.

Moivre'fhe Binomialformel. Aufldjung der binomifdhen Gleichungen.
§. 117, Man hat aus §. 113 die Gleidung
V=t = cos & 4+ V —1.sin g,
in welcher @ eine Deliebige 3ahl bedeutet, und dic Wurgel=
grife 1V —1 nad) Gefallen mit dem Jeichen - oder dem
Jeidgen — genommen terden Fann.  Sdyveibt man max
ftatt 2, o m eine beliebige, jedod) veelle Conjtante be5ei'd)net,
fo fommt
emeV =t = cos mz 4 V' —1.sin ma.
Wenn man aber tie vovige Gleidyung sur Poteng m evhebt,
fo erhdlt man
ensV—1 — (cos & 4 V —1.sin z)m.
Taraud folgt durd)y Gleidyfepung
(cos z + V=1 .sina)m = cosma 4 V' —1. sin me,
weldye widtige Gleidung von Moivre Dervithrt und den
Namen der Voivre’ fchen Vinomialformel fithrt.
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Der gegebene Vetweid gilt fitr jeden Wertl) ded Crpo=
nenten m.  NVian Fann jedod) fitr den Fal, wo m cine po=
fitive gange 3abl ift, den Vetveid anfdhaulidyer fithren, wenn
man die fucceffiven Potengen von cos # 4+ ¥V —1 sin &
wirflidy entwidelt. So erhdlt man
(cosz—+ V' —1.sin z)?

= cos @2 4 2/ —1 . cos z sin & — sin x?
= cos2z + V' —1 . sin 22,
(cosz 1V —1 . sina)s
= (cos -+ V —1.sinz) (cos2z +V —1.sin 2)
= cos 3z + /=1 .sin 3z,
.

§. 118, Die Moivre’fdye Binomialformel Gefert un=
mittelbar den Ausdrud fitv die Wurieln der Gleidyungen
2 —1=0 und a» +1=0,

wo = eine gange Jahl bedeutet. Seft man namlicd)
o '=.0 {cos ¢+ V —=T.sin @),
wo o pofitiv vorausgefest wird und ¢ irgend einen Winfel
Degeidhnet, fo mird
an = gn (cos ng + V=1 sin ncp)
Durd)y Subftitution diefes Werthed verwandelt fid) die
Gleidung a» — 1 = 0 in
0" (cos np + V' "1 sinng) — 1 = 0,
und diefer leptern Gleidbung fann nady §. 111 nur Geniige
gefdyehen, twenn man eingeln Hat
greos np — 1 =0 und sinng=20,
folglidy, wenn man mit % eine Delicbige gange Jahl be=
seidynet,

Mian erhilt alfo
2 3 | (7
r = CoSs m:" &+ V —1. 2-::1,
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welder Ausdrud alle veellen und imagindren Wurzeln der
Gleidung a» — 1 = 0 in fich enthalten muf. Sept man
guerft k=10, fo hat man =1, und died ift diejenige
veelle Wurzel, welde die Gleihung nothwendig liefern
mufte.  Set man ferner k =1, k =2, k=3, x
bis8 k=mn— 1, fo findet man = — 1 andere verfdyiedene
Wurgeln, weldye fammtlicd) der gegebenen Gleidung ange-
boren. Sept man k= n, fo Dat man wicder die veelle
Wurgel 2 =1. Fiiv k=n 41 findet man twieder die=
felbe Wurgel, weldhe vorhin aus der Annahme & =1 Her=
vorging; und fo fort. Alfo liefert der obige Ausdrud
wirflid) die » veellen oder imagindven Wurgeln der Glei-
dung 2» — 1 =0, und nur diefe; und jwar entfpredyen
diefelben den =z erften Werthen fitr & von 0 big n—1. Jn
dem Defonderen Jalle, wo = cine gevade Jabl ift, gibt der

allgemeine Ausdrud fitr & =%, z = —1, b. | die iweite

veelle Wurgel, weldye tie gegebene Gleidhung aldgdann ent=
Dalten mug.

Die Wurzeln der Gleidhung 22 — 1 = 0 oder an=1,
weldye aud)y Wurgeln der Einheit genannt werden,
(ajfen fid) demnady ausdritden twie folgt

z~_005~+V—1 gin .

n
-Z'—COSH—f—V——l bln~—
x_cosT-—}—l T Hin o
o 6 N TR
£ =="¢08 . + ¥ —1 . sin g
2(n~—1

2 = cos K. -k ﬁl)“

—I—] WY e ¢ il
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§. 119. Subjtituirt man fen Ausdrud
&= (cos ¢ +V —1 .sin )
in die Gleidung a» 4+ 1 = 0, fo erhdlt man ¢benfo

o (cos np 4V =1.sin np) + 1 =0,

und diefer Gleidyung Fann nur Geniige geleiftet twerden,
wenn- man eingeln hat”

orcosng +1=0 und sinnp =0,
folglich, twenn foieder & eine Deliebige gange 3ahl begeidynet,
. kDw

e SYULERR o et f

n

Demnady wird der Ausdrud

&, == GOS8 ?k+ +V—1 sin (lr-l—i)_:c_‘

alle Wurzeln der Gleichung an -+ 1 = 0 in {idy enthalten
mitffen. YVian findet diefe LWurzeln, wenn man tie in dem
vorhergehenden Falle nady und nady k =0, k = 1,
k=2, . 0i8 k=n — 1 fept. Denn diefe n Werthe
find fammtlid) von einander verfdyicdens toolite man aber
k=mn k=mn-1, 2 feben, fo wiivden nur diefellen
Werthe in derfelben Ordnung twiederfehren. Wenn n cine

gerade 3abl ift, fo find alle Wurzeln imagindr; wenn aber
n ungerade ift, fo liefert dev obige Ausdrud fitv & =7'—T—1,
x=—1, 0. D die eingige veelle Wuryel, welche die Glei=

d)ung a[t}bann Defibt.

§ 120. @xc)ci)tefu[tatemubenaugenra[hgu wennman
fich cine Kreisperipherie, Fig. 25., von dem Endpuntte O
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Big. 25.  eine8 Durdymeflers aus in 2n gleide Theile
o 3.4 cingetheilt denft. AlSdann werden die Theil=
punfte 0, 2,4, 6,8, . von gerader Ord-
) mmg diejenigen Bdgen beftimmen, deven Cofi=
- nug und Sinus in dem Yusdrude fitr die
Wurgeln der Gleidhung 22— 1 = 0 enthalten
finds dagegen ferden die Theilpuntte 1, 3, 5,
77,9, w. von ungerader Ordnung diejenigen
T Biogen feftftellen, deren Cofinud und Sinug in
Den usdrud fitr die Wurzeln der Gleichung a1 =0
eingeben.
§. 121, Man Fann bemerfen, daf bie perfchiedenen
Winkel, weldye burd) bie beiden Yusdrice > unb (2k+1) 4

dargeftellt fverden, von foldyer %efd)aﬁen[)nt find, daf einer=
lei Gofinug und entgegengefebte Sinus ftets jweien unter
diefen Winfeln angehiren. Man darf diefed fchon aus der
Doppelfinnigleit des Borgeidyens von V' — 1 {dlicfen, da

jede Wursel der (Sj[cid)ung an—1 =0 ceben fowol durch
R

& = €0s — —|—V—1 sin =~
alg audy durd)
m—-coszl‘—:—t—V 1 .sin %’f

audgedritct werden fann Bildet man nun dad Product
aud den  beiden zufammengebirigen Factoren des erften
Grades

(oo odb 2 i P20 "5 con 2
\ e I .sin n> z cos —
+ V —1.sin 2%‘)

fo erbdlt man dad veelle Refultat
Rk

x* — 2z cos

it

Navier, Diff.z und ,.;hte‘t]talt I %anb 9
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und Hievin finden fih) auf eine allgemeine Weife die Factoren
be8 jtoeiten Grades davgeftellt, meldye in dem Ausdrude
an—1 enthalten find. Jimmt man ndmlid) in jenem Aus=
drude der NReibe nad) fitr £ alle gangen Sablen an, welde

g nidt {itberfteigen, und fept jeden der dadurdy evDaltenen

Ausdriide = 0, fo exhdlt man eben fo piele Gleidyungen
pom joeiten Grade, twelde die Wurzeln der gegebenen
Gleidung liefern miiffen. ©8 ift dabei jedod) u bemerfen,
daf fitr k=0, wo der in JRede fehende Ausdrud wird

—2x -1 ober (z — 1) (# — 1), dennod) der Factox
x — 1 nur einmal gejablt werden darf, wenn man die ge=
gebene Gleidung aus der Multiplication der Factoren, weldye
ihren Wurzeln entfprechen, wieder jufammenfepen will. Cben=

fo fitv k= ’Zv wenn » eine gerade 3ahl ift, wo der vorige

Ausdruc wird 2 - 2 -+ 1 oder (z + 1) (@ + 1), darf
gleidyfall8 der Factor @ 4 1 nur einmal geredynet werden.

Auf gleidhe Weife Fann man jeigen, daf die imagi=
ndren Wurgeln der Gleidyung x, 4 1 = 0, paarieife mit
einander verbunden, veelle Factoren ded jroeiten Graded Her=
vorbringen, deven allgemeiner Ausdrud ijt

2? = 2z cos — 2k+1 +1,

und su ahnliden BWemerfungen, wie vorhin, Anlaf gibt.
§. 122. Die gewonnenen Grgebnifie laffen {ich leidht
auf Gleidhungen iibertragen wie
2" —a=0 ud 2"4a=0,
wo a cine belicbige abfolute Jahl Degeichnet’ denn fept man

%:y, fo Fommt man mwieder yurii€ auf y» —1 =20
a -

und y» 4 1 = 0. Man erfennt Hievaus, daf die nte Wur=

sel aus einer jeden 3abl a allgemein = Werthe befist, tweldye
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den Producten aus dem numerifchen Werthe von Va mit
den » Wureln der EGinbeit gleidy find 5 d. h. man mug,
fobald man {id) aud) auf das Gebiet der imagindren Wur=
geln einldft, unter der nten Wursel aus 4 aden Ausdrud
verftehen

]}a_<cos2—l‘f—{—l/-1~sm £

Cbenfo wird die nte Wurgel aus — @ bargeﬂeﬂt durey den
Ausdruc

Vo (Coos ZEEUE L = B
Va (cos e B )
Beide Ausdritce liefern die gefudten n Werthe der Wurzel,

wenn man fitr & nad) und nad) die gangen 3ablen 0, 1,
2,3, ...n— 1 {ept. Will man {idhy auf die wveellen

Werthe von }/ '+ a befdyrdanten, fo exhalt man deren nur
einen, nimlid) 4 Ve, wenn = ungevade ift; dagegen giei,
nimlidy + Ve, wenn n gerade ift. BVerfilhrt man ebenfo

mit V' —a, fo exhdlt man den eingigen veellen Werth — Ve,
mwenn n ungerade ift; dagegen eriftict Fein veeller WertD,

wenn . gerade ift.
§. 123. Die fo eben nadygemwiefene NMothoendigkeit,

einen Ausdrud wie Ve, wo a cine pofitive oder negative
3ahl bedeutet, in vdlliger Allgemeinheit ftetd mwie die Dar=
ftellung von = von einander verfdyiedenen veellen oder ima=
gindren Werthen zu betradyten, gibt foglei) nody Anlaf ju
ein paar Bemerfungen, twelder jur aIIgememen Deutung
der Mioivre’{den BVinomialformel
(cos @ + ¥V —1.sin z)m = cos me 4 V' —1 . sin ma

udthig find. So lange ndmlidy der Erponentm eine gange
3abl ift, Dat jede Seite dev Gleihung nur einen eingigen
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Werth, und diefe beiden Werthe {ind identifd), wovon man fid)

durd) Bildung der mten Potens von cos & 4 ¥ —1 .sinz
auf dem Wege der Miultiplication {iberzeugen Fann. Aber

; : 1
wenn  der Crponent ein WVrudy ift von der Form i

oder allgemeiner bon der Form ’—; (tvo p und ¢ al8 velative

Primgahlen voraudgefest werden), fo muf die linfe Seite,
permdge de8 Borhergehenden, ¢ verfchicdene Werthe dar=
ftellen.  Diefe Werthe werden nun aud zum Borfdein
fommen, tenn man auf der vedhten Seite den Factor

cos ?-qkf —+V —1.sin 2%‘ einfithrt, toeldyer die ¢ Wurzeln
der Einbeit liefert, und davin fitr & eine Reibefolge von ¢
gangen 3ablen fept. Man wird alfo fdyreiben
P
(cos & 4V —1 .sin 2)! =

(cos% @ 4 V —1.sin % a:) <cosg~;“-t +V—1. sinz%n>,
oder, wad dasfelbe ift,

4
(cosz + ¥ —1.sin w)"=cosﬁ—q2ﬂ+l’ —1.sin’iz—|;2k“,
oder teil man, da p eine gange 3abhl ift, ftatt & aud) pk
fdyreiben fann,

P
(cos & 4V —1 .sin 2)! = cos qﬂ (z 4 2km)

4V —1.sin .’qi (z + 2kx).

Alfo um die ¢ Werthe gu erhalten, weldye die redyte Seite
der Gleidyung

L
(cos z 4V —1 . sin &)? = cos g— %4V —1.sin %x
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liefern muf, Dat man nuv ndthig, den Winfel 2 nad) und
nad) um die Wielfachen 0, 1, 2, 3, ....¢—1 der Kreis-
periphervie 2m gunehmen s laffen.
§. 124, Die vorftehenden JRefultate geben audy die
Auflofung der Gleichungen von der Form
am - azn b = 0.
Denn nimmt man juerft den Werth von z», fo hat man

I == bs ; 4 ]/1—2 ~ b,
und wenn hierin die Wurgelgrofe veell ift, fo bleibt nur
nod) die Gleichung aufzuldfen.

i At
dbnlich derjenigen ded §. 122.

Wenn aber die genannte Wurselgrdfe imagindr ift,
alfo b pofitiv und gugleid) a® << 46, fo fann man in der

aegebenen Gleidyung V% = c0s ¢ und %L =y feben,
Vb

und diefelbe mithin in die eine oder die andere der Deiden
folgenden Gleichungen wmmandeln
g y" =2cosg.ym+1=0
y*+2cosg.y»+1=0,
je nachdem ibr jweites Glied negativ ober pofitiv war.
WBetrachtet man jundad)ft den erften Fall und fubftituirt in
bie Gleichung
y* —2cosg .+ 1=0
den Ausdruc
y=g(cos ¢ + ¥ —1.sing),
wo ¢ al8 pofitiv vorausgefelt wird, fo Fommt
02" (cos 2n ¢ 4V —1 .sin 20 ¢) — 2 gn cos g. (cos ng
-V Tsinng) 4-1=0,
weldye Gleidyung in die Deiden gerfillt
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Q" cos2m @ — 2Qrcosg.cosn@ 41 =0
Q%" sin 2n ¢ — 2 o» cos g.sin n @ = 0.
Wegen sin2n¢@ = 2 sin n¢ cos n ¢ gibt die lepte Gleidhung
% Hadinosig
¢ = cosn g’
die erfte Gleidyung aber Fann aufdie Form gebradyt werden

61; =2 cos g .cosn @ — Q" cos 2ng,
ober mwenn man Dievin auf der recdhten Seite fiir g» feinen
vorigen LWertl fept und die Vegiehung cos 2ng =(cosny)?

— (sin ng)? Deritdficdtigt

17g\ , CO8 ¢
" cosm g

Folglid) hat man
1
or = o woraud ¢ =1,

und fodann

2knt-g
€os ng = cos ¢, woraud ¢ = BT e

wo k wie frither eine belicbige gange 3abl bedeutet. Die
gefudhten Wurgeln werden alfo durd) den Ausdruc

Ry 2kntyg T P L
y-—-cos—n———+l/——1.sm =

dargeftellt, worin man fiir k alle gangen 3ablen von 0 big
n—1 su fepen hat. Die rveellen Factoren ded jiveiten
Grades, weldye der gegebenen Gleidyung angehoven, mwerden
dargeftellt durd)

Y% — 2y cos lk%;—t—y—-{— i
Behandelt man ebenfo den jreiten Fall indem man
in Die Gleidyung

y*"+2cosg.yn+1=0
pen Ausdrud fubftituivt

y =0 (cos ¢ 4V —1.sin ¢),
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fo erhilt man gleidyjalls @ =1, und fotann
cos'n ¢ = — cos g, woraud ¢ = Mﬁi‘_ﬂu.

Die Wurgeln wevden alfo auégebriid‘t durrd)
FLle 5 (2k+1)~r+g —}—V 2 (2k—|—|)n+y

und die reeHen E§actoren De8 tweiten Graded bmd)

— 2y cos ————= (QH—“T—W 4 1.

§. 125. Die Jerlegung ber gtoeigliederigen Gleidyun=
gen in veelle Factoven ded erften und zoeiten Grades ent=
fpricdyt einem bemerfensmwerthen geometrifdyen Sape, weldyer
nad) feinem Erfinder der Lehrfap von Cotes genannt
wird. JIn einem Kreife, deffen Halbmeffer der Cinbeit gleid)
ift, Fig. 26. und 27., fei auf einem Durdhmeffer aus dem
Mittelpunfte A4 die Strede AB = z abgetragen.*) Der

Big. 26. Big. 27.

’:/ 70
Bogen 01, von diefem Durcymeffer aus gerechnet, werde
mit ¢ beseichnet, und die Linge B1 mit y.  Alsdann ift
offenbar

y - V(cos ¢ — x)* + sin ¢
und
y® = x? — 2z cos ¢ |+ 1.

*)Jn den Figuren iff AB fleiner als der Halbmeffer angenommen;
jedoch ift dies nidyt nothwendig, fondern der Punft B fann and
auferhalb des Kreifes fallen.

http://rcin.org.pl



136 XI1. Abfdynitt.

Man denfe fid)y nun, vom Puntte 0 aud, die Kreigpevipherie
2 in 2n gleide Theile eingetheilt, und die Lingen BO,
Bl, B2, B3, . vefp: begeichtet ‘niiti Yo, V¥ Ya, Ys i
Yan—1t.  Legt man alddann dem BVogen ¢, in dem borigen

. o 1w 2
Ausdrude fitv y2, nad) und nady die Werthe —n -:r, f,
3 2m—1
s NN Dei, fo erhdlt man
n n
Up v = 2:1:005-:7r 4+ 1

Y =" — 2wc0s£‘+1
Y, =¥ 2 cos +1

YA usE ot —2a:cos7-+-1

Y20y 2= o2 — 2 €08 M —+ 1

(2n—1 +l

Nun lehrt der Augenjchein, daf, wenn man [)'ler die ? von
gevaber Ordnung oder die y? von ungerader Ordnung her=
audhebt, man die Factoren Dded gweiten Graded von Len
Functionen z»—1 und z»-1 exhalten wird, deren allge=
meine Ausdrite im §. 121 gegeben find. Ferner fieht man,
daf die Theilpuntte, welde gleid) weit von den Endpuntten
des Durdymefierd 4B entfernt {ind, identifche Werthe von y
geben, fo daf man immer hat Ya—1 = Ynt1, Yn—2 =
Yatz, 20 Endlid) Hat man ju beadyten, daf in Folge deffen,
was in dem angefithrten §. gefagt morden ift, diejenigen
einfadien Factoven nur einmal gezdhlt werden ditrfen, reldye
in den Paftoren ded weiten Graded enthalten find, die den

Yy et 2 COS. —
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CS’:nbpunfreil des Turdymeffers entfpredyen. Folglidy hat man
o = Yo . Ya Y5 Yp .o Yan—32
o1 =Y Ys. Ys Yraoren. Yinth ;
i weldyen beiden Gleichungen dev Lehrfal von Coted ent=
Dalten ift.

Wenn die Confteuction in einem Kreife vorgenommen
mwdve, deffen Halbmeffer = o ift, fo toiixde man, obhne die
Berhiltnifie unter den Linien dev Jigur zu ftoven, auf den
vorigen Fall juritdfommen, fwenn man den Halbmefjer o

auf die Einbeit, und auf{)Z veduciven wollte.  Demnacd)

Dat man gleichfalls
.Z"‘—‘Q":yo.yz.y;;.ys ..... Yan—2
$"+Q"=y1.y3.y5.y7 ..... Yan—1,
W0 Yo, Y1, Y2, 20 jept Die Lingen der Linien BO, B, B2, .
in einem Kreife vom Halbmeffer o bedeuten.
§. 126. Gine dhnliche Conjtruction [(aft fid) angeben,
um die Gleichungen des §. 124
™ — 2cosg. 2"+ 1=0 und 242 cosg.an41=0
i ihre Factoven gu gerlegen.  BVermibge der dafelbft ange=
gebenen 2Auddriice fitv die veellen Factoren ded jzwweiten
Grades, weldye diefen Gleichungen angebren, erfennt man
leicht, daf die Quadrate der Linien BO, B1, B2, . diefe
Bactoren darftellen, boraudgefept, daf man die Eintheilung
der Kreidperipherie in 2z gleidhe Theile nicht von dem End-
puntte € 0e8 Durdhmeffers Deginne, auf weldyem die Strede
AB = =z abgetragen tworden ift, fondern foie in Fig. 28
z”sig. 28. von dem Punfte 0, naddem man von
23

& C aus den Bogen €0 = % abgetragen

G bat. Mennt man wieder Yo, ¥, Yz, Ys, .
5 die Ldingen BO, Bl, B2, B3, ., fo erz
balt man
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o™ - 2,008 g. 24 =02 S Yad S8aP i Y624 iy dania
™12 cos gvam+ bimmtn i e < ¥s? <t i Y an—i.

Diefer lepte Sap, den Moivre gegeben hat, enthilt
itbrigend den vorigen al8 einen befonderen Fall in fidy;
denn man Dat nur g = 0 su fepen, um den Lehrfap von
Cotes ieder hervorgehen su laffen.

Jmagindre Functionen. Allgemeine Ausdriife der Logarithmen und bder
Sinug und Cofinus.

§. 127. Die Cigenfdhaften der imagindren Ausdritce
griinden fid) allein auf die in den §§. 111 und 112 dar-
gelegten Begriffe, fo wie auf die IJdentitdt der Ausdritde
esV=1 und cos@ ¥ —1.sinz, §.113, mwelde unmittel=
bar gu der Winomialformel von Moivre, §. 117, fithret.
Bon den meiteven Folgerungen follen Dhier nur nody die
einfadyften jur Spradye gebradyt werden.

Die Grundeigenfd)aften der einfadhen Junctionen am,
log z, a*, sinz und cos &, bleiben nodh) beftehen, wenn
man der Bevdnderlichen @ einen imagindven Wertl) beilegt.

Die Natur der Junction am befteht davin, daf man
immer hat am ar = zmtn,  Sept man nun

x=2s (cost -4 Y —1.sint),
fo toird _
am=gm(cos t-|- Y —1.sint)"=sm (cosmi |V —1.sinmt)
an =—sn (cost V —1.sin tyn=1sn (cos nt+V——1.sin nt),
und mithin
am gn=gm+n (cos (m+n) {4V —1. sin (m—+n)f) = amtn,

§. 128, Jn gleider Weife mup die Junction e {tets
geben @ @ =atv, 1eberdied fann man immer ftatt a=
die Function e betradyten 5 denn fept man @* = e* und
nimmt auf beiden Seiten bdiefer Gleidhung die Neper’{chen
Logarithmen, fo fommt 2z le = v, und man Dhat alfo nur
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ndthig @ mit le gu multiplicicen, wenn man a® in e um=
wandeln will. Sept man aber © = m | » V—1, und
y=p -+ q¥V—1, fo witd
er=emtn Vot—gn enV—1 — em (cosn - J/—1 . sin n)
V=t TIV=1 —op o1V —1—=¢F (cosq -+ V—1.sing),
folglid)

€® ¢'=gntp (cos(n4-q) + V —1.sin (n4q) ) = estv,

Dian muf beacdhten, daf in der Ummwandlung von a=
in ez, indem man @ mit le multiplicict, die Vorausfepung
enthalten liegt, daf der Logarithmus la angegeben tverden
Eonne, 0. h. dap @ eine veelle und pofitive Jabl fei. Die
in Ytede ftehende Eigenjdyaft der JFunction a= befteht nidyt
mebr ofne Ginfdranfung, wenn man der 3abl @ audy
negative oder imagindve Werthe beilegen twill,

§. 129. Die Natur der Logarithmen befteht in der
Besiechung log ay =log x4 logy. Diefe Gleidhung findet
in gleicher Weife {tatt, man mag den BVevdnderlidhen z undy
belicbige reelle und imagindre TWerthe beilegen, wenn nur
immer die BVafiz e ded logavithmifchen Shftems eine veelle
und pofitive ahl ift, gemdp dem, mad im §. 64 gefagt
mwurde. Wm diefed nadyzuiveifen, Eann man le ftatt log a2 be-
tradyten, da e8 nad) §. 104 Dinveicht, die Function log 2
mit la gu multiplicicen, um fie in Iz ju vermandeln. Sept
man nun ¢ =s (cos t + V' —1 .sint), y = u (cosv 4
¥V =1 .sinv), und beacdhtet man, daf nad) §. 113., et?=1
=cos t + V' —1.sin t, woraud8 ¢V —1 =1 (cost

+ V=1 .sin¢), und daf cbenfo v V' —1 = I (cos v
+ V=1 .sinv), fo hat man
le=1Is 4tV =1

ly=lu—+ oV —1,
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woraus
let-ly=1.su-(t4+v) ) —1=1.2y.

§. 130. NMultiplicict man die beiden Seiten der Glei=
dung ezV—1=cosz 4}/ —1.sin mit einer belicbigen
veellen und pofitiven Babl &, und geht fodann su den
eper’fchen Logarithmen iiber, fo erhalt man

lh4aV —1=I[h (cos &+ —1.sinx) ].

Aber nach §. 112 Bann jede imagindre Jabl, wie m oV —1,
auf die Form k (cos x -V —1.sinz) gebradyt werden ;
folglidy liefert die vorftehende Gleidyung den allgemeinen
Ausdrud fiir den Neper’fhen Logarithmusd einer imagindren
3aphl. - Diefer Logarithmus ift gleidy dem Neper’fdyen Loga=
rithmus des Modulus k, ju welchem dag Glied = V' —1
abdirt ift.

Der Ausdrud kb (cosz 4V —1. sin @) reducirt fid)
auf eine veelle pofitive 3ahl, wenn man den BVogen o="2kn
fet, wo & eine gange 3abl bedeutets dagegen auf eine veelle
negative ahl, wenn man x= k4 1)w feht. Wan hat
alfo vefp.

th 4 2kn V =1

h+@k4+1)ayV—1
ald allgemeine Ausdriice der Jeper’fhen Logarithmen der
pofitiven 3abl A und der negativen Jabhl — k. Diefe Aus=
oritdfe mitffen zugelaffen werden, tweil fie den Gleidyungen
ee=g und le+ly=I1.xy Genitge leiften, welde unmit=
telbar aud der Definition der logavithmifdyen Function her=
vorgehen.  Wian erfennt aus denfelben, daf der Logarith=
mug einer jeden pofitiven Zabl nuv einen eingigen veellen
Werth hHat, weldyer dem Werthe k=0 angebirt; der Loga=
rithmus einer negativen 3abl aber bat nur imagindre Werthe.

§. 131, Der vorftehende Ausdrue fitr den Logarithmus
einer 3abl Fann {ibrigend audy aus der Gleidhung ded §. 103
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lz=r[z. e o o0 —1) g —1)3—2c ]
Dergeleitet erden. Wermige diefer Gleihung fann ndmlid),

wenn man » unendlich grof werden [i§t, der Logarithmus
von z aud) davgeftellt nerden durdy die Gringe

lim; 1 (F==i1).
Wil man in diefen Ausdruc aber alle Algemeinbeit Hinein=

legen, deven er fdabig ift, fo hat man nad) §. 122, z;ang,u=

feben al3 dag Product aus dem numerifden Werthe 'z mit
den r Wurgeln der Cinbeit. NVian wird alfo ftatt der vo=
rigen Gringe fdyreiben

lim, r [lr/z— (cosy;f—I— Ve ding - e . 1]
oder
lim.r <]77.c052—r~1m—1> + ¥V —1.lim .l}z_.rsing?.
Hier wird, wenn man » unendlidy grof werden ligt, im
erften Gliede lim. cos 3::—“ = 1, und im jeiten Gliede lim

V=1 und lim .7 sin Q’E = 2%km. Folglidy veducirt fich

der Ausdruckt fitr den Logarithmusd von z auf

lim.r (V2 —1) +2kx V—1, 5. 0. Iz + 2kn V—1.
Sudyt man den Logarithmus einer negativen Jahl —z,
fo wird man auf dbnlide Weife tie rten Wurzeln aus —z,

nad)y §. 122, darzuftellen Haben durd) IT/E (cosm

+ V= —1.sin (Qki_mr), und fodann liefert diefelbe Ent=

widelung ald allgemeinen Yusdruc fitr den Logarithmus
on — z

e k1) 5 VT,
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§. 132. Aus dem Borftehenden leitet man [eicht die
beiden allgemeinen Augdrite ab

1(1) = 2kn V=1, I(—1) = @k+1) n V1.
Bitr k== 0 nimmt der erjteve feinen eingigen veellen LWerth,
1(1) =0, an; bvrgmeite dagegen lefert I (—1)=xV =1,
V’_, welchen eigenthivmlidyen Ausdrud der

Bahl = {dhon Johann Vernoulli gegeben hat. Allgemeiner
hat man i'lbrigeus

woraud © =

und w __1_(:1)_*‘
V ? @k Y —1
Gleidhungen diefer Art find unmittelbare Jolgerungen ausd
der Wezichuna, weldye unter den Entwicelungen der Fune-
tionen ez, sinz und cosz ftattfindet, und laffen fidy nach
diefer Vemerfung ohne Sdytvierigfeit deuten.

§. 133. Mian erfennt in gleidyer Weife, dap die toe=
fentlidyen  Gigenjdhaften der trigonometrifhen Functionen
sinz und cosx, welde durd) die Gleidyungen

sin (# + y) = sin ¢ cosy -+ cos & siny

cos (¢ + y) = cosx cos y — sin z sin y
ausgefprochen werden, aud) in den Fallen Giiltigeit behal=
ten, two man die Vervdnderlidhen 2 und y imagindr annimmt
und vefp. durd) die Ausdritde m+n 1 —1 und P+q Vit
erfept. €8 geniigt in Ddiefer Begiehung auf die §§. 114
und 116 guriice zu vermweifen.

§. 134. Will man {ibrigens die allgemeinen Aus=
privfe fitr den Sinud und den Gofinus eined beliebigen
veellen oder imagindren Wogensd wirklid) entwideln, o
wird man bemerfen, daf
cos (132—{—7&]/——1) = cosmcos(n) —1)—sinmsin (n} —1)
sin (m-}—an) =sinm cos(nV:I)—{—cosmsin (nV-——l).

Aber die Crponentialausdritde fitr cosz und sinz im §. 113,
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weldye nach) §. 116 auch nody fitv den Fall gelten, wo man
fiiv 2 den imagindven Werth » V' —1 febt, geben

e YA i o oy A ,1':_83‘
cos () —1) = 5« Sin @V —1=) 2
Alfo toird

cos (m+nl —1)= en+e_ cosm — Y —1 9”:2—”— sinm

sin (m4-nV —1)= e"_‘_e sinm -V — 19':53:'cmm.

§. 135. ®a eine mutere Ausfithrung der angeregten
Cntioidelungen hier nidit angemeflen erfdyeint, jo mdge nur
die Bemerfung nod) Naum finden, daf alle analhtifdyen
WBegiehungen, weldye unter veellen und imagindven Grifen
aufgeftellt erden fonnen, nur dann ald juldflig angufehen
find, wenn fie aus den Fundamental=Gleidhungen ihre Recht=
fertigung und Deutung erhalten. Diefe Fundamental=Glei=
dungen {ind in dem Anfange diefed ALHNItts aufaeftellt,
und beruben in der IJdentitdt der Entmwidelungen der Aus=
dritfe e=V—" und cos & 4 ¥ —1.sin & in Reiben, welde
Deftandig convergiven.

Ueberdied Daben bdie vorigen Eutwidelungen geseigt,
daf die Functionen der imagindren Grife m + » V=
fidy ftets ale Ausdriide von der Form P+ Q ¥V —1 dar=
ftellten, o P und Q veelle Grifen DLedeuten. Man Fann
daraus {dyliefen, daf dadfelbe bei Functionen eintveten wird,
welde ausd jenen gufammengefept find. Ebenfo verhilt ed
fih mit den umgefehrten Functionen, ie arcsin z und
arc cos o3 und iiberhaupt Fann man im allgemeinen den Sap
eintdumen, daf jede Function, weldye ausd imagindrven Gri=
fen gebildet ift, mwicder die imagindre Form P+ 0V =1,
wo P und Q veell find, annehmen wird.
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Potengen deg Sinus und Cofinus eines Bogens, ausgedritt durd) die
Sinug und Cofinus der vielfacdyen Bibgen.

§. 136, Man hat mehrere Reiben gegeben, mit deven
iilfe die Sinug und Cofinug der vielfadyen Bogen durd)
Potengen ded Sinus und des Cofinusg des einfadyen Vo=
gend, und umgefehrt, audgedritft werden fonnen. Bon
diefen eiben, deven Hevleituny fid) twieder auf die in den
§§. 111 2. enthaltenen Grundbegriffe {tipt, mogen Dbier
nody die folgenden aufgenommen twerden, deren Gebraud)
in der Jntegralvechnung von Nupen iff. Diefelben Dbe=
{drdnfen fidh auf gange und pofitive Potenzen ded Sinus
und Cofinus.

Pian febe :
cosz + V —1.sin &z = u,  woraud 2 cosz=u-}tv
cosz — V —1.sinz =0, V=1.2sine =u—v.

Entwidelt man nun nad) der Netwton’{den BVinomialformel
die mte Poteny von w--v, wo m eine pofitive gange Jahl
begeichnet, fo toird

(2cos x)ym=um 4 mum—1v 4 —————um—2p2 4 .. —+om
oder indem man Deadytet, daff uv = 1 ift,

(2 cos & )m=—=um | mym— Z+m(m
Da man ferner nady der Moivre’{chen Binomialformel ftets

bat um = cos me -+ V' —1 .sinmz, fo fann man ftatt
der Tepten Gleichung aud) fchreiben

m (m 1

m()n

(2 cos z)m = cosmz + m cos (m — 2) z - - cos(m—4)as
—|— .. 4 cosmxz '

+V —1, (sin ma -+ msin (m — 2) x —l-m(m D sin (m—4)x

y ~+....—sinmz).

Bon diefen beiden Reihen enthilt die evjte Glieder, weldye
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paartveife einander gleid) find, mit Ausnahme eined eingigen
in dem BFalle, wo m gevade ift. Die giweite dagegen bejteht
aud Gliedern, weldye fid) immer gegenfeitiq aufheben. NMan
bat alfo:

1) Wenn der Erponent m gevade ijt

m(m—1) :
5 08 (m—4) 2

o <2+2>00s2w m-t)m-2).... (5 +1>
23...(53—1) P34 00

25 QBenn der Erponent m ungevade ijt

(2cosx)"=21 cosmx—|-mcos(m—2)x-+}

(2cosz)"=21 cosmzr-}-mcos(m— )z+m(m D s (m—4)r
m(m—1)..... ’%‘—%
=+ w1 cosz
2.! ..... —2'

§. 137. Gine dhnlide Entoidelung liefert den Aus=
prud fitr die Potengen ded Sinyd.. WVildet man namlid)
die mte Poteny von w— o fiiv den Fall, wo m eine pofitive
gange 3abl ift, fo exhalt man
(Y =1.2sinz)™=u"—mu™ "o} ?n(%!) i g L
oder el w0 = 1 ijt,
¥ —1.2sing)"—=u"—mu™ " +m(m2—l)u"'“ i +o™,
wo bon - a8 obere oder dad unteve Jeidyen gilt, je nady=
bem m gevade oder ungerade ift. Sept man fodann fin
u™ den Ausdrud cos ma + V —1 . sin mz, fo fommt

Navier, Diff.z und Sutegrale. I. Band. 10
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(V —1.2sinz)"=cosma— mcos(m-2)v—| m(m_i)cos(m —4)z
...cosmz

—}—V——l(smmx—msm(m—2) + sin (m—4)x
—-....$sinmx>.

1) Wenn der Erponent m  gerade ift, fo wird die
sweite Reibe gu JMull, und man hat

wl|®

(2sinz)"=2} cosmx-mcos(m-2 )m—l—m(m —)cos(m-4):z:

" <m+2>c052.1] <m+ 1>
v ——1) l 2.3, 47‘i

2) Wenn der Erponent m ungevade ift, fo wird die
erfte Reibe ju Null und man hat

(=1)

m—1
(-1)2 (2sing)"=2 § sinma-msin(m-2 )x-l— 1)5"’("‘ -4)w

m-}-3

m(m—-l)....'—‘z“ﬁx

vl Tl
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X, Ausdchnung ded Taylor’fden Lehriages auf Functionen
von mehreren Bevdnderlidyen,

§. 138. €8 fei die Junction vorgelegt
z=f(z, y), :
in tweldyer wunbygmm unabhingige Bevanderlidhe bedeuten.
DMan nimmt an, diefe Verdnderliden erlangen vefp. die
Werthe  + & unb y + k, und fucht die Gntwidelung
des Werthes, weldhen die Function annehmen wird, d. i. die
Cntwidelung von f(z -+ k, y -+ k) nad) Potengen von
hound k. 3u dem Ende fege man b = o und k= ay,
und betrachte die Grife f (= + ok, y + an) ald Function
von «, fo dag man hat
F(o) = f(z + of, y + ).

Sodann fann man vermittelft des Maclaurin’fdyen Lehriakes,
§. 81, F(e) nad) den Potengen von « entwideln. Man
bildet ndmlid) nad) und nady die Differentialverhiltniife
der: hheren Ordnungen von F(a); diefe find, wenn man
gur Abkivgung f ftatt fle + ok, y 4+ an) fdreidt,

F’ (a)=‘7£g+ff
d
L (“)——g;[z E,;En—l— = 1’

F (a)_;[zs E“ + drodjgzn+ d.l‘d‘/z g"]z +dy3 ’
2. :
Sept man hievin « = 0, {o erbalt man

\r d d
¥ (o)=3§'g+(}f1

]0*
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diz d3z

rre da ds
F* (0)= 5 '+ 3 gamg B3 s En* - i

2. ,
Man erhalt alfo vermdge ded angefithrten Pavagraphen

F(a)=z+§§§ a+%§’ ;—2+337z,, & 2%-{—2&
—}—%n +2%§n +3;;%y m
+g;—fﬂ’ +3£%a§’l2
+gan’

oder wenn man k ftatt of und k ftatt on juriidiest
dz d?z h? d3z h3 diz  he :
ﬂa:—{—h,y—]—k):z—l—;—xhﬁ—ﬁ—zi +mf3+7z—;m+n‘
dz d*z sz h*k diz b3k
+d_yk+dz_—dyhk+d$“dy72—+ dx3dy 2.3
d?z k2 d3z  hk? diz  h2k2
-+ dp 2 +d$dy2 7+ dz?dy? 2.2
d3z k3 diz  hk3
+ @23 wmapas

diz k¢

T v 34
Dag Gefepy diefer Entwidelung ift fofort Flar. Das
jioeite Glied ift das vollftandige Differential dev erjten Ord-
nung von der Function z, in weldem man kb ftatt do und
k ftatt dy gejdyrieben hat. Das dritte Glied ift das voll=
ftandige Diffevential der jiweiten Ordnung von z, mit den
ndmliden Abdanderungen, dividirt durd) 2. Dasd vierte Glied
ift bag vollftandige Differential der dritten Ordnung, mit
penfelben Abdnderungen, dividirt durd) 2.35 und fo fort.
Man erfennt leidyt, wie fid) die vorftehende Entiwide=
lung qud) auf diejenigen Fille itbertragen [ift, wo die vor=
gelegte Function mehr al8 jlvei unabbingige Verdnderlidye
enthdlt, weldye gleidyzeitiq Sunahmen erbalten follen. e
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auf einander folgenden Glieder der Entvidelung find immer
die volftandigen Differentiale der erften, gweiten , dritten,
bierten 2c. Ordnung von der gegebenen Function, in denen
man ftatt de8 Diffeventiald einer jeden BWerdnderliden bdie=
jenige Grofe gefeht hat, um weldye diefelbe vermehrt mworden
ift, und die fodann vefp. durd) 1, 2, 2.3, 2.3.4, 2. divi=
dirt mwerden.

§. 139. Die vorftehende Ermweiterung des Taylor’jdyen
Lehriabes liefert aud) die Entwidelung der Function z=f(z,y)
nad) Potengen von & und y, und damit alfo eine Eriweite=
rung de8 Maclauvin‘fhen Lehraped. Sept man ndmlid
z = 0 und y = 0, und {dyreibt fodann « an die Stelle
pon k, und y an die Stelle von &, fo erhdlt man

dzo dzzo @Bz, ' 28
f(.’l? y)_z0+ Zﬁ_—l_d.l's 2.3—1—2(.

dzo d? zo d3z0 z%y
+ ¥ iny dzdy™ zzdy i
d*z, y* a3z, ay?

T dyr 2 v dzdy* 2

P2y

dy 2.3

dz, dz, d?z,

wo mit z,, dz' dy ' dat 2. Die Werthe Degeichnet mwer-

dz dz dz
' dz’ (l_y’ dz?’
men, twenn in ibnen gleichjeitig @ =0 und y =0 gefept
wird.

Ebenfo witrde e8 fid) verhalten, wenn die Anzahl dex
unabhdangigen Wevdnderlichen betvichtlidyer mwdre.

§. 140. Wil man die FReibe mit einem beftimmten
®liede abbrechen, und die beiden Gringen fennen, jwifdyen
denen Der Werth ded vernadylafligten NRefts der Reibe ent=
balten ift, fo wie e8 in den §§.84 2. in Anfehung der Func=
tionen von einer BVeranderlichen gefdhah, fo mwird man mwieder ju
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der obigen Gntridelung von F(e) juriidfehren mitffen. JIn
diefer Entwidelung bat man namlid), nad) §. 86, in dem=
jenigen Gliede, mit weldyem man abbredyen will, B fitr «
u fdreiben, anftatt e=0 gu feens und folglid) hat man
in der Guntwidelung von f(e—4h, y-4+k) fiv 2 ju {drei=
ben @ - 0k, und fitr y su jdreiben y 4 6Ok, wo 6 wie
fritber eine unbeftimmte, jioifchen Null und der Einbeit ent=
Daltene Jahl bedeutet.  Sept man fodann in dem in NRede
ftebenden Gliede foldye Werthe fitv 6, weldye diefes Glied
fo grof wie moglidhy und fo Flein wic moglid) madyen, fo
hat man die Deiden gefuchten Gringen.

Wenn man g B. in der Entividelung einer Function
von jwei BVerdnderlihen z = f(z, y) mit den Gliedern
der Oritten Ordnung abbricdht, fo hat man

2, 2 3 3

flothyHh=s+ T b4 Gory + TR
dz , i d% d3. [(@--Oh, y--0k) h2k

3 d—y o3 dzdz N j;‘?dyj+ 2

gz_zl_- & . [ (x+-6h,y+Oh) hk?

dy* 2 dz dy? 2

+d3 f(@+-0h, y1-0k) k3

(ly" 2 g

§. 141. Gbenfo verhdlt e8 fidy, wenn die Function
nady fteigenden Potengen dev beiden Wevdnderlidyen # und
y geovdnet ift. Wricht man Dier gleichfalld mit den Gliedern
der Dritten Ordnung ab, fo hat man

dz, x2+d3 5 L% g L

dz,
f@y) =mn+gGot Gy a5 2.3
qu d*z, a.f@,y) =¥y
+ dy y—l_ dl dy Y "I- dx?d‘l _2,‘

24 %2y lf e a.f@,y) oy

. dy* ar’ dy’ 3
B.fE,y) B
+ dy's 2.3/
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wo gu groferer Deutlichfeit 2" und y fitr 62 und Oy ge-
fept worden finds denn die Werthe fammtlicher Diffevential=
verhdltniffe der dritten Ordnung miiffen bier, ihrer Entfte=
bung gemdg, fo verffanden erden, daf man tmmer erft
nad) gefdhehener Differentiation Oz fiiv # und Oy fiir y an
dic Stelle gu feben hat. Nimmt man nun fiiv 6 foldye
Werthe an, welde den Ausdvud des NRefted fo grof ivie
miglid) und fo Flein wie moglih madben, fo erhdlt man
el Gringen, jwifden denen der walre Werth der Ent=
widelung nethwendig enthalten fein mug.

XIV. Marima und Minima der Functionen von einer und
von mehreven BVervanderlidhen.

§. 142. Man Dbetvadyte juerft eine veelle Function

pon einer Verdnderlicyen
y = [ (a),

und vergegentodrtige fich den Inbegriff aller Werthe, weldye
diefe Function annimmt, wenn man z alle moglichen Werthe
vont — 00 big -+ 0O durdhlaufen [dft. LWenn die Werthe
der Function y an irgend einer Stelle ibhres Laufd vom
Wadyfen gum Abnehmen fibergehen, fo Deift dev grofte die=
fer Werthe ein Marimum; und umgefehrt mwenn die
Werthe dev Function vom Abnehmen zum Wadfen iiber=
geben, fo Deift dev Eleinfte Derfelben ein Minimum. E8
ift bievaus Flav, daf moglidher Weife eine Junction tweder
ein. Marimum nody ein Minimum befipen, aber aud), dap
fie deren mehreve haben Fann. Die Aufgabe ift immer, die=
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jenigen Werthe der unabhingigen Vevdnderlichen o, falls
e8 foldye gibt, zu Deftimmen, denen Marima oder Minima
der Function zugehiren.

Wenn dev Werth @ von 2 einem Viagimum der Func=
tion f (@) entfpridht, fo ift Elar, Daf f(a) grifer fein mup
al8 f(a—ky und f(a—h), wo k fo Elein gedadyt twerden
Eann, al8 man nur will. Goenfo wenn dev Werth @ einem
Wiinimuwm dev Junction entjpridyt, fo muf f(a) Eleiner fein
alg f(a—h) und f(a—h). Nad) diefer Bemerfung fann
die in FRede ftehende Aufgabe leidht geldft revden.

Cntwidelt man f(z-h) nad) der Taplor’{dhen Reibe,
fo hat man allgemein
fath)=f(e)+ L@ L ELOR | B/D B o,
und nady den (,nttmcfe[ungen der §§. 84 2c. Fann man diefe
Jeihe mit einem beliebigen Gliede abbrechen, indem man
fitr die teggelaffenen Glieder einen Ausdrud an die Stelle
fet, Deffen Werth groifdyen ztwei jederseit leidht angugebenden
Grangen enthalten ift. Man gebe guerft bid zu dem Gliede
der gweiten Ordnung, und fepe nad) §. 85

2 2
fa+B)= (o) + S22 e BalBrsint
wo 8 eine gwifden 0 und -+ 1_enthaltene 3ahl bedeutet.
€8 Dandelt fi) nun um die Aufjuchung der ndthigen Ve=
dingungen, damit f(«) enttveder grioBer oder Fleiner twerbde,
al8 f(a--h), wo h Deliebig Elein fein darf. Aber wenn
man h nur flein genug annimmt, fo ift fogleid) Flar, daf
man immer das Jeidyen der Summe der beiden Gliede —ﬂ—‘r—) h

dz
az, on) i
—+ ﬂ;;— "2 fann abbdngig madyen von dem Jeidjen

M h burd)

ded erften Glieded d—df(—) h allein, weil

angemefjene Wahl von A fetd Fleiner gemad)t merben Eann
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als d"g;z). Man {dlieft hieraus: 1) daf f(a) nidt anders
grifer werden fann ald f(a--k), weldes BVorzeiden aud)

.t /( ) mit dem

k annebhmen mag, al8 wenn g( 9 — 0 und

Jeichen — bebaftet ift; 2) daf f(a) nidt anbsr@ Eleiner
“al8 f(a+h) werden Fann, weldyed %otgcid)en aud) & an=

a.fla) af(a)
g S R

nehmen mag, alg wenn ——
dyen - beDaftet ift.

Damit alfo filr den Werth a=a ein Marimum oder
Minimum der Function ftattfinde, ift e8 ndthig, daf diefer
Werth a dag Differentialverhiltnif dev erfien Ordnung ju
Null werden laffe. Alddann tird ein Marimum oder ein
Winimum eintreten, je nachdem der ndamliche Werth das
Diffeventialverhdltnif der ziveiten Ordnung mnegativ oder
pofitiv madt.

§. 143. €8 Fann cintveten, daf der in NRede ftehende
Werth die Differentialverhiltniffe dev beiden erften Ord-
nungen gleichzeitig su Null madyt. In diefem Falle ift e8
ndthig, auc) die folgenden Glieder der Entwidelung juzu=
sichen, und nad) §. 85 zu {dyreiben

fla+h) = fl@) + 000 4 2LD 1 4 O1D 1

d4./(x+eh) At
¥ da® '2.3.4

Gine ahnlidhe Vetvachtung toie oben eigt fodann, daf, wenn
’ . d.f(z) a.f(z) h2
die Glieder = h 4 Sgatr e filt @ = a verfdywinden,
diefem Werthe @ nidyt andersd ein Marimum oder Diinimum
der Function gugehvren fann, ald wenn fiir ihn gleid)falls
bas Glied 200 X
oder ein Minimum emtreteu witd, je nacdhdem der ndmlide

mit dem Bei=

3
FEL Null wird; und daf ein Marimum

http://rcin.org.pl



154 XIV. Abfdnitt.

9Werth s Diffeventialverhiltnif der vicvtem Ordnung

dt.f(z)
drt

negativ oder pofitiv madt.

Allgemein Fann fitr einen gegebenen Werth von @ nur
dann ein Marimum oder Minimum der Function eintveten,
wenn in der IJteihe der Diffeventinlverhdltniffe das erfte,
weldhes durd) Ddiefen Werth nicht ju Null wird, von gerabder
Ordnung ift. €8 tird aber ein Marimum oder ein Wini=
mum {ein, je nachdem diefes Differentiatverhdltnif negativ
oder pofitiv foird.

§. 144. @8 fann ferner porfommen, daf der Werth

a von z, welder dev Gleichung % = 0 eniige [leiftet,

008 Differentialverhiltnif dev zweiten Ordnung, fo wie die
folgenden, unendlid) grof tverden [aft. Vermige ter Be-
tradytungen der §§. 88 2c. wird man in diefem Falle {dlie=
fen, daf der Taplor’{he Lehrfap nidyt mehr antvendbar iff,
wm den Werth der Junction in einer nad)y gangen Poten=
sen von k geordneten Jeihe davguftellen. Die vorigen Re-
geln find alfo gleidyfalls nicdht melr antoendbar, und e8
Oleibt nur nody #ibrig, itber den Lauf der Functionswerthe
eine Defondere Unterfuchung anguftellen, indem man die
Function durd) Subftitution de8 Werthe§ a=a -4k nad
negativen oder gebrodhenen Potengen von A entividelt.
LBon den porigen NRegeln find gleichfalls diejenigen
Marima und NMinima ausgefdloffenr, weldhe einem Werthe
a von z entfpredyen, fitv tweldyen dag Diffeventialverhaltnif
% unendlid) gvof oder discontinuivlih) wird. IJn diefem
Balle gelangt man tie vorhin nur durd) eine unmittelbare
Unterfucdhung der Functiondverthe sum Jiele, indem man
den Werth z=a-h in die gegebene Function fubftituirt.

§. 145. Die porftehenden Refultate Fonnen anfdyaulich
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gemadyt toevden, wenn man die Curven betvadytet, deven
Ordinaten y die Werthe von f(2) darfellen, und um gro=
perer Einfad)beit willen annimmnt, daf die Junctionen f(z)
f" @), f” () continuiclich fein follen. Alsdann ift Flaxr, daf
ein Marimum oder Minimum der Ordinate nur in Punften
wie m, n, p, q, Fig. 29, ftattfinden fann, wo die Tangente

Big. 29. pavallel der Abfeiffenachie ift, und

o man alfo hat %= 0. Jnsbe=

m

/\'/ fondere liegt ein Marimum in
n

m und p, wo die Curve ihre

T o
,//\/f Goncavitit nady unten wendet,
l 4

2 ik ] U

alfo d_i% negativ ift; - ein Whini=

mum dagegen in n und ¢, wo die Curve ihre Converitdt
day

nad) unten mwendet, alfo = pofitiv ift.  Jegative Grigen

werden dabei, toie immer, al8 Ddefto Eleiner angefeben, je
grofer ibr abfoluter Werth ift.

Man evfennt gleidhfalld, daff die Wedingung %=0

nidt nothoendig dag Dafein ecined Marimum oder Mi=
nimum gur Folge Hat, weil e8 Punfte geben Fann, in denen
die Tangente der Adyfe der z pavallel ift, wdhrend dennod
die Bunction ohune Aufhdrven junimmt oder abnimmt. Aber
diefe Punfte” find tmmer Beugungspuntte, in denen ficdh dev
Sinn der Concavitit der Gurve dndert, und in denen
mithin dag Differentialverhaltnif dev jioeiten Ordnung,
indem 8 fein BVovgeidhen twechfelt, den Werth Null annimmt.
Weiter unten toerden die analhtifden Kenngeidhen, tweldye
den verfdyiedenen befonderen Punften der Curven ju=
geboven, ausfithrlidher erdrtert wevden.

§. 146. Das allgemeine Verfabhren zur Auffudung
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der Maxima und Minima einer gegebenen Function y=f(x),
mit Ausfchluf derjenigen, welde die devivirte Junction ()
unendlid) groff oder didcontinuirlidy madyen, befteht alfo

darin, daf man die Gleidhung
dy __
XY

in Wegug auf z aufldft, wodurd) man einen oder mebrere

Werthe von @ erhalten wird. Um ju erfennen, ob diefen

Werthen ein DVarimum oder Minimum der Junction ent=

foricht, fubftituirt man diefelben in dad jweite Differential=
verhaltnif Z—;y;, und fieht nady, weldyed Vorgeidhen ihm da=

Dei jufdllt. ollte diefes Differentialverhaltnip zu Jtull
werden, fo iiirde man gu den folgenden iibevgeben, toie
oben ndber aud einander gefept worden ift.

Wenn y als unentroidelte Function von 2 durd) eine
Gleidung von der Form F (z, y) = 0 gegeben ift, fo mird
man nad)y §. 44 ihre Differentialgleidypung bilden und in

diefer Z% =0 fepen. Man exhdlt alddann eine Gleidyung

gifden 2 und g5 und eliminivt man aud diefer Gleidyung
und der gegebenen F(x, y) = 0 die Grie y, fo gelangt
man gleihfalld zur Veftimmung von .

Einige Veifpiele werden das Berfahren erldutern™).

*) Da ter Berfaffer weiter unten Beifpiele gibt, welde fitr den Stand-
punft deé nfdngers reidhlich verwidelt find, fo erfhien e8 ange:
nieffen, die nadfolgenden Beifpiele hier eingufchalten. Sie find aus
ver Differentialvechnung von Moigno entlehnt.  Uebrigens  bietet
audy fchon die Unterfuchung der einfachen Fuuctionen in VBegug auf
ibre Marima und Minima, antniipfend an die §§. 60 1., einen
Stoff ju einfachen Beifpielen; die Function am allein {dlicht, je
nad) der Befdaffenheit des Crponenten m, eine Mannigfaltigleit
von Fillen in fid.
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1) Gine Zahl @ in zwei Theile 2 und a — z ju ger=
legen, fo daf das Product y=2"(a—2)" cin Marimum
oder Winimum wird. Die Crponenten m und n werden
alg pofitive gange Jablen poraudgefept.

Aug der Gleidyung

dy _  w— n—1 .
=2 (a—x)""" (ma — mx — nr)=0

ehalt man die drei Werthe von =
o= 0, d=Ra w=-—

Ob diefen Werthen Marima oder Minima der FJunction
entfpredhen, ird man durdy dad jiveite Diffeventialverhalt=
nif g entfdeiden fuchen. Dev Ausdrvud deffelben ift

2 =a" *a—2)"""(m-1.a—m-1.2—n-1.2) (ma-mr-nz)
— 2" (a—z)" " (m+n).
Subitituivt man Dhievin den Werth & = mm—_‘:‘ , fo rveducirt

fid)y diefer Ausdrud fiir das stveite Differentialverhiltnif
auf feinen iweiten Iheil, welcher negativ ift; folglid)y ent-
fpricht diefem Werthe von z ein Marimum der Function,
Subftituirt man davin die Werthe 2 =0 und z = q, fo
wird der Ausdrud fiix das jweite Differentialverhiltnif
nur dann nidht ver{divinden, wenn man vefp. hat m = 2
und n» = 2. Jn beiden Fdllen veducirt fid) diefer Ausddrud
auf feinen erjten Fheil, toeldher pofitiv wird; folglid) ent=
fpredhen Den genannten Werthen von z jwei Minima der
Function.  Diefes lete Refultat bleibt allgemein fitr alle
gevaden Werthe von m und n Deftehens denn dag erfte
nidt verfywindende Diffeventialverhaltnip ift ftets vefp.
von der Ordnmung m oder ».  Filr ungerade Werthe von
m und n dagegen gehort den entfpredhenden Werthen =0
und z=aea toeder ein PVagimum nody ein Minimum der
Function zu.
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Fitt m = n =1 ift Dhierin die Lofung der Aufgabe
enthalten: Bon allen ifoperimetrifden Rechtecen, deven Um-
fang = 2a ift, dagjenige angugeben, telched den griften:
Subalt Dat.

2) Von allen ifoperimetrifhen Dreiecen {iber einerlei
Grundlinie dadjenige angugeben, toeldyed den groften JIn=
balt Hat.

€8 fei 2a der gegebene Winfang oder die Summe der
brei Seiten, b die gegebene Grundlinie, @ eine jweite Seite,
alfo die dritte Seite 2a—b — 2, fo wird der Inhalt ded
DOreieds ausdgedritdt durd)

Va(@a—b) (a—z) (b+z—a).

Diefer Ausdrud wird zu einem Marimum oder Minimum
werden, je nadydem foldyed mit der Function

y=@—2)(b+z—a
per “Fall iff.  Man feft alfo

dy
d!i=2a——b—2.r=0,

woraid z =a — % 0. h. dag Dreie muf gleichichentlig

werden.  Dad jweite Differentialverhiltnif twivd %:

— 2, b. . negativ, alfo ift der Inhalt ded gleichfdyenEligen
Dreieds ein Marimum.,

3) Boen allen Quadraten, welde einem gegebenen
Quadrate eingefdyricben werden finnen, dasdjenige ju fin=
den, welded den Fleinfien Inbalt Dat.

Nennt man a die Seite ded gegebenen Quadrats, und
2 den Abftand einer Ccfe ded cingefdyriebenen Quadrats
von der nddften Ede ded gegebenen Quadratd, o mwird
der Jnbalt ded eingefdyriebenen Quadrats

y = a* — 2ax -} 22,
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Wean fept alfo v
o i
_E = — 2a + 4.1/' == 0,
woraud ¢ = g-, d. . Die Ecfen Ded eingefdyriebenen Qua=
dratd fallen in die Mitten der Seiten ded gegebenen Qua=
drats. Das jweite Diffeventialverhaltnif wird i

d2y
dz?
d. . pofitiv, alfo ift das angeeigte Quadrat ein Minimum,
4) Die Jahl & 3u finden, deren zte Wurzel ein Mari=
mum ift.

Man bat y = .z'%, orausd
%=ﬁ“’ (i
weldye Gleihung den Wertlh) # = e liefert. Dad jiveite
Diffeventialverhaltnip
W shig s g+ Mo P 1 B8 21r)

dx?

1
——3
nimmt fiiv # = e den Werth an — e , witd alfo ne-
A 1 1

gativ.  Bolglidy ift ec ein Marimum der Functionz*.
Man fann aud) in diefem Beifpiele die Gleidhung

1
y=x* auf die leidhter yu behandelnde Geftalt bringen
zly—lz=0,
wo y ald unentwidelte Junction von z erfdeint. Die
Differentialgleidyung der erflen Ordnung von diefer Glei=
dyung tird
z d 1
37 iﬂl_x_ '+' ly T OI
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und wenn man bievin gy; =0 fept, fo hat man
1

woraud in Werbindung mit der primitiven Gleidhung fid
der Wert) « =e ergibt. Ferner mwird die Differential=
gleidung der jhoeiten Drbmmg

z d% 4 2 dy
¥ ) s

und terden bievin die Werthe 2 = e und id'i =0 f{ubiti=

tuict, fo erhdlt man fiiv — 2% den Werth — ee s , foie

oben.

§. 147, Auf den bisherigen Grundlagen gelangt man
audy gur Veftimmung der Marima und Minima der Func=
tionen bon jwei Vevdnderlidhen. Um grofever Einfad)heit
willen foll dabei die BVorausfebung gemadyt mwerden, daf
die Taplor’{che NReibe sur Entwidelung diefer Functionen
braudybar fei, mie ed in den nmwendungen meiftentheils
der Jall ift. E8 fei gegeben

.3 55 f (=, ).
Die Cntwidelung von f(z+h, y+4k) lefert nad)y dem
vorigen Abjnitte
fath, ) = x5 b4 SLEE k0D X
das. (z+8h,y+9k)
+@ " ! dxdy -
4 ®.f@+0hy+0h &
dy? 2!
o O einen ddyten Vrud) bedeutet. Nimmt man b und &

[)mrelc[)enb Flein an, fo fann man immer dad jtveite Glied

Z—;h—{— k grofer werden Taffen .alé das britte, und
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folgli) da8 Borzeiden ihrer Summe abhingig maden
von dem Woreiden Ded jweiten Glieded allein. Damit
alfo den Deiden Werthen z=a und y=2= ein Marimum
oder Minimum der Function z entfpredhe, . §. f(e, b)
entiveder griofer oder Fleiner fei al8 f(a+h, b4-k), muf

guerft nothwendig dad Glied Z—;h+§; k verfdyminden.

Wegen der Unabhangigfeit der Grofen & und £ von ein-
ander, Fann Diefed ©lied aber nur dann allgemein ver=
fdytoinden, wenn man eingeln Hat
dz dz
E= 0, Ty =0
Ferner muf, twenn man den beiden Sunabmen k und k
irgend me[d‘e be[iebig Fleine Werthe Dbeilegt, die Grofe
i -+ —{—125 s beftindig negativ bleiben, fiir
dz? 2 da: dy dy? 2 /
ein. Warimum, oder beftandig pofitiv fir ein Minimum.
1m diefe BVedingung auf einfade Kenngeidyen 3ururf5ufu[aren
bildbe man die Gleidhung
dz h? dxz h
wat dz dy k+dy= 0

und [bfe diefelbe auf in WVesug auf die unbeftimmte Grife
ko Die Wurgeln diefer Gleihung mwerden imagindr, wenn

k
man bat
d?z \? d*z d?z
<dz dy> o P dy?’
lchs[)e Bedingung nur evfitlit werden fann, wenn 3 , und
e g[ewf‘e Borzeichen [)aben Algdann Eann die Grife
d’z k2 dazz k2
dz dj - ?d? R
durd) willfirlihe Annahmen fitv 2 und & eder Null wer=
RNavier, Diff.= und Integralr. Band. I 11
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den, nody ibr Vorseidyen dndern; fie wivd Deftandig das
Borgeidyen ihres eviten Glieded, d. [). dad Worjeidyen von

2.
di beibehalten. Alfo tritt ein Marimum ein, wenn dad

d2z Y21 y oo
Diffeventialverhaltnif —— 27 hegativ ift, und ein Minimum,

wenn e8 pofitiv ift.
Wenn man dagegen Dat
d*z \? dz d*z
<dw dy) > o
o werden die Wurzeln der obigen Gleidhung veell und
ungleidy; folglich mwird die @rbﬁe
a2z k2 da*z az k
de* 2 dw dy +dy2 %
fitv willfiivlicdhe Annahmen von kb und k bald pofitiv, bald
negativ. €8 gibt alfo weder ein Marimum nod) ein
Minimum.
Gine bejondere BVetvadhtung verdient endlid) nod) Dder
Fall, wo man Dhat

< @z d=
dz dy = i dy2

Asdann Dat die obige Gleichung zwei gleide TWurseln;
. d%

d?z
dz dy * dz*

und Degeicdhynet man den Quotienten mit m, fo

tird

daz 2 azz k2 , 9% >
dz? 2+dzdy +dy2~§—zﬂé(h+m’i)'

Diefe Grife Debdlt alfo bei willfiirlidhen Annabhmen von A
und k f{tetd dasfelbe Vorzeichen tvie g;ig, und mwird nur

dann ju Null, wenn h = — mk ift. €8 findet alfo ein
Miarimum  oder Minimum  ftatt, menn die Annabhme
h = — mk den Jnbegriff aller Glieder der dritten Ordnung
gleichfalld su Null madyt, und dem Inbegriffe aller Glieder
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dts
dz?

Dag Marimum wird den negativen Werthen, das Mini=

der pierten Ordnung dasfelbe BVorzeidhen evtheilt, mwie

. d*z &
mum den pofitiven Werthen pon S sugehdren.

§. 148. Wenn die Werthe a und b, weldye die Glie=
der der evften Ordnung zu Null wevden l[affen, die Glicder
dev gweiten Ordnung gleihfalld sum BVerfdywinden bringen,
fo ift aud dem Fritheven Flar, da ihnen nur dann ein
Marimum oder Minimum  der Junction entfprechen Fann,
wenn audy die Glieder Dder dritten Ordnung fitr bdiefe
Werthe verfdywinden, wdhrend erft die der vierten Ord=
nung Deftehen bleiben.  Ueberdied muf die Summe diefer
Glieder der vierten Ordnung beftandig das Jeichen — Dbe=
Dalten, menn ein Maximum oder beftandig das Jeidhen 4,
wenn ein Minimum eintveten foll. Und fo fort.

§. 149. ®ie vorftehenden Ergebuniffe werden anfdyau=
lich, wenn man die Function z frie die Ordinate einer
Blade anfiehbt, deven Abfeiffen 2 und » find. Soll in
irgend cinem Punfte diefer Flade ein Marimum oder
Minimum der Ovdinate fattfinden, fo Fann man fidy durd
diefenn Punft gwei Ebenen, pavallel den Ebenen zz und yz,
gelegt Denfenn, toeldye die gegebene Flade in wei ebenen
Curven durdyfdyneiden. - Wird nun die Junction z nebijt
ihren Diffeventialverhdltniffen ald continuirlid) borausgefepst,
fo miiffen vor allen Dingen die Tangenten diefer beiden
Sdnitteurven in dem in Rede ftehenden Punfte pavallel
der Ebene @y fein, fo daf die beriihrende Ehene der Fladye
feloft in diefem Punfte pavallel dev Ebene xy ift. Diefe

erfte Bedingung liefert die (Sjleid)ungen%=0 und Z—;‘=0‘

Ferner miiffen die genannten beiden Sdmitteurven ibre
Concavitdt nady der ndmliden Seite Hin fwenden, woraus
il Ty
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folgt, dap die Differentialverhiltniffe % und %: einerlei
WBorgeidyen befipen miiffen. Aber bdiefe [ebtere Vedingung
veidht im allgemeinen nod) nidht hin, um fiiv die Ordinate
der Flache die Erifteny des Miayimum oder Minimum feft=
guftellen s vielmebr twird e8 auferdem nothwendig su unter=
fuden, ob aud) alle anderen durd) den fraglichen Punkt
mbgliden Sdynittcurven, deven Ebenen belicbige WinFel
mit der Gbene az einfdhliefen, indem fie auf bder Ebene
zy vedhtivinklig ftehen, ihre Concavitit eben derfelben Seite
suwenden.  Nun begeichnen kb und £ die beiden von ein=
ander unabhingigen Junahmen, felche vefp. den Dbeiden
Abfciffen @ und g ertheilt worden finds folglid) Eann der

k g 3 - 3 .
Brudy 3 angefeben werden, wie die trigonometrifdhe Tan=

gente des Winfel§, mweldyen eine jener beliebigen Sdynittebe-
nen mit der Gbene 2z einfdylieft. Dian fiebt demnadh, toie
man hier auf die fritheve Unterfudyung suviidgefitbrt tird,

wo filr alle Werthe des Vrudyes %, pon — oc big - 0o,

die Unverdnderlichfeit in dem WVorgeidyen der Summe der
Glieder jweiter Ordnung, . . die Unverdanderlidhfeit in
der Ridtung der Concavitdt fammtlider Scnitteurven,
anf ibre einfachften analptifchen Kenngeichen veducirt wurde.
udy fieht man Tleidht, welde Geftalt die Flade in dem
fraglidyen Puntte befipen miiffe, wenndiefe Unveranderlid)=
Peit in der Richtung der Concavitit fammiliher Sdynitt=
airben nidyt ftattfindet, d. h. twenn einer der beiden Aus=
nahmefille de8 §. 147 eintritt. In dem erften diefer beiden
Falle ndmlid) wird die Fladye fattelformig gefritmmt fein,
in dem gweiten wird fie eine der Gbene zy pavallele Riicen=
linie enthalten.

§. 150. Auf dbnlide Weife findet man die Bedingun=
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gen fiir dag Marimum oder  Minimum  einer Bunction,
wenn die Angahl der unabdngigen BVevdanderlidyen betvddyt=
lidher ift. ©8 fei die Function gegeben

& =f(v/ z, y),
fo Dat man

az
fo+go+hy+h=a+%Tg+ 5% +u
dz d%z
itk Lo il

d?z h?

+dy +d$2 2
+@—dy‘

e my hk
d2z k2
+ W2
Jtun fann man immer, wenn man g, h, k hinveidhend Elein
annimmt, da8 Borzeidien der Summe aller Glieder, welde
Dem gtoeiten oder dem Ddritten Gliede nadyfolgen, von dem
Borgeiden diefes Gliedes allein abhangig maden. Alfo
mitffen guerft die Werthe der Veranderliden v, z, y, denen
ein Marimum  oder Minimum der Function z “jugehiren

foll, den drei Gleidyungen geniigen
dz dz dz
-‘%=0, d_.1z‘_=0’ @=O.

Ferner ift e8 nothwendig, daf fitv die namlidyen Werthe
von », @, y die Summe der Glieder der giweiten Ordnung,
welde man gur Abfiiczung fdyreiben fann

Ag? + 2Bgh + Ch* -} 2Dgk -+ 2Ehk 4 Fk?,
ihr Borzeiden nidyt dndere, weldye Werthe man aud) den
beliebig fleinen Grofen g, h, k beilegen mdge. Diefed er=
fordert guerft, daf 4, € und F einerlei Borjeiden befipen.
Aber gu Ddiefer evften Bedingung treten nod) andeve, weldye
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man nady dem BVerfahren des §. 147 leicht entdecen Fann,
wenn man die atur der Wurzeln dev Gleidyung
Ag® 4 2Bgh - Ch* + 2Dgk 4 2Ek 4 Fk* = 0

ing Auge fapt. So ift 3. B. flar, daf ein Marimum oder
Minimum guverldffig eintveten wird, wenn die Aufldfung
diefer Gleidhung in BVegug auf g, k oder k nur imagindre
Werthe gibt. Diefer Fall foll hier allein nod) einer nabern
Vetradytung unteriworfen fwerden. Loft man ndmlid) jene
Gleidung in Vegug auf g auf, fo erhdlt man imagindre
Werthe, wenn man Hat

(Bh + Dk)? < A(Ch* 4 2ERk 4 sz)
oder audy
(B* — AC) h* + 2 (BD — AE) bk + (D* — AF) k* <0,
welde Werthe man aud) fite 2 und & fepen mag. Alfo
muf man guerft haben

B2 — AC < 0 und D? — AF < 0.
Sodann aber darf man, indem man die borftehende Grige
gleidy Jtull fept und in Vegug auf b oder £ aufldéft, nur
imagindve Werthe erhalten. Die Aufldfung in Vezug auf
h Ligt nun fogleich erfennen, daf die Werthe imagindr
werden, wenn man Dhat

(BD — AE)? < (B* — AC) (D* — AF).

€8 ergibt fid) alfo, daf den aus den drei Gleidyungen
dz dz dz
i B dz B dy i

Devgeleiteten Werthen von v, x, y nothivendig ein Marimum
oder Minimum der Function gugehdrven wird, wenn diefelben

1) den drei Differentialverhaltniffen der gveiten Ordnung Z—zi,

d¥z 4z
dz?’ dy*
- Geniige [eiften

—einerlei Borgeidhen geben, und 2) den Bedingungen
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d?z dzz dﬁ d*z d’z d*z
dv dz vz dz?! \dv dy < dv? dyz’

a2z d’z dz d’z d2z "\ ? d%zd%z azz
_dvdz Wiy_&ﬁ(md y r<dvdz d_vzHZ][Cnd )
d?z d*z
~id |
Und gwar wird ein Vearimum, oder cin Viinimum eintreten,
dxz " diz ' d¥z

je nachdem die drei Differentialverhiltniife

negativ oder pofitiv find.

Wenn dagegen die Gleidung
Ag* 4 2Bgh - Ch* 4 2Dgk + 2Ehk - Fk* = 0
ungleidhe veelle Wurgeln befist, fo mwird ein Marimum oder
Mhinimum unmdglich. Sind aber die veellen Wurgeln diefer
Gleidyung einander gleid), jo ift eine dhnlidye Unterfudyung
erforderlid), wie am Sdluffe des §. 147.

§. 151, A8 Anmwendung der vorftehenden NRegeln
werde DHier nod) die geometrijhe Aufgabe behandelt: Die
Fiivgefte oder [dngfte unter allen geraden Linien i finden,
welde bon einem gegebenen Punfte nach einer gleichfalls
gegebenen Gurve gezogen foerden Eonnen.

(8 feien @ und b die redhtwintligen Coordinaten ded gege=
benen Punftd, und « und y die Coordinaten irgend einesd
Punttd der Curve; fodann ift der Ausdrud fiir die Linge
z der in Jede ftehenden gevaden Linien

=V (@—a*f y—0bp
und e8 handelt fid) davum, den Werth) von 2 aud der
Bedingung gu beftimmen, dap diefer Ausdrud filr z fo

grof oder fo Elein mwie moglid) werden foll. Die Differen=
tiation in Vezug auf = gibt

' dz?! dy?

dy
fii o 97—“+(.’l—b)%
2 = Vo +o—br
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und fept man dies Differentialverhdltnif gleich Null, fohat man
1

dy ) L
a:—a—l—(y—b)%—o, foorausd z_——_a—f— dl.
dz

Da % die trigonometrifcye Tangente ded Winfels Ddarftellt,
weldyer ztvifden der Tangente der Curve und der Achfe der
@ enthalten ift, {o fagt da8 gefundene Refultat sunddit
aug, daf die Fitvzeften oder [ingften Linien, weldye von dem
gegebenen Punfte nady der Curve gegogen werden Finuen,
diefe Gurve unter vechten Winfeln {dyneiden miiffen. Gebt
man fobaml 5um gtoeiten CDifferentiaIver[)ﬁItniﬁ iiber, namlid

= )“y % [x—”J‘b’iﬁ]

e V(z 1Rt W—=l)® I (®—a2+ (y— b)~]

und unterdritft dad weite Glied, toelded vermige der
obigen Gleidyung Null ijt, fo evfeunt man, daf das BVor-=
seidhen Diefed Diffeventialverhiltniffed nur nody abbingig
ift von demjenigen der (Sjrﬂﬁe

d
1+(2) + —b) X
Dian nehme nun guerft an, e8 fel puﬁtw 0. 0. die Curve

twende ihre Converitdt nady unten. '}:w vorftehende Grife
ird aldann immer pofitiv fein, wenn y — b pofitiv ift, -
d. b. wenn der gegebene Punft 4, Fig. 30, tiefer liegt ald

Fig. 30. der Punft M der Curve, tweldyer bon
der Novmale AM getroffen toird.
Der Abftand AM hat alfo in diefem
Falle immer ein Minimum, wie aud)
an fid) P[ar iff.  Wenn Ddagegen,

mabrenb nod) immer pofitiv bleibt,
i T die @rdﬁe y — b mnegativ ift, fo
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daff der gegebene Punft Hober liegt ald8 der Punft M, fo
wird die in Rede ftehende Grofe pofitiv fein oder e8 mwird

e

da:2
und diefelbe Grife wird negativ fein oder e8 tird ein Mayi=

ein. Minimum ftattfinden, wennbd—

mum eintreten, wenn b —y > ( ) ift. Nun twird

dz2

man in der Folge, §. 180, fehen, daf der Werth b — y
dy ™\ 2

11 75)
.

da?

von folder Lage jugehvrt, daf ein aus diefem Punfte mit
dem Halbmeffer CM befdhricbener Kreid mehr al8 jeder an=
dere Krei8 mit der gegebenen Curve yufammenfdllt, fobald
man fid) auf eine unendlicy fleine Ausdehnung zu beiden
Seiten ded Punfte8 M befchrinft. Diefer Punft € wird
alfo auf der Normale diejenigen Puntte 4,, fiiv welde der
Abftand A, M ein Minimum ift, von denjenigen Punften 4,

{dheiden, fitr roelche der Abftand A, M ein Marimum ift.
3u dhnlichen BemerFungen wiirde der Fall Anlaf geben,

einem getiffen Punfte der Normale, C

’

: : $ei i \ !
wo dad Diffeventialverhaltnif Ic% negativ angenommen wird.

§. 152, Diefe Aufgabe fithrt fogleidy su der folgenden
alfgemeineren : Die Fiirzeften oder lingften geraden Linien ju
beftimmen, teldye bon einem Punfte einer gegebenen Curpe
nad) einem Puntte einer gleichfalld gegebenen Gurve ges
sogen mwerden Fonnen.

Begeidynen z, y die Coordinaten eined beliebigen Punkts
der erften Curve und &',y diejenigen eined beliebigen Puntts
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der gieiten Gurve, fo wird die Lange z dev in Rede ftehen=
den gevaden Linien allgemein ausgedritt duvd)
z=V (@—a)2+ (y—y)

Diefer Ausdruc ift alg eine Junction von jtoei unabhin=
gigen Verdnderlichen, 2 und 27, angufeben, indem y ald
Function von z allein, und g ald Function von 2’ allein
betrachtet werden muB. Wendet man alfo die NRegel Des
§. 147 an, o erhdlt man juerft

; .9y , N\
& e an = LF7 QU + @) g7
T v D A T ey
und mwenn man beide Diffeventialverhaltniffe gleid) Null {ept,
z—a+U—y)p=0 s—a +@F— y)—— 0,
foorausd
LK it %
T—2 . dy dy”

dz dx’
Man fieht alfo juerft, daf diejenige gerade Linie, deven Linge
ein Mayimum oder Minimum ift, beide Curven gugleid)
unter rechten Winfeln {dyneiden mup. Bildet man ferner
die Differentialverhiltniffe der zweiten Ordnung, und unter=
oritcft fogleich diejenigen Glicder, welche vermdge der vori=
gen Gleichungen Null werden, fo erbdlt man

dy\? N dy dy
Pz H‘(ﬂ o s s g0 i
@ Y @—a pry—yr 2 Y -y
dy' \?
A ) b
dz? V(z—.z)z—l—(y——y)’

@amua folgt, Dap fitv dad Eintreten eined Marimum oder
Minimum gunddyft die beiden Grofen
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1+< >+(y y) unb1+<dz> —(?/—?l)d,,z

einerlei Borgeichen et[ya[ten miiffen, und iiberdied die BVedin=
gung erfitllt terden mup

(+zey <]+ +o—ng |+

(y_y)daﬂ

Diefe lepteve Vedingung fdyliet iibrigens die borige {dhyon
in fid.

Relative Marima und Minima.

§. 153. Haufig find die gefuchten LWerthe der Vertin=
derlidyen, toeldye eine gewiffe Function ¥ zu einem Magimum
oder Minimum madyen follen, auferdem nod) gemwiffen gege-
benen Wedingungen unterworfen, toeldye durdy Gleichungen
unter diefen Berdnderliden ausgedritft werden. Man hat
e in foldem Balle mit der Weftimmung ecined velativen
Marimum oder Minimum gu thun.  Aus §. 2 ift iibri-
gend flar, daf die Angahl diefer Gleichungen nothivendig
Bleiner fein muf al8 die Angahl der Werdnderliden, von
denen. die vorgelegte Junction V abhingt.

€8 fei 3. B. gegeben

V=_[(2 9 =),
und die Werdnderlidhen =, y, = feien iiberdies an die Be=
dingung8gleidhung gebunden
=0,

wo L eine gegebene Function von @, y, z begeichnet. Dex
Weg, welder fich bier am natiirlidhften davbietet, rird der
fein, die Gleidjung L =0 in Bejug auf eine der Veriin=
terlidhen, 3. WB. z, aufyuldfen und den erhaltenen Werth
in f(x, y, z) su fubftituiven. Die Function V wird als-
dann nur nod) die beiden Werdnderlidhen # und y enthal=
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ten, weldye nun vollig unabhdangig find, und man Hat afjo
damit toieder den fritheven Fall.

Cbenfo twenn unter den drei Werdnderlihen 2, y, z,
die Deiden Bedingungsgleidhungen beftehen
=0, M=0,
fo wird man au8 diefen Gleihungen die Werthe von y
und z durd)y # ausdritden, und fubftituivt man diefelben
in f(z, y, z), fo enthdlt die Junction ¥ nur nod) die
eingige unabhingige BVevanderlide .

Da e8 aber nidyt felten {dywierig und felbjt unmbglich
ift, die angegeigten Eliminationen der Werdnderlichen mit
Hiilfe der gegebenen Gleidhungen irflich auszufithren, fo
mufite man nody auf ein andered Verfahren Bedadyt nehmen.
Dagu gelangt man durd) die Vemerfung, dag die Wedin=
gung de8 Marimum oder Minimum der Junction V for=
dert, dap man I)abe

d —|— - dy -|— = dz =30,
mwabrend 3ugIe1d) die ithferentmtwn ber Bedingungsgleidhung

= 4 +d dy —i——dz—O

Wiren nun ble LBerdnderlidyen z, y, z vollig unabhingig,
fo toiirden die Diffeventiale dz, dy, dz wilfinlid) fein, und

die erfte Gleichung mwiirde mit[;in sur nothiwendigen Folge
faben, baf cingeln =0, & 5=0 W —0 e
die Werthe diefer Diffeventiale mitffen sugleid) aud) dev jweiten
Gleidung Geniige leiften.  Man ird dehalb guvor ausd
diefer jweiten Gleidyung den Werth von einem diefer Diffe=
rentiale, 3. B. von dz, bilden und denfelben in die erfte
Gleidyung Jubitituiven, welde fodann alfo nur nod) dz und
dy enthilt. Die Glieder, mweldye diefe beiden Differentiale
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al8 Factor enthalten, fept man darauf eingeln gleidy Null,
und erhilt fomit gioei Gleidyungen 3wifden =, y, z, eldype
in Werbindbung mit der gegebenen Gleidung L = 0 bdie
gefuchten Werthe dev drei WVervdanderlidhen [liefern.

Wenn gioei Bedingungdgleidungen L=10 und ¥ =0
gegeben {ind, fo bildet man die beiden Differentialgleidhungen

dL
o dw dy L ay + % di =0

—dx+Tdy+d dz=10
mit deren Hitlfe man aud der (S)Ield)ung S - :—; dy

e dT dz = 0 j3wei pon den Differentialen dz, dy, dz

eliminivt, Die 1ibrig bleibende Gleihung wird in BVer=
bindbung mit den Dbeiden gegebenen Gleidyungen L = 0
und M = 0 die gefuchten Werthe der drei BVevdnderlidyen
geben.

Diefe Miethode bleibt antvendbar, twie grof aud) die
Anzabl der Werdnderliden, von denen die Function V ab-
bangt, fo mwie die Wnzabl der Wedingungdgleidhungen fein
mag. Sie erfordert immer nur Climinationen aug Glei-
dungen bom erften Grade, oder linedren Gleidyungen.

§. 154, 3u dem ndmlichen Refultate gelangt man
aber audy auf folgendem Wege, der filr den praftifden
Gebraud) eit einfacder ift. €8 fei ¥ eine Junction dev
LBevinderlidhen v, @, y, z, 2c., teldhe su einem Marimum
oder Minimum toerden foll, und daneben feien mehrere
Bedingungdgleihungen gegeben, L=0, =0, N=0, 1.,
denen Ddiefe Werdnderlichen geniigen follen.  Vian bilde bdie
Differentialgleihungen dL = 0, dM = 0, dN = 0, 1.,
multiplicive diefelben refp. mit den unbeftimmten Factoren
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A, w, v, 2. und addive fie ju der Gleihung dV = 0, fo
witd man die eingige Gleichung erhalten

dV -+ ML -+ pdM -+ vdN - 2c. = 0,
oder audgefithrt i

dv dv av dv
——-——dv dD + ‘d—]; dx + _dy dy + d—Z dz+2f.
dL dL . dL dL

+1 (G o+ g do+ G dy + g ds )

am am (s am oA
+p ((.iv_dp_i_dex—-}—ﬁdy—*—dz—dz—*—N. =0.
dN dN

aN dN
4 (d_v dv +E.?dx+li_y_dy+ dez—l—zc.)
2

Wenn man nun den unbeftimmten Factoven A, p, v, 2.,
angemeffene Werthe beilegt, fo Fann man Ddadurd) die
Gocfficienten devjenigen Diffeventiale ju Null werden laffen,
welde man eliminiven will; hinterher hHat man fodann die
Goefficienten der itbrigen Diffeventiale, weldye toillfinlid)
bleiben, gleicd) NMull zu fepen. Diefed Fommt aber auf
dasfelbe hinaus, al8 ob man alle Verdnderlidhen foie un=
abhangige anfieht, und folglid) in der vorftehenden Gleidyung
die Goefficienten aller Differentiale dv, dz, dy, dz, 2. cin=
seln gleid) Mull fet. Man erhdlt dadurd) Gleidungen,
weldpe in Werbindung mit den gegebenen Gleihungen
L=0, M=0, N=0, . genau bie ndthige Anzahl geben,
um daraud fotwol die unbeftimmten Factoven 2, p, v, 2.,
eliminiven al8 aud) die gefudyten Werthe der Werdnbder=
liden v, @, y, z, w. beftimmen gu Fonnen.

§. 155. 68 fei 3. B. unter allen redytwinfligen Pa=
rallelepipeden, deven Oberflidhe gleidh der Jahl @2 ijt, das=
jenige gu beftimmen, teldyes Oden griften JInbalt bat.
Wenn z, y, = die drei Seiten ded Parallelepipedon begeid)=
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new, fo ijt die Function, relde ein Marinumm werden foll,
== Yz
und auferdem befteht unter den Odrvei Werdnderlidhen die
Bedingungsdgleidyung g
2 (xy + 2z + yz) = a2

Nad) dem oben Gefagten bildet man die Gleidung

yz.de -+ 2z .dy + ay.dz
+ 2 [(g+2) do + (@+2) dy + (a+y) dal}
woraus, twenn man eingeln die mit den Diffeventialen de,
dy, dz behafteten Glieder gleid) Null fept,
¥+ 1y+2)=0, 83+ L (2--2) = 0, 2y + A (a+y) =0.
Climinirt man nun guerjt 2, jo fommt

FiE— Y= dy

und fodann mit Riffidt auf die gegebene Vedingungs=
gleichung

a2
T =Y =z = &
Das gefudhte Pavallelepipedon ift alfo ein Witrfel.

Um nadzutveifen, daf diefes Refultat wivklicd) einem
Marimum entfpricdht, betvad)te man in der Entwidelung
der Function ¥V = axyz das Glied Dder ztveiten Ordnung,
namlid)

z.dedy-+y.dedz+ 2. dyds.
Soll ein Marimum ftattfinden, fo muf diefed Glied, nad)=
dem man darin @ = y = z gefebt Dat, Deftandig einen
negativen Wertl) befien, toeldye Werthe man aud) fiiv dz,
dy, dz feben mag; voraudgefeht jedod), daf Ddiefe Werthe
der gegebenen Vedingungsdgleihung Geniige leiften.  Fiie
z = y = z exhdlt man aber

z (dedy + dvdz + dydz),
und fitr diefelbe Annabhme gibt die Vedingungdgleidhung
de + dy + dz = 0,

Climinivt man nun dz mit Hitlfe diefer Gleidhung, fo ver=
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wandelt fid)y da8 in Jede ftehende Glied der stveiten Ord=
nung in

— z (dz? + drdy + dy?)
und bleibt mithin fiiv alle Werthe, welde man fitv dz und
dy feben mag, beftandig negativ.

XV, Differentiale ber Flade und des Bogens einer Curve,

§. 156. @8 ftelle Mm, Big. 31, den Vogen eciner
Gurbe vor, deven Gleidhyung
y=f(2)
in Wezug auf die redytwinfligen Coordinaten z und y ge=
geben ift.  Unter der Flddye diefer Curve verfeht man den
Paum, elder wifden der Adfe der z, dem WVogen Mm,
Big. 31. und jtoei beliebig gewablten Or=
dinaten PHM und pm eingefchloffen
liegt. Wetvachtet man die evfte
7 Ordinate PM a8 feftftehend, und
L% m verfieht unter  den verdnderlichen
EnT A Abftand op, fo ift offenbar die
Grife der Fliache PMmp eine Func=
9 2 P 7% tion der Abfcifle @, welde von
der Befdyaffenbeit der Gurve oder von der Function f(z)
abhangt.  Jene newe Function foll hier mit w begeicdynet
erden. Man fudyt den Ausdrud ihred Diffeventialg, o. 0.
derjenigen Aenderung, weldye die Function w erleidet, wenn
die Abfciffe 2 um den unendlid) fleinen Vetrag da gedn=
dert ird,
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3u dem Ende: nehme man juerft an, op odev 2 dndere
fih um die endliche Grife Az, welde durd) pg dargeftellt
wird. Die Flade » wird fodann wm Aw oder um das
Lrapey pmag wad)fen, und man Fann immer Az flein genug
voraudfesen, fo daf die- Function f(z) in dem IJntervalle
pq beftindig unimmt oder beftindig abnimmt, mithin diefes
Zrapey goifdyen den beiden: Rechteden von den Hohen pm
und gn und der gemeinfchaftlidyen Grundlinie pg enthalten
ift.  Mian Fann alfo {dyveiben

Au=(y+w)Aw/ oder Z:y._*_w,

wo o eine Grofe bedeutet, deven abfoluter Werth geringer
ift af8 derjenige von Ay. Gebt man nun u beiden Seiten
diefer lepten Gleidyung su den Grdangen iiber, indem Az ju
Null wird, fo erhdlt man
% =y, und  du ='ydz.

Das Differential der Fldche einer Curve ift alfo gleidy dem
Producte ausd dz und derjenigen Function pon 2z, welde
den Werth der Ordinate y ausddriidt. . Oder, mwenn man
will, die Fladye der Curve ift diejenige primitive Junction,
von weldyer die Ordinate das Diffeventialverhaltnif oder
die derivirte Junction der erften Ordnung darftellt.

§. 157. Man betvadyte ferner die Linge ded BVogens
einer Curbe, mwelder fich von einem beliebigen feften Punfte
M, Big. 31, bi8 zu einem Puntte m evftvet, deffen Abfciffe
op durd) x dargeftellt wird. Diefe Lange Fann foie eine
Function der Abjciffe = angefehen werden; fie werde mit
s begeichmet.  Man fudht den Ausdruc ihres Diffeventials.

€8 ftelle pg die endliche Viffereny Az dar, weldye im=
mer flein genug angenommen toerden Fann, fo daf nidyt
nur die Ordinate y in dem Intervalle pg beftdndig sunimmt
oder Deftandig abnimmt, fondern aud) der gange gugebirige
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WVogen As oder mn feine Goncavitit nad) einerlei Seite
bin wendet.  NMan fann jodann, gemd den befannten
Sdpen von Ardyimedes, die Linge diefed Bogend anfehen
alg enthalten jwifchen der Linge feiner Sehne mn und Linge
der Theile mt 4 tn der Tangenten feiner beiden Endpuntte.
Alfo ift um fo mebr der BVogen enthalten gwifdyen den bei-
pen Tangenten mr und ns; denn mr ift fleiner ald die

Sebhne, und st ift grofer ald mt. Da nun % die trigono=

metrifdye Tangente ded Winfeld Ddarftellt, weldyen die Tan=
gente im Puntte m mit der Adhfe dev x einfdhlieft, fo Dat

man mr = Az ’/ 1+ ("5“;/)2 Sept man ferner guv. Ab=

Filvung ¢ () = ]/1 - (%)z, fo wird ¢ (@ 4 Ax) der-
jenige Werth von ¢ (@), welder dem Pnntte n der Curve
entfpricht.  Alfo hat man ns = Az . ¢ (z 4 Ax). Obder
wenn man ¢ (-4 Ax) nady dem Taplor’fhen Lehriape ent=
idelt und die Reibe mit dem Gliede der erften Ordnung
abbridt, fo ift As ftets enthalten groifchen den Grifen

Az . @ (x) und Az . [(p (z) +MA$]
Man fann alfo fdyreiben
As =z [g(@)+0], oder 32 =g (2)+ o,
wo o eine Gridfe bedeutet, deren abfoluter Werth geringer
ift ald derjenige von d'—q’(fgt—w Az. Daraus folgt,

indem man ju beiden Seiten ju den Gringen fiir vers
fd)minbmbe Az iibergeht,

_]/ _|.< > wnb ds=dz J/1+ (L) EOF

. 158, 3n dem Borftehenden ift die %orauéfegung
gemad)t wotden, daf die Ordinate, bon welder aus die
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Blache w gezadlt wird, oder daff der fefte Punkt der Curve,
von welchem aud der Vogen s gerechnet wird, eine foldye
Lage befie, dDaf » und s gleidhjeitig mit @ wadyjen. Wenn
ed fid) entgegengefet verhielte, fo miifte man ihren Diffe-
ventialen da8 Borgeichen — geben, und fchreiben

du=—ydz, ds=-——d:vl/1-{-< )

WNeberdies dndert fidy tas Vorseidhen des Differentials
du mit dem WVorgeichen dev Ordinate y5 und im allgemei=
nen, fobald man die pofitiven y von unten nady oben 3301t
bat man die Theile der Fldache einer Curve, weldye ober=
balb der Adyfe der x liegen, alg pofitiv, und die Theile,
elche unterhald diefer Adhfe liegen, al8 negativ anjufeben.

XVI. Berithrung ebener Curven.

§. 159. Man fagt von jwei Curven, fie beriihren
einander, fobald fie einen gemeinfdaftlichen Punft und in
demfelben eine gemeinfdaftliche Tangente befipen. Wenn
ferner giwei Gurven pg und rs eine dritte Curve mn in dem
ndamlichen Punfte M berithren, fo fcyreibt man der Curve
pq, weldye gwifchen den beiden andern bindurdygeht, eine
innigere Vevithrung mit mn ju, ald der Curve rs.  Jn
diefem inne hat man Verithrungen von hiheren
Qrdnungen unterjieden, deren Kennjeichen leicht aus
der Wetrachtung der Differentialverhiltniffe oder devivirten
Functionen der hheren Ordnungen abgeleitet werden Finnen.

il
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©8§ feien
y=[(2) und y=q¢()
die Gleichungen zweier Gurven in Vegug auf veditwinflige
Goordinaten; o begeichyne die Abfeiffe des den beiden Curven
gemeinfdaftlichen Punfts, wund =z - h die Abfciffe eines
benadybarten Punfts.  Die Ovdinaten diefed lefteren oer=

pen fodann refp. ausgedritft mwerden durd)
f(z )+d ﬂz) ddﬁz)h “2¢.,  und

d.o(x dz ()h
o(@) + ;’;‘" o B2 5

Befigen nun Leide Curven in dem Puntte, deffen Ab=
feiffe @ ift, cine gemeinfchajtliche SSiangente fo. bat man
nidt nur ¢ (2) = f (@), fondern aud ‘p(z) —~d'd/z(z).
Sobald diefer Wedingung Geniige gefd)e[)cn 1ﬁ, fo fann
man aber aud) ficher fein, daf Feine Oritte Linie, deren
Gleidyung etiva y =19 () fein mag, swifchen den beiden
gegebenen Gurven Dhindurdhgehen Fann, wenn man nidt
gleihfall8 bHat ot ‘p(w) = d'd';(z). Denn  die Differeng der
Ordinaten der belben gegebenen Gurven, fitv einerlei Ab-
fiiffe @ -+ h, ann audgedriit werden durd)

(d’.(p(a:—}—eh) d fa R K
dz? dz? 22

dagegen wenn die in JRede frehende BVedingung nicht erfitllt
wdre, fo wiirde die Differeny gifchen den Ordinaten der
pritten und erften Gurve ausgedriteft terden durd
Cd.lp(z) d. f(z) k 24 <d= ap(a:-}-eh)_atz./(a,r-|-eh)\li2

dz / dz? dz? 2°
Jn Diefen Q(uebtud?en bedeutet © eine unbeftimmte und
soifdhen O und 1 enthaltene Jahl, weldye in den verfdyic-
denen Functionen ver{dhiedene Werthe Dhaben Fann. Aber
man fieht leicht, daf fiir hinveicdyend Fleine Werthe von 4
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der lepte Ausdrud ftets grofer gemadht werden Fann, alg
dev erftes welded am deutlichften toird, wenn man guvor
den gemeinfdyaftlichen Factor k aus beiden Ausddriicken
binaugwirft.  Felglich Fann eine Curve y=1(z), fir

d.p@) __ d.f()
dz dz

welde man nidt Hat , nidt ziifchen den

beiden Curben y = f(m) und y = ¢ (&) bhindurchgehen,
d.¢@ __ d.f@)
ol e

Bwet Linien, telde cinen gemeinfdyaftlichen Puntt
Defien und fitv welche iiberdied dad Diffeventialverhiltnif
der erfen Ovdnung dev Ovdinate einerlei Werth in diefemn
Puntte hat, gebhen mit einander eine Vevithrung dev
evften Ordnung ein.

§. 160. Mian nehme ferner an, daf fitr die beiden
gegebenen Gurven die Diffeventialberhdltniffe der beiden
erften Otdnungen einerlei Werthe befiben. Die Differeny
unter denjenigen Ordinaten diefer beiden Gurven, mwelde
ver Abfeiffe @ + h angebiren, wird fodann ausdgedritet
werden durd)

a3 g(z-0h) a3 . f(z-OR)N A3
( desTi] T dzs 77 )78
dagegen fitr eine dritte Gurve, mwelde die erfte beriihrte,
jedoch ofhne fonft der in Rede ftehenden VWedingung su ge=
nitgen, tiivde die Differeny der Ordinaten ausgedritet
mwerden durdy
d2p(@)  dAf@)\ P + <d3 B(@+0h)  dd.f(z--Bh)

fitr toelche man [mt

dx? dr? dz3 dx3 2 DN
Und da der lebtere ‘)fu@brud’, fobald man A nur flein genug
annimmt, ftetd grofer wird al8 der erftere, fo Fann mithin
die dritte Curve niemald ziwifdien den beiden anderen bhin=
purdygehen. €8 wird folglich feine Curve, fitv weldye nidyt
die Diffeventialverhiltniffe  der beiden erften Ordnungen
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gleidy denen der Gurve y = f(x) find, jwifden diefer
Curve und der Curve y = ¢ (2) hindurdygehen, fitr weldye
die genanute Gleicdyheit ftattfindet.

LBon Linien, filr mwelde in einem gemeinfdaftliden
Puntte die Diffeventialverhiltniffe der bLeiden erften Ord=
mungen einen gemeinfchaftlichen Werth Dbefien, fagt man,
fie geben mit einander eine Werithrung der zweiten
Ordnung ein.

§. 161, Auf die angegebene Weife Fann man fort=
fahren, und man nennt iberhaupt eine Verithrung der
nten Ordnung diejenige, o fitr die beiden Curven
y=[f(x) und y = ¢(x) fowol die Functionen f(z) und
¢ (2 al8 aud) die = erjten Diffeventialverhdltniffe derfelben
filr einerfei 2Abfciffe @ einen gemeinfdhaftlichen Werth an=
nehmen.  Diefe Werithrung wird fodann dadurd) ndber
dyavaftervifivt, daf Feine andere Linie y = Y () vifdhen
jenen beiden Gurven bindurchgehen Fann, wenn fie nicht
gleihfalls dev Wedingung geniigt, daf die » erften Diffe-
rentialverhaltnifle der Function P (x), filv die ndmlide
Abfciffe 2, den n erften Differentialverhdltniffen dev Func=
tion f(z) gleid) werden. Man muf die Sadye fo anfeben,
al8 ob verfchiedene Curven, welde fid) in einerlei Punfte
beriibren, eine Oefto innigeve Weriihrung mit einander
eingeben, je grofer die Anzahl devjenigen Differentialver=
Daltniffe ift, deven Werthe sufammenfallen. Die Anzabhl
der gemeinfdhaftlichen Differentialverhaltniffe unterjcheidet
die Werithrungen der verfchiedenen Ordnungen, welde Un=
terfdyeidung  durd) die Geometrie allein” unmdglid)y fein
itrde.

§. 162. tody Fann man bemerfen, daf ziwei Linien,
telche mit einander eine Werithrung der erften Ordnung
eingeben, fidy im allgemeinen nidyt fdneiden, toeil die
Differeny der Ordinaten in den benadybarten Punften,
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weldye k2 alg Factor enthdlt, nidyt mit & ihr Voreidyen
dndert.  Wenn dagegen eine Weriihrung der jioeiten Ord=
nung eintritt, fo fdymeiden fidy die Linien, tweil die Diffe=
veny der Ordinaten in den benacdhbarten Punften Dden
Factor A% befibt, aljo mit & ihr Bovzeicdhen dndert. Ueber-
Daupt twerden jwei Linten bei ihrer Weriihrung einander
{dyneiden oder nicht, je nadydem die Veriihrung von einer
gevaten oder von emer ungeraden Ordnung ift.

§. 163. Die cinfadften Linien, weldye man mit einer
aegebenen Curve gur Veritbrung bringen Fann, find die
parabolifhen Linien*). €8 fei wie bisher

y=/[(2)

die Gleidyung der gegebenen Gurve, und

y=A + Br - Cz* 4+ Dz’ 4+ .. ..+ Ha"
die Gleidyung einer parabolifdien Curve vom nten Grade.
Die Aufgabe bejteht fudann davin, die conftanten Coeffici=
enten 4, B, C, D, .. . H, fo su beftimmen, daf die para=
bolifhe Gurve in einem Punfte, deffen Goordinaten 2" und
¥ fein midgen, mit der gegebenen Gurve eine WVerithrung
der nten Ordnung eingebe.  BVermisge ded Vorhergehenden
tritt diefe Veriitbrung ein, wenn die Werthe von y,
‘IZ, Z;%, LI g’:—z, weldye aug der gweiten Gleichung
folgen, fit @ = & tenjenigen Werthen der ndamlidyen
Grifen gleid) werden, welde fich aus dev exften Gleidyung
evgeben. Aber die Veftimmung der Conftanten 4, B, C,

.. H, wird {ofort diefer Vedingung gemdf ausgefithrt

*) Davon ju unterfdheiden find die Parabeln hoherer Ordnmungen, teren
allgemeine Gleidung iff ™ = A2" wo m und n pofitive gange
Jahlen beveuten.
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fein, wenn man alg Gleichung der parabolifchen Curve
annimmt

=¥ + 3 o)+ 35 O +j;"c.".f‘.”“+...
d™ (z— z)
T

wie fid) ohne Viithe beweifen [aft.

Die Gleichung der betradyteten parvabolifden Curbe
enthielt » -+ 1 willfiirliche Conftanten, und man Fonnte
ibr eine WVerithrung der nten Ordnung mit einer Deliebi=
gen gegebenen Gurve verfdyaffen. Ueberhaupt fann man
immer gwifden einer gegebenen Gurve und einer jiveiten,
deven Conjtanten nody fillfitelich {ind, in einem. gegebenen
SPuntte der evfteren eine Weriihrung Herjtellen, deven Ord=
nung um eine Cinbeit gevinger ift, al8 bdie Anzabhl der
willfitclidgen Gonjtanten in der Gleidyung diefer ztweiten
Gurbe,  Denn man erhdlt jur Lojung diefer Wufgabe
immer genaw fo viel Vedingungsdgleihungen, alg e8 Con=
ftanten ju beftimmen gibt.

§. 164. Wenn man fid) auf den erften Grad be=
fdrantt, fo erhdlt man emfacber '

y—y =% o).

Died ift die Gleichung einer geraden Linie, meId)e die
Gurve y = f(2) in dem Punfte deffen Coordinaten 2" und
o find, beriibrt.  Smwifden diefer Tangente und der Gurve
Bann feine andeve gevade Linie Hindurdygelegt twerden.

N, 165, iie (Sﬂud)ung vom metten ®rade gibt
d2 —7)2
y—y =2 @—a) 428 C2V
melde  Gleidung ber gewihnliden ober Apollonifdyen
SParvabel angehort, deven Achfe parvallel jur Adfe der y
liegt. Sie bevitbrt gleichfall8 die gegebene Gurve in dem
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Punfte, deffen Coordinaten & und y' find, und gebt iiber=
die8 mit diefer Curve eine Werithrung dev zweiten Ordnung
ein, oder ift von ihr, wie man aud) ju fagen bifegt, eine
o8culatorvijche Curve. IJwifchen diefer Parabel und
der gegebenen Gurve Fann feine andere Apollonifdye Pa=
rabel, deven Adyfe gleidhfalld jur Acdyfe der y pavallel liegt,
hindurdygefilhrt toerden.

§. 166. Ueberhaupt erfennt man, {obald in einer
aegebenen Gurpe ein beliebiger Punft M feftgeftellt rorden
ift, daf die Aufgabe, einer. gweiten Curve in diefem Puntte
eine Werithrung der nten Ordnung mit der erfteven ju er=
theilen, vollftandig davauf juritdfommt, daf dev Gleidyung
diefer zweiten Curve und ibren Differentialgleichungen bis
jur Ordnung » einfd)lieflid) durd) die Werthe dev Abfeifje
' des Punfted M, der Ordinate y diefed Puntts, und
der @iﬁereutia[mrf)ﬁltniﬁe% kgl . %"{h diefer

' dw'?! dg3’
Ordinate Geniige gefdjebe.

XVII. Rangenten und Normalen ebener Curven. Afpmptoten.

§. 167. Die Gleihung der Tangente in einem belie=
bigen Puntte ciner gegebenen Curve ift, nady dem Vorigen,

’ d ’
Yrnd = % (z—x).
Darin bedeuten ' und »' die Coordinaten ded Weriihrunga-
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punftes, und %— it der Werth des Diffeventialverhalt=

niffes ter erften Ordnung von der Function y = f(«),
weldyer in dem ndmlichen Puntte ftattfindet.

Die Gleidyung der Novmale, toelde unmittelbar aus
devjenigen der Tangente hevgefrellt werden Faun, ift

Yy — y’=————— (x—2), oder 2 — o' d"—(y ¥y )=0.
dz

§. 168. Wenn man die Ridtung einer geraden Linie
ausdritden will, fo denft man fih Oiefe Linie, ficd) felbft
pavallel, nad) dem Anfangsdpunfte der Coordinaten verlegt,
und betvadhtet dafelbft die beiden Winfel, mweldhe fie mit
den pofitiven Seiten der Coordinatenadyfen cinfdlieft. €3
migen « und B die Winfel bezeicdhnen, melde die Tangente
einer Gurve mit denjenigen Seiten der Adhfen Dildet, auf
Denen man refp. die pofitiven @ und die pofitiven y 3dbhlt.
Der Winfel o« Dat fodann, unter Borausdjepung eines
redytmwinfligen Loorbumtenﬂ)ﬁems s femer trigonome=

trifdhen Fangente den %fu@brud,' , und der Gofinud ded

QWinfels B ift immer gleid) bcm @uuxs ded Winfels .
Alfo Hat man
dy

cos 0 — —mMm ———

e @)

Wenn man ebenfo mit 2 und p die DLeiden Winfel
Degeichnet, welche die Ttormale einer Gurve mit denjenigen
Seiten der Adhfen einfdhlieft, auf denen man vefp. die pofi-
tiven 2z und die pofitiven y 3dblt, fo Dat der Winfel X ju

feiner” trigonometrifdyen Tangente den Ausdrud — ———

http://rcin.org.pl



Zangenten und Normalen. 187

und der Gofinus ded Winfeld p ift immer gleidy dem
Sinug des Winfeld 4. Folglidh hat man

e
cos A = —

T e e

Pian fann nad) Gefallen die ﬂButg,eIgtheVl—f—(%)z

mit dem Vorseidyen + oder dem Worzeidyen — nelhmen;
aber man muf§ ihr in den Ausdriiden fiir die Cofinus
der Deiden Winfel, mweldye su einerlei Linie gehdren, aud
einerlei Borgeiden geben. Gemdp dem Borgeidyen dev
Wurzelgrofe begiehen fidy namlid) die beiden Winfel ent=
weder auf die eine, obder auf Ddie andere Seite der Linie,
vom Anfang8punfte der Coordinaten aus geredynet. So
§ B, wenn die Wurzelgrdfe pofitiv genommen tird, fo
verfteht man diejenige Seite MS, Fig. 32, der Fangente,
Bilgrae. - weldye in Vegug auf den Punft

i M nady der Seite der pofitiven
2 liegt, und ebenfjo diejenige Seite
MN der Normale, weldye in Vegug
auf den nimlichen Punft nad
der eite der pofitiven y liegt.

§. 169. Man fann aud
* nad § 157, wenn man ie
dort mit ds dad Differential des WVogensd der Curve be=
geichnet, die Cofinus der Winfel, elche die Tangente im
Puntte M mit den Acd)fen der 2 und der y bildet, aus-
dritden durdy

yA
T 0

da’ dy’
COS B o und cos f = ol

und ebenfo die Cofinusd der Winkel, welde die Mormale
mit den Adyfen der z und der y einfdyliet durd
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cos A= — ZZ , und cos p = 3-: 1
Jn diefen Formeln Fann man dag Element ds’ nady Ge=
fallen mit dem Worgeidhen - oder dem Vorjeihen —
beDaftet anfefen, weil nid)ts im voraus den Sinn feftitellt,
in weldem der Vogen s gezdblt twerden foll. Aber in
den beiden gufammengehirigen Formeln muf jened Diffe=
vential immer einerlei BVorzeidjen exhalten; und je nadydem
man ds" pofitiv oder negativ nimmt, denft man fidy die
Winfel «, B, oder A, p durd) die eine oder die andere der
beiden Seiten der Langente oder Mormale begrdangt, weldye
durd) den Verithrungdpunft von einander getvennt werden.
§. 170. @8 fei M, Fig 32, ein Punft einer Curve,
peren Tangente und Nevmale fitr diefen Punft man rvefp.
big ju ibren Durdfdhnittdpunften T und R mit dev Achie
der z verldngert hat, Die Ordinate y' ted Verithrungs-
punttes ift durdy PM davgeftellt, und itberdied erhdlt man
unmittelbar -aus dev Figur felgende vier Grofen:

- “dy 2
ot ool V:(E)

Tangente M7 =

sin o dy
dz’
Ly N
Subtangente PT = ™ _dy_, :

JNormale MR = 'Js_a =y V1 —|-<d$>
’ dy

Y ar
Die Ordinate ift mittlere Proportionale gwifdhen Subtan=
gente und Subnormale.
§. 171. Die Gleidyung einer Curve wird oft in der
unentticelten Form gegeben
VAP YY) =0

Subnormale PR = y lang a =
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Die T»Differmtiafgleirbung berfe[ben wird fodann

e d —|— dy._O
ﬂ"
‘und man hat, gemdf dem §. 44, Z—yx =/ %. Sept
dy

man diefen Werth fite % in die Gleidhung der Tangente
§. 167, fn mirb diefelbe

d (w—w)—l— C @) =0,

Pan Fann alfo aus der @lﬁcrentiaigfeid,\ung der Curve
fofort die Gleidhung der Tangente berﬂeﬁen wenn man
fitr Dag §1321[)«1Itm§ . o 08 §Ber[m[tmfs ; an die Stelle
fept.

Die Gleidung der Normale wivd auf gleiche Weife

dF 4 dr ,
y @ — @) = (g —y) =0,

PWean Fann aIfo gleidyfalls aug der Differentialgleichung der
Curve die @Ieid)lmg der Jormale bilden, indem man fiir
dag §13er[)altmﬁ 5 008 LBerhaltnif — ~—§_ an die Stelle
febt.

Begeicdynet man ferner, wie oben, mit @ und B die

Winkel, toeldye die Tangente mit den Adyfenn der 2 und
der y einfchliet, fo hat man

dF dlf

Vs T )+(,U>

Und wenn man mit A und w die Winfel begeidynet, mwelche

COSOl=—=—
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die Jtormale mit den Adhfen der & und der y einfdylieft,
jo wird
dF aF

ey " VEy

§. 172. Wenn bdie (Sutben mit Avmen verfehen find,
weldye fich in8 Unendlidye erftreden, o ereignet e fid)
sutveilen, daf Oiefe Arme geviffen geraden Linien obhne
Aufhoren naber und ndher fommen, obhue jedod) jemals
damit sufammenjufallen. Soldhe gevade Linien nennt man
Afpmptoten der Gurven.

Man Fann die Afpmptoten anfehen wie Tangenten,
deren Verithrungspunft in unendlidyer Entfernung vom An=
fangspuntte der Coordinaten liegt. Die allgemeine Gleidyung

(@ —w')—l—j—j, [ ¥ )=l
gebort einer leben beliebigen Tangente derjenigen Gurve
su, teldye durch die Gleidhung F (z, y) = 0 gegeben ijt.
Sie wird alfo einer Afhmptote diefer Curve angehvren,
wenn man die Coordinaten 2’ oder y' ded Weriihrungs-
punfted unendlid) grof annimmt. Wil man demnad) die
Gleichung der Afymptoten einer gegebenen Gurve erhalten,
fo wird man au8 der Gleidyung F (2, ') =0 den Werth
pon y durdy &' ausdritfen und denfelben in die obige
allgemeine Gleichung der Fangente Hineinfepen s [ift man
fodann bievin 2" pofitiv oder negativ unendlid) werden,
fo erbdlt man alle diejenigen Afpmptoten, welde nicht mit
der Ad)fe der y jufammenfallen und ibr nidyt pavallel
find. 1 Diefe lepteren gu finden, falls e8 deven gibt,
wird man au@ ber Gleidyung F (¢, %) = 0 den Werth
bon &' und y" ausbdriifen und Odenjelben in die ndmlidye
algemeine Gleidyung der Tangente Hineinfeen; [aft man

COSA =
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nun hievin ' pofitiv oder negativ unendlid) werden, fo
bat man nur nod) diejenigen NRefultate ju beadyten, weldye
nidhyt gugleich einem unendlich grofen Werthe von & u=
geboren.

§. 173. Dasfelbe Verfabren Fann aud in dem Falle
angetandt werden, wo ed fidh nidht mehr um eine gevade
Linie, fondern wm irgend eine beliebige afymptotifche Curve
Dandelt. Naddem man ndmlid)y nady den Vorfdriften desd
XVIL Abjdynitts die Gleidhung der Curve y = ¢ () fo
Deftimmt Dat, daff Diefelbe mit der Curve y = f(2) in
einem Punfte, deffen Goordinaten find &' und ', eine
Berithrung  dev erften Ortnung eingebt, wird man die
Geftalt, welche die Curve ¥y = ¢ () annehmen muf, wm
eine afymptotifdye Curve der andeven ju twerden, dadurd)
evfennen, daf man in ihre Gleichung die Werthe ven ¥’
durdy 2°, ober von &' durd) g, die man aus der Gleidyung
¥y = f(2') nimmt, hineinfept und fodann &' oder ' un=
endlid)y grof twerden [dft.

§. 174. GEinige Antendungen mbgen die bvorigen
Cntwidelungen erldutern.

Die Gleidhung der GIlipfe oder der Hoperbel in
WBegug auf ihre Adhfen, deven halbe Liingen durd)y @ und b
begeichnet terden mogen, ift

r2 Y2
PeRe=L
Die Diffeventialgleidhung wird alfo
x
;Mi%@=m
und gibt
o o bz
dwss .. o ay’
Berner werden die Gleidhungen der FTangente und der
Normale rvefp.
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T e—a) H L —y) =0, ober LI
4 JOY

i-",’, (w—w)—~(y~y)—0 ober ;;4— = ( +
Und fiir die Ausdriide der Subtangente und Subnormale

erhdlt man
Subnormale — - b?_;vf'
a?

Beide Grigen find negativ fitr die Ellipfe, und pofitiv fiw
die Hyperbel, fo lange man 2 pofitiv annimmt: wmgefehrt,
fobald man & megativ annimmt.  Ucberdies ift die Sub-
tangente unabbingig von der Fleinen Adyfe 26, und fie
behalt alfo 3 W. fitv den Kreid und fitv alle Ellipfen,
weldye itber der ndamlicdhen grofen Adyfe 2a conftruict wer=
den fonnen, den mamlicdyen Werth. Die Subnormale hHat
gu ihrer Abfeiffe, fir alle Punfte der namlichen Elipfe
oder der namliden Huperbel, fietd cinerlet Verhaltuip.

Sn der gleidyfeitigen - Hyperbel, deven Gleidhung in
Bezug auf ihre Afymptoten ift

a?

XY — "2

Subtangente — 2’ __L’:,
xr

und deven Differentialgleidung

ydz + xdy =0, woraud _g_y; =

hat man ; '
Subtangente — — ', Subnormale — — !g

Die Subtangente ift gleic) der Ab{ciffe, aber mit entgegen=
gefeptem Borgeidhen, und muf alfo von der Ordinate aus
nady derjenigen Seite genommen werden , weldhe von dem
YAnfangspuntte der Coordinaten abgetwandt ift.

§. 175. Um die Afpmptoten dev Hyperbel u finden,
mtrb man in die Gleidung II)rer FTangente

r'z
i _‘-—1
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den Werth von ‘% Dineinfepen, weldhen man aus der Glei=

z? Y2 ’ i et itk
dung der Curpe T e 1 entnimmt, ndmlid =g

=+ f — 1. Man erhalt dadurd

DB . a
a2+b ———1=-=1, ober =18 Vl——~=—;.
Lift man bierin &' unendlid) grof werden, fo Fommt
P aake b
-(—;-}-%: 0, ober y=i7x
al8 Gleidhung der gefuchten Apmptoten.
§. 176. Jn der Pavabel, welde durdy die Gleidyung

y? ==2p0
dargeftellt wird, hat man al8 Differentialgleidhung
ydy = pdx, toraud % = 2%.

Die Gleidhung der Tangente wird
Y(y—y) =p@@—a), oder ¥ y = p(a}2),
und die Gleidyung der Novmale
Y (e—a) +p(y—y) =0.
Biir die Ausdriide der Subtangente und der Sub-
normale erhdlt man
Subtangente — 22, Subnormale = p.
Die Subtangente betviigt immer das Doppelte dev Abfriffe,
weldye hier vom Scheitel der Curve aus geredynet wivd.
Die Subnormale ift conftant in der gangen Eritredung
ver Curve.
§.177. Die Gleidhung der logarithmifden Linie
y=logx
gibt, indem man ihre Coordinaten unter einander ver=
taufeht, die Gleidyung
y=a,
Navier, Diff.- und Jutegralr. Band. I. 13
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wo a bdie Wafis ded logarithmifdyen Syjtems begeicynet,
welde Dhier immer grofer als die Einbeit vorvausgefest
wird. Die Diffeventialgleichung diefer lepteven wird
dy=la.a" dz;
und daraud erbilt man fiir die Gleichungen der Tangente
und der Jtormale vefp.
y Y =la.a" (z—2),
a—-:

-t + G @ —a)=0.
Ferner findet man

Subtangente — _11;, Subnormale = la. a*,

Alfo ift die Subtangente conjtant und gleid) dem NModulus
des logarithmifden Spftems. Dagegen die Subnovmale
nimmt vafd) gu, wenn der Werithrungdpunft fid) melr
und mehr von dem Anfange der Coordinaten entfernt.

Wenn man nad) der Vorfdyrift de8 §. 172 in der
Gleidung der Tangente fitr oy feinen Werth «” an die
Stelle fept, fo Fommt

y—a =la.a" (x — &),
und [dfit man bievin @ = — 0O werden, fo vermwandelt
fidy diefe Gleidyung in
y = 0.

Daraus folgt, daf die Adyfe der & Afymptote der Curve
nady der Seite der negativen z ift. Jn diefer Herleitung
ift su Gemerfen, daf man 0 al8 den Werth de8 Gliedes
— & @ anfehen muf, wenn man darin &’ = — OO werden
[ift. Denn diefes Product ift gleidbedeutend mit dem

z . . ’ .
Brudye—, wenn man in diefem &' = 0O nimmt, Run
a

ift ¢ > 1, folglidy la pofitiv. Die Gleidung des §. 107
=142 la-]—172 (la)? + 2.
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gibt alfo @ > ~(la)ﬁ oder = o <s(la)’ Folglidy Dat

der in Nede ftehende Vrud) die Gringe 0, wenn man z
forttoahrend zunehmen und grifer ald jebe angebbave Linie
werden [dpt.*)

§. 178. Unter der Cycloide verftebt man diejenige
Gurve, welde irgend ein Punkt der Pevipherie eines Kreifed
befdyreibt , todhrend diefer Kreid auf einer geraden Linie
vollt. ©ie hochit merFviirdigen Eigenfdyaften diefer Curve
finben in der Geometrie und in der Mechanif mebhrere
idtige Antwendungen. €8 fei ¢, Fig. 33, dbie augen=

Fig. 33. blicliche Lage ded Kreidmittel-
yl punttes, und m derjenige Puntt

! der Sreidperipherie, toeldher die
X - Gurve befdyreibt. Al Advfe

N bder @ foll Ddiejenige gerade
MIP r % x Linie angefehen foerden, anf
weldyer der Kreid rollt, und
alg Anfangdpunft der Ceordinaten der Punft o Ddiefer
Linie, in weldem fidy der Pumft m beim Veginne dex
Betwegung befunden DHat. Die Coordinaten @ und g werden
alfo durd) op und pm davgeftellt. Begeidynet man nun
mit R den Halbmeffer de8 rollenden Kreifed, und mit o
den Winfel mer, mweldjer wifhen dem drehbaren $Halb-
meffer em und dem jur Adhfe der o rvedhtwinflig liegenden
Halbmeffer cr diefes Kreifed enthalten ift, fo Hat man
augenfcheinlid

*) Riirger gelangt man gu diefem Grgebnif, wenn man nady der Regel

bes §. 94 Badhler und Nenner des Bruds ix, differentiirt, wodurd
a
1 h
man erhalt pes und fodann bierin £ = OO nimmt.
a” la
13
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= R(w — sin w), y = R(1 — cos w).
Aus der lepteven Gleichung folgt
V 2Ry —y?

R—y :
oS 0 = —%—, S O =-"——p 2

folglidy erbdalt man

x = R arc cos R—;—y — V' 2Ry—y?

alg Gleihung der Cycloide. Die Curve befteht aus einev
unendlidyen Dienge congruenter Theile, fowol nady dev
Seite der pofitiven ald der negativen , weldye fammtlid)
oberhalb der Achfe der o liegen und auf diefer Ad)fe ein
Sntervall oa, gleid) 2Rw, umfaffen. Jeter diefer Theile ift
fiberdied ausd el fonimetrifhen Hilften jufammengefept.
Die beiden vorftehenden Ausdritde von 2 undy geben,
diffeventiirt,
dr = R(1 — cos 0) do, dy =R sin v do.
Daraus folgt
d; sin @ RRy—y? 2R
Tzr——i—cosw:l/ 3 IL=V7—1'
Die Gleihungen der Tangente und der Novmale twerden
alfo, vermige dev allgemeinen Formeln ded §. 107, vefp.

/ 2R ,
y—y =]/y—,—1.(a:—a:)

7 ¢ 1 ’
B By R (2 —2).
% 1
Ueberdied hat man
Rie o, 2Ry
Tangente =y Ry —y°
2
Subtangente — 2 ——
- V 2Ry —y?

Rormale = J/ 2Ry
Subnormale = |/ 2Ry — y .

http://rcin.org.pl



XVIIL. Abfdynitt, SKriimmungsfreid und Gvoluten. 197

Die Novmale trifft immer die Achfe der 2 in dem Puntte
r, Big. 33, wo diefe Acdhfe von dem ergeugenden Kreife
Derithrt wird. Die Tangente geht durd) den gegeniiber-
liegenden Punft s de8 Durdymefjers rs.

XVIIL Sriimmungsfreis und Gvoluten ebener Gurven.

§. 179. Die einfadhfte Linie nddft der gerabden Linie
ift der Kveid, und da die allgemeine Gleidyung ded Kreifed
drei Gonftanten enthdlt, diber telde man nady Gefallen
verfiiggen darf, fo Fann man einem Kreife eine Weriihrung
der gtveiten Ordnung mit einer gegebenen Gurve ertheilen.
Dabei treten die Begriffe der §§. 159 2. in Kraft. €8 fei

: y="_(2)
die Gleidyung einer gegebenen Gurve, und
(0 —2)*+ (B —y)*=0¢?
die Gleidhung eined Kreifes, in welder o und B die Coor=
dinaten des Mittelpunft8 und o den Halbmeffer begeichnen.

1) Nad) dem Obigen gibt man diefem Kreife eine BVe-=
rithrung der evfen Ordnung mit der vorgelegten Curve, in
cinem Punfte M derfelben, deffen Goordinaten & und ¥
find, mwenn man die Conftanten e, B und ¢ fo beftimmt,
dafs der Gleidyung ded Kreifes und ihrer Differentialgleichung
der erften Dtbmmg, ndmlid)

€ 8 B—y)

durdy die Werthe von 2, g und E&E' welcdhe dem Puntte

M der Gurve angeboren, Geniige gefdhieht. Man bat alfo
die beiden Gleichungen
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198 XVIL Abfdynitt,

(a—w)’—Hﬁ—J)’—Q

“——‘”4—(5‘—?/)‘”—-0/ 7
benen die Werthe von «, B und @ geniigen miiffen. Die
jtoeite Gleidhung, wenn man in i[)r o und B toie verdn=
derlidhe Goordinaten anfieht, gehdrt der Mormale an, weldye
die Gurve im Punfte M befipt, und eine von diefen beiden
Goordinaten bleibt unbeftimmt. Mian {dhlieft daraus, dap
jeder Kreid, deffen Mittelpunft auf der Novmale liegt, die
Gurve berithren ird, weldyed Refultat man leidht voraus=
feben Fonnte.

§. 180. 2) Damit der Kreid ecine Verithrung dev
pwoeiten Ordnung mit der gegebenen Gurve im Punfte M
eingehe, muf der Gleidhung diefes Kreifes, ibrer Differen=
tialgleidung dev erften Ordnung, und ihrer Differential=
gleidung der gweiten Ordnung, namlid)

dy™\ 2 oMy
1+(2) =6 —ngm="0
: ;o dy a
burd) die Werthe von &', ¥, 7%, --7, welde dem Punfte
M bdiefer Gurve angebdren, Geniige gefdheben. Man bat
alfo jept die drei Gleidyungen
(¢ —#P4 P—y)=q¢
U ’ d k
w—a + (B —y) g =
L+ (LY~ 6—9)as =0,

durd) weldye die LWerthe der Gonftanten «, B und ¢ voll=
ftindig beftimmt find.

Pian fmbet
d’ 2
b b ¥-UR B © il )
S TP it Ty 590 B
“da’® dzr'?
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el
Gy o g
dz'?

Diefe drei Ausdriicfe dienen jur Feftlequng ded vdcu=
latorijden Kreifes, indem fie fowol die Lage feined NMittel=
punftd al8 aud) die Grofe feines Halbmeflers erfennen
[affen. 2Was dad Worzeichen des Werthed von g Detrifjt,

fo muf dasdfelbe unbeftimmt bleiben, da die Wurgelgrife
[1 - (%)2]% eben fowol pofitiv toie negativ genommen

werden Fannjy aber e8 verhdlt {id)y nidyt ebenfo mit den
Werthen der Grofen e« — & und B — g, welde die
Projectionen jened Halbmeffers auf den Adyfen der # und
der y Darftellen. Das BVorjeiden diefer Grofen zeigt an,
nady welder Seite der Curve dev Mittelpuntt des vdcula-
tovifchen Kreifed auf der Vormale angenommen werden
muf; und man erfennt leicht, daf Odiefer Mittelpuntt fid)
jtets, wie 8 aud) fein muf, auf der concaven Seite der
Gurve Dbefintet.

§. 181. er fo eben ndler beflimmte Kreid wird ge-
wobhnlicher der Kritmmungsfreis, und fein Halbmeffer
der Kritmmung8halbmefjer der Gurbe genannt, mweil
ev Dag Wiaf fitr die Kritmmung abgibt, telde die Curbe
in dem gur Wetradhtung gezogenen Punfte befipt. Wil
man fidy namlid) von dem, mwad Kritmmung Deifit, einen
WBegriff madyen, fo betwege man fid) von dem Veriihrungs=
punfte M aud auf der Gurbe fort bi8 ju einem benad-
barten Punfte N, und vergleiche den Abjtand NT diefes
Punfted von der Tangente ded Ausdgangdpunttes mit dem
Wege MN, den man in der Curve guritdgelegt hat. Die=

jenige Grange, mwelder der Werth des VerDhaltniffed —~
immer ndaber fommt, wahrend die Entfernung MN immer
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200 XVIIL Abfdnitt.

ndber gleich Null wird, iff dag Maf fitr die Kritmmuny
der Gurve im Punfte M.*) dem Kreife ift die Kritm=
mung in allen Punften ticfelbe, und itberdied fiebt fie bei
verfdhicdenen  Kreifen im  wmgefehrten BVerhdltniffe ifrer
Halbmeffer. Denn e8 fei MN = o in einem Kreife, deffen

Halbomeffer R ift, fo hat man NT=R (1 — cos %), und

1 — cos- 2
NT R . i s
W T Tty weldye Grofe, wenn o abnimmt, immer

R

*) Gine viclleicht nod) natiirlichere Definition bder Kriimmung einer
Gurve ergibt fid), wenn man flatt des obigen Abftandes NT bden
Winfel an die Stelle fept, weldhen bdie dibereinflimmend gevichteten
Theile ber FTangenten ver Punfte M und N der gegebenen GCurve
mit einander einfhliefen. Die friimmung einer Curbe in einem
gegebenen Punfte M ift demnady gleich) der Gringe ded BVerhaltnifjes,
weldyes jwifdhen diefem Winkel und der Vogenlinge MN flattfindet,
wibhrend die Cntfernung MN immer ndber glei) Null wird; oder
bdie Rriimmung wird in der weiter unten folgenden Wegeichnung aus-

gebriift durd) den Quotienten —ZZ—. Daraus folgt fogleid) foeiter:

1) Fiir den Kreis findet fich —% == i , tenn @ den Halb:
Q

meffer des Kreifes begeichnet; alfo bdie Kritmmung ecined SKreifes ift
conftant und fiiv alle Puntte feiner Peripherie diefelbe.
?2) Wenn man fitr einen belicbigen Punft einer gegebenen

1
Gurve den LWerth von %:— entwidelt und ihn gleidh ——Q— fegt, fo

ftellt der aus bdiefer Gleichung entfpringende Werth von ¢ ven
Halbmeffer eines Kreifes dar, welder in allen feinen Punften bdie-
felbe Sritmmung geigt wie die gegebene Gurve in bem angenommenen
Puntte. Diefer Werth von o flimmt aber, wie die folgende Ent-
“widelung eigt, gemau mit dem oben gefundenen Werthe von o
iiberein.,

T BIBLIOTEKA
A SZAJEWICZTA
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i b gy 7 &
ndber mit o sufammenfillt. Da nun der Kriimmungs=

Frei8 in Der Nibe ded8 Weriihrungspunftes fid) tweniger
al8 jeder anbdere Krei®@ von der gegebenen Curve entfernt,
fo Dbetrachtet man die Kritmmung ded Kritmmungsfreifes
in diefem Punfte ald identifd) mit der Kritmmung dev
Gurve, meIc{)e bemnad) in jedem ihrer Punkte proportional

dem .‘Bruc[)ez) ift, wenn man fie oben mit @ den Halb-=
meffer de8 Kritmmung8freifed begeichnet.

Der Auffaffung ded odculatorifhen Kreifed ald Krilm=
mung@freis liegt Hiernad) die BVoraudfepung zum Grunde,
oaf man in einer unendlid) fleinen Ausdehnung, nad
der einen und der andern Seite ded Werithrung8punttesd
den Krei§ fitv Die (Sur;{ nehmen  diigje fnd wumgefelyt.
Diefe BVorausfebung reidt aber allein {dhon hin, um aud
divect und obhne die vorausgegangenen Unterfuchungen zu
ven fritheven Hefultaten zu gelangen. €8 fei ndmlid) s
ber Wogen der Gurve bid ju Lemjenigen Punfte, deffen
Abfeiffe « ift, und v der Winkel zwifchen der Achfe der =
und der Fangente der Gurve in dem ndmliden Punkte.
Die Grofen s und v werden jodann tie JFunctionen von
2 angefeben werden miiffen, fo daf, wenn z um dz ju=
nimmt, gleicdyzeitig s und ds, und v um dv wadfen mup.
Dag Differential dv bedeutet den Winfel gtoifdien  den
Tangenten an denjenigen beidenSPunften der Curve, mweldye
den Ab{ciffen @ und @ + dz entjpredyen, oder, wenn man
will, den Winkel jwigchen den Novmalen an Ddenfelben
beiden Punften. Wemn man nun den BVogen ds fo anfieht,
al8 ob pr dem Kritmmungsfreife angebive, deflen Halb=
meffer ¢ ift, fo bat man

ds = ¢ . dr,
X80 1%

+
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202 XVIL Abjdynitt.

l/ 1—}—( > = darctang(de)—-Q 1_:2

woraus man erhilt, twie oben
L+ G
o=L
d 2

4

us dev alfo befimmten Lange ded Kriimmungshalbmefjers
ergibt fid) nun von felbft die Lage ded Mittelpunfts Dded
Kritmmungsfreifes, weil man feif, dap der Kritmmungsd=
balbmeffer in die Ridhtung der Vormale fdllt, und joar
nad) devjenigen Seite, fweldyer die Curve ihre Concavitdt
sutwendet. %

Ju grogever Cinfadyheit find Hier die Accente an den
Budyftaben « und y weggeblicben. Mian darf jedocd) nidyt
vergefien, daf diefe Budyftaben die Coordinaten desjenigen
Puntts begeichuen, in teldhem die gegebene Curve von dem
Kritmmungstreife beriihrt wicd.

§. 182. Der Winfel dv jwifchen den beiden Tangen=
ten oder Novmalen, welde den Endpunften ded unendlid
Eleinen Bogens ds einer Curde sugehiren, wird der Contin=
gengtwinfel genaunt Da aud der vorigen Gleidyung
folgt ‘

ds
0 == )
fo erfennt man, daf der Kritmmungghalbmeffer ftet8 gleid)
- ift dem Glement ded8 Vogensd dividivk durd) den Contingeny=
winfel. &

§. 183. Wenn man annimmt, foie e§ im §. 171

aefchab, daf die Gleichung der Gurve in der Form
F(z, y) =0
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gegeben fei, fo hat man nady § 72

dF
ay .. % dz
dr —JF—

( 2 @2F gggﬂ M_ 2 @2F

ay dz® dzd_/ dzdj dy?

Lo v ( Fg)

Sept man diefe Werthe in die Ausdriide fiir «, B und ¢
in §. 180, fo Fommt

wl () +
dz
U— 2=
< F}ﬂm‘ o dF dF dzlv (g_ 2@’
dy dr dy dwdy+ dr ) dy?
wl (&) + ()]
zsz o dFdF &°F 2 @2’
(dD 2 Gy dody <Eﬁ) dy*
[@&+ G
*@F _, dFdF &F < 2 g2’
<dD dr dz dy drdy T dD dyr
§. 184. Bis hicher wurde fortwdibhrend die Abfciffe =
alg die unabhangige BVerdnderlide angefehen. MVian Fann
indeffen aud) die beiden Goordinaten z und y gleidymaigig
al8 Functionen von ivgend eciner Oritten Verdnderliden
betradhten, melche fodann bdie unabhangige Berdnderlidye
fein toird. Jn diefem Falle find die Gleidung des Kreifed
und ihre beiden Differentialgleichungen der erften und der
siveiten Ordnung
(@ — @)+ (B — y)* =gt

(¢« —x)de 4 (B —y) dy=0
dat 4 dy* — (¢ — @) d& — B — y) d*y =0,

Se ot ¥ e
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und folglid) findet man, wenn man mit ds dag Element
der Gurve, V dz? + dy?, beseidynet
dy ds® o dw ds?
woy—qgs P VT way—aya
ds$
= Grdy —dydir
Man witcde ju denfelben fefultaten gelangt fein, wenn man
in Die ‘21'118b11"1d’e ped §. 180 unmittelbar die Werthe von
Z mtb—— Dineingefept hatte, weldye im IX. Abfdynitt fite
die %ertauf&)ung der BWerdnderliden angegeben mworden find.
ebrigens {ind Ddiefe TRefultate fofort und ohne Aenderung
fitr den Fall ridhtig, o man den Bogen s ald unabbin=
gige Werdnderlide, und mithin fein Differential ds als
conftant anfiebt.
Man Eann diefen Refultaten eine andere Geftalt geben,
wenn man beadytet, daf
(da doy — dy d2a)*=ds* [(dw)*-H(d) | —(ded ot-dydyy):
— ds? [(d)* - (d*y)* — (d*s)?),
und ebenjo daf

— dy (de d2y — dyd*e) = ds(dsd*x — dzd*s) = dss.d (%f)

o0 — &= —

do (dwdy — dydz) = ds (dsdy — dyd*s)=ds®.d (%)

Asdann erhalt man

s’d( ) d3d<—>

=@t @@ P I @ @y — (P
ds?
T Vo @y (s
Wenn man mit & und p die beiden Winkel begeichnet,
weldje derjenige Theil der Normale, auf tweldyem der Kriim=
mung8halbmefjer o liegt, mit den Adyfen der & und der y

o—or=
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einfdhfiefit, fo Dat man vermidge dev fo eben gefundenen
Ausdritce

cosl=— d(d‘x) cosu__—- ( )

Wird der %ogen s alg unabhangige BVerdnderlide an=

gefeben, fo fept man d?s =0, und ftatt d (%) und
d ) fdyreibt man d;— unb
§. 185. Die gewonitenen gtefu[tate werden fehr an=
fhaulid), wenn man die Curve wie die Grange eines Poly=
gond anfieht, deffen Seitengalhl mehr und mebr junimmt,
€8 feien I, m, n, Fig. 34, drei Punfte der gegebenen Curve,
Big. 34. deven Ab{ciffen op, og, or {ind
z, v+dv, v+ dv--d (z-dx)
oder @+ 2dx +dx. Berlin=
gert man den Bogen &m, dev ie
eine gevade Linie angefehen mwird,
bildet dad Dreiedt mbe congruent
! dem Dreiecte lam, ieht en, und
oy ,' % legt ed und ce redytwinflig ju
ar und mn, weldye leptere gleid)=
fall8 toie eine gerade Linie angefehen wird, fo erfennt man
leidyt, daff cd bedeutet d2z, nd bedeutet d%, und ne be-

beutet d2s.  Nun ift ne = V' (d*x)* 4 (d%)?, alfo ce
=V da:)z—l—(dzy)z—(dzs)’ ber =~ ift der Gontingens-

winfel 0. B, gleid) ? folglidy bat man

ds __ V()25 (d2y)2 — (d%)?
—Q_ 55 ds

Ferner bebeutet% den Gofinus des Winfeln alm, wel=
dyen die Tangente im Punkte I mit der Adfe der  ecin-
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fdpliept. Wenn man aber vom Punfte I jum Punfte m
itbergeht, fo dandert i) diefer Cofinus um eine Grivfe, weldye
der Projection von ce auf mb, nimlich) ce cos 4, proportio=

: . dz d
nal ift. Folglid) hat man %cosk:d (%) Ebenfo toird
% cosp=d (% . Man findet alfo

ds.d (dl> ds.d (d”)
ds
cas

Videayp-Hd)® - (@) W V(@22 (d2y)e— (d2)?’
weldye Ausdriicte mit den fritheren d{ibereinftimmen.

Bns )=

Gooluten.

§. 186. €8 fei wie fritfer
y=/[() (4)
die Gleidyung einer gegebenen Gurve. Nad) §. 180 bat
man jur Beftimmung ded Kriimmungsfreifes in demjenigen
Punte der Gurve, deffen Coordinaten & und y find, die
drei Gleidhungen
(¢ =N B—1) =

d
o —a+B—y=0 (B)
d,
14+ () = G—nim=0
in denen e und B die Goordinaten des Mittelpuntts und ¢

den Halbmeffer ded Kritmmungsfreifes bedeuten. Die Werthe
pon e und B, melde fidy aus diefen Gleidyungen ergeben,

find nady §. 180
>] ey - — ( ) (€)

a = d?y dzy

dr®

Sept man bievin fiiv y, H' Ez_ﬂ ibre Werthe aus der Glei=
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dung (A) der gegebenen Curbe, {o erhilt man diefe Coor=
dinaten audgedritft durd) die Abfeiffe 2, und damit die Lage
ved Wiittelpunfts der Kriimmung fitr jeden beliebigen Puntt
der Curbe.

Liagt man nun & fidh dndern, um von Punft ju Punft
der gegebenen Gurbe iibevzugehen, fo dndert fid) gleichfalls
die Lage ded Mittelpunkts der Kritmmung. Die Reilefolge
diefer Lagen bildet eine Curve, von frelder o und B, ald
LBeranderlidye betradytet, die Coordinaten abgeben, und deven
Gleidyung man augenfdyeinlich findet, wenn man & aus den
Deiden Gleidyungen (C) eliminivt. Denn diefe Ausdriice
gelten fitr jeden der Krimmung8mittelpuntte, welde durd)
angenommene Werthe der Bevanderlidyen = beftimmt werden;
[t man alfo diefe BVeranderlide durd) Climination ver=
fhwinden, fo bleibt eine Relation itbrig, twelde fiir fammt=
lidye Kritmmung8mittelpunfte gilt, d. h. fiir die Curve, die
der geometrifhe Ort derfelben ift. Diefe Curve wird nad
Huphgend die Evolute Dder gegebenen Gurve genannt,
deven Gleidyung ift y = f ().

§. 187. Die Gleidyungen (B) geboren offenbar der
Cvolute an, wenn man darin «, B und ¢ wie BVerdnderlidye
und wie Functionen von 2 anfiebt. JIn gleicher Weife ge=
hoven ibr alfo aud) die Differentiale diefer Gleichungen an.
Wenn man nun die erfie Gleidyung in (B) diffeventiivt und
diejenigen Glieder mwegldft, mwelde vermige der jwweiten
gleid) Mull find, fo bat man

(¢ — @) do+ (B — y) df = odo. (D)
Diffeventiivt man ebenfo die groeite Gleidhung in (B) und (dft
diejenigen Glicder weg, mwelde vermdge der dritten gleid
JNull find, fo hat man

dz do 4 dy d3 = 0. (E)
Die Gleihung (E), weldye man audy fdyreiben Fann
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AR romota
s d_y’
dx

fagt aus, dap die Tangenten an je jwei einander entjpre=
dyenden Punften einer Curve und ihrer Coolute ftetd vedit=
winflig auf einander ftehen. Der Kritmmungdhalbmefjer
Derithrt alfo beftandig die Evolute.

Die Gleichung (D) [aBt fid) auf die Form bringen

“_;_”ﬁda +f‘——ld¢;=dg.

Nun ﬁnb unbB refp die Gofinus der Winfel,

welche der S’m[bmeﬂ'er Q, der gugleidh) Tangente der Goolute
ift, mit den Achfen der & und der y einfdhliet. Alfo be=
deutet die linfe Seite der Tefteren Gleichung die Swmme
der Projectionen der Elemente do und dp auf die Tangente
per Gvolute, d. . die Linge ded BVogenelements der Cpo=
[ute, deflen Projectionen auf die Achfen der 2 und der y
vefp. do und dB find. Bezeidynet man diefed Bogenelement
mit do, wo mithin do = V/ do? - dB? ijt, fo hat man alfo
do = dy.

Pan ecfennt alfo, daf mwenn man in der gegebenen Curbe
vom - Punfte m, Fig. 35, deffen Abfciffe op = 2 ift, su
dem Punfte » ibergeht, deffen Abfeiffe 0o = 2 4 dz ift,
Big. 35. und folglich gleichzeitig vom Puntte

Yy p der Gvolute ju dem Puntte v der=
felben, fodann der LVogen pwv 3ivi=

"/“ fdyen diefen beiden Puntten gleid) ift
dem Unterfdyiede der beiden Kritm=

=l mung8halbmeffer mp und av.

‘ Hievaud {dhliept man, daf man
" P 7 % fidy die Gurve mn in continuirlicyer
Vewegung durd) den Endpunft eined gefpannten Fadend
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befdyrieben denfen fann, welder auf der Curve wv aufge-
widelt war und von derfelben nady und nady abgemwidelt
wird, Aus diefem Grunde hat die Curve pv den Namen
der Goolute der Gurve mn erhalten. Wmgefehrt nennt man
die Gurve mn die Gvolvente der Curve pv. Die Be-
tradhtung der Eooluten ift von grofer Vedentung bei mel=
veren wicdhtigen Anwendungen der Mathematif.

§. 188. Wenn die Gleidung der Curve in der Ger
ftalt

F(z, y) =0

gegeben wdre, fo miivde man nur ndthig Haben, ftatt der
Gleichungen (C), aud denen z eliminivt werden muf, um
die Gleidung der Gvolute ju erbalten, die Ausdritde fiir
o und B aus §. 183 an die Stelle ju fepen. Man elimi=
nirt fodann 2 und y aud diefen beiden Gleidhungen und
der Gleidung F(z, y) = 0 der gegebenen Gurve.

Beifpiele.

§. 189. @8 fei exjtend die Gleidung der GIllipfe
gegeben

|y
F = _
B A o dF 2z dF %
MNan bat F(z, g) S Lt = =
da2F 2 d&F d*F

2 i
W e, e und durd) Subftitution in

den Ausdrud des §. 183 fiir o Fommt
(b4$2+a4y‘z)§'
S oW
als Ausdrud fitr den Krivmmungshalbmeffer diefer Gurve.
Subftituirt man die vorftehenden Ausdriide in bie
Werthe des ndamlichen Pavagraphen fitr o« und B, fo erhdlt
man
Navier, Diff.- und Jntegrale, I Vand. 14
vier, Diff.z ur ‘i']tﬁ

p://rcin.org.pl



210 XVIIL Abfdynitt.

a2 bz_a2

5, B== Y2
und die [)mau@ gemmmenm QBertf)e von @ und y geben,
in die Gleidhung der Curve gefebt,

(#%)' + (o) =

al8 Gleidung dev Guvolute der Elipfe. Diefe Curve be=
ftebt aus vier congruenten Theilen, welde in Vezug auf
die Adhfen der Gllipfe fymmetrijd) liegen. Die Kriimmungs=

(R

Dalbmeffer, welde den Sdyeiteln gugehvren, find -Iz-:-im End-=

puntte dev grofen Achfe und %2 in Endpuntte der Fleinen

Adyfe. Die Evolute ird von beiden Adhfen Deriihrt.

Die Gleihung der Hhperbel geht aus derjenigen der
Ellipfe Hervor, wenn man dad Vorjeidyen bon b* verdndert.
Der Ausddrud fitr den Krivmmungshalbmeffer bleibt der=
felbe, aber die Gleidhung der Evolute mwird

(@) (ot ) ot

Die Gurve ift, wie die vorige, aud bier congruenten Theilen’
sufammengefept, welde in Vegug auf die Ad)fen der Hyper=
bel fommetrifd) liegen.  Der Kriimmungshalbmeffer im

Sdyeitel der Hyperbel hat den Werth %. Die Evolute wird

von der Adyfe der @ beriihrt.
8. 190. Die Gleidhung der Parabel

gt =5 pr
ot W VT &y Vv
gibt P s ey , und durd) Subftitution in
ben.‘)fuébrucf bes §. 180 fiix o Fommt
__(p+?~’v)=
1)
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Diejelben Werthe geben, in die Ausdriide desfelben Para-
graphen fitr « und B gefept,

o= p i+ 3z, = ——

und renn man aud diefen Leiden Gleihungen eliminirt,
fo erhdlt man alg Gleidhung der Evolute der Parabel

B2 = B, fnp).

9 R

Diefe Curve befteht aus givei congruenten Theilen, weldye
in Wezug auf die Adyfe dev @ fymmetrifd liegen und von
diefer Ad)fe bevithrt werden. Der Kritmmungshalbmeffer
im dyeitel der Parvabel ift gleich p.

§. 191, iix die Cpcloide wurde beveits im §. 178
gefunden

dy A 2R ﬂ it
2% |/ T 1, woraus o7 o

Sept man diefe Werthe in den Ausdrud des '§. 180 fiir g,

fo fommt

woraud man vermdge dev Formeln des §. 178 {dlieft,
daf der Kritmmungshalbmeffer immer dag Doppelte der
Normale betrdgt.

Gubftituivt man. ferner die vorftehenden Werthe in die
Yusdritcde ded §. 180 fitv o« und B, fo erhalt man
e=g2+2V2Ry—y}, B=—u.
Sotvol aud diefen Ausdrivden, ald audy aus demjenigen fiiv
den Kritmmungsbalbmefier o gebt Hervor, daf der Kriim=

mung@mittelpunft fiiv den Sdyeitel 2 dev Cycloide, Big. 36,
14*

S|
Sie

<
e

= 1
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Big. 36. fid) in v Defindet, indem man

g av=an nimmt, Um die Glei-
dung der Goolute in ibrer ein=

; H a\/ » fadyften Geftalt su erhalten, be=
AN siebe man diefelbe auf gvei newe

SR g Goordinaten o’ und §, welde

von dem Punfte v aus, ald

Anfangspuntt, und den urfpringlichen Coordinaten pavallel,
in dem Sinne vb und dem Sinne va gevidytet find. Man
hat alfo zu feben
o=7nR -« B=—2R+ P,

wodurd) die vorigen Gleihungen fid) vermandeln in

o =nR—a2—2V 2Ry —y?, B =2R —y.
Hievaus erhdt man mit Riodfidt auf den Ausddrud vonz
durd) y, in §. 178,

o =R<n——arc cosf;;—y> =~V 2Ry —p,
und endlid), indem man y eIiminitt
—V 2R — B

Aus der llebereiuftimmlmg diefer Gleihung mit der
Gleidyung der Gyclvide, §. 178, geht hervor, daf die Evo=
(ute der Gpcloide wieder eine Gycloide ift, congruent der
gegebenen.

Diefes Crgebnif [t fih auch fhon aus dem obigen
AWerthe fitr den Kriimmungshalbmeffer exfennen. Da nims=
lidy der Sritmmungdmittelpuntt fiiv den Puntt m der Cp=
cloide fid) in der Werldngerung der Normale befinden musf,
und gwar in einem Abftande rp=rm, o folgt, daf der
Bogen rp ded Kreifed, deffen Halbmeffer gleid) £ und deffen
Mittelpuntt in d ift, gleid) dem Vogen rm ded Kreifes
von, gleidyem Halbmefier fein muf, deffen Mittelpuntt in ¢
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Tiegt.  Aber der Bogen rm ift gleidy der Gevaden or; folg=
lidh ift dev WVogen sp gleid) der Geraden vs.

Der Krimmungsbhalbmeffer ift Null im Punfte o der
Gycloide omn. Folglid) ift der Bogen op der Evolute gleid
dem Kritmmungshalbmeffer mp. Die Bogenlinge der halz
ben Goeloide omn betrdgt alfo 4R; und allgemein, wenn
man den Anfang8punft der Coordinaten z und y in den
Sdyeitel » der Gurve verlegt und den Vogen s von dem
ndmlichen Punfte aus vedmet, fo hat man immer

s =2 2Ry.

Die merfwiirdige Eigenfdyaft der Gycloide, fie durd
die Abwidelung feloft twieder ju erzeugen, fteht in Ber-
bindbung mit dem folgenden von Jvhann VWernoulli ent=
dedften allgemeineren Safe: Wenn man von einer beliebigen
Gurve, deven Cndpunfte jmwei Seiten eined Redyteds ju
Tangenten habew, die Cvolute fudyt, von diefer wieder die
Goolute, und fo fort bi§ ind Unendlide, fo twerden die
auf foldhe Weife erhaltenen Curven immer mehr mit einer
Halben Gheloide gufammenfallen.

XIX. Gbene Gueven in Bezug auf Polarcoordinaten.

§. 192. lnter Polarcoordinaten verfteht man
die fdhon im §. 79 jur Spradie gebradten und in vielen
Fallen ftatt der rvedhtwinfligen Goordinaten @ und y jur
Bejtlegung cined Punftes dienenden Grifern, ndmlidy den
Radiusvector », und den Winfel w, twelden Dderflbe mit
der Adhfe der  einfdhlieft. Diefe nenen Coordinaten find,
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214 XIX. Abjdnitt.

wie dafeldft angegeben, an die erfjteren durd) die Relationen
gebunden
@ =rcosn, worausr=}a*Fy*

g =1 8il W, o = arc tang%.

Der Radiudvector = fwivd immer pofitiv  genommen.
Der Winfel o dagegen fann alle pofitiven und negativen
Werthe von Null bis ing Unendlidye annehmen.

§. 193. Die Gleidhung einer geraden Linie, weldye
durd) einen Punft geht, deffen vedhtwinfelige Coordinaten
find 2" und y, und mit der Adyfe der @ einen Winfel ©
einfchliefit, ift fitv ved)tivinflige Coordinaten

y—y =tangt.(z — ).
Die Gleichung derfelben geraden Linie fitr Polarcoordinaten
wird mit Hiilfe der vorigen Fovmeln
r sin (0 — t) =1 sin (0’ — 1),
wo ' und o Ddiejenigen Werthe von # und w bedeuten,
toeldhe dem Punfte sugehvren, deflen Coordinaten & und y
find.  Augenfdyeinlidy ift = sin (0 — 7) die conjtante Ent=
fernung der in Jede ftehenden Linie vbon einer mit ibr
durd) den Anfangdpuntt der Coordinaten gelegten Parallelen.

§. 194, Die Gleihung der Parabel ift, wenn man
den Anfangdpunft der Coordinaten in den Sdyeitel legt,
filv vedytwinflige Coordinaten

y* = 2pa;
dagegen fitr Polarcoordinaten

§. 195. Die Gleidung der Cllipfe oder der Hyperbel
fitv vedytiwinflige Coordinaten, wenn der Anfangsdpunft im
Mittelpuntt liegt, ift

http://rcin.org.pl



Polarcoordinaten.- 215

und fir Polavcoordinaten
2 a2 h?
" b2coso?+a’sine?
§. 196.  2Wenn man den Anfangspuntt der Coordina=
ten in den Wrennpunft der Pavabel verlegt, indem man in

der Gleihung y2=2pz fix « an die Stelle fept %-}— 7

jo toird die Gleichung der Curve
y=p(p+22),

oder fenn man % = fept, wo 2 Den Abjtand des Sdyei=

teld vom Brennpunft bedeutet,
y2=4r (r' 4+ o).
Subftituivt man Hierin die Werthe bon @ und y ausd §. 192,
fo erhalt man die Gleichung fitr Polarcoordinaten
2
SEa —cos o/
und wenn man, wad gebrdaudylicher iff, den Winfel o von
demjenigen Theile dev Adyfe ausd 3ablt, weldyer auf dev Seite
der negativen @ liegt, 0. i. von Ddem Fheile dev Achfe
gioifdyen Brennpuntt und Sdyeitel der Curve, fo hat man
27
19 1+coso’
Diefe Gleidyung [t fidy audy leicht unmittelbar aus den
befannten Eigenfehaften der Pavabel Dherleiten.

§. 197. E8 Dbegeichne e die Ercentricitit der Elipfe
und der Hpperbel, d. i. dad Werhdltnif 0des Abjtandes
gwifdyen Mittelpunft und Brennpunkt ju der halben grofen
Acdfe. Man Dat fodann ae =V a* —b? fiir die Gllipfe,
und ae = V'a? +0* fiiv die Hyperbel. BVerlegt man nun
in der Gllipfe den Anfang8puntt der Coordinaten in den=
jenigen Brennpuntt, welder auf der Seite der pofitiven 2
liegt, und in dev Hyperbel in denjenigen BVrennpunft, wel=

r
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der auf der Seite der negativen z liegt, o mwivd die
Abfciffe aus dem Mittelpunfte in dev exfteren Curve durd)
x -+ ae, in der lefterert Curve durd) & — ae audgedriidft
werdert.  Die Gleichungen beider Curven twerden alfo refp.
z-1-ae)? A T—ae? i
( tﬁ ) o a’(ly—e’)z:1 unb ( a? )_ a?(ez—i)
und durd) Subftitution der Werthe von z und y ausd
§. 192 wird die Gleidhung der Ellipfe fitr Polarcoordinaten
Vg a(l—e?)
1-}fecosn’
und die Gleihung der Hyperbel fitr Polarcoordinaten
R a(e?—1) 5 30, aer—1)
14 ecosw iy k| ecoso—1'
je nadhdem man den ndberen oder den entfernteven Arm
der Gurpe in Begug auf Ddenjenigen BVrennpunft, weldyer
alg Anfang8punft angenommen mworden ift, betvachtet.
Diefe Gleidhungen laffen ficy gleidhfalld aud) aus den be=
fannten Gigenfchaften dev in Jede ftehenden Curve herleiten.
Wenn man ftatt der grofen Adyfe 2a den Pavameter
2p einfithrt, wo b2 = ap ift, fo etfennt man itberdies leidyt,
daf die Gleidyung

AR R 3 L N

1--ecosw
ecine Glipfe, eine Pavabel ober cine Hyperbel daritellt, je
nadydem e <1, =1 oder > 1 ift. IJIm leptern FJalle lefert
fie jedod) nur den nabher liegenden Avim dev Hhperbel, gemdf
dem porhin Gefagten.

§. 198. Die allgemeinen Diffeventialausdriide fiir die
Ridptung der Tangente einer Curve, ihren Flideninhalt,
und die Liange ihres Vogens, geftalten fidy beim Gebraudye
der Polarcoordinaten twie folgt.

Die Gleihung der gegebenen Curve fei

r=f(0).
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Sudyt man die Ridhtung der Curve in einem Punfe, deffen
Coordinatent » und @ find, o Dat man nur ju bemerfen,
daf die gerade Linie, weldye den Winfel v mit derjenigen
Adyfe einfdylieft, vow weldjerTaus der Winfel o gevedynet
wird, und deren Gleidyung

, sin (0 — 1)

sin (0 — 1)

in §. 193 aufgeftellt wovden ift, gemdp den Entwidelungen
be8 XVL Abfdynitts eie Tangente der Curve in dem in

Rede ftebenten Puntte fein wird, wenn der Werth von Z%,

welden die Gleidung der geradben Linie fitr diefen Punft
giebt, gleich ift Dem Werthe ded ndmlidhen Diffeventialver=
haltniffed ausd der Gleidhung der Curve. Jun ergiebt die
Differentiation ded vorftehenden Werthes von r.

dr , sin (0 — 7) cos (0 — T)

B
do sin (@ — )2 ¢

L. ==

oder weil fitr den in Rede frehenden Punft ' == »r und o’

= o ift,

d—':————i‘cot(w— ).

do

Folglid) wird der Winkel v, den bdie Tangente der Curve

mit devjenigen Achfe einfchlieft, von welder aus der Winkel

w gevechnet wird, allgemein beftimmt durd) die Gleidjung
1 dr :

cot(r—m)=75,

wenn datin % ba8 Differentialverhaltnif der erften Ord-

nung von der Function r = f(w) bedeutet. E8 ift Emum
nithig gu bemerfen, daf v — « felbft den Winfel begeichnet,
eldhen die Tangente der Curve mit dem Radiusvector
einfdylieBt.

3u demfelben Crgebnif fann man aud) auf geometri=
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fhem Wege leicht gelangen. 8 feien m und n, Fig. 37,

dig. 37. die beiden Puntte dev Curve, weldye
den Werthen o und o 4 dw dex
Neigung ded Radiudvectord ent=
foredyen. Dev Vogen mg, weldyer
aud dem Punfte o mit dem Halb=
meﬂ'er om = r befdyrieben ift, hat
“ die Linge rdo, und ng ftelt dr
dar. Jun fann man, bei Vetvadhtung der Gringe, mg wie
eine gerade Linie anfe[)en, eldye auf om vedytwinflig ftebt,
und die Gurve in dem Intervalle mn wie jufammenfallend
mit_der Tangente. Vemerft man fodann, daf dev Winfel
nng dag Complement des Winfeld v — w iff, o hHat man
ie oben

cot (v — w) -—7‘3—';—0

Jtennt man o den Winkel, teldyen die Movmale der
Gurve im Punfte m mit dex Adife dev 2 einfdlieft, fo Dat

man bermige der borigen Fovmel

rdo
cot (0 —w) = =5 Sl
o 6 — o den Winkel wifchen der Movmale und dem

Radiusvector bedeutet.

§. 199. Unter der Fldche einer Curve verfteht man
beim Gebraudye der Polarcoordinaten den dreifeitigen Raum,
welcher von der Curve, ecinem feften Radiusdvector (3. B.
dem mit der Adyfe sufammenfallen oa, Fig. 37) und dem
betweglidhen Radiugvector om begriingt wird.  Diefe Flidhe
mag mit & Degeibnet roerden. Wenn o um do gunimmt,
fo wadft » um dad Dreiec omn, deffen Flidye, indem man
mn foie gevadlinig anfieht, ousgedriidt wird duvd)

* 1
= (r-dr) do.
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Wenn man hievin, foie ed bei dem Uebergange jur Grange
ftets gefdheben muf, dic unendlih Fleinen Grifen der

sweiten Ordnung vernady(dffigt, fo bat man
= —;— rdo.

§. 200. Was das Diffevential ded Vogens der Curve
betrifft, weldyer mwie frither durd) s begeichnet werden mag,
fo fann man a8 Element mn, Big. 37, bei Vetradytung
der Gringe, wie die Houpotenufe ded vedtwinfligen Dreiects
mng anfehen, deffen Katheten find rdo und dr. Man

findet alfo
e dw r3—|— ( )

Dabei tird die Borausfebung gemadyt, daf der VWogen s
gugleic) mit dem Winfel o gunehme,

§. 201. Wil man Dden allgemeinen Ausdrud des
Kritmmungshalbmeffers fitr Polarcoordinaten haben, fo
fann man auf die Jormel ded §. 182 juritdgehen

s
AR
Aus der Gleichung des §. 198
T dr
cot (T — w) =y

erhalt man durd) Differentiation, indem v und r ald Func=
tionen von w angefe[)en-merben,

d‘l:
'd 1 dr 1 a2
T sint—o)? (r—o) <1‘ do + r do?)

und da diejelbe (Sileld)ung giebt

1 24 2 —
sin (T — )2 = 1 dr)
r do
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i L dar\? 1 dw
it (7 zz) —FEs

dt
do 1adr
o 7 (r d(o)
Nady dem borigen Paragraphen ift aber

i = v
Mithin enb[idy

TG}, (@

i iar Tar
1+2<r do) ~ v do? r2+2< ) d(oz

Da bdie Ridhtung der Jtormale nad)y §. 198 befannt ijt, fo
veidgt Diefer Ausdrud fitr den Kritmmungshalbmeffer Din,
um die Lage des Mittelpunkts der Kritmmung feftyuftelen.

Die Wurgel | r2 4 (%)21 fann nad) Gefallen mit

dem Vorgeicdhen -+ oder. — genommen werden. Wil man
dag Jeichen -} beibehalten, fo folgt, daf der Kritmmungs-
Dalbmefjer al8 pofitib angefeben wird, wenn die Differen=.
tiale dv und ds cinerlei Borgeidjen Dhaben, dagegen ald
negativ wenn diefelben verfchiedene Vorgeidyen befigen. Nun
witd hier die BVorausdfepung gemadyt, daf der Bogen s in
gleiem Sinne wie der Winfel w zunehme; folglich gilt
der Kritmmungs8halbmefier al8 pofitiv, twenn die Conca=
pitdt der Gurve nad) dem Anfangspuntte der Coordinaten
hingewandt ift, und alg negativ im entgegengefepten Falle,

Spiralen.

§. 202, Mit dem Namen Spivalen begeidmet man
gewiffe Curven, deren NMatur und Eigenfdhaften auf ein=
facdpere Weife mit Hitlfe der Polavcoordinaten ausgedriidt
werden fonnen.

Die Ardyimedifde Spirale hat die Gleidung
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r==aw,

wo a eine pofitive Conftante beseichnet. Die Curbe beginnt
im Anfangdpunfte oder Pol, und bildet eine unendlidye
Anzabl von Windungen wm diefen Punft, von weldhem
fie fich mebr und mebr entfernt.

§. 203. ®ie hpperbolifde Spivale hat ihren
Jtamen von der Analogie ihrer Gleichung

a

1'=—,

©

o ¢ eine pofitive Conjtante begeicdynet, mit dev Gleidyung
der Hyperbel in Vejug auf ihre Afpmptoten. Die Curpe
beginnt in einer unendlichen Entfernung vom Pol, wo fie
eine Pavallele gur Adfe der & beritbrt, deven Gleidyung ift
y==a; denn Ddie vorftehende Gleichung fann audy gefdyrie-

ben toerden y = a sme , und gibty = afilr 0 =0. Sie

bildet eine unendliche Anzahl von Windungen um den Pol,
dem fie fih fortwdlhrend ndbert, ohne ihn ju erveichen;
nur filr .w = 00 wird r = 0.

§. 204. Die [ogarvithmifde Spivale, eine be-
merfenswerthe Gurve, deven Gigenfdyaften durd) Jafob
Bernonlli unterfudyt ‘toprden find, hat zur Gleidhung

w == logr, obet r=a°, ober r=¢" ",
o @ die Vafis ded logarithmijdhen Spijtems bejeidynet,
weldie grofer al8 die Einbeit voraudgefebt twerden mag.
Der Werth von r, tweldyer dem Winkel © = 0 entfpridht,
ift = 15 folglidy beginnt bdie Curbe in einem Puntte 4
der Adyfe der @, deffen Abjtand vom Pole gleidy der Ein=
beit ift. Wenn o von Null ausd pofitiv junimmt, fo
wddft r ununterbrodyen; die Gurve bildet alfo vom Punkte
A qug eine unendlide Anzahl von Windungen um Dden
$Pol, indem fie fid) fortmwdhrend pon diefem Puntte entfernt.
Wenn o von Null aud negativ junimmt, fo widjt r un=
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unterbrochen Fleiner; die Gurve bildet alfo gleid)falls vom
Puntte 4 aud eine unendliche Angzahl von Windungen wm
den Pol, dem fie fidh fortwdahrend ndbert, obhne ihn u
erveidyen,

Aus der Gleidyung

7k ela.o)
erhdlt man
ar <% Ja. b 4 2 pla. o
E_la.e o Sy = (la)2 e

Die Formel ded §. 198 fitr den Winfel v — o, wel-
dyer gifhen der Tangente und dem Radiusvector enthalten
ift, giebt demnad)

cot (T — w)=la;
diefer Winfel hat mithin einen conftanten Werth.

Ferner wird der Ausdrud fitr den Kritmmungshalb-=

meffer nady §. 201
o=rV 1+(la)1=sin—(::j).

ig. 38. Jit alfo p, Fig. 38, der Kritmmungs=
mittelpunft, toeldyer dem Punfte m
per logarithmifchen Spivale yugehirt,
fo {tebt die Linie op redytivintlig auf
dem Radiudvector om.  eberdies

> - Daben Radinsvector und  Kriim=

(U mungshalbmeffer 3u einander ein

conftantes Werhaltnif.

Begeihnet man mit R und Q die Polarcoordinaten
de Kritmmungsmittelpunftd w, alfo vefp. die Linge op
und den Winfel pox, fo hat man nad)y dem Vorigen

R=VQ“—rﬁ=la.r, Sl=w—i—;

Sept man die Werthe von » und w, weldhe aud diefen

Gleidyungen folgen, in die Gleidhung r = €' der Curve,
fo erhalt man
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la SE—E
R=la.e ( 2),
oder wad auf dasfelbe hHinaudfommt
[ o la)
la

e ela (SZ w4 -+
als Polargleidhung der Evolute. Die Evolute der loga=
rithmifhen Spivale ift alfo diefe ndamliche Curve, weldye
l.la
la
hat. Um zu erfennen, daf die Evolute wieder eine loga=
rithmifdhe Spivale ift, rveicht 8 {ibrigensd fdon Dhin zu
bemerfen, daf ihre Tangente, tweldhe nidytd anderes ift ald
der Sriummung8halbmeffer pm, mit ihrem Radiusvector op
einen conftanten Winfel bildet.

um den Pol eine Drehung um den LWinfel ;i —= erlitten

XX, Defondere Punfte dev ebenen Gurven.

§. 205. Die in den Abfdynitten XVI. ff. enticelten
Begriffe, weldye fid) auf die Veftimmung der Tangenten
ebener Gurben, fo tvie der odculatorifdhen Kveife oder all=
gemeint der odculatorifdien Gurven begichen, beruben auf
dem Gebraucye des8 FTaplor’{dhen Lehrfapes, und enthalten
im allgemeinen die Vorausdfepung, daf die Diffeventialver=
Daltniffe derjenigen Junction, weldye den Werth der Ordinate
mit Hitlfe dev Abfeiffe ausdriidt, filr den in VWetvadyt Fom=
menden Punft der Curve endlide und beftimmte Werthe
annehmen. €8 ift alfo evforderlidy, gemdf dem mad im
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224 XX, Abfdnitt.

X. Ab{dynitte aud einander gefept worden ift, daf die Curve
in der Ndbhe foldyer Punfte continuirlicd) fei; und iiberdies
darf die Function fitv den in Rede fiehenden Werth der
Abfeiffe fidhy nidht in einem dev Ausnahmefille befinden,
weldye in demfelben Abjdhnitte angegeben worden find. Wo
e8 fih anders verhdalt, da ift die Curve im allgemeinen von
eigenthitmlider Befd)affenbeit und befibt dadjenige, was
man einen befondern Punft nennt.

Jn den meiften Fillen Haftet die Eyrifteny der hefonde=
ren Punfte darvan, daff die Curve gtvei oder mebrere Arme
bat, welde fid in den fraglichen Punften vereinigen, Jn-
deffen bieten aud) Curven, welde nur einen eingigen Jug
bilden oder ausd melhreven von einander getrennt liegenden
Bitgen Dbeftehen, gutveilen merfwiirdige Punfte dar, tweldye
man im foeiteren Sinae gleidfalld unter der WVenennung
der Defondeven Punkte begreift.

€8 fei y=/[(x) die gegebene Gleidung einer Curpe,
und man Dhabe bon derfelben die fucceffiven Diffevential=
verhaltniffe o BBl 20, gebildet.

dz ' dz3! da3"
Wenn dad erfte Differentialverhaltnif % fitr einen

Werth = a der Abfeiffe ju Null wird, wabhrend alle {ibri=
gen Diffeventialverhdltniffe endliche Werthe behalten, fo
ift die Tangente der Curve in dem entfprechenden Punkte
pavallel gur Achfe der a5 und die Ordinate ift, gemdp den
Entoidlungen de8 XIV. Abfdnitts, ein Marimum obdex
ein Minimum, 3

Wenn dad zweite Differentialverhiltnif %:y, allein 3u
Null wird, wabrend alle iibrigen endliche Werthe behalten,
fo_ift der Kritmmungshalbmeffer unendlidy groff, und der
Siun der Krivmmung dndert fid). Man hat fodann einen
Beugungspunkft (vergl. §. 65).
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Wenn dad @iﬁetenﬁa[verb&[tniﬁ der dritten Ordnung
%y

s allein gu Tull wicd, fo muf ——, ein Parimum oder

ein Minimum fein; aber davon Fann man in der FRegel
in der Geftalt der Curve nidyts tweiter mwahrnehmen.

Wenn die beiden erften iDifferemiafvetb&[tniﬂ'e%— und

a2 ]
dT"’, gugleicy g MNull toerden, fo tritt der am Shluffe ded

§. 145 bemerfte Fall ein, ndmlid) ein Beugungdpunft, in
weldem gugleid) die Tangente der Curve parallel zur Achfe
ter. z ift.

§. 206. 2Aufer den Fdllen, wo eingelne Diffevential=
verhdltniffe ju Null werden, find zunadyjt diejenigen gu
betradyten, wo Ddiefelben unendlid) grofe Werthe annehmen,

Wenn dad Differentialverhiltnif der erften Ordnung
dy

2z Wnendlidy grof wird, fo ift die Tangente der Cnrve

pavallel gur Acbfe der y. Diefes Fann in vier Fillen ein=
treten: in dem Punfte L., Fig. 39, mweldyer im Sinne der
Big. 39. 2 den faum begrdngt, den
die Gurve einnimmt; in M,
wo die Ordinate unendlidy
grof ift, und die Curve
vort einer Pavallelen guv
Achfe der y berithrt wird;
° a in N, wo ein BVeugungs=
punft ftattfindet; und endlich’ in 0, welder Punft ein
Ritdfebrpuntt genannt wird.
Wenn das Differentialverhiltnif der zroeiten Ordnung

J

d*y
i) allein unendlidy gvog wird, fo nimmt der Kriimmungs=
Dalbmefler den Werth Null an.
§. 207. Godann {ind Dier diejenigen Fille in Ve=
Navier, Diff.7 und Jntegralr. 1. Band. 15
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tradytung su gieben, wo eine Curve mehreve Arme befipt,
deren Bereinigung oder Durdyfreugung gu befondern Punf=
ten Anlag gibt. Diefe Fille entfpredjen immer denen der
§§. 90 2c.  Eine Curve Fann ndamlid) nur dann mehreve
Yvme Dhaben, wenn die Function y = f(x), welde die Or=
dinate Darftellt, Wureln mit geraden Erponenten enthalt,
denen man alfo ein doppelte8 BVorjeidyen geben muf. IJIm
allgemeinen entfprechen fodann jedem LWerthe von 2 mehrere
Werthe von y, und eben o viele Werthe fitr jedes Diffe=
rentialverhiltnif, und bdiefe Werthe gehoven refp. zu den
verfchiedenen Armen der Curve. LWenn aber der bejondere
Werth « = a eine Wurgel in f () gum BVerjdywinden
bringt, und folglid) die Werthe von y auf eine geringere
Angahl guridfithrt, fo veveinigen fich gwwei oder mebhrere
Yrme in dem entfprechenden Puntte, welder deghalb ein
vielfader Punft genannt wird. Ueberdiesd ergab fid)
in den angefithrten Paragraphen, daf e8 bier zwei Ville
ju unterjcyeiden gibt.

1) Wenn die Wurgel in f(2) fiix den Werth z=a
defbalb verfchtoindet, mweil Oiefer Werth die Wurgel felbft
ju Nl madyt, jo Eann die Entwidelung ven f(a 4 k)
nur gebrodyene Potengen von k enthalten, und mithin
miiffen alle Differentialverhiltniffe unendlidy grop mwerden.

2) Wenn die Wurgel verfchwindet, mweil der Werth
x = a cinen gewiffen Factor gu Null madt, mit weldem
piefe Wurgel in f(x) behaftet ift, fo fann nady einer be=
ftimmten 2Angabl von Differentiationen die Wurgel in den
Differentialverhdltniffen toiedeveridyeinen, und die Taplor’fdye
Heibe bleibt anwendbar. €8 Fonnen aljo nur die erften
Differentialverhdltniffe, in denen Ddiefer Factor nod). por=
fommt, fiir den Werth # = a ju Null*) rerden, waibrend

) Diefer Werth Null iff hier nur als cin befonderer Fall zu nehmen,
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Befondere Punfte. 227

bie Differentialverhiltniffe dev Hoheven Ordnungen, in denen
die gedadyte Wurgel wieder auftritt, endlidhe und von ein=
anbder perfdyiedene TWerthe annehmen miiffen, twelde vefp.
den verfdyiedenen Avmen der Gurve angehoren.

Aus dem Gefagten erfennt man, daf ein vielfadyer
Puntt dadurdy angezeigt twerden Fann, daf die Diffevential=
perhiltniffe dev erften Ordnung und dev hisheven Ordnungen
unendlidy grofe Werthe annehmen. Aber diefe Anzeige
ift nidyt fidyer, reil daffelbe audy in einem Veugungspuntte
eintreten fann, in teldem die Tangente der Curve parallel
jur Adyfe dev y liegt.

Pian evfennt ferner, daf ecin vielfacher Punft aud
dadurdy angezeigt twerden Fann, daf die erften Differential=
perDdltniffe 3u Nul werden.  Diefer Umftand Fann gleid)=
fallg in einem Veugungdpunkte vorfommen, wo die Tangente
der Gurve pavallel jur Adhfe der « liegt. Jndeflen wenn
pen erften Differentialverhiltniflen, mweldie Null toerden,
andere nadyfolgen, weldye Wurzeln in fidy enthalten, o ift
man fider, daf der in NRede ftehende Punft durd) die WVer=
einigung mebrever Arvme der Curve gebildet wird, toeldye
mit einander eine Wevithrung eingehen, deren Ordnung
durd) die Anzabl der zugleid) verfdywindenden Differential=
verhaltniffe gegeben ift.

Jm allgemeinen geben alfo die Werthe 0 oder v,
weldye die erften Diffeventialverhiltniffe annehmen, Fein

Sm aligemeinen  ndmlid) werden  die Function nebft dem erfien
Differentialverhaltniffen derfelben unter den angejeigten Umfidnden
nicht nothwendig verfdwinden, fondern nur eine geringere Anzahl
von einander verfdyiedener Werthe annehmen, al8 die Curve Arme
befigt, 3. B. cinen eingigen.  Man erfennt dibrigens aud) in diefem
allgemeineren Falle ohne Miihe eine Weriihrung von hiherer Ord-
nung, welde bdie verfhiedenen Urme der Curve i dem in Rede
ftegenden Punfte mit einander eingehen.
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228 XX. Abfchnitt.

ficheres Urtbeil itber die Natur ded befondeven Punftd;
pielmehr bedarf e8 immer nody einer Unterfudyung iiber
den Lauf der Gurve in der Nibe Ddiefed Punfts.

§. 208. Der cinfachfte Fall, auf melden die vor=
ftebenden Vetradhtungen angewandt werden fomnen, ift ein
Punft wie M, Fig. 40, mwelder die Vegringung ciner

Fig. 40. Gurbe im Sinne der = audmadyt.
Man Dat dabei die beiden Theile

J |
m Mm and Mm toie el verfdyiedene

Dl Arme gu Dbetvadyten, telde fich in
N M vereinigens migen diefelben fonft
i |

o

fidh in8 Unendliche evftvecfen oder ju
einer gefthloffenen Gurve verbinden.
Die DifferentialverDiltnifie der evften Ordnung und der
boberen Ordnungen {ind fiir den Werth der Abjcifie,
eldyer einem foldyen Punkte entfpricht, unendlid) grof.
Daffelbe tritt cin, wenn die Vegranzung der Curve durd
einen NiidFehrpunft N gebildet mwird.

Man fann bemerfen, daf der Punft N, Fig. 40, in
welcdhem die Deiden Arme der Gurve auf einerlei Seite dev
gemeinfdaftlichen Tangente liegen, ein RitdEehrpuntt dex
gmeiten Art Heift; dagegen der Punft 0, Jig. 39, wo
die beiden Arme der Gurve auf verfchicdenen Seiten der
gemeinfdaftlichen Tangente liegen, ein Fiidlehrpunft der
eviten Art,

Der Fall, wo alle Differentialverhdltniffe unendlid)
grof werden, Fann iibrigens aud) verfdyiedenen andeven
vielfadben Punten entfprechen, in denen fich sivei oder
meDreve Arme der Gurpe vereinigen, mweldhe zugleid) eine
Pavallele ur Acdyfe der y berithren und Ddabei entiveder
einander durdjchneiden oder nidyt.

*§. 209, Was die Fille Dbetrifft, in demen die erften
Differentialverhiltniffe ju Null werden, wibrend die fol=
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genden Diffeventialverhiltniffe endliche Werthe annehmen,
telche Wurgeln in fid)y enthalten, fo geben fie ju dhnliden
pielfaden Punften Anlaf, toie vorhin, in denen jedod) die
Zangente der Curve pavallel jur Ad)fe dev 2 liegt.

- Wenn aber die erfte Differentiation fdhon Hinveidyend
getefen ift, um den Factor weggujdaffen, mit weldem die
Wurgel in der gegebenen Funftion behajtet getvefen ift
und  weldyer fitr den Gefonderen Werth z = a ju Null

mwurde, fo toird dad erfte SDtnerentmIberf)aIth ¢ oeldyes

die Wurgel wieder enthdlt, mehreve Derfd)tebene endlidye
Werthe geben, und man hat mithin einen bvielfachen Puntt,
in weldhem die Avme der Curbe einander {dneiden, obne
fih gu berithren. Uud wenn in einem foldyen Punfte iiber=

die8 der Werth von ZZ s tull wird, fo findet sugleidy

in jedem der Arme der Curve eine Veugung ftatt.

§. 210. 3um Sdluf mige nod)y bemerft mwerden,
baf man mit dex Wenennung ifolivte oder conjugivte
Puntte gewiffe Punfte begeichnet hHat, deren Coordinaten
der gegebenen Gleichunyg swifchen = und y Geniige leiften,
wabhrend fie felbft jedod) vollig getrennt von der Linie
liegen, toelche diefe Gleidhung darftellt. o bat man 3. B.
einen conjugirvten Punkt fitr den Werth) # = a, wenn diefer
Werth in der Junction y = f (w) eine Wurzel sum Ver=

d2y
d % d.’ty2
Laffen, und gugleid)y diefe Wurgel fitv alle Werthe von
swifdhen @ + b und @ — b, wo b eine Deliebige endlidhe
Grige vorjtellt, imagindr ift.

fhtwinden bringt, chne fie in == , 20, verjdywinden ju
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XXI. Berihrende Gbhenen und Normalen an
frummen Fladen.

§. 211, Jn der Kiirze follen Hier yunddyft die hHaupt=
fadlichften Formeln aud der analptifdhen Geometrie von
drei Dimenfionen jufammengeftelt mwerden.

Die Ridtung einer geraden Linie, mwelhe durd) den
Anfangspunft der CGoordinaten gebt, mwird durd) Ddie drei
Winkel «, B, y feftgelegt, meldye diefe Linie mit den pofi=
tiven Theilen dev Adhfen der z, y, z einfdhlieft. Die Co-
finug odiefer Winfel ftehen offenbar unter einander in den=
felben Verhdltniffen toie die Coordinaten z, y, z, {o da

man die Gleidungen hat

T cos o T cos o Y cos B

Yy s’ T cosy' m cosy’
pon denen je zwei die dritte jur Folge haben. Da ferner
die Goordinaten degjenigen Punfts der Linie, teldyer den
Abftand 1 vom Anfangspuntte Hat, vefp. find cos a, cos B,
cos y, fo folgt

cos a2 4 cos B2 | cos y2 = 1.
Begeidynet man mit -
yegy "y el by
die Gleichungen der Projectionen der geraden Linie auf die
Gbenen zz und yz, fo ift
| cosa b cosf

cosy’ T cosy’
und daraus
1

a b
ot el OO D RS e D08 Y S s
Vit PVt ' Vatofi
Man fann in diefen Formeln nad) Gefallen der Wurgel
dag Borgeidhen - oder — geben, wenn man nur in allen

COS =
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orei Formeln dad namlide Borgeichen febt. Je nad) dem
Borgeichen Ddiefer Wurzel gehoven diew Winfel «, B, y su
dem einen oder dem andern bon Ddenjenigen Theilen der
Linie, weldie durd) den Anfangdpuntt der Coordinaten von
einander getrennt mwerden.  Nimmt man fie pofitiv, fo
begiehen fidy Diefe WinFel immer auf den Theil der Linie,
weldye auf der Seite der pofitiven z liegt, d. b. mwelder
mit dem pofitiven Fheile Dder Achfe der z einen fpipen
Winkel bildet.

§. 212. €8 feien 3iwei gerade Linien durd) den An=
fangspunft der Goordinaten gelegt, toelche mit den Acdhfen
vefp. die Winfel o, B, y und o', ', ¥ bilden. Der gegen=
feitige  Abftand derjenigen beiden Punfte Ddiefer Linien,
weldye in dem Abftande 1 bom Unfang8punfte liegen, be=
trigt da8 Doppelte vom Sinus der Hiljte ded AWinfels,
welden die Linien mit einander einfchliefen. Nennt man
alfo. @ diefen Winfel, fo ift
4sinlw2=(cosa—cosa’)2--(cosf—cosp’)*+-(cosy—cosy)?,
welde Gleidung fidh vereinfadyt in
2sin 1 o?=1 — (cos a cos & ~cosf cos B’ |-cosycosy).
Aber weil cos w=rcos 1 w? —sinfw?=1—2sinlw?, {0
wird endlid) ’

€0S 0 =C0S 0t €08 &' -+ cos B cos B’ —cosy co_sy'.

Wenn die beiden geraden Linien rvedhtwinflig auf ein=
anbder {tefen, fo bat man :

¢0s @ ¢08 o - cos B cosp - cosy cosy =0,
Folglic) toerden ghei gevade Linien, deven Gleidhungen rvefp.
find
' z'=iaz, Yy =0bs
und z==ds; g=9¥z
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auf einander rechtwinfelig ftehen, tvenn man hat

ad b0 4 1=0. .

§. 213. Die Gleidyung einer Ebene, toeldye durd) den
Anfangspuntt der Coordinaten geht, fei
z=fz+ygy,

und die Gleidyungen einer geraden Linie, toeldye durd) den=
felben Anfangspuntt gebt,

@=laz; " y==ba.
Sodann wird diefe Linie in jener Ebene enthalten fein, wenn
den drei Gleidyungen durd) die namlichen Werthe von z,
y, % Geniige gefdyieht. Died gibt die Vedingungdgleidyung

1 = af 4 by.
B 214 Die allgemeine Gleidung einer Chene ift

s=fz+gy+h
o @ und y el unabhiangige Bevinderlidye bezeichnen,
und z eine Function diefer Verdnderlichen. €8 feien nun
x, y, z die Coorbinaten eines Leliebigen Punftsd im Raume,
und man habe von diefem Punfte eine gerade Linie nad
einem Deliebigen Punfte Der Ehene gelegt, deffen Coordinaten
mit &', y', 2’ begeichnet werden mogen. Der Abftand beider
Punfte wird algdann ausgedritdt ferden durd)

AT e RS e e Sl 5 D

wo &', y, z an die Gleidung gebunden {ind

#=fa 4 gy +h
Nun wird die in NRede ftehende gevade Linie ein Perpendifel
auf der Gbene fein, twenn der vorftehende Ausdrud, in
weldyem man z’ rie eine Function der beiden unablhingigen
Berdnderlidhen 2 und ¥ anfehen muf, ein Minimum rird.
Um bdie Lage Ddiefes Pevpendifeld zu erfennen, hat man
affo gemaf den §§. 147 2c. die Diffeventiale diefes Aus=
pruds in VWesug auf 2 und auf g’ eingeln gleidy Null gu
fepen. Died gibt
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dz ’
2 —d o =) =0, y—y + 3 c—5)=0,
weldyes nnt[)m bie Gleidungen ded gefucdhten Perpendifeld
find. Set man darin fitr %unbz—;ibre Werthe ausd der

Gleidyung der Ebene, fo perwandeln fidy diefe Gleichungen in
¢ —o +fz—=2)=0, y—y +g(z—2)=0.

Wenn man: die Winfel, weldye diefed Perpendifel mit
den Adyfen dev @, y, = einfdylieft, vefp. mit &, p, v be=
seichnet, fo hat man

Ccosi= _L—— =:.————~—g-—— =:——-——1——
Vitrtt o VPt Vit
Die Winfel, twelde die gegebene Ebene mit den Ebenen
yz, @z, ay bildet, find von Ddiefen Winfeln 2, p, v nidyt
verfdyieden.

§. 215, Der Winfel, weldyen gtoei Ebenen mit cin=
ander einfchliefen, ift gleich dem Winkel srvifdhen den beiden
auf diefen -Ebenen evvidyteten Perpendifeln. Mennt man
alfo ¢ den Winfel zwifden den; beiden Ebenen, deren
Gleidungen refp. find

z=fa+gy+h
=fa+gy+¥,

ff +99+1
Vet ViFgft

Die WVedingung, welche erfitllt werden muf, damit die
beiden Gbenen redhtwinflig auf einander fteben, ift alfo

iy 1e==0.

§. 216.  Wenn die Gleidyung der Ebhene in der Ge-=

ftalt gegeben ift
K+ Lo + My 4 Nz = 0]

fo erhdlt man ald Gleidungen ded auf ihr evidyteten Per=
pendifels

fo hat man

COS @i s =
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z—%’=% (Y, z—z'=%(y—y')s
und die Gofinus der Winfel, welde Ddiefed Perpendifel mit
den Adyfen dev 2, y, =, ober telde die gegebene Ebene
mit den Gbenen yz, xz, xy einfdlieft, {ind refp.
€Sk =———— ,__L— cosp,=———M—-—— cosv=————N —

VI V N VBN

§. 217. Man betrachte jebt eine belicbige Jldche, de=

ren @Imbung allgemein davgeftellt wird durd)
z=f(= 1Y),

wo @z und y iwie bisher 3ivei unabhingige Verdanderliche
beseichnen; e8 twerde die Aufgabe geftellt, die berithrende
Gbene (Tangentialebene) und die Normale in dem=
jenigen Punfte diefer Fladye ju beftimmen, deffen Coor=
dinaten 2, y, 2 find. Man Fonnte sunddit die Lage
der Mormale durd) diefelbe Vetradytung finden, eldhe im
§. 214 angewandt worden ijt, wenn man ndmlid) al8
evident anfieht, dap der Fitrzefte Abftand eined Deliebigen
Punkts  der Novmale von der gegebenen Flache in die
Normale felbjt fallen muB. LWie oben mwitrde man ald
Gleidyungen der Jtormale finden
o + 5 =2) =0, Y-y + 5 (=) =0,
wo % und ;‘g, die partiellen Diffeventialverhiltniffe dev
Sunction 2’ bedeuten, welde aus der Gleidung 2’ =f(2,y)
bervorgehen, der bdie Coordinaten ded in Vetradyt gejo=
genen ‘Punfts der Flacde geniigen mitffen. Aber e8 ift
hier Deffer, die Lage der berithrenden Ebene durd) dbhnlidye
PBetradptungen gu beftimmen, wie im XVL Abjdnitte ju
Grunde gelegt tourden. .

‘Gine Gbene beriihrt eine Flade, wenn jwifden der
Blade und jener Ebene Feine andeve Ghene hindurchgelegt
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erden Fann.  Sind nun 2 und y die Ab{ciffen irgend
eined Punftes der gegebenen Fldadye, deffen Ordinate 2 ift,
fo werden die Ordinaten der benadybarten Punfte nad
§. 138 a[Igemein audgedritft werden durd)

, 2 27 azz’ k2
kT g Bt
Die Gleidung einer Ebene, welde durd) den Spunft aebt,
deffen Goordinaten & ¥ 2 find, ift aber

r—z=flz—2)+g9@—1y)
folglidy terden die Ordinaten bder benadybarten Punfte
diefer Ghene dargeftellt durd)
z + fh + gk.
Der Unterfdhied jwifdhen den Ordinaten ter Fldacde und
denen der Ebene ift alfo

dz 24 hz axz axz’ k2

ZE-OH”( > ‘i g Dagag™ tam p T
Wenn man nun die Coefficienten f und ¢ der Gleidyung
der Ebene durd) die Wedingung beftimmt, daf in diefem
Ausdrude die Glieder der erften Ordnung verfdhwinden
follen, d. h. mwenn man febt

dz’ dz
f= d_z"/ 95 715”
fo permandelt fidy diefer Unterfchied in
ax’ h? azz’ azx’ k2
i3 Taray T g
und man crfennt durdy diefelbe BVetradytung wie im §. 159,
oag, wenn man fitv kA und & fleinere und Fleinere Werthe
febt, man den gedadyten Unterfchied geringer machen fann,
a8 fiir jede andere Cbene, weldye der vorhin geftelten
Bedingung nidyt geniigt.
Die Gleidyung einer beriihrenden Ebene in demjenigen
SPuntte der gegebenen Flidye, deffen Coordinaten 2, ¥, =
find, wird alfo nady dem Worftehenden
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i daz ’ dz
i =T =)+ —1).
Man exhdlt davausd unmittelbar, nad) §. 214, die Glei=
dungen der Storma[e ;

a—a -I— (Z—Z) 0, il (z—z)—
Datin bebeuten unb i blelnugen QBertf)e der partiellen

Qlﬁerentla[berf)aItmﬁ'e ber Function z = f(z, y), welde
dem Bertihrung8puntte entfpredyen.

Wenn man ferner mit A, p, v die Winfel begeidynet,
toelche die JMormale mit den Adhfen der @, y, z bildet, fo
hat man

Y >+< 3
BT >+< Yt

2

( o) + () +
Diefe Ausdritde entfpredien gugleid) den Winfeln, weldhe
die berithrende Cbene mit den Ebenen yz, @z, xy cin=
fhlieft. Jimmt man davin die Wurzel pofitiv, fo gehiren
fie su demjenigen Theile der Movmale, welder, von der
Fladye aud gevedynet, nady der Seite der pofitiven 2z liegt,
o. b. mit dem pofitiven Theile Dder Achfe der z einen
fpiten WinFel bildet.

§. 218. Wenn die Gleichung der Fladye in der Form
gegeben ift
F(z, y, %) =0,
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fo find nady §. 45 ihre Differentinlgleichungen der erften
Drbnung

dF dz dF dz

d.z + dzdz + dz dy 0.

Die Gleihung der beru[)renben Gbene twird alfo

dF , dF , dr ‘
l—i;(w—z)—l-ry,(y——y)—{—é;(z—z)—(),

die Gleidhungen der Mormale werden

ar ar
& % az T —% =

dF daF

dr’ dy

endlid) die Cofinug der Winfel 4, p, v, weldye die Normale
mit den Adyfen der =, y, z, oder die berithvende Ebene
mit den Ebenen yz, xz, oy einfdlielt, werden

dF

()+C>+C
V()+()+(
M ARG S I

§. 219. Gine Derithrende Cbene Eann mit einer ge-
gebenen Jladye im allgemeinen entweder nuv einen eingigen
Puntt gemein haben, elcher der BVeriihrungdpuntt ift5 oder
fie fann Diefelbe in einer Deftimmten Linie fchneideny oder
in bdiefer Linie blof Dberiihren, obhne ju {dneiden; oder
endlidy in Der gangen Ausdehnung diefer Linie jugleidy be=
vithren und fdyueiden. Mian bemerfe ingbefondere die Fille,

ldos =
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wo bdie berithrende Gbene die Fldadye in allen Punkten einer
unbd Dderfelben geraden Linie beriibrt, weldye Gigenfchaft den
cplindrifdyen und conifdyen Flacden, und iiberhaupt den
abidelbaren Fladen zufommt; fo tie aud) den Fall, wo
die beritbrende Ebene die Flade in einer geraden Linie
fdyneidet und nur in einem eingigen Punfte diefer Linie
beriibrt, weldpe Eigenfchaft die windfdhiefen Jlichen befigen.
Die Coordinaten z, y, z der Sdnittlinie der Ehene
mit der Fladye, wenn diefe bon jener in einem Punfte be-
rithrt wird, deffen Coordinaten 2, ¥, 2’ {ind, miiffen au=
genfcheinlic) den beiden Gleihungen Geniige leiften

F (w, Y z)—O
E =+ T oD+ T E= =0

Eliminivt man aus blefm-@[eid)ungen bie eine oder die
anbdere der Berdnderlidhen =, y, z, fo erhilt man die Glei=
dungen der Projectionen der Schnittlinie auf die Coordi-
natenebenen.

§. 220. Unter einer Mormalebene einer Fldce in
einem gegebenen Punfte verjteht man jede Ebene, weldhe
durd) diefen Punft redytwinflig auf die beriihrende Ebene
gelegt werden fann. Die Normale ift die gemeinfdyaftlice
Durd)fchnittslinie aller Normalebenen. Jft allgemein

22—z =f(zg—a)+g(y—9)
die Gleidhung ivgend einer Cbene, welche durd) den Punft
der Jlade gebt, deffen Coordinaten z', y, 2" {ind, fo wird
diefe Ebene eine Yormalebene der Flache fein, mwenn die

Gonftanten f und g der (S[ac[mng genitgen
dz’

Lt [t =0,
0o %unb Z—:, toieder die fritheve Bedeutung haben. Mian
erhdlt diefe Gleidyung forwol aud der Vebdingung, daf die

http://rcin.org.pl



XXIH. Abfdhnitt, Gurven von doppelter Krimmung. 239

Novmalebene rvedytwinflig gur bevithrenden Ebene liegen foll,
nady den §§.215 und 217, als aud) aus der BVebdingung
daf die JMovmalebene die Normale in fich enthalten mug,
nad) den §§. 213 und 217.

§. 221, Gndlidy fann man nody bemerfen, daf, wenn
man durd) den Weviihrungdpunft, twelder dev Flade und
der bevithrenden Gbene gemeinfdyaftlid) angehdrt, cine be=
licbige Gbene legt, fodann die Sdnittlinie diefer Ebene
mit dev Deviihrenden Ebene eine Tangente an der Sdynitt=
linie diefer Gbene mit dev gegebenen Fldche fein toird.*)

XXIL @Gurven von doppelter Kritmmung.

§. 222. QJebe frumme Linie im FRaume ift gegeben,
fobald man ibre Projectionen auf gwei der Coordinaten=
ebenen fennt. €8 feien

y=/[(x), z=F(z)
die Gleidhungen der Projectionen einer Curve auf die Cbe=
nen @y und xz, Eliminivt man 2 aud diefen beiden Glei=
dungen, fo erhilt man eine dritte Gleihung zifden y
und z, weldye der Projection der Curve auf die Ehene yz
angehdrt. Jn diefen Gleichungen tird @ al8 die unab=

") Die Unterfudungen diber bdie Weriihrungen hoherer Ordnung und
ingbefondere itber bdie Sriimmung der Flachen folgen im gweiten
Banbde,
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bingige Bevanderlihe angefehen; y und z {ind beftimmte
Functionen von 2. Denn die Lage eined Punkid einer
gegebenen ‘Gurve im Raume ift beftimmt, wenn nuv eine
von den Cuordinaten diefes Punfts gegeben ift.

‘8. 223. Man betvachte die beiden Punfte der Curve,
denen die Abfciffen 2 und @ 4 Az jugebdren. Die durd)
beide Punfte hindurdygelegte Secante wird, wenn man Az
abnehmen [4Ft, immer mebr mit der Tangente der Curve
in dem Puntte, deffen Abfciffe 2 ift, sufammenfallen. Nun
find die drei Goordinaten des erjten Puntted =, y, z, und
-Die ded jweiten # ++ Az, y -+ Ay, 54 Az, wo Ay und Az
durd)y Az und die obigen Gleihungen beftimmt {ind. Mit=
hin evden die Cofinus der drei Winfel, roeldye die Secante
mit den Achfen der @, y, z einfd)liept, auégebriicft durd)

VA—ﬁ%/Z:%Az*’ ]/ y i ) +<

Ay

Ao R m@—m &y

PR, it
I

Je mehr nun Az fid) dem Werthe Jull ndabert, defto mehr

m’i[)ern fich die Berhiltniffe % und A-g den Gringen d—i

unb , 0. 0. den Differentialverhiltniffen der Junctionen

_f(a:) und z = F(z). YNennt man alfo «, B, y die
brfi Winkel, meldye die Tangente der Curve mit den Adfen
der #, y, & cinfdyliet, fo hHat man
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m””W+<>+<>
mst<>+<>

SV ) +(&)
in meldyen Formeln man g 2 d—x unba; ihre Werthe aus

den Gleidyungen y=f(2) und z=~F(2) su fepen Dat.
§. 224. Die vorftehenden Ausdritde geben unmittelbar
die Gleidhungen der Fangente. E8 feien allgemein
y—y=m@—a), z2—2=n(z—7)
die Gleidyungen einer Deliebigen gevaden Linie, welde durd)
pen Punft der Curve gebt, deffen Goordinaten ', y, =
find. Dicfe gerade Linie toird die Curve berithren, wenn
man DHat (f. §. 211)
n c_ms_ﬁ vl ﬂ/_ TN cosy  dz
cos o dz’’ cose  dr”

Die @Ield)ungen der Fangente fmb a[fo
d
y—y =5 (@=1d),

aus Odenen nan nod) siehen Fann
dz

(w X w)!

Z . D - (y—9);
dy ¥)5
dz’
und, wie fidh leicht vorausfeben lief, die Projectionen der
Fangente auf die Coordinatenebenen find Tangenten an
den Projectionen der Curve.

Navier, ‘iDiff.: unb Jutegralr. I. BVand. 16
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§. 225. Man findet davaus gleidyfalls die Gleidhung
der Ytormalebene. €8 fei allgemein
2—& =fl@~ad)+g9ly—Y)
die Gleihyung einer Ebene, melde durd) den Punft Dder
Gurve gebt, deffen Goordinaten ', y, z° {ind. Diefe
Gbene wird nad) §. 214 vedytwinflig auf der FTangente
der Gurve jteben, wenn man Dat

dy
: 1 dz”
b= Tt AR T

'’ dar’
Folglid) wird die @Imd}lmg der in S‘tebeﬁe[)enben Stormalebene

& —a erz (y~y)+,,,¢T (x —%)=0.

§. 226. Gndlid)y wenn man mit

y=y'=m(r—7)"'2—2 =n(z—7)
die Gleichyungen einer geraden Linie begeidynet, mweldye gleid)=
falls durc) den Punft geht, deffen Coordinaten 2, g, 2
find, fo toird nad)y §. 213 diefe Linie in der Normalebene
enthalten fein und mithin redytinlig auf der Curve fteben,
wenn die Conftanten m unb n ber Gleichung geniigen

1 +m + n— =0,
§. 227." "Um ‘den ‘2[u§brucf fur dag Diffevential ded

Bogens einer Curve su finden, feien M und N, Fig. 41, die
Big. 41. SPuntte, deven Coordinaten vefp. find 2,

N/ y, zund x4 Aw, y 4 Ay, z 4 Az,
i ___Die Lange der Sehne MN ift fodann
S T V Az Ay Az An den Puntt M

der Gurve mwerde die Tangente MT gelegt und auf diefe
ZTangente dag Perpendifel NT hevabgezogen 5 {iberdies der
Bogen MN der Curve auf die Ebene MNT projicivt. Nennt
man. nun @ den Winfel NUT, welder jwifchen Selhne
und Fangente enthalten ift, fo erfennt man, daf diefe
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Projection des Wogensd MN grofer ift al8 die Gerade MN,
und Fleiner al8 MT -+ TN, d. D). fleiner al8

V Az 4 Ay? 4 Az (cos@—-sin ).
Bolglid) wenn man mit As die in Fede ftehende Projection
de8 Bogend MN begeichnet, fo hat man

As =V Az2 Ay} Az (1 + 0)

e =V1+G Y o () <t

0o w<q>——v,—q> —ac ift. Ldaft man fodann Az ju Stull
werden, fo iird der WVogen der Curve immer mebr mit
feiner Projection gufammenfallen, und der Winfel ¢ gleid)-
fall immer ndher an S?uII Fommen.  Man fann alfo die

®Grdange des %erba[tmﬂ'ee mle identifch anfehen mit der
Gringe ded Werhdltniffes beé Bogens ber Curve ju Az

und wenn man diefe leptere Griange nnt brz,mdmet fo

oder

tmrb

e Y +< >-|-<"z> und ds =1/ dw*-dyJ-dze.
SJtan ird der Wurgel dag Worgeidyen 4 oder — geben,
je nachdem bder WVogen s zunimmt oder abnimmt, wenn
man bdie Abfeiffe # wadyfen [dft.

S. 228, Man Fann Dier cive dahnlidhe Vemerfung
madyen, wie im §. 169. Die Cofinus der Winfel «,B,y,
foeldhe die Tangente dev Curve mit den Adpfen der ,y,z
einfdylieft, laffen ficdy ndmfbicy jeht auc) ausdritden durd)

cosa—d— cosﬁ:ﬂ cosy——-§~z.
ds' ds’ ds
Jn diefen Formeln wird man dem Differentiale ds das
Borgeichen - oder — geben, je nadydem man die Winfel
o, B, y in Vezug auf den einen oder den andern der beiden
* 16*
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Iheile der Tangente nimmt, roelche durdy den BWeviihrungsd=
punft von einander getvennt fwerden.

§. 229. Wenn man, tie bisher, eine Curve durdh ibre
beiden Projectionen auf die Ebenen xy und zz ald gegeben
annimmt, fo betradytet man diefe Gurve wie die Schnittlinie
stoeier chlindrifdhen Flachen, roeldye die genannten Projectio=
nen ju Grundflddyen haben, und deren Erzengungdlinien vefp.
redytiwintlig auf jenen beiden Ebenen jtehen. Aber eine Curve
fann auf allgemeinere Weife twie die Sdnittlinie sroeier ivgend
beliebigen Flachen angefehen werden, deven Gleidyungen find

f(m,y, z)=0, F(zy, z) = 0.
Die Ordinaten y und z find hier unentwidelte Functionen
der Abfciffe z. Wendet man alfo dasd Werfahren der §S. 44
und 45 an, fo erhdlt man durd) Diffeventiation diefer beiden

(Sleitbungeu
df dy , df dz__, dF | dF dy | dF dz
+dydz+d_z_¢ﬁ—0’ JE+Ey_dw+dz dr "

dy Ao
und daraus fiv - und = die Werthe

df dF  dF df df dF  dF df

dy dr dz dz dz dz __dr dy dr dy

ds = dF i [ dF @ ¥ if il iF
Diefe Werthe milffen in die Formeln der vorigen Pavagraphen
fubftituirt werden, um diefe auf den vorliegenden Fall yu iiber=
tragen. Hinterher Fannman fodann y und zmit Hiilfe der gege=
benen Gleidungen f(z,y, ) =0 und F(z, y, z)==0 eliminiven.

§. 230. Man Eann nody bemerfen, daf nad)y §. 218,
foenn man mit &, y, 2z die Goordinaten eines Punktes
dev gegebenen Gurve beseichnet, und in diefem Punfte jivei
Derithrende Ebenen an Ddiejenigen beiden Fladyen legt, deven
Sdynittlinie mit jener Gurve identifd) ift, dic Gleihungen
diefer Deiden Gbenen vefp. fein werden
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d, , d, , d ’
L @— o)+ () + i (5—2) =0

G5 @—a) + T 0—1)+ Iy G—5) =0.

Diefe beiden Gleidhungen gehiren alfo zugleidh audy der
Tangente der CGurve an, und beftimmen deren Lage. A=
gemein erhdlt man die Gleidhungen der Tangente, wenn
man” in_den Differentialgleichungen der Curve ftatt da’,
dy, dz' vefp. fdreibt z—2', y—y, 2—3z.

Sriimmungsebene.  Halbmeffer der erften und der jweiten Krimmung.

§.231. Die Vetradytungen ded X VI Abfdynitts iiber die
QBerithrung ebener Curven laffen fid) allgemein, twie man
fdhon in dem vorigen Abfdynitte feben Fonnte, auf die Be-=
rithrung von Linien und Fladen {iberhaupt antwenden.

Wenn eine Linie gegeben ift durd) die Gleichungen

y=f(z)l z = F(2),
und eine goeite Linie durd) die Gleidyungen

y=¢(@), z=*%2(@),
und man fodann die Annahme madyt, daf beide Linien einen
Puntt mit einander gemein hHaben, deflen Coordinaten z,
y, & find, fo erhdlt man als8 Ordinaten desjenigen Puntts
der erften Gurve, teldyer der Ab{ciffe = +h entfprid)t

d.f(z) f(z) h? d.F( d2.F(z) k
y+ d.i‘h—‘l_ dz? 2+ /sz"rh—i_ dr? +t)
und ald Ordinaten dedjenigen Punktd der jiweiten Curve,
teldyer der ndamlichen Abfciffe jugehirt

d. (r) ¢() h? d‘b( d2.d(z) h?
ya MO EIDE Lo, s SO PO T

Die Diffevengen unter diefen Ordinaten find alfo vefp.
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df. z) d. q>(:v) dz.fi (z) az.q(x) hz

i < ) +< dz? dzﬁ + i
d. F(z) d. l13(3') d2.F(x) d2.®(z)\ h2

i < >h+< dz2, " Tdr? >5+2£

und man [)at

Ve e »
ald Ausdrud fitr die Entfernung der in Rede ftehenden
SPuntte der beiden Curven. Jun evfennt man durd) diefelben
SdyluBmoeifen, weldye im X VI Ab{dhnitte angemwandt morden
find, dap, wenn man die in den Gleihungen y = ¢ (2),
z=>® () dev jweiten Curve enthaltenen Conftanten fo be=
dow@) df(z) d.P() __4.Fz)
dz _ dz ' dr dz
Geniige Teiften, Die jtveite Gurve mit dev erftern eine Be-
vithrung der erften Ordnung eingeben twird, und daf Feine
andere Curve fidy derfelben mebr nihern fann, wenn fie nidyt
den ndmlichen Wedingungen untetmnrfen ift. (&Benfv erfennt
2@ df(2)
dz? —  dx2’

jlimmt, daf fie den Vedingungen

man, daf, wenn itberdies den ‘Bebmgungcn
d2.9(x)
da?
Beriihrung ber gtoeiten Ordnung mit einander eingehen
werden, und daf Feine andere Curve fich der erfteren mebr
ndhern Eann, wenn fie nidt denfelben Wedingungen unter=
worfen ift. Und o fort.

§. 232. Die Werithrung einer Curve mit einer Gbene
fann auf dbnliche Weife betradytet werden. Die Gleichungen
der gegebenen Gurve feien

y=f(a:), z = F(z),
und die Gleidyung einer beliebigenEbene, toelche duveh denjenigen
Puntt der Curve gelegt ift, deffen Coordinaten &, ¥, 2z find,
z2— 2 =mx—2x)+n(y—y).
Wenn nun die Abfeiffe ' itbergeht in " 4k, fo exhdlt
man fitr den entfprechenden Puntt dev Surve

_._dz F(z) Geniige gefchieht, die beiden Gurven eine
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3 vdgh azy h? a2z h?
et | +¢—i?h+ﬁy'42?+n z=z+d.z' h-}—dzz 2+2c 2
und fitr ben S]Jlmft der Gbene, tweldyer den A0fciffen 2" 4k

h2
und y’ +dz h—{—dz2 5 1 2t gugehort
i Sapd B g
z—z ._mh--l-n<d$,h-l—a,-z ’, —|—2c.>
Die Diffevens der beiden Werthe voun z, melde der Ehene
und der Curve angef)ihm wird alfv
dz’ d‘/
dz’ o — AL (dz % dz2 + v
Wl man nun z,lnmd)ff, dap die Cbhene eine berithrende
Sbene an der Curve fei, fo mitffen die Conftanten m und »
der Gleidyung gmugen

und ed it nad) §. 213 und mit Ritdfidt auf die Gleidyun=
gen der Tangente im §. 224 leicht ju erfennen, taf die
vorftehende Gleidyung ausfagt, dap die Ebene duvdy die
Tangente der Curve hHindurdygehen mus. :
Diefe Gleichung reidht nidyt hin, um m und n gu be=

ftimmen , und in dev Tbat gibt e8 eine unendlidye Mienge
pon Gbenen, tweldpe durd) die Tangente hindurdygelegt
werden fonnen und fammtlich die Curve Levithren. Aber
enn man nod) die Gleidhung hingufiigt

prs a2y

& Yah T
fo ftellt man damit jwifden der Gurve und der Ebene die
innigfte Werithrung ber, weldye moglidy ift, indem Feine
andere Gbene jwifchen jener und der Curve hindurdygehen
fann.  Aus beiden Gleichungen exhilt man

o d dy Y
0 ar'? _ dz’ dz’? dx’ dz'?
a7 . dxy Kid
dx'"® dr’t

http://rcin.org.pl



248 XXIL Abfdynitt.

fo[g[id) wird die (Sj[eidyung der in Rede ftehenden Ebene
2, ' d27 27
2= g ) =gy

SDlefe Cbene Deift die odculatorifde Ebene, toeil fie
eine Veriihrung der zweiten Ordnung mit der Curbe ein=
gebt, oder aud einem fpdter angugebenden Grunde die
Kriimmungsebene der gegebenen Gurve.

§. 233, 3Jn dem BVorftehenden tourde z al8 unablin=
gige Vevinderlide angefehen, und y und z waven Functio=
nen von z. Wil man @, y, z al8 Functionen einer be=
liebigen anbdeven unabhingigen Wevdnderlidjen betrachten,
fo fann man die Gleidyung der ﬁrﬁmmuugéebme fi'u' diefen

dz
Ball finden, wenn man ftatt dy - dzyz' ud 2 M, d =

nigen Ansdriide fept, welde im §. 74 fiir die BVertau=
fhung bder unabhiangigen Werdnderlichen gegeben torden
find.  Aber man gelangt dazu einfacder, mwenn man von
der allgemeinen Gleichung einer Ebene ausgeht, mweldhe
durd) den Punft der Curve gelegt ift, deffen Coordinaten
Z, y, & find; namlid
A(z—2)+ B (y—y)+3—75 =0,

woraud man, indem 2z, y und z auf gleidhe Weife ald
verdnderlidy angefehen werden, Ddie beiden Differentialglei=
dyungen der erften und der jroeiten Ordnung erhilt

Adx + Bdy + dz =0

Ad*z 4 Bd?y 4+ d*%z = 0.
Jene Ebene wird nun die gefudyte Kritmmungdebene fein,
wenn Ddiefen beiden Differentialgleihungen durd) diejenigen
Werthe do’, dy', dz', und d2a’, d?y, d*z Geniige ge-
fdyiebt, teldye dev Gurpe angehoven. Weftimmt man alfo
die Conftanten 4 und B durd) die beiden Gleidhungen

Adx’ 4+ Bdy' + dz =0

Ad*’ + BdYy + diz' =0

dieje=
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und fubftituivt ihre Werthe in die vbige allgemeine Glei=

dyung der Gbene, fo Fommt

(dy d°% — dz' d*y)(2—a') +(dz d*a' —do’ d*%) (y—y')
—+ (da’ d*y — dy d*7') (z— 2 )=0

alg die gefuchte Gleidyung der Kritmmungsdebene.

Wollte man @ jur unabbangigen BVerdnderlidyen an=
nehmen, fo hitte man in diefer Gleihung d2z’ = 0 u
feen; man mwiicde dadurd) wieder auf die Gleidung des
vorigen Paragraphen guritcfommen.

§. 234. Man betradyte jept die BVerithrung der gege=
benen Gurve pon Ddoppelter Kritmmung mit einer Kugel=
fladye deren allgemeine Gleichung ift

(e—x)*+(@—y)*+ @ —2)'=q?,
wo «, B, y die Goordinaten ded MWittelpunktd und ¢ den
Halbmeffer der Kugel begeichnen. Wenn diefe Fladye  durd)

den Punft der Curve geht, Odeflen Coordinaten &', y, 2’
find, fo bat man

(a—a) () + (1—=) ="
Wenn fie {iberdied die Curve einfad) berithrt, {o muf die
Differentialgleidung der erften Ordnung von diefer leptern,

wenn man in derfelben nur &', ¥y, 2 al8 verdnderlid) an=
fiebt, namlid
(¢ —2) da +(B —y)dy +(y—&)dz =0,

durd) diejenigen Werthe von do', dy, dz’ erfiillt werten,
weldye der Curve angeboren.  Jede Kugelflade, welde fo
beftimmt ift, daf die Conftanten «, B, ¥y und ¢ diefen bei-
ben Gleihungen Geniige leiften, wird alfo die gegebene
Gurve berithren.  NMan erfennt {ibrigens aud §. 225, daf
die jroeite von diefen Gleidyungen angeigt, daf der Mittel=

punft der Kugelfldche fid) in der Normalebene der gege-
benen Gurve befinden muf.
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§. 235. Wenn die Kugelflade eine BVerithrung dev
sioeiten Ordnung mit der gegebenen * Curve eingebt,;  fo
muf die Differentialgleihung der gveiten Ordnung von
der obigen Gleichung, namlid
da' -dy *-de'—(a—a)d o= (B—y )dy — (y—=")d*z =0,
gleichfal(s nody durdy diejenigen Werthe der Differentiale von
Z, y, = efiillt werden, welde man aud den Gleichungen
per Gurpe erbdlt. Jtimmt man alfo die genannten Diffe=
ventiale auf bdiefe Weife al8 feftgejtedt an, fo mwird jede
ﬁuge[ftﬁd)e, fitv telde o B, y und o den vorftehenden
Gleidhungen Geniige leiffen, mit der gegebenen Gurve eine
WVeriihrung der gweiten Ordnung eingehen. Da ferner die
lepte Gleidhung aud der Differentiation der Gleidyung der
Normalebene Hervorgegangen ift, tweldye durd) denjenigen
Puntt der Curve geht, Oeffen Coordinaten 2, y, =z find,
fo ift Elar, daf Die gedadyte Gleihung derjenigen Normal=
ebene der Gurve angehdren muf, toelche duvc) den Punkt
geht, deffen Coordinaten &' +4-da’, ¥ 4-dy, = + dz’ find.
Hievaus ergibt fih, da der Mittelpunft dev o8culatorifdyen
Kugel in einer gevaden Linie liegt, weldhe durdy den Durd)=
fdnitt der JMormalebenen gweier Punfte der Curve gebildet
wird, deren Abftand Fleiner gedadht werden muf alg jede
angebbare Grofe.

§. 236. Wenn man durch den Mittelpunkt einer Ku=
gel, telche eine gegebene Gurve im Punfte m Dberithrt, und
purdy die Tangente der Curve in demfelben Punfte, eine
Gbene legt, fo wird diefe Cbene augenfdyeinlidy die Kugel
in einem gropten Kreife fcymeiden, weldyer gleichfalls Die
Gurpe berithrt. Jede Gurve hat alfo eine unendlide An=
3abl von beriithrenden Kreifen, deven Mittelpuntte fammtlid)
Jdn der Novmalebene der Curbe liegen.

lnter allen beriihrenden Kugeln dev gegebenen Gurve
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geidhnen fid) sundadyft die o8culatorifdyen Kugeln aus, deven
Mittelpuntte in der Durdhfdnittslinie zweier auf einander
folgenden Jtormalebenen liegen. Aber unter diefen Kugeln
ift foieder diejenige befondersd hervorgubheben, welche den Flein=
ften Halbmeffer Defigt, und deven Mittelpuntt in der Kriini=
mung8ebene [liegt, melche dem Punfte m der gegebenen
Curve gugehort. Der gropte Kreis, in welchem diefe Kugel
pen der Kritmmungsebene gefdynitten wird, ift nidyt nur ein
berithrender Kveid der gegebenen Gurbe im Punfte m, fon=
dern er get {iberdies in diefem Punfte eine Verithrung der
ghoeiten Ordnung mit der Curve ein, weil er die Durd)=
fdmittslinie gtoeier Fladyen ift, mweldye fid) felbft mit der
Gurve in einer Verithrung der jtoeiten Ordnung Dbefinden.
Bolglid) ift diefer Krei8 der odculatorifche Kreid oder, toeil
er demgufolge die Kritmmung der Gurve mift, der Kritm=
mung8freisd dev gegebenen Curbe, und die Ebene, weldye
ihn in {id) enthalt, Deift eben daher die Kritmmungsebene.
Man findet augenfdyeinlic) den Kritmmungsfreid, wenn man
den obigen Wedingungen ur Veftimmung der Conftanten
a, B, y und o nody diejenige hingufitgt, Laf der Gleicdhung
der Kritmmunggebene §. 233 Geniige gefdyehen muf, wenn
man darvin e=a, y=4, z=y fept. Die Coordinaten
ded Mittelpunfts und der Halbmeffer des Kritmmungsfreifes
werden alfo durd) folgende vier Gleidhungen gegeben
(e —2)*+(B—y)*+(¥r—2)*=¢?
(¢— &) dz 4B —y)dy+(y—2)dz=0
ds? — (a—z)d*x — (B —y)d*y — (y —z)d*%s=0
(e—2)X+-(B—9) Y+ (y —2)Z=0.
Bu groferer Einfadyheit {ind hier die Accente tweggeblicben s
fitr de?4-dy? - dz? ift fein Wertlh ds? gefept, und endlid)
jur AbFiirgung
X=dy d’z—dzd?y, Y=dz d*s—dx d*z, Z=dzd*y—dyd.
Man erbilt daraus durd) Elimination
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ds? (Ydz — Zdy)

P Ay,

ds?(Zdr — Xdz)

B X Tor

ds? (Xdy — Ydz)

Y T T e LN
__ ds? |/ (Ydz—Zdy)*+(Zdor—Xdz)*~+(Xdy—Y dz)*
e X[ 1o i2Zs 1

Jtun ift ferner
Ydz—Zdy—(dzd*z —dzd*z)dz—(dzd*y—dyd*z)dy
=(dz*+dy*+dz?)d*x—do(drd*c+-dyd*y-+dzd*z)

—dsdro—dads ds=dss.d (503

ebenfo
Zdz—Xdz—ds*d*y—dydsd:s—ds®.d (%)

Xdy— Ydr—ds*d*z—dzdsd?*s=ds3. d %:— E

und folglid)
(Ydz—~Zdy)*+-(Zdx—Xdz)*+-( Xdy—Ydz)*=ds*[(d*z)*+
() (d) ().
AuBerdem toird
Xz_|_Y2+Zz=dsz[(dzx)z+(dzy)z+(dzz) B (dzs) 2]_
Mithin Fann man die vorigen Ausddriide fdyreiben
ds3.d (:—:)

e (@*z)2 1 (d2y) (%) —(d%)*

dy
3 e/
ds 'd<ds>

B— Y=ot @y —p

dz
3 -—
ao.a ()

Y= 2= Gap @y () — (@)
0 ds?

» V (@z)2-(d%)*(d*z)*—(d?s)®
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Diefe Ausdritde entfprechen fogleidy dem befonderen
alle, wo man den BWogen s al8 unabhiangige Bevinderliche,
d. . ds al8 conftanted Differential anfieht, wenn man

e =0 et s ottt ¢ (45, 4P, 4 (5D

foeitt G G0 -

§. 237. Man Faun zu biefeu Ausdritden aud) direct
gelangen, wenn man die Entwidelungen des §. 185, welde
eine ebene Gurve betveffen, auf jede beliebige Curve ausd=
behut. Man betvachte drei auf einander folgende Punkte
der Gurve, ndmlidy den Punft I, Jig. 42, deffen Coordina=

Big. 42. tenz, y, & {ind; den Punftm, deffen
Goordinaten find z +dw, y- dy,
z-4dz; und den Punft n, Ddeffen

gt e Qoordinaten find #-4-2dx 4 dx,
y-+2dy+dy, z4 2dz-d*z. 3n

dem Jntervalle Im, oder ds, wird die Curve ald jufammenfal=
[end mit der Tangente im Puntte I gedad)t, und ebenfo in dem
Sntervalle mn, oder ds - d2s, al8 jufammenfallend mit der
Tangente im Punfte m. Die Ebene, weldye die beiden Tangen=
ten Im und mn in {id) enthdlt, ift die Kriimmung8ebene der
Curve im Punfte L. Verlingert man Im um die Grofe
me==Im, und befdyreibt aus diefem Punfte m als Mittel-
punft den unendlic) Fleinen %vgen ce, o Dat en die Be=
deutung d2. Ferner Fann man ce ie eine gerade Linie
anfehen, und die Winkel , welche diefe Linie mit me und
mn bildet, toie vedyte Winfel, tveil fie bon einem vedhten
Wintel nur um eine unendlidy Fleine Grife veridhieden

find. Cndlidy gibt das Verhiltnif %ben%ertb bed Con-
tingengtointeld (1. §. 182), fo daf

ce £ ds 5 ds?
FoR Q, woraus 0 —7‘;,
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wo o mie bigher den Kritmmungdhalbmeffer bedeutet. Be-
merft man fodann, daf die Goordinaten ded Puntted ¢
find 4 2dz, y + 2dy, z 4 2dz, fo fieht man, daf die
$Projectionen von cn auf die Ad)fen dex #, y, z fein er=
den d2z, dry, d*z. Ao mwird

on =V (@) (dy) - (d)?

und folglidy

ce = |/ (d*z)*+-(d%)+-(d*z)—(d*s)%

oraud hervorgeht

Q=

ds?
V (@op-F(dyet(dzp— (@)
Wil man jept audy die Lage ded Krivmmungshalb=
mefferd beftimmen, welder der Linie ce pavallel iff, fo hat

man ju bemerfen, daf die Cofinus der Winfel, reldye Im

mit den Achfen einfchlieft, refp. find o= i dy Zz, und dem=

nady die (Soﬁnufs ber Winfel, tveId;e mn.mit den Achien
eutf&)heﬁt, X Zyd ds) —|—d( > +d<dz Aber

wenn im Dreied mce die Linien me und me gleid) der
Ginbeit wdven, fo mwiirden bdie Projectionen diefer Linien
auf die drei Adhjen gleid) den Cofinud devjenigen Winkel
fein, mweldhe fie felbft mit den Achfen einfd)lieen. Die
$Projectionen bon ce wiirden alfo gleid) den Differenen
diefer Gofinus fein; woraus folgt, daf man die Projectionen
von ce felbft erhalten mwird, wenn man diefe Differengen
mit me oder ds multiplicivt. Begeidynet man alfo wie oben
mit A, p, v die Winfel, welde der Kritmmungshalbmeffer
mit den Achfen der x, y, z bildet, fo hat man

i dz g dy”
: ce.cosl—ds.d(E), ce.cosu..~ds.d(% :

dz
ce.cosv=ds.d \j[})/
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ds?
oder toeil ce =— war,

cosl—-——— d(d >, cosu_— d(——) cosv=& d( >

S. 23b Aus diefen Gleidyungen Fann man leidyt nody
folgenden bemerfengmwerthen Yusdrud fitr den Contingeny-
winfel einer Curpve pon doppelter Kritmmung perleiten

et (e 2 (43) (45

Sugleld,‘ erfelmt mait, daf dev Ausdrud fiir den Kriim-
mung8halbmeffer @ aund)y unter dev Form

4 ds
o _ —
dz™\2 dy™\2 dz"\ 2
, V(d.ED +<d.£} +<d.£
dargeftellt toerden Fann, wie man {ibrigens audy {dhon aus
§. 236 Datte {dhliefen Ednmen.

Vegeicdhnet man ferner ie im §. 223 mit «, B, y die
Winfel, tweldye die FTangente der Gurpe in demjenigen
Puntte, deffen Coordinaten z, y, z find, mit den Adyfen
Dildet; nennt man iiberdied w den Contingenstvinfel, und
berii€fidytigt die Ausdriide des §. 228 fiir cos «, cos B,
cos y, fo vermwandelt fid) der vorige Ausdrud in

w=1/(d.cos a)+ (d.cosB)*}(d . cosy)".

Diefe Gleidhung Fann man aud) divect Herleiten. Denn

man bat

€08 0 == ¢08 & (cos t—-d . cos o) |- cosP (cosB+d.cosB)
—+cosy (cosy + d.cosy),

und da allgemein cos o = cos } w2 — sin 1 w?, folglid

1 —cosw=2sinlw? {o witd

(2sin}w)?>=2 —2cosa(cosa—-d.coset)—RcosB(cosp-|-d.cosp)
—2cosy(cosy-4d. cosy).
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Gept man nun ftatt dev 3ahl 2 den damit gleichbedeuten=
den Ausdrud
cos a’—{—cos B2+-cos y2}-(cos a—-d.cos &) *4-(cosB--d.cosB) *
-+ (cosy—+d.cosy)?,
veducirt fodann, und beachtet, daf, wenn man den Winkel
o unendlid) Flein annimmt, (2 sinl w)?=w? wird, {o er=
balt man foieder die vorige Gleidung. Diefe Gleidhung
liefert allgemein den Ausdrud fitr den unendlid) Fleinen
Winkel, weldyer zifden zwei unendlidhy nabe auf einander
folgenden Lagen einer Linie entbhalten ift, deven Winfel
mit den Adpfen durd) o, B, y audgedritdt mwerden.
§. 239. Die vorftehenden Ergebniffe besiehen fidy auf
die erfte Kritmmung der vorgelegten Curve, welde im
Sinne bder Kriimmunggebene ftattfindet. AuBerdem aber
ift su beadhten, Daf je zwei auf einanbder folgende Kritm=
mung8ebenen einen unendlicy Fleinen LWinfel mit einander
einfchliegen, toeldher da8 Maf fiir die jweite Kritm=
mung Oiefer Curve abgibt. E8 fei & diefer Winfel, und
die Gleichung der Kritmmung8ebene in der Geftalt, wie fie
im §. 236 sur Antwendung Fam
: (c—2) X+(B—y ¥+ —2)Z=0,
fo merden nady §. 216 die Cofinus der Winfel, welde die
Mormale auf diefer Ebene mit den Adyfen der x, y, =
bilden, vefp. audgedriidt werden durd
X ;6 VA
VEIPZ VXtriz Y oefris
Der Winfel Q gwifchen wei auf einander folgender Kritm=
mungengebenen ift aber gleich dem Winfel jiifchen den
Deiden Movmalen auf diefen Ebenen; folglid) Hat man nady
dem porigen Paragraphen
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oder twenn man entioicdelt und jufammengieht
oV BT25) (aXeFaVt-dze)— XaX4-YaY+ZdzZy
B X2--Y24-Z2

oder auch
o YV (XaY—YdXp-(YdZ—ZdY)*+(ZdX—XdZ)®,
e X2y |-Z2
Nun findet man aber leicht
dX=dydsz—dzd3y, dY—=dzd*zr—dxd3z, dZ=dzd3y— dydiz;
fodann

XdY—YdX _ YdZ—ZdY _ ZdX—XdZ __

WBite ol O s LR A
da(d*wdsy—drydiz)+do(d*ydsz— d2zdsy)+-dy(d*zdse—d*edsz),
woraud folgt
o it de(d2wd3y—yd3g){-do(d2yd3z—d2zddy)--dy(dzd3e—d2a d3z)

Y (dwd?y—dyd2r)2+-(dyd*z—dzd?y)*~-(dzd2z—dvd’z)?

WBegeidynet man mit P dag BVerhaltnif ded Bogenele=
ment8 ds der Gurve gu dem Winfel Q zwifdhen den beiden
Krimmungdcbenen, welde den Endpuntten diefes Clements

entfprechen, d. i. febt m&m%: L, fo tird

g (dzd2y—dyd?z)*-(dyd2z— dzdy)*+(dzd*xr— drdz)?
dz(d*wd3y—d2yd3z)-do(d2y d3z— d2zd3y)4-dy(@zd3e — d2xdSz)
Diefen Werth P pflegt man den Halbmeffer der jiweiten
Kriimmung gu nennen.  Man fieht, daf der Halbmeffer
der gweiten Kriimmung von den Differentialen der dritten
Ordnung der Coordinaten «, y, z abhdingt, todhrend der
Halbmeffer der evffen Kritmmung nur von den Diffeventialen
der zweiten Ordnung abbingig war. g

§. 240, Wenn fitir alle Puntte einer gegebenen Linie
die Gleidyung Deftet
(dwd?y— dyd*z)*4-(dyd*z—dzd*y)*-(dzd*c—ded*z)*=0
Navier, Diff.- und Integralr. . Band. 17
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oder, mwadé damit: gleidhbedeutend ift, die Gleidyung
(d2)* - (dg)*+ (d3)* — (d%8)2=0),

fo folgt vermidge der §§.236 und 237, daf der Halbmefjer
o der erften Kritmmung unendlid) grof wird, oder daf je
soei auf einander folgende Elemente der Linie ffetd einen
Winfel Null mit einander einfdliefen, d. b. die BVerlinge=
rung von einander bilden. Jede diefer beiden Gleidungen
fpridt alfo anf eine allgemeine Weife die analptifche BVe=
dingung ausd, der bdie Werthe der Coordinaten z, y,
Geniige leiften miiffen, damit fie einer gevaden Linie an=
geboren Fonnen.

§. 241. Wenn dagegen fiir alle Punfte ciner Linie
die Gleidhung befteht

dz (d*x dy — d*y dsx) + do (d*ydsz — d?z d%y)

+dy (d*zdse— d*z d3z) =0,

fo folgt nady §. 239, daf der Halbmeffer P der jteiten
Sriimmung unendlid)y grof iixd , ober daf je jwei auf
einander folgende Kritmmungdebenen einen Winfel Null
mit einander einfchliegen, d. h. zufammenfallen. Diefe
Gleidhung gibt alfo allgemein die analptifdye Bedingung,
der die LWerthe der Coordinaten x, y, = geniigen miiffen,
damit fie einer ebenen Gurve angehoren Fonnen.

Gooluten,

§. 242. Ytad) den §§. 234 und 235 erlangt eine
Kugel mit einer gegebenen Curbe in eiiem Puntte, deffen
Goordinaten z, y, & find, eine Weriihrung der jroeiten Ord-
nung, wenn die Coordinaten o, B, y de8 Miittelpunfts und
der Halbmeffer @ der Kugel den drei Gleidhungen geniigen

(¢ —2)*+(B—y)* (¥ — 2 =q?
(¢ —a) do—+ (B—y) dy+ (y—z) de =0
ds:— (o —a) dx — (B —y) d*y — (y—z) d*2=0.
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Da die Weftimmung einer Kugel bon vier Conftanten ab=
hingt, bier dagegen nuv drei Gleidyungen Geniige geleiftet
werden foll, fo folgt, daf fitr jeden Punft der gegebenen
Gurve eine unendliche MVienge von osculatorifdhen Kugeln
angegeben werden Fann. Ale diefe Kugeln haben, wie fdhon
oben geseigt worden ift, ibre Mrittelpunkte auf einer geraden
Linie, welde fid) ald die Durdhfchnittslinie gweier auf ein=
ander folgenden Jtormalebenen ergibt, entfprecdhend den bei=
den SPuntten der gegebenen CGurve, deren Coordinaten find
z,.y, 2 und ¢ + dz, y + dy, z + dz. Diefe gerade
Linie ift nothroendig redytwintlig auf der Tangente der Curpe
in demjenigen Puntte, deffen Coordinaten z, y, z find.
Mian ftelle fich nun den Inbegriff der Jlormalebenen
vor, weldye an fammtlide Punfte der gegebenen Curpe ge=
legt twerden Fonnen; ferner die gevaden Linien, welde fid)
durd) den Durd)fdnitt je sweier auf einander folgender Nor=
malebenen evgeben, f{o wie die durd) den JInbeqriff diefer
gevaden Linien gebildete abwidel bave Fldade Der
Kitrze wegen mogen die gedachten geraden Linien die Kan=
ten der abwidelbaven Fliche Heifen. Jede tormalebene be=
rithrt diefe Blade in der gangen Auddehnung derjenigen
Kante, welche diefer Gbene angehdrt. Die Kante felbft it
redhtivinflig auf der Fangente in demjenigen Punfte dex
Gurve, durd) weldyen die Normalebene hindurdgeht, und fie
ift gugleidy der geometrifdhe Ort der Mittelpunkte aller o8-
culatorifdyen Kugeln, mwelde diefem Punfte entfprechen.
Demnad) Fann man aud) fagen, daf die in NRede ftebende
abwidelbare Slache, welde durch die auf einander folgenden
Durdyfdynitte der Normalebenen der gegebenen Curve gebil=
det wird, der geometrifhe Ort der Mittelpuntte aller odcu=
latorifden Kugeln diefer Gurve fei. Wenn man {id) alfo
in einen beliebigen Puntt p dev Jlade verfept, und aus
diefem Punkte eine NMormale an die gegebene Gurve jiebt,

*
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weldye die leptere im Punfte m trifft, fo wird die Kugel,
weldye aud p ald Mittelpunft mit dem Halbmeffer pm be=
fdyrieben merden fann, eine Wevithrung dev jweiten Ord=
nung mit der gegebenen Curve eingehen,

Nacdy dem Worftehenden Fann man in den obigen
Gleidyungen «, B, y twie verdinderlide Coordinaten anjehen,
weldye allen Punften der Jlache sugebhoren, die den geo=
metrifdhen Ort der Mittelpunfte der odculatorifhen Kugeln
bildet. Man exhdlt die Gleihung diefer Slide aud Dder
LBerbindung der Gleidyungen

(¢ —@)do+(B—y) dy+ (y —2) dz=0
ds? — (v — z)d*x — (B—y) d*y — (y—z)d*%s =0
mit den Dbeiden Gleihungen der gegebenen Gurve. Man
Dat afgdann vier Gleidyungen, aud denen man z, y, = elimi=
niven Fannj; nad) der Glimination bleibt eine Gleidyung
jwifden o, B, y, weldhed die gefuchte Gleidyung ift.

§. 243. Da die vorigen Gleidyungen tmmer Giiltig=
Feit DeDalten, wenn man fiiv z, y, z Werthe fept, weldye
cinem Punfte der gegebenen Curve ent{prechen, und u
gleidher Jeit fiiv «, B, y Werthe, weldye einem beliebigen
unter den Mittelpunften der odculatorifhen Kugeln diefes
Punttd sugehvren, fo Fann man diefelben bdifferentiiren,
indem man z, y, = und @, B, y gugleidy ficdh dandern [Gft.
Qede auf diefe Weife erhaltene Gleihung toird nody immer
der Fladye angehiven, elde der geometrifche Ort der Mit=
telpuntte der o8culatorifhen Kugeln ift. Diffeventiivt man
alfo bie erfte Gleichung, und untevdriict alle Glicder, mweld)e
Null find sufolge der zweiten Gleidyung, fo Hat man

dede+ dydp 4-dzdy=0.
- Diefe Diffeventialgleidyung [t die Ratur der in Jede ftehen=
denBladye deutlidy erfennen. Sept mands=1dw*~+dy>+dz?
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und do = V'da24-d32+dy? fo Fann man fie unter die
Form bringen

dz do dy d dz dy

ds dc_l_ dz(is—{_dsdo
und diefe Gleidyung fagt aug: Jn metd,wem Sinne man
fiy audy auf dev Jladye von dem Punfte p aus, mweldyer
der Mittelpunft einer dem Punfte m dev gegebenen Gurve
angehrenden odculatovifdhen Kugel ift, fortbewegen mag,
fo wird dasd geradlinige Element do, welded man befdyreibt,
immer vedytinflig fteben auf dem Element ds der Curve
im Punfte m. Diefe Cigenfdyaft entfpringt offenbar dar=
aus, dap die Jlade von der Jtormalebene der Curve in m
in der gangen Ausdehnung devjenigen Linie beriihrt tird,
weldye dev geometrifcdhe Ort der  Miittelpunkte aller dem
Punfte m angehorvenden osdculatorifdhen Kugeln ift.

§. 244. Man betradyte jept die Linien, welde die
Gooluten der gegebenenn Gurve fein fonnen, indem diefe
ibre Gvolvente iff, mit Fefthaltung derjenigen Bedeutun=
gen, teldye diefe Wenennungen in den §§. 186 2c. evhalten
Daberi. Denft man fidh) ndmlid), auf eine Gurve fei ein
Faden aufgewidelt, und derfelbe merde abgewidelt, indem
ev Deftdndig  gefpannt erDalten toird, fo Defdyveibt jeder
SPunft de8 Fadend eine gioeite Curve, weldye die Cvolvente
Deipt, mdhrend die erjte Curve.die Gvolute genannt tird.
Der geometrifche Chavafter der Gvolute befteht alfo ledig=
li) in den Deiden Eigenfchaften: 1) daf jeder Punkt p der
Eoolute Mittelpunft eined Krveifed ift, relder die Coolvente
in dem entfprechenden Puntte m berithrt; 2) daff der Halb=
mefjer pm die. Cvolute im Punfte p bevithrt.

Hievaud erfennt man jundchit, dag ecine Gvolute der
gegebenen Gurve fid) nothwendig auf Dder abiidelbaren
Bldche  befinden mup, mwelde der geometrifche Ort Dder
Mittelpuntte dev oBculatorifden Kugeln ift. Denn e8 feien
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1, m, n 2t mehreve auf einander folgende Puntte der gege=
benen Gurve, und 2, p, v 2. die entfpredyenden Puntte der
© Goolute. Da bdie Puntte 4, p, v 2c. die Mittelpunfte von
Kreifen fein follen, weldye die gegebene Gurve in [, m, n 2.
beriihren, fo miiffen fie vefp. in den Mormalebenen liegen,
weldye man duvc) die Punfte !, m, n 2. der gegebenen
Gurpe legen Faun.  Man gelangt alfo von einem Punfte
der Gvolute ju einem andern, indem man von einer Nor=
malebene ju der benadybarten Normalebene iibergeht, d. .
indem man auf der Fladye fortfdreitet, weldye durd) die auf
einander folgenden Durd)fhnittslinien der JMormalebenen
gebildet toird. Wenn man mithin die Coordinaten «, B, ¥
nidyt mehr tie cinem beliebigen Puntte diefer Jldche, fon=
dern nur nody einer der in JRede ftehenden Evoluten an=
gebirig anfieht, fo mitffen diefe Coordinaten gunddit den
Gleidhungen geniigen
(e —a) dz+(B—y) dy+ (¥ —%) de=0
ds?— (a—a)d*x— (B—y) d?y — (y — z)d?’z=0.
Ferner mitflen diefelben Goordinaten der Wedingung
genitgen, daf der Halbmeffer, weldyer von einem Puntte
der Gvolute nady dem entfprechenden Punfte der gegebenen
Gurbe gegogen wird, die Evolute berithre. Diefe BVedingung
[apt fich ausdritcfen durdh
do o= d_{i %) ﬁ_—_y ﬂ= Y—2z

do Qi Jigyladd Qitfitniito 0

’

oder

ol A Nt M I -

B B—y’' ey T y—2" & T y—7
Werbindet man eine Deliebige diefer Gleidyungen mit den
beiden vorhergehenden und mit den Gleidyungen dev gege=
benen Gurve, fo Dhat man fiinf Gleidungen, aud denen
‘man x, y, z eluniniren fann. @8 bleiben mithin e
Gleidyungen 3wifden o, B, y, welde der Evolute angehi-=
ven.  Aber man darf nidyt iiberfehen, daf Ddiefe DGeiden
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Gleichungen Differentialgleichyungen fein werden. Sie geben
alfo nidht eine beftimmte Goolute, fondern fprechen nuv auf
eine allgemeine Weife die geometrifdhen Dierfmale aus,
weldye allen Evoluten der gegebenen Gurve eigen find,
deren Ort die mehrgedadyte abwidelbare Fldche, und deven
Angahl unendlidy ift. Was die Auffudyung der endlichen
Gleidyungen einer beftimmten Goolute felbft betrifft, die etwa
durd) einen willfiivlid)y gewdblten Punft devjenigen Flddye
geben foll, weldye fie fammtlich in {idy enthdlt, fo Dhangt
diefelbe von der Jntegralvechnung ab.

Wenn man fidy itbrigens die borgelegte Curve, fo tie
die abmwidelbare Fliche, tweldye der geometrifdye Ort der
Mittelpuntte ihrer odculatorifden Kugeln ift, im FRaume
alg vorhanden Ddenft, fo ift e8 leidht, auf Oiefer Fladye
Deliebige Gvoluten dev Curve grapbifd) Deczuftellen. Ntan
befeftigh ndmlidy einen Faden in einem Puntte I der Curve,
und @ibt demfelben, indem man ibn gefpannt Dalt, eine
folde Lage, daf er die Fladye bevithrts diefed wird in ivgend
einem ‘Punfte A derjenigen geradlinigen Kante dicfer Flidye
gefcheben, toelche in der Normalebene dev Curve im Puntte
I enthalten ift. Wenn man nun den Faden auf die Fladye
niederlegt, indem man ihn fortwdahrend gefpannt halt, fo
wird die dadurd) auf der Flidye ju Stande Fommende Linie
die gefudyte Coolute fein.  Sie ift iiberdied eine Linie
ped Fiivgefien Abftandes auf der abwidelbaren Flidye;
wollte man diefe Fladye abtideln, d. h. in eine Gbene
aubreiten, fo miivde jene Linie {id) davin al8 eine gerade
Linie darftellen,

§. 245, ®ie graphijdie Herftellung einer Gvolute
Fann aud) auf folgende Weife ausgefithrt werden. €8
feien I, m, n 2. mehreve auf cinander folgende Puntte der
gegebenen Gurbe.  Hat man cinen erften Halbmefjer A
gesogen, fo lege man eine Gbene duvch diefen Halbmeffer
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und dasd Element Im der Gurve, und begeidyne den Punkt p,
in teldem diefe Ebene diejenige geradlinige Kante der
abwidelbaren Flache fdyneidet, melde in der Normalebene
der Gurve im Puntte m enthalten iff. Sodann jiehe man
den Halbmeffer pm, lege eine jiveite Ebene duvd) diefen
Halbmeffer und das Element mn der Curve, und bejeidyne
den Punft v, in weldem diefe Gbene diejenige geradlinige
Kante der abwidelbaren Flache fdneidet, toelde in Dder
Jormalebene der Gurve im Punfte » enthalten iff. FJdhrt
man auf diefe Weife fort, o geben die Punfte &, p, v 2.,
die gefuchte Eoolute.

Man nelme ferner an, die abwidelbare Flddye rerde in
eine €bene ausgebreitet. Ale Novmalebenen rwerden dabei auf
einander fallen, indem fie fih um ihre auf einander folgenden
Durdyfdynittslinien drehen, und in Folge diefed Zufammen=
fallens wird fid) die gegebene Curve auf einen einzigen Punft
veduciven, Der mit I Degeichnet werden mag. Denn der Vogen
Im diefer Curve fteht vedytinklig auf der Normalebene, weldye
duve) den Punft I gehts folglich merden beim Jufammen=
fallen bdiefer Yormalebene mit der folgenden die Punfte ¢
und m einander decfen.  Ebenfo ftebt der Bogen mn der
Gurve redytwinflig auf der Jtormalebene, tweldye durch den
Punft m gebt; folglicy werden beim Jufammenfallen diefer
Ftormalebene mit dev folgenden die Punfte m und » ein=
ander decfert.  Und fo fort. Daraus folgt mweiter, daf die
Salbmeffer AL, pm, vn, 2. gleidfalld auf einander fallen
und fidy su einer eingigen gevaden Linie vereinigen werden,
meil fie fich gegenfeitig fchneiden, und daf fie fimmtlidy
durd) den Punft M gehen mitffen. Alfo alle mdglidhen Evo=
Tuten der gegebenen Gurve werden, durd) dad in Rede ftefende
" Bufommenfallen, ju geraden Linien, die fidy in dem Puntte
M veveinigen, auf weldyen fic) die Gurve felbft veducivt Hat;
und diefes flimmt mit der Ausdfage ded vorigen Pavagraphen.
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§. 246. Die Mittelpunkte der erften Kritmmung der
gegebenen Gurve, welde in den §§. 236 2. beftimmt wor=
den {ind, liegen nothwendig auf der abwidelbaren Flddye,
toelche der Ort der Mittelpuntte aller o8culatorifchen Kugeln
ift. Denft man fid) nun den JInbegriff aller Kritmmungs=
ebenen der gegebenen Gurve, fo bilden diefelben durd) ihve
auf einander folgenden Durdyfdynittslinien ecine neue ab=
widelbare Fladye, weldhe die frithere aud den Durd)fdynitts=
linien der auf einander folgenden Normalebenen herborge=
gangene abwidelbare Fliache unter redyten Winfeln  trifft.
Die Durdyfdynittslinie diefer beiden Fladyen ift der geome=
trifche Ort der Mittelpuntte der erfen Kritmmung.

Diefe Linie ift nidht allgemein eine Evolute dev gege=
benen Gurve. Denn ed feien I, m, » drei auf einander
folgende Puntte der gegebenen Curve, und 4, w, v die drei
entfprechenden Punfte der Curve, weldye der geometrifdye
Ort der Mittelpunfte der erfien Krivmmung ift; mithin i,
mp, nv die Kritmmung8halbmeffer, weldhe ju den Puntten
I, m, n ter gegebenen Gurve gehoren. Wenn nun. die
Linte Apv 2. eine Goolute von Iman 20 wdre, fo miifte
der Wogen Ap in dev Verlingerung ded Halbmefjers A
liegen, ebenfo der Bogen pv in der BVerlingerung ded Halb-
meffer8 mp, .. f.5 oder, wad auf dasdfelbe hHinausfommt,
der Halbmeffer mp mitgte die BVerlingerung ded Halbmeffers
I treffen, ebenfo der Halbmefier nv die BVerlangerung des
Halbmefjers mp, w. . f. Diefed Fonnte aber nur gefdyehen,
enn je gwei der auf einander folgenden Halbmefjer 1A,
mp, nv, 2. in cinevlei Gbene enthalten wdven, wad im
allgemeinen nicht dev Fall iff, weil jeder Ddiefer Halbmeffer
in einer von den Krimmungsebenen liegt, die den Puntten
I, m, n 2. dev gegebenen Gurve angehdren. Die Kriim=
mung8Dhalbmeffer A, mp, v, 2. Ennen nur dann einander
treffen und durdy ihre auf einander folgenden Durd)fdhnitte
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eine Goolute bilden, mwenn die gegebene Gurve eine ebene
Gurve ift, in foeldem Falle fammtlide Kriimmungdebenen
mit der Ebene der Curve gufammenfallen.

Die Ridhtigleit der vorftehenden Bemerfung wird nod
einfeudhtender, twenn man mwieder dasd BVerfabren des §. 245
gu Hitlfe nimmt.  Jeder Halbmeffer der erfien Kritmmung
der gegebenen Curve fteht redytivinflig auf der jugehirigen
geradlinigen Kante der abmwidelbaren Flide, weldye der Ort
der Mittelpunfte der vSculatorifchen Kugeln ift; wenn man
alfo, toie oben, die Jormalebenen auf einander fallen [dft,
fo werden jener Halbmeffer und jene Kante, nady wie vor,
einander unter rvechten Winkeln {dyneiden. Die Halbmefjer
I, mp, nv, 2. der exflen Krvitmmung der gegebenen Gurve
find mithin, nady dem Bufammenfallen der Normalebenen,
nidytd andeved al8 Perpendifel aus dem Punfte M aunf die
auf einander folgenden Durdyfdhnittslinien der Mormalebenen.
Folglidy Fomnen Ddiefe Halbmeffer nidyt in eine eingige gevade
Linie gufammenfallen (fvelched nothig wdve, wenn die Puntte
A, p, v 2. ciner Goolnte angehoven follten), ausgenommen
dann, wenn die genannten Durdyfchnittslinien mit einander
parallel {ind; diefed Fanun aber nur ftattfinden, wenn alle
Kriimmungsebenen gufammenfallen, 0. . twenn die gegebene
Gurpe eine ebene Curve ift.

§. 247. Wenn ter Halbmeffer ¢ und die Coordinaten
pes Mittelpunftd «, B, y einer Kugel den drei Gleihungen
Geniige leiften

(o —@)*4 (B =y)*+ (v 2)*=¢? (A)
(¢—a)do+ B—y)dy+ (1—2)dz=0 (B)

ds? — (¢« — 2)d*x—(B—y)d?y— (y—z)d*%=0 (C)

fo gebt diefe Kugel nady §. 235 mit einer gegebenen Gurve
won doppelter Kritmmung in demjenigen Puntte diefer Curve,
weldyem die Coordinaten z, y, z angehdven, eine Weriih=
rung der gweiten Ordnung ein. Da diefe drei Gleihungen
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die vier Grdfeu «, 8, y und o nidyt vollftindig beftimmen,
fo gibt e8 fiir Den in FRede ftehenden Punft der gegebenen
CGurve eine unendliche NMenge von oBculatorifdhen Kugeln.
Die Mittelpuntte aller diefer Kugeln liegen in einer gera=
den Linie, teldye fich durdy den Durd){dynitt giweier Norvmal=
ebenen ergibt, entfpredhend den beiden Punften der Curve,
deren Coovdinaten find z, y, z und o 4-dz, y4-dy, z 4 ds.
Die Gleihungen (B) und (C) gehorven vefp. diefen beiden
Ebenen an.

Wenn man die Opervation fortfept, durd) welde die
beiben Gleidhungen (B) und (C) aus der Gleichung (A) Dher=
geleitet worden find, d. h. wenn man’”die Gleichung (C) in
Bezug auf x, y, 5, ald Vevdnderlidye, Ddiffeventiivt, fv ev=
Dilt man eine pievte Gleidyung

3dsd*s —(«—2) dse—(B—y) dsy— (y—z)d®%s=0, (D)

welche in Werbindung mit den vorhergehenden die Grifen
o, B, y und @ vollftindig beftimmt. Die Kugel, filr weldye
die Goordinaten des Mittelpunfs «, B, y den drei Glei=
dungen (B), (C) und (D) Geniige leiften, wird mit der
gegebenen Gurve in demjenigen SPuntte Dderfelben, deffen
Goordinaten z, y, z find, eine Veriihrung der dritten
Ordmung eingeben.

Ntan Fann iiberdies bemerfen, daf 0die Mittelpunkte
aller Kugeln, toeldye mit der gegebenen Curve eine Verii)=
rung der dritten Ordnung eingeben, auf dev Rit€fehr=
Fante der Flade, melde der Ort der Mittelpuntte der
odculatorifdyen Sugeln ift, Tiegen miiffen, weldye Kante durd)
die auf einander folgenden Durvdhfdhnitte der gevaden Linien
aebildet fird, deren Ort diefe Fldache ift. Denn die dret
Gleichungen (B), (C), (D) gehioven, wenn man inibnen o, B,y
al8 die BVervanderlidyen anfieht, den: drei Novmalebenen dev
gegebenen Gurbe an, entfpredyend den drei Punften diefer
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Gurve, deven Coordinaten vefp. find @, y, 25 x4-dw, y+dy,
z--dz; und @ + 2de -+ d*z, y+ 2dy+ dy, z + 2dz
+d*z. Das Spftem der beiden Gleidyungen (B) und (C)
gehdrt alfo der Durchfdhnittslinie der bHeiden erften Cbenen,
und dag Spftem der beiden Gleidhungen (C) und (D) gehivt
der Durdyfdynitt8linie der zweiten und bdritten Ebene an.
Diefe drei Gleichungen in BVerbindung mit einander geben
alfo denjenigen Punft, tweldjer diefen beiden Durd)fchnitts=
linien gemeinfdyaftlich ift, . h. einen Punft der vorbin
genannten Riidfehrfante. Wenn man aud den Gleihungen
(B), (C), (D) mit Busiehung der Deiden Gleidyungen der
gegebenen Gurve von doppelter Kritmmung die Grifen z,
y, & eliminirt, o toevden Ddie Deiden iibrigbleibenden Glei=
dyungen 3wifden «, B, y diefer Ritdfehrfante angehbren.
§. 248. Eine jede Gurve von bdoppelter Kritmmung
und die Rirdeehrfante devjenigen abwidelbaren Jladye, weldye
per Ort der Mittelpunkte ihrer osculatorifhen Kugeln ift,
Daben eine Wesiehung auf einander, weldye hier sum Sdluf
nod) angemerft erden moge. Man bemerfe ndmlid), 1) dap
je gtoei auf einander folgende Tangenten der RitdFehrfante
redhtioinflig fteben auf den beiden auf einander folgenden
entfprechenden Kritmmungsebenen der gegebenen Curve, da
jene Tangenten nidhtd anderes find, alg die Durd)fdynitts=
linien der Normalebenen diefer Curve; 2) daf je jwei auf
einander folgende Kritmmungdebenen der Ritdfehrfante vedyt=
winflig fteben auf den beiden auf einander folgenden ent=
fpredyenden Tangenten der gegebenen Curve, da jene Kriim=
mung8ebenen nidgtd andeves {ind, al8 die NMormalebenen
diefer Gurve. Sodann folgt, 1) daf der Winkel v (§. 238)
gtoifdhen gtoei auf einander folgenden Tangenten der gege=
benen Gurve, gleidy ift dem Winfel jwifchen den Deiden
auf einander folgenden entfpredyenden Kritmmung8ebenen der
Stitckfehrfante devjenigen Fliche, weldye der Ovt der Mittel=
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punfte der o8culatorifdyen Kugeln ift; und 2) daf bder
Winfel 2 (§. 239) swifden zwei auf einander folgenden
Kritmmung8ebenen dev Curve, gleic) ift dem LWinfel jwifdyen
den beiden auf einander folgenden entfprechenden Tangenten
diefer Nitdfehrfante. Diefe Sdbe hat Fourier gegeben.

Beifpicl.

§. 249. Man betvadyte die Curve, tvelde mit dem
Stamen Sdyvaubenlinie begeidynet wird, und auf der
Oberfladye eined geraden Chlinderd mit Freidformiger BVafis
einen 3ug bildet, der fammtlidye Seitenlinien ded Cylinders
unter gleichen Winfeln durchfchneidet. €8 fei R der Halb=
meffer des Eplinders, deffen Adyje mit der Adfe der 2 ju=
fammenfallen mag, und a begeidyne die  trigonometrijdye
Tangente ded conftanten Winfel§, mwelden jedes Element
der Gurve mit der Ebene @y einfdlieft. AuBerdem rerde mit
¢t der Winfel begeichnet, toeldyer jwifchen der Cbene 2z und
pemjenigen Halbmeffer ded Cylinderd enthalten ift, mweldyer
dem Puntte der Schraubenlinie yugehort, deffen Coordinaten
z, y, & find. Die Entftehung der Curve gibt fodann

g=iRcok {,- y= Rsint,. z = Rat
mwobei boraudgefept wird, daf die Curve in der Acdfe der
@ beginne. Man erhalt daraus al8 Gleichungen der Pro=
jectionen ber Schraubenlinie auf die Coordinatenebenen

2*+y*=R?, z=Ra.arccos %, z=Ra.arcsin%.

Wil man nun 5unﬁd).ft die Lage der Tangente in einem
beliebigen Puntte der Curve beftimmen, {o hat man ausd
den erfteven Gleidyungen

do=—Rsint.dt, dy=Rcost.dt, dz=Ra.dt,
folglidh

e . A Y

[de. " ‘tangll dP ‘gl sin?’
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und fubftituirt man diefe Werthe in die Formeln des §. 223,
jfo Fommt

V_——lzl Vl ’ V] ! z/

CoOs ot=— —1—-1

1 T a
Vita cosﬁ_Vﬁ}—z,i cosy—Vm.
Hiernach werden die Gleidungen der Jangente

y—y’=—-.la+gt(a:—a;')! z———z.'=——;i—an—t(w—w'),
A—d = (Y —9);
und die Gleichung der Normalebene wird
sint, (z— &)—cost.(y—y)—a(z—z)=0,
o &, y, z die Coordinaten de8 WVeriihrungdpunkts be-
deuten, und ¢ die MNeigung dedjenigen Halbmeflers, weldyer

diefem Punkte sugehort, gegen die Adyfe der z. Ale Nor=
malebenen bilden mit der Gbene xy einerlei Winfel.

§. 250.  Ferner erhdlt man filr die Weftfimmung der
Kritmmung8ebene und des Kritmmungshalbmeffers aus den
vorigen Ausdriiden

dr=—Rsint.dl, dy=Rcost.dt, dz=Ra.dt,
indbem man ¢ al8 unabbhingige Beranderlidhe anfieht
d*z=—Rcost.de, d2y=.——Rsintdtz, d*z=0;
d’z=Rsint.de, d%=—Rcostds’, dz=0;
und mithin
ds=V'1+fa? Rdt, ds=0;

dz ™" sin ¢ dy _ cost dz a

T Yige @ Yite & yYite
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Demnady gibt der Ausdrud fitr den Halbmeffer @ der evffen
Kritmmung, nad) §. 236, bier
e=(1+4a)E,

und bdie Lage diefed Halbmeffers tird nady §. 237 feftgelegt
durd) die Werthe

cosl= —cost cosp=——sinf, cosv—=0,
Pan erfennt hievausd, daf der Halbmeffer der erften Kriim-
mung fitr jeden Punft der Curve, feiner Lage nad), mit
dem Halbmeffer ded Colinders fitr diefen Punft jujammen=
faltt.  2Alle Niittelpuntte der erfien Kritmmung liegen mit=
Din in einer Sdyraubenlinie, weldye die namlidye Adhfe und
die namlidhe Steigung befit tvie die gegebene Sdyrauben-
linte, aber fih auf einem Gylinder DLefindet, Ddeffen Halb-
meffer ift a%R.

Die Gleidung der Kriimmungsebene, §. 233, wird
asint.(z —a')—acost.(y—y)+z—z=0.
Alle Kritmmungsebenen Dbilden mit devr Ebene ay einerlei

Bintel.
Der Ausdrud fitr den Halbmeffer P der zweiten Kritm-=
mung, §. 239, gibt

2
M el R, mworaus P=2,
a a

und da die Ridytung bdiefes Halbmeffers redytwinklig auf
per Kritmmung8ebene fteht, fo terden die Gofinus der
TWinkel, toelche derfelbe mit den Ad)fen der #, y, z einfdlieft,
vefp. audgedriift terden durd

asin i acost 1

e Ty iLe \Yite.
Diefe Ausdritde zeigen eine Ridytung an, welde ju gleidyer
Jeit vechtivinflig fteht auf der Tangente der Gurve, deven
Feftlegung durc) die Winkel e, B, y gefhieht, und auf dem
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Halbmefler der erfen Kritmmung, su deffen Feftlegung die
Winfel 2, p, v dienen.

Wenn man  mit P den conftanten Linfel begeichnet,
den die Tangente dev Gurve mit dev Gbene ay einfd)lieft,
fo Dat man tang ¥ =@, und man fann einfader {dreiben

cos e=—cosPsinf, cosf=cosPcost, cosy=sin,
S & pikoaill
Q—Es—\p;’ " siny cosy’

§. 251. Man betradyte jept die abwidelbare Flddye,
welche der Ort der Mittelpuntte der odculatorifhen Kugeln
der gegebenen Gurve ift. - Der Kreid, Odeffen Halbmeffer

Big. 43. om==Rift, Tig. 43, fei die Ba=
fig der gegebenen Sdyrauben=
linie, weldye in m'n auf die
Gbene @z projicivt erfdyeint.
Der Kreid, deffen Halbmeffer
op == a?R ift (die Figuv ift fir
\ den Fall gezeichnet, woa>1
genommen foird), {tellt die
Bafis derjenigen Sdyrauben=
n linie dar, mwelde den geome=
Y trifdhen Ort der Mittelpuntte
der erften Kritmmung bildet,
¥ und in Wy auf die Gbene @z
projicict ift. Die Linien mp
und m'p’ find die beiden Pro=
\: jectionen des Halbmefjers der
\ erfien 8ritmmung, weldye dem
f : Puntte der gegebenen Schyrau:

Kj ,‘ benlinie gugehdrven , deffen

SProjectionen fid) in m und m’
finden, Nun ift die abwidel=

x

S
PREN

L
S

=
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bave Blade, mwelde die Mittelpuntte der ocdeulatorifdyen
Kugeln in ficdh enthilt, nidyt8 andered als der Ort der auf ein=
ander folgenden Durdhfdynittslinien der Normalebenen, wel=
de man durdy fammtliche Punfte der gegebenen Sdyrauben=
linie Tegen fanu. Und da alle diefe Gbenen einerlei Winfel
mit der Ghene 2y einfchliefen, o ift der Ort ihrer auf einander
folgenden Durdyfdnittslinien eine Sdraubenfladye,
wenn man diefe Venennung fitr jede Jladye gebraucht,
weldye durd) die BVetwegung einer Linie oder einer andern
Flade Dervorgebracdyt wird, indem cin Punft diefer Linie
ober Bldadye eine Schraubenlinie Defchreibt und alle iibrigen
Puntte derfelben fih um die Achfe diefer Schraubenlinie
drefen.  Fevner befien die in Rede fehenden Durdyfdynitts-
linten f{ammtlid) einen Punft in der in wv  projicicten
Sdyraubenlinie, weldye der Ort der Mittelpunfte der erften
Kriommung dev  gegebenen Sdyvaubenlinie ift; fie bilden
fammtlich denfelben Winfel mit der Ebene xy, und ftehen
redytioinflig auf dem Halbmeffer ded Eplinderd, auf weldyem
fi die in p'v' projicivte Sdyraubenlinie befindet.  Mithin
find fie nichtd andeved al8 die Tangenten diefer Sdhrauben=
linie, mweldye demnad) zugleid) der geometrifdhe Ort ihrer
auf einander folgenden Durdyfdynitte ift, 0. h. die Riicdlehr=
Bante der abiidelbaren Flade. [n der Figur beseichnen
pr und p't die Projectionen der Tangente in dem. Punfte
pu.  Die Punfte v, in welden diefe Tangenten die Ehene
ay treffent, Dilden in diefer Ebene ecine aud jwwei Armen
v0, vo gufammengefesite Curve, weldye Coolventen desjenigen
Kreifes find, deffen Halbmeffer ‘op ift. Aud dem Gefagten
erfennt man, daf die abwidelbave Jlade, weldye der Ort
der Mittelpunfte der odculatorifdyen Kugeln ift, durdy ifre
Sitdfehrfante, oder durdy die den Ort dev Mittelpunfte der
erften Kritmmung bildende Sdyraubenlinie, in jivei bon ein=
anbder vevfchiedene Flichentheile gerlegt wird, weldye nidyt in

RNavier, Diff.z und nt{gm(/rlCmHub I 18
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pag Jnnere ded Cplinders vom Halbmeffer op eintreten,
dagegen fid)y auBerbalb diefes Cylinders, bdeffen Oberflade
fie unter rechten Winfeln treffen, nad) allen Seiten ing
Unendlidye erfivecen.

Die Gleihung der Fladye, twelche den Ort der Mittel=
punfte der o8culatorifdhen Kugeln bildet, Fann man nad
per Wemerfung am Sdluffe ded §. 242 finden. Sept man
namlidy in die Gleidyungen

(¢ —2)de+ (B —y)dy + (y — 2) dza =0
ds* — (o — @) d*w — (B — y) dy — (y — %) da=0),
welche su gwei auf einander folgenden Normalebenen der
gegebenen Sdyraubenlinie gehdren, ftatt «, y, = und ibre

Differentiale die obigen Werthe durd) ¢, fo fommt

asint — B cos t = a (y — Rat)
o cos ¢ | B sin t = — a?R.

Das Syjtem diefer Deiden Gleichungen ftellt augenfdyeinlich
die Durdyfdnitt8linie von zwei auf einander folgenden Nor=
malebenen dav, entfprechend dem in mm’ projicicten Punkte
der gegebenen Sdyraubenlinie; d. . die Tangente an dem
in pp projicicten Puntte derjenigen Scyraubenlinie, welde
der geometrifdye Ort der Mittelpuntte der exften Kriimmung
ift. Die zweite Gleidung, welde nur « und B enthilt,
ift die Gleidhung der Projection diefer Tangente auf die
Gbene zy; und man erfennt leicht, daf fie der Tangente px
angebort, welde im Punfte p an den Kreid, welder op
oder @R gum Halbmefjer hat, gelegt morden ift, iiberein=
ftimmend mit dem oben Gefagten,

Wenn man aud diefen beiden Gleidyungen ¢ eliminirt,
jo wird dag Refultat allen Durdyfdynittslinien diefer Art
snfommen, oder, wad daffelbe fagt, dev abwidelbaren Flddye,
reldhe Dev Ort diefer Durd)fchnittalinien ift. Nm die Gli-
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mination audgufithren, erhebe man beide Gleidhungen zum
Quadrat und addire fodann, wodurd) man erhailt

a? |+ B2 = a*R? + a® (y — Rat)®.

Hievaud wird
TR
+ a‘R2 1 )

und fept man bxefen Werth in die zweite Gleidung, o
fommt

_ 2. 2 2
ucos(ﬁ-{- aajl-lg 1>—|—B sin aa:;,? ~1>—+—aR‘V
alg die gefuchte Gleidyung der abwidelbaren Flidye.

Man Fann bemerfen, daf, wenn man in der Gleichung
a2 -} B2=a*R? | a?(y — Rat)* die Annahme madyt y = 0,
dag JRefultat, namlid)

a? 4 2 =(a® R)* 4 (a® Re)?,

den Punften v angehdven wird, in denen die auf einander
folgenden Durdyfbnittdlinien der Novmalebenen, twelde den
eingelnen Werthen ded Wintels ¢ entfprecdien und jufammen
genommen die abwidelbare Fldde bilden, die Ehene ay
treffen, - Jun beseidynet Vo B2 den geradlinigen b=
ftand der Punfte o und v, wdibhrend a*R davgeftellt wird
durdy op; folglid) muf dev Abftand pv gleic) fein der Ab=
widelung ded Vogens ¢ in dem Kreife, deffen Radiug «* R
ift, ober die Gurve To muf cine Gvolvente diefes Krveifed
jein, fvie bereitd oben gefagt morden ift.

§. 252. Wil man endlid) die Eooluten der Sdyrau=
Denlinie finden, mweldye in der fo eben nad)gewicfenen ab=
widelbaren Flide enthalten find, fo gelangt man dagu auf
folgende Weife. €& fei mwie vorbin ein beliebiger Puntt
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Big. 44.

der gegebenen Sdyrauben=
[inie projicict in m, Fig. 44,
auf die Ebene 2y, und in
m auf die Ebene zz, und
2 Der NMittelpuntt der erften
Kritmmung, weldyer it die=
fem Puntte der Sdyrauben=
linie gehort, projicivt in p

i 1 \e und p'. Mian betradyte den
oy Snbegriff der ormalebenen
der gegebenen Schraubendinie, und nehme an, daf alle diefe
Ebenen, indem man fie um ihre auf einander folgenden Durd)=
jdnittslinien fid) drehen [a§t, auf die Normalebene des Punf=
ted m, m" niedergelegt werden. Nad) §. 245 wird fidh die gege-
bene Sdyraubenlinie bei diefem Jufammenfallen der Normal=
ebenen auf einen eingigen Punft m” reduciven, und da alle
Abftande mp unter einander gleid) find, fo wird fidy gleidhzeitiq
die Sdyvaubenlinie, foeldye der Ort der Miittelpunfte dev evften
Kritmmung ift, al8 eine Kreidperipherie darftellen, reldye
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aus dem Punfte m” als Mittelpunft mit dem Halbmeffer
m’" ' =mp befdyrieben worden iff. Alle Windungen diefer
lesteven Sdyraubenlinie finden {id) auf der genannten Kreis=
peripheric abgetvidelt und nady ihrer wabhrenLinge niedevgelegt.

Gefept nun, man wollte diejenige Evolute beftinumen,
deven erfter Punft in p und ' projicict, und in p” auf
die Ebene niedergelegt erfdheint.  Nach §. 245 toird diefe
Gvolute in der Gbene durdy die gerade Linie m” p” darge=
ftellt werden, welde nady beiden Seiten ohne Grengen ver=
lingert gedacht toevden muf. Wil man alfo einen beliebi=
gen Punft der Evolute felbft finden, fo beadyte man, daf
die geradlinigen Kanten der abwidelbaven Jlidye, d. . die
Tangenten devjenigen Schyraubenlinie, toelde der geometrifdhe
Ort der Kritmmungdmittelpunfte ift, beim Jufammenfallen
der Mormalebenen fich in Tangenten ded Kreifes verwandeln,
deffen Halbmeffer m” p” ift. Wenn man mithin in diefer
Sdyraubenlinie den Punft auffucht, welder einem beliebig
getodblten Punkte e dev Kreidperipherie entfpricht (0. 0. den
Puntt, weldper von dem Punfte p,u’, auf der Sdyrauben=
Tinie gemefjen, einen Abjtand gleich dem Kreisbogen p”’e be=
fibt) 5 wenn man ferner in diefem Puntte eine Tangente an
die Sdyraubenlinie legt, und auf diefer Tangente den Abjtand
ef abtvdgt, fo hHat man den gefuchten Punft der Evolute.

1m auf die angegebene Weife sunddyft den Avm der
Gvolute 3u confrrniven, welder vom Punfte p,p’ ausdgehend
fidy in Dem oberen von den beiden Fladyentheilen befindet,
in welde die abwidelbave Flade durdy ihre Ritcfehrfante
oder durd) den geometrifdhen Ovt dev Kriimmungdmittelpuntte
der gegebenen Sdyvaubenlinie zerlegt wird, ziehe man alfo
alle Tangenten in demjenigen Theile dev diefen Ort dav=
ftellenden Scyraubenlinie, weldyer in pl und W'l projicict,
und in p’" in die Gbene niedergelegt exfdyeint.  Die Tan=
gente im Punkte I der Kreidpeviphevie triffit nicht mehr die
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verldngerte gerade Linie s’ p”’. Wenn alfo dev Puntt 1’
der Schraubenlinie von dem Puntte p,p’, auf diefer Schrau=
Denlinie gemeffen, einen Abjtand gleich der Linge ded Qua=
dramten p' el” befipt, fo ift man fider, daf dev in Rede fte=
Dende Arm der Gurve, weldyer in pa und p'a’ projicict ift,
in unendlicher Entfernung pavallel mit der FTangente Dder
Sdyraubenlinie im Punfte 1" werden wird. Diefer Arm
der Gurve Dat alfo gur Afymptote eine Linie LA, L'4’,
weldye parallel mit diefer Tangente durd) den Punft LL
der gegebenen Sdyvaubenlinie gelegt ift, der dem Punkte
LU diametval gegeniiberliegt. Der Punft L, L’ begringt den
Bogen mL, m' L’ dex gegebenen Sdyraubenlinie, weldyer duvd)
die Abwidelung ded Arms pa, wa' der Curve Lejdyrieben
werden fann.

il man fodann den A der Gvolute conftruiven,
welcher bon dem Punfte p,p’ ausgebhend, fich) in dem untern
von den beiden Flachentheilen der abwidelbaven Flidye be=
findet, fo mwird man dazu die Tangenten dedjenigen Theils
der Sdyvaubenlinie antwenden, weldyer in pr und w'r pro=
jicivt, und in p'n” in die Gbene niedergelegt erfdyeint,
indem man ndmlidy auf jeder Tangente eine Linge gh ab=
wdrts vom Weriithrungspunfte abtvdgt.  Man erhilt auf
diefe Weife den Arm pb,p'd’ der Gurve. Und da die Tan=
gente im Punfte »” dev Kreidpevipherie nidyt mehr die ver=
langerte gevade Linie m”'p” trifft, fo folgt, daf wenn man
auf der Sdyraubenlinie den Punft #,7° angibt, deffen A=
ftand von dem Puntte p,p’ gleid) dev Linge ded Quadranten
w’gn’’ ift, die Gurve pb,u'd’ in unendlidier Entfernung pa=
vallel mit der Tangente der Sdyraubenlinie im Puntte n,n’
werden wird.  Die Curbe Hat alfo sur Afymptote eine Pa-=
vallele mit diefer Tangente durd) den Punft N,N' der gege=

“benen Sdyraubenlinie, welcher diametral dem Puntte 2’
qegeniiberfiegt.  ®er Punft NN begriingt den BVogen mN,
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m N’ der gegebenen Schranbenlinie, weldyer durd) die Aowide=
Tung des Armes pd, p'd" der Gurve befdyrieben werden Fann,

Der Punft p,p’, in weldyem die Deiden Arme pa, p'a
und pb, W der Gvolute ficy vereinigen, ift ein RiidFehr-
punft diefer Curve.

Min die Gonftruction dex Ebolute toeiter fortaufesen,
und den Arvm der Curve ju finden, ausd deffen Abwideluny
der Bogen oberhalb de8 Punfted NN’ Dder gegebenen
Sdyraubenlinie hervorgehen Fann, wird man Tangenten an
denjenigen Fheil np, n'p’ der den Ort der Kriimmungs=
mittelpunfte bildenden Scdyraubenlinie legen, twelder in
n'ip’" in die Gbene niedergelegt worden ift, und fodann auf
diefenn Tangenten von unten nad) oben, vom Verithrungd=
punfte aus, die Lingen & abtvagen. Nun ift far, dap
enn der Wogen np, a'p’ der Sdraubenlinie an Linge
gleich dem Quabdrvanten »ip” ift, die gedachte Operation
ten Arvm pe, p'c’ der Gurve geben wird, der den fritheven
vollig gleid iff, und gur Afpmptote die BVerlingerung NC,
N'C’ der Rinie NB,N'B’ Dat.

Durd) die ndmlide Cunfiruction findet man jodann
audh, mit Hiilfe der Tangenten in demjenigen ITheile pg,
p'q der den Ort der Kriimmungdmittelpunfte bildenden
Sdyraubenlinie, weldyer in dem Quabranten p"'¢” nieder=
gelegt exfdyeint, den Arm pd, p'd’ ter Gurve, weldper fid)
in p,p’ mit einem Riifeehrpunfte an den vorigen Arm
anfdblieft.  Und o fort.

us dem BVorjtehenden erfennt man, daf die Gvolute
der gegebenen Sdyraubenlinie aud einer unendlidyen Menge
pollfommen gleidyer Avme befteht, welde abiwedyfelnd auf
dem oberen und dem untern Flachentheile der abwidelbaven
Fladye liegen, die dev Ort der Mittelpuntte dev odculatori=
fhen Kugeln ift.  Jeder Avm fteht mit dem vorhergehenden
durdy einen Rirckfehrpunft, und mit dem nadyfolgenden durd)
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eine beiden gemeinfdyaftliche Afpmptote in Verbindung., Die
Rit€fehrpuntte liegen fammtlid) auf der den Ort der Krivm=
mung8mittelpuntte bildenden Sdyraubenlinie, in Abftinden
von einander, gleic) der Lange ded HalbFreifes, deffen Halb=
meffer gleidy ift dem SKritmmungsdbhalbmeffer (1 -+ a2) R.
§. 253. Um auf die Sdyraubenlinie die BVetradtung
0e8 §. 247 angurvenden, bemerfe man, daf fitr diefe Curpe
die drei Gleidhungen (B), (C), (D) ded8 angefithrten Para=
grapben, wenn man davin filv @, y, z und ihre Differen=
tiale ibre Werthe durdy ¢ febt, fid) vefp. verwandeln in
asint — B cos t = a (y — Rat)
o cost— Psint= — a’R
asint —pBcost=0,
weldye Gleidungen fid) auf die beiden folgenden reduciren
o cos t - B sin { = — a*R und y = Rat.
Sie ftellen augenjdyeinlich eine Sdyraubenfinie von dem
Halbmeffer a*R dar, deven Steigung gleid) der Steiguny
der gegebenen Schraubenlinie iff, mwdabvend fie feloft diefer
leteren gegeniiber liegt. Diefe Merfmale gebiren aber
der im §. 250 gefundenen Gurve an, weldye der geometrijdye
Ort der Mittelpunfte dev erften Kritmmung von der gege=
benen Scyraubenlinie ar; und in der That Dat fidh) fhon
im §. 251 gegeigt, daf Ddiefe Curve jugleich die RiidPehr=
Eante der Slache ift, welde den Ort der Mittelpunfte der
odculatorifdyen Kugeln darftellt. Ao die Kugeln, bdeven
Halbmeffer die erfte Kritmmung der gegebenen Gurve meffen,
und die im allgemeinen mit diefer Gurve nur eine BWeriih=
rung der zweiten Ordnung eingehen, haben, in dem befon=
deven Falle einer Sdyraubenlinie, mit diefer eine Veriih=
rung der dritten Orduung.
Was die Siipe ded §. 248 betrifft, fo hat man allge-
ds
= 3

hitp://rcin.org.pl

Yo ds SR T
mein w = o Q und wenn man hievin fiir ds, o und



XXIII. Abfdhnitt. Jntegrationen. 281

P die Werthe aus §. 250 fept, fo mwird fiir die gegebene
Sdyraubenlinie
dt adt

iy bl |
Aber die Nitdfehrfante dev Flidye, weldye den Ort dev Mit=
telpunfte der osculatorifhen Kugeln bildet, ift Dbier eine
giweite Sdyvaubenlinie, bderen Halbmeffer 2R und Ddeven
Steigung gleidy derjenigen der gegebenen Sdyraubenlinie
ift.  Ytennt man alfo ' den Werth von @, telder diefer
stoeiten Scyraubenlinie entfpricht, fo muf man Haben o’ =

1 ; : p 1 L
- Und wenn man in den vorigen Ausdriicen 5 an Ddie

Stelle von @ fept, {o vermwandeln fidy diefelben in

i e adt BiL 49 dt
Vifa Vifa

Alfo ift der Werth des Winfeld © der gegebenen Curve
gleidy dem Werthe des Winfels & der RitdFehrfante, und
umgefehrt der Wertlh des Winfeld & der Curve gleich dem
Werthe ded Winfel8 o der Ritcdfehrfante; wad mit den an=
geseigten dpen {ibeveinftimmt.

XXII  Zntegration dev einfad)ften Functionen von einer
Bevanderlidhen.

§. 254. Gine Diffeventialfunction dev erjten Ordnung
ven einer Wevdnderlidhen @ hat allgemein die Form
Xdz,
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wo X irgend eine Sunction von @ bedeutet. Diefe Diffe=
rentialfunction ift immer aus der Differentiation einer ge-
wiffen Function y der Werdnderliden  herborgegangen,
fo daB man hat

dy = Xdz, und % =2 G

oder fie Eann mwenigftend immer toie 0ad NRefultat einer fol=
dyen Operation angefehen werden.  Diejenige Operation
nun, telde mit dem Namen der Integration bejeidynet
witd, Dhat ju ihrem Gegenftande die Lojung der Aufgabe,
die Function y zu finden, wenn da8 Differential Xdz ge=
geben ift; oder iitberbaupt eine Function bon 2 ju finden,
weldye, diffeventiivt, den Ausdruc Xda wieder hervorbringt.

Die Function y der Verdnderlidhen x, deven Diffeven=
tiation dad gegebene Differential Xda liefert, wird dasd JIn=
tegral diefes Differential8 genannt. Man begeichnet das
QJntegral durdy ein [, vor Xdz gefept. So Dat alfo die
vorige Gleidyung

dy == Xdu
sur unmittelbaren Folge
y = [Xdz,

und umgefebrt.  Vian Fann indeffen fogleid) bemerfen, daf
wenn man eine Function von & gefunden hat, deven Viffe=
rentiation jum Refultat gibt Xdz, man ju diefer Function
eine Deliebige Conftante C addiven darf, ohne daf fie auf=
hort Xdo al8 Differential ju geben. Denn das Diffevential
einer Gonftante ift ftetd8 Null.  Wenn alfo die gefuchte
Function nur durd) die eingige Vedingung beFannt ift, daf
man durd) ihre Differentiation Xdz ald Refultat finden foll,
fo muf man, um ihren allgemeinen Ausdruct - aufuftellen,
in diefemn Ausdruce dag conftante und willkitrlicdhe Glied €
mitbegreifen.  Man fchreibt defhalb, indem unter y das
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Sntegral der gegebenen Diffeveitialfunction Xda verftanden
wird, allgemein

y=C -+ [Xdz,
in weldyer Gleidung [Xdz dag unmittelbave Refultat der
Sutegration, € dagegen die willfiirlide Conftante
Dedeutet.

Diefe Conftante C bleibt volfommen willfielid), fo
lange das Jntegral y nur durd) die eingige Wedingung
beftimmt wicd, ju feinem Diffevential Xda ju geben. Aber
in allen YAnwendungen der Integralvedynung finden fidy
jedergeit Wedingungen vor, durdy mwelde man den Werth
diefer Conftante feftjtellen und mlt[)m 3w einem beftimmten
Refultate gelangen Fanu.

§. 255. idyt ohne Grund Hat man den Anfangsbudy=
ftaben des Worted Summe () gewdhlt, um durd) Beifii=
gung desfelben ju dem Ausdrude Xda die Function ju be=
eidynen, deven Diffevential Xdw ift.  Jede Function fann
ndamlid) twie die Summe einer unendlich grofen Anzahl von
Werthen ihred Diffeventials angefeben werden. Um diefes
deutlidy su erfennen, nehme man die {dyon oOfter benupte
Betrachtung der auf einander folgenden Werthe

@y, ®oHAx, 20202, 2-3Az, . .. . xp-+(n —1)Az, 2yt nAx

wieder auf, welde der unabhingigen Verdnderlidyen & bei=
gelegt werden, indem Az toie eine conftante Differeng an=
gefeben wird; fo toie der entfprechenden Werthe einer Func=
tion g von Ddiefer Werdnderlidyen

Yo, Y1, Y2, Y3, « + -+ Yn—1, Yn.

Begeidynet man die Differengen dev auf einander folgenden
Werthe von y mit Ayo, Ay, Ays, . . . Aya—y, fo Dat man
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augenfdyeinlidy (borvausdgefept daf jwifdyen =2, und 2=
2o+nAz die Function y Feine unendlicden Werthe annimmt)

Yn=Yo+ DY+ Ay, + Ay, 4. ...+ Ayu_1

weldyen Ausdrud man audy fdyreiben Fann

et (i e

Man nehme nun an, die fblﬁereng Az terde Fleiner und
Eleiner, indem fie fid) dev Mull ndhert, und gugleich wadyfe
die 3ahl = in Demfelben Werhdltnif, {o daf nAz unperdin=
dert Bleibt. Die Anzalhl Bér Glieder, weldye in der Klam=
mer enthalten find, iird alsdann fortlvﬁ[)renb sunehmen,

und der Werth ivgend eined belleblgcn unter diefen Glie=
dern mird immer naber dem Werthe ded fDlﬁerentmIver[)aIL
niffes Z—i fommen, weldyer dem Werthe z, + kAz der Ber=

anderlichen z entfpricht. Darausd folgt, daf mit dem A=
nehmen von Az die Grige

Ayo Aj 1 A_'/ 2 Ayn— 1
(Az + + > e

fich einer beftimmten (Sjrh'nae immer mehr ndabern wird, weldye
die Summe einer unendlid) grvﬁeu Anzahl von Werthen

darftellt, die das mfferentml da: der gegebenen Function

nady und nad) annimmt, wenn man die unabbhingige BVer=
dndetlidhe 2 durd) dasd conftante und unendlid) fleine Inter=
vall do von x==, bi8 z= 2, nAz wad)fen lift. Man
fann alfo fd)liefen, daf man jederseit von dem willFirlichen
Werthe yo der Function ju einem anderen millfiirliden
Werthe y derfelben Junction gelangt, indem man juy, die

Summe aller Werthe addirt, weldye dag Differential Z—Z dx
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in dem Jntervalle grifdyen den Werthen zo und =, ent-
fpredyend den Werthen yo und y, nady einander annimmt.
Wenn man mithin wie oben, mit Xdz dag Diffeven-

tial der Function g, d. h. l;_?; dz, begeidnet, fo Fann man
ftatt der vorigen Gleidyung fdyreiben

y =1+ [Xda.
0
Das Beidyetljr Dedeutet hier, daf man die Summe von
0

allen Werthen ded DiffeventialdXda yu nehmen Hat, weldye
den Werthen @, o do, xo+2dz, 2o+ 3dz, 2. ent=
fpredyen, bid ju demjenigewt Werth @y (n—1) dz, weldyer
dem Werthe « vorvangeht, dev dem Werthe y auf der linfen
Seite der Gleidyung sugebivt. Durd) Angabe von 2, unten
am Jntegralzeichen f toird der befondere Werth von z fer-
vorgehoben, twelcher dem Werthe y, entfpricht und von
weldyem audgebend die Summe gebildet werden foll.

Die vorftehende Gleidhung qilt, wie audy die einander
sugehirigen Werthe @ und yo bejdyaffen fein mogen. Wenn
aber blof ein Diffevential Xdz gegeben ift, obune Anzeige
de8 befonderen Werths @, der unabhiangigen BVerdnderlidyen,
von weldhem audgehend die Werthe diefed Diffeventiald fum=
mirt toerden follen, oder des entfprechenden Werths y, der
Function, fo hat man Fein Mittel ju ihrer BVeftimmung in
Hinden. BVetradytet man alfo in der vorfiehenden Gleidung
die Junction y wie dev eingigen BVedingung unterworfen,
daf Xdz ihr Diffevential fein foll, fo muf man davin z,
fo wie yo toie volfommen willfinlid) anfeben. €8 ijt mit=
Din fiberflitfig, den unbeftimmten Werth von 2, von weldyem
aud die Summe f Xdz genommen ijt, befonder8 anzugeben,
und man fann wie in dem vorigen Parvagrapbhen {dyreiben
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§. 256. Die Unbeftimmtheit in dem Werthe des Inte=
gral8 y und die Nothwendigleit, den Ausdrud Ddesfelben
durd) Hingufitgung einer wilfiirlidhen Confjtante ju vervoll=
{tindigen, werden fehr einleuchtend, wenn man 2 wie die
Abfciffe einer ebenen Curve anfieht, deren Ordinate y dar=
ftellt. Die Geftalt diefer Curve ift vollfommen beftimmt,
fobald die Function y von z entwidelt oder unentwidelt
vorliegt; dagegen mwenn nur dag Differential dy= Xdz

ober a8 Differentialverdltni WX biefer Function ge=
dz 8

geben ift, fo verbilt fic) die Sadye anders. Der Ausdrud
diefed Differentialverhiltniffes beftimmt ndmlicy blof Ddie
Pidtung der Tangente der Gurve fitr jeden Punft, der
cinem gegebenen Werthe von 2 jugebort. - Nimmt man
alfo an, eine Gurve fei fo gegeichnet, daf fie in allen ibren

SPuntten diefer Vedingung ‘;—yx = X ®eniige leiftet, und ver=

{chiebt davauf die Curve, indem man ihre fammtlicyen Puntte
Pavalielen gur Achfe der y befdyreiben [ift, fo wird fie in
jeder Lage, die fie dabei einnehmen mag, nody immer der=
felben Wedingung geniigen , und e8 wird fidy Fein Grund
angeben [affen, weBhalb man ivgend eine diefer Lagen allen
itbrigen vorgichen follte.

Ferner ift Flar, daf die Ordinate der Curve durd) die=
jenige Function bon z audgedritft foerden muf, teldye
jum Differentialverhiltnif X hat und duvd J‘ Xdz Degeichnet
wird. Wollte man aber bei diefer Function ftehen bleiben
und blof fepen y=fde, fo mitrde man unter den in
Sede ftehenden Curven eine Wahl treffen, indem fodann
einem Deftimmten LWerthe von @ aud) ein beftimmter Wertl
pon y jugehdren toitrbe. Soll alfo, wie e8 nothwendig
ift, dag Jntegral eine cben fo grofe Algemeinheit und eine
¢ben fo umfaffende Bedeutung befiben, tie das gegebene
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Diffevential, fo muf man {dyreiben

y=C+ [ Xda,
two C eine willfilrliche Conftante bedeutet. Auf diefe Weife
Fann der Ausdruc von y die Ordinate einer jeden der
ungibligen Gurven darftellen, fitr welde die Ridhtung der

Tangente in jedem Deliebigen Punfte durd) den Ausdrud

"Z—=X be8 Differentialverhiltniffed der evften Ordnung

beftimmt wird.

§. 257. Wenn man jede Unbeftimmtheit in Vetreff
der Gurve, deven Ordinate durdy die Function y ausgedriict
werden foll, will verfdymwinden laffen, fo geniigt dazu die
Angabe irgend ecined Punttd, durd) mweldhen diefe Curpe
bindurdygeben foll. Denn man diberseugt fidy leicyt, daf
dic Kenntniff eined cingigen Punfts einer Curve, fo ivie
der Ridytung der Tangente fitr jeden beliebigen Wertlh der
Abfeiffe, Hinveichend find, um diefe Curve in ibhrer gangen
Grftreung ju seidynen. Nun fallt die Angabe eines Puntts
einer Gurbe damit gufammen, daf zu einem gemwiffen Werthe
x, von z ein geiffer Wertl », von y gebdren foll. Macdht
man aber eine folde Annabme, fo ift damit die willkirliche
Gonftante € der Gleidyung

y=0C- f Xdz
pollfommen beftimmt. Denn e8 fei P die Function von 2,
deren Diffevential Xda ift, und P, derjenige Werth, weldyen
P fiir den Werth @, von = annimmt, fo muf man haben
Yo =C + P,
aud telder Gleidyung der Werth von € beftimmt werden
Fann.

Ueberbaupt ift die willfinlidye Conftante beftimmt, fobald
bei der 2Angabe ded Differentials Xdz, Ddeffen IJntegral y
man fudyt, iiberdied nod) feftgeftellt wird, daf cinem gemwiffen
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gegebenen Werthe a von z ein gleidfalls gegebener Werth
b fiix y sugehvren foll.

§. 258.  MNadydem im %orﬂer)enben die Bedeutung
der Operation, tweldhe mit dem Namen der Jntegration
Degeichnet wird, aud einander gefeht worden ift, bleibt jept
nody iibrig die Hitlfamittel angugeben, welde die Analyfis
darbietet, um diefe Operation audzufithren, d. . um die=
jenige endlidhe Function von @ ju finden, deren Differen=
tiation ein beliebig gegebened Differential Xda hervorbringt;
oder, twenn man will, um diejenige primitive Function Fu
finden, von teldyer eine gegebene Function X die derivirte
Bunction oder dad Diffeventialverhiltnif dev erften Ordnung
ift. €8 mufp indeffen fogleic) bemerft werden, daf, walhrend
der Uebergang von einer gegebenen Function y u ihrem Dif-
fevential dy durd) ein vegelmdBiges Werfahren ju Stande
fommt, welche8 immer ju dem gejuchten Jefultate fithrt,
die umgefehrte Operation dagegen oder die NRiidfehr pon
pem Diffevential gu der urfpritnglichen Function nur in
gang Dbefondeven Fallen, und gewiffer Nafen nur aus-
nahmeieife audgefithrt werden fann. NDian “Fann nidyt
allgemein perfidert fein, daf {idy die primitive Function
von z, welde einem gegebenen Differential Xdz entfpridt,
in einem endlichen Ausdruce angeben laffe; und, wie fidy
in der Folge geigen wird, fo ift man nidyt felten gendthigt,
in Crmangelung diefes endlidyen Auddruds ju Naberungs-
methoden feine Juflucht su nehmen. Junddyft ift es itbrigens
von Widhtigleit, die Hauptfidlle ju Ffennen, in denen die
Jntegration audgefithrt werden Fann, fo wie die Methoden,
weldye dabei jur Anwendung Fommen.

§. 259. @8 ift fogleidy flar, daf man unmittelbar
dag Jntegral eined gegebenen Diffevential§ angeben Fann,
- wenn man in sdiefem  Differential eined von Ddenjenigen
eiedererfennt, weldye nady den Entwidelungen ded I und
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HI. Abjdynitts den einfaden Junctionen angebvren. So
fieht man leidyt, daf

: m—-1

dy = a™dx gibt ¥y = C+:z+1
dy=d;m y=C+lx
dy = e"dx { y=C-+e¢"
dy = a*de y=C+ 2
dy =sin z dz y=0C—cosa
dy =cos x dx y=C-+sinz

dz
dy = Rt y=0C - tang x

dz
dy=—sh‘7 : g 2= O ddot 4
dy:]/lif——z; y=C -+ arcsinzx
dy = — Vl—:cl y = C -} arc cos z
d - = C + arc tan

dz

dyz—ﬁ_ﬁ- y = C - arc cot z.

Die Gleidyung [ —fn"i; gilt im allgemeinen fitv alle

pofitiven und negativen, gangen und gebrodyenen und felbit

irrationalen Werthe de8 CErponenten m. NMan fann als

befondere Fille, welde hHaufig Dotfommen herau§heben
dz 1

z? ' V—"— 2V a.

Cine Audnahme madt aber der eingige Fall, wo man hat

m=—1, und o Ddie allgemeine Formel geben tiirde
1
d;z=6. Man darf Dievaus nidht fdyliefen, daf die Red)-
RNavier, Diff.- und Jntegrale. Band. I. 19
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{3 : i eu dgiig
nung fitr das Integral der Diffeventialfunction 2 tinenunend=

lidy groBen Wert liefert, weldyed ungereimt fein wirde. Denn
man darf nicdht vergeffen, dap dem JIntegral nody eine will=
Fitrlide Conftante Dingugefiigt twerden muf; und da nid)ts
bindert, diefer Confjtante einen unendlid) grofen negativen
SIBertI) beigulegen, fo folgt blof, daf der allgemeine Ausdrud
+$+1 filt m = — 1 ein unbeftimmtes JRefultat von der
Form 00 —O0 liefert. Wringt man aber diefen Ausdrud
; xm—}—i S| 1

unter die Form —————— ) ,
(was erlaubt ift,) und betrachtet ihn wie eine Function von
m, weldye § wird fiix m = —1, {o Fann man feinen wah=
ren Werth finden, twenn man die NRegeln der §S. 94 2.
anwendet.  Dad Werhdltnif der Differentiale von Jabler
und Jenner de8 VWruchs in BVejug auf m ift namhd)
tz.g" —la.a"

1

fept, le —la al8 den Ausdrud der gefudhten Function. IJn der
That weif man durdy die Diffeventialvedynung, daf d.lx

=d§ ift, worau8 folgt fdfflx, weldyem Ausdrude fo=
dann nod) eine willFiivlike Conjtante beigefitgt werden mugf.

wo a eine Conjtante bedeutet,

, und gibt, wenn man darin m = —1

: m+-
Sene Nnbeftimmtbeit in dem Wertle des Ausdruds C- 2—_{_—:

fiir m=— 1 muf demnad) lediglih) al8 eine Anjeige an=
gefehen werden, daf diefer Wertl) ded8 Erponenten m eine
Yenderung in der Befdyaffenbeit dev Function nad) fid) zieht,
weldhe dad Jntegral darftellt.

§. 260. Was die sufammengefeiteven Diffeventialfuncs
. tionen Detrifft, fo fann man gu ibrev JIntegration verfdhie=
dene Wege einfd)lagen.  Entweder 1) man fudht die gege=
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bene Function in andere einfadyere gu gerlegen, toelde fich
unter den borbhin aufgezihlten Differentialfunctionen mwieder=
finden. Obder 2) man judt durd) Subftitution einer an=
deren Werdnderlidhen ftatt 2 eine Form Dhervoryubringen,
weldye i) gleichfalld unter den Differentialen twiederfindet,
deren primitive Functionen unmittelbar befannt find. Obder
endlidy 3) man fucht die Auffindung de8 verlangten Inte=
grald abhdangig su maden von der Auffindung eined an=
dern Jntegrald, mwelcdhes leidyter gu erhalten ift.

Lepteres ift der Gegenftand des Verfahrens, weldyes
mit dem Namen der Integration durd Theile belegt
wird und in dev Integralvedynung eine fehr verbreitete An=
wendung findet. BeFanntlidy ift namlid

d.uv =udv -+ vdu,
folglid)y umgefehrt*)

uv = { udv ~|{vdu,
und Dhieraus fchliet man

S udv=uv— [ vdu.
Hat man alfo ein gegebened Diffevential auf die Form udv
gebracdht, d. . auf die Form eined Productd aus der end-
liden Function » dev BVerdnderlichen  und der Differen=
tialfunction do derfelben Bevdnderlichen, und feht man iiber=
Die8 da8 Jntegral v diefer Differentialfunction als beFannt
porausd, fo ift die Aufjudyung des8 Integrald [ude juriid-
gefithet auf die Ded Jntegrald fodw. Die willfirlide Con=
ftante, toeldye man dibevall hingufilgen mup, ift in dev vor=
fiehenden Gleihung twegaelaffen.

§. 261. Um Ddie Anmwendung dev IJIntegration durd)
heile an einem WVeifpiele gu geigen, fei dad8 Diffevential
gegeben

*) Man fehe §. 262, 2),
19*
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dy=z cosz dz.
Mian zerlege dasdfelbe in die beiden Factoren z und cos z dz,
von denen Dder leptere jum Jntegral Hat sin & Sodann
witd nad) der porigen allgemeinen Formel
S xcosxde =xsing — [sinxdr

=zsinz - cosz,

folglih nady Hingufiigung der willfiitliden Conjtante
y=C --zsinz -} cosa.

Bon der Ridhtigeit diefed Refultatds Fann man fid) leicht
wieder durd) Differentiation {iberzeugen.

Der Grfolg der Operation hangt wefentlicdh von einer
“angemeffenen Wabl der beiden Factoren ab, in welde man
dag gegebene Differential jerlegt. Wollte man 3. V. in
dem vorigen Differential @ cos zdz die beiden Factoren cos z
und z dr nehmen, von denen der leptere jum JIntegral Dat

$? &
o fo tofirde Fommen

z2 2 ;
fcosw.wdw= ——?ﬂ ——f% (— sinz dx)

z2c08T z?sinz dv
bz + 2 /

2

und man Datte mithin die Auffuchung ded verlangten JInte=
grald guriidgefithrt auf die Auffudyung eines nod) verwidel-
teren Jntegrald.  Wian muf alfo immer, wenn e8 iiber=
haupt moglidy ift, das gegebene Diffevential fo serlegen, daf
pie Jntegration ded ecinen Factors und die Differentiation
peg andern einen einfacheren Ausdrud gibt, deffen Integral
fih leicht angeben [Aft.

§. 262. Die folgenden Bemerfungen Eonnen nod
dagu Dienen, die Ausfiilhrung der JIntegration gegebener
Diffeventialfunctionen ju erleichtern.
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1) Wenn ein Differential mit einem conftanten Factor
verfeben ift, fo geht diefer Factor aud) in dad JIntegral
itber; 3. B. aus

dy=aXdr folgt y=C-afXdx.

2) Wenn die gegebene Function eine Summe bon
mehreven Differentialen darftellt, o ift dad gefudyte Jntegral
gleidy der Summe derjenigen Jntegrale, welde man aus
diefen Differentialen eingeln genommen erhalty 3. B. aud

dy=Xd.:p—f—X,dw—X,dx
ergibt fich
y=C—+ [Xdz | [X,dz — [X,dz.
3) Wenn ein Diffevential die Form Dat
f(X)dx

oder auf diefe Fovrm gebradt werden Fann, wo X mwie bis=
her eine Deliebige Function der Werdanderlidhen 2 Ledeutet,
fo fann man e8 genau fo behandeln, al@ ob X eine unab=
bangige Wevdnderlihe mwdre. Wenn alfo etmwa F(x) die
Function von z begeidnet, deren Diffevential ift f (=) dz,
d. 0. wenn man bat

F(z)= [[(x)dz,

F(X)= [f(X)dX.
€8 fei 3. B. dag Differential gegeben
dy=2a""" sin (a -} ba™) dz,

fo Eann man dadfelbe aud) fchreiben

fo ift gleid)falls

1 N
dy = o < sin(a+-ba™) . mba" " da.

Nun ift mba™ " dz das Differential der Function a -} ba™,
weldye unter dem Jeicdhen sin fieht. Sept man alfo X =
a-bz™, fo bat man
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40l
a= o Sin XdX,
und dann ift das JIntegral
y=0C— 515 cos X=0C— 7n%cos (a-}bx™),

wobon man fid) aud) wieder umgefehrt durd) Differentiation
itbevzeugen Fann.

XXIV. Sntegration der rvationalen gangen und
gebrodjenen Functionen.

§. 263. Man verfteht unter einer rationalen gangen
Sunction der Vevdanderliden « jede Junction, welde aus
Gliedern befteht, in denen nur Potengen diefer Verdnderli=
dyen mit gangen Grponenten vorfommen. Bon diefer Ve-
fhaffenbeit ift die Diffeventialfunction

dy=(a-} ba™+ cz" 4 2.) dz,
worin @, b, ¢, 2. beliebige Gonftanten und m, n, 2. pofi=
tive oder mnegative gange Jahlen bedeuten. Eine folche
Function Fann immer integrivt wevden, und ibr Integral
ift augenfdyeinlid), vermidge der Entmwidelungen ded vorigen

Abfdynitts
ba™t! g
y=C+aa:—|—m p i :—_*_—1‘ +.2,
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mwo C bdie willfiirlide Conjtante begeichnet.  Man muf nur
beadyten, daB, wenn der Grponent von @ in einem der

Glieder — 1 wdve, alfo dag Glied von der Form % dz,

fein Jntegral al8dann fein toiirde A . lo.

Dasd vorftefende Differential Fann iibrigend nod) auf
diefelbe Weife integrivt werden, wenn die Grponenten m, n, 2c.
beliebige nidyt gange Werthe [)abcn.

§. 264. Wenn die Diffeventialfunction in der Form
gegeben it

(dy=a-+ba™+ ca"-+.) dz,
wo 7 eine pofitive gange Jahl bedeutet, o Fann man fie
durdy Entwidelung der angegeigten Poteny auf die vorvige
Form guritdbringen.

Aber wenn man einfach) hat
dy = (a—+bx)" dz,
wofitt man aud) {dyreiben Eann
dy = 5 (a-boy bde,

fo bemerft man leicht, daf bde dag Diffevential von a-ba
ift, alfo die vorgelegte Function fid) in dem Falle des §. 262,
3) befindet. Sept man alfo X=a-+-ba, {o bat man

dy = & XX

und darvaus unmittelbar
r--1 r--1
e C+b f+1 C+@%—(—rqj—)i) 3
Diefe Jntegration bleibt tieder fiiv alle Werthe von r,
mit Ausnahme von — 1, giiltig.
Ebenfo findet man aud der Gleidhung
dy=(a+ba™y 2" ' dx
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durd) eine dbnlidie Bemerfung
(a bzﬂ)r—l—l
Yamlar l::z_zr—H)

§.265. Die rationalen gebrodyenen Functionen fallen

unter die allgemeine Form
a:t"‘—l—b:v"‘_‘ +-cz™? 4. +fd.1:
o pa" g2 -t

worin @, b, ¢,...f und p, q,. ..t beliebige conftante Coeffi=
cienten, und m und = pofitive gange ahlen bedeuten. Ueber=
dies fann man gum Wehufe der Integration immer die
Borausfepung madyen, e8 fei m<n. Denn wenn der Cy=
ponent m im Jdhler den Erponenten » im Jtenner iiber=
trifft oder demfelben gleid) ift, fo fann man auf dem ge=
wohnliden Wege den Jdhler durd) den Nenner dividiven.
Man verwandelt dadurd) den gegebenen Vrud) in ecine
gange Function nebft einem angehingten neuen Brudye, in
weldyem der grifte Grponent von @ im Jdbler wenigftens
um Eing Fleiner ift ald der grofte Erponent im enner.
Die Integration der gangen Function Fann aber nad) §. 263
audgefithrt werden; folglid) veducivt fich die Jntegration
De8 gegebenen Differential8 immer auf den Fall, wo der
Crponent m Hodyftens gleid) n—1 ift.

€8 fei nun allgemein

fl@)
F(x)

ein rationaler Brud); F () ein Polynom vom Grade =,
pon der Form 2"+ pa" - ¢qa" " + .. -t und f(2)
ein anderes Polonom, Hidftens pom Grade n—1. Nan
bilde die Gleidyung

F(z)=0

und [ofe diefelbe nady den befannten Methoden auf, fo daf
alle veellen und imagindren Wurgeln in beftimmten 3ahlen
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porfiegen. Die reellen Wurzeln mogen mit @, a,, @, 2. und
die imagindren Wurgeln mit o 4B V=1, e +8 V=1,
@y +B2 V' —1, 2. begeidynet terdens alfo die einfacjen
Bactoren, weldye den veellen Wurseln - entfprechen, mit
r—a,x—a,, v—ay,2c.,und die quadratifden Factoven, weldye
ju den imagindven Wurgelpaaven gehdren, mit (z—a)2-p2,
(2 — )2+ B2, (2 — ag)2 4 B2, 2t Ferner mwerde ju=
nddft angenommen, e feien gleihe Wurzeln nidyt vor=
Danden. Sodann ift ausd der ITheovie der Gleidyungen be=
Fannt, daf dag Polpnom F(z) ftetd gleicdy dem Producte
aud den einfadyen oder quadratifchen Factoven ift, welde
Den Wurgeln der Gleichung F ()= 0 entfprechen ; und
man fann mithin immer fefen -

/(z_ A 4,
F(z) z—a T—a, + T—a, ot
Mz+N M,z-+N, M,zN,

T ik g T Gmapid T G pa T

o 4,4,, 4,,2c. M, M,, M,,2c. N,N,,Ny,2c. Sonftanten be=
deuten. Denn wenn man fammtlide Vritde auf der vechten
Seite diefer Gleihung auf einerlei Menner dbringt, fo ift
der gemeinfdyaftliche TMenner F(x); der Jdbler aber twird
ein Polhnom vom Grade n— 1, und um diefed mit dem gege=
benen Polynom f(2) identifd) ju madyen, Dat man n Glei=
dungen vom ervjten Grade aufguftellen nothig, d. . eben fo
viele Gleichungen mie unbeﬁimmte Conftanten - da find.

Der gegebene ?Brur{) r( ) findet fid) auf diefe Weife in eine
Jeibe vonPartialbriid en gerlegt, weldype die Form z—_‘%‘
oder Mm;i—_}_ﬁz befigen. Was die VWeftimmung der Con=
ﬁanten betrifft, meldye die 3abler diefer Partialbritdye bilden,
jo gelangt man dazu zwar fdyon duvdy die Aufldfung jener
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n Gleidungen, durdy die befannten Methoden fitr Glei=
dungen mit mebhreven Unbefannten. Kitvzer Fommt man
jedody auf folgende Weife um Jiele.

. §. 266. Oefesst ed fei der Jabler A Led exften Partial=

brudys ;;éa s beftimmen, und man fepe gur AbFilvzung
F (2)=(z—a).¢(2),

indem man mit @(z) das Product aller Factoren ded Po-=

[ynoms F(x) mit Ausnahme von o—a begeichnet. Statt

der Gleidyung ded vorigen Paragraphen Fann man alddann
fchreiben

) ()
F(x) r—a a:)'

wo x(«) ecine gange Function bon @ bedeutet. Daraus
aber folgt

F(z) x(a:) F(z)

Laft man nun z=a merben, fo foird ber Brud), telder
mit A multiplicivt ift, ju &, und gibt nady den NRegeln Ddes
§. 94 2. al8 mwabren Werth F' (a), wihrend dad folgende
Glied gu Jull wird. Mian hat alfo

fl@)=A.F (a) woraus A= 4G

= o
indem F' (a) den Werth beseidynet, toeldyen das Diffevential=
verhaltnif der erften Ordnung von der Function F(z) fitr
z=a annimmt. €8 ift flar, daf die Bdhler der iibrigen
Partialbritche, deren Tenner den veellen TWurzeln der Glei-
dung F(x)==0 entfprechen, auf diefelbe Weife beftimmt
werden, und daf man erhalt

_/(al) [ (@ay)
Ty o IR Sl PRI

G8 wird niemal8 vorfommen, daf die Werthe von

http://rcin.org.pl



Jntegration vationaler Functionen. 299

F'(a), F' (@), F' (@), 2. gu Null mwerden; denn dicfes
itrde erfordern, daf unter den Wurgeln @, @, ay, 20
enigftend jiwei gleidhe vorhanden mdren, twelded gegen
die WVorausdfepung ift.

§. 267. Die Jdbhler der Partialbritche, mwelche den
imagindven Wurgeln der Gleihung F (x)=0 entfpredien,
fonnen auf eine dbhnliche Weife beftimmt mwerden. 8 fei

Mz--N
ein foldyer Brudy, fo Fann man demfelben die Geftalt geben

g PLOY —1  2P(z—a)--208
T—aBY =1 t—atpy =1 @@ e
fo dag man Dat
M=2P, N=—2Pu-+20p.
Durd) diefelbe BVetradhtung wie vorhin gelangt man fodann
su dem Sdluffe, dap die Griofen P und @ der Gleichung
geniigen miiffen
R 5y
p_g]/__1=_fﬁ'{ﬂ__
F (o+BY =1
weldhe Gleidung ficdh in jwei getrennte Gleidyungen zerlegt,
indem man die veellen Theile filr fich und die imagindren
Zheile fitr fid) einander gleidhzufepen bat, fo daf darvaus
die betden in ede ftehenden Grofen volljtindig beftimmt
werden fonnen.  Ebenfo findet man

P/ Al STy Gy S Gatpl —1)

- S A ; g
F(a 8/ —1)' F(er s/ —1)'
und fodann
M] =2Pl/ N] bs 2] -2P]al + 201611
M, &= 2P,, N, = —=2Pu; ‘I'_ Zozﬁz,

und fo fort.
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§. 268. Wenn man 3tweitend annimmt, daf die im
§. 265 aufgeftellte Gleidhung F(x) =0 mebrere gleidye
Wurzeln befist, fo bleibt das vorige Verfahren nidt mebhr
antoendbar, und man gelangt jur Jerlegung de8 Brudyes

’;ﬁ’; auf folgende Weife. G8 fei k die Anzabl der Wur=

geln, toelche gleich der veellen Wurgel 2 = a angenommen
werden, fo fann man fehen

i@y 4585 A 4, s
Faz) (z—a " @—a*! + (@-Lla)t2 Hng
; Ak— %(2)

g g @

wo A, A,, Ay, ...A, , unbeffimmte Conjtanten bedeuten;
¢@(z) das Product aller Factoven Ded Jennerd F(x)
mit usnabme des Factors (z—a)® o daf man bat
(z—a)* ¢(z)=F ()5 und endlidy x () ein Polynom von
geringerem Grade al8 @(x). Bringt man alle Briide auf
der rvedhten eite diefer Gleihung auf einerlei Nenner,
namlidy auf ten Jtenner F(2), fo ift Elar, daf man beide
Seiten der Gleidyung identifd) madyen Fann, tenn man
die Gonftanten 4, 4,, 4,, ... 4, _, angemeffen beftimmt,
Die Gleihung wird, nad) Weglaffung des gemeinfdyafts
lichen Jenners, werden

f (@) =4 ¢(z) + 4, (2—a) ¢(x) + 4, (z—a)* (@) . ..
LA, (@—a) ! g(@) - (e—a)k ().

Sur Beftimmung der Werthe der in NRede ftehenden Con-
ftanten differentiive man diefe Gleidyung ein, zivei, dvei 2.
Mal nady einander in Vegug auf «, und febe davauf in
fammtlichen Gleidungen x=a. Mian erhalt dadurd) die
Gleidyungen

¥ RiBLIOTEKA

g?‘?\\) 2WItZA
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f(a) = A.q(a)

f'(@)=A¢(@) + 4,.9(a)

[ (@)= A" (@) + 4.2¢'(a) + 412¢(a)

f7(@) = A" (@) + 4, 3¢"(a) + Ar6q'(@) + 4.6¢(a)

fI¥(a) = A.¢"(a) 4 4,.4¢" (a) + 4,.12¢" (a) + 45.24¢ (a)
-+ 44.24¢(a)

P35

aug Oenen die Werthe von 4, 4,, Ay, ... 4, fucceffiv

berechnet twerden fonnen. Diefe Werthe hiangen ab, mwie

man fieht, von den auf einander folgenden devivirten

Functionen der JFunction @(z), welde aud der Divifion

bes Jenners F(z) durd) (z—a)* gefunden mwerden Fann.

Will man diefe Junction aber nidyt bevedynen, fo fmm

man gu der Gleidyung

F(2)=(2—a)" ¢(2)

suriigehen, und aud derfelben bdie devivivten Functionen

der hoheren Ordnungen von der Junction F(z) entwideln.

Der allgemeine Ausdruct fitv die derivivte Function von

der Ordnung » wird ndamlid

F®(z)= k(k—1)(k—2)...(k - u+-1)(@—a)™ ¢ (@)
e u . k(k—1)(k—2) ... (k—ut-2) (e—a) "' ¢ (2)

u(u

4+ B0 k) (—2): . (k—u3) (0—0)* T ¢ (2)

U DD R h—1)(h—2)... (h—ut4) (o—a) ™ ¢ ()

iy & mpinsiy .(.a;_.a),; : q.)m.(x):

Set man alfo z=a in den derivirten Functionen der -
Ordmungen &, k-+ 1, k42, 2., fo Fommt
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Y  (a)= k(k—1)(k—2)....2.1. ¢(a)
FEED () = (k41) . k(k—1)(k—2)....2.1. ¢'(a)
PO ) — PN G iy k-—2).. . 21.¢"(a)

FE gy — CRIERRGED i) k—2)... 2.4 (a)
5.,

und aud diefen Gleichungen Fann man die Grifen ¢(a),
¢'(a), ¢"(a), 2. durd) die Werthe beftimmen, twelde die
derivirten Functionen der Ordnungen k, k41, k42, 2.
ded ennerd F(z) fiir den Werthen 2= a annehmen.

§. 269. Wenn in der Gleichung F(x)==0 nod) eine
jioeite Gruppe gleidyer Wurgeln vorfommt, 3. B. &k Wurgeln
gleid) @, fo wird man ebcnfo {hliefien, daf die Antvefen=
beit bes Bactors (@—a,)* in dem Polynom F(x) bei der

Jerlegung des Bruches LB

) die folgende Reihe von Partial=
bruc[)en nady ficd) sieht

V.| Ay
k+ . + )k—~+ + T—a, ¥

T e R

(z—ay)

Bur Wevedhnung der Conftanten 4, 4,, 4,,... A gelten
bier wieder die vorhin entwidelten Fovmeln, wenn man in
denfelben unter @(2) den Quotienten der Divifion von Flz)
durd) den Factor (z—a,)* verfteht. Diefelbe Vetradytung
tiitde fih mwiederholen, wenn eine nod) grofere Anzabhl
pielfacher Wurzeln vorhanden mwdre.

§. 270. Die vorftehenden Entwidelungen fann man
leicht aud) auf denjenigen Fall ausdehnen, wo die Gleidyung
F(z) =0 vielfache imagindve Wurgeln befipt. Denn ed fei
[(z—a)24B2)* cin Factor des Polynoms F(z), und man
tolle die Partialbriiche beftimmen, su denen die Gegenmart
diefes Factors Anlaf gibt, fo wird man fepen
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f@ _  Mz4N M,z-+-N, 4 Myz-+-N,
F@)  (@—or4p2* | [@—apHpt T (@—a2HB T
X (@)
(TR +‘P(z‘)

wo @(z) das Product aller Jactoren des Polynoms F (z)
mit Ausnahme ded Factord [(z—a)2 4 B2]* bedeutet. Bringt
man die vechte Seite diefer Gleidhung auf einerlei Nenner,

fo vermwandelt fich die Gleichung, nad)y Weglaffung diefed
Nenners, in

f(x)= (Mz+N)g(@)+(Mz+N,)[(z—a)*4-5*] ¢(2)+-....
oot [(@— o) B2 x(@).

Entwidelt man nun die auf einander folgenden Diffeventiale
diefer Gleidyung, und feht davauf fitr @ die Werthe & =
a+p) —1, welde den Factor (z—a)24-B2 ju Null ma=
den, fo erbdlt man in Wetvadyt de8 Umftandes, daf jede
Gleidbung fih durd) Trennung der veellen und der imagi=
ndrven Theile in gwei verfchiedene Gleidyungen zerlegen lagt,
genau die ndthige Anzahl von Gleichungen, welde sur
WBeftimmung  der Conftanten M und N, M, und N,, M,
und N, 2. erforderlid) ift.

Ebenfo foitrde man verfahren, twenn der Menner des
gegebenen BVrud)8 nod) anderve me[fad)e tmagmare Wurgeln
enthalten follte.

8. 271. Mit Hitlfe der bisherigen (,ntmttfehmgm Fann
die Jntegration ded im §. 265 vorgelegten Differentiald

e ar™4-b™ ! fea™ .4 f P
2"+pa" " 4 ga" T
ftets audgefithrt werden. Wenn man ndmlid) nad) den
gegebenen Regeln den Wrud), toefdyer mit da multiplicict
ift, in feine Partialbritche serlegt, fo gelangt man gulept
immer ju einem oder einigen von den Differentialen
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Adz Adz (Mz—+N)dz (Mz+-N)dz
z—a' @—a)¥ (@—a)24p% [(@—a)2-}Pp2k’
auf deren Integration mithin die gegebene Aufgabe jedereit
guritfommt. Ueber die Jntegration diefer vier Diffeventiale
aber fann man Folgendes bemerfen.
1) Nady §. 259 erfennt man fofort, daf

dy =29 gibt y=C+A.lz—a),
o C die willfitrliche Conftante bedeutet.

2) Eben daher fiebt man, daf
A A

dz
dy=—— gi e o et et
% (@—a) oLt (k—1)(@—a)k—!

§. 272. 3) Aus
Ma—|—Nd$

(Mz+N)dx - M@—w)dz 5 B
(- a)24-B2 («’”—"1)"H3’ (z—a>+1

erhdlt man
y=C+3le—ay 4 p4 + 755 arotang 2.
§. 273. 4) Endlid) in Betreff der Diffeventialfunction
(Mz+Nydz. M(x— o)dz—-(Ma~+-N)dz
(a—ap+pu* le—opp*
findet man 5unad)ff, dap die Integration 1[)128 erften Theils
M(z— «)dz gibt oL
[(z—a)2--p2f 2(k_1)[(x—a)n+p=]k—l ’
dagegen von dem jhoeiten Theile
Mu+N dz

Mat-Nydz grk—1

(E—ardpt [( oo +1J

finbet man da8 Jntegral auf folgende LWeife.

dy =
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Dian fepe I%:t, fo baﬁ%:dt, fo mird diefed

lefstere Differential

Mo+N  dt

T e ip
und ed ift jept nur nody darum zu thun, die Differential=
function

' dt
e

s integriven.  3u dem Ende bringe man diefe Function,
indem man im Jdbler #2dt addict und fubtrabirt, auf
die Form

& b

@ ek’

wodurd) man erbilt

/1 dt —f"-'dt""' "‘J‘l{dl_
J et S e 0k

Wenn man aber dad [epte Ddiefer JIntegrale nacdy der Me=
thode der .\snteqratton durd) Theile (§.260) behandelt, mbtm

¢ 21dt
man -5 lmb B F .2 "§actoren wadblt, fo Fommt

f‘_l’dt t % fdl '
(t’—|—1)"* T g— 1)(za+1 Fht k— zz+1)"-' -
und foennt man tied in die vorige Gleidhung fubftituirt

f e @ 2k—3 dt
e+t 2 )ﬂ+1"- L GO

Durdy diefe Gleihung wird dad gefudbte Integral abbhingig

gemacht von einem andeven Jntegrale terfelben Art, in

weldyem dev Grpounent & des Nennerd um cine Ginbeit ver-

vingert worden ift. Fabrt man auf diefe Weife weiter fort,

fo findet man julept alg Ausddrud fitv dasd gefudyte Integral
Navier, Diff. und Jntegralr. . BVanbd. 20
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at ¢ E R
f(ﬂ-!—i)" Ae-1F L A—1
h—3 41
+ k=Lk—2
k=3 k-3 @241)?
K k=2 h=3s
k—3k—2 k- (n-{—m

+Ic 1h—2%—3 k—4

+ z T 2 k_%
1 k258"
k—3k—§ k=1
b v T
Wenn man in biefem Ausdrude fitr ¢ feinen Werth

Mat-N

% guriidfept, und mit -p——~ multiplicict, fo hat man

(l’—l—l» I

Peles C3fasen
INJ-' &IN]«

arc lang ¢.

L
[y

1

B
bag Jntegral ded jweiten Theil8 von der gegebenen Viffe=
rentialfunction, teldes su dem oben gefundenen Integrale
bes erften Zheil8 addirt den volfiandigen Ausdrud fiir y
liefert.

Man fann aus den Entwidelungen diefed AL{dnitts
ben Sdluf ziehen, Daf {id) die Jntegration einer mwie
immer befdhaffenen rationalen Function ftetd ausfiihren [aft.
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XXV. QIntegration der ivrationalen Functionen, welde eine
Wurzel des jweiten Grades enthalten. Binomijde
Diffeventiale.

§. 274. Wenn eine gegebene algebraifche Differen=
tialfunction irvational ift, fo Fann man im allgemeinen
nidyt verfichert fein, daf ihre Jntegration fich untev endlidyer
Form ausfithren lagt. Die Wege , melche man ju diefem
Ende einfdhlagt, Fommen Dauptfadylid) davauf hinaus, dap
man fiiv die WVervanderlidhe @, in Vejug auf welde dasd
gegebene Differential genommen ift, eine neue Verdnderlidye ¢
von foldher Vefdyaffenheit eingufiihren fucht, daf mit der
Subjtitution der Werthe von & und dz durd ¢ und di
die Jdrrationalitdt dev gegebenen Function verfdymwindet.

§. 275. Der auggedehntefte Fall, in tweldyem der an=
gegebene Weg ftetd gum Jiele fithvt, ift derjenige, wo die
Srrationalitdt der vorgelegten Junctiou blof an der An=
wefenbeit einer Wurzel ded gtoeiten Graded Daftet, welde

pem man unter ¢ und b beliebige conftante Grifen, und
unter ¢ eine pofitive Conftante verfteht. Wian Fann als=
pann diefe Function immer vational maden, und folglidy
ihre Jntegration mit Hilfe der Methoden des vorigen Ab=
fhnittd ausfithren.

Grftend in dem Falle, wo dad Glied cx? das pofitive
Borgeichen hat*), Fanun man feben, indem man mit ¢ cine
neue BVevdnderlicdhe beseidynet,

*) Wenn ¢==0 ift, alfo die Wurgel die einfache Geftalt hat Va—l—b:z,
fo fann man bdie Function, weldye diefe Wurgel i fich enthdlt, gang
20"
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Vatbrterr=t—z)c, oder atbz=02—2r)'c,
mworaud folgt
S P i 22 Vet-bi4-aV oy
2AVect-b Qtﬂ[,
Die Subftitution diefer Werthe madt augenfcheinlicy die
gegebene Function vational.
§. 276. « Btoeitend in dem Falle, wo dad BVorzeidyen
Ded Glieded cx? negativ ift, wird gleidhfalls die gegebene
Function rational rerden, wenn man fept
Vai-br —cor—=at—V'a, oder b—cx—=uaxt2—2t) a,
worausd folgt
b+2UVa 2 —bt—12 Va)dt
AGTiT t_{_:,/ A URd doa= (iV-_“_(___c+’2)z Vayt
Pa indeffen diefe Trandformation in dem Falle, wo
die Grofe a negativ ift, imagindre Glieder in dad gegebene
Differential einfithren wirde, fo Fanu man aldgdann auf
folgende Weife verfabren. Man beacdhte ndamlich, daf man

einfad)y dadurd) rational madyen, dap man unmittelbar febt

] a+bm A
mworaud folgt
2—a 2 dt
T =% Rl und dzﬂ—b—

Diefe Vemerfung fann gugleich dazu dienen, bdie nachftehend angege-
benen Fransformationen ju motiviren.  Denn daf man nidt gleich=
falls Va-!—bzicaﬂ:t fegen diirfe, wenn bdie Ausdriide von z
und dz durd) ¢ und df rational ausfallen follen, das iiberfieht man
ohne Scdmwierigfeit. 68 muf im Gegentheil die Transformation
ftets o eingerichtet werden, daf die Gleicdhung, aus welder z durd
¢ beftimmt werden foll, in BVezug auf z linedr wird: und diefes lei-
ften die folgenden beidben Subftitutionen fiir Vdm—c;’_ und

Vatbz— car.
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e Dbiev nur mit veellen Grogen zu thun bat, folglich
auc)y nur mit folden Werthen von z, welde die Wurgel

V a+ bz —cx? veell madyen. Dag Irinom a-+ bz — ca?
bat alfo nur pofitive Werthe; mworausd folgt, daf die Glei=

b &

dyung w‘l—-cvw—g=0 goei veelle Wurzeln befit. Diefe
Wurgeln mogen mit o und o, begeichnet mwerden. MWian
fete nun ‘

Va:-}— bz —ecar=) ¢ (x— Q)r(ﬂgilw—_w_‘)_ =(x—0)t Ve

oder 0, —x==(2--0Q) &,
fo folgt
N s ) und de = 218 —eiidt

a1 (=12
Diefe Werthe werden das vorgelegte Diffevential rational
madyen, obne davin imagindre Grogen eingufiihren.

§. 277. Die Jrrationalitit einer Diffeventialfunction
fann aud), wenn fie aus der Anmwefenbeit jweier verjdyiede=
nen Wurzeln des erften Grades wie Va+tz und Vbt
entftebt, dadurd) sum BVerfdwinden gebradyt werden, dap
man fept

Vb4+z=t woraus s=0—>5b, drx=2dt.
Diefe Transformation befeitiat namlid) die jioeite von jenen
Wurgeln, und gibt der erftern die Fovm Va —b 22,
womit die gegebene Function auf den Vall des §. 275
suritcgefithrt wird.

§ 278. Die emfacdyjten Anuwendungen der gegebenen
Nethoden find die nachitehenden.

s fei gegeben

dy

o ARG
= Vatbz+tozt
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fo mwandelt die Transformation des §. 275 Ddiefed Diffe-
vential um in

o
2th+b

Bolglidy erhdlt man
1 B
Yy =C+—V7.z(2¢]/c+b)
und wenn man fitv ¢ feinen Ausddrud durd) @ juritcielt
y=C —=.1(+200+ 2o Vatbater),
c
oder wad Ddadfelbe fagt
1 b it VIR SRR
=il e, l(—< g 2):
Y - Ve 7 +aVet+VaFbrtca

indem C die willfitcliche Conftante bedeutet, mwelde durd)
die Jntegration eingefithrt wivd.
§. 279. €8 fei gegeben

l/a—|—b.z'—cﬁ.

Wendet man die erfte Transformation des §. 276 an, fo
verivandelt fid) diefed Diffevential in

dt
2t Y
dy = — 25, oder dy=— VT.T?‘T'

wobon dag Jntegral ift

2
y=0C — Vt.arclang L,
c

und wenn man fiir ¢ feinen Ausdrud durd) @ juriidiept
gL oo Vi_ arclang Va+ Va-l—ba:—czﬂ

zVe
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Wendet man dagegen die jweite Trandformation des=
felben Pavagraphen an, fo vertwandelt fid) dad gegebene
Differential in

o ol
P S i TR
und davon ift dad Integral

2
=C— ——.arclang ¢,
oder twenn man fitr ¢ feinen Werth fept

2
Eprdogt s Q ‘7"
y=C e arctanng

oder, da o und g, die Wurzeln der Gleidjung mz—%z—‘b?:o
find,

20.z‘+b+]/4ac+b’.
- 2%r — b—{—l/‘lac—-{-bz
Diefe beiden Auadriife filr dad gefuchte IJntegral y
Eonnen fitr einander gefept toerden, und unterfdyeiden fid)
nur in dem Werthe der willfitrlidyen Conftante.
§. 280. Jn dem befonderen Falle, wo dad gegebene
Diffevential ift

2
y=C— —.arctang
Ve

¢ 2de
e <
hat man a=1, b=0, c=1. Folglid) wird aus §. 278
y=C+ i@+ V1)
§.281. 3n dem Falle, wo bae Diffevential gegeben ift

- ft _V.;..z S
fennt man f{don fein Integral y—C+arc sin 2. §Ian

man aber auf diefen Jall die erfte Svrmel de8 §. 279 in
Anwendung bringt, fo erhdlt man
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y=C— 2 arc lang 1+ Vi—a
B xr
us diefem Yusdrude wird, wenn man arcsin w=(p febt,

+cosq) =C— 2arct<m" - —;;LP
sin 5-¢
=0 (W'“<P)—C+‘P-

Gbenfo wird durd) Anwendung Dder jweiten Formel
desfelben Paragraphen

y=0C—2 arcltang—

1—
y=C—2arclang _—T-':_v'
wofitt man aud) fefen fann
"y e |
y=C—arc tang e alopil arc tang Vi—a?
. e z
Vo ey T

Daraud wird wie vorhin
L Cudabctahp a2 i )=
y=0 dr('ldn"sin(p C (2 cp) C+¢.

§. 282, Pian tann bnnerfeft, dag fidy das Jntegral
der Differentialfunction

audh nad) der Fovmel des §. 278 finden [ift, wenn man
darin fept e=1, b=0, e=—1. Nian findet al8dann
den imagindren Ausdrud

y= C+V— oV —1+V1—22).

Wm Odenfelben mit dem veellen Augdrud y==C-+arcsinw
s vergleichen, ift jundidyft Flar, daf man in beiden dev
willfitrliden Conftante einerlei Wertlh beilegen muff, reil
man aug beiden erhilt ¥y = € wenn man z = 0 fept.
Bolglid) ift ferner
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arc sin g = —V—i—]:'l(wl/—:l__i_ V1—2?)

¢V —1=l(cosg+V — l.sing),
weldye Gleidung dem XIL Abjdynitte gemdp it

§. 283. G8 fann einfadyer {dheinen, yum Vehufe dev

Jutegration des Diffeventials

dy = - -— AW

Va—+bz—c;2
nicht etoa eine der beiden FTrandformationen anguwenden,
weldye im §. 279 aud einander gefebt mworden find, fodann

oder

diefes Differential unmittelbar auf die Form Vldi*l ju=
virdjufitbren.  Mian wird ju dem Ende fepen
d
dy: *—__—_é e
VC V_‘_;__}_ Sipilan
1 dz
Vallsa e b\
c & 4c? ge
dz
a , b
b R g
Ve b, \?
Ay gt
a , b
i
wovon das Jntegral ift
o b
; S
y=0C+ -— arcsin W_Zcm_
Ve a b2
o T
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oder
1 3 2cx—b
y= C+_V7 arcsmﬁT-——{_——b_z.

Diefer neue Ausdruc unterfcheidet {idy wieder von den bei=
den im §. 279 gegebenen nur duvd) den Werth der will=
Fiirlidyen Gonjtante.

Ebenfo Eann man dad Differential
Va-+bz 4 ca?
guciicfiitbren  auf Vi%—?ﬁ" wobon das JIntegral im §. 280
gegeben mworden ift; jedoc) erhilt man dadurd) Ffeinen ein=
fadbeven Ausdruc fitr dad Integral, al8 Ddenjenigen Ded
§. 278.

Binomifde Differentiale.

§. 284. Mit dem Jtamen Dder binomifdien Tifferen=
tiale begeiynet man die Differentiale von der Form
P
dy =dz.2"" (a + ba")?,
wo unter @, b, m, n bGeliebige Conftanten, dagegen unter
p und ¢ gange 3ahlen verflanden werden. Die AlMgemein=
Deit diefer Function ird {ibrigens nidht befdhrdnft, wenn
man aud) m und = al8 gange ahlen, und felbft wenn
man = al8 pofitiv vorausfept. Denn e8 bedarf immer nur
einfadyer Wmformungen, um von dem allgemeinen Falle 3u
diefem fpecielleren itbevjugehen. Die ndadyfte Unterfuchung
Detrifft Dier die Frage, unter welden Umftdnden dad vor=
ftchende Differential rational gemadyt erden Fonne.
1) Wenn man fept
a -+ ba" =11,
fo mird
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1

——1

1
12 a\" t'7 I—a\"
w=<Ta Cound de=dt. >

b
und dad gegebene Diffevential vermanbelt fidy in

m

—_—1
136 g te—1 t"—-a)"
dy.=dt. = B
€8 wird alfo vational werden, wenn % eine gange 3ahl ift.

2) Wenn man {eft
a-+tba"=a" ¢

fo wird

(t‘l ) und da:_—<tq b) l‘l——b

und dad gegedene Diffevential vermwandelt ficdh in

il +— —
(tq > t‘l—b

€8 wird alfo vational, toenn 7—|——’q’ eine gange 3abl ijt.

Diefe beiden Fiille find die eingigen, in denen man
fider fein fann, das binomifdye Diffevential vational ju
madyen.

§. 285.  tad) dem Vorhergehenden Fann man jedes
Diffevential integriven, weldyes die Form Hat

P P t
dy=F[z"", (atba"), (a+ba")*, (a-f-ba") ", 2]a" " du,
wo m, n, p, q r, 8 t uw gage Jablen bedeuten, und
F cine vationale Sunction der in den Klammern enthaltenen
Grigen. Denn die gegebene Function wird rational wer=
den, twenn man fept

a + b — 158
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Gbenfo fann man jedes Diffevential integriven, telches
die Jorm Dat

4
M G0 - G s T

i==

denn diefes Differential wird rvational, wenn man febt
a-}-bz"
,a'__-::_m. o tqlll.-.. %
§. 286. Wenn dad binomifdhe Diffevential
dy = dz.2"" (a4 ba"y
(wo p jept einen Wrudy beseichnet) nicdht vational gemacyt
werden Fann, fo fudt man e8 dadurd) auf eine einfadyere
Geftalt su veduciren, daf man die Erponenten m oder p
Eleiner madyt.  Die Jeductionen werden vermittelft der
Jntegration  durd) FTheile audgefithrt, deren Wefen im
§. 260 angejeigt mworden ijt.

1) Wenn m pofitiv ift, fo verfleinert man diefen Er=
ponenten tie folgt. MVian bat (mit Weglajfung der Con=
ftante)
y=/f2" " (a+ bV " ' du

Y T 1)) b.f",H" m—n S 4

i n(p——tl)b n(p+l fd.l; x (afbz" )H‘
Aber ed ift
Jowa" " '(a+ba T = [ dz.a" " (a+-ba").(a-}-ba")
=afde.a" """ (af-ba"y+by;

folglidy wird

zm_"(a+bznw+l 4 e __,("‘__'9,‘,1 4 : m—n—1 P
n(p--1)b n(p—i—l)y n(p + l)b./ de. (a-ba ) )
und darausd endlid iy
y - """(a—%—baﬂ')"‘*‘l (m—n) afdz 2" a-ba)P
(m--np)

Durd) diefe Gleidyung wird dag gefuchte Integral abhingig
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gemacht von einem andeven Integrale von derfelben Geftalt,
in weldem der Grponent m— 1 um die 3ahl » Fleiner ge=
mworden ift. Bei fortgefepter Anmwendung Dderfelben Glei=
dung fann man diefen Grponenten um dad grifte Viel=
fadye von n, welded er in fid) entbdlt, verfleinern.

2) Wenn p pofitiv iff, fo verfleinert man diefen Er=
ponenten auf folgende Weife. E8§ ift

y=/dw.a"""(a-+ba"y " . (a+-ba")

=a [do.a™ (a-ba"y " b fdw.a" T (af-ba" T
Aber die vorhin gefundene Gleidhung gibt, wenn man darin
m in m-4-n, und p in p—1 vermwandelt

m e T m—1 np—1

4 [ d:z:.ac’"‘H—'‘(a-’r-ba:")"_l‘—m s ";fnf—g;b el 3

folglidy toird
_ a™a--ba™Pt-npaf dr.a™ " (af-ba"P !
T m--np
Mit Hitlfe diefer Gleidhung Fann der Erponent p in dem
vorgelegten Diffevential wm bdie grofte gange Jabhl, weldye
in ihm enthalten ift, verfleinert twerden.
3) Wenn der Erponent m negativ ift, fo verfabrt man
wie folgt. WVian bat aud der erfien Gleidhung
/ 3 do.a™" (a +bx,,)p_a:"‘_"(a+bz")l’+’—(m+np)bf dr.a™ ' (a-}-bz"P :
: (m—n)a
folglih wenn man — m 4 » an die Stelle von m fept
[ do.o4—" (b P & OO om0, S (02
ma
4) Wenn der Erponent p negativ ift, fo bat man ausd
der gweiten Gleidyung :
S taia(a ppamp i e e (o mpiag™ e ey,
folglidy wenn man — p - 1 ftatt p febt
m, a—p+1__ B o p—1 n—p-+1
| [ da. 2™ a+bw")—”=z~(a—_H$) (m—}'—:p—ns)({d.v.r ol
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Die vorftehenden Gleihungen Fonnen nidht gebraucht
werden, wenn man hat m-+-np=0 oder m — n=0. Aber
in Diefen beiden Fidllen Fann man, wie fid) im §. 284 ge-
seigt Dat, da8 binomifche Differential rational madyen.
uBerdem Fann man bemerfen, Ddaf felbft in den Fdllen,
wo bdiefed Differential rational ift oder rational gemacht
werden Fann, die Antwendung der gefundenen JReductionsd=
formeln in der Regel dad einfadyjte Mittel ift, um das
verfangte Jntegral gu evhalten. Gin Veifpiel diefer At
fam fdyon im §. 273 vor.

§. 287. Alg Weifpiel fei nod) das Diffevential gegeben

dy — & — dp.g"* (a — m)_%-
Yy Vaz—g# 80" :

Mian wird die erfte Gleidhung de8 vorigen Paragraphen
antoenden, in weldyer man ju fepen hat m=r—- 1, n=1
p=—1, b=—1; dbadurd) wird
L F'Waz=2¥ | @r—1)a [ 2" 'dr

Y ’ A g f}/m
Durd)y wicderholte Anmwendung desfelben WVerfahrend ge=
langt man augenfdyeinlicy uleht zu dem Diffevential

dr
Var—a'

welcdhes unter die in den §§. 279 2. behandelten Fille ge-
Dort, und deffen Jntegral man unmittelbar aug §. 283
entnehmen Fann, nimlid)

. . x—a
C - arc sin - 7

http://rcin.org.pl



XXVL Ab{dynitt. Integration tranfeendenter Functionen. 319

XXVI. Zntegration der tranfeendenten Functionen.

§. 288. Wenn cin porgelegted Tiffevential logarith-
mifdye Functionen, trigonometrifdhe Junctionen, oder die
UmEehrungen derfelben in {id) enthilt, fo ift die Sntegration
in endlidyer odev gefdloffener Form nur in einigen befon=
deren Fillen gu leiften.

Sunadft erfennt man, jufolge einer der BVemerfungen
be8 §.262, daf, wenn das Jntegral von f(x)dx beFannt
ift, man fodann aud) fofort die Jntegrale der folgenden
Diffeventialfunctionen angeben Fann:

)%, f(e) eda,
f(sinz) cosz de, f(cosz)sinzdz,
dz

Vi—a?

Ferner enn dad Jeidhen f eine algebraifde JFunction
derjenigen Grogen angeigt, welde unter diefem Jeidyen ent=
Dalten find, fo fann man die Diffeventialfunctionen

f(e) dz, f(sinz, cosz) dzx

algebraifd) madyen, wenn man in dev erften e”=¢, und in
der giweiten sinz =t oder cosa = ¢ ept. Folglid) [affen
diefe Junctionen die Jutegration ju, wenn die Function [
rational ift oder vational gemadht toerden Fann, Diefes
gilt aud) dann nod), toenn unter dem Fuuctiondzeidyen f
die Grifen sin 22, sin 3@, sin4a, w. oder cos 2z, cos 3z,
cos 4z, 2. enthalten find, weil die Sinug und Cofinus der
vielfadyen Bogen durd) die Potengen de8 Sinug oder Cofi=
nug ded einfadyen WVogend rational audgedriidt werden
Bonnen, reldyes fid) unmittelbar aus der Moivre’jhen Bi-
nomialformel (§. 117) nadymweifen [dft.

dz . dr
f(arctangz) v f(arcsinz) oy flarc cosz)
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§. 289. 8 L4t fidy aud) seigen, daf die tranfeenden=
ten Differentialfunctionen guteilen integrirt roerden fonnen,
wenn fie unter die Fovm fallen

Pz'dz,
o P eine algebraifdye Function bedeutet, z eine tranfeen=
dente Function, deven Differentialverhaltnif der erjten Ord=
nung algebraifcy ift, und = eine pofitive gange Jahl. Die=
fer Fall tritt 3. B. ein, wenn man hat z=1.f(«) oder
z=arctangf(z), und sugleid) f(z) eine algebraijche Func=
tion bon @ ift.

Denn wenn man auf ]eneé Differential die Jntegra=
tion. durcy Tbheile antwendet, und fda.P=0 fet, fo

fommt
LKLY, 10 3 —1 d'*_"_ Y
fd.v.Pz. ==0% —nfdx.()z &)

ferner fvenn man [ dz. Odz'-=R febt

fda: Oz”" g — (n—1) [d.z‘ Rt dz’

ferner wenn man fd.z-.Rai=S fett

und o fort. Ginen etwad abweichenden Weg wird man
einjufchlagen Daben, wenn der Grponent # negativ ift. Die
Auffindung des verlangten Refultatd haftet feblieflic) an dev
Bedingung, daf die mit Q, R, S, 2. beseichneten Grivfen
in endlidyer Form miffen angegeben twerden Fonnen.

§. 290. Gin cinfadyed Veifpiel ju der vorigen Opera-
tion bietet die Jntegration de8 Differentiald

dy = iz .(Iz)",

toraud, wenn n cine pofitive ganze Jabl bedeutet,
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» 'l(n fy  _ nle—1). '321
y=Calloy] 1= 00— A2

Ober wenn gegeben ift
dy == dz. 2" (Ix)}
fo fommt

. n(n— n(n—1)...3.2.1°
y—C—l-——(lx) I}_—a—lz+ aZ(I:r)’ it a(lx)® J

§. 291. Die Jntegration durd) FTheile gibt auf die-
felbe Weife dad JIntegral von
. dy = dz . x""™.
Man’ hat ndmlid)

fdw:v"e lfix——ﬁw.p" faths

mithin durd) Wiederholung berfe[[wn Ummandlung
fdx.wﬂe —C_I__ [1 n(n —--.-i— n(n—i)...3.2.l].

az? pete an2®

Auf dhnliche Weife findet man

fdxa:"cosaa: C—|— smazll—"m —l—zt]
-+ cos ax[i——t'(n—_p(n—?) o 35 J(
a.

[dx.a:" sin ar = C — ﬂ’cosaz[l—m_—l) —I—zr.]

axr?
R k. T R ]
§. 292, Die Jntegration durdy Theile gibt ferner
ﬁ.v.e‘" cos br = e"’czs § + 2 /ﬂd;v .e™ sin br

L] axr
/dw.e‘“sin | V. s;n_b_a_;‘ -— fd.:: ev cos bz,

und aud diefen beiden Gleidyungen crl}a[t man
Navier, Diff.= und Jufegralr. b Baud. 21
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322 XXVI Abjdynitt.
: fdw €% cos bp =C |- 22T TR0 zfi::in b o
asin br — b cosbx .
fd:v e™ sinbx =C 4 T 4%

Die Kenntnif diefer beiden Integrale geftattet aud
bie Jntegration der Differentiale da . 2" € cos bz und
dz . a" e sin bz auf demfelben Wege, meldyer im vorigen
Patagraphen eingefchlagen mwurde.

§.293. Wenn die Differentiale, toeldye tranjeendente
Functionen enthalten, nidyt in endlicher Form integrirt wer=
den Fonmen, fo fudhyt man fie wenigftend” vbon einfadyeren
Functionen abbhingig yi maden. Unter den NReductions=
formeln, reldhe man su diefem Jrede anwendet, find vor=
sitglid) Ddicjenigen Dervorzubeben, welde dad Differential
betreffen -

dy = dz .sin-a™icos-a", _
o m und = beliebige pofitive oder negative 3ahlen bedeuten.
3unad)ft t‘ann ma'n bemerfen, baﬁ diefes fDiﬁerentinI
weldye in den §§. 284 2c. behandelt worden find. SDeml
man fat

dy = dz.sin 2™ (1 —sinz?) *,

und wenn man fodann sinz =t fept, folglid dx=V—,1d—l—

_.tﬂ'
o mwird
. n—1
 dy=de"(1—1t2) * .
Hievauf Fann man unmittelbar die Reductiondformeln ded
§. 286 anwenden. €8 ift indeffen cinfadyer, mit dem ge-
gebenen Differential felbft ju opeviven.

1) Wenn der Erponent m pofitiv ift, fo verfleinert
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man Odiefen Gyponenten obne » ju vergrofern, intem man
beachtet, Daf
y = [sin 2™ cos 2" sin z dz.
Paraud ird
s om—1 n—l—i
y=-—207 n-}—cf” n—Hﬁm sin 2™ cos"t?
sin 2™ cos g+ m—l 'y
P —|— "Al ﬂl.z‘ sinz™ *cosz"—y]
und hievaud erhilt man fiiv y beu Wertlh
m—1 n-+-1 1 ; p
f dz.sinzmcosz"—— W—”H_c:w——}-m = dx.sinz™ *cos 2",
2) QBelm der Grponent = pofitiv ift, fo verEleinert
man diefen Grponenten ohne m zu vergrofern, indem man
auf dhnlidye Weife die Gleichung entwidelt

.1 n—1 .
. sinz COST n—1 i
dx.sinz"cosa"= = /da:.smm"‘cosw"".
m+n m+n_

3) Wenn der Erponent m negativ ift, fo 3ieht man
ausd der erften der gefundenen Gleidyungen

—4 41
sm.z‘ cosz m
ﬁx sing™ *cosa"= ' + ﬁx sinz"cosa™;

m_

und wenn man m in — m - 2 ummanbe[t

fda: e v cos.z""*‘l —jc— fd cos 2"
" sin 2™ m—1) smz"'_" sinz™
4) Wenn endlid) der Erponent n utgatw ift, fo erhalt
man aud der gweiten Gleichung

g5 m4-1 n—
i sinz” COST
ﬁx.SInx"‘wsx” 7 =

1n+n

/dx sinz™cos " 3

und wenn man 7 in — n -4 2 verwant tIt

/nda: sinz™  sin ™! n—m—2 /d em J:"‘

cosz® (n—l)cov"_'

cosa™ g

21
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324 XXVI. Abfdynitt.

§. 294, 1lnter den Defondeven Fillen, weldye in den
porftehend gefundenen Gleihyungen enthalten find, verdienen
die folgenden Dervorgehoben zu toerden.

i gm—1
: smz"‘ cosz , m—I1 : il
fda:.sma:"!=— 4+ fda:.sma:'"
__sinz cosz"
fdx cosa” —}—————fda: cosa" !

0Ly €os T m—2
fsin e (m-i)sm a:"'_l + sin w’"_.’
ghb it sinz
cos 2" (n— 1)cosz"_‘ 1fcos '

. n—1
f dle:sﬁ = ﬁax.langm":ta"” —— ﬁm.tangz""

- "
jdx::::: =ﬁx.cotm =—_—c°tz —fda: cota" .
8. 295. Durd) die Stebuctwneformeln bed §. 293

wird die Jntegration der Differentiale von der Form
dx.sinz™ cosz" immer abhingig gemadht von der JInte-
gration anderer Differentiale von Dderfelben Form, in denen
die Grponenten m und » nidht iiber 1 und — 1 hinausd=
geben.  Und roenn die Grponenten m und n pofitive oder
negative gange 3ablen find, fo fithet die Jntegration ded
vorgelegten Diffeventiald {dlieflic) immer auf eined der
neun Diffeventiale, deven JIntegrale hier folgen.

fd:v =C+x ﬁx.sin x cosx=C+—;sinw’
A dz
ﬁx.smm-C— cosx ey =C+ltang

fdx.cosx:C—]— sinz ﬁx.langz‘=0—lcosw
dz

fm=0+ltang§ ﬁw.colx:C—{-lsinx

j;m—C—l—llang( =+ >
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Jutegration tranfeendenter Functionen. 325

Alfo Fann man in allen Fdllen, o m und = gange 3ahlen
find, das Jntegral ded in Jtede ftehenden Differentiald in
gefdhloffener Form Ddarftellen.

Pan Fann nody bemerfen, daf {fid) die Differentiale
diefer Avt aud) dadurd) integriven laffen, da man fitr
sin 2" und cos 2" ihre Ausdritfe durd) die Sinud und
Cofinus de8 WVogend 2z und feiner Wielfacdhen fept, welde
in den §§. 136 2c. entwidelt worden {ind. Diefe Ausdriide
geben eine gejhloffene Anzahl von Gliedern, fobald m und
n pofitive ganze Jablen {ind.

§. 296. Da das Jntegral von

dz .sin 2™ cos z"
in endlidher Form Ddargeftellt werden Eann, twenn m und »
gange 3abhlen {ind, fo lagt fid) mit Hiilfe des Verfabhrens,
weldyed in den §§.291 2c. angewandt worden ift, in glei=
dem Falle aud) dad Diffevential integriven
dz . 2? sin 2™ cos 2",
wo p gleidyfalls eine gange Jabl bedeutet; oder nod) allge=
meiner Da8 Diffevential
dx. P sina™ cos 2",
wenn man unter P eine vationale und gange Junction von
x verfteht.
Die Differentiale von der Form
dz.P.(arcsin2)* obder dx. P, (arc cosa)"

laffen fidy auf die vovigen juriiffiihren, reenn man fept
x=sint oder z=cost.

———
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XXVIL Zntegration durd) Reihen.

§. 297. Jm allgemeinen Fann jede Function in eine
Reibe entwicdelt werden, weldye nad)y ganzen Potengen dev
unabhiangigen Wevdnderliden geordnet ift; und dadurd
wird man in den Stand gefept, den Ausdrud filr das
Sutegral einer  gegebenen Differentialfunction unter der
namliden Fovrm Odarjuftellen, Denn da man nad) §. 81
im allgemeinen Dat

f@=LO+F 0.2+ (L1 LD a0 4,
fo folgt unmittelbar

Ji@ dr=ct 01O DO o

wo C die willfiirlidhe Conftante Gegeichnet, reldye hinguge=
fitgt werden muf, um dem Jntegrale die ndthige Allge=
meinbeit ju geben. Diefer Ausdrud des IJntegrald [f(z)
durd) eine eihe fann in allen Fillen angewandt werbden,
wo diefe Jeibe convergent ift.

Man Fann {iberdied bemerfen, daf, wenn die Reile
convergivt, weldye die Entwidelung von f(2) darjtellt, fo=
dann um fo melyr dicjenige Reibe, weldye die Entwideluny
vou [ f(«)dz gibt, convergiven wird. Tenn die Entwide=
fung von f(x) fann nur dann convergiven, wenn fiiv alle
Werthe von 2, mweldye jwifden O und = entbalten find,
bag Crgingungaglied (§. 86)

Eleiner mwird alg jede gegebene Grivfe, wenn man die Jabl
p unbeftimmt wadyfen (Gft. E8 fei nun Q@ der grifte
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. " (62) : -
Wertl) des Factors R fo wird, wenn die genannte

DBedingung erfitllt ift, diefelbe aud) fitr die Grife

Ozu-i-l

pt1

ftattfinden, und folglich um fo mebr fitv dad Ergdingungs=
glied der NReibe, toeldhe dag Jnteqral darftellt.

§. 298. Wenn die Function f(z) fid) in einem der
Ausnahmefille befindet, toeldye in den §§. 88 2. angeseigt
worden find, d. h. fwenn die Entiwidelung diefer Function
gebrodyene oder negative Potengen von 2 enthdlt, fo Fann
man diefe Entwidelung gleid)falls benupen, wm den Aus=
drud des Integrald [ f(2) dz durd) eine Reibe 3u erhalten.
Diefe NReibe wird fodann, {o lange fie convergent ift, jur
numerifdyen BVevedhynung ded Jntegrald dienen Fonnen.

§. 299. Die Jntegration durd) NReiben ift guwweilen
der einfadjte Weg, auf teldem man die Entividelung einer
Bunction nad) fteigenden oder fallenden Potengen der un=
abhdngigen Verdnderlidyen erhalten Fann.

Man bhat 3. B.

d.l(1+w)={%=dm(l—x+z2—w3+a:‘-~zr.),

folglich
" dr a0 @Y. g g

l0+o)=|rrs=Ct+a—F+F—F+F—un
Die willfinliche Conftante € muf fo beftimmt werden, daf
die vorftehende Gleihung fitv  cinen gewiffen gegebenen
Werth von @ beftehen bleibt.  FMun wird fiv @ = 0 die
Tinfe Seite dev Gleidyung ju Null, und die Reibe auf dev
redyten Seite dev Gleidyung verfdywindet gleid)falld. Folg=

lidy mug €=0 fein, und man Dat
l |+ 4 a2 a3 xd a3 "
(40 = — S F T — 5+

ie fdhon im §. 102 gefunden tourde.
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§. 300. Man Dat auf diefelbe Weife

d.arc lang r= iI—z__.dJ;(l — x4t — 2o 20),
folglidy

arctangr = l-|—zﬁ C+w——3 + Sy +zc.,
und da die Gonftante gu Null wird, fo fommt

D% i@ ol
arctangr=s— 3+ = — 7+zc.,

wie im §.110. Man wird bemerfen, daf diefe Reihe nur
convergent ift, fo lange @ die Gineit nidyt fibertrifft. €8
laft fid) indeffen audy eine Neihe Herftellen, weldye im Ge=
gentheil convergent ift, fobald = die Ginbeit iibertrifft, wenn
man namlidy fept

dr dr | P P
d.arctangr = g et (l— B_I_E;—;a_{-u’)'
zﬂ<l+$-§>
oraus folgt ;

| 1 1
arcltangr—0_C— 5_}.3?__%_3__}_%7_

.,

und da der Werth # =00 diefe Gleidhung vevrwandelt in
%:C, fo ift damit die Gonftante beftimmt, und man Hat
fdlieflid)

n 1 1 !
arclangges o o e ribetst Aabiuis

Diefe Reie befipt Girltigheit, fo lange @ gwifdyen 1und 0O
enthalten ift.

§.'301. @ie Gleichung
d.ar(:sin.zr_I e =—dp <1+ x’+24 4+246 “-}-zc)
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Integration durd) Reifen. 329
gibt auf diefelbe Weife, indem der Werth der Conftante

Null wird
3 5
arcsina::w—l——;— % +;—Z~%+21——32$+2t
Sept man hievin =1, fo hat man fiir die Jahl = fol=
genden Ausdrud
131 Y3571

0] ;e
=ty staaptasrte

§. 302. Man fann die Entwidelung eined gefuchten
Sntegrald S f(2) dz in cine Reihe nidyt blof dadurdy er=
balten, daf man die Function f(z) nad) Potensen von z
entwidelt, wobei man nur Glicder von der Form az™dzr ju
integriven befommt, fondern audy indem man die Junction
f(@) suvor in jiwei Factoren serlegt oder fie unter die Form
¢ (@). ¥ (2) bringt, und darvauf einen diefer Factoren, 3. V.
P (2), in eine Reibe entwidelt. Tie Glicder der Entiwide=
lung, welde integrivt mwerden miiflen, Haben ald@dann die
Geftalt az™ @ (#)dz, und 8 ift mithin nothwendig, daf
deren Jntegration durd) die befannten Methoden audge=
fithrt werden Fonne.

€8 fei 3. B. dad Diffevential gegeben

dz

V (az — 2?) ( | — bz)
fo gibt die Entwidelung ded Factors (1 — ba) ™ in cine
Jteibe
dy = 75;:;1 (1 -+ %bm—{—;-:—zb’x’ -[—;i; b%‘"-—l—)t.).

Jedes Glied der NReibe [liefert hier jur Integration ein

dy =

‘ . z" dx d .
Differential von der %’vrmv——:‘i, weldyed Dbeveitd im
ar —

§. 287 betvadytet mworden ijt.
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XXVII. Beftimmte Integrale.

§. 303. Um an den Wegriff des JIntegrals twieder an=

sufniipfen, fei iiberhaupt
f(z) dz
irgend eine Differentialfunction der BVerdnderliden @, und
F(z)
bag Jntegral diefer Differentialfunction, oder diejenige
Bunction, aus deren Differentiation f(2) dz alg Differential
Dervorgeht. Mian Dat fodann die Wegiehung
d.F(z)=f(z)de,
oder nod) allgemeiner
d[C+F(2)] =f(2) de,

wo C ecine vollfommen willfiivlidge Conftante bedeutet. Und
die Auffudhung der Function F(z) aud der Differential=
function f(z) dz, wenn dicfe gegeben ift, gefdyieht durch
itlfe derjenigen MWiethoden, ie in den vorvigen Abfhnitten
aus einander gefept morden {ind. Ferner hat fid) in den
§§. 255 2. gegeigt, daf eine Function immer Dbetvadytet
werden fann wie die Summe ciner unendlidy grofen An=
3abl von Werthen ihres Differentials. So ftelt alfo der

Ausdruct
C+ F(2)

allgemein die Summe einer unendlidy grofen Anzahl von
Werthen ded Differentiald f(x)dz dar. So lange die Con=
ftante € unbeftimmt bleibt, fo ift devjenige Werth von 2,
mit eldyem man die Summirung der Diffeventiale beginnt,
gleidyfal(8 unbeftimmt; und wag den Werth von @ bLetrifft,
mit teldhem fid) die Summe {dhlieft, o ift derfelbe identifeh
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mit demjenigen Werthe diefer Wevdnderlichen, weldyer unter
dem Functiondzeidyen F {teht.

Nun gibt e8 eine nicht geringe Anzabl widytiger Unter=
fuchungen, teldye die Angabe der Summe einer unendlid)
grofen 2Anzabl von Werthen cined gegebenen Differentials
in foldyer 2Weife fordern, daf diefe Summe von einem ge=
wiffen Werthe 2, bon 2, von weldem audgehend die auf
einander folgenden Werthe ded8 Diffeventiald ju einander
abdirt terden follen, bi8 fu einem andern Werthe 2., diefer
WBerinderlichen genommen wird, itber welden Hinaud eine
Addition der Werthe des Differentiald nidyt teiter ftattfin=
den foll. Man begeichnet diefe Summe auf eine allgemeine

Weife durd)
e
[ @,
Zo

indem man unten an-da8 Jeidhen S den Werth der Ver-
dnderlidien febt, mit toeldyem die AdDdition der Differential=
werthe ju beginnen DHat, und oben an diefe8 Jeidyen den-
jenigen Wertlh der Verdnderlidhen, mit weldyem diefe ADdI=
tion abbricht. Man nennt diefen Ausdruc ein Leftimm=
ted Sntegral, womit man fagen will, daf das Integral,
oder die Summe der Diffeventiale, wifdhen beftimmten
Grdngen genommen feij @, ift die untere Grdnge und
@, dic obere Grdnge ded Jntegrals. Die beftimmten
Sntegrale bilden #iberdied, wie {fid) in der Folge eigen
toird, eine neue Gattung von Functionen, deven Anwen=
dung fehr ausgedelhnt ift.

Wil man fitr die in fede ftebende Summe einer
unendlidh grofen Angabl von Werthen eined  gegebenen
Differentiald f(x) dz, jwifden den Gringen z, und =,

genommen, cinen analptifhen Ausdrud Daben, fo denft
man: fid) da8 Jntervall @, — @y in n ingleidye Theile ge-
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theilt, indem man o — 2o = n Az fept, und bildet die
Summe

f(@o)Az+-flzot+-Az)Ax+f(2e-}-202) Ax—+f(2o+302) Aac+-...

voiflzotn -1 . Az) Az,

Der Werth diefed Austruds mwird offendbar der gefuchten
Summe einer unendlid) grofen Anzahl von Werthen ded
gegebenen Differentiald im allgemeinen um fo ndher Fom=
men, je grofer man n und je Eleiner man folglid) Az an=
genommen Dat.  Ldft man alfo » ohne Anfhoren wadfen
und folglid) gleidyzeitig Az o[)ne Aufhoren abnehmen, fo
bat man

/; f(a:)da::lim.[ f(zo)F(2o-A2)Ff(2-202)+f(2+-382) ...

o f(@o+n—1.A2)] Az,
wo dag Jeiden lim fi) auf dad unendlide Wadyfen von
n, und mithin aud) auf dad gleidyeitige unendliche Ab=
nehmen von Az begieht.  Tiefe Gleidung enthilt den
gefudyten analptifdyen Ausdrucd, und Eann mithin tie De=
finition De8 beflimmten JIntegrald angefehen werden,

JIm Gegenfae u ten beftimmten Integralen begeidynet
man oft mit dem Namen eined8 unbeftimmten Inte=
grals den Ausdrud

C+F (2),
deffen Auffudyung der Gegenftand der vorigen Abjdynitte
getvefen ift, und der blof auf die allgemeinfte Weife der
Bedingung geniigt, den Ausdrud f () dz ju feinem Diffe=
vential u Dabenj oder der die Summe dev Werthe diefesd
“Differentiald, von einem unbeftimmten Werthe von z aus=
« gebend, big s demjenigen mwillfiiclichen Werthe Ddarftellt,
weldyen man diefer WVerdnderlidhen in dem Ausdrude F (z)
beilegen will. &8 ift indeffen im allgemeinen leidht, von
der Kenntnif ded unbeftimmten Jntegrald cined vorgeleg=
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ten Differential8 gu derjenigen ded beftimmten Jntegrals,
in BVegug auf dasfelbe Diffevential, und wifchen beliebig
feftgeftellten Gringen genommen, i{iberjugehen. Sept man
nimlid)y 2 ==, in dem Ausddrude C+ F(z), fo hat man
C+F($0)r
worin die Summe aller Werthe ded Differentials f(x) de
von einem gewiffen unbeftimmten Werthe ded 2 bid su dem
Werthe = @z, audgefprodjen liegt; und fept man, obne
die Conftante € gu dndern, in demfelben Ausdrude z =z,

fo hat man
C + F (xw)l
womit die Summe der Werthe desfelben Differentiald von
dem ndamlidhen unbeftimmten Werthe de§ 2 bi8 ju dem
Werthe # = xo ausdgedritdt wird. Die Differeny diefer
Deiden Ausdriice, ndmlid)
F(zo) — F(z,)

ftelit alfo diejenige Summe der Werthe des in NRede ftelhen=
den Differential8 dar, welde von dem Werthe 2 = @, aus=
geht und mit dem Werthe & = @» abbridyt.

Aus Ddiefer VWetvradtung wird man {dliefen, daf die
Gieichung

3 d.F(x) = f(z)dx

gur Folge Dat

“f(@)de = F(zs)— F(z)

Ty
o. h. daB man den Wertl eined beftimmten Sntt{]rals fin=
det, wenn man Ddiejenigen beiden Werthe des unbeftimmten
Jntegrald von einander fubtrabivt, welde den beiden Inte=
grationdgringen de8 beftimmten Jntegrald ald Werthen
der unabhiangigen Berdnderlidhen entfpredyen.

§. 304, @8 ergibt fid) aus dem Worftehenden, daf
man den numerifdyen Werth eined beftimmten Integrald
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Zg
[ [(z)dz leidt witd angeben Fomnen, fobald man bdie
(= 1‘0

Function F(z), deren Differential f(2) dz ift, entweder in
aefdhloffener Form oder ald convergivende Reibe darzuftellen
vermag. Da diefed jedod) nicdht immer moglid ift, fo wird
man in folden Billen gendthigt, den in Jtede ftehenden
numerifchen Werth durd) Naherungdmethoden ju bevedynen,
welde in der Folge werden aud einander gefept werden.
Aber audy felbft dann, twenn die Function F(z) in endlidyer
Form Ddarftellbar ift, gibt man haufig der Anwendung von
Maherungsmethoden den Worzug vor der directen Auf=
fudyung diefer Junction.

Gine Niherungdmethode der einfadyften Art Fann man
fhon Dhier angeben, mwenn man beadhtet, Ddaf der Vegriff
eined Deftimmten Jntegrald nad) dem Obigen ftetd die
Gleidung gur Folge hat

/ *° fia)dz—tinn [f{we)4-fzo-+-Az) 4 fwet-205) (2o 302) +..
Ay v o fio-pm—1.00)] A,

o z, —xo=mnAz ift. Lift man ndmlidy dag Jeidhen
lim hinweg, fo wird der Ausdrud auf der redyten Seite
diefer Gleidyung im Algemeinen defto ndheve Werthe fiir
Da8 beftimmte JIntegral liefern, je grofer man die Jahl »,
0. D. je Eleiner man den numerifdyen Werth von Az an=
nimmt. *)

*) ©o 3. B. findet man leidyt durd) unbeflimmte Jntegration

' dz X
A 122 4

Aber die obige Formel liefert, wenn man 3. B, n=>5 feft
1

' iz 1 1 1 s
/., = i e e )

=083... .
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Auperdem folgt aus der angegeigten Darftellungsdiveife
eined Dbeftimmten Jntegral8, daf man Ddagfelbe jederzeit in
eine Summe von mehreven beflimmten JIntegralen, iweldye

i) auf die ndmliche Diffeventialfunction begiehen, vermwan=

deln Fann, indem man dad Jntervall der gegebenen JInte=
grationggringen @, und «, durd) Einfd)iebung von neuen
Werthen x,, @,, 2. der BVevdnderlichen = in jwei, drei, 2.
Sntervalle gerlegt. So hat man

" fla) do = f " flw) do+ f “fa)do,

fx L L iy dw +- f :"fcx>dw+ f ),

x
wie fidh leicht durch die identifthen Gleidyungen

F(20) — F(2,) = F(2,) — F () + F (2,.) — F(a1),

F (@) — F(@0) = F(@,) — F (o) + F(a) — F (@)

+ F(20) — F(z),

.
nacdhtoeifen [t. Die Werthe @y, @,, 2. Eonnen {ibrigens
aud) auferhald ded Intervalled von @, und xw liegen.

A8 einen befonderen Fall Fann man bemerfen

11‘(» T,
f(w)da:=-——f [(2)dx,
Ty T

0. b. e8 fommt auf dasfelbe hHinaus, ob man dag Vorjei=
dhen cine8 Deftimmten Jntegrald dndert, oder die Gringen
dedfelben vertaufdt.

al8 angendberten Werth von % Diefer Werth wiirde genauer

geworden fein, wenn man fiir » cine grdfere Zahl als 5 ange:
nommen bdtte,
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§. 305. Geometrije WVetradhtungen Fonnen wieder,
tie frither, dagu dienen, die gewonnenen Refultate anfdhau=
i) ju machen. Vian nehme, foie im §. 256, die Verdin=
derlidhe & guv Abfciffe, und die Junction F(z), oder allge-
meiner €4 F(2), sur Ordinate einer Curve. Ein belie=
bige8 Differential

d[C+F(2)] = f() do

diefer Function ftellt fodann die unendlid) Fleine Junahme
dar, meldye die Ordinate erfleidet, wenn man von der Ab=
feiffe @ gu der ALO{ciffe # + du iibergeht. Die Summe die=
fer Sunalhmen der Ordinate, iiber alle Werthe von 2 aus=
gedebnt, mweldye fidh bon einem gewiffen Werthe o bid fu
einem anderen Werthe xo erfiveden, ift nady dem Obigen
einerlei mit dem Deffimmten Jntegrale

z(l)
f (&) do.
Zo

Diefelbe Summe bedeutet aber augenfdyeinlich die Gefammt=
gunahme der Ordinate, weldye von dem Werthe @, der Abjcifje
bi8 yu dem Werthe @ derfelben ftattfindet, d. . die Diffeven
F(x,) "= F(@o).
An demfelben WVilde laffen fich aud) die Behauptungen
am Sdyluffe ded vorigen Paragraphen leicht nacheifen.
§. 306. Die obige Gleichung

f ™ f(a)do = F (@e) — F(@0),

in welder F(z) der Bedingung d.F(z) = f(x) dz Geniige
leiftet, Darf iibrigensd nebft den aud ihr gegogenen Folgerun=
gen nidyt auf die Falle {ibertragen werden, o fiiv einen
Werth von @, der innerhald der Jntegrationdgringen @,
und @, entbalten ift, die Junctionen f(z) oder F(x) un=
endlidy grof werden.  Denn fdyon bei den BVetradytungen
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de8 §. 255, aud denen bhervorging, daf dasd Integral immer
die Summe einer unendlid) grofen Anzahl von Werthen
de8 Differentiald darftellte, muften diejenigen Fille ausge=
fdyloffen terden, wo die in Rede ftehenden Functionen un=
endlidy grofe Werthe annehmen.

Will man iibrigens den Werth eines beftimmten JIn=

T
tegral8 f (@) dz finden, wdhrend die Junction f ()

Ty
fiir einen gemwiffen innerhalb der Integrationsgringen lie=
genden Werth #=a unendlid) grop wird, fo Fann man
dag JIntegral in ztoei Theile gerlegen, von denen der evfte
mit dem Werthe @ =a — p {hlieft und der jweite mit
dem Werthe 2=a 4 v anfiingt, d. §. in die beiden be=
flimmten Jntegrale

a—p B
d de. 3
/;0 f(z)dz  und v/;_Hf(m) z

Oier Dedeuten p und v gwei Jahlen, deven Vorjeiden mit
demjenigen dev Differeny @, —ao iitbereinftimmend genom=
men werden muf.  Lift man nun pound v mebr und
mebhr abnehmen, und betvadytet die Gringe, der dabei die
Summe jener beiden Integrale fid) mehr und mehr nibert,
fo Dat man den gefudyten Werth).  Falld e8 aber cine
foldye Gringe nidyt gibt, fo ift der Werth ded vorgelegten
Jntegrald entieder unendlid) oder unbeftimmt.

Aehnlid) Dat man ju verfahren, wenn 8 jiwijden den
beiden Grdngen @, und 2, gioei oder mebrere Werthe gibt,
fite weldye f(@) unendlidy grof tird.

§. 307. Wenn man fitv die Vevdnderliche 2, weldye

Z
fidy in einem beftimmten Jntegrale wf () dz unter dem
Ty
Sntegralzeidhen befindet, eine neue Werdnderlidye einfiibren
Navier, Diff.- und Jutegrale. Band. 1. 22
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will, fo miiflen su gleicher Beit die JIntegrationdgrangen
gleidhfalls eine Aenderung erfahren, in folder Weife daj
dabei die abjolute Vedeutung derfelben beibehalten wivd.
Gs fei ¢ die neue WVerdnderliche, welde mit 2 durd) die
Gleidyung z= ¢ () im 3ufammenhange fteht, fo ird man

ftatt dz gu fepen haben d'dL;(” dt; und ftatt 2o und =z,

miiffen al8 Jntegrationdgringen jept diejenigen Werthe von
¢t gefet mwerden, weldye vefp. ausd der Aufldfung der Glei=
dungen zo=¢(f) und zo=q@ () hervorgehen.

§. 308. Die Wetracdhtung der beftimmten IJntegrale
fann angewandt merden, um daraus die Taylor’fhe NReihe
berguleiten, und fithrt ju cinem bemerfensmwerthen Ausdrude
fiir den Reft der Reihe, weldyen man vernad)ldffigt, wenn
man die Entwidelung mit einer beftimmten Anzahl von
Glicdern abbridht. Man Hat namlidy nady §. 303 fiir jede
Bunction f(x), welde jwifden den Werthen  und -k
der BVerdnderlichen continuirlid) bleibt, die Gleichung

z+h
f(@+ k) — f(2) =f$ " (@) dz,

worin f' () da8 Differentialverhiltnif oder die derivirte
Function der erften Ordnung von der Function f(2) bedeu=
tet. un fann man in dem befimmten Integrale auf der
rechten Seite diefer Gleidyung ftatt « fepen 2+-h—t, wo
unter ¢ eine neue Berdnderliche verftanden werden foll, und
Dadurd) vertoandelt fid) diefes JIntegral, mit Riidfidt auf
a8 im vorigen Paragraphen Gefagte, in

—fodt.f’(w—{—h—-t), oberﬂhdt.f'(m—{-h—t),

fo baf man fdyreiben Fann

[(@+4h)—f (:v)——f dt.f' (z4+h—1).
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Wenn man jebt auf dad unbeftimmte Integral
Jdt.f (x+h—i)
das Werfahren der Integration durd) Theile anwendet, fo
findet man nad)y und nady

Jaur @th—o=t.f @i+ fite [ @i,
Sauef @i e)—2 [ (o4 i i),
[ =g -0+ i b,

20
und folglich
jdt.f'<x+h-—t)=t.f'<z+h—t)+‘—’ f @ h—0ty of " (@th—0+.

m—

o T l)f“‘_'(a:+h—t)+ﬁt234( o M),

Jtimmt man alfo dag Jntegral wifden den Gringen 0
und k, fo fommt

Sy der (w+h—t)=h/“(w)+"—’ [ @ +;’—%f"'(w) T

+234 (p— 1)/’11— (z)—{-—j d’234 f(-"’+h—‘))

und durd) Subffitution diefes Werthd in die obige Gilei-
dyung erhilt man fehlieflich

[(@A-Ry= (@A @)+ 7 @) A [ @) ..
| i

P h g
SR v oy o ,ﬁl (w)‘*‘ﬂ) dt'2.3.4...(p—1)f * (@t-h=~0).

Wil man aud) die Maclaurin‘jehe Reibe unter diejer
Geftalt darftellen, fo hat man in dev gefundenen Gleidhung
x==0, und davauf 2 an dic Stelle von k ju fepen. Man
Dat algdann
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flo)= f(0)+Wf (OH— = (1) B 3f"'(0)+

e e et 2500

©s it ubrlgené leidht gu fehen, Daff diefer neue Aus=
drud fitr da8 Grgdnsungdglied der Taplor’fden und Mac=
(aurin’fdyen eibe den frither gegebenen Ausdrud, §. 85
und 86, in fidh begreift. Aber wdhrend Ddiefer leptere un=
beftimmt ift, und nur die Grangen erfennen [aft, jwifden
penen der Werth des Reftes enthalten fein muf, gibt da=
gegen dev Ausdrud unter dev Form eines beftimmten Inte=
gral8 den Werth diefed Iefted volFommen genaw an.

XXIX. Untwendung der beftimmten Integrale auf die Berved):
nung der Bogenlingen, der Fladen und der
Korpervaume. #)

1. Flideninhalt der ebenen Gurven.

§. 309. Den Flidyeninhalt einer ebenen Curve finden,
toeldye auf gtoei redytvinflige Coordinatenachfen besogen ift,
Deift den numerifhen Werth Dderjenigen Fldcye Leftimmen,
weldye joifden der Adyfe der @, der Curve, und wei be=
lichigen Ordinaten enthalten ift. Die Gleihung der Curve
merbe mit

*y Ober auf Rectification, Suadbratur und Cubatur.
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y=F@)

beseichnet, und mit @, und @, die Abfeiffen, tweldye denjeni=
gen Ordinaten gugehdven, durd) welde man fid) die ju er=
mittelnde Fldache begranst denft. Wenn man ferner unter
u die Function von @ verfteht, weldye den Werth der Jladye
von einem beliebigen Anfang8puntte bis su einer der A=
ftiffe z entfprechenden Ordinate darftellt, fo wird nady §. 156
0a8 Differential diefer Function ausgedriift durdy

du = y du.
tun ijt die su findende Flade augenfdeinlid) die Summe
dev unendlid)y grofen Anzabhl von Werthen , twelde das
Diffevential du annimmt, wenn man fiiv 2 in diefem Diffe=
vential nad) und nad) alle Werthe von x, bid =, febt.
Bolglid) wird, vermige der Vegriffdbeftimmungen ded vori=
gen Abjdnitts, diefe Vliche duvd) das Dbeftimmte Jntegral
dargeftellt

JIn diefem Ausddrude hat man fidy unter den Gringen =,
und a,, 3wei gegebene Jablen ju denfen, entfprechend den
Lagen der beiden Ordinaten, weldye die Fladye begringen.
Dad Refultat der Opervation, weldye durd) den in Rede
ftehenden analptifdyen Auddrud angegeigt wird, ift gleid)-
fallg eine Deftimmte Jabl, die den Werth diefer Jlddye an=
aibt.

Man Fann aber and) annehmen, daf die erfte Gringe
@, allein gegeben und feft fei, die jweite Gringe x, dage=
gen unbeftimmt und willticlid). ABdann begeihuet man
diefe jtweite Grdange einfad) durd) @ Tad Refultat des
Deftimmten Jntegrald wird in diefem Falle eine Function
von @ fein, teelde die Jladye davftellt, die mit ciner feften
Ordinate, entfpredyend dev Abfeiffe 2y, Leginnt und mit

http://rcin.org.pl



312 XXIX. %bfdnitt.

irgend einer anderen Ordinate, entfprechend der Ab{ciffe z,
endigt.  Begeidynet man diefe Jladye mit », fo bat man

alfo
x
: u=/ y du.
o

§. 310. Wenn bdie gegebene Curve auf Polarcoordis
naten beyogen ift, fo wird ifre Gleihung unter ter Form
gegeben

r=f(v),
wo » den Radiudvector und  den Winfel oifchen dem
Radiusvector und einer feften Ad)fe bedeutet. Die Fldde u
ift Dier der dreifeitige Maum, twelder von einem Radiug=
vector, Oer mit der Adyfe den gegebenen Winkel w, bildet,
einem adiugvector, der mit der Adyfe ecinen Deliebigen
Winfel o einfdlieft, und der Curve begringt wird. [Jm
§. 199 wurde gefunden
du = 1r*do,

folglidy wird jept

@

=1 2 do.

Wo

§. 311. Die Gleihung der Elipfe in Veyug aunf
ibre Adhfen ift

2 2 “rpihliglete
%2— -+ %T= 1, ober y=— V a*—a?,
wo a und b die beiden Halbadyfen o4 und oB, Fig. 45,

Big. 45. bedeuten. Die Blide oBmp wird
z nad) §. 309 audgedriictt durd)
P e g

oo @ die Abfciffe op DLegeichnet, Um
den Werth bdiefed beftimmten JInte=
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grald su erbalten, betrachte man zubor dad unbeftimmte
Sntegral

Sdz .V a*—a2.
Nian Eonnte dasdfelbe nad) §. 276 rational madyen.  Ein=
fadyer mwiirde e8 fein, ihm die Form 3u geben

oAt 3. a‘dz ___f z*dr
Va’-—z’ i Vaz__zz Va’—z’
oo Dder erfte Theil unmittelbar nady §. 281 integrirt werden
Fann, der gtoeite Theil aber, al8 binomifdhes Differential

betvadytet, auf eine dhnlide Weife wie im §. 287. Man
verfahrt aber nod) einfacher, wenn man fept

a?

17

indem ¢ eine neue Wevdnderliche bedeutet, Man exhilt
algdann

fda:l/a‘-—z’ = | t.zde =1 lz*— } fdt.a:’
dt
=%‘t$’—%a’fr_‘_75
folglid)

[ dzVa*—a*=C -+ } tx* — } a* arc tang {,

Va*—z*=tr, woraud z*=

oder

/;la: Va—z*=C+1izV a>—a*— e’ arctang

ar—a?

Nimmt man nun dad IJutegral von =0 bi8 2=z, fv
wird

f zdea’—w'—— a;]/aa__ga_l_laz<§—arctang ;—"ﬂ)
0
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T
=iz Va—z -+ 1 a2, arctang m
=iz Vae—z -+ 1 a?. arc sin %.

Der Ausdrud fitr die gefuchte Fladye ift alfo
IB® 1/ SR O e
=5 Va—a + 5 arcsin -

< N B e
_§_+ o arcsin -

Cbazy die Fliche bes Dreiecs omp ift, o muﬁ - arcsm—
die Blddye des @ectora oBm Darftellen,

Sept man z=a, fo erhdlt man {f fitr die Bladhe
oBA 5 folglid) ift abn die Blidye der gangen Ellipfe.
§. 312. Die Gleidhung der Hyperbel in Vegug auf
ihre Achfen ift
x? yﬁ
)

‘?’itg 46. Berftebt man unter » die Fladye

Apm, Fig. 46, indem op bdie Ab=
S fctﬂ'e x barftth fo Dhat man
f de V z*—a*.

Um bag unbefhmmte Sntegral S de Va2 —a® ju exhalten,
febe man mwie oben

=1 . obet y=—z—Vw’—a2.

a?

2?2 — [ by
Var—a lz, worau x?= e

und
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/da;V-aﬂ—a2 = | t.adr =1 (z* — %j dt. x?

dt
=%‘”’—%“’f1—::?-

Aber
dt 5 1 1
S faGatik
aljo
fdea,’—a’=C+ 3 tr? | La2, ll-H'

oder

f Var—ar=C+ LoV r—a* 4 1a. l([;—Vz?—aﬂ
z—}—Vz’—a’

=C+%xV$2_a2_%a2.lL ]f—az

Nimmt man nmun da8 Jntegral von z=a big 2=z, fo
fommt

T —d
ﬁ d2Vo—ar=1aVor_ar—L1al fc"’;

Der Ausdrud der Flidhe Amp wird alfo
u==——Vx*—’——a2 ab 1z Vz’—af

2D

®a 7Y die Blide des Dreieds omp darfiellt, fo muf

die Bladye des @cctoré omA bmd) l( +y) augge=
dritt toerden.

http://rcin.org.pl



346 XXIX. Ab{dynitt.

Die liade wird unendlid) grof, wenn der Punft m
ind Unendlidye hinaudriicft, oder der Radiusvector om mit
der Afymptote sufammenfillt.

§. 313. Die Gleidung der gleicdhfeitigen Hoperbel in
VBegug auf ihre Afhmptoten ift

2

a? a
Ty= 5", ober Yy =5

Die Flade u, von dev ALfeiffe @0 bi8 ju @ geredynet, wird
alfo audgedriidt durd)

z -

alfo liefern die Meper’jden Logarithmen der 3ablen unmit=
telbar die Bladen der gleichfeitigen Hyperbel. Aud Ddiefem
Grunde Hat man diefe Logarithmen aud) byperbolifdye Lo=

garithmen genannt.
§. 314, Die Gleidhung der Pavabel, von ifrem Sdyei=

tel aug gevedynet, ift
yr =2px, oder y=V2pa.

Big. 47. Die Fliade omp, Big. 47, wird alfo

y dargeftellt durd)
rl__n—
— x o
al\p % 8= V?p\/; da Y w,
5 oraud mwird

S 3
wu=12V72.at, oder u=13uay
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Die Jladye omp betrigt alfo 2 des NRedytedd ormp; und
die Jliadye omr betrdgt 1 desfelben.
§. 315. Der Gleidhung der logarithmijdhen Linie Fann
man nady §. 177 die Geftalt geben
y 7= &

Big. 48. o a cine pofitive und die Einbeit
fibertreffende Gonftante bedeutet. Der
Ausdrud fitr die Fliadye pmng, Fig. 48,
oder w, weldye mit den Abfciffen op
oder @o, und og oder x DLegringt
wird, ift demnad)

x
y= a"dz,
Ty

und da man dag unbeftimmte Jntegral fat [ a*dw PO+
fo fommt

la’
a®—qa"
la
Die ‘Efﬁt{)e bon oB aud nad) der Seite der pofitiven & wird
a[fv

, und die %‘Iad)e von 0B aus nad) der Seite der

—

negativen & wird SDieftr lepte Ausdrud gibt,

wenn man davin @ = QO {ept, —a al8 Wetrag Dderjenigen

Slidye, oeldye poifdyen der Adyfe und der Gurve, beide ins
Unendlidye verlangert gedadyt, enthalten ift.

Dig. 49. §. 316. Fiiv die Gyeloide, Fig.

¥i 49, bat man nady §. 178, wenn
gt die Goordinaten op und pm cines
/ belicbigen Punftd der Gurve mit

= 2z und y bezeichnet wevden,

GABINET MATEMATY

oo ST

Tosnrpiua Basowsgt ©F
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348 XXIX. Ab{dynitt.

=R (w—sinw), y=R (1l — cos-w),
o R den Halbmeffer er ded evgeugenden Kreifed bedeutet,
umd o den Winkel mer.  Tie Flade omp wird audgedriidt
durd)

r ®
u=ﬂ ydx, oder u=R".ﬂ dw.(1 —cosw)2,

Aber man Dat
S do.(1—cos 0)*=f do.(1 —2cos v cos v?)
=/do.(3—2cos w4} 1 cos2w)
=C +3w—2sin 0| 4sin20,
folglid)
u=R?*(3 0 —2sin @ 4 1sin2w).

Wm bdie gange Blidye omna ju erhalten, welde jwifden
der Gycloide und der Ad)fe oa enthalten ift, Hat man in
diefer Formel w=2x ju fepen. Der Betrag diefer Jladye
wird alfo 3R*w, d. . dag Dreifadye der Fliche ded ergen=
genden Kreifed.

uferdem Fann man bemerfen, daf die Blidye
ogtm = oqtp — omp = 2Rz — u
R? o
= 5 (0 — sin © cos w).
Alfo ift die Blddye ogtm gleich dem Theile rms des erjeu-

genden Kreifes, und folglid) die Flddye ogn gleid) dev Hilfte
diefed Kreifes.

: §. 317.  Auf dem Diev bejolgten Wege ift e8 immer
miglicy, die Grife der Fldche ju beflimmen, welde von
irgend einem Deliebigen Juge in einer Gbene umfdyloffen
witd. €8 fei MN, Fig. 50, ein folder 3ug, den man auf
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Big. 50. vedytiwinflige@oordinaten besogenhabe.
Man bezeichne mit 2, und o die

my Deiden duferften AL{ciffen oP und 0Q,

N wmit @ ecine Delicbige A0{ciffe op, und

M mit g, und g, die Ordinaten pm,
unb pm,, toeldye diefer Abfeiffe ent=
fpred)en und refp. den beiden Curven
Mm, N und Mm, N, aus§ denen der Jug jufammengefept ijt,
angehoren. Diefe Ordinaten mitffen ald Junctionen von
@ gegeben fein. Aus dem WVorbergehenden ift fodann flar,
dag der Jnbalt der Jladye Mm, Mm, durdy das beftimmte

Jntegral
pd
/ (y2—u) do
Ty

au@geﬁri‘td‘t werden ird, *)

m
0|P/° Q

*) Nod) allgemeiner fann man fiatt diefes Ausdbruds fdyreiben

"‘1"“ Y2 Ly Y2
dw dy obder dzdy,
To U Ty J Y

wo die Grangen y, und y, im allgemeinen felbfi stoei Functionen
von 2 find. Diefer Ausdruc bedeutet offenbar eine Summirung
fammtlicher unendlic) fleinen Fladenelemente dady in einem jweis
facdben Sinne; ndmlid) guerft ecine Summirung im Sinne bder Y
Y2
weldhe durd) do dy angeseigt wird nnd wobei dz unberiihrt
%
bleibt; und fodann eine Summirung der gewonnenen Glemente im
Sinne der .,
Sl praftifhe Recdynungen pflegt diefe Auffafungsweife nicht
nur die bequemere gu fein, fondern aud)y am meiften gegen Jrrthiimer

su fdhiigen,
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350 XXIX. %bfdnitt,

Wenn dev 3ug Mm, Nm, digcontinuirlid) ift, und jwar
aus Eheilen gujammengefest, deven Ordinaten nidt fdmmt=
lich durd) die ndmlide Function der AO{uiffe z dargeftellt
werden, fo fann man die vorgelegte Fladye, fo mwie dad be=
ftimmte Jutegral , weldyed den Wertlh derfelben ausdritct,
in mehreve Tbeile zerlegen, entfpredhend vefp. den Theilen
de8 Juges, deven Ordinaten unter einen gemeinfdaftlicien
analptifchen Ausdrud fallen. Der Wertl) eines jeden diefer
Iheile wird fodann befonderd bevechnet werden. Selbft in
foldyen Fdllen, wo die Ordinaten nidyt durd) einen oder
mehreve analytifdse Ausdritde vermittelft der Abfriffe gegeben
find, fondern man nur die numerifdyen Werthe der Ordi=
naten von gewiffen Punften des8 IJuged fennt, gibt o8
dennod), wie fid) in der Folge zeigen toird, Miethoden jur
angendberten Veredhynung des beftimmten JIntegrals, mweldyes
die Flade ausdritdt.

§. 318. Um nod) eine Anwendung der Fovmel des
§. 310 su geben, betrachte man die logarithmifdhe Spivale,
deren Gleidyung im §. 204 gegeben ift, ndmlid)

la.o
r=e .
Die Jlacdhe zwifden der Curve, dem NRadiudvector r, und
dem NRadiusdvector r, tweldye beiden Tlepteren den Winfel

o — o mit einander einfd)licfen, tird

(o]
iy 43 2la,0
pErE 4 e
@

sla.w 21, v r2—pr.2
e s v 0
° = Y=—=—20_
4la , oder 4la

. Jn dem befonderen Falle, wo man Dhat le = 1 und
r==e¢v, Detrigt demnad) die in Nede fiehende Fladye 1 der
Diffevens der Quadrate, weldye man iiber dem erfien und
dem stoeiten Radiudvector confteuniven Fann,

alfo
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2. Bogenldnge der ebenen Curpen.

§. 319. Wenn man hievr wieder die Vetradtungen
bes §. 309 in nwendung bringt und fidy evinnert, daf
nady §. 157 das Diffevential ded8 Vogensd einer Gurve,
weldye in Besug auf die redytwinfligen Coordinaten z und y
durd) die Gleidyung

y=1[()
gegeben ift, ausdgedritct wird durd)

ds =dx Vl - (Z—‘Z)z,

fo erhdlt man offenbar da8 beftimmte Jntegral

Y

al8 allgemeinen Ausdrud filv die Linge ded Vogens, weldyer
stoifhen den beiden Punften enthalten ift, denen die Ab-
ftiffen @, und z gugehioren.

§. 320. Gbenfo toenn die Gurve in Vejug auf Po=
larcoordinaten durdy die Gleidyung gegeben ift
L == f(w)/
fo bat man nad) §. 200 fiir dag Diffevential des Bogens

ds =dw |/r'+(%:‘—>z;
o ——
dr "\ 2
=R d 2 __.>
s ‘/% ® Vr + o

der allgemeine Ausdrud fitv die Linge de8 Vogens, weldyer
goifchen den beiden Puntten enthalten iff, denen die Werthe

@o und © ded Winfels, weldher die Lage des Radiusvector
Deftimmt, jugehiren.

folglid) mwird
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352 XXIX. 2Abfdnitt.

§. 321. WBetvadytet man alg Beifpiel, tvie im §. 311,
die Ellipfe in BWezug auf ibre Achien, deven Gleidyung ift

72 2 piie Al Uy
atE=1 o y=_Ve-a,

fo ird

folglidh bat man

s ko) at — (az bz) a2
y ﬁ dz V + a? a“—-z’ f dz V a(a®?—a?)

ald Ausdrud fitv die Vogenlinge, twelde bom Endpuntte
der fleinen Achfe bid8 zu demjenigen Punfte gerecdynet toird,
deffen Adfciffe 2 ift. Fithrt man die CEreentricitdt ein,
welde im §. 197 mit e begeidynet toorden ift, oder feht
man a*—b?=a2e?, fo fann man aud) {dreiben

aﬂ_eﬂz’
§ = a’—.’L‘z .

Diefed Jntegral Iaﬁt fidy in endlicher Geftalt nidyt
darftellen,*) aber man Fann e8 auf mehr alg eine Avt in
eine convergivende Reibe verwandeln. WVeadytet man 3. B.,

*) Dasfelbe gehort gu ber Claffe ber elliptifdyen Functionen,
weldye diefem befonderen Falle ihren Namen verdanfen. Eben dahin
gehort aud) das Jntegral des ndchfifolgenden §. 322, weldyes bdie
Bogenldnge der Hyperbel ausdridt. Die allgemeine Form, unter
weldye jede elliptifhe Function gebracht werden fann, ift das Jntegral

Pdz
o VolBoartoastet

’/
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daf % immer ein ddter Vrud) ift, fo fann man fepen

@ = a cos ¢, woraud dz = — a sin ¢ dp, und jolglidy
TP Risetts
s=—a/ dg V 1=e* cos @2,
g

und wenn man (1 —e?cosp?)? in eine Reibe entwidelt,

k] e e? et
s=a (T_(P> <t dq)(-icos @15 cos¢?
! ;_ .

1.3 b 1.3.5 e8
25 [ -2 3 8
+ 57 G cos¢ —|—2. 58 °05¢ +2c.).

Aber man Dat aud der zoeiten Gleihung ded §. 294

wo P cine rationale Function von 2 bedeutet. Man fiihrt bdiefes
Jntegral, nad) Regendre, auf die drei cinfachfien Formen guriie

"y

g 7 bl B Y
/0 V1—c?sing?.dg = E(c,¢)

¢
o Vi—cteingd F(e, ¢)

<

o dg
o (1-}nsin ¢?) Yi—exdin ¢? = Il(n,c, )

indbem man ¢ bdie Wmplitudbe und ¢ den Modulus ded JIntegrals
nennt, ¢ immer << 1 voraudgefegt. Diefe drei Formen erfdyeinen
wie felbftdndige trangcendente Functionen, welde einer Juriidfiihrung
auf einfachere Functionen in endliher Geftalt nicht fdhig find und
deren numerifdhpe Werthe in Tafeln niedergelegt werden.

Navier, Diffz und Jutegrale. 1. Band. 23
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354 XXIX. A{dynitt.
S d¢.cos @2 = Lsing cosg +1 ¢ +C,
fdcp .cos ¢ = sing cos¢? —I—g-sin ¢ cos ¢ -{—;—.Z:I'cp—kC,
qu) cos ¢° = Lsing cos¢p’ —|— sm(p cos @3
+ 240“"‘9 COS‘P+2 46(P+p
V/-d(p : f:os @8 = Lsing cos¢p’—}—é—_’~;sin(p cos 3

157 . 1.3.5.7 . 1.3.5.7

LAERE 3 )¢ 1 b irtvinilat,
+ featin@cosgi+orgsing cos 4T ¢+ €,
20

und wenn man die IJntegrale bon ¢ = % big g =¢

nimmt,

L ¢ ! P p
dg.cos ¢? =} sing cosqp — L CT—(P)’

2
¢
fd(p.cosw4={~sm(pcos<p3—|— ~ sin @ cos ¢
15/ »
s gwe )
q>d 08 % = ¥ sin ¢ cos 5—}—1'—5sin cos 3
& P OB =g ¢ P 4.6 9 ¢
135 («n
—|—)4~smq>cos<p 24.6(T_‘P>'

http://rcin.org.pl

2



Geometrifdhe Anwendungen. 355

P
[ dq).cosq>5=%sinq>cosqﬂ+%sin(pcosq>5

PRSI +1_.3.5.7sin < S BB
O et dh o e YV 1 R et 0 ¥ T T\t
iy

woraud man die Werthe von fammtliden Gliecdern der
obigen Heibe entnehmen Fann.

Sept man in dem gefundenen Ausdrude fitr s den
Werth # =a, folglidh cos ¢ = 1 oder ¢ =0, fo erhdlt
man folgenden Ausdruc fiir die Linge Oed elliptifdhen
Quabdranten

1oy (e ) (3w
1.3.5.7 R
—%(2.4.6.8 e4> —"'J‘
§. 322. Die Gleidyung der Hyperbel ift

r? 2

Suesd), - ober. Y= —I;— Var—a,

at” B2
woraus
dy b z

dx 7T a Vzﬂ —a? ¥
Bolglid) hat man

(a’—}—b’)z’—a‘
o f dz Vl +a2 z2 7*—at / T a@r—a) !

oder enn man a?--b*=a%e? {eft,

23*
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356 XXIX. 2bfdnitt.

alg Ausdrud fiiv die inghﬂh’nge vom Sdyeitel der Curve
bis gu dem Punfte, deffen ALfeiffe = ift. Da Dier 2
immer grofer alé e genommen werden muf, fo fepe man

a in ¢ d. &
= ——, froraud dx=m2—q’, und mithin
0s ¢ cos ¢ y

%
C

8 S e d cos (p’

5 .= ‘P’ V e2—cosg’ f ‘Pcosq),l/ g

a2
3

erhdlt man

und burd) Entwidelung von (1

”‘Pd e ¥ i 1 1
s-_—ajo (p»WC 2,coscp —-—7‘——c0sq3

.._.B.. 1_005(6 135 1 8
34 60 L% 206 Bes S0P

oder

s=uae lang(p-—;é(p-—av/ dg <24 G Cos@?

13 -1 1.3.5
—i—ﬂ— G €08 (p*—{——zﬂ 87005(;)*’—&—2&).
Die Glieder diefer Reibe terden durd) die Ausdriide des

vorigen Pavagraphen fiiv [ dy . cos @2, [dy . cosgt, 2,
gegeben, wenn man davin die willkiirlidye Conftante € gleid)

Null annimmt.
Mit Weriidfidtigung der Afymptote gelangt man ju
dem folgenden Sdluffe. Die Gleidyung der Afpmptote ift

Y =—Z— a, und mithin der Abftand eined Punfts der Afym-
ptote, deffen Abfeiffe @ iff, von dem Mittelpuntte der Curve
= V"zjb?w=ez= —%°_ @8 fei r diefer Abftand , fo

cos ¢’

bat man
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1.3 1.3.5 1
i’ " LN st e R el 6
+ o Ges c0s ¢ +5 75" 8 0800 "')'
et man bievin =00, mithin cos ¢ =10 oder ¢= »;1,

fo erhdlt man fiir dicjenige Gringe, roeldyer dev Meberfdyuf
von r {tber s immer ndber Fommt, wenn man die Abfriffe
@ grdfer und grofer mwerden [dft, den Auddrud

an}” 1 18k % 135 8 3
A GGG zﬁ>2+2‘- |

v, SO (| S =5
Denn e wird e iy 0 filvg=

§. 323. Die Gleidyung der Pavabel

e 3. : g psliilidy b Sy

= 2pz  Qibt y-VZpJ;, el e
Man erhilt alfo fir die Bogenlinge vom Scbeitel dev Curve
bis su dem Punfte, deflen ALfciffe @ ift, den Ausdruc

Um dad unbeftimmte Integral jdz Vl - g—x— ju fin=
den, fepe man

Vl—{—?% =1t moraud “’=2(,ip:1)3

und

]dr]/l + - ~—fd.r t=dwt —def_u l’l—l .
Da nun ‘/—[,—:l = .ﬁit (t———l - 74_-_1) fo tird
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358 XXIX. Abfdnitt.

> o p ,t—1

]/1 - 1
a0 p_p ok g
—s)/i +2—$~z.zl/ =4 ¢;
1+ s —+1
und wenn man dag Integral von z=0 bi§ =2 nimmt
fo erbdlt man
1Y 48R ]/1 T A
Py B i
1 —}—ﬂ —+1

§. 324. Die Gleidung der logarithmifhen Linie,
§. 315,

y=ad" gibt (dl—i=la.a‘ ==ls.y;

man bat alfo

x
s _—_/z dz V1 + (la.d”)

fitr die Ldange des Vogens, deffen Endpuntte den Abftiffen
@z, und @ entjprechen. Um den TWerth diefed beftimmten
Jntegral8 3u finden, fepe man

% ==dn .y =—i8ng.%,
worausd
lady =-S5, do= =g e
und
AP0 B
la ,(osin T cos 1%’
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Aber aus der vierten Gleidung des § 293 erhdlt man

dv
fsint cos® cost+ sint /
und aud §. 295

dv o itk
fSin R C 4 l.lang o
Bolglich) wird

;-
e pod
1 1 | lang B3
§ = — s THRIS ¥ R
cos COS T
la 4 9 tang °
e

$Hier bedeutet, wie Cefannt ift, v== are tang (la. y) den
Winfel gwifden der Achfe dev @ und dev Tangente dev
Guroe in demjenigen Puntte, deffen Abfeifie = ift.

§. 325. Aud der Gleihung der Cyclvide, §. 316,
Dat man nad) §. 178

d V2Ry 42 i
;;/ = ym.'g_’ ober o=
ol d_/ V‘ y__yl

Da man nun dad Viffevential da Vl =+ ( > ded Bogens

einer Gurve aud) auddriiden Fann durd) dy ‘/1—}-<@ .
fo crhalt man Dier

d s Tl . dy
iiad Jll"l'zn y——_l 2R o VR—y
ald QIuébrud fitr. die Wogenlinge 5lvlfd en btm Anfangs=

punfte der Gurve und dem Puntte, deffen Ordinate y ift.
1nd da ferner

[_‘1!'_
JVR —~y

http://rcin.org.pl

c—2V2R-y,




360 XXIX. Abfdnitt.
fo tird
s=4R — 2V 2RV 2R—y.

Man erhdlt hievaus, intem man y==2R fept, fiiv die
Piilfte dev Cpcloide den Werth 4R.  Will man ferner die
Ordinaten y von oben nad) unten vedynen, indem man die

Big. 49. Linie ng, Fig. 49, ald Abfciffen=

4 adyfe anfieht, und ebenfo den
glt n DBogen s von dem Punfte # aus

f \/ in dem €inne mmo, fo Hat man
-~ Y 2R—y ftatt y, und 4R—s ftatt

s u fepen, wodurd) man erDdlt
s =2V 2Ry.
Derfelbe  Ausdrud rourde auf andevem Wege fdyon im
§. 191 gefunden.
§. 326. Die logarithmifdie Spivale wird, in BVejug
auf Polarcoordinaten, durdy die Gleidhung gegeben

la o

dr
r=¢"", woraud S -=la.é"°=la.r.

do
Man erhdlt alfo nady §. 320

o W
e=—../ dw]/r’—{—(la)'r’:]/l—}-(la)’v/‘; do, e,
@9 o

und daraus

VTJTta) By
fiir die BVogenldnge, me[d)e jwifchen den beiden Puntten
ber Gurve enthalten ift, denen die Radien r, und r ju-
gehoven.

Nad) §. 204 Dat der Winfel ivifdyen der Tangente
und dem Radiudvector su feiner trigonometrifden Tangente
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den i’fusbrucfi, und folglid) su feinem Cofinug den in der

vorftehenden Gleidhung enthaltenen Yusdrud

€3
V1 _|__(a)z
ift iibrigens {dhon aus der Natur der logarithmifyen Spi-
rale flar, daf die Diffeveny siocier Radien ju der Ldinge
ded Bogens, den diefelben einfdhliefen, in einem conjtanten
Berhiltnif fteht, rocldyed durd) diefen Cofinus ausgedriict
wird,

Wenn die Gleichung der logarithmifden Spirale die
einfadyere Geftalt Dat r==e2, fo exhilt man s=(r—r,) V2.
Die Linge des Vogens givifdhen gwei belicbigen Punften
diefer Gurbe ift alfo gleid) der Differeny der Diagonalen
goeier Quadrate, weldye man iiber den Radien conftruiven
Fann, die diefen Punften angehirven.

3. Wogenldnge der Curben von bdoppelter Kriimmung,

§. 327.  Gine Gurve von doppelter Kriimmung fei
durd) die beiden Gleihungen gegeben

y=1[@), z=F();
man Dbat al8dann nad) §. 227 al8 allgemeinen Ausdruct
fitr da8 Differential ihres Vogens

i i () + (6"

Nad) Mafgabe der im Anfange dicfed Abfdnitts angeftellten
Betradytungen erbalt man davausd

s sV ()
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362 XXIX. %bfdnitt.

ald Ausdrucd fitr die Linge ded Wogens, Ddeffen beiden
Gndpuntte den Abfciffen @, und « entjpreden.

§. 328. Als WVeifpiel nehme man die Sdyraubenlinie,
eldye durd) die Gleidhungen gegeben wird

z=Rcos w, y=Rsinw, z= Rao,
aud odenen folgt
dz= —Rsinwdw, dy=Rcoswdw, dz=Rado.

Der vorige Ausdrud nimmt Diev die Geftalt an

(8]
s=RV1+a /m do=R}V 14 a*. (0 —w,),
L= 0

welded Refultat man leidyt, jufolge der WVefdhaffenleit dev
Gurve, borausjehen Fonnte.

4. Jnbalt der Rotationstorper.

§. 329. Gin Yotationstorper entfteht durd) Umdre=
Dung einer ebenen Gurve um eine in ihver Ebene ent=
Daltene gervade Linie, ald Adhfe. Man nehme diefe Adyfe
sur Adyfe der 2, und es fei

y=1[(@)
die Gleichung der cbenen Curve Mm, Fig. 51, welche bei
dig. 51. ibrer Wmdrehung um diefe Adhfe
J die Oberfladye des Korperd be-
fdyreibt.  Legt man fodann durd)
i die beiden Punfte P und p Ebe=

= nen redytinflig jur Adyfe der z,

9 Py T und bejeichnet mit » den FTheil des

Korpers, weldyer zwifden diefen

Gbenen enthalten ift, d. h. weldyer durd) die mdrehung der

Bliadye PMmp befdhricben toird, fo befteht die hier ju (dfende
Nufgabe darin, einen Ansdrud fitr v ju finden.
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€8 fei @ die A0Lfciffe op, fo ift flav, daf twenn = um
die Grdfe Az, oder in der Figur um pg junimmt, dad Bo-
fumen v gleichgeitig um eine Grisfe Ao gunehmen mwird,
eldye dem durd) Mmbdrehung der Flddye pmng befdyricbenen
Bolumen gleid) ift. Wird nun Az Flein genug voraus-
gefet, fo daf y in dem Jntervalle pg beftindig junimmt
oder beftindig abnimmt, fo ift das julelt genannte BVolu=
men, feiner Grofe nad), gwifdyen soei Eylindern enthalten,
weldye ju ihrer gemeinfdyaftlichen Hobe pg, und ju Halb-
meffern pm und ¢gn Daben. NMian Dat alfo

A >Sny2Az, A n(y-4Ay):Az;

oder

A A
o>y ey Ay,

Da diefe beiden Ausdriice u ihrer gemeinfdaftlidyen Gringe,
fobald man Az mehr und mebr abnebmen [dft, den Aus=
drucd my? Daben, fo erbalt man endlid)

dv

oo S, oder dv=my?dx

ald allgemeinen Ausdrud fiir das Differential ded Volu-
men o,

Pieraud evfennt man unmittelbar, daf dag beftimmte

Sntegral
x
V=" f Y dz
Zy

denjenigen Theil vom BVolumen eined NRotationsEprpers aus=
oritdt, welder jwifdhen grwei Ebenen enthalten ift, die in
den Abftinden x, und 2 vom Wnfangspunfte der Coordi=
naten redytmwinflig duvd) die Achfe der a gelegt worden find.

§. 330. Jn einem Rotationsd = Ellipfoid fei 2a die
Rotationdaghfe und 26 die auf ibr redytwinklige Adyfe. Die

http://rcin.org.pl



364 XXIX. Abfdynitt.

Gleidyung der erzeugenden Gurve ift, wenn man die Coor=
Ddinaten vom Mittelpuntte recynet

b2
yz-_. - (al__z?).
Man erhalt alfo

N
0= %5 3 (a* — 22) du

fiix den Tbeil ded Forperlichen Inbalts, weldyer jiwifdyen
gwei vedhtwinflig jur Adbfe gelegten Ebenen enthalten ift,
pon denen die eine duvd) Dden Mittelpuntt geht und die
anbdere die Adyfe in dem Abftande 2 vom Mittelpuntte
fdmneidet. Die Ausfilhrung der Integration gibt

H2 - 3
e (a w——:j-).

Sept man =a, {o erhilt man %—;rabf fitr den Ju=
Dalt ded Dalben Notationsd=ElUipfoids. Der Jnbhalt ded
gangen Korpers wird alfo ft:—‘ ab?.

§. 331. Auj dem angegeigten Wege bevedynet man
leidyt den Jnbalt eined jeden Kiorperd, der durd) NRotation
einer Deliebigen ebenen Figur um eine in ihrer Ebene ent=
Daltene Adyfe yu Stande fommt. Tenft man fidy 5 B-

Big. 50. die Bigur Mm, Nm, , Big. 50,
y weldye in der Gbene @y enthalten ift,
l m, um die Adyfe der 2 gedvehet, fo wird
N der Jubalt deg entjtandenen Kovperd
M auggedritdt durd) das beftimmte Jn=
g tegral
ol [ Pl i

Lo
b1 (.’/22—.’/12) d""/
A T,
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wo z, und z, den fleinfien Werth oP und den gripten
Werth oQ der Abfciffe = begeichnen, und y, und y, die
Werthe der Ordinaten pm, und pm, der beiden Curven
MmN und Mm,N, ausgedrii€t duvd) die Abfciffe .

5. Qnbalt der Rotationsfladen.

§.332. €38 fei die Rotationsflddye u betvadyten, toeldye
durd) Umbdrehung einer ebenen Gurve Mm, Fig. 51, deven

Big. 51. Gleidhung ift
e/, y=1[(=),
um die Acdpje der 2 befdyrieben
g wivd. Man fudt den Inhalt u
M dedjenigen Fheild diefer Flidde,

weldyer durd) die Umdrehung des
Iheil8 Mm der Curve entjteht.

Man begeichne die Abfeiffe op mit @ Wenn 2 um
da8 unendlid) Fleine Jntevvall dz, in der Figur pq,, sunimmt
fo toird die Jlade » wm Ddiejenige Fladye wadfen, tweldye
durd) Umdrehung des Glementd mn oder ds befdyrieben
ird.  Aber man Fann, innerbalb der Ausdehnung diefed
Clements, die Gurbe al8 zufammenfallend mit ihrer Lan=
gente anfeben, und, folglidy die genannte Junahme von u
toie die Oberflidye eined abgefumpften Kegels, von weldyem
pg die HODe und pm und g¢n die Halbmeffer der beiden
Grundfladyen {ind.  Alfo wird

du = 7 (2y - dy) ds,

und wenn man die unendlidy Fleinen Grifen der jiweiten
Ortnung wegtvirft, fo bat man endlidy*)

0[11 Fogray

*) @8 ift nidt {dywer, diefer Herleitung dicfelbe firengere Form zu
geben, wie im §. 329, wenn man ndmlid) gleidhfalls von endli=
den Differengen Az, Ay, Au ausgeht und binterber erft deren
®rangwerthe betradtet.

z
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du=2myds oder du=2nde.y |1+ (3—2)’

Hievaus folgt fogleid)

z _—_—
ot @\
u—2nﬁo dx.y]/lﬁ—(%)

alg Ausdruc fitr den Inhalt ded Theils der Notationsfladye,
weldyer 3wifchen goet Cbenen enthalten ift, die in den Ab=
ftanden 2o und 2z von dem Anfangspuntte der Coordinaten
redytivinflig gur Adfe liegen.

§. 333. Nimmt man al8 Beifpiel das NRotationsd=
Ellipjoid aud §. 330, fo erhdlt man aus der Gleidyung
der erzeugenden Gurpe

x

£ A b l/ dy et * i .
y 71- a%r=—= x'l, unb .d_z =y - Vaz——x—z)

%4 AL
u=2n—ll-—f dx ’/ e =)
a /o a

fitr den Inbalt des Theil8 der Fldde, meldyer von e
auf der Adyfe vedytwinfligen Ebenen begringt wird, von
denen die eine duvch den Mittelpunft geht und die andere
den Abftand @ vom Mittelpunfte befibt.

Um die Jntegration audsufithren, fei erftens a>>b,
b. b. die Umbdrehung der Cllipfe habe um die grofe Adfe
ftattgefunden.  Man fepe aza—,m

citdt bebeutet, {o Dat man

b & T
u=2m § dz V a*—e* @*;

und renn man fdyreibt

=e?, wo e die Creentri=

z

u=2nli / edz V a*—e? 22,
ae | o
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fo findet man nady §. 311

b o B0
a=2nﬁ 1 ex |/ a>—e? x4 L a? arcsin ;)
e? 2 a o,
=mub zV L S T s g
( 1 a? + e a>

Sept man z=a, {o fommt

wab <V1 —-e’—i—%arcsin e)

7 (b’—}- ‘—1; arcsin e)

fitr den Jnbalt der halben Oberflade des Elipfoids.
€8 fei groeitend @ <b, d. ). die Umdrehung der Elipfe
babe um die Fleine Adyfe ﬁattgefunben Mian begeidyne tie=

der mit e die Creentricitit, o baﬁw——=e’, fo Fommt

b b2 e2 2
u=2n;—ﬂ dw]/a’—l— prac

wofil man {dyreiben Fann

be da: b’ e’z"‘
. Vet

oder

u___..

Nun findet man, tie im §. 312, da8 unbeftimmte Jntegral

/be sz +b’e’z’_ C—{- bex _I_bzeﬁz2 a 1 bex I V +b’e2x’

und wenn man dad Integral von 2 =0 big z =2 mmmt,

be:l: b2e2z?
lﬂe’z‘2 bez b2e2x? | a? +

az
e e

a

s
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Bolglid) wird

bez Iﬂeﬂz2
br b2e2r2 a2 +l/ _"'
u:n[;]/a*—}- el-]—“-- b ]
b b2eiz? b b2elp?
= [V TP (T |

Sept man x=aq, fo Fommt

wab U/1 G+ V142 +2))

R |
fitr den Jnbalt der Dalben Oberflade ded Ellipfoids.

§. 334. Man fann nad) dem Vorftehenden den Jn=
Dalt einer jeden Rotationsfladye berechnen, weldye durdy eine
Deliebige ebene Gurve befdhrieben wird, wenn Ddiefe fidh um
eine in ibrer Gbene angenommene Ad)fe dvehet. Wenn
man ndmlidy die Vegeidynungen des §. 331 beibebilt, fo
toird der JInbhalt der durc) Umdrehung der Curve Mm, Nm,
um die Acd)fe der @ entftehenden Blade dargeftellt durd)
dag Dbeftimmte Jntegral

o [ [V G V1+<d'~>]

6. Qnbalt der Korper von belicbiger Gefialt.

§. 335. Wenn die Oberfladye eined Korperd in Be=
sug auf die recdytwinfligen Goordinaten z, y, z durd) die
Gleihung gegeben ijt

oder

2= [(z,y),
fo fann man die Frage nad) der Inbaltsbefimmung Liefed
Korperd allgemein jo auffaffen, daB man in dev Chene xy
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einen Deliebigen Wmvif Mm,Nm, , ig. 52, zeichnet und fo=
Fig. 52. dann Ddasjenige Volumen zu Fen=
nen verlangt, , weldyed ztvifdyen dev

oy Gbene xy, bdie Oberflidye des Kiv=

e perd, und derjenigen Chlinderflddye
X I enthalten ift, deren Bafis durd) jenen
gt Nmrif gebildet tird und deven Er=

4r A7 0  gengungslinien  pavallel mit - der
Achie der z liegen. . €8 feien zp und
x,, die duferften Abfciffen oP und oQ der Curve Mm,Nm,;
ferner  feien y, und gy, die Ordinaten pm; und pm,,
weldye der Abfeiffe op oder 2 gugehdren, und ficd) vefp. auf
die Arme MmN und Mm,N diefer Curve begiehen. Die
Grofen y, und y, terden gegebene Functionen der Ab=
feiffe @ fein.

Man betradte nun  denjenigen Theil ded gefuchten
Wolumen, deffen BVafis auf der Ebene @y ift Mm,m,, und
begeichne feinen Werth, toelder eine Function von @ fein
wird, mit . LWenn die ADftiffe op oder @ um die unend=
licdy Eleine Grige dz, in der Figur durd) pg davgeftellt, ju=
nimmt, fo wird da8 Wolumen » um ecinen gleidhfalls un=
endlidy Eleinen Theil junehmen, deflen BVafis in der Ebene
ay ift mnngm,.  Diefer Theil entfpricht alfo dem Diffe-
vential do; und aus den Wetradytungen im Anfange diefes
Ab{chnittd gebht Hervor, daf man Hat

x
V= dv;
‘T(b

und dap dad gange Wolumen, von mweldem dic Figur
Mm; Nmy die Bafid ift, audgedritdt tird durdy

xb)
dv.
(% :"'0

‘Rab(er; Diff.- und Jutegralr. Band. I. 24
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370 XXIX. Abjdynitt.

€8 Dandelt fich jebt nod) um den analptifdyen Ausdrud
diefes Diffeventiald dv, d. h. ded unendlidy fleinen Theild
von dem gefuchten BVolumen, deffen WVafis ift mymynam,;
weldes Differential alfo nichtd anderes ift als eine Sehidyt
_ swifchen 3toei Ebenen, die pavallel mit devr Ebene yz und
in den Abftanden @ und z —-dz von diefer Ehene liegen.
Man betradyte einen beliebigen Punft m der Linie m, my;
e8 fei y die Goordinate pm Ddiefed Puntts, und z=f(z,y)
die ihm gugehdrige Ordinate der Flade, durd) foelcdye der
Korper begrangt wird. Die Flade myn,ym bildet die Bafis
von einem Theile Dderjenigen Sdyicht, um deren Beftimmung
e8 fich handelt, und diefer Theil ift augenfdyeinlic) eine
Function von pm oder y. Wenn y um die unendlidy Fleine
Groge dy, in der Figur mp, gunimmt, fo wird Dder in
Rede ftehende Theil der Schicht, deffen WVafis ift myn,vm,
um einen unendlid) Fleinen Raumtheil der weiten Ordnung
wadfen, welder dag Redyted mvap jur Vafis hHat.  Aber
diefer Raumtheil ift offenbar zwifdhen jivei vechtwinligen
SPrismen enthalten, deven gemeinfdyaftliche BVafisd ift mvap,
und bon denen dad eine bdie fleinfie, und dad anbdeve die
grofte bon den pier Ordinaten jur Hiobe Dat, welde den
vier Punften m, v, n, p jugehvren. Und da Ddiefe Dbeiden
Hoben fid) von der Ordinate z dHed Punftes m nur um ein
unendlid) Kleined unterfdyeiden, fo muf man fie wie gleich
z anfehen, und folglidy das Product da.dy .z al8 den Aus=
drud desjenigen Jumwad)fed nehmen, welden der Theil der
Sdyidt, deffen BVafis mymyvm ift, exfihrt, fobald y um dy
grofer wird. Man wird alfo diefe Sdyicht felbft betrachten
wie die Summe einer unendlidy grofen Anzabhl von Diffes
rentialen bon der Form dz.dy.z, in denen dz ein gemein=
fdaftlicher conftanter Factor ift. Hievaus folgt, daf das
Sntegral da fzdy, jwifden denjenigen beiden Grangen ge=
nommen, welde den Puntten m, und m, entfprecdhen, d. b.
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von y =y, bi8 y=y,, cin Refultat geben ird, meldyes
von dem Wolumen der gefudhten Schidht nur wm ein un=
endlic) Kleined der gweiten Ordnung abweid)t, fo daf man
diefes leptere im Bergleich su dem Bolumen felbjt, meldhes
ein unendlid) Kleines dev evften Ordnung ift, vernadldfjigen
darf.  Wian wird alfo fepen

Y2
dv = dz zdy
Y

und wenn man diefen Werth in den obigen Ausdrud fitv
v fubftituirt, fo fommt

& Y2
V= d:cf zdy
Zo Y1

alg allgemeiner Yusdrud fitr den Theil ded gefudhten Vo=
[umen, weldyer swifdyen gwei Ebenen enthalten iff, die in
den Abftanden 2, und @ pom Anfang8puntte der ECoordi
naten pavallel gu der Cbene yz gelegt worden find. @ar—

aus endlidy ird
T Y2
dz
Zo U

alg Ausdruc fiir dag gange BVolumen.”)

*) Man fann ebenfo, wie in der Unmerbung, Seite 349, diefem Fn:
tegrale die allgemeinere Geftalt geben

23 Z, Y 2
f’“dzfy’ dyf‘dz oder [”f‘f‘dzdydz,
o Y1 %y VB YV Yy

wo im allgemeinen bdie Grdangen 2, und z, gwei Functionen von z
und y, und die Grangen y, und y, zwei Functionen von z find.
Der Ausdruc bedeutet in diefer Form ecine Summirung der unend-
lid) Fleinen Sdrperelemente dzdydz in einem dreifacdyen Sinne; jue
erft eine Summirung im Sinne bder z, wobei dz und dy ald con-
ftante “Gartorm unberiihrt bleiben; fodann eine Summirung der ge-

. 24
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372 XXIX, Abfdnitt.

Die gefundenen Formeln heifen doppelte beftimmte
Integrale, weil fid die JIntegration auf die beiden Ver=
anderlichen @ und y erftedt.  Jhr Werth ift tmmer durdy
die bigher gegebenen Wiethoden zu finden. Nadydem man
namlidy fiic z feinen Werth f(x, y) an die Stelle gefept
bat, nimmt man in Vegug auf y dad unbeftimmte Jntegral
[f(@,y)dy, indem man @ wie conflant anfieht. Diefes
Sntegral muf fodann giifden den Grangen y, und y, ge=
nommen foerden, und da diefe Grangen gegebene Functionen
von @ find, fo wird dag Refultat eine Junction von z

allein werden. E8 fei ®(2) diefe Function, {o hat man
! T

fdlieBlich nod) dad Integral f & (z)dz ju nehmen,

To
Man bemerft {ibrigens leicht, Daf in Dem LWerthe eines
doppelten beftimmten JIntegrald nidhts gedndert wird, wenn
man titfficdytlich Oev. beiden BVerdnderlichen die Ordnung
der Jntegrationen umfehrt. Man hat immer

Zg Y2 Yo Zy y
dx zdy = f dy zdz,
Zo Y Yo Zy

worin @; und x, dicjenigen beiden Werthe von @, ausge-
oritdt duvd) y, bedeuten, weldhe man aus der Gleidyung
dev Gurve MN zieht und mweldye vefp. denjenigen beiden
Zheilen diefer Curve angehiren, die dad Integral im Sinne
der @ begrdngen; mwogegen yo und y,, die beiden duferften
Werthe begeidynen, weldye der Ordinate y derfelben Curve ju=
fommen. €8 ift ndmlid) Flar, daf Der eine toie der andere
diefer Deiden Ausdriie den Werth ded gefudyten BVolumen

* wonuenen Glemente im Sinne der y, wobei dz unberithrt bleibt ;

und endli) eine Summirung der gulept gewonnenen Glemente im
Sinne der 7.
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darftellt.  Aber man darf nidht aud den Augen verlieven,
daf die Antvendung der in NRede fehenden Ausdriice im
allgemeinen vorausfept, daf Feiner von den Werthen der
Ordinate z innerhald der Gringen ded Integrald unendlid)
grof werde. Wadre diefes dagegen der Fal, fo daf gur
Auffindung ded IJntegrals die Vorfdyriften ded §. 306 in
Kraft treten mitften, fo witrde die Gitltigleit der vorftehen=
den: Gleidhung nidht mehr verbitvgt twerden Fonnen.

§. 336. Wenn die Oberflicdye ded Korpers auf Polar=
coordinaten bejogen fwerden foll, {o betradytet man die Lage
irgend eine8 Punfts m, Fig. 53, wie gegeben 1) durd) die
Linge » des Radiusdvector om, weldher vom Anfangspuntte
o der Goordinaten nach diefem Puntte hinfiihrt; 2) durd
den Winkel ¢, elchen die Projection om’ diefes Radius-
pector auf die Glbene 2y mit der Achfe der 2 einfdylieft;
und 3) durd) den Winfel ¢, tweldyen Dderfelbe Radiusvector
om mit diefer Projection bildet. Die Oberfliche des Kor=
perd felbft wird gegeben durd) eine Gleidyung von der Form

r=f(g, V).

m dad Problem der JInDaltsbeftimmung in der nothi=
gen Allgemeinbeit gu behandeln, fude man den Jnbalt
eines Kegeld, deflen Spige im Punfte o liegt und deffen
Wafis ein gegebener Theil der Oberflddye ded Kovpers bildet.
Der Mnrig diefer BVafis muf feftgeftellt werden, und diesd
Fann dadurd) gefchehen, daB man angibt, daf irgend belie=
bigen Werthen des Winfel8 ¢ ftetd ztoei Davon abhdngige
Werbe P, und P, ded Winkeld P gugehiven follen, bdie
fih vefp. auf swei Punfte diefe8 Umriffed Dbeziehen, von
denent dev eine in dem unteren Arme und der andere in
dem obeven Arme dedfelben entbalten ift.
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&8 fei nun m irgend ein Punkt
in dev Oberfldche ded Korperd; dem
die Geordinaten ¢, P und r guge=
hHoven.  Man nehme an, ¢ wadyfe
um dg, oder in der Figur wm den
Winkel m'op’ 5 und Y wadyje wn
d, obder tn der Figur um den
Winfel mov.  Dadurd) Fommt ein
pyramidalifher Raum ju Stande,
beﬁ'en Spige im Pol o liegt; und wenn man durd) den
Puntt m eine Ebene vedtrointlig auf den Radiusvector om
legt, fo Dildet Dag in diefer Gbene enthaltene Jechted mpny
die Grundflddye der genannten Phramide. Die Seite mp
diefes NMedhtets ift gleid) ibrer Projection m'p’ auf die
Cbene zy, und da om'=rcosP ift, fo Wwird mp=rcos P dq.
Die Seite mv desfelben Rechteds ift gleidh rdp.  Folglid)
wird dag BVolumen der in ede ftehenden Pyramide

1r.rcosY do.rd

ober
ydo.dd.r® cos ),
und ed ift flar, daf dasfelbe von dem Volumen, teldyes
gioifdien  den Seitenfldchen derfelben Phramide und der
Oberfladye ded Korpers enthalten ift, nur um ein unendlidy
Kleineg der dritten Ordnung abtveidyt.
Wenn man nun erftend dag Integral nimmt

Pa
—;—d(pf d .13 cos,
P :

fo erhdlt man dag BVolumen dev Korperfdyicht, weldye Fii=
fdyen gwei Gbenen enthalten ift, die durd) die Adfe der 2
geben und die Gbene @y in den Linien om’ und op’ fhnei=
den.
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Wenn man goeitend dad Integral nimmt

Y Py
%/ dcpf d.r3 cos P,
o Py

fo erhdlt man dag8 Wolumen bon demjenigen FTheile des
Korpers, welder wifchen 3wei Gbenen enthalten ift, die
durd) die Achfe dev z gehen und mit der Ebeune @z die
LWinkel @o und ¢ einfchliefen. Folglid)y wenn @o und @o
den Fleinften und den groften Werth ded Wintels ¢ begeid)=
nen, tweldye der Bafis ded gefuchten Kegeld angehirven, fo
wird dag gange Volumen desfelben davgeftellt werden durd)

P Py
-.;-f dcpf dy. 13 cos V.
o 1

Die Werthe Ddiefer doppelten Integrale werden augen=
fdheinlid) auf dicfelbe Weife gefunden, toelde am Sdyluffe
ped vorigen Paragraphen aud einander gefeht mworden ift.

§. 337. Liegt der Pol im Innern ded Korpers, und
will man den Werth von dem Volumen Dded gangen Kor=

perd auddriiden, fo Hat man — —g—uub; alg die Gring=

werthe ded8 Winfels P, {o wie 0 und 2x ald die Gring=
werthe ded Winfeld ¢ angufeben. Der Ausdrud fitv diefes
Bolumen wird alfo

»7“_
2 j

* < de L 4.8 cos U
. Wy

§. 338, Um eine Anmwendung diefer algemeinen Fov=
meln gu geben, fei dag Volumen ded Ellipjoidd zu bLeftim=
men, beﬁ'en Gleihung in BVezug auf feine Adyfen lﬁ

.T
A

http://rcin.org.pl



376 XXIX. Abfdnitt.

wo a, b, ¢ die drei Halbadhfen des Elipfoids bedeuten,
weldye -vefp. mit den Acdyfen der @, y, z sufammenfallen.
Die Sdnittlinie der Oberfliiche ded Kovpers Odurcy die
Ebene ay bhat jur Gleidung
%}—F%:;:l, oder y=bV1——

und diefer Werth) begringt den Korper im Sinne der .
Die Griingen ded Kivperd im Sinne der 2 bilden die A=
foiffen z=—a und z=a. Aljo wird das BVolumen der
wilfte des8 ELipfoids, telde oberhalb der Ebene xy liegt,
aunggedriit durd) das boppe(te Jntegral

f dz [b 1-—dy c‘/i = b"
~b1/1—

wofitt man fchreiben Fann

b2 (a2 —. az—:ﬂ)

b2a2—7?)
b iy
bl(a‘—x‘)

Nun Hat man erjtens

/‘ Vﬁ@sz;
2 '/b‘(a’-—rl)
a?

weil die [linfe Seite diefer Gleichung augenfdyeinlidy die
Jlade cinr@ Halbbreifes darftellt, Oeffen Halbmeffer ift

b‘ (a2 —a?) -, 3 4
e Sodann bleibt nod)y dad Integral su nehmen

b2(a —-I”) A "tbz(al—a‘)
dy. V Y=3 — ;

s
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a a
¢ w b%(a2 - 2?2 wthe ’
—3/ dow .5 ( % ), oder 5 ,/ dz . (a*—2?),
—a —a

deffen Werth 1ﬁ— abe.  Mithin toird %j-r abe dag BVolumen

deg gangen Ellipfoids.
§.339. Die vorftehende Formel gibt, in Uebereinftim=

. ; % + 4
mung mit den befannten geometrifchen Sden, ; a3 fiiv dad

Bolumen einer Kugel, deven Halbmeffer a ift. Diefes o=
fultat fann man aber aud) auf einfadye Weife durd) die
Formel de8 §. 337 finden. Denn da tie Gleidyung der
Oberfliche der Kugel filr Polarcoordinaten die einfache Ge=
ftalt bat r=ga, fo tird der Ausdrud fitr dag BVolumen

W 2 2
-‘—f dg dy . cos .
3 T

0 o —— 5 “

Aber man hat erjtens

k19
2

Jdb.coshp=C-sinp, mworaus f d . cosp =23

2

208 [0 0 i am
i o b B ey

7. SQnbalt der Flacden von beliebiger Geftalt.
§. 340. Tie allgemeine BVevedynung ded Inhalts einer
Fladye, deren Gleidhung in Vegug auf redytwintlige Coor=
dinaten fei

und fodann

Hi= f(m y),
bangt von a[mlld ent Wetradytungen ab wie im §. 335, Jede
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Aufgabe diefer Art, weldye vorgelegt werden Fann, Tdft fid
auf die Weftimmung ded Werthd von einem foldyen Iheile
einer Fladpe suritfithren, welder durd) einen Umrif be=
gringt toird, deffen Projection auf die Ebene xy durd) die
Gurve MN, Fig. 52, gegeben ift. Mit Weibehaltung der

Big. 52, Vegeihnungen ded §. 335 fei v dev
Werth des in Rede ftehenden Fli-=

¥ dyentheild, {o daf » eine Deftimmte
ma n, Sunction  der AbLjcifle. op vder @

MR )y darftellt. Dasd Intervall pg fei da,
(M und dev Theil der gefuchten Jlidye,
> ol elder in mynnem, auf die Ebene

2y projicict erjcheint, fei do. Man
bat fodann al8 Ausdrud fiir v

X
§== dv,
[t ],‘o

und alg Ausdruc fitr die gange gefudhte Fladye, twelche in
MmyNm,y projicivt ift,

ﬁ‘z‘(ll

dv.

To
Ader die in mymmym, projicivte Flicdhe ift die Summe ciner
unendlidy grofen Anzabl von Glementen, von denen eined
feine Projection in mvap hat, einem Redyted, deflen Seiten
find mv=de und mp=dy. FNun exhilt man den Aua-
druct fitr dag in Jede ftehende Element der Flidye, wenn
man bemerft, daf die gegebene Flidye innerhalb der Aus-
dehnung diefed Clements Faun ald sufammenfallend ange=
feben merden mit der bevithrenden Ebene in demjenigen
Puntte der Flade, deflen Projection m ift.  Fernev ift der
SJnbalt einer beliebigen in einer Gbene enthaltenen Figur
jedergeit qleidy dev Projection diefer Figur auf eine gweite
(bene, dividirt durd) den Cofinug des Neigungswinkeld beider
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Gbenen. Folglih wenu man aud §. 217 den Ausdrud fiiv
den Gofinus des Winfeld nimmt, den die bevithrende Cbene
der gegebenen Blicdhe mit ber Gbene @y einfd)lieft, ndamlid

()+(>+1

fo erhdlt man augenjdheinlidy fitr da8 Element der Fldde,
weldyes in dem Nechtec myvaye projicict erfdeint, Sen Augdrud

() (5 1

Darausd folgt, mit. BVernadldffigung einer unendlid)
Eleinen Grife der 5meiten Drbmmg,

e[+

wo g, und y, die Ordinaten pm, und pm, Ledeuten, eldye
al8 Functionen von z gegeben find. Mithin wird der
Ausdrud fitr denjenigen Theil der gefudyten Jladye, defjen
Projection Mm,m, ift,

= oo n VG

und endlich fitv die gange Jliche

SR e e

Man Fann bemerfen, daf wenn man in diefem Ausdrud

d d g
Ez=0 und d—;=0 fett, man toieder gu dem Ausdrude des

§. 317 fitr den JnDalt einer ebenen Jlddye, deven Umrif durdy
eine Gleichung jwifchen @ und y gegeben ift, juritdyelangt.

§. 341. A3 Anwendung der vorftehenden allyemeinen
Formel mige der JInhalt einer Kugelfldde gefucht werden,
deren Gleidhyung ift
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@yt zr=a?, odet z=)a?—a? —y?,
wenn man den Anfang@punkt dev Coordinaten in den Mit=
telpunft legt, und unter @ den Halbmeffer dev Kugel ver=
ftebt. Diefe Gleihung gibt

oL T dz Y

dg 0% Va—ai—yp' oy K Var—az2—y?
und die Wegrdangung der Fliadye im Sinne der y twird durd)
die Gleidyung gegeben

rfyr=a?, obder y=Va?—z?,

weldye dem Turd)fdynitte Ddiefer Fladye mit der Ebene ay
angebdet.  Mran erhdlt alfo fiiv den JInbalt der bHalben
Kugelfladye, weldye oberhalb der Ebene xy liegt,

V-az._. r? M Eha." 1 3%
Bty p =
f f Vaor—z2 i’ V i gh 0

oder
a Var—z2 d
af dx e ./ ]
—a —Va—z2 Va2

Aber 8 ift

dy SR
fVaﬂ——zz—-—yl = C + arcsin i
folglih mit NRickficht auf die angegeigten Gringen

Va2 —2? dy Xk
W Ve S eih |

¢8 bleibt alfo {dlieplid) nod) tag Jntegral ju nehmen

. a
an dz,
ypa(

deffen Wertlh ift a2, Folglid) ift 4a®w der JInbhalt der
qangen Kugelfladye.

>
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Jufise.
I. Der Reft der Taplor’{den und der Maclaurin’fhen Reibe.

Caudyyy hat den Jeft der Taylor’{den fo wie der Mac=
Taurin’fdyen Jteibe unter einer neuen Form dargeftellt, weldye
man auf folgende LWeife erhalten Eann.

Man begeichne mit ¢ (z) die Grife

w i _S1A% =1
F@) £ F @) = T f @ =i T @,
welde filv z=a verfhwindet. Diffeventiivt man in Begug
auf z und [apt diejenigen Glieder hintweg, weldye fid) ge=
genfeitig aufheben, fo Fommt
’ (z—z)"~* n,
¢ (z)=—‘T2....(n‘—l) ™ (o).

Aber da z=2 -+ (z — @) ift, {o erhdlt man durd)
Anmwendung der Taplor’jhen Reibe, indem man diefelbe
auf ztoei Glieder befdyrintt,

¢ (=9 @)+ (z—2) ¢'[2+0,(z —2)],
wo 6, eine wifdhen O und 1 enthaltene Jabhl bedeutet.
Wegen ¢ (2)=0 veducirt fid) diefe Gleidung auf
¢ (R)=(s—2) ¢'[¢+6, (z —2)],
und wenn man fitv die Junction ¢ ihren obigen TWerth

febt,
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382 Bufige.

( ) n
0(®) ="t 5o [ [2+ 6, (z—2)]
oder audy, indem man fiir 0, {dyveibt 1 — 8, o daf 0 gleid)=
faltg eine gwifdren O und 1 enthaltene Bahl bedeutet,

0@ =T 0t 0 @ —a)

Sept man fitr @ (z) feinen Werth, fo hat man
@) =&+ T @+ Tt @+

+(x e z) l)f-(»—i)( )_}_(:;g____g:f_) f™ [z [z + 8 (z—=z)].

Dies 1ft die Taplor’{de NReibe mit ihrem Refte.
Sept man hievin 2=0, fo hat man

f(x)=f(0)+T”f'(O)-l—f—;f'(0)+..~+1%/‘"“’(0)

e e,
Died ift die Maclaurin’ frbe ﬂtu[)e mit ihrem NRefte.
Die hier gegebene Form fitr den Rejt der Taplor’{dhen
Jeihe Fann audy dagu gebraudht werden, die in den §§. 99
und 101 nur unvoliftindig gegebenen WVetveife ju ergdngen.

II. Briidye, welde unter die Form % fallen.

Wenn ein Brud)
/(@)
F(z)
fitr einen Defonderen Werth e von @ die Form & annimmt,
 fo fann man nad) §. 94 2. den wahren Werth A4 diefesd
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Bruched finden, wenn man fiiv denfelben den Quuotienten
der derivirten Functionen von Jdhler und Nenner, d. .
den Brud)

[ (@)

F'(z)
an die Stelle fept, und in diefem Vrudye = @ werden

[aft. Diefe NRegel bleibt aber aucd) in dem Falle anwend=
bar, o der gegebene Vrud) fitr den Werth) » = a unter

der Form % erfdyeint.
Tim die8 ju beweifen, febe man

1
f(z) _ Fa)
T R
£ ()

wo, in Folge der Vorausfepung, der BVrud) auf der redyten

Seite der Gleidung filr #=a bdie Form & erhilt. Sein

wabrer Werth 4 wird alfo gefunden, twenn man bon

3abler und Nenner diefed BVrud)8 die derivirte Function
nimmt, wodurd) derfelbe fid) verwandelt in

F (z)

F(z)?

@

f(2)?

und Dievin 2=a werden [ift. Dian erhdlt fodann

: _()f)_’
O, L in 7@ Fap

_F@ =
e @ 4?  foorau8 A4 7y
8 fei 3 B. der Werth des Ausdrucs

" log
filt =0 gu beftimmen, = al8 pofitib voraudgefept. Nan
fann diefen Ausdrud mwie den Quotienten von log z durd)

1 i g L i
o | anfeben, mwelde fiilv z =0 die %’fonn% annimmt. Die
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Differentiation von Sdbler und Nenner liefert dagegen den
neuen Brud)
zﬂ
In n
welcher filt 2=0 den Werth 0 gibt.
E8 fei ferner der Werth von

’

fit @ =00 3u beftimmen, n gleid)fall8 al8 pofitiv borausd=
gefebt. Die unmittelbare Subftitution [iefert die Jorm %—O)

Die Diffeventiation von Jahler und Nenner gibt aber den
Brud)
1
“na !

woraus fitt # =00 der Werth 0 hervorgeht.
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L. Gin paar geometrifdhe Darftellungen nnnh)tifd)er'@&ge.

1. Wenn [ (2) eine Function von @ begeidhnet, reldye
nebft ibrer ecften devivivten Junction f'(2) innerhalb der
Gringen @ und -k continuirlidy bleibt, fo findet nad

§. 85 die Wesiehung fatt

f(@+h) = f(z) +hf' (2 6h),

wo 0 irgend einen gewiffen swifchen O und 1 enthaltenen

Brud) bedeutet. Diefe Gleidyung,

weldye die Taylor’{dye

Jteibe mit ihrem NRefte darftellt, fobald man diefe Jteile
mit ihrem erften” Gliede abbrechen will, Fann auf folgende

Weife geometrifd) abgeleitet werden.

y

o iy v Q 5"

Navier, Diff.- und Integrale. I Vand.

€8 fei f(x)= PN bdic
Ordinate einer Curve,
deren Abfciffe = durdh
OP bdargeftellt mwird.
Man nehme auf der
Abfciffenadyfe cinen Ab=
nitt PO =nh, fo daf
00 =a-h wird ; alg=
dann hat man fiir die
Ordinate QN den Aus=
orue fle—t-h), undman

erbalt aus der Figur
25
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386 Anmerfungen.
[ (@+-h)=f(x)+-RN,

oder enn man die Sehne MN 3ieht

[(x +h)=[f(z)+ htang NMR.
QPun muf, toegen der vovausgefebten Continuitdt dev
Functionen f(2z) und f'(2), auf dem BVogen MN 3wifdyen
den Punften M und N nothwendiy fid) ein Punft S der
Gurve angeben Taffen, deffen Tangente ST pavallel der
Sehne MN ift und folglidh mit der Abjciffenadyfe einen
Winkel TSU = NMR cinfdlieft. Die ADLfciffe OV dicfed
Punttes S ift ein Jwifdenterth zivifden @ und b,
weldyen man mit @ - 04 DLegeidhnen fanny die Ordinate
VS desfelben ift alfo gleidy f(@~6hk), und die trigonome=
trifde Tangente des8 Winfeld TSU, telchen die Tangente
ST mit der Abfciffenadfe einfd)liept, Dat mithin nacy den
eiften Entioidelungen der Differentialvedynung den Werth
f' (@-+06h). Man hat alfo
tang NMR = tang TSU = ' (x -} 6h)

und davaus endlic

f(z+h) = f(z) + h ' (z+6h).
Diefe Adbleitung Dat der im Jalhre 1843 verftorbene
Major G. W. NMiiller in feinen BVorlefungen an  der
Militaiv=2Academic ju Hannover gegeben.

2. Die fogenannte Integration durdy Iheile
beruhet auf der Gleichung §. 260

Sudv=uw — [vdu,

in telder « und o wei Junctionen der unabbingigen
LBerdanderlidien @ begeihnen. Diefe Gleidyung Fann geo=
metrifd) abgeleitet werden ivie folgt,

Mian denfe fid) in einer Ebene jwei auf einander
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vedhtoinflige Achfen, auf welden

o vou ihrem Durcdfdhnittdpunfte 0
aud bdie Werthe von » und » ab=

/ getragen toerden. Die gufammens=

R X gebirigen LWerthe von » und v,

weldye einerlei Werthe der unab=

: Diangigen Werdnderlichen « ent=

fpredien, 3. B. die Werthe w = OR

g . und o=0P, legen die Punfte Q

T P einer Gurve MQ feft, deren Goor=

dinaten diefe Werthe {elbft {ind.

Sudt man die Flade der Curve MO in Vejug auf

die Adyfe der o ald Abfeiffenadbfe, fo Dat man davunter
ten Raum OPOM ju verfteben, und man findet

OPQM = [ u dv,

o dag Jntegral fo genommen werden muf, daf ed fiiv
v=0 verfdyiwindet und 0i8 »=0OP fic) erftvect.

Aber diefe namliche Flache OPOM ift audy gleid) der
Differeny OPOR — MQR, und bhievin Fann MOR angefehen
werden wie die Fldade der ndmlichen Curve MO in Vejug
auf die Achie der w ald Abjciffenachfe, fo da man hat

MOR = [v du,
wo dad Jntegral zwifdhen denfelben Gringen genommen
werden muf wie vorhin, alfo von uw=0OM bi8 u=O0R.

Nun fann dag NRedyted OPOR -audgedriteft merden
durd) da8 Product aud den Coordinaten OP =» und
OR=u de8 Punfted O der Curve. Alfo geht endlid) die
Gleidyung

T

OPQM = OPQR — M(R
in die folgende mit ibv identifche Gleihung iiber

Sudo=uw — [v du.
2o
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Diefe Ableitung ift von Leibniy gegeben, in der im
Sahre 1846 ju Hannover jum evften Male gedrudten
Sdyrift : Historia et origo calculi differentialis.

1. Die Reihe von Lagrange.

1. Die JNeihen von FTaplor und Maclaurin, welde
die Entwidelung einer gegebenen Function nad) freigenden
Potengen der unabhingigen BVerdnderlidyen liefern, Fonnen
nur unter dev BVoraudfepung gebraucht mwerden, daf dicfe
Junction al8 eine entioidelte Function der unabhingigen
Wervinderlichen gegeben fei. Wenn Ddagegen eine Junction
in unentwidelter Geftalt gegeben vorliegt, d. b. wenn blof
eine Gleichung gegeben iff, mweldye die Veziehung zivifdyen
der unabhdngigen und der abhangigen BVerdnderlidyen feft=
frellt, fo fonnen auf diefe nicht unmittelbar diejenigen Ope-
rationen angemwandt werden, twelde der Gebraud) dev
Jteiben von Faplor und Maclaurin fordert. Ein Fal
diefer Art von febr vielfadjer Anwendung wird durd) die
Gleidyung davgeftellt

y=z+afQ@)
in weldyer y al8 unentwidelte Junction der unabhangigen
Berdnderlichen & und z erfbeint.  Lagrange hat gejeigt,
tie man in diefem Falle den Werth von y nad) feigenden
Potengen der unabbingigen Bevdnderliden 2 entwideln
Eonue, obne daf e8 ndthig wird, die gegebene Gleidyung
subor filr y aufiuldfen.
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Man  begeichne mit 3, y*, ¢, w. die fucceffiven
Differentialverhiltniffe der Function y in Begug auf die
unabbhingige BVevdanderlidye z genommen, und mit yo, ¥o',
Yo , Yo, 2. Oiejenigen Werthe , mwelche die Function y
und ihre Differentialverhiltniffe »', ¥, ¥'”, w. annehmen,
wenn man davin @ = 0 fept. ABdann faun man nad
pem Lehriape von Maclaurin die Reibe aufitellen

2 3

y=v+o9 + 5 0 Fag w0 o
in weldyer die Coefficienten o, yo', Yo, Yo, 2. Mot Fu
Deffimmen find. ®Da nun nady der BVoraudfepung dic ge=
gebene Gleichung nidht aufgeldft ift, fo ift e8 unmoglic),
diefe Gocfficienten divect ju berechnen. Um fie yu Deftimmen,
nehme man dedhalb die Gleidhung y = a4 2 f(y) wicder
auf, und diffeentiive fie fotwol in Vesug auf 2 ald aud)
in VWejug auf z. Man erbdlt dadurd

P =f+= W), E=1t2 W,

und wenn man @ aud diefen Leiden Gleidhungen eliminivt

v =2 1. (1)

Ferner hat man allgemein *)

.
d I»Ezf(!l) 1 a2y

k L evel. v
dr =dzdz’f(y) +n'd%'y/("/) ')
_ 4y
& dz

und mit Ridfidt auf die Gleihung (1.)
dy 7« d :
| Zrar] o] 2 rort |
d 1 - - = (2~)
4 dz

Wenn man jebt die Gleidhung (1.) wicderholt in Ve=

") Bur Abkirgung ift hier [£ ()" nur durd) [(y)" beseichmet worden,
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sug auf 2 diffeventiivt und dabei beftindig von der Gleidy=
dung (2.) Gebraud) madyt, fo folgt

dy [RY/
o il d[dzf(J) i q ”dzf(y)l]
o 4% Riiily dz
dy [ ay
2 ax
il 8 dz/()J i ,dzf‘y)“_]
A A dx dz i dz?
3 ot
,"’=d F f(/
dz‘

ST
y® = fas = /(y)l].
dzn—l

Und Dhievaus endlid) die Werthe der Gvefficienten y,,
Yo Yo', ¥, 2. dev vbigen Reibe abjuleiten, hat man
nur nod) ndthig in diefen verfhiedenen Gleichungen #=0
gu feben.  Man bemerfe dabei: 1) daf fiv =0, y==2
witd, und 2) daf man, ftatt von einer Function von z
und z dad Tiffeventialverhaltnif in Vegug auf z ju nehmen
und davauf dem 2 einen bejondeven Werth ju geben, man
suerft dem @ diefen Werth geben und fodann Cifferentiiven
fann.,  E8 toird aljo

W =%

Yo =[f(z)
v 1@
bapr., 9 R
1 42[/‘“)3'
Rns diep oy |
)__ s I/

* (lz"—‘
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und mithin fdylieBlich

y=z+to.fo 45 W 2 TR

~ 2. Man Fann die vorige Anfgabe nod) unter ciner :
allgemeineven Geftalt behandeln, indem man die Forderung
ftellt, taff aus dev gegebenen Gleidyung
y=zs+2fy
weldye y al8 unenttvicelte Function von @ und z darftellt,
nidit der Werth von y, fondern bon irgend einer Function
von y, toeldye mit F(y) bejeidynet twerden mag, nady ftei=

genden Potengen der unabhingigen BVevinderlichen = ent=
wictelt twerden {oll.

Man begeidne mit F', F”, F', . die fucceffiven
Diffeventialverhdltniffe dev Junction F(y) in Vegug auf
die unabhiangige BVevdnderlidhe @ genommen, und mit ¥,
Fy, F,’, Fy", . biejenigen Werthe, mweldye die Sunction
F (y) und ihre Diffeventialverhdltnifie F', F”, F", .
annehmen, twenn man davin =0 fept, Nad) dem Lehr=
fage von Maclaurin Hat man fodann

- ’ 2 rr 3 "
F(y)=F, + z.F, +%.F0 —}—%.F,, !

und in diefer Reihe Handelt e8 fid) nun um die Beftimmung
per Coefficienten Fo, Fy', F,”, F,'"', 2«

Multiplicivt man die Gleidyung (1.) mitd—pdfll)obcr F(y),
fo erhdlt man ‘

Fi¢y) .y =F w) f(v/)

oder
F =" 1) (3.
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Ferner Hat man allgemein

0 J hohy

dz‘dzf(?/) +” i t//“/)” 1/ (J)

:,ng @)+ nF. "’f(y)"" /')

__dIF fy"
o B dz

und mit Ridfidt auf die Gleidung (3.)

d[dld%;f(y)"] o, WS ) ik s

LWenn man jept die Gleidyung (3.) wiederholt in Ve=
sug auf @ tifferentiivt und dabei beftindig die Gleidyung
(4.) beachtet, fo folgt

dF|(
dr !/)/(yj
F %% dz
dF &
) vy ool ’-%f(y)’
g T 1 dz? i3
dE(y) g
- [dz f(y)"J
F(”)=—_’1‘"

a=

* Gept man endlid) in diefen verfd)iedenen Gleidyungen
z =0, wodurd) y =z wird, fo erhilt man
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Fg 1= F(z)
F, =F (2).f(z)
Aorf U

dz
e @F(R) [z
e
= a ll'"(z)l/( ="
dz"—
und mithin fdylieglidy
d[F'(
Fly)=FE)+o.F (2).f(z)+ 5 AL
# @[F(z).flz)%)
+ s | i + ...

Aug Ddiefer feibe Fann die vovige twieder Dergeleitet
werden, wenn man F(y)=y und folglid) F'(y)==1 fepst.

3. Das Theovem von Lagrange, mwelded in Ddiefer
lepten Jteibe entbalten ift, Taft nod) eine Criveiterung zu,
welche Laplace angegeben hat.  Wenn namlid) die Glei=
dung, weldye den Jufammenbang jwifden y und = aus=
oritdt, dic Geftalt befitst

= ¢ [z 1+ 2 fly)]

fo fann man aud) nod) in diefem allgemeineren Falle cine
Deliebige Function von y, weldye mit F(y) begeichnet werden
mag, in eine Reibe entivideln, welde nady fteigenden Po-
tengen dev unabhiangigen Berdnderlidyen o geordnet iff.
Aenn verfolgt man genau den oben begeidyneten Weg,
i
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fo wird man gunddft finden, daf die Gleichungen (1.)
und (3.) hier nod) ungedndert fortbeftehen. Folglid) gelten
aud) nod) alle diejenigen Gleidyungen, telde oben durd
Differentiation aus der Gleihung (3.) gesogen mworden
find. et man fodann aber =0, {o wird y = ¢ (2),
und Dbegeidhynet man nun gur AbFiirsung die Functionen
Flg(z)] und f[¢ (z)] tefp. mit Fy(z) und fi(z), fo erbilt
man fiiv die Goefficienten der gefudyten Heibe folgende
Werthe
Fy =F,(z)

Fy = F/(z).fi(z)
FO” it d [Fl'(zd);fx(z)’l
La UNOR QK]

F n s
9 dz?

F — TR R )"
dz™
Mithin wird die gefudhte NReibe felbift
z? d[F1 z).[1(z)?

F() =F\(z) + 2. F.(>+ -
b Sy
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1. Angendfherte Bevedynung dber Werthe beftimmter Integrale.

Wenn gleid) die Methode eben fo praftifd) wie elegant
ift, weldye der BVerfaffer diefed Lehrbud)s, im jioeiten Vande
§§. 560 und 561, ur angendberten Vevedynung der Werthe
beftimmter Jntegrale mittheilt, Jo wird e dod) jwedmipig
fein, dag aud) eine Viethode hiev eine Stelle finde, teldye
auf einfacjeven Borausfepungen beruht, indem zu ihrer
Cntwicdelung nur die Kenntnif des Taplor’{den Lebr=
fabes gefordert twird.

€8 Dbegeichne f(2) eine gegebene Function von ,
welde bon z=a bi8 @ =10 Feine Unterbredjung der
Continuitit erleidet, und man fordere die Werthbeftimmung

ded Jntegrals
b
f f (z) da.
a

et man fitr den Augenblic
J (@) do = F (),

fo toird :
/; f(#)dz = F(b) — F(a).

Jerlegt man ferner da8 IJntervall b—a in » gleidye

Theile, und fept

b—a

= =3,

n

fo Fann man die Differeny F (b)) — F(a) al8 die Summe
der n Differengen F(a —+-8) — F(a), F(a-+25) — F(a--9),
F(a-+38) —F(a-25), 2. darjtellen, und wenn man jede
diefer Differengen nady der Faplor’fchen Jeihe entividelt,

jo erhdlt man
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Fatd) —F@) =3f@)  +3/ @ +auf'@ A+
P(a-428) — F(a+3) =5 flat8) +-2f (a4) +qf”(a4D) ...
F(a+35) — F(a+28) == fla-+20) 5 [ (a+-20) -+ [ " (a-+-25)F ...

|

F(b)— F(an—1.8)=8fla+n —1.8)+ 5 f(atn—1.8) 4.
folglidy durdy Addition diefer Gleichungen

b
f f(z) do =

3| M) +31 re +ol @
48 +f'(a+3) | @ td)
+at2) . | 442D " (a+-2)
ERBESTE) B FVIRTSE B RTINS

Diefe Ausdrud bildet die Grundlage fitr eine Jeibe
von Ndherungsformeln, weldye fich davaus ergeben wie folgt,

1. Mian nehme an, die Function f (@) fei von der
Befdyaffenheit, daf innerhalb jeded der duvc) & bejeichneten
Sntervalle die Werthe von f(@) nahe al8 conftant gelten
ditrfen, alfo f'(#)=0 3u fepen fei. A3dann veducivt fid
der vorige Ausdruc einfacd) auf

,, : ,,

[, ravae=s| o ;

Ja Hflat)
Fflat2)

| fata1.5).
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weldyer Ausdrud sur angendberten Vevedynung eined be=
fiimmten Jntegrald {don im §. 304 aus andeven Grund=
lagen entwidelt orden ift. Ju wirklihen Rechnungen
ird diefe Mahevungdformel Faum ju gebraudyen fein, weil
die Anniherung, welche fie gibt, viel gu gering ift, wenn
man nicht fitr » einen fehr grofen Werth annehmen till.

Man  Eann fid) von dem Grade der Anndiberung,
welchen Ddiefe Fovmel liefert, febr leid)t auf geometrifdhyem
Wege cine Vorftellung verfchaffen. Denft man fid) ndm=
lih @ fvie die AL{eiffe und f(x) wie die Ordinate einev
ebenen Gurbe, fo Dedeutet dad Jntegral

b
f f(z) dz

den Flachenvaum diefer Curve, welder gwifden den beiden
Ordinaten f(a@) und f(b) enthalten ift. Durd) die vor=
ftehende Formel wird aber fiir diefen Flddenraum eine
Summe von Rechteden an die Stelle gefest, deven Grund=
linien die auf einander folgenden Ordinaten f(a), fla+3),
f(a+23), ....f(a+n—1.8) find und welthe fammtlic)
bie Grofe & sur Hihe Haben. Diefe Summe von Redt-
eden ift augenfdeinlich) Fleiner al8 der gefudyte Fldden=
raum, wenn die Curve innerhald ded gegebenen JIntervalles
von =@ bi§ & = b nur fteigt; dagegen grofer, wenn
die Curve innerhalb diefes Jntervalled nuv fillt.

2. Man nehme an, die Junction f(x) fei von der
Befdaffenbeit, daf inmerhalbd jedes der durd) 8 beseichneten
Sutervalle die Werthe von f'(2) nabe conftant bleiben,
alfo f"(@) =0 gefebt werden ditefe. AMBdann wird der
obige Ausgdruct
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398
b 3
f f@)da=s| [ +3] @
gt Hflat-5) +1'(a+3)
“+fla+25) +f'(a425)
Hatn—15) | | @tn—1s)
Diefe Formel Fann nod) erheblid) vereinfad)t mwerden,
indem e8 miglid) ift die Werthe der Junction f’(2) aus
ihr wegzufchaffen. Man hat ndmlidh nad) dem Faplor’=
fdyen Lehriage, und mit Ritdfid)t auf die gemadyte BVoraus=
fepung, daB f'(2) = 0 ift,
fla+3) —f(a) =3f'(a)
fla+20)—fia+-8) =5f"(a+3)
fla+38)— fla+-28)=3f"(a—+-29)

f(b) —fla+n—1.8)=3f "(a+n—1.5)
folglidy wenn man diefe Gleidhungen mitg multiplicict und
abdirt

8y e,

70 —flOl=3] f(a) )

+f"(a+9)

+1'(a+23)

|+ (a+n—1.3) |
Die Subftitution diefes Werthes gibt

b
f f@yde=s| fia + 5 (D)~ fla)]
B ~+fla+3)
) +fla+-3)

Hflati-1.5)]

http://rcin.org.pl



Anmerfungen. 399

oder einfacher

b
f foydo=s| fa)

“ +fla+)
Hflat25)

“Hfla+n—1.3)
ERYOS

al8 die gefuchte Maherungsdformel, weldye {hon eine ftirfere
Anndherung gibt alg die vorhergehende.

Geometrifd) ausdgedritft wird vermige diefer Formel
der Bogen der gegebenen Curve in jedem der durd) & be-
geichneten Intervalle durd) eine gerabe Linie erfept, toeldye
mit diefem Vogen einerlei Endpuntte Hat. Ober mit an=
deren Worten, filr den gefuchten Flachenvaum mwird eine
Summe bon Trapesen an die Stelle gefept, deven parallele
Grundlinien die auf einander folgenden Ordinaten f(a) und
f(@a+3), f(a+43) und f(a4-23), .... f(a+n—1.3)
und f(b) find und mwelde fammtlidy die Grofe d jur Hobe
baben. Diefe Summe von Jrapegen ift Fleiner ald bder
gefuchte Fldadyenvaum, fwenn die Curve ihre concave Seite
nad) unten toendet; dagegen grofer, wenn die Curve ihre
convere Seite nad)y unten twendet.

3. Die gegebene Junction fl@) fei von der Vefdyaffen=
Deit, daf innerhalb der durd) & begeidyneten Jntervalle erft
die Werthe von £ () nabe alg conftant angefehen werden
diirfen, alfo f'(2) =0 su fepen fei. Jn diefem Falle
bat man
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b
/a flz) dz =
i i oy ks ¥ LB
d /'(a) 45 | E-fwm) b 5]yt ()

“+/(a+-5) +f'(a+35) " (a+D)
+fla+25) ' (a+2) +/"(a425)
Y fa+a—1.3) (et n=1s) R

Diefer Ausdrud Fann wicder vereinfacht werden, indem
e8 miglid) ift die Wertbe der Function /" (2) darausd fort=
sufdaffen. Nady dem Taplor’jdhen Lehrfape und mit Riid=
fiht auf die BVorausfepung () = 0 hHat man nimlid)

flab-d) —flay ~ =d['a)  Hf"(@)
f(a~+28) — fia+8) =8['(a=+5) +5f"(a+d)
fla+-38) — fla4-2)=5["(a+-25)+ o "(a~20)

1) — Rat-n—1.8)=5("(atn - 1.5)+ 5 [ (@ +n—13)
und ebenfo

[(a+3d) —['(a) =0/"(a)

['(a+20)—f'(a+3) =38f"(a+3)

f'(a+38) —["(a+28)=8f"(a+-25)

f'b)—f'(a+n—1.5)=>f"(a+n—1.9)
fMind} wenn man die erfte diefer beiden Gruppen mit —2—

2
und die ztoeite mit — fz multiplicivt und davauf addirt

BIBLIOTEKA
a. BZAJEWICZA
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> () —f@)) — 35 [ &) —f @] =

7| @ +5] @
+ (a4-9) " (a4)
' (a429) +(a+20)

+f'(a+n—1.5) +f(a-+n—1.5)
Die Subftitution diefes Werthed in den vorigen Aus-

drud gibt
b
f fle) dz=
a

] O + 5 [0 —f@)] =5 1f B)—F @)
+fia4-5)
+flat-2)

| 4fla+n—T.5)]
oder einfacher

b 3 5 2
fa flz)dz=38] 1f(a) — 2l O—F (@]
+fa+-3)
+f(a+-25) '

+fla4n—1.9)
L+ 3£()
alg die gejudyte Nabherungsformel.

Die Anndberung, welde diefe Formel liefert, ift fhon
eine fehr exheblicdhe, obne daf e8 ndthig wird fiir n einen
febr grofen Werth su fepen, und fiir viele Falle der
Prarid vollfommen ausreidhend.

Was die geometrifhe BVedeutung diefer Niherungs-
Navier, Diff.= und Jutegralr. 1. Baud. 26
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formel betrifft, fo wird man leidyt exfennen, daf in Ddiefer
Bormel der Bogen der gegebenen Curbe in jedem der durd)
3 begeichneten Jntervalle durch den Bogen einer Parabel
erfept foird, toeldyer mit ihm einevlei Anfang8punft und
Gndpunft, und gugleih im Anfang8puntte einerlei Tan=
gente befibt. Der gefuchte Jldchenraum wird mithin Hier
purd) eine Summe von Fladenitreifen davgeftellt, elde
aud verfdyiedenen Parvabeln durch parallele Linien hevausdz
gejdnitten toerden, bdie vefp. den Ad)fen diefer Parabeln
parvallel find und unter fid) um dic Grofe & von einander
abjtehen.

4. ©8 cerhellet leicdht, wie man in diefer Weife fort=
fahren Fann Ndherungsformeln zu enttviceln, mweldhe eine
immer {tdrfere Anndherung geben. Da der Gang diefer
Gutmidelungen Dhinveichend aud dem Borigen fid) ergiebt,
fo wird e8 geniigen, Oaf fiiv die nddyjten Falle nur
nod) die NRefultate Hergefept twerden.

Man nehme f(x) al8 conftant oder fI¥(z)=0 an,
fo erhdlt man genau ieder die vorige Formel, woraus
Dervorgeht, daf die Genauigbeit diefer Formel fidy nodh
einen Sdyritt weiter erftredt als die vorige Entridelung
vorausfefste.

Man nehme fI¥(z) als conftant oder f¥(z)==0 an,
jo erbdlt die vborvige Ndberungsformel nod) das Crgin-
sung8glied

+ 535 () — F(a),

weldyed, su diefer Jormel addirt, die Unndherung wicder
einen Sdyritt weiter fithrt.

Man nehme f¥(x) ald conftant oder fH(z) =0 an,
{@ findet man toieder genau bdie lepte Formel, deren Ge=
nauigfeit fid) mithin ticder einen Sdyritt reiter erfivect
ald ihre Entwidelung vorausfeste. Und fo fort.
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Algemein tird

b i 3
/ flz) de=3} 3f(a) ——«—[f ®)—f (@)}
o ~+f(a+-5)
+f(a+-25)
“+flatn—1.5)
-+ 31(b) %
g5l O @l sy sl O~ @H-
502,34 122.3.4.5.6
wo die Coefficienten 3, 5%, &%, 0. nidhtd anderes find als
die fogenannten BWernouli’fhen Jahlen (f. §. 535).
Geometrifd) audgedritdt hat man in allen diefen Fillen
fitr den Wogen der gegebenen Curve in jedem der durd) d
beseicyneten Jntervalle fid) den Wogen einer parabolifden
Gurpe der bdritten, bierten, fiinften 2. Ordnung (7. §. 163)
an die Stelle gefeht su denfen, mwelde mit jenem Bogen
einerfei Anfangspuntt und Endpunkt hat und gugleih mit

ibm in dem YUnfang8punfte vefp. eine Beriihrung der
gteiten, dritten, vierten 2c. Ordnung eingebht.

O ———
! BIBLIOTEKA }‘
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