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MAREK MATCZYNSKI

ZakXad Teorii O#&rodkdéw Ciggiych
IPPT PAN

SEACJONARNE ZAGADNIENIA SZC ZELIN
W OSRODKACH SPREZYSTYCH.
ZASTOSOWANIE METODY WIENERA-HOPFA

A
WSPEP

Jak wiadomo, problematyka pekania ciaX staiych i znisz-
czenia konstrukcji zmajduje sic w centrum zainteresowania wie-
1u oérodkéw naukowych calego éwiata, w tym rdwniez =~ choé w
niedostatecznym zapewne stopniu - w szeregu pelskich instytu-
t6w naukowych i naukowo-technicz vch, Problematyka ta charak-
teryzuje sie wielks rdéznorodnoscig podejs¢ i stosowanych metod
badawczych, a to z uwagi na wielkie znaczenie techniczne i
poznaweze problemu, zXozonosé zjawisk fizycznych towarzysza-
cych pegkaniu i griszczeniu oraz réznorodnosé przebiegu samego
procesu pekania; charakter tego procesu zmienia sig bowiem za-
sadniczo w zaleznofci od rodzaju rozpatrywanego materiaiu,
sposobu przyXozenia obcigzen oraz od konkretnych warumkow fi-
zycznych w jakich proces pekania przebiega. Réznie przebiegajg
tez poszczegélne fazy rozpatrywanego procesu: innymi prawami
rzgdzi sie¢ np. proces zarodkowania I formowania si¢ mikro-
Szczelin, innymi proces ich Zgczenia sie prowadzacy do powsta-
wania makroszczelin, a jeszcze innymi proces rozprzestrzenia-
nia sig¢ tych makroszczelin; okreslamy tym mianem defekty, kto-
rych wymiary geomeiryczne przewysszajg o kilkae rzeddw wielkos-
¢i rozmiary podstawowych elementdw skXadowych /krysztaily,
ziarna itp./ badanego materiazu.

W te] sytuacji prace badawcze prowadzone w poszczegdlnych
ofrodkach muszg z koniecznosci skupiaé sie na pewnych, wybra-
nych aspektach problematyki pekania. Podobny charakter ma i
niniejsza rozprawa. Przedmiotem jej jest analiza stanu prze-
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mieszczer i napresen w dwuwymiarowych obszarach idealnie spre-
zystych zawierajgcych szczeliny plaskie. Szczeliny te, a Scis-
le méwiac ich wierzchoki, sa albo nieruchome, albo poruszaja
sic ze stals predkodecig w swych paszczyznach; w tym przypadku
jednak zakYada sle zawsze, Ze geometria rogwazanego ukzadu i
warunki jego obeiaZenia i podparcia sg takie, Dy zapewnié us-
talony /stacjonarny/ charakter proczsu., To samo dotyczy przy-
padkéw drgan uktadéw zawierajacych nieruchome szczeliny; sg

t0 procesy drgai ustalonych.

W tym sensie przedmiotem rozwasan rozprawy unle sg bezpo-
grednio problemy pekania, gdys teoria propagacji szczelin w
przedstawionym ujeciu stanowi dziedzing fenomenologicznej
teorii spresystosci, elastodynamiki. Wiadomo jednak z klasycz=-
nych juz prac Griffitha i Irwina, ze istnieje pewna klasa pro-
ceséw pgkania okreslanych jako kruche lub quasi-kruche, w kid-
rych czesto sprezysta analiza oérodka ze szczelinami poparta
prostg hipotezg energetyczng pozwala z duzg dokXadnoscig oce-
nié odpornoéé konstrukcji na pekanie i przewidzieé charakter
dalszegoc rozwoju tego procesu. Dlatego tez rozprawa, mimo
czysto elastodynamicznego podejécia do zagadnienia analizy
stanu naprezenis w materiale sprg¢iysiym, stanowié moze przy-
czynek do okreflenis fenomenologicznych podstaw teorii peka-
niz materiaow sprezysto-kruchych.

Rozwazane w pracy ukfady charakterysujg si¢ ponadto pewna
szczegbling geometris: sg to pasma lub warstwy nieskoinczone za-
wierajace jedng lub szereg péinieskodicgzonych szczelin pXaskich
typu pasmowego. Wybor tego rodzaju geometrii podyktowany zos=-
taZz gz jednej strony sgerokg klasg zagadnierd technicgnych, w
ktérych tege rodzaju model moze byé z powodzeniem stosowany.

Z drugiej zad strony, taki dobdr zagadnien stwarza mozliwoé(
przedstawienia i wykerzystania jednolitege podejscia matema-
tycznego opartego na teorii rownarn caXkowyeh Wienera-Hopfa,
Metoda ta, jak wykagzaly prace prowadzone w naszym osrodku od
blisko dwudziestu lat, jest niezwykle dogodna w zagadnmieniach
tego rodzaju i, co bardzo istotne, prowadzi ona w wielu przy-
padkach do efekiywnych rozwizzad nadajgeych sie do bezpoéred=-
niego zastosowania w problemach pekania; chodzi tu przede
wszyetkim o mozliwos¢ wyznmaczania podstawowego parametru cha-
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rakteryzujacego wpiyw szczelin, a miarowicie wspdZczynnika in-
tensywnoscl napregzer., W przypadkach bardziej zXosonych udaXo
sig z powodzeniem zastosowal technike obliczed numeryczanych.,

Rozprawa perrzedzona zostaXa, ograniczonym do koniecznego
ainimum, wstepem dotyczacym matematycznej teorii szezelin i
pedstaw teorii pekania materiaZdw sprezystych oraz podstawo-
wych metod matematycznych stosowanych w pracy, & w szczegdl-
nogci caikowe] tremnsformacji Fouriera i rdownania Wienera-Hoonfa
wraz z techniksg Scisze] i przyblizonej faktoryzacji.

futor pragnie w tym miejscu podziekowaé osobom i insiyiu-
cjom, ktore przyczynily sie do przygotowania niniejszej roz-
prawy w obecnej postaci: Prof,.dr.M.SokoXowskiemu, kitéry za-
inicjowaz na naszym terenie badania w te] dziedzinie 1 siunzyz
ni wielokrotnie radg i pomocs przy analizie i interpretacji
otrzymywanych wynikéw; Doc.dr.G.Kuhnowi za owncng wspdiprace
w latach 1972-1973, ktére spgdzitem dzieki stypendium Fundac ji
im. Alexandra von Humboldta w Uniwersytecie Technicznym w HMo-
nachium; kierownictwu Katedry Mechaniki A tego wniwersytetu,
ktére umozliwiXo mi wykorzystanie Centrum Obliczeniowego im.
H.Leibnitza Bawarskiej Akacemii Nauk; a wreszcle kierowniciwu
i zsspozowl ZakXadu Teorii Oérodkdw Cizgiych IPPT PAN za stwo-
rzenie mi warunkdw do przygotowania rozprawy.
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1. PODSTAWY MATEMATYCZNEJ TEORII SZCZELIN W OSRODKU SPREZYSTYM

1.1. Matematyczny model szczeliny

Z matematycznego punktu widzenia szczelinag nazywaé bgdzie-
my specjalny rodzaj defektu powierzchniowego w osérodku ciggiym.
W ogélnoéci [1], defektem powierzchniowym w osrodku ciggXym na-
zywamy otwartg lub zamknietg, skondczong lub nieskonczong po-
wierzchnig, na ktérej mogg pojawié sie nieciggroéci wektora
przemieszczenia 1 naprezenia przy czym powierzchnia ta mozZe sig
poruszaé, zad nieciggrosdci wektora przemieszczenia i naprezenia
mogg zmienia¢ sie w czasie.

Przyjmijmy, Ze w prostokgtnym ukXadzie wspéirzednych
(x,,xz,xa) dane jest ciaXo spregzyste o objetosci V ograniczone
powierzchnig S+5,. Wprowadimy jednostkowy wektor normalny n do
powierzchni S; jak na Rys.l i wyrdznijmy dwie strony powiersz-

I

Rys.1

chni 5; oznaczajac je odpowiednio symbolami Sf. ¥ dalszych roz-
wazZaniach strony Sf powlerzchni S; nazywaé bedziemy odpowiednic
gérng i dolng powierzchuig rozwazanego defektu.

NiecizgZoéci dowolnej funkecji h(x;,t) (i=1,2,3) na powierzchni
S, oznaczac bedziemy symbole:[h], ktéry zdefiniowany bedzie
zaleznosdcig:

[h]=h-H
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gazie Bt 8g wartogciami granicgnymi funkcji h(x;,t) na réinych
stronach powierzchni 5,.

Zgodnie z ogolng definicjg defektu powierzchniowego, mate-
matycznym modelem szczeliny w clele sprezystym V nazywaé bg-
dziemy cigcie - powierzchnig S;, na ktérej pojawia sie nieciag-
Z08¢ wektora przemieszczenia 1 wymuszona dziaraniem obcigZenia
T przyXozonego w punktach wewngtrznych ciaza wzglgdnie na po=-
wierzchni S5+5,, przy czym wektor naprgzenia pozostaje na po-
wlerzchni S, funkcjg ciggisy.

W nysl tej definicji, w przypadku gdy rozwazane ciaio pod-
dane jest dziaXaniu wymuszajgcego obcigZenia T

Eal=0 (6, ml=0 "naS »[ij=123} -

gdzie u; i ﬁﬁ s3 skadowymi wektora przemieszczenia i tensora
naprezenia.
Dodatkowo zZadamy, aby na powlerzchni S5; spemmiony by warunek:

fuidniy 0 .

ktéry zapewnia nam nieprzenikanie sie wzajemne czgsteczek
oérodka z réznych stron powierzchni S,.

Traktujgc szczeline jako powierzchnie nieciggXosci wekto-
ra przemieszczenia, Irwin [2] zauwazyf, ze istniejg trzy kine-
matycznie niezalezne ruchy gdérnej i dclnej powierzchni szcze-
liny wzglg¢dem siebie. Te trzy typy odksztaiced powierzchni
szczeliny pokazano na Rys.2, przedstawiajgeym lokalne prze-
mieszczenia w bezposrednim otoczeniu krzywej gxadkiej L, ktorsg
nagywac bgdzlemy krawedzig rozwazanej szczeliny. Wprowadzony
tutaj lokalny, prostoksgtny ukzad wspdézrzednych xi(i-1,2,3)
zaczepiony jest w dowolnym punkcie krawedzi szczeliny, oS Xy
jest prostopadra do krawegdzi szczeliny, of x, jest prostopadia
do paszczyzny, w ktdrej usytuowana jest szczelina, zasd 05 xj
Jjest styczna do lrawedzl szczeliny w poczatku wprowadzonego
ukadu wspéirzednych. A

W pierwszym typie odksztaXcenia powierzchni szczeliny je-
dynie normalna skXadowa wektora przemieszczenia doznaje skoku
na jej powierzchni /Rys.2a/. Typ tven nazywaé bedziemy typem
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a) b)

Rys.2

normalnego rogwarcia szczeliny, wzglegdnie Typem I.

W drugim typie odksztaXcenia powierzchni szczeliny jedy-
nie styczna skXadowa wektora przemieszczenia o kierumnku osi x,
doznaje skoku na powierzchni szezeliny /Rys.2b/. Typ ten nazy-
waé bedziemy typem écinania poprzecznego szczeliny lub Typem II.

W trzecim typie odksztazcenia powierzchni szczeliny jedy-
nie skiadowa wektora przemieszczenia o kierunku osi X4 doznaje
skoku na jej powierzchni /Rys.2¢/. Typ ten nazywaé bedziemy
typem Scinania poduznego lub Pypem III.
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Rozwigzania oméwionych powyzej typdéw odksztaXcenia po-
wierzchni szczeliny sg konieczne i wystarczajgce do opisania
wszystkich mozliwych ruchéw szczeliny znajdujgcej sie w polu
dziaania najogdlniejszych obcigzen wymuszajqcych.[3].

Kazdy z tych podstawowych typdéw odksztacenia powierzchni
szczelin zwigzany jest z charakterystycznym rozktadem naprezen
w otoczeniu krawgdzl szczeliny. Wprowadzajgc biegunowy ukiad
wspéirzednych (r,g,} 0 poczgtku w dowolnym punkcie krawgdzi
szczeliny /Rys.2/, wykazuje sig, Ze w otoczeniu krawgdzi szcze-
liny skadowe tensora napre¢zenia sg osobliwe i z dokXadnogdcig
do ich czgéecl regularnej w punkcie r=0,mozna je przedstawié w
postaci:

nal o Gil(r.8)= V-T' % (8) dla r—20.

Wielkos¢ K nazywamy wspéXczynnikiem intensywnosci napre-
Zenia w odpowiednim punkcie krawgdzi szcgzeliny, 2 uwagi na
bezwymiarowosé funkeji fu‘(e,), wspélczypnik intensywnogci na-
prezenia K ma wymiar [ napr¢zenie x VdZugost .

Wspé2czynnik intensywnosci naprezenia K zalezy w ogdlnodei
od ksztaxtu ciala, w ktérym znajduje sie¢ szczelina, staXych ma-
teriaXowyeh, obcigzenia wymuszajgcego, wymiardw szezeliny,
ksztartu krawedzi sszczeliny oraz predkosci propagacji szczeli-
ny.

%2 zaleznogei /1.1/ wynika, ze wspéXczynnik intensywnoéci naprg-
zenia mozna traktowaé jako miare lokalnych naprgzen w bezpo-
grednim otoczeniu punktéw krawedzi szczeliny i w zwigzku z tym
speinia on podstawowg role w opisie proceséw pgkania materiaidw
sprezystych.

WspéXczynniki intensywnoéeci naprezenia dla poszczegdélnych
typéw édksztalcenia powierzchni szczeliny mozna, zgodnie z
zaleznoscig /1.1/ oraz oznaczeniami z Rys.2, zdefiniowaé for-
malnie jako granice nastgpujgcych wielkosci:
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oyp I: Ke= lim V2 TTr Gp(r, 0 ),

r—0

/1.2/ Typ II:Kn'zlim |‘27Tf' 5‘;2(/“.0))

r—0

2yp II: Kp=[im Y2TTr 6,5(r, 0 ) .

r—0

Analityczne wyznaczenie pola naprezen w ciele ze szczeli-
ng, wspéXczynnikdw intensywnosdci naprezenia jak i wielkosé
skokdévw sktadowych wektora przemieszcgzenia na pewierszchniach
szczelin jest sadaniem matematycznej teorii sprezystosci.

Rozpatrujgc w dalszych rozwazaniach konkreine zagadnienie
szczelin, zakiadaé bedziemy zazwyczaj, Ze szczelina znajduje
sig¢ w izotropowym i jednorodnym ciele sprezystym, w ktdrym
speinione sg warunki praskiego wzglednie antypzaskiego stanu
odksztaicenia. ZazoZenie to oznacza migdzy innymi, 2e rozpa-
trywaé bedziemy tylko te zagadnienia, w ktorych skZadowe wek-
tora przemieszczenia i tensora naprezenia sa funkcjami jedynie
czasu t i wspdéirzednych prostokqtnych(’x,,xa),/ﬁys.S/.

e

L/ 7
T 2
) b a & X

Rys. 3



= 11 =

Dodatkowo, istotne bedzie zaZzozenie o prostoliniowosci
szczeliny, Rozwazaé¢ bedziemy mianowicie jedynie tzw. szczeliny
pasmowe przyjmujac, Ze powlerzchnis nieciagiosci wektora prze-
mieszczenia jest usytuowane w piaszczyinie (x,,xa)prostolinio-
we i nieskoriczone w kierumku osi x, cigcie, ktore w piaszczyz-
nie (x,,x,)ma postaé odcinka lub péXprostej /Rys.3/.

W pierwszym przypadku cigcle takie nazywaé bedziemy szczeling
o skoriczonej dzugosci, zad w drugim szczeling pdinieskoriczons.

Z przyjetych zaXozed wynika, Ze pola przemieszczen i na-
prezen na powierzchniach szczeliny jak i w jej otoczeniu sg
jednakowe w dowolnej pZaszczyznie prostopaalej do osi Xy Ba-~-
dajgc wobec tego rozk¥ad przemiessczen i mapreZen w otoczeniu
krawedzi szczeliny wystarcza ograniczy¢ sie do badania rozkia-
du tych wielkosci w otoczeniu punktéw (v,0,0) i (a,0,0)

w przyjetym przez nas ukiadzie wspdirzednych /Rys.3/. Punkty
te nazywaé bedziemy wierzchoikami szczeliny.

Z zaXozen tych wynika réwniez, %e zgodnie z klasyfikacja
Irwina, dwa pierwsgze typy odksztaicer powierzehni szezeliny
/Pyp I i II/ odpowiada¢ bDeds zagadnieniom, w ktdrych speXnione
83 globalnie warunki zapewniajgce istnienie w ciele zZe szcze-
ling ptaskiego stanu odksztaXcenia, zasd ostaitni {typ odksztai-
cenia powierzchni szczeliny /Typ III/ odpowiadad bedzie zagad-
nieniom, w ktorych speinione sg warunki antypXaskiego stanu
odksztazcenia.

Wprowadzajgc blegunowy ukiad wspdéirzednych (r,e) 0 po=-
czatku w prawym wierzchoXku szczeliny /Rys.3/ oraz wykorzystu-
Jac zaZzozenie o istnieniu w ciele pzaskiego wzglednie anty-
pZasgkiego stanu odksztaXcenia moZna wykazaé, ze dla dowolnych
obcigzen wymuszajacych, w statycznym zagadnieniu szczeliny o
swobodnych powierschniach rozk¥ad przemieszczer i napresed w
bezpofrednim otoczeniu prawego wierzchozka szczeliny - dla
odpowiednich typow odksztazcenia powierzchni szezeliny - opi-
sany begdzie nastepujgeymi zaleznosciami [2~5]:



gD =
Typ I: ;
cos(85)[2-1+2sin*( 8))
2&’ 2” sin(85)(x+1-2cos 85 )]
0, 1-sin( 84 ) sin (387 ]

6rz :VZT' cos( 85) sin(e/g)cos(3 9/2) ;
G 7+sin(9/2)s/n (38/2)

/12357
Typ II:

u”ﬁl/Z' sin (85)[x +7+2cos:(8/2)J '
uf 2U V2T | -cos( 8% )ix-1-2sin*(8.5)]

G ~sin(85)[2+cos (8.4)cos(3 85)]
Bpl= i cos(645)1-sin(8%)sin(36.5)] |,
v2mr
Ok | sin(€5) cos( 8% )cos(3845))

Typ III:

= %ﬂ ]/2—7?- sin(85) .

0 ~sin(8.5)]
.| V2T [ cos(85)
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gazie

3-49 — dla pZaskiego stanu odksztaZcenia,
Y
1+V

— dla pzaskiego stanu naprezenia,

przy czym w przypadku pXaskiego stanu odksztaicenia ujz = 0
1 63 = \)(6',,-:-622), zaé w przypadku paskiego stanu naprgze-
nia @33 = 0. Szeroki przeglad rozwigzan dotyczgcych wspéiczyn-
nikéw intensywnosci naprezenia otrzymanych na gruncie dwuwy-
miarowej teorii sprgsystosdci dla réznyeh konfiguracji ciak
sprezystych ze szczelinami podany jest w opracowaniach [6-10].
Przyjecie zaXozenia o istnieniu w ciele ze szczeling
paskiego wzglednie antypiaskiego stanu odksztaicenia pozwala
z jednej strony uzyskiwaé efekiywne rozwigzania stosunkowo
szerokiej klasy zagadniend, zas z drugiej strony w istotny spo-
séb je zawgza. Okazuje sig jednak [2,11,16], ze rozwigzania
uzyskane na gruncie dwuwymiarowej teoril spregzystosci sg -
z punktu widzenia teorii pekania ciai sprezystiych - wystarcza-
jaco dobrym przyblizeniem rozwigzan zagadnien, w kidérych prze-
mieszczenia i napreszenia sg funkcjami wszystkich trzech wspéi-
rzednych X (1-1.2.5). W cytowanych powyzej pracach wykazano,
ze w przypadku zagadnien irojwymiarowych, rozwigzanie opisu-
jace rogkYad przemieszczenl i naprgzen w otoczeniu krawgdzi
szczeliny odpowiada rozwigzaniu dla ptaskiego stanu odksztaz-
cenia nalozomemu na rozwigzanie dla antypaskiego stanu od-
ksztazcenia.
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1.2. Statyczne zagadnienie szczeliny pasmowe] w nisograniczo-
nym oérodku sprezystym )

Rogwazmy nieograniczony osrodek sprezysty osXabiony
szczeling pasmowg b X% {a, Xp=0, |Xzl¢co /Rys.3/. Zak2adamy, Ze
powierzchnie szczeliny sg swobodne o obcigzen, zaé sama szcze-
lina zn?jduje sie w polu dziaiania dowolnych obcigzen wymusza-
Jjgoych T; przytozonych w punktach nie leZzcych na je] powiersz-
chniach.

Rozwigzanie tego typu zagadnien /Rys.4a/ najwygodniej
Jjest, wykorzystujgc zasade superpozycji, przedstawié w postaci
rozwigzania dla osrodka ciggiego bez szezeliny /Rys.4b/ i roz-
wigzania dla osdrodka ze szczeling, na ktdrej powierzchniach
zadane sg, otrzymane z rozwigzania poprzedniego zagadnienia,
odpowiednie skxadowe wektora naprgzenia wziete z odwrotunym
gnakiem /Rys.4c/.

V

Xa
g
| a0
/ b a X
X3 (L‘l!)ﬂ’:_,)
al

Rys.4
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Praktujgc rozwigzanie dla osrodka ciggXego jako znane, zajmowac
3ie bedziemy jedynie tym drugim zagadnieniem.

Poszukiwanie rogwigzania tego ostatniego problemu jest za-
daniem mafematycznej teorii aszczelin. Podstawowymi metodami
uzywanymi przy rozwigzywaniu tego rodzaju problemow sg W zalez-
noséci od ksgtaXtu ciara wzglgdnie ksztaXtu szczeliny, metody
funkcji zmiennej zespolonej] [3,5,17,18], metody transformacji
caikowych [15,19] wzglednie metody teorii potencjaiu.

Stosujac te ostatnig metode, tzn. wykorzystujge odpowiednie
wagnosci potencjaXéw harmonicznych, podamy - anie wdajgec sig

w szczegbély - zaleznosci opisujgce rozkZad przemieszczenr 1 na-
prezen w statycznym zagadnieniu szczeliny pasmowej w nieogra=-
niczonym osrodku sprezystym, przy czym zgodnie z klasyfikacjzy
Irwina rozpatrzymy wszystkie trzy mozliwe typy odksztaicerd po-
Wwierzchni szczeliny.

1.2.1. Normalne rozwarcie powierzchni szczeliny - Iyp I

Niech nieograniczory, izotropowy i jednorodny osrodek
sprezysty ostabiony bedzie szczeling pasmows D0 X B, X3=0,
lx3j(oo moggcg rogwieraé si¢ jedynie w kierunku osi x, przy-
jetego przez nas ukzadu wspéirzednych prositokginych /Rys.4c/,
Mozna wykazac [20], ze przy zalozeniu istnienia nieciggXosci
skzadowych wektora przemieszczenia na szczelinie jedynie w
tym kierunku, na powierzchniach szczeliny muszs byé spetniocne
nastepujgce warunki brzegowe:

52-;(X4.0):_f;(X¢) d[CJ D(X,(IC’ »
65(x%,.,0)=0 dial B a

:

-

gdzie f,(x,)jist znang funkecjg, zas symbol L™ = h'(x,,o) =

= lim h(x4,12/zgodnie 2z wprowadzonym wczésnie] ozhaczeniem,
+*

Xo =20

okreélaé bedzie teraz nie tylke wartodei graniczne na powlerz-
chniach szczeliny lecz réwniez wartosci graniczne funkcji
h(x,,xi)w catej piaszczyinie, w ktore) usytuowana jest szcze-
lina. :
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ZakZadajgc dodatkowo, Ze przemieszczenie u,w wierzchozkach
szczeliny znika, tzn. uz(b,O) = uz(a,o) = 0 oraz przyjmujac, ze
skXadowe tensora naprezenia znikaja w nieskoriczonosci, pole
przemieszczed i naprezed w dowolnym punkcie oérodka ze szczeli-~
ng opisane begdzie zaleznosciami [20]:

u,(x,,x,)=ﬁ [(1-2v) Bd—)'f M(zg-xE ]

1

! 0
UQ(XNXQ):'P'W'&T[Z("\))W'XQWt] ’

/1.5/ a8z " ox

52
O XiuXp ) = '”7'— X2 ﬁxz ’

2
522(X,,X2) == 'ﬁz‘(ai)?' _nga_g ) ’

2 2

gdzie U =~ stala Lamégo, V - wspéczynnik Poissona.
Wystepujgce w tych wyrazeniach potencjaXy harmoniczne ] (x,,xa)
i y(x4%p) okreélone sg zaleznosciami:

a
T (x,,x2)=bf9(§’)1n et



==

sl ylng)=ge =-x [ Lag
b

r2

gdzie

e
Q(X)bJY(g—b)(a_— £) 5 a8

_ 1 | y(¢-b)a-¢E)
E(X)-T/ g_x ff(§)d§ P
b

1.7/

2
b U

C - dowolna staXa o wymiarze dXugosci.

Zaleznodei /1.5/ zostaty wyprowadzone przy zaZozeniu istnienia
w ciele pzaskiego stanu odksztaicenia co oznacza, ze w tym
przypadku dodatkowo ug(Xs,Xz)= 0 i 653(x,,x3)- - %3 %}%; -
Zastepujgc we wzorach /1.5/ wspézczynnik Poissona V) wyrase-
niem V//T1+V) i przyjmujge, Ze CEJ%,,XQ)- 0, otrzymamy za-
leznoéci opisujgce pole przemieszczen i naprezerd w osrodku ze
szczeling w przypadku istnienia w ciele praskiego stanu na-
Prezenia.

Przechodzgc w zaleznoéciach /1,5/ do granicy z xz*fO
oraz wykorzystujac zalesnodei /1.6/ i odpowiednie wiasnoéci
potencjaidw ¢ i ¢ » otrzymamy wyrazenia opisujgce rozkrad
przemieszczen i naprezed na powlerzchniach szczeliny i na Jjej
przeduzeniu. Zaleznoéci te majg w ogélnym przypadku nastepu-
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jgcg postald [20]:

a

£ £
uf(x,,0)=;:”.—£]— g—(‘:(;)dg dla Ix,/< o0,
b 1

e (x) dla by{x<aq,
ag Vo £+7 [
Uz (X{:O/"j4g ] :
i gdig.~ x5k
fub* x; v a,
65 =(x,.0}=8 dia  Ixi<co,
5 [ F!{X:)
Vix-b)(x-a)
gla %> 0,

63 (%.0)=63x.0)=-{ f(x,) dla b{x<a,
1

!
3 F(x,)
Vib-x)(a-xJ
L gla  xidlh:;

gazie ¥ ckregéione jest wzorex /1.4/ przy czym w przypadku
plaskiege stanu cdisztaXcenia uj(x,0) = 0 i 6,(x,,0) =

-
= 2\)‘352(}11,0).
Wykorzystujae nastepnie definicje /1.2/ oraz przechodzae w wy-
racenlack /1.8/4 do granicy z x,—~b i x,—»a odpowiednio w
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w prgedziaXach (- ¢0,b) i (a,+ 00), wspéXczynniki intensywnosci
napre¢zenia w obu wierzchoikach szczeliny opisane bedg na mocy
zwigsku /1.7/, nastepujgcymi zalesznodciami:

{b)
1 b)]l/ o
a
tal_ 2 ' §-b1
KI‘Vﬂ(a—b)fVa-g s/ s
b

gizie goérne indeksy b i a wyrdzniajs wspétczynniki intensyw-
noéci naprezenia w lewym i prawym wierzchoXku szczeliny,

Wykonujgc dodatkowo odpowiednie przejscia graniczne w za-
leznosdciach /1.8/, rozkiad przemieszczenia u, i naprezenia 522
w piaszczyznie szczeliny w otoczeniu je] wierzchokdw opisany
bedzie,zgodnie z przyjetymi przez nas oznaczeniami oraz ogdl=-
nymi zwigzkami /1.3/, nastepujgcymi zaleznosciami:

b)fx 32
KI,/M + 0l(x-b6)"]

dla x— b

/\{‘”I/g—;rﬁ L0 o=y, ]

dia x—=a:

/1.9/

/1.10/

Uf(X,.O)-‘_




- f,(b)+Ol(b-x,)%]
dla x,—bH -

/1.10/ K {
5 — L -f(a)+0[(x,~a)?]

dig x—=a>

W przypadku,gdy szczelina usytuowana jest symetrycznie
wzgledem osi x,, wyrazenia /1.9/ przyjmg postaé:

K{"ﬁﬁ% ﬁ/%? fle)de

-a
/1.11/ a
@_ ] I/ §+a
Kz—ﬁ,/ a_§ f1(§)d§

zaé w przypadku szczeliny péimieskoriczonej o wierzchoiku w
pocggtku uk*adu wspdéirzgdnych :

naz/ K, =VT-TZ/VTJ§_—' ff(f)dg‘ .
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1.2.2. Poprzeczne gcinanie powlerzchni szeczeliny = Typ II

Przyjmijmy teraz, ze funkcjg niecigg?g na powierzchni
szczeliny jest jedynie sk2adowa wektora przemieszczenia w kie-
runku osi x,, /Rys.4c/. Wéwczas na powierzchniach szczeliny
muszsg by¢é speinione warunki [20]:

Goal,,0) =0 da  b<x<a,
G2 (x;,0) ==f(x,) dla b<x<a,

gdzie fz(x,) jest znang funkcjs.

Zakxadajac, %e przemieszcgenie u, znika w wierzchoXkach szcze-
liny, tzn. u,(b,O) - u,(a,o) = 0 oraz przyjmujgc, Ze skladowe
tensora naprezenia znikajg w nieskorczonosci, pole przemiesz-
czern i naprgzed w dowolnym punkcie osrodka ze szczeling opisa-
ne bedzie zaleznosciami [20]:

[2(7"\))([!"'Xza ])

u, (xf,x,,):-zTi—

uz(x;.xz}-—2n. [(1- 2\))a 5 /s

ax4
/1.13/ 1 39 32
61(XHX2):_'7T(2GX Xzox gxz) ’
Gy o s
re(X1. %) == 37 (dx Xz dxz
1 0%y

Bl X1 %2) = 77— % 53 5
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gizie potencjaty ) i Y okreflone sg zwiggkami /1.6/ oras

Ry
Q(X);fw; “Bia-g %

Elx)= f WE-bla-£ ¢re)gy

/1.14/

Podobnie jak poprzednio, wzory /1.13/ sg siuszne dla przypadku
pzaskiego stanu odksztaXcenia i wobec tego nalezy je uzupeimidé
2y _2¢

ox,

zaleznogciamisz u3(x1,12) =0 i 533(I1,12) ==

Zastepujge natomiast w szaleznoéciach /1.13/ wspéiczynnik
Poissona V wyrazeniem %/71+ D_) oraz przyjmujgc, Ze
533(x4,12) = 0 otrzymamy rozwigzanie siuszne dle piaskiego
stanu naprezenia.

Przechodzac w zalesnosciach /1,13/ do gramicy z x;~%0
oraz wykorzystujac odpowiednie wiasnosci potencjazéw ¢ i ¢
Jak i zalezmoéé /1.14/, stan przemieszeczern i naprezerd na po-
wierzchniach szczeliny i na jej przeduzeniu opisany bedzie
zaleznoéciami [20]:

8 (x,) dla bg{x,<a,

0 dla x,<b
ub x,>a .,

X+
ui(x,0)=*

Uz (XpO} i

—9—(£)d5 dla 1x%/< oo,

4 é!
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fe(Xx4)
(X,*b)(G-X,) dla b <X‘ <a’

61;*(}(4.0)::2

0 dla x<b
wh x,>a,
r (X4)
o /fx, Py L K
642()(4,0}-“ T fz (le d/Cl b<X1< C’,
A(x,)
. dl 2<h
{ V(b - X,/(CI -X.) s R
5a(x,,0)= 0 dla Ixl< oo,

gdzie X okreédlone jest wzorem /1.4/ zas w przypadku piaskieze
stanu odksztaicenia: ua(xho Jao0 1 633 (x“O) = 2 96,, (x,,O)

% analizy zeleznosci /1.15/ oraz definicji /1.2/ wynika,
Ze wspbiczynniki intensywnodci napresenia w obu wierzchoikach
szczeliny, w przypadku poprzecznego $cinania powierzchni szcze-
liny, opisane bcdg wyrazeniami identyczanymi jak w przypadku
normalnego rozwarcia powlerzchni szczeliny, tzn.:

l/rr(a b)/V 48 o8,

/1.16/
) P 5 =5 ‘
K”-l/ﬁ(a-b)/) ]/a-g fz(fj as

5
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przy czym rozk¥ad przemieszczenia u, i naprg¢zenia G,, w pkasz-
czyfnie szczeliny w otoczeniu jej wierzchotkéw dany bedzie

zZwigzkami:

Ky ;T'rb + Ol(x-b)%]
L+]

2y

u(x,0) =2 dla x,—b,

KV 57 +0lla-x)"]

dla x——=a,

/1.31/

)
%—fz(bhO[(b—x,)"‘]
1

6,5(x,0) = e 38 SR

(a)

K‘ A 1
Ty - ta)+ Ollx-a) "]

dla % —=g.
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1.2.3, Poduzne scinanie powierzchni szczeliny - Typ III

Przyjmijmy, Ze funkcjg nieciggia na powierzchni szczeliny
jest jedynie skxadowa wektora przemieszczenia w kierunku osi
X3y /Rys.dc/ oraz zaxézmy istnienie w ciele antypaskiego
stanu odksztalcenia charakteryzujgcego sie¢ tym, Ze jedyng nie-
znikajgcg skradowg wektora przemieszczenia jest przemieszcze-
nie us(x,x,) skierowane wzdiuz 08i X, przyjgtego przez nas
ukXadu wspéirzednych. Przyjecie tych zaXozen oznacza, 2ze je-
dynymi nieznikajgcymi tozsamosciowo skradowymi tensora napre-
zenia s3 naprezenia s1a(x1,xg i G,,(x4yX;), zas na po-
wierzchniach szczeliny speimiony jest warunek:

Bl x0) == (x) dlg b« X<a,

gdzie £,(x) Jjest znang funkcja.

Zakzadajac, Ze przemieszczenie u4 znlka w wierzchoikach
szczeliny, tzn. u3(b,c) = u;(a,o) = O oraz przyjmujac, 2e
skzadowe tensora naprezenia znikaja w nieskonczonosci, prze-
mieszczenie ugy 1 naprezenia S4 i 6,3 w dowolnym punkcie
oérodka ze szczeling opisane beds zaleznosciami [20]:

!
2Ty Py

B

/1.18/
7§_L_

ql*

8. (%)=

R Tt
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gdzie potencjar ¢ okreslony jest zwigzkiem /1.6/,oras

Ry,
314 "ff{g-b}(a—f)'df '
b

Flx) = f' ] b)(" & 10¢) o .

/1.19/

Przechodzgc w zaleznodciach /1.18/ do graniey z x, %0 ,
oraz wykorzystujgc zaleznosdci /1,19/, przemiesgczenie uy i na-
Pre¢z2enia 643 1 G,5 na powierzchniach szczeliny i na jej
przediuzeniu przyjmg postaé [20]:

2 g 8 (xi) dla bgx,{a,
Us (Xp 0) =t
s dla x,<b
ub x,>a,
e 5 (x,)
G504, 005 | 1l blla—n e o A0S K50
/1.20/ 0 dla X, < b
b x,>a,
(x,)
V(ix-b)(x,-a) S
62(x,0)=- 1£(x,) dla b{x,<aq,
F;(Xf)

- . gla x,<b,
Vib-x)(a-x,) _
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% saleznodci /1.20/ oraz definicji /1.2/ wynika, Ze wspbczyn-
niki intensywnosdci naprezenia w obu wierzchoikach szczeliny wy-

razajg sie¢, w przypadku podiuznego scinania powierzchni szcge-

liny, zaleznoédciami identycznymi jak w poprzednich przypadkach,
tz2n.:

ﬂﬂ

k2= Ve b) 1/ 5 6.

e/l g

M)

e 5
1/YT(CJ b) a-¢ G(f)df’

zad rozkiad przemieszczeénia u, i naprezenia &,, W piaszczyi-

nie szezeliny w otocgeniu jej wierzchoXkdéw opisany bedzie

zwigzkami:
(b)

Jaf™ Gonia

2—————-7r e ~f(b)+0[(b-x,) "]

G dia x—=b .
Goal%,,0)=

ia)

Ka

2
e ST ~5(@)+ Olix-a)]

dla x,—a,

K2R+ Ollx-b)™" ]

d[CI Xq_Pb,

K;'I/——:E‘ +0lla-x)* ]

dla - x—a,

u¥(x,,0)=2 g-
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1.3. Stacjonarne gagadnienie ruchu szcszeliny pasmowej w nie-
ograniczonym odrodku sprezystym

Rozwazmy nieograniczony osrodek sprezysty osiabiony szcze-
ling pasmowg bg{xX,ga, X, = 0, | X,|< 00 znajdujgcg sig w polu
dziaXania dowolnych obcigZen wymuszajgecych. ZakXadamy, Ze po-

. wierzchnie szcgzeliny swobodne s od obcigzen oraz, Ze ssczeli-
na porusza 8ie wraz z ukXadem sil wymusszajgcych ruchem prosto-
liniowym ze staXg predkosciz v wzdxuz osi x, prazyjgtego przes
nas nieruchomege ukadu wspéirzednych x; ( i=1,2,3), /Rys.4/.

Wprowadzenie do rozwazani ruchomego ukadu wspdirzednych
prostokgtnych (x,y,z), ktéry zdefiniujemy zaleZnoédciami:

/1.23/ X, = x+vi | X =Y, Xs=2

pozwala na zastosowanie do rozwigzywania tego typu zagadnien,
metod uzywanych przy rozwigzywaniu statycznych zagadnien
szczelin [21-26].

Wigzge ruchomy ukiad wspéirzednych /1.23/ ze szczeling
oraz stosujgc zasade superpozycji, rozwigzanie naszego zagad-
nienia -~ zapisane w ruchomym ukiadzie wspé2rzednych = przed=-
stawimy, podobnie jak w zagadnieniu statycznym, w postaci su-
my rozwigzania dla osrodka ciggiego i rozwigzania dla oérodka
ze szczeling, na powierzchniach ktdérej zadane sg odpowiednie
Obcigzenia,

Wykorzystujge wzasnosci potencjazéw harmonicznych wyste-
pujgeych w stacjonarnych zagadnieniacn teorii sprezystodei po-
damy rozwigzania opisujgce rozkZad przemieszczern i naprezend w
omawianym problemie szczeliny pasmowej poruszajace] sie ze
stazg predkosScig, przy czym podobnie jak w zagadnieniu sta-
tycznym, rozpatrzymy wszystkie trzy typy odksztaXcen powierz-
chni szczeliny.
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1.3.1., Normalne rozwarcie powierzchni szczeliny - Typ I

Niech nieograniczony, izotropowy i jednoroduy osrodek
sprezysty osabiony bedzie szczeling pasmowg b X (&, ¥y = O,
|zl < c© mogace rozwieraé sie jedynie w kierunku osi y przy-
Jetego przez nas ruchomego ukadu wspéirzednych prostokginych
/1.23/, /Rys.5/.

¥
=T,
b a X
"z
— el Pt
Rys.5

Mozna wykazad [271, ze podobnie jak w zagadnieniu statycznym,
na powierzchniacn szczeliny muszg byé w tym przypadku speinione
warunki:

Gzi,(x 0)==1(x) dla R
6,2(x.0)=0 dla bl <lat,

gdzie funkcja f,[x) jest znana.

Zakadajgc, ze przemieszczenie up w wierzchoikach szcze-
liny znika oraz przyjmujgec, ze skXadowe tensora napr¢zenia
znikajg w nieskoriczonosci, pole przemieszczenl 1 naprezen w do-
wolnym punkcie osrodka ze szczeling poruszajgacg sig ruchem
prostoliniowym ze staig predkoscisz v, opisane bgdzie - w ru-
chomym ukladzie wspdirzgdnych /1.23/ - zaleznodciami [27]:
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U xy)= ﬂﬂ'ﬁ,m- 537 [(1+37) p,- 2[1;7)2],

Up( Xy ) = —L(—j [(1+82) 9,-2¢, ],

Gl xy) == mrT oy PN 120000 4,

_ 20(1+f:) 0
6{2()(,}/)— %L W(ﬂlf'yfz)t

0 w2 2 2
Gpel Xy )= 7, R() 2y [(1+/32) 4, 4f%p. ].

/1.24/

Wystepujace w tych zwigzkach potencjaly harmoniczne y; 1 ?i
(i=1,2) okredlone s3 wyrazeniami:

p,-(x,y)=/%fg(§) n -,% df !

/1.25/

pilxy) = =-Yﬁ / Sﬁi') ¢,
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gdzie
SRes )
g ‘J ey
/1+26/
Eix) = 7,.7—] ( S;‘i)f" ) 5(8) d,
b
przy ceym

rE=(x- ) iy,

2
£00 g AV,
P =

oy ROz 4 - (1402

2(1-v)

Cy=Cq — prgdkosé propagacji spre-
=24 zystej fali podZuznej,

C:. .-:V—-é""— — predkosé¢ propagacji spre-

zystej fali poprzecznej,

C - dowolna staa o wymiarze dXugoéci,

Q- gestosé materialu.
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wzory /1.24/ otrzymano przy zaXozeniu, Ze speinione sg warun-
ki pxaskiego stanu odksztaXcenia co oznacza, ze w tym przypad-
ku zwigzki /1.24/ nalezy uzupeinié zaleznosciami:

usx,y) = 0

2V(1+0)(p2-05) 3w
Fﬁf R(v) 0 y

Zastepujac wspéiczynnik Poissona V wyrazeniem V/(1+v)
oraz przyjmujgc, ze 633(x,y) = O, otrzymamy rozwiazanie
siuszne dla pZaskiego stanu napre¢zenia,

Przechodzgc w wyrazeniach /1.24/ do granicy z y —» £0 oraz
wykorzystujac odpowiednie wtasnogci potencjaXéw /1.25/ 4
gwigzki /1.26/, zaleznosdci opisujgce rozkad przemieszczed i
naprezen na powierzchniach szczeliny i na jej przeduzeniu
przyjma ostatecznie postad [27}:

Oss( X,y ) = -

ui(x.0)= 7*#5:‘?2(6'{}: f’%‘_[f) d¢ da Ki<eo,

efx) * dla bgx<a,

2
/1.28/ Uz(X,0)=;" %l"(?] ;ﬂ,)

0 dla x <b
il xsa;

G’I(X,O)— 2(7"‘/};}(({31 ﬁg) R(V)ﬁ ( 0)

dla [x/< oo,
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6,(x.0) = 0 dla Ix/<co,
E(x)

Wx-b)(x-a) B Fas

=28F 8 (x,0)== 14" fAx) dla b{x<a,
Fx)

TR

przy cgyx w tym przypadku, dodatkowo

532(X.0): 2‘)(;?"‘({552)(/742_,”22) 5;()(.0) ,

u; (x0)=0 . dla IxI<oco .

7 analigy wyrazen /1.28/ oraz definicji /1.2/ wynika, ze
v zagadnieniu szczeliny pasmowe] poruszajgcej sig ruchem
prostoliniowym ze stalsg predkoscig v w nieograniczonym, izo-
tropowym i jednorodnym oérodku sprezystym, wspdéXczynnik inten-
sywnoscl naprezenia K; w obu wierzchoikach szczeliny opisany
jest = tak jak w zagadnieniu statycznym - galesnodciami /1.9/,
przy czym rogkiad przemieszczenia u, i napregzenia 6,2 W plasz-
czyznie szcgeliny w otocszeniu jej wierzchoikdw dany bedzie

zwigzkami ;
o y - ETA
KSR +0l0x-5)%]
gla x —=b,

u? (x,0)=2 2Ld1-f32)
/1.29/ : HR(V)

a - 3
K ']/S—U.X+O[(a-x) <7

dla x —=aq,
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(b)

ﬁ%m-ﬂ(b)ﬂ“w(b-x)w]

dla x== b,

/1.29/ 5; (x.0) =

B
V2T (x-a)

~-f(a)+0l(x-a)"?]
dla x—a.

1.%3.2. Poprzeczne écinanie powierzchni szczeliny - Typ II

Przyjmujge, ze funkcjg nieciggis na powierzchni szczeliny
jest jedynie skladowa wektora przemieszcgenia w kierunku osi x
ruchomego ukadu wspdéirzednyeh /1.23/, mozna wykazaé f27], ze
na powierzchniaech szczeliny muszg byé speXnione warunki:

Gl X,0)= 0 dla bxdas
65(x.0) =-£(x) dla BLxca .

gdzie f£,(x) jest znang funkcjg.

ZaekY¥adajec, %e prezemieszeczenie u, znika w wierzcholkach
sgezeliny oraz, ze skiadowe tensora naprezenia znikajg w nies-
kodczonosci, pole przemieszczerd i naprezer w dowolnym punkcie
oérodka ze szczeling poruszajgcg sie ruchem prostoliniowym ze
staig predkoscig v, opisane bedzie =~ w ruchomym ukladzie wspdi-
rzednych /1.23/ - zaleznoéciami [27]:

7130/ U, (xy)=- ]Tqé(v)[2¢,-(7+ﬁ;)gb2],



A 0 2
u(xy) = TT[fR(v) o [ 2/3p,-(1+f13)9, ],

e !
Sulxy) == 2has = [(1+ 2fF B0+

/1.30/

N :
6;2()(,)/) R FﬁZR(V) ay [4ﬂ2¢ (1 ﬂ2)¢2

eSS T R A
A ey el

gdzie potencjaly y; i ) okreslone sg zwigzkami jis25,
zas

_ | (0L
/1.31/ S(X) '/V(f b)(a»f) dg’

b

F(x)-———f EE b)(a 5 ece) dé
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Podobnie jak w poprzednim przypadku, wzory /1.30/ sg srusw-
ne dla pzaskiego stanu odksztaXcenia i w gwigzku 2z tym nalezy
je uzupeinié zaleznosciami:

2252
Uslxy) =0, Byg(xy)=- 4—"%—%%)&1 % .

Zastepujge w zaleznoéciach /1.30/ wspolczynnlk Poissona V
wielkoécig Vv /(1+V) oraz przyjmujgc, ze ng(x,y) = 0, otrzy-
mamy rozwigzanie szuszne dla pZaskiego stanu naprezenia.
Przechodzgc w zaleznosciach /1.30/ do granicy g vy —=3%o
i wykorzystujgc odpowiednie w2asnosci potencjazdéw /1.,25/ oraz
zwigzki /1.31/, stan przemieszczerd i naprezen na powierzchriach
szczeliny i na jej przedzuZeniu opisany bedzie ostatecznie za-
leznosciami [27]:

oo | @ dlg x<b lub x>a,
uf(x,O)::M

yR(v) e(x) dla bgx<a,

) Ui(x0)=" 77;52}?“?\{3)4/72 ?@2 d¢ dla Ixi<co,

b
fa(x)
S (x-b)a-x)
Gil(x.0)=2# %&) dia bidxsa.
g dig x<o

lub x) a,
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f2(x) dla x)a
Wx-b)(x-a) '
62(x.0)=- { filx) da b<x<a,

/1432/

ol L BIR) et ¢h,
(b-x)Na-x)

Gi(.0)=0 dla Ixi<oo ,

przy czym dedatkowo ué’(x,o) =0 1 Gé(x,ﬂ) - v &, {x,0)
dla |x|¢ o0

Z zaleznocsci /1.32/ oraz definicji /1.2/ wynika, ze w
rozpatrywanym zagadnieniu, dynamiczny wspéiczynnik intensyw=-
nosci naprgzenia K ;w obu wierzchoikach szczeliny opisany jest,
podobnie jak w peprzednim przypadku, zaleznosciami szuszaymi
dla odpowiedniege zagadnienia statycznego czyli zalezncsciami
/1418/, pray czym rozkiad przemieszczenia w, 1 napresenia &,,
w pXaszczyinie szczeliny w otoczeniu jej wierzchoikdw dany

Jest zwigzkami:
( &
KeVE2 +0l(x-b)"

dla x—b,

."1 033/ + - 2
uy(x,0)=2 —J_M R’”(v
| K:’V—S}X +0l(a-xJ*

dla x—aq,
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(6)

BT~ h(b)+ Ol(b-x)"?]

ditag, x—=1b,

6 (x,0)=

/1 -33/ [a)

EER 1 N 2Ol x—a )
BT fL(a)+Ol(x-a)”]

dla x—a.

Z analizy zaleznosci /1.26/ i /1.32/ wynika, ze gzaréwno w
zagadnieniu normalnego rogzwarcie jak i poprzecgnego scinania
powierzchni szczeliny /Typ I i II/ w przypadku gdy R(v) = O,
tzn. w przypadku gdy predkoéé propagacji szczeliny osigga war-
toéé predkosdci sprezystej fali powierzchniowej Rayleigha
(v - Y, (cz), skXadowe wektors przemieszczenia oraz niekiore
skzadowe tensora napre¢senia dazg do nieskorczonodci. 2 punktu
widzenia teorii spregszystosci fakt ten oznacza, Ze predkosd
sprgzystej fali powlerzchniowej Rayleigh'a jest dla obu tych
przypadkdéw graniczng predkoscis propagacji szeczeliny w oérodku

spreszystym [22,23]:

1e3.3. Podzusne écinanie powierzchni szczeliny - 2yp III

Przyjmujgc, ze funkcjg niecigg¥s na powierzchni szczeliny
jest jedynie sktadowa wektora przemieszczenia w kierumku osi z
ruchomego ukiadu wspéirzednych /1.,23/ oraz zakadajgc istnie-
nie w ciele antypiaskiego stanu odksztaXcenia, na powierz-
chniach szczeliny speimiony musi byé warunek [27]:

G3(x.0)=-f(x) dla b<x<a,

gdszie IJ{x) jest znans funkecjg.
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Zakladajgc, ze przemieszczenie ug snika w wierzchoXkach
szczeliny oraz, ze naprezenia G4a i G,3 znikajg w nieskoriczo-
noéci, pole przemieszczen i naprezen w dowolnym punkcie osrod-
ka ze szczeling poruszajgcg sie ruchem prostoliniowym ze stais
predkofcig v opisane bedzie = w ruchomym ukZadzie wspdirzgd=-
nych /1.23/ - zaleimoéciami [27]:

UJ(X,Y): g ﬁﬁ; ¢r2s

/1.34/
] 0 ¢
O(xy) =~ mh, 0 x2 ’

gdzie potencjax Y, okreslony jest zwiazkiem /1 .25/1 oraz

L
@(X};jfr;-b)(a-f)' a%:

7135/

g(x)=_n’__]1/f§'§{(j'f) AGETS
b

Przechodzae w zwigzkach /1.34/ do granicy z y-to oraz
wykorzystujgc odpowiednie wiasnodci potencjatu ¢, oraz zwiaz-
ki /1.35/, przemieszczenie ug i naprezenia @&43 i 6,3 na po-
wierzchniach szczeliny i na jej przediuzeniu przyjmg ostatecz=
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nie postaé [27]:

e(x) dla bgxga
*(x,0)=2
s ﬂe ;
0 dla x (b
lub x>a,

A(x)

da b i
,3(x0)—+— Vix-bXa-x) il i3

* 5

0 dla x < b
| ub " x ya,
/1.36/
Eilx)
; al ,
Y(x-b)(x-a) it

6,3(x.0)=- f(x) dla b(x<a,
i O e

Y(b-x)(a-x)

Z otrzymanych galeznoéci oraz definicji /1.2/ wynika,ze
W rogwazanym gagadnieniu, dynamiczny wspéiczynnik intensywnosci
naprg¢zenia Ky w obu wierzchotkach szczeliny, opisany jest tak
Jak w peprzednich przypadkach, saleznosciami siusznymi dla od-
powiedniego zagadnienia statycznego czyli swigzkami /1.21/,
przy czym rozkad przemieszczenia ugy i napregenia G

v plaszczyinie szczeliny w otoczeniu jej wierzchokéw dany
Jest galeznodciami:



=idY =

Ky 352 +Ol(x-b)"]

ui(x0)=2-2 sl T
R et ]/g;/.x +0l(a-x)*]
/1.37/ dla ‘x —=a,
}(IU

~f,(b)+0[(b-x )"]

dla x—=b,

i e SO
C%;()CO)‘: VZ’Zr(b'ﬂX)

(al

1/2_777§—_J -f(a)+0l(x-a)™]

dla x—a.

7 galeznodeci /1.36/ wynika dodatkowo, ze w przypadku za-
gadnienia podiuznego écinania powierzchni szczeliny, predkescig
graniczng propagacji szczeliny w odrodku spre¢zystym - z punktu
widzenia teorii sprezystos$ci - jest predkoéé sprezystej fali
poprzecznej ¢y, [23].

Na gakorczenie rozwazan dotyczacych ustalonege ruchu szczeliny
nadmienié nalesy, ze wzory /1.29/, /1.33/ i /1.37/ zachowujg
swojg postaé dla dowolnej konfiguracji ciaza i szczeliny. Tak
jak w zagadnieniu statycznym, brzeg rozpatrywanego ciaia jak 1
ksztaxt powierzchni szczeliny majg wpXyw jedynie na postac od-
powiednich wspézczynnikdéw intensywnosci naprgzenia.

Zwigzki opisujgce stan odksztalcerd i naprgzed w otoczeniu kra-
wedzi szczeliny, w biegunowym ukadzie wspdéirzednych (r,Q)

o poczgtku w jednym z wierzchoikdéw poruszajgcej sig¢ ze staig
predkoécig szczeliny, sg dla przypadku normalnego rozwarcia po-
wierzchni szezeliny podane w pracach [5,9].
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2. PODSTAWY TEORII KRUCHEGO PEKANIA

Kontynualﬁa teoria zniszczenia cia staXych oparta jest
na zaXozeniu, Ze w ofrodku ciggiym znajdujs sig, zdefiniowaue
w poprzednim rozdziale szczeliny /powierzchnie nieciggZodel
wektors przemieszczenia/, ktdére pod wpiywem przyXozonych w
ciele obcigzed moga zwigkszaé swoje rozmiary poprzez czgsclowe
lub cazkowite rozerwanie sig¢ materiazu.

Proces powigkszania sie¢ powierzchni tych szczelin nazywa-
my procesem pegkania, gad nowo utworzone w trakcie tege proce-
su powierzchnie nazywat bedziemy peknigciami.

W trakcie procesu pekaria naruszony zostaje postulat ciggloé-
ci oérodka i wobec tego do cpisania tego procesu w ramach
teorii mechaniki osrodkdéw ciggXych oprdcz cdpowiedniego prawa
stanu, warunkév brzegowych i poczgtkowych cnarakteryzujacych
odpowiednie zagadnienie szczeliny w danym csrodku, konieczne
jest prazyjecie dodatkowege warunku umozliwiajgcego okresdlenie
ewentualnego pojawienia siz w ciele pekmigeia., Warunek taki
nazywamy kryterium pekania, zas sposdb przejécia elementow
oérodka ze stanu cizgXego do rozerwanego w trakcie procesu
pekania nazywaé bedziemy modelem pekania.

Model, w ktérym przyjmuje sie, Ze pekajgcy materiaz od momentu
rozpoczgcla sig¢ procesu pe¢kania do jego ukonczenia jest 1 po-
zostaje liniowo spresysty - nagywamy modelem idealnie kruche-
g0 pgkania.

2.1. Eryterium kruchego pekania Griffitha

Klasyczne poedejscie do procesu zniszezenia cial staych
zostao podane przez A.A.Griffitha w pracy [28]. Podejscie %o
dotyczy modelu idealnie kruchego pekania materiaidw sprezys-
tych i oparte jest na zasadack energetycznych.

W celu sformuXowania hipctezy Griffiths rozwaimy liniowo
sprezyste ciazo o objetodel V ograniczone powierzchnig
So= 8¢ + Su przyjmujgc, ze ciaXo to zawiera szczeline o wy-
miarce déiugoeei 1, ktdére] powierzchnia S, jest swobodna od
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obcigzen., Zak¥adamy, ze rozwazane ciaXo znajduje sig w polu
dziazania siZ masowych Fi,ana powierzchni Sg dziaXajg znane
obcigzenia powlierzchniowe T;, a na powierzchni S, dane sg prze-
mieszczenia ﬁi /Rys.6/.

=10

Se

Su
Rys.6

Przyjmijmy, 2e pod wpiywem dziaZajgcych obcigzen powierzchnio-
wych wzrastajgcych stopniowo od zera do ich koricowej staej
wartosci %i, szczelina o powierzchni S, powiekszyia swoje roz-
miery o infinitezymalne peknigcie, ktdérego powierzchnig ozna-
czyny przez S« /Rys.6/, przy czym zaXozymy dodatkowo, Ze po-
wierzchnia ta swobodna jest od jakichkolwiek obcigzen. ZakXa-
damy, %ze proces powiekszania si¢ powierzchni szczeliny S do
rozmiaréw S, + S Die wywoiuje zadnych efektdw dynamicznych
oraz, e energia dysypowana w trakcie tego procesu zuzyta z0s-
taje jedynie na utworzenie sie¢ peknigcia S«, tzn. nie wystgpu-
je w tym procesie dysypacja energii zwigzana np, z ogrzaniem
ciaXa, uplastycznieniem itp.

Przy tych zazozeniach, hipoteza Griffitha o utworzeniu
sie infinitezymalnego pekniecia o powierzchni S« = & 3
orzeka, ze gposérdd wszystkich geometrjcznie dopuszczalnych
ukzadéw przemieszczed u; i dodatkowych powierzchni & S,
ukXadem energetycznie uprzywilejowanym jest ukad, ktdéry spro-
wedza do minimum wartosci funkcjonaiu [29]:



/2.1/ ,,Y..t____ FY' “

gdzie
YV = U-A- ‘}" - energia potencjaelna
odksztazcenia ciaia
ge szczseling S,
U= i 564 dVv - energia wewngtirzna
7 | Sl
odksztazcenia ciala
ze szczeling S,
f2.2/ 7
A= T u; ds - praca obcigzen po-
wierzchniowych T

2 ? PlfF U; dv - praca s8iz masowych F

- energia powierzchnio-
D= Y' Sl wa szcgeliny S,

zag Y' jest jednostkowa energig powierzchniowa ciaa staZego
traktowana tutaj jako dodatkowa staXa materiaXowa o wymiarze
[siza] [axugosé] ™.

Osiggniety w ten sposéb stan szczeliny jest stateczny, jesli
powigkszenie sie¢ szczeliny S; o pgknigcie S« = d s, nie pro-
wadzi do dalszego gmmniejszania sie wartodci funkcjonaXu /2.1/.
Znikanie wariacji funkcjonazu /2.1/ odpowiadajace] maXym przy-
rostom powierzchni S

/2.3/ ST=0 dla o5 >0

nagywamy kryterium kruchego pekania Griffitha.
Eryterium to opisuje stan krytyczny ukradu ze szczeling okreg-
lajac jego krytyczne parametry takie jak obcigzenie lub rozmia-
ry szczeliny, osiggniecie ktdérych prowadzi do utraty statecz-
nodci szczeliny.

Rodzaj réwnowagl szczeliny zalezeé bgdzie od zachowarnia
sie¢ wariacji funkcjonaiu /2.1/ przy czym:
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1. jedld §1'>0 dala &S > 0 to szczelina jest statecz-
nz i nie przejawia tendencji do powigkszania sig,
2. jesli dT7% 0 dla dS, > 0 to réwnowaga ukladu ze

szczeling jest chwiejna 1 jesli:

a. g2 ’?“}O to dalsze powigkszanie sig szczeliny Jjest

mozliwe jedynie przy zwiekszaniu obeigzenia,

b. J27*L0 to dalszy wzrost obcigzenia doprowadzi do

gwaitowne] propagacji pekmiecia,

5. jesli JV*<0 dla §S > 0 to szczelina jest niesta-
teczna i nastepuje propagacja pekmigcia az do zniszczenia
materiaXu wzglednie ustalenia sie nowego poXozenia rdéwno-
wagl.

Hipoteza Griffitha, aczkolwiek operuje pojgciami global-
aymi, tekimi jak energia wewnetrzna odksztaicenia, praca six
zewnetrznych, jest w istocie hipotezs lokalng w tym sensie,ze
do jej stosowania wystarczajgca jest znajomoéé stanu ciaia
w bezpoérednim otoczeniu krawedzi szczeliny. Na fakt ten zwrd-
ciZ uwage Irwin, ktdéry stosujgc tzw., podejécie sizowe, sformu-
Towal réwnowazne energetycznemu kryterium Griffitha, lokalne
kryterium pekania oparte na znajomodci wspéiczynnikdéw inten-
sywnosci naprezenia w wierzchoikach szczeliny.

2.2, Kryterium kruchego pe¢kania Irwina

Kryterium kruchego pekania Griffitha zdefiniowane jako
znikanie wariacji funkecjonazu /2.1/ dla maiych przyrostiéw po-
wierzchni S« = d S, mozna sformuXowaé w nastepujgcej rowno-
wazne] postaci:

G AT =D dla S,—0.

Tak sformuXowane kryterium Griffitha orzeka, %Ze ubytek energii
potencjalnej Y ciaza ze szczeling o powierzchni S; powstay
w trakcie procesu tworzenia sie pgknigcia o powierzchni Sa
Jest réwny energii powierzchniowej D = [ S« zuzytej na utiwo-
rzenie sig¢ pekniecia S o /Rys.6/.

W celu sformuowania kryterium kruchego pgkania w ujgciu



Irwina, rozwazmy ponownie liniowo sprezyste ciaZo o objetoéei
V ograniczone powierzchnig S, = Sg + S, przyjmujgc jedno-
czednie, ze ciaXo to osiabione jest szcozeling o wymiarze dzu-
godei 1 i swobodnej od obcigZer powlerzchni S,. Zakiadamy, tak
jak to uczynilidmy przy formuZXowaniu hipotezy Griffitha, zZe
rozwazane ciazo znajduje sie w .polu dziazania siz masowych F,,
na czesci powierzchni ogragiczaj%gej claro Sg dane sg staze
obciazenia powierzchniowe T; = Gq n; , zaé na pozostaie] czes~
¢i powierzchni ograniczajgcej ciaio S, dane s3 przemieszczenia
3i! /Rys.Ta/.

Powstaie w ciele przemieszczenia, odksztaicenia i naprezenia
oznaczymy odpowiednio przez Eir gq i éq . Przy tak przyje-
tych oznaczeniach energia potencjalna odksztaicenia ukadu I
opisana bgdzie zaleznoscig:

/2.5/ ’Y,—-?’— GﬁjggjdV—fz&ds-fEJ,-dV.
v Se v

Rozwazmy teraz uk¥ad II przedstawiony na Rys.7b. ZakZadany, Ze
rogwazane ciazo ma tekie same wymiary i jest tak samo obcigzone
i podparte jak w zagadnieniu I, a rdzni sie od niego tylko po-
wierzchnig szczeliny, ktdéra powigkszyia sie w stosunku do
szczeliny w zagadnieniu I o swobodne od obcigzen pekmiecie o

powierzcehni Sg.

H
—_—

Su

a/‘ b)

Rys.7
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Przyimijmy, ze przejécie z ukadu I do ukZadu II osisgnglismy
poprzez powolne powigkszanie hipotetycznego cigcia L do roz-
miardéw S, /Rys.7a/ zakXadajgc jednoczegnie, 2ze tworgona W
trakecie tego procesu powierzchnia pekmigeia So jest swobodna
od obciszeri. Powigkszanie powierzchni szczeliny 8¢ o wielkoéé
Sg jak i zmiejszanie naprezen na tej dodatkowej powierzchni
od wartogei T{ do zera powoduje powstanie w ciele przemiesz-
czen u;, odksziaiced &{j i naprezer 6ij .

Przy tych oznaczeniach oraz przy zaxozeniu, zZe w trakcie pro-
cesu powiskszania powierzchni szezeliny S nie zmienia sig
objetoéé ciaXa w stosunku do zagadnienia I, energia potencjal-
pa odksztaZcenia ukZadu II opisana bgdzie zaleznodcia:

Ky Y= ?Z— 6i;EijdV - 70';ut- as —‘/‘Eufdv.
v Se v

Ubytek energii potencjalnz] odksstazicenia - 2Y - ’Y,, = 'Y'z
przy przejsciu z uk¥adu I do ukXadu II przyjmie na mocy zalez-
noéci /2.5/ i 2.6/ postad:

-AY = £ |(66-65€4)aV - | 7. (G- ui) ds -
Vv Se
-ff’-,f(G‘.-u,-) dv.

14 ) 3
Wielkodéi charakteryzujace stan przemieszczen, odksztaicen i
paprezel w ukiadzie I doznaje odpowiednich przyrostéw i wpro-
wadzajge wobec tego oznaczenia:

r2.1/

2.8 — & ~
fuEGray, Eg= Eyraty , Oy =0+ 20j,

oraz wykorzystujac tozsamodé g,;j akij=a6ij&
wyrazeniu /2.7/ mozemy nadaé postac:



s =
JAY S -27—f aGijatijdV -| 65a&;dV -
v

0
+f7{4u;ds +[F au;dV.
v
Zastepujgc w tym zwigzku wyrazenia podcatkowe w dwéch pierw-
szych caXkach odpowiednio wyraseniami (AG6ij ARi),j = ABijui
i (6ij Aui)d' - 6yj,) au; oraz wykorzystujgc wzory Greena= ,
Gaussa i réwnanie réwnowagi Gij,j+ F; = 0 otrzymamy

-At= 2—7 AGjj au;n;ids —fs,-jau‘-n,-ds *
/2.9/ o <
o
+[ T Au;ds

gdzie 8 = S, + 8, + S 3¢
Zgodnie %z przyjetymi przez nas warunkami brzegowymi i ogna-

czeniami /2.8/

i ha Ss: ' 0 na Sey

6
6; =40 3 3 ST Abg=r4 0 - pa. 5,
0

Aa s Sg . 6y ha" Sy
au; =0 na Sq
i wobeéc tego wyrazenie /2,9/ przyjmie postaé:

o pteef [ Fau s,

gdzie 5,’ = éij nj. Sew

Przyjmijmy teraz, zZe rozwazana przez nas szczelina o po-
wierzchni S; jest okreslong w poprgednim rozdziale i usytuowa-
ng w paszczyinie (x,,x,) szczeling pasmowg o dIugosci 1, kté-
rej wierzchoXki sg punktami (b,0,0) i (a,0,0), /Rys.3/. Roz-
wazajgc prawy wierzchozek tej szczeliny oraz zakiadajgc, ze
powierzchnia szczeliny S, zwigkszy sig w kierunku osi ‘x, 0
pgknigeie 5; o diugodei Al, ubytek energii potencjalnej od-
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ksztalcenia w trakcie procesu wydiuzania si¢ szczeliny S, opi-
sany bedzie na mocy zaleznodci /2.10/ nastepujagcymi wyrazZeniem:

atal

291/ -AY = -27- 64 (x,.0:a)lu; (x,0;a+al )] dx, ,

a

- gdzie uzyty zapis wskazuje na fakt, Ze napresenia Goil x4,052)
odpowiadajg naprezeniom dla szczeliny o wierzchoiku w punkcie
(a,0) zad przemieszczenia wu;{x4,0;a+al) odpowiadaja prze-
mieszcgzeniom powierzchni szczeliny w punkcie (a+41l1,0),
/Rys.8/.

Xz

Rys.8

Jesll zalogyé, Ze wydXuzenie szczeliny A1l jest dostatecznie
mate, to w miejsce wystepujgcych we wzorze /2.11/ dcisXych
wartosci naprezeri &, 1 przemieszczed u mozna podstawié ich
asymptotyczne wartosci, ktére dla poszczegdlnych typdéw od-
ksztaXcer powierzchni szczeliny opisane sa zaleznosciami /1,3/
wzglednie zwiggkami /1.10/, /1.17/ 1 /1.22/ przy czym korzys=-
tajagc z zalesznosci /1.3/ nalezy przyjgé dla naprezed, ze
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I =8 =X = @, f = 0 zaé dla przemieszczed, 2e r = Al - 8,
8-r.

Przyjmujgc, Ze jedynie skradowa wektora przemieszczenia w
kierunku osi x, jest funkcjgq nieciggg na powierzchni szczeliny
5, i powierzchni pgknigcia Se © diugosci a4 1, na mocy zalez~-
nogei /1.3/ i f2.11/

2 A[ =S ds.

Po wykonaniu caikowania otrzymamy ostatecznie, Ze w przypadku
typu normalnezo rozwarcia powierzchni szcgzeliny, ubytek energii
potencjalnej odksztalcenia w trakcie tworzenia sie¢ infinitezy-
malnego pekniecia o dtugoéci a1l opisany begdzie zalezmoscig:

2

o T R S Kz al

gdzie X okreélone jest wzorem /1.4/ zad K, jest wspéiczyn-
nikiem intensywnosci naprezenia w odpowiednim wierzchoiku
szczeliny.

Przyjmujge, ze jedynie skxadowe wektora przemieszczenia w
kierunku osi x4 lub X5 sg funkcjami nieciggiymi na powierzchni
St 1 odcinku A1, ubytek energii potencjalnej odksztaicenia w
trakcie tworzenia sie pekniecia o diugodci A 1l w prazypadku
poprzecznego i1 podiuznego scinania powierzchni szczeliny opisa-
ny bedzie na mocy zaleznosci /1.3/ i /2.11/ odpowiednio zalez~-
noéciami:

-aY = Tt KE Al :
/2.13/ BH 5

—A'V— K Al
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gizie Kg 1 Ky 83 wspéiczynnikami intensywnofci napregzenia w
odpowiednim wierzchoxku szczeliny.

Fakt, Ze ubytek energii potencjalnej odksztaicenia w trak-
cle procesu pekania mozna okreflié za pomocg zwigzkdéw opisujg-
cyck lokalny rozkad naprezed wokét wierszchoika szezeliny lub,
inaczej méwiac, za pomocg odpowliednich wspbéiczynnikdéw intensyw-
nosci naprezenia, wykorszystany zostaX przez Irwina w nadaniu
energetycznemu kryterium pekania Grifiitha innej, vardziej do-
godnej w zastosowaniach postaci [2].

Jesli rozwazyé typ normalmego rozwarcia powierzchni szcze-
liny pasmowej i zaXozy¢ powstanie infinitezymalnego pelmigcia
Sg o dXugodeci Al w jednym wierzchoiku szczeliny, tc na pod-
stawie energetycznego kryterium Griffitha opisanego zaleinosg-

cig /2.4/ otrzymamy:
-lim __Al.

al—0 ‘31- 3 Z)Y"

Zaleznodéé ta po wykorzystaniu zwigzku /2,12/ przyjmie postaéd:

e 16ur
L7 E*] ’

zagé otrzymany stad wartosé wspdiczynnika K; iraktowaé bedziemy
za Irwinem jako nowg staXe materiaXowg i nazywaé krytyczng war-
toécig wspdiczynnika intensywnosci néprgzenia; w przypadku ist-
nienia w ciele plaskiego stanu odksgztaicenia oznaczac jg be-
dziemy przez Ky, ,zas w przypadku plaskiego stanu naprgzenia
przes Kc.

Sformulowany przez Irwina warunek rdwnowagi chwiejnej
szczeliny stwierdza, ze rozstrzygniecie czy szczelina jest sta-
teczna zalezy od wielkosci wspéXczymnika intensywnodci mapre-
2enia w wierzchozku szczeliny.

Szeczelina o powierzchni Sy osiaga stan réwnowagl chwiejnej w
momencie gdy wyznaczony dla konkreinego zagadnienia wspdiczyn=-
aik intensywnodci naprgzenia K, osigga wartoéé krytyczng Kie,
lub Kpy c2zyli gdy
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K _= ——L‘?E — dla pzaskiego B@u

TCh 7_02
odksztazcenia
/2.14/ K, =

K. = 2EJ'- — dla p2askiego stanu

naprezenia,

Je#li K; { Ky lub E; { K. to szczelina nie przejawia tenden—
cji do propagowania sig¢ i wreszcie gdy K; ) K . lub K ) K,

to wzrost szczeliny jest niestateczny.

Krytyczna wartoéé wspéiczynnika intensywnoéci naprqzenia K,.
charakteryzuje tzw, odpornoséé materiaiu na pekanie i jest wyz=-
naczalna doswiadczalnie. Szeroki przeglad metod znajdowania
wartosé wspéZczynnika K, . jak i odpowiednie dane liczbowe po-
dane 83 mi¢dzy innymi w opracowaniach [9,30].

Formuiujgec lokalne kryterium pgkania, Irwin wprowadziz
pojecie tzw. wspéczynnika wyzwalania energii potencjalnej od-
ksztaXcenia, ktory reprezentuje ubytek tej energii w trakcie
procesu pekania ciara statego [2].

Biorgc ponownie pod uwage wierzchoiek rozwazane] przez
nas szczeliny pasmowej S, wspbtczynnikiem wyzwalania energii
potencjalnej odksztaXcenia w trakcie procesu powiekszania sig
szczeliny S, o peknigcie S 0 dugosé Al w kierunku osi x,,
nazywaé bedziemy za Irwinem = na podstawie zaleznosci /2.11/ -
nastepujgce wyrazenie:

Rt e
5 Allfg al

/2.15/ i

AR
-4{{{2 a7 | Gulxu0a) [u(x,0;a+al)] dx,.
a
Wykorzystujge definicje /2.15/ oraz zalezmnodci /2.12/ i
/2413/ wspéXczynniki wyzwalania energii potencjalnej odksztaZ—
cenia dla poszezegdlnych typdéw odksztaicen powierzchni szcze-
liny przyjmg postaé:
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£¥lc 2
g:': Z?ZZ‘ K
Sua]
/2.16/ b= T
9m= j’ K‘; ’

za8 w ogdlnym przypadku, gdy skXadowe wektora przemieszczenia
8g funkcjami nieciggXymi na powierzchni szczeliny we wszyst-
kich trzech kierunkach x;( i=1,2,3), wspétezynnik ten opisany
bedzie zaleznoscig:

L+] 2 2 2
9:@(}\’]._-}}‘(‘“)-#2—;—' o
Kryterium kruchego pekania Irwina sformuXowane jako kryterium
o krytycznej wartosci wspéiczynnika intensywnosci napre¢zenia
czgsto bywa zastgpowane z uwagl na zaleznosci /2.16/ za pomo=-
cg kryterium o krytyczmnej wartosci wspéiczynnika wyzwalania
energili potencjalnej odksztatcenia [30,31].

Korzystajgc z pojgcia wspdéiczynnika wyzwalania energii
potencjalnej odksztaicenia, energetyczne kryterium kruchego pg=-
kania Griffitha orzekajgce o powieksganiu sig¢ powierzchni
szczeliny S; o pgknigcie S o0 dXugosé A 1 mozna sformulowaé
teraz w postaci:

Ye Jeslt S (’2{ y, to szczelina jest stateczna i nie prze-
jawia tendencji do wydiuzania sie,

2, jeli § = 2y , to réwnowaga ukiadu ze szczeling jest
chwiejna i jeéli:

a. g? {0 +o dalsze wyduianie sig szczeliny jest moz-

/e 17/

liwe jedynie prazy zwickszaniu obcigzenia,

b. g? )/O to dalszy wzrost obcigzenia doprowadzi do

gwaztownej propagacji pekmigcia,
3. Jjesli G D 2(‘ , to szczelina jest niestateczna i propaguje
sle az do zniszczenia materiazu lub ustalenia sig nowego
poXozenia réwnowagi.
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2.3. Uogélnienie kryterium Griffitha-Irwina. Prgdkoéé zmiany
wspéczynnika wyzwalania energii

SformuXowanie kryterium kruchego pekania w dynamicznym
procesie pekania ciax staxych oparte jest, tak jak w procesie
quasi-statycznym, na zasadzie zachowania energii odksztaXcal~-
nego ciaia [9,32-40].

W celu uogélunienia kryterium Griffitha-Irwina na prazypadek
dynamicznego procesu pgkania, rozwaimy liniowo spre¢zyste eiaio
0 objetosci V ograniczone powierzchnig S, = Sg+ S,

Dla prostoty dalszych rozwazan przyjmijmy, Ze ciaXo zawiera,
usytuowang w pXaszczyznie (Xx,,X,) nieruchomego ukZadu wspéi-
rzgdnych prostokztnych x;, (3i=1,2,3), szczeline pasnowsg 0 wy-
miarze dXugosci 1, ktdérej powierzchria S, swobodna jest od
obcigzen.

Zak*adamy, ze rozwazane cialo znajduje sig w polu dziaZania
siz mesowych F;, na powierzchni Sg dziaZajg obcigzenia powierz-
chniowe ﬁ;, a na powlerzchni S, dane sz przemieszczenia ﬁl,
ktore wywoXuja reakcje podporowe T,, /Rys.3/.

Dodatkowo zakZadamy, ze szczelina o powierzchni S, rozprzes-
trzenia asig¢ w swojej praszczyinie /w kierunku osi xﬁ/ zak¥ada-
Jgc jednoczesnie, Ze w trakcie tego procesu powierzchnia jej
pozostaje swobodna od obcigzen.

Przed przystgpieniem do dalszych rozwazan, wydzielmy z nészego
cia¥a walcowe elementy objetoSciowe Vo o powierzchni S,

(o= 1,2) zawierajgce krawgdzie /wierzchotki/ szczeliny S1

i zaXézmy, %e elementy te poruszajs sie wraz z wierzchoZkami
szczeliny.

Zasada zachowania energii w dynamicznym procesie pekania
materiatu stwierdza [9,35,38], Z¢ moc obcigzern zewnetrznych P
dzia*ajgcych na rozwazane ciaXo jest réwna sumie predkosci
zmiany enérgii potencjalnej U /energii wewnetrznej odksztalce-
nia/, energii kinetycznej K i energii D dysypowanej w trakcie
Procesu rozprzestrzeniania sig szczeliny.

Wprowadzajgc oznaczenia:

£
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P=f7:U; ds +lim E Ui dV . moe obcigzen

Lol (3 zewng trznych,

odksztaicenia ciaza
ze szczeling §;,

K = dim ?L g U,- U‘dV - energia kinetyczna
Vg0

cliaza ze szczeling

U=lim if 5,_-,- 6,1 dV - energia wewngtrzna

V-Vg Sy »
° -
I na Sg
e
g Vo 500 S
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sformuXowana uprzednio zasada zachowania energii prowadzi do
wzorus

Y 2
/2.19/ P-df (U“"K D),

gdzie symbol E% oznacga pochodng materialng.
Po wprowadzeniu oznaczenia:

2200 G=P -d—(;'—(U+K),

zaleznoéé /2.19/ przyjmie postaé:

f2:2if 5= g e

dt
Wystepujgca w tym wyrazeniu ,wielkodé G okreéla predkoséé zmiany
wspéXczynnika wyzwalania energii [36,38], zaé samo wyrazenie
/2.21/ przedstawia sobg, uogélnione na przypadek dynamiczny,
kryterium Griffitha~Irwina. Kryterium to orzeka, ze predkosé
zmiany wspéXczynnika wygwaiania energii w dynamicznym procesie
kruchego quania jest réwna predkodci dysypacji energii w trak-
cie tego procesu.

Z uwagi na fakt, Ze powierzchnia S, ograniczajgaca rozwaza-
ne ciao pozostaje w spoczynku, zas wydzielone elementy obje¢-
tosciowe Vo, poruszajs sie wraz z wierzchoxkami szczeliny, pred-
kosci zmiany energii potencjalnej i kinetycznej dane bedg wzo-

gLl _
o B B B
/2.22/ . Y=g
, 1 :
+lim - | 6 u.,;0.n, ds,
Sg—+0 2 4 s
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—"timm 0 U U; dV +
/2¢22/ V‘VE

+$1e/*rg —27—f9 u; 4y, n, ds ,
gdzie symbel VU, oznacza skxaéowe predkoéci punktu powierzchni
S W kierunku n, /o - wektor normalny do powierzchni S./, zas
Sg =8, + 83,

Zastepujac wyrazenie 6; u;; zwigzkiem (G;ui),; - Gy,
oraz wykorzystujgc wzory Greena-Gaussa i rdéwnanie ruchu Gij,j +

€ u; , predkosd zmiany sumy energii potencjalnej i kine-

tycznej, na mocy zaleznosci /2.22/ i /2.18/, prayjmie postad

dl‘ {U+K)-P+[¢/Ta [ 6 u;n; +

/2..23/ 5;

5 (6 U+ 4 G; )y n, ]ds.

Wykorzystujac naste¢pnie zaleznosci /2.20/ i /2.23/, predkosd
zmiany wspéXczynnika wyzwalania energii dana bedzie ostatecz-
nie galeznogcig, [38]:

G=-lim [[6; un; +
Sg=+0

/2.24/ s
(4

o (6; u;+u;u; ) v n, ] ds.

iy L
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¥ pracach [56,38] wykazano, ze tak okreslona wartofé pregdkosci
zmiany wspéZczynnika wyzwalania energii w trakcie propagowania
sie szczeliny nie zalezy 04 wyboru ksztaztu powierzchni Sq.

Przyjmijmy teraz, Ze jedynie prawy wierzchozek szczeliny
S, o wspéXrzednych (a(t),0,0) propaguje sig w dodatnim kierun-
ku osi x, nieruchomego ukZadu wspéirzednych x;, /Rys.9/. Ko~
rzystajgc z faktu, Ze predkoséé zmieny wspbiezynnika wyzwala-
nia energii G nie zalezy od ksztaztu powierzchni S,, kontur
catkowania w paszczyinie ( x,,X,)wybierzemy w postaci prosto-
kata |x, - a(t)| =& , |x;] = § , /Rys.10/.

Xz
Sy
P Tf’é L
"?a(t) l X,
){; W 2& kg

RYBJO

Przy przejéciu do granicy z & —»0, odpowiednie caZki wzduz
Pionowych odcinkdéw wybranego przez nas konturu catkowania zni-
kajg, zad na poziomych odcinkach tego konturu U, n, =01

stgd prgdkosé zmiany wspéczynnika wyzwalania energii w trakcie
propagowania sig jednego wierzchoika szczeliny dana bgdzie os-
tatecznie wzorem, [37,38]:

aft)+€

G=lim | 6,(x.0t) [ 4, (x,0.t)] dx, .

a(t)-¢

/2.25/
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Z uwagi na fakt, ze powierzchnia szczeliny S, jest swobodna od
obcigsed czyli 6,,(zx,,0,t) = 0 dla x, { alt), zaé predkosecl
odksztazcer sg funkejami ciggZymi w punktach nie leZgcych na
powierzchni szczellny cazyli [u;(x,,0,t)}= 0 ala x,) a(t),
do wyznaczenia predkosci zmiany wspoZczynnika wyzwalania ener=
gii wystarcza znajomosé rozkXadu naprg¢zen i predkodci odksztaz-
cen w otoczeniu wierzchoka szczeliny.

ZakXadajac, %e prawy wierzchoXek szczeliny S| propaguje
si¢ w dodatnim kierunku osi x, ze staig predkogcig v oraz
wprowadzajac Tuchomy ukad wspéirzednych prostokgtnych /1.23/,
predkogé zmiany wspéZczynnika wyzwalania energii podeczas usta-
lonego procesu rozprzestrzenianiz sie szezeliny opisana bgdzie
zaleznoscig:

a+&
P
5 7 Qi x, 0/
/2.26/ G:_Vf{’:’ng . Ozg‘X;O)[ _S_;(_'J__—— .p dX
a-&

W przypadku gdy jedynie sk*adowa wektora przemieszczenia
w kierunku osi z, jest Tunkcjg nieciggig na powlierzchni S,
wyrazenie /2.26/, na mocy zaletnmogci /1,23/ i /2.26/, prayj-
mie pogtad:

z
2 2 !
N H(E) HE-¢)
G,= - {rm ; s
B TRy (v | g0 Vf 1/—§

-€

gdzie funkcja H(x) jest funkecjg Heavisidea.
7 uwagi na 1akt, ze [38]:

p

i }¥(§.) H (- §
Ml i

predkosé zmiany wspézczynnika wyzwalania energii w przypadku
normalnego rozwarcia powierzchni szczeliny /Typ I/ dana bedzie
ostatecznie wzorem:
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= _Vﬁf.ﬂ__ﬁg_ K :
re.z1/ Or ZuRtvl . f

Przyjmujac, ze jedynie skZadowe wektora przemieszczenia w kie-
runku osi x, lub x, sg funkcjami nieciggiymi na powierzchni
szezeliny S, predkosci zmiany wspéiczynnikdw wyzwalania ener-
gii w przypadku poprzecznego i podiuznego scinania powierzchni
szezeliny /Typ II i III/, na mocy zalezmosci /1.33/, /1.37/ i
/2.26/, dane bedg wzorami:

2
G - V!zg{1_!22) Kﬂ
Tl I
s 2uR(v)
b V 2
T 24/

W ogolnym przypadku gdy wektor przemieszczenia jest funkcjg
niecigg?g na powierzchni szczeliny we wszystkich trzech kierun-
kach xi( i-1,2,3), zas prawy wierzchoiek szczeliny S, propagu-
je sie w dodatnim kierunku osi x, ze staia predkoscig v, pred-
kosé zmiany wspdXczynnika wyzwalania energii, na mocy zaleznoé-
ci /2.27/ i /2.28/, przyjmie ostatecznie postaé:

/2.29/ Gz% (ﬂ,K 4 K,) + 2;/} Ko

Przyjmujac, ze energia D dysypowana jest jedynie na rucho-
mej powierzchni szczeliny S,, predkosé¢ zmiany tej energii w
przypadku procesu kruchego pekania, mozZna przedstawié w posta-
ci [39]:

gl - dbD> d5

g5
Gl g S Fs o HE dd
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gdzie | jest jednostkows energig powierzchniowg ciaia staXego.
Zakradajgc nastepnie, Ze prawy wierzchozek szczeliny S, propa-
guje sig ze stals predkoscig v czyli, ze d4S, = 2v dt, uogélnio-
ne na przypadek dynamicznego procesu pgkania kryterium Grif-
fitha-Irwina zdefiniowane zaleimoscig /2.21/, na mocy zaleznod-
ci /2.29/ i f2.,30/, przyjmie ostatecznie postad:

| o :
/2.31/ —ng%m (Kl K2 + I KE =2p

Otrzymana zaleznosé okredla warunki jakim muszz odpowiadaé
wepéXczynniki intensywnosci naprezenia w konkretnym zagadnieniu
aby szczelina poruszaza sie ze statg predkodcig v.

Przechodzac w zaleznodci /2.31/ do granicy z v —0 otrzymanmy
¥ryterium kruchego pekania Irwina sformuXowane jako kryterium

0 krytycznej wartosci wspéXeczynnika wyzwalania energii poten=-
cjalnej oaksztaicenia.
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3. PODSPAWY MATEMATYCZNE

Rozpatrywane w dalsgzych czgéciach pracy zagadnienia szcze-
lin dotyeczg - %z matematycznego punktu widzenia - problemu po-
szukiwania rozwigszan specjalnego typu réwnai calkowych, a mia=
nowicie réwnania calkowego Wienera-Hopfa [41-44].

Metoda rozwigzywania rdéwnania catkowego tego typu oparta
jest na stosowaniu uogdélnionej na paszczyzne zmiennej zZespo-
lonej, transformacji catkowej Fouriera [19,41,45].

W rozdziale tym przytoczymy definicje¢ oraz podstawowe wiasnoé-
ci tej transformacji, wybrane okreslenia i twierdzenia teorii
funkcji zmiennej zespolomej stosowane prgy rogwigzywaniu réw=-
nania Wienera-Hopfa jak i naszkicujemy sposéb rozwigzywania
tego réwnania.

3.1. Transformacja caikowa Fouriera

Z teorii calki Fouriera wiadomo [19,41], ze jesli funkcja
f(x) zmiennej rzeczywistej x jest odcinkami cigga i rdéimiczko-
walna w przedziale (- o0 , + ©©) oraz jest w tym przedziale
absolutnie catkowalna, to prawdziwy jest wzdér cazkowy Fourie-
ra:

21T

7 -ix6 (&
ey fix)=5= |e d(i/f(f)e fdg.

Jesdli przyjaé, ze

+ o0

/3.2/ F(6) = ol A f(x)e'® dx

va2ir

- oo
i jesli funkcja f(x) speXnia przyjete powyzej szaXezenia, to
w kagdym punkeie ciggXosci tej funkcji
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+00
i ! -IXG
/343/ f(X)_V_?TIT F(6)e"  dx.

Funkcjg F (6) okreélong zaleznoscig /3.2/ nazywa sig transfor=
matg Fouriera funkcji f(x).

Uogdéinieniem wzoru caikowego Fouriera /3.1/ na piaszczyz-
ne zmiennej zespolonej jest nastepujgce twierdzenie [19,41,
43,44]:

Pwierdzenie 1

Niech dana bgdzie funkcja f(x) zmiennej rzeczywiste] x
taka, ze | £(x)] (A exp (7T_x) dla x—>+ 00 1 | £(x)| (B exp(’t’*x)
dla x—» =00 , przy czym T_< T, oraz A 1B sg dowolnymi
rzeczywistymi staXymi. Wéwczas funkcja F (o) okreslona wzorem

304/ F o) =V?T—7—ff(x)eidx dx
~00

jest analityczng funkcjg zmiennej zespolonej o = 6 + i7T,
regularng 2/ pasmie &2 : {T’-(Imoc(T+,)ReaLl oo }
i dla dowolnego T,€ (T.,T,)zachodzi réwnosé:

+o00+iTp

{55/ f(ijﬁ%-fF(oc) e’im do .

-0 +ilg
Zaleznogei /3.4/ 1 /3.5/ okreflajg, wogdélniong na praszczyzne
zmiennej zespolonej transformacje caXkows Fouriera.
Transformatge Fouriera F (o.) funkeji f(x) okreslong wzorem
/3.4/ wygodnie jest w wielu przypadkach przedstawié w postaci:

/3.6/ Flo) = F(et) + Flat)

=2/ Funkc jg regularng w danym obszargze nazywamy funkcje¢ anali-
tyczng w kazdym punkcie tego obszaru.
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gizie jednostronne transformaty Fouriera F (o) i P ™ (x)
wyrazajg sie wzorami:

F(a) = w__i; f(x)e™ dx,

151/ - o0

F*{a)=v—2’=ﬂ-ff(x)e‘“* s
0

W przypadku, gdy spelnione sg zatozenia Tw.1, funkcje F (o)
i FHa) g funkcjami regularnymi odpowiednio w péipZaszczyz=
nach & : {Im o < T:,,}q. KR! :{Im ay T_} , zad wspélny obszar
regularnosci tych funkcji wyznacza pasmo regularnoéci
funkeji F(et) , [41,43,44].,

W przypadku, gdy nie Jjest speXmione zaXozenie uczynione
w Tw.l, 2e T_.< T, to sfuszne jest nastgpujgce twierdzenie o
wogélnionych caikach Fouriera [41]:

Pwierdzenie 2

Jesli funkcje P(a) i F*(ol) zmiennej zespolonej
%= (G + 1T okreslone zaleznodciami /3,7/ istniejs odpowied-
nio w pdéipxaszczyznach &2 : {Im <7 (a} 1 5% {Im & )b }
1 a b, to

/38/ flx)=Elx)+ £ x),

gdzie

+00+iTy

= . ] - - X
/3.9/ Fixls 172——77.»—ff: () e de,

—00+qu
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w*l l:_

/3.9/ filo) = ——f o) &'

-00+( (a

przy czym T,{(a i Ty) b oraz £7(x) =0 dla x)0 i
£f'(x) = 0 dla =x {0,

Z teorii transformacji caikowe]j Fouriera wiadomo [_19,41,45],
2e gzachowanie sie¢ funkeji f(x) dla x —0 lub [x|-— cO moZna
okreslié na podstawie zachowania sie jej transformaty Fouriera
F(x) dla |af—+» o0 lub oo —0, 2 faktu tego bedziemy czesto ko-
rzystall opierajgc sig na twierdzeniu {typu Taubera [43,45]:

Twierdzenie 3

A, Niech dana bedzie transformata Fouriera F (o) funk-
cji £(x), Jesli

/3.10/ F“(a)~3a‘3’2 dla le/-»oco lub o —(-0),

przy czym o znajduje sie w pdékpZaszcayZnie LQ. {Ima < T+}
zag B jest dowolng stazg to

53 f(x) ~2V2 B A (-x)" dla x —(-0)
U X=> = oo,

B. KNiech dana bedzie transformata Fouriera P¥(o) funkcji
£(x). Jesli

/52l Fla)~Ba™ dla 1ol — oo lubo —=(+0),
lub

/3.3 F{a)~Bo™® dla lol —= oo lubo—>(+0)
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przy czym o zanajduje sie¢ w péipzaszczyinie L il {Ima.)T_}
zad B jest dowolng staxg to odpowiednio:

1314/ f(x)~Y2 Be A x"™ dla x —=(+0) (ub x—>+00

lub

a5y Fx)~2Y2Be™. x% dla x—=(+0) lub x— +co

Sposéb rozwigzywania réwnania carkowego Wienera-Hopfa opar-
ty jest przede wszystkim na wykorzystaniu specjalnych twier-
dzen dotyczgcych mozliwoéci przedstawienia funkeji zmiennej
zespolonej w postaci réznicy wzglednie ilorazu funkcji regu-
larnych w sciéle okreslonych obszarach, pojecia przedIuzenia
analitycznegoe oraz uogdélnionego twierdzenia Liouvilléa [41,43 ,44].

Twierdgzenie 4

Niech dana bgdzie apalityczna funkcja E (o) zmiennej zes=-
polonej o = © + i T i niech funkcja ta bedzie regularna w
pewnym pasmie &2 :{7. { Imx < T,, |Real<o0}.
Jeéli |E(a)l < Al&|~® dla |6|»>0c0i p>0 dla kazdego o na-
lezgcego 4o wnetrza pasma &2 , to dla kazdego o mnalezgcego
do pasma &2, :{T.< To { Im < T,{ T,,[Rect| (o0 ] funkeje
E(a) mozna przedstawié w postaci:

136/ Ela)=FEfo)-ETe) ,

gdzie

+oo+iTy

A Ea)= 5 E_(i) d3 .

-co+i 1o



=T =

o sy E(5)
(BT E (o) = ?ﬁj Sfa% ds,

—w+[T'

przy czym tak okreélone funkcje E'(a) i E (&) sg regularne
odpowiednio w péip¥aszezyznach G52 & {Ime>7_}
R T

Pwierdzenie 5

Niech dana bedzie analityczna funkcja H (&) zmienns] zes-
polonej o = G + iT , ktora jest regularna i nie ma miejsc
zerowych w pasmie S2 :{ T_{(Ima{ T,, |Recti( 00}

Jedli H(t) — 1 gay |G| — oo dla kazdego o nalezacego do
wnetrza pasma Se 4 {7 (T {Imx LT, (T, |Reat| { o0 }
to funkcje H (t) mozna przedstawié w postaci:

. H)
/3.18/ = et
e H o)
gdzie
+00+i Lo
o0 oo e InHEe)
/nH(oc)-N/.,. J/ oo d¢s
-~ e0+iTy
/3.19/ R
TRt [n H(U
InH (&) = PV res ds,

PTZy cgym funkcje H' (o) i E (o) sg regularme i nie majs miejsc
zerowych odpowiednio w pélpZaszczyznach Q":{ Imo > T_ }
1 Q:f{mad{T,].
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Twierdzenie to moze byé uogdélnione na przypadek gdy funk-
cja H (o) ma w swoim pasmie regularnosci &2 skodczong liczbe
miejsc zerowych [41,43].

Twierdzenie 6

Niech funkcja H (o) speimia zaXozenia Tw.5 w pasmis
& lmal| < s, |Reck | < o0}, Jedli funkeja E (o) jest pa-
rzysts funkcjs zmiennej oo i dodatkowo E(0) = 1 to H'(0) =

2 . aHfta) AR (ot

Twierdzenie 7 /Liouvilléa/

Jezeli funmkecja L (%) zmiennej zespolonej o = & + iT
jest regularna w kazdym skofczonym obszarze piaszczyzay o 1
| ()] & Aler ¥ dla Jol> oo gdzie 4 jest dowolng staly, zaé
k nieujemng liczbg calkowitg, to funkcja I () jest wielomia~-
nem P, (o) stopnia nie wyzszego ni3 k.

3.2, Réwnanie caZkowe Wienera-Hopfa. Metoda Wienera-Hopfa

Nie jednorodnym réwnaniem catkowym Wienera-Hoplfa nazywamy
rownanie

/3.20/ ¥ (x) =f¢(f)k(f -x)d¢ + glx),
0

ktére jest okredlone dla x >0, zag poszukiwang wielkoscig jest
funkcja P ( x). Eéwnanie tego typu rozwigzuje sie stosujac zes=
polong transformacje caXkows Fouriera [41,42,44].

Zalézmy, ze rdéwnanie /3.20/ jest suszne dla (x| { o0
oraz wprowadimy oznaczenia:

[oix) dla x>0 i ¢(x)=0 dla x{Q

e
P09 lo0) dla x<0 1 px)=0 dla x50

Réwnanie /3.20/ przyjmie wéwczas postal:
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/3.21/ 9 (x)+y*x)= go*(f)k(f —x)dS‘ +g(x),

=00

gdzie poszukiwanymi wielkosciami sg teraz funkcje W7(x) i
Pr(x).

Jegli istmiejg tranaformat; Pouriera funkcji wystepujacych
w réwnaniu /3.21/ oraz mozliwe jest stosowanie twierdzenia o
transformacji Fouriera splotu funkeji WY*(x) i k(x) to rdéwna-
nie /3.21/ na mocy Tw.1 lub Tw.2, przyjmie postaé nastepujace-
go réwnania funkcyjnego [41,44]:

522 O(a) +[1-V2T Kla)] i)+ Gla)=0,

ktdére jest okreslcne w pewnym pasmie St :{ T < Tmiokid iy
|Rect|< oo } pzassczyzny azmiennej zespolomej o = & + i7.
Wezystkie funkcje wystepujgce w réwnaniu /3.22/ sg funkcjami
regularnymi w pasmie S, zaé nieznane funkcje @ (o) 1 W ¥(e)
sg funkejami regularnymi dodatkowo w poipiaszczyznach

S mad Tl QF fIna> T T,

Iatnienie wspdlnego pasma regularnocsci S dla wszystkich funk-
cji wystepujgeych w réwnaniu funkcyjnym /3.22/ stanowi podstawe
metody rozwigzywania tego rodwnania.

Rozpatrujgc zagadnienia, ktdrych rozw;qzanie sprowadza

sie do rozwigzania réwnania caikowego typu /3.20/ w wigkszosci
przypadkow pogtepuje sie w ter sposéb, ze wykonujge zespolong
transformacje caikows Fouriera na odpowiednim rdéwnanin roznicz-
kowym oraz wykorzystujgec warunki brzegowe rozwazanego zagad-
nienia, otrzymujemy bezposrednio réwnanie funkcyjune /3.22/.

Ten tok postepowania epowodowany jest nieznajomeoédcig, a w wielu
przypadkach niemozliwodcig okreslenia, jgdra réwnania /3.,20/
czyli funkcji k(x), ktdéra jest funkcjs Greena rozwazanego pro-
blemu. Przykedem ilustrujgeym réwnowaznosé obu sposobdw jest
np. zagadnienie rozwazane w pracy [46].
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Roswazajge w dalszych czesSciach pracy konkreine zagednienia
szczelin, omijaé bedziemy problem konstruowania rdéwnania caiko-
wego typu /3.20/ i rozwigzanie odpowiedniego zagadnienia spro-
wadzaé bedziemy bezpoérednic do rozwigzania rownania funkcyjne-
go postaci /3.22/.

W celu opisania metody rozwisgzywania réwnania funkcyjnego
/3.22/, ktérg nazywa sie czgsto techniks Wienera-Hopfa, rozwaz-
my nastepujgce réwnanie funkcyjne [43]:

/3.23/  Ale) Yla)+ Bloa) @ (o) +C () = 0

okredlone w pewnym pasmie S :{ T.{Imx{(T,, |Rex|{c0}
piaszczyzny gzmiennej zespolonej oo . ZakIadamy, Ze niezrane
funkcje @ (o) i V() 85, funkejami regularnymi odpowiednio
w péipraszczysnach S :{Imec{ T,} 1 SRT:{Ima)> T}

zag funkcje A (), B (ct) 1 C(o) sg danymi i regularnymi funk-
cjami w pasmie $2 . Dodatlkowo dla prostoty dalszych rogwazar
gak¥adamy, ze funkcje A (&), B(et) 1 C(o) nie majg zer w
pasmie Su.

Celem metody Wienera-Hopfa jest przedstawienie réwnaniza
/3.23/ w postaci réwnosci dwéch funkcji, ktore byiyby rodwne
sobie w pasmie S i analityczme w pérpiaszczyzmach S i ST
Przedstawmy w tym celu réwnanie /3.25/ w postaci:

/3:24/ P(x)+ Hio) ¥la)+Glx)=0.

Podstawowg czynnoscig w metodzie Wienera-Hopfa jest tazw.
faktoryzacja funkeji H (o.) polegajaca na przedstawieniu 1¢j
funkcji w postaci:

H(e)

/3e25/ H =
e H™ot)
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przy czym zada sig aby funkcje HY ()i H “(ct) nie mialy zer od-
powiednio w péipkaszczyznach S.'i S oraz byly w nich regu-
larne z wyjgtkiem byé moze pumktu w nieskeficzonodci.

W zaleznodci od postaci funkeji H (), przedstawienie /3,25/
uzyskuje si¢ na drodze elementarnych przeksztacer wzglgdnie
wykorzystuje si¢ Tw.5.

Po wykorzystaniu zaleznoéci /3.25/ réwnanie /3.24/ prazyjmie
postaéd:

/3.26/  HY(a) P (o) +HYe) THer) + E) = 0,

gdzie
/3.21/  Elo) =HTlor) Glo).

Jedli funkcja E (o) jest funkcjg regularng w pasmie S oraz
spe¥nja zaXozenia Tw.4, to mozna przedstawié jg w postaci:

/3.28/ FEla) = EYo) -E )

gdzie funkcje E¥ (o) i B~ (o) 83 regularne odpowiednio w péi-
paszeczyznach SuTi S7.

Zakradajac szusznodé przedstawienia funkcji E (o) w postaci
/3.28/, réwnanie /3.26/ mozemy przedstawié w postaci:

1329/ HT{o) (o) +E Tow) = -H o) ¥ (o) -E o) =L (1)

Lewa i prawa strona tego rdéwnania przedstawiajg sobg dwie funk-
cje, réwne sobie w pasmie S0 oraz regularne odpowiednio w péx-
ptaszezyznach S2”i S§2% z wyjgatkiem byé moze punktu w nieskod-
czonogei. Wynika stgd, ze funkcja okreélona prawg strong réw-
nania /3,29/ jest analitycznym przediuzeniem funkcji okreélo-
nej lewg strong réwnania /3.29/ co oznacza, zé okreslona zosta-
%a funkcja L () regularna w dowolnym skoriczonym obszarze
piaszczyzny zmiennej zespolonej o .
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Jesdli przyjmiemy nastepnie, 2e

[H ) (o) + Etee) ] < Joul” dla lecl—oo i cues2;

+

JH () ¥la) +E o)l ¢ loo/® dla Jo—o0 | ove 2

to na mocy uogdélnionego twierdzenia Liovilléa /Tw.7/, funkcja
L (o) jest wielomianem P (o) stopnia n nie wyzszego niz cako-
wita czedé min ( p,q) i wéweczas zgodnie z zaleznogcig /3.29/

Hla) @ (a)+E ) =P(x) ,
He) i) +EHa) = - P (o).

Ostatecznie nieznane funkcje & (&) i W '(w) dane beds swiaz-
kami:

Ela) - Plex)
H(x)

B (o) = -

*

/3.30/

4 v ETo)+P(a)
o= H ()

prazy czym funkcje @ (o) i\I_f+(oL) sg okredlone z dok¥adnodcig
do n staiych, kiére nalezy wyznaczyé z dodatkowych warunkow
Jakim odpowiada wyjsciowe zagadnienie,

Funkcje P(x) i \I"’(a.) opisane zwigzkami /3.30/ s regu-
larne odpowiednio w pézpiaszeszyznach S2” i 7, a tym samym
w pasmie S i wobec tege na mocy Tw.l

+O*iTy

;3 = 9(x)= V2_'—7T d(a)e ™ da dla x<0,

~00+iTe



pestt ¥x)= U)o ™ da  dla x>0,

gdzie To €(T_,7T,)zaé funkcja ¢*(x) jest rozwigzaniem odpo-
viedniego rdéwnania caXkowego Wienera-Hopfa typu /3.20/,

W wigkszodel zagadnier matematycznej teorii szczelin da-
Jjacych sie sprowadzié do problemu rozwigzywania rdwnania funk-
cyjnego /3.23/, Scisza faktoryzacja funkeji H (o) prowadzi je-
dynie do formalnego okrefdlenia funkcji Hi(ot)a tym samym do
formalnego rozwigzania rdwnania /3.23/. Jednym ze sposobdw
uzyskania rozwigzai nadajacych sie zarowno do jakosciowej jak
i ilodciowej amalizy rozwazanego zagadnienia jest przyblizona
faktoryzacja funkcji H(d) ,[43]. W zagadnieniach, w ktérych
niemozliwe bedzie przedstawienie w sposéb cisity funkeji H(at)
w postaci /3.25/ tak, aby funkcje H*(o) dene byly w zammie-
te] postaci, stosowaé bedziemy metode faktoryzacji funkeji
H(o) zaproponowang przez W.T.Koitera [47,48].

Rozwazane przez nas zagadnienia szoczelin sprowadzajg sie
do rozwigzywania rdéwnania funkcyjnege typu /3.23/ okreslonego
w pasmie &2 :{-'To( Imat { O, ,‘Rec!.|<oo} gizie T, jest pew-
ng dodatnig liczbg rzeczywistg. W celu oméwienia wspomnianej
metody Koitera fakteryzacji funkeji H(a) , rozpatrzyé nalezy
przypadek gdy funkcja H (o) jest regularna w pasmie
o { |[Imet| ¢ a, lReal(oo} lub w pasmie ..Q,z:{- ad{Imt £ O,
JRe . | < cO } » gdzie a ) T,, przy czym dla uatwienia dalszych
rogwazan przyjmiemy dodatkowo, ze fumkcja H (o) nie posiada
miejsc zerowych w swoim pasmie regularnoéeci.

Idea Koitera, sformuXowana w pracy [47] dla przypadku
gdy funkcja H (o) jest regularna w pasmie $2,, polega na przed-
stawieniu tej funkcji w pewnym pasmie Sx,c S24w postaci:

332/ i) = Hle) H(a),
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gizie funkcja H(o) jest dang w jawnej postaci funkcja, dajges
sie¢ faktoryzowaé w elementarny sposéb, przy czym zgda sig, aby
funkcje H (o) i H,(c) speinialy nastepujace warunki:

1. funkcja’ H,(ot) jest parzystg funkcjg zmiemnej of ,
H,(a) = Hy(-x),

2. funkcja Hy(o) jest regularna i nie ma miejsc gero-
wych w pasaie Qo:{|Imal{ o, [Rex|L 00}
gizie £, a i €, K1,

/3.33/ 3. funkcja H(a) jest regularna i nie ma miejsc zero-

wych w pasmie §2o,

4. lim H(o)/H()= 1 w pasmie S2o,

=0
5. 1im B(&)/H ()= 1 w pasmie $2,,
oo = 00 y

6. H(®)= H(G) dla |6l c0 gdzie & = Reck.

7 ostatnich czterech warunkéw wynika, ze w pasmie S2o funkcje
H(d) mozemy zastgpié funkcjg H(«) a tym samym przyjaé, ze

H(a) = H(xt) w pasmie S2x: {-€ {Imax { 0, |Reatl< c0 }
gdzie € = min (€o,7To); Dasmo S x jest jednoczeénie obszarem
okreglonosci rozwazanego przez nas roéwnania funkcyjunego.

% wiasnosci tak okreslonych funkcji H(a) i H (&) wynika
dodatkowo, ze funkcje H,(&) mozna na mocy Tw.5, przedstawié w
pasmie &2, w postaci ‘

/3.34/ Hla) = H, ((0-’)

gdzie funkcje H*(a) i H (x) sg regularne i nie majg miejsc ze-
rowych odpowiednio w péipZaszczyznach s Jodl {Inat ) - & }

i 25 :{macéo]-

ZaXézmy nastepnie, ze funkcje H (o) mozna przedstawié w pasmie
S, W postaci:

H )

/335/ H(c)= T(a)



- 75

gdzie funkcje B (x) i B™(X) nie majg miejsc zerowych i sa re-

gularne, z wyjatikiem by¢ moze punktu W nieskorczomosci, odpo=-
ol . 5 - + =,

wiednio w poéipzaszczyznach Shel oo .

Ostatecznie, wykorzysiujac zaleznosci /3.32/, /3.34/ 1 /3.35/,

tunkcje K (o) mozna przedstawidé w pasmie &oWw postaci /3.25/,

gdzie

Ha) = H7a) Hlew)

i
.

o
o
N

HToe) = AT Hiler),

proy czym funkeje H' (o) i H'(c&) nie majz miejsc zerowych i sa
regularne, z wyjstkiem by¢ moze punktu w nieskoiczonosci, ocdpo-
wiednio w pdiptaszczyznach K251 ..Q.o.

Eonstruujge funkcje (o) w przypadku zdy funkcja H ()
Jes8t regularne w pasmie Qg , Dosterujsmy pcdobnie jak poprzed-
nio, z tym 2e nalezy teraz dodatkowc uwzgigdrnic punkvy os
we i ewantualne mlejsca zerowe funkcji H (o) na osi rzec
tej 6 = Re o plaszczyzny zilennej zespoloney o .
¥ rogwascanym prgypadku zada sie aby funkeje H,(a) i i)
speinialy nastepujace warunki:

1. fankcje H,(a) jest parzysty funkcjg zuiennej o

2. funkeja H,({o) Jest regularna i nie ma miejsc zero-
wych w pasmie Sio, y )

3. fmkecja E{a) jest regularna 1 nie ma miejsc zero-

wych w pasmie Sdo, % wyjatkiem punktdw leiacych

(53T na osi rzeczywiste) @ = Re o , na ktorej moze miec
skoriczonz liczbe punktdéw osobliwyeh i miejec zero-
wych,

4, funkcje E(ot) i BE{d) majg te same punkiy osobliwe
i miejsca zsrowe ra 08l rzgczywiste] & = Reo
5. lim B(e) /E(at)= 1 w pasmie Sio,

x =7

6. 1im H(x) / H(at) = 1 v pasmie Sdo,
Jeu] =0

E(@)% H(e) dlaislcoco gdzie & = Rec.
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Powtarzajgc przytoczone poprzednio rozumowanie, funkcje H (o)
mozemy zastgpié funkcjg (o) w pasmie Sloa tym samym mozemy
przyjaé, ze H(c) = H(a) w pasmie Sx . '
Podobnie jak poprzednio, funkcja H,(x) speinia w pasmie S2eo
zaozenia Tw.5 i moZna jg wobec tego przedstawié w postaci /3.34/L
Zalézmy nastepnie, ze mozliwe jest przedstawienie funkcji H(x)
w pasmie S2o w postaci /3.35/ gdzie funkeje ¥ («) nie majg
miejsc zerowych i sg regularne, z wyjgtkiem by¢ moze punktu w
nieskorczonogci, odpowiednio w péipiaszczyznach K241
R:fma <0},
Ostatecznie funkcje H (o) mozna przedstawié w pasmie Si,a tym
samym w pasmie S2 4 w postaci /3.25/ gdzie funkcje H¥(a), okres-
lone zaleznodciami /3.36/ nie majg miejsc zerowych i sg regu-
larne, z wyjgtkiem byé mozZe punkiu w nieskorczonosci, odpowied-
nio w pérpiaszczyznach 27 i SU%.

Przyjecie w réwnaniu /3.24/ funkeji H () w postaci /3.32/
prowadzi oczywiscie w dalszym cizgu do uzyskania jedynie for-
malnego rozwigzania réwnania /3.24/, gdyz funkcja B,(a) jest
nieznana. Jeéli jednak jestedmy zainterescwani w znalegzieniu
asymptotyczaych wartodei funkeji & () i ¥ix)dla o« —0 1ub
] oo , to ze wzgledu na to, 2e funkcja H,(e«) speinia zazo-
zenia Tw.6, wartosci te w pewnych przypadkach - zalezy to od
postaci funkcji E (&) wystepujacej w réwnaniu /3.26/ - okredlone
8g w sBposdb scisty. Z faktu tego bedziemy czesto korzystali
przy okredlaniut wspdiczynnika intensywnoséci naprezenia w wierz-
choiku szczeliny. Przyjmujge, ze H,(x)=1, czyli zastepujac w
réwnaniu /3.24/ funkcje B () funkcjg H(x) otrzymamy przybli-
zone rogzwigzanie rdéwnania /3.23/, przy czym biad tego rozwigza-
nia jest wedtug Koitera rze¢du bigdu przyblizenia funkcji H(x)
funkejg H (x), [47].
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4, PODSTAWOWE ZWIAZKI DWUWYMIAROWEJ TRORII SPREZYSTOSCI

Rozpatrujgc konkretne zagadnienia szczelin ograniczaé sie
bedziemy zasadniczo do rozpatrywania jednorodnego i izotropo-
wego osrodka sprgzystego, w ktdérym speinione sg zalozenia pias-
kiego i antypzaskiego stanu odksztaZcenia. Zebrane w tym roz-
dziale podstawowe zwigzki teorii sprezystosdci dotyczg stacjo-
narnych zagadnierd teorii sprezystodci,tzn. zagadnied zwigzanych
z ustalonym ruchem wzglednie z ustalonymi drganiami ogrodka
sprezystego,

4.1, Pzaski stan odksztacenia

Rozwazajac pZaski stan odksztaicenia zachodzgey w piasz-
czyZnie prostopadXej do osi X, przyjgtego przez nas nierucho-
mego ukradu wspéirzednych prostokatnyeh ( x,,X,,%3), /Rys.3/,
wektor sprezystego przemieszczenia u przyjmie postaé [49]:

WUl g Xt Wl t) 0],
gdzie skiadowe u; 83 przemieszczeniami punkiu materialnego od-
powiednio w kierunku osi x, i x, przyjgtego ukiadu wspéirzgd-
nych., Zaniedbujge dziaXanie si masowych F, réwnania ruchu
oérodka sprezystego redukujg sie do dwdéch rdéwnani:

147 Yuiji+( A +y)u ey , (o o

gdzie 4 i A sg staiymi sprgzystymi Lamégo, zag § Jjest ggs-
toscig osrodka.

Jesli przemieszczenia u, wyrazié przy pomocy skalarnego
i wektorowego potencjaiu ¢ (Xxy,X;,%t) 1 ¢( x4,xz,t) w pos~
taci: !

/4.2/

'Uz(XQ!X}»t) = 'é%ii = 'g%g% r
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to réwnania /4.1/ mozna zastapié nastepujgeymi réwnaniami falo-
wymis:

/4.5 - ¥
Bl g
vy -z ¢ =0,
2

gdzie operator g2 jest dwuwymiarowym operatorem Laplacea, zag
¢y 1 ¢, sg predkosciami propagacji spreiyete] fali podzuzne]
i poprzecsne] okreslonymi zaleznoégciami /1.27/.

4.1.1. Rownania o0srodka sprezystego w ruchomym ukifadzie wspdi-
rzednych
Wprowadzajge do rozwazan ruchemy ukiad wspoirzsdnych pros-
tokztnyeh (X,y,2) zdefiniowany zalesnosciawmi /1.23/, /Rys.3/,
Zozeniu, ze V{c,, ukiad réwnai /4.3/ przyjmie postac:

: 3P . <f¢ ]
/34 a.X y’ = CL
N/

4.4/

ﬁad +,V2 g,

gdzie wielkosci f; (Jj=1,2) okreslone sz zaleimoscia /1.27/, 1

v<ea( 0y
Wykorzystujgc zaleznosci /4.2/ oraz prawe Hookea

/4e5/ 5,'1' = ZHCU SEEA d.;j&xx :

stan przemiessczen i napreser w ciele sprezystym, opisany w ru=
chomym ukXadzie wspdirzednych /1 23/, ckreslony bedzle zalez~
nogclami:
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Uq(X'Y): g'f yw 3
0
ug(x,y)r -ao—y-‘ -"a—ij}"

/4.6/

6ulxy )=y [(1+2-5) § 3” +2 ai‘gy J

2 2 82
5}2(x,y)=g[2a%g7 s

2
Gl Xyl = -g[(7+/322) Zafgy /-

Jesli zaXozymy, 2e przebieg zmiennosci przemieszczern 1 napre-
zed jak i charakter warunkéw brzegowych rozwazanego problemu
pozwalajg na stosowanie w dalszych rozwazaniach transformacji
catkowej Fouriera /3.4/, to po wykonaniu jej ma rdéwnaniach

/4 .3/ otrzymamy nastepujgce dwa réwnania rézniczkowe zwyczajne:

Jod) @ (oy) =0,

( 7% Fiat) ¥ (ay)=0,

gizie funkcje ® i ¥ sg transformatami Fouriera funkcji
P(x,y) 1 y(x,y), ¢ Jest zespolonym parametrem transformacji
Fouriera.
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Przedstawiajgc rozwigzania tych réwnai w postaci:

@ (o,y)=C, (&) sh afiy + Clee) chofiy
/4277
¥ (a,y) = Cslet) shafly +Cqlct) chofizy,

oraz wykonujge transformacjg Fouriera /3.4/ na zwigzkach /4.6/,
wyrazenia opisujgce transformaty Fouriera przemieszczed 1 na-
prezen, przyjmg, po uprzednim wykorszystaniu zaleznosdci L e
nastepujgeg postaé:

UyloLy) = =i {Cy(a) shafty +C,let) choflyy +

+ ifio[Cyfct) chaflay + C,yle) shafy 1f,

Uglouy) = a{f1,[C, () chafiy +Cy(ot) shafly ]+
/4.8/

+1[Cqla) sh aflyy +Cylet) ch afly i

Ll otoy) = -y o1+ 285 2) [Cfe) shafi,y +
+C(a) chafiyy 1+ 2ifi, [Cle) choaufly +

+Cylat) shaftyy 1f s
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Zala,y) ==ige®{2,[ C,(a) chafiyy +Cyle) shafiyl+

b +i (1+fDIC o) shafiy +C,l)chafiylf
4.8

S cuy) =y o1 +3)[C, () shafiy +Cyla)ch afiy I+
+ 2if[Cofer) ch aflay +C, (o) shafly I} -

W celu uzyskania ostatecznego rozwigzania rozwazonego
problemu nalezy, po uprzednim wyznazczeniu funkcji Cj (o)
z odpowiednich warunkow brzegowych problemu, wykonaé na zwigz-
kxach /4.8/ odwrotng transformacje cazkowg Fouriera /3.5/.

4.1.,2, DIrgania harmoniczne

Rozwazajgc zagadnienie, w kidrym przemieszczenia i napre-
Zenia zmieniaja sie w sposéb harmoniczny w czasie, stosowacd
bgdziemy standardowg metode rozdzielania zmiennych przedstawia-
Jac wszystkie interesujace nas wielkosci w postaci:

/4.9/ il Xt ) = F(x,,x,) exp (iwt),

gdzie W Jjest czestodcig drgad harmonicznych.
Wykorzystujge te transformacjg¢, rdwnania /4.3/ przyjmg
postaé:

RTY; (7% 0f) §(x,%) =0,

( 72+ V3) & (X,,%) = 0,

zasd zwigzki opisujgce amplitudy przemieszczer i naprgzen opi-
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_sane beds nz podstaw1e galeznodei /4.2/, /4.5/ i tranaformacji
/4.9/ nastepujgeymi wzorami:

%

6;()Q1X}1)= 0 P é?x? :
Xy 2

Jﬁ()ﬁﬁxk)=' $ 9 ¢ !

dx, 0

% o' B
Ja A/ df(xfrxz):g [2d sz \): )501‘-2 ‘],

* 2
bl )=y (205 206 2z 1,

6)@(5x5 (j*?
- - az 32 i
Ogal X1, %) =1 [ 5 ?:i dx, ;;2 i
gdzie
/a2l = C(.:j SR G S

Zak*adajgc, ze dozwolone jest stosowanie w dalszych rozwaza-
niach transformacji caikowej Fouriera /3.4/, podstawowy ukZad
réwnai /4.10/, po uprzednim wykonaniu na nim tej transformacji,
Przyjmie postacd:

[

‘(Oﬁ V)]QS(O‘Xz) g,

oxf

2 *x
[ =S = (05-0) ] ¥ (a,x) = 0.
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*

gdzie funxcje @ i \Y sg transtformatami Fourisra funkcjii
‘P(14,xz) i W ( Zqsxyk
Przyimujac rozwiszania tych rdownad w postacis

* p——————y
P (o, %) =C,fex) shxJo VP +C,(ct) ch xfolv?
/4.13f

g; /C! Jit ( y Y2 32 ) 200y2
fa,xp/= Cla) sh xJo-v, +C,lee) ch xYo=v7

oraz wykonujge na zwigzkach /4.11/ transformacje /3.4/, irans-
formaty Fouriera amplitud przemieszczer 1 npaprezern, po uprzed-
nim wykorzystariu zalsznosci /4.13/, przyjma ostatecznie poa=-
tacés

Lj, (o, %)== i{a[Cler) Sh x,lov 2+ C,fee) ch X, Vol v} ]+

+ i Vo= V2T Cyfee) ch seglod v+ Cf00) sh Vol Vg

Uyleiyx,) = o0, (et ch x2¥ U+ Cfor) sh o vy J+

[4414/

+ia [ Cylor) sh xJovZ +C,fex) ch Vot 02 s

S dax)=-u{ (20605 -207) [ Cfo) sh xollol=vi

+Cylat) ch x Yo v ]+ 2jec Yoi= vZ x
*[Cylex) ch x,J0& vF + C (o) sh xdol- V3 )/t
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Lol xp) ==iuf{ 200 VP [C,fex) ch x v +Cyfex) sh x ok v+

+i(20=V)[C () sh x JoZvZ +C, (o) ch x Yo vZ I}

/4147

fﬂ{a;Xz}: e{(Z a?‘ \):)[C,(CX) sh X)O./i\)f +Cz(a) ch XZVO(.{ ‘)f w
«2iaVl=0{{C le) ch x Yoy 2 +C (o) sh xJo=VE]},

przy czym wystepujgce w tych wyrazeniach nieznane funkeje CJ(«)
nalezy wyznaczy¢ z odpowiednich warunkdéw brzegowych rozpatrywa-
nego problemu, a nastepnie w celu otrzymania ostatecznego roz-

vigzania nalezy na zwigzkach /4.14/ wykonaé odwrotng transfor-

macje catkowg Fouriera /3.5/.

4.2. Antypzaski stan odksztaicenia

Jak wiadomo [49), w antypiaskim stanie odksziaXcenia prazyj-
muje si¢, Ze jedyng nieznikajgca tozsamosciowo skXzdowg wekto-
Tra sprgzystego przemieszczenia u jest przemieszczenie np. w
kierunku osi x4 przyjetego przez nas ukadu wspéirzednych pros-
tokgtnych (X,,X,,X;). Dodatkowo zakZada sig, Ze przemieszczenie
to jest w tym przypadku funkcja jedynie dwéch zmiennych przes-
trzennych x4 i X, oraz czasu t i wobec tego wektor sprygiystego
przemieszczenia u mozemy przedstawi¢ w postaci:

U = el 000050001

Z przyjgtych zaXozern wynika, Ze zaniedbujge dziazanie six
masowych F rdéwnania ruchu cfrodka sprgzystego redukujg sig w
tyn przypadku do rownania falowego:
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2 o
/4.15/ Vug - =7 Us= 0,

zad jedynymi nieznikajgcymi tozsamosciowo skiadowymi tensora
naprg¢zenia sg naprezenia €43 1 S,3 , ktére na podstawie pra-
wa Hookea /4.5/ opisane bgds zaleZnosciami:

0Us

Oral X X0t ) = A

3

/4.18/

Gool X%, ) =y DYz
231 X1, X2 Y 3 x,

4,2.1. Réwnania osrodka w ruchomym uk¥adzie wspdirzgdnych
Wprowadzajgc GO0 rogwazan ruchomy ukiad wspdirzednych
prostokatnyeh /1.23/, prazy zatozeniu, Ze v {c,, rcwnanie ru-

chu /4,15/ zapisane w tym uktadzie wepdzrzednych, przyjmie
postac:

6u o
17/ ﬁe 2+ Gyz =05

zad naprezenia G,, i O3 okreglone beda zZwigzkami:

Galoy) < 55
aU;;

/4.18/
Gy(xy) =y

Jesli zatozymy, Ze przebieg zmiennosci przemieszczenia ug
oraz naprezen G453 i S33 jak i charakter warunkéw brzegowych
rozpatrywanego zagadnienia pozwalajg na stosowanie transfor-
macji catkowe]j Fouriera /3.4/, ,t0 po wykonaniu jej na rdwnaniu
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/4.17/ otrzymamy réwnanie rézniczkowe zwyczajne postaci:

2
(d(}j/z, "'(xzﬁ:)Ua ((X;XZ)'—“ 0 3

gdzie funkcja U, jest transformatg Fouriera przemieszczenia

ug(x,y).
Przyjmujac rozwigzanie tego réwnania w postaci:

/4497 Ulauy) = C,(ex) sh afiy +C,le) ch afly

oraz wrkonujgc transformacje /3.4/.na zwigzkach /4.18/, trans-
formaty Fouriera naprezen Gaz i S,3 » PO uprzednim wylorsyst
niu zaleznogci /4.19/, przyjmg postad:

L fouy)==iyalC (o) shafty +Cylex) ch «fy 1.
/4.20/ '
Zpslony) = wafl, [Clee) ch ofly +Coler) sh afiey |

Wyznaczajgc nieznane funkcje Cj(x) 2 odpowiednich warun-
kéw brzegowych rozwazanego zagadnienia oraz wykonujzc transfor-
macje odwrotng Fouriera /3.5/ na zwigzkach /4.19/ i /4.20/,
otrzymamy ostateczne rozwigzanie rozpatrywanego problemu.

4.2.2, Drgania harmoniczne

Rozwazajgc zagadnienia, w ktdérych przemieszczenie u, jak
i naprezenia ©43 i G, sg funkcjami zmieniajgeymi sie harmo-
nicznie w czasie, réwnanie ruchu /4.15/ po wykonaniu na nino
transformacji /4.9/ przyjmie postad:

/4.21/ (P2e ) 53 (Xiyx2)= 0

zad amplitudy naprezen /4.16/ opisane bedg zalesznosciami:
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*
aug,
O ¥y

Oig(x,.xzh y

/4.22/ * 20
6'23(X1)X2) = g ’a—_x—j 2

Zak*adajgc, ze dozwolone jest stosowanie transformacji caxkowej
Fouriera /3.4/, réwvmanie /4.21/, po wykonaniu na nim tej transfor-
macji, przyjmie postac:

dz 2l 52 *

— - o - ‘) /a X = 5
[ Cj)ﬁg ( 2) ] LGK 3 2) C))
gdzie funkcja 63 jest transformatg Fouriera amplitudy przemiesz-
czenia ug(x,,X;,%).

Przyjrujgc rozwigzanie réwnania /4.23/ w postaci:

/4.23/

/4 .24/ LZ (a,%2) = Cfer) sh xJoZVZ +C, (@) ch x o=V}

transformaty Fouriera amplitud naprezei 5,3 i ©23 opisane bg-
dg na podstawie zwigzkow /4.22/ nastepujseymi zaleznosciamit

f',j(a,xz)z— iye[C, o) sh x, 102 V; +C,fed) chxlov, ],

/4.25/

5 5l CXo) =l [Cl) ch szafuf +C,ft) sh x,Vo-V; .

Po wyznaczeniu z odpowiednich warunkdéw brzegowych rozpatry-
wanego zagadnienia funkeji Cj(oc) oraz po wykonaniu na zwigzkach
/4.24/ 1 /4.25/ odwrotnej transformacji Fouriera /3.5/ otrzyma-
my ostateczne rozwiazanie interesujgcego nas problemu,



5. STACJONARNE ZAGADNIENIA SZOZELIN W PASMIE SPREZYSTYM.
PRASKI STAN ODKSZTAZCENIA

W rozdziale tym podamy rozwigzania pewnych stacjonarnych
zagadnied matematycznej teorii szczelin. Rozwazane zagadnienia
dotyczg jednostajnego i prostoliniowego ruchu pdéinieskornczone]
szczeliny pasmowej w pasmie sprezystym /p.5.1 1 5.2/ oraz pro-
blemu drgani harmonicznych w pasmie ostabionym péinieskoiiczong
szezeling /p.5.3 i 5.4/. Drgania te mogg byé wymuszone w spo-
séb dynamiczny lub kinematyczny.

Przedstawione tu rozwigzania stanowié mogs podstawe do analizy
bardziej zXozonych zagadniend: pekania osrodkow sprezysto-kru-
chyeh oraz powstawania peknieé zmeczeniowych.

5.1. Stacjonarny ruch szczeliny w pasmie ze swobodnym brzegiem

Rozwazmy nieskorczone i jednorodne pasmo sprezyste o szero-
koéci 2h, ktdére jest os2abione w srodkowej paszczyinie pdz-
nieskoriczong szczeling. Przyjmijmy, Ze brzegi pasma sg swobodne
od obcigzen, zas powierzchnie szczeliny obcigzone sg dwiema
Jednakowymi lecz przeciwnie skierowanymi siZami skupionymi.Roz-
wazal bedziemy przypadek, gdy sity te dziaXajg w kierunku nor-
malnym lub stycznym do powierzchni szczeliny przyjmujgec jedno=-
czesnle, Ze punkty zaczepienia tych siX sz jednakowo odlegie
od wierzchoika szeczeliny /Rys.11/.

ZakZadamy, Ze szczelina jak i zadane obcigZenia poruszajg sie
ruchem prostoliniowym ze staxg predkodcig v w paszczyinie
érodkowej pasma, Dodatkowo przyjmujemy, ze predkosé poruszania
sieg ukZadu "obcigzenie-szczelina® jest mniejsza od predkodci
pPropagacji sprezystej fali powierzchniowej Rayleigha Vg.

Wykorzystujgc zazozenie o prostoliniowym ruchu szczeliny
ze stalg predkoscig v, wprowadZmy do rozwasan, zdefiniowany
zaleznoscig /1.23/, ruchomy uk2ad wspéirzednych prostokatnyech
(x,y) przyjmujac, ze poczgtek tego ukZadu znajduje si¢ w wierz-
chotku szczeliny, /Rys.11/.

Z uwagi na mozliwoéé zastosowania zasady superpozyeji, przypad-
ki obcigzed normalnych i stycznych do powierzchni szczeliny
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rogwazadé bedziemy oddzielnie., Rozwigzanie tak aformuiowanych

zagadnied podane zostaXo w pracy [50], zaé ich wersja statycz=-
na = w pracy [51].

X2

I

; St p&. X
j _—-’-q—lp X4
e

61g =070

I

2h

Rys.11

5:1.1. Szczelina z obcigzeniem skupionym, normalnym do jej
powierzchni

Sformuxowane uprzednio zagadnienie ruchu szczeliny, z uwa-
g1 na jego symetrie wzgledem pXaszczyzny srodkowej pasma, redu-
kuje sig do problemu nieskonczonego pasme spreiystego z mie-
sganymi warunkami brzegowymi. Warunki te, zapisane w ruchomym
uvkradzie wspdirzednych prostokginych ( x,y), w przypadku obecig-
zZen normalnych do powlerzchni szczeliny majg postaé:

O, x,h )= Gpolx,h )= 0 dla Ix/<oo,
G(x,0)= 0 dia " x| < o0;
S 6 fx0) ==pd (x+1) da x <0,
0. %8) =0 gla x40,

gizie O (x) jest funkc jg Diraca, zas p jest stazg intensywnos=
cig zadanej siXy ekupionej. '



T
Po wykonaniu na zwigzkach /5.1/ zespolonej transformacji

caxkowej Fouriera okreélonej zaleiznodcig /3.4/ otrzymamy nas-
tepujgece zwigzki:

lah =0 (e h ] =F (0, 0)= 0,
o2l 5 (a,0)= Fler) + Zhex),

Ug (C‘,O) = Ug_(cx))

gdzie zgodnie 2z zaleznoédeig /3.6/:

Zg;(a):z;;(a,O):V—%r— 6,,(x0)e™ dx,

P D)= La(n0)= e 600000 o,

0

0
U;{Gi): U;(C(«;O): VTLH_,—— fUZ(X,O)@iax dx.

ZakXadamy tu, ze funkcja Z; (L) jest regularna w péipZasz—

czyinie { Imo )-To}gdzie To) 0, zaé funkeje £,, (o)

i Uz (o) s regularne w péipaszczyinie { Imot { 0} .
Wykorzystujge zwigzki /5.2/ do wyznaczenia wystepujgeych

w zaleznosciach /4.8/ nieznanych funkeji Cj(et), otrzymamy

nastepujgce réwnanie funkcyjne, [50].
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U 4—3’—ﬂ H(z)[Spfz)+Z.(2) ],

gdzie
)= (1-ff)ch zflichz S S.(z) ,
G zS5,(%3)S,(%)
S(z)=th zfi,- th 2f3, ,
/535

Slz)=th zfl,-rth 2 /3.,

-il*z

R A

{= (47/3}7/122 = kitis el el = 1o
2

W celu wyznaczenia obszaru regularnodci réwnania /5.4/ za-
uwazmy, ze funiicja H(z) jest parzysts funkcjg zmiennej zespolo=-
nej z = k + is oraz jest regularna i nie ma miejsc zerowych w
pasmach S24 : {-a{Im 240, |Re z|¢ooflub S2,:{ 0(Im z<a ,
|Re z| ¢ oo} gdzie a jest pewng dodatnig liczbg rzeczywista.
Funkcje Uj(z) 1 leﬂz) sg 2z zalozenia regularne w poXpiasz=-
czyZnie {_Im z (0} zas funkcja Z.u(z) jest regularna w péXpiasz-
czyznie [Im z > -b} gdzie b jest dodatnig liczbg rzeczywistg.
Wynika stgd, zZe istnieje taka dodatnia liczba rzecazywista
S, = min(a,b), ze wszystkie funkcje wystepujace w réwnaniu /5.4/
8g regularne w pasmié 521{ -8,¢ Im 2{0 , |Re zl(oo}, ktdre
tym samym jest obszarem okreslonogci réwnania funkeyjneso /5.4/.

Réwnanie funkcyjne /5.4/ rozwigzemy metods Wienera-Hopfa,
przy czym funkcje H(z) - ze wzgledu na je]j zXozonag postaé -
faktoryzowaé bedziemy metodg Koitera, tzn. przedstawimy ja w
pewnyn pasmie S2,C S2-w postaci:
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/s.é/ H(z)=H(z) H,(z)

zadajac jednoczeénie, aby funkcje H(z) i H(z) speinialy warun=
ki /3.37/. Przed przystgpieniem do konstruowania funkeji H(z)
zbadaé nalezy zachowanie sie¢ funkcji H(z) na osi rzeczywistej
k = Re z.,

W pracy [ 50) wykazano, %e w przypadku gdy predkosé poru-
szania sig szczeliny v jest mniejsza od predkosSci propagacji
powierzchniowej fali Rayleigha v,, funkcja H(z) nie ma miejsc
zerowych na osi rzeczywistej k = Re z, natomiast ma podwdjny
biegun w punkcie z = 0 i dwa pojedyricze bieguny w punktach
Z = '-'-'k, . Punkty z = tk4 sg rzeczywistymi rozwigzaniami rdwna-
nia S,_Clc/.?) = 0, ktére jest rdéwnaniem opisujgcym antysyme-
tryczne drgania wiasne nieskorczonego pasma sprezystego 0 sze-
rokosci h. Wartosé pierwiastka k, réwnania S,(k/2) = 0 jest
funkcjg predkosci poruszania sie¢ szczeliny, Ze wzrostem pregd-
kodci v od zera do predkogci powierzchniowej fali Rayleigha Vg
wartosé pierwiastka k, wzrasta monotonicznie od zera do nies-
konczoncéci. Badajge nastepnie zachowanie sie funkeji H(z) w
pasmie Sko :{|Im z[{ €, |Re z|<oo} , (€ €a)dlaz—0
i )z|—> oo otrzymamy

H(z)s—ﬂ%_%%f # da z—0,

2
H(z) = ;—_‘% /z—’/— e e

% uwag tych wynika, ze funkcje H(z) mozna w pasmie G2 przed-
stawié w postaci

st 1oAE N B Y
/5:7/ H(z) = [_7 ZZ(ZQ-k,z)
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gdzie

e 3/ 1-nL) )
k;= 207-1) g, gld)=1,

/5.8/ ‘
AB*= £ (1451 gtv),

Przy czym nieznana funkecjg g(v) nalezy wyzraczyé z rdwnania
S,(k/2) = 0.

Przyjecie funkeji H(z) w postaci /5.,7/ cznacza, zZe speinione
8g jednoczesnie warunki /3.37/ dotyczace wystepujgeej w zales-
nosel /5.6/, nieznanej funkecji H,(z). Funkcja H,(z)speinia Go=
datkowo zazozenia Tw.S /p.3.1/ i wobec tego dla kazdego z nale=-
zzcego dc wnetrza pasma Slg! {-— Eol=E, &I ELE, &

|Re z]|¢ oo} mozna jg przedstawié w postaci /3.18/, gdzie

O o R ] In K5
(n H.,(Z)- 5775 T2 dg,
/503/ -oo-ué,
+oo+i€,

! in H,(§)
211 5 -z dg,

~co+i&,

InH,(z) =

przy czym funkecje Bf(z) sa regularne i nie majg miejsc zero-
wych odpowiednio w pérpiaszczysnach S :[ In 2z > -io]
Lot Inr gk, ], '

Ostatecznie po wykorzystaniu zaleznogei /5.6/, /5.7/ i /3.18/
funkcje H(z) moZna przedstawic w pasmie &25, a tym samym w
pasmie ._Q,*:{- E< Imz <0, [Re z,’(co’l, gizie &€ a min (g8l ,
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w postaci:
1-88 H'(z)
el 8 i) :

/5.10/ H(z) =

gdzie

H(z) = (z +iB)Tz) H](z),

2%z*-k})H(z)
(z-iB)T (z)

Tiz)=vz+i4 .

Funkcje H:(z) nie majg miejsc zerowych i sg regularne z wyjgt-

kiem punktu w nieskonczonosci odpowiednio w péipzaszezyznach
231 KLy :fm sz ¢o)

Wykorzystujac zaleznosé /5.10/, réwnanie /5,4/ przyamle osta=

tecznie postaé:

/501 HYz)=

H

hf,(1-f1) H(z) -
[ e [Edele Z2)T,

gdzie funkcja R(v) okreslona jest zaleznosciz /1.27/;, zas ob=
szarem regularnosci tego réwnania jest pasmo S2,
Réwnanie /5.12/ mozemy teraz przedstawié w postaci: '

i LULz) =

R(v)

") H2)U;(z) =H(2) Z,(z) +E (2),

gdzie

/5.13/ E@)=H (2} E (=]}
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Funkcja E(%) jest regularna w pasmie S0z wyjgtkiem punktu w
nieskodczonosdci. Wynika stad, ze bezposrednie zastosowanie Tw.4
/Ps3.1/ w celu przedstawienia funkcji E(z) w postaci /3.28/ jest
niemozliwe. Trudnodci w przedstawieniu funkcji E(z) w postaci
/3.28/ #nikaja, jesli potraktowaé funkcje % ,,(z) jako wartesé
graniczng transformaty Fouriera pewnej odpowiednio giadkie]
funke ji aproksymujgcej funkcje Diraca.

Przyjmujgc, np.[45], ze Sx) = li.niws(x;a) gdzie & (xjA) =

= (A/2)exp(-|A x|) mozna pokazaé, ze

Zzl= lim_ 5.(z:n)

gdzie

e DA
2z 73T 22+Qze ;

Funkc ja Z;,_(z;ny) jest regularna w pasmie {|Im z[<7p ,\Re z|<od).
Z zaleznoéci /5.13/ wynika, ze

Efz)= lim E(2;n),

?—vw
gdzie
Elznl=Hz)i lan)
Tak okredélona funkcja E(zjn) jest dla n ) €, funkejg regularng
w pasmie S%o 1 w pasmie tym |E(zjn) < Alk1™2dla k| »oo.
Wobec tego, dla kazdego z nalezgcego 40 pasma {Ilm g] ¢ oilEs
|Re z] {oo}, funkejg E(z) mozna przedstawié w postaci:

1538/~ E(z)=Fz)-E12),

gdzie gl
+ootiC

/5.15/ E¥z)= 27;/- SE(ZS)

as



= R
przy czym okreslone w ten sposdb funkcje E(z) i Et(z) naleszy
traktowaé jako wartoéci granicszae funkedi E(z3n) 1 E(z;n)
dla 7= oo . Funkcje E- *(z) sg w mysl Tw.4 /p. 9.1/ funkc jami re-
gularnymi odpowiednio w péipraszczyznach Sip i S¥o.

Stosujgc procedure opisang w p.3.2, rozwigzanie rownania
/5e4/ opisane bedzie ostatecznie nastepujgeymi zaleznodciami:

hA.(1-fs)  _a.+a,z-E7z)
YR(v) H 8

U,(z) =-
/5.16/

+, 1. ag#a,z-EY(z)
2:22LZ)'- f¥+KZ) ,

gdzie a, i a, 83 dowolnymi staXymi, zaé funkcje Uz{z) i 2;2(2)
8g regularne odpowiednio w péXpimszczyzmach Sex :f{Im z (0}i
Kye{Inm 2> -£}
Nieznane staie a, i a, wyznacr my z warunku réwnowagi sil zew=-
n¢trznych i momentéw wzgledem ' ierzchoika szczeliny, ¥iore w
nasgym prgypadku majs postad:

+o00

: _[0;2()(.5) dx=0; :\'Gzz(x,O) g

v
- 0o -oo

Zgodnie 2z ognaczeniami /5.3/, warunki te sg rdwnowaine warun-
kom:

Ly o) = Efod) +2 o) = 0 dla o=0,

/5.17/
I (o) =5oc) + Sofer) =0 dla «a=0,

gdzie przecinek oznacza pochodng wzgiedem zmiennej o .
Wykorzystujae zaleznosci /5.13/, /5.14/. /5.16/ craz faki, ze
na mooy Tw.6 /p.3.1/, EX0) =1 i E'H0) = 0, z warunkéw réw-
nowagi /5.17/ otrzymamy state a, i a,: :
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/5.48/ . Q,=E(0) , a,=E10)

przy czym funkcja £ (z) okreslona jest zwigzkiem /5.15/.
Wykonujgc na zaleznogciach /5,16/ odwrctng transformacjg
Fouriera /3.5/, otrzymamy zaleznogci opisujgce rozk¥ad prze-
mieszczenia u, na powlerzchniach szczeliny i naprezenia &3,
na Jej przedfuseniu. Otrzymane w ten sposéb rozwigzanie ma jed-
nak jedynie formalny charakier i z praktycznego punkiu widze-
nia jest ono dla nas maXo przydatne, 7 drugiej strony, zalez-
nosci /5.16/ pozwalaja, po uprzednim wykorzystaniu Tw.3 /p.3.1/,
wyznaczyé w 3posob scisiy najbardziej interesujacg nas wielkosé,
2 mianowicicie wspdéiczynnik intensywnosci naprgﬁenié W wierz-
choXku szczeliny,
Wykonujac w tym ¢elu cdpowiednie przejscis gruniczne w zales-
nogciach /5.16/ ctrzymamy, 2e dla || =jz/hl —co

_A1-8EN !
iv@'—'g Rlv) oV

U, (a) =

o N
,},22(&):/ 27" Vo

gdzie

5,194 N= /L’% a,

!

Stad, na mocy wzoréw /3.,10/ i /3.11/ oraz /3.12/ i /3.14/, Toz~-
kZzad przemieszeczenia u,(x,0) = u(x) na powierzchniach szczeli~
ny i napreggsenia S,,(x,0) = Gz3(x) na przediuzeniu szczeliny w
otoczeniu jej wierzchoXka opisany bedzie, zgodnie z zalezmo$cia-
mi /1.29/, nastepujgcymi zwigzkami:

. 2/74(7-[2:) Lo ek
u,(x) = J BY) K Y 57 dla x —(-0),



! +
(X) KI/?]T—' d{a X_"( 0)

WspéZczynnik intensywnodci naprezenia K; = V2 N, na mocy
definicji /1.2/ oraz zaleznoéci /5.18/ i /5.19/, przyjmie os-
tatecznie postaé:

+oo*icC

/5.20/ K= / f E(Z) gz ;

~co+iC
gdzie funkcja E(z) okreslona jest zaleznoécig /5.13/.

Dla ilustracji otrzymanego rozwigzania wyznaczymy wartos-
cl wspdiczynnika intensywnosci naprezenia w przypadku, gdy sto-
sunek odlegrodci punktu zaczepienia sity skupionej od wierg-
choxzka szczeliny do poxowy szerckosSci pasme dazy do zera lub
nieskoniczonosci.

Na poczgtek rozwazmy przypadek, gdy h »1. Zauwazmy, Ze zalez-
nogé /5.20/ mozna przedstawié¢ w postaci:

B2 H.=-p 77/7)— e
gdzie 743

J fH”‘(z) -ite
/5.22/ f(/) W J 22 e d;_ 5

Funkcje f£(1*) , okreélons dla dodatnich wartosci 1%, mozna
traktowaé jako odwrotng transformate Fouriera funkcji P*(z)

= H+(2)/z2 regularnej w pdéXpiaszczyinie {Im z > 0}, i z zacho~-
wania sie fumkeji F+(z) dla z - oo mozna, na podstawie Tw.3,
/Pe3e1/, wyznaczyé wartoéé fumkeji £(1%) dla 1*—o.

Korzystajgc z faktu, ze H:(OD;- 1, rozwiniecie w szereg potggowy
funkcji F¥(z) dla duzych wartoéci z bedzie postacis:
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o i(A+2B) -2
F{Z)“V’z_’[“——fz ]+0(z27%) dla z-»co.

Wykorzystujgc wsory /3.,12/ i /3.14/ oraz /3.13/ i [3.15/, wspéz-
czynnik intensywnos$ci napre¢zenia dla maXych 1* /duzych wartodel
h/, na mocy zwiazkdéw /5.21/ i /5.22/, opisany bedzie zaleznodcig:

/5423/ K:Pl/'ﬁ—?[”*m*zg)[‘] wOI L

¥ celu wyznaczenia wspéiczynnika intensywnosci naprezenia
E; dla maXych wartosci h, przedstawmy zaleznoéé /2.20/ w pos-
taci:

ko= 2O [£7(0)-£710) 1.

Wykorzystujse zwigzki /5.13/ i /5.15/ otrzymujemy wspdéXczynnik

& 2A ,x 2A+8B 2iV1 T 4

gdzie )
+00-1C
P P(J"-?) 1 H(z)H(Z) -
ENO)=- i3 2T e A 5

-go-l'C

Z ostatnie] zaleznodci wynika, Ze

ply-1) fRES[H(Z):/(Z)e-H‘z

EN0)=
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gdzie z, sg biegumami funkcji H(z) i Im z, < =¢c.

W przypadku, gdy 1*— oo , funkeja B'*(0) wykadniczo maleje do
zera i wobec tego wspéiczynnik intensywnodci napresenia K; dla
duzych wartogei 1* /maXych wartosci h/ opisany bedzie wzorem:

(/+ 2A+B

—ilfz,
2AB /

/5.24/ K pB )+ 0 (e

gdzie z, jest najblizszym osi rzeczywistej kX = Re € biegunem
funkcji H(z). i

Wyznaczenie Scisych wartosci wspéZczynnika K; dla dowol=-
nych wartoéci parametru 1* jest niemozliwe ze wzgledu na niezna-
jomosé wyatepujscej w wyrazeniu /5,20/ funkcji H:(z). Przyjmu-
jge, ze H:(Z)E 1, wspdXczynnik K; mozna przedstawié w samknie-
tej postaci, przy czym bigd  tak otrzymanego rogwiazania bedzie
rzedu biedu przyblizenia funkcji H(z) funkcja H(z), [47].
ZakZadajac, ze Hj(z) = 1, na mocy zaleznodei /5.20/

et A e 28«8 Pf (2'+/B)V2+/A il
Ko=pBYF (I S )i | 22 ¢ 92

skgd po wykonaniu calkowania, przyblizone wartosci wspdéZczymni-
ka intensywnodci naprezenia danme bedg ostatecznie wzorem:

15:25/ = p[}/—(7 +BI)e <A (2A*B+Bt*)erf(1/ﬁ)1-

Wykonujge w tej zaleznosci przejécie graniczme z 1*—0 1lub
1* — 00 otrzymamy wzory /5.25/ i /5.24/.

W pracy [50], funkcja H(z) zostaa okredlona z dokadnodcig
do jednej staiej A = 2(1 +ﬁ2)2 g(v). Rolq staxej A,w pracy [50],
speinia tutaj 11oczyn dwéch stazych AB* = 3/2(1 +p%)* g(v).
Pordéwnujgc gibéwne cziony rozwigzari /3.5/ i /3.9/ podanych w
pracy [50] z odpowiednimi czXomami rozwigzad /5.23/ i /5.24/
otrzymamy caikowits zgodnosé obu rozwigzan.
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Przechodzac w zaleznosciach /5.8/, /5.23/, /5.24/ i [5.25/
do granicy z v-» O otrzymamy wspéczynnik intensywnosdci naprg-
zenia K, dla zagadnienia statycznego. Z zaleznosci /5.8/ wynika,
zZe w tym przypadku state A i B muszg by¢é tak dobrane aby AB®« 6.

5.1.2. Szczelina z obcigZeniem skupionym, stycznym do jej po-
wierzchni

Zarézmy, ze brzegi sgczeliny poddane sg dziaraniu dwéch
Bix skupionych o staiej intensywnoéci g, dziaXajgcych w piasz-
tzyznie szczeliny, /Rys.11/.
Zagadnienie to redukmje =ie do problemu nieskordiczonego basma
sprezystego z mieszanymi warunkami brzegowymi, ktdére w rucho-
fym uk¥adzie wspéirzednych ( X,y) majg postad:

6,(xh) =0, (xh) =0 dla Ixl<oco,
6..0%0)=0 dla Ix] < o0,
6,e(x0)= -qd (x+) dla x <0,
u,(x,0)=0 o e s 35

Wprowadimy nastgpujgce oznacgzenia:

Yl =2 (,0)= Wfﬁ,z(x 0)e™ dx ,

2 fe)= X f060) = V?T'f L(x0)e™* dx ,

Uyle) =U1er0)= robem f u,(x0) e dx

i zaXézmy, ze funkcja Z:;_ () j;g: regularna w péipiaszczyinie
{Imot>-To} , gdzie 7o) 0, zaé funkcje Lqz(e) i U7 () sg re-
gularne w péipZaszczyinie {hna 4 O}. Wykorzystujgc warunki
brzegowe oraz odpowiednie zaleznosci /4.8/, rozwigzanie nasze-
go zagadnienia sprowadza sie do rozwigzania nastepujgcego rdw-
nania funkeyjnego [50]:
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1526/ U{z)=- YL/T H () [ L (z)+ X (2)],

gdzie

H(z)= (1-fi)ch zf3, chzfi, Se(z)
k. sch e e 25(5)s, (5)
5.27

L, (z)== _V%’ﬁ’ e e

Funkcje S,(z) i S,(z) okreélone sg zaleznogciami /5.5/, i
/5.5/; » zaé obszarem‘regularnosci réwnania /5.26/ jest pasmo
&2 :{- 8o {Imz { 0, | Re z](oo} gdzie 8o ) 0.

W rozwazanym przez nas przypadku (v{ v,) funkcja H(z) ma na
osi rzeczwiatea k = Re z dwa miejsca zerowe w punktach
Z = -k,, podwd jny b:.egu;n W punkcie z = 0 i dwa pojedyncze
bieguny w punktach z = -kz = —21: . Punkty z = fl:1 sg rzeczywis-
tymi rozwigzaniami rdéwnania S,_(k) = 0, zag punkty 2z = ikz
rozwiggzaniami réwnania S, (%k/2)0.

Powtarzajsc przeprowadzone w poprzednim punkcie rozumowa=-
nie, funkej¢ H(z) mozna, w pasmie S,:{lIm z|< &,, |Re z|{co}
gdzie £, > 0, przedstawié w postaci [50]:

- ' f-ﬁ; ~]/ZS+A2' zz_k‘Z
H(Z)—r-’ zz zg_k:
gdgie
/5.28/ j 1 k: L 4[&" I)

[ﬁ: ﬁa kz ) xﬁf—ﬂ:

Funkecje H(z) mozemy wiec przedstawié w pasmie S?.*:{-.E. { Imz<0
IRe zl(cu} gdzie €= min(so,&) w postaci /5.10/, przy czym
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H(z)= T2 H(z),

T5(z)= ¥z ziA

Funkc je Hi(z) nie majg miejsc zerowych i sg regularne z wyjgt-
xiem punktu w nieskonczonosdci odpowiedrio w poipaszczyznach
Qe{ Imz>-E,}1 Kz : {Inz 0}, zas funkeje H((2z) okres-
lone sz zaleznosciami /5.9/.

zaleznogé /5,10/ pozwala przedstawié réwnanie /5.26/ w
postaci:

U(z) = LA AT [hiz)+ Eifz)].

Rozwigzujge to rownamie otrzymujemy

—y__ _hAL1-0) [asETZ)]
/5 430/ Urlz)= u R(v) H(z) ’

a.—E"z)
H(z)

L:2)=

)

gdzie a, jest dowolng staXg, zas funkcje U (z) i ?:;(z} 8g re-

gularne odpowiednio w pdipkaszczyznach .Q.;: { im 2 4 0} i
Ru{may-g}

Wystepujgee we wzorach /5.30/ funkcje E:(z) okreglone sg zalez=

nogciami /5.15/, przy czym E(z) = H'(z)ﬂu'(z). Funkcje te na-
lezy traktowad, tak jak i w poprzednim punkcie, jake wartosci

graniczne funkcji E(z;n) i B¥*(z3p) dla n—»oo.

Z warunku réwnowagi sit zewngtrznych (E,,(0) = 0) wynika, ze

Ay = E-(O) .
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Stosujgc opisang poprzednio procedurg, rozkiad przemiesz-
czenia u,(x,0) = u,(x) i naprezenia &,(x,0) =G ,(x) w oto-
czeniu wierzcholka szczeliny opisany bedzie - zgodnie z zaleinos-
cig /1.33/ - nastepujgcymi zwigskami:

_ _2f(1-Dz) 1- S et X
u,(x)= u RIV) Kl 577 dla x —(-0)

e S
0,0 (x) = K T dla x —=(*0)

WspéZczynnik intensywnoéci naprezenia Ky ma postad:
+co+iC

/5314 Ay ]/ /E(Z) az,

~0+1C
gdzie E(z) = H'(2)T,3(z), zad funkcje H'(z) i T ,(z) ok.rDslone
sg zaleznoséciami /5.27/, i /5.29/, .
WspéXcazynnik intensywnosci naprezenia w wierzcholku szcze-
liny dla maXych wartosci 1* /duzych wartoéci h/ wyraza sieg
wzorem

el K= Q) (1+AL)+010)T,

za$ dla duzych wartoéci 1* /meXych wartosci h/ - wzorem:

/5055 Kp=ql —2,7-'4- wiptat L

gdzie z4 jest najblizszym osi rzeczywiste] k = Re 2z biegunen
funkcji H(z).

W celu wyznaczenia przyblizonyeh wartodci wspéXczynnika
Ky dla poérednich wartodci parametru 1* przyjmijmy, ze Hi(z) =1
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i wéwezas na moey zaleznodci /5.31/ vspélczynnik K, dany bedzie
ostatecznie wgorem:

/5.54)  Ke=ql |/-7%— Rl |/%_'A- erf (YAI")].

Przechodzac w zaleznosci /5.34/ do granicy z 1—0 lub I™roco
otrzymamy wzory /5.32/ i /5.33/.

Przechodzac w zalezmodciach /5.28/, /5.32/, /5.33/ i
/5.34/ do granicy z v-»0, otrzymamy wzory na wspéiczynnik in-
tensywnosci naprezenia Ky dla zagadnienia statycznego. 7 za-
leznodei /5.28/ wynika, Ze w tym przypadku A = 2 i otrzymane
w ten sposéb rozwigzania sg identyczne 2z rozwigzaniami poda-
nymi w pracy [51].

5.2. Stacjonarny ruch szczeliny w pasmie z utwierdzonym brzegiem

Rozwazmy nieskoriczone i1 jednorodne pasmo sprgzyste o sze-
rokosci 2h ostabione w jego Srodkowej paszczyinie péinies-
koficzong szczeling, Brzegi pasma sg sztywno zamocowane, zas
na powierzchniach szczeliny dane sg dowolne obcigzenia dzia-
_tajgce w kierunku normalnym do tych powierzchni, Zakiadamy,ze
szczelina i dane obcigzenia poruszajg sie ruchem prostolinio-
wym ze stalg predkoscig v w pYaszczyinie srodkowej pasma
/Rys.12/. Dodatkowo przyjmujemy, ze predkosé poruszania sig
ukXadu "szczelina-obcigzenia" jest mniejsza od predkogci pro-
pagacji fali powierzchniowej Rayleigha v,.

Rozwigzanie tak sformuXowanego zagadnienia, dla przypadku
statego obcigzenia powierzchni szeczeliny, podane zostaio w
pracach [52-54], zaé rozwigzanie statycznej wersji tego zagad-
nienia - w pracach [55,56]. W pracach [52,53] ograniczono sig
do wyznaczenia wspéiczynnika intensywnosci napre¢zenia w wierz~
chotku szczeliny. W pracy [54], ktérej wyniki tu podamy,
oprécz wyznaczenia wspdéiczynnika intensywnosci naprezenia dla
doﬁolnego rozkadu obcigzenia na powierzchniach szczeliny,



‘Xé “y
vt .
el Uy =Uz=0
4
2 b il _f?{i? .t ‘gxg=
S22 :—p(x,) 9

i

Uy =Up=0

Rys.12

okreslono réwniez rozkiad przemieszczenia u, na powierzchniach
szczeliny i napresenia ©,, na jej przediuzeniu oraz wyznaczono
na drodze obliczer numerycznych rozkad przemieszczen-i na-
prezen wewngtrz pasma w przypadku, gdy obcigzenia powierzchni
szczeliny sg staie.

Wykorzystujac symetrie rozwazanego zagadnienia wzgledem
pXaszczyzny érodkowej pasma, problem nasz sprowadgamy do za=-
gadnienia nieskonczonego pasma sprezystego z mieszanymi warun-
kami brzegowymi, ktére w ruchomym ukadzie wspéirzednyeh (x,y)
majg postaé:

u(xh)=uy(xh) =0 dig Xl ooy
8.2 0l=0 dla s Ixl< oo,
6,,(x.0)=-p(x) gla Sx L0
u,(x.0)=0 gt R

Wykonanie na tych zwigzkach transformacji cazkowej Fouriera

/3¢4/, wyeliminowanie z zaleznodci /4.8/ funkcji C;(e) oraz za-
ozenie, ze okreslone zZwigzkami /5.3/ funkcje Z,;n(o() oraz & ,,(cc)
i U;(x) sg regularne odpowiednio w péipZaszczyznach {Dncn)-15}
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oraz {Imq, <T1}i { Im x (0}', prowadzli do uzyskanja, regularne-
go w pasmie &2 :{- 8o (Im z (O, {[Re zL<°o} , réwnania funkeyj-
nego postaci /5.4/, w ktérym [54]:

H(z)={1-i,}chf,z ch zﬁzzis(%z)—) :
15+35/ P(Z): fh.zﬁz'ﬁvﬁzth Zﬁ, :

CSiz)=l I+ %) ch zfi,ch zfi,- (1+'/if3)shzf3, sh zfi;
o 2
N X’( ? +ﬁ2).
Punkeja H(z) jest parzysta funkcjg zmiennej zespolonej z = oL h
oras jest regularna i nie ma miejsc Zerowych w pasmie
L.t {lim z!1<{a, |Re z/<o0}.
¥ celu przedsiawienia funkcji H(z) w postaci /5.6/, przyjmijmy,

ze w pasmie K2, :{|Im z)1<E&,, |Re 2|00} gdzie £, a, funkcja
H(z) ma postad:

HA(z)= A(z) A,z) .

gdzie
] =0z el
)=
/5.36/ .
4 2_2 4
Booa . ZHIpRZ Ak,
HO(Z)‘ Z4+k:

S i
T (1-5)R(v)
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Wielkosci ko i U sg funkcjami pre¢dkodci propagacji szczeliny
okreslonymi w ten sposéb, ze k, jest liczbg rzeczywisty, dla
ktérej wyrazenie | H(k) - Ho(k)| osigga na osi rzecsywistej

k = Re 2 wartoéé maksymalna, zad 1 =[H(k,) - H(k.)] /f(k.)
W przypadku gdy wspéXezynnik Poissoma VvV = 0,25, przyblizone
wartodci parametréw kg i 1 dane 83 wzorami:

ko(v) = 2.5 + 5(v/c,)4
O(v) = 0.2 - 0,0211(v/e,)* + 0.5345(v/e,)" = 0.2279(v/e)° +

+ 0.9494(?/::2)3-

Przebieg zmiennogci funkeji H{k) i H(k) okreélonych na osi
rzeczywistej k = Re 2z oraz biad wzgledny przybliZenia
AF = [(B-H)/H] 100% podane sg w Tabeli 1.

Tabela 1
y v/02-0.2 v/c,=0.4 v/c,=0.6 v/c,=0.8
2=
H(z) [aF(%) |H(z) | aAP(%) | HE(z) | aF(%) |H(z) | aF(%)
0 | 1.29]| 0O 1.16 0 0.96 0 0.70 0
Al T | .23 1.16 1.32 0.98 1.74 | 0.74 2.34
2 1 114 -0.81 1.08 -0.21 0.97 0-99 0'82 4‘-55
3 | 0,93 -0.83 0.91 | -0.24 0.88| -1.03 | 0.89 3.52
5 | 0.60| 0,38 0.59 1.00 0.61| =0.52 | 0.79 | =2.23
10 | 0.30| 0.15 0.30 0.36 0.31]| -0,10 | 0.42 | -2.49
50 | 0,06 0.01 0.06 0.02 0.06 0.000 | 0.08 | -0.09
0 0 0 0 0 0 0 0

tepujgce ozZnaczenia:

gdzie

Przed przystgpieniem do dalszych rozwasai wprowadémy nas-

M (2)=MTz)M*(z) = z*+20k!2? +k?,

)=t )l =2kt

Fz) =T ()T z)=Vy2+A%
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M(z) =(z-2"(z-2]) , L(z)=(z-z])(z-z;),

310 Me)=(2-2")(z-2)) ., U'(2)=(z-2')(2-2;),
T1z)=YziA

Miejsca zexowe funkcji MT(z) okreslone sa wzorami:

z::% (VT-D +f1/1+1}'),2f=§°(ﬁ-'17—im,

/5.38/

M ko N + —-;_ ko ity +' +
2= > Vi-»-if1+0)  Z V?(W'W)'

zas miejsca zerowe funkcji Lt(z) - wzorami:

z:=f2’éé(7+f), 2= 50 (1-1),

/5.39/

z;z-%; (1=1) 2=- B8 (1+i)

Wykorzystujgc przytoczone oznacgenia, funkcje H(z) moina
przedstawié w pasmie 2,:{-€<Im z {0, |Re z|¢oo0} gdzie
€ = min(€,,8,) w postaci /5.10/. Odpowiadajace rozwazanemu
przez nas problemowi réwnanie funkcyjne jest regularne w pas-
mie ﬂ*i przyjmie ostatecznie postaé /5.12/, gdzie

Mz)H,(z)

F e
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Tz)[z)H.(z)
M1z)

Funkce ja H*(z) jest regularna i nie ma miejsec zZerowych w péx-
piaszczyinie L }:{Im z)-&o}, funkcja H™(z) nie ma miejsc
gerowych w péZprasscgzyinie Sig:{Im z{Eo} 1 jest w niej re-
gularna z wyjgtkiem punktu w nieskoriczonosci, zad funkcje
Hf(z) okreslone sg zaleznodciami /5,9/.

ZakYadajgc, ze istnieje pasmo &2,:{-€ { Im z { s,,
| Re z[{co0}, w ktérym funkcj¢ E(z) okreslong zaleznoscig /5.13/
mozna przedstawié w postaci /5.14/, gdzie funkcje Ei(z) 88 Te-
gularne odpowiednio w péipiaszczysznach {Im 2) -E_} i {Im 2z s_%,
rozwigzanie rdéwnania /5.12/ w rozwazanym tutaj przypadku ma
postacé

ony H(z)=

-y hA(1-2) Elz)
e
/5.41/

Elz)
Z;IZ) Hz)

Funkcje Uy(z) 1 E;z (z) sg regularne odpowiednio w péxpiasz-
czyznach Q. z:fImz<0}i Ri:fmz)-¢g}.

Przed przystgpieniem do vymcmnia wapolczynnika inten~-
sywnosci naprezenmia zauwazmy, se jeél.t funkcja E(z) okreslona
zaleznoécig /5.13/ jest regularna w pasmie 52,1 speimia zaZo-
zenia Tw.4, /p.3.1/, to funkcje E¥(z) mozna dla kazdego z na-
lezgcego do pasma { -€ £ -¢ < Im z(d(u*, |Re z2[<oo}
przedstawié w postaci:

+00-1c
> . L
oy el 3 R _S_E.@'ds ]
z 2| x-z

-00~itC
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+co+id
S ! 5 E(5)
Ez)- Z[B*sz el
- co+id
gdzie
s ]
/5.42/ B= PXi fE(Z)dZ,

Przechodzgc wobec tego w zaleznodciach /5.41/ do granicy z
joel = | 2/ | » co otrzymamy

S RN AT
A V21 uRl) o Vo

e e S
ule) = T Vo
gdzie

/5.43/ N =i -—%—B,

przy czym wielkoéé B okreslona jest zalezmoscig /5.42/.
Wykorzystujgc nastepnie wzory /3.10/ i /3.11/ oraz /3.12/ i
/3.14/, rozktad przemieszczenia u,(x,0) = u,(x) i naprezenia
6,2(%,0) =6,, (x) w otoczeniu wierzcholka szczeliny opisany
bedzie, zgodnie z zaleznosciami /1.29/, nastepujgeymi zwigzka-
mi:

u,(x) = %%2 Ky - 2—7);.— da x—=(-0),
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7
GolX) =Kz e

przy czym wspéiczynnik intensywnogci naprezenia K, = V2w,
na mocy zaleznodei /5.43/ i /5.42/, ma postaé:

+00-1C

544/ g = V—T;T fE(z) gz

-e0-iC
gdzie funkcja E(z) dana jest wzorem /5.13/, zaé funkcje
Z;,(2) 1 H'(z) okreélone sg zwigzkami /5.3/ i /5.40/,.
Zaleznodei /5.41/ umozliwiajg nam réwniez wysznaczenie wys-
tepujgcych w gzwigzkach /4.8/ nieznanych funkcji Cjlex) , ktére w
naszym przypadku dla z = oh majg postacd:

Clz)= hCi(zIU;(2), C2)=hClz) U z),

C,(z) = -ihCyz)U(z), Cuf2)=-ihCiz)Us(z),

gdzie

ep Tl ) g
Cifz)= Az Gilz)= —/)‘2 =
2. [2 2
Cl(z) L D()[(I +f3)chzf}, -2ch z[3, +
/545/ . 20-fi)shzfie
£ 2ZH(z)

Clz)= 12 — L [(1408ch 2, -2chzfi, +

= ﬁz D(Z)
(’ "ﬁz) Sh Zﬁ{ ] :
zH(z)

D(z)=(1+/)sh 23, - 2/7,/Lshzﬁ,,
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zad funkcja H(z) okreélona jest zaleznogdciami /5,36/.
Podstawiajge Cj(z) do zwigzkéw /4.8/ i wykonujge na tych zwigz-
kach odwrotng transformacjg caikowg Fouriera /3.5/, rozkZad
przemieszczed i naprezed w dowolnym punkcie pasma, po uprzed-
nim wprowadgeniu bezwymiarowych zmiemnych § = x/h 1 n = y/n,
opisany bedzie zaleznosciami:

+oo-ic

u,(§.n)= W——é——ﬁ-f Zi(zp ) Us(z) e gz,

/5.46/ u (§,n) = ,ﬁf ngz,q)U;(z)e'Gz gz,

-co-(C

6.(4:0) = 75T ] Zfzn) Ujz) e ¥ az,

-00-1C

/ = -ifz
d,z(f,fZ):W‘Lﬁ- Z,Z(Z,O)U2(Z)e§ gz

~00-1C

6,(¢n) = hTm/%_TT_; Z(zn U lz)e T dz,

-~00-ic
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gdzie
Z(zn)=-z{Cl(z) shzfi,y +C}lz) chz.n +
+ A Cz) chzfn + Cl(z) shz/n If,
Z,(z,n) =z { pLCYz) ch 2in +C]lz)shz,n I+
+Clz) sh zfin +Ci(z) ch 2/kn f»
/5.47/

Z,(zn) =-2*{(12203}- L )[C](z) shzfim +Clz)-
schzfin 1+ 20,{Clz)ch 2/n +Clz) sh 2fn,

Z(zn ) =-Z{2p,(C\2) ch 2 +CJ(2) shz/in I+
+(1+02)[CXz) shzfin +Clz) ch zn If,

Zed 2,n) = 2{(1+R)[C)z) sh 2/ +C(2) ch 2/i,n ]+

+ 2, [CHz)chzf,n +Ci(z) sh zfi.n I,

zaé funkecje CT(:) okreélone sg gwigzkami /5.45/.
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5.2.1. PrzykIad

Otrzymane rezultaty zilustrujemy na przyk¥adzie zagadnie-
nia bgdacego przedmiotem rozwazad w pracach [52=54].
Bozwazmy mianowicie zagadnienie nieskonczonego pasma spreZyste=
go o szerokosci 2h osfabionego pdéinieskonczong szczeling, kté-
rej powlierzchnie swobodne s3 od obcigzen. Zakiadamy, Ze na
brzegach pasma dane sz przemieszcgenia, przy czym przemiesz-
czenia w kierunku poziomym znikajg, zag przemieszczenia w kie-
runku normalnym do brzegéw pasma sg state, rdéwne co do bezwzgled-
nej wartosci lecz przeciwnie skierowane na gdérnym i dolnym
brzegu pasma /Rys.i3a/. Dodatkowo zakladamy, ze szczelina poru-
sza siq ruchem prostoliniowym ze starg predkoscig v w piasz-
czyinie Srodkowej pasma oraz, ze predkoéé poruszania sig szcze-
liny jest mniejsza od pre¢dkodci propagacji sprezystej fali po-
wierzchniowej Rayleigha.

ly
{
U;=0, Up=Ug
L éh‘éﬁ=0 0
2| == i X
' (U,‘ G’,I)
U, =0 ) Jg ==Uq
al
“Y %
64 -0)82-7”0 U(:UZ:O
ﬂg=o,ﬁu=‘ Do
o o X o ‘ X
(u;,6;) (u; &)
ﬁ4=0 62-"‘“0 b) Uy =U1=0 c)

Rys.13
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Wykorzystujgec zasade superpozycji, roszwigzanie tak sformu-
Zowanego zagadnienia mozemy przedstawié w ruchomym ukXadzie
wepéirzednych (x,y) jako sum¢ elementarnego rozwigzania dla
pasma bez szczeliny /Rys.13b/ i dla pasma ze szczeling /Rys.
13c/.

RozkXad przemieszczed i1 naprezel w zagadnieniu przedsta=
wianym na Rys.13b opisany jest zaleznodciami:

g, (xy)=0 , Gy(xy) = &Y-
”( Xy )= M

/5.48/ 1-2V h
CiQ(CXJ/)-=(7,
: Goalxy) = 2ROV Lo

W zagadnieniu przedstawionym na Rys.13c, brzegi pasma =5 utwier-
dzone, a na powierzchniach szczeliny dane jest dziaXajace w
kierunku normalnym do tych powierzcanni, staze obcigzenie

/5.49/ ﬁg_ﬁ_\)j oA
B.= 0.(x0)= o TR

5.2.,1a. Wspbicegynnik intensywnosci napr§zenia

Wykorzysiujge zaleznosei /5.3/ oraz fakt, ze w naszym
przypadku p(x) = p,, funkcja E(z), okresélona zaleznoscig
/5.13/ przyjmie postaé:

/5.50/ E(z)= %77_,& @ .

gdzie funkcja H'(z) dana jest wzorem /5.40/, .
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Pak okreélona funkcja E(z) jest regularna w pasmie

{-6£,<Imz €0, |Re 2|{c0} i speinia w nim warunki umozliwia-
jace przedstawienie jej w postaci /5.14/ co ozracza, Ze w rog-
wazanym przez nas przypadku mozna korzystacé z rozwigzania
/5.41/. Wykorzystujgec wobec tego zaleznosé /5.44/ i /5.49/ oraz
fakt, ze H:(O) = 1, 8cis¥e wartodci dynamicznego wspdiczynnika
intensywnosci napregzenia w wierzchoizku szczeliny dane begdz wzo-
rem, [54):

K, = 2uu (1-V) R(v)

/5.51/ Y ha1-2v)(1-/7)

zaé w przypadku statycznym (v —0):

et WY
' Vh(1-2v)

Z zaleznogci /5.51/ wynika, Ze w rozwazanym przez nas
przykradzie, ze wzrostem predkosci poruszania sie szczeliny v
lub ze wzrostem szerokosci pasma h, wspdieczynnik intensywnosci
naprezenia maleje i dla predkosci szczeliny roéwnej predkosci
propagacji sprezystej fali Rayleigha wspéiczynnik ten znika.
Przebieg zmiennosci wspoiczynnika intensywnosci napreZenia
jako funkcji predkoéei propagacji szczeliny dla réznych war-
tosci wspdiczymnika Poissona pokazany jest na Rys.14.

5.2.1b. Przemieszczenie u, i naprezenie &,, w piaszczyinie
szczeliny

Przystepujac do wyznaczania rozkzadu przemieszczenia u,
na powierzchniach szczeliny i naprezenia ©,, na jej przedu-
zeniu w zagadnieniu przedstawionym na Rys.13c, nalezy uprzed-
nio wyznaczyé funkcje E(z).

W rozwaszanym przykradzie wygodniej jest nie stosowad wzordw
/5.15/ gdyz funkeje E*(z) mozna wyznaczy¢ w sposdb elementar-
ny. Na mocy zaleznosci /5.50/, funkcjg E(z) mozemy przedsta-
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Rys.14

wié w postaci:

e Ezls 2B L ) -HT0) e 30 1

s Vel 2
B
E12)= <382 L [Hz)-H70)1,
/5.53/

e ihg,H’(O)._7,
ET1z) Ve il
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przy czym funkcje Ez(z) 83 regularne odpowiednio w péiprasz-
czyznach Sdg 1 S27.

Na mocy zaleznosci /5.49/, zwigzki /5.41/ prazyjmg ostatecznie
postad:

s hpy A 1
U(2) = 75 7 H )
/5.54/

PR | R e ‘ _
Za2)= smr 7 U - e !

Po wykonaniu na tych zwigzkach odwrotnej transformacji caikowe]
Fouriera /3,.,5/, wzglednie po wykorzystaniu odpowiednich zalez-
nosei /5.46/, przyblizony rozkzad przemieszczenia u, na powlerz-
chniach szczeliny i naprezenia Sz na jej przediuzeniu - po
uprzednim przyjeciu, ze H,(z) =1 - opisany bedzie zaleznos-
ciami:

U(E.0) = UYTRTR(£:0) - 4R (§:2)- R(§:22)]f

dla £<0,
75.55/

Po . _.. .
6,0(§:0) =~ 7= {Que)-ilQE2)-Q (6:2.)]f
dla f)O,

gdzie wielkosei EJ-" i zy dane sa zaleznosciami /5.38/ i
/5439/,

/5.56/ &= Vit O -1 5 12-714/]/1_ 5

zaé funkcje R (f;zj) S (f ;g-,) i Q,(E) majg postad
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; ' +00-iC
iy e Vz+iA' iz, e e
Q (£:2j) = 57 e dz = W{W'F

+VA-iz; €78 erf[YE(A -iz)']
da ¢>0,

W'i62+iA —’;fz e e_,q y
27T/ Y228 e%% gz = VT[W

-oo-icC

/5.51/ Qo(g)-
—ﬂTerfc(l/A?')] da §>0,

+90 -(C

-@z e-@a

REz)= 3 (z- z))/z-/Ad "1 Az

-0 - 55

xerf [V-£(A+iz;)]  dla§<0 .

Wykorzystujgac zaleznosci /5 48/, /5.55/ i /5.57/, przyblizony
rozklad przemiesgczenia u2 na powierzchniach szczeliny i napregze-
nia 612 na jej przediuzeniu w naszym zagadnieniu wyjsciowym
/Rya.13a/, opisany bedzie ostatecznie zaleznosciami:
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u.lerf (Y-Ag )+b,(EA)]
dz(f'o): d[a f <0
0 : dla §>0,
/5.58/
A 0 dla ¢<0,
0pe(£.0) =
V—L —? + Aerf(JAF) +b,(£,A) ]
‘ dla ¢50,
gdzie

b,(f;A)wac,ﬁ{ﬁ% erf(Y -E(A+iz;) ]-

/5.59/ m

erf [V-€(A +iz,) ]}

byl EA)= i e YA-TZT & ert [YETA-1Z,7 -

~VA-TZF €= erf (/ETA -T2} -
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zaé wielkosci A i p, dane sg zwigzkami /5.37/ i /5.43/.
Przebieg zmiennosci przemieszczenia ﬁz (g ,0) dla réznych
wartoéci predkosci propagacji szczeliny i ustalone] wartosci
wspéXczynnika Poissona V = 0.25 pokazany jest na Rys.15, zasg
przebieg zmiennogci napreenia éﬁa( § ,0) dla predkogci pro-
pagacji szczeliny v = 0.8¢c, i v = 0.25 pokazany jest na

Ry5-18-

Y

Rys.15

5.2.1c. Przemieszcgzenia i naprezenia wewngtrs pasma

Przyjmujaec H,(z)=1 oraz podstawiajgc wyrazenie /5.54/,
do zaleznogci /5.46/ wyznaczamy przyblizony rozkrad przemiesz-
czed u; i naprgzei G; w dowolnym punkcie pasma w zagadnieniu
przedstawionym na Rys.l13c.
Wyznaczenie na drodze analitycznej caXek wystepujgcych w zalez-
nodciach /5.46/ jest ze wzgledu na skomplikowang postaé wyra-
zen podcatkowych niemozliwe. Cazki te wyznaczymy numerycznie,
przy czym catkowanie przeprowadzimy wzdiuz osi rzeczywiste]
k = Re z.

http://rcin.org.pl
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Przechodzgc we wzorach /5.46/ do granicy z Im z —(-0),
zauwazmy ze funkcje Z;(k,np) i Zj(k,n) , okreélone zaleimof-
ciami /5.47/ s3 rzeczywistymi funkcjami zmiennej rzeczywistej
k oraz nie majg punktéw osobliwych na osi rzeczywistej k = Re z.
% zaleznofci /5.54/, wynika, ze wyrazenie

Ulz) e = hudd __e-.g_z
- V2 zHI(z)
Jest pray przejéciu do granicy z Im z —(~0), zespolong funkcjsg

zmiennej rzeczywiste] k i posiada osobliwodé w punkcie k = O,
Wykorzystujge fakt, ze [57]:

B ! 15
lim — = % = +i A (k),
s'*w)z k-i0 kK

gizie & ( k) jest funkcjg Diraca, wartosé graniczng wyrazenia
U;(z)exp(—ig z) dla Im z —(-0) mozna przedstawié w postaci:

. 7 igk _ _hug . + A) =i ;
/5-60/ ([Tk e =57 [X,(kA) S(k)+ X (kA)-i Y (kA

gdzie
). VA Mik)
Gl e )
Ny X(k;A) =i Y(k,A) el )0
Se

X(kA)=f(kA)coskt +g(kiA) sinké ,

Y(kA) = f(k;A) sin k¢ -g(kA) cos k§ ,
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Fk,A)=h (kA S+k -/8=K) G (k)*+Wg+k+/g-k)S(K)].

glkiA)=h(KAINS +K +[§-K) G (k)-(/e+k-Y§-K)S (K]

, T
/5.61/ h(kA)=- Ze(k*+k ’

Glk) = ki (K- ks 2k K T+00]
Stk) = 2,KY2(k*-K;),
g= g(k,A):-' V kK+A* .

Przechodzgc w wyrazeniach /5.46/ do granicy z Im z —(~0), wy-
Korzystujac zaleznoéé /5.60/ i fakt, ze X(k) = X(-k) i Y(k) =
= =Y (~k) oraz dodajgc do siebie wyrazenia /5.46/ i /5.48/,
otrzymujemy przyblizony rozkiad przemieszczen 1'1|(§,12)

i naprezen é;l-(SJQ) w zagadnieniu wyjdciowym /Rys.13a/:

()= 5 f Z(kp) Y(kA) dk,
0

/5.62/

Gl§)= 32 T(15p)s ZlknIX s o]
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! _a U p 200
6,(6n)= S [ 555+ | Zfkn) X(kA) dk |,
o
/5.62/ ’ k. ~
O (k)= }Eﬂ— Z,(kn) Y(kA) dk ,
0
’ _ Yu  2W(1-v) :
Gultin)= S [ STLZY04|Z f1ip) X(A) dk ],
0

gdzie funkcje Z;, 3U s X 1 Y okreédlone sg odpowiednio zwigzka-
mi /5.47/ i /5.61/.

Przechodzgc w zaleznodciach /5.47/ do granicy z v —0
oraz zastgpujgc we wzorach /5.58/ i /5.62/ wielkosé A wielkos-
cig Ag = 2(1=-v)¥/(1-2v) otrzymamy rozkiad przemieszczerd i
naprgzen w statyczne] wersji rozwazanego przykiadu.

Przebieg zmiennodci naprezen éq okreslonych zwigzkami
/5.62/ w réznych przekrojach podtuznych pasma przy ustalonej
predkosci propagacji szezeliny w przypadku gdy v = 0.25 po-
kazany jes? na Rys.16,18 i 20. Natomiast przebieg zmiennosci
naprezen Sq w przypadku ustalonego przekroju pasma dla réz-
nych predkoéci propagacji szczeliny i dla y = 0,25 pokazany
Jest na Rys.17, 19 1 21.



- 126 -

h 4

e O
301
p=0
201 n=01
] n=025
=1.0
1 7
04 i
L
5=5
10 ) 20

Rys.16



::r|><

20

Rys.18

http://rcin.org.pl
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i
1]
o
N
[

Rys.21
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5.3. Drgania harmoniczne w osrodku spregzystym ze szczelinami

Rozwazmy nieograniczony i jednorodny osrodek sprezysty os-
Tabiony nieskonczong liczbg prostoliniowych i rdéwnooddalonych
od siebie péinieskorczonych szczelin, ZakZadamy, Zeé na powiersz-
chniach kazdej szczeliny dane sa zmieniajgce sie w sposdéb nar-
moniczny w czasie, jednakowe i samozrdéwnowazone obcigZenia
dziatajgce w kierunku normalnym do powierzchni szczeliny MRys.
22a/. Rozwigzanie tego zagadnienia zostaio pedane w pracy [58].

%)

X4

2h

b)

¥

a)

Rys.22

Zakradajgc, ze dane na powierzchniacn szczelin obcigzenie
ma postad:

/5.63/  P(x,t)=plx) +p,(x,) coswt,



= 131 =

gdzie tpo(x,)1>| p(x)| 1 w- jest ustalong czegstodcig drgaid
harmonicznych, rozwazane przez nas zagadnienie rozdzielimy na
zagadnienie statyczne i dynamiczne. Zgodnie z ta procedurs,
ostateczre rozwigzanie opisujgce rozkiad przemieszczend i napre-
Zen w rozwazanym zagadnieniu przyjmie postac:

¥
Ut ) =07 () 0, ( %, %) cosiost

/564/

1}

X

QJ'(XHX?.,Z‘) df(xnxz) * 61_/ (XHXZ) COS w t ’

gdzie wielkos$ci oznaczone indeksem s okreslajg statyczng czgsé
rogwigzania zagadnienia.

W dalszych rozwazaniach zajmowaé sie bedziemy jedynie dynemicz-
ng czescig rozwigzania naszego zagadnienia, zas rozwigzanie
statycznej wersji wyznaczaé bedziemy z odpowiedniego rozwigza-
nia zagadnienia dynamicznego przechodzgc W nim do granicy z

W >0,

Uk*ad przedstawiony schematycznie na Rys.22a sprowadza sig
do nieskonczonego pasma Sprezystego o szerokosci 2h oskabionego
w jego érodkowej p*aszcszysnie péinieskoriczong szczeling /Rys.
22b/. Rozwazajgc dynamiczng ozgéé zagadnienia i wykorzystujac
symetrie wzgledem pXaszczyzny srodkowe] pasma, zagadnienie na-
sze sprowadza sie ostatecznie do problemu nieskorczonego pas-
ma sprezystego z mieszanymi warunkami brzegowymi, kitdre zgodnie
z transformacjg /4.9/ majg postac:

Gilxoh) = 6 glx,h) = 0 dla x/<c0,
5}2( x0)=0 dla Ix/<oco,
5;2()(1,0) = _b1(X,) d[Cl X < Q 3

Gy(x,0)= 0 da x)0.

http://rcin.org.pl



- 132 -
WprowadZmy nastepujgce ozmnaczenia:

a

*

Efor) = £l 01,0)= polr 6, (x,0)e ** dx,,

-0

/5.65/

Solox) = 2 l00,00= e [ G (000 dx,

0

(4]
J;(a):LZ’(a,O); yzL—ﬁa‘/‘tZ(x,,U)eiax' dx;

i zarézmy, ze funkcje E::z(oc) oraz f‘,n(oc) it ﬁ;(a) 8g regu-
larne odpowiednio w péipiaszczyznach {Im >~‘i‘°} orag
fIma (T} i{Im« <0},

Wykerzystujgc warunki brzegowe naszego zagadnienia oraz
eliminujgc wystgpujgce w wyrazeniach /4.14/ staze C (o) , Toz-
wigzanie naszego zagadnienia sprowadza sig¢ do rozwigzania, re-
gularnego w pasmie S :{-8,<{Im z < 0, |Re 2] <oo} gdzie
8o, 0, réwnania funkcyjnego postaci [58]:

/5.66/ lj;(z) =- é’ﬁ H(z) [f,;(zh :;(2)] ;

gdzie
H(z)= 6, 12°-6; thVz=6; thVz*-62 |
/5.61/ 4 26262 thiz=6"-(22° 6°F thi 2 67

szh 3 5:hCIJ/C4 G;:hw/62



- 133 -

Funkcja H(z) jest parzystg funkcjg zmiennej zespolonej

z = X + i8 1 ma na osi rzeczywiste] k = Re 2z dwa miejsca zero-
we w punktach 3 =*&, oraz, jak to wykazano w pracy [59], dwa
rzeczywiste i pojedyiicze bieguny w punktach z = ik,. W pracy
[59] wykazano, ze k, e (&,,5,VZ)oraz, Ze X,=&,\(1-v)/2.

W celu przedstawienia funkcji H(z) w postaci /5.6/ tak, aby
speinione byiy warunki /3.37/ przyjmijmy, Ze w pasmie

2. {1In 2| { €, |Re 2|00}, funkcja H(z) ma postad:

e g 2~ 67
H(z)=(1-V) 1) Vi

k=gl L, gl0)=1,

Ao G800 26
k¥ tg6, [gl)IFtgb,

gdzie

/5.68/

Ostatecznie funkcje H(z) mozna przedstawié w pasmie
52,:{-& { Imz { 0, |Re zl(oo}. gizie & = nin (Eo,8, )

w postaci:

e oy Hz)=(1-V) H_((Z))

przy czym

+_ Hiz)
/5.70/ Hi(z)= Tz) '
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kf)T (z)Hz) |
7%-67

T(z)=Vz+iA .

Funkcja H*(z) jest regularna i nie ma miejsc zerowych w péX-
piaszczyfnie SY:{Im z2)-€,}, funkeja H(2) nie ma miejsc ze-
rowych w péXpiaszczyzinie SE; :{Im z & 0} i jest w niej regu-
larna z wyjgtkiem punktu w nieskoncgonosci, zas funkcje H}(z)
okreélone sg zaleznosgciami /5.9/.

Na mocy zaleznosci /5.69/ rdéwnanie funkecyjne /5.66/ przyjmie
postad:

Hlz)= (2"
/5.70/

/5.71/ J{(z)=- hg =) H_((Z)) [Z Az) % )k,

zad obszarem regularnosci tego rownania bedzie pasmo S,
Zakradajgc, ze funkcje E(z) okredlong zaleznoscig

5+72/  E(z)=H(z) X 2,(2)

mozna przedstawié w postaci /5.14/, gdzie funkcje E*(z) dane sg
zwigzkami typu /5.15/, rozwigzanie réwnania /5.66/ przyjmie
postac:

ol i) Btz
L TR

/5.73/

5o . E2) g
Leel2) == gy

http://rcin.org.pl
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przy czym funkcje 55(5) i 55;;(2) 83 regularne odpowiednio w
péipiaszczyznach S :{Im z { 0}i KR% :{Im z)-£}

Stosunjac procedurg uzytg w poprzednim punkcie, rozkad
przemieszczenia u,(x,,0,t) = u,(x,,t) i raprezenia G,; (x,,0,t)=
= G&z(x,,t) w otoczeniu wierzchoika szczeliny opisany begdzie,
na mocy zaleznodei /5.73/, nastepujgeymi wyrazeniami:

Uy lxt) = 20 "'KY dly S—el-0,

/5.74/
G (X t) = K, ﬁ%—ﬁ dla x,—=(+0),
gdzie
Ky = Kfﬂ\"k, coswt ,
/5.75/ % -VF—T—"T;;Z’ =
AL By

Ki=lim e

w0

zas funkcja E(z) okreslona jest zalezmoscig /5.72/.
Otrzymane rezultaty zilustrujemy dwoma przykadami rozwazZanymi
w pracy [58].

5.3.1. Szczelina z obcigzeniem skupionym

Przyjmijmy, ze na powierzchniach szczeliny dane jest
obcigzenie

P(x,,t) = ( po+ps coswt)d(x+),
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gdzie py i p, sg staxymi i |p,/pPs| {1,
Rozwazajgc statyczne i dynamiczne zagadnienie oddzielnie, na
mocy zaleznodei /5.65/, i /5.72/, funkcja E(z) prayjmie postads

T
E(z)=- bt HY(z)e™*  gdzie (™=1/h.

V2T
Funkcja E(z) jest regularna w pasmie S2,i speinia w nim warun-
ki umozliwiajgce przedstawienie jej w postaci /5.14/ co ozna-
cza, ze w rogwazanym przykiadzie dozwolone jest korzystanie g
rozwigzania /5.73/.
Na mocy zaleznosci /5.75/3 , amplitude wspéZczynnika intensywnos-
¢i naprezenia w zagadnieniu dynamicznym, mozna przedstawié w

postaci:
Ki=-p, V5 1000,
gdzie .
F(1%)= ﬁfH?z) o= dz .

Stosujac procedure opisang w p.5.1, wspéZczynnik El dla ma=-
Iych wartodci parametru 1* /duzych wartoéci h/ dany jest wzo-

Ke=p)/75- (1- AL+ OL(IF],

zaé w przypadku gdy 1*— oo , mozna wykazaé, ze

~ -il*z
K,=o(e" ™)

gdzie &, jest najblizszym osi rzeczywistej k = Re 2 biegunem
funkeji H(z). :
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Przyjmuj@c, ze H (z) = 1, przyblizone wartoscl wspéXezyn-
nika Kz dla podrednich wartodcli parametru 1*, na mocy zalez-
nodeci /5.75/} dane beds ostatecznie wzorem:

* .1/ T-Alt
/5.76/ Kz =P, 7{% e 1

gdzie wielkosé 4 okreslona jest zaleznodcig /5.68/; .

Przechodzgc w zaleznodciach /5.76/ do graniey z w —0,
wspbXczynnik intensywno$ci naprgzenia w wierzchoiku szczeliny
w przypadku statycznym przyjmie postad:

/5777 Ko =ps V],—i[ e

Ostatecznie, przyblizone wartosci wspétczynnika intensywnoseci
naprezenia w wierzchoxku szczeliny w naszym zZagadnieniu wyj-
sciowym dane sg wzorem /5.75/ , gdzie K; ¢ f; okresglone sg
zaleznosciami /5.76/ 1 /5.77/.

Przebieg zmiennodci wyrazenia

Ky poV (6% + Po e™)

reprezentujacego maksymalng wartosé wspoiczynnika intensywnos-
ci naprezenia, jako funkeji parametru 1% dla réimych wertodci
czestosei w i dla p,/po = 0.5 oraz g(w)= 1, pokazany jest
na Rys.23.

5.3.2. Szczelina z réwnomiernie rozzozonym obcigzZeniem

Przyjmijmy, ze na powierzchniach szczeliny dla ]|x,|<00
dane jest obcilgzenie

P(x,t)=p,+p, coswt gdzie I1p.”p.l 1.

Postepujae, podobnie jak poprzednio, na mocy zalezmosci /5.72/
ik /5.654 , funkcja E(z) przyjmie postad:
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*= 1k

Rys.23

hp e HE)

Tak okreslona funkcja E(z) jest regularna w pasmie {-£,<{Im 2¢O,
IRe z|<oco}i speinia warunki umozliwiajgce przedstawienie jej

v tym pasmie w postaci /5.14/.

Wykorzystujac wobec tego zaleznosé /5.754 oraz wykonujgc od-
powiednie caikowanie i korzystajgc =z faktu, iz H}(0) = 1,
otrzymujemy scisie wartosci amplitudy wspdZczynnika intensyw-
nosci naprezenia w zagadnieniu dynamicznym,

*
/5.79/ Kl—:p,l/—ﬁﬁ- ’

/5.78/
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gdzie wielkosé A okreslona jest zaleznoscigy /5.68/; .
Przechodzgce we wzorze /5,79/ do granicy 2z w —>» O, wspéZezynnik
intensywnosdcl naprezenia w zagadnieniu statycznym przyjmie pos-

taé:
Ki=p,Vh'

Ostatecznie, 8cisie wartosci wspdiczynnika intensywnodci na-
prezenia w rogzwazanym przykiadzie opisane bedg zaleznodcig
/5.75/y» gdzie wielkosei K2 i ¥ sa okreslone wyrazeniami /5.80/
L5 T9/

Przebieg zmiennodci maksymainych wartosci wspéZczynnika
intensywnosci naprezenia Ko

Kr=pVh (1+ % V-A?— )

dla réiznych wartodci czgstosci e« 1 stosunku p,/po oraz
g(w)= 1 pokazano na Rys.24.

Wykonujae na zaleznodeiach /5.73/ odwrotng transformacjg
caikowg Fouriera, otrzymamy wyrazenia opisujgce rozk¥ad ampli-
tud przemieszczenia u, na powierzchni szczeliny i naprgzenia

/5.80/

G,; na jej przedfuzeniu w dynemicznej czgsci rozwiazania nasze-
go zagadnienia,

Preed przystgpieniem do wysznaczenia tych wielkosci naleizy
okreélié funkcje E*(z), ktére, tak jak w poprzednim punkcie,
wygnaczymy W sposéb elementarny. Przedstawiajgc wyrazenie

/5.78/ w postaci /5.52/, funkcje E*(z) opisane beds zaleznog-
ciami postaci /5.53/ i wobec fego zwiggki /5.73/ przyjms osta-
tecznie postad:

p,h(1-v) 1

15:857 . (Jtz)= ,
< ig2TiA zHz)

o DRSS G el
22z v 7 U ey
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3&

e
S

02 04 08 iz % 155

Rys.24
Wykonujge na tych zaleznosciacn odwrotng transformacje caZkowq

Fouriera /3.5/ oraz przyjmujac, ze H,(z)=1, otrzymamy nastgpu-
Jjgce wyrazenia:

* h(1-v
G,(£.0) = P'VL) sz(g ;0) -~ gzkzm(g ks

+RIE-K)f  da £<0,
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L

6,,(£,0)=- w%ﬂao(f) da 50,

gdzie g = x,/h, zaé funkcje R(§ ;g;) 1 Q o({) okreélone 55
Zwigzkami /5.56/.

Catatecznie, n2 mocy zaleznoéci /5.64/, przyblizony rozkiad
przemieszczenia u, na powiergzchniach sszczeliny i naprezenia 6,,
na jej przediufeniu w naszym gagadnieniu wyjéciowym dany bedzie
Zaleinosciami:

Up(£,0,t)= ul(£,0)+ G (E,0) coswt  dla £<O,
6 8,0.t)= GE,0)+ 6,(8,0) coswt  dla ¢ )0,

gdzie

w(E0) = ﬁ%ﬂ) erf (V-2¢ )

“S(g 0} =p,! 77’%' -erfc (YZ2E)]

fe 2
0.(6,0) = hgg P [ erf (V=AE) +b(§:A)].

G, (£:0)=p,

e o 7
Ty erfc (VATJF),:
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-ik,

R oy, £ e e
b(A)= F { e eV E A TR T

l.k{f
-+ _g_— ‘V_ Cor

przy czym wielkos¢ A okreslona jest zwiagzkiem /5.684_.

5.4. Drgania harmonicgne w pasmie ge ssczeling

Rozwazmy nieskonczone i jednorodne pasmo sprezyste o sze-
rokogci 2h osiabione w jego Srodkowej piaszczyinie pdimieskon-
czong szcgeling,

Zakzadamy, Ze brzegi pasma S3 sztywnc zamocowane, zas na po-
wierzchniach szczeliny dane jest dowolne i zmieniajgce sie w
czasie Ww 3poséb harmoniczny obecigzenie dziaXajgce w kierunku
normalnym do powierzchni szczeliny /Rys.25/. Rozwigzanie tak
sformutowanego zagadnienia podane zostaz2o w pracach [60,51].

Uy -'U2=0

612 =0, 620 =FPix,t)
2h AL WA ART L =

Uy =U2=0

Rys.25
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Zak¥adajgc, ze dane na powierzchniach szczeliny obcigzenie
P(x,,t) ma postaé /5.63/, rozwazalé bedziemy, podobnie jak w
Pe543 ;}e&ynie dynamiczng czesé tego zagadnienia; statyczne
rozwigzanie otrzymamy 2z rozwigzania dynamicznego przechodzge
w nim do granicy w=0.

Dynamiczna cz¢$é naszego zagadnienia redukuje sig do problemu
nieskonczonego pasma spreiystego z mieszanymi warunkami brze-
gowymi, kitére zgodnie z transformacjag /4.9/, majg postacd:

G,(xh)=0y(xh)= 0 dla Ixl<c0o,
éz(x,,O) =0 dla: iz o,
6:2(x,,0)=-p,(x,) dla . % <0,
8y(x,0) = 0 gl el g

Po wykorzystaniu warunkow brzegowych, wyeliminowaniu z odpo-
wiednich zaleznodci /4.14/ funkcji Cj(x) oraz zalozenlu, ze
okreglone zwigzkami /5.65/ funkcje ﬁ (a), Zzz_(a) 103 2 ()

sg regularne odpowiednio w pé¥pzaszeczyznach {Ima>-Te}s
{Imot.( T,} i {Im x & 0], rozwigzanie naszego zagadnienia spro-
wadza sie do rozwigzania, regularnego w pasmie

& :{-8o< In z £ 0, |Re z| {0}, gdzie s,) 0, réwnania funk-
cyjnego postaci /5.66/, w ktérym [60]:

G(z)

Hz)= =lz) )

/5.82/

G(z) = 65V2z*-67 [ ZshVZ*- 67 chVz>6;-

-W(Z*- 69(z>67) shVz®-67 chYz*-67 ],
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S(z) = [42*+ (2262 V(- 6))(z*-67) chY Z-67 «

/5.82/ xch ‘522-22[(222-65)2+4(z’_5f){22_522)],

xShYZ507 shi 2= 62 -4 24 6 V(z=6:)(z-62 ),

zEg b G =hwrt, v s horc.

W przypadku najbardzie] interesujacym z praktycsnego punktu
widzenia, gdy ©,< T /2 i wspéiczynnik Poissona v < 0.4, mozna
wykazaé, ze gdy 6,<N/2 to funkcja H(z) jest regularna i nie
ma miejsc zerowych w pewnym pasmie &2, :{|Im z]|<a,|Re z|<o0}
gdzie a > 0, zas giy G,» /2 to funkcja H(z) ma na osi rzeczy-
wistej k = Re z dwa miejsca zerowe z = ik1 i dwa pojedyrncze
bieguny w punktach z = sz. Wielkkosci k, i k, sg funkcjami
czestosci drgan harmonicznych «w i ze wzgledu na postaé row-
naid G(k) = 0 i S(k) = 0, okreélenie ich mozliwe jest jedynie
na drodze obliczer numerycznych.
W celu przedstawienia funkcji H{(z) w postaci /5.6/ tak, aby

aby speinione byly warunki /3,37/, przyjmijmy, ze w pasmie

Ro:{ilm z|<Eg, |Re z](oo} gizie &, a, funkcjz H(z) ma
postaé [60]:

H(z) = Az)H.(z).

We wzorze tym

{-y Z=k5
VZZAZ 7P KE

Hy(z)=

/5.83/
A=md e = kst

4= Gl1=v) _ 2010 6,
¢ 51 tg 61 7‘2‘} tg 54
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zas funkcja Eo(z) okreslona jest zwigzkiem /5.36/, przy cazym
w przypadku gdy &, {T/2 przyjmowaé¢ bedziemy, Ze k, = k,.
Wystepujgce w zaleznosci /5.36/ wielkosci ko, i V' sg w rozwa-
zanym tutaj zagadnieniu funkcjami czestosSci «w , przy czym
przyblizone ich wartoéci okredione sg numeryczunie w sposéb
podany w punkcie 5.2.

Przebieg zmiennodci funkeji H(X) i H(k) na osi rzeczywistej

k = Re z oraz bZad wzgledny przyblizenia aF =((E-R)/E ] 1004
w przypadku gdy vy = 0.25 podany jest w Tabeli 2.

Tabela 2
] co= 0.2¢, /n ws= 0.6¢,/h w= 1,0¢,/h w= 1,4c¢, /h
" B |ar#)| 8z) |ar(®)|E(2) |ak(%) | B(z2) | AR
0 0.338 0| 0,378 0 |0.508 0| 1.210 0
0.5 | 0.337 | 0.85 | 0.378 | 1.11 |0.524 | 1.92 | 1.233 | 5.32
1,0 | 0.332 | 1.85 | 0,372 | 2.18 [0.502 | 2.99 | 1.181 | 3.50
2.0 | 0.295- | 0.45 | 0.324 | 0.32 |0.415 | 0.09 | 0.803 | 0.16
5,0 | 0.236 | 0.24 | 0.253 | 0.38 [0.296 | 0.71 | 0.418 |-1.85
5.0 | 0.150 | 0.77 | 0.154 | 0.74 |0.164 | 0.27 | 0.182 [-5.10
10,0 | 0.075 | 0.25 | 0.076 | 0.15 |0.077 |-0.20 | 0.078 |-2.43
0 o 0 0 0 0 0 0

Ostatecznie funkcje H(z) mozna przedstawié w pasmie

,:{-€ <Im z 0, |Re z|<o0}gdzie € = min(so,E&,) W postaci
/5.69/, zaé odpowiadajgce rozwazanemu przez nas problemowi
rownanie funkcyjne przyjmie postaéd /5.71/ gdzie

M*(z) H[(z) )

oy -
S Tz) Lz

e 2k FizH =ZIHTZ)
H1z) = ot T

’
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Funkcja E‘(z) jest regularna i nie ma zer w péipXaszczyinie
Qei{Im z) -£o} » funkeja H'(2) nie ma zer w pé¥piaszcsyinie
£2;;{Im 2 0} i jest w niej regularna z wyjgtkiem punktu w
nieskodczonoéei; funkeje MY¥(z), L(z), T¥(z), HY(2) okreflone
sg odpowiednio zaleznosciami /5.37-5.39/ i /5.9/ zas$ wielkodé
A - wyrazeniem /5.83/, .

Postepujgc identycznie jak w p.5.3, ostateczne rozwigzanie
interesujgcego nas réwnania funkcyjnego przyjmie postaé /5.73/,
zag wspdiczynnik intensywnodci naprezenia w naszym zagadnieniu
wyjéciowym dany bedzie, zgodnie z zalezmogciami /5.64/, wyraze-
niami /5.75/ przy czym wystepujaca w nich funkcja E*(z) okres-
lona jest teras wyrazeniem /5.84/, .

Znajge funkeje U'(z) i iaz(z) okregslone zaleznosciami
/5.73/ mozna wyznaczyé wystepujgce w zaleznosciach /4.14/
funkecje C; (o) , ktére dla z = o h majg postad:

C(2)=hClz) Ui(z),  C,lz)=hClz) Ui(z),
C,(z)=~ih C;(z).LZ'(z} ,  Cylz)=~ihClz) Us(z),

gdzie
oy 2Z-0F _ G,
e S
Clz) =- __g__VE"‘S“Ga(Z), Cl(z)= _2_22_1 .
G(z) 2
G,(z) = 2#(22%- 65) shVz*-62"sh VZ°- 6% -
/5.85/

-Y( 2*- 69(2%62) [(22°-67) chY 7-67 chYzZ=6+227,

G,(z) = z[2Z°chVz*~6% chVZ*-6; -
2 zE 6267 shVz—6F shVZ-6¢ - 222+ 62],
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zas funkcja G(z) okreslona jest zaleznodcig /5'82/2 .
Podstawiajge Cj(z) dc zwigzkdw /4.14/ i wykonujgc ne nich od-
wrotng itransformacj¢ caikowg Fouriera, amplitudy przemieszczer
i naprezed w dynamicznym zagadnierniu, okredlone dla dowclrego
punktu pasma, opisane bedsg wzorami /5.46/, w ktérych:

Z(zn)=-{2(CYz) shnVz*-67+C,lz) ch n Vz*-6F ] +
Hz= &[CYz)ch 265 +CJlz) shn 12*-65 11 »

Z.n )66 [C1z) ch nVZ~6; +(y(z) sh pY z*- 67+

/5.86/ +z[Cz)shnVz*-6; +C,(z) chnvz*-6; ]

Z,,izn)=-{(22*+6£-267)IClz) sh nVz=67+(z) chpfZ=67]+
HzVZ=EZ[C)(z) chnVz™- 6] +Ci(z) shnVZ*-62 1),

£ 2n /'-—{ 22VZ*-6;[Cy(z) ch pYZ+67 +Cylz) shn¥z-6; ]+

+(22*-6)[CJlz) shpVZ=6F +Ci(z) ch nYz*6f]f

Z,(zn )={(22°-6)[CYz)shnVz*-67+C,(z)ch nY2*- 07 J#

+22Y2*-G[C}(z) chn¥Z*-& +Cjlz) sh nVz*67f

za$ funkcje C; (z) okresdlone sz zwigzkami /5.85/.
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5e4.1. PrzykZad

Rozwazmy nieskorczone pasmo sprezyste o szerokogcl 2h os-
Xabione w &rodkowej paszczyZnie péinieskorczong ssczeling,
ktérej powierzchnie sg swobodne od obcigzen.

ZakXadamy, Ze na gérnym i dolnym brzegu pasma dane sg przemiesz-

czenia, przy czym:

A i xEht)=0 dla Ix/<oco,

Q,(x,2h,t) =*(v,+vcoswt) dla Ix/<co,

gdzie VU, i v, sg staze i |v,/u,[{1 zaé «w jest ustalong
czestosécig drgan harmonicznych.

X2

04=0)£lg:|5"'“7c DS Wt

>

127 632= 0

2h
Xf
/ 1 (G ) |

G' -—01 Oz‘“\({)‘ﬂncasd)
J G}
Xy X,

9 gad
(U‘ )e','j)

1 4 [
Uf’-_O;U::' U U’ —‘0,!.”22'0;%&&‘
b) c)

Rys.26
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Rozdzielajgc nasze zagadnienie na czesdé statyczng i dynamiczng,
rozwazaé bedziemy jedynie zagadnienie dynamiczne przedstawione
schematycznie na Rys.26c. Korzystajgc z zasady superpozycji,
rozwigzanie tego zagadnienia przedstawimy w postaci sumy roz-
wigzai dla pasme ciggXego /Rys.27a/ i pasma ze szczeling /Rys.27b/

Xz XQ

‘31 =0 )Gz: ﬁosd Ul:Ug-_O

0ie=0 657 - p,coscot

(G:,65) (u;y &%)

G,=0, Gp=-gcosuwt : Uy =Up=0
a) b)

Rys.27

RozkXad przemieszczerd i naprg¢zend w zagadnieniu przedstawignym
na Rys.27a opisany jest zaleznosciami:

(71 (X,,Xz,t)z 0,

° U Sin Vi X

U, (X5t )= 2225422 coswt
ik sin 8, !

2yVv, 6,C0S V, Xz
h(1-2v)  sin 6,

/5.81/ 6, (Xpt) = coswt,

be,z(x,,xz,t) =i

2 _ 2ul1-V, 6,cosvx,
Gl 505t ) = h(129)  ~SihG, cos wt |
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gdzie V, =w./Cy.

Z zaleznosci /5.87/5 wynika, 2ze amplituda przyjetege na powierz-
chniach szeszeliny obcigzenia w zagadnieniu przedstawionym na
Rys.27b, dana jest wzorem:

/5.88/ _ 2ulf-v)u6,
P= R(1-29) sin G,

5+.4.1a, Wspdlczynnik intensywnosci naprezenia

Jak atwo sprawdzié, funkcja E{z) okreslona zaleznosciz
/5.78/ speinia w paszym prazypadku warunki umoiliwiajace przed-
stawienie jej w postaci /5.14/., Wykorzystujgc webec tego za-
leznodei /5.75/, i /5.83/ oras fakt, ze EH(0) = 1, ScisXe war-
tosci amplitudy dynanicznego wspdZczymnika intengywnosci napre-
zZenie w wierzchozku szczeliny opisane beds zalezZnoscig [60]:

i g LS B L |
Y Vh(1-2v) m YV sin 26,

v
Otrzymany wyuik jest dla prazypadku gdy m = i identyczny z roz-
wigzaniem podanym w pracy [62].
Przechodzac w zalezncsdei /5.53/ do granicy z w — 0, wepbi-
czynnik intensywnosci naprezenia w statycznej wersji naszego
Przykiadu przyjmie znang postac:

9 L Au
= h(1-2V]

Ostatecznie ScisZe wartosci wspéiczynniks intensywnosci napreze-
Ria w pnaszym zagadnieniu wyjsciowym /Rys.27a/ obliczamy ze wzo-
ru /5.75/, w ktérym wspéXczynniki Ef i fz okreslone 38 wzorami
/5.90/ 1 /5.89/. Przebieg zmienncéci amplitudy K, dynamicaznego
wspéiczynnika intensywnosci naprezenia dla rézmych wartasci
wspéiczynnika Poissorna pokazany jest na Rys.28.
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6, =wh/ ¢,

0 10 W2

Rys. 28

5.4.1b. Przemieszczenie u, i naprezenia ®&,, w piaszczyinie
szczeliny

W rozwazanym przez nas przykiadzie transformaty Fouriera
amplitud przemieszczenia u, na powierzchniach szczeliny i na-
prezenia G,,na jej przediuzeniu opisane sz zaleznosciami /5.81/,
gdzie funkcje H¥(z) okredlone sg zwigzkami /5.84/. Przyjmujac,
ze H*(z)s1 oraz wykonujgc odwrotng transformacje caikowsg
Fouriera /3,5/ na zwigzkach /5.81/ lub wykorzystujac odpowied-
nie zaleznoéci /5.46/ i /5.86/, przyblizony rogktad amplitud
przemieszczenia u, na powierzchni szczeliny i napreienia Gz;
na jej przediuzeniu w zagadnieniu przedstawionym na Rys.27b,
opisany bedzie zaleznodciami [60]:

15911 Gt )= i (erf(-AE)» L d Al
: da ¢ {0,
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/5re O/ g e-Af
_ __2uy ]/ ) v
622(5"3)" hmV1-2V sin 26, { Vﬁ;’

VA erfc (VAE ) +b,(§:4)  da €50

gdzie
0 (5A)=ix \F[" (2" 5 (8;21)-
§ 1 L)2 1
k-(z)° (k kz)V—
e
/5.92/

jxfzr-z;) /
oot 2 R(é;k,)+[ =
(k,-2,)(Kk,~2;) (ol e K i

| X(2f=25)
" Tkt zD(k 25 JR(8ik) /.

zag funkcje R ( ;z}) ' bz(g ;A) oragz wielkosoi X, 1A
okreslone s3 odpowiednio zaleznosciami /5.57/, /5.59/,, /5.56/
1 /5.83/, .
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W przypadku gdy 6,<T/2 i G,< /2 tzn.m = 1, wyraze-
nia /5.91/ znacznie sig upraszczajg i wéwczas

G, (£,0)= [erf(V-As§)+b(£A) ]

dla §<0 ]

622(f = V;’ 2V s.'n25, 1,7 E'
VAserfc (A,E) +b,(£:A)]  dla £0,

cos 6,
/5.93/

gdzie funkcja b,(f 3Ao) i wielkosé A, okreslone sg odpowiednio
galeznosciami /5.59/, 1 /5.83/; .
Przebieg zZmiennosSci amplitudy przemieszczenia u, na po-

wierzchniach szczeliny dla réznych wartosci czestosci w i
wspéXczynnika Poissona v = 0,25 pokazany jest na Rys.29, zasg

| &
Uy
w=10c¢/h
.20
L 10
-20 -20 1.0 Es X
h

Rys.29
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przebieg zmiennosci amplitudy naprgzenia &,, na przediuzeniu
szczeliny w przypadku w = 0.6 ¢,/h i v = 0,25 pokazany
jest na Rys.32.

5.4.1¢c. Przemieszczenia uw; i napre¢zenia G;; wewngirz pasma

Przyjmujgc, %e H,(z)=1 oraz podstawiajgc wyrazenie /5.814
do zwigzkdéw /5.46/, w ktérych funkcje Z;(z,p) i Zi; (z,7)
okreslone sg teraz zaleznodciami /5.86/, oirsymamy przyblizony
rozk¥ad amplitud przemieszczerd i napreszer w zagadnieniu przed-
stawionym na Rys.27b.

Poste¢pujgc podobnie jak w p.5.2, rogwigsan tych poszuki-
waé bedziemy na drodze obliczen numerycznych wykonujgc odpo-
wiednie caikowanie w wyrazeniach /5.46/ wzdiuz osi Tzeczywis-
tej k = Re z. Opisane zalezno$ciami /5.86/ funkeje 2i(z,n) i
Zj (2,)) po przejsciu do granicy z Im z — (~0) sz rzeczywis-
tymi funkcjami zmiennej rzeczywistej k, zas jak tc wynika gz
zaleznoéci /5.81/, 1 /5.84/, wyrazenie:

itz o, A Miz)e ¥ ¥70ms
Ujlz)e ™ = Y2 meosh 2/l (Z) [ 2
s

/ i 7 7
) [z—kz Ty )
jest przy przejsciu do granicy z Im z — (-0)zespclong funkcjg
zmiennej rzeczywistej k i ma osobliwcdci w punktach k¥ = 0 i
k -tkzn
Wykorzystujae fakt, ze [57]:

m L e LTS (k-k
i o il R LI

wartodé graniczng wyrazenia ﬁ;(z)exp(-i§ z) dla Im z —(-0)
mozna przedstawié w postaci:

/5.9 U,lkle V3T c0sG, [Xo(f,A)Q(k)ﬁ(k,A,mJ
-iY(k;A,m)],
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gdzie

Bk =S k)= %—t [Slhlc) » SCR+E)]s

E o AT SR - M) ;
Xolk) = mVA+ik . L (k)

b e T e M - g
X(kAM)~iYkAM) = < e T8 TR "k’

/5.95/ )?(k;«i,m) =f(kAm) cos k¢ +g(kAm)sin Kk,

?('jA,m/Ef(k,-A,m)s/n k +g(kA, m)coské,

FlkkAm)=h (kAM)[V e +k -v§-k) G (k) +
+(V§+k +Ve-k) S (k)],

glk:Am)=h(kAm) (Ve +k +Ve-k’) G (k)-

-(Ye+k -Ye-k) S (k)],

VA 1tk k)
2e(k*+kd) 1-(k/ k)

Glk) = % K- T+ Kk ],

h(kAm)=-

S(k)=2,k,Y2(k*~k¥), ©=¢(kiA)=VK*A%,

za$ wielkosé A dana jest wzorem /5.83/, .
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Przechodzge w wyrazeniach /5.46/ do granicy z In 3 -,(-o) oraz
wykorzystu;qc zaleznoéci /5.94/ i fakt, ze X(k; Am) = x(—k A,m)
3 Y(k Am) = -Y(-k A,m), przyblizony rozktad amplitud przemiesz-
czed ui(f,p) i naprezed &ij (5 ) dany jest ostatecznie nasteg-
pujgeymi zaleznosgciamiz

k)= e [ KD 7 10p) ¥ l1,0) +

cos 6,

+ "77:'; Zr(k,r&) Y(k,A)m) dk ]’

Gen)- w4 2(01)- Llm 1) 7 (k)

Yk, 1)+ L Zz(k,ry Rk, A,m) dk ],
/5.96/ o

S St kolm®-1) .
6utn)= oo (L7 (0p)- KL 7 (k)

P (ki) + Tr’-f Zfk) X (kAm) dk ],

z e gvf kg(m 7)
Golpn)= P Z ol kep) X (i, 1)+

! szm(k,rl)?(k,-A,m) dk I,
0

Gulgn)= e[ -2, 00m)- Kalml) 7 (e

(kA 1)+ j”(k D)% (kA,m) dk],



=15 T =
gdzie

3 _ sin nb
Z,(0.n) = cos nb, fgb.

26,-65, . cos 06,
/5-97( Z”(O,TZ) = —6’1—&(511’) Qﬁ, £ Tg'grj):
6 .. cos n.6,
ZZJO"Z):— 61 (Sln ,26.’ * ll,g 5’ )‘

w przypadku gdy 64 LW /21 54'{?/2, wzory /5.96/ znacznie sie
upraszczajg i wowczas

u(frz)- 77. 6 fZ(kq)Y(kAo,I)dk

o0

* T 5
Gyf §,Q)f ’7‘7?%5—,[ T L O,Q)o+ j Z(kn) X (KA, )dk],

/5.98/ 5,,@:3)-% [ LLZ,0.n)+ | Z (k)X (K Ad,1) K],

oo
U,

6,2(§,12)= W#CO’S—@JZ“{/(’Q) Y(ijo,I) dk,

o0

burl &)= o (5 20 Q)r/ Z, (k)X (kAo )]
)

gdzie wielkodé A, okreslcna jest wzorem /5.83/ .
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Przechodzgc w zaleznoséciach /5.86/, /5.97/ i /5.98/ do
granicy z > — 0 oraz zastepujgc wielkosé A, wielkoscig
Ag = 2(1-v)?% /(1-2v) otrzymamy przyblizony rozkXad przemiesz-
czen i naprezen w statycznej wersji rozwazanego przykiadu
/Rys.26b/.

Przebieg zmiennosgci amplitud naprezenia &ij w zagadnieniu
dynamicznym /Rys.27b/ w réznych przekrojach podZuznych pasma
dla ustalonej czgstosci drgad harmonicznych w = 0.6 ¢ /h
pokazany jest na Rys.31, 33 i 35. Przebieg zmiennogéci amplitud
naprezenia Oij w przypadku ustalonego przekroju pasma dla
przypadku statycznego i dla czgstosci w = 0.6 c,/h pokazano
na Rys.30, 32 i 34.

g% &
50
201\ o
=025
201 X =050

:']0

10
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-10

Rys.31

(T e |
//7-9/ Iu—O.GC,/h gz‘ﬁx_

10 10 20
-1.0
.20
=301

Rys.32
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b g
Ly w=10c/h
=0 w=0 w=066h
|
5
30
2 n=y/h =025
e
&= e
10 20
Rys.33
J
h *
m&z
201
W= OGCf/h
10




- 161 =

|
h =
gu; on
20
n=y/h =025 ]
10
ﬂ/‘\x\*~———
1.0 1.0 20
uzU g:-’}‘:—-
w=06c¢,h
w=10¢/h” 10}

Rys.35
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6. STACJONARNE ZAGADNIENIA SZCZELIN W WARSTWIE SPREZYSTEJ,
ANTYPELASKI STAN ODESZTAZCENIA

W rozdziale tym rogwazymy zagadnienia stacjonarnego ruchu
pdxnieskoriczone] szczeliny w jednorodnej i niejednorodne] war-
stwie spre¢zystej /p.6.1, 6.2 i 6.3/ oraz problem drgap har-
monicznych w jednorodnej i niejednorodnej warstwie sprezyste]
oslabionej pdéinieskonczong szczeling /p.6.4 i 6.5/. Rozwaiania
przeprowadzaé bedziemy zakadajgc, Ze speinione sg warunki
antypiaskiego stanu odksztaicenia.

6.1. Stacjonarny ruch szczeliny w jednorodnej warstwie ge
swobodnymi brzegami
Rozwazmy nieskonczong 1 jednorodns warsiwg sprezysis osia-
biong w srodkowej pZassczysnie poinieskonczong szczeling.Brzegi
warstwy sa swobodne od obeigzerd, zag na powlerzchniach szezeli-
ny dane jest dowolne obcigzenie dziazajgce w kierunku osi X,
nieruchomego ukladu( X4,xszg)v Rys.36. ZakXadamy, ze szczelina
porusza sie wraz z zadanym obcigzZeniem ruchem prostoliniowym
ze stalg predkosciz v w piaszczyznie srodkowej warstwy prazyjmu-
jgc jednoczednie, e predkosé ukadu "szczelina=-obeigszenie®

x| y
vt
5’23=0
I
&=-p(x)
2h —— — X
r Xi
) % s
623=0
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Jest mniejsza od prgdkosci propagacji sprezystej fali poprzecz-
nej c,.

Rozwigzaenie tak sformulowanego zagadnienia podane zostazo w
pracy (63].

Wykorzystujge symetrie zagadnienia wzglgdem pIaszczyzny
grodkowej warstwy, problem nasz redukuje sie cdo zagadnienia
nieskoAczonej warstwy sprgzystej z mieszanymi warunkami brzego-
wymi, kiére w ruchomym uk¥adzie wspdirzednych prostokgtnych
/1.23/ o poczatku w wierzchoiku szczeliny, majg postad:

G, xh)=0 gla. “dxideo,
G,5(x,0)=-p(x) Bl X L0
Uy (x,0)= 0 glg. . x50

Wprowadémy oznaczenia:

]

2'/ = / \[‘
23(051 23(C6' 0)_,/2—7Tﬁ 23., 0)9

/84 L) = S0n,0) =~ | 6,(x,0)€ dx,

[2]
Ust) = Us(e1,0) = —er f St

i zaxézmy, ze funkcje Z;s.fa(.) Doeflx) i U3(x) sa regular-
ne odpowiednio w péipraszczyznach {Ima,) To} ,1 Ie ol T‘}
el ma ol

Po wykorzystaniu warunkdéw brzegowych oraz wyeliminowaniu
z zaleznodei /4.19/ i /4.20/ funkeji Cj(uQ , rozwiazanie naszego
zagadnienia sprowadza sie do rozwigzania, regularnego w pasmie

http://rcin.org.pl
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[« { 8o {Im o < 0,[Reoc[oo}gdzie 8o = min (T, T /2hf3,)
réwnania funkcyjnego postaci [63]:

162/ fot)s - Hﬁ Hle) [5 o) + 2, ci) ]
gdzie
Hlo) = ————————C“hfhﬁg :

Funkcja H (o) jest regularna w pasmie &2, :{- M/2hB,{In x £ O,
[Reocl(OO} i mozna jg przedstawié¢ w postaci:

LT H’ZocL,
/6.3/ Hla) = W Hla)

gdzie
i, gL
&) = .
1 _iahfi
e
/6.4/
s

Punkcje HY (o) i H (o) nie majg miejsc zerowych odpowiednio w
péiplaszczyznach S2j:{Imo ) -T/2hB,} 1 &7 :{Im x < 0}
i sg w nich regularne z wyjgtkiem punktu w nieskonczonosci.

Po wykorzystaniu zaleznodci /6.3/ réwnanie funkcyjne /6.2/
przyjmie postad:

vy L HE) e+
U, (o) = WhIE H o) [ F o)+ Loglee) I
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Zektadajac istnienie pasma {-8, < -c {Im x < d AT
|Re o\,i-’.oo} iTx ) O, wktérym funkcje E (of) dang wyrazeniem

6.5/ - Ele) = Ha) X, fer)

mozna przedstawié w postaci /3.16/, gdzie funkcje Et{m)
okreglone sg zaleznosciami:

+cr?—lC
I Rl )
E(OG)— ST S-‘a ds 3
/6.6/ 3 o ate
By o ELS)
E(a)— 2] £ - o dS' )
~co+id

ST g E Te)

/6.7/ ET )
L % o Qo & ;
el

Funkcje U3 (o) i Z';;(ot) sg regularne odpowiednio w péx-
pZaszczyznach K7 :{Im & < 0}i K%* :{Imcx>~5°}

zas ao jest staig, ktora wyznaczona z warunku rownowagl six
zewngtirznych ( X,,(0) = 0) dana jest wzorem:

/6.8/ B, ENG])

gizie funkcja E (&) okreslcna jest zalezncsScia /6467,
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RozkZad przemieszczenia u,(x,0) = uy(x) i naprgzenia
Gﬂa(x,o) = G‘Ax) w otoczeniu wierzchoika szczeliny, na mocy

zaleznosdci /6.7/ i Tw.3 /p.3.1/, opisany bedzie, zgodnie z za-
lesznosciami /1.37/, nastepujacymi zwigzkami:

ua(x)z-f-/%—l’f— /——2)(7 dla x—(-0),

G,,(x) = Ky~ da x —=(+0),

/699/

gozie wspbZcozynnik intensywnosci naprezenia Ky dany jest wzo-

rems
. roorid
i E (o)
Ham = d
/6.10/ b /m f o X,
-co+td

za$ funkcja E {(o¢) okreélona jest zwiazkiem /6.5/.
Otrzymany rezultat zilustrujemy dwome praykZfadami.

6.1.1. Szczelina z obcigZeniem skupionym

Zaxé2my, ze powierzchnie szczeliny obcigzone sz dwiema
Jjednakowymi lecz przeciwnie skierowanymi sizami skupionymi o
statej intensywnosci p, ktore przyZozone sg w jednakowych od-
legtosciach 1 od wierzchozka szczeliny. Przy tych zalozeniach
p(x) = p &(x+1) i na mocy zaleznosci /6.1& i /6.5/ funkcja
E (o) przyjmie postaé:

—ilet

/5;11/ E(Mr% Hle) ™™,

gdzie funkcja H*(ew) dana jest wzorem /6.4/, .
Powtarzajac rozumowanie przytoczone w p.5.1, mozna wykazaé, zZe
traktujgec funkeje Zjél(md jako wartosé graniczng transformaty

http://rcin.org.pl
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Fouriera funkcji aproksymujacej funkcje Diraca, funkcje E (o)

mozna przedstawié w pasmie {|Imoa|< TM/2nf, ,|Recx|<co}

w postaci /3.16/; oznacza to, %ze W rozwazanym przyktadzie moz-
na korzystaé ze wzoru /6,10/ przyjmujac, ze 0 < d< T /2hf,.
Wykorzystujgc wobec tego zaleznosci /6,10/ i /6.11/

d+ico
o h /i,
p :p]/Zhﬂ,_ L Pl et d “oai
4 77- 2]7/ [—,{i+ d,hﬂg) ’
d~1o0 2 Tr

skad po wykonaniu cazkowania [64], wspoZczynnik intensywnosci
naprezenia w wierzchoiku szczeliny dany bedzie ostatecznie
wzorem [63]:

) 1 _
fl. Vi-exp(-TTL.7h/f})

/8.02/ Kg=p 7

Przechodzgc w tej zaleznosdci do granicy z h — o0 , otrzymamy
znene rozwigzanie dla nieograniczonego osrodka sprezystego z
péinieskoriczonz szczeling:

Przebieg zmiennoéci wspézczynnika intensywnosci naprezenia
danego wzorem /6.12/ dla réznych predkoéci propagacji szczeliny
pokazany jest na Rys.37.

6.1.2., Szczelina z dowolnie roziozZonym obcigzeniem

Praktujge zaleznoéé /6,12/ jako funkcje¢ Greena, wspéi-
czynnik intensywnosci naprezenia w wierzchoiku szczeliny w
przypadku dowolnego obcigzenia powierzchni szczeliny dany bg-
dzie wzorem: |



- 168 -

(-
Ko, /b
)
2.0
V"—'OQCa
i -_-'—_-V:O.GCJ
10 S == —=v=0
1 _ : ‘ i ok
02 04 06 08 10 15 A:-;’-
Rys.37
o0
' ]/ 2 p(x)
s K =)—% / v e
fos13/ =" hfi | Vi-exp(-TTx/hf3)
o

W przypadku gdy na powierzchniach szczeliny dane jest sta~-
e obcigzenie p(x) = p, rozzozone rownomiernie na odcinku
-1, < x  -1o, wspdiczynnik intensywnosci napre¢zenie w wierz-
chotku szczeliny dany bedzie na mocy zaleznosci /6.13/, wzo-
rem [63]:

e [1-V1-expl-da) I[1+VT-exp(-2,) ]
o= V2 I A RO 1~V T-expEod ]

gizie Ag= T 1,/nf,, A,=T 1,/0p;.
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W celu otrzymania rozwigzan odpowiednich zagadniexn sta-
tycznych nalezy we wszyvstkich podanych tutaj zaleznogciach
przyjgé, ze Pz -

6.2. Stacjonarny ruch szczelin w nieograniczonym osrodku spre-
zystym

Rezwazmy nieograniczony oérodek sprezysty osiabiony nies=
konczong liczbg prostoliniowych i rdwnooddalonych od siebie
péinieskoriczonych szczelin. Na powierzchniach szczelin dane sg
jednakowe 1 samozrdownowazone obcigzenia dzialeajgce w kierunku
o8l x, nieruchomego ukradu wspdéirzgdnych prostokgtnych
{(X,:%5,%,), Rys.382. Zaktadamy, Ze szczeliny poruszajg sie w
swoich pXaszczyznach wraz 3 zadanymi cbciazeniami ruchem pros-
toliniowym ze stazg pregdkoscis v przyjmujgc jednoczednie, ze
predkosé uk¥adu "szcgzelina-obcigzenie” jest mniejsza od pregd-

i X

Xy

al

Rys.>8



- 170 -

kosci propagacji sprezystej fali poprzecznej c,. Rozwigzanie
tego zagadnienia podane zostazo w pracy [65].

Uk¥ad przedstawiony schematycznie na Rys.?8a sprowadza sig
do nieskorczonej warstwy sprezystej o grubosci 2h osiabicnej
w jej érodkowe] piaszczyZnie péinieskoriczong szczeling /Rys.38b/.
Wykorzystujac nastepnie symetrie wzgle¢dem ptaszezyzny Brodkowe]
warstwy, zagadnienie nasze redukuje sig¢ ostatecznie do problemu
nieskoriczonej warstwy sprezyste] z mieszanymi warunkami brzego-
wymi, ktére w ruchomym ukXadzie wspéirzednych /1.23/ o poczgtiu
w wierzchoku szczeliny majg postad:

u,(xh)=0 dlg. - 1xl< oo,
6,,(x,0) =-p(x) dla x<0,
uy(x,0)=0 dlg X 0

Postepujac identycznie jak w poprzednim punkcie, rozwigza-
nie tego zagadnienia sprowadza sie do rozwigszania, regularnego
w pasmie &2 :{— 6o < Imex £ 0, |Re ool(oo}, réwnania funkeyj-
nego postaci /6.2/, w ktérym [65]:

i) = LS

Funkcja H (X) jest regularna w pasmie S?.“{Ilmcbl <TM/enpg,,
iRec&i(oo}i mozna przedstawié jg w postaci:

Ul A Hee)
/6.14/ Hlex)= 'i,.“?" ‘;—_‘/:x— )

gazie

g ech
o) = Pz | ) ’
/6.15/ F(f—L%-bﬁL)

o8 _7__
Hilos HY-o)
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Funkcja H ¥ (o) jest regularna i nie ma zer w péipiaszcezyinie
Sti{moad-TM/2nP,} , zas furkeja B{x) nie ma zer w péi-
piaszesyznie 2 :{Imca < T /2aP,} 1 jest w niej regularna
z wyjatkiem puniktu w nieskoriczoncseci.

Po wykorgzystaniu zalezrogci /6.,14/, réwaanie /6.2/ przyjmie
postacd:

Sy T e o O e oAy
U3(O‘)"77‘§'H‘{a) [2;3((%)4'25(&)]-

jac nasteprie mozliwos¢ przedstawienia funkeji E (o)
danej zaleznesciz /6.5/ w pestaci /3.16/, rozwigzanie nassego
rownania Tunkeylnego opisane bcdzie ostateczuie zalezinocsciami
r.

Uit
GBS g )

fiéulb‘f; ,..é-’/ LY
s o) A c e/
23 H(a)

zdzie funkcje EZ(a) dane sz zaleznosciami /6.6/,
L‘;(Ot) i 2.;:3(0'.) £g regularne oapowiednio w péipizszczyznach
Seifmead 0} i & {Iz ) -3d6 }

Stosujge procedure uzyis w p.5.2, rozkzad przemieszczenia
1,(x,0) = uy,(x) i naprezenia 6,,(%,0) = 8,2(x) w otoczeniu
wierzchozka szczeliny opisany bedzie, zgodnie z zaleznosciami
/1.37/, wyrazeniami /6.3/.

Wspézczynnik intensywnosci naprezenia w wierzcnoiku szczeliny
dany bedzie w tym prazypadku wyrazeniem [65]:

+05-(C

641 K= %’?.ﬁz—jE(oc) da

-0 -iC

http://rcin.org.pl
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gdzie funkcja B (o) okreélona jest zaleznosciz /6.5/ przy czym
funkcja H*(x) dana jest wyrazeniem /6.15/, .
Otrzymany rezultat zilustrujemy kilkoma przykiadami.

6.2.1., Szczelina z obcigzeniem skupionym

Przyjmijmy, Ze na powierzchniach szczeliny w odlegZosei 1
od jej wierzchozka przyXozone sg dwie przeciwnie skierowane i
dziaZajgce w kierunku osi z ruchomego ukZadu wspoirzgdaych
prostokatnych (x,y,z) siy skupione o intensywnosci p, tzn.
p(x) = pS (x+1).
W rozwatanym prazykZadzie funkcja E (o) okredlona zaleznogcig
/6.11/, gazie funkcja H*(ov) dana jest wzorem /6.15/,, jest
regularna w pasmie &2, i speinia w nim zazosenia Tw.4 /p.3.1/.
Fakt ten oznacza, Ze dogwolone jest stosowanie rozwigzania da-
nego zaleznosdcig /6.17/ i w tym przypadku:

J’*&cn
Y2T o3 ! [(p) I el
ey i o T 5777 | TTh+0) © e dp, 0<9¢*%

&-to0

Po wykonaniu catkowania [64], wspézegzynnik intensywnogci na-
prezenia w wierzchoXku szczeliny przyjmie ostatecznle postaé

[65]:

/-Z ' 1
&Rl Vel T

Przebieg zmiennoéci wspdiczynnika intensywnosci napreze-
nia Xpgdla réznych prgdkosci propagacji szczeliny pokazany
jest na Rys.39.

Interesujgce jest pordwnanie wnioskow wynikajgacych 2z zalez-
nogei /6.18/ i /6.12/. Okazuje sie, Ze w miare wzrostu predkos-
c¢i propagacji szczeliny wspéXczynnik intensywnosci naprezenia
w warstwie o utwierdzonych brzegach - w odrdéznieniu od wspéi-
czynnika intensywnocsci naprezenia w warstwie o swobodnym brze-
gu - maleje.
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h

Ko/h'
pV2

I

15

1.0

05

a1 04 06 08 10 15 2.0 A“#

Rys.39

Podobny efekt mozna zaobserwowaé w przypadku, gdy maleje gru-
bod¢ pasma. W zagadnieniu warstwy ze swobodnym brzegami wspéi=
czynnik intensywnosci naprezenia wzrasta, zas w warstwie z ut=
wierdzonymi brzegami wspdiczynnik ten maleje.

Przechodzgc w zaleznosci /6.18/ do granicy z h — oo otrzymanmy,
tak jak poprzednio, znane rozwigzanie dla nieograniczonego
oérodka spresystego z péinieskorczong szczeling.

6.2.2. Szczelina z dowolnie roziozonym obcigzeniem

Traktujgc zaleznod§é /6.18/ jako funkeje Greena, wspbéiczyn-
nik intensywnodci napregzenia w wierzchoku szczeliny w przypad-
ku dowolnie obcigzonych powierzchni szczeliny dany bgdzie
wzorem: oo

_]/ 2 plx)
b by il By e

2
a
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Je£li na przykzad na powierzchniach sztzeliny dane jest stale
cbcigzZenie p(X) = po roziozone réwnomiernie na odcinku

- 1,{(x { -1lo %o

K= —277—5’—“ V2hfi, [arc tg (Vexp(x)-1)-
-arctg(Vexp(x.)-1 )],

gizie Ao = MW1l,/mp, , A=T1/np,

/6.20/

danego wzorem /6.20/ dla réznych predkogci propageac
i réznych wertoéci parameiru 1% = 1,/1, pekazany je

4C i 41,

i szczeliny
3+
2

02 04 66 08 10 %5 20 A

"
3-H
&

Rys.4C
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02 04 06 08 10 i.5 20

>
T

Rys.41

6.2.5. Szczelina ze staiym obcigzeniem

Przyjmujgc w wyrazeniu /6.19/ p(x) = po lub przechodzge
we wzorze /6.20/ do granicy z Ao—>0 i A, —>oco otrzymamy wspdi-
czynnik intensywnosci naprgZenia w wierzchoiku szczeliny dla
przypadku gdy powierzchnie szczeliny na caiej swe) diugosci
poddane sg rownomiernemu obcizzeniu i wowczas

.21, Hg=pI2hfh .

W przykadzie tym mozemy 2z Xatwosdcig znaleZé Sciske roz-
wigzanie opisujgce rozkiad przemieszczenia u, na powierzchniach
szczeliny i naprezenia S, na jej przediuzeniu.

FPunkcja E (o) majgea w tym praypadku postaé
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. + 4
I Po H(OO)
ol L NSl O
T
gdzie funkcja H¥ (o) okreslona jest zaleznoscig /6.15/,, jest

funkcjg regularng w pasmie { =T /2hfB, {Inax < 0, |Rexx|<c0}.
Stosujgc procedurg uzyta w p.5.2, funkcje E*(o) dane beds wy-

razeniami:

LodPe 1 ey il
Efo) = il [H () -H™(0)],

- e o Do H+(0)
o YR T o

przy czym funkcje te sg regularne odpowiednio w péipieszczyz-
nach .52: i &7 . Podstawiajgc otrzymane zaleznosci do wyraZerl
/6.16/ i wykonujgec na nich odwrotng transformacje catkowsz Four-

iera /3.5/ otrzymamy nastepujace zwigzki:

5 hpo 1 e-ixcx.
Uy(x,0)= uVir 2mi ) oHTa) =
dla. %<0,
,\/7? e'i"“
b6us%0)= Jir | —aiar 9
o d oy dla x)>0.

Po wykonaniu cazkowania [64], rozkad przemieszczenia uzna po-
wierzchniach szczeliny i napregzenia 6,3 na jej przediuzeniu
opisany b¢dzie ostatecznie nastepujscymi zalezmodciami [65]:
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Ug(x,0) = —%—fi’& arc cos[exp (fo/2hﬂ2)]

/6.22/ : gla. x<U 5

Goal%,0)=p, [ ik

! 2
Vi-exp~TTx./hf3, )
gla - x>0

6.2.4. Szczelina o swobodnych powierzchniach

Rozwazmy nieskoriczong warstwe spregzystg o grubosgci 2h
osxabiong w Srodkowej piaszczyinie péinieskoriczong szczeling.
Zaxézmy, ze powierzchnie szczeliny sg swobodne od obcigzen,
zad na gornym i dolnym brzegu warstwy dane sz staze i rdéwne co
do bezwzglednej wartosci lecz przeciwnie skierowane przemiesz-
czenia u,, /Rys.42a/.

Korzystajgc 2z zasady superpozycji, rozwigzanie naszego zagad-
nienia, zapisane w ruchomym uk*adzie wspdérzednych (X, 5,20
przedstawimy w postaci sumy elementarnego rozwigzania dla wars-
twy bez szczeliny /Rys.42b/ i dla warstwy ze szczeling /Rys.
42¢/. y o ¢

Przemieszczenie Ug i naprezenia S oraz G,3 w zagadnieniu
przedstawionym na Rys.42b dane sg zalezZnosciami:

dy(x,y) = _Eho_X_ ,

/6.23/ 5,3(x,y)= G
(3923(x,y) =y % -

Dodajac do siebie zaleznosci /6.22/ i /6.23/ oraz przyjmujge,
ze Do = 2} U, /h, rozklad{przemieszezenia hs na powierzchniach
szczeliny i naprezenia &,, na jej przedifuzeniu w zagadnieniu
wyjdciowym /Rys.42a/ dany bedzie ostatecznie zaleznosciami:

http://rcin.org.pl
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2h e ;e

ﬁ3=ua /ngc

/ g I j M
Z (G,,8,) 42 (u,,8y)
a‘; =-Uo UJ :0
b) c)
Rys.4z

%‘19 arc cos{exp(Tx./ 2h/3,)]

da(x,y)z dla x<0,
0 dla x>0,
/6.24/ '
0 gdla™ x ¢ 0,
1
6,5(xy)= u
= dia x>0

hV1-exp(-TTx/hf3,)
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Wykorzystujac zaleznoéci /6.21/ 1 /6.23/ wzglednie przechodzac
w zaleznosci /6.24/_Z do granicy z x —» 0, otrzymamy wspéXczynnik
intensywnosci naprezenia w wierszchoku szczeliny:

/—l
/e.2s/  Hg=u uov—%?& :

7 zaleznosci tej wynika, Ze - w odréznieniu od zagadnienia roz-
wazanego w poprzednim przykiadzie - w miare zuniejszania sie
grubosci warstwy, wapéZezynnik intensywnosci naprgzenia rognie.

W celu otrzymania rozwigzai odpowiednich zagadnien sta-
tycznych nalezy ve wszysikich przytoczonych tutaj zwigzkach
przyjaé, ze f3; = 1.

6.3. Stacjonarny ruch =2zczeliny w niejednorodnej warstwie

Rozwazmy nieskonczona, niejednorodng i utwierdzong na
brzegach warstwe skXadajacg sie z dwdéch, niejednakowej grubos-
ci, warstw réznych materiazéw spresystych. Niech w piaszczyi-
nie rozdzielajagce] te dwie warstwy zrajduje sie péI¥nieskoviczo-
na szczelina, na powierzchniach ktdrej dane sa dowolne obciz=
zenia dziaiajgce w kierunku osi x, nieruchomego ukXadu wspdZ-
rzgdnych prosvokginych ( x,,X,,%,), Rys.43.

Zakradamy, ze 8zczelina jak i dane obecigzenie poruszaja sie v
pzaszczyznie kontakiu dwoch warstw ruchem prostoliniowym ze
statg predkoscia v. Osnaczajgc przez ¢, i 8, predkodel propa-
gacji sprezystych fal poprzecznycn w poszczegolnych warsiwach,
zaxosymy dodatkowo, Ze predkosé ruchu ukXadu "szczelina-obcia-
zenie" jest mniejsza od min(T,,C,) .

Rozwigzanie tego zagaunienia podane zostazo w pracy [66].
Sformutowane powyzej zagadnienie sprowadza s2ig do zagadnienia
dwéch nieskonczonych warstw sprezystych o nieciggiych warun-
kach brzegowych, ktére w ruchomym ukiadzie wspéirzednych /1.23/
o poczatku w wierzcheiku szczeliny, majs postad:

/6.26/ ‘-"3 (X’hr)"' 0 dla X< co,;

http://rcin.org.pl
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X2 vi J y
, A g
Us = i
4 62378aa =) (Uy,8) X
AR i AT N» Xi
o / 5 (s, )
Uehnrls/
d;=0
Rys.43
1
0,5(x,0) = -p(x) dla x<0,
Gy(x-h)= 0 dla Ix| oo,
2
o 0,5(x%,0) = -p(x) dla x40,
4,(x,0) = G,(x,0) dla X x40,
0,5(x,0)= 523(x,0) dla %30,

gdzie gdérme indeksy j=1,2 wyrdzniajg przemieszczenia i napreie-
nia odpowiednio w gérnej i dolnej warsiwie /Rys.43/.

Wykorzystujac cztery pierwsze warunki brzegowe /6.26/ oragz
eliminujgc z zaleznoéci /4.19/ i /4.20/ funkcje Cj(a) , rozwig-
zanie naszego zagadnienia sprowadza sig¢ do rozwigzania n-.:ig-
pujgcego uktadu réwnan funkeyjnych [66]:

th o hf3,

A ool

‘
/6.27/ UJ(Q'OJ ol
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2 th ahyfl &
/6. U N :_——‘-'—2 2 3
6.27/ | (0,0 A 2323(01,0}

gdzie
—2_' 2 = Rz _ =
el fl = {=WlAEE = {-yioBE

zaé u, i u, sg stalymi Lamégo odpowiednio w gdrnej i dolnej
warstvie.
Wprowadzajgc ocznacszenia:

foi 4 -

Uy (e,0) - Uy (e,0) =U (),
/6029/’ 1 i

- + i = o fy7
Bt n i3 e 0)="5 () 5 * (o),
J 3 H

oraz zaktadajge, ze funkcje Z;(‘X_). E.;%(c\.) i 6;(0&) dane za=-
leznosciami typu /6.1/, sa regularne odpowiednio w poéipiasz-
cayznacih {Imot) -T,} {Imo¢T,} 1 {Imo < 0}, uk¥ad rcwnad
/6.27/5 po wykorzystaniu dwoch ostatnich warwkéw brzegowych
/6.26/, Tedukuje sig do jednego réwnania funkecyjnego postaci

(66]:
s6.30/  UTet)=-Ho) [ X (&) + L ()],

gdzie

Yo Him) = TI (thahfly , thehsfl
H”ﬁé Yo/l
przy czym obszarem regularnodci réwnania /6.30/ jest pasmo

$2:{-8, ¢ Imt < 0, |Rex|<co}gdzie o= min ( To,T/2h,B,
/20, f,) .
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Wykonanie gcisZej faktoryzacji funkecji H (ot) danej wyraze-

niem /6.31/ jest ze wzgledu na jej zzozong postaé niemozliwve,
W celu przedstawienia funkcji H(o) w postaci /5.6/ tak aby
speinione byly postulaty przyblizonej metody faktoryzacji
Koitera zauwazmy, ze funkcja H () jest regularna w pasmie 3

Qe {lma| < a, [Recx[<0 } , gdzie a = min( T /2h, B, ,T/2h,B,).
Speiniajgc wobec tego warunki /3,.36/, funkcje H (x) mozemy
przedstawié w pasmie SQ,O:{IIm al¢Eo s IReat| ¢ oo},gdzie
E,< a w postaci (66]:

pag el 1
/6.32/ H(a)— g1 A VCL:-!-AE' )
gdzie

A= —1+/1* *
e hofl (A +y”)

o I T T YT R

Ostatecznie funkcje¢ H () mozna przedstawié, w pasmie
Ky :{-€£ (Inx < 0, [Ret|¢oo}gdzie & = min(Sy,E0 )
w postaci:

i & ’+ﬂ* H«f(a)
/634  H(o) = i He)
gdzie
+ " fi;th)
H(er) = F= A
/6.35/

H(oe) =T (o) H (),
THe) = VaziA .
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Funkcja H'() jest reguiarna i nie ma miejsc zerowych w péi=
praszezyinie &g :{Imw} -50} , funkcja E () nie ma miejsc
zerowych v pérpraszezyinie £ :{Im o« < &s} 1 jest w niej re-
gularna z wyjgtkiem punktu w nieskoriczonosci, zas funkcje H:'(u)
okresione sg zaleinosciami typu /597

Nz mocy zaleznogeci /6.%4/ réwnanie /6.31/ przyjmie postaé:

Srn T ) b7 A -
Ulet) = TR R [ 2 ()& (e} ],

zag obszarem jego regularnmogci bedzie pasmo Sdx.

Zakiadajac meczliwoéé przedstawienia funkeji E (o) danej
galeznoscisg [6.5/ w postaci /3.16/, rozwigzanie rdéwnania /6,30/
opisane bedzie ostatecznie wyrazeniami:

e 1+ E ()
U j = — 3
o) Y fre H ()

e )
Z+(a) =i _E__(j"_/ y
23 e H+(Ot)

przy czym funkcje E¥(x) okredlone ss zaleznogciami typu /5.6/,
zad funkcje UT(x) 1 Z () sg regularne odpowiednio w péx-
peaszezyznach Sy :{Im X < 0} i &2 :{Im =g k.

Stosujgc procedure uzyta w Dp.5.2, rozktad réznicy prze-
mieszezen ﬁ,(x,o) - ﬁs(x,o) - :J.a(x) - ﬁa(x) i naprezenia
6,,(x,0) = §,,(x) w otoczeniu wierzcihoZka szczeliny opisany
bsdzie zaleznodcizmi:

1 2 ot ) ]/ T
U_?(X)—UJ{X/= "'E/;i&‘}(x = 27
d!a X""“"(‘O.):

523()() =Ky ﬁ-‘ dla x—=(+0).
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Wspbéxegynnik intensywnosci naprgzenia w wierzchoXku szczeliny
dany jest w tym przypadku wzorem:

+00-iC

/6.36/ Ky = V-# fE(cx) det

-o0-(c
przy czym funkcja B (o) okreglona jest zaleznodcig /6.5/ gdzie
funkcja HY(ot) dana jest wazorem /6.35/.
Otrzymane rezultaty zilustrujemy nastepujacymi dwoma przyka-
dami,

6.3.1. Szaczelina ze stalym obcigZeniem

Przyjmijmy, ze powlerzchnie szczeliny na caZej ich dzu-
goéci poddane sg dziataniu staXego obecigzenia p(x) = Po.
Na mocy zaleznodei /6.14 i /6.5/ funkcja

Cip i)
/6.31/ E(OU-W v

gdzie funkcja H* (o) dana jest wzorem /6.35/, jest regularna

w pasnie { -a { Imo { 0,|Rew| <00} i speimia w nim warunki
umozliwiajgce przedstawienie jej w postaci /3.16/ co oznacza,
Ze W rozwazanym przez nas przykiadzie mozna korzystaé z roz-
wigzania danego wzorem /6.36/,

Podstawiajge wyrazenie /6.37/ do zwigzku /6.36/ i wykorzystujac
fakt, ze H;(0) = 1, écisle wartoéci wspéczynnika intensywnos-
¢l napreZenia w wierzch tku szczeliny dane beds wzorem:

/6.38/ Ky =D, 2h21ﬁigl*+g*) ﬁ.

Z zaleznosci tej wynika, ze w miare wzrostu predkosci pro-
ragacjl szczeliny jak i w miare zmniejszania sie grubosci po=-
szczegbélnych warstw wspéczynnik intensywnosci napre¢zenia ma-
leje. '
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¥ praypadku warstwy jednorodnej (u*= 1), wspbéiczynnik inten-
sywnogcli napreZenia nie zalezy od stosunku grubodci poszczegdl-
Rych Warstw; wartosci wepbXezynnika intensywnosci naprezenia sg
w tym preypadku takie same jak w zagadnieniu Jednorodnej warst-
wy 2 symeirycznie usytuowang szczeling 1 dane sg wzorsm /6.21/.
Przebieg zmiennosdci wspdéiczynnika intensywnoéci naprgzenia

danego wzorem /6.33/ jako funkeji predkoscl propagacji szczeli-
ny dla réenych wartcéci parametréw b* = h,/h,, H*-g./gz 4

e % Q4 /9y pokzzany jest na Rys.44. Wartosdci parametriw

u®= @*« ? odpowiadajg w prayblizeniu kombinacji stal-alu-

minium,

LTS

R]S RS

http://rcin.org.pl
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Prgechodzac w zaleznodci /6.38/ do granicy z v —»0, otrzymamy
rozwigzanie dla zagadnienia statycznego i wdéwczas

/6.39/ K;:Po 2};2“'(2:14 g

Z zaleznosci tej wynika, zZe w przypadku gdy warstwa jest
jednorodna (W* = 1) i szczelina nie lesy w piaszczyinie érod-
kowej warstwy (h* # 1) lub gdy warstwa jest niejednorodna
(4*# 1) lecz szczelina lezy w jej piaszczyZnie Srodkowej
(h* = 1) to wspéicaynnik intensywnosci napresenia, w zagadnie-
niu statycznym, nie zalezy od stalych materiazowych i od sto-
sunku grubosci poszczegélnych warstw, Wartodci wspdzeczynnika
intensywnoéci napre¢Zenia sg wéwczas takie same ja2k w statycsz-
nyr zagadnieniu warsiwy jednorodnej z symetirycznie usytucowang
szczeling 1 wowezas K§ = poY 2h' gdzie 21 = h, + hg.

Przebieg zmiennosci wspéiczynnika intensywnosci napreze-
nia danego wzorem /6,39/ pokazano na Rys.45.

as, ~
~

S =2

b
.07 -——-l—&f :f
g

| 7
02 04 06 08 10 12 14 16 h'= h7h,

Rys.45
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6.3.2. Szczelina o swobodnych powierzchniach

Przyjmijmy, ze powierzchnie szczeliny sz swobodne od ob=
cigzed, zad na brzegach warstwy X, = y = h, i X, = y = -h,
dane sg staXe i réwne co do bezwzglg¢dnej wartosci lecz prze=-
ciwnie skierowane przemieszczenia uj= tuo, /Rys.46/.

LY
J/JC
Uy=Ug
hy éh:o
S — ,X‘V
ha 4
a.) JJ sislly
ly y
Gy =U, Vel /u_1=0
B 3
Ay
NE / X
Z Z
L‘;_) =-Ug Uy =0
b) c)
Rys.46

Wykorzystujac zasade superpozycji, rozwigzanie tego zagadnie-
nia /Rys.46a/ przedstawimy jako sume¢ rozwigzan dla warstwy bez
szczeliny /Rys.46b/ i dla warstwy ze szczellnq /%ys Abc/.
RozkXad przemieszczenia u3 oraz naprezen S,, i 613 w zagad-
nieniu przedstawionym na Rys.46b dany jest zaleznodciami:
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= _2(h1 e Z) A
h, (h™+u¥) dla Oy h,, IxI<c0,

L‘l’an,}’):Ug 2u*(h,+y)
4 2 i)
7+ Pl dla -h,{y<0 ,IxI<co,
1649/ 6 (x,y) =0 dla -h,<y{h,,ixIK

CﬁCI _h2\<y< h, 3 l’X/(oO.

Przyjmujgec, Ze przyjete na powierzchnizch szczeliny obcigzenie
Po W Zagadnieniu przedstawionym na Rys,.46¢ dane jest wzorem:

e 2 Yo lds
oS L !

ho(h*+u™)
Sciste wartodci wspozczynnike intensywnosci naprezenia w wierz-
chotku szczeliny w naszym zagadnieniu wyjsciowym /Rys.46a/ da-
ne bedg, na mocy zaleznosci /6.338/, wzorem:

2750 ’
/6.41/ = ‘ 2 ;
Kﬂ! 2L,/1Uo [/:;_’z(h*+g*)(,/+ﬁ*)

2 otrzymanej zalezncsSci wynika, ze podobnie jak w poprzed=-

nim przyk*adzie, w miare zwickszania si¢ predkoéci propagacji
szczeliny wartcsei wspdXcezynnika intensyvnoszi raprezenia male-
Japy natomiast odwrotnie niz w poprzednim przykladzie, w miare
zmniejszania sie grubodei poszczegdélnych warstw, wspéiczynnik
ten rosnie,

W przypadku warstwy jednorecdne] (E”m 1), wspdZczynnik inten-
sywnos$ci napregzenia nie zalezy od stosunku grubosci poszezegdl-
nych warstw; wartosci wspdéZezynnika intensywnosci naprezenia

sg takie same jak w zzgadnieniu jednorodnej warstwy z .symetrycz
nie usytuowana szczelinz i dane ss zaleznosciz /6.25/.
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Przebieg zmiennogci wepdiczynrika intensywnosci naprezenia

danego wzorem /6.41/ dla rdéznych wartodci parametroiw h",gf ig*
pokazany jest na Rys.47.

e

Rys.47

Przechodzgaec w zaleznosci /6.41/ do granicy z v —0, otrzy=-

mamy Scisze wartosci wspoicszynnika intensywnosci naprezenia dla
zagadnienia statycznego i wowczas

—

g 2 E
/6.42/ ‘ g = 2H1U°1/h2(h*+g*)(1+g’) '

Z zaleznosci tej wynika, ze w przypadku warstwy jednorod-
nej (w*= 1), wspéZczynuik intensywnodci naprezenia K g nie za-
lezy od stosunku grubosci poszeczegdélnych warstw i jest taki sam
Jak w warstwie jednorodnej z symetrycznie usytuowans szczeling.

Przebieg zmienncéci wspéiezynnika intensywnosci naprzienia
K:; jeko funkcji parametru n * pokazano na Rys.48,
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o3
fll 3
. S
05 \\"~~._,__
04
0.3
02 AR
o1 T
02 04 06 08 10 12 1415 h':h—:
ha
Rys.48

6.4. Drgania harmoniczne w oérodku spreiystym ze szczelinami

Rozwazmy nieograniczony oérodek sprezysty ostabiony nies-
koriczong liczbg prostoliniowych i rownooddalonych od siebie
péinieskorczonych szczelin, Zakradamy, ze powierzchnie szczelin
obcigzone sg jednakowymi sitami zmieniajscymi sie w sposéb
harmoniczny w czasie /Rys.49a/.

Rozwigzanie tego zagadnienia podane zostaXo w pracy [ 67].
Uk¥ad przedstawiony schematycznie na Rys.49a sprowadza sie do
nieskoiczonej warstwy spreszystej o grubosci 2h osZabionej w
jej srodkowej paszczyZnie péinieskoriczong szczeling, na po-
wierzchni ktdrej dane jest obcigzenie postaci /5.63/.

Postepujge identycznie jak w p.5.3, przemieszczenie
u,(x,,X,,t) 1 naprezenia 6;(x,,x,,t) przedstawimy w postaci
/5.64/. Rozwazajac nastepnie jedynie dynamiczng czedé zagad-
nienia i wykorzystujac symetrie wzgledem pXaszczyzny sSrodkowej
warstwy, zagadnienie przedstawione na Rys.49b sprowadza sie
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XQJ
&
4
2h
y.4
/s,
2h
L Z 2h
’ X1 Xi
2h X3
Zz
+> 4
2h
L7
a)
Rys.49

ostatecznie do problemu nieskoiczonej warstwy sprezyste]j z mie-
szanymi warunkami brzegowymi, ktére zgodnie z transformacja
/4.9/ 83 postaci:

Gy(xh) = 0 dla [x]<e0,
Bas(X,,0) = - p,(x,) dlay i ex, g 0%,
U(%,0)= 0 dla x> 0

¥prowadZmy nastepujgce oznaczenia

0
L e 3 1 et o
i Ligl@) = X [ o,0) = 7T f 8,,(%.0)e"™ dx,,
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4
7

=]
*’+ o + 7 * i
Zﬁ{“) =Zﬁ(a;0}: WJ[GZSKX”OJQ i ngg
/6.43/

a.
U5} =U(e,0) = %77- /.Je (x,0) e dx,,

* =
oraz zaréimy, ze funkcjs 2;3(0‘}, Z,3() i 03(at) sg regularne
odpowiednic w péipZaszcszyznach {Imcx.>~'r'°§ v {Im < T, Y
i{ime 0}

Wykorzystujgec warunki brzegowe naszegc zZagadnitnia ora:
eliminujgc z zaleznosci /4.24/ i /4.25/ fumkeje Cj{w) , roz-
wigganie rozwaganeg? preblemu sprovwadza sie de rozwigzania rows
nania funkeyjnego postaci [67]:

£ \""l‘}- - — 7

gazie
L thhva™=vZ
/6.45/ Hlw) = e 02: ’ Ve =00, .

Zakadajac dodatkowo, Ze czestogé drga’ harmonicznych

W <{Te,/2n, réwnanie /6.44/ jest regularne w pasmie

&2 :{- 8o < In x < O, |Reat|{o0} gdzie o= min(To, V/ ﬂz/'im),
2 uwagi na faks, e funkcja H () jest regularna w pasmie
{1In o | (‘fm : fRéu.](oo}mGZemy rzyjaé, spexanizjac
postulaty przyblizonej metedy faktoryzacji Koitera /3.36/; ie
funkcje H(ew) ,regularna w pasmie ot {ilme] < &, ,|Rex|¢oo}

gdzie £, < vw%nz-uf , ma postad:

http://rcin.org.pl
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o !
H (o) = —mmmmn
a Vol+A*®

gdzie

o
g

Ostatecznie funkcje H (&) mozna przedstawié w pasmie
R,:{-€ ¢ Ima { 0, |Real<oo}gdzie € = min(do,E0),
w postaci:

/6.46/ A =

/6.47/ H(a) =

_-\_
\_.\_,

gdzie
- +(G)
H(et) = )

/6.48/ Hlo) =T () H (),
TMa)= Vouzid .

Punkcja H*(o) jest regularna i nie ma miejsc zerowych w péi-
paszcesyinie .S‘&::Zlm o Y- 503 s funkeja H (o) nie ma miejsc
zerowych w péipiaszczyznie L2 @ {Imm(&o} it jest v niej regularna z
wyjatkiem punktu w nieskonczonosci, zag funkcje Hj (dJ okreslo-

pe sa zaleinosciami typu /5.9/.

N2 mocy zaleznosdeli /6.47/, rdwnanie /6.44/ przyjmie teraz pos-

tac:

Gf) = L HTa)
Uste)=- ¢ _”[Z o)+ bsfar) ],

zag obszarem regularnosci tego rdéwnania bedzie pasmo SE;
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Zakradajgc, ze funkcje E (o) okreslong zaleznosdcig:

/6.49/ Eflx) = HY o) fz;(oc) )

gdzie funkcja H *(o) dana jest wzorem /6.48/, mozna przedstawié
w postaci /3.16/, rozwigzanie réwnania /6.44/ przyjmie postaéd:

i I aE o)
Uglat) = — =——=£ ,
/6.50/ 2 Y H ((x)

Y+ __ Efa)
e

przy czym funkcje E *(ot) okredlone sa zaleznoéciami typu /6.6/,
a funkcje I’J; (o) ié;_'a(oc.) sg regularne odpowiednio w pdézprasz-
czyznach Ry :{Imec < 0}i .Q,‘;:{Imo[) -£%.

Stosujgc procedure uzytg w p.5.2 i 5.3, rozkzad przemiesz-
czenia u;(x,‘,O,t) = u,(x,,t) i naprezenia &,,(x,,0,t) =
= 623(:{1,1:) w otoczeniu wierzchoika szczeliny opisany bedzie,
na mocy zalezncsci /6.50/, nastepujgcymi wyrazeniami:

Uy(x,,1) = HLKIV-Z—)%: dla tox=snle)

76451/
04, Dot =" _1/2_;_7__)(_’ da  x,—=(+0),
gdzie

s ¥
KH = K‘[ +Km' COS(JZL,

/6.52/ % Bk
Km:;_,ﬁ/:“ /.E(a'} da,

- 00 ~iC
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S _ >
A= My
/6.52/ w=0

zaé funkcja B (ot) dana jest wzorem /6.49/.
Otrzymane regultaty zilustrujemy naste¢pujacymi dwoma przykia-
dami,.

€.4.1, Szczelina z réwnomiernie rozzozonym obcigZeniem

Przyjmijmy, Ze na powlerzcianiach szczeliny dane jest ob-
ciazenie:

Plx,t)=ps+picaswt.

Rozwazajgc jedynie dynamiczneg czgsé zagadnienia, zauvazmy Ze
Zunkecja E (o) okreslona zaleznoscizg /6.49/ jest w rozwazanym
przypadku regularna w pasmie { 80 {In { 0, |Reex | (oo}

i daje sie w nim przedstawié w postaci /3.16/,

Wykorzystujac wobec tego zaleznoséé /6.52/, wspoczynnik KE
przyjmie postaé

i AP Hi(a)
nE oy L ey O

Wykonujac cazkowanie i wykcrzystujgc zaleznosé /6.46/ oraz
fak$, ze HI(0) a 1

/6.53/ l«:},:p,v 27; R

2

tcdci wspdXczynnika intensywnosci naprezenia w rezwaczanym
przyktadzie dane beda wzorem:

Ostatecznie, na moey zaleznosel /6.52/, 1 /5.53/, Scisie war-
a
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1654/, Ky =p,V2h (1 + —5—’ I/i%ﬁ—z-— coswt ).

7 otrzymanej zaleznosci wynika, Ze w miarg zmniejszania
sie grubodci warstwy maleje réwniez = przy ustalonej czestosel
drgali w - wspéczynnik intensywnodci naprgzenia.

02 04 o€ 0& 10 12 14 15

Rys.50

Przebieg zmiennosci maksymalnych wartodci wspdzczynnika inten=-
sywnosci naprezenia okreslonych zaleznoscigi
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K;’:ponT(n# —tg"—@ )

dla réznych wartodei czestodei w i stosunku p,/p, pokazano
na Rys.50.

6.4.2. Szczelina o swobodnych powierzchniach
Rozwazmy nieskorczong warstwe sprezystg o grubosci 2h os-
Yabiong w Srodkowej piaszczyinie péinieskonczong szczeling,
térej powierzchnie swobodne sg od obcigzen.
Przyjmijmy, Ze na gérnym i dolnym brzegu warstwy dane jest
rzemieszczenies ' j

a,(xzht)=2 (w,+w, coswt) dla [x,<oco,
gdzie w, 1 w, sg state, /Rys.51/.

U3 =wo*w,cosct

/ X
X3

0y = = (We+ wicos it )

Rys.51

Rozdzielajgc nasze zagadnienie na czeéé statyczng i dyna-
miczng, rozwazaé bedziemy jedynie zagadnienie przedstawione na
Rys.52a, Rozwigzanie tego zagadnienia, korzystajac z zasady
superpozycji, przedstawimy w postaci sumy rozwigzan dla warstwy
bez szczeliny /Rys.52b/ i warstwy ze szczeling /Rys.52c/.
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X3
U, = W, 05wt
6230
2h | e Xy
: 7%
U= -, cosut
a)
2 X
bz % :
e G
u; =w,casudt =0
l
{ 523=-p, COSK
b o iy
}/// X4 //// J///]X,
X3 X3
3 =-w, coswt Uz =0
b) ¢
Rys.52

= : oL e S s
Rozkzad przemieszczenia u, i naprezen &y

;v zagadnieniu przed-
stawionym na Rys.52b ma postaé:

Sin VaXa

=]
Udx st =, S 6,

cos wi
16455/

6 o Xkt ) =0,

uw, 6,c0s%x,

o]

g e
J X HXosl /= -
& hi &int;

CoOS it
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% maleznosci /6.55/ wynika, ze amplituda przyjetego na powierz-
chniach szczeliny obecigZenia w zagadnieniu przedstawionym na
Rys.52c dana bgdzie wzorem:

yw, 0,
h sin G,

Wykorzystujac nastepnie zaleznodé /6.53/ i /6.54/, amplituda
wepéXezynnika invensyvnoéci naprgzenia w zagadnieniu przedsta-
wionym na Rys.52e dana bedzie wyrazenlem:

¥ 6
/657 Jr = ZUWJ/%Z_—; .

Przechodzac w wyrazeniu /6,57/ do granicy z w —>0, wspdéiczyn-
nix intensyvwncéci naprezenia w wierzchoiku szczeliny w sta-
tycznej Wersai zagadnieria przedstawionego na Rys.52a, nrzya-
mie postad

/6.58/ K,;= y Walf—i— :

Ostatecznie, Scisie wartosci wspoiczynnika intensywnosci na=-
prezenia w wierzchoiku szczeliny w naszym sagadnieniu wyjécio-
wym /Rys.51/ dane bgds, na mocy zaleznosci /6.52/, , /6.58/ 1
/6.57/, wzorem:

. Wy 20,
/6.59/ My V [ 1+ e / ShoE coswt ] .

4

/6.56/  p=

Z zaleznosci tej wynika, ze przy ustalone] czestesci
drgai w , w miare zmniejszania sie grubosci warstwy, wspoi-
czynnik intensywnosci naprezenia rosnie.

Przebieg zmiennosdci maksymalnych wartosci wspdiczynnika inten-
sywnosci naprezenia okresglonych zaleznoscig:
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b ]/2 Wa 1/ 206,
o=l (13- Vom 26, /

]

pokazany jest na Rys.SS.'

_Ha\[B'| fw B
Hwo 2 Hwi 2
50
4.0
30
W4/Wo=7'0
2.01 W/ Wo= 0.8 Vi
W,/ Wo= 0.6
e wo =04 ¥
Wq/Wo:O? s _—
Wo SV i =t =

2
02 04 06 08 10 12 15 15

Rys.53
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6.5, Drgania harmoniczne w niejednorodnej warstwie sprezyste]
osiabionej szczeling

Rozwazmy nieskonczong, niejednorodnsg i utwierdzong na brze=-
gach warstwe skiadajgcg sig z dwéch, nie jednakowej grubosci,
warstw réznych materia*dw sprezystych. W piaszczyinie rozdzie-
lajgcej te dwie warstwy znajduje sie pdéinieskoriczona szczelina,
na powierzchni ktdérej dane jest dowolne, zmieniajgce sig w spo-
86b harmoniczny w czasie obcigZenie dziazajgce w kierunku osi
X 4 nieruchomego ukXadu wspéirzgdnych (X,,X,,x3), /Rys.54/.
Rozwigzanie tego zagadnienia podane zostaZo w pracy [667.

X2

&
1
(]

e

ﬂc;—’(EWqu)

A, 6= P (3,0) ()
________ ;
by % (¢ ,67) i
}*_ UV
Uy=
Rys.54

Zakradajgc, Ze dane na powierzchniach szczeliny obcigzenie
ma postaé /5.63/, rozwazane zagadnienia rozdzielimy na zagad-
nienie statyczne i dynamiczne,przyjmujgc Ze rozktad przemiesz-
czenia u, i naprezei 6; opisany jest zaleznogciami /5464 )
RozwaZajqq jedynie dynamicznz czeéé naszego zagadnienia, roz-
wigzanie problemu przedstawionego na Rys.54 sprowadza sieg deo
zagadnienia dwoéch nieskoriczonych warstw sprezystych o nie-
ciggiych warunkach brzegowych, ktére zgodnie z transformacja
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/4.9/ majg postad:

ditx,h,) = 0 dla  Ix,/<o0,
605,0) = ~p,(x,) dla' <,
% ey Us(%hy)= 0 dla  [x]< o0,
62(x,,0) = -p;(x,) dlo 10,
03(x,,0) = G2(x,,0) dla i B
6,(x,0) = 6,2 (x,,0) da  x)0,

gdzie gorne indeksy j=1,2 wyrdzniajg przemieszczeniz i napre-
zenia odpowiednio w gérnej i dolnej warstwie /Rys.54/.

Wykorzystujgc cztery plerwsze warunki brzegowe /6.60/ oraz
eliminujac 2z zaleznodci /4.24/ i /4.25/ staXe Cj(«) , rozwigza-
nie naszego zagadnienia gprowadza sie do rozwigzania nastepu-
jacego ukXadu rdéwnai funkeyjnych [66]:

(Ho,0)= - V=TT B o)
/6.61/ < g,m’ 23l U/
. thhYo=vE &g
Uj{a,O) = gz-;a2 s 5:2’ Zﬁ(a’ 0) »
gdzie
/6.62/ v, = 2 o
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Po wykorsystaniu dwdch ostatnich warunkéw brzegowych /6.60/ i
wprowadzeniu oznaczen

O (o) =0 (0,0) -0f(,0)
/6.63/

Tt e s W g

k3
oraz gatozeniu, Ze funkcje 2;3(0(.), f_‘,,_; (o) i ﬁ'(cc) sg regu-
larne odpowiednic w pdxpXasszezyznach { Imot ) -TQ} r iImot., < T,}
i{Ima < 0}, vktad réwnan /6.61/ sprowadza sie do jednego
réwnania funkcyjnego postaci [66]:

* *
r6.6/  Ufou)=-Hla)[ Doic)+ Lofou) ],

gdzie

th hYa™ 05 th hVol-F
Lj«\faz— = Ue Vo - 7?1

/6.65/ Hia)=

Zaklada jgc dodatkowo, ze czestosé drgar harmonicznych

w (min(T &,/2h,, TE, /th'f , Obszarem regularnoéci tego rodw-
nania jest pasmo &2 :{-§.<{Imx < O, | Rect | oo } gdzie
So= min (T, VT¥403-32 , VW¥4n2-92 ).

Spezniajgc postulaty przyblizonej metody faktoryzacji
Koitera - z uwagi na fakt, ze funkcja H («) jest regularna i
nie ma zer w pasmie &, :{lImx| ¢ a, |Reatl¢oo }gdzie
a = min ( V’TTZ/A&hf-;; » Y T¥40%- \)2E ) - mozemy przyjaé, ze

w pasmie G :{|Ina] < €&, ,lReocl(oo_( gdzie Eo{ a, fumkcja
HE(o) ma postad:

i i
H (o) = U, &4 ’
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gdzie
3 52(7+g*} Al
h,(tg 6,+ £’tg 6,)

2

/6.66/ H*=H‘/U:2’ @:Qh,/{‘z : E£=C~Jhg/gz ,

K=y G =Yy e, s, -

Ostatecznie funkcje H () mozna przedstawié w pasmie
Rut{- €< Ima {0, |Reat|coo}gdzie €& = min(bo,Es)
w postaci:

THu HYa)

/6.67/ H(x) =

Ueete o H fiog)
gdzie
b Hie)
H (C(.}— 7—4-(@) ’
/6.68/

Hfee) = Tl )H (),
TiHa) =V a+id

Funkc ja H*(uJ jest regularna i nie ma ger w péipiaszczyinie
oifIm o >-£,¢ , funkeja HE-(ot) nie ma zer w péiplaszczyi-

nie Sl;:{Imc: {E,t i jest w niej regularna z wyjgtkiem punktu

w nieskonczonodci, zasd funkcje Hf(cx) sg okredélone zaleznos-

ciami typu /5.9/

Na mocy zaleznosci /6.67/, réwnanie funkcyjne /6.64/ przyjmie

teraz postad:

X

Ao vyt Hlo) A+ -
Ula) T Bl [2. (o) + 2y ) ],

za$ obszarem jego regularnosci bedzie pasmo 53‘.
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Powtarzajge przytoczone w poprzednim punkcie rozumowanie,
rozwigzanie rdéwnania /6.64/ dane begdzie zaleznosciami:

S e ERa s
Lied) = i Hileo)

/6.69/

2§+(C¥) " +ﬂ1)
24 Hi(x) '
gdzie fumkcje Et(QJ okreslone sg zaleznosciami typu /6.6/,
funkcja E () = zaleznoScig /6. 50/, zaé funkcje HT (o) - zalez-
nodciami /6.68/; funkeje ﬁ'(a) i ZmaQuJ 83 revularne odpo-
wiednio w péiplaszczyznach Qe :{Imt { 0}i Rx .{Imoc) 313
Stosujgec procedure uzytg w p.5.2 1 5.3, rozkzad rdéinicy
przemieszczed u;(x4,0,t) - u}(x,,0,%) = uy(x,,t) - ui(x,,t)
i napregzenia 61‘(x,,0,t) = gz‘Cx,,t) w otoczeniu wierzchoika
szczeliny - zgodnie z zaleznosciami /5,64/ - opisany bedzie

wyrazeniami:
]/ Xy
h} St

29
dla x,—=(-0),

2(1+y*)

U; (X-!:t) = U:(Xf)t) = é;l-f

/6.70/

6,4(xut) = Ky W—;r—x— dla x—=(+0).

WspéZczynnik intensywnoéci naprezenia w wierzchoiku szczeliny
K dany jest zaleznosciami /6.53/ przy czym funkcja E(X)
okreélona jest zwigzkiem /6.50/, gdzie funkcja H'(et) dana jest
wzorem /6.68/.

Otrzymane rezultaty zilustrujemy nastepujacymi przykiadami.

6.5.1. Szczelina z rdéwnomiernie rozzozonym obcigzeniem

Przyjmijmy, ze né powierzchnizch szczeliny dane jest ob-
cigzenie P(x,,t) = Po + p, co8 Wt.
Powtarzajgc rozumowanie przytoczone w' p.6.4, Scisie wartosci
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a.mplitudy dynamicznego wepb2czynnika intensywnosci napre¢zenia
KI , na mocy zalemosci /6.53/,, /6.68/, i /6.44/, dane bedg
ostatecznie wzorem:

ey h*(tq 6, + x*tg&*6.)
S =k G, (1+4%

gdzie C)-*: g"yh*z*

Przechodzge w zaleznoéci /6.71/ do graniey z w —=0 otrzymamy
$cisg wartosé wspéiczynnika intensywnodci naprezenia w wierz-
cho¥ku szczeliny w statycznej wersji zagadnieniz dang wzorem
/6.39/.

Ostatecznie na mocy zaleznoéci /6.52/, , /6.71/ i /6.39/ éciska
wartosé wspdéZczynnika intensywnosdci naprezenia w wierzchoiku
szczeliny dana bedzie wzorem:

2h2 *
s6.12/ Mo =Po PW LY .67 g%

p, S Htg6, +x*tg 86, ) :
¥ o, 1/ . cos @i T

Z otrzymanej zaleinodci wynika, ze w przypadku gdy czestosé
drgari harmonicznych w —»min (T g,/2n,, T §,/2h,), to prazy do-
wolnie mazej skadowe] obcigzenia py wspdzczynnik inj;ensywnoéci
napreszenia Ky —>co.

%z zaleznogci /6.72/ wynika réwniez, Ze przy ustalonej wartosci
drgan <« , w miare zmniejszania sie grubosci poszczegélnych
warsiw, maleje roéwniez wspézczynnik intensywnosdci naprezenia,
Przebieg zmiennosci maksymalnych wartosci wspdiczynnika Ky
okreslonych zalesnoscig:

K =P} [Ph +U +£}/h(tgﬁgx*t96*52}]



d Kl
)2:;2 pp
40
": f = h‘: A ‘=0.5
20 h*=01 R =01 05 h
g*=10 p5=05/| p*=05f|p*=10
! ! |
204 | -

Rl e
e pf = e i mmam -

7.0}--‘ u*= g*=3

Jlots

- - u‘:e":]

QF¢ 02 07 040 05 6. w07, 68 5= hw

=

Rys.55

dla réznych wartoéci parametréw u*, nh* i p* = p,/p, pokaza-
ny jest ma Rys.55.

Przyjmujge w zaleimosci /6,72/ Ef- b* = 2¥ = 1 otrzymamy
wyrazenie opisujgce wspéiczynnik intensywnodci naprezenia w
zagadnieniu jednorodnej warstwy z symetrycznie usytuowana
szczeling dany wzorem /6,55/,

6.5.2. Szeczelina o swobodnyech powierzchniach

Rozwazmy nieskoriczong i niejednorodnsg warstwe sprezysta
0 grubodci 2h prazyjmujgec, Ze powierzchnie szczeliny swobodne
8g od obcigZen. ZakXadamy, ze na brzegach warstwy dane sg
przemieszczenia, przy czym

0, (x,h,t ) ==0y(x, ~h, t)=w,+w,coswt  dla [x,/<oo,
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gdzie w, i w, sg staze.

Rozdzielajac nasze zagadnienie na czgsé statyczng i dynamiczng,
rogwazaé bedziemy jedynie zagadnienie dynamiczne przedstawione
na Rys.56a. Korzystajgc nastepnie z zasady superpozycji rozwig-
zanie tego zagadnienias przedstawimy w postaci sumy rozwiszzan
dla warstwy bez szczeliny /Rys.56b/ i warstwy ze szczeling
/Rys.56¢/.

X2

!
U, = W, COSW]

hy

6230 Ny 5
h2 ¥ §
3

a)
Xo D&

(=] v
U3 =W, COSW u;=0 :

; G23="PiCOSU :

X, 7 v
X3 X3
Uz =-w, coswt u3=0
b) c)

Rys.56

; S R S R ;
Rozkiad przemieszczenia u, i naprezed 6, 1 ©,; w zagadnie-

niu przedstawionym na Rys.56b opisany jest zaleznosSciami:
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/J F(w) sin V, x, -g(w)cos i, x,

0, (%, t) =w,cos wt J dig: 042 ¢h,,

XF(w)sin ¥, x, - glw)cosV, x,.

dla -h, {x,€0,
L6T3/

8o X%, t ) = 0 i dia hex.Ch
[g, lgled)sin V), x,+ flw)cos V, x,] -

; ol &
C&S{A?rxb;t)':VVQCCXSUJf { @ C)fg)ﬁ‘grh

Z V[ glw)sini], x, +fles) cos 1, x,]
gizie dla -h2\<x2\< 0,

S cos 6, +cos 6”6,
; cos 6, cosdG, (tg &, + £°tg 6°6,)

/6.74/

LA sin b, - x*sin ™6,
{ = = — = o .
cos G, cos 6glg 6, +x*tg6*g,)
Na mocy zaleznodsci /6.?3/3, amplituda przyjgtego na powierzs«

chniach szczeliny obcigzenia w zagednieniu dynamicznym /Rys.56¢/,
dana bedzie wzorem:

W 8,(cos 6, +cos 076, )
1" Th, ©056,0056,071g 0, #1500, )

Przechodzge w zaleznosci /6.75/ do granicy z w — 0 ovrazy-
mamy obcigzZzenie powiergchni szczeliny w wersji statyczne]
TozZwazanego zagadnienia 1 zgodnie z zaleznogcig /6.47/ dane
ono bedzie wzorem:
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N b 2 WQ
/6.76/ Po = hth*+g*)

Podstawiajge zalezmodei /6.75/ i /6.76/ do wzoru /6.72/,
wspéczynnik intensywnosci naprezenia w wierzchoiku szczeliny
w naszym zagadnieniu wyjéciowym opisany bedzie ostatecznie
WZOTEem:

21/2_'#1 Wb [ 1 Wy

K - S J )
16.11/ Ky i ViEr . m(w)cos wt]

gdzie

S xl

i) = GOS 6, +cos 576, b, :
/6.78/ 2cas6, cos0™6, ' Hltg6, + x*tg 5% 8, )

Z zalemmosci /6.77/ wynika, %e podobnie jak w poprzednim
przykadzie, w przypadku gdy o —» min (T &,/2h, , ME, /2h,)
to Ky — o0
W odrdznieniu od poprzedniego przykiadu, w miare zmniejszania
sig grubosci poszczegdlnych warstw, wspéczynnik intensywnosci
naprgzenlia, przy ustalonej czestosci drgan > , roénie.
Przyjmujgc w zaleznodci /6.77/ i /6.78/, y¥= h*= %=1,
otrzymamy wyrazenie opisujace wspoiczynnik intensywnogci na-
Pre¢Zenia w zagadnieniu jednorodnej warstwy z