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Jacek Ronhda
Instytut Budowy Sprzetu Mechanicznego FW

ROZWIAZANIA DYNAMICZNYCH ZAGADNIEN POCZATEOWO BRZEGOWYCH
W TEORII LEPKOPLASTYCZNOSCI

1. WSTEP

W pracy sformuzowano i rozwigzano trzy problemy opisujgce
ree¥c j§ rury grubosciennej dla materiaidéw niedcidliwych:
/8f sztywno - lepkoplastycznego ze wzmocnieniem izotropowym

i efektami termicznymi,
VA 74 sztywno - lepkoplastycznego ze wzmocnieniem izotropowym,
/S/ sztywno - idealnie - lepkoplastycznego.

Zak¥adano, ze rura jest nieskoXczenie dfuga i wystgpuje
w niej piaski stan odksztaXcenia. W opisise zachowania sig
materiaiu, w rdéwnaniu réwnowagi uwzglgdniono sity masowe.
w rozwieczywa.nyéh zagadnieniach wykorzystano réwnanie konstytu-
tywne Perzyny. ]
¥ problemie oznaczonym symbolem /d rura ogrzewana na powie-
rzchniach walcowych jest obcigzona ciénieniem p/t/ na powie-
rzchni wewngtrznej. Szczegdlnymi przypadkami tego zagadnienia
sg problemy /S/ i /W/, w ktérych rura grubodcienna jest podda-
na dziaraniu ciénienia p/t/. W trzech wymienionych problemach
przyjmowano, ze odksztaicenie sg male. Problem /G/ sformuiowa-
no jako zagadnienie S8tefana przewodnictwa cieplnego w obsza-
rze z ruchomym brzegiem.

Analizowano jednoznacznoéé i istnienie rozwizzad zagad-
nied /&, /%/ i /S/. Badanie to dla problemu /@y sprowadzono
do analizy istnienia i jednoznacznodeci rozwigzania problemu
Stefana, dla zadad /W/ i/S / dyskutowano istnienie i jednozna-



cznoéé problemu poczgtkowego dle nieliniowego, zwyczajnego
réwnania rdézniczkowego typu Releya.

Przedstawiono metody numeryczne rozwigzania, ktére moina
zastosowaé do sformuiowanych problemdéw, Metody te pordwnywano
Pod wzgledem wielkosSci kosztéw metody oraz dokzadnosci.
lletodg Hermita wybrano do rozwigzania proolemu /GV. Dokiadnoéé
mozliwa do uzyskania w metodzie Hermita jest wigksza niz
w innych metodach numerycznych, przy zaXozeniu tych samych
kosztdéw metody. letodg réznic skoriczonych zastosowano do
rozwigzania problemu /W ze wzglgdu na mary koszt metody.

Problem (S) rozwigzano metods Rungego - Kutty, kidéra zapewnia
odpowiednio maty koszt metody przy duzej dokladnoéci.

Metody numeryczne zastosowane do rozwigzanis tych proble-
méw sg odpowiednie nie tylko dla rdéwnanias konstytutywnego
Perzyny, warunku plastycznosci Hubers-Misess i wzmocnienia
izotropowego. W przypadku innych réwner konstytutywnych dla
meteris2déw sztywno-lepkoplastycznych oraz warunkdéw plastyczno=-
gci i funkcji wzmocnienia prezentowenych w tej pracy propono-
wane metody rozwigzanias zachowujg swojg przydatnoéé.

Rezultaty uzyskane dla trzech probdlemdw (6) ,(W) ((S)
sg zgodne jekodciowo. Wyniii okreslajgce reskcje rury w zaga-
drieniach ) i(W) pordwnano pod wzgledem ilodeciowym. Uzyskane
rezultaty okreslaja wpiyw temperstury OHM{rt) oraz wepbzezyn-
nika d = del na opis deformacii rury grubcdciennej. Wspbéiczyn=-
nik d° jest wykadnikiem potegi w potegowanym réwnaniu konsty-
tutywnym dles materisu lepkoplastycznego.

Okreéleniem reskcji rury gruboéciennej obcigzonej cidnie-
niem na powierzchni wewngtrznej zajmowalo sig wielu autordw,
ktérzy proponowali rozwijzania dla rdéinych modeli materiaiu.

Rozwijgzanie problemu (S) dls materiailu sztywno-lepkoplasty-
cznego przedstawil APPLEBY /1/ stosujac dcdatkowe i nienatura-
lne zazozenia o predkosci odksztaicenia. Zagadnienie to dla
meteriaXu lepkospreiysto-plastycznego rozwigzat SHINOZUKA
/114/.



Problem deformacji rury grubcdciemnej obcigzone] cidnieniem
'p/t/ i napreieniem osiowym g/t/ dla meteriaiu spreiysto-lepko=-
plastycznego rozwigzaX RBALTOV /16/.

Deformacje osiowo-symetrycznej piyty 2 otworem obcigzonej
cisnieniem i momentem skrecajgcym na wewnetrznej powierzchni
badali NORDGREN i NAGHDI /82/ zakXadajgc ptaski stan napreie-
nia.

Reakcje rury grubodciennej z materiaiu termosprezysto-pla-
stycznego poddanej dziataniu Zrédez ciepta, cidnienis wewne-
trznego oraz si? osiowych okredlili KAMMASH, MURCH i NAGHDI
/68/.
rroviem zachowanis sig sprezysto-plastycznej rury gruboscien-
nej w warunkach osiowe] symetrii badali SHIELD /109/ ,BLAND/8/,
HODGE i WHITE /52/.

Deformac je sprezysto-idealnie~lepkoplastycznego cylindra
badali NAYAK I ZIENKIEWICZ /83/ oraz CORMEAU /33/. Reakejg
sprgzysto-idealnie-plastycznego, osiowo-symetrycznego zbiorni-
ka grubosciennego oraz dwuwarstwowej rury okredli CORMEAU/33/.

Zagadnieniem zachowania sig osiowo-symetrycznych powiok
walcowych zajmowali sig WIERZBICKI /126-129/ i PABIANEK /98/.
Deformac je lepkoplastycznego cylindra uderzajgcego o sztywng
przeszkode analizowai BEJDA /14/.

Problemy sformuiowane w pracy rozwigzano posiugujgc sig
programami: LP dla /S/, LW dla /W/, TLP dla /G/ Programy te
opracowano i uruchomiono wraz z uzytecznymi procedurami pomoc-
niczymi pozwalajgcymi na atwiejszg i szybszg obrébkq i anali-
zg wynikéw.

Treéé programéw oraz procedur specjalnych sporzgdzonych
w jezyku ODRA-ALGOL 1204 oméwimy ogdélnie. Obliczenia wykonano
na EMC ODRA 1204 wyposazone] w DISPLAY i pisak automatyczny
W Pracowni Obliczeri Numerycznych IPPT PAN,



2. DYNAUICZNE ZAGADNIENIE LEPKQPLASTYCZNEJ RURY GRUBDéCIENNEJ
2.1, MATERIAL LEPKOPLASTYCZNY,

Dokonamy przegladu réwnal konstytutywnych dla materiafu
lepkoplastycznego proponowanych w pdZempirycznych teoriach
jednowymiarowych i teoriach fenomenoclogicznych opisujgcych
efekty lspkie. Szczegllng uwagg zwrdcimy na prawa konstytutyw-
ne, ktére okreslajg reakcjs materiafu lepkoplastycznego w ra=-
mach opisu materiefu typu predkosciowego. Réwnania te sg sto-
warzyszone z warunkami piynigeia niezaleznymi od historii
predkodci odksztaZcenia,

2.1.1. TEORIL JEDNOWYMIAROWE

Badania materisfu przy jednoosiowym rozcigganiu, Sciska-
niu lub czystym skrecaniu prowadzone w réznych temperaturach
wskazujg na rozmaite efekty predkoSciowe migdzy innymi na
wrazliwoéé granicy plastycznosci na prgdkosé odksztaXcenia.
¥ teoriach lepkoplastycznosci zwigzanych z tymi prostymi
prébemi proponuje sig empiryczne lub péXempiryczne rdéwnania
konstytutywne, opisujgce efekty lepkie. Zakres stosowalnodci
tych réwnall jest ograniczony do zagadnier jednowymiarowych.

Wzdér obowizzujgey dla metali przy prostym rozcigganiu
2.1, B6=6oln(£7/e)), €¥P#0

podar LUDWIK /73/. Czegéé niesprezysty predkodci odksztacenia
definiuje sig przez eFf=€— 6/E , a wielkosci & ,s';:”
83 statyml materiaXowymi.’

Liniowg aproksymac jq tego rdéwnania siuszng w otoczeniu punktu
/C,0/ lezgcego w piaszezyinie /6, €F / proponowa NADAI
/80/.

Prawo konstytutywne z funkejg hiperboliczng
2.2, 8P =£&YFsinh(6/65) sruszne dla kazdego €

zaproponowa? ns podstawie fizycznej teorii plastycznego
piyniecia PRANDTL /87/.
Uogélnione réwnanie /MALVERN /75//dlz caikowitej predkoéei
odksztaicenia ma postad

2.3. EE=6+g(6,e)
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Wykorzystujsc teoriq dyslokacji GILMAN /49/ postulowal funkecjg
g /6,€/ w réwnaniu Malverna jako zalezno$é wykadniczg

wzgledem naprezenia 6

. —A/E .
2.4, g/%,6 / =Ece gdzie A,& =g

steXymi materiaowymi.
Prawa konstytutywne dla sluminium /CHIDDISTER and KALBERN/23///
2.5, 6=6,+klnE , 6=6.6"
réwniez uzyskano bez rozdzielania predkosci, na skladowq
niesprgzystg i sprezystg. Staie nateriaXowe 6 k in 8g
wielkodciami zaleznymi od temperatury. Emplryczne réwnanie

2.6, 6=6,(e)+6,(e)ln€

przewiduje reakcjqg materiatu, jesli znamy z eksperymentu

6(c)i 6;(€) /LINDHOLM 1964/, gdzie 6o(g) opisuje wzmocnienie
materiaiu przy predkodci odksztaicenia £ =

Prawo konstytutywne bgdgce réwnaniem rdézniczkowym quasilimios-

wym %
2.7. £=§(6,¢)6 +J(6,¢),

w ktérym jawnie wystgpujg cziony opisujgce efekty predkodciovwe
o rétnych skalach czasu, proponowaX CRISTESCU /24/. Funkeja (P
okreéla natychmiastows reakcjg materiaiu pojawiajgeg sig

z nieskoficzong predkoécig a u.p jest funkejg opisujgeg efektyy
typu peXzania.

Cechg charakterystyczng pewhej grupy jednowymiarowych
teorii jest zaZozenie o tym, Ze skladowa niesprgzysta predkond—
ci odksztaicenia jest funkcjg nadwyzki naprgzenia ponad
statyczng granicg plagtycznosci.

# tych teoriach postulowano rdéwnanis konstytutywne:
2.8.EE=6+g(6-6y) /SOEOLGWSKI /108//
2.9.E 5-6'-0-0('5"'1) /11 G i SYWONDS /120//4
(6/6y~1)"_
2.10, Eg=5+E?A1[ & /PERTYNA/9S/4/,

gt s Ee-G+E;B [—g— 1] /PERZYNA /95/i%
lub dla materiatéw ze wzmocnieniem /strain hardening /
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2.12. E€ =6+g(6—f(e) gdzie 8=f(e)
jest statyczng krzyws wzmocnienia, Al, Bi, 5&, D, q sg staiy-
mi materiatowymi a g / . / jest pewng funkcja caikowalng.

2.1+.2, TEORIE FENOMcNOLOGICZNE

Przedstawimy rdéwnania konstytutywne wystepujgce w teo=-
riasch fenomenolosicznych mieszczzcych sig w ramach opisu mate-

gCY

riazu typu prgdkodciowego lub materiaiu z parametrami wewngirz-

P

o
ny:

opisie materiaizu z parametrami wewngtrznymi aktualne wartos—

=i

ci parametréw okredlajgcych stan materiau znajduje sig na
podstawie caiych historii standw przeszych, gdzie historie
oznacza nastgpstwo zdarzel.

Rownania xonstytutywne majg wéweczas postaé funke jonalng,
Rozwigzanie problemu zachowania siq materiaiu z takim prawem
konstytutywnym jest mozliwe, jedli znamy trojektorig odksztai-
cenia, Podczas tego typu obliczenl konieczne jest gromadzenie
i przechowywanie w pamigci maszyny cyfrowej stale rosngcej
iloéci informacji. Taks teorig zaproponowar VALANIS /124/.
Znelazia ona szerokie zastosowanie w zagadnieniach jednoosio-
wycn zwigzanych z cyklicznym obecigzeniem materiaZdw.

W opisie materiaiéw typu prqdkodciowege podaje sig
réwnania ewolucji zwmiennych stanu., Te réwnania ewolucji okred-
lajg stany nastgpne na podstawie aktualnych wartosci zmiennych
stanu,

Prawa konstytutywne sformuiowane w tych teoriach mozna
wyrazié w ogélnej postaci:

. U v
/2.13/ €5 =Hya* B+ N(6;,€),,) ,
gdzie Hy ., Jest tensorowy staig materialowg a przez N(Gg-,e;,x.)
oznaczono nieliniowg funkejq zmiennych stanu
takich jak naprezenie By , odksztaZcenie g):

ij 1 parametry
wzmocnienia f,, .

Najpierw przedstawimy uwagi o teoriach sformut*owanych
W ramach opisu materiaZu typu prgdkosciowego a przede wszystkim



Lk

zaprezentujemy proponowane tam réwnania konstytutywne.
"Prostyn modelem materiaXu sztywno-lepkoplastycznego jest
mieszanina koloidalna podlegajgca piynigeiu, jesli napregzenie
$cinajace ¥ przekroczy wartosé krytycung % . Predkosé
odksztaicenia pray scinaniu dla ciat staiych zachowujgcych sig
podobnie jak mieszaniny koloidalne okrefla sig z zalezno®ci

. 1
/2.14/ ar=ﬁ-('e-"c.,) dla 3%
proponowane ] przez BINGHAMA.

Prawo konstytutywne dla materiaXu Binghama daje sig
uogélnié¢ dla tré jwymiarowego stanu napregzenia, jedli warunek
plastycznodci przy dcinaniu zastgpi sig przez warunek Hubera-—
Misesa a predkoéé odksztaicenis i naprgzenia przez odpowiednie
wielkoéci dewiztorowe. Dewiator naprezenia po rozdzieleniu na
czgéé plastyczng ki i lepks 2qé.~1 mozna zapisaé w postaci
sumy J

2,15. 8= kq-f'ZQé;j dla kg speiniajgcyen waru-
nek plastycznosci

-f(kg-)= k;jkq -2k2<0 Jjesli zachodzi relac ja rdéwno-
waznosci eU i k.‘j

"2ngd AD0 jedli £ =0 i af =0
e, = t
4 I 2w jeant £ C G b & = 01 28]
lub zapisaé wzorem
4 :
3‘.1-=(57+2r1)e,-j . Wobec tego drugi niezmiennik

naprgzenia jest okreslony przez
- B o 2
»=3 S.;,-s;j~(1+4:2r1)k dia 4 0.

Eliminujge A 2z tych dwdéch zaleznodci otrzymuje sig rdéwnanie
konstytutywne

6= (1pip)ay o B3

2.16. : :
eg‘:o }es'li :Jz<k >

ktére dla niezmiennikdw zapisuje sig wzorem

http://rcin.org.pl
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Reakc jg materiaXu sprezysto-lepkoplastycznego mozna opisaé
wykorzystujgc powyzsze rdéwnanie, jeéli calkowite odksztaXcenie
przedstawli sig Jjako sumg skzadowe] sprg¢iystej 1 lepkoplastycz-
nej

oVP
2.17 ey ec‘;"’-y .

Woéwezas réwnanie konstytutywne /HOHENEMSER i PRAGER /50/ oraz
FREUDENTHAL i GEIRINC—DR w 1958 / przyjmuje postaé

esa:*z"( Vi )sy e VI K
23- dla Vj24 k

Kea 3
Granicznym przypadkiem tego prawa konstytutywnego sg réwnania
Prandtla - Reussa, ktére otrzymuje sig kiedy speiniony. jest
waruanek \G: -‘::k = ‘
Czion réwnania opisujgcy skiadowg niesprgzystg w ogélnie jszych

modelach materiaiu sp_rqz;,'sto-lapkoplastycznego mozna przedsta-
wi¢ w postaci sumy pewnych wyrazéw /ZIENKIBWICZ i CORMEAU/134/.

.19 dy=ggdy + ;-1fi<1_i%>}5‘i

lub catki /CRISTESCU /24/ /

2.20 é9»=-7%ég+(f 2000 <1- kﬁ)-) w(a)dal} 55

Jeéli znane sg n, k w funkc:je parametru skalarnego A€[3-1,2-aj
W tych réwnaniach przyjgto oznaczenia:
nA)ila funkcji lepkodei, k /A / dla funkeji granicy plae=
stycznosci, w/A / dla funkcji wagi, kj 1 p; dla
staiych materiazowyeh zwigzanych odpowiednic z granicg
plastycznosci i lepkoSci materiaru.

Funkc ja granicy plastycznodci jest silnie rosngoa ezyli
k() >0 55§>0 a wspdiczynniki ki sg zbiorem uporzgdkowanym,
0Ck, (. Kk Lo ki -
Symbol logiczny {xD>=xH(x) powoduje, ze w réwnaniach tych
-uwzglgdnia sig tylko wyrazy niezerowe. H /x/ jest funkcjg
Heaviside'a.
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Teorie te majg ograniczone zastosowanie zs wzglgdu na zaleznoéé
-plastycznego piynigqecia jedynie od :lz.

Obecnie oméwimy pokrdétce teorig pozbawiong tej wady, ktére}
cechami charakterystycznymi sg definicja statycznej funkcji
uplastycznienia.

2,21 F(Gq)=-ﬂ-21,-3-.?‘»m—1

oraz zalezno8é dynamicznej powierzchni piynigeia f od niezmien-—
nika 3’1 tensora naprgzenia GE,' oraz 7 13 '1‘"5955/51;
drugiego i trzecleg,o niezmiennika de\vlatora naprqzem.a.
Parametr wzmocnienia oznaczono przez .

Réwnania konstytutywne dla obydwu skiadowych predkosci odkszt=—
aXcenia przy jmjg postaé

o 4. .

Ei =r<Q(F)>-gg—, /PERZYNA /95/ /
gdzie, G, H, ¥ oznaczajg odpow1edme ‘state materiaXowe tJ
‘modut Scinania, modut odksztaicenia objgtodciowego Helmholtza,

wepéXezynnik lepkodei, a nawias e > ma znaczenie operatora
logicznego

_QW jesli F>0
B~ 57 B& Féo ;
Funkec ja Q Jest monotonlczme rosngca i speinia wamnkia%>0

dla wszystkich F > 0 oraz Q(O}=O . Predkosé odksztarce-
nia lepkoplastycznego jest wekiorern w lziewlgciowymiarowe j
przestrzeni tensorowe] normalnym do dynamicznej powierzchni
piyniqcia f = const. i na niej zaczepionym.

W tej teorii informacje dotyczgce lepkoplastycznego piynigeia
8g 2zwigzane z dynamiczng powierzchnig.piynigqeia majgcg wyigcz=—
nie interpretacjg matematyczng. lozliwe Jjest odmienne pode j=~
Scie, w ktéryminformacje o piynigeiu wigze sig ze statyczng
powierzchnig majacg sens fizyczny. Nalezy wéwdzas zdefiniowaé
tensor w dziewlgciowymiarowej przestrzeni naprezed

hy =65 —ky; = hny;
o wielkosci h réwnej odlegiofci migdzy by a statyczng powierz-
chnig plastycznosci.
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Zzut ortogonalny 6@ na statyczng powierzchnig plastycznodci
0zZnaczone przez kg 2 jednostkowy tensor normalny do niej
przez ny.

Réwnanie konstytutywne /PHILLIPS i WU /100s/ / dla skZadowej
lepkoplastyczne] jest

2,23 €y =8 <{¢(h)yny

gdzie funke ja Q rosnie monotonicznie wzglgdem h oraz speinis

warunki gg)()cna kazdego F>» 0 i @ /o/ = 0. Prawo konstytu-
tywne Phillipsa i Wu Jjest réwniez siuszne dla ¥ i h okreédlo-
nych jako funkeje

r=r(ks,€f) , h=h(k;,Ef)
zalezne od mie jsca na statyczne] powierzchni piynigcia oraz
predkodci odksztaZcenia.

llodel ten ma pewne zalety w pordéwnaniu z modelem
Perzyny w przypadku kiedy na statycznej powierzchni plastycz-
no$ci wystepujg naroza lub wierzchoiki,
Uogdlniona zaleinoéé migdzy predkodcig odksztaXcenia lepkopla-
stycznego a stanem naprgzenia dla materiaidw z tarciem wewng-
trznym wyraza siq réwnaniem

2.24. €7=B, (39,2,,35)5+B,(3,,2,,35)6,;+B,(3%, 3,2, %% 5

ktdére Jjest niestowarzyszonym prawem pZynigcia, gdy wektor
E;P nie jest prostopadiy do powierzchni piynigecia.
Skalarne funkcje BO, B1 1 E2 przy jmujg wartosci zerowe tam

sdzie statyczna funkcja uplastycznienia F (32 32 33) =00
9 3

Szczegblny przypadek tego rdéwnania, jakim jest uogélnione
prawo PERZYNY

2.25 r(@( )) 25

AJ’
uz uJe sig zamiadaaqc istnienie funkcji potencjazu
Q Cl 2 33) oraz proporcjonalnosé predkosci lepkoplastycz-

nezo p-', 1igeia do gradientu 3Q/35'U g

Wéwczas funkeje skalarne B E sz okref§lone przez

"3“(@)(3 339—31'3&% 0( _2/332)%-) 3

http://rcin.org.pl
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B,=s<d>(§%-23:8%) -

B.= 3“<‘§>ai§-3— .

Punke ja é musi speiniaé warunki @(x) =0 ,dr}(x)/dx >0

dla x = 0.

Pewng wartoéé funkcji F oznaczono przez Fo.

ENDOCHRONICZNA teoria lepkoplastycznofci Sformulowana przez
VALANISA /124/, w ktérej proponuje sig réwnania konstytutywne
w postaci zaleznogci catkowych, jest przykiadem teorii materia-
Iu z parametrami wewngtrznymi.

Nowymi pojgciami w tej propozycji opisu materiaiu sg czas
naturalny nazywany niekiedy czasem wewngtrznym, ktdérego
przyrost definiowany jest wyrazeniem

2.25 dg? := A*(kyde,,ds,, + Kk dejde; ) + B2dt?,
oraz skala czasu wewngtrznego 2 =Z(§) o wxasnoéciach
§‘§>o Y-te[0,00]
Przyrost czasu wewngtrznego jest zwigzany 2z czasem fizycznym
t mierzonym przez zegar i stanem deformacji.
Wielkosci A, B, k1, k2 sg parametrami materiafu zaleznymi od
€j . Parametry k, i k, ss tak dobrane, aby wielkoéé skalarna
w nawiesie byia dodatnia dla kazdego ds‘}- .
Stan termomechaniczny ciafa catkowicie opisuje

5 =(€;,%9a)
funkc ja zredukowanej temperatury O = (T-;R)/T; i skolczo-

nej liczby parametrdéw wewngtrznych Qa ktére sg obiektami
tensorowymi lub skalarnymi okreslonymi przez réwnania ewolucji

d
2.26 ﬁ“ =fu(F), a=1,....,n
wyprowadzone z nieréwnodci Clausiusa - Duhenma.

Ukiad caikowych réwnar konstytutywnych

4
221 s=[26(z-2)38az
B = gsx(z-z)g%ndz,
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otrzymuje sig stosujgc transformatg Laplace'a do réwnan
rézniczkowych uzyskanych po linearyzacji funkeji . /?/
oraz rozwi jajgc funkejg energii swobodnej Y w szereg Taylora.
Praktyczne rozwigzanie problemu zachowania sig materiaiu

z tekimi réwnaniami konastytutywnymi jest moZliwe,‘ jeéli znana
jest funkeja skali czasu wewngtrznego 2 /§ /, co jest mozliwe
przy znanej trajektorii odksztaicenia.

Jgdra cazkowe mozna przedstawié Jjako szeregl o wspéiczynnikach
okresowych okres§lonych metodg PRONY W poataci

G(2)=(G,— 2@ )H(Z)+ 2G.e”
K(Z)=(Ko— EKJH(Z)+ZK

gdzie wielkodci G, Gy 4 K, Ku_,y“,l‘ sg zwigzane ze
wspéXcezynnikami rozwinigcia energii swobodnej ¢ w szereg

2.28,

Taylora.

Teoria endochroniczna staje sig rdéwnowazna klasycznej teorii
plastycznosci jedli A k1,k2 £01i B = 0. Czysto sprgzystg
reakc jg materlalu opisuje sig jedli jgdra K(Z) 16(2) sg stale.

2.1.3. TEORIE FIZYCZNE

Takg teorig zwigzang z istnieniem wypukiego potencjaiu
lepkoplastycznego podat RICE /106/.

Deformac ja plastyczna w makroskopowo izotropowym materiale

o objetosci S2 ograniczonym powierzchnig I’ jesst skutkiem nie-
ciggrodei przemieszczed AY; pojawiajgcych sig na zbiorze
wewngtrznych piaszczyzn poslizgu ;" "

anzek migdzy catkowitym odksztaXceniem 6 i mekroskopowym
naprqz.eniem Sq ma postaé

2.29 Q685 =J;,(€qnj)u,dl".
Zaleznodé naprezed lokalnych gq od makroskopowych 67y
jest liniowa / BUI i ZARKA /135 /

2.30 6 =AyunGip

3
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gdzie Ag‘kh jest tensorem lokalnej koncentracji naprgzern,
"OdksztaXcenie eg. przy ktérym w materiale nie wystgpujg
podlizgi, definiuje sig jako skzadowg sprgzystg. Lepkoplastycz-
ng czgsé odksztaXcenia okresla sig ze wzoru

2,31 gP=gy—¢g5 .

Zwigzek migdzy lepkoplastycznym odksztalceniem a nieciggloscia-
mi przemieszczen AU

6;éP =g [ (§in;)aidl' dla ad;=¥""hm, ,
przeksztaica sffa do postaci
: 10,
2.32  €Fdey =;§‘£(r"rdt)d§2 .

gdzie makroskopowe pcxwierzohimulre poélizgu f"up traktuje sig
Jako pakiety pzaszczyzn krystalograficznych o grubosci h
w kierunku normalnym n; €lizgajgcych sig ze wzglgdng
predkoscia **h o« kierunku mg, ponadto dS?_suP=hdr'suP

i naprezenie dcinajgce 't'=6'.;m;m =

Potenc jax lepkoplastyczny / RICE / 106/ /

6
2.33 ¢ ='31§‘J;M{L&'v9m,.n, Arskt dS2 }dgu
sUp

istnieje, jesli praws strona réwnania 2.32 jest rézniczks.
Warunek ten jest speiniony, gdy predkodé trwalego odksztaice-
nia $cina jgcego e zalezy tylko od napregzen écinajgeych ¥
dziaXajgcych na system pzaszczyzn podlizgdw,

Réwnanie konstytutywne
2.34  ef=0 /06

mozna wykorzystaé w praktycznym rozwigzaniu problemu poczgtko-
wo-brzegowego, jeéli znane sg kierunki piaszczyzn podlizgdw
oraz funkc ja tensorowa koncentracji naprgzen iju w materiale
o objetodei R.

Rezultaty te uogélni ZARKA /133/ proponujac teorig rzutowg
alternatywng do zaproponowanej przez Phillipsa i Wu, ktéra
pozwala budowaé¢ regularne powierzchnié potencjalne zZwigzane
z osobliwymi powierzchniami pZynigcia,
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UZASADRIENIZ WYBORU PREZENTOWANYCH TEORII

Przedstawione teorie reprezentujg trzy typy teorii
lepkoplastycznosci,.
Przeglad rdéwnall konstytutywnych pokazuje zalety stésowania
tsorii fenomenologicznych sformutowanych w ramach opisu
materiau typu predkodciowego oraz trudnosci zwigzane ze sto-
sowaniem praw konstytutywnych proponowanych w teoriach materia-—
Zu z parametrami wewnetrznymi i teoriach fizycznych. W opisie
materiau z parametrami wewngtrznymi wystepujg trudnosci
zwigzanes 2z okreéleniem trajektorii odkszteicenia w przestrzen=—
nyn stanie deformacji a zatem funkecji skali c¢zasu wewngtrzne-
£0 Z(g) . Stosowanie praw konstytutywnyeh proponowanych

teoriach fizycznych wymaga praktycznego okredlenia staiych

£ furn031 opisujgecych parametry materiaXowe,

2.2. POWIZRZCHNIE PLYNIECIA I WZLIOCNIENIE LATERIALU
“+2+1. POWICRICHNIE PLYNIRCIA DLA MATERIALOW IZOTROPOWYCH

Pomysz wyrazenia warunku plastycznofci przez energig
odksztazcenia wykorzystali MAXWELL w 1856 i BZLTRAMI w 1885,
3rali oni pod uwagg catkowits energig odksztaicenia. Ten sam
ponys wykorzystal HUBER w 1904 uwzglgdnieajgc zaleznie od
zZnaku obeigzenia hydrostatycznego, caikowitg energig lub
tylko energig odksztaicenia postaciowego, Warunek piynigcia
jako kryterium pordwnawcze naprgzed écinajgeych z pewnym
naksyzalnym naprgzeniem bgdgcym stails materialowg podal
TRESCA w 1564, Prostg z geometrycznego punktu widzenia ideali-
zac )& tego warunku uzyskuje sig /IISES w 1913 / zastepuiae
ZraniastosZup szeéciokgtny walcem w przestrzeni naprgzel
gxdwnych., Uproszczenie to jest szczegdlnie korzystne, kiedy
kierunki naprgzen giéwnych nie sg znane,

#arunek .dsesa Jjest granicg energii ékumulowanaj w materiale
na skutek odksztaXcenia postaciowego, wykazaz to HENCKY wi1924.

Szczegdlnym przypadkiem funkeji pZynigcia BiLTRAMIEGO
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2.35 F=gded, +§1E5;§ -2
jest kryterium LISZSA

2.36 E4= ﬁ 2
jeéli zaniedba sig energig odksztaXcenia spowodowanego izotro-
powg Scidliwodcig.
Wielkosci E,Ed_ sg: energig odksziaicenia sprgaystege przypa-
dajzcg na ‘jednostke objgtosei i energig odksztaicenia postacio-
wego a G i K oznaczono modul scinania i modu Scifliwodcei.
Funke ja piynigeia /2,36/ wyraZona w przestrzeni naprgzen
i bezposrednic zwigzana z granicg plastycznoéci®przy jednoosio=-
we] probie rozciggania ma postaé.

2037 F“VS:J,_ -Y.
Ta powierzchnia piyniecia jest walcem rdéwnolegiym do osi
gxéwnych i stycznym do elipsoidy Bel tramiego.
Uogélnienie kryterium Misesa zapisane w postaci

2.38 F=g(6,)+h(J;)

odpowiada ogélnej powierzchni obrotowej w przestrzeni napre-
zed i jako szczegélny przypedek, odpowiedni dla materiaXdéw
sypkich, zawiera stozek DRUCKERA - PRAGERA
F=3abm+BYJ; .

Stozek ten Jest powierzchnig zXozonz 2 polgczenia cylindra
Misesa / 6m<O / i elpisoidy Beltramiego / 6m 20 /.
Oznaczenia o { B przyjeto dla staiych materiaXowych.
Inna definic ja warunku piynigcia odnosi sig do oowiedni kéx
liohra w pzaszczyinie (‘E,S’) otrzymywanych dla rdéznyca
trajektorii obeigzenia.
#éwezas rdéwnania parametryczne dla krzywej 't=f(6) sg,

— 2\1/2
v =1p(6) (1+ (dy/d6,)*)"
6= 6.o"' ‘P(s-o) dlp/dso

gdzie wepdirzgdne punktu lezgcego na ocbwiedni ’t’.=(p(6’.)
k62 Mohra oznaczono (%s,5s).

n

http://rcin.org.pl
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W tym przypadku powierzchnig piynigqcia zalezng od dwéch
naprgzet Xéwnych / PRANDIL / 871/ /

2,00 F=7(6-6)-f[1(5+6)]

okresla sig po uporzgdkowaniu naprgzen wzglgdem relacji sZabej

wigkszosci )

626 265 .
Powierzchnia plastycznodci Coulomba -~ lichra sformuiowana dla
materiazdéw z tarciem wewneirznym

2,41 F= %‘(6’,—6'3)—(Coosq: e %'(6-1-6'5) s-:nq;)
jest uogdlnieniem warunku TRESCA

2.42 FmE ~6 Y

2
ktéry uzyskuje sig dla y = 0 , gdzie y 1 C oznaczajg kgt
tarcia wewngtrznego i wspéezynnik spdéjnodei, a Y = 2 C,.

Z réwnodci / HOSFORD / 57 / /
n=4
2.43 F= [ (56" § (6,6, L (-6 TV~ Y

uzyskaé mozna jako szczegdélne przypadki warunek Tresca
/n=1 / lub Huvera - lfisesa /n=2 /. Naprgzenies gidwne
speniajs warunek 6;),62 PATE

Funkc ja /2.43/ dobrze azproksymuje powierzchnie piynigcia
okreélone dodwiadczalnie dla aluminium, miedzi i stali dla
nia 1.6 e 1.7,

Przedstawione tu zaleznodci algebraiczne wyrazajgce funkeje

piyniecia mogg byé uzyte w sformuioweniu problemu okresla jgce-

go reakcjg materiaru lepkoplastycznego. Stosowanie kryteridw

uplastycznienia ogélnie jszych niz proponowane przez bohra,

Treskg lub Hubera i Misesa nie zwigksza trudnoSci zwigzanych

z rozwigzeniem ukZadu réwnali rézniczkowych i algebraicznych

opisujgeych problem fizyczny.

Uzycie tych uogdlnionych kryteridéw wymaga okreslenia stazych
(T C daia powierzchni Coulomba-liohra lub wspdéiczynnika n

w réwnosci Hosforda.
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2.2.2., TEORIA WZMOCNIENIA
UWAGI OGOLKRE

Podstawowym zatozeniem w teorii wzmocnienia izotropowego
jest postulat méwigey o tym, ze materiaX pozostaje izotropowy
w trakcie deformacji plastycznej, Ten model wzmocnienia opisa-
ny byz przez PRAGERA /88/ i HILLA /51/.

Wzmocnienie kinematyczne /PRAGER /88/, ISHLINSKII /61/ / jest
prébs opisu anizotropii powodowanej przez deformacjg plastycz-
ng. ‘

Bardziej ogélng propozycjg byt model wzmocnienia /DRUCKER/ 34/,
DRUCKER and EDELMAN /35 / / uwzgledniajgcy obrét, rozszerza-
nie lub kurczenie sig powierzchni pZynigqcia w przestrzeni
naprezefi.

Inna propozycja opisu wzmocnienia /BATDORF i BUDIANSKY
/1/ / wykorzystujaca teorig poélizgéw byta wnioskiem z fenome-
nologicznej teorii deformacji plastycznej.
Wykorzystanie odcinkami liniowej aproksymacji powierzchni -
piyniecia w pewnym szczegdélnym modelu wzmocnienia dyskutowali
PRAGER /89 1 /90/ oraz HODGE /53/ i /54/.

Niezgodnosciami migdzy modelami wzmocnienia kinematycz-
nege w przestrzeniach naprgzer o réinych wymiarach zajmowali
sig SHIELD i ZIELGLER /110/.

Bardziej ztozone modele wzmocnienia anizotropowego
proponowali BALTOV i SAWCZUK /15/, MROZ /76/, BEISENBERG
i PHILLIPS /42/, KADASHEVICH i NOVOZHILOV /67/ oraz PHILLIPS i
EASPAR /100/.

W badaniach eksperymentalnych PHILLIPS i GRAY /92/ oraz
BERTSCH i FINDLEY /9/ obserwowali zachowanie sig narozy na
kole jnych powierzchniach pXynigecia.

Brek narozy na powierzchni piynigcia oraz zgodnodéé wyni-
kéw eksperymentalnych z modelem kinematycznego wzmocnienia
stwierdzili IVEY /62/, PARKER i KETTLEWELL /93/, PAUL, CHEN
i LER /94/, JENKINS /63/,
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Prawo wzmocnienia uwzglednia jgce wpiyw trajektorii obecigzenia
na stan powierzchni piynigcia dla materiaidéw termoplastycznych
zaproponowali PHILLIPS i TANG /99/ oraz PHILLIPS i KASPAR/100/
Ten model wzmocnienia opisuje translacje powierzchni plastycz-
nodci oraz jej deformacjg w kierunku obcigZenia wstgpnego

w dziewigciowymiarowej przestrzeni napregiZei.

Wyniki eksperymentalne oraz opis analityczny modelu
wzmocnienia anizotropowego uwzgledniajgcego wpiyw trzeciego
niezmiennika dewiatora naprgzenia na stan powierzchni plastycz-
nodci przedstawili OHASHI, KAWASHIMA i YOKOCHI /84/ oraz
OHASHI, TOKUDA i YAMASHITA /85/.

WZMOCNIENIE IZOTROPOWE

¥ teorii wzmocnienia izotropowego funkcja piynigeia
Jjest wyrazona wzorem

2.44 F=f([6])—k(&,..., %)

gdzie f jest funkcjg skalarng naprezenie [B]=6j
a k zalezy od parametrdéw wzmocnienia o&f; dle (=1+n.

W procesie deformacji powierzchnie piynigcia w przestrzeni
naprgzer zwigksza swoje wymiary jednakowo we wszystkich kierun-
kach, wokdéX poczgtku kartezjariskiego ukXadu.

Parametry wzmocnienia sg proporcjonalne do diugodci Zuku
trajektorii odksztazcenia lepkoplastycznego. Jednym z tych
parametrow jest wskainik odksztaXcenia plastycznego lub

inaczej tzw. odksztatcenie zredukowane

t
2.45 B=[ (trle*])odt; 16 w1 =g
Wielkoéé tg utozsamia sig z odksztaXceniem € przy cazystym,
stale rosnzcym, jednoosiowym rozecigganiu w warunkach niefciéli=-
wego piynigcia, wéwczas

er=cr, ef=gr=-%er.

2
Innym paramstrem wzmocnienia jest prace dysypowana w materiale
plastycznym lub lépkoplastycznym

2,46 W= f i [6][evr]dt.
[
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Praca WP rodnie w czasie dla wszystkich trajektorii naprgzenia,
je8li prgdkodé odksztaicenia [&7*] Jest gradiantem wypukego
potenc jaiu lepkoplestycznego, ktérego powierzchnia ea'u.ipoter.-
¢jelna otacza poczgtek [6]=0 ukZadu wspdéirzednych.

Pochodne parametrdéw wzmocnienia dla materialéw lepkoplastycz-
nych sz zerows, jeélifévp]zo .

Zaleznodé podana przez Hilla dla materiazdéw plastycznych
z réwnaniem konstytutywnym lMisesa

S ek (B 0F

obowigzuje réwniez dla materiaXéw lepkoplastycznych z prawem

konstytutywnym PERZYNY stowarzyszonym z funkcjg piynigcia typu
F=V3Z,-Y(E"7).

W teorii lepkoplastycznodci / F > 0O / w przeciwiefstwie do

teorii plastycznodei / F = O/ parametru w"P  nie mozna

zastgpié przez E'P , poniewaz wspdéczynnik proporc jonalnosci

/ P + Y/ zalezy od aktualnego stanu naprezenia.

GXéwnymi cechami wzmocnienia izotropowego potwierdzonymi
eksperymentalnie sg:

/i/ stalodé kierunkdéw gidéwnych naprezenia

/ii/ wspézosiowoéé tensoréw [€YP] i [6] |

/iii/ symetria powierzchni piynigcia wzgledem $rodka ukZadu
skradowych gidéwnych naprezenia w czasie catego procesu
odksztazcenia.

WZMOCNIENIE ANIZOTROPOWE

Ogélnie funkcja piynigecia w teorii wzmocnienia anizotropowego
wyraza sig zaleznoScig /SHRIVASTAVA, MROZ i DUBEY /118/

2.48 F=F([6,[x])~k .

Parametry wzmocnienia }; sg skiadowymi symetrycznego tensora
drugiego rzqdu ety =[a].

Skalarnae funkcja F nie zalezy od ukXadu odniesienia o$rodka
ciggtego, mozna wykazaé /RIVLIN /101// ze jest funkejg szesciu

Eogstawowych oraz czterech wspdélnych niezmiennikéw tensoréw[SJE
ol

.
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Funkc jg piynigqcia mozemy zapisaé w postaci
2,49 F- f(GM:Jz’Ja: H11H1’H= rH‘i :q'ﬂ’j:lj:k)—k
gdzie przyjgto oznaczenia:
am=4trla] , [al=[a]—andy,
¢ =1t [0?], I=%trla®] |
Hy=trlsilal, Ho=trls1la?],
I'-l’s=tr[$’.][d] , He=tr [s*1[a].

Tylko cztery wspélne niezmienniki oddziaiywujg na proces
plastycznego piynigcia, Jjedli siy dziatajgce na brzegu
zewngtrznym ciaa zmieniajg sig tak, ze skiadowe gidwne
naprgzenia sg state., Wéwczas niezmienniki podstawowe pozostajg
niezmienione.

Zfekt Bauschingera modeluje sig zgdajgc, aby funkcja f byia
parzysta, czyli speiniafa warunek

$((67,[ed)=f (- 51,[x]) dla [e]=0; alafa]# 0

moze utracié tg wiasnodé.

Tensory [ot] ([6] nie musza byé wspézosiowe, dlatego tez predkodé
odksztazcenia [é"’] pochodzgca od pewnego potencjaiu

2.50 A=Q (sm,jl,ai s Hh Hls Ha: Hq )““‘:j:aj.; )

réwniez nie bgdzie wspézosiowa z [6] =ze wzglgdu na istnienie
pochodnych 9Hi/3[67 w wyrazeniach okreélajacych [&'F).

Wspdtosiowosé pregdkosci odksztaicenia [E"P] i naprqtenia[s'}
zachodzi tylko w szczegélnych przypadkach kiedy : ‘
/i/ tensor [ot] jest taki, ze dla t = 0, [o«()=0,
/ii/ w czasie caej historii obcigZenia utrzymuje sig
staze kierunki giéwne ,
/11i/ zakada siq istnienie izotropowe] zaleznodci
tensorowe ] migdzy [&]i[é\"].

Definic ja tensora [of-] uzupeznia prawo wzmocnienia anizotropo-
Wegoe

Tensor parametréw wzmocnienia mozna zdefiniowaé okreélajge
réwnanie ewoluc ji

2.51 [&]-y(061,0x1,[*])=0



25

lub podajge funkejg liniowg n
2.52 []=n(Lle]).

Tré jka tensordw {f&'],[al],f&w’]} okreéla aktualny stan
materiatu.

Ponizej oméwimy kilka najbardziej popularnych propozycji
opisu wzmocnienia anizotropowego. i

Prawo opisujgce translacjg i znieksztalcenie powierzchni
piynigeia w przestrzeni naprezed ma postad

2.53 F=f(b,,b,,bs)~k . /PRAGER /90/ /

gdzie:s
b

¢ = Gty =g tr([61-[a]),
vy = 3y — Hy+ I =Ftr([s1-[a])*,
b3t = Jy—He+ Hz—3§‘=§-tr([s]—[a])3.
Tensor parametréw wzmocnienia IBL] mg jgcy wymiar naprgzenia

i okreslajgcy translacjg powierzchni piyniqcia definiuje sig
Jednym z réwnar ewolucji

2.54 [&]=c[£"] /PRAGER/99//
lub

2.55 [&]1=i{ls]1-[a1+5 (6n—ctm)dy} .
Wspd2ezynnik ¢ zalezy od niezmiennikdw [e?] 1 zmiennych
stanu takich jak np. odksztaXcenie zredukowane £ “P .
Wielko§é AL  okredla siq 2z uk¥adu réwnad /2.55/ i
tr[al(YP] =ctr[€"F]?,
Wartofci parametru ¢  ZIEGLER /131/ oraz SHRIVASTAVA
i inni /118/ postulowali odpowiednio g=1 1 =0

W ogélniejszym modelu wzmocnienia anizotropowego, w ktérym
krzywa piynigcia zmienia swéj ksztait od okrggu WISESA do
elipsy o érodku w punkcie [@] , funkcje pZynigcia okreéla
siq wzorem / SAWCZUK i BALTOV / 16/ /

2.56 F=1/2tr[s—al*+1/2A(tr[alls-a])*-K

=~ H,+ T+ 1/2A(H,~23> >~ k*
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gdzie: [ﬂ]=C[EVPJ e WspbéZczynnik A jest parametrem wzmocnie=
nia odpowiadajgcym za znieksztaicenie powierzchni pzynigcia,
dla ktdérego BACKHAUS proponowaz definicjg

2.57 4=23B/B8l,-1
gdzie B oznacza stats materiaZowg zwigzang ze zmiang ksztaltu.
Efekt zmiany wymiardéw krzywe] pXynigcia w dwéch prostopadzych
ki erunkach opisa* jakoéciowo SVENSSON /116/ postulujge funke jg
pivnigcia

2.58 F =3 tr(s]-B1 +Atr([e"1([s]-[a))?) +
L ate(Ce?]((s1-1al))? BI=clev],

Parametry ¢ i A interpretuje sig jako moduz translacji
i wspbZczynnik znieksztaZcenia / dystorsji/e

Mieszane prawo wynikaejgce z intuicji wzmocnienia izotropowego
i kinematycznego podal HODGE /54/ dla materiaiu z powierzchnig
plastycznosgci MISESA

2.59 F=3(F~H+J*)V2- Y(g¥),
[a] =cle"],

UWAGI KONCOWE

Zaden z przedstawionyoh modeli wzmocnienia nie opisuje
w peini zmian kszteitu powierzchni piynigcia w procesie lepko=
plastycznego piynigcia.

Wyniki jekie uzyskali PHILLIPS /100/ 1 /100a/ oraz
OHASHI i zespdél /85/ dobrze opisujg rzeczywiste zmiany powiers-
chni piyniqcia, ale wigzg 8ig ze skomplikowanymli zaleznodciami
matematycznyml oraz trudnoSciami w okresleniu danych koniscz-
nych do obliezerd numerycznych.

Modele wzmocnienia proponowane przez ZIENKIEWICZA,
NAYARKA i OWENA /132/ nie nastrqczajg tych trudnodci, ale wyma-
8ajg pamigtania i éledzenia ewolucji rosngcej liczby parametréw
wewng¢irznych okreslajgcych stan materiaru,
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Proste prgws Ww2zmocnienia mogg zapewnié dobrg zgoddnosé
teoretycznie okreslonego i rzeczywistego zachowania mateeriaiu
w ograniczonych obszarach predkodci odksztaXcenia i tempperatu-
Iy

Prezentowane tu teorie wzumocnienia materiaiu sg chaoarakie-
rystyczne dla modelu wzmocnienias izotropowego i anizotroppowe-
g0. Zaleznodci opisujgece powierzchnie plastycznodci dla nmate-
riaxéw ze wzmocnieniem anizotropowym nie sg przyczyng doddatko-
wych trudnodci zwigzanych ze znalezieniem efektiywnego algcoryt-
mu rozwigzujgcego problemy reekcji materiaiu lepkoplastyczznego.

Stosowanie modeli wzmocnieniz kinematycznego wymaga
okreélenia dodatkowych wspézczynnikéw takich jak tensor pazra-
metréw wzmoenienia [ot] dla funkeji pZynigcia proponowanedj
przez Mroza, Skrivastavg i Dubeya lub parametru znieksztgitce-
nia A i moduiu translacji ¢ dla funkcji pZyniqcie Svenssonsaa.

2,3, EFEKTY TERMICZNE =/

Jednoczesny wpiyw predkodci odksztaXcenia i temperatuary
na zachowanie sig materialu mozna opisaé¢ réwnaniami konstyttu-
tywnymi /2.22/, jeéli przyjmie sig, ze ¥, F oraz funkcja
Q/T/ sy zalezne od temperatury w sposéb ciggXy.

Réwnania konstytutywne wediug propozycji zawarte]j w pracy
PERZYNY i WIEBZBICK%EGO = g
/2.60 éri‘“ga‘sfi*éjﬁs'"‘_ﬁf*“g’» .
£7 = OCHE > F=FopEts 1,

x/ Pewne uwagi o cherakterze fenomenologicznym na temat
przypadkéw réwnan konstytutywnych opisujgcych reakcjg maate-
riaidéw lepkoplastycznych o wiasnodciach zaleznych od temppe-
ratury przedstawili OLSZAK i PERZYNA /97/ oraz PERZYNA
i WIERZBICKI 1964.

Obszerny spis literatury dotyczgce]j analizy zachowania siig
materiaxdédw niesprgzystych z punktu widzenia klasyczne] tter-
modynamiki znaleZé mozna w manografiach PRRZINY :

“Teoria lepkoplastycznodci" PWN, Warszawa 1966 oraz
*Termodynamike materiaXéw niesprgzystych" PWN, Warszawa
1978.
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uwzgledniajg rozszerzalnoéé cieplng oraz zaleznosé granicy pla-
stycznosci od temperatury.

Wspélezynnik rozszerzalnosci cieplnej oznaczono przez 0O¢ .,
Prawo konstytutywne okredlajgce pregdkosé lepkoplastycznego
odksztatcenia dls przypadkéw jedno-osiowych przyjuuje postaé

2.61 €% = ¥O)(F [T — 11D

lub réwnowazng powyiszej zaleznosci

5,0 =v0 {1+d 251 ]} -

Zgodnosé miedzy opisem reakeji materialu danym przez /2,61/
a wynikami eksperymentalnymi dotyczgeymi préb jednoosiowych
wykazaX PERZYNA /95/ badejgc trzy przypadki szczegbélne:

/i/ Y =Y(8) , ¥=¥/& i funkcja ®/F/ nie zalezy od
temperatury,

/ii/ ¥ =Y(®) , @ zalezy od temperatury i ¥ nie zalezy od
temperatury,

/iit/ Y =YY@ , ¢ § gg niezelezns o0d temperatury.

Zaleznosé postaci funkeji @/F/ od temperatury mofZe wy-
magaé stosowanis kilku procedur rozwigzujgcych postawione
zagadnienie poczgtkowo-brzegowe w zalezpnodci od zakresu tempe-
ratury zmiennej w procesie deformacji. Niedogodnosé ta wigze
siq z rozbudowg algorytmu oraz zwigkszeniem czasu potrzebnego
do rozwigzania zagadnienia, poniewaz w pewnych problemach
tylko iteracyjna metoda rozwigzania bgdzie odpowiednia /np.

W sprzezonym problemie lepkoplastycznej deformacji/.

Trudnosci tego typu nie wystgpujg w dwdéch z badanych
przypadkéw, jednakie pierwszy z nich jest bardziej ogdlny.

Prawo konstytutywne uwzgledniajgce wzmocnienie

/2.62/ ev’—ﬂom‘f[x(s" ,6) 1]>\%f

umozliwia opis zachowania sig materiatu w szerszym zakresie
zmiennoéci temperatury i predkodei odksztaXcenia niz réwnanie
/2.60b/.
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2.4, DYNAMICZNE ZACHOWANIE MATERTAZU NIESCISLIWEGO,

Pezny ukiad réwnad ruchu dla niedcidliwego, jeddnordmegoo

claza stalego zapisuje sig w postaci

(¢)§;- =F- i—gnmis

/2.63/4(u) div T =0,

(m)-gé’- g?+v gradg =0 |
gizie v 1 E 8 wektorami predkodeci przemieszczania i: siz
masowych a g jest tensorem naprqzenia. Béwnania réwnovwagi
/2.63//1/ =it dzialajgcych w clele dla ukZadu wepdéirzugdnych
walcowych W,|p,Z wyrazajg siq réwnaniami

54--1- -kﬂxm+—l---—‘e+3’(F--"r ==0,

/2.64/ 't' g%‘_ +2—N+f(F‘f g—lﬁp:—:ﬂ,
B e o 25—,

i okreflajg rTuch czgstki,

Przyjmujgc, %e pole obcigzenia /lub pole przemiesszczenia/
jest symetryczne wzglgqdem jednego 2 kierunkéw gréwnychn w przay
strzeni naprezenia /lub przemieszczenia/, réwnania réwwnowagi
/2.64/ mozna uproscié do postaci

/2.65/ -?"F:‘m’-i-—d" +¢(R— v)=0.

,g—m+,§5x+ Tz 4+ o - S 9"*

gdy V=0, U= V.

Skiadowg przemieszczenia w kierunku osi r oznaczono purzez u

a skiadowg wzdiuz osi z przez w.

Dalsze uproszeczenie ukXadu réwnerd osigga sig w przypacdku
piaskiego stanu odksztaicenia lub naprgzenia, gdy we wwszystkich
punktach ciasla jeden z trzech kierunkéw gidwnych tensaors
odksztatcenia lub naprqzenia jest réwnolegly do pewnesgo
okredlonego kierunku.

¥ pXaskim atanie odksztaXcenia speinione sg warunki

2w w0, ¥%z=0.
or 9z
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Wéwczas zaniedbujge siy masowe F = 0 ukZad réwnah /2.65/
redukuje sig do jednego tylko réwnania

6 — 6 — o 8
/2.66/ —%f“—-"—’—,.—‘*- a5 il

W pzaskim stanie naprgqienia obowigzuje ta sama zaleznodé,
poniewas 2gda sig aby 6, = T = 0. Warunek @F’-=O nie
wynika z kinematyki ruchu czgstki materialmej w plaskim,
osiowosymetrycznym, stanie odksztaicenia. Przyczyng tego Jest
wiasnoéé odwzorowania konstytutywnego danego réwnaniem
konstytutywnym, ktére w przypadku materiaiéw lepkoplastycznych
zerowsmu naprezeniu przyporzadkowu:je predkodé odksztel—

cenia stycznego 8",.;?’—2%- =

Wéwczas niezerowa predkosé odksztaXecenia 3’,-; mogiaby
istnieé dla niesprzqzonych pél odkaztaXced i naprgzei.

2.5, HOWNANIA PODSTAWOWE
2.5.1, UWAGI OGOLKNE

W dalszym ciggu przedstawimy ukiady réwnad i sformuiuje-
my trzy zagednienia poczgtkowo-brzegowe opisujgce zachowanie
sig rury grubosdcienne] dla materiaiu:

/i/ sztywno-lepkoplastycznego ze wzmocnieniem izotropowym

i efektami termicznymi,

/ii/ sztywno-lepkoplastycznego ze wzmocnieniem izotropowym,
/iii/ sztywno-idealnie-lepkoplastycznego.

Rozpatrujemy zachowanie sig rury z materialu sztywno-lepko=
plastycznego, poniewaz interesujg nas takie procesy plastyczne-
g0 piyniecia, gdzie speinione sg warunki

£ ey dla ¥ (i,j) wowczas eg=€(f .
We wszydtklch trzech przypadkach nieskornczenie diuga rura jest
obcigzona ciénieniem p = p/t/ dziaZajgcym na powierzéhni wewneg-—
trznej i panuje w niej pXaski, osiowosymetryczny stan odksztaX-
cenia. Zazozenie o0 nieskolczone] dXugodci rury upowazZnia nas
do wykluczenia 2z rozwazaX problemdéw wpiywu brzegéw oraz sSposo-
bdéw zamocowania na reakc g materiaslu, wéwczas kiedy speiniony



jest warunek Ezz <<Epn .
W procesie deformacji sztywno-lepkoplastycznej rury w warun-
kach piaskiego stanu odksztaicenia mozna wyréznié dwie fazy.
Zaxdzmy, Ze obocigfenie stale rodnia.
Pierwsza faza procesu trwa od chwili tp1 /patrz rys. 1/,
w ktérej pojawia sigq w sztywnym materiale strefa plastyczna
do momentu, kiedy zniknie obszar sztywny. W tym okresie ruch
czgsteczkl materialne) w piaszezyinie / P, / nie jest
mozliwy. Zaiozenie o piaskim stanie odksztazcenia jest nieodpo-
wiednie dla opisu ruchu w tym stadium. W bliskim sgsiedztwie
granicy obszaru sztywnego i plastycznego odksztaicenis
obwodowe i promieniowe speiniaé musi warunki ciggodci

£hy = V= £5. =87 =0.

Druga faza procesu deformacji rozpoczyna sigq, kiedy
granica strefy sztywnej i plastycznej pokryje sie z zewngtrzng
powierzchnig walcowg, od tej chwili tp przy dalszym wzroscie
ciénienia p/t/ w czasie t = t - ¢
rury w kierunku promieniowym.

D mozliwe Jest piyniegcie

Dalej bedziemy zajmowall siq tylko procesami zachodzacymi
w drugim stadium deformacji / rys. 1a/ ala teltp,til.

¥ rurze grubodcienne] nieznikajgeymi skiadowymi stanu
odksztatcenia bgdg dewiaforowe skiadowe predkoéci odksztaicenia

5 ’aﬂu . . . u -
EX=bu=gmr | &)= =T B
Niezerowymi naprqzeniami bgdg 6. ,6upy,Ezx.
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a) b pit)
B
Piarwsza faza procesﬁ Druga faza procesu
t,EEtp‘l ’.tlrf] J tzeithtk]
1:lt‘I’tP 4 =t
Tl I e Sy S LT
t
b)
i
|
| P
|1 Py

Rys. 1. Fazy procesu deformacji oraz typy funckji p/t/
ia. fazy procesu deformacji oraz cisnienia pi1, p2, p3
w aktywnym procesie obclgZenic.

1b. typy obecigzer wiadciwe dla pierwszej fazy procesu
deformacy jnego.
Punkt A oznacza punkt na wykresie p/t/ odpowiadajgoy
poczgtkowl pierwszej fazy. Punkt B oznacza peczgtek
drugiej fazy.
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2.5. 2, BOWNANIA PODSTAWOWE DLA MATERIALU 7 EFEKTAMI TERMICZNYMI
I WZMOCNIENIEM IZOTROPOWYM,

Problem zachowania sigq rury sztywno-lepkoplastyczne]
z efektami termicznymi i wzmocnieniem izotropowym sformulujemy
bez peinego sprzqzenia termodynamicznego. W przypadku takiego
sprzgzenia kazde czgstka materialna jest Zrédlem ciepia w pro-
cesie deformacji. Energis dysypowana w materiale w procesie
deformacji plastycene] nie bedzie brana pod uwage w naszych
rozwazaniach jako £rédo ciepza. Uwzglednimy efekty termiczne
jakimi sg wpiyw temperatury na granice plastycznodeci oraz
zaleznodé wepblczynnika lepkodci od temperatury.

Bura gruboscienna jest ogrzewana na powierzchniach
welcowych. RozkIad temperatury w chwili t; Jest okreslony
funkejs & @& r, t;/.

Zajmiemy siq procesami deformacyjnymi uwzgledniajge
przewodnictwo cieplne materiasiu opisane réwnaniem siusznym dla
przypadkéw bez wewngtrznych Zrédel ciepza

/2.61/ §?=ﬂ( rt "“}gﬁt) '

Temperatura nas brzegu wewngtrznym w chwili t; bqdzie zmieniaia
siq wediug jednego z podanych sposcbéw:
/i/ rosta skokowe tak,aby -gg! {oo,

1)

o

/ii/ rosia tak, ze G(rt) ,'V'tﬁ[‘tp,fh] begdzie funke jg ciagtq G-GCf

/iii/ rosta skokowo a nastepnie zmieniaXa wedug wymagad /ii/,

WspbéXczynnik dyfuzyjnodéei lub inaczej przewodnictwa temperatu-
rowego okredla sig z zaleznoécl,u.-‘ﬁEK—, gizie K,c,§
ognaczajg wspdézczynniki przewodnictwa cieplnego, ciepio
wiadciwe i ggstoéé materiatu. Temperatura na powierzchni
zewngtrzne] w calym procesie bgdzie réwna state] wartodci,
czyli O-=0@(bt)=const. . Predkoéé przemieszcszenia
V(r,'t)=&(r,f) w kazdym z rozwigzywanych w tej pracy probleméw
bgdzie speiniata warunek niesScidliwofci /2.63/1i/, jedno

z réwnad richu bedgqce jednorodnym liniowym réwnaniem rézniczko-
wym
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/2.68/ JL(.E;_lﬁ'—aad—»—l:O.

Rozwigzaniem tego réwnania jest V(r,‘l‘)=Cf(t‘)e—{nr=gF(ﬂ-

Z definicji wiadomo, ze 'U'(r,f _é@}r; , wobec tego rozwigzanie
réwnania zwyczsa jnego

/2.68/ §;»"~=9,:‘-*2 w postaci
/2.70/ r2=p?+2C%) , Vrela,b], Ci)eC?

okreéla zmiane wymiardw osiowosymetryczne] konstrukcji.
Czgstka meterialna lezaca w odegloéci r od osi znajdzie sig

po czasie t w odlegzoBei [r" +2C(ﬂ]

Przyjmujemy, ze spexniony jest warunek plastycznoéci Hubera-
lisesa /2.37/

/2.11/ BT — V_'( 6.)-Y )0

oraz wzmocnienie Jjest izotropowe. Granica plastycznodci
af’(sq,e«) Jest liniowg funkcjg pracy plastyczne] AL
/2.12/ o (gP) =1 W +x,(8).
Parametr WVP znagdu;e sig z /2. 46/ wedzug wzoru
v . Q(.ﬁ_
Wobec powyz=zego granicg plastyeznosci wyra.za sig za.laznosciq
T
/2.73/ stint)= (9)——rfﬁl — Gpp)d .

Réwnanie konstytutywne /2.62/ uwzgly dniajgce jednoczesne
efekty termiczne pr&dkosclofe dla potggowej funkeji

&F)= [l -1]" oy £ERE 10
przyjmuje postaé
/214 Epp™p

WspéXczynnik 5=2n + 1, gdzie m jest liczbg calkowits,
nie moze byé 11_L~czbq parzystg, gdyz ogélnie symetrie funkcji
tensorowej €& & nie jest fizycznie uzasadniona.

ClE) — o) (Seg=Be 1) .

Réwnanie réwnowagli 2.66 po wykorzystaniu 2.69 przeksztalca
siq do postaci

so15 / Be+ SmSen =g 1 [1t)-(CHOF] .
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Eliminujge czzon (SW_&-») 2z réwnania konstytutywnego 2.74
i réwnowagl 2,75 otrzymujemy zaleznofé

% % 1 =
—9—-,(—,, 7 +)+sd [C(t) QL)ZJ H
ktéra po scatkowaniu wzgledem r w granicach re&la, b]
i wykorzystaniu warunku brzegowego Gn'(‘t‘,a ="-'p(ﬁ ma postaé

réwnania rézniczkowego

/276 plt)+Eitlnafb —7 58 Fr - 4 _zc?ﬂjﬁlmmz_;_z mzd

o wapbZczynnikach zaleznych od razwlqzam.a C(t)

Rézniczkujac réwnanie 2,73 i eliminujge wyraz (SW,"'G',.,.)
otrzymu jeny

dorlrt) —n CIE)(CE
2.11 "Q%{zﬂ(ﬂwt(r,tiﬂ)mr’”'

Réwnania 2.67, 2.76, 2.T77 oraz warunki:poczgtkowe

st(n0)=at"(r), C(0)=C(0)=0, &(r,0)=T(r)

i brzegows Srr(af)—-p(f) 5 (b'l‘)—O BHa0)=Tla)9(}- werunek zgodnobei,
G(at)=glt) sg problemem poczatkowo-brzegowym opisujg-

cyr reakcje grubodciennej rury z materiaXu lekoplastycznego

o réwnaniu konstytutywnym uwzgledniajgcym wpiyw temperatury

ns granice plastycznodcl oraz wspéczynnik lepkosci.

Ten problem poczgtkowo~brzegowy dalej bgdziemy nazywali

zagadnieniem / &/ .

Czasy trwanie proceséw deformacyjnych w rozpatrywanym
zagadnieniu sg rzgdu tysigeznych czgdci sekundy, Nalezy wobec
tego sprawdzié w jak grubej warstwie materiaiu w istotny
sposdb zmieni sig temperatura na skutek przewodnictwa cieplne-
go. Obszar ten nazywa sig warstwg cieplnsg.

Grubodé tej warstwy mozna okreslié postugujgc sig modelem
przewodnictwa ciepta w péXograniczonym ciels statym /rys. 2/.
Wowczas mozemy wykorzystaé dobrze znane w literaturze rozwig=-
zanie réwnania przawodniétwa cieplnego

2,78 ‘%“Lﬁ 2

z warunkiem poczatkowym @ /x,0/ = @, = 0 i brzegowym
6-/0,t/ = K /t/
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Rozwigzanie powyzazago problemu ma postad

2.79 Glx;t)= IQZ(A)?B(:( t-A)da

gdzie
Boxt-A) =l [ € Pl
VT =
W szozegblnym przypadku niech sz/t/ bgdzie funkcjg liniowg
S2/t/ = kt, gdzie k jest stalq, wéwczas rozwigzanie 2.79

jest X G'(xi') k’f{(‘f _._i__ erfcé%_ﬁt-. —x/4}"t}

——4kh’-erfc
Wystepujgcs po prawe] stronie fum:e;q, erfc/1/ definiuje
= erfe (L) =1-erf(l)

gdzie funkcje biedu Gaussa erf /1/: ‘%-,—fe Pzdp
ma wiasnosci:
erf(l)e [01]dla le[0,09]  erf(0)=0,erf(oo) =1 .
Praktycznie dla ( 2>2.7 funkcja erf /1/ = . 9999 praktyocz-
nie maio rézni sig od jednosei.

Temperatura na powisrzehni granicznej (R warstwy cieplnej nie
ulegnie zmianie w procesie o czasie trwania %, wobec tego
zachodzi zalezno&é
iy Pl X )=
B =4kti (1 er'f:m-' g.

Skgd otrzymujemy réwnanie okreélajgce gruboéé warstwy cieplnej
2.81 x=2nVYut dla n=2 Wwbn=3.
Rzeczywistg gruboéé warstwy cieplne] X, szacuje aiq)g__zéfn(h

Bys. 2. Okredlenie grubodeci warstwy

cieplnej Xoge
Dale] rozwazania bgdziemy prowadzili dla bezwymiarowego
ukiadu wielkosci,
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Wielkodci obdarzone wymiarem oznaciymy daszkiem na gérze,.’
Ozas _bedzie przyjmowal wartoéci z przedziaxu [0,1], jedli

'l'“'%‘ s &dzie ’ck oznacza czas trwanis procesu. Aktualng
granice, plastycznodci okreslimy pordwnujge jg z granicg pla-
stycznodci w temperaturze 293 [°K1, a#(nt) = it(rt)/R;,
Pozosta}e zmienne 8g parametryzowana Xedlug wzordw: X

r= zr‘f,‘ , Clt)= C(-t)/a, a,=1,b,= /a,,g-—gaz A;,t: 3
m )uf /8% , 6 =G/27[° KJ ,r= r/aa

B = m-/*f p(p’éV‘P/ ’ F’a:)"'ﬁ(ﬂ/;‘>
Zoiér wlelkoéci wymarOwych parametryzu,]qcych uk¥ad zmiennych
jest wobec tego d, ,i' 273[°K] 3"20 ‘

Uxzad réwnah 2.67, 2.76 i ‘é.77 przy tym sposobie wyeliminowa-
nia wymiaréw nie zmieni sig.
Szukane funkcje bgdg okreslone na dziedzinie

dom={(rit) : rlt)e [att),bt&)], te[011} .

2e5s30 BROWNANIA PODSTAWOWE DLA MATERIALU ZE WZMOCNIENIENM
UkZad réwnand problemm /@ dla procesu izotermicznego
@ /r,t/ = @, = const., gdzie ¥ = const. i 2a%/36-=0
redukuje sig do dwéch rdéwnard
.ﬁa&.(r.ﬂ .C.(i‘) €1 +1)x(r'i') 3

el b(C)
l2.2/ p&)+gc(t)lna/b Z}gczﬁ)@_ J__zc_ng%d, 2faetlr =0

Warunki poczgtkowe i brzegowe sg: B

2.83 x#(r0)=x°, Cl0)=C(0)=0.

Uktad réwnad 2.82 z waruhkami 2.83 jest problemem poczgtkowo-
brzegowym opisujgcym zachowanie siq materiaiu lepkoplasiyczne-
g0 ze wzmocnieniem izotropowym, Zagadnienie to dale] bgdziemy
oznaczali symbolem /W/.

http://rcin.org.pl
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2.5.4, ROWNANIA PODSTAWOWE DLA MATERIALU SZTYWNO-IDEALNIE
LEPKOPLASTYCZNEGO

Granica plastycznodci dla materialu sztywno-idealnie
plastycznego speinis warunsek
2 (rt) = ot =const.
¥ tym przypadku problem /W/ zredukuje sig 4o réwnania réznicz-
kowego zwyczae jnego sklasyfikowanego Jjako réwnanie ruchu typu
Releya
/ 2.84/ ?C‘*)L"F‘i'fca( )"'5_—(51! aft 2lng-+p)=0
co tatwo zauwazyé, jedli wprowadzi sig oznaczenia:
d: = —2/ 3 Xt c/t/,
u/s = pe/lglnllai /(B +20)]),
i r(a 124" (64 21] ex[(a%m) !§+2x)]) 12542
ma ono postaé
/2.85/ % +F(x, %)% +q(x) =d .
Réwnanie to jest réwnowaizne ukiadowl réwnar autonomicznych
pierwszego rzqdu Xx=yi,x=yZ
(yt)*=y2,
(y2)'=—g(y)~f(yty2)y2+d .

W ogélnej teorii réwnari ruchu wspdéiczynniki f /x, x / i g/x/
nazywa sig odpowiednio wspdiczynnikiem ttrumienia i giig
“zwrotng" lub bezwiadno®cig,

/2.86/

Warunki poczatkowe dla ukadu /2.86 / sg
y1(0)=0 5 y2(0’=0 dia t=0.
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3. ISTNIENIE I JEDNOZNACZROéé ROZWIAZANRIA,

& rozdziale tym omdéwimy twierdzenia o istnieniu i jedno-
znacznoéci rozwigzsnia probleméw /@, /W/ i /S/. Ponadto
podamy twierdzenia ¢ rozwigzaniach okresowych lub nieokreso-
wych oraz sprawdzenie zalozeX przyjgtych w tych twierdzeniach
dle problemu /S/.

Provlem /@/ przedstawimy jako zagadnienie SIEFANA dla rdwna-
nia przewodnictwa cieplnego.

Istnieniem i jednoznacznodcig klasycznego rozwigzania problemu
Stefana zajmowali sie miedzy innymi FICHERA /44/,FRIEDHAN/45/,
KOHN i NIRENBERG /70/, CANNON i HILL /31/.

Istnienie i jednoznacznoéé siabych rozwigzar badali LIONS/74/
i WIGNOT/77/. JAMET i PARTER /64/ oraz JAMET /65/ badali
jednoznacznodé i istnienie przyblizonego rozwigzania dyskretne-
go réwnania operatorowego.

W drugiej czedci rozdziau przedstawiono uwagi o rdéwnaniach
rézniczkowych typu Releya oraz cytuje sig twierdzenia zawarte
w pracach CHANTURII /32, KARTSATOSA /72/, GRAEFA i SPIKESA/48/,
BOBISUDA /17/ oraz innych.

3.1, ANALIZA UKZADU ROWNAK /G
Zapiszmy ukiad réwnar /67 w postacl normalnea

1. 6= gm,—{&iﬁﬂ -3+ 2CT) f R f e p(f)}

foryiol
/6/ 2. letle g Ol ‘%H)wrw ,
o %:ﬂ Lﬁzg.,,_iq; gdzie C oeC? (naie,.a de kiasy Cz)

rory

Iozemy dla tego ukiadu pcstawié warunki poczgtkowe
/3.0/ Cl0)=Cl0)=0, st (r,0)=20°(8(rp))=2¢%r), G(r0)=ip,(r),
oraz brzegowy typu DIRICHLETA

/3.1 Blat)=ft) i Olbt)=f{t).
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Funke je g (r),Rt) { f(t) muszg spetniaé warunki zgodnodci

/3.2/ pla)=f(0 i y[b)=£0) dla ba#0

w przeciwnym przypadku warunek poczgtkowy i brzegowy byiyby
eprzeczne ze sobg w punktach (Q,O) { (b,O).

Problem opisany ukXadem réwnaf /Gv/ mozne sprowadzié do zagad-
nienia STEFANA dla réwnania przewodnictwa cieplnego, jesli
zamiast zmiennej geometryezna;, Jakg Jest promied r, wprowadzi
sig grubosé

/3.3/ x=pr—alt), gdzie 0{x{sk), sf)=blt)—aft).
Dokonujgc transformasecji /3.3/ obazar{(r'l‘) att)drLblt), 04#(T<°°}

/BYS. 3.1/ odwzorowuje siq do obszaru {(x’ﬂ 0¢x{stH, O(t‘(T}
/patrz RYS, 3,2/

At ; bt
T T
.
¥ > stt)
s) /-
ol J ) 0 X
alo) b(0) L B=s(0)
RYS. 3.1 Obszar {rt}. BYS.3.2 Obszar {xt}.

Wéwczas dla zadanych funkeji f,¢p 1 szczegbélnego przypadku
f1/t/ = 0 oraz wartodci B nalezy znaleZé dwie funkcje

8 = 8/t/ 1 B= 0@ /x,t/ takxie, ze ich para /s,&/ speinia
zaréwno réwnanie przewodnictwa

18 muteop R lon 2] 28 w ohezarze 04, KELT,
/3.4/ &(Ot)—f'(t)),o i G(stt);t)=0 dla 0&tLT,
| 0= Y0 dia 0¢x{B , s(O)=BH0,
jak réwniez réwnania opisujgce ruch swobodnego brzegu
/3.5/ st)=btt)-alt) dia r2l)=aX0+2Ctt), a)<rbit) ,
gdzie C/t/ jest okreélone z ukla. vl réwnl.li ]

/3.6/{6w_ B {g,cé‘f(ﬂ(;ré‘_ +2C?f) (uaw)nrwrnq Ti&ﬁ’éf‘ p(t)}.

X+ ol (Halﬁ)‘IH(O) +1 X(X'l'),
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w zaleznodci od danej funkecji ¥(8)i warunkéw poczgtkowych
of (x 0)=%°6{x,0) oraz C/0/=C /0/ =0

Funkc ja C/t/ jest cigga i ograniczona tak, ze przemieszczenie
u gwarantuje wystgpowanie maiych odksztaXcenl. Speiniony jest
warunek b/t/ - a/t/ > 0 , dla t€[0,T].

¥ problemie Stefana, jedli B > 0 przyjmuijemy ze: ;

ZAZOZENIA 3.1

Funkcje £ i \p 8§ nieujemne oraz ciggie z wyjz’;tkiam skoXiczone j
ilodci punktéw, gdzie funkcje te mogg zmieniaé siq skokowo
Przy czym zawsze muszg by¢é ograniczone.

Ponadto istnieje dodatnia stata N teka, Ze

3.7. 0K pl)EN(b—x) dia 0<x<b.
Istnienie rozwigzania problemu STEFANA wynika 2 twierdzenia

PWIERDZENIE 3.1 /o istnleniu/

Rozwigzanie (5‘,9) problemu Stefana/ 3.4/, /3.5/ istnieje,

kiedy speinione sg zalozenia /3.1/ dla B > 0. Funkcja s/t/

opisu jgca, swobodny brzeg ;jesj monotonicznie niemale jgca

i clggta co najmniej kxlasyC oraz speinia warunek
0LSCA dia 0GEST

gdzie A jest stalg okredlong z lematu /3.1/.

LEMAT 3.1

Wobec zatozer /3.1/ niech @ bedzie rozwigzaniem /3.4/ a s/t/
niech bedzie monotonicznie niemalejgcy funkejq. Istnieje
wéwczas dodatnia staXa A zalezna tylko od B i staie]
Lipschitza N w /3.7/ taka, ze speinia warunek

04V '8 (s)-y 1)K A
dla wszystkich O0<t{T i@ 0¢y<b.
Jednoznacznodé rozwigzanis problemu Stefana CANNON i HLLL/31/
przedstawili Jjako wniosek wynikajgcy z twierdzenia o stabil-
noéci rozwigezania.

TWIERDZENIE 3.2 / o jednoznacznobei/
Wobec zatozenia /3.1/ kiedy B >0 , rozwigzanie (5,0) probvlem
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Stefana /3.4/, /3.5/ jest jednoznaczne.

W twierdzeniu /3.1/ zakZademy ciggXoéé pierwszej pochodne]
funke ji
s(C(t) = (B(0)+2Cte) "2 — (c(0)+2¢) "2
opisujgce] swobodny brzeg, nalezy zbadad wiasnofci C/le/
Jest to mozliwe jedli znamy funke je G'(x;t),?f’(e') { °(@) .

Stawiajgc zredukowane zagadnienie CAUCHY dle réwnania przewo-
dnictwe cieplnego (3)(3) z warunkiem poczgtkowym Y mozemy
okreflié rozwigzanie G‘fx,t) dla caze] pézprzestrzeni
{(x,t); x€R i t> O}. Rozwigzanie zagadnienia Cauchy
trektujemy jako przyblizenie rozwigzania innego jakodciowo
problemu Stefana, gdzie poszukujemy rozwigzania tylko
w ograniczonym podobszarze péiprzestrzeni

{(x;t);~020Lx{+ 02,50} .
TWIERDZENIE 3.3
Jesli funke ja rzeczywista (0 jest ciggxa i ograniczona to
funkc ja 1+oe
B(xt)=(2NT) ] plyh(x-y,t)dy
nazywana caikg FOURIERA - POISSONA Jest rozwigzaniem zreduko-

wanego zagadnienia CAUCHY. Rozwigzanie to__jeet ciggte i ogra-
niczone w péiprzestrzeni domkniglej R,.’{(x;t),--eQ {+oo, 1) 0} ;
Funke ja hGC.(Rz\{O})jest nieskoficze-

nie wiele razy rdézniczkowans w péiprzestrzeni }Rz poza
bliskim otoczeniem {0} punktu (x =0, t = 0) i ponadto Jjest
okreélona zaleznoSciami i

t~"2exp (-f51 ) da 10,

b (x,t) = {0 dla t<0,

h(x,0)#0 dla x%0.
Znajge rozkfad temperatury (3 (r.t) w problemie Cauchy mozemy
zbadaé zagadnienie poczgtkowe dla ukfadu réwnaf /3.6/ oraz
warunkéw poczgtkowych

/3.8/  ClO)=Cl0)=0 , »#(0,x)=2°(x),

gdzie funkcje okreélajgce zaleznosé lepkosci i granicy plasty-
cznosci od temperatury sg dane wzorami
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/3.9/  ¥l@)=168.25[1+2.6(.80586-0)*];

/3.10/ ¥%6)=1511.56exp[.45(1.059/0 ~1)1/ 45,

Punkcje ¥ (B) {2f%@) okreélono na podstawie badari MAIDENA
i CAWMPBELLA oraz pracy HMANJOINE.

Obnizajac rzgd pierwszego z réwnah /3.6/ uktad réwnad, dla
ktdrego stawiamy zgadnienie Cauchy, przyjmuje postaé

711/ "f’& 'f‘;(afgtz’(‘b ZVI (x+at+»‘z7*"a“+2 | x+aty P(ﬂ}

(Gutlm 2 T ( Txra@yT +1 )“"‘ %),

a warunki - poczqtkowe

/3.12/ C{0)=0, pl0) =0, 2 (x,0) =xx).

W zatoZeniach twierdzenis CAUCHY - KOWALEWSKIEJ o istnieniu

i jednoznaczneosdci rozwigzania analitycznego ukiadu réwnad
rézniczkowych czgstkowych pierwszego rzedu postuluje sig anali-
tycznogéé¢ wszystkich funkeji pojawiajqeych siq w ukradzie

i warunkach poczgtkowych. Funkcje wystqpujgce po prawych stro-
nach réwnar /341/ mozemy oznaczyé ﬁ(x,‘l‘,c,l.p,b(’),

sg one analityczne wzglgdem kazdego z argumentéw w pewnej
dziedzinie D. naleZgce] do pigeiowymiarowej przestrzeni wekto-
rowej. Punkcja °(x) jest analityczna wzgledem X.

TWIERDZENIE 3.4 /CAUCHY - KOWALEWSKIEJ /.

W dwuwymiarowym siedztwie punktu (xo ’ 0) iatnieje doktadnie
Jedno rozwigzanie C,lp,)f} - w dziedzinie funkc ji analitycznych
speiniajgeych warunki /3.12/, jeéli spexnione 8g zaiozenia

o analityczmobei funkeji Fi (i = 1,2,3) 1 a7r).
Przedstawiny kilka uwag dotyczqc&ch analitycznosci funkeji Fi
zdefiniowanych zaleznoSciami

F (xt,C,p,0¢):= tp(f

3.13 F (Xt C,(P,x)) = {g—w—ep +ZQ’ i{(m&ﬁu‘{ﬂ) 7+2‘E% P {’)
(P (8, 9,0t Q'L—))‘.,. R %——m +1)#(x;t),

gdzie: a = a(t)= [G‘(O)*'z()é&? s - H+)={g(q-220(f)]”z.5‘fﬂ=bﬂ’)—ﬂ(ﬂ
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W badaniu analitycznosci posiuzymy sig lematem:

LEMAT 3.2

Funkeja f /X/ = £ /11...., xm/ klasy C° o zmiennych
Xypeneey X jest analityczna wewngtrz m wymiarowej kuli Kr
o érodku w punkeie X / x?,...., x; / i promieniu r, jesli
Jest sumg szeregu potggowego o0 postaci
3.14 ch)-"ﬁ a (%, =x2)" (%, —x2 )"
. Pﬂ"'JPmPl”.Pm 1 17 oo (Xm— X
z promieniem zbieznodci r.
¥ szczegbélnodci moze to byé szereg Taylora, wéwezas jego
wspéXczynniki sg okreslone przez

A 1 (P‘Hv...-rh)
3.15 Qpt.pm = Pi!_ wPml aXF ...ﬁxEH X=X, 2
Parametr m dla funkcji Fi w 3.13 jest m = 5.

Problem stwierdzenia analitycznodci polega na znalezieniu
szeregu majoryzujgcego szereg 3.14 .

W tym celu nalezy znaleié M najmniejszg gérng granice czionéw
szeregu 3.14 w pewnym punkcie X, /x:,...., x) / texim, ze
speznione sg nieréwnodci X,X,{R oraz min|x1_x;]=g>0,
?edzie ¢,ReR. k¢S

wzgledu na drugg 2 nierdwnodci cziony szeregu 3,14 mozna
oszacowaé w punkcie X
P1t -+ Ps a_oYl ¢ 4 __o\PF
iap1---p5‘§ <I°~p1...p,("1 ’h) ("5""5) |<M
stagd wynika nierdéwnosé

3016 lap..psl< Mg_(”+"'+”).

Liczba M zalezy od wyboru punktu I.], od kresu gérnego moduzu
funkcji £/X/ i jej pochodnych dowolnie wysokiego rzedu. Okre-
€lenie relacji migdzy wyrazami szeregu Taylora 3.14 jest
kiopotliwe dla funkcji wielu zmiennych, poniewaz wigze siq to
z bedaniem wielkoéci tychczionéw w réznyech punktach ograniczo-
nego obszaru D5'

Ograniczonoéé dziedziny I:v5 wynika z intuicji fizycznych,
Znajqc liczby i i ¢ mozemy okredlié funkejq

3.17 f*(x‘,,,,,x‘)—l;l ”3_::”""'")(*1";(3)”'"(x,—x:)"==
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» - M

F 6 = e V) (1= (=3 5)
ktéra majoryzuje funkecjq stanowigcg sumg szeregu potggowego.
Szereg w 3.17 Jest zbiezny w kuli o promieniu g<R/V?.
Majorante ta nie jest jedyng, mozliwe sg inne o wigkszych
wspbzcezynnikach szersgu, Przepis na skonstruowanie ma joranty
szeregu potqgowego bgdgcego rozwinigeciem funkcji wielu zmien~
nych podkresla trudnoéci zwigzane z badaniem analitycznofci
tych funkeji.

Poszuku jgc odpowiednic duzej liczby M nalezy stwierdzié zbiez-
noéé wepbéezynnikéw /3.15/ szeregu potegowego /3.,14/.

¥ tym celu nalezy poréwnaé sumy pierwszych i drugich pochod-
nych funke ji F1 oraz zbadad, czy nie sg funkcjami osobliwymi,
Speznienie powyzszych warunkéw zatwo stwierdzié dla funkecji
F, 1 Fy, Jjeéli speinione sz zaleznodci al0)#0,0&x<s(H),y(t)<o0
oraz relacja zawierania ¥, &S(xt) , gdzie & jest pod-
przestrzenig funkcji f /x,t/ o wiasnodciach f(x",i’)(N(ﬂ’

dle x* takiego, ze 0Kx™{s(t)sk oo, 0{t<Loe, NaR,

Badanie 1‘2 jest niezwykle pracochionne. Mimo tych trudnodci
sprawdzono, ze sumy pierwszych, drugich i trzecich pochodnych
funke ji 1‘2( X b, C,q;,af) 8g ograniczone, jeéli speinione

8§ te same warunki na Y,¥,3 1 x jakie podano w komentarzu
o badaniu F, 1 1'3.

3.2, ANALIZA PROELEMD /S/
RcS.wnanie nieliniowe opisujgce problem /8/
/o0 G 8T (i)~ )] ftnlet pepint)+ 2/5] =0,
o =a(Clt)=[a0+20]"2, b=blct)=[k¥0)+204)] "

Jest réwnaniem rézniczkowym typu Releya, co Zatwo zauwazyé
jedli zapisze siq je w postaci

3.18 E+CF(C,C)+glc) =0

réwnowazne j ukadowli
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3.19 C)=yp®), y®=—-gC)-F(C.Yvy,
gazie g(C)=pt)/eln(a/k) +2/¢ , oraz

319 FCy) = (b ~dr) 5 b-E) st

Rozwigzaniem problemu /S/ dla parametru § = 1 1 warunkéw
poczatkowyeh C /0/ = &/0/ = 0 jest funkeja

(1) Cit)=[b640)~a"0expln)1/(2[expln)-1]),

gizie p= plt)[1-exp{t5)]+expt &) n[Q/a*0)] .

Zbadamy ukiad réwnad rézniczkowych silnie nieliniowych
3.20 %%}- = fi/ t,xq, x2/ , /i=1,2/, z warunkami
xt/O/ = 0 odpowiadajacy ukadowi 3.19, gdzie funkcje

f1/ tyXyy x5/ / i =1,2/ sg okredlone w dziedzinie

D={O$t<+m,—m<x1,x,<+ou3
i speinizjg lokalne warunki Caratheodory'ego, to znaczy sg

ciggte ze wzgledu na pierwszy parametr i mierzalne ze wzglgdu
na parametry Xy, X, /wkesnoéci te sg zamienialne/.

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania zagadnienia 3,20 wynie-
kajs z twierdzed Cauchy, Picarde lub szczegélnych przypadkéw
tych twierdzend, jeéli p/t/ > 0.

W twierdzeniu Picarda zgda sig, aby fi / i = 1,2/ byty funkeja=
mi ciggiymi w sensie Lipschitza. Sprawdzilisdumy, ze prawe
strony ukZadu 3.19 speiniajg ten warunek.

C i cI
W twierdzeniu Cauchy postuluje sig, abyl%ﬁ"" L\';%l byxy
ograniczone W obszarze D,ywéwczaa warunek Lipschitza jest
speiniony.

Rozwigzanie x, moze byé osobliwe, jefli dla pewnej funkeji

1
p/t/ > 0 wchwili t = t% 4 przykigdows dle parametru

Z = 1 epeiniony jest warunek P&")=— -t r 3
Wéwezas znajiuje zastosowanie twierdzenie o istnisniu esobli-

wych rozwigzah ukiaddéw réwnar silnie nieliniowych 3.20.
Rozwigzanie X, rihoe x, /t/ tego ukzadu nazywa sig osobliwym,
jeéli jest okreslone w skoriczonym przedziale [to wiE")

i speinia warunek

n .
3022 lim S |x )] =+oe (-e=), n=2.
Tt (=1



47

Punkt t™ nazywa sig ruchomym punktem osobliwym. Nieruchomy
punkt osobliwy widaé bezposrednio z badania funkcji

fi /it Ty9Xp /, inne punkty osobliwe nazywa sig ruchomymi
punktami osobliwymi.

Ponizszy prazykiad (:) pokazuje réznicqg migdzy ruchomym

i nieruchomym punktem osobliwym.

Istnienie osobliwego rozwigzania dla ukXadu n réwnat typu

© 3,20 wynika z

TWIERDZENIE 3.5 /T.A., CHANTURIA /32/ /

Dla t > O, (—‘l)‘;“xuéxo (k=1,..,n) niech beds speinione
nierdéwnodci

3023 CAUEE x4y xal) D )] xiq 12 (i=1,..00)
gdzie X, D0, Xp#t=x,, ¥ =0 b1, 3;>0 (i=1,..,n),
Inlk,,>1 oraz q;{t) (i=1,.. .,n)
8g funkcaami ciggiymi i dodatnio okredlonymi w przedziale

[0 +90), Wéwezas ukzad n réwna¥ typu 3,20 ma osobliwe
rozwigzanie x,/t/...., x /t/ takie, ze (-1)¥x(£)>0, telt, 'L‘")
(i=1,..,n).

Déwéd tego twierdzenia podano w pracy /14/.

Twierdzenie to jest siuszne jedli dla pewnego mG[T,...,n}
: : 3 oo (—oo
speiniony jest wamnekt_l;t._rr_it” ‘_-mix.&)[=+ (—==).

Klasyfikacja rozwigzall réwnania rézniczkowego /S/ jest drugim
z zagadnied jakie nalezy zbadaé. Rozwigzanie C/t/ réwnania/S/
nie jest oscylacyjne, jesli istnieje t } to takie, ze
Cit)#0 dla tpt, . Rozwigzanie nazy'aa siq oscylacy jnym,
jeéli dla kazdego danego t, » t, istniejg t, i ty spenia-
jace warunid t,<ta{ty , C(t2)>0 i C(t3)<0.

{:) PRZYKZAD Rozpatrzmy przykiad réwnania x = £ /%, x/,
x =/x1, XopeensXy / w ktérym £/x,t/ jest
wielomianem,

W tym przypadku nieruchomyoh; punktéw osobliwych
nie ma, mogg istnied takie punkty osobliwe ¢,y
ze speiniony jest warunek Xi+-:+xj3 —»o® przyt—+t®
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Rozwigzanie niedodatnie lub neujemne, posiadajgce dowolnie
duzo zer nazywa sig rozwigzaniem typu Z.

Wygodnie jest zapisaé réwnanie 3,18 w postaci
3.2 R+fltxx)=eltx,x),
gizie wprowadziliémy oznaczeniaf(txx=CF(C,C),e(tx,x)=—g(C).
Przedstawimy twierdzenia podajgce warunki dostateczne istnie=-
nia rozwigzar nieoscylacyjnych:
TWIERDZENIE 3.6 / A.G. KARTSATOS /72//
Kiech dla réwnania
: -1 . (n=1)
(%) f k0 " N=eltxx,. <" ),n)z
speinione bgdg warunki
/i f:TaR =R =(-e=,+e=), T=[t,+ee),t, )0,
/i1/ e :T»'R"-—. R .
+
111/ [t [t ut),.. u " V) ~eftutt), .., u™ V) Jdt =+oo (~o2)
0
dla kazdego ueC"[‘to;Fw) ktére jest ograniczone migdzy dwoma
dodatnimi /lub ujemnymi/ staiymi dle odpowiednio duzych +
i dla pewnsj staXej m takisj, ze 0{m<n—2.
#owozas kazde rozwigzanie réwnania (Bk‘) Jest NIEOSCYLACYJNE
i spefnia warunek Lm inf |x(t)|=0.
t —tae

Wykorzystujge rozwigzanie (31) dla parametru 3= 1 oraz zaleino-
§¢ okresdlajges

k(t) =~ (b2~ g exp(n)/2lexp(m)-11),
mozna sprewdzié,ze funkcja x/t/ jest ograniczona, jedli p>0+to
i‘ﬂo)‘)ﬂ(mhbﬁﬁg@fowq_w pierwszym przypadku
P> exp (t5)n [ B10)/a(0)]pit)[1-exp(tr)],
w drugim zaé zachodzi nieréwnosé plitiexpftln[Bi6H0]/pbl1-eptt].

Warunek /iii/ jest speZiniony poniewaz

[ftex 0t = {; e (az(o)-g(o)(-l,~a1,)[-}-§(d‘to)-b‘(0))(é§":,7—]/@na/b)dt=o
0 & + -
Twierdzenie 3.4 uogdlnili GRAEF i SPIKES /48/ dla réwnan
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rézni czkowych parzystego rzedu n z perturbowanymi argumentami
postulujge, aby %_i_q;anfix&)lﬁK gdzie K jest takgq stals, se
dla K 2 0 i pewnego ueC"[t,°2) speinione sg warunki
1111_1_1.nf;(t)>n< y li_uz:_fu_gu(tK-K.

Bardzie] ogdlne twierdzenie stuszne réwniez dla réwnad rdézni-
czkowych z perturbowanymi argumentami typu

XLl % %, o T x (i 8), 5 (8], o, X b)) =l X, 08, 48,
ktére majg rozwigzania nieoscylacyjne lub typu Z podaz

GREAEF /47/. VW twierdzeniu tym postuluje sig, aby /Wi/
le(’t,x,i)KS(f) dla kazdego tsfto}’“) oraz /W2/ x-F(t,x,:'t)} 0.
Pierwszy z tych warunkéw zgdajgcy ograniczonoéci funkeji
e/t,x,x / nie jest speiniony. Drugie ograniczenie dla

funkeji £ jest speinione, jesSli funkeja p/t/ jest rozwigzaniem
nierdwnodci rézniczkowej ,':(f)(‘l-e“?-ef' ¥ Pﬂ)*étﬁ'in[bwa'(a] 0
wynikajgcej z warunku pft)<0.

TWIERDZENIE 3.7/ GRAEF /47/

Zaxdzmy, ze istnieje cigga funkcja s :[ts,00)—=R
speiniajgca warunek /Wi/ oraz zachodzi /W2/. Wéwczas kazde
nieoscylacyjne lub Z = typu rozwigzanie réwnania 3.24
spetnia warunek |x(t)|=-0(‘t+r(t—'t)s(‘t)d‘r),'l"‘"'°° ,

czyli jest rzedu sumy danej w wyrazeniu (t+j:(t—‘r)s('r)d-r).

Warunki istnienia oscylacyjnego rozwigzania dla réwnania
w postaci 3.18 pode: BOBISUD /17/, edzie funkcja g-g({',x,i),

TWIERDZENIE 3.6 /BOBISUD /17/
Zaxézmy, ze: I
1 g(f,x,)z,)ciqgfona [O;a)»(a:m)ﬂ(‘oa,aa)oraz spefnia warunek
xg(t,x,x) >0 dla x £ 0,
2. F /t,x,% / jest ciggta nal0po)n(eseo)n(-0=,02) 1 istniejg
ciagte, nieujemne funkcje k i m takie, ze —k{Fltx,0&mi)
zachodzi na [0,%),

3., dla danych statychd>0,M>0 istnieje 'td-',.g)O i funkcja
G/t/ = Ggpy/t/ okreélona na[f,_n,m) speinia warunki
; 70/ 7 [y, G)de —=+eo dlat——teo
jesli XX )0  wéwezas /ii/lg(t,x,izrﬂ)g(ﬂdh IxIpd[%I<M,
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o
4. dle kazdego t30 , Lk('z)d'r(‘:’ *
t =
(lm jhoxp[—L'm(s)ds]d't 0. ‘
Wowczas réwnanie 3.18 ma rozwigzanie oscylacy jne.
Z warunku /1/ xg(tx,x)>0 i twierdzenia ROLLE'A wynika
warunek g /t,0,%x/ = 0, ktéry nie jest speZniony i ponadto
funkcja ta nie jest symetryczna ze wzglgdu na x.
o0

Warunek J;k('()dt’(“ réwniez nie jest speiniony, poniewaz
funkcja F/t,x,x / nie jest ograniczona., Stgd wynika wniosek,
ze dla dowolnych funkeji p/t/ > 0 oraz0<{3<1 problem 3.18
z warunkami poczgtkowym C/0/ = C/0/ = 0 ma rozwigzania
nieoscylacy jne.
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4. METODY ROZWIAZIWANIA

¥ rozdziale tym uzywajgc okresler i definicji z teorii
aproksymacji oraz prostych faktéw z analizy funkcjonalnej
wy jadnimy pojqcie aproksymacji funkcji z przestrzeni Banacha
metodg elementdéw skoficzonych i metodg rdéznicowg. Ponadto
przedstawimy metodg Rungego - Kutty oraz metody kollokacy jne.
Wszystkie prezentowane tu mstody opiszemy pod wzglgdem ich
uzytecznodci w rozwigzaniu problemu Stefana.
Metoda Rungege - Eutty moze byé zastosowana do rozwigzania
zagadniet /8/ i /S/.
Metody kollokacy jne oraz ich szczegélny przypadek, jakim jest
metoda uzywajgca funkcji "spline interpolation" sg uzyteczne
do rozwigzanis problemu Stefana oraz zagadnienia /W/.

Nie bgdziemy opisywali prostych metod réznicowych zapew-
niajgcych dokiadnoéé rzedu pierwszego O(h) , podany jedynie
koricowe zaleznosci wynikajgce ze stosowania tych schematdéw
réznicowych do rozwigzywania uktadu réwnad rézniczkowych /W/.
Koszt obliczel, zbieznodé i rzgd dokladnodci metody sg elemen-
tami decydujgeymi o Jjakodci wybrane] metody aproksymacyjne]
zastosowanej do rozwigzywanego problemu rézniczkowego.

Aneliza jakosciowa przedstawlanych tu metod numerycznych
wskazuje na to, zZe metoda Hermita Jjest procedurg optymalng ze
wzgledu na to, %e zapewnia najwyiszy rzgd dokzadnodci O(h‘)
przy najniiszym koszcie obliczed i ponadto jest metodsg bezwa=-
runkowo stabilng.

# opisach pominiemy oszacowania bigdu metody oraz kryte-
ria i twierdzenie o stabilnodci i zbieznodci metod aproksyma-
¢y jnych. Szczegéiowe opracowania na ten temat mozna znaleid
w pracach cytowanych w tym rozdziale.



4.1. OMOWIENIE METOD
4.1.1. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH A METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Nie jednorodne réwnanie rézniczkowe w kazdym przypadku mozna
przedstawié w postaci operatorowe] L/u/ = f lub oznaczajge
A/ = L/u/ - £ zapisaé je w formie

{AWar)=0 , u,veXcB,
gdzie L jest operatorem rézniczkowym, A jest operatorem
liniowym dzia%ajqcym 2z przestrzeni [kanA)c:B do przestrzeni
sprzgzoneJ X*CB, B Jest funkcyjng przestirzenig Banacha,
nawiaa(g,lr) oznacza wartoéé funkcjonstu g na funkcji V.
Rozwigzujgc réwnanie rézniczkowe nalezy wyznaczyé takg

funkeds e pom(A)=X<B

dla ktérej wartoéé funkcjonazu A(u)€ X™na funkcji v speznia
warunek )

4.1, {Al),v>=0,VveX.
Zagadnienie to nazywa siq problemem BROWDERA i jest szczegdl-
nym przypadkiem poszukiwania funke ji uEDom(L)CXdeqcej roz-
wigzaniem réwnania L/u/ = O, gdzie I jest operatorem réznicz-
kowym takim, ze L:Dom(L)—=Y ¢ X YeB.

Twierdzenie o istnieniu rozwigzania zadania Browdera /414
dla funkecji u nalezgcej do przestrzeni Banacha mozna sformu-
Zowaé nastgpujgco:

TWIERDZENIE 4.1 /F.,E. BROWDER /13/ /
Zaxbézmy, ze operator A/u/ daje sig przedstawié w postaci
Mu/ = Ao/« Ay/u/

i speinia warunki:

1. przestrzel X jest refleksywna czyli X = I‘*,

2. operator 11 Jest maksymalnie monotoniczny,Dlome’-X.J

3. operator 12 Jest monotoniczny, koercywny i ciggiy w sensie
opisanym dalej.

TEZA: ZADABIE 4.1 MA WOWCZAS ROZWIAZANIE,

Wy jadnimy znacrenis pojeé podanych w zatozeniach tego twier-

dzenia.

Operator A nazywa siq MONOTONICZNYM, jeéli speiniony jest

warunek
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4.2, {Alw)—A(v),u=v) 30 Y u, 5 € Dom(A)=X .
Monotonicznodé operatora jest warunkiem koniecznym dla odwra-
calnodci operacji oraz zabezpiecza przed istnieniem zbyt wielu
rozwigzar zagadnienia /4.1/., Bardzie] ogélnie podzbiér
G X > x"nazywamy zbiorem monotonicznym, jesli dla kazdej
pary /u1, w1/ 4 /“2' '2/ nalezgecej do G zachodzi nierdéwnosé

W= W, Uz=ug > >0
Zbiér G nazywa sie MAKSYMALNIE MONOTONICZNYM, jedli jest
zbiorem maksymalnym w sensie zawierania wéréd zbioréw monoto-
nicznych. Odwzorowanie A jest maksymalnie monotoniczne
w przypadku, kiedy wykres G/A/ tego odwzorowania jest zbiorem
maksymalnie monctionicznym. CI‘G'LOSC operatora A w twierdzeniu
/4.1/ rozumiana jest jako ciggXo$é operacji A na kazdej linii
peku prostych u + tw ufworzonego z funkeji u,v , l,see © X,
gdzie t jest parametrem rzeczywistym.
Taka ciggXoéé operatora

4, 31-1';T+,<A (uttv),v>={A(u),v), teR

jest réwnowazna zwyklej ciggtodci, jesli Dom(A)=X =R?=,
Operator A jest maksymalnie monotoniczny wtedy i tylko wtedy,
jedli jest ciggly w sensie /4.3/ i maksymalny w sensie
inkluzji w rodzinie monotonicznych odwzorowar z X do X

oraz ma wypukig dziedzing Dom /A/. Cperator jest KOERCYWNY,
jesli ilorasz qul U zbiega do +°° oraz mianownik zbiega

do +oo , Koercywnofci opsratora zgda sig, aby istniazo co
pnajmniej jedno rozwigzanie skoriczone zagadnienia /4.1/.
Oznacza to, ze wyklucza siq rozwigzania typu u/x/ = e-x,XER.
Obraz R/A/ operatora koercywnego A :/Dom/A/ = X /—=X*

jest calg przestrzenig X™, jeéli jest on monotoniczny i cig-
gty w sensie /4.3/.

GZéwnym problemem aproksymacyjnego rozwigzania zadania Browde-
ra jest zastgpienie problemu /4.1/ rodzing zadaf

4.4 <Ah(uh),‘\r,.> = o s V%GX}, ’

co jest mozliwe, jedli wprowadzi sfe pojgcie aproksymacji
przestrzeni Banacha X,



54

Aproksymac jg przestrzeni Banacha X stanowi zbiér{x,‘,p,,,r‘.,}
ktérego elementami s3:

1. parametr heB®<(01] ,infG=0,

2. przestrzen X.h jest przestrzenis skoriczenie wymiarowg

ho&

Ih = En‘/h/ i istnieje funkcja n : @ —* {1,2,...},

3. operator zwgzajgcy n, jest rzutem liniowym na skorczenie
wymiarowq podprzestrzex X.h czyll ry : > G Xh,
r,& L(X,X,) i ma wiasnosé Ty = Ty o

4, operator rozszerzajgcy Py jest takim izomorfizmem, e
pedL(X,,X),p: Xy R X

Nalezy zwrécié uwage, ze operator Ty jest operatorem odwroinym

lewostronnie do Py i wobec tego THPR%y = Uy o

oraz p,r,x sg rzutami liniowymi elementu xeX na B<X.

Néwiny, ze zbidr {x'h'Ph'rh} jest aproksymacjg zbiezng zbioru
ZcX,jezeli bigd jednostajny

EX(2):= p(lfz-g,r,,z"x/llz ly)
zbiega do 0, gdy dgzy do O.
OdpowiedfZ na pytanie dla jakich 4 i A’h zadanie 4.4 ma rozwige
zanie zawiera
TWIERDZENIE 4.2
Jezeli operator A : X —=X" jest monotoniczay, ciggly 1 koe-
rcy#ny to zadanie <A|.(u|.),‘lf|,>=0 ,'V"!r;‘th (¥ he&
ma rozwigzanie, o ile tylko speiniony jest warunek:

/4.5/ Apuy, =nrA(pyuy)

A M . = k # x #
i wowezas aproksymacja przestrzeni sprzqione] {Xh,p,, ,r‘n}
implikowsna jest przez zbiezng aproksymacjg przestrzeni X,

Aproksymac jg elementu ue X jest rodzina {phqu}h‘o 5
Pierwszym zadaniem aproksymacji elementuUl€X jest okreslenie
zhieznosciu, € X, doxe X . Mozna to zrobié dwoma sposobami:

/1/ wprowadzajge dyskretng normq]iuhﬂxhw X, , liniowy operator
r, 1 biad dyskretny "“h"’ﬁ““x., méwimy, Ze u, zbiega
dyskretnie do u jedli bxad dyskretny zbiega do O,

/2/ wprowadzajge izomorfizm Py méwimy, Ze u, zbiege do u
jesli Ppuy, 2biega do u w przestrzeni ) &
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Funkce jg ue X mozna wobec tego aproksymowad przypisujge jej
rzut nueX, lub tez prazyporzadkowujgc rzut p,nu€ PhCX .
¥ pierwszym przypadku méwimy, Ze funkcjg u aproksymujemy

metodg rdéznic skoriczonych a w drugim elementem skodczonym.

Zaletsg metody elementu skolczonego jest mozliwoéé przeniesie-
nis pewnych wxaanosci operacji A na operatory Ah’ CO ROZna
zauwazyé badajgc definicje okreélajyce aproksymacjq przestirze-
ni sprzgzonej ) dot

perINTcas 1 Yu,e X, , <nA(u)u, =<Al)pu, >
pEFINICA 2 Y ue X , {prA,(u,),u> :=<Ah(uh),r~,,:.4>h
gizie A, (uh)€X: .

Dalej w rozdziale tym zajmiemy sig metodami dajgcymi algorytmy
jawne lub niejawne obliczania wartodci u, w wegziach dyskretnej
dziedziny R’h’

4.1,2, METODA ELEMENTOW SKO&CZOMCH DLA PROELEMU STEFANA

Opiszemy dwie metody élamentéu skoficzonych uzyteozne w rozwig-
zaniu jednowymiarowego problemi Stefana, czyli problemu
przewodnictwa cieplnego

3.3 ‘gt(r;t) —a6(rt)=0
W obszarze ze swobodnym brzegiem, ktérego ruch opisujg dwa
pozostate réwnania rézniczkowe 1,2 uk¥adu /@/. Rozwigzanie
@'r,t/ > 0 znajdziemy w obszarze R-{(r‘,ﬂ Z;altilr<blt),0€t<{T }
z brzegiem Z—r={(f‘,‘t); rer'(t)—{r=a&)h&br"'b(f‘)},0€f<r} i
Klasyczne zagadnienie STEFANA stawiano w obszarze typu
B,={(r1); alo){ralO+gtt), g&)=bt)—att), 0¢T } .
Dziedzing R mozna odwzorowaé do 31, jedli wprowadzl sigq
funkec jq g/t/ okreélajgcq grubodé rury. Warunki poczgtkowy
i brzegowe dane s zaleinodciami 3.4 1 3.5.

Fiech 7o 1 T, bedg dwoma liczbami takimi, ze0{% {Y¥.{T
i niech G = G(%,,7,) oznacza czgé¢ wapélng obszaru R z
warstwg T,<{t<{v; to znaczy G"{(r‘i‘) ;a(t)ér'(b(t),f.,(t('r,] .
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Symbolem Q/C‘-‘/ oznaczmy przestrzed wezystkich funkcji ¢
ciggtych w sensie Lipschitza okreslonych na domknigeiu &
i takich ktdére znikajg na zbiorzoZTnG- » t0 znaczy zerujg
sig na krawgdziach bocznych,

Mnozge 3.3 przez dowolng funkcjg prébng ¢r—:<j(6)1 caiku jge
przez czgbci w G rdwnanie rézniczkowe transformujemy do
zaleznosci caikowej

/4.6/ By B¢ / =0 dla kazdego Pped(G),

gdzie forma dwuliniowa Jast okreélona réwnoSci

/47/ 8 (G¢)u—?fgg$dpdt+ﬁé3§;¢dm‘t+‘z9w¢(rr,ﬂr B )i z)dr=0,

Tialt)
Transformacja ta i zaleznobé /4.6/ sg podstawowymi elementami

obydwu prezentowanych metod.

4.1.21, APROKSYMACJA CIJGLA WZGLEDEM ZMIENNEJ PRZBSTRZENNEJ
I CZASU /BONNEROT and JAMBYT /19/, /21/ /

Dziedzing R zastgpuje sig zbiorem Rh warshl G™ zXozonych
z czworobokéw K[ wobec tego G":-G('t’:é“"’)- KJl oraz
Rym| |29 K.
Wiarzchogh {‘,ﬁ:,,ﬁ: P- czworoboku K{ okreslone sg
przez pary wspéirzednych (r'“'t' ~ takie, ze t"=nat (

r? =(i/3)(b(t") —a(t?) dla 0T in)0

gdzie n, i, J naleig do zbioru liczb catkowitych oraz
P?=(F?,f") . Ponadto pozozenie xuzdego punktu PeK] okredlajg

dwa parametry (rz,g), O.@z{‘[,Oé‘g {1 , takie, Zze
/4.8 g=(t-t")/k,
n=(x—x*%)/ (X':ff xXit)
gdzie:  xMEa(4-p)x+gx? (patez rys.4.2).

(=0

24}
7/ J P :,':'
™
" 7
*nﬁ .
J 1 I R'!S. 4.2, Element K"
Pe prr

J
RYS. 4.1. Dyskretyzacja obszaru R,
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Wobec tego kazdg funkejgq p€ Q(K?) okreélong na K'i‘ mozna
wyrazié jako funke jg wspdéirzednych /r, t/ lub parametréw
A AN A
(n,%) wéwczas @(q,§)=(p(x,t)i(p€Q(K) , gdzie kwadrat K jest
zbiorem punktdéw {(Q,E) ; 0< g1, 045K 1 }
A
Funkcje@EQ okresla sig¢ jednoznacznie przez wartosci jakie

A
przyjmuje ona w wierzchoikach kwadratu K, zaleznodé¢ ta ma
postaé wielomienu.,

/4.9/ Blp) =(1-p)(1-D$00+1-r)z PO +nH-D)e U0 nE P (1,1),
podeczas gdy funkcja @ nie jest wielomianem wzglgdem zmiennych
r it
Oznaczmy przez Vi przestrzed funkcji ¢ ciggiych w sensie
Lipschitza, okreslonych na Rh i takich ktérych zwezenie do
kazdego K;r nalezy do Q / K' /. Funkcje nalezgce do V) =g
catkowicie okreélone przez wartodci w punktach P; ,wynika
to bezpoérednio z wzoru /4.9/.

Poszuku jemy przyblizonego rozwigzania Qhe Vh problemu, ktéry
jest aproksymacjg zadania /4.6/ sformutowanego w postaci

/4.10/ BGR(Q.,thFO,ViPwGVh { n,0¢nEN~1,
gizie Y (P})=di ;= z)_fefgjj;ii dia 0<j{ T i n<0.
Dyskretny problem /4.10/&:102911:1 zapisaé jako réwnanie
i) i . .
/411 T (R (33 B 4 T p¥)— L (O399 =0
dla i = 1,2,40e /I=1/ i n 2> 0 2z warunkami

6, (P)=0°(r) dla 0KiLJ, 6;,(P3)=g(t™) ,6;(P7)=0dla n)0,
Wielkosci IG"E It" wystqpujgce w tym rdéwnaniu sg zdefiniowane
zgleiznodciami catkowymi na G" prawdziwymi dla kazdej funkeji
(p(r‘,‘t‘)evh okreslonej na Ry

1842/ 11/ Tlip={Jplrtidrat -5 L olrtydr,
/ii/ It,.(tp)'= m.{p(r,t")dr fgo J;, :‘glp(r,i"‘)dr,
ponadto, jedli Lp-fgtw lud V-F.g,'fw, £.6.€V, o
wyrazenie /i/ redukuje sig do réwnodci
/4.13/ IG.("P)-IK?(W)*-IK;‘(‘P) ’
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poniewaz !’ jest réwne zeru na wszystkich czworokgtach kg
z wyjatkiem j =1 oraz j =1 - 1.

Wielkoéé IKn oblicza sig ze wzoru

/4.14/ IK..(l.a)=J'J; tp(rf}drdf-gtpfrz. §Fi(u3)dedy,

gdzie }L ggag gg%

Ostatnig z caXek oblicza Big W sposdéb przyblizony wykorzystu=-
Jjgc kwadrature

/4.15/ gf Flo,)dpdE 31_2 FR),
gdzie {P} oz.nacza cztery w1erzcholk1 czworokgta K
a dowolna Lunkcaa. F jest okredlona na k.
Wobec tego z /4. 14/ 1 /4. 15/ wynika zaletnoéé

) ) &
/4:16/T,0n (63) ize%% pa 12&%%*—}
Skgd po po'c\lstaw;l.eniu wielkoéci on:reélonych 2 /4 *;
-aW-(“ BLK"H{ mz)/( m )] }l'éf(rm ~ry )
otrzymu.)emy IKn w postacl aaw?e%
n nd_n
/4. 17/ 1 (G‘af ) J_z G’(:g(ru[_rnq)
Bl Y ) e
gdzie G’n G;(P'l)
Postgpujac podobme jak poprzadnio i podstawiajgc
B =—1/(ra?-1") . 28 = (UF- 0V (r1F 1)
cazkg | o ’ zastepu jemy odpowiednio
(%Q %ﬁ g’ Aféé euE -6
/4 (;S/Ign‘ ) :r',..,.,ﬁ”r‘ﬂ‘;':}_i‘"‘
+Qﬁ—&tﬂ' .
Okreal?;gc“w}azenia e =PE )
/4.19/ I*,,(Q,tp“")-é-(q':,— i) 01

oraz wykorzystujgc je wraz z /4.17/ i /4.18/ w dyskretnym
réwnaniu /4.11/ otrzymujemy uogélniony schemat CRANKA-NICOLSONA
"4"{("?:1’ .41)((}114*' ?::) (r:\:’ﬂ rl-1)(Gl-4+ 1-1)}
420/ +5{ (rin-ri)or=(ri vk )0t}

t £ ln1 i
. %_—?H-}-O

dla niejednorodnej siatki weztéw w paszczyinie /r,t/.
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Klasyczny schemat réznicowy Cranka-Nicolsona,
/4.21/ 06} _%( ze +05 _,_Q,"*‘,—z(}'z%e»";”j)
Ax)’-
otrzynmje sig z /4. 20/ zakladajqc rrt -r‘l ,r"‘,‘;’ar':'”.*“ oraz
f‘ﬁ?’" ~ar.

4.1.22. APROKSYMACJA NIECIJGLA WZGLEDEM CZASU /P,JAMET/66//
Niech S2"=82(t")vedzie zbiorem {(nt);alt"){r<blt™,t ="l’“} €R,

ktérego elementy nalezg do odeinka zawartego quzy punktami
(alt™), ") i (b") f") Ponadto okredlimy warstwg G*=G~R" "=
{(r1);rellt), t"(t(t""} :
t

T /. eV
t"" Ruﬂ
L L
i :
) e %

RYS. 4.3. Dyskretyzacja obszaru R .

Oznaczmy é; skoficzenie wymiarows podprzestrzerd §(G")

dla OKngN-1 , = V, niech bgdzie przestrzenig wszystkich
funke ji Vi okredélonych w R i takich ktdérych zwegzenie do
kazdago G" pokrywa sig ze zwgzeniem funke ji lp,,eé,, na warstwie
Gn s czyli na warastwie G bez ddnej krawqdziﬁ’. . Poprzednio
w metodzie elementu skoriczonego z cigglg aproksymacjg prze-
strzen Vv, definiowalidmy, jako przestrzed funkcji v} ,
ktérych zwgzenie do ksﬁdegoK?ﬁG" pokrywa siq ze zwgzeniem

P, doK{€G™. W ogélnoéci funkcje W€V, sa nieciggre w chwili
t = t" i dlatego konieczne jest wprowadzenie G" oraz oznacze-
nia V= (,t") dla 0N © ¥ Slim{y; (-,t3€); 50, €0} dla 0 ngN-1.
Wéwezas z definicji przestrzeni Yy wymka'v'"—-hm{v -e);e}O,
£€+0]  alai¢{n{N.

Zagadnienie /4.6/ zastqpujemy problemem dyskretnym, w ktdrym
nalezy znalezé O eV takie, ze O =06° i

/4.22/ Bsn (91.’%)"0
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dla kazdego Lphe Q': i dla wszystkich n speiniajgcych warunek
0{ngN-1.

Jednoznacznosé rogwigzania tego problemu wynika z
TWIERDZENIE 4.3 /P. JAMET /66/ /

Dysk retny problem /4,22/ dopuszcza jednoznaczne rozwigzanie
05 speinia jgce oszacowanie

423 [36u/Brly g peny 18 Ny SE 16 1 ey e kaidogom, 04n<N.
%2 réwnania /4.22/ dla kazdego n wynika ukiad réwnal algebra=
icznych, liniowych o kwadratowej macierzy wspéXezynnikéw,
ktérej rzad jest réwny wymiarowi przestrzeni Q: « W ten
sposéb jednoznacznodé rozwigzania % implikuje jego istnienie,

Kazdej funkcji, &V, mozna przyporzgdkowaé jedng funkcjg
Yp= (")'lrhECP: , ktéra pokrywa sig z VU, na G".
Wobec tego na Vh x Vh definiuje sig nowg formg dwuliniowg

B"(G.,vh)=36n(9-h,q,(")1rh)
dla kazdego -u-hev;‘ s

Réwnanie /4,22/ ma wéwczas postaé
B(G;,2,)=0,, dla wszystkich v,€V, , gdzie

A 10 =2 B"6,, V).
W tej metodzie przestrzeﬁ ﬁ. dla kazde] Warsth mozna
wybraé dowolnie i niezaleznie od §. dla s # n . Ponadto
przestrzenie § w ogélnodel nie muszg mieé tych samych
wymiaréw dla réznych n,
Nalezy zauwazyé, 2e w tej metodzie nie jest konieczna wstgpna
aproksynacja funkcji poczgtkowej, poniewas 9':=6".

Szezegdlnym przypadkiem dyskretyzacji dziedziny R jest pokrye

cie tego obszaru simtkg wezidw tworzgcych elementy czworokgt-

ne. /Rys. 4.4'_“/{‘

* —

- OB
K

Ll

r

[ Eip
RYS. 4.4, DYSKRETYZACJA R elemsntami czworokgtnymi.
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WeZmy dwa sgsiednie elamanty prostokqtne K 1tK|‘

- 1
o wierzcholkach P‘-‘,H ’1 ,1P‘ A Preia P.+4 gdz:e Pi=(r,t 10,

»
Piq =P =T =ri-q = ar ,t =4t

Funkc ja Gﬁ w kazdym prostokgcle jest liniowa wzglgdem zmien-

nej r i t. Okredlajg jg Jjednoznacznie cztery wartodci
j S 4

1 ‘
6" %0; w(r)=hm{9;(n,‘t“+e) €0, 8*0} ,0::40,9; oraz Bird .
Zaleznod¢ okreslajgca @ Jjest podobna do /4.9/

‘o n
/4o 25/ei|(r,t)=(1"?‘)(1"%)9": +F(1-t)6101+(4 P)‘P +F?Gk:1' 2

gizie P=(r-r)/ar i $=(t-t%)/at.
Z zaleznodci calkowej /4.22/ /lub 4.24/ dla liniowo nieza-
leznych funkcji prébnych , otrzymuje sig rdéwnania algebraicz-
ne.

Y i ; ‘ ((S) R ()|
Wybieramy, dla kazdego i dwie funkcje prdébne (g, L s
o wiasnodciach )

1 P=p
(i ‘!)(P)= _{;;l'hp_plmfi taw
0 dia nys'l“kchi ch
o) ,est.wpaa AR )
. Odla wszystkich innych weztdw Pw P!
Otrzyma jemy réwnania
/4.26/ (é'(o'm Bt "'%'(9'1 = ")—Fé-(efl, OL,))/at +
F((0% -zeq 6T ) - (6h- 267 +o.:°))/(m)‘ 0,
/ 4. 27/ (é' '::‘: |,+1 )"‘g'(@' 92“0)"'%' (e‘(..q Gt—f Af-—

(4207057 +40! .‘:,' 267 "+o7! ) ar)=0.

Na kazdym kroku czasowym wartodci G’ sg znane' dla wszystkich
0 £ 1 €3I, nalety znalesé wartoéci 0'" LG‘;

Schemat ten zapewnia dokZadnodé pierwszego rzgdu O(Ar‘"'Af),
podczas gdy aproksymacja ciggia ze schematem /4.20/ pozwela
uzyskaé dokladnoéé drugiego rzedu O(Af'*N‘z)-

Doktadnodé schematu /4.26, 4.27/ wzroénie, jedli weimienmy
elementy tréjkgtne lub czworokgtne z nierdwnomierng siatkg
trapezoidalng.



4.1.3. METODA RUNGEGO-KUTTY

Stosujgc metode prostych/method of lines/ problem poczgt-
kowy lub brzegowy dla réwnanl rézniczkowych czgstkowych mozna
zredukowaé do zagadnienia poczgtkowego dla ukadu réwnad réi-
niczkowych zwyczajnych. W metodzie tej cigglg zmienng r zastg-
puje sig przez zmienng dyskretng ri, i=1,2,s.. Operatory
rézniczkowe ze wzglgdu na tg zmienng zastgpuje sig wyrazenia™
mi réznicowymi, w ktdérych wystgpujg dyskretne wartosci szuka-
nej funkcji okreslone w punktach wgzlowych ri. Z kazdym wegziem
rt stowarzyszone Jjest réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwsze-
go rzedu.
iMetode prostych zastosujemy do rdéwnania przewodnictwa cieplne-

g0 S N
z warunkien poczgtkowym ((0,r)=¢ dla a{O)Xr{b(0), (P=tp(p)
i warunkemi brzegowymi G(t,a)=tp1ft) 6(t,b)=v, dla t?O

Warunki sg zgodne, czyli speinione sg wymagania

¢ (a(0)=y,(0) i p@b))=y,(0).
Ten problem poczgtkowo-brzegowy mozna aproksymowaé przez
problem poczgtkowy typu

6,=f(t;0)
2z warunkiem glE=0)=a, ,

Je€li zmienng r zastgpi sig zmienng dyskretng

ri=jh+alt), j=01,...,r=1; h=1"
gdzie k Jjest liczbg catkowitg wigkszg od 1. Wéwczas funkcjg
G(t, r) zastgpuje sig funkcjg wektorowsg . Q‘"e'(t) 0 skiadowych
Gh, i =0y1,e.0, k=1 takich, ze wartosci O(tdh) odpowiada jg
wartoseion G"(f) Jr=iQiy Y yle sieiph k= Tie

Podobnie funkcjg :p(r) zastqpuje sig wektorem ( o skiadowych
~
w(jh), j=04,...,k=1.
¥ nastepnym etapie okreéla sig rdéwnania rézniczkowe dla ciggu
funkcji Bj.
Ukzad réwnatd

/4. 2/ 4B (1 +5)~2uk0: +0;-1 (Ku=s) , j=0/1,...,.k=1 ,
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reduku;;e siq do réwnania wyjéciowego dla h —= 0, gdzie

: =[2(jh+alt)h]™
Ukiad réwnatb /4.28/ przedstawia zbiér k réwnad rézniczkowych
z X + 2 niewiadomymi.
Eliminujgec niewiadome funkecje 9_1 i G'k otrzymuje siq ukzad k
réwnai z k¥ niewiadomymi

%= g,( +z%)-2uk’9 £ #J—%(kﬁS)-Zu'?%'*G,J’s'“‘S);
/4.29/ ‘gi=[2(ih h i

s:=[2(jh+att)h]”) j=12,.

401 =g,_, (Eu—iy) - W&_#%)(lw*:‘%m)
dle ktérego warunki poczgtkowe sg 6— . Jakobian tego
ukiadu jest macierzg trdjdiagonalng z dodatmmi elementami
lezgcymi poza giéwng przekging.
Ukzad réwnafi rézniczkowych /4.29/ w postaci

/4.30/ 6 =f(@)
mozna rozwigzaé prostg lub uogélniong metods Rungego-Kutty.
Metoda caifkowania w pierwszyu przypadku wymaga liczenia y_@
w m punktach w sgsiedziwie punktu G’ G‘«'n)
Wzory Rungego—Kuty

/31 @T=0" +2o¢ i)

IJJ}:T.;'F(G +§P,tk(. » Cn=las = Tn »

gdzie parauwetrye;,Bj okresla sig korzystajgc z warunkdéw
zgodnodci, zbleznodci i stabilnodci. W uogélnionej metodzie

Rungego-Kutty wymagana jest znajomosé Jakobianu ukZadu
/4.30/ oraz jedno lub dwukrotne obliczenie funkcji £ /07 .

Zastepujgc we wzorach /4.31/ skalarne parametry o i Bj,l
operatoramiA"R'—-R" i BJ-L'R'—'RF otrzymuje sig wzory
uogdélnionej m = punktowe,; me tody Rungago-kutty'

/4.32/97=0" +§A KD, W= g (0" +z Bjkn ).
Operatory A; i BJ 1 definiuje le wzorami /ROSENBROCK/WE/ g

/4.33/A;=a;[ ] ,u,'r..}( B,,g =PBiAa

gizie a; lﬂj 83 skalarnym parametrami. Wzory /4. 31/1,/4 32/
obowigzujg dla schematdéw cproksymacy,]nychi gdzie funkcjg (B
#a n + 1 kroku oblicza siq z zaleznodci =E, (07),n=04,2,.,N-1.
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Egest nieliniowym operatorem. Cachg schematéw wyzszego rzgdu

"jest zaleznosé ™ '=E,(0"¢ [c 3 'H-k) k>1 o postaci

n+1

n k "
,/1-..34/g+1=§1[c&'m +'r..dlf‘( ")l wdof (@
l=

Stosujgc metodg iteracyjng Newtona-Raphsona do rozwigzania

réwnania /4. 34/, uzyskujemy wzér
it

'_
/4 BS@U)-ECJ,l-f +TR2DlTW +T’§'FL‘F (O)s.’ 12,,m

gdzie/ j /oznacza numer 1terac,;1, Gi‘” jest dang poczgtkowg

aproksymac jg, C;,L,D_,,l ,F:’ sg wielomianami lub funkc jami
rzeczywistymi zmiennej }(G«) ; a} (8") jest macierzg
Jacobiego, Zaleznodeci /4.35/ nazywa sig uogdlniong metodg

Rungego-Kutty dla schematdéw iteracyjnych wyzszego rzgdu.

Jeéli znana jest funkcja @(t) , to wéwezas z dwéch pozostaiych
réwnan uktadu / @/ okredéla sig ruch brzegbéw obszaru, opisany
funkc jami a/t/ i b/t/. 2 tymi funkcgam w nastepnym etapie
obliczed ponownie znajduje slq@‘n po czym aktualizuje

aj i b, . Te iteracje powtarza siq, az do speinienia odpowieds

J
niego kryterium okredlonego dla zbieznego procesu iteracyjnego.

Przedstawiony tu sposdéb rozwigzania réwnania przewodnictwa
cieplnego dla obszaru z ruchomym brzegiem dobrze nadaje sig do
analizy wplywu ruchu brzegéw obszaru nas zmiany wielkosci
funkchQ{t‘)zG- ,n=04,2,.. ,N-1, j=01,. k-1.

4.1.3.1, PROBLEM /S/

Zagadnienie opisane ukiadem rdéwnar /s/ rozwigzano metods
RUNGEGO-KUTTY z warunkami poczgtkowymi C/0/ = ¢/0/ = 0.

4.1.4. METODA KOLLOKACJI

¥ metodzie kollokacji /J. DOUGLAS Jr. and T.DUPORT /37/,
/38/, /39//dla réwnania parabolicznego
/4.36//t)  clxt,8)& —a(x;t,8)8u —blx;}t,8,8:) =0,04x {1 ,044T
z warunkami 6(x,0) =f(x) ,04x{1, :
/4.36//11/ | B{(0,;t) =g,lt), B(1,t)=g,() ,0<tLT ,
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rozwigzanie w kazdej chwili t aproksymuje sig wielomianami
Hermite'a wzgledem zmiennej X.

Rozwigzanie aproksymacyjne problemu brzegowego w metodzie
kollokacji musi dokZadnie speiniaé réwnanie rézniczkowse

w punktach sj,k sy J = 14000y ¥y, X = 1,040, = {1 okredélonycha
zaleznosciami

ik=%j-1t hig,

gdzie punkty XQEO 1],) (ke |
spetniajg warunek 0=x,{x,{...{x =1 h = X) T X1
a wielkoéci §, sg plerwiastkami réwnania 1. 4(x) =0 dla
wielomianu LJ:-GENDRE A f=q

Lp-g(x)= 25 (=171 dx r-1(x -1)

Elementy zbiom{z) vk = Ny L= 1 sg wgzXami kwadrattury
GAUSSA - LEGENDRE'A, Wzér ok eflajgcy tg kwadraturgq ma posts aé

IP(")C{" P(Ek)wk
gdzie wspélczynniki wagowe apelniaaq warunek w, >0;k=1,...,r=~1
oraz pE P (X) r>3 , gizie P (E) oznacza zbidér funkcji
okreélonych na. I= [O 11 +5 ktére na EcI sg wielomianami storp-
nia niewigkszego od r.

Symbolem
M(r8)={vectn|ver(1),i= s P‘i}r}/S S=erond
oznaczymy zbiér funkeji VGC 6re na odcinku =[X;-1 ,K]

Licl i=t,..,M sg wielomianami.
W metodzie kollokacji poszukuje sig odwzorowania

U:[0,T]—M,(r,d)
rézniczkowalne go wzgledem czasu t, oraz speinia jgcego warunhki:
(1) Ux0) - f(x jest wielkodcig dostatecznie maig;,

/4:31/0) {c(UBE a0 ~bUU} (5, ,t)=0; j=1,..M; k=10,
(lil) U(Ot)=gs(t) , Ult)=g,(t), OKtT.

Rogzwigzanie aproksymacyjne U(t) problemu rézniczkowego /4.356/
okresla siq rozwigzujgc w kazdej chwili czasu % ukad zxozorny
z /2M + 2/ réwnai algebraicznych.
Dwie z tych zaleznoéci otrzymuje siq z warunkéw brzegowych.
Pozostale 2M réwnal otrzymuje siq wykorzystujac wiasnodd
mieszanej metody kollokacyjnej, w ktérej zgda siq, aby
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aproksymac ja rozwigzania dokladnie speXniala rdéwnanie réznicz-
kowe w 2M punktach oraz warunki brzegowe. Na koidcach kazdego
przedziaiu Ii’ i = 1,... M umieszczone sg dwa punkty,w ktérych
mozna napisaé po jednym réwnaniu typu 4.37/ii/.

Wynika stzd, ze liczba réwnari jest réwna liczbie niewiadomych.
Konieczne jest okreflenie warunkdéw poczgtkowych dla L aw tym
celu buduje sig schemat startowy. Najprodciej taki schemat
mozna zbudowaé, Jjesli U(x, O) potraktuje siq jako interpola-
cie £(x), 0 < x< 1 to znaczy, ze w punktach wgzZowych xy
wielkosci U (x,0) 1 aU(x,O)/ax bedg zgodne zf(x)({’(x)

gdy fix)e CI).

Postepowanie to jest réwnowazne znalezieniu operatora interpo-

lacy jnego
T:‘,d" :C‘(I)'—"m1(f‘,5) )
wéweczas warunki poczgtkowe okredla sig z réwnania

U(x,00= (T s ) (x).

Interpolacja ta bazuje na punktach X5 i =1,0e.,id a operator

ma wiasnodeci:

. 2 .
/il (Tegv)xp)=v(xp (Tsv)'(x) =v’x)), j=0,..., M,
/4.31/. _ .

16 (To eV X g = vijk) 5 j= 15051, k=150 =3 dla ve C(I)
i ponadto jest lokalny w tym sensie, ze wartosé Tr,d'v jest
okredlona na IJ. przez wartoécivna Ij‘
Punkty R;. Okresla siq ze w2Oru ;. =Xj +hthj=1,_.,l‘1,k=1,...,r"3
a elementy R, s3 pierwiastkami réwnania Br(x) = 0 posiadajgce~-
&0 dwa pierwiastki podwéjne-w x = 0 i x = 1 oraz r - 3 poje-
dyliczych pierwiastkéw w punktach tekich, 2e speiniona jest
nierdwnosé

O<'l1<'Zz<"'< 'zr-3<1 f
ir"a -1 =
ma wkasnaéca;{bg ==‘2r-2! dx" [x b 1) ], B,.E Pr+1(”:

. »
/i/ Bp (gh)’=0,k='1,...,r“1 , czyli druga pochodna zeru-
je sig w punktach kollokacji,

Wielomian

/i1/ Bp(x)=Bl(x)=0, x=0 Wb 1,
/iii/ B,(,"”)(x)a‘l .
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Warunki /i/ oraz /iii/ implikujg, ze B" /x/ jest wielokrotnod=
cig wielomianu LEGENDRE'A stopnia /r-1/ na przedziale I.

Wielomiany Burnstaina nézywane B - gplinami eg funkc jami bazo-
wyni dla przedstawienia wielomianu interpolacyjnego nazywansgo
"spline polinominal” S,V €& m,(nd).

Wobec tego mozliwa jest druga metoda interpolacyjna bazu jgca
na punktach gj,k ‘

Nalezy zdefiniowaé operator Sr,d‘ , ktéry dla v okredlonege

w punktach 0,1 1&;, ,j=t,.../1,k=l.slepernia warunki,?,tvem,fr;:f)amz

71/ (SpsV)x)=VIx), x=0 Wb1,

/(8 sV NE A=V (&), =1 gM, k=1, r=1.
Cperator ten nie jest operatorem lokalnym w sensie podanym
poprzednio, W praktyce metoda kollokacy jna /4.37/ wymage
aproksymac ji funkeji U i wspéXeczynnikéw w czasie. Mozna to
osizgnaé metodg rdznic skoficzonych stosujgc schemat
Cranka=Nicolsona.
W metodzie kollokacyjnej poszukuje sig wéwczas odwzorowania

U {t, bt p—= M, (rS)  takiego,ze
/i/ U°~f jest mate

/4.38/ /iif{c(u"*"’)quta(d’ )q: i—b(U" '*,Uf*i)}( Ey)=0,

dla i =] o e M R R e L D=1 R = (OIS o W=

/558/U(0)= g4 tn), U=, bn), 1. Noie o Dpmctst 76),
/inne wepdéXczynniki liczy sig podobnie/oraz
U*=U") =U(x,tn), ta=nat, st =T/N, U aaU™'+(1-0)U", 0<xl1,
d U= (U™'-U")/at .
W metodzie kollokucyjnej z ciggiym czasem /4,37/ mozna sformu—
Yowaé twierdzenie dotyeczace jednoznacznodei rozwigzania oraz
bZgdu aproksymac ji:
TWIERDZENIE 4.4. /J. DOUGLAS and T. DUPONT /39/ /
Niech wspéZezynniki a i ¢ réwnania rézniczkowego /4.36/ majg
ograniczone trzsecle pochodne w sgsiedztwie domknigeia zbioru

{(x,t,@(t,{‘))' er;te:[O,T]} gdzie @ jest rozwiszaniem /4.36/.
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Funkcja b w réwnaniu /4.36/ réwniez musi mieé ograniczone

trzecie pochodne w sgsiedztwie domknigecia zbioru
{(at,8x,0),0,(x)) | x< T, te 0TI},

Zakladamy, ze ©el7(0,T;H™XL;), 6,eL2(OT; H™ (1) ,i=1,..., M

oraz U(x,0)=T.s¥f. 3
Symbol E(O,T;H"h(li)) oznacza przestrzer odwzorowall z prze-

3
dzisxu [0, 7] do przestrzeni Soboleva H™' (Ip) funke ji
ma jgeych pochodne rzedu r + 3 catkowalne z p-ig potegg LP(I,;).

TEZA: Istnieje jednoznaczne rozwigzanieU réwnad kollokacy j=
nych /4.37/ i siuszne jest osza mi bgdu

/42337 18 Vle(raiory) £l = (Ikimigrnmayr) +

" I8legrama) Ry 2

Warunki istnienia ‘rozwigzania i~ oszacowania bigdu aproksyma-
¢ji rozwigzania w metodzie kollokacyjnej Cranka-Nicolsona
poda je
TWIERDZENIE 4.5 /J. DOUGLAS and T, DUPONT /33/ /
Jesli zalozenia twierdzenia 4.4. s3 speinione i ponadto

funkcja 6 dla normy

] - :
bul ;sup{Eorartnt) e 04T, 1Gi<M,0¢K€ 0 4B }
speinia warunki ”9"2#(“’ oraz |]0§°;<eo , wéwezas dla
dostatecznie mazego At istnieje jednoznaczne rozwigzanie
réwnai kollokacyjnych /4.38/ a bigd migdzy @ iU speinia

™M
'am:ek omkaxﬁ H(G _U)&HL"(I) <C[(At)=+{§:1(ﬂ9’"t"(0 T; H"sﬂi» =
4. 40/ +219 X
3 "t’(o,T;H"““(I;)))h?F 2}1’2] ’

gizie C"C("G"z,z ,ﬂ@'“a,a) .

Przedstawione tu réwnania /4.38/ 8§ szczegblnym przypadkiem
procedury zapewniajgcej wyzszy rzad dokXadnosci i bgdgce]
kombinac jg, metody kollokacji wzglgdem czasu z metodg kolloka-
cji wzgledem zmiennej przestrzennej, w ktérej wykorzystuje
sig przestrzed m.,(r,d').
Zdefiniujemy zbiéxr

Mo(se)={veCOTveR(F,), k=1,...N}
funke ji v€C%([0T]) vedgeych wielomianani stopnia nie wigksze-
g0 od 8 na odeinku }k=[tk_,,tk]¢},
gdzie }-[O,T] , €= {'O-t,,f,,...,tnﬂT_}.
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Nisch[Tl= m,&;d‘)@ma(sﬁ) oznacza przestrzed, w ktérej bazg
tworzy skorczony zbidér iloczynéw postaci wxv(t) , gdzie
w jest elementem bazy w m_,(f‘tf) a v elementem bazy m,(s,a).
Operator interpolacyjnync Ca([OT]) mo(s,e) jest okreélony
zaleznodcig ('l;¢v)(5 )BV(S' ) ,k=1,..,N,3=0,..,5
gdzzeﬁ‘;‘t‘rﬁ'.ﬁfﬁq’ ,a gq, sq punktami, w ktérych wielomian
s-1

B”('t) dgﬂgpﬂf‘fl‘ 1)‘ ma wartoéci zerows, PunktyB, dajg sig
uporzqdkowaé 0 =6, <6, ...{65 =1.
PrzezT,, oznaczymy punktyv =t _+at T, KN e, 8
gizie T, , sg punktami kwadratury Gaussa w przedziale [0,1].
Wobec tych oznaczer mozna sformutowaé aproksymacjg problemu
/4.36/ metodg peinej kollokacji.

RozwigzanieU&Ml jest okresdlone przez zaleznoSci aperatorowe
lokalne w czasie

/i/ U(x,0)=-('l;.,;f)(x),
48/ /13 U(0) = (Tego) ), Ulht)=(Teg, ),
7111/ {c(0)U,~a(U)Uy, = b(U, U}z, )= 0
i=1,.,M, j=1,..,r~1, k=1, N, =1,..s
Rozwigzanie ukiadu réwnad /4.41 iii/ dla kazdej tréjki/i,j,1/
przy ustalonym k moze byé przediuzone na caly podprzedzial
cZasowy 31:' Interpolacje warunkéw poczgtkowych i brzegowych

s8g liniowe i lckalne,
Reguiq optymalnego wyboru h i AT okreéla pierdéwnoéé

/4.42/ 0(c14-¥-+-5-<cz oo . /

Wykorzystujge warunek /4.42/ mozna oszacowaé Y=(0G-U
W przestrzeni L” dla (x,t)E I%[O,T] ~
stosujge:

LEIAT 4.1
Niech hy = h 1 Atk = & t. Norny [y~ ~(Ix[o]]) OF%Z
;,:_1 X {UV( tlagy* ﬁ‘zl‘f’n«l (T At+$,—J' lip, 1} (x)d}™

sq réwnowazne na M, (rd)x M, (Se)
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dla t 2 3. ¥ szczegélnoéci

Il g <C g o +B 3 S lolwat+8 & flof )aff

W prezantowanych metodach kollokacyanych interpolac ja warunkdéw
poczgtkowych i brzegowych zwigzana jest z punktami, ktére
odpowiednio eg miejscami zerowymi ni wielomiandw Br(x

lub BY (t). Punktami kollokacji w obszarze S =(0,1)x(0, )
sg punkty zwigzane zaleznodciami algebraicznymi z wegziami
kwadratury Gaussa - Legendre'a.

Ten sposéb postgpowania powoduje, ze aproksymacja pochodne ]
funke ji w punktach Gaussa jest tego samego rzgdu jak
aproksymac ja funkecji.

Praktyczne wykorzystanie metod kollokacy jnych wymaga zastoso-
wania procedur znajdujgeych wspéiczynniki wielomianéw interpo-

lacyjnych aproxsﬂmujqcych dokradnie rozw1qzanle w punktach

Ty ¥Ey; < [alt),b(t)]x[0,T) . Wartosci Iunkq( alt) ( blt)
znajduje sig rozwigzujgc ukiad dwéch pozostaiych réwnan

ukadu /@7 dla kazdej chwili %+ Koszt tych obliczer bedzie

wigkszy niz dla schematéw réznicowych zastosowanych praktycz-
nie do rozwigzania uk¥adu /@ . Schematy te opiszemy w nastgp-
nym rozdziale. :

4.1.5. METODA ROZNIC SKONCZONYCH
4.1,51 METODA HERMITA DLA PROBLEMU STEFANA,

UkZad réwnad /@ rozwigzemy numerycznie z odpowiednimi
warunkami brzegowymi i poczgtkowymi traktujgc to zagadnisnie
jako problem STEFANA ze swobodnym brzegiem. Jest to problem
przewodnictwa cieplnego 2z dziedzing zmienng w czasie, ktdérej
ksztatt bokdéw opisuje ukiad rdéwnand réiniczkowych czgstkowych.
Ciggtg dziedzing Q:ﬁ:(t) - a(t)]x[o T] zastgpujemy dwoma
skoriczonymi zbiorami punktdéw {t“ 0¢n¢N . t°=0 t"(t"”t“‘T}L

{PL,O$L<N,F°=GH' ) r<f'+1,r'n b(t )}

wybranych odpowiednio na zmienne] czasowej t i przestrzenne]

at)<rB< bit).
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Metode Hermita zastosujemy do rozwigzania réwnania parabolicz-—
nego. Brzegi a/t/ i b/t/ dziedziny 52 znajdujemy rozwigzujze
metodg réznic skoriczonych ukiad pozostaiych dwéch rdéwnar
rézniczkowych na kazde] warstwie czasowej t = t" .

T a(T) o(T)
.t""' dtt‘“/ Jb(tnfi )
2 L b(t")
,
ai0) b0 T

RYS. 4.1. Dyskretyzacja dziedziny§2 wzglgdem czasu,przy-
pedek jednej zmienne] przestrzennej,

Bigd dyskretyzacji pochodnych w metodzie Hermita jest kilkakro-
tnie mniejszy niz bXgd w innych schematach réznicowych tego
samego rzedu dokadnoéci, Eliminecja wyzszych pochodnych powo-
duje obnizenie kosztu obliczed oraz uproszczenie algorytmu.

W wgziach siatki dyskretne] sgsiadujgcych z brzegiem obszaru
obowigzujg dodatkowe zaleznosci dajgce dokiadnoéé przyblize-
nia trzeciego rzedu. Dzigki tym zaleznodciom rzgd dokiadnodci
metody Hermita w punktach lezgcych w obszarze jest zgodny

i wyzszy o jeden od rzedu dokXadnodci w punktach sgsiadu jg-
cych z brzegiem, ponadto caty ukiad réwnari liniowych daje sig
wéwczas rozwigzaé algorytmem nie jawnym,

Metoda ta zachowuje swoje wiasnoéci dla siatek nieréwnomier-
nych, gdy zaleznie od wiasnodci rozwigzania zmnie jsza sig lub
zwigksza oczko siatki.

Rozwigzemy rdéwnanie zewiinictwa cieplnego
= + .
of r'r')
¥ klasycznych metodach réznic skofczonych pochodne funke ji
przyblizano schematami np:

0 przez Oylt,n)= At=(1/2h)(9‘+1 0%,
G’". przez Glrr(t.k!pi o= ,.:L=(1/(h)z) +1 91 B}‘.‘):
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lub schematami wyzszego rzedu, gdzie wykorzystywano wigcej

niz trzy weziy.

W% metodzie Hermita przyblizone wartodci pochodnych G%I Lég;‘
traktuje sig jako wielkosci niewiadome w kazdym punkcie dysk-
retne] dziedziny, co stanowi cechg charakterystyczng tej proce-
dury.

Wielkofci te znajduje sig rozwiqzujqc uk?ad réwnar Hermita

/4.43/0) “:_ A0+ 85 =(3/h)(Bl -0k,
(i) 8%, +106: +9::l 1=(12/h’)(&'£1+6%'i,—26{‘),i=1,...,r1

gdzie k odpowiada chw111 czasu nr lub (n + 1)T g B
oznacza krok siatki rdéwnomiernej w wybranej chwili a ¥ jest
krokiem po zmiennej t, "daszek" nad symbolem oznacza wartosé
przyblizong @, 65 lub G}r

Algorytm rozwigzujgey réwnanie przewodnictwa cieplnego jest
zXozony z rdéwnan " % s
Ak _ A k=1 k k

/4.48/ B —AGL :TAG',“*%%@’H s
gdzie wielkosci Grf i@’,.:i sa rozwigzaniami ukiadu /4.43/.
Uktad 3M réwnan /4.43/ i /4.44/ dla siatki z M wezlami wzdiuz
zmiennej r zawiera 3 niewiadomych. Macierz tego ukzadu jest
tré jdiagonalna co obok wysokiego rzgdu dokradnodei jest dodat-
kows zaletz tej metody /Y. ADAW /5/, /6/ /.

Il08¢ niewiadomych w ukfadzie 3 rdéwnad algebraicznych mozna
zanie jszyé, jedli zastosuje sig zaleznosé

/4.85/ Bk =@/R)@5 0L —20% )~ (1/2h)GE, -Gk ),

eliminujgeg 2z rozwazad drugg pochodng O}r. Sohamat ten przy-
bliza G}r z dokladnoéciq czwartego rzgdu 0/h4 / na co wskazu-

Je relacja o
+(1/120H 55 -
Wzér /4.45/ jest prawdziwy dla siatek réwnomiernych, w przy-

padku siatek nierdwnomiernych zaleznoéé przyblizajgca O}r ma
postaé /Y. ADAM /6/ /

/40487 8,5 = (/) (g8 + b8 + 0, B% 1+ (1/h) d B re G oGk ).
Oznacza jge

/4.41/ rymrk=¥h=hyy, rk-rk=t-+h=h;
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15 I o1
¥ ¥ % ~¥|| 9 1
2 ;
52 _32y ¥t _¥i4 C; 0
P b

/4.48/ j‘ﬁq—  Ta R T di 0
f_5r o ot - 0
w3 || f L
bi 3"/81 +ci/l

g ==/a + 8/ v ¥y L% .

WspStezynniki ¥, oraz 8» Cy» di, fi' b
kazdym kroku czasowym.

Erok h siatki jednorodnej dobierzemy w chwili poczgtkowej £°.
¥ nastepnych krokach czasowych siatka ta nie bgdzie réwnomier-
na ze wzgledu na zmiang wymiardéw dziedziny co opisuje funkcja
c/t/, ktérej przyblizone wartodci C j zna jduje sig rozwig-
réwnanie algebraiczne

41 ©; bedg liczone na

zujgec w kazdej chwili tJ
/4.49/ A (CHP+(CIM-CI)13, /- - ALCT=A, =0, 341

Réwnanie to otrzymuje sig przyblizajgc odpowiednie pochodne
schematami réznicowymi i porzgdkujac réwnan10/67ii//, gdzie

A1= - g2 = 6°2)/ [2(a*+2C° 62 +20°) 2]
2 =glnl(d *+2C)/(52+C)]/(27%)
31 Z Triy-r )(—(5“523#3.,

3, REPH[( )(“’ +—°1L)] :

Iy (cJ-cr‘) e
o e -rL(W—f)'l—[[,w. ) 1] s
/4.50/ (z',i)z = (a°+nh)*+2C},
‘3 o AZ +2A1CJ ’
&, = P-3-2ACI+ ALT-A(C)?

ar_;‘mz = )],
(f‘riﬂ) # a.h"'1
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Zalezno$é migdzy przyblizonymi wartosciami funkcji i pochod-
nej ma ogélng postaé

/4.51//1/ nG;

i

Wi ‘PLG.»LE o ‘PiG;,_-, — '%(m{GEh*niG':‘ +LiG{Ef) =0,
Stgd jeko szeczegdlny przypadek siuszny dla siatek réwnomier-
nyeh wynika réwnenie /4.43//i/.
Wspbéiczynniki tego réwnania okredlone sg wzorami

xi=¥1y L =¥, w = (N ge), m= irb(zﬁi‘ﬁ"‘)
(B = ¥en) | o RELREe ) Fimn)

b ¥ ¥ PR B (%t i)
Stosujgc zaleznoéé /4.45/ do réwnania /4.44/ mozemy wyelimi-
nowa¢ @, otrzymujemy wéwczas réwnanie

& k "
/4:51//33/ il +OF (et B JHFi0Y, i+ [a,0h i+ (b-Ea)of+ 200 -0

(]

Ukzad réwnah /4.51/ mozna zapisaé dla kazdej chwili t¥,
kel[1,N] oraz i = 2,...M-1w postaci macierzowe]
/4.52/ =AUyq + BU; —ZUi-4 =D; ,

co podkreéla trédjdiagonalny charakter schematu rekurencyjnego,

gdzie GL AM A2 gH Bu Zﬂzjz 0
Urlg, oA ot oz joBi=| o g3foZi= 22222 Di= —hQ-""/'rﬂ) '

Ukiad réwnal algebraicznych mozna rozwigzaé stosujgc uogdlnio-
ng metodg THOMASA /czeéciej uzywa sig spolszczone] nazwy
rosyjskie] "metoda PEOGONKI"/ lub algorytm stosowany w pracy
BAUERA i IWANOWA /22/

W pierwszym z tych algorytméw obowigzujg wzory rekurencyjne
7/ € =(Bi~ZEw) A,
/4.53/ /i1/ Fi=(Bi~ZEiy) (Di*ZiFiey) dla i=2,..,M-1,
(111 U= B+ R dla i=M-1,..,1,
gdzie wystgpuje koniecznodé odwracania macierzy. WskaZnik -1
na gérze symbolu oznacza operacjg odwracania macierzy, Sche-

mat rekurencyjny /4.53/ musi byé uzupeiniony zaleznodciami
okresglajgcymi elementy startowe E1, P1 oraz Uy.

Ukzad Eéwna!li‘ / 4651/ kdopeiiliajq warunki brzegowe typu/4.51//i/
‘I’:Gr'-'zr+‘PzQ1 "'?,‘(mzei +n,0; 'H-IG:‘{"O d(ﬂk =1, )
q’m&-n*"f’n-:&-knq‘#(mn(}',ﬁ, +nHG'H_,‘ +l,..,0“”_2)=0 dla t=M ,
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dajgce brgd przyblizenia O/h3/ lub warunki o dokadnoéciO/h°/
w postaci /ADAM/5/ /
(37 5 O =%—Ga—6;1 )
A2
/4.54/ /ii/ — ¥ h(} +G Toh g

M=1
Elementy startowe schematu rekurencyjnego dla warunkéw brze-—
gowych /4.54/ 33 okreélone zaleznoéclam:.

\
/4.55/ Ei= 221—#;) _.-—2._) = 21 T\-2) " )
U (/-Z/D'M"th 1 & 0 OJE '-1—/0 O\F . 26,/ -;»1}1_@"‘”‘.
h Ay ik \2 h | M-t 0 /y

Ukiad mm.ar /4.51/ przepiszemy zmieniajgc kolsjnosé wyrazdw
oraz wprowadzajgc oznaczenia VU= O-k, u = 9? dla kaZdegoke[‘Y,N}

=0

rm-1

hip; wi-g= Livie g thyui—nevy Hhatiues — mivip =0 ,
1 A
hﬁui-1 +Z£1”i-1*h(‘9¢*,=}‘)ui+(b -—)V+hd Uipg ¥ g Ve ™ .b._gf f.

St?naujqc symbole
t
st =hg;, s; -‘-‘—1 3 =h‘Ps W =—ny ,xﬁ"=hm 3 ﬁ)="mt,9¢ =0,
D i, 1 c 4) 2) pags
SPehfi, $P=z; WP=hletra)  Wimbi—t @=hde =g, yP=-L 01,
réwnania te zapisuje sig w postaci:
v 1)
/ 458/ SL) ‘_{‘f“é:)'lf-{"'h}”u‘+MP)U'L+XU)H.+1 +)P)U-L+1 =y(l. )
swul_,+5” _4+-wl +Vf”'U'+xBu‘+1+XH +1—';)(‘z diﬂ1<‘<m
gdzis g0 dia 1¢mgA.
Al gorytmu. Thomasa dla bi - tréjdiagonalnej macierzy ukiadu
/4.56/ uzyto w programie TLP1 rozwigzujgcym problem /&/.
Uktad zaleznodci stanowigcy ten schemat obliczeniowy przedsta-
wimy ponizej /VON ROSENBERG /105//:
W pierwszym etapie oblicza sig
(4) 41,11)
- ST A R — s,
8 swx%, e
ﬁ(&}_ww sa) aﬂ)h(-l) :
) ‘U 5
;):V’}q éa)afl“' d a[_1’ qdz‘e #;“)= M’")dl{l me[.’,q] "
a)_, W_ Ma w
i TS84T 1-4 ’ d“”
d'(ﬂ-) g:a S(S-eﬁ)_f w,gdzxe =y1 ( Jm"% )
ponadto okreéla sig A= F‘”BW

{

oraz
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(m) (n)
Nastepnie oblicza sig wielkodei Aj; , m = 1,...,4 1 ¥

n = 1,2 korzystajge z réwnatl
(1)__( 4) u) F:z) 3;)/#‘
2

?E?’=(ﬁ‘?’ i P".‘xi Vai |
B=( B“’)FJ B Vi,
X” (Ff”x ﬁﬁ”xF")/ﬂlt,
ores  gh (W30SOl
¢ =(p‘}”5§"—-p§’d‘¢u) i,dle i = 1,2,.04, M=1,

wartosci R(:") orag éf‘)muszq by¢ zapamigtane, poniewaz uzywa
sig ich we wzorach rokurency jonych
w )
A AL =S’¢ '~ UM_R& Vi
Uy = gL f’um —&7 Vi1, dla i=M~1,M~-2,..

oraz —g,,‘ y YV, _ég

¥ réwnaniach /4.53/ wystepuje operacja odwracania macierzy

/B, - 2,3 _ 1/ i mnozenia jej przez A; lub /Di» + 21?1_1/.

W al gorytmie Thomasa operacjg tg wykonuje sigq poszukujgc
macierzy odwrotnej /B -2 Ei 1/' a nastgpnie mnozenia przez
inng macierz, inny sposéb wykonania tego dziazania zapropono-
wano w pracy Bauera-Iwanowa.

Na wierszach tablicy /B; - Z;B;_ 1/ oraz Ay lub /Di + Zil‘i_1/

dokonuje sig jednoczesnych operacji, ktére sprowadzajg
pierwszg z tych mecierzy do postaci diagonalnej. Elementy
te] macierzy lezgce na g¥éwnej przekgtnej sg wéwezas réwne 1.

Algorytm ten pozwala rozwigzaé zardéwno ukad /4.53/,/4.55/
dla macierzy 2 x 2 jak réwniez taki sam uk¥ad dla macierzy
3 X 3 odpowiadajgcy réwnaniom Hermita z 3M niewiadomymi 91,

» B

TTi®

Stosuj%c w réwnaniu /4.44/ réznice skoriczong ,d40 przodu *
otrzymujemy najprostszy sposdéb rozwigzania réwnan Hermita,
W tej metodzie wartosci é{“, i =2y.0.,M oblicza sig na
kroku czasowym k z rdwnania

/a.58/ B =W(9.0:% + (b+ B3 Jlrc, .-1)4'3&(4 63 +@+b&_)q‘,+ - ,)
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dla i = 2,...,M~1 wéwczas algorytm Thomasa /metodq progonki/
stosuje sie do réwnania rekurencyjnegoe /4.51//i/ z warunkami
brzegowyal /4.54/ dla okreélenia wartosci G

Jedli znamy wartofci #"'1, rI1 s 1 = 1,...,M to mozemy
obliczyé z /4.58/ wartodei @12,

Ostatni z prezentowanych tu schematéw obliczeniowych Jjest
najprostszy, ale dla zachowania stabilnosci rozwigzania konie-
czne jest zmnie jszenie kroku na zmiennej t.

4.1.52, METODA ROZNIC SKONCZONYCH DLA ZADANIA /W/.

W problemie /W/ opisujacym zachowanie sig rury lepkopla-
stycznej ze wzmocnieniem izotropowym nalezy okreflié wartodci
funkcji wzmocnienia M’j i wqrtoéci funke ji opisujgcych poioze-
nie brzegdéw ma.tenalua,, ,l::’,| s 3= 1yeee,N, 0 = 1,,..,M oraz
funkeji CI,

Przyblizajgc odpowiednie pochodne réznicami skorcgzonymi
w uktadzie réwnad /W/ otrzymuje sig réwnanie algebraiczne,
jakie nalezy rozwigzaé na kazdym kroku czasowym

/4.59/A,(CH V2 +(CI'-C)EJ, /X~ AC™ '~ A, =0 dla 2{1.

1
Réwnanie to rozwigzuje sig dla C™" netodami iteracyjnymi

jako zadenie,wkidrym poszukuje sig minimum funkgji okreslonej

réwnodcig

m[ P(C_,M)],h C)+1)z+|C;+1 C;I!J /’t‘i -A C;n JZ
gizie: A, = 59(':J(°2 -b°2)/[2 (@*2+2C° (b2 +ZC’)"C'-]

{n[(a"z-l—ZC‘)/(b" +2C’)]/(2‘cz)
= )ff""F‘r r"‘?—')
it ‘tz [(rnﬂ P,. (

[,,) = (a -'»nh)‘q.ZCJ
A3 =A, +2AC

= pl- J,_-2A,C'+A,C»’"+A (e,

”J”-”J J Er:’.—’g “‘EYTN ]i+1]



dla warunkoéw X:,=1, n==1,...,r1 ’ C1=‘Cz=0.

4.2. UZASADNIENIE WYBORU MKETODY

Kazda 2z przedstawionych metod mozemy zastosowaé 4o roze-
wigzania problemu Stefana opisanego ukiadem réwnad rézniczko-
wyeh /G/.

Rzad dokzadnodci, przy tym samym koszcie metody, jest inny dla
kazde] z opisanych metod numerycznych.

lietoda réznic skoriczonych oraz metody kollokacyjne mogg,byé
uzyte do rozwigzania ukzadu réwnali opisujgcych ruch brzegéw
obszaru w problemie /@ jak réwniez do rozwigzania zagadnie-
nia W/,

lietode HERMITA opisana w rozdziale /4.1.51/ 1 stosowana

w programie TLP jest bezwarunkowo stabilna oraz zapewnia do-
kradnodé Q/n / czwartego rzedu w obszarze R ={(r,t);a&)$r$b&),
0<E<T }.

Na orzegudR uzyskaé mozemy dokTadnosé 0/h3/ po zastosowaniu

specjalnych schematdw brzegowych.
Koszt metody Jjest liniowg funkcjg:
/1/ ilosdei krokéw czasowych (T-t )/A t,

/2/ iloéei krokdéw po zmiennej przestrzennej (rm—r1) /h,

/7

/3/ stazego kosztu zaleznego tylko od algorytmu.
Koszt metody Hermita wyraza sig wzorenm
/4.60/ CH=CH (Fm‘r;)(T—to)/M s
lut w zaleznoéci od funkcji bzedu
/4.61/ CH curm ) (T- To)(a 8’,:/46;3/4,

gdzie i = 1/ Ath oraz wielkosei aL,,“X" SH okredla sig
rozwazenl nad dokiadnosci

IR o BB ) s e o) trceceeat,
En =o,at?+pat2ht+8,hf
a,,—gggp(s-igh 333-’9)/19 l
=§—o§r (4488 +38%)/ 16 >
Pu=gha S (27 8F - 35 F )0l
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Podobnie mozemy okreslié koszt klasycznej metody CRANKA-
-NICOLSONA, jezeli uzyjemy zaleznodci:

€c = at2+B.h?
m%(%ﬂs&—g%@h
Po =485 (2432-20)/lq,| -

Koszi metody Hermita Cy w w zaleznosci od kosztu metody
vra.uia-lhcolsona C wyraza s8ig wzorem

/4.62/ Cy= zcc(p,,, n)(T=to) /2 g%,

Poréwnu jgc koszty obydwu tyeh metod przy te] samej dokiadnod-
el otrzymujeny zaleznodé

1/4 1/2 . 1/2 1/4 -1/4
sy Gemp (@ )h) ) B0
gdzie oc/cH = 2.3,

Elementarne rozwigzanie réwnania przewodnictwa jest

2

8, (rt)=expldz(r—3=)) exp (- wit) (A, sinw r+B, cosw,r).
Zaleznie od relacjl migdsy wy 1 wspélczynnlkiamf/? w réwna-
niu przewodnictwa rozpatruje sig uproszczony wzér /4.63/

femz(g2)
gdzie  jest wielkodcig stazy, 26R.
Trzy przypadki relacji migday w, ({/F badaX ADAX /5/ i stwier-
dzix, ze w kazde] sytuacji metoda Cranka-Nicolsona jest
bardziej kosztowna niz metoda Hermita.

¥ oméwionych w punkcie 4.1.2. metodach elementu skoniczonego
z cigzgig 1 nieciggly dyskretyzacjg wzglgdem czasu otrzymuje
siq uogdlnione schematy Cranka-Nicolsona i z tego wzglgdu
metody te s3 droisze od procedury Hermita. Zakiadajgc staly
koszt, taki jak w metodzie Hermita, rzgd dokladnodci metody
elementdéw skorficzonych z ciggia aproksymacjg wzglgdem czasu
jest Q/hz/. Druga metoda elementdéw skoliczonych opisana

w /4,1.21/ jest procedurg pierwszego rzgdu dokfadnodei 0/h/,
Rzqdy biqddéw schematéw aproksymacy jnych potwierdzix BONNEROT
i JAMET /19/ eksperymentalnie.
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Wyniki otrzymane w wyniku dzialania procedury Hermita mozna
poprawié stosujgc na kazdym kroku czasowym metode "predictor-
corector" dla calego ukiadu réwnad /@/.

¥ tym przypadku dla poXozenia brzegu obszaru obliczonego na
kroku czasowym / n - % / mozna rozwigzaé problem przewodnice
twa cieplnego w chwili n,

¥ metodzie kollokacyjnej opisane] w rozdziale /4.1.4/ z dy-
skretyzacjg zmiennej t wedfug schematu Cranka-Nicolsona bigd
przyblizenia jest rzedu O/hzz'z/. Wielkoéé ta jest okreslong
dla funkeji aproksymacyjnej w wgziach lezgcych na jednej
warstwie czasowej. Oszacowanie bigdu metody kollokacy jnej
podali DOUGLAS i DUPONT /39/ oraz De BOOR i SWARTZ /40/.
Parametr z jest stopniem wielomianu interpolacy jnego wzgledem
zmiennej przestrzennej.

Bigd przyblizenia w peinej metodzie kollokacyjnej jest rzedu
o(n22-2, (At)as) , gdzie s jest stopniem wielomianu
interpolacyjnego wzglgdem czasu. Metoda ta zapewnia taki sam
rzgd dokiadnosci jak metoda Hermita, jesli stopierd wielomianu
Jest z = 3, Koszt metody kollokacyjnej jest jednak wigkszy.

Metoda 1linii wraz z metodg RUNGEGO-KUTTY przedstawione w roz-
dziale /4.,1.3/ dla rozwigzania problemu Stefana zapewniajg
b2gd rzedu o/n%/ + o/a t/. Metody te stosowal MEYER /78/.
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5.0. RBZULTATY

Przedstaewimy wyniki rozwigzan probleméw /@7, /¥/ i /S/.
Problem /@/ sformufowany jako problem Stefana rowzigzano
numerycznie metodg réznic skoficzonych Hermita, posiugujgc sig
programen TLP, ¥ rozwigzaniu okreflono: temperaturg & =08/r,t/,
graniecq plastycznofei ¥ =3 /r,t/ oraz skiedows naprgienia

E'r = Gr/r.t/ G,=%3/r,t/, Bz =€ 2/r,t/ 1 odksztalcenia
81‘ = Sl/r,t/, €p=Es Iz, %/,

Problem Stefana by jed.njn % etapéw rozwigzania problemu
reake ji materiaiu lepkoplastycznego z efektami termicznymi.
W programie TLP na krokm j po czasie okreSlono wartoSci funk-
¢ji C/t/ opisujacej zmiany wymisrdw rury i temperaturg
@/r,t/ w chwili j + 1. Zpnajgc stan naprgizenia, odksztaicenia,
wartodei funkeji temperatury oraz granice plastycznodci w chwi-
14 j + 1 mozna obliczyé wartofei G/t/ i 8/r,t/ w chwili j+2.
Zagadnienie /0/ rozwigzano dla trzech typéw warunkéw poczgtko-
wych i brszegowych jakie proponowano dla funkcji temperatury
®/r,t/. Eazdy z tych probleméw jest matematycznym modelen
innego procesu lub opisuje tylko pewien etap procesu fizyczne-
go, jaki moze zachodzié w rurociggu. Problem /W/ roswigzano
metods réimic skoficzonych postugujge sigq programem L¥.
Rogwigzaniem tego problemu byiy funkcje: sktadowych naprgze-
nia §=6, /r,t/,6,=6p /r,t/, =6z /r,t/, sktadowych odksziai-
ceniaE==¢€, /r,t/,E=E /r,t/ i granicy plastycznodcisp=w{nt).
Rezultaty te pordwnano pod wzglgdem iloSciowym i jakosciowym
z wynikemi dle zegednienia /8/ uzyskanymi z rozwigzania proble-
au Hr 1, gdzie temperatura @/r,t/ w obszarze relal®), bi)]
oraz na brzegu &/% byia stala i rndwna temperaturze otoczenia,
ezyli 8r,t/ = const. dla te[t,,t,,] i relab].
Zagadnienie /S/ rozwigzano metodg Bungego-Kutty okreslajgc na-
prgzenie i odksztaXcenie.
Program LP zawieral algorytm tego rozwigzania,

¥ problemach /% i /S/ szczegélowo analizowano zaiany ujakoécio—
we funkcji G/t/ w zaleino$ci od tego, czy ciénienis p/t/ jest
okreflone przez funkcjq malejgcy czy tei rosngecsy.
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Ciénienie p/t/ dobiereno tak, aby w czasie calego procesu de-
formacyjnego rura byiae ocaikowicie plastyczna.

We wszystkich rozpatrywanych problemach ciénienie p/t/ zmienia
sig skokowo w chwili tp, dla czasu te (t,, tk] jest okreélons
zaleznoscig

/5.1/  ple)=f+S,ftrft "2,

gdzie fj' j =1,2,3 sg liczbami rzeczywistymi. 'ﬂielkoécid;!';z

przyjmajg wartodci O lub 1 w zaleznodei od tego czy wykres
p/t/ jest linia prostg czy tez krzywg drugiego stopnia.
Wielkosé i rodzaj funkeji p/t/ oraz warunek poczgtkowy dla
temperatury ,(r) =6-(r,tp) dobierane sg tak, aby model matema-
tyczny procesu najlepiej odpowiadail rzeczywistemu procesowl
fizycznemu,

Wyniki dla probleméw (@),(W) 1 (S) dobrze aproksymajg rzeczy-
wistodé dla zakresu ciénienia p/t/, przy ktérym odksztaXcenia
wystepujgce w materiale s mate. Rezultaty te gorzej opisujg
rzeczywistg reakejg rury grubodciennej, jesli kryterium ma¥oé-
ci odksztaXced nie jest speXnione, poniewaz problemybyly
sformutowane dla réwnar ruchu i praw konstytutywnych odpowied-
nich dla nieskonczenie maiych deformacji.

Najwiqksze cidnienie p/t/, przy ktérym odkeztaicenia w rurze
95 maie, Jjest wielkoscig zwigzang z typem problemu, modelem
materiaiu oraz predkoscig odksztaXcenia. Czas trwania procesu
deformacji materiafu jest parametrem charakterystycznym dla
rozwigzywanego problemu opisujgcego reakcjg rury sztywno-
lepkoplastyczne j.

Wezystkie programy i procedury sporzgd~ono w Jjgzyku ALGOL-
-0ODRA 1204,

Wykaz rozwigzywanych probleméw i rezultetéw przedstawiono
w tablicy 5.1.
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5.1, ROZWIAZANIE PROBLEWU (6)

Zagadnienie (@) w zaleznodci od warunkéw brzegowych
i poczatkowych stawianych dla temperatury @ /r,t/ opisuje
rézne procesy fizyczne, zwigzane z ogrzewaniem i deformacjg
rury gruboéciennej, w ktérej piynie ciecz lub gaz pod ciénie-
niem p/t/.

W pierwszym przypadku nazwanym dalej problemem Nr 1
temperatura g/t/ = @/a,t/ na brzegu a/t/ jest funkecjg ciggig
czasu t. Funkcja okredlajgca warunek poczgtkowy lp.‘/t/ jest
nieliniowg, jednostajnie ciggZa funkcjg czasu. Problem ten
jest modelem procesu deformacji rurociggu, w ktérym piyn
ogrzewa Scianki rury w czasie t 3("”,tJ , tak Ze w czasie
t e‘[tp, t, ] temperatura 8/r,t/ jest nieliniowg funkejg
promienia rE[a,/t/, b/t/] e
W chwili t, ciénienie p/t/ piynu w rurociggu roénie skokowo

p(t;)»P('(‘;) do wartodci, przy ktérej naprgzenie w caXej
rurze speini warunek plastycznosci.

W drugim przypadku okreslonym jako problem Nr 2 temperatura
@/a,t/ jest funkcjs nieciggls, zmienia sig skokowo w chwili
t = tp i speinia warunek G'(r,‘t; ))}G{r,‘t;)

Temperatura (P, /r/ w chwili poczgtkowej t, procesu jest staia
9, /r/ = &/r,0/ = const., ré[a(tp), v(tp)].

Zagadnienie to jest modelem procesu deformacyjnego jaki zacho-

dzi w rurociggu, w ktérym do chwili t; temperatura jest
staza B/r,t/ = const.,t e(-o0,tp ), relab].

W chwili 1:? temperatura piynu roénie skokowo tak,%e pochodna
funkcji temperatury wzgledem czasu jest bliska nieskoliczonod-
ci|30/3t|=e0 |, Ciénienie zmienia sig tak samo jak w proble-
mie Nr 1.

W zagadnieniu nazwanym problemem Nr 3 temperatura 9{3, t) na
brzegu a/t/ zmienia sig skokowo w chwili t = tp do wartoéei
B'(a(fp);k:) >6(altp), ) i dalej w czasie t€ (tP ,fk] .
jest rosngeg i ciggig funkejg czasu. Funkcja (p,(r)ﬁe-(r‘,f;)
jest nieliniowa wzgledem zmiennej t.
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Zagadnienie to jest modelem procesu, w ktérym piyn nagrzewa
rurg do temperatury &(r,t) w czasiets(-oﬂ,t;) . Temperatura
&(r,t) jest nieliniows funkecjs wzgledem rela,b].

W chwili t_ funkcja ta zmienia sig skokowo, W czasie trwania
procesu deformac ji fe(tp,t*] temperatura rurociggu dalej
roénie, Cidnienie ptymu p/t/ w chwili t
grg.

Proces zXozony 2 trzech opisanych proceséw mozna sobie wyobra-—
zié dla rurociggu, w ktérym piyng gazy bgdgce produktami wybu-
chowego lub detonacy jnego spalania materiaxéw wysckoenergetycz-
nych /np. nitrogliceryny lub prochéw nietroglicerynowych/.

P Jest funkcjg niecig-

Proces Nr 2 jest najbardziej odpowiedni do opisu reakcji ruro-
ciggu w czasie pierwszego wybuchu,

Rura grubodcienna przed wybuchem nie Jjest ogrzewana a tempera-
tura e/r,t/ jest réwna temperaturze otoczenia., Przyjmi jmy, Ze
wybuchy powtarzejg sig 2z duzg czgstotliwodcig, to znaczy okres
czasu, kiedy gaz w rurociggu nie piynie sg pordéwnywalne

z czasem trwania procesu deformacji rury, Procesy Nr 1 i Fr 3
okreélajg reakcj¢ rury gruboéciennej w czasie nastepnych wybu-
chéw, przy czym drugi z nich uwzglgdnia zmiang temperatury
gazéw w okresie ¥ = tk - t_ . Problem Nr 3 lepiej nadaje sig
do opisu takich proceséw, dla ktérych okres ¥ jest dostatecz-
nie diugi, tak aby zmiana O w tym czesie miaZa zZnaczgcy wpiyw
na opis reakcji materiatu. Temperatura B(a,t) na brzegu e/t/
jest we wszystkich problemach (B’), funkc jg

/5-2/ 9('&)=9‘(a,t)"'d{‘i'd’_"'elp(—tda)‘*% )
gdzie 4 €R dla 1l = 1,2,3,4 =g parametrami funkecji.
FUNKCJA TEMPERATURY
Zbadano wpiyw wspéiczynnikadelsd na grubodé warstwy cieplne
i temperaturq w rurze grubosdciennej, Gruboéé warstwy cieplnej
jest wigksza dla mnie jszych wartoéci wspdiczynnika del .
Wobec tego wielkodé ta dla materiaiu zdel= 1 jest wigksza niz
dla materiaXéw opisywanych réwnaniem konstytutywnym z del = 3
lub 5. Grubo$é warstwy cieplnej w materiale jest liniowo
zalezna od wielkodei funkeji C/t/, zwigksza sig wraz ze
wzrostem C/t/.
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¥ rozwigzaniach trzech probleméw (0') stwisrdzono, ze funkcje
temperatury zmienia sig pod wzgledem jakodciowym w warstwie
cieplnej w ten sam sposdéb, niezaleznie od warunkdw poczgtko=-
wych i brzegowych stawianych dla funkcji 3'(!‘,‘\'.‘) -

Temperatura @{r,t) zmienia sig ilodciowo zaleznie od del oras

typu problemu (@), co pokazano na rysunkach /5.1/, /5:2/,
/803 .
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FUNECJA C/t/ =y [1, i)

Wykresy funkecji C/t/ = y [1,j] przedstawiono na rys.5.4,
5.5 1 5.6. Pordéwnanie funkeji C/t/ pod wzgledem ilodciowym
i JjakosSclowym dla réznych wartosci wspbéiczynnika del 1 tego
samego czasu trwanias procesu przedstawiono na rysunkach /5.4/
i /5.6/. Wigksze wartofci funkeji G/t/ otrzymije sig dla
mnie jszych wspbXczynnikdw del oraz dla wyzsze] temperatury
e(r,t).
Zgodnodé i stabilnodé wynikdéw otrzymywanych dla rozwigzania
problemu (8) z réing liczbg wgziéw siatki mozna przedstawié
jako wniosek z anslizy wykreséw na rysunku 5.5.

Wartosci funkcji C/t/ dla problemu Nr 1 w chwili t = %, ®g
réwne: dla danych 3003 /del = 5/ G/t,/ = 1072, dla denych
2016 /del = 3/ c/tk/ T 11 dla danych 2025 /del = 1/ C/tk/=102

Wyniki te otrzymano przy tych samych wartodciach funkcji brze—
gowych i poczgtkowych dla temperatury i ciénienia p/t/.

Na rysunkach 5,7, 5.8 i 5.9 przedstawiono wykresy zmian promie-
ni rury a/t/ i b/t/ w zaleznodci od parametru del oraz typu
warunkéw poczgtkowych i brzegowych w problemie przewodnictwa
cieplnego.

Promienis a/t/ i b/t/stajg siq wigksze dla wyzszych temperatur
i mniejszych wartodcil wspdiczynnika del = 1 przy tych samych
czasach procesu deformacji rury.
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RYS, 5.4

¥ykresy funkcji C/t/ =y [1,3] dla trzech probleméw poczgt-
kowo-brzegowych zagadnienia (@) . Dane 2013 odpowiadajg pro=-
Llemowl Nr 1, dane 2014 sg sporzgdzone dla problemu Nr 2

& dane 2015 okredlajg problem Nr 3.
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RYS. 5.5

Wykresy funkeji C/t/ = y [1,j] w problemie Nr 1 dla réz-
nych czasdéw trwania procesu deformacji i dla réznej ilosci
wgziéw siatki dyskretyzacyjnej, Dane 2016, 2019, 2022,
odpowiasdajg problemowi Nr 1,
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RYS, 5.6

Funkcja C/t/ = y [ 1, j]Jokreélona dla: wspbéiczynnikéw dsl=1,3,5,
probleméw z rdéznymi typami warunkéw poczgtkowo-brzegowych
oraz tego samego czasu trwania procesu deformacji rury.

Dane 2016, 2025, 3003 odpowiadajg problemowi Nr 1,problem

Rr 2 rozwigzano dla danych 2017 i 2026.Dane 2018 i 2027 okre-
élajg problem Nr 3.Funkcja C/t/ jest przedstawiona w skali
logarytmiczne j.

http://rcin.org.pl



97

S 1234567830 RBMUGKTIBIGN] |
Rys
Zr%u‘ang wymiardw rury grubosciennej dla trzech procesow @)«
del =3. Promier wewngtrzny rury dia t=t,=0 est al®d=1 a zewngtrany bl0)=2.
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Wykresy a/t/ i b/t/ dla réznych probleméw termicznych
i wspbiczynnika del = 1,3,5.
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INTERNAL RND EXTERNAL DIAMETERS

RYS. 5.9
Wykresy pokazujyce zulany promienia wewngtrznego in.=a.(t')

i zewngtrznego ex = b{t) rury. Wykresy te fotografowano na
ekranie monitora ekranowego maszyny cyfrowej.
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NAPREZENIE, ODKSZTALCENIE I GRANICA PLASTYCZNOSCI

NapreZeniesrT i odksztaXcenie promieniowe £ maleje dla
wigkszych temperatur.

Nalezy pamietad, e najwickasze wartoéeci temperstury wystepujsg
w problemie Nr 3 i sg one niewisle wigksze od wartodeci w pro=-
blemie Nr 1.

Naprezenie i odksztaZcenie promieniowe okreslone dla materia-
Tu lepkoplastycznego ze wspdiczynnikiem del = | sg mnisjsze
niz dla del = 3 i del = 5 w tych samych chwilach czasu i dla
tej samej temperatury. Wykresy funkcji.GIT,i €. pokazanc na
rysunkach 5.10, 5.11, 5.15a.

Naprezenie ppomieniowe srr(r,t) Jest rosngcq funkejs promienia
i nierosngcg funkejg czasu.

Naprezenie osiowe szz ry,t 1 obwodowe q”(r,t) dla del = 1

sg wieksze ni? dla wspdiczynnika del = 3 w tych samych proble-
mech termicznych., Jest to wniosek wynikajgey z pordéwnania wy-
kreséw przedstawionych na rysunkach 5,12a i 5.12b. Naprezenia
Bzz 16—96» 88 wieksze dla problemdw termicznych,; w ktdérych
temperatura materiatu jest wigksza /patrz rysunki 5.12 i 5.14/
ponadto sa one rosngcymi funkcjeml czasu i promienia, ¢o moZna
zauwazy¢é ne zdjeciach 5.13b 1 4 oraz 5.16a i b.

Predkoé¢ odksztalcenia v{r,t) Jjest malejges funkejg promienia
i rosngcg funkejg czasu /rys. 5.15b/.

Granica plastycznoéciaf(r,t) jest malejageg funkcjg promienis
/rys. 5.17a/ i rosngcy funkcja czasu /rys. 5.17b/.

W. problemie Nr 1 dla danych Nr 2025 z del = 1 granica plasty-
cznodci jest wigksza niz dla danych z innymi wartodciami del.
Foréwnanie wielkoséei )f(r,t) dla danych o réinych del pokaza-
no na rysunku 5,18.
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RYS. 5.10.

Wykresy naprgzenia promieniowego

/t,3/ trzech problemdw

termicznych w trzech wyoranych chwilach czasu j =5,10,15.
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¢ wartodci napregzenia promieniowego obliczonego dla
Ir 3 dla danych 2027 i 2018 oraz naprgzenia proumie=
'‘edlonego w rozwigzaniu problemu Nr 1 dla danych
iyxreay przedstawiono dla chwili c¢zasu j = 5,10,15.
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Wykresy napre¢zenia osiowego
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6,/r,i/ dla réinych probleméw

przewodnictwa cleplnego oraz wspdlczynnika del = 3

w wybranych chwilach czasu J.
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RYS.512b
Wykresy' naprezenia osiowe o 6z(r,j)dla réznych problemdw
przewodnictwa cieplnego oraz wspdtczynnika del=1 w wybranych
chwilach czasu j.
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RADIAL STRESS F(DIAM.)

BYS' 5013 a

UWAGA 1, Na rysunkach 5.13 a 1 ¢ zero uk¥adu wspéirzgdnych
naprgzenie promieniowe - promied /lub czas/ jest umieszczo-—
ne w lewym gérnym rogu zdjecia pod literg R.

AXIAL STRESS F(DIAM)

2

~3n8 o

RYS. 5.13 b

UWAGA 2, Na rysunkach 5.13 b 1 d przedstawlono wykresy
wartodci bezwzglednej naprqsenia osiowego
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RADAL STRESS F(TINE),

Sessricssene suesne

L

AXIAL STRESS F(TIME)

RYS. 5.13 ¢ id

Wykresy naprgqzenia promieniowego i obwodowego:/a/ i /b/
naprgzenie promieniowe i osiowe przedstawiono jako wykresy
funkcji zaleznych od promienia r dla réznych chwil czasu j,
/e/i/4/ naprezenie promieniows i osiowe pokazano jako wykre-
8y funkeji czasu t w wybranych miejscach na zmiennej r,
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RYS. 5.14 a ibh

Naprezepie obwodowe Bgg /r,J/ dla wybranych chwil czasu

je [1,J]i trzech probleméw termicznych oraz wspéezynnikdw
del = 1,3.

DANE: 2016 i 2025 okredlajg problem Nr 1,2017 i 2026 wybrano
dle problemu Kr 2, 2018 i 2027 sgq odpowiednie dla problemu
Nr 3
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RYS, 5.15 aib. ;
Predkoéé i odksztaicenie promieniowe B /r,Jj/ dla wybranych
chwil czasuj, Poréwnanie prgdkoSci cdksztaicenia dla réznych
wartofci wspéiczynnika del = 1,3,5, dla problemu Nr 1
pokazano na rysunku /b/.
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CIRCUM STRESS F(DIAM)

“a%e & 9

RYS., 5.16 a
Faprezenie obwodowe Opy/r,Ji/ dla wybranych chwil czasu 3o

CIRCUM STRESS F(TIME)

RYS, 5.16 b
Napresenie obwodowe Ogg/%,t/ dla wybranych promieni k rury

grubosdcienne J.
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POINT YIELD F(DIARM) TLP

RYS., 5.17 a
Granica plastycznosci o /r, i/ dla wybranych chwil eczasu e

POINT YIELD F(TWME) TLP

2
. 3
. .0
15
) .20

fiiew i

.n-li"i‘!

RYS. 5.17 b

Granica plastycznodei of /k,t/ dla wybranych promieni k rury
grubodcianne j.



ks

1214
Granica plastycznofci o /r,j/ dla wybranych chwil czasu J

oraz dla réznych wartoSci wspéZczynnika del = 1,3,5.
jest przedstawiona w skall péilogaryimicz-

Funkc ja of /1, i/

Wi
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5.2, ROZWIAZANIE PROELEMU /W/.

Poréwnamy rezultaty otrzymane z rozwigzania problems/W/
z wynikami rozwigzania zagadnienia (9'). Punkec ja C/t/ w proce=-
sie deformacji /W/ zmienia sig w ten sam sposéb jak funkcja
C/t/ okreflona w problemie Nr 1 typu @) . ¥ ovyawu przypad=
kach C/t/ przyjmuje wartodci tego samego rzgdu.
Dane do rozwigzania problsmu typu (9) byzy tak dobrane, aby
temperatura w rurze byia staia w czasie calego procesu,

ert) - const., t€[tp},], relaft),bit)].

Wartodei C/t/ dla dXuzszych czaséw trwania procesu x=tx=tp
83 wigksze niz dla procesdéw o krétszym czasie ¥ . Funkeja
C/t/ przy tym samym ciénieniu p/t/ i czasie * przyjmuje
wigksze wartodéci dla materiaidéw ze wspdéZczynnikiem del = 1
niz dla materiaiéw z del = 3 lub del = 5/patrz rysunki 5.19
i s5.20/.

Faprgzenie i odksztaicenie okreélone w zagadnieniu /W/ sg
ilodciowo i jakodciowo zgodne z rezultatami w problemie (Gf).
Raprgzenia i odksztaXcenia promieniowe sg male jgcymi funke ja-
mi czasu i rosngceymi funkecjami promienia., Funkcja naprgzenia
spexnia warunek B,.(b(#);t)=0 dla telty,t.].

Wykresy funkcji naprezenia i odksztaXcenia przedstawione sg
na rysunkach /5.21/ i /5.22/.
Poréwnanie wykreséw granicy plastycznofci dla probleméw (8)
i /W/ zaprezentowano na rysunku /5.23/. Wartodci granicy
plastycznodci znacznie réznig sig od siebie dla poczgtkowego
etapu procesu, kiedy granica plastycznodci dla danych LW180
jest mniejsza od /1 + 10”2/,
Réznice iloéciowe 1 jakosSciowe migdzy granicg plastycznoéei
dla (8) 1 /W/ wystepujg ze wzglgdu na wpiyw funkcji lepkodeci
o) -
Problem /W/ jest matematycznym modelem procesdw odksztalcenia,
zachodzgeych w grubodciennej rurze pod dziaianiem ciénienia
p/t/, ktére w chwili poczgtkowej zmienia sig skokowo
P(f:bp(f; ) 1 ponadto dlatytzeltyt)] ,t.Dt;  ma wlasnodé
takg, ze p(‘tz))p(f.,)VP(t‘)?p&z) :
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Funkcja C/t/ dle materiaiu lepk

izotropowym. Dane numer 120iz1 / del = 1
/del = 3/.

oplastyczne
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oraz 120 iz2
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1+4

1+

1+

wzmaocnieniem ;

_-wzmcmnwmi

.2 granica plastycznasci dla maieriau ze
wym dane LW 130,

1. granica plastycznoéahyh matzriatu 28
ieniem { efektomi termicznymi w
problemie termicznym Nr.1 dane 2023TLP,

RYS.

5.23

Poréwnanie granicy plastycznodci dla materiaiéw ze’ wzmocnie-
niem izotropowym dla r = a/t/.

http://rcin.org.pl
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5.3« ROZWIAZANIE PROBLEMU /S/

Przedstawimy rezultaty otrzymane 2z rozwigzania proble-
m /S/. Funkcja C/t/ daje poglad na zmiany jakodciowe
i ilodciowe odksztaZcer w zaleznodci od modelu materiaiu
lepkoplastycznego.
Naprgzenie i odksztalcenie zmieniajg siq jakoSciowo w ten
san sposéb we wszystkich problemach /@V, /9 1 /8/. Zalez-
nosé wielkodci naprezenia i odksztaXcenia od wartodci wspdi-
czynnika del w réwnaniu konstytutywnym z potggows funkc jg
nadwyzki oraz od czasu trwania procesu deformacji jest tego
samego rodzaju jak w zagadnieniach /B/ i /W/.

We wszystkich problemach wartodci C/t/ zalezg od tego, czy
funke ja p/t/ opisujgca ciénienie jest malejgeq czy tez  To-
sngcg funkejg czasu. Wigksze wartodci C/t/ otrzymuje sig dla
przypadku, kiedy cisnienie maleje od wartodci najwigksze]
Pmax do wartosei Prin = 1.42f, , gdzie Mo Jest statyczng
granicg plastycznoéci w chwili t_. Cidnienie Pmax jest
parametrem rozwigzania.

P
Rura gruboscienne zaréwno przy rosngcym jek i malejgcym cid-
nieniu p/t/ jest plastyczna w calym procesie deformacji.

Naprgzenie promieniowe i obwodowe okredlone w rozwigzaniach
probleméw /%/ 1 /S/ poréwnano ne wykresach /5.27/.
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RYS. 5,24.

Poréwnanie funkeji C/t/ dla rosngcego i male jgcego
c:.énienia p/t/.

http://rcin.org.pl
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RYS, 5.25

Ciénienia rosngce i malejgce, przy ktérych obliczomo
wartoéei C/t/ przedstawione na rysunku 5,24,
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