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O REGULARNEJ DWUWYMIAROWEJ STRUKTURZE

Streszczenie

W artykule dokonano przegladu literatury na temat wyznaczania
efektywnego wspolczynnika przewodnictwa w kompozycie o strukturze
periodycznej, w ktorym wtrgcenia w postaci réwnoleglych walcow tworzg
sie¢  kwadratowg. Podano takze obliczenia efektywnego wspélczynnika
przewodnictwa za moca nowej wersji metody #rédel indukowanych w
oparciu o funkcje ggzowe zwigzane z potencjalem Wignera [14]. Ponadto
przedstawiono zainspirowany wynikami Bergmana [15] nowy rekurencyjny
algorytm do wyznaczania efektywnego wspdlczynnika przewodnictwa.

1. Wprowadzenie

Przedmiotem naszego artykulu jest analiza efektywnych wlasnosci
osrodkéow dyspersyjnych, zlozonych z dwéch réznych materialéw, z ktorych
jeden wystepuje w postaci fazy ciaglej zwanej matryca, za§ drugi jako
faza rozproszona w postaci wtrgcen czyli inkluzji. Ograniczymy si¢ tu do
osrodkow  stacjonarnych, ktorych struktura i wilasno§ci nie zalezg od
czasu. Bedziemy tez przyjmowaé, Ze wtracenia tworza regularng strukturg,
w ktorej mozna wyodrebni¢ jedng komorke periodycznie powtarzajacg si¢ w
calym obszarze kompozytu.

Badanie efektywnych wlasnosci ofrodkow dyspersyjnych jest bardzo
wainym problemem o znaczeniu zaréwno podstawowym jak i praktycznym,

wystegpujgcym w roznych dziatach fizyki i nauk technicznych. Batchelor



[1], a pozniej Bonnecaze 1 Brady [2] oraz Torquato [3] zestawili te
zjawiska fizyczne, z ktorymi wiaZze si¢ problem opisu wlasnosci osrodka
dyspersyjnego za pomocg efektywnego wspélczynnika  transportu. Z
kilkunastu zjawisk wymienionych w pracach [1-3] wyodrebnimy cztery
nastgpujgce:
1) Przewodnictwo cieplne,
2) Przewodnictwo elektryczne,
3) Przenikalno$¢ dielektryczna,
4) Przenikalno$¢ magnetyczna.
Kazde z nich moze by¢ opisane za pomocg rownan tej samej postaci:
V-Fi= p(r) , (1.1)
F;= -).i-V(D : (1.2)

i = (1.3)

c - faza ciggia (matryca) ,
{ d - faza rozproszona (wtracenia) .
Rownania te odnoszq si¢ do kazdej z faz, przy czym sposéb uzycia
odpowiedniego indeksu i okreflony jest alternatywna formula (1.3).
Pierwsze z réwnan ma charakter prawa zachowania, gdzie F oznacza
natezenie  strumienia danej wielkoéci fizycznej, r jest wektorem
polozenia, za§ p(r) oznacza dany rozklad zZrode! w rozpatrywanym
obszarze. Drugie réwnanie jest zwigzkiem- konstytutywnym pomigdzy
strumieniem F , a gradientem potencjalu @ , gdzie A oznacza
wspotczynnik transportu w danym sktadniku kompozytu. Wymienione wyiej
zjawiska lgczy wspdlna cecha - potencjat &  jest skalarem. Ograniczymy
sic przy tym do ofrodkéw izotropowych, dla ktorych wspotczynnik
transportu A, jest réwniez wielko$cig skalarna, niezaleing od kierunku.
Bedziemy zaktadaé, zZe charakterystyczny rozmiar struktury fazy

rozproszonej | jest w stosunku do charakterystycznego rozmiaru calego



kompozytu L na tyle maty ( / << L), ze kompozyt w skali makro mozna
traktowaé jako jednorodny, a wlasnofci jego mozna okre§laé przez

efektywny wspétczynnik lef , zdefiniowany jak nastgpuje:

<F> = -1, <Vé>. (1.4)

We wzorze tym <F> 1 <V®> oznaczajg érednie natgzenie strumienia i
$redni gradient potencjatu, przy czym operacj¢ usrednienia, ze wzglgdu
na periodyczng strukture osrodka, wystarczy przeprowadzi¢c po objetosci
powtarzajgce] si¢ komorki, zgodnie ze wzorem (por. [28]):

, (1.5)

1
<A> =—[JA v+ JA dav
v c d
vc d
gdzie A jest dowolng funkcjg polozenia, V  oznacza objgto$¢ komorki,
za§ V_ i ¥ odpowiednio objgto$é fazy cigglej i rozproszonej.

Przy opisie wilasnoéci kompozytéw bedziemy postugiwaé si¢ dwoma
podstawowymi bezwymiarowymi parametrami charakterystycznymi @ i h, z
ktorych pierwszy oznacza udzial objgto§ciowy wtracen

A

o =4, (1.6)
\'

za§ drugi jest wspolczynnikiem tramsportu wtracen odniesionym do
odpowiedniego wspoiczynnika matrycy

A
h = A—‘ . (1.7

Niniejszy artykul dotyczy gltéwnie dwuwymiarowych kompozytéw o
wtrgceniach w  ksztalcie walcow kolowych rozmieszczonych w sieci
kwadratowej, ktorym w literaturze po§wigcono mniej miejsca  niz

kompozytom tréjwymiarowym o wtraceniach kulistych. Pierwsza czg§é
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artykulu obejmujgca rozdzialty 1 - 4 zawiera przeglad literatury na
temat metod obliczania rozkladu potencjalu i efektywnego wspélczynnika
transportu. Literatura ta jest bardzo obszerna, a na liScie autoréw,
ktorzy wnie§li tu swoj wklad mozna znalezé nazwiska najwybitniejszych
tworcow  fizyki, poczynajagc od Maxwella [4] 1 Rayleigha [5].
Przedstawiony tu, z konieczno$ci skrotowy, przeglad zawiera omowienie
pracy Rayleigha [5] oraz prac poézniejszych autoréw, ktérzy uogdlnili
metod¢ Rayleigha na uklady periodyczne kul i walcow o bardziej
zréznicowanej  geometrii  pojedynczej komdrki i gestszym  upakowaniu
wtrgcen [6-10]. Omowiona zostala takze metoda zZrodet indukowanych
Zuzovsky'ego 1 Bremnera [11] oraz Sangamiego i Acrivosa [12], ktéra
pozwolila usunaé pewne niejednoznaczno§ci wyst¢pujace w  metodzie
Rayleigha. Wspomniano takie o metodzie kollokacji brzegowej [13].
Rozdzial 4 zawiera omowienie dotychczasowych wynikéw dotyczacych
efektywnych wlasnoéci kompozytéw w warunkach asymptotycznych, przy
gestym upakowaniu walcéw o wysokim wspétczynniku przewodnodci.

W drugiej czgéci, obejmujgcej rozdzialy S5 - 8, metoda Zrddel
indukowanych zostala zastosowana do wyznaczania rozkiadu potencjatu i
efektywnego wspdlczynnika transportu w kompozytach dwuwymiarowych o
wtraceniach walcowych. Wprowadzono tu nowa wersje tej metody oparta na
funkcjach bazowych zwigzanych z potencjalem Wignera [14]. Efektywny
wspolczynnik przewodnictwa wyraiono w postaci ulamka lancuchowego.
Przedstawiona tez zostala nowa, zainspirowana wynikami Bergmana [15-17],
metoda wyznaczania efektywnego wspélczynnika transportu przy pomocy
algorytmu rekurencyjnego. Rozdziat 9 zawiera podsumowanie otrzymanych

wynikow.



Czesé 1.
EFEKTYWNA PRZEWODNOSC KOMPOZYTU - PRZEGLAD LITERATURY

2. Rownania przewodnictwa, warunki brzegowe i efektywny wspolczyn-

nik transportu

Bedziemy rozwaza¢ kompozyt skladajacy si¢ z regularnego ukladu
jednakowych, rownolegtych walcow r(.)zmicszczonych w jednorodnym o$rodku.
W przekroju poprzecznym osie wﬁicéw tworzg sie¢ kwadratowy. Przyjmiemy,
7ze walce s3 nieskonczenie dlugie i uklad mozemy traktowa¢ jako
dwuwymiarowy (rys.2.1). Dlugo$¢ boku bazowej komérki sieci wynosi [, za$
bezwymiarowy promien walca odniesiony do dlugo$ci [ oznaczamy przez a.
Zjawisko bedziemy opisywa¢ w ukladzie wspdirzgdnych walcowych (r,0) badz
kartezjanskich  (x,y), obierajac za poczatek ukladu punkt centralny
wybranej komorki. Polozenia $rodkow pozostalych komorek begdziemy

okresla¢ przy pomocy promienia wektora r.

= nl~l‘+ nz-lz, n,n =0, +1, +2,...

gdzie 1 , 1, oznaczajg wektory jednostkowe odpowiednio w kierunku x i
y . Uzywaé bedziemy wspotrzednych bezwymiarowych odniesionych do
rozmiaru komorki [. Wielko$ci odnoszace si¢ do fazy ciaglej (matrycy) i
rozproszonej (walce) bedziemy ozmacza¢ indeksami ¢ i d (1.3). W
przypadku temperatury T  matrycy i wtracen bgdg to indeksy gorne.
Geometri¢ kompozytu bedziemy charakteryzowaé przez udzial objgtosciowy
walcow ¢ , ktory w przypadku rozpatrywanego kompozytu dwuwymiarowego

jest rowny

@ = ma . 2.1



2a

4

Rys.2.1 Podstawowa komorka kwadratowej sieci walcow
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Przyjmujemy, ze przylozone zewngtrzme pole temperatury ma S$redni gra-
dient G0 skierowany zgodnie z osig x. Podstawowe rownania konstytutywne

(1.2) dla kazdej z faz maja w przypadku przewodnictwa cieplnego postac:
q = -4 VT 2.2

Dla bezzrodiswych obszarow matrycy i walcéw réwnania zachowania (1.1)
przyjmujg postaé:
vVer =0. (2.3)
Wystepujagcy w wzorach  (2.2-3) wskaznik ¢ przyjmuje warto$ci ¢, d
zgodnie z wzorem (1.3). Na powierzchni walcow powinny by¢ spelnione
nastgpujace warunki brzegowe:
1) Rownoé¢ temperatur obu faz
T =T dlar = a, (2.4)
2) Rownoéé normalnych sktadowych strumienia ciepla
neg =mweQg dar =a, (2.5)
gdzie n oznacza jednostkowy normalny wektor skierowany na zewngtrz

walca. Kazde z rownan (2.3) jest réwnaniem Laplace’a i rozwigzania ich

majg posta¢:
o0
T= T(A-r "y B -r ™ )cos mf dla r = a, (2.6)
m= |
(==}
T,= LC.r Mcos mb dla r s a. 2.7

m= |

W rozwigzaniach tych nie wystepuje funkcja sinus ze wzgledu na symetrig
rozwigzania w stosunku do 6 = 0 , za§ m jest liczbg nieparzystg z uwagi
na antysymetri¢ rozwigzania wzgledem § = n/2. Rozwigzanie (2.7) nic ma
czionu z ujemnym wykladnikiem, aby unikngé osobliwo§ci w punkcie r = 0 .

Wyrazenia (2.6) i (2.7) zawieraja trzy ciagi stalych dowolnych Am, Bm i



Cm, a zatem rozwijzanie naszego problemu fizycznego wymaga postawienia
trzech warunkow brzegowych. Do tej pory sformutowane zostaly dwa warunki
brzegowe (2.4-5) na powierzchni walca. Uwzglednienie trzeciego warunku
zwigzanego z oddzialywaniem komodrek nieskonczonej sieci na rozpatrywang
komorke centralng bedzie przedmiotem rozdziatu 3.

Wykorzystujac ~ warunki  brzegowe (2.4-5) mozemy  wyrazi¢
wspotczynniki A 1 C_ za pomocg wspélczynnika Bm i wyeliminowa¢ je z
rozwigzan (2.6) i (2.7).

1+h Bm Bm
A = PN N , (2.8)
m 1 - h aim a_ahn
2 B 1+« B
c - Lom i Y 2.9
m 1 - h alm o alm

gdzie h jest bezwymiarowym wspotczynnikiem przewodnictwa walcow (1.7),

za$ « jest wielkosdcia zaleing od h :

a = . (2.10)

Sposoby wyznaczenia wspolczynnikow B_ na podstawie dodatkowego warunku
zostang podane w rozdz.3, a w tym miejscu przejdziemy do wyznaczenia
efektywnego wspotczynnika przewodnictwa kompozytu.

Wspolczynnik ten zdefiniowany jest ogolnym wzorem (1.4). Obecnie
podamy szczegotowa postac tego wzoru dla przypadku przewodnictwa
cieplnego w dwuwymiarowym kompozycie o kwadratowej sieci wtracen
walcowych.  Sredni strumien ciepta wystgpujagcy we wzorze (1.4):

<F> = <q> wyznaczamy korzystajac z definicji (1.5),
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>

<q> = = — q,dA, (2.11)
A AC 4

< d
gdzie A oznacza pole przekroju poprzecznego komorki bazowej, zas A

A1l
[q.dA + =9=

g A A
A

> —

i
jest czeScia przekroju poprzecznego odpowiadajacg matrycy i = c¢ ,

badz wtrgceniom (i = d)
Wykorzystujge wzory (2.1) 1 (2.2), otrzymujemy wzér na $redni

gradient strumienia ciepla w komoérce bazowej

<q> =-[Ac(1-¢) <VT >.+Ad¢ <v*1“>]. 2.12)

Postepujac  analogicznie otrzymujemy wyrazenie dla $redniego gradientu

temperatury w komorce bazowej
<VI> = G=(1-¢) <VI* > + ¢ <V’ > .2.13)

Podstawiajac (2.12) i (2.13) do wzoru (1.4) i eliminujgc przy tym
<VT® > z wzoru (2.12) za pomocg (2.13) otrzymujemy wzor na efektywny

wspolczynnik przewodnictwa

>

; o <VT® >
Ju=’r°=1-(1-h)—G , (2.14)

0
w ktérym wspoiczynnik h jest okreslony wzorem (1.7).

Sredni gl;adicnt <VT® > wyznaczamy ze wzoru Gaussa - Ostrogradskiego,

zamieniajagc caltke po powierzchni przekroju walca na calke po jego

obwodzie

< VI > =

>|-'

1 5
- JW‘dA= J'I"’nds, 2.15)
A
4 ]
A, s
gdzie n jest wektorem jednostkowym normalnym do obwodu walca, za§ s



jest wspolrzedng mierzong po tym obwodzie.
Wykorzystujac rozwiazanie (2.7) oraz zalezno§¢ (2.9) i wykonujgc

catkowanie przeksztalcamy wzor (2.15) do postaci

Podstawiajgc  otrzymane wyrazenie do wzoru (2.14) dostajemy

nastepujacy wzor na efektywny wspdtczynnik przewodnictwa:
B,
u=1-2n—, (2.16)
G

Wzoér ten po raz pierwszy uzyskany przez Rayleigha [5] i powszechnie
stosowany w literaturze jest bardzo wygodny W uzyciu. Wskutek
ortogonalnosci funkcji trygonometrycznych we wzorze tym nie wystgpujg
inne wspélczynniki rozwigzania (2.6) poza wspéiczynnikiem Bl‘

Efektywny  wspolczynnik  przewodnictwa dla  sieci o  ustalonej
strukturze jest funkcja wzglednego wspdlczynnika przewodnictwa wtracen h
oraz koncentracji wtracen ¢: 4 = u(h,@) . Jezeli przewodno§é wtracen i
matrycy sg sobie rowne Ac = ld =1 (h = 1), to 1“ = A, czyli
u(1,¢) = 1, jezeli natomiast przewodno$§¢ wtracen dazy do nieskonczonosci
h o , to przy maksymalnym upakowaniu ¢ = - ( dla kwgdratowcj sieci
waleow ¢ = n/4) efektywny wspolczynnik przewodnictwa tez dgzy do

nieskonczonoéci: lim p(h,q:mx) = o0,
h OO

Efektywny wspolczynnik przewodnictwa kompozytu dwuwymiarowego
odznacza sie specyficzng symetrig, ktora wykazal Keller [18] korzystajgc
z wihasnoéci potencjatlu  zespolonego. W  szczegblnym przypadku = sieci
kwadratowej , ze wzgledu na izotropowo§¢ efektywnego wspétczynnika

przewodnictwa, symetria Kellera wyraza si¢ prost zalezno$cig:
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u(h,p) - u(l/he) = 1. 2.1

Oznacza to, Ze gdy znamy warto$é efektywnej przewodnosci kompozytu, dla
ktorego Ad/lc=h , latwo mozemy obliczyé efektywna przewodnos¢

kompozytu, w ktorym ).dli.c=]/h, jako odwrotno§¢ poprzedniej wartosci.

3. Metody rozwiazywania roéwnan przewodnictwa dla regularnej sieci

walcow

W przedstawionym wyzej rozwigzaniu roéwnan przewodnictwa dla sieci
walcow (2.6-9) pozostaja do wyznaczcnia‘nicznanc wspotczynniki B . co
wymaga wprowadzenia dodatkowego warunku, ktorym jest uwzglednienie
oddzialywania pozostalych walcéw na rozpatrywana komérke bazows. Istnie-
je kilka metod formuluwania tego zamykajacego warunku, ktére poniZej

omowimy.
3.1 Metoda Rayleigha

Rayleigh [5] byt pierwszym autorem, ktéry wykonal systematyczne
obliczenia rozktadu potencjalu oraz wyznaczyl efektywny wspoélczynnik
przewodnictwa w kompozycie, w ktorym wtracenia tworzg regularng sie¢
walcow. Zastosowal on rozwinigcie multipolowe  potencjalu (2.6) i
(2.7) do sieci wypetniajgcej obszar nieskonczony.

Jako zamykajgcy warunek brzegowy przyjete zostalo zaloZenie, Ze
czgéé potencjalu w rozpatrywanej komorce bazowej, nieosobliwa w punkcie

r = 0, a wige
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[ee]
v A rcos mé , (3.1.1)
m o= | L
jest efektem oddzialywania nastgpujgcych czynnikéow:
1) Pola zewngtrznego o potencjale
T! = Go‘x .
2) Lacznego oddzialywania irédet w  pozostalych  komorkach

zwigzanych z ta czgscig potencjatu, ktéra jest osobliwa w $rodku

kazdej z tych komoérek, a wigc zwigzana z rozwinigciem wzgledem p

0 ujemnym wyktadniku,
@
T =37 T B 'p™cosmd . (3.1.2)
{n} m=1 n- "

Przez P, i dn oznaczamy wspdlrzgdne w ukladzie biegunowym
¥ jest rozciagni¢te w dwoch
{n}
kierunkach sieci do nieskonczonosci, z wylgczeniem komérki centralnej,

zwigzanym z n-tg komorks, a sumowanie

=] o

=) ).

{n} n1-~00n2-»m

Przechodzac do zapisu w postaci zespolonej mozna powyzszy bilans
T° = T' + T przedstawié w postaci:

(o] (o]
(A-G)z + L Am-z'" =TI I Bm-(;“', (3.1.3)

m=2 {n} m=1

gdzie z = x + iy = r* cilg jest wspolrzedna zespolong w uktadzie

. cl On w

zwigzanym z komorka centralng, za$ Cn = tn + i-nn = p

ukladzie zwigzanym z n-tg komoérks. -
Za pomocy transformacji Cn =z-2z, gdzie z =x + i-yn , przy

czym X, Yy 83 wspolrzednymi kartezjafiskimi n-tej komoérki, wyrazamy
rownanie (3.1.3) w ukladzie wspolrzednych (x,y) zwigzanym z komorka

centralng. Rozwijajac prawg strong tego roéwnania na szereg potggowy
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wzgledem z 1 przyrownujac wyrazenmia przy tych samych potggach po lewej
i prawej stronie rownania otrzymujemy nieskonczony uklad algebraicznych

rownan liniowych,

[ -]
(m+j-1)!
Gd -miA = Z ——Ss__B (3.1.4)
m' T A L

gdzie j, n przyjmuja wartofci nieparzyste, & “jest  symbolem

Kroneckera, za$ SZk przedstawia sum¢ w postaci

1
= SO — (3.1.5)

2k . 2k
o) (xu+ 1yn)

Wykorzystujac zalezno$§é (2.8) mozna Z rownania (3.1.4)

wyeliminowa¢ wspolezynniki A_ i przedstawié¢ (3.1.4) w postaci

(==}
B (m+j-1)!
G,6 -mi—T_ = }: " " s B. (3.1.6)
m,l a_am S (J'l)‘ m+j )

Suma nieskonczona (3.1.5) ma zawsze warto$¢ rzeczywista i w przypadku
siatki kwadratowej wynosi 0 dla k nieparzystych , tak wigc mamy:
S, = S:o: S“= ... = 0 . Wynik ten nie stosuje si¢ do sumy .S’z
odpowiadajacej k = 1, ktora jest rozbiezna (suma S2 jest zbiezna
warunkowo , co oznacza, ze w przypadku sumowania po obszarach o podobnym
ksztalcie gramica sumy istnieje i zaleZy od przyjgtego ksztaltu obszaru
zéjmowancgo przez sie¢ walcow). Sam Rayleigh wykonal to sumowanie dla
arbitralnie  przyjetego ksztaltu obszaru nieskonczenie wydluzonego w
kierunku x uzyskujgc warto$é S:= n , pozostawiajgc sprawg warunkowej
zbieznoéci tego sumowania nie do kodca wyjasniong. Bylo to powodem
kwestionowania  przez niektorych - autorow  (por.[19]) poprawnoSci

formalizmu Rayleigha.
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Z trudno$cia ta =zetkneli si¢ takie McKenzie, McPhedran i in.
[8 - 10]. Wyjasnili oni, ze zalezno$§¢ sumy S2 od ksztaltu obszaru ma
podstawy fizyczne i wiaze si¢ 2z wystgpowaniem na jego granicy
dodatkowego indukowanego pola Gp, ktore takze zalezy od ksztaltu.
Wielko§é S, rozpatrywana byla jako suma dwoch skladnikéw , z ktérych
jeden ma wartoéé obliczong przez Rayleigha [5], za§ warto§¢ drugiego
zalezy od ksztaltu obszaru. Wylgczajac z czlonu po prawej stromie
rownania (3.1.6)  zawierajacego S, skladnik zalezny od ksztaltu, ktory
ma  warto§¢ -Gp i przenoszgc go na lews strong autorzy pracy (8]
otrzymali tam sumaryczne pole G = Go + G,, w ktore wigczyli cala
wystgpujgca w  tym  problemie zalezno$¢ od ksztaltu, Pozwolilo to
rozwigzaé uktad réwnan (3.1.6) na wspolczynniki Bn podstawiajgc za S,
warto§¢ obliczong przez Rayleigha Sz = 7. Zestawienie wartosci sum S
dla kwadratowych i heksagonalnych sieci walcéw zawiera praca [9].

Z nieskonczonego ukladu réwnan (3.1.6) dla m = 1, 2... po
odpowiednim obcigciu do ukladu skofczonego mozna wyznaczy¢ z wymagana
doktadnoécia wspotczynniki B,- dla kompozytu o zadanej gesto$éi
upakOwanig i wiasnoSciach fizycznych, uzyskujac na podstawie (2.6 - 2.9)

rozklad temperatury wewngtrz i na zewngtrz walca

1 P
™ = z B |——= + | cosmf, (3.1.7a)
[ a
m=1,3 ..
o0
1+« r
i Z B —— - cos mé . (3.1.7b)
(43 a
m=1,3.

Szczegolnie wazna jest  znajomo§¢ wspolezynnika B, od ktérego zalezy
warto§¢  efektywnego  wspolczynnika  przewodnictwa. W  npajprostszym

przyblizeniu dipolowym warto§¢ B,  wynika wprost ze wzoru (3.1.4) dla
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m = j = 1 . Po uwzglednieniu (2.1) i (2.8) mamy bowiem:
ace
Bl/G0 = — (3.1.8)
(1 + a@)
Podstawiajgc  (3.1.8) do (2.16) otrzymujemy wzor mna efektywny
wspolczynnik przewodnictwa (por.[10])

2a-¢
g =1-— (3.1.9)
1 + a*g
ktory w tej formie znany jest w literaturze pod nazwa wzoru Maxwella
Garnetta. Wzoér (3.1.9), majacy charakter pierwszego przyblizenia, lecz
obowigzujgcy w do§¢ szerokim zakresie zmienno$ci parametrow zostal
otrzymany przez Garnetta bez wprowadzania zatozei © Strukturze sieci i
obowigzuje dla sieci makroskopowo jednorodnych o dowolnej strukturze.
Przeksztatcajgc  wzor (3.1.9) mozemy go sprowadzi¢ do innej postaci,

znane] pod nazwg  wzoru Clausiusa-Mosottiego stosowanego do obliczania

stalej dielektrycznej [15]:

u -1 h -1

e
u + 1 h + 1

(3.1.10)

Obszerna dyskusja przyblizenia Clausiusa-Mosottiego (Maxwella Garnetta)
wraz z szeregiem interesujacych odniesien historycznych zawarta Jest w
artykule przeglagdowym Landauera [23].

Dokladnos¢ wzoru (3.1.9) zalezy od zakresu warto§ci argumentéw h
i ¢ . Porownujac wyniki uzyskane wedlug tego wzoru z wynikami
zestawionymi w tabeli 3.1 mozna stwierdzié, ze blad ponizej 10°
otrzymujemy dla h = 2 w zakresie @ =< 0.5 , natomiast dla h-—+> o, w
zakresie znacznie mniejszym ¢ < 0.2. Dla wyiszych warto§ci ¢  nalezy

braé¢ wieksza liczbe rownan uktadu  (3.1.6). W.T.Perrins i in. [9] dla
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ukladu trzech réwnan otrzymali analityczne wyrazenie na efektywng

przewodnosé

2a9
o=l - . (3.1.11)
1 + ap - 0.305827'¢  _ g.013362-9" o*
1/la® -1.402958¢"

Dla ¢ bliskich P liczba réwnan uktadu (3.1.6), ktore nalezy braé
pod uwage gwaltownie ro$nie. Perrins, McKenzie i McPhedran [9]
rozwigzali uklad réownan (3.1.6) o rozmiarach 60 X 60 w szerokim zakresie
wartoéci bezwymiarowego wspolczynnika h oraz @ . Otrzymane wyniki
zawiera tabela.3.1. W przypadku h—» oo  nie udalo si¢ im wuzyskaé
rozwigzania dla ¢ > 0.78 mimo zastosowania w tym ostatnim przypadku
ukladu réwnan o rozmiarach 100 x 100. Dla wartoéci ¢ bliskich P
i duzych wartoSci h metoda Rayleigha zawodzi, stad powstaje potrzeba
odregbnego potraktowania problemu przewodnictwa kompozytu w przypadku
asymptotycznym h —~ o i ¢ —»n/4 . Do sprawy tej powrécimy w rozdz.4

Znajomo$¢ wspolczynnikow Bj  pozwala takze na wyznaczenie pola
temperatury zgodnie z  (3.1.7). Na rys.3.1 podano otrzymane w  [9]

izotermy dla wybranych warto§ci ¢ i h .

b)

0.5

Rys.3.1 Izotermy dla kwadratowej sieci walcow [9]
a)h =8,¢9=0.2, b)h=4,9=05, ¢) h=300¢

It

0.65.



Tab. 3.1. Wartosci efektywnego wspotczynnika przewodnictwa dla

kwadratowej sieci walcow dla wybranych wartoéci h i ¢
wedtug W.T.Perrinsa i in.[9].
v —_—
2 3.5 » 10 20 50 o0
0.1 1.0690 1.1176 1.1429 1.1782 1.1990 1.2126 1.2222
0.2 1.1429 1.2500 1.3078 1.3915 1.4421 1.4760 1.5003
0.3 1.2223 1.4004 1.5007 1.6520 1.7472 1.8125 1.8602
0.4 1,3080 1.5732 1.7307 1.9806 2.1459 2.2633 2.3510
0.5 1.4010 1.7756 2.0130 2.4155 2.7011 2.9146 3.0802
0.55 1.4507 1.8912 2.1813 2.6948 3.0771 3.3732 3.6094
0.6 1.5028 2.0190 2.3744 3.0372 3.5618 3.9881 4.3418
0.64 1.5464 2.1319 2.5518 3.3764 4.0715 4.6674 5.1844
0.67 1.5803 2.2240 2.7020 3.6854 4.5659 5.3623 6.0875
0:7 1.6154 2.3239 2.8709 4.0617 5.2137 6.3359 7.4327
0.72 1.6394 2.3954 2.9964 4.3655 5.7806 7.2573 8.8063
0.74 1.6641 2.4716 3.1348 4.7303 6.5263 8.5910 11.0062
0.75 1.6767 2.5117 3.2099 4.9443 7,0041 9.5355 1i2.7511
0.76 1.6894 2.5533 3.2900 5.1867 7.5916 10.8187 15.4412
0.77 1.7023 2.5965 3.3747 5.4674 8.3505 12.7411 20.4334
0.78 1.7154 2.6415 3.4663 5.8037 9.427 16.310 35.934
0.785 | 1.7220 2.6648 3.5150 6.004 10.23 20.5 -
/4 1.7226 2.6667 3.5190 6.022 10.31 21.1 -
3.2 Metoda zrédet indukowanych
Metoda ta zostala po raz pierwszy zastosowana do wyznaczenia

efektywnej przewodnosci kompozytow o wtrgceniach w postaci periodycznej

sieci  kul

Hasimoto [20]

liczbach

Zuzovsky’ego

rachunkowej

i

i Saffmana [21],
Reynoldsa.

1 Brennera

Sangani

korygujac

przez Zuzovsky'ego

i

1 Acrivos

Brennera [11].

bledy numeryczne.

Nawigzuje ona do prac

ktérzy badali optyw

kul przy matych

Dla kompletnosci

(12] . zmodyfikowali

wprowadzajgc znaczne uproszczenia do

metode
strony
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wtaczyliSmy wymienione prace do naszego artykulu, cho¢ dotycza one sieci

kul, gdyz w

literaturze brak jest

analogicznego rozwigzania dotyczgcego
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sieci walcow,

Do istoty omawianej metody nalezy zalozenie, Ze szukane rozwigzanie
dla nieskonczonej regularnej sieci moze byé rozpatrywane jako suma dwoch
sktadnikow. Jeden z nich stanowi potencjal makroskopowy T*, ktory zalezy
od zewnetrznego pola, zas drugi skladnik T jest potencjalem okresowym,
zaleznym od  struktury komorki oraz wilasno$ci fizycznych kompozytu.
W pracy [11] rozwazano pole makroskopowe o stalym w przestrzeni
gradiencie temperatury. W istocie przy umieszczeniu bryly kompozytu o
dowolnym ksztaicie w polu potencjalnym otrzymujemy wewnatrz bryly pole
makroskopowe zwane w elektrostatyce polem Maxwella, o gradiencie
niejednorodnym, zaleznym od ksztaltu bryly. Pole jednorodne mozna
uzyska¢ w  szczegolnym przypadku, umieszczajge w  polu  pierwotnie
jednorodnym elipsoide. Jednakze nawet w przypadku pola niejednorodnego,
¢dy rozmiar komoérki centralnej jest maly w poréwnaniu z rozmiarem
obszaru zajetego przez sie¢ mozina z dobrym przyblizeniem, w otoczeniu
komorki, traktowac gradient pola G jako staly.

Rozkladajac catkowity potencjat na cz¢$¢ makroskopowa 1 okresowy

mozemy napisac

T=T"+ T, (3.2.1)
gdzie
™ =71 +G, (3.2.2)

za§ T jako funkcja przestrzennie okresowa spelnia warunek
T(r) = T'(r + r), (3.2.3)
gdzie r okrefla polozenie $rodka kuli

r =n-1 + nz-l + ns-l s (3.2.4)

Symbole Il’Iz’IJ oznaczajg wektory jednostkowe sieci, za$ n,n,n, 53
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liczbami catkowitymi 0,+1,+2,... .

Pierwszym  krokiem jest tu znalezienie okresowego rozwigzania
opisujacego rozklad temperatury w materiale matrycy, rozciggnigtym na
caly obszar kompozytu, wlaczajac w to obszar zajety przez kule. W tym
celu kule w sieci zostajg  zastgpione przez rozklady multipoli
zlokalizowanych w §rodkach kul. Podobna metoda , lecz ograniczona do
pojedynczych  fadunkéw i dipoli  zostala zastosowana do badania
elektrostatycznych ~ oddzialywan ~ w  ukladach  periodycznych [22].
Wykorzystujge uklad réwnan (1.1-2) i zachowujgc po prawej stronie
réwnania (1.1) czlon zrédlowy moZemy zapisa¢ réwnania przewodnictwa dla
matrycy w nastg¢pujacej postaci:

VT = Z[ Vo(r - r)eH + YA+ - r gH +
{o}
Vo(r - r)iH, ] (3.2.5)
gdzie & jest funkcja Diraca , V" = VV..V jest m razy zastosowanym
operatorem  gradientu, pionowe uklady kropek oznaczajg sukcesywne

mnozenie skalarne, a sumowanie ¥ jest rozciggnigte we wszystkich
{n}
trzech kierunkach sieci do nieskonczonoéci,

{n} o
Symbolem H_  oznaczony jest niezmany temsor rzgdu m zalezny od-
geometrycznych i fizycznych wlasnodci sieci, to znaczy od ¢ i h . Z
warunkéw symetrii wynika, Ze tensor H dla m parzystych jest rowny

zeru,
H =0, k= 1.2.... (3.2.6)

Nalezy zwréci¢ uwagg, Ze w omawianej metodzie problem fizyczny jest
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opisywany przez rownanie Poissona (3.2.5), a nie Laplace’a (2.3). W ten
sposob  oddzialywanie komorek sieci na rozwigzanie w rozpatrywanej
komorce bazowej zostalo wigczone w roéwnanie przewodnictwa, zastgpujac
postulat (3.1.3) w metodzie Rayleigha.

Podstawiajac (3.2.1) do (3.2.5) i wykorzystujac (3.2.6) rugujemy z
rownania (3.2.5) skladnik makroskopowy, otrzymujgc réwnanie dla

sktadnika okresowego

VTP = Z [Vé(r - r)H, + Vo(r - r)H, +.. ] . B2
)

Autorzy pracy [11] rozwijaja skladowa okresowj temperatury na szereg

Fouriera

Po— . ik o
™ = Z T -exp( 27i-k_er) . (3.2.8)
{m}
gdzie

1
km= _’o [ml-sl+ mz'sz+m3°ss], m,m,m, = 0,+1,%+2,... .

T, Oznacza objgtos¢ bazowej komorki, a s, 3 odwrotnymi wektorami
bazowej komorki sieci, zdefiniowanymi jako zorientowane powierzchnie
boczne komorki podstawowej
s, = IixlJ :

Podstawiaigc (3.2.8) do (3.2.7) otrzymano w wyniku dalszych operacji
rachunkowych, ktérych szczegoly znalezé mozna W pracy [11] formalne
rozwigzanie rownania (3.2.7) w postaci:

ol [VTO-HI + VT iH + ] , (3.2.9)

0* 3
4n

gdzie 1 jest pewna stala temperaturg odniesienia.
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Funkcja 'I‘0 zdefiniowana w nastgpujacy sposob:
1 " )
To = — z km -cxp(—2m-km-r) s

LA

k #0
m

spetnia rownanie rozniczkowe

1
VZTO = -4x [z i(r - rn) - ?0],
Funkcja To znana jest w literaturze jako potencjat Wignera [22]. Jej
posta¢  zalezy od  struktury geometryczmej sieci i opisujace
oddziatywanie innych komorek sieci na rezpatrywang komoérke bazows.
Autorzy prac [11], [12], [22] rozwijaja funkcje T, dla sieci

trojwymiarowej w szereg wokol punktu r = 0:

1 2nr ar M2 J
T=~+—+Z CA_PY (6.9),
° r 3 L 125 + 1 jm = jm
. i>0
m
gdzie funkcje Y lm(0’¢) s3 harmonikami sferycznymi [24]. Wspdlczynniki
A~ muszg byé tak dobrane, aby potencjal spelnial warunki symetrii w
sieci. Opis metody wyznaczenia wspélczynnikéw 1 ich wartoSci dla
pierwszych wyrazow zawiera praca [22].

Wykorzystujagc wlasnosci symetrii tensora H  Zuzowsky i Brenner

[11] przeksztalcili wyrazenie (3.2.9) do postaci

T = DT, , (3.2.10)

gdzie D jest operatorem rézniczkowym

L am+n+p
b= Z Bane” ax™3y"az°
m+a+p=1

zawierajgcym jako nieznane wspdlczynniki elementy macierzy trzeciego

rzedu Emp . Sangani i Acrivos [12] uprofcili to wyrazenie, zastgpujac

http://rcin.org.pl
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migdzy innymi wspotczynniki Emnp elementami macierzy kwadratowej.

Dalsze postgpowanie jest podobne jak w metodzie Rayleigha.
Wykorzystujge  rozwigzanie (3.2.9) dla T® , zalezno§¢ (3.2.1)
rozwigzanie ogolne przewodnictwa dla kuli oraz warunki brzegowe (2.4-5)
otrzymano nieskofczony uklad réwnan algebraicznych na  wspéiczynniki
rozwigzan. Szczegély obliczen oraz wyniki przedstawione zostaly w
artykutach [11-12] i nie bedziemy ich tu przytaczaé, zwrécimy jedynie
uwage na ten aspekt wymienionych prac, ktory wigze si¢ ze zjawiskiem
przewodnictwa w interesujgcej nas dwuwymiarowej sieci walcow.

Sangani 1 Acrivos [12] podajg takze ogélng posta¢ operatora
rozniczkowego D ze wzoru (3.2.10) dla przypadku dwuwymiarowego

© am
D = Z E - — (3.2.11)

?
m m
m=1,3.. ax

gdy gradient pola zewngtrznego jest réwnolegly do kierunku x
Potencjal Wignera T, wystepujacy w wyrazeniu  (3.2.10) na sktadowg
okresowg temperatury T? jest w przypadku dwuwymiarowym okre§lony wzorem
(5.3). Wyrazenie na ten potencjal wyprowadzili Cichocki 1 Felderhof
[14], wykorzystujac otrzymany wynik do wyznaczenia Velektrostatycznych
oddzialywan w periodycznych uktadach dwuwymiarowych. Sangani i Acrivos
poprzestali na podaniu wzoru (3.2.11) nie podejmujgc obliczen dla sieci
walcow. Zadanie to zostalo wykonane przez autoréw niniejszego artykuiu i
bedzie przedstawione w dalszej jego czefci (rozdzial 5 1 nastgpnme).
Obecnie jedynie wykorzystamy wzory (3.2.10-11) oraz (5.3) , aby
wykazaé zwigzek miedzy metodg Zrédel indukowanych a poprzednio oméwiong
metodg Rayleigha.

Podstawiajagc  (5.3) i (3.2.11) do (3.2.10) przy zalozeniu q = 1
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i wykonujgc kolejne rozniczkowania, a nastgpnie porzgdkujac otrzymare
wyrazenie wzgledem poteg promiemia r i cosinuséw otrzymujemy wyraZenie

na skladowg okresowa temperatury

E
P _ 1
™ = [(El n + HBA + BIEA + .)f- r—] cosf +

1 21E
+ [~(4!EA + 8IEA + I2BA_+ .)r -2 ] cos 30

31 I 4 5 8 9 12 r

1 , 4IE,
+ [ ; BIEA, + IAEA, + I6EA, ) 1 -rT] cos 56
. (3.2.12)

Zapisujgc to rozwigzanie w sposob skrocony
e}
™ = E (P 1™+ Q_ r")cosmd, (3.2.13)
m-T o ise

zauwazimy, Ze ma ono struktur¢ podobng do rozwigzania (2.6). W celu
bezpoéredniego poréwnania obu wyrazen wydzielmy z rozwigzania Rayleigha

czg8¢ okresowy. Otrzymamy :

Pm = Am B GO‘Jm.l =

o0
1 .
mE, O, ta ) GHmUE AL, (3.2.14)
j=1,3.
Q =B =-mIE_, (3.2.15)

gdzie
A =0, daj+m = 2 (2k-1), k =1.2,.

j+m
Eliminujgc z (3.2.14) El za pomoca (3.2.15) 1 poréwnujgc otrzymane
wyrazenie z rownaniem (3.1.6) zauwazamy, Ze $3 one tozsame, a migdzy
wspotczynnikami rozwinigcia Wignera Am i sumami Rayleigha S‘n zachodzi

zwigzek
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zwiazek

3
m

S
A =_2

m
przy czym § = n . Wida¢ wige, Ze metoda Rayleigha i metoda Zrédet

indukowanych przy swoim odr¢bnym formalizmie sg réwnowazne.
3.3 Metoda kollokacji brzegowej

Do wyznaczenia wspolczynnikéw B~ w rozwigzamiach (3.1.6) i (3.1.7)
niektérzy  autorzy  stosowali  metod¢  kollokacji  brzegowej.  Przy
zastosowaniu tej metody zamiast speinienia warunku brzegowego na calym
brzegu komérki, spelnia si¢ ten warunek w pewnej liczbie z gory
wybranych punktéw brzegu komérki., Metoda ta zostala zastosowana miedzy
innymi w numerycznych obliczeniach Kellera i Sachsa [25] oraz w
obliczeniach typu analitycznego innych autoréw. Obszerne omowienie
metody kollokacji brzegowej na licznych przykladach z réinych dziedzin
mechaniki ofrodkéw cigglych, ze szczegélnym uwzglednieniem materiatow
kompozytowych zawiera praca Kolodzieja [13].

Warunki brzegowe wynikajgce z symetrii sieci to przyjecie izotermy
na  brzegu komoérki prostopadtym do gradientu pola x = 1/2, oraz
adiabaty na brzegu do tego pola réwnolcg}yml y =12 (rys.3).
Wykorzystujgc réwnanie (3.1.6) i obliczajac stagd pochodng

aT® 9T 19T
— = ——-8in § + —*——<cos 6,
Jy dr rdy

mozemy warunki brzegowe zapisa¢ w nastgpujgcy sposob:

, (3.3.1)
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0
3T -
3y B E.. k'Bk[},%ﬁl sin (k-1)0 + (3.3.2)

ayy-:—: k=1 ,3..

+ R-®D gip (k+1)9]

Zazwyczaj przyjmuje si¢ uklad N roéwnoodlegtych punktéw kollokacji
na brzegu x = 1/2 oraz N-1 na brzegu y = 1/2, gdyZz w ostatnim punkcie
(0,1/2) warunek (3.3.2) jest tozsamofciowo spelnmiony. W obcietych w ten
sposéb szeregach - (3.3.1) i (3.3.2) wystepuje M = 2N-1 niezaleinych
wspolczynnikow X spetniajgcych uktad réwnan

(=]
) PLX, =Q, i=1,2,...,2N-1 , (3.3.3)

m= |
gdzie X = B, m=(k+1)/2, i jest wskaZnikiem punktu kollokacji, za$
wspdélczynniki P oraz Q w oczywisty sposéb wynikaja z  (3.3.1) i
(3:3:2) .

Réwnanie (3.3.3) jest wigc odpowiednikiem réwnania (3.1.4) z metody
Rayleigha. Cho¢ formalnie oba podejécia moinma uwaza¢ za réwnowaine, to
nie wydaje .sig , aby metoda kollokacji mogta byé uwazana za
korzystniejszg. Przedstawione w pracy [13] wyniki wskazujg, Ze metoda ta
jest mniej stabilna 1 prowadzi do kryzysu numerycznego, nawet przy
niewielkiej liczbie punktéw kollokacji. Z tego powodu nie mozna
przyjmowaé do obliczefi zbyt wysokiej przewodno$ci walcéw i zbyt gestego
ich upakpwania. Z przytoczonych przez Kolodziein danych widaé, Ze nie
udalo si¢ tam przekroczyé parametréw h = 20 i ¢ = 077, przez co
uzyskane wyniki nie doréwnujg przytoczonym w punkcie 3.1 ~ wynikom

Perrinsa i in [9].
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Na zakonczenie jako ciekawostke mozna podaé liczbowe poréwnanie
metody kollokacji z metods Rayleigha w najprostszym dipolowym
przyblizeniu. Wspélczynnik B, obliczony z réwnania (3.3.1), przy

uwzglednieniu zaleznosci ¢ = 7-a’ wynosi

B = 7——21—? : 3.3.4)

cos“f + =9
Porownujgec  (3.3.4) i (3.1.8) widzimy, Ze wzory te s3 rownowazne, gdy
cos’d = ml/4 , to jest gdy punkt kollokacji jest wybrany na brzegu

x = 1/2 , dla kgta 8 = 27.6°.

4. Efektywny wspotczynnik transportu w asymptotycznych warunkach

gesto upakowanych walcow o wysokiej przewodnosci

Badania efektywnego wspolczynnika transportu w kompozytach oméwione
w poprzednich rozdziatach doprowadzily do uzyskania rozkladu potencjatu
w bazowej komdrce oraz wyznaczenia efektywnego wspélczynnika transportu
kompozytu w szerokim zakresie koncentracji wtracen ¢ oraz bezwymiarowego
wspolczynnika przewodnictwa kompozytu h . Jednakie w przypadkach
skrajnych, gdy ukiad dazy do stanu maksymalnego upakowania ¢ ¢ _ , za$
przewodno§¢ wtrgcen do nieskoficzonofci powstajg trudnosci z uzyskaniem
rozwigzania. Wyniki otrzymane za pomocg rozwinigé multipolowych niskiego
rzgdu, jak np. wzér Maxwella Garnetta (3.1.9) daja w tych warunkach
wyniki niepoprawne, gdyz podstawiwjac do tego wzoru a = -1 odpowiadajace

nieskonczonej wartoSci h otrzymujemy
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u=1+% “ “.1)
1-9

skad wynika, Ze m dazy do nieskoficzonmosci, przy ¢ 1. Jest to wynik
bledny, gdyz maksymalna warto§¢ ¢ prowadzgca w tym przypadku do
nieskonczonej efcktywnej przewodnoSci wynosi P = n/4. Istnieje zatem
konieczno$é, aby wraz ze wzrostem ¢ stosowal rozwinigcia coraz wyiszego
rzedu. Napotkaé tu jednak mozna na ograniczenie wynikajgce z rosngcych
bledéw obliczen, gdy liczba réownan na wspélczynniki (3.1.4) jest zbyt
wysoka [9], w zwigzku z czym powstaje konieczno$¢ inmego potraktowania
problemu.

Keller [26] rozpatrywal przewodno§¢ elektryczna kompozytu
ztozonego z kul lub walcéw, ktére s3 doskonalymi przewodnikami (h o)
lub doskonalymi izolatorami (h = 0). W pierwszym przypadku zostalo
przyjete zalozenie,  Ze prad plynie przez wgskg szczeling miedzy
wtraceniami, wskutek czego efektywna przewodno$¢ kompozytu jest
zdeterminowana przez oporno§¢ szczeliny. W ten sposéb Keller otrzymat
przyblizony wzér na przewodno$§¢ ukladu zlozonego z dwoéch réwnoleglych
walcéw o promieniu a i odlegto$ci migdzy osiami I, gdzie
(1-a/l << 1. Tak otrzymang przewodno§¢ przyjagt za efektywna
przewodno$§¢ kompozytu. Wprowadzajgc bezwymiarowg wielko§¢ geometryczng

1 1
c = = 4.2)
(P-a?)'? a - 4W”)Uz
mozna zapisa¢ wzor Kellera w prostej postaci:
By, = TC . (4.3)

W tej samej pracy [26] Keller otrzymal wzér na przewodno§¢ efektywng

kompozytu o zerowej przewodno$ci walcow (h = 0) :
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1 .
ByE — . - (4.4)
nc

Nalezy tu zwrocic uwagg, Ze wyrazenia (4.3) i (4.4) spelniajg zaleznosé
Kellera (2.19).

W pdiniejszym czasic O’Brien [27],[28] wuogdlnit wyniki Kellera na
przypadek kompozytu o duiej, lecz skofczonej przewodnofci walcéw h
otrzymujgc wzor

2n

Bk + 4-In(h)/h @)
Wida¢, ze dla h — o0 wzor (4.5) przyjmuje postaé (4.1). W latach
osiemdziesigtych cytowana uprzednio grupa badaczy z Uniwersytetu w
Sydney opublikowata seri¢ prac [29-32] dotyczaca efektywnego transportu
w kompozytach w warunkach asymptotycznych. Podobnie jak Keller przyjeli
oni upraszczajjce zaloienie, Ze przy wysokim. przewodnictwie walcéw i ich
gestym upakowaniu przewodno§é nieskofczonej sieci walcow moze byé z
wystarczajgco dobrym przyblizeniem wyznaczona przez przewodno$é miedzy
dwoma walcami. Zagadnienie to zostalo rozwigzanme znang z elektrostatyki
metodg obrazéw [33]. Nie wchodzgc w szczegdly rachunkow przytoczymy
koncowy wzér na wspdiczynnik multipolowego rozwiniecia przy ujemnym

wykladniku w rozwigzaniu (2.9)

 rm)-r(s + 1
s +m+ 1)

*
B =K-a_-v

. o *F(S,m; S + m + 1;v), (4.6)

gdzie K jest dowolnym czynnikiem skalujgeym, I” oraz F  oznaczajg
odpowiednio funkcj¢ gamma i funkcje hipergeometryczng, za§ pozostale
wielkosci sg okreslone nast¢pujaco

c -1 c -1

a_ = , b= , 4.7
= 2¢ c + 1
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(4.8)

Jezeli przyjaé, ze wspélczynnik B: obliczony dla pary walcow jest w
asymptotycznych warunkach przyblizeniem odpowiedniego wspéiczynnika B
dla regularnej sieci walcéw, to moina wykorzysta¢ wzor (4.6) do
oszacowania wplywu multipoli wyZszego rzgdu na rozwigzanie ukladu réwnan
(3.1.6). W tym celu w artykule [31] zastala wprowadzona liczba R;
wyrazajgca stosunek danego wspéiczynnika B: do wspdlczynnika dipolowego

~ i r@2m-1) +r(S+2) F(S,2m-1;S+2m;v)
R, =—=2_ =g - ) ; 4.9)
2m-1 oo
B r(S+2m) F(S,1;84+2;0v)

Za pomocg (4.9) mozna réwnanie (3.1.6) zapisaé w postaci

G, 8, - (@m-1t-

4m . SZuwi}-l.sz-l
‘a 1 (2j-2)

B, % (2m+2j-3)!
o = Z ‘
=

@ @m +2j -3)

*
(2j -2)! 2m+2j-2‘R 21-1] (4.10)

+ Bl-[ s, + E_
j=1+1

W ten sposdb wystarczy rozwigzaé uklad J réwnan , gdzie liczba J
jest tak dobrana, aby dokladno$§é rozwigzania byla wystarczajaca, za$
wktad multipoli wyzZszego rzedu w rozwigzanie (dla j > J ) jest

uwzgledniony przez wyrazenie w nawiasie po prawej stronie réwnania
*
211 °

szybko zbieiny, ze wzgledu na czynnik a2®™%  obecny w (4.9). Suma

(4.10), zawierajagce wspoiczynnik R Wystepujacy tam szereg jest

szeregu moie by¢ latwo wyznaczona z zadang dokladnoscig. W artykule
[31] przedstawione zostaly wyniki obliczen wspoiczynnika B, przez ktory
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wyraza si¢ efektywny wspolczynnik transportu (2.18), w zaleznoici od
parametru geometrycznego ¢  (4.2). Obliczenia zostaly doprowadzome do
bardzo wysokiej wartosci ¢ = 10° i mogly byé dalej kontynuowane. Warto$é

ta odpowiada upakowaniu walcéw (por(4.2))
@ -9
IR )

¢ o

max

W artykule [31] wyprowadzony zostal takze przyblizony wzér na
asymptotyczng warto§¢ wspolczynnika B;‘ Nieokre§lona do tej pory stala
K we wzorze (4.6) zostala przy tym wyznaczona z warunku brzegowego
T°(r,6) = 1/2,dlar = 1/2 i 6 = 0, podobnic jak w metodzie kollokacji

brzegowej. W rezultacie otrzymano wzér

-c/2(1- 1/c)
B = , 4.11)
' 28 In(c) + 1 -2S:[y + w(l + 8)]

gdzie y  oznacza funkcj¢ digamma , zas§ y = 0.5772... jest staiy
Eulera. Wzér ten w niektérych szczegélnych przypadkach mozna sprowadzié
do prostszej postaci. 1 tak, dla S << 1 (h>>c>>1), y(1 + 8) = -y,

wzor (4.11) przyjmuje postaé

-c/2:(1 - 1/¢)
= . (4.12)
! 1 + 2-c/h* In(c)
Dla h—~ o wzor (4.12) ulega dalszemu uproszczeniu
B = -c/2+(1 - 1/c) . (4.13)

Podstawiajac (4.13) do (2.18) otrzymujemy wzér na cfektywny wspolczynnik

transportu
=1+ mQ-1e, (4.14)

ktory dla bardzo duzych wartoici ¢ mozna zapisaé prodciej w postaci
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u=1+ncs=nc, (4.15)

uzyskanej przez Kellera [26] ( por.(4.3) ).

W drugim skrajnym przypadku, gdy S >> 1, (c>>h>>1) , mamy
zalezno$¢ asymptotyczng w(l + S) = In(S) + 1/28. W ten sposéb wzor
(4.11) przeksztalca si¢ do postaci

h
B&-—«+«——, (4.16)
4:(In h - y)

a efektywny wspdlczynnik transportu wyraza si¢ wzorem

n h
ga=1+—-— — (4.17)
2 Inh-y

Mozina tez pokazaé, ze je§li we wzorze Maxwella Garnetta w postaci
asymptotycznej (4.1) wyrazimy ¢ przy pomocy parametru ¢ Z Wzoru
(4.2) i rozwiniemy otrzymane wyrazenie w szereg potegowy wzgledem c ,

w otoczeniu ¢ = 1, to dostaniemy wzor

puEl+nc-1+...,

ktéry z dokladnofcia do liniowego wyrazu pokrywa si¢ ze wzorem

asymptotycznym (4.14).



Czeé¢ 1.

ZASTOSOWANIE ULAMKOW LANCUCHOWYCH DO WYZNACZANIA
EFEKTYWNEGO WSPOLCZYNNIKA PRZEWODNICTWA

5. Funkcje bazowe dla regularnej sieci kwadratowej

W metodzie Rayleigha poszukuje si¢ rozwigzan w bazie, ktorej
elementami sj potencjaly pojedynczych multipoli umieszczonych w $rodku
jednej komoérki (w ofrodku nieskoiczonym). Funkcje te nie speiniaja
oczywifcie warunku na brzegu komérki, narzuconmego przez nieskorniczong
regularng sie¢. Dopiero przy poszukiwaniu rozwigzai tak dobieramy
wspolczynniki rozwinigcia w bazie, by spelni¢ ten warunck, Wygodnie jest
jednak obra¢ taka bazg, ktérej wszystkie elementy spelniajg  juz
jednorodne warunki brzegowe na brzegu komorki. Mozna to zrobié biorac za
punkt wyjécia potencjal Wignera uzywany w fizyce ciala stalego do opisu
tzw. ciala Wignera. W naszym przypadku odpowiednikiem ciala Wignera
jest nieskonczony uklad punktowych Zrédel ciepla o wydajnoSci q >
umieszczonych w sieci kwadratowej o okresie | , ktérym towarzysza

q
irédla rozmyte o réwnomiernej gestofci T = —; » tak Ze irédia dodatnie
l

i ujemne znoszg si¢ wzajemnie. Ze wzgledu na okresowo$¢ pola temperatury
i kwadratowy ukiad sieci pochodna normalna temperatury na brzegu komorki
znika:

n'VT = 0 ., .1
W (5.1) n jest wektorem jednostkowym normalnym do brzegu komorki.
Temperatura generowana przez taki uklad Zrédet spelnia réwnanie Poissona

(5.2) :
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A-VAT = 2nq-( 8(r) - _:2 ) (5.2)

z warunkiem brzegowym (5.1) . W (5.2) d(r) oznacza & Diraca.
Rozwigzanie réwnania (5.2) z warunkiem brzegowym (5.1), ktére w
dalszym ciggu bedziemy oznaczaé przez T,(r) , podali Cichocki i
Felderhof [14]:
xD
T(r)=q-[-lnr+lm’+ T A r'"cosmo] (5.3)
0 2 m
mw=4

wyznaczajgc wspotczynniki A~ drogg sumowania po nieskoficzonej sieci
(autorzy  [14]  rozwazali nie #r6dia ciepla, lecz ladunki elektryczne).
Poniewaz T (r) ma wlasnofci niezmiennicze wzgledem obrotu ukiadu

wspdtrzednych o I | przeto wskaznik sumowania m w (5.3) moze
2

przyjmowa¢ jedynie wartoSci réwne wiclokrotnofciom 4 . Pierwszy wyraz w
nawiasie po prawej stronie (5.3) wyraza wplyw #rédla umieszczonego w
§rodku danej komoérki, drugi jest generowany przez tlo, za§ sumd
nieskonczona - przez irédla umieszczone w pozostalych komérkach.
Funkcja (5.3) , ktérg autorzy [14] nazywajg potencjatem Wignera moze
postuzyé do konstrukcji nowej bazy funkcyjnej, na ktérej mozna rozpinaé
rozwigzanic  opisujgce temperaturg w komérce na zewngtrz walca
i wygodniejszej od klasycznych multipoli.

Multipol k-tego rzedu zawiera 2% irodet punktowych i jest
okre§lony przez wydajno$é q, . bedacy -skalarem oraz przez k  wektoréw
jednostkowych n, s =1, 2,., k, okreilajgcych wlasnosci kierunkowe
multipola (por. np. [34]). Pole multipola jest proporcjonalne do  k-tej
pochodnej kierunkowej pola pojedyiczego irédla, odpowiednio w kierunkach

nl, llz,..., IIk :

X .
T() = qk-[ M enk (nl-V)] T®, k=12. (54
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W klasycznym multipolu 'I‘O(r) jest polem pojedynczego Zrodla w obszarze
nieskoficzonym; dla plaszczyzny mamy T (r) = -In r . Mozna rozwaza¢ pole
nieskonczonego uktadu iden-tycznych multipoli rzgdu k , umieszczonych w
wezlach sieci kwadratowej. Aby wyznaczyé takie pole wystarczy podziataé
operatorem Zz prawej strony roéwnosci (5.9 na funkcje To(rj i
okre§long przez (5.3). ﬂo pochodzgce od réwnej liczby Zrédet dodatnich
i ujemnych w multipolu znosi si¢ przy tym wzajemnie.

W operatorze pochodnej kierunkowej n"V mozna wyréznié¢ 2

sktadowe o réznym typie symetrii:

n'-V = a‘.‘w + 5;1/, (5.5
gdzie :
%=cosﬂi . - Sind 3 .
ar r a0
¥ = sin 8 9 + 050 g
ar r 06

Operator %  dzialajgc na funkcj¢ symetryczng lub antysymetryczng daje
w wyniku takze odpowiednio funkcje symetryczng lub antysymetryczng.
Operator ¥ przeciwnie - zmienia charakter symetrii na przeciwny.

WprowadZmy oznaczenia:

T = (D* (1) coskb . , (@, rcos 8 +35)+
k
r (5.6)

[« +]
[MrmA cos mf ,
k+m

1
i m!

'I':" = (-1)* (k1) sinké . o g, rsinfd +
k

8 5.7

=2}
¥ —-("H"k)! ™ A, sin md
m!

Operatory rézniczkowe % i % w dzialaniu na funkcje 'I':"(r) i
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T;*(r) majg nastgpujgce wlasciwoci:

wTr T amr e
(5.8)
3 _ me,a ca _ .3
VT: =T VTk - T:n :

Po k-krotnym zastosowaniu operatora (n.-V) do funkcji T ()

otrzymujemy w efekcie sum¢ wyrazéw typu

qf v T(r) , j=0,1, ..,k
skad
T () = C, T*(r) + D, T{*x) . (5.9)

Funkcje Ti“ i T:" okreslone przez (5.6) 1 (5.7) tworza bazg, w
ktorej bgdziemy rozwijaé rozwigzanie w komoérce elementarnej na zewngtrz
walca. Pole sieci multipoli k-tego rzedu jest zgodnie =z (5.9
kombinacjg liniowg dwu funkcji bazowych k-tego rzedu: symetrycznej i
antysymetrycznej.

Funkcije T:" i Ti" majg osobliwoéci na osi walca i nie nadaja
si¢ do przedstawienia rozwigzania wewngtrz walca. Jako baz¢ rozwigzan

wewngtrz walca przyjmiemy funkcje T:" i T:" bez osobliwosci:

d,s __q1\k T
T, =(1)" (k-1)! Y cos k8+n(6“rc038+_6“)+
- (5.10)
m+k)! m
+ Z (mtb!, A, cosmf
s m!
k r k
T:" = (-1)* (k-1)! sinkf +nd rsing +
a'lk
(5.11)

o
[ (m+k)! ™A

cem 81D mé
m!

m=1
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Latwo zauwazyé, ze dla r = a odpowiadajace' sobie funkcje obu baz sj

sobie rowne:
T '(a, 6) = T:"(a, 6, T, 0 = T:"(a, ) . (5.12)

W dalszym ciggu bedziemy korzysta¢ wylacznie z symetrycznych funkcji

bazowych i dla uproszczenia notacji bedziemy pomijaé wskaznik s .

6. Wyznaczenie okresowego pola temperatury

W rozdziale 5 wprowadzilismy funkcje bazowe T:(r, )] i
T:(r, 8) ., w ktorych mozna rozwijaé okresowg cze§¢ pola temperatury
odpowiednio wewnatrz i na zewngtrz walca w kwadratowej komérce bazowej.
Ze wigledu na symetrie pola wzgledem @ = 0 wystarczy uwzglednié w
rozwinieciu tylko funkcje symetryczne, Oznaczmy przez T, 6) i
T°(r, §) odpowiednio temperature wewngtrz i ma zewngtrz walca. Poniewaz
funkcje bazowe 2z osobliwoSciami i bez osobliwoci zostaly tak dobrane,
by byly réwne sobie na powierzchni walca dla r = a , przeto w

rozwinigcin T i T w odpowiednich bazach wyst¢pujg te same

wspolczynniki:
(=] (=]
T(r, 6) = Yo Ty, 6), T, 0= Ja T, 6) . (6.1)
k=0 k=0

Funkcje  (6.1)  spelniajg rownanie Laplace’a w odpowiednich obszarach,
warunek okresowo$ci ma brzegu komorki oraz warunek réwnoéci temperatur
na powierzchni walca. Pozostaje do spelnienia warunek réwnodci
normalnych skladowych strumieni ciepla na powierzchni walca. Z tego
warunku wyznaczamy wspotczynniki rozwinigcia rozwigzania.
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Z pewnych wzgledow, ktére wyjasnimy dalej, przyjmijmy jako bazy, w
ktorych poszukujemy rozwigzan zamiast funkcji T: i T: pewne ich
kombinacje liniowe:

k k

d c
S, 6) = [ e, Tir 0), S 6 =Jc, T 0. 6.2)
i=1 j=1
Sposob wyznaczenia wspolczynnikow i podamy nizej. W bazach S: i
Si rozwigzanie ma postaé:

(=] (=]
T, 6) = ] b S, @, 6) = ] b, S . (6.3)
k=1 k=1

Wspotczynniki bk w (6.3) wyznaczymy z warunku réwnosci normalnych
sktadowych strumieni ciepta po obu stronach powierzchni  walca.

Wprowadzimy funkcje UK(G) i Vk(G) , k=12, ..

1 d c d d
= (S =T - — T (r,
u® Y [l° P ™ e |-]
oo
= [u cos jo , (6.4)
j=0
1 d c d d
v — PP R A — 8§ , -A — S ,9
2 A, -4 [ ¢ ar (10 ras & Or ! )ir-.]
@
= [v cos j@ , (6.5)
=0
gdzie
K
V) = Jec, U@ . (6.6)

j=1

Wspélczynniki rozwiniecia funkcji UK(B) i Vk(G) na szereg cos j@
A A

sg elementami pewnych macierzy nieskodczonych U i V . Poniewaz



makroskopowa  cz¢§¢  pola  temperatury - T wyraza sig
wzorem:
T™ =Grcos 6, 6.7)

warunek brzegowy dla catkowitego strumienia ciepla przyjmuje postaé:

d c
).[BT +Goos0]=1[.ﬂ +Gcosﬂ]
¢l ar L ar
r=a r=s
lub po uwzglednieniu (6.3) i (6.4):
oo
L b V(6 =-Gecosd . (6.8)
k=0

Zatem wspllczynniki b~ opisujgce rozwinigcie T w baze S: oraz
T w bazie S| sg jednoczefnie wspblezynnikami rozwinigeia gradientu
pola makroskopowego w bazie v . Wprowadzmy uktad funkcji:

=)
w6 = 7 w,, cos 6 (6.9)
j=1
ortonormalny do uktadu Vk(ﬁ):
an
J‘ V(6 W (0)d0 =4 . (6.10)
0

Wyznaczenie funkcji Wm(ﬂ) jest znacznie prostsze, gdy macierz
nieskonczona okre§lona przez wspétczynniki \ jest tréjkatna:

v, =0 da j<k . (6.11)

A A
Macierz U sprowadzamy do tréjkgqtnej macierzy V za pomocg znanego

algorytmu Gaussa. W trakcie triangulizacji macierzy otrzymuje sig
zarazem wspélczynniki Gy Aby znale$¢ funkcje wm(a) ortogonalne do
Vk(G) trzeba odwrécié macierz trojkgtng, co jest zmaczmie prostsze.

Niech
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L]
W) = ] w,ocosif . (6.12)
jmi
7 warunku ortonormalnoéci (6.10) otrzymujemy uklad réwnaf liniowych

o macierzy tréjkatnej:

> L)
L vy Wy = —= da km=12 .. (6.13)

j =k "

Rozwigzanie ukladu (6.13) jest dane przez wzory rekurencyjne (6.14):

w_ =0 dla k> 1 ,
mk

_ 1
W = - . (6.14)
mm TV

mm
™

= 1 . -

W= X Y% Y dla k =m-l,m-2, ..., 1.

v
Kk jmk+l
Do wyznaczenia wspblczynnikéw b~ na podstawie (6.8) 1  (6.10)
A

wystarczy znajomo§¢ pierwszej kolumny macierzy W :

34
= 2 =
bk I G w,, cos 6 dé n G L% (6.15)
0
dla k = 1,2, ... Wskutek tego, ze w potencjale Wignera (5.3) réine

od 0 sg tylko te wspélczynniki Ak , dla ktérych k jest

wielokrotnosciag 4 , wspolczynniki o dla j nieparzystych, a takie

wspblezynniki w i b dla k parzystych znikajg.

Kl

Dzigki odpowiedniemu wyborowi baz S i S8 , w ktorych
poszukujemy rozwigzania, wyznaczanie ukiadu funkcji ortogonalnych Wk(B)
do danego ukiadu funkcji sprowadzilo si¢ do poszukiwania macierzy
odwrotnej do macierzy tréjkgtnej 0 . W ogolnym przypadku wyznaczania

macierzy odwrotnej do macierzy nieskoniczonej, co w praktyce wykonujemy

obcinajgc  macierz  nieskoiczong do skonczomej, na ogét wszystkie
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wspolczynniki macierzy odwrotnej zalezg od tego, w ktérym miejscu
macierz zostala obcieta. Odwracanie macierzy tréjkatnej cechuje si¢ tym,
ie wspSlezynniki macierzy odwrotnej V' o wskainikach s k  zaleig
wylacznie od wspolczynnikéw macierzy C o wskaznikach takze =< k .
Dzigki temu wspotczynniki bk rozwini¢cia rozwigzania w odpowiednich
bazach S: i S: daja si¢ wyznaczy¢ dokladnie przy ograniczeniu si¢ do
macierzy o k wierszach i k kolumnach. Uwzglednienie dalszych wierszy

i kolumn macierzy \,; nie wnosi juz do b zadnych poprawek. Taki wynik
nie jest mozliwy w bazach 'I“: i T: , ani w bazach uzywanych przez
Rayleigha: 1“ cos & i r* cos 6 . Kilka pierwszych wspélczynnikéw b,
mozna wyznaczy¢ z (6.15) analitycznie. Nizej podano pierwsze 3

niezerowe wspoiczynniki bk:

_ ¢ ¢ In
bl—-————-—————G
1 + ag

ZA‘m2 ¢’ In
b,= G ,
1+a¢-48Aia’¢‘/n

28 A, A, a" ¢’ In
b= G,
I+ ag-48 A2 a’ o' /n - 47040 A o 9% (1 + a ¢) /n

gdzie o jest okreslone wzorem (2.14), za§ wspotczynniki A, i A8

wynoszg [14] :

A
4

A

0,7878030005 ,

0.53197162594 .

Wyznaczenie dalszych wspélczynnikow bk wymaga obliczen numerycznych.
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7. Zastosowanie ulamka ladcuchowego do wyznaczania efektywnego

wspotczynnika przewodnictwa

7.1. Wprowadzenie

Do wyznaczania efektywnego wspolczynnika przewodnictwa oérodka z
regularnie rozmieszczonymi wtrgceniami walcowymi zastosujemy metode,
ktora nazwiemy metodg rozwijania ma szereg potggowy i ulamek lafcuchowy
w skrocie nazywana metoda SE. W metodzie tej efektywny wspotczynnik
transportu zalezny od stosunku wspdiczynnikéw przewodnictwa sktadnikow
rozwijamy woko! punktu h=1. Nowym elementem jest zastosowanie funkcji
bazowych wyprowadzonych w rozdziale 5 do wyznaczania wspéiczynnikow
szeregu potegowego opisujacego efektywny wspélczynnik przewodnictwa,
przy jednoczesnym wykorzystaniu utamka tancuchowego dla znalezienia sumy
tego szeregu. Dzigki temu uzyskuje sie wyniki wylgcznie na drodze
kolejnych rekurencji, do ktorych jako warto§¢ poczatkowa wprowadza si¢
makroskopowy gradient temperatury rowny 1.

Podstawowym rezultatem prezentowanej tu metody okreslanej w skrocie
SL sy dwa stosunkowo proste algorytmy, prowadzgce do wyznaczenia tej
samej wielkosci fizycznej,  jakim  jest  efektywny wspotczynnik
przewodnictwa dla badanego ofrodka niejednorodnego . Algorytmy SL1 i SLZ
uzyskuje si¢c w warunkach, gdy efektywny wspolczynnik przewodnictwa
odnosi si¢ odpowiednio do wspolczynnika przewodnictwa matrycy i
wtracen. Cechg charakterystyczng wyznaczanych algorytmow jest to, ze
wyniki uzyskiwane na ich podstawie zblizaja si¢ w pierwszym przypadku
od dolu, w drugim przypadku od géry do wyniku dokladnego. Droge dojicia
do poszukiwanych algorytmow podzielimy na dwie czgéci., W pierwszej



przedstawimy podstawowe wiadomosci o szeregach Stieltjesa,
aproksymantach Padé oraz utamkach lancuchowych w zakresie niezbgdnym do
wykazania zbiezno§ci otrzymywanych formul! rekurencyjnych. Drugg czgsé

poswiecimy wytacznie na wyprowadzenie algorytméw SE1 i SE2

7.2. Reprezentacja sum  szeregdbw  potggowych za pomocg ulamka

tancuchowego

a) Szereg Stieltjesa

Mozliwosci zastosowania ulamka !afcuchowego do opisu efektywnych
wlasno$ci ukladow dyspersyjnych otworzyla praca Bergmana [15]. Rozwazal
on dwufazowy kompozyt o udzialach objetosciowych faz 1-¢ i ¢ oraz
zespolonych statych dielektrycznych lc i ).d. Wykazal, ze efektywna stala
diclcktryczna kompozytu Ag . » rozwaiama jako funkcja argumentu
zespolonego h jest analityczna w calej plaszczyinie zespolonej z
wyjatkiem punktéow polozonych na ujemnej czgéci osi rzeczywistej, w
ktérych funkcja ma bieguny pierwszego rzgdu. Na tej podstawie udowodnil,
2¢ efektywne wilasnoéci uktadéw dyspersyjnych  daja si¢ przedstawié w

postaci nastgpujacej calki Stieltjesa:
1

g(u)
1 - m(h) = j g (7.2a.1)
0
gdzie
$=yie, (7.2a.2)
A /A, b =4/ (1.2a.3)
m(h) - of c c )
A A, b=2/, (1.2a.4)

Wzér (7.2a.1) obowiazuje dla kazdej pary zaleizno$ci (7.2a.3) i (7.2a.4)
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okreslajgcych  efektywny  wspotczynnik przewodnictwa  odmiesiony,
w  pierwszym przypadku - do wspdlczynnika przewodnictwa matrycy, w
drugim przypadku - do wspéiczynnika przewodnictwa wtrgcen. Wystepujgcaca
we wzorze (7.2a.1) funkcje g(u) nazywamy gestofcig spektralng. Funkcja
ta przyjmuje zawsze wartofci dodatnie

gu) > 0. (7.2a.5)
Okreflong przez (7.2a.1) funkcje

1
meb) = 1-[E¥) du (7.2a.6)
0

rozwiimy na szereg potegowy wzgledem h=1. Po prostych  rachunkach

otrzymujemy nastgpujacy wzor ogélny:

dm(f - (-l)““n!‘j- u™'g(u) du. (7.2a.7)
db" Jpy 0
Na tej podstawie (7.2a.1) przyjmuje postac
l-m(b) = .(h-n-?o[‘f u"g(u) du][-(b-1)]". (7.2a.8)
Stad dostajemy N
- o [ - m(W)] = T ¢ [-b-1", (7.28.9)
gdzie T
o = j u® g(u) du . (7.2a.10)

0
Szereg potggowy (7.2a.9) majacy wspélczynniki c o postaci (7.2a.10)
nazywamy szeregiem Stieltjesa, gdy gg¢sto§¢ spektralna g(u) spelnia
nieréwno$é (7.2a.5) [35],[36]. Wprowadzajgc do (7.2a.9) nowe zmienne
z=h-1, (7.2a.11)
Q@ = L-(m()-1) (7.2a.12)

otrzymujemy nastgpujace rozwiniecie potggowe



oo
Q@)= § c (2", (7.2a.13)

n=0

Wzor (7.2a.13) opisuje efektywne wlasnoSci w postaci szeregu Stieltiesa.

b) Aproksymanty Padé

Niech bedzie dana nastgpujgca funkcja wymierna

DRI L
a°+alz+ a z
[L/M] = - (7.2b.1)
b +bz: b 2z
oraz szereg (7.2a.9) zapisany w postaci
- :
Q) = e 2, (7.2b.2)
. n=0
gdzie
z=h-1. (7.2b.3)

Funkcje wymierng (7.2b.1) nazwiemy aproksymantg Padé dla szeregu
(7.2b.2), jefli skodczona liczba pierwszych wspélczynnikéw  rozwinigcia
funkcji (7.2b.1) na szereg potggowy bedzie rbwﬁn odpowiednim
wspolczynnikom szeregu (7.2b.2) . W teorii aproksymant Padé dowodzi sig
nastgpujgce twierdzenie [35],[36], ktére stosuje si¢ do efektywnych
wlasno§ci ukladéw dyspersyjnych przedstawionych wzorem (7.2a.13)

Aproksymanty Padée [M/M] i [M-1/M] , gdzie liczby w nawiasach
kwadratowych oznaczaja odpowiednio_stopien licznika i mianownika, ' dgza
do 'funkcji Q(z) (7.2a.13), gdy M dazy do nieskonczono$ci. Spelniajg przy

tym dla 2z rzeczywistego i nieujemnego nastgpujgce mieréwnosci:

DY {M+1+T / M+ M+T [ M)} = 0 (7.2b.4)
DM+ 1 M] - M+T+1 /7 M-1]}20 (7.2b.5)
M/ M= Q@ = [M-1/M]," (7.2b.6)

gdzie J = '-1. Konsekwencja nieréwnosci (7.2b.4-7.2b.6) jest to, ze
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aproksymanty (M / M] i [M-1 / M] tworza najlepsze gérne i dolne
oszacowania uzyskiwane z ograniczonej liczby wspélczynnikéw szeregu
[45-48], przy czym zwigkszenie stopnia M poprawia te oszacowania. W
dalszej czgéci tego rozdziatu przy wyznaczaniu efektywnych wlasnoéci
zawsze jako punkt odniesienia wybieraé bedziemy sktadnik osérodka
niejednorodnego z mniejszg przewodno$ciag. W konsekwencji bg¢dziemy mieli

zawsze do czynienia z przypadkiem h-1 > 0.

¢) Utamek tancuchowy

Dowodzi si¢ [35],[36], Ze sume¢ szeregu Stieltjesa mozna przedstawié

w postaci nastgpujgcego utamka lancuchowego:

a az z 83 Z

Q@) = gocn(-z)" = + t T +T +° (7.2¢.1)
=

Ucinajac utamek tadcuchowy (7.2¢.1) na kolejnych wyrazach, a nastepnie
zwijajgc  go otrzymujemy, co latwo sprawdzié, ciggi aproksymant Pade
[M/M] i [M-1/M]. Stad zgodnie =z wzorami (7.2b.4-7.2b.6) kolejne
aproksymanty utamka tancuchowego dazg jednostajnie do sumy szeregu
(7.2¢.1) stanowigc na przemian oszacowanie gorne i dolne szeregu.
Napiszmy zwigzek (7.2a.9) w postaci:

(=]

FGs) = 1-mh) =+ Fes, (7.2¢.2)
n=0
gdzie przyjeliémy
h-1=-1/s (7.2c.¢)
i znajdZmy dla niego reprezentacjg w postaci ulamka tancuchowego. W tym
celu nalezy prawa strong réwnoSci pomnoiyé przez 1z, a nastgpnie

w miejsce argumentu z wprowadzi¢ zmienng (-1/s). W rezultacie
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otrzymujemy :
a a, a,
S(s) = 1-m(h) = - S (7.2c.4)

Utamek (7.2c.4) zwany w literaturze ulamkiem typu S moze byé stosowany

do reprezentacji funkcji F(s) danej szeregiem (7.2c.2). Rozwaia sig
takze utamek ladcuchowy typu J o postaci

k k

Is) = 5, = 2 (7.2¢.5)
ll+s-lz+s-|3-Fs e

Zwigzek miedzy ulamkami (7.2c.4) i (7.2¢.5) jest taki, ze kolejne wyrazy
ciggu aproksymant Padé¢ generowanych przez ulamek typu J s3 réwne
kolejnym parzystym wyrazom ciggu aproksymant Padé genmerowanych przez

utamek typu S.

d) Wlasno$ci ultamka lancuchowego typu J

Cigg aproksymant ulamka lafcuchowego typu J, co latwo sprawdzid,

jest rownowainy ciggowi aproksymant Padé M-1/ M], gdzie przez M,

oznaczyli§my stopien wiclomianu argumentu s wystgpujacego w mianowniku

funkcji wymiernej . Aproksymanty Padé [M‘-llMl] powstajg z aproksymant

Pade [M-1/M] przez pomnozenie ich przez -z i podstawienie w miejsce

argumentu z  argumentu 1/s. W wyniku tej op,eu.lcji i w oparciu o
nieréwnosci (7.2b.4-7.2b.6) otrzymujemy nastgpujace zaleznosci:

{M, / M +1]-[M -1/ M']} <0 (7.2d.1)

I'mh) < [M-1/M] (7.2d.2)

obowigzujace dla rzeczywistego i ujemnego s. Stad aproksymanty Padé

[M-1/M ] generowane przez ulamek laficuchowy typu J daig jednostajnie do

funkcji F(s) danej szeregiem (7.2¢.2), gdy M‘ dgzy do nieskonczonoSci

spelniajgc przy tym nieréwnosci (7.2d.1-7.2d.2). Dowodzi sig [35], ze
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nierowno$¢ (7.2d.2) tworzy najlepsze dolne oszacowanie, jakie udaje sig
uzyska¢ z skonczonmej liczby wyrazéw szeregu Stieltjesa. Zatem ulamek
lancuchowy typu J dobrze opisuje efektywne wlasnoci ukladow
dyspersyjnych, gdyz w oparciu o jego aproksymanty dostaje si¢ najlepsze
wyniki moiliwe do wuzyskania 2z skofczonej liczby wyrazéw szeregu

Stieltjesa.

7.3. Wspolczynniki szeregu potggowego opisujacego efektywny wspotczynnik

przewodnictwa

a) Sformutowanie zadania

Rozwazmy nieskonczony o$rodek z wtraceniami walcowymi, ktérych os
symetrii usytuowana jest w wezlach prostokgtnej sieci. Niech ofrodek ten
bgdzie poddany dzialaniu stalego gradientu temperatury generowanego
ustalonymi, niezmiennymi w czasie zZrédlami zewngtrznymi. Nastgpujgce

uklady réwnan:

V-(0,+0,h)'V T=0 (7.3a.1)
b [VTav=1 (7.3a.2)
v v
fov Tds = ) (7.3a.3)
8
oraz
V-0 + 6)-9T=0, (1.32.4)
L-\[VT dv = 1, (1.3.5)
v
[orb-vTeds =3 ’ (1.32.6)

s
definiujg efektywny  wspolczynnik przewodnictwa odniesiony do
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wspdlczynnika przewodnictwa matrycy (7.3a.1-7.3a.3)
Fmad . Ia, (1.3a.7)
, eof ¢
i efektywny wspdlczynnik przewodnictwa odniesiony do wspdlczynnika
przewodnictwa wtracenia (7.3a.4-7.3a.6)

b =4, /i, (7.3a.8)

Wielkoéci 6,86, ,h, v,V wystepujace W réwnaniach (7.3a.1-7.3a.6)
oznaczajg odpowiednio: “funkcje charakterystyczne obu faz (réwne 1
wewnatrz danej fazy i O na zewnatrz), stosunek wspdlczynnikow
przewodnictwa, cosinusy kierunkowe wektora normalnego do powierzchni
§cianck komérki elementarnej, objgto$¢ komérki elementarnej. Wyznaczymy
wspoltczynniki szeregu potegowego opisujacego efektywny wspdlczynnik

’ ”
przewodnictwa reprezentowany przez strumienie J , J .

b) Przyrosty temperatur

Niech bedzie dane pole temperatur T(h,r,p) w postaci nastgpujgcego
szeregu potggowego:
oo
T(h,r,g) = [ OT", (7.3b.1)

n=0

gdzie wprowadziliSmy oznaczenie

5T = %,ghT (5h)" (1.3b.2)

Skladniki sumy (7.3b.1) nazywaé bedziemy n-tymi przyrostami temperatury.
Rownania  okreslajgce  n-te  przyrosty  temperatury  uzyskuje  si¢
rézniczkujgc po h roéwnanie przewodnictwa. Stad dostajemy nastgpujace
uktady réwnan na przyrosty temperatur 8T" , wynikajgce kolejno z réwnan
(7.3a.1) i (7.3a.6):
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V2T = -v-el-ah-va'r"", (7.3b.3)
OT° = r-cosg , (7.3b.4)
ju-v.rr s = §J° (7.3b.5)

1

oraz

VZ-4T" = V-4, -6h-VoT"!, (7.3b.6)
6T° = r cos ¢ , (7.3b.7)
‘[v-h-d'l"' ds = 8J"° . (7.3b.8)

W  dalszej czgSci pracy bedziemy kolejno rozwigzywaé zagadnienia
(7.3b.3-7.3b.5) oraz  (7.3b.6-7.3b.8), przy czym ograniczymy si¢
wylgcznie do wngtrza walca. Zatem bedziemy korzystaé z symetrycznych
funkcji bazowych wyznaczonych w rozdziale 5, ktére dla dalszych celéw

wygodnie jest zapisaé w postaci

[« -]
=1 b Do
Tﬁ —m)glamk " -cosmg , (7.3b.9)
gdzie
_attirk-1n1, k. (m+k)!. 1 _.
i = 5 [-?% d_+(1) -—m!-)— (A, +gm8,, 0] (3610

Potencjaly bazowe (7.3b.9) powstajg we wngtrzu walca w warunkach, gdy na
jego powierzchni usytuowane sg Zrédla o nastgpujacym rozkladzie kgtowym

q, = coskp (7.3b.11)

Fakt ten ma istotne znaczennic przy wyprowadzaniu algorytmdéw liczacych
efektywny wspolczynnik przewodnictwa.
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) Efektywny wspélczynnik przewodnictwa odniesiony do wspdlczynnika

przewodnictwa matrycy

Wspotczynniki
c = a1 (eh)" (7.3¢.1)
SZETEgU POtegowego
v [}
V=2, =% c®D", (1.3¢.2)
n=0

okreSlajgcego efektywny wspélczynnik przewodnictwa ofrodka z wtraceniami
walcowymi, wyznaczymy w oparciu o uklad réwnan (7.3b.3-7.3b.5). Réwnanie
rekurencyjne (7.3b.3) przyjmuje postad

V2T" = 8(r-a)(3/3r)dT™" . (7.3¢.3)
Rozwijajgc prawg strong rownania (7.3c.3) na szereg Fouriera dostajemy

o
(1/60)°+(V26T") = &(r-a)' T q, -cosky . (7.3¢c.4)
kw1

Dzigki funkcjom bazowym (7.3b.9) mozemy natychmiast podaé rozwigzanie

rownania (7.3c.4):

aT" gl
e =57 T q“"-amk ™ cosme (7.3¢.5)
k=1 m=0 k

Rozklad Zrédel stanowigcych podstawg do nastgpnej rekurencji uzyskamy
zgodnie z réwnaniem  (7.3¢c.3) réinmiczkujge wzér < (7.3c.5) po r i

biorgc jego warto§¢ w punkcie r = a :

i 3 = 4 -1 m-1
En ' BT JTH‘ - m§0 k§l q, ‘a3 ccommp ., (7.3c.6)
Jednocze$nie prawdziwa jest zalezno$é
L .8 51 = T qtcom (7.3¢.7)
(611)- & r=s m§n qﬂ £ e
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Poréwnujgc wzory (7.3c.6) i (7.3¢c.7) dostajemy zwigzek

o0 " 1
n o n- & . 5 m-
a9 = L qk m N a !
m=0

okre$lajagcy  relacje miedzy intensywno$ciami  Zrédel
rekurencjach. Do zwigzku (7.3¢.8)
dolaczyé
q,=1,
q,=0, k=2,34,......

Efektywny wspotczynnik przewodnictwa okre§la wzér:

V=4, A =1+p (b-1)-(1+VT' + VT + - - ),

gdzie przez VAT" oznaczyliSmy éredni gradient

temperatury we wngtrzu walca. Gradient ten réwna

wspotczynnika wystgpujacego w (7.3¢.5) przy czynniku

mozemy napisaé

VéT“ ; n-1,
(6h)“ m=0

Otrzymane zwigzki (7.3c.8-7.3c.11) wygodnie jest

nast¢pujgcej formuly rekurencyjne;:

q1=l s qk=0 , n=23,..
= i
cj*1=k§1 98,9 »
H_ o k-1
@i= T qkea, et
mw |
okreflajgcej wspblezynniki  szeregu  potggowego  dla

wspolczynnika przewodnictwa.

n-tego

(7.3¢.8)

kolejnych

nalezy jako wartos¢ poczgtkows

(7.3¢.9)

(7.3¢.10)

przyrostu

si¢  wartodci

r cosp . Stad

(7.3c.11)

zapisaé w postaci

(7.3¢.12)

(7.3c.13)

(7.3¢.14)

efektywnego
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d) Efektywny wspolczynnik przewodnictwa odniesiony do wspéiczynnika

przewodnictwa wtracefi

Wspélczynniki szeregu potggowego

I =2, 14 =n{;.j: cn-(h-l)“ (7.3d4.1)
opisujacego  efektywny  wspdlczynnik  przewodnictwa  odniesiony  do
wspbiczynnika  przewodnictwa wtrgcen zostang wyznaczone W oparciu o
uktad rownan (7.3b.6-7.3b.8). W celu 'ich wyznaczenia postluzymy sie

zalezno$cig

A, =AFGAA)VT9 (1.3d.2)

ktora po podzieleniu przez A g przeksztatca si¢ do postaci

1= 4, A = 1+(1-)0-D-(VST' + VaT?+ ...,  (1.3d.3)

gdzie VOT " sq érednimi gradientami n-tych przyrostéw temperatur we

wnetrzu cylindra. Przyréwnujgc wzory (7.3d.1) i (7.3d.3) dostajemy

(7.3d.4)

PR, . . il PRy S A

n (6h)°
Zatem okre§lenie wspotczynnikow ¢~ wymaga wyznaczenia  §rednich
gradientéw n-tych przyrostdow temperatur we wng¢trzu cylindra. W tym
miejscu uméwimy si¢, ze za pomocg znakéw + i - bedziemy rozréiniaé
temperatury na zewnatrz cylindra oraz wewnatrz cylindra. Zgodnie z
powyzszg umowg réwnanie (7.3b.6) zapisane dla ofrodka z wtrgceniami

cylindrycznymi przyjmie nastgpujacg postac:
Vor" = -5(-b) & 5, 1T 6h . (7.3d.5)

Intensywnos$ci zrodet q'_’;' zwigzane sg z intensywno$ciami zZrédel q:”l;2 za
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pomocy zwiazku (7.3c.8)

@
l= 7 gt a" k. (7.3d.6)

+m km
W oparciu o funkcje bazowe (7.3b.9) i rdéwnanie (7.3d.5) dostajemy
zwigzek

- - = al7, (7.3d.7)
okrelajgcy skok intensywnoSci Zrédél przy przejéciu przez powierzchnig
walca, Z (7.3d.6) i (7.3d.7) dostajemy zalezno§¢ rekurencyjng

), =-dq}> [ . Lk (7.3d.8)

Jest to zalezno§¢ migdzy intensywnoSciami Zrédel generujgcych n-te
przyrosty temperatury rozwigzujace zagadnicnie (7.3b.6-7.3b.8).
Wymieniajgc  zaleznofci (7.3c.14) na (7.3d.8) dostajemy nast¢pujaca

formule rekurencyjng:

q=1,q=0, k=2,34,.... (7.3d.9)
pe j
cj+2 = {-joqk alk-w, (7.3d4.10)
. [« ¢}
gt = R W T i (7.3d.11)
mw |

okre$lajgcy wspotczynniki rozwinigcia efektywnego wspolczynnika
przewodnictwa na szereg potggowy.

e) Algorytmy liczgce efektywny wspélczynnik przewodnictwa

Zwigzki rekurencyjne (7.3¢.12-7.3¢.14) i (7.3d.9-7.3d.11) ,
okreélajg szeregi potggowe dajgce gérne i dolne oszacowanie efektywnego

wspotczynnika przewodnictwa. Z powodu powolnej zbieznoSci tych szeregéw
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i nie do§¢ wielkiego promienia zbieznofci wygodnie jest wyrazi¢ te
oszacowania  przez ulamki lancuchowe (por.[37], [38]). Wzory
(7.3¢.12-7.3c.14) i (7.3d.9-7.3d.11) uzupelnione o zwigzki okreslajgce
wspotczynniki ulamka tancuchowego na podstawie wspotczynnikoéw szeregu
[38] tworza poszukiwane algorytmy SE1 i SL2. Algorytmy te na mocy
twierdzenia o aproksymantach Padé (7.2d.1-7.2d.2) i na mocy zasady
symetrii Kellera [18] dajag dla kompozytu o sieci kwadratowej najlepsze
oszacowania odpowiednio od dolu i od gory, jakie mozna, w klasie funkcji
wymiernych, uzyska¢ z ograniczonej liczby wspoiczynnikow  szeregu
potggowego. Postgpujgc analogicznie mozna wyznaczy¢ algorytmy SLE3 i SL4,
ktorymi dysponujemy, liczace efektywng podatno$¢ cieplng (odwrotnoéé
efektywnego wspolczynnika przewodnictwa). W przypadku kompozytu o sieci
kwadratowej algorytmy SE3 i SE4 daja te same wyniki co algorytmy SL1 i
SL2 i dlatego nie zostaly tu przytoczone . Jednak w przypadku
ogolniejszym, na przyklad sieci prostokatnej, algorytméw tych nie mozna
pomingé, jesli sie chce uzyskaé najlepsze wyniki z ograniczonej ilosci

wspolczynnikéw szeregu Stieltjesa.

7.4. Zakres stosowalnoci algorytméw liczacych efektywny wspélczynnik

przewodnictwa

Algorytmy wyznaczone w tym paragrafie obowigzujg dla  kompozytéw z
wtraceniami  cylindrycznymi o regularnych strukturach periodycznych.
Algorytmy te bowiem nie zmienig si¢, gdy bedziemy, nawet w przypadku
makroskopowej anizotropii, liczyli warto$ci giowne tensora efektywnego
przewodnictwa. W tym przypadku zmienia si¢ jedynie dane wejsciowe

charakteryzowane  wspolczynnikami  potencjalu  Wignera.  Stad  zakres
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stosowalno$ci algorytméw oznaczonych skrétowo SL jest szeroki, obejmuje
w zasadzie wszystkie regularne struktury walcéw, dla ktérych daje sie
wyodrebni¢ komoérk¢ elementarng, a nastgpnie wyznaczyé dla tej komorki
potencjat Wignera.

8. Wyniki numeryczne

W rozdz.6 podano metod¢ wyznaczania okresowego pola temperatury w
komoérce elementarnej. W metodzie tej nieskoficzong macierz G , utworzong
zgodnie z (6.4) z nornalnych pochodnych funkcji bazowych T:(r, 9/3 i
T;(r, f) na obwodzie walca, pneksztalconc;\ do macierzy trojkatnej V
a nastgpnie wyznaczono macierz odwrotng W = v, przez elementy ktorej
wyrazajg si¢ w prosty sposob (6.15) wspdlczynniki rozwinigcia dla
temperatury. Obliczenia wykonywano w 2 wariantach: gdy elementami
macierzy s3 liczby oraz - alternatywnie - szeregi potggowe argumentu
« . W istocie elementy macierzy 6 , jak wynika z (6.4), (5.6), (5.10),
(6.16) majg postaé:

Uix

= — By * Wl (8.1)

gdzie u i uy  nie zaleza od « . Mnozge macierz G przez o
otrzymujemy macierz, ktérej wspdlczynniki zalezq liniowo od o« . Szeregi
nieskoniczone pojawiaja si¢ dopiero w procesie triangulizacji macierzy
G . W rezultacie otrzymuje si¢ wspolczynniki bk (a takie wspéiczynniki
c, . okreslajace zwigzki micdzy bazami S; , S} a T, , T| )
rozwinigcia pola temperatury jako szeregi potggowe od @ o

wspoélczynnikach zaleinych od ¢ . Znajgc pole temperatury mozna zgodnie
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z  (2.16)  wyrazi¢ efektywny wspolczynnik przewodnictwa przez B -

wspétezynnik  przy cos 0 w  rozwinigciu T na multipole.

r
Przedstawiajac za pomocg (6.3) T° w bazie S: , & nastgpnie wyrazajac

elementy bazy S: przez multipole z wzoréw (6.2) i (5.6) , mozna

wyznaczy¢ Bl , azatem z (2.16) takie u :
[=+] k
. % ) [bk[ ¢, D' G- ] ) (8.2)
k=1 i=1
Jednakie w praktyce numerycznej wyznaczanie pola temperatury poprzez
operacje mna macierzach, ktérych elementami sg szeregi jest do§¢é
czasochtonne.  Znacznie  prostszy i  wygodniejszy  jest  algorytm
rekurencyjny wyznaczania efektywnego wspolczynnika przewodnictwa podany
w rozdz. 7. Przy rozwijaniu 4 na szereg potggowy przyjmowano jako

argument szeregu o« lub 1 . Kaida z tych wielko$ci wyraza si¢ w prosty
8

sposOb przez stosunek h  wspélczynnikéw przewodnictwa obu oSrodkéw i
nie zalezy od czynnika gcomctrycmcg(; ¢ , od ktérego zaleig. natomiast
wspélczynniki szeregu. Rozwinigcia dokomywano wokét stanu w ktérym
wspolczynniki  przewodnictwa obu faz sg jednakowe. W dokiadnym
sformutowaniu  wspolczynniki szeregu zalezg od nieskofczomej liczby
funkcji bazowych. Liczba funkcji bazowych uwzglednianych w obliczeniach
numerycznych zalezy od ¢ . Z powodu, o ktérym bedzie mowa dalej,
starano si¢ wyznaczy¢ wspolczynniki szeregu z maksymalng doktadnoécia
komputera, Dla matych ¢ wystarcza do tego celu uwzglgdni¢ niewielky
liczbg funkcji bazowych. Dla ¢  bliskich #/4  uwzgledniano 300
wyrazéw; wzigcie pod uwage wigkszej liczby wyrazéw nie zmienialo jui -
w  ramach dostgpnej dokladno$ci komputera - warto§ci wyznaczanych

wspolczynnikoéw szeregu.



59

Szereg  potggowy mnie  jest wygodng  postacia  przedstawiania
efektywnego  wspolczynnika  przewodnictwa. Korzystajac z  faktu, ze
rozwinigeie  u(s)  na szereg potegowy jest szeregiem Stieltjesa, moZna
zamiast  szeregu uzy¢ wygodniejszej reprezentacji w  postaci ulamka
tancuchowego np. typu J :

k

k
us) =1 + - 2 (8.3)

I +5s - L, +s -

Algorytm pozwalajacy na wyznaczenie wspdélczynnikéw utamka lafdcuchowego

na  podstawie  wspolczynnikow  szeregu  potggowego  jest  opisany
w literaturze [37], [38]. W przeciwienstwie do szeregow potggowych
utamki lancuchowe sa zbiezne w calym fizycznie sensownym zakresie s ,
przy czym nawet wtedy, gdy szereg jest zbiezny, zbiezno$¢ ulamka
tancuchowego jest znacznie szybsza. Znajac dla danego ¢ niewielka
liczbg  pierwszych  wspolczynnikow ulamka tancuchowego otrzymujemy
w postaci analitycznej zaleznos§é U od s . Zatem wzor (8.3)
w odroznieniu od wynikow wezesniejszych prac pozwala na wyznaczenie
cfektywnego  wspolczynnika ~w  sposob  polanalityczny.  Wspotczynniki

pierwszego pi¢tra utamka tancuchowego (8.3) wynoszy:

(8.4)

Uwzglednienie we wzorze  (8.3)  tylko pierwszego pigtra prowadzi do

wzoru Maxwella Garnetta (3.19). Dla i > 1 mamy:

I =-05. (8.5)

1
Jest to konsekwencja symetrii Kellera. Warto§ci wspotczynnikow ki
podano w tab.8.1 1 na rys.8.1 ( dla 1 wigkszego od 1 ). Dla

dostatecznie matych ¢ wspotczynniki l‘:i malejg szybko i wzor Maxwella

http://rcin.org.pl
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Garnetta daje wyniki  dostatecznie  dokladne. Dla  wiekszych @
wspotczynniki malejg wolniej, dalsze pigtra utamka wnoszg wtedy znaczgey
wktad do wartoéci ulamka tancuchowego. Dla ¢  bliskich wartosci
granicznej n/4 wspdlczynniki w pewnym zakresie wskaznika i oscylujg
wokot wartosci  1/16 , dazge do O przy dalszym wzrofcie wskaznika i .
Im warto§¢ ¢ jest blizsza =n/4 , tym wigkszy jest zakres zmiennosci
wskaznika 1 , w ktérym warto$ci ]1(i sg bliskie 1/16 . W granicznym
przypadku ¢ = n/4 wspolczynniki k dla i—+o dgig nie do 0 lecz
do 1/16 .

Algorytm wyznaczania wspdiczynnikéw ulamka tafdcuchowego jest Zle
uwarunkowany numerycznie, w wyniku czego dokladno$¢ kolejnych
wspolczynnikéow  utamka  tancuchowego, odniesiona do  dokladnoéci
wspolczynnikow szeregu potggowego, szybko maleje (jako kryterium dla
okres§lenia tej doktadno$ci mogg stuzyé np. réznice miedzy wyznaczonymi
numerycznie wartosciami wspotczynnikow l, a -1/2). Z tego powodu
wazne jest mozliwie najdoktadniejsze wyznaczenie wspélczynnikow szeregu
potegowego. Stosujac precyzjg liczenia typowego koprocesora
arytmetycznego (ok. 19 znakow dziesigtnych) mozna wyznaczyé dla (o.
bliskich n/4  ok. 13 pierwszych wspélczynnikéw k . Dalsze
wspotczynniki k ~ majg juz wartoici przypadkowe. Dla mniejszych ¢
kryzys numeryczny wystepuje nawet wcze$niej, ale nie przeszkadza to w
wyznaczeniu warto$ci 4z dobrg dokladnoécig, gdyz liczba pigter ulamka
koniecznych do uwzglgdnienia jest wtedy niewielka. Dla ¢ bliskich #/4
i umiarkowanych warto§ci h  wyznaczone v;rspélczynniki takze wystarczajg
catkowicie dla dokladnego okre§lenia x4 . Dla dostatecznie wielkich h
(i odpowiadajgcych im s ) wzér (8.3) przestaje byé przydatny: utamek
tancuchowy zbiega powoli i zachodzi potrzeba uwzglednienia w ulamku
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wigkszej liczby pigter niz mozna wyznaczy¢ przy danej dokladno$ci
rachunkow; trudnoéci powstajg wiec wtedy, gdy jednoczesnie ¢ —» m/d4 |
h—o . W tym przypadku moina skorzystaé z wzoru asymptotycznego

(4.11) .

Tab. 8.2

Szybkos¢ zbieznoéci ulamka tancuchowego
i szeregu potggowego wyrazajgcych u
(dla wybranych wartoéci ¢ i h ).

Numer ¢ = 0.7 h o = 0.78 |¢p =0.7853| ¢ = =n/4

aproksy-

manty szereg utamek b o b —v o b= 20
1 2 3 4 5 6
1 2.4000 56667 8. 0909 £.32 5.9108
2 3.3800 7.2002 | 15. 8632 17.28 8. 3809
3 4.1699 7.4223 | 24 .4291 30.34 9. 5863
-+ 4.7955 7.4325 | 30.4270 45.52 10. 0261
S 5.3020 7.4327 | 33,8734 64.05 10. 2012
6 5.7098 7.4527 | 35.2817 84.30 10. 2661
7 6.0398 7.4327 | 35,7667 106.77 10. 2918
8 6.3064 35 . 8970 129.78 10. 3016
9 6.5220 35.9273 153.26 10. 3056
10 6.6963 35.9329 175.62 10. 3071
11 6.8373 35.9338 196.58 10. 3077
12 6.9512 215.01 10. 3079
13 7.0434 11. 3080

Dla ilustracji zakresu stosowalnosci wzoru (8.3) w tab.8.2 podano
dla wybranych wartosci @ i h szybko$§¢ zbieznoéci kolejnych
aproksymant utamka lancuchowego. Zbiezno§¢ jest oczywifcie tym szybsza
im h jest blizsze 1 . Z danych w kolumnie 3 wida¢, ze nawet dla dosé
duzych wartosci ¢ = 0.7 i w najmniej korzystnym przypadku h —o
par¢ pigter utamka wystarcza do wyznaczenia 4z dokladno$cia 4 cyfr

znaczygcych. Dla porownania w kolumnie 2 podano warto§ci kolejnych sum



czastkowych szeregu potegowego. Zwraca uwagg bardzo powolna zbiezno§é
szeregu. W odréznieniu od ulamka ladcuchowego za argument szeregu
przyjeto « , gdyz szereg potggowy argumentu s dla dostatecznie
wielkich wartodci h  jest rozbiezny. Z (7.2.2a) i (2.14) wynika
zwigzek miedzy s i « :

S=l+a. (8.6)

2 «a
Dla warto$ci ¢ = 0.78 , znacznie blizszej P n/4 = 0.78539... i

h -+ mozna jeszcze wyznaczy¢ u z dobra doktadno$cia uwzglgdniajac ok.
10 pieter utamka (kolumna 4). Dla ¢ = 0.7853 (kolumna 5) liczba
pieter, konieczna do uwzglednienia, przekracza juz liczb¢ pigter
mozliwych do wyznaczenia przy dostgpnej precyzji komputera. Dwunasta
aproksymanta utamka tancuchowego daje warto§¢ ok. 215 , podczas gdy ze
wzoru asymptotycznego (4.11) wynika warto§¢ ¢ = 278 . Jednakie dla
mniejszych warto§ci h (op, h = 20, por, dane w kolumnie 6) moiliwe
jest wyznaczenie 4 nawet dla maksymalnego upakowania ¢ = n/4 . Wzor
(8.3) ze wspolczynnikami ki . 11 okre§lonymi przez (8.4), (8.5) i
tab.8.1 daje wyniki zgodne 2z wynikami numerycznymi z [9]
(por. tab.3.1) z dokladno$cig stosowang przez autordw [9] w calym
zakresie zmienno§ci @ i h . Na rys. 8.2 przedstawiono wyznaczong z
utamka tancuchowego zalezno$¢ efektywnego wspélczynnika przewodnictwa od
stosunku wspélczynnikow obu faz dla réinych wartosci ¢,

W dotychczasowych rozwazaniach przyjmowano efektywny wspolczynnik
przewodnictwa jako funkcj¢ zalezng explicite tylko od jednej zmienne;j:
s lub o« . Wspolczynniki odpowiedniego ulamka lancuchowego wyznaczano
wykonujgc obliczenia dla wybranych wartosci ¢ . Jednakze rozwazania

z rozdz.7 mozna powtorzyé traktujgc 4 jako funkcje zaleing explicite
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od 2 argumentow: s,¢ lub «,¢ , i otrzymaé ulamek tancuchowy, ktorego
wspolczynniki sg znanymi funkcjami ¢ . Metode te autorzy zastosowali
w innej publikacji [49]. W tym miejscu ograniczymy si¢ tylko do
zwigzlego przedstawienia wynikéw. Wygodnie jest wyrazi¢ u  przez nowg
wielko§é g :

2a 9
R T 8.7
ap + B
skad
1 + u
B=a¢ —" (8.8)
1 - u

Reprezentacja u w postaci (8.7) ma tg¢ zaletg, Ze pozwala wyodrebnié
w formule dla 4 te elementy, ktére nie zaleza od struktury sieci,
bowiem wystepuja juz we wzorze Maxwella Garnetta (3.1.9) - i pozostale,
zalezne od struktury sieci, opisane przez B ( dla B = 1 wzor (8.7)
odpowiada (3.1.9) ). Dzigki temu w sposobie zaleinosci S od «, ¢
wychodzg na jaw pewne wlasnoSci symetrii, zwigzane z geometrig sieci,
ktore w formule dla 4  wystepuja w postaci niejawnej, s3 bowiem
maskowane przez wyrazy liniowe wzglegdem « 1 @ pochodzgce z wzoru
Maxwella Garnetta i niezalezne od struktury sieci. Dla sieci kwadratowej
zgodnie z zasadg symetrii Kellera mamy:

U, 0) u(-a,p) = 1 : (8.9)
Porownanie (8.8) z (8.9) wskazuje, z¢ B nie zalezy od znaku « ,
jest zatem funkcja o'. Okazuje si¢ takze [49], Ze struktura kwadratowa
sieci prowadzi do symetrii, ktéra pozwala przyjgé jako drugi argument
funkcji f  wielkosé ot . Wprowadzajac f = ¢ / P ™ 49 ' m mozna

przedstawi¢ S w postaci:
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G ! ; i (8:10)
L+ 1/a? L+ 1/a®
gdzie
[=:]
4]
E gln}
16(n-1 j .
K = {6, B , (8.11)
4]
1 + z B, f
j=1
=]
.
Z 'gSuj '
j=1
— ¢8(n-D)+m . —
Ln-t“‘ = , m=43 (8.12)
",
1 + z g41.1j f '

J=1
W utamku lancuchowym (8.10) wspdlezynniki K W mniejszym stopniu

dotyczy to takze Ln) majg jako czynnik coraz wyisze 1 szybko rosnace

Tab. 8.3
Wspétczynniki utamka lancuchowego dla g .

n J gl.nj g!n} g!nj g4nj

1 1 0.11637 | -0.00666 | -0.20313 | -0.47349
2 0.00116 | 0.00001 | 0.04752 | 0.07108
3 0.00000 | 0.00000 | -0.00236 .| -0.00214
4 0.00000 | 0.00000 | -0.00082 | -0.00035

0.02046 | -1.33165 | -0.10072 | -1.56126
-0.01181 0.60125 0.03172 0.95059
.00223 | -0.07218 0.01770 | -0.28559
-0.00030 | -0.02059 | -0.01764 0.03875

R S
=]
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potegi f . Jezeli f nie jest bardzo bliskie 1 , to kolejne
wspolczynniki K szybko maleja i wplyw dalszych pigter ulamka na
warto$¢ B jest pomijalny. Zastgpujac we wzorach (8.10) - (8.12) sumy
nieskonczone przez skonczone otrzymujemy przyblizong formule analityczng
dla f , ktorej wspoiczynniki moina wyznaczyé numerycznie. W  tab.8.3
zamieszczono warto$ci wspotczynnikow e dlan=1 2, j=1,.4.
Biad formuly (8.10) w szerokim zakresie parametréw h < 20, ¢ < 0.77
nie przekracza 1% , podczas gdy blad wzoru (3.1.11) zaczerpnigtego z
[5] przewyisza w tym samym zakresie 10% . Dokladno$¢' wzoru (8.10)
szybko maleje, gdy jednoczesnie a? =1 i f—=1.W tym przypadku
nalezy korzysta¢ z wzoru asymptotycznego.

Funkcje  u(s) dla ustalonego ¢  mozna takze okre§li¢ przez
polozenia i residua jej biegunoéw. Bieguny u leza w zakresie ujemnych
rzeczywistych warto§ci  h , tzn. w przedziale (0, 1) argumentu s
Symetria Kellera narzuca zwiazek miedzy zerami a biegunami u : jezeli
h = hi jest biegunem funkcji u(h) to h = llh,L jest jej zerem
Zwigzki symetrii nie pozwalaja jednak na podanie podobnych prostych
zaleznosci miedzy parami odpowiednich biegunéw z zakresow odpowiednio
h < -1 1 h > -1. Wygodnie jest zamiast biegundw funkcji  u(s)
rozwazaé¢  bieguny funkcji  B(a®) , ktére lezg w zakresie (1, ™) i z
ktérych kaidy odpowiada 2 biegunom funkcji u(s) dla s =s i s =

1
s, , odpowiadajgcym +a lub h i 1/h . Wprawdzie nic istnieje prosty
zwigzek migdzy biegunami funkcji B@® a  u@s) ktory pozwolilby
wyznaczyC jedne na podstawie drugich, niemniej jednak bieguny funkcji
Bl okreslaja tg¢ funkcje a tym samym na podstawic (8.6) takie
funkcje  u(s) . Polozenia i residua trzech pierwszych biegunow funkcji

B podano na rys. 8.3 , gdzie arg oznacza l/a® , za§ res



69

© (go)d  ifoxuny mounbaiq yoAzsmusid yooziy onpisas | Auewnbiy  ¢og sAy

)

080 0L0 090 0S50 o¥'0 0g0 0C0 () 0] 000

Lo ansbaasanrenelonronnannlovrorwnredoravnnvonlovnevonadoesnnrnnalosnnsanes]

(0z*) sS3y

odv T

T

L SRLIL i i B L L L ) LA L L

[TTTTTTTTT T TITIr I T T

o

2.

-
I

00"l —

0S0—

000

0SS0

001

http://rcin.org.pl



70

warto¢  residuum . Nalezy zauwazyé, ze reprezentacja efektywnego
wspotczynnika przewodnictwa przez ulamek lafcuchowy ma wyiszo§¢ nad
reprezentacja przez bieguny. Wynika to stad, Zze znajgc pewng liczbe
pierwszych  wspolczynnikow ulamka lancuchowego mozemy wyznaczyé
odpowiednig liczb¢ pierwszych momentow funkcji gesto§ci widmowej. Nie
jest to  mozliwe na  podstawie  znajomosci  odpowiedniej  liczby

najwazniejszych biegunow.
9. Podsumowanie

W pierwszej cz¢éci artykulu dokonano obszernego przegladu metod
wyznaczania efektywnego wspolczynnika przewodnictwa w kompozytach z
wtrgceniami cylindrycznymi o regularnej strukturze., Najwazniejsze z tych
metod to metoda Rayleigha [5] oraz Zuzovsky'ego i Brennera [11]. Ta
ostatnia stosowana byla w literaturze glownie do kompozytu z wtraceniami
kulistymi. W metodzie tej, w odroznieniu od metody Rayleigha, rozwijano
rozwigzanie w bazie, ktdérej elementy spelniaja warunek brzegowy na
zewnetrznym brzegu elementarnej komorki., W przypadku dwuwymiarowym
(walce) idea ta prowadzi do bazy genmerowanej przez potencjal Wignera.
Sposéb wykorzystania tej metody przez Zuzowsky'ego i Brennera [11] oraz
Sanganiego i Acrivosa [12] nie jest jednak ani zbyt przejrzysty, ani nie
daje znaczgcych korzyéci obliczeniowych. Autorzy [12] przyznaja wrecz,
ze otrzymujg po zZmudnych obliczeniach ten sam ukitad uktad réwnan co
McPhedran i in. [8], stosujacy metode Rayleigha.

Autorzy niniejszej publikacji w drugiej czgsci artykulu  podjeli
proby wprowadzenia  nowych elementow metodologicznych upraszczajgcych

znaczgco  analiz¢  zagadnienia 1 reprezentacje  wynikow  (utamki
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tancuchowe).  Proby te  przeprowadzono na  przyktadzie kompozytu
z wirgceniami cylindrycznymi rozmieszczonymi w sieci kwadratowej.

W pierwszym wariancie (rozdz.6) przyjeto punkt wyjécia podobny jak
w rozumowaniu Sanganiego i Acrivosa. W dalszym ciagu jednak dzigki
odpowiedniemu doborowi funkcji bazowych udato si¢ unikngé obcinania
(truncation) nieskonczonego ukladu réwnan. Do wyznaczenia n  pierwszych
wspolczynnikow rozwinigcia rozwigzania w bazie otrzymuje si¢ skonczony
uklad n  rownan z n  niewiadomymi. Nastepne wspolczynniki mozna
obliczy¢ na podstawie sukcesywnie dolgczanych kolejnych rownan co nie
wprowadza zadnych poprawek do wspolczynnikow policzonych uprzednio.

W rozdz.7 przedstawiono 2 proste algorytmy wyznaczania efektywnego
wspotczynnika  przewodnictwa. Prostota ideowa i numeryczna tych
algorytméw wynika stad, Ze polegaja one na sukcesywnym stosowaniu wzoru
rekurencyjnego i nie wymagajg rozwigzywania ukladu réwnan algebraicznych
pracochtonnymi metodami rachunku macierzowego. Wyrazenie dla efektywnego
wspolczynnika przewodnictwa uzyskano w postaci szeregu potggowego,
ktorego wspotczynniki sy funkcjami udzialu objgtosciowego wtrgcen ¢, za$
argument zalezy tylko od stosunku odpowiednich wspolczynnikow obu faz.

Wykorzystujge  wyniki Bergmana, dotyczace wlasno$ci efektywnego
wspolczynnika  przewodnictwa  jako  funkcji  stosunku  wspolczynnikow
przewodnictwa  obu faz,  rozwazanej w  plaszczyinie  zespolonej,
przedstawiono efektywny wspolczynnik w  postaci ulamka lancuchowego.
Znaczenie ulamka fancuchowego polega na tym, Ze reprezentuje on nic
tylko  sume¢  szeregu  potggowego  opisujacego  efektywny  wspolczynnik
przewodnictwa, lecz znacznie wiecej: reprezentuje pelne  rozwiazanie
problemu w obszarze wykraczajgcym poza zakres zbieznoéci szeregu.

Reprezentacja taka, mimo swoich widocznych korzysci jest jeszcze mato

http://rcin.org.pl
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rozpowszechniona w literaturze.

Prosta i szczegélmie dogodna metoda wyznaczania efektywnego
wspolczynnika  przewodnictwa przedstawiona w rozdz.7 , oparta na
wykorzystaniu potencjalu  Wignera lub jego uogélnien dla odpowiednich
struktur  geometrycznych, moze byé stosowana do réinych typéw sieci
okresowych, w ktérych daje si¢ wyrézni¢é komoérke elementarng z
usytuowanym w jej $rodku wtraceniem cylindrycznym. Rozszerzenie tej
metody na przypadek wirgcen sferycznych takze nie powinno nastreczaé

duzych trudnosci.
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