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Przedmowa tlomacza.

Kaidy obeznany z trudno§ciami, jakie uczacy si¢ geometryi
napotykajg przy rozwigzywaniu zadan geometrycznych i konstruk-
cyjnych, przyzna, Ze praca Dr. Jul. Petersena stanowi niezmiernie
.wa.iny nabytek dla nauczycieli matematyki. Istniejg wprawdzie naj-
rozmaitsze wzory zadan geometrycznych, lecz Zaden z nich nie wy-
rownywa ksigice Petersena, gdyz w niej na kazdym kroku wyste-
puje dginosé autora do podawania melod, ulatwiajacych rozwiazy-
wanie zadan, tak, Ze uczen, ktéry uwaznie przerobi niniejszg ksia-
Zoczke, z pewnoscig bedzie w stanie rozwigzaé kazde prawie zadanie
geometryczne.

O uiytecznoScei pracy Petersena najlepiej przekonywa fakt,

Ze w ciagu niespelna 13-tu lat doczekala si¢ dwu wydai dushskich
i tlomaczen na jezyki angielski, francuzki i niemiecki.

Obeznany ze stanem wykladu matematyki w naszych gimna-
zyach, mam nieplonng nadzieje, Ze tlomaczenie polskie przyniesie
tez rzeczywisty korzy§é uczacej si¢ mlodziezy.

Ttomacz.

http://rcin.org.pl



;ag'n;imai:} : ﬁW‘ijl_umq

radimoay (e il niley unmm; wm .‘an
il 7 dousesomoay nnne o ::Wﬂﬁ?m&'ﬁ"
SiTEinEhie twanel SIEHITHET ot ol syrug ok .Tlﬂ:m

h SRS pietel .f_."'i‘n' Apin dinuRoad R
~{7 wiE dovs & flnhes 7k AR ﬂufmmg gty WIoRs

yiL W \mg .u\.*'bM!uh\ t_mujlﬂt aiﬁvﬂl

i pAo sl D3NN S E
splswaais Jpasaam; T gk .rcrm

LAPITEOT te:
ez mmrmmdsmnq s ST s A ,u[ﬂ 1

nf"m: Sy qﬁdaw nigruts e nrsbgd bt 57"
f.ﬁmﬁfw

e D o | dommas R g
 pniS 1 snbtiacen n-gﬁ:! e

Sual gwdaudang i B

o denish dpbw owh. it Blgdussal W
¢ S dmimasn b St ARpliREa wheial ag DS

forremr WSSO RE i . pladE o IS wd‘f)‘

b ynumqs.u fantsiy .ﬁ!

-y
it Hir

Of; SRER0G el
rSSihOie: Y3 ,.ws-_ﬁif.zt;gi It

AUEF T Siees

Aansmoiy ' f
iyl

http://rcin.org.pl



WSTEP.

Prawdy geometryczre wystepujg w dwojakiej formie, juz to
wyrazajae, ze figura, nakreSlona wedlug pewnych z gory oznaczo-
nych prawidel, czyni zado§¢ pewnym warunkom ; juz tez, stawiajge
zgdania, aby figura wten sposéb zostala nakreslony, izby czy-
nila zado$¢ pewnym warunkom. ‘W pierwszym przypadku mamy
fwierdzenie, w drugim — zadanie do wykresienia.

Przy rozwigzywaniu zadaf sposobem grafieznym musimy sig
poslugiwaé pewnymi przyrzadami, gdyZ rozwigzania uskuteczniamy
za pomocy rysunku. Przyrzqgdami tymi sg linial, za pomocg ktérego
mozna nakreli¢ lini¢ prosty pomiedzy danymi dwn punktami
i cyrkiel, za pomocg ktérego z danego punktu jako ze §rodka opi-
sujemy okrag kola danym promieniem. Rozwigzanie zatem jakie-
gokolwiek zadania graficznego musi sig¢ skladaé z dwu wyZej
przytoczonych dzialaf, to jest poprowadzenia linii prostej i kresle-
nia kola.

To ograniczenie sprawia, Ze niektére zadania, lubo na pozér
bardzo proste, nie dajg si¢ rozwigzaé (dzielenie kata na trzy réwne
czefei, kwadratura kola it. p.). "W og6lnoéci moZna dowie§6, e
ma to miejsce ze wszystkiemi zadaniami, ktérych algebraiczne roz-
wiazanie prowadzi do réwnah stopni wyZszych nad 1-szy i 2-gi.

Zadanie jest wigeej niz oznaczonem, jesli figura wykreslié sie
majaca poddang zostaje wigkszej liczbie warunkéw aniZeli potrzeba
do zupelnego jej wyznaczenia; zadanie jest oznaczonem, jeSli ma
oznaczong liczbg rozwigzafi; w koficu zadanie jest nicoznaczonem,
je&li ma nieskoficzong liczbe rozwigzaf.

Metody i teorye. 1
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Przy rozwigzaniu zadania oznaczonego naleZy podaé:

Sposdb wykreslenia.

Dowodzenie tego sposobu.

Rozbiér, to jest badanie granic, w ktérych zawieraé sig muszg
dane wielkosci, aby zadanie mialo 0, 1, 2 i t. d. rozwigzaf.

Pomigdzy nieoznaczonemi zadaniami na szczeglng uwage za-
stuguja te, w ktérych jeden nowy warunek dodany do poprzednich
zamienia zadanie na oznaczone. Chociaz bowiem podobne zadanie
ma nieskoficzenie wiele rozwigzafi, to jednak nie kazda figura czyni
zado§¢ warunkom zadania, gdy% wszystkie rozwigzania grupujg sig
w pewien spos6b odpowiednio do warunkéw zadania. Tak np. punkt
jest oznaczonym, jeSli ma czynié zado§t dwu warunkom; jesl za-
tem stawimy tylko jeden warunek, to punkt ten jest nieoznaczonym,
lecz wszystkie punkty czynigce zadoS¢ temu warunkowi, leze¢ muszg
pa linii prostej lub krzywej. W taki sam sposéb zachowuje sig
figura, dla wyznaczenia ktérej brakuje jednego warunku, gdyz,
w ogblnosei, to samo begdzie mialo rme;sce z kazdym jej punktem,
ta,k e katdy z nich otrzymuje swo;e miejsce geometryczne.

Zupelnie og6lng metodg rozwigzywania zadan geometrycznych
daje nam geometrya analityczna. Wypada jednak samo przez sig,
ie jeli chcemy jedng i tg samg metodg zastosowaé do wszystkich
zadaf, musimy czgsto du2o drogi naloZyé nim do celu docho-
dzimy, Tak np. w geometryi analitycznej oznaczamy odleglosci
punktéw od dwu osi, ktére bardzo czesto nie majg nic wspél-
nego z zadaniem; oprécz tego, przy zastosowaniu tej metody bardzo
czgsto wykonywamy rachunki czysto mechanicznie, gdyz nie zawsze
jestedimy w stanie podaé geometryczne znaczenie otrzymanych
réwnafi. Do tego naleZy jeszeze dodag, i to moze jest najwaZniejszy
zarzut przeciwko geometryi analitycznej, Ze ré6wnania, ktére otrzy-
mu;emy, 8§ me]nedy tak skomplikowane, iz praktyczne ich roz-
wigzanie staje sig niemozebnem.

Wiakutek tych trudnodci, ktére napotykamy przy bezposred-
niem zastosowaniu metody Descartes’a, starano sig w nowszych
crasach podaé inne sposoby (za pomocg réznych ukladéw wspél-
rxgdnych i t. p.), za pomoes ktérych rozwigzanie pojedyficzych zadan
staje si¢ naturalniejszem i prostszem, lecz za to trudnosé zostaje
tylko przeniesiong na wybér metody. Te rézne nowe metody ute-



rowaly przejécie ze sposobéw algebraicznych do sposobdw czysto
geometrycznych. Za pomocg tego ostatniego sposobu, rozwigzanie
zadania staramy sie otrzyma¢, badajgc geometrycznie, jakie za-
chodzg, zwigzki pomiedzy danymi i szukanymi elementami zadania.
Dla ulatwienia tych badan przedewszystkiem kreslimy figurg, przed-.
stawiajaca szukane rozwigzanmie, i figure te badamy za pomocg
twierdzei, znanych nam z geometryi.

Jesli przy takiem badaniu, i to ma miejsce przy najwigkszej
liczbie prostszych zadafi, okaZe si¢, Ze cale rozwigzanie sprowadza
sie do wyznaczenia jednego nieznanego punktu, to sposéb do roz-
wigzania zadania uzyé sig majacy, nastreczy sie sam przez sie:

Nalezy oddzielnie rozpatrywaé kaidy z dwu warunkow, kii-
rym szukany punkt ma czynic zedosc; kaidemu z nick odpowiada
miejsce geometryczne, i jesli one bedg liniami prostemi lub kolami,
to zadanie bedzie rozwigzanem, gdyz, poniewaz szukany punkt ma
sig znajdowac na kazdej z tyck dwu linij, wiee bedzie on wspolnem
ick przecigciem.

Jesli wspomniane wyZzej miejsca geometryczne sg liniami
prostemi, to zadanie ma tylko jedno rozwigzanie i moze sig staé
niemozebnem tylko w przypadku, gdy linie sg réwnolegle. Jesli te
miejsca geometryczne sg dwoma okregami kél, Iub okregiem kola.
i linig prostq, to zadanie ma dwa rozwigzania, gdy si¢ te linie prze-
cinaja, jedno— gdy sg do siebie styczne, i w koficu zadanie staje sig
niemozliwem do rozwigzania, gdy linie Zadnych wspélnych punktéw
nie majg. Zachodzi istotna rézmica pomiedzy tym ostatnim przy-
padkiem i poprzednim, w ktérym przypadek niemozliwosei zadania
wystepuje jako przypadek graniczny mozliwego rozwigzania.

Gdy miejsca geometryczne sg innemi krzywemi liniami, wtedy
krzywych tych nie moZna bezpoSrednio zastosowaé do wykreSlenia,
lecz musimy zadanie z innego punktu rozpatrywaé. Nalezy jednak
zwr6cié uwage, Ze punkt oznaczony przez linig prosts i przecigcie
ostrokregu moze tez byé wyznaczonym przez okrag kola i linig
prosta, gdy tymczasem konstrukcya jest niemozliwg, gdy punkt
danym jest za pomocg dwu przecieé ostrokrggowych od siebie nie~
zaleZznych.

Metoda, ktérgémy tu wylozyli dla najprostszych zadan, moze
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byé uogblniong dla zadafi bardziej zlozonych. W tym przypadku
prawidlo da sig tak wyrazié:

Naleiy przypuscié, ze jeden z warunkiw, ktérym ma czynié
2adosd szukana figura nie istnieje i nastgpnie szukac migjsc geome-
trycznych punktiw figury, ktira teraz stala sig nicoznaczong.

7 tego cofmy wyzej powiedzieli wynika, Ze jest rzeczg nie-
zmiernie waZng znaé znaczng liczbe miejsc geometrycznych, o ile
takowe odnosza sig do linij prostych i okregéw kél. Z tego punktu
wychodzge, w pierwszym rozdziale niniejszej pracy pomiesciliSmy
najwaZniejsze z takich miejsc geometrycznych i z bardziej szczeg6-
Yowem rozwinigeiem wyzej przytoczonych gléwnych prawidel.

‘W przypadku gdy bezpofrednie zastosowanie miejsc geome-
trycanych jest niemoZebnem, gléwne prawidlo przechodzi w na-
stgpujace:

Z danej figury nalesy utworzyc nowq, w kiorejby zwigzek po-
migdzy danymi i szukanymi elementami byl dogodniejszym. Szczego-
Towe rozwinigcie tego prawidla znajdzie czytelnik w drugim rozdziale.

W dalszym ciggu uzywaé bedziemy nastgpujacych oznaczen.
Przez ABC oznaczaé bedziemy tréjkat, dlugost za§ jego bokéw
przez a, b, e. Wysokoéé tréjkata spuszczong na bok a oznaczymy
przez h, linig prosty poprowadzong od wierzcholka A do érodka
boku a t.]. ofrodkowg — przez m,, linie dwusieczng kata 4—przez
w, Przez pir oznaczaté bedziemy promienie kola wpisanego
w trojkat i okolo nieo opisanego, nakoniec przez g, p, p. 0znaczaé
bedziemy promienie kél zewnetrznie stycznych do bokéw a, 4, e,
(zawpisanych). Kolo o promieniu p, jest stycznem do boku a i do
przedluzen bokéw 4 i ¢. Gdy méwié bedziemy o czworoboku ABCD,
wierzcholki jego nalezy sobie wycbraza¢ w tym porzadku, w jakim
§3 Wypisane.

/. (a, b) oznacza kat pomigdzy dwiema liniami prostemi a 1 2.
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ROZDZIAE PIERWBZY.

MIEJSCA GEOMETRYCZNE

A, Miejsca geometryczne punktéw.

a. Miejscem geometrycznem punktow, kiore od danego punktu
sq odlegle na dang dlugosé, jest kolo zakreslone z danego punktu
Jake srodka, promieniem rownym danej dlugosci.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem koficéw styeznych do
tego samego kola i majgcych jednakows dlugoSé— jest okrag kola
wspélérodkowego z danem.

Dodatek 2. Miejscem geometrycznem wszystkich punktéw,
majacych te wlasnodé, Ze pary stycznych przez nie poprowadzonych
do tego samego kola tworza jeden i ten sam kat, jest okragg kola
wsp6lsrodkowego z danem.

Dodatek 3. Miejsce geometryczne §rodkéw k6! danego pro-
mienia, stycznych do danego kola stanowia dwa kola wspoélsrod-
kowe z danem, i ktérych promienie sg odpowiednio réwne summie
i réznicy promieni danych kél.

b. AMiejscem geometrycznem punkisw, kiére od danej linii
proste) odlegle sq na dang dlugosé, sq dwie linie rownolegle do
do danej i poprowadzone od niej w danej odleglosci.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem wierzcholkéw tr6jkg-
tow, jednakows powierzchnig majgcych i zbudowanych na tej samej
podstawie, jest linia prosta réwnolegla do wspélnej podstawy, gdyz
wazystkie te tréjkaty maja jednakows wysokosé.
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€. Miejscem geometrycznem punktow gednakowo oddalonych
do dwu danych punktéw jest prostopadla poprowadzona do prostej
lgezqeej dwa te punkty i przechodzqea przez jej srodek.

d. Miejscem geometrycznem punktow jednakowo oddalonych
od dwu danych prostych sg dwic linie proste prostopadle do sicbie,
bedgee dwdjsiecanemi kglow, utworzonych preez dane dwie proste.

e. Miejscem geometrycznem punktow majgeych te wlasnosé,
ze proste poprowadzone od nick do koicow danej prostej tworzq
jednakowe kqty jest tuk kola, majgey za cigciwe dang prostg. O huku
tym méwimy, Ze obejmuge dany kat, o cieciwie za§, 2e ze wszystkich
punktéw tuku jest wzdziaing pod danym katem.

Jedli jeden punkt luku ma Zgdang wlasnoéé, to wszystkie inne
punkty tegoz luku muszgy mieé t¢ samg wlasnosé, gdyz wszystkie
katy sg wpisane w ten sam luk. Poprowadziwszy styczng do kola
w koficu cigciwy, latwo si¢ przekonaé moZemy, Ze kat utworzony
przez styczng i cigeiwg jest réwnym danemu katowi, gdyz katy te
mierzg sig jednym i tym samym lukiem. Ztgd wypada nastepujace
wykreSlenie: Przy jednym koricu danej linii prostej kreflimy kat
réwny danemu, przez co otrzymujemy styczng do szukanego luku;
prostopadla wystawiona w punkcie styczno§ei do stycznej przejdzie
przez Srodek kola, ktérego czeScig jest szukane miejsce geome-
tryczne; lecz poniewas tenZe sam §rodek leze¢ musi na prostopadlej
do danej prostej wyst.awionej w jej srodku, wige Srodek ten lezeé
musi na wspélnem przecigciu sig tych prostopadlych.

Fiuk kola zamienia sig w pélkole, gdy dany kat jest proatym

Uwaga. Jeli nie wiemy na ktérej stronie prostej znajdowaé
si¢ ma szukany punkt, to nalezy wykreslic dwa luki, obejmujgce
dany kat po jednym z kazdej strony linii prostej. Dwa pozostale
luki obydwu ké! obejmujg katy dopelniajace dany kat do dwu
kgtow prostych.

Dodatek 1. Miejscem geometrycznem $rodkéw cigeiw, prze=
chodzacych przez dany punkt, jest kolo, gdyz linie proste, Igczace
grodki cigeiw z danym punktem i ze rodkiem kola tworzg katy proste.

Dodatek 2. JeSli w dane kolo wpiszemy tréjkaty 4BC, ma-
Jace wspélny bok AB, i w tak otrzymane tr6jkaty wpiszemy kola,
to miejscem geometrycznem Srodkéw tych kol bedzie fuk kola ma-
Jacy z!;B za cigeiwe i Srodek we Srodku luku AB; pozostala czese
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-okregu tego kola bedaie miejscem geometrycznem Srodkéw kol
sstycznych zewnetrznie do tréjkgta. Bok bowiem AB jest widzianym
ze §rodkéw szukanych pod katami odpowiednio réwnymi £ -+ 1/, €
i B — 1/, C, gdzie R = 90° ften sam za§ bok AB widzianym jest ze
#rodka uku 4B pod kgtem 2H—C.
f. Miejscem géometrycznem wszysthieh punktow, ktorych odle~
glosei od dwu danyeh punkiow sg w stosunku m : n jest okrgg kola.
Jakoz niech 4 i B oznaczaja dane
dwa punkty, P jeden z punktéw miej-
gca geometrycznego.
- Rozdzieliwszy kat APB i przyle-
gly mun kat na dwie rowne czeSci otrzy-
mamy*

Punkty zatem € i €, dzielg linig AB wewnetrznie i zewnetrznie
w danym stosunku i pozostajg te same dla kazdego punktu P. Po-
niewaz linia CC; widziana jest z punku P pod katem prostym, wigc
na zasadzie @ miejscem geometrycznem punktu P bgdzie okrag kola,
ktérego érednica jest linia CC,.

O punktach Ci €, powiadamy, Ze dzielg linig AB karmonicz-
aie w stosunku # : n; zadanie wige sprowadza si¢ do nastgpujgcego:

Dang linig podzielic harmonicznie w danym stosunku.

Dolgezona figura daje nam rozwig-

zanie tego zadania. 4D i BE majs sig do Dp...

sichie w danym stosunku i poprowadzone /\:‘*.w”“‘*?{\\

83 réwnolegle do siebie, BF — BE. Linie A ;.‘\_5 |
DF i DE dziely wtedy linig AB w szuka- F

nym stosunku.

¢ jest szczeg6lnym przypadkiem f, mianowicie gdy m — n.

0. Miejscem geometrycznem punktow, ktdrych odleglosci od
dwu prostych danyck sgw stosunku danym m:m, sq dwie linie
proste, przechodagee przez punkt preecigeia sig dwu prostych
danych.
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Jakoz, niech 04 i 0B bedg da-
nemi liniami prostemi. Gdy jeden
punkt P prostej OP czyni zado§é zg-
danemu warunkowi, wtedy wszystkie
punkty tej linii czynig mu zado$é;
jesli bowiem weZmiemy pod uwage
punkt P, np., to bedzie:

OB, _.BA " P.B, Jad P4, PA
OP~ PA B’ P.B, "\ PB"

Linig OP latwo wykreslié mozemy, znajac jeden ktérykolwiek
z joj punktéw, punkt taki da si¢ latwo wyznaczyé na zasadzie b,
mianowicie prowadzac linie réwnolegle do danych w odlegloSciach,

ktérych stosunek réwna sig % Druga linia miejsca geometrycz-

nego w ten sam sposéb sie wyznacza; lezy ona w kgcie przyleglym
katowi AOB. Te catery linie proste wychodzace z punktu 0
tworzq pek harmoniczny. Pek ten na dowolnej prostej (poprzecznej)
wyznacza cztery punkty harmoniezne.

d jest szczeg6lnym przypadkiem g, mianowicie gdy m = n.

Dodatek. Gdy majac dwa odcinki prostych 4B i CD, szu-
kamy punktu P, czynigeego zadosé warunkowi, aby powierzchnie
trojkgtow PAB i PCD byly w danym stosunku, znajdziemy, %e
miejscem geometrycznem punktu P bedzie to, o ktérem w poprzed-
nim ustgpie méwiliSmy, gdyz stosunek wysokoSci trojkgtéw Jest.
stalym.

h. Miejscem geometrycznem punktow, dla ktorych kwadraly
odleglosci od dwu danych punktéw majq staly riénicg a*, jest linia
prosta prostopadla do prostej, dgczgeej dane dwa punkty.

Jakoz, niech 4i B bedg danymi
punktami, P — jednym z punktéw szu-
kanego miejsca geometryeznego, prosta
za§ PD—linig prostopadly do AB.
Fatwo widzieé, ze kazdy punkt linii PD
czyni zado§¢ zgdanemu warunkowi, gdyz
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—y — ot g el seepet
AP, — AD + P,D; BP, = BD + P,D
7kad BB~ P A=BD— 1D
w ten sam sposéb znajdziemy
PB — PA= BD — AD.

Jeéli nakreslimy dowolny tréjkat prostokatny, ktérego jeden bok:
réwna sig¢ a i z punktow A i B zakre§limy dwa okregi kél, promienie-
ktérych bylyby odpowiednio réwne przeciwprostokatnej i drugiemu
bokowi tego tréjkgta, to tatwo widzie¢, Ze punkt przecigeia sig tych
okrggéw bedzie jednym punktem szukanego miejsca. Drugi bok
tréjkata prostokgtnego musi byé tak dobranym, azeby sig okregi k6l
przecinaly ze sobg. W naszym rysunku punkt P jest blizszym 4 niz B.

Dodatek 1, Miejscem geometrycznem punktéw, majacych te
wlasno§¢, Ze styczne od nich poprowadzone do dwu stalych kol sg
réwnej dugosci (majg tg samg polege odnosnie do danych koél) jest
linia prosta, prostopadla do linii §rodkéw (0§ pierwiastna, linia pe-
tggowa danych kol). Tatwo bowiem widzieé, Ze punkty szukanego
miejsca geometrycznego muszg byé w takiej od srodkéw danych kot
odlegloci, ze réznica kwadratéw tych odleglosci rowna sig réznicy
kwadratéw promieni. W przypadku gdy sig kola przecinaja, of
pierwiastna przechodzi przez punkty przecigcia sie okregéw. Trzy
osie pierwiastne ukladu trzech kol przechodzq przez jeden i ten sam
punkt, ktéry nazywa sig srodkiem pierwiastnym lub potegowym. Na
te] wlasnofci sig opierajac, latwo wyznaczyé moZemy punkt osi
pierwiastnej dwu nieprzecinajgcych sig kél, gdyz w tym celu dosta-
tecznem bedzie nakresli¢ kolo przecinajgce dane dwa kola.

Dodatek 2, Miejscem. geometrycznem Srodkéw kol, ktore
przecinajy prostokgtne; dane dwa kola, jest o§ pierwiastna tych kol
(o dwu kolach méwimy, Ze przecinajg sig prostokatnie, jesli styczne’
do nich w punkcie przecigcia sig sg prostopadle do siebie).

Dodatek 3. Miejscem geometrycznem Srodkéw kol przecina-
Jacych dane dwa kola wedlug Srednic (t. j. majacych te wlasnoSc, Ze
jesli ktorekolwiek z nich przecina jedne z danych k6! wedlug Sre-
dnicy, to przecina i drugie wedlug érednicy) jest linia prosta prosto-
padia do linii érodkdéw, poprowadzona w takiej odlegloSei od Srodka
jednego kola, w jakiej drugi Srodek znajduje sig od osi pierwiastnej. .
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i. Miejscem geomelrycznem punktiw, majgeych wlasnosc, ze
summa kwadratow ich odleglosei od dwu punktow danych réwna sig
ilosci stalej a*— jest*okragg kola, sSrodek kidrego znajduje sig w srod-
ku linii prostey, lgczqeej dwa dane punkty.
) Jakoz, niech 4i B bedg danymi

e ~.» punktami, P za§ — jednym z punktéw

Y st
i A szukanych. Prowadzgc ofrodkowy PC
R i wzglednie do boku AB tréjkata APB,
ﬁ\ otrzymamy, na zasadzie znanego twier-
N dzenia:
s e
N AP 4 BP=2PC+ Y, AB

—a —a
albo PC—= 1 a* — Y, AB
Szukane wigc punkty P znajdujg si¢ w odleglosci stalej od C.
Dla wyznaczenia punktéw, w ktérych okrag kola przecina linie 4B
postepujemy w sposéb mastgpujacy: przy punkcie 4 kreSlimy kat
BAD —45° i z punktu B promieniem réwnym @ zakreSlamy luk
kola, pizecinajgcy prostg 4D w punktach 2 i D,, nakoniec z pun.
ktéw D i D, prowadzimy prostopadle DEi D E, na prosty 48;
spodki £ i E, tych prostopadlych beds szukanymi punktami. Jakoz:

a’—DE-[—EBla"‘ DlFl-{-E,
lecz DE—= AE1 D\ k, = AE, ,

—3 —2 —a —a
wice AE + EB —=a*i AE, + E;B=1u?

k. Migyscem geometrycznem
< punktow, kiorych odleglosci od dwu
% danych linij prostyck majg dang
summe lub raznice, jest uklad czte-

B rech prostyck.
N Niech AB i AC beds danemi
414 *\, liniami, P—jednym z punkt6w miej-

B

-
AN

 1EL (4 sca geometrycznego, wiec PC +

PE—=a. Jesli odetniemy PD—PEL
to miejscem geometrycznem punktu
D bedg dwie linie proste réwnolegle
N do AC i poprowadzone od mnigj




w odlegloSci @. Niech temi fliniami beds BD i B,D,. Szukane
punkty muszg zatem lezeé w réwnej odleglosei od linii AE i od
jednej z linij BD i B, D, i dla tego bedg one lezeé na jednej z czte-
rech prostych, dzielgeych katy przy punktach przecigcia sig linij
AB i BD jakotez AB, i B,D, na dwie r6wne czeSci. Rozwijzanie
powyzsze stosuje si¢ do przypadku, gdy réZnica pomiedzy odleglos-
ciami ma byé réwng @, gdyz przypatrujge sig dolgczone] figurze
Yatwo widzieé, Zze dla odcinkéw ograniczonych BF, B, F, BF, i B\ F,
summa odleglosci, dla pozostalych za$ nieograniczonych odcinkéw
réznica odleglosci sy stale.

Uwaga. Jefli sig zgodzimy uwazaé CP za dodatnie lub od-
jemne, stosownie do tego, czy P lezy po jednej luh drugiej stronie
linii danej AF, i tak samo odnofnie do PE wzgledem linii 48, to
miejscem geometrycznem szukanych punktéw bedzie linia prosta
mieograniczona i dla czterech linij bedzie odpowiednio

CP+ EP—a; CP— EP=a,
— COP + EP—g; — CP—EP—a,

Za pomoca wyiej podanych miejsc geometrycznych mozna
z YatwoScig rozwigzaé zadaniu, ktore niZej podajemy. Przy roz-
wigzywaniu tych zadan nalezy kazdy z postawionych warunkéw
uwazac oddzielnie, przez co otrzymamy dwa miejsca geometryczne
dla punktu szukanego.

Przyklady.

Znalezé punkt réwno oddalony od trzech danych punktéw (¢).
ZnaleZzé punktréwno oddalony od trzech linij prostych danych(d).
Zbudowat tréjkat, znajge trzy jego boki (a).

Nakresli¢ kolo danego promienia:

przechodzgce przez dwa dane punkty (a),

przechodzgce przez dany punkt i styczne do danej linii (a i b),
przechodzace przez dany punkt i styczne do danego kola (a),
styczne do danych dwu prostych (b),

styczne do danej prostej i do danego kola (a i b),

styczne do dwu kol danych (a).

10. Zbudowaé tréjkat, znajac @, 4, 1im, (@ibh).

& 0 =

il et Kl
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11.
12.
13.
14,
15.
16.
;b
18.
19.
20.
21.

22,

23.

24,

25.

26.

27
28.

B e

Do danego kola poprowadzié styczng, od ktérej dana prosta
odcina dang dlugosé (a. Dod. 1).

Nakresli¢ kolo, przechodzgce przez dany punkt i styczne do
danej prostej lub danego okregu w danym punkcie (¢).

Na danym okregu znalezé punkt, ktéryby od dane] linii prostej
byl w danej odleglosci (b).

Na danej prostej wyznaczyé punkt, ktéryby byl réwno odda-
lony od dwu danych punktéw (c).

Nakresli¢ kolo styczne do dwu linij réwnoleglych i przecho-
dzgce przez dany punkt (d i a). :

Z danego punktu poprowadzi¢ styczna do danego kola (e).
Zbudowaté tréojkat, znajge:

Ay aih, (eib).

4, aim,(eia).

Znalezé punkt, z ktérego dwa dane odcinki linij prostych wi-
dziane sg pod tym samym katem (Zadanie Pothenot’ego) (e).
Zbudowaé czworokat wpisalny w kolo, znajgc jeden jego kat,
bok temu katowi przylegly i dwie przekatne (e i a).
Wyznaczyé punkt, ktérego odlegloei od trzech danych pro-
stych sg w danych stosunkach (g).

W danym tréjkacie wyznaczy¢ punkt, ktérego odleglosci od
trzech wierzcholkéw sg w stosunkach danych (f).

Przez dany punkt poprowadzié sieczng do danego kola tak,
aby odlegleglosci punktow przecigcia sig okregu ze sieczng od
danej prostej mialy summe dana.

Nalezy szukaé Srodka cigciwy (8. Dod. 1 i b).

Wyznaczyé punkt, majacy te wlasno$é, ze styczne poprowa-
dzone od niego do dwu k6! danych majg dane dlugosci
(a. Dod. 1).

‘Wyznaczy¢ punkt, z ktérego dwa dane kola widziane sg pod
danym katem (t.j. azyby pary stycznych do tych kél popro-
wadzone tworzyly jednakowe katy) (a. Dod. 2).

W dany tréjkat wpisaé trojkat rownoramienny, majgcy dang
wysokoSé 1 podstawe réwnolegly jednemu z bokéw (b i ¢).
Zbudowaé trojkat, znajac kat 4, w.ip (d, b i 16).

Zbudowaé czworokat wpisalny w kolo, znajac 4B, BC, AC
i kgt pomiedzy przekatnemi (3 i 1).
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29.

30.
31,

33.

35.
36.

L i

39.

40.

- 4% ==

Wyznaczy¢ punkt, majacy te wlasnoS¢, Ze styczne od niego po-
prowadzone do trzech kél, majg jednakows dlugosc (h. Dod. 1).
Zbudowa¢ tréjkat, znajge 4, a i b* + ¢* (eil).

‘W danym tréjkacie wyznaczyé punkt, majacy te wlasnosc, Ze
proste poprowadzone od tego punktu do trzech wierzcholkéw
tréjkata dzielg go na trzy réwnowazne czeSei.

Niech ABC bedzie danym tréjkatem; 0O szukanym punktem.
Poniewaz AOB i A0C sy réwnowaZne, wigc miejscem geo-
metrycznem punktu O musi byé prosta przechodzaca przez A.
(9. Dod.). Poniewaz ofrodkowa dzieli trojkat na dwie réwno-
wazne czeScl, wiec srodek boku BC musi by¢ jednym z punktow
miejsch geometrycznego; szukanem wigc miejscem geometrycz-
nem jest linia oSrodkowa, a zatem szukanym punktem — prze-
cigcie si¢ linij oSrodkowych.

Nakredli¢ kolo, ktérego srodek lezalby na danej prostej i kto-
rego okrag bylby w danych odleglosciach od dwu danych
prostych (k). Odlegloscia okregn od prostej, nazywamy
mniejszg cze§¢ linii prostej, poprowadzonej prostopadle ze
§rodka kola do danej linii, zawartg pomiedzy okregiem kola
i dang prosta.

W dany tréjkat wpisaé drugi o dwu danych bokach w taki
sposob, azeby jeden z jego wierzcholkéw znajdowal si¢ w da-
nym punkeie (a).

Poprowadzié kolo, obejmujace stycznie trzy kola o réwnym
promieniu (1).

Zbudowac tréjkat, znajac 4,, k. 1a (e1 a).

Wyznaczyé punkt, ktérego odleglo$¢ od wierzcholka danego
kata, réwng jest danej dlugosci, i ktérego odleglodei od ramion
tego kata sg w danym stosunku (a i g).

Zbudowat trojkat, znajge:

a, Aibr—e? (eih).

a, by ib*+c*(bii).

Zbudowat trojkat prostokatny, majac wysokoS¢ odnofnie do
przeciwprostokatnej, dwa punkty tej przeciwprostokatnej i je-
den punkt kazdego z bokéw kata prostego (b i e).

Naokolo trojkata réwnoboceznego opisat kwadrat, majacy jeden
wierzcholek wspélny z tréjkgtem.
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4]1.
42.

Nalezy wyznaczyé wierzcholek kwadratu przeciwlegly danemu
(cie).

Zbudowadé trojkat, znajac 4, @ i p (e. Dod. 2).

Dang prostg rozdzieli¢ na dwie takie cz¢Sei, dla ktérych dana
dlugosé bylaby Srednig proporcyonalng (e i b).

43. Nakreslié okrag kola, ktéryby przechodzil przez wierzcholek

45.

47.

48.
49,

50.

5.

52,

53.

kata prostego danego tréjkata prostokgtnego, byl stycznym
do przeciwprostokatnej i mial swéj §rodek na jednem z ramion
kata prostego tegoz tréjkata (d).

Dane sy dwie linie réwnolegle i dwa punkty, jeden 4 na jednej
z réwnoleglych, drugi za§ 0 gdziekolwiek. Poprowadzié przez
punkt @ linig prosta, ktéraby przeciela réwnolegla, przecho-
dzgca przez A w punkcie X, druga za$ réwnolegla w punkcie ¥
tak; azeby AX — A4Y.

Nalezy wyznaczyé §rodek odcinka XY.

‘Wyznaczy¢ punkt, z ktorego trzy odcinki AB, BC i CD prostej
widaé pod jednym i tym samym katem (f).

W tréjkacie wyznaczyé punkt, z ktérego wszystkie trzy jego
boki widaé pod jednym kgtem ().

Wyznaczyé punkt, z ktérego trzy dane kola widaé pod tymi
samymi katami.

Odleglosci punktu szukanego od Srodkdéw k6l muszg byé w sto-
sunku promieni; punkt wige ten wyznaczy sie na zasadzie f.
Zbudowac trajkat, znajac a, k. i b:e (hif).

W danym czworokacie wyznaczy¢ punkt, ktérego odlegloéci od
dwu przeciwleglych bokéw czworokata mialyby dang summe,
odlegloéci za$ tego punktu od pozostalych bokéw, mialyby
dany stosunek.

Na danym okregu wyznaczy¢ punkt, azeby summa jego od-
leglofci od dwu danyeh prostych byla najmniejszoscig, (k).
‘Wykreslié kolo, ktére przecina trzy dane kola pod kgtem pro-
stym (h. Dod, 2).

Wykresli¢ kolo, ktére przecina trzy dane kola po Srednicach
(h. Dod. 3).

‘W dane kolo wpisaé trojkat prostokgtny tak, azeby boki kata.
prostego przechodzily, kazdy przez dany punkt (e).
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54. W dane kolo wpisaé tréjkat prostokgtny, majac dane: jeden
z jego ostrych katéw i jeden punkt boku kata prostego (e).

55. Na Srednicy okraglego (kolowego) bilardu lezg dwie bile; jak
nalezy uderzyé jedng z nich, by ta po odbiciu sig 0 brzeg bi-
lardu spotkala drugg bilg? ().

‘We wszystkich poprzednich zadaniach mozna bylo bezposred-
nio stosowaC miejsca geometryczne, gdyz w nich albo szlo o bez-
posrednie wyznaczenie punktu, albo tez od razu widaé bylo, Ze za-
danie daje sig rozwigzal przez wyznaczenic polozenia punktu.

Jesli za$ taki przypadek nie zachodzi, zastosowywa sig naste-
pujace prawidia:

Nalezy wprowadzic do figury dane wielkosci. Jefli np. dang
bedzie summa dwu linij, to nie wystarcza, aby te linie figurowaly
oddzielnie, lecz trzeba koniecznie wprowadzi¢ ich summe: w ogél-
noSei méwige, uskutecznia sig to w ten sposéb, azZeby jeden koniec
tej linii padl na dany punkt.

Nalezy figure poddac scislemu rozbiorowi w celu wyznaczenia
linj @ kqtdw, ktire lubo nieznane, dajg sig jednak latwo wyznaczyc
za pomocq wielkosci danych.

Nastepnie nalezy wyznaczyé takg czesé figury, kiorg latwo wy-
kreslic moinalza pomocq wielkosci danych, ktdra zatem moze sluiyé
Jjako punkt wyjscia dla wykreslenia pozostalej czesci figury. Takich
czglci moZe by¢ wiele i pierwszefistwo, w ogéle méwige, nalezy daé
tej cazgéci, za pomocy ktére] moZna wykreélic najwigkszg czeSé
figury. Zasadg te gléwnie stosujemy przy wykreslaniu fréjkatow
z trzech danych wielkodci.

Dla wprowadzenia bokéw tréjkqta, jako tez summy i réznicy
tychze bokéw, czgsto poslugujemy sig czterema kolami stycznemi
do tréjkata. Na kazdym boku lezg dwa wierzcholki i cztery pun-
kty stycznoSci a odlegloé¢ pomigdzy dwu ktérymikolwiek z nich
daje si¢ bardzo latwo wyznaczyé za pomocg bokéw tréjkata,
Oznaczajge przez s polowe obwodu tréjkata, znajdujemy nastepu-
jace godne uwagi zwigzki:

a) Kolo wpisane w trjkat, dzieli jego boki na odeinki s—a, s—5
is8—c.
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) Odleglosci od wierzcholka A4 do punktéw, w ktérych kolo
o promieniu p, dotyka sig bokéw 4 iec réwnajg sig s. Od-
leglosei tych punktéw stycznosei od punktéw, w ktorych kolo
wpisane dotyka sie bokéw 4 i ¢, r6wnajg si¢ a.

¢) Koto wewnetrznie styczne i jedno z k6l zewnetrznie styeznych
dotykajg si¢ boku a w punktach réwnooddalonych od B i €,
i ktérych wzajemna odlegloé¢ rowna si¢ b—e lub e—b.

Przyklady.

56, Zbudowat czworokat ABCD, znajac AB, BC, AC, BDi / D.
A ABC moina bezpoérednio wykreslié, nastepnie nalezy wy-
znaczyté D (e i a).

57, Zbudowaé wpisalny czworokat ABCD, znajac / 4, / ABD,
AC i BD.

58. Zbudowaé¢ réwnoleglobok, znajge AB, AC i AD.

59. Zbudowaé tréjkat, znajge 4, 4, 1 ..

Nalezy zbudowaé tréjkat, znajac &, 1 w..

60. Zbudowaé tréjkat, znajac A, m.i7.

Nalezy przedewszystkiem wykreslié trojkat, ktérego boki sg
k, i m,, nastgpnie wyznaczy¢ §rodek kola opisanego na za-
sadzie a i €.

61. Zbudowaé trojkat, znajac a, 7 1 &,.

Nalezy przedewszystkiem zbudowaé tréjkat, ktérego boki sg
a1ih, nastgpnie wyznaczyé srodek kola opisanego, na zasa-
dzie a.

62. Zbudowat tréjkat, znajac B, aip.

63. Zbudowaé tréjkat, znajac a, b + ¢ i A,

64. Zbudowaé réwnoleglobok, znajac jeden bok i dwie przekatne.

65. Zbudowaé tréjkat, znajac /., m, 1 jeSli wiadomo, ze a=—2b.

66. Zbudowat czworokat, znajac AC, / CAB, / ACD, CDi DB.
Nalezy wykreélic trojkat 4DC i nastepnie wyznaczy¢ B.

67. Przez dany punkt poprowadzié prosta w ten sposéh, aZeby
punkty przeciecia sie jej z dwoma bokami tréjkata i konce
trzeciego boku lezaly na okregu kola.

Zbudowaé tréjkat, znajge:

68. a, h, im,.
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69. &, m,id.

70. hy Iy i B.

1. h, m, 1 a:b.

2. k., BiC.

73. Zbudowaé trojkat, majac @, 415 + c.
Nalezy do figury wprowadzi¢ summe & + ¢, co uskutecznimy,
przedluzajac AC za A o dlugo$c 4D =¢. Polaczywszy na-
stepnie punkty 2 i B widzimy, ze A CDB daje si¢ latwo wy-
kreslié, gdyz / D =/, A. Wierzcholek 4 wyznacza si¢ na~
stepnie na zasadzie ¢.
Z poprzedniego rozwigzania widaé tez, Ze jesli prosta BC jest
dang cigeiwg i jeSli cigciwg B4 tego samego kola przedluZymy
do punktu 2 o odcinek 40 — DC, to miejscem geometrycz-
nem punktu /) bedzie okrag kola majgcego swéj Srodek na
§rodku tuku BC.

74, Zbudowaé trojkat, majac 4, bia—e.
Nalezy bok ¢ przedluzyé za A o odcinek @ — e.

75. Dany luk kola podzieli¢ na dwie takie czgSci, azeby summa
odpowiadajacych tym czeéciom cigciw byla najwigkszoScig,

76. Zbudowac tréjkat, znajac 4, b + ¢ ik, + DC, gdzie D ozna-
cza spodek prostopadlej 4,.

77. Zbudowaé trojkat, znajac ¢, b + ¢i B — C.

78. Zbudowa¢ trojkat, znajaca, 415 — e,

79. Okolo danego kwadratu opisa¢ drugi dany kwadrat (73).

80. Okolo danego foremmnego wielokata opisa¢ drugi dany fo-
remny wielokat o tej samej liczbie bokéw.

81. Zbudowat czworobok, znajac AB, BC, BD, / Ai / B.

82. Zbudowaé caworobok, znajac 4B, AC, / 4, / Di / C.

83. Zbudowaé wpisalny czworobok, znajac », AC, BDi AB == BC.
Nalezy nakresli¢ kolo, wpisaé w nie cigeiwg AC, oznaczyé po-
lozenie punktu B (73) i nastepnie znajdziemy D.

81. Zbudowat wpisalny czworobok, znajac AB, BC, ACi CD= DA.

85. Zbudowaé wpisalny czworobok, znajac AB, €D, AC, / BAC
i / ABD.

86. Zbudowat wpisalny czworobok, znajac AB == BC, DA, BD
i/ A

81. Zbudowat tréjkat, majac a, b — ¢ i B— (.

Metody i teorye. GAB'NET aﬂTrA\&TY““ ',_V?-,J\a
_ Towarzystwa Kakowsgo Warszawekiag
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88.

89.

90.

91.

92.

93.

94,

95.

=y, ¢

Nalezy odcia¢ AD — 4B, otrzymamy DC = (b—e) i / DBC
— Y, (B—C). Za pomocy’tych danych moZemy zbudowaé
/A DBC i nastgpnie wyznaczyé A na zasadzie €.

Zbudowaé trojkat, znajac ¢, w, i B—C.

Tréjkat, w ktérym ¢ i w, sg bokami daje si¢ bezposrednio wy-
kreslié, gdyz / (w., @) = 90° — Y, (B— ().

Zbudowaé trapez, znajac jego przekatnie, jeden z bokéw ré-
wnoleglych i jeden kat.

Dang jest linia prosta, na niej punkt A i zewnatrz niej punkt P.
Trzeba wyznaczy¢ na danej prostej taki punkt X, azeby AX
+ XP—m, gdziem jest wielkoScia dang, (4X nalezy braé
z wlaciwym znakiem).

Nalezy na danej prostej odlozy¢é dlugoSt m poczgwszy od 4
i nastepnie X si¢ wyznaczy za pomocg C.

Dane sy dwa punkty 41 B i linia prosta przez B przecho-
dzaca, trzeba wyznaczyé na prostej dwa punkty Xi ¥ w row-
nej od B odleglosci, azeby linia XY z punktu A widziang byla
pod danym kgtem.

Nalezy przedtuzy¢ linie prosta AB az do punktu €, dla kt6-
rego BC — AB.

Dane sg dwie linie réwnolegle, na jednej z nich punkt 4, na
drugiej punkt B i pomiedzy réwnoleglemi punkt 0. Trzeba
przez punkt 0 poprowadzié linie prosta, ktéraby przeciela linje
réwnolegle w punktach Xi ¥ w ten sposéb, azeby AXi BY
(wziete z wlaSciwymi znakami) mialy dang summe.

Prosta szukana przechodzi przez S&rodek linii AC, jesli
YO =4X,

Zbudowaé trojkat, znajac a, 41 CD . b, gdzie D oznacza spo-
dek prostopadlej %,.

Bardzo latwo mozemy na zasadzie danych wyznaczy¢ spodek
prostopadlej ..

Zbudowaé tréjkat, znajac B, ¢ — a iréznice dwu odcinkéw,
na ktore wysokosé trojkata &, dzieli bok 4.

JeSli dane réznice odetniemy na AB i AC jako AD i AE, bedzie-
my mieli kat AED wiadomym. (BE— BD = B().

Dane sg trzy punkty 4, B, (i prosta przez punkt 4 przecho-
dzgca. Trzeba wykresli¢ kolo, przechodzgce przez 4 1 B i prze-
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97.

98.
99.

100.

101.

102.

103.

104,

L

cinajace dang prosta w takim punkeie D, Ze D€ hedzie styczng
do kola.

Kat BDC — katowi BAD, zkad bardzo latwo wyznaezyé D).
Zbudowadé trojkat, znajac r, £, i B — (.

Kat pomigdzy /4, i promieniem poprowadzonym do A jest wia-
domym.

W tréjkacie ABC poprowadzié prostg réwnolegla do BE w ten
spos6b azeby XY — XB + Y(.

Szukana linia przechodzi przez frodek kola wpisanego w troj-

t.
1:;) i3, : : v b+ e
udowacé tréjkat, znajac B — €, w, i stosunek s
W réwnolegloboku poprowadzié prostg 4X do punktu X le-
zacego na (') w ten sposéb, azeby AX = AB + XD.
W tréjkacie ABC bok AB danym jest co do wielkoeii po-
loZenia; opricz tego dane sg / A i punkt D, w ktérym ére-
dnica opisanego okolo tréjkata kola, przechodzgea przez ¢
przecina bok AB, nalezy wykre§li¢ kolo opisane.
Yiatwo widzie¢, ze odcinek B widzianym jest ze §rodka kola
pod wiadomym katem.
W tréjkacie, w ktérym 4D jest dwdjsieczng kata 4 mamy
AD, AB — BD i AC — CD. Zbudowat tréjkat.
Na linii BC odkladamy B4 i (A, tak ze D4, i DA, sy da-
nemi réznicami, Kolo ktére przechodzi przez punkta A, A,
i 4, jest wspolsrodkowe z kolem wpisanem w trojkat i ma
érednice wiadoma.
Zbudowaé czworokat, znajac rzuty przecigcia sig przekat-
nych na cztery boki.
Wiadomym jest kat utworzony przez dwie prostopadle do
dwu bokéw przeciwleglych.
Na boku kata prostego dane sg dwa punkty 4iB. Wy-
znaczyé na drugim boku taki punkt X, azeby £ 4XB
= 2 / 4BX.
Nalezy wyznaczy¢ Srodek prostej X1, jesli Y jest punktem na
XBi1AX = AY.
Przez dany punkt poprowadzié prosta w ten sposéb, azeby
ona od danego kata odeiela tréjkat o danym obwodzie. \
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Za pomocg danych mozna wykresli¢ jedno z kél zawpisanych.
105. Zbudowaé tréjkat, znajac 4, w.ia + b+ ¢
106. Zbudowaé tréjkat, znajac d,pia + b + ¢
107. Zbudowaé tréjkat, znajge 4, 7ia + b + c.
PoniewaZ bok a jest danym, wigc zadanie redukuje sig do 73
lub 187.
108. Zbudowaé trdjkat, znajac p, p. i w,.
Za pomoca p 1 p, fatwo wyznaczyé h.
109. Zbudowaé tréjkat, znajac p, p. 10 — c.
Réznica b — ¢ jest odlegloScia dwu punktow stycznoSci.
110. Zbudowac tréjkat, znajac @, pi b + ¢.
s i a sa znave i wyznaczaja dwa punkty styeznoSei i jeden
z wierzcholkéw.
111. Zbudowaé tréjkat, znajac a, p i b — e.
112. Zbudowaé tréjkat, znajac b, pia 4+ b + ¢
Bok @ jest wiadomym.
113. Zbudowaé tréjkat, znajac a, p, i p..
Odcinek pomiedzy punktami stycznosci obu kél jest wiado-
mym.
114. Zbudowa¢ tréjkat, znajac p,, p, i @ + 2.
Odcinek pomiedzy punktami stycznosei obu kdl jest wiado-
mym.
115. Zbudowad trojkat, znajac p,, p.1 B — C.
Kat pomigdzy BC i centralng obu kol jest wiadomym.
116. Zbudowaé tréjkat, znajac a, b + ¢iw,.
Poprowadziwszy w, oznaczamy BiC w ten sposéb, Ze od-
leglo$t tyeh punktéw od koneow linii w, sg w tym samym sto-
sunku (& + ¢):a.

Mnozenie krzywych linij.

Jesli z danego punktu P poprowadzimy lnig prostg do do-
wolnego punktu danej krzywej K i linig tg w punkcie a tak podzie-
limy, aieby bylo Pa: PA—m:n, to miejscem geometryeznem dia

punkiu a bedzie krzywa k, podobna do danej krzywej.

O tych dwu krzywych powiadamy, Ze sa podobnic poloione
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(jednokladne). Punkt P nazywa si¢ ich Srodkiem podobiciistwa,
linie za$ proste przez punkt P po-
prowadzone promieniami wodzqcyms
podobienistwa.  Odpowiednimi  pun-
ktami krzywych nazywamy punkty,
lezgce na jednym promieniu wodza-
cym, odpowiedniemi za$ prostemi na-
zywamy punkty Iaczace punkty od-
powiednie. Pojecie powyzsze daje sig
nog6lnié, gdyz dowolny punkt plasz-
ezyzny moze byé uwazanym jako nalezacy do jednego ukladu
i przez to moZzemy wyznaczyé punkt odpowiedni w drugim ukladzie.
Przy takiem uwazaniu, Srodkiem podobiefistwa bedzie taki punkt
plaszezyzny, ktéry vwazany jako nalezgey do jednego ukladu
zlewa si¢ z odpowiadajgecym mu punktem w drugim ukladzie. Po-
niewaZ teorya figur jednokladnych (podobnych i podobnie poloZo-
nych) wykladang bywa we wszystkich podrecznikach geometryi,
wigc ograniczymy si¢ W tem miejscu na przypomnieniu niektérych
tylko twierdzef.

Figurg jednokladng do linii prostej lub kola jest linia prosta
lub kolo.

Dwie linie odpowiednie sg réwnolegle.

Dwa katy odpowiednie sa réwne.

Linie odpowiednie sa w stosunku m :#z Figury z tego po-
wodu nazywaja si¢ podobnemi w tym stosunku.

Jesli dlugos¢ Pa odlozymy na przedluzeniu PA za punktem
#, to 1 wtedy jeszcze powyZsze twierdzenia sa prawdziwe. Powia-
damy wtedy, Ze figury sa jednokladne odwrotne.

Dwa dowolne okregi kola mogg byt jednoczeSnie uwaZane
Jjako figury jednokladne proste i odwrotne.

Dwa érodki podobiefistwa nazywaja si¢ wtedy $rodkami po-
dobiefnistwa: zewnetrzny i wewnetrzny obu okregdw.

Na zasadzie wyzej wylozonego moZemy rozwigzaé ogblne za-
.danie, ktore znajduje czeste zastosowanie, a mianowicie :

Przez punkt P poprowadzic linie proste, przecinajgeq dane
frzywe K i K, w punktack A ia w ten spasab azeby PA i Pa byly
w danym stosunku m : n.
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W tym celu uwazamy punkt P jako srodek podobienstwa
i kreflimy krzywa /% podobng i podobnie polozong wzgledem K
ibedaca z nig w stosunku » : m; krzywa ta przetnie krzywg K!
w szukanym punkcie. Liczba roawigzan réwna sig liczbie przecigé
krzywych £ 1 K'. Zadanie powyZsze moZemy zawsze rozwigzal za
pomoca cyrkla i linialu, gdy dane krzywe utworzone sg z linij pro-
stych i lukéw k6l

Jesli dany punkt ma leze¢ po tej samej stronie punktéw A
ia (m: n dodatnie), to nalezy krzywg k tak nakresli¢ azeby ona
byla prosto jednokladng wzgledem K, jesli za§ punkt dany ma le-
zeé pomiedzy A i @ (m : n odjemue) to nalezy krzyws 4 tak nakre-
§lié, aby ona byla odwrotnie jednokladng wzgledem A.

Dla skrécenia, zamiast powiedzieé, Ze krzywa ma byé nakre-
§long jednokladnie wzgledem danej w stosunku m : » uzywaé be-
dziemy wyraZenia: krzywa dana ma by¢ wzgledem $érodka podo-

oile G m g g3
bienstwa pomnoZong przez @=-—, a mianowicie + lub — stosow-
n

nie do tego, czy krzywe majg byé jednokladne proste, czy tez je-
dnokladne odwrotne.

Jefli linia prosta ma byé pomnozona, to kierunek jej pozo-
staje niezmiennym (t. j. bedzie ré6wnolegla do danej), wige dosta-
tecznie bedzie pomnozyé jeden z jej punktéw.

Jedli okrag kola ma byé pomnoZonym, to nalezy pomnozyé
rodek i promiefi lub érodek i jeden punkt okregu.

Przyklady.

117, Przez dany punkt 0 poprowadzi¢ linig prosta przecinajacy
dwie proste dane tak, zeby odlegloci punktu 0 od punktéw
przecigé mialy sig do siebie w stosunku m : 2.

Dla rozwigzania tego zadania nalezy punkt 0 uwazaé za &ro-

dek podobiefistwa, pomnozZyé jedng z linij danych przez == ?}?

i poprowadzi¢ linie prostg przez punkt 0 i przez punkt prze-

cigcia sig prostej otrzymanej z mnoZenia z druga dana linig.
118. Przez punkt 0 dany wewnatrz kola poprowadzié¢ cigciwe, kto-
raby w tym punkcie zostala podzielons na dwa odcinki be-
dace w stosunku m : n.
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120,

121.

122,

123,
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Dla rozwigzania tego zadania obieramy punkt 0 za $rodek
podobienstwa i mnoZzymy kolo dane przez — g; szukane cie-

ciwy przejda, przez punkty, w ktérych nowe kolo przecina
dane.

Jesli dany punkt leiy zewnatrz kola, to naleZy mmozy¢ dane
kolo przez - " Tub E

Jesli odcmek zewnatrz kola lezacy ma byt do odcigtej cies

ciwy w stosunku to nalezy mnozy¢ przez lup 2 + s

+

Przez punkt przecigcia sig 0 dwu okregéw kol poprowa-
dzi¢ prostg, od ktérej dane okregi odcinaja réwne cigeiwy.
Nalezy jeden okrag pomnozy¢ przez — 1, obierajge punkt 0
za §rodek podobienstwa.

W dany czworobok wpisaé réwnoleglobok, ktéregoby érodek
znajdowal si¢ w danym punkeie.

Zbudowaé tréjkat, znajac a, b i m..

Nalezy nakreéli¢ prosta CE—um, 1 z punktu € jako ze §rodka
opisaé Iuki promieniami odpowiednio réwnymi @i 4, nastep-
nie obierajac punkt £ za érodek podobiefistwa pomnozyé je-
den z tych lukéw przez — 1, Mozna tez bylo najprzéd na-
kregli¢ jeden z danych bokéw; wtedy nalezaloby jeden z lu-
kéw pomnozyé przez ', lub drugi — przez 2; w praktyee
ostatni spos6b postgpowania jest prostszym, wymaga jednak
wiecej miejsca.

Zbudowaé trojkat, znajac @, 4 i m,.

Na @ nalezy nakre§li¢ luk obejmujgcy kat 4, nastepnie opi-
sa¢ z punktu B jako ze §rodka luk o promieniu m,; ten ostatni
nalezy pomnozyé przez 2, lub pierwszy z opisanych Iukéw
nalezy pomnozy¢ przez Y,. ‘W pierwszym i drugim razie za
§érodek podobiefistwa nalezy obraé¢ punkt C.

Z punktu danego na okregu kola poprowadzi¢ cigciwe tak,
azeby ona zostala przepolowiong przez druga dana cigciwe.
Nalezy dany punkt obraé za frodek podobienstwa i dana cie-
ciwe pomnozy¢ przez 2, lub dane kolo pomnozyé przez Y,.
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129.
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131

132.

133,

134.
135.
136.

137.

—_ 94 —

Dwa okregi wspélSrodkowe przeciaé linia prosta w ten spo-
s6b, azeby mniejsza cigciwa byla polows wigkszej.

Zhudowat tréjkst, majaco, g il

Zbudowaé tréjkat, znajac kat i dwie osrodkowe.

Zbudowa¢ tréjkat, znajac jego oSrodkowe,

Zadanie to sprowadza si¢ do zadania 121, gdyZz oSrodkowe
dziela si¢ wzajemnie w stosunku 1 : 2.

Dla wykreslenia tréjkata dane sa: jego $rodek cigzkoSci
(punkt przecigeia sie ofrodkowych), jeden z wierzcholkéw
i dwie krzywe (linie proste lub kola), na ktérych majg lezet
dwa pozostale wierzcholki.

Zbudowaé trojkat, znajac a, m, i / (m,, b).]

Zbudowat tréjkat, znajac b, m, i / (m,, a).

Zbudowat czworobok wpisalny, znajac / 4, bok DB, / ACB
i stosunek odcinkéw przekatnej AC.

Zbudowat réwnoleglobok, w ktérym dwa przeciwlegle wierz
cholki znajdowalyby si¢ w dwéch danych punktach, dwa za$
pozostale wierzcholki na danym okregu kola.

W danym tréjkacie poprowadzi¢ z punktu 4 linie prosty 4D
do boku BC' w ten sposéb, aZzeby ona byla érednlo proporey o
nalng pomiedzy B i DC.

Nalezy postugiwaé sig kolem opisanym okoto tréjkata.
Zbudowat trojkat, znajac a, b i ..

Zbudowat tréjkat, znajac 4,4 i / (m,, a).

W danym tréjkacie poprowadzié przez punkt 4 lini¢ prostg
w ten sposéb, azeby jej odcinki od punktu 4 do rzutéw punktu
B i C byly w danym stosunku.

Poprowadzié styczng wspélng dwu kolom danym.

Dwa okregi kola uwazane jako figury jednokladne maja dwa
srodki podobienstwa. Srodki te leza na linii érodkéw i linia
prosta poprowadzona przez konce dwu promieni réwnole-
glych przechodzi przez érodek podobichistwa zewnetrzny lub
wewnetrzny stosownie do tego, czy promienie réwnolegle skie-

‘rowane sg W jedng strong lub w strony przeciwne. Styczna

poprowadzona z jednego §rodka podobiefistwa do jednego
z okregéw, jest tez styczng do drugiego okregu.
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Majac dany punkt 0 1 dwa okregi kél cheemy do kazdego
z dwu okregéw poprowadzi¢ styczna w ten sposéb, azeby
te dwie styczne byly réwnolegle i odleglosci ich od punktu @
byly w danym stosunku.

Mnozac jeden z okregéw odnosSnie do punktu @ sprowadzamy
zadanie do poprzedniego.

Zbudowaé trojkat, znajac 4, m, i / (a, m,).

Na okregu kola dane sg punkty A i B, nalezy na tymze
okregu wyznaczy¢ taki punkt X, azeby proste X4 i XB prze-
ciely dang 6rednice w dwu punktach Vi Z, ktérychby od-
leglo$ci od $rodka kola byly w danym stosunku.

Mnozge AX odnosnie do $rodka kola w ten sposéb, a.zeby
punkt ¥ upadl na punkt Z, znajdziemy, Ze punkt 4 upad-
nie na znany punkt 4, i / 4,ZB bedzie znanym.

Zbudowaé trojkat, znajac poloZenie trzech punktéw, ktére
dzielg trzy boki tréjkgta w danych stosunkach.

Niech ABC bedzie szukanym tréjkatem, D, £'i F — danymi
punktami i niech BD : DA = m:n; AF:FC = p:q
CE: EB =1 :s. Jedli D obierzemy za §rodek podobiefistwa

i pomnozymy DB przez —;—i, to D pozostanie na swojem
miejscu i B upadnie na nieznany punkt 4; mnoZac nastgpnie

DA przez — g odnoénie do Srodka podobiefistwa #, to wi-

4 dzimy, e A pada na C i punkt D na znany z poloZenia punkt

Dy; mnozge nastepnie D) (' prizez -—;i_ odno$nie do §rodka

podobiefistwa £, znajdziemy, Ze (' upadniena B i D; na
nowy znany punkt 7),. PoniewaZ przez mnoZenie kierunck
prosty nie zostaje zmienionym, wiec B/, musi byé réwno-
legla do DB, tak Ze DD, zlewa si¢ z AB. Dla otrzymania
boku BC, powtarzamy powyzsze dzialania w kierunku od-
wrotnym, zaczynajac od E.

' Powyisza konstrukcya daje sig zastosowat do kazdego wielo-

kata. Na szezeg6lng uwage zasluguje przypadek, gdy dane sg
$rodki wszystkich bokéw wielokata i liczba ich jest parzysty;
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zadanie jest wtedy albo nieoznaczonem albo niemoZebnem..
(Mathematisk Tidsskrift for 1862 str. 159). .
Majac dane cztery kola wspélsrodkowe cheemy poprowadzié
linig prosta, przecinajacg okregi tych kil odpowiednio w punk-
tach 4, B, C'i D w ten sposéb, azeby 4B = CD.
Jesli (AB) oznacza potege punktu okregu 4 odno$nie do
okregu B i jesli sieczna przecina jeszeze raz dane kola odpo-
wiednio w punktach 4,, B,, (,iD,, to (4D)=AD.AD;
(BC) BC. BC,; AD, = BC,, wigc:

AD : BC = (4D) : (BC).
Stosunek ten latwo wykreslié moZemy, prowadzac dwie linie
proste w ten sposéb, azeby odcinek jednej z nich pomigdzy
okregami 41 B zawarty, byl réwnym odcinkowi drugiej pomig-
dzy okregami B i € zawartemu. Znamy tez stosunek 4B:AC
i moZemy szukang prosts poprowadzié przez dowolny punkt 4.
W czworoboku ABCD dane sa boki 4B, BC, €D i AC; na-
dawszy bokowi AB oznaczone polozenie, nalezy wyznaczy¢
miejsca geometryczne.
o) wierzcholka D,
B) érodka przekatnej BD,
) §rodka prostej laczacej Srodki przekgtnych.
W kole o Srodku 0 poprowadzono stalg Srednice A0B
i zmienng cieciwe BC, ktorg przedluzono w ten sposéb, azeby
CD = BC, trzeba wyznaczyé miejsce geometryczne punktu
przeciecia sig prostych 00 i AC.
‘Wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktu symetrycznego ze
stalym punktem 4 odno$nie do prostej, obracajacej si¢ okolo
drugiego stalego punktu 2.

Metoda figur podobnyeh.

Metoda, ktérgsémy zastosowali przy mnozeniu linij krzywych,

jest tylko szczegdlnym przypadkiem innej metody nazwanej me-
todg podobienstwa figur. Stosujemy ja gdy po odjeciu jednego z da-
nych warunkow zadania, olrzymujemy uklad podobnyck (i podob-
nie poloienyck) figur. Gdy dotychezas szukaliémy czeSci figur
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zupelnie oznaczonych, fleraz bedziemy s:ukali takick czesei figur,
ktoryeh ksztall jest tylko znany.

Najwazniejsze przypadki sg nastepujace:.

a) Dana jest dlugosé, opricz tego zas tylho kqly ¢ slosunki.

146,

147.

148.

149.
150.

151.

1562.

153.

W tym przypadku odrywamy uwage od danej dlugodci i sta-
ramy si¢ wykresli¢ figure, ktéraby miala dane katy i stosunki,
obierajgc dlugosc jednej z jej linij zupelnie dowolnie.? Na-
kre§lona figura podobng jest do danej i te ostatnig otrzymu-
Jjemy, wprowadzajac dang dlugosé.

Zbudowaé trojkat, majac dane dwa katy i jedng linie prosta
w zwigzku z tréjkatem bedaca (oSrodkowa, wysoko$é, obwd6d
it.d).

Nalezy zbudowaé dowolny tréjkat i nastepnie wykredli¢ drugi
trojkat podobny pierwszemu i zawierajacy dang prosty.
Zbudowaé tréjkat znajac 4, ¢ 1 b:ec.

Dowolny tréjkat, o kacie 4, w ktérym boki tego kata sg wda-
nym stosunku, musi byé podobnym szukanemu.

Zbudowa¢ kwadrat, znajac réznice pomigdzy przekatnig i bo-
kiem.

Zbudowa¢ trojkat, znajac 4, b 1 a: e

Dany jest kat centralny ACB, trzeba poprowadzié styczng
w ten sposéb, azeby punkt stycznosci i punkty przecigeia sie
jej z bokami kata centralnego rozdzielily styczng w danym
stosunku.

Dla rozwigzania tego zadania, kre§limy prostg dowolnej dlu-
goSci i przyjmujemy ja za styczng do kola, ktérego érodek
oznaczamy. Figura otrzymana ma szukany ksztalt i otrzy-
muje zadang wielkosé, gdy srodek kola obierzemy za §rodek
podobiefistwa,

Zbudowaé trojkat, znajac 4, k, i stesunek odcinkéw utworzo-
nych przez wysokosé 4, na boku a.

Zbudowad trojkat, znajac trzy jego wysokosci.

Stosunek bokéw jest znanym. Jesli z dowolnego punktu ze-
wngtrz kola poprowadzimy trzy sieczne, ktérych czgbci ze--
wngtrzne réwne s3 trzem danym wysoko§ciom tréjkata, to
cale sieczne bedg w stosunku szukanych bokéw tréjkata.

‘W dane pélkole wpisaé czworobok podobny danemu czworo=
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155.
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bokowi i ktéryby mial dwa wierzcholki na $rednicy, dwa za$
pozostale na okregu pélkola.

Przedewszystkiem nalezy okolo danego czworoboku opisaé
pélkole. Otrzymana figura bedzie podobng do szukanej.

W powyZej przytoczonych zadaniach potozenie szukanej figury
bylo zupelnie dowolnem; jesli zas szukana figura ma mice
oznaczone poloiente wagledem pewnych ling lub punktiw, lo
naleiy sie starac o usunigcie takiego warunku, azebysmy ofrzy-
mali uklad figur podobnie poloionych. Przez to geometryczne
miejsca wszystkich punktéw figury stajg sie liniami prostemi
przechodzgcemi przez Srodek podobiefistwa i tym sposobem
latwo wyznaczyé mozemy szukang figure, albowiem wykre-
§liwszzy ktora kolwiek z tych figur, pozostaje nam tylko zbu-
dowaé figure podobnie poloZong wzglgdem nakreSlonej i czy-
nigeg zado§¢ usunigtemu warunkowi. Warunek, ktéry usungé
nalezy polega zwykle na tem azely linia prosta miala dang
dlugosé, albo tez, aieby punkt lezal na danej linii, albo nako-
niee, aieby linia przechodzila przez dany punkt.

W dany tréjkat ABC wpisaé drugi abe, tak azeby boki jego
byly réwnolegle do danych prostych.

Usuwajac warunek nawet; azeby punkt @ lezal na boku BC,
widzimy, Ze pozostalym warunkom czyni zado$¢ uklad tréj-
kaqtéw podobnych, majgeych punkt A za érodek podobiefstwa.
Nakreéliwszy jeden z tych tréjkatéw np. @, 4, ¢, widzimy,
ze linia Aa, przetnie bok BC w punkcie a.

Whisa¢ kwadrat w dany tréjkat, wycinek lub odcinek kola.
W dany tréjkat wpisaé réwnoleglobok podobny danemu.
Przez dany punkt poprowadzié prosta, ktéra z danemidwu
liniami prostemi tworzy réwne katy.

Przez dany punkt poprowadzi¢ linig¢ prostg w ten sposéb,
azeby odecinki utworzone na niej przez trzy dane linie proste
przez jeden punkt przechodzace, byly w stosunku danym.
Zamiast danego punktu weimy dowolny punkt na jednej
z danych prostych (117).

Przez dany punkt poprowadzi¢ linie prosta tak, azeby ona od
bokéw danego kata odciela czeSci w danym stosunku hedaces
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165.

166.
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et ARl =t

W danym trijkacie poprowadzi¢ linig rownolegly do jednego
z bokéw w ten sposéb, azeby czeS¢ réwnoleglej w tréjkacie
zawarta, byla w danym stosunku do czgsci, ktorg odcina od
jednego z dwu pozostalych bokéw.

Linig prosta poprowadzi¢ w danym kierunku tak, azeby boki
dwu danych katéw odciely na niej dwa odeinki w danym
stosunku bedace.

Jedli danymi katami sg katy BAC i DEF, X za§ szukanym
punktem na linii EF, to, uwazajae linie EF jako nieistniejaca
znajdziemy, ze punkt X opisuje linig prosta, przechodzacy przez
punkt przecigeia sig /£ i linii ré6wnoleglej do danego kie--
runkn przez punkt 4 poprowadzone;j.

Zbudowaé trojkat rownoramienny, znajac wysoko$é i oérod-
tréjkata odnosnie do jednego z bokéw.

Trijkat, w ktérym dane linie sg bokami, daje si¢ bezposrednio
wykreslié 1 wtedy znany nam bedzie ksztalt trojkata, w kto--
rym o$rodkowa jest bokiem, kat za$ przy wierzcholku trdj-
kata réwnoramiennego katem przeciwleglym temu bokowi.
Na okregu kola danym jest punkt 4 i opréez tego cigciwa
BC. Nalezy poprowadzié cieciwe 4D w ten sposéb, azeby
ona rozdzielils, cieciwe BC w punkcie £ na odeinki DE i DC
bedgce w danym stosunku. Znanym jest ksztalt trijkata
CED i kredli sig trdjkat jemu podobny, biorge € za $rodek
podobieiistwa.

W kole dane sg dwa promienie, nalezy poprowadzié cieciwe,
ktoraby zostala podzielong przez promienie na trzy réwne
czeSed.

‘W czworobok wpisaé romb, ktérego. boki bylyby réwnolegle
do przekatnych czworoboku.

W dany trojkat wpisaé drugi X¥Z; dany jest kierunek linii
YZ, punkt linii BC, na ktérym ma lezeé punkt X i stosunek
XY : XZ.

Nalezy uwazaé bok BC jako nieistniejacy (to sig nie odnosi
do linii przechodzacej przez punkt 4 i punkt dany na boku
BC() i obra¢ punkt A za Srodek podobiefistwa.

Poprowadzié linig prosta w danym kierunku tak, azeby ona
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przecigla jedng pare bokéw przeciwleglych czworokata w je-
dnakowym stosunku (154).

W danym tréjkacie poprowadzié linig réwnolegly do jednego
z bokéw w ten sposéb, azeby ona byla $rednig proporcyo-
nalng pomiedzy odcinkami, jakie tworzy na jednym z dwu
pozostalych bokéw.

Dane s3: punkt B i dwie linie do siebie réwnolegle, z ktérych
jedna przechodzi przez punkt 4. Nalezy przez punkty 41 B
poprowadzi¢ dwie linie rownolegle, ktoreby z danemi utwo-
rzyly: 1) romb; 2) réwnoleglobok o danym obwodzie; 3) réw-
noleglobok, w ktorym boki mialyby dany stosunek.

W dany trojkat wpisaé romb, ktéregoby jeden kat przypadal
razem z jednym z katéw tréjkata.

W dane kolo wpisaé tréjkat réwnoramienny, w ktérym dang
jest summa z jego wysokoSci i podstawy.

Nalezy przyja¢ trojkat ABC za szukany i wprowadzi¢ do
figury dana sume, przedluzajgc wysokos¢ BD do E; wtedy
DE = 2 AD i ksztalt trojkata ADE jest znanym, poczem za-
danie z latwoscig sig rozwigzuje, przyjmujgc £ za Srodek po-
dobienstwa.

W dany tréjkat wpisaé prostokat o danym obwodzie,

Nalezy wprowadzi¢ do figury polowg danego obwodu.

W dany tréjkat wpisaé drugi, wiedzac, Ze jeden z jego wierz-
cholkéw 4 lezy w.danym punkecie ktéregokolwiek z bokéw
danego tréjkata; oprécz tego danym jest kat 4 i bok prze-
ciwlegly temu katowi ma byé réwnoleglym do danej prostej.
W dany {réjkat wpisaé réwnoleglobok, ktérego boki mialy
dany stosunek. {Jeden z bokéw réwnolegloboku ma leze¢ na
boku BC trojkata, 2 mianowicie jeden z wierzcholkéw réwno-
legloboku w danym punkeie,

Wyznaczyé na jednym z bokéw tréjkata taki punkt, azeby
linie proste poprowadzone od tego punktu w danych kierun-
kach do przeciecia sig z dwu pozostalymi bokami, trojkgta
mialy dana summe.

Dane sa: punkt B i dwie linie proste do siebie réwnolegle

- AX1iCY. Nalezy przez punkt B poprowadzi¢ prosty, aZeby
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ona przecigla réwnolegle w takich punktach X i Y, azeby sto-
sunek AX do AY mial dang wartosé.

Nalezy uwazaé jakoby punktu B nie bylo, obraé na linii AX
dowolny punkt X, zamiast X i oznaczy¢ na linii 4Y punkt ¥,
odpowiadajacy punktowi Y.

Dane sa: kat i punkt. NaleZy przez dany punkt poprowadzié
prosta XY, przecinajaca boki kata w punktach X i Y w ten
sposéb, azeby odlegloéé wierzcholtka kata od linii XY byla
w danym stosunku do odcinka XZ, ktéry ma dany kierunek
i Ygezy punkt X z punktem Z na drugim boku tréjkata.
Nalezy przyjat ze punktu danego P niema i obraé na boku
XA dowolny punkt X; zamiast X.

W tréjkacie ABC poprowadzi¢ lini¢ prosta w danym kie-
runku, ktoraby przeciela bok AB w X, bok BC w Y wten
sposob, azeby odeinki AX i €Y byly w danym stosunku.
Ksztalt czworoboku AXYC jest znanym; obierzmy punkt A
za frodek podobiefstwa i weZmy B zamiast X,

Poprowadzi¢ w trojkgcie ABC poprzeczng XY w ten sposéb,
ateby BX —= XY — YC.

Ksztalt BXYC jest znanym.

Do tego zadania redukuje sig¢ nastgpujace: Zbudowaé tréjkat
znajgc 4, e + b i a+ e

W tréjkacie ABC poprowadzié poprzeczng XY réwnolegly
do BC w ten sposob, azeby pomiedzy odcinkami XY, XBi Y€
mial miejsce dany jednorodny zwigzek (np. Y¥¥* — XB. Y(;
i — —taf e

XYy =XB +¥¢;itd)

Nakresli¢ kolo, przechodzace przez punkt A i styczne do dwu
przecinajacych si¢ w punkcie 0 linij prostych.

Dowolne kolo styczne do dwu danych prostych musi byé po-
dobnie polozonem wzgledem szukanego, jeéli punkt 0 obie-
rzemy za frodek podobiefistwa. Linia prosta 0.4 przecina na-
kreSlone dowolnie kolo w punkcie, ktéry odpowiada punktowi
A w szukanem kole. Poniewaz prosta 04 przecina nakre-
§lone kolo w dwu punktach, wige zadanie ma dwa rozwigza-
nia. Je§li w nakre§lonem dowolnie kole poprowadzimy pro-
mienie do punktéw przecie¢ okregu zlinig prosta 04, to
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$rodki szukanych kél otrzymamy prowadzac przez punkt A
linie réwnolegle do tych promieni.

Na danej linii prostej wyznaczyé punkt, ktéryby byl w réw-
nej odlegloSci od danego punktu i danej prostej. (Punkt prze-
cigcia sig paraboli z linig prostg). Przypuszezamy, ze danego
punktu niema i obieramy punkt przecigcia si¢ dwu danych
linij prostych za &rodek podobienistwa. W gruncie rzeczy za-
danie to jest identyczne z poprzedniem.

Na danej linii prostej wyznaczyé punkt, ktérego odleglosci od
danego punktu i danej linii prostej bylyby w danym stosunku.
(Punkt przecigcia sig linii prostej z przecigciem stozkowem,
danem za pomocs swego ogniska, kierownicy i mimo§rodu).
Zadanie nie ulegnie istotnej zmianie, jeSli zamiast prostopa-
dlej spuszczonej z danego punktu na dang prosta weZmiemy
linig prostg, ktéraby z dang prosta utworzyla dowolny kat.
Nakresli¢ kolo, majgce swij Srodek na danej prostej, przecho-
dzace przez dany punkt, i od ktérego dana prosta odcina luk,
ktéremu odpowiada dany kat centralny.

Nakresli¢ kolo, przechodzgce przez dane dwa punkta i styczne
do danej prostej.

W tréjkacie ABC poprowadzié linie w danym kierunku, kto-
raby bok 4B przeciela w punkeie X, bok BC w punkcie ¥
w taki spos6b, azeby summa odcinkéw X¥ i ¥4 miala dana
wielko§¢.

Zbudowaé tréjkat, znajac e, B i b — k..

Nalezy przedluzyé k, o odcinek b — A, po za « (182).
Zbudowaé tréjkat, znajac 4, a — ¢ ik, + €D, gdzie D ozna-
cza spodek wysokoSci 4.

Nalezy przedluzy¢ €D do punktu £ tak, azeby DE= k,, lini¢
za$ B4 do punktu 7 tak, azeby AF —a —¢. Jak latwo wi-
dzie¢ mozna nakre§lic CE jakotez kat CEB — 45° i prosty
przez punkt # réwnolegly do CE. Nastgpnie nalezy wyzna-
czyé punkt B (183).

Zbudowaé trojkat, znajac a, 4 ib + ne, gdzien jest dang
liczba.

Zbudowaé trojkat, znajac 4,0 +-cia 4 e

Nalezy przediuzyé bok & po za 4 o dlugodt ¢ az do punktu D,
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bok za$ ¢ po za B o a; nastepnie nalezy odlozyé dlugosc €D,
“poprowadzi¢ DB i wyznaczyt B.

191. W dany trojkat ABC wpisaé pélkole w ten sposéb, azeby ono
dotykalo si¢ boku BC w punkcie P, i ktoregoby koiice lezaly
na dwu drugich bokach.

Nalezy pomnozy¢ bok AB lub AC przez — 1 odnofnie do
punktu P i wtedy zadanie redukuje si¢ do zadania 173,

Figury odwrotne.

Linia prosta obraca si¢ okolo sthlego punktu P (biegun lub
srodek przeksztaleenia) gdy jednocze§nie punkt ruchomy A tejze sa-
mej prostej opisuje dang krzywg lini¢ K. Na prostej wyznaczamy
punkt 4, tak, azeby PA. P4, = I, gdzie I (potega przeksztalcenia)
Jjest iloScig stalq (dodatnig lub ujemnsy). Punkt A, opisze druga
linie krzywg K,. O krzywych K i K, m6wimy ze jedna jest odwrotna
 wzgledem drugiej (przeksztalcona przez promienie wodzqgee od-
wrotne). A i A, nazywaja si¢ punktami odpowiednimi.

Krzywq odwrotng linii prostej jest oqu_q ko!a, prrechodzqey
przez punkt wzigty za biegun.

Niech  linia prosta PB bedzie prosto-
padlg do linii danej i niech punkt B, bedzie
punktem odpowiadajacym punktowi B, gdy
A1 4, sq tez punktaml odpowiednimi sobxe
Z réwnania

PA. P =PB. PB,.
wypada, ze trijkaty BPA i B PA; sa podobne, tak Ze kat
PAB, = 90°. Miejscem zatem geometrycznem punktu .4, jest
okrag kola, ktérego Srednicy jest linia prosta PH,.

Jegli linia prosta przechodzi przez h:egun przeksztalcenia,
wtedy ,]est ona sama swoja odwrotnoscia.

Odwrotnie, jeSli punkt 4, opisuje okrgg kola, to punkt A
“opisze linie prostq 4B, figurq zatem odwrotng okregu kola, prze-
chodzqeego przes biegun przeksztalcenia jest linia prosta.

Figurg odwrolng okregu, nie przechodzqeego” prrez bicgun
prackszlaleenia, jest okrgg kola, majqcy 2 pier iszym biegun pize-
ksztaleenia za jeden ze'srodkow podobieristiva.

Metody i teorye. 3
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Niech 81 B, bedg dwa punkty odpowiednie i niech linia pro-
sta PB przetnie jeszcze raz okrag kola w punkcie . Dwa iloczyny

PB.PB, i PB.PD majg wartosci stale i dla tego tez i stosunek
% jest stalym. Znajdziemy wigc miejsce geometryczne punktu B,,

jesli miejsce geometryczne punktu /) (dany okrag) pommozymy
przez iloé¢ stala odnoénie do punktu P. Szukane zatem miejsce
geometryczne jest okrag kola, podobnie polozony wzgledem danego
z punktem P, jako §rodkiem podobiefistwa. Jesli potega przeksztal-
cenia réwna sig potedze punktu P wzgledem danego kola, to krzywsg
odwrotng danego okregu bedzie sam okrag.

Dowiedliémy, Ze punkta B i B, jednoczenie opisujg okregi
kél; nalezy jednak zwrécié uwage, Ze nie opisujg jednoczeSnie po-
dobnych Iukéw; przeciwnie punkty B, i D opisuja luki podobne
i podobnie poloZone.

Teraz mozemy juz rozwigzaé nastepujace ogdlne zadanie:

Przez dany punkt P poprowadzi¢ linig prostq, od ktérej dwie
dane krzywe K i K, odcinajg dwa odcinki PX i PY, majgce staly
i dany tloczyn.

Jakoz przyjmujgc, ze krzywa K, nie jest dang, znajdziemy,
ze miejscem geometrycznem punktu ¥ jest krzywa odwrotna wzgle-
dem K z punktem P jako biegunem przeksztalcenia. Punkt zatem ¥
lezeé musi na wzajemnem przecigeiu sie tej ostatnie) krzywej
z krzywa, K,. PowyZsze zadanie daje si¢ rozwigza¢ z pomocg cyrkla
i linialu jesli dana krzywa sklada sig z linij prostych i tukéw kol
192. Przez dany punkt P poprowadzi¢ lini¢ prosty, ktéraby boki

danego kata przeciela w punktach 41 B tak, azeby PA. PB—a?,

gdzie a jest dany odcinek.
193. Dane jest kolo a w niem &rednica i punkt P; trzeba poprowa-
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dzi¢ przez punkt P linig prostg, ktéraby przecigla okrag kola

w X, §rednice za§ w Y tak, azeby PX . PY = a2
194. Przez jeden z punktéw przecigeia sig dwu okregéw nalezy

poprowadzi¢ linie prosta tak, azeby cigciwy odcigte przez

okregi mialy dany iloczyn.

195. Zbudowaé tréjkat ABC, majac wiadome: strone kwadratu
wpisanego, ktérego dwa wierzcholki lezg na BC, / 4 i iloczyn
dwu odcinkéw, na ktére jeden z wierzcholkow kwadratu dzieli
bok AB.

196. Zbudowaé tréjkat majac @, 4 i BD. B4, gdzie D jest spodkiem
wysokotei k..

Bardzo czgsto uzywamy metody przeksztalcenia przez pro-
mienie wodzace, jeSli mamy wykona¢ jakg§ konstrukeye lub dowiesé
jekiego§ twierdzenia, gdyz bardzo czg¢sto figura odwrotna jest
prostsza od danej: szczegélnie nalezy zwréeié uwage na nastepujace
zwigzki pomiedzy dwiema figurami odwrotnemi,

a) Gdy dwie figury przecinajg si¢ lub dotykajg w punkcie A,
2o odwrotne figury przeing sig lub tei bedg stycznemi w punkcie A,
odpowiadajgeym punktowi A.

Jesli bowiem punkt A4 lezy na obu krzywych, to punkt 4,
musi lee¢ na krzywych odwrotnych i jeSli w punkcie 4 dwa punkty
przecigcia zlewaja sig, to punkta odpowiadajace im, takze sie zejda
w pnnkeie 4, .

Jesli punkt 4 przypada w biegunie, to twierdzenie nie ma
miejsca, gdyz punkt ten w ogélaoSci nie odpowiada punktowi lecz
linii prostej w nieskonczonoSci.

b) Jesli dwie krzywe przecinajq sig w punkeie A pod pewnym
kgtem (kat pomiedzy stycznemi), lo krzywe odwroine przetng sie
w punkeie A, pod tym samym kgtem (ze znakiem odwrotnym, je§li
kat mierzyé bedziemy od oznaczonej krzywej do drugiej).

Fatwo widzie¢ (Fig. na str. 33), Ze twierdzenie powyisze jest
prawdziwem, gdy jedna z krzywych jest kolo, druga za§ — linia
prosta przechodzgea przez biegun. Twierdzenie nie przestaje tez by¢
prawdziwem, gdy danemi krzywemi sg dowolne dwa kola, gdyZ linia
prosta, laczgca punkt A z biegunem przechodzi przez punkt 4,.
Ztad za§ wypada prawdziwos¢ twierdzenia dla dowolnych dwu krzy-
wych, gdyz krzywe te tworza w punkceie A ten sam kat, jaki tworzg
dwa okregi kél, zktérych kazdy jest styczny do jednej z krzywych

http://rcin.org.pl



LAigE

Zastosowania,

197. Nakreélié okrag kola, przechodzgcy przez dany punkt 7 i stycz-

198.

199.

200.

ny do dwu danych kél,

Przeksztalcajac figurg przez promienie wodzgce odwrotne
z punktem P jako biegunem, widzimy, Ze zadanie redukuje si¢
do prowadzenia wspélnej stycznej do dwu okregow. Potege od-
wrotnosci mozemy tak dobraé, azZeby jeden z danych okregéw
pozostal niezmieniony.

Dowiesé, ze dowolny okrag kola, przechodzacy przez punkty
przecigcia sig dwu okregéw przecina uklad kol stycznych do
dwu danych (pomig¢dzy niemi i wspdlng styczna) pod réwnymi
katami.

Twierdzenie to za pomoca przeksatalcenia przez promienie od-
wrotne utworzonem zostalo z twierdzenia, wedlug ktérego do.
wolna linia prosta, poprowadzona przez srodek podobienstwa,
ukladu kél podebnych i podobnie polozonych przecina te
kola pod jednym i tym samym katem.

Wykreslié kolo styczne do trzech kél, przechodzacych przez
jeden i ten sam punkt.

W dane kolo wpisaé czworobok, ktérego kazdy bok przecho-
dzi odpowiednio przez dany punkt.

Niech boki czworoboku 4B, BC, CD i D4 odpowiednio prze-
chodzg przez punkty @, 4, ¢id. Te cztery punkly obieramy
za bieguny przeksztalcenia, biorge dla kazdego z nich jego
potege wzgledem kola jako potege przeksztalcenia. Punkt 4
przez cztery kolejne przeksztalcenia okolo punktéw a, 4, cid
upadnie znéw na 4. Niech P bgdzie punkt, ktéry za pomoca
trzech przeksztalcen okolo a, /i ¢ pada na #; punkt ten otrzy-
mamy, przeksztalcajac kolejno punkt & okoloe¢, 4ia. Ka-
7dy okrag kola lub kazda prosta, przechodzaca przez punkt P
przez przeksztalcenie okolo @, 4 i ¢ przechodzi w okrag kola
przez punkt & przechodzgcy i nastepnie przez nowe prze-
ksztalcenie okolo 4 zamienia si¢ w prosta. Linia zatem prosta
PA po czterech przeksztalceniach przechodzi w prosta P4,
gdzie P, oznacza punkt, ktéry otrzymujemy, przeksztalcajac
kolejno punkt a okolo b, ¢id. Poniewaz za$ kqt pomiedzy
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PA i okregiem przez wyzej opisane przeksztalcenia nie zmie-
nia ani swej wielkoSci ani znaku i oprécz tego sam okrag kola
pozostaje niezmienionym, wiec linie PA i P, A muszg tworzyc
Jjedna linie prostg.
Ztad otrzymujemy nastepujace rozwiazanie zadania: Za po-
mocyg przeksztalcenia punktu @ okolo 4, ¢id wyznaczamy
punkt P,, nastepnie za pomocg przeksztalcenia punktu ¢
-okolo ¢, b i @ wyznaczamy punkt P. Linia prosta PP, prze-
‘cina okrag kolo w pukeie 4.
Powyisze rozwigzanie latwo daje sig zastosowat do kazdego
wielokata o parzystej liczbie hokéw.

201. 'W dane kolo wpisaé tréjkat ABC tak, azeby kaidy z jego bo-
‘kéw przechodzil przez dany punkt (a, 41 ).
Sposéb postepowania jest taki sam jak w poprzedniem roz-
wigzaniu tylko, Ze liczba przeksztalcen jest teraz trzy, W sku-
tek jednak takich trzech kolejno po sobie nastepujacych prze-
ksztalcefi, dwie linie P4 i P, 4 nie utworza jednej linii prostej,
gdyz katy jakie PA i P, A tworzg z okregiem majg rézne znaki.
Z tego to powodu jeden z punktéw, w ktérych prosta Pa prze-
cina okrag, przeksztatcamy okolo punktéw @, 41 ¢; otrzymamy
tym sposobem punkt Q. Linie proste aP i PA po przeksztal-
<eniu przechodza w linie QP i P, 4 tworzace ten sam kat po-
miedzy sobg co i dwie pierwsze linie. Katy te majg ten sam
znak (przyczyng tego latwo zrozumieé, Sledzac za przeksztal-
ceniami; linie proste parami sobie odpowiadaja, lecz ich
punkty przeciecia nie odpowiadajg sobie) i cztery proste two-
rza czworobok wpisalny, tak Ze punkt P wyznacza sie za po-
mocg kola przechodzacego przez punkty P, P, i punkt prze-
ciecia si¢ prostych ¢P i P, Q.
Rozwigzanie powyZsze z fatwoScig daje sig zastosowaé do wie-
lokata o nieparzystej liczbie bokéw.

Miejsca geometryezne wogdlnosci.

Oprocz miejsc geometrycznych, ktére w poprzednich uste-
pach przytoczylismy, jest jeszcze bardzo wiele innych, majgeych
czgste zastosowania, ktérych jelnak szczegélowe opisanie byloby
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zbyt rozwleklem.  Dla tego przy rozwigzywaniu zadai, w ktérych.
opisane przez nas miejsca geometryczne nie znajduja zastosowania,
nalezy samemu szukaé linij prostych lub kél bedacych miejscami
geometrycznemi punktéw fignr. Dobrze wykonany rysunek jest
w takim raze bardzo skutecznym i praktycznym &rodkiem po-
mocniczym.

Czesto sie zdarza, Ze majgc nakre§li¢ figure w pewném ozna-
czonem poloZeniu, mozemy ja, po usunigciu jednego z postawionych
warunkéw zadania, nakrelic w dowolnem pofoZeniu i nastgpnie
przez réwnolegle przesuwanie lub przez obrét okolo pewnego punktu
doprowadzi¢ do zadanego polozenia. Miejscami geometrycznemi
punktéw figury beda wtedy odpowiednio linie proste lub kola
wspolsrodkowe.

Przykiady.

202. Nakresli¢ kolo o danym promieniu, ktéregoby srodek lezal na

danej prostej, i ktéryby druga dang prosty przecigl po cig-
ciwie danej dlugosci.
Nalezy nakresli¢ kolo tak, azeby ono w jakiemkolwiek miejscu
odcielo od danej prostej dang cigeiwe i nastepnie doprowadzic
je do szukanego polozenia, nadajac mu ruch taki, azeby éro-
dek jego opisal prostg réwnolegly do danej.

203. Nakreslié kolo danego promienia, ktéregoby &rodek lezal na
okregu danym i ktéreby przeciglo sig z drugim danym okre-
giem wedlug cieciwy danej dlugoSci.

204. Nakreslic kolo danego promienia, ktéreby przechodzilo przez
dany punkt i przeciglo dang prosts po cieciwie danej dlugosci.

205. Nakresli¢ tréjkat réwny danemu w ten sposib, aZeby jeden
z jego bokéw lezal na danej prostej, wierzcholek za§ przeciw-
legly temu bokowi na drugiej danej prostej.

206. W dany odcinek kola wpisa¢ tréjkat r6wny danemu.

207. Nakrelic kolo danego promienia, aby przeciglo dwie dane
proste lub dwa dane okregi podlug danych cigeiw.

208. Do danego kola poprowadzié styczng tak, aby dwie dane
linie réwnolegle lub dwa kola wspélérodkowe odciely od niej
dang dlugosé.
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Przez dany punkt poprowadzié linie prosta tak, azeby czeic
odcigta na niej przez dwa kola wspélérodkowe byla widziang
ze frodka tych k6l pod danym katem.

Dane sy dwa kola; naleZy wyznaczy¢ taki punkt, Zeby styczne
od niego poprowadzone do danych kél utworzyly dany kat
i jedna z nich miala dang dlugo$é.

Nalezy styczng, ktérej dlugo§é jest dana, wykreSlic w ten
sposéb, azeby ona dotykala si¢ jednego z danych kél w do-
wolnym punkecie i w jej konicu nakreéli¢ kat r6wny danemu ;
nastepnie nalezy drugie kolo obraca¢ okolo érodka pierwszego
dopéty, dopdki ono nie stanie si¢ stycznem do poprzednio wy-
kre§lonej linii, w koficu nalezy to kolo wraz ze styczng zwrécié
do pierwotnego poloZenia.

Nakreslic kolo styczne do dwu danych linij réwnoleglych
1 przechodzgce przez dany punkt.

Przez dany punkt poprowadzié linig prosta, od ktérej dwie
pary linij réwnoleglych odcielyby réwne czedci.

Linia szukana musi byé réwnolegla do przekatnej réwnoleglo-
boku utworzonego przez obie pary linij réwnoleglych.
Nakreéli¢ dwa kola o danych promieniach w ten spos6b, azeby
jedno z nich przeci¢lo dang prosta wedlug danej cieciwy, dru-
gie przecielo drugs prosta wedlug drugiej danej cigciwy;
oprécz tego, kola majg byé styczne do siebie i linia prosta
wspélna styczna ma mie¢ dany kierunek.

W dane kolo wpisa¢ tréjkat, ktérego jeden bok jest danym,
i w ktérym osrodkowa, temu bokowi odpowiadajaca przecho-
dzilaby przez dany punkt i miala dang dlugosé.

W dane kolo wpisaé tréjkat, ktérego dany jest jeden bok
i ofrodkowa do drugiego boku nalezgca, i w ktérym ofrodko-
we przecinalyby si¢ w punkcie lezgcym na danej érednicy.

‘W danem kole poprowadzié¢ cigciwg danej dlugofei, ktéraby
przez dang Srednice zostala podzielong w danym stosunku.
‘W dany czworokat wpisaé réwnoleglobok, ktéregoby boki
mialy dane kierunki.

Jesli usuniemy jeden z bokéw czworokata, to swobodny
wierzcholek réwnolegtoboku opisuje linie prosta

Przez dany punkt poprowadzi¢ linig¢ prosta, ktéraby przecigla
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trzy dane proste w ten sposéb, azeby trzy punkty przecigcia
i dany punkt lezaly harmonicznie.

Je§li usuniemy jedng z trzech danych prostych, to swobodny
punkt opisuje linig¢ prosty, przechodzacy przez punkt przecig-
cia sie dwu pozostalych prostych,

219. Zbudowaé trijkat, znajac w,, B i odleglosé € od w..

Nalezy nakresli¢ », i wystawi¢ do niej prostopadla w punkcie 4.
Zadanie sprowadza si¢ do poprzedniego, tylko Ze na miejscu
jednej z trzech danych prostych wystepuje luk, obejmujacy
kat A.

B. Miejsca geometryczne linij prostych,

Linia prosta zupelnie tak samo jak i punkt jest zupelnie wy-
znaczong, gdy dane s dwa warunki, ktérym ma czynié zadosé,
i tak samo jak punkt bedzie czgSciowo wyznaczong, gdy danym be-
dzie jeden tylko warunek, gdyZz zawsze sig¢ znajdzie linia krzywa,
ktéra jest styczna do WS?}'Bﬂ(lc}l prostych czyniacych zado§é danemu
warunkowi. Trzymajgc si¢ anologii, mozemy te krzywa nazwat
miejscem geometrycznem linij prostych. W szczeg6lnym przypadku
krzywa ta moze si¢ zamieni¢ w punkt, tak Ze wtedy wszystkie linie
proste czynigce zado§¢ warunkowi danemu przechodzg przez ten
punkt. Z wyjatkiem tego ostatniego przypadku rozpatrywaé be-
dziemy tylko takie przypadki, w ktérych krzywg bedzie kolo.

We wszystkich wige razach, w ktérych moZemy wyznaczyé
dwa miejsca geometryczne linii prostej, zadanie redukn,]e sie do na-
stepujacych:

1. Poprow. adzié.linig prosty przez dane dwa punkty.
2. Z danego punktu poprowadzié styczng do kola (16).
3. Poprowadzi¢ styczng wspélng do dwu kél (137).

Podamy - tu najwazniejsze miejsca  geometryczne dla linij
prostych.

I. Miejscem geomelrycznem rawnycfe cigeiw jednego kaJa ;'ezst
okrqg kola wspdlsrodkowego z danem.

Nalezy w danem kole poprowadzi¢ dapg cigciwg i nakreéhé
kolo styczne do tej cigciwy.
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m. Miejscem geometrycznem lingj, kiorych odleglosci od dwu
stalych punktiw majg dany stosunek, jest punkt, dzislgey linig prosty,
lgezgeq dane dwa punkty w danym wyziej stosunku. Odlegloéci na-
lezy bra¢ z wlasciwym znakiem.

n. Miejscem geometryeznem punktow, ktoryck odleglosei od
dwu danych punktow majg dang summe jest okrgg kola, maygey swdy
srodek we srodku linii prostej lgezqeej dane dwa punkty.

JeSli rdinica odleglosei ma byé réwng danej linii, to miejsce
geometryczne sklada sie z dwu punktéw w nieskoriczonej odleglosci
i linie tworzg wigc dwa uklady linij réwnoleglych. Kierunek tych
linij dany jest przez styczng poprowadzong od jednego z danych
punktéw do kola zakreSlonego i drugiego punktu jako ze srodka
promieniem réwnym danej linii.

Uwaga. Odleglo$ei nalezy braé z wladciwym znakiem. Jesli
odleglo$¢ od jednego oznaczonego punktu z dwu danych ma byé
wzigty za odjemng, to miejscem geometrycznem bedzie jeden tylko
nieskoficzenie odlegly punkt.

0. Jesli w dane kolo wpiszemy kaly, ktorych boki opierajg sie
na kovcach jednego 1 tego samego duku i wszysthie te kqty podzie-
limy w jednaki sposoh na dwie cz¢sci liniamé prostemi, {to wszysthie
linie dzielgee przejdg przez jeden i ten sam punkt luku, ktory otrzy-
mamy, dzielge jeden z kqtow wpisanych w podany sposdb.

p. Jesli przez dane dwa punkty poprowadzimy kola, ktdre dane
kalo przecinajg ({ub dotykajq sie), lo miejscem geomelrycznem wspol-
nych ciceiw bedzie punkt, leigey na linit lgezqeey dwa dane punkty.

Niech danymi punktami bedg 4
1 B iniech dowolne kolo przez te
dwa punkty poprowadzone przetnie
dane kolo w punktach i 0. Linia
prosta CD przetnie lini¢ AB w szu-
kanem miejscu geometrycznem 0
gdyz jeSli inne dowolne kolo przez
punkta 4 i B przechodzgce przecina
kolo stale w punktach £ i F, to linie
FE, DC i BA s osiami radykalnemi
trzech kol i jako takie przecinajg sig
w jednym punkcie i dla tego EF musi
przej§é przez punkt 0.
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Przyklady.

Przez dany punkt poprowadzié prosta, od ktérej dane kolo:
odcina danej dlugoesci cigciwe.

Zadanie redukuje sig przez | do zadania 16.

Poprowadzi¢ lini¢ prostg, od ktérej dwa dane kola odcinaja
danych dlugosci cigeiwy.

Poprowadzi¢ linie prostg, ktéra dang prostg przecina w pun-
kcie X, dane za$ kolo w punktach Y i Z tak, Ze linie proste XY
i YZ maja dane dlugoéei,

Zadanie redukuje si¢ przez | do zadania 11.

W dane kolo wpisaé tréjkat w ten sposéb, azeby byl podobnym
danemu tréjkatowi i aZeby jeden jego bok przechodzil przez
dany punkt,

W danem kele poprowadzi¢ cieciwg danej dlugobci i danego
kierunku.

W dane kolo wpisaé trojkat, czyniacy zado&¢ nastepujgcym
warunkom: jeden jego bok ma byé¢ réwny i réwnolegly danej
linii i oprécz tego dwdjsieczna kata przeciwleglego ma prze-
chodzié przez dany punkt. :

Jeden bok otrzymujemy bezposrednio (), nastepnie znamy
dwa punkty dwdjsiecznej kata przeciwleglego.

W dane kolo wpisaé tréjkat, znajac kierunek jednego boku,
dwéjsieczng kata przeciwleglego jakotez jeden punkt tej.
ostatniej.

Dany kierunek jednego boku oznacza §rodek Iuku, odpowiada-
jacego temu bokowiitym sposobem znana jest dwdjsieczna.
kgta przeciwleglego.

Przez damy punkt poprowadzi¢ linie prosta, ktérej odleglosé:
od danego punktu réwnala by si¢ summie jej odlegloSci od
dwu innych danych punktow.

Na danym okregu kola, znamy poloZenie dwu punktow 4 i B,
nalezy przez dany punkt P poprowadzié prosty, przecinajaca
okrgg w punktach X i Y tak, aieby proste 4AX i BY utwo-
rzyly dany kat (220).

Dany luk kolowy podzielié na takie dwie czeSci, aZeby ich
cigciwy mialy dany stosunek.
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Kat jaki szukane cigciwy ze sobg tworzg, zostaje podzielonym
na dwie réwne czeSci przez linig prosta. dzielaca cigeiwe da-
nego luku w danym stosunku i przechodzgca przez rodek
Iuku, dopelniajacego dany luk do calego okregu.

Przez dany punkt poprowadzié prosta, przechodzaca przez
punkt przeciecia si¢ dwu prostych, jeli te proste nie przeci-
naja si¢ w granicach rysunku.

Jesli pomigdzy danemi prostemi poprowadzimy dwie linie ré-
wnolegle, z ktérych jedna przechodzi przez dany punkt, to szu-
kana prosta dzieli odcinki obu réwnoleglych w tym samym
stosunku.

Zbudowaé tréjkat, znajac czeSci, na ktére linia prosta AD
dzieli / 41 bok a.

Nalezy nakresli¢ kolo opisane z bokiem @ jako cigeiwg i wtedy
bedziemy znali dwa punkty linii 42 (0).

Zbudowat tréjkat, znajac A, w, i m,.

Tréjkaty prostokatne, oznaczone przez te trzy dane linie mo-
zemy bezpoSrednio nakreéli¢; otrzymamy tym sposobem A
i prosta, na ktorej lezy a, pozostaje wige tylko wyznaczyé
BiC. Punkty te otrzymamy, kreslac okrag opisany okolo
trojkata. Przedluzywszy bowiem w, i wystawiwszy prosto-
padly ze érodka boku a widzimy, Ze linie te muszg si¢ prze-
cigé we $rodku luku, odpowiadajacego bokowi a; wyzna-
czywszy ten punkt, Yatwo nakreslié kolo.

Do danego kola poprowadzi¢ styczng, ktérej odleglosci od
dwu danyeh punktéw mialyby dang summe.

Dany jest czworokat ABCD, nalezy w nim poprowadzié prosta,
ktéraby byla w réwnej odlegloSci od A1 € jakotez od B i D.
(Réwne odlegloéci majg znaki przeciwne).

W dane kolo wpisaé caworokat ABCD, znajgc jego przekatnig
AC, kat pomiedzy przekatniemi i wiedzge opréez tego, Ze
w czworokat szukany moZna wpisaé koto.

Nalezy w danem kole nakrefli¢ przekatnig AC jako cigeiwe,
wtedy znanym nam bgdzie kierunek BJ), a zatem i rodki lu-
kéw do BD nalezacych. Mozna wige bedzie poprowadzié
dwéjsieczne katéw 4 1 €, ktére musza sig¢ przecigé we Srodku
kola wpisanego w czworokat. Dwéjsieczne katéw B i [ muszg

http://rcin.org.pl



236.

237.

238.

239.

240,

241.

242,

T

przejsé przez ten &rodek kola i przez Srodki lukéw, nalezacych
do A0; mozna zatem te linie poprowadzi¢ i tym sposobem wy-
znaczyé Bi D.

Nakreslié kwadrat, ktérego boki pojedyiiczo brane przechodza
przez jeden z czterech punktow 4, B, €1 D.

Na 4B i €D jako na §rednicach opiszmy pélokregi kél; ktére
beda geometrycznemi miejscami dla dwu wierzchotkéw kwa-
drata; poniewaz przekgtnia kwadrata jest dwdjsieczng jego
katéw, wigc musi ona przej§é przez Srodki obu pélokregéw
i ztgd mozna jg bezposrednio wykre§lic. Za pomocy tej prze-
katni wyznaczymy dwa wierzcholki kwadratu i nastgpnie nie-
trudno bedzie wyznaczyé dwa pozostale wierzcholki. -
Zbudowaé czworokat podobny danemu, i ktéregoby boki po-
Jjedynezo brane przechodzily przez cztery dane punkty.
Zadanie to jest latwem uogélnieniem poprzedniego i daje sie
w podobny sposéb rozwigzat, gdyz przekatnie dzielg katy szu-
kanego czworokata w wiadomy sposéb.

Przez dane dwa punkty poprowadzi¢ kolo styczne do danego.
Przez dane dwa punkty 4 i B poprowadzimy dowolne kolo
przecinajace dane. Wspélna cigciwa przecina 4B w punkcie,
ktory leze¢ musi na wspélnej stycznej do danego i szukanego
kola; poprowadziwszy te styczna, otrzymujemy punkt stycz-
nosci i nastepnie Srodek szukanego kola.

Poprzednie zadanie da si¢ jeszcze tak wyrazic:

Dane sg dwa punkty 41 B i okrag kola; wyznaczy¢ na okrggu
kola punkt X taki, aZeby linie AX i XB przeciely okrag kola
w dwu punktach, ktére polaczywszy linig prosty, otrzymali-
by§my linie réwnoleglg do AB.

Przez dwa dane punkty poprowadzié kolo, ktére przecina dane
kolo wedlug danej cieciwy.

Zbudowat czworokat wpisalny, znajac C4, BD, / Ai / ACB.
Nalezy nakresli¢ BD i wyznaczyé A za pomocy € i 0.

Przez dane dwa punkty poprowadzi¢ kolo, przecinajace dane

“%olo w ten sposéb, zeby cieciwa przecigcia si¢ kol byla styczng

do drugiego danego kola.
Przez dane dwa punkty poprowadzi¢ kolo, ktéreby dane kolo
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przecielo w ten sposdb, Zeby odleglosci cigeiwy przeciecia sig
ko6l od dwu danych punktéw byly w danym stosunku.
Zbudowaé tréjkgt réwny danemu i czynigey zado$é nastepu-
jacym warunkom: dwa boki majg przechodzié przez dwa
punkty i dwdjsieczna kata utworzonego przez te dwa boki
ma by¢ styczng do danego kola.

Dane sg dwie linie rownolegle, na jednej z nich punkt 4, na
drugiej punkt B, nalezy przez dany punkt P poprowadzié pro-
sta, przecinajacg obie rownolegle w punktach X, Y tak, aZeby
AX i BY byly w danym stosunku.

Dane sa trzy punkty 4, Bi Cikolo. Nalezy przez punkty
4 i B poprowadzi¢ dwie cieciwy ZX i V'Y w ten sposéb, azeby
XY i ZV przechodzily przez punkt C.
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ROZDZIAL DRUGI.

PRZEKSZTALCANIE FIGUR.

Warunkiem zastosowalnosci metod podanych w poprzednim
rozdziale jest, azeby dane czeSci w nakreSlonej figurze zosta-
waly w prostych pomigdzy sobg zwigzkach, a mianowicie, azeby,
o ile mozna, Zeialy blisko siebie, gdyz w tym przypadku bardzo
czesto mozna odrazu nakre§li¢ wiekszg, czeSé figury, tak Ze zadanie
redukuje si¢ do wyznaczenia punktu lub linii prostej. Gdy po-
przedni warunek nie ma miejsca, wtedy nie mozemy bezposrednio
zastosowaé miejsc geometrycznych; lecz to coSmy wyzej powiedzieli
prowadzi latwo do zasady, ktére] sie¢ w tym przypadku trzy-
maé nalezy, iktéra stanowié bedzie podstawe nastepnych rozu-
mowah. Jakoi, naleiy sig starac wykreslong figure przeksztaleic
na inng, w kiorej dane czgéci lak sq ugrupowane, ze konstrukeye
wykona¢ moina. JeSli ta ostatnia figura bedzie wykre§long, to
w ogblnosei latwo wréci¢ sig do szukanej figury. Metody sluzgce
do podobnego przeksztalcenia sg:

A. Roéwnolegle przesuwanie,
B. Kladi
C. Obrot.

A. Réwnolegle przesuwanie.

Dla zbliZenia niektérych czgéei figur za pomocg tej me-
tody, przesuwamy niektére linie figury w nowe poloZenia, réwno-
legte do pierwotnych. W szczegblnosei daje sig ta metoda
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-czgsto zastosowaé, dgy w figurze szukane] mamy dwie linie proste
i kat pomiedzy niemi zawarty, gdyz przesuwajgc jedne z danych
linij tak, aZeby jeden jej koniec przypadl z jednym koficem drugiej
linii, otrzymamy trojkat, ktéry bezpotrednio wykreSlic moZna.
W dowoloym wielokacie mozna jego czeSci tak zlaczyé, Ze przez
rownolegle przesuwanie hokéw doprowadzimy je do tego, Ze wszyst-
kie beda wychodzi¢ z jednego punktu. Boki te moga byé popro-
wadzone w takich kierunkach, Ze katy, jakie ze sobg tworza, réwne
beda katom zewnetrznym pocz@tkowego wielokata, ktérych summa,
jak wiadomo, réwna si¢ czterem prostym. Jesli korice tak popro-
wadzonych prostych polaezymy liniami prostemi, otrzymamy wielo-
kat, ktéry w wielu przypadkach jest latwiejszym do przeksztalcenia
niz dany. Nastepujace przypadki lepiej wyjasnia nasz:;, mysl

Trojkqt. Przez przesuwanie utworzymy
z tréjkata ABC tréjkat CDE, AE—= AB
i DB = AC. Linie wychodzace z A sa bo-
kami pierwotnego trijkata, katy za$é
przy A—jego katami zewnetrznymi. Ponie-
waz DC=2(0, to boki nowego tréjkata sg.
podwdjnemi osrodkowemi danego tréjkata,
A przeciwnie jest punktem przecigcia sig
oSrodkowych nowego trjkata. Poniewaz
punkty B i D sa w réwnej od AC odleglosci, wige wysokoSci tréj-
kata ABC bedy tez wysokoSciami tréjkatéw schodzacych sig w 4. Po-
niewaz przy réwnoleglem przesuwaniu, katy nie ulegajg zmianie,
wiee wszystkie katy, jakie tworzg ze soba boki, wysokoéci i oérod-
kowe muszg tei sig znajdowaé w nowej figurze, Poniewaz A DAC
Jest rownowazny z trojkatem 4BC, wige pole A DEC musi byt trzy
razy wigkszem od pola A ABC. Je§li mozna wykreSlic A DEC
albo jeden z dwu mmiejszych tréjkatéw schodzacych sie w 4, to
1atwo bedzie wrici¢ sig do A ABC.

Przyklady.
246. Zbudowaé tréjkat, znajac jego trzy osrodkowe.
Nalezy wykreslic £ DEC i nastepnie wyznaczy¢ punkty 4 i B,
247. Zhudowaé trijkat, znajac m,, 4,1 k,.
Nalezy wykresli¢ DOC (35); nastepnie poprowadzi¢ B0 — 0A.

AT
a BBNTE =




ALY Sl

Zbudowaé tréjkat, znajac:
248, £, m, 1 m,.
249, A, m,1i k..
250. A, my, 1 m.,
251. 4. 4. 1m,.
262. b, m, 1k, 2 b.
253. 4, A, 1m,,
264, my, m i / (my, a).
255, my,, h, 1 b,
266, A hy 1 A\ (mg, b).
251. kg, k.1 / (m,, c).
268. ly, b+ cily: b,
Czworokgt. "W czworokgcie mo-

. /'“-—":"*—*""\ zemy boki AB i AD przesungé do

polozen €B; i CD,; otrzymany ré-

b N el wnoleglobok BB, DD, bedzie za-

LLD wieral niektére czeSci czworokata

“ w prostszym pomigdzy soba zwigzku:

Proste, wychodzace z punktu () sg katami czworokata.

Katy, lezgce naokolo punktu €, sg bokami czworokata.

Boki réwnolegloboku sa przekatnemi czworokata i katy
jego rownaja sig katom utworzonym przez te przekgtne.

Katy utworzone przez linie proste, wychodzace z punktu
i boki réwnolegloboku réwnajg si¢ katom pomiedzy przekatnemi
i bokami ezworokata.

Pole réwnolegloboku jest dwa razy wigkszem od pola czworo-
kata. Przekgtne réwnolegloboku sg dwa razy wigksze od prostych,
Iaczgeych Srodki przeciwleglych bokéw czworokata; do tego wy-
padku latwo dojdziemy, uwazajac réwnoleglobok utworzony z linij
Iaczacych érodki bokéw czworoboku.

W réwnolegloboku zatem napotykamy wszystkie te wielkoSci,
ktére zwykliémy uwazaé w kazdym czworokgcie. Przesunigcie
okazuje si¢ by¢ szczegélnie poZytecznem, gdy mamy przekgtne
czworokgta i kat pomigdzy niemi, gdyz wtedy réwnoleglobok daje
si¢ bezpoSrednio wykresli¢ i zadanie redukuje si¢ do wyznaczenia
punktu €. Dla tego punktu odrazu odnajdujemy dwa miejsca
geometryczne, gdy z wyZej wymienionych czeSei znane nam beds
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<dwie, lub tez pewien zwigzek pomigdzy niektéremi z nich (np. sto-
sunek dwu bok6w, summa lub réznica ich kwadratéw i t. d.). Liczny
szereg zadafi, ktére tym sposobem bezposrednio rozwigzaé mozemy,
zostaje jeszcze powigkszony przez prosty uwage, Zze w kazdym czwo-
rokgcie dwa boki przeciwlegle mozemy uwazaé za przekatne, prze-
katne za$§ za dwa boki; tym sposobem moZemy rozwiazaé wszystkie
takie zadania, ‘w ktérych zamiast przekatnych iich katéw mamy
dwa boki przeciwlegle i katy pomigdzy nimi.

* ' Dla ' 'jaéniejszego wyt,lomacaenia metody, zastosujemy ja do
rozmmtego rodzaju zadai. boq [9xY

Przykln.dy. i

259. Zbudowaé trapez, znajac wszyathe jego boki. -
Prresuwajac . jeden z meréwnoleglych bokéw az do dmgmgo
boku otrzymamy tréjkq,t ktorego wazystkie boki sa znane.

260. 'W kole sg dane dwie cigciwy 4B 1 CD; nalezy na okregu wy-
znaczyé taki punkt X, azeby proste X4 i X2 odeigly od cigeiwy
CD czefé FG réwng linii danej.

" Przesuwajac odcinek FGaz punkt Fupadnie na'd, znajdziemy,
#e punkt G upadnie na punkt #, Ktéry latwo' wyznaczyé mo-
zemy: nastgpnié wyznaczamy punkt G za’ pomocy &, gdyz
/. HGB= / X (kat wpisany w odeinek majacy cieciwe 4B).

961, Zbudowat’ czworokat ABCD, znajac jego catery bokl i linie

" EF Yaezaeq $rodki bokéw ABi CD.
Dla zlaczenia' czefci czworckgtd, posuniemy boki BC 14D do
polozei EC, i EDy.  Punkty €,; Fi Dy lezeé muszg na jednéj
linii prostej, gdyz tréjkaty €;CF i DD, F sg/r6wne sobie. Teraz
mozemy wykreslic A €, D;E (121) i nastepnie wyznaczyé' C i D.
Konstrukeya pokazuje, Ze kat € ED; pomigdzy bokami przeciw-
legylmi jest niezaleznym od dlugoSei dwu pozostalych bokéw.
Rozwigzanie zadania daloby sig jeszcze uskutecznié na zasa-
' dzie wyZzej wylozonego ogblnego przesuniecia.

262. Przez jeden z punktéw przeciecia sig dwu okregéw kél, popro-
wadzi¢é prosta, od ktérej dwa okregi odcinajg cigeiwy, majgce
dang roznice. (Cigciwy nalezy braé¢ z wlaSciwymi znalr.am.l,
liczae kierunki od punktu przecigcia okregdw).

Metody i teorye. 4
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Razut linii érodkéw na szukang linig réwna si¢ polowie danej ro-
Znicy. Przesuwajac ten rzut tak dlugo, az jeden jej koniec upa~-
dnie na jeden ze §rodkéw kél, przekonamy sig, Ze rzut ten wraz
z linig §rodkéw tworzy tréjkat prostokatny, ktory latwo wy-
kreélié mozna. Szukana linia bedzie réwnolegly do jednego
z bokéw tego tréjkata. Jesli summa cigeiw jest dang, to na-
lezy summg te wprowadzié do figury, mnozac jeden z okregéw
przez —1 odnoénie do punktu przecigeia sig okregéw, na-
stepnie nalezy nowe kolo podstawié na miejsce danego i wy-
konaé wykreslenie wyzej podane.

263. Wykre§li¢c prostokat, znajac jeden jego bok i wiedzae, Ze
kazdy z bokéw ma przechodzi¢ przez dany punkt (262).

264, W danym tréjkgcie ABC poprowadzi¢ linig prosta od punktu
Xna boku 4B do punktu ¥ na boku BC tak, azeby od-
cinek XY mial dang dlugo§é i azeby AX: CY—=p:q.
Przesuwajagc XY w poloZenie AY, moZemy oznaczyé punkt
Y., gdyz znamy jego odleglost od punktu A i ksztalt troj-
kata Y'Y, C.

265. Dane dwa okregi kol malezy przecigé linig prostg poprowa-
dzong w danym kierunku w ten sposob, aZeby summa lub
réznica cieciw, jakie kola na poprowadzonej linii odcinaja.
miala dang wielko§¢. _

Jeden z danych okregéw naley przesuwaé w danym kierunku
tak dlugo, az przetnie drugi na szukanej linii i w tem polo-
Zeniu latwo wyznaczyé mozemy jego Srodek.

266. Przez dany punkt poprowadzi¢ lini¢ prostg, od ktérej dane

dwa okregi odcinajg réwne cigeiwy.
Nalezy jeden z okregéw przesuwaé dopéty, dopdki rowne cie-
ciwy nie: zlejg sie ze soba i wtedy latwo nam bedzie wyzna-
czyé $rodek przesunigtego kola w nowem polozeniu, gdyz
z tego frodka dang linig $rodkéw widzimy pod katem pro-
stym i nadto znamy jego odleglo$é od danego punktu, albo-
wiem styczna poprowadzona od danego punktu do kola
przesunigtego, réwna sig stycznej poprowadzonej do kola
stalego.

267. W dwu danych kolach o §rodkach 4 i B poprowadzié dwa
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réwnolegle promienie AX i BY, ktére z danego punktu P
widaé pod réwnymi katami.

Tréjkat AXP przesuwamy o odcinek réwny i réwnolegly linii
grodkéw, mnozge go jednoczeénie przez stosunek promieni, tak
%e AX i BY wskutek przesuniecia zlejg sie z sobg. Punkt P
zajmie nowe miejsce P, , ktére latwo wyznaczyé mozemy, gdyz
znamy kierunek i wielko§¢ BP,. Poniewaz / YP,B= / XPA,
wiec punkty P, P, B'i ¥ muszg leze¢ na jednym okrggu kola
1 tym sposobem wyznaczamy punkt Y.

268. Zbudowaé rownoleglobok, znajac jego boki i kgt pomigdzy

269.

270,

271.

przekgtnemi.

Przesuwajgc jedna z przekatnych, az jej koniec upadnie na
koniec drugiej przekatnej, bedziemy mogli wykre§li¢ tréjkat,
w ktérym przekatne sg jego boki (18).

Zbudowa¢ trapez, znajac jego przekatne, linig prosty Iaczaca
§rodki bokéw nieréwnoleglych i jeden z jego katow.

Zadanie to za pomocy sposobu wyzZej podanego sprowadza
sie do 3.

W jakim przypadku, przy ogélnem przesunigcin czworokata
punkt € pada na jedng z przekatnych réwnolegtoboku?

Za pomocg réwnoleglego przesunigcia mozna rozwigzaé ogélne
zadanie, ktore sig czgsto napotyka:

Pomigdzy dwiema danemi krzywemi poprowadzic linig prostg
rowng i rdwnolegly do danej. .
Przesuwajgc jedng z danych krzywych o odcinek réwny
i réwnolegly do danej prostej, widzimy, Ze ona musi przeciaé
druga krzywsa w punkcie, przez ktéry ma przechodzié szukana
prosta. Zadanie daje sig zawsze rozwigzac za pomocg cyrkla
i linialu, jeSli krzywe stanowia uktad linij prostych i fukéw két.
Linig prosty réwng iréwnolegla do danej, umieScié koncami
na danym okregu.

272. W tréjkacie poprowadzi¢ poprzeczng danej diugosci réwno-

273,

legle do jednego z bokéw.
W kole poprowadzi¢ cigciwge réwna i réwnolegly do danej
prostej.
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274. Z okretu wida¢ dwa znane punkty pod danym katem; prze-
plynawszy przez pewien czas dang przestrzef w danym kie-
runku znowu obserwujemy z okrgtu nowy kat, pod ktérym
widzimy dane punkty; wyznaczy¢ miejsce okretu.

Jesli przez te znane dwa punkty poprowadzimy luki zawiera-

jace dane katy, to latwo widzie¢, Ze zadanie sprowadza si¢ do

zadania 271.

Szczegélny sposéb réwnoleglego przesunigcia stosujemy
czesto, gdy mamy do czynienia z okregami k6l styeznymi do innych
okregéw lub linij prostych; wyobraZamy sobie wtedy, Ze promien
jednego kola maleje do zera, tak, Ze kolo redukuje si¢ do swego
érodka, jednoczeénie zmieniajg sig teZ ilinie proste i kola styczne,
pierwsze zachowujg przy tem swoj kierunek, drugie swoje Srodki.
Ta droga postepujac, mozemy czesto dane zadanie sprowadzit do
prostszego, gdyZ lubo warunki zadania pozostaja te same, to jednak
mozemy kolo zastapi¢ punktem.

275. Do dwu danych kol poprowadzié styezng wspélng.

Gdy mniejsze kolo bedzie sig ciagle zmniejszaé, az si¢ stanie

punktem, i gdy jednoczeSnie styczne ulegna odpowiedniej

zmianie, wtedy drugie kolo, ktére nie przestaje sig dotykaé
do stycznych, otrzyma promiefi réwnajacy si¢ summie lub
réoznicy promieni danych kél, stosownie do tego, czy uwazamy
styczne wewnetrzne lub zewngtrzne, Tym sposobem zadanie

spowadza si¢ do 16.

276. Wykresli¢c kolo styczne do dwu danych prostych i do danego
kota.

Jesli dane kolo begdzie sig zmniejszaé aZ si¢ zamieni na swoj

$rodek, wtedy zadanie bedzie sprowadzonem do 181, Szukane

kolo moze byé stycznem do danego kola w dwojaki sposéb,
odpowiednio temu mamy przesunigcia stycznych w przeciw-
leglych kierunkach.

277, Wykreslic kolo styczne do danego kola i do danej prostej
w danym jej punkeie.

278. Wykreslic kolo styczne do dwu kél, do jednego w danym
punkcie.
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Rézne przyklady na posuniecia rownolegle.

Zbudowa¢ czworokat, znajac jego boki i kat pomiedzy dwoma,
przeciwleglemi bokami zawarty.

280. Zbudowat czworokat, znajac jego przekatne, kat pomiedzy

niemi i dwa katy przeciwlegle czworokata.

281, Zbudowaé trapez, znajac jego przekatne, kat pomiedzy niemi

1 summe lub réznicg dwu bokéw przyleglych.

282, Zbudowaé trojkat, znajac m,, / (m,, m.) i powierzehnig troj-

kata.

283. W triojkacie ABC, w ktérym / B =90° nalezy poprowadzié

284,

E—r3
poprzeczng XY danej dlugoSci tak, azeby summa AX 4

XY + YC byla réwng danemu kwadratowi.

Punkt ¥ (patrz 264) wyznacza si¢ na zasadzie a.

Zbudowat czworokat wpisalny, znajgc jego przekatne, kat
pomiedzy niemi i kgt pomiedzy jedng przekatng i bokiem.

285. Zbudowaé czworokat, znajac jego przekitne, kat pomigdzy

286.

287.

niemi, stosunek dwu bokéw przyleglych i kat pom:gdy dwu
drugimi bokami.

Okolo danego tréjkgta opisa¢ najwigkszy mozebny trojkat
réwnoboczny.

Zbudowaé czworokat, znajg dwa katy przeciwlegle, po-
wierzchnig i dwie linie laczace §rodki bokéw przeciwleglych.
Kat pomigdzy danemi liniami wyznacza sig z wielkoSei tychze
i powierzchni czworokata. Znajac ten kat, mozemy zastoso-
waé ogdélng metode przesuniecia czworokata.

288. Zbudowaé czworokat ABCD, znajac 4B, CD, / BAC, / ACD

289.

290.

Z BDA.

Zbudowaé ezworokat, znajae dwa boki przeciwlegle i wszystkie
katy.

Zbudowaé trapez, znajge jego przekatne, kat pomigdzy niem
i jeden hok.

201. Zbudowaé czworokat, znajac jego trzy boki i katy przylegle

292,

czwartemn bokowi.
Zbudowaé czworokat ABCD, znajge AB, CD, AC, / ABD
i/ BDC.
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294,

298.

209.

300,

301.

302.
303.

304,

msl
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Zbudowaé czworokat, znajac / BCA, / CAD, przekgtne
i kat pomiedzy niemi.

Dane sg dwie linieréwnolegle Z i ¥, trzecia prosta N i punkt 7;
nalezy przez ten punkt P poprowadzié prosts, aZeby ona
przeciela dane proste, odpowiednio w punktach 4, B, €'w ten
sposéb, azeby AB i CP byly w danym stosunku.

Nalezy przesunaé AB i CP w poloZenia 4,Q1i QP,, gdzie Q
oznacza punkt przecigcia sig prostych Mi N, i wyznaczyé
punkt 7.

. W tréjkacie AXBY O nalezy poprowadzié prostg XY w da-

nym kierunku tak, azeby 4X i ¥ mialy dang summe.

. Zbudowaé trapez, znajac jego przekatne i hoki nieréwno-

legle (142).

. Rozwigzaé zadanie w 169 w przypuszczeniu, ze punkt A jest

dowolny.

Zbudowaé czworokat, znajac jego przekgtne, dwa boki prze-
ciwlegle i kat pomigdzy nimi. :
Zbudowaé czworokat, znajac lini¢ prosta, laczaca dwa boki
przeciwlegle, przekatne, stosunek dwu bokéw przeciwleglych
i summe kwadratéw dwu drugich bokéw.

Zwyczajny réwnoleglobok daje sie wykresli¢, gdyZz znamy jego
beki i przekatnig.

Zbudowaé czworokat, znajac cztery jego boki i linig Igczaca
rodki jego przekatnych.

Rozwigzanie podobne do poprzedniego lub do 261,

Zbudowaé tréjkat, znajac dwie jego osrodkowe i kat po-
miedzy trzecig oérodkows i bokiem odpowiednim.

Zbudowat trapez, znajac jego boki réwnolegle i przekatne.

W dane kolo wpisaé trapez, w ktérym znamy jego wysoko§é
1 réznicg bokéw rownoleglych.

Zbudowaé czworokat, znajac: dwa boki przeciwlegle, linig dzie-
laca dwa pozostale boki w danym stosunku, stosunek tych
bokéw i kgt pomiedzy nimi.

Rozwigzanie podobne do 261.

Zbudowaé trapez, znajac jego przekatne, linig Iaczgcy érodki
przekatnych i linig lgczacy Srodki dwu bokéw przeciwleglych.
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306. W dane kolo wpisaé trapez, znajac jego wysokoS¢ i summe

bokéw réwnoleglych.

Trapezowi moZemy nadaé takie poloZenie, Ze zostanie on po-
dzielonym przez kazdg Srednicg na dwie czgSci aymetryczne.
Srodek jednego z nieréwnoleglych bokéw musi lezeé na znanej
linii réwnoleglej do érednicy. Spodek wysokosci poprowa-
dzonej z konica jednego z nieréwnoleglych bokéw daje sig wy-
znaczyé (271 i 336).

307. Na danej prostej 4B umiescié druga CD danej dlugosdci tak,

308,

309.

310,

azeby punkty € i D dzielily linie A8 harmonicznie.

Na 4B jako na cigciwie opiszemy kolo dowolne i, uwazajgc
zadanie jako rozwigzane, poprowadzimy z punktéw Ci D proste
CEi DF do érodkéw dwu lukéw 4B. Te linie sg do siebie
prostopadle i przecinajg si¢ na okregu kola. Gdy przesu-
niemy €D réwnolegle do siebie az do EG, to odecinek #G wi-
dzianym bedzie z punktu D pod katem prostym. Jesli M jest
srodkiem linii 45, to znamy iloczyn i réznicg MC i MD; na za-
sadzie tej uwagi moZna tez zadanie tatwo rozwigzad.

Dane sg dwa punkty 4 i B i pomigdzy nimi dwie linie réwno-
legle; nalezy pomiedzy temi réwnoleglemi poprowadzié pro-
sty w danym kierunku tak, azeby summa AM + MN + NB
byla najmniejszo$cig (minimum).

Przez dany punkt P poprowadzié prosty, ktérejby odleglosci
AXiBY od dwu danych punktéw 4 i B mialy dany iloezyn.
Przesuwajac BY az do 4Y,, widzimy, Ze miejscem geome-
trycznem dla Y, jest prosta, gdy dla X jest okrag kola, kt6rego
§rednica _]est AP, przesuwajac prosta o odcinek AB otrzymamy,
ze miejscami geometrycznemi punktu ¥ sg: kolo i linia prosta.
Z danego punktu P poprowadzono prostg P4 do punktu 4 na
danej krzywej i z innego danego punktu Z prostg LB réwno-
legly do PA, tak azeby LB : PA— m : n; wyznaczyé miejsce
geometryczne punktu B.

B. Klad
Tg metods zupelnie tak samo jak poprzednia postugujemy sig

w celu otrzymania przy wykreSleniu figur, w ktérych dane czgéci
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mialyby wygodniejsze polozenie. Metoda ta polega na tem, e
Jjednej czebci figury nadajemy nowe poloZenie, a to w celu:

1) Skupiania danych czesei.

311. W dane kolo wpisaé czworokat ABCD, w ktérym znamy dwa-
boki przeciwlegle AB i CB i stosunek dwu pozostalych bokow,
Przewréciwszy tréjkat ABC tak, azeby punkt 4 upad! na punkt
Ci punkt € na punkt 4, zobaczymy, Ze punkt A i teraz lezeé
bedzie na okregu. Przez takie odwrécenie doprowadzilismy
do tego, ze dane czeSci figury znajdujg si¢ w polozeniu do-
godniejszem dla rozwigzania, gdyz znamy teraz dwa boki przy-
legle i stosunek dwu pozostalych; mozemy wige dane dwa boki
bezpoSrednio wykreSli¢ i nastepnie wyznaczyé czwarty wierz-
cholek (229).

Pozostaje teraz przywrécic tréjkatowi ABC jego poloienie
pierwotne.

312. Zbudowat czworokatopisalny ABCD, znajac AD, AB, / Di / B.
Jesli trojkat ADC obréeimy okolo dwéjsiecznej kata 4, to
punkty i ¢ odpowiednio upadng na punkty £, i €, i linia
D, C, stanie sig’styczng do okregu. Mozemy teraz zbudowaé
trojkat, ktérego jeden hok jest BD,, poniewaz znamy ten bok
i dwa katy jemu przylegle; kolo daje si¢ nastepnie tatwo wy-
kreflié, gdyz musi ono by¢ stycznem do bokéw tego trojkata.

2)  Wprowadzenia danych czesei do figury.

313. Zbudowat tréjkat, znajae a, b i A—B.
Odwr6émy trojkat tak, azeby punkt B upadl na punkt A4,
punkt za§ A4 na punkt B; wtedy moZemy wykreSlic tréjkat,
ktorego boki sg @1b. A—B za$ kat pomigdzy tymi bokama
zawarty. g

314, Zbudowat tréjkat, znajac ¢, £, i B—C.
‘Wprowadzamy B—C przez odwrécenie tréjkata w ten sposéb,
azeby punkt B upadl na punkt €, punkt € na punkt B i punkt
A na punkt 4,. Teraz mozemy nakresli¢c rownoleglobok, kt6-
rego jedna przekgtna jest A4, 1ktdrego trzeci wierzcholek
jest punkt B, gdyz przekgqtng z punktu B poprowadzong, wi-
dzimy z punktu 4 pod wiadomym kgtem,
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315. Zbudowat tréjkat, znajac be, m, i B—C.
Odwréciwszy tréjkat tak, azeby on przybral polozenie BA,C,
widzimy, Ze znana powierzchnia tréjkata 4,84 réwna sie po-
wierzchni tréjkata réwnoramiennego, majgcego za bok m,.

3) Przyprowadzenia prostych lub kqliw do przystawania;

sposdb ten najczeSciej stosujemy, gdy réwne czesei sg nieznane,
gdyz wtedy za pomocy tego sposobu mozemy niejako wyru-
gowal te nieznane czesSci. Podobng metode mozemy stosowac,
gdy nam znanym bedzie stosunek dwu linij; chege doprowa-
dzi¢ te linie do przystawania moZemy przy wykonaniu kladu
czgsc figury powigkszy¢ w danym stosunku.

316. Zbudowaé czworokat wpisalny 4BCD, znajac cztery Jjego boki.

. Boki tréjkata ABC mnoizymy przez AD: AB i nastepnie od-
wracajac go dajemy mu polozenie 4DC,, w ktérem DC, i CD
stanowiy jedng lini¢ prosta. Teraz moZemy wykresli¢ tréjkat
CAC,, gdyz znamy stosunek CA4: C, 4, jakotez CD, DC, i DA.

317. 'W dane kolo wpisaé tréjkat, znajac Srodki ukéw, ktérych cig-

ciwy sg bokami tréjkata.
Niech dany trojkat bedzie ABC, % Srodek 4B, B §rodek AC
ia Srodek BC., Jesli punkt 4 obrécimy okolo punktu 1, na-
stgpnie okolo punktéw «if, to punkt 4 wréci do dawnego
polozenia, gdy tymczasem dowolny punkt okregu, znajdujgcy
si¢ w danej odleglodci od punktu 4, po tych trzech obrotach be-
dzie sig znajdowal w takiej samej co poprzednio odleglosci od
4, lecz po drugiej stronie tego punktu. Ztad widzimy, Ze wy-
chodzge od dowolnego punktu mozemy wyznaczy€ polozenie
punktu 4, gdyz punkt ten leze¢ musi we §rodku pomigdzy
dwoma poloZeniami dowolnie obranego punktu. Zadanie to
z latwoscia daje sie zastosowaé do n kata; latwo widziet, e
staje si¢ ono nieoznaczonem lub niemozebnem dla parzystego
n, oznaczonem za$ dla nieparzystego z.

318. Dana jest linia prosta i na niej punkt 4; naleiy ze Srodka 0
danego kola poprowadzié prosty, przecinajaca okrag kola
w punkcie Y, prostg za$ — w punkcie X tak, azeby X¥ i X4
mialy dany stosunek.

Jesli linig XY doprowadzimy do zlania si¢ z XA (rosngco)
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320.

321.

322.

to punkt 0 upadnie na znany punkt 0, ilinia AY bedzie
réwnolegly do 0, 0.

Zbudowat czworokat ABCD, znajgc AB, AD, / B, / D i sto-
sunek BC: CD.

Nalezy zastosowac¢ ten sam klad co i w zadaniu 316.

4) Otrzymania figury symetrycznej, kilirej szukany punkt
lezalby na osi symetryi.

Na danej prostej wyznaezy¢ punkt, ktéryby byl w réwnej od-
legtosci od danego punktu tej samej prostej i od drugiej danej
prostej.

Nalezy wystawié prostopadly w danym punkeie do pierwszej
z danych linij i podzielic na dwie réwne czeSci kat pomigdzy
tg prostopadly i druga z danych prostych.

Wykreslic kolo styczme do danej prostej w danym punkcie
i przecinajace dane kolo pod danym katem.

Zrobiwszy klad danego kola w ten sposéb, azeby ono prze-
ciglo dang prosta w danym punkcie pod danym kgtem, wi-
dzimy, Ze o§ symetryi obu okregéw przechodzié musi przez
$rodek szukanego kola.

5) Doprowadzenia czesei figury do takiego polozenia, aseby
dwwa szuhane punkty zlaly si¢ w jeden, gdy jednoczesnie dwie
proste ze sobg przez ten punkt przechodzqee utworzyly dany kagt
1 kaida przechodzila przez snany punkt. Mozemy wtedy nakre-
§li¢ kolo przechodzace przez punkt przecigcia si¢ dwu prostych.

Dane s3 dwa kola i na okrggu jednego z nich punkty 4 i B;
naleZy na tym okregu wyznaczy¢ taki puunkt X, Ze jeSli proste
AX i BX odpowiednio przecinajg drugie kolo w punktach M
i N, to cigciwa MN ma mie¢ dang dlugosc.

Jesli 0 ozacza $rodek drugiego kola, to kat MON jest wia-
domy. JeSli linie M4 o ten kat obrécimy okolo punktu 0, to
M upadnie na Ni punkt 4 na wiadomy punkt 4,. Poniewaz
linie M4 1 NB tworzg ze soba kat wiadomy, wiec / BNA, jest
takze wiadomy a wigc i poloZenie punktu N jest wyznaczone.
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324,

325.

326.

327.

328.

329.

330.

L

Roine przyklady do metody kladéow.

‘W dane kolo wpisaé czworokat, znajgc dwa boki przeciwlegle
i summe dwu pozostalych.

Zbudowat tréjkat, znajau 4, A, i m,.

Nalezy tak odwrdci¢ tréjkat, azeby punkt 8 upad! na punkt €,
punkt € na punkt B, punkt 4 zaé na 4,. Prostg 44, moZemy
wykresli¢ 1 nastepnie wyznaczyé punkt B.

Okolo danego kola opisaé tréjkat tak, azeby trzy jego wierz-
cholki lezaly na trzech danych prostych ze érodka kola wy-
chodzacych,

Zadanie jest podobne do zadania 317.

Zbudowat kwadrat ukoény w ten sposéb, azeby dwa jego boki
lezaly na danych réwnoleglych, dwa za$ pozostule odpowiednio
przechodzily przez punkty 41 B,

Jesli kwadrat ukoény polozymy dwoma drugimi bokami na
dane réwnolegle, to AB przyjmie nowe polozenie, ktérego
kierunek jest znany. Kat pomigedzy nowem i dawnem poloZe-
niem linii 4B wyznacza kgt kwadratu ukoénego.

Zbudowaé trijkat, ktérego podstawa jest wiadoma, ktérego
wierzcholek lezy na danej prostej i jeSli oprécz tego znang
jest réznica katéw przy podstawie.

Nalezy tréjkat odwrécié tak, jak to uczyniliémy w zadaniu
313 i zastosowaé metode podobiefistwa.

W tréjkacie poprowadzono linig prostg od wierzcholki do da~
nego punktu podstawy; nalezy na tej linii wyznaczyé punkt,
z ktorego oba odcinki podstawy widziane sg pod réwnymi
katami.

W tréjkacie ABC bok AC podzielono na dwa odcinki 4D i DC,
nalezy na boku AB wyznaczyé¢ punkt X, z ktérego dwa od-
cinki AD i1 D€ widziane sg pod réwnymi katami.

MoZemy wyznaczyé punkt na boku AB, symetryczny z pun-
ktem € wzgledem osi symetryi DX.

Przez wierzcholek B trojkata, nalezy poprowadzié¢ takg linig
prosta, azeby prostopadle AP i CQ spuszczone na nig utwo-
rzyly dwa tréjkaty 4ABP i CBQ, ktérych powierzchnie bylyby
w danym stosunku.
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Zmieniajgc wielko$é trojkgta ABP, nalezy mu nadaé polozenie
CBP, i na linii BC jako na Srednicy nakresli¢ kolo; cigeiwa
P, Q otrzyma wtedy oznaczong dlugosé i zostanie podzielong
przez BC w znanym stosunku.

. Zbudowaé trojkat, znajac m,, b*—¢*i / (a m,).

332. Majac cztery boki czworokgta nalezy go tak wykresli¢, aZeby

333.

334.

335.

jedna przekatna rozdzielila jeden z katéw czworokata na dwie
rowne czesel.

Dane sg dwa kola o §rodkach 4 1 B; naleiy wykresli¢ kolo,
przechodzace przez punkty 41 B i przecinajgce dane dwa
kola odpowiednio w punktach X i ¥ (na ré/nych stronach linii
AB) w taki sposéb, azeby summsa katéw ABY i BAX byla
réwng danemu kgtowi.

Naleiy tréjkatowi ABY nadaé takie poloZenie BAY,, aieby
/. XAY, byl danym kgtem.

Zbudowat tréjkat, znajac 4, p i e—b.

Oznaczajac Srodek wpisanego tréjkata przez 0, widzimy, Ze
w tréjkacie BOC znane sy trzy czgsci, mianowicie kat 0, wy-
s0kos¢é OF 1 odlegloéé punktu F od érodka BC.

Zbudowat trojkat, znajge p, e—b i C—B.

Nalezy wykresli¢ ten sam tréjkat co i w poprzedniem zadaniu.

Qbrot okolo osi

jest szczegdlnym praypadkiem kladu, lecz z powodu czgstego zasto-
sowania, sposob ten zastuguje na to, azeby go oddzielnie traktowaé.
Za pomocg tego sposobu, staramy si¢ uzyskaé te same korzysci co

1w

metodzie kladéw, obracajac czeét figury okolo linii prostej, tak,

azeby oba poloZenia tej czgSci byly symetryczne wzgledem tej linii
prostej.

Za pomocy tego sposobu rowigzujemy nastepujace ogoblne za-

danie:

336

. Do dancj prostej wystawic prosiopadly tak, azeby dwie dane

krzywe odeigly na niej rowne odeinki.

Jakoz obracajac jedng z danych krzywych okolo danej prostej
jako okolo osi, widzimy, Ze ona przetnie drugg w szukanych
punktach.
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337, Zbudowaé kwadrat, majacy dwa przeciwlegle wierzcholki na
danej prostej, dwa zas pozostale na dwu danych okregach.

338. Na danej prostej wyznaczy¢ taki punkt X, Ze linie proste, Ia-
czace ten punkt z dwoma danymi punktami 4 i B po jednej
stronie danej prostej lezacymi tworza z tg linig réwne katy.
Jesli jeden z danych punktéw 4 obrécimy okolo danej prostej,
az przyjdzie w poloZenie 4,, to linia BXA, jest prosta.

Uwaga. Zadanie to czesto si¢ przytrafia w zjawiskach przy-
rody, gdyz cialo sprezyste przy uderzeniu o plaszczyzne, pro-
miefi §wiatla, padajacy na zwierciadlo, fala, napotykajaca
po drodze plaszezyzne i t. d. zostaja odbite, pod katem
réwnym katowi padania. Mozemy np. wyobrazié sobie,
Ze A przedstawia punkt Swiecacy, dana za$ linia — przecie-
cie zwierciadia. Zadanie polega na tem, Zeby wyznaczyé
droge, ktéra promien swiatla przebiedz musi, aZeby po od-
biciu si¢g od zwierciadla przeszed! przez punkt B. PoniewaZ
cala droga, jakg przy tem przebiega promied §wiatla réwna
sie prostej Bd,, gdy taka sama droga dla kazdego punktu
innego od X, réwna si¢ linii lamanej pomiedzy tymi samymi
punktami 4, i B poprowadzonej, widzimy wige, Ze promieri
$wiatla dochodzi do celu po najkrétszey drodze.

Jesliby promien szedl ku innemu punktowi a nie ku X, to zo-
stanie jednakze tak odbitym, jak gdyby wyszed) z punktu 4,,
tak, ze w podobnych zadaniach mozemy sobie wyobrazié dang,
linie jakby weale nie istniejges, jesli tylko punkt 4 zastapimy
przez punkt 4.

339, Na bilardzie, majacym ksztalt wielokata, lezg dwie bile M i N;
nalezy tak popchoaé bilg # ku bokowi 4B, azeby zostala
odrzucong ku bokowi BC i tak dalej, az uderzywszy o wszyst-
kie boki bilardu zetknelaby si¢ z bila A.

Przez obrét punktu M okolo AB nadajemy mu polozenie ¥, ;
mozemy teraz oderwa¢ uwage od AB, zastepujac punkt M
przez punkt #,. To samo powtarzamy dla boku BC i na-
stepnych, pdki zadanie nie zostanie sprowadzonem do po-
przedniego. Przedewszystkiem wigc nalezy wyzoaczyé szu-
kany punkt na ostatnim boku, poczem bardzo latwo odnale&é
mozna inne szukane punkta. Jefli przy wykreSlenin tych
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punktéw jeden z nich upadnie na przedluZeniu ktéregokolwiek:
z bokéw bilardu, to zadanie bedzie niemozebnem.

340. W dany wielokat wpisa¢ drugi, ktérego obwéd bylby naj--
mniejszoscig,.
Dwa przylegle boki szukanego wielokata muszg tworzye
réwne katy z bokiem danego wielokata, na ktérym sig prze-
cinajg, gdyz jefliby ten warunek nie mial miejsca dla jednego
z wierzcholkéw szukanego wielokata, toby mozna bylo wy-
kresli¢ wielokat z mniejszym obwodem czynige zado§é powyz-
szemu warunkowi. Zadanie zatem jest podobne do poprzed-
niego i daje si¢ w spos6b podobny rozwigzaé.
Wykreslenie moZzemy zaczgé od szukanego punktu, po-
niewaz jednak nie wiemy gdzie punkt ten lezy, musimy
bok wielokata, na ktérym ten punkt lezy po kolei obracaé
okolo kazdego z pozostatych bokéw danego wielokgta. W taki
sposéb postepujae, wszystkie boki szukanego wielokata ulo-
Zymy po kolei obok siebie, na jednej prostej i kraficowe jej
odcinki beda wlasnie bokami, ktére sig¢ przecinajg na linii,
od ktorej zaczelismy obrét. Poniewaz jeden z tych dwu od-
cinkéw ciagle towarzyszy bokowi, ktérySémy kolejno obracali,
wige kgt pomigdzy nim i odcinkiem zawarty pozostaje zawsze
ten sam itym sposobem zadanie sprowadza sig do nastepu-

Jacego:
Pomigdzy dwiema prostemi jednakowej dlugosei poprowadzié
trzecig, ktéraby tworzyla z niemi réwne kgty i odcigla od nich
réwne czeSei, liczge te czeSei od oznaczonych koficéw danych
linij.
Gdy réwne katy stajg sie katami naprzemianleglymi, wtedy
zadanie oczywiScie staje sie nieoznaczonem, gdy dane linie sg
réwnolegle; staje sie za§ niemozebnem, gdy te linie nie sg
réwnolegle. Przypadek ten ma miejsce, gdy liczba bokéw
danego wielokata jest parzysts, gdy za$ liczba ta jest niepa-
rzysta, wtedy zadanie zawsze bedzie moZebne, jesli tylko zgo-
dzimy sie i takie wielokaty uwazaé jako wpisane, ktérych
wierzcholki lezg na przedluzeniach bokéw danego wielokata.
341. Zbudowaé wielokat, znajac poloZenia prostopadlych do jego
bokéw wystawionych z érodkéw tychze.
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Niech 4 bedzie jednym ze szukanych wierzcholkéw, B — do-
wolnym punktem plaszezyzny wielokata ; obracajac linig prosta
AB po kolei okolo kaidej z prostopadlych, zobaczymy, Ze na-
koniec 4 znéw upadnie na 4, za$ B na jaki§ punkt B,; ponie-
waz przy tych obrotach dlugo$¢ linii AB nie ulegla zmianie,
wigec B4 = B,A. Na rzasadzie tej uwagi zadanie daje sie
z latwoscig rozwigzaé; jakoz rozpoczynamy wykreSlenie od.
dowolnego punktu B i wyznaczamy punkt B,. Szukany wierz-
cholek leze¢ musi na prostopadlej wystawione] ze érodka BB, .
Biorge teraz inny punkt plaszezyzny i powtarzajac powyZsze
wykreélenie, otrzymamy poloZenie szukanego wierzcholka A.
Rozbiér tego rozwigzania podobny jest do rozbioru zadania 340.
Zbudowat wielokat, znajac polozenia dwéjsiecznych.
Rozwigzanie podobne do poprzedniego.

343. Do dwu danych kol poprowadzié styczne, przecinajace sie na.

344,

danej prostej i tworzace z nig réwne katy.

Rozwigzanie podobne do 338; zadanie sprowadza sie do 187.
Na danej prostej wyznaczyé punkt X tak, azeby jego odleglosci
od dwu danych punktéw 4 i B mialy dang summe.

Nalezy do figury wprowadzi¢ dang summe, przedluzajac AX
do punktu B, tak azeby XB, — XB. Punkt szukany zatem
X bedzie Srodkiem kola, przechodzacego przez punkt B i stycz-
nego do kola, majacego swdj Srodek w punkcie 4 promienia
AB,. Jedli zwrécimy jeszcze uwage na to, Ze szukane kolo musi
przejsé przez punkt otrzymany z obrotu punktu B okolo danej
prostej, przekonywamy sig, Ze zadanie sprowadza sig do 238.

345. Na danej prostej wyznaczy¢ punkt, ktérego odleglosci od dwu.

danych punktéw maja dang réznice.

Rozwigzanie podobne do poprzedniego.

Uwaga. Dwa poprzednie zadania daja sie jeszcze wyrazié
w sposdb nastepujacy:

Znale§¢ wspélne przecigcie linii prostej i przecigeia ostrokre-
gowego, ktérego wielka o§ i ogniska sg dane. Zadanie to
daje sig zatem rozwigzaé za pomocg cyrkla i linialu. Jesli
za$ zamiast linii prostej weZmiemy dowolny okrag kola, to
zadanie nie da si¢ rozwigzaé za pomocg tych przyrzadéw.

346. W trojkacie ABC, prosta AD jest dwéjsieczna kata 4; naleZy
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-348.
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na tej linii wyznaezy¢ taki punkt M, azeby réznica katow DMC
i DMB byla najwigkszofcig.

Przez obrot linii A8 okolo dwo;swczne} kata, zadanie spro-
wadza sig do '185:

Dwa kola odpowiednio prze.chodza; przez punkty 4 i B;mnalezy
na ich linii potegowej wyznaczyé taki punkt P, a&eby prosta,
laczaca dwa punkty Qi B, wktérych linie £4 1 PB powtérnie
przecinajg okregii danych kély hyia prostopadly, do linii pote-
gowej kél. she

Jesli kolo przechodzace przez punkt A obrécnny ukolo linii

i potggowej, to punkt 4 upadnie na punkt A; i @ na @, ; okolo

czworokatéw QABA i @ A;BR moima opisat: koi’a. i zf@d wy-
pada, ze kolo A4, B przechodzi przez punkt P. N ¢

Dana jest prosta P@ i po jednej jej stronie: dwa. punh‘ty 4i B

: nalezy na tej prostej wyznaczyé taki punkt X, aéeby L BXQ =

2/ AXP.
Nalezy  lini¢ 4X obréeié okolo PQ aé przndzm w peloéeme

AKX A naat@pme wyzna.czyé rzut punktu B naA;X. 67
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BROZDZIAY, TRZECI.

TEORYA OBROTU.

1. Jedli z danego punktu 0 poprowadzimy linie proste do
punktéw krzywej £ i te linie obrécimy okolo punktu 0 o kat », po-
wigkszajgc je jednoczeSnie w danym stosunku /, to jako miejsce
geometryczne koficéw linij poddanych obrotowi, otrzymamy krzywg
K. Krzywa ta musi by¢ podobna do
krzywej £ gdyz mozemy sobie wyobra-
zié, Ze opisane wyzej dzialanie zostalo
uskutecznione w ten sposéb, %e naj.
przéd wykonaliSmy obrét okolo punktu
0, przez co tylko polozenie krzywej
uleglo zmianie, nastepnie pomnozylismy
krzywa przez [ odnoénie do punktu 0.
Dowolny punkt @ krzywej £, za pomoca
obrotu wyznaczy punkt A krzywej K.
Dwa takie punkty nazywaja sie odpo-
wiednymi. Linie proste, Igczace punkty odpowiedne, nazywajs sie
liniami odpowiednemi; katami za§ odpowiednymi nazywamy katy
utworzone przez linie odpowiedne. Punkt 0 nazywaé bedziemy
$rodkiem obrotu, kat v — katem obrotu, wielko§¢ / — stosunkiem
obrotu. Dla dwu dowolnych odpowiednych punktéw 4 i , tréjkat
A0Oa musi mie¢ ten sam ksztalt, poniewaz dla wszystkich takich
punktéw / a0Ad=vi A0:a0 =/} sy iloécistale. Mozemy zatem
Jeszcze powiedzie¢, Ze krzywa K zostala opisang przez jeden wierz-
cholek 4 tréjkata 40a, ktéry, zachowujac swéj ksztalt, obraca sig

Metody 1 teorye., b
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okolo drugiego swego wierzcholka 0, gdy jednoczesnie trzeci wierz-
cholek @ opisuje dang krzywg 4. Dzialanie, za pomocg ktérego
krzywa 4 obrécimy okolo punktu ¢ o kat » jako kat obrotu i wiel-
ko$¢ / jako stosunek obrotu nazywaé bedziemy mnozeniem krzywej
przez [/, odnoénie do punktu 0.

2. Kazdy punkt plaszczyzny moZe byé uwazany jako nale~
zgey do jednego ukiadu i utrzymuje przez to swoj punkt odpe-
wiedny w drugim ukladzie. Jesli w taki sam spos6b uwazaé be-
dziemy 1 érodek obrotu, to bedzie on swoim wlasnym punktem od-
powiednym (samemu sobie odpowiadajgcy punkt) i na zasadzie tej.
wlasnosei moze byé uwazany jako punkt podwéjny ukladow, Mo-
zemy tez sobie wyobrazi¢, ze cala plaszezyzna tak sie obraca okolo
punktu 0, iz jeden z punktéw opisuje dana krzywa ; jezeli przy tem
caly uklad punktéw na plaszezyznie podcezas obrotu zachowuje swoj
ksztalt, to kazdy punkt tego ukladu musi tez opisaé krzywsa, po-
dobng, do danej,

3. Jezeli znanym jest &rodek obrotu wraz z kgtem i sto-
sunkiem obrotu, to za pomocg eyrkla i linialu moZna obracaé
kazdy uklad linij prostych i lukéw kél. Punkt @ obrécimy okolo
punktu 0, jesli kat @04 uczynimy réwnym katowi obrotu i 04 =
/+ Oa. Linig prostg obrécimy, jesli jeden dowolny jej punkt obrd-
cimy 1 kat jaki ona tworzy z prosts, 1dgceg od tego punktu do Srodka
obrotu pozostawimy bez zmiany. Kolo obrécimy, jesli jego Srodek
i dowolny punkt okregu poddamy obrotowi.

4. Na zasadzie wyZej wylozonych prawd, moZemy rozwigzal
nastepujgce ogélne zadanie:

Trajhgt podobny danemu tak umiescic, azely jeden z jego
wierzcholkow upadl na dany punkt, dwa zas pozostale na dicie
dane krzywe.

Jakoz, je§li dany punkt obierzemy za Srodek obrotu i jedng
z krzywych obrécimy okolo tego punktu w ten sposéb, aZeby kat
obrotu byl réwny katowi tréjkata, ktoérego wierzcholek znajduje
sig w 0, stosunek za§ obrotu — stosunkowi bokdw, ten kgt obejmu-
jacych, to krzywa poddana obrotowi przetnie druga dana krzywa
w punktach, w ktérych moze byé umieszezony drugi wierzcholek
trojkata; trzeci wierzcholek otrzymamy, odkladajac przy O dany
w tym punkcie kat.
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Jedli zamiast ksztaltu trdjkata znane sa: kat, ktérego kto-

rego wierzcholek znajduje sie¢ w danym punkeie i iloczyn bokéw
tego kata, to zadanie rozwigzuje sie w sposéb podobny do po-
przedniego, gdyZ w tym przypadku zamiast poddaé ebrotowi jedng
z danych krzywych wykonamy obrét krzywej, ktora jest jej odwrotna.

249,

350.

351.

352,

Przyklady.

Umiedcié wierzcholki trojkata réwnobocznego na trzeeh liniach
réwnoleglych.

Jeden z wierzcholkéw moZna umiescié w dowolnym punkcie
jednej z danych rownoleglych; punkt obrany staje sie srod-
kiem obrotu; v — 609, /= 1.

Roéwnoboczny tréjkat umieScié wierzcholkami na trzech ko-
tach wsp6lérodkowych.

‘W dany réwnoleglobok wpisal tréjkat rownoramienny o da-
nym kacie; wierzcholek tréjkata ma lezeé na jednym z wierz-
cholkéw réwnolegloboku.

W dany trojkat wpisaé drugi, podobny drugiemu danemu
trojkatowi w ten sposéb, azeby jeden z wierzcholkéw upadl
na dany punkt jednego z bokéw pierwszego danego tréjkata.

358 W dany odcinek kolowy wpisa¢ tréjkat podobny danemu

354,

355.

356.

357.
358.

w ten sposob, aZeby jeden z wierzcholkéw upad! na dany
punkt cigciwy.

‘W dane kolo wpisaé cigciwe w ten sposob, azeby jej dlugoéébyla
w danychstosunkach do odlegloéci jej koficow od danego punktu.
W rownoleglobok wpisaé prostokat o danym kacie pomiedzy
jego przekatnemi.

Srodki obu réwnoleglobokéw muszg byé w jednym punkecie,
‘W rdownoleglobok wpisat kwadrat ukosny, ktérego przekatne
mialyby dany stosunek.

W kwadrat wpisaé rownoboczny tréjkat.

Dane sg: kolo 1 dwa punkty 4 i B; nalezy do kola poprowa-
dzi¢ styczng w ten sposéb, azeby odleglodci punktu A od tej
styeznej i prostopadlej do niej z punktu B poprowadzonej
byly w danym stosunku.

Przez obrét okolo punktu 4 mozemy doprowadzié do tego,
azeby punkt B lezal na stycznej.
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359. W dany réwnoleglobok wpisa¢ kwadrat ukoémy o damej po-
wierzchni.

360. Dane sg dwa punkty 41 B, jako tez dwie proste, przecina-
jace sig w punkcie ('; nalezy przez punkty 4 i B poprowa-
dzi¢ dwie proste, ktéreby utworzyly pomiedzy soba dany kat
i przecigly dwie dane proste odpowiednio w punktach X i ¥
w ten spos6b, azeby odeinki AX i BY byly w danym stosunku.
Przez réwnolegle posunigcie mozemy liniom AX i BY nadaé
polozenie 4,('i B,C.

861. Zbudowat tréjkat, znajac h,, B—C1 be.

362. Przez dany punkt 4 poprowadzi¢ dwa kola przecinajace sie
pod katem »; stosunek promieni tych kol ma byé /i kazde
z nich ma by¢ stycznem do jednej z dwu danych prostych.
Mnozge jedna z danych prostych przez /. odnoénie do punktu
4, sprowadzamy zadanie do zadania 181.

5. Dwie figury podobne, jezeli tylko ich czesci ida

w tym samym kierunku obrotu, *) (takie przypuszczenie wogdl-

noSci przyjmiemy dla wszystkich figur podobnych) beda mialy

érodek obrotu, to jest taki punkt, okolo ktérego obrécié mozemy
jedng z danych figur, azeby ona przy-
stawala do drugiej. Stosunek obrotu jest
znany, gdyz réwnasie onstosunkowi dwu
dowolnych linij odpowiednych, kat za§
obrotu réwna sig katowi pomiedzy dwie-
ma dowolnemi odpowiednemi liniami.

Dla wyznaczenia érodka obrotu, mo-

znaby bylo poslugiwaé sig znanym sto-

sunkiem odlegloéei jego od dwu par
punktéw odpowiednych, lecz mozna do tego zastosowaé inna prosta
konstrukeye. Jakoz, jesli 4 i a, B i b oznaczajg dwie pary punktéw

*) Aby okreilié co znaczy wyrazenie ,ich czefei idg w tym samym kie-
runku obrotu* wyobrazamy sobie, ze widz stojacy wewngtrz figury, patrzy na
punkt ruchomy, ktory obwod obiega w porzadku alfabetycznym wierzcholkéw
A, B,C... alboa,b,c... tj.od 4do B, potem do C it.d. Jesli kierunek
ruchu w obu figurach bgdzie od prawej do lewej, lub w obu od lewej do prawej,
méwimy, Ze czgdoi figur ida w tym samym kierunku. P, 7.
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odpowiednych, to linie odpovwiedne ABiab muszg tworzyC po-
miedzy sobg kat réwny katowi obrotu; kgt ten rowna sig tez katowi
utworzonemu przez linie proste, laczgce dwa punkty odpowiedne
ze $rodkiem obrotu, a zatem srodek musi leiec na tem samem kole,
ktore przechodzi przez punkt przeciecia sig dwu linij odpowiednych
i dwa punkty odpowiedne na tyck liniach leigee.

Figura na poprzedniej stronie, pokazuje, Ze érodek obrotu
lezy w punkcie 0 przecigcia sig dwu okregéw kol PBLO i PAa0.

Srodkiem obrotu dla dwu odpowiednych prostych dwu figur
podobnych jest érodek obrotu samych figur, gdyz jesli jedng prosty
obrécimy tak, azeby przystala dodrugiej; to icala jedna figura
przystanie do drugiej.

Srodek obrotu dwu nieograniczonych linij prostych, uwaza-
nych jako dwie figury podobne — jest zupelnie nieoznaczony; jesli
na tych liniach obierzemy dwa punkty za punkty odpowiedne, to
miejscem geometrycznem srodkéw obrotu dla danych linij, bedzie
okrag kola ; jeSli dane bgds jeszcze dwa punkty odpowiednie, albo
co na jedno wychodzi stosunek obrotu, to srodek obrotu bedzie zu-
pelnie oznaczonym, gdyZ kola drugi raz przecinajg si¢ w punkcie
przeciecia sie prostych.

rodek obrotu dwn k6! jest nieoznaczony, dwa bowiem
dowolne punkty ich okregéw moina uwazac jako punkty odpo-
wiedne; poniewaz odlegloéci érodka obrotu od érodkéw danych
kél sg w stosunku promieni, to miejscem geometrycznem tego
Srodka obrotu musi byé okrag kola, dzielacy harmonicznie linig
§rodkéw w tym stosunku. (Kolo przechodzgce przez érodek podo-
biefistwa dwu danych kél i majgce swéj érodek na linii érodkéow).
Jesli dwa punkty danych okregéw obierzemy za punkty odpo-
wiedne, to Srodek obrotu stanie si¢ oznaczonym i daje sie naj-
latwiej wyznaczyé za pomoca dwu promieni odpowiednych, gdyz
Srodki k6l sq zawsze punktami odpowiednymi.

6. Srodek obrotu dwu przeciwleglyeh bokow czworokqta jest
tez srodkiem obrotu dla dwu pozostalyck bokdw.

Jedli 0 jest frodkiem obrotu dla bokéw BA 1CD, to A ABC
=~ A DOC, zkad wypada, ze A 40D ~ /A BOC, a tem samem, Ze
punkt O jest érodkiem obrotu dla 4D i BC. W pierwszym przy-
padku punkty B i C jako tez 41 D beda punktami odpowiednymi,
w drugim, takimi punktami bedg Bi 4, Ci D.
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W taki sam spos6b mozemy dowie$¢, Ze §rodek obrotu dla
AB i CD bedzie tez Srodkiem obrotu dla AC i BD.

Jesli boki przeciwlegle czworokata przedluzymy az do prze-
cigeia sie, to kola wyznaczajgce §rodek obrotu, beda opisane okolo
czterech tréjkatéw, ktére sig utworza we figurze; te same kola
nalezy stosowaé, gdy chcemy wyznaczyé §rodek obrotu dla dwu
dowolnych czeci figury, ktére sie nie przecinajg w jakim§ wierz-
cholku tej figury, wypada ztad nastgpujace twierdzenie:

W czworokqcie zupelnym, *) hola opisane naokolo czlerech
irgjkgtow, powstajgcyck po kolejnem wusunigeiu kazdego z bokow
czworokqla, przechodzq przez jedem i tem sam punkt ktdry bedzie
srodkiem obrotu dla dwu dowolnych czesci figury nieprzecinajacych
sig w jej wierzeholiu.

7. Jeieli linie proste, lgczqee odpowiedne punkty krzywych
podobnych, rozdzielimy w tym samym stosunku, to miejscem geome-
irycznem punktow podzialu, bedzie krzywa podobna do danych
i dwie dowolne krzywe takiego rodzaju majg ten sam srodek obrotu
co i dane.

Jakoz niech 4 i @ bedg dwa punkty odpowiedne, P za$ punkt,
ktéry prosta Aa dzieli w danym stosunku. Jesli 0 oznacza érodek
obrotu, to ksztalt tréjkata 40e musi byé stalym; to samo da sie
powiedzie¢ o trGjkacie 40P, wigc punkt P przy obrocie tréjkata
okolo 0 musi opisa¢ krzywa podobna do danych.

Dodatek. Je§li w czworokacie poprowadzimy linie proste,
dzielgee kazda pare przeciwleglych bokéw w tym samym stosunku,
to i same te linie dzielg si¢ wzajemnie w tym stosunku.

*) Czworokatem zupelnym nazywamy uklad czterech punktow 41, 0,
B!, C'wraz ze wszystkiemi liniami prostemi: 41C, A'0, A1B, C0, CBi, B'O
oznaczonemi przez pare ktérychkolwiek z tych eczterech punktéw. Linie te
nazywaja sig bokami czworoboku, wspomnione wyzej cztery punkty — jego
wierzcholkami, trzy zaé pozostale punkty przecigeia sig bokéw — punkiami
przekatnemi. Odpowiednio powyZszemu okreéleniu, nazywamy czworobokiem
zupelnym uklad czterech linij prostych, z ktérych kazda przecina trzy pozostale
wraz z punktami przeciecia sie tych prostych. Sze$é punktéw przeciecia sie
inij prostych, nazywaja sie wierzcholkami czworoboku, uklad czterech pro-
stych — jego bokami, trzy zas pozostale proste laczace jego wierzcholki —
przekatnemi. P. T.
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364.

365.

366.

P W O TS

Zastosowania.

Dane sa dwie proste i na kazdej z nich punkt, A i B, nadto
danym jest jeszcze punkt P; nalezy przez punkt / poprowadzi¢
prostg, ktéraby przeciela dane proste w punktach X i 1 tak,
aZeby odcinki AX i BY byly w danym stosunku.

Nalezy wyznaczy¢ $rodek obrotu 0 dla dwu danych linij, uwa-
zajac punkty 41 B jako tez Xi ¥ za punkty odpowiedne;
przy takiem uwazaniu, stosuntk obrotu rowna si¢ danemu
stosunkowi. Poniewaz A X0Y ~o A 40B, wiec linia 0P
bedzie widziang z punktu X pod znanym katem, i tym sposo-
bem mozemy bardzo Yatwo wyznaczy¢ punkt .

Uwaga. Zadanie to postawil Apolloniusz w dziele ,.de sectione
rationis.* Dzielo to zaginelo, lecz je odtworzyl Halley z za-
chowanego tlomaczenia arabskiego.

Przez dany punkt poprowadzié prosta, ktéraby przeciela dwie
dane krzywe podobne w punktach odpowiednych.

Zadanie to jest uogdlnieniem poprzedniego i rozwigzuje sie
w sposéb podobny.

Dane sa dwie linie proste i na kazdej z nich punkt, 41 B
ioprécz tego punkt P. Nalezy przez punkt P poprowadzié
prosta, przecinajaca dane proste w punktach Xi Y tak, azeby
odeinki AX 1 BY mialy dang summe.

JeSli na jednej z danych linij odetniemy czesé BI) réwna danej
summie, to AX=— YD i tym sposobem zadanie sprowadza sie
do 363. !

Przez dany punkt P poprowadzié prosts, ktéra w pola-
czeniu z dwiema danemi prostemi tworzy trdjkat o danej po-
wierzchni.

Niech A4 bedzie punktem przecigcia si¢ danych prostych; jesli
dang powierzchnie przedstawimy w ksztalcie tréjkata, ktérego
jeden bok jest AP, drugi za$ przypada na jednej z danych
prostych, to latwo widzie¢, Ze szukana linia musi by¢ tak po-
prowadzong, azeby cze$¢ powierzehni, ktéra przybywa do po-
wierzchni tréjkata byla réwna tej, ktora zostaje odcieta ; lecz
te czeSei sa tréjkatami, ktérych wysokoScl sa nam znane,
gdyZ niemi sa prostopadle, poprowadzone z punktu P na dane
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368.

369,

370.

371.

proste. Stosunek zatem podstaw tych tréjkatow jest takze
znanym i tym sposobem zadanie sprowadza si¢ do 363.
Uwaga. Zadanie powyZsze réwniez podanem zostalo przez
Apolloniusza. Dzielo o tem traktujace ,,de sectione spatii*
zaginglo 1 poczesci zostalo odtworzone przez Halleya.

Dane s3 dwa okregi k61, na jednem znich punkt 4, na dru-
giem B; naleZy na dwu okregach wyznaczyé odpowiednio
punkty Xi Y w ten sposéb, aZeby luki AX i BY byly po-
dobne i linia prosta XY miala dang dlugosé.

Nalezy wyznaczy¢ Srodek obrotu obu ké! uwazajac 4 i B jako
punkty odpowiedne; punkty Xi ¥ bedg rowniez punktami
odpowiednymi i tréjkaty AB0 i XY 0 beds zatem podobne.

‘W tem zadanin zawiera sig tez i zadanie 262, w ktérem drugi
punkt przecigcia si¢ kol jest srodkiem obrotu.

Zbudowaé prostokat, w ktérym kazdy bok przechodzi przez
jeden z czterech punktéw i ktérego przekgtna ma dang
dlugosé.

Jefli nakreflimy dwa kola, miejsca geometryczne dwu prze-
ciwleglych wierzcholkow prostokata, to zadanie sie sprowadzi
do poprzedniego.

Dane sy dwie linie proste 45 i CD; nalezy przez punkt prze-
cigeia sig tych prostych poprowadzié kolo, ktéreby prze-
cielo AB, w punkcie X, (D za§ — w punkecie ¥ w ten spo-
sOb, azeby stosunki 4X: CY i XB: YD mialy dane wielkoSei..
Kolo przechodzi przez $rodek obrotu linij AX i €Y, jako tez
przez Srodek obrotu linij XB i Y1

Przez dane dwa punkty A i B, poprowadzi¢ dwie proste, two-
rzgce ze sobg dany kat v i przecinajace dang prosta i dane kolo
odpowiednio w punktach X i ¥ w ten sposéb, azeby stosunek.
AX : BY byl réwny danej wielkoSei 1 : /4.
Nalezy dang prosta pomnozyé przez A, odnoénie do érodka.
obrotu linij AX i BY.
Dany jest punkt 4 idwie linie proste BCi DE; naleiy na.
tych prostych wyznaczyé odpowiedne punkty X i ¥ w ten
spos6b, azeby BX i DY byly w danym stosunku i azeby / XAY
mial dang wielkosé,

http://rcin.org.pl



372,

373.

374.

375.

PR, TN

JeSli BX obrécimy az do zlania si¢ z DY okolo §rodka obrotu,

to punkt 4 upadnie na jakis punkt 4, ikat 4Y 4, jest znanym.

Czworokat ABCD tak umiescié, azeby wierzcholki B i € upadly

na dane punkty, wierzcholki za$§ A i D na dane linie, jesli

przy tem znamy réznicg B—C i stosunek 54 : CD.

Zadanie to za pomocy kladusprowadza sig do zadania zna--
nego (4).

Przez jeden z punktéw § przeciecia si¢ dwu okregdw kot po-

prowadzi¢ dwie proste ASa i BSh (punkty 41 B na jednym

okregu, punkty i 4 na drugim), tworzgce ze sobg dany kat

i czynigee zado$é warunkowi, azeby trdjkaty ASB i as) byly

réwnowazne.

Punkt przeciecia sie okregéw jest Srodkiem obrotu dla Au

i Bb, a zatem i dla AB i ab. Obracajace AB ku ab, znajdziemy,

ze punkt & upadnie na znany punkt §;. Cieciva ab ma wia-

domg dlugosc i odleglodei jej od S1 8, sa w danym stosunku..
Prostsze rozwigzanie tego zadania ofrzymamy, uwazajgc, Ze
prostopadle do obu cigciw wystawione w punkcie 8, przeci-
najg lini¢ érodkéw w roéwnej odleglotei od jej érodka.

Dane sa dwa okregi kél, na jednym punkt 4, na drugim B; na-
lezy przez punkty A i B poprowadzi¢ kolo, przecinajace dane

kolo w punktach X i ¥ tak, azeby lukiAX i BY byly podobne.

Nalezy wyznaczyé Srodek obrotu obu okregéw, uwaZajgc

punkty 4 i B za odpowiedne. Poniewaz cigeiwy AX i BY sa

liniami odpowiednemi, wigc musza si¢ przecigé na okregu

ABO, lecz cigeiwy te priecinaja sie tez na linii potegowe]

dwu danych okregéw.

Jesh Srodki bokéw tréjkata polgczymy liniami prostemi, to

otrzymamy trdjkat podobny danemu; latwo widzie¢, Ze kat.
obrotu dla tych trojkgtéw réwna si¢ 180°% stosunek za$

obrotu = ',, Srodek zatem obrotu musi dzieli¢ kazdg linie

prosta, laczaca dwa punkty odpowiedne na dwa odcinki, bg-

dace w stosunku 1: 2, a poniewaz oSrodkowe sg takiemi liniami,
wige Srodek obrotu musi lezeé na wspélnem przecigciu oérod-

kowych. Poniewaz punkty przecigcia sie wysokoSei s punk-

tami odpowiednymi, i punkt przecigcia si¢ wysokosci malego

tréjkata jest ¢rodkiem kola opisanego okolo wigkszego tré)-
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kata, wiee w kazdym tréjkacie punkt przecigcia sie wysokoSci,

punkt przecigcia sie ofrodkowych i érodek kola opisanego

lezg na jednej prostej, ktérej odcinki sg w stosunku 1:2.

“376. Dane sg: kolo, punkty © i P ikatv; prosta, przechodzgca
przez punkt P przecina kolo w punktach 4 i B; naleZy wy-
znaczyC miejsce geometryczne punktu X, dla ktérego / OBX—

/ 0AX=n.

Kolo AOXB przecina prosta OFP w dwue stalych punktach,

porusza ono sie zatem okolo punktu 0 jako érodka obrotu tak,

ze jego érodek opisuje linig prosta. Punkt zatem X musi
takZe opisa¢ linig prosta. W przypadku, gdy 0 jest Srodkiem

danego kola i » —=90° punkt X opisuje biegunowa punktu 7.

8. Jedli mamy trzy uklady podobne 4, B i C i jesli punkt ¢

_jest jednoczeSnie Srodkiem obrotu dla ukladéw A i B jako tez dla
B i 0, to ten punkt musi tez by¢ srodkiem obrotu dla ukladéw 4i €.
Punkt zatem 0 jest wspélnym Srodkiem obrofu dla trzech ukladéw
i to samo moze tez mieé miejsce dia dowolnej liczby ukladdow.

Jesli trzy odpowiedne punkty a, b i ¢ trzech ukladéw polg-
czymy ze §rodkiem obrotu 0, to stosunki tyeh linij, jako tez katy,
jakie ze soba tworza, muszg by¢ stale; ztad wynika, Ze ksztalt trdj-
Jkata abe musi tez byé stalym i dla tego trdjkat ten nazwiemy #rdj-
katem podstawowym. Yatwo widzie¢, zZe w przypadku, gdy liczba
figur podobnych o wspélnym &rodku obrotu jest wigkszg od trzech,
istnieje wielokgt podstawowy o stalym ksztaleie; gdy ten wielokat
.obraca sie okolo §rodka obrotu w ten sposob, Ze jeden z jego wierz-
cholkéw opisuje jedne z figur, wtedy pozostale wierzcholki opisuja
pozostale figury i kazdy punkt plaszezyzny uwazany jako nalezgcy
.do wielokata podstawowego, opisze figure podobna danym.

Poniewaz wielokat podstawowy przyjmuje kolejno wszystkie
swoje poloZenia, wige $rodek obrotu danych figur bedzie zarazem
grodkiem obrotu dla wielokata podstawowego we wszystkich jego
polozeniach.

9. Dla dwu prostych linij, na ktérych dane sa dwa punkty,
jako punkty odpowiedne, érodek obrotu, jak wiemy, musi leze¢ na
okregu kola, przechodzgcego przez te dwa punkty i przez punkt
.przecigcia sie prostych; dla trzech zatem prostych, na ktérych dane
sg trzy punkty jako punkty odpowiedne §rodek obrotu wyznacza
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si¢ za pomocg punktu przecigcia si¢ dwu takich kél; trzecie kolo
musi przejS¢ przez ten sam punkt. Jesli trzy dane punkty polg-
czymy liniami prostemi, otrzymamy tréjkat podstawowy, ktéry
moze mieé dowolny ksztalt, gdyZ wyzej wspomniane trzy punkty
moga by¢ dowolnie obrane. Réznym tréjkatom podstawowym od-
powiadajg rozne Srodki obrotu. Dla danego ksztaltu tréjkata pod-
stawowego mozna bardzo latwo wyznaczy¢ Srodek obrotu, kreslac
trojkat podobny danemu tak, aZeby jego wierzcholki znajdowaly
sie na danych liniach, (up. za pomoca zadania 154) i tym sposobem
wyznaczymy trzy punkty odpowiedne.

Jesli trzy dane proste przechodza przez ten sam punkt 0,
to punkt ten staje sic srodkiem obrotu dla kazdego tréjkata pod-
stawowego, tak, Ze wszystkie tréjkaty podobne danemu tréjkatowi
podstawowemu sa podobnie polozone i1 maja punkt 0 za érodek
podobienstwa. Jest jednak jeden przypadek, w ktérym Srodek
obrotu staje sig nieoznaczonym, a mianowicie gdy wierzcholki 4
i B trojkata opisuja linie proste 40 i B0 i / (= AOB, to wierz-
cholek € opisze prostg przechodzaca przez 0.

10. Dla dwu okregéw kél, Srodek obrotu byl wedlug 6 nie-
oznaczonym, lecz dla trzech kol mozemy wyznaczy¢ wspélny srodek
obrotu. Poniewaz punkt ten wyznacza sie za pomocs przecigcia
sig dwu okregéw (patrz 6) wigc zadanie o wyznaczeniu §rodka
obrotu wspolnego dla trzech kél ma dwa rozwigzania, a mianowicie
§rodkami obrotu bedg dwa punkty, ktérych odlegloSci od érodkéw
ko6l majg si¢ w stosunku promieni.

Jeli jeden z tych punktéw obierzemy za Srodek obrotu dla
kol, to katy obrotu dajg si¢ fatwo wyznaczyé, gdyz srodki kél sg
punktami odpowiednemi, a zatem proste poprowadzone od nich do
érodka obrotu sg odpowiednemi; trdjkat, ktérego trzy wierzcholki
znajdujg sie w srodkach trzech danych kél — jest tréjkatem pod-
stawowym, a zatem kaidy inuy tréjkat otrzymany z polgczenia
liniami prostemi trzech punktéw odpowiednych musi byé podo-
bnym temu tréjkatowi.

11.  Jesli wielokqt podobny danemu tak sig porusza, ze trzy
Jego punkty opisujg linie proste (nie przechodzqee przez jeden
punkt) lo i wszystkie inne punkly figury muszq opisywacé linie
proste.
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Trojkat, ktéry otrzymujemy, laczae trzy dane punkty liniami
prostemi ma staly forme i jesli tr6jkat ten obierzemy za podsta-
wowy, to bedziemy mogli wyznaczy¢é srodek obrotu dla trzech pro-
stych, po ktérych sig¢ punkty poruszaja. Na zasadzie 8 punkt ten
bedzie tez rodkiem obrotu dla wszystkich polozen tréjkata podsta-
wowego, a zatem i dla wszystkich polozen wielokata, ktérego czesé
stanowi ten trojkat. Ruch wige wielokgta danego, polega na tem,
Ze obraca sig on okolo stalego punktu, a zatem wszystkie jego
punkty muszg opisywaé krzywe podobne, ktére w tym przypadku
bedg liniami prostemi.

W przypadku, gdy wszystkie trzy linie przechodza przez ten
sam punkt, moze si¢ zdarzy¢ przypadek, jak to dowiedliSmy w 9,
Ze powyzsze twierdzenie miejsca mie¢ nie bedzie.

Twierdzenie powyzsze daje si¢ latwo uogélnié, gdyz trzy punkty
wielokgta moga opisywaé trzy krzywe podobne o wspéloym Srodku
obrotu. Trzy punkty muszg w tym przypadku podczas ruchu ciggle
przypadaé z trzema odpowiednymi punktami krzywych, a zatem
tréjkat przez te trzy punkty wyznaczony, musi byé tréjkatem pod-
stawowym trzech krzywych. Jeéli ten przypadek ma miejsce, to
zupelnie tak samo jak poprzednio moZna dowieé, ze kazdy inny
punkt wielokata opisywa¢ musi krzyws , podobng do danych. Tatwo
widzie¢, Ze wyliczonych warunkéw jest wigcej anizeli trzeba do zu-
pelnego wyznaczenia ruchu i dla tego postaramy si¢ usungé warunki
zbyteczne, przyczem uwzglednimy tylko ten przypadek, kiedy trzy
krzywe sg kolami, gdyZz ten tylko przypadek moze mie¢ dla nas
znaczenie. NaleZy mianowicie zbadaé, czy w tym przypadku ma
miejsce to samo twierdzenie, ktéreSmy otrzymali dla linij prostych,
wedlug ktérego tréjkat podstawowy moze tylko poruszat sie po
trzech krzywych, przechodzac ciggle przez punkty odpowiedne.

Dowiedliémy, Ze trzy kola majg dwa wspélne Srodki obrotu,

ecz ktérykolwiek z nich obierzemy, zawsze tréjkat podstawowy

bedzie jeden i ten sam, gdyz w obu razach §rodki trzech kol sa
punktami odpowiednymi i trijkat podstawowy otrzymuje sig, z po-
Igczenia trzech takich punktéw.

Jedli teraz obierzemy dowolny punkt 4 na jednym z okregéw,
to temu punktowi na dwu pozostalych okregach odpowiadaé beds
punkty B1i ¢ lub tez 4 i ¢ stosownie do tego, ktérym Srodkiem obrotu
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poslugiwaé sie bedziemy. Trojkat zatem podstawowy, gdy jeden
z jego wierzcholkéw pada na punkt 4, moze mieé poloZenie ABC
lub Abe. Yiatwo tez dowiesé, ze tréjkat ten nie moze przybrat
innego polozenia. JakoZ, rozwigzujac ogblne zadanie: umieScié
tréjkat podstawowy tak, azeby jeden z jego wierzcholkéw upadl na
punkt 4, dwa za$ pozostale wierzcholki — na okregi dwu pozosta-
lych kél, otrzymamy na zasadzie podanej poprzednio konstrukeyi
dwa rozwiazania, ktore zatem muszg by¢ identyczne z temi, kto-
reSmy teraz nalinnej drodze otrzymali.

Trajkqgt zatem podstawowy moie sig tylko poruszac po okre-
gach trzech kil, przechodzqe przez punkly odpowiedne, lecz ruch
ten moze sig odbyé w dwojaki sposoh.

12. Jesli wielokgt podobny danemu tak sig porusza, ze trzy
linie proste figury (nie przechodzgee przez jeden punkt) zawierajq
kaida po szczegile staly punkt, o na kaidej z prosiych do figury
naleiqeych znajdzie sig punkt staly.

Niech trzy dane proste 4B, BC
i CD zawierajg odpowiednio punkty
M, Ni P; pozostaje dowieSé Ze czwar-
ta linia D4 takze zawiera punkt
staly. Przedewszystkiem Yatwo wi-
dziet, ze wszystkie polozenia wielo-
kata maja wspélny Srodek obrotu.
Jakoz, je§li szukaé bedziemy tego
§rodka obrotu dla dwu poloZefi wie-
lokata ABCD i A,B,(\D; to na za-
sadzie 5 musimy opisaé okrag kola,
przechodzacy przez punkty odpowiedne B i B, i przez punkt ¥/
przeciecia si¢ dwu linij odpowiednych i okrag ten mozemy od razu
nakresli¢, gdyz on przechodzi przez stale punkty #i N i zawiera
wiadomy kat B. Srodek zatem obrotu 0 jest staly, gdyZz oprocz
na nakreSlonym okregu, musi jeszcze leze¢ na drugim okregu opi-
sanym w podobny poprzedniemu sposéb, przez punkty N i P.
Okrag kola, przechodzgcy przez punkty 0, P i D musi tez przejsé
przez punkt /), jako tez przez wspélne przecigcie si¢ prostych odpo-
wiednych 40 i 4, D, i to przy dowolnem poloZeniu tej ostatniej pro-
istej, a zatem ten punkt przecigcia sig linij jest stalym. Podane teraz
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twierdzenie daje sig tez uogélni¢, kidrego to nogdlnienia jednak dla
rozwazania rzeczy z réznych punktéw widzenia dowiedziemy w inny
spos6b.

13. Przy obrocie wielokata podobnego danemu okolo punktu
stalego wyznaczylismy dotychezas ruch jego, stawiajac Zadanie, aby
jaki§ punkt wielokgta opisal dang krzywa. Lecz ruch wielokata
mozemy jeszcze okresli¢, stawiajae zadanie, aby bok wielokata pod-
ezas obrotu stale dotykal sie danej krzywej (powlekal dang krzywa,
tworzyl). W tym przypadku kazda inna linia prosta wielokata
musi powlec krzywa podobng danej. Jakoz, jesli wyobrazimy sobie,
ze prosta AB bedae ciggle styczng do danej krzywej przyjmuje ko-
lejno polozenie AB, 4B, 4,8, it.d., inna za$ prosta BC wielo-
kata przyjmuje odpowiedne poloZenia BC, B,(,, B,C,it.d., to oba
te uklady linij przez obrét okolo stalego punktu mogg byé dopro-
wadzone do tego, Ze przystang do siebie. Przy tym obrocie katem
obrotu bedzie staly kat pomiedzy dwiema odpowiednemi pro-
stemi; stosunkiem za$ obrotu bedzie staly stosunek odleglodci
dwu takich linij od $rodka obrotu. Figury zatem utworzone przez
te dwa uklady linij beda podobne, a poniewaz wlasnosé ta jest nie-
zalezng od liczby poloZefi, wiec bedzie jeszeze prawdziwg dla nie-
skoficzonej liczby, to jest, gdy utworzone figury beds liniami krzy-
wemi tworzacemi.

Fatwo widziet, Ze dany <rodek obrotu jest tez wspolnym érod-
kiem obrotu dla utworzonych krzywych, gdyz kat obrotu réwna sie
katowi pomiedzy liniami tworzgcemi, stosunek za$ obrotu rowna sie
stosunkowi odlegloéei tych linij od $rodka obrotu. Jesli weZmiemy
wielokat w pewnem oznaczonem polozeniu, to wszystkie jego boki
muszg byé stycznemi do utworzonych krzywych w punktach odpo-
wiednych, a zatem musza by¢ odpowiednemi liniami tych krzywych.
Uklad dowolnych innych linij odpowiednych krzywym, oczy-
wiscie tworzy, wielokgt podobny danemu i dany wielokat otrzy-
muje przez to znaczenie, ktére w zupelnoSci odpowiada znaczeniu
wielokata podstawowego; dla tego wielokat ten nazwiemy wiels-
Latem podstwwowym drugiego rodzaju. « Istnieje Scisly zwigzek po-
miedzy obydwoma wielokgtami podstawowymi, a mianowicie wielo-
kat pierwszego rodzaju daje sig wpisaé w wielokat drugiego rodzaju
i on pozostaje byé wpisanym i wtedy, gdy jeden z wielokatéw tak
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bedziemy obracaé okolo Srodka obrotu, azeby jeden z wierzcholkiéw
wpisanego wielokata ciggle pozostawal na jednym z bokéw opisanego -
wielokata.

Ruch wielokata, ktory$Smy uwazali, daje sig jeszcze 1 w inny
sposob oznaczyé; bedziemy jednak rozwazalitylko ten przypadek,
gdy ruch wielokgta wyznacza si¢ przez warunek, azeby boki jego
ciggle dotykaly sie trzech podobnych krzywych. Azeby ruch ten
byl identyczny z poprzednio opisanym, muszg te trzy krzywe mieé
wspolny érodek obrotu i trzy boki wielokata muszg by¢ stycznemi do
krzywych w punktach odpowiednych. PoniewaZ warunek ten jest
dostatecznym do okreslenia ruchu, wiec ruch ten staje si¢ iden-
tycznym z poprzednio opisanym, to jest, musi polegaé na tem, Ze
wielokat obraca sig okolo Srodka obrotu krzywych, gdy jedno-
czesnie kazda jego linia tworzy krzyws, podobna do krzywych
danych; trojkat utworzony przez trzy proste styezne do trzech da--
nych krzywych jest dla nich trijkatem podstawowym drugiego
rodzaju. Twierdzenie wyloZone w numerze 12 jest szczegiélnym
przypadkiem wyzej wyloZonego, a mianowicie gdy dane krzywe za-
mieniajg sie w punkty.

14. Jesli wyznaczymy Srodek obrotu dla dwu két, przyjmujac
dwa punkty 4ie za punkty odpowiedne, to styczne do tych két
w tych punktach utworza pomiedzy soba kat wyznaczony przez po-
loZenie tych punktéw i kat ten nie zmieni si¢ gdy punkty 41ia
opiszg tuki podobne. Odwrotnie, znajac ten kat, mozemy wyzna-
czyé parg punktéw odpowiednych i &rodek obrotu im odpowiada-
jacy. Dwie bowiem dowolne styczne, ktére tworzg pomiedzy soba
dany kat, dotkna sie danych kél w punktach odpowiednych (dwa
rozwigzania).

15.  Obrét okolo danege punktu moie zawsze bye zastgpionym
przez abrit okolo dowolnego punktu i przez rownolegle prze sunigcie,
przyczem kat i stosunek obrotu, pozostaja niezmiennemi, przesu-
nigeie za$ rownolegle zaleZnem jest tylko od tych wielkosci i polo-
zenia Srodka obrotu.

Poniewaz stosunek obrotu pozostaje niezmieniony, wiec przez
nowy obrét figura otrzymuje wlasciwg swg wielkosé, poniewaz dalej
i kat obrotu zostaje ten sam, wigc linie figury przyjmg wlaéciwe
swoje kierunki. Ztad widzimy, Ze przesuniecie réwnolegle co do
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awej wielko§ci i kierunku réwnaé sie musi linii prostej, laczgce]
dwa poloZenia, ktére przyjmuje dowolny punkt krzywej wskutek
obu obrotéw.

Niech teraz punkt 0 bedzie danym §rodkiem obrotu, 0; — no-
wym. Przez obrét okolo @ punkt 0,, uwazany jako nalezgcy do
danej krzywej upadnie na jaki§ punkt 0,, gdy tymeczasem przy
obrocie okolo 0, pozostaje na swojem miejscu. Prosta zatem 0,0,
wyznacza kierunek i wielko§é rownoleglego przesunigeia. Rdwno-
legle zatem przesunigeie wyznacza sie przez linig, ktérg nowy sro-
dek obrotu przebiega, gdy go obracamy okolo danego srodka obrotu.

Odwrotnie mozemy kazdy obrét i réwnolegle przesunigcie za-
stapié przez obrét okolo nowego punktu, ktéry na zasadzie wyiej
wyloZonego latwo wyznaczy¢ moZemy.

16. Porzgdek, w kiorym dwa po sobic nastepujgee obroty
majq byc wykonane, moze byc odwrdconym, jesli do nick dodamy
rdwnolegle przesunigese.

Jakoz, jakikolwiek porzadek obrotu obierzemy, zawsze kazda
prosta ukladu zostaje obrécona o kat réwny summie katéw obrotu
i pomnozona przez iloczyn stosunkéw obrotu. Dwie zatem figury
otrzymane przy dwu réznych porzadkach obrotu beds mialy te
samy wielko&¢ i ich boki odpowiedne te same kierunki; przez réwno-
legle zatem przesuniecie mozemy jednej figurze nadaé takie polo-
zenie, azeby ona przystala do drugiej.

Jesli §rodkami obrotu beds punkty 4 i B i uwazaé bedziemy
punkt 4, to przy obrocie okolo 4, punkt ten pozostanie na swojem
miejscu, przy obrocie za§ okolo punktu B, punkt 4 upadnie na
jaki§ punkt €. Jesli teraz zmienimy porzadek obrotéw i najprzéd
wykonamy obrét okolo B, to 4 upadnie na punkt €, nastepnie na
punkt . Linia zatem DO lub CD wyznacza przesunigcie réwno-
legle, ktore dodac nalezy, azeby porzadek obrotow nie mial wplywu
na wypadek.

17. Dwa obroty moina zastgpic jednym,

Niech danemi srodkami obrotu bedg punkty 4iB. Z szukanego
-obrotu, majgcego zastgpié dwa dane, nie znamy tylko jego srodka ('
Punkt 4 przy obrocie okolo 4 pozostaje na swojem miejscu, przy

-obrocie za§ okolo punktu B pada na jakis punkt 4,. Punkt zatem
C nalezy tak wyznaczyt, azeby / ACA, réwnal sie summie danych
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katéw obrotu, stosunek zas obrotw €4, :CA—iloczynowi danych
stosunkéw obrotu. Dane katy obrotu i stosunki obrotn wyzna-
czajy zatem katy i stosunki bokéw trojkata, ktérego wierzcholki
znajdujg si¢ w trzech srodkach obrotéw. Nalezy uwazaé, Ze w przy-
padku, w ktorym dwa Srodki obrotéw zlewajq si¢ w jeden punkt,
to i trzeci érodek obrotu przypada w tym samym punkcie, jakeSmy
to wyiéj pokazali, i Ze w przypadku gdy katy obrotow sg réwne
zeru, wszystkie trzy Srodki obrotéw przypadajg na jednej linii
prostej. Srodki obrotéw sg w tym przypadku $rodkami podobieri-
stwa figur, ktére po dwie brane s podobnie poloZone. Twier-
dzenie to dowiedziemy pdZniej w inny jeszcze sposdb.

18. PokazaliSmy poprzednio, jak za pomocg obrotu i odwra-
cania przychodzimy do uwazania takich ukladéw punktéw, w ktérych
punkt w jednym ukladzie odpowiada punktowi w drugim, i kazdemu
okregowi kola w jednym ukladzie — okrag kola w drugim (wlgcza-
jae pod pojgeie okregu kola i linig prostg); opricz tego pokaza-
zaliSmy, jak wlasnie ten zwigzek uwarunkowywa znaczenie tego
przeksztalcenia dla elementarnej geometryi. Mamy wige powéd do
badania, czy nie ma jeszeze i innych przeksztalcen, w ktérych punktowi
odpowiada punkt, okregowi kela — okrag kola, jeSli wszystkie
punkty plaszezyzny uwazaé bedziemy jako nalezace do obu ukladéw.

Niech 4, Bi € beda trzy dowolne punkty jednego ukladu,
a, b i ¢ odpowiadajgce im punkty drugiego ukladu. Niech dalej #
oznacza dowolny punkt pierwszego ukladu, byle nie lezgcy na okregu
kola ABC. Dwu okregom kola ABM i BCM odpowiadaja dwa okregi
kot abm 1 bem w drugim ukladzie i punktowi ¥ musi zatem odpo-
wiadaé punkt m. Zaleino§é zatem pomigdzy dwoma ukladami jest
zupelie ‘Wyznaczong przez trzy pary punktéw. Wpiszmy teraz
.w kolo ABC tréjkat aibi¢, oo-abe w ten sposéhb, azeby proste Aa,
Bb, i Oc, przeciely si¢ w jednym punkcie €. Zadanie to latwo daje
sig rozwiazat, gdyz katy przy O sg znane. Ztad wypada, Ze za pomoca
przeksztalcenia przez promienie wodzgce odwrotne, mozemy z ukladu
ABC utworzyé uklad podobny ukladowi abe, ten ostatni za$§ przez
obrét (w razie potrzeby przez obrét okolo osi) moze byé przeksztal-
cony w uklad abe. Dowiedliémy tym sposobem, Ze dwa ullady,
0 ktorych punkt odpowiada punklow:, okrgg kola zas — okregowt

Motody i teorye. 15 b
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kola, dajg sig zawsze przez obrot i przekszlalcenie przez promicnie
wodzqee odwrotne przeksztaleic jeden w drugi.

19. Z twierdzefr wyloZonych w teoryi obrotu mozemy na za-
sadzie metod nowsze] geometryi wyprowadzi¢ nowe twierdzenia
ogblniejszego znaczenia. PoniewaZ podobne zastosowanie nie jest
zgodne z planem, jakiémy sobie ulozyli przy napisaniu tego dzielka,
wige dla wyjaénienia poprzedniego wystarczy jeden przyklad.
W Nr. 11 dowiedliSmy, Ze jesli linia prosta porusza sig tak, Ze sto-
sunek odcinkéw @b i be, ktére na téj prostéj odeinajg trzy proste
stale jest iloScig stalg, to linia ta obraca sie okola stalego Srodka
obrotu; ztad wypada, Ze kazdy punkt ruchomej prostej, ktéry wy-
znaczonym jest przez stosunek odeinkéw, na ktére dzieli np. odeinek
ab réwniez opisuje linig prostg. Przytoczone stosunki dajg sig wy-
razi¢ przez stosunki nieharmoniczne, *) jesli wprowadzimy punkt
przecigcia si¢ linii ruchomej z linig prostg nieskoficzenie odlegla.
W formie jakg teraz twierdzenie poprzednie przybiera, wyraza ono
wlasnoét rzutowa, a mianowicie:

Jeieli prosta ruckoma przecina czlery stale proste w punktach
o stalym stosunku nickharmonicznym, to kazidy jej punkt (oznaczony
przez stosunki nieharmoniczne) opisuje linig prostg.

Jesli dwie ze stalych linij prostych odsuniemy, az do urojo-
nych, nieskoficzenie odleglych punktéw kolowych, to otrzymamy
nastepujace twierdzenie:

Jezeli dany kqt ABC ma staly wierzeholek A ipunkty Bi €
opisujg stale linie proste, lo kaidy punkt D linii BC (oznaczony przez
kgt BAD) opisze linig prostg.

Zastosowania,

377. W dany tréjkat ABC wpisaé inny ktéryby byl réwny dru-
giemu danemu tréjkatowi.

*) Jefli na linii prostej znajdujs sig cztery punkty a, b, ¢ i d, to punkty
e i b wyznaczajg odnoSnie do punktow ¢ i  cztery odeinki ac, cb, ad db. Otok
iloraz stosunkow
ac, ad

b b -
Chasles oznacza przez (abed) i nazywa stosunkiem nicharmonicznym cg
punktéw a, b, cid. P T.
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Na zasadzie 9 kaidy uklad trijkatéw podobnych wpisanych
w dany tréjkqt ma wspélny Srodek obrotu; dla tego nalezy
w dany trojkat wpisaé trojkat o Zgdanym ksztalcie i oznaczy¢
§rodek obrotu, uwazajac ten ostatni trjkat za podstawowy. Szu-
kany tréjkat otrzymamy przez obrét tréjkata wpisanego i obrét
ten najlatwiej wykonaé, mnoZgc nakreSlony tréjkat podsta-
wowy odpowiednio do Srodka obrotu tak, azeby otrzymal zg-
dang wielko§é i nastgpnie obracamy go okolo tego samego
punktu, péki wierzcholki jego nie upadng na boki danego
tréjkata.

W dany czworokat wpisa¢ inny podobny drugiemu danemu.
W dany czworokat wpisujemy drugi w ten sposéb, azeby trzy
jego wierzcholki upadly na bokach czworokata, w ktéry szu-
kany ma by¢ wpisany i nastgpnie wyznaczamy Srodek obrotu
zupelnie tak samo jak w zadaniu poprzedniem; poczem po-
zostaje tylko czworokat wpisany tak obrécié okolo &rodka
obrotu, azeby czwarty jego wierzcholek upadl na czwarty
bok; lecz ten wierzcholek podczas obrotu opisuje linig prostg
(11), ktora tatwo wykresli¢c, gdyz przez powtorzenie poprze-
dniej konstrukeyi moZzemy wyznaczyé drugi punkt tej linii pro-
stej; linie t¢ mozemy tez otrzymaé, cbracajagc jeden z bo-
kéw danego czworokata okolo znalezionego srodka obrotu.
Przy zastosowaniu pierwszej konstrukcyi nie ma potrzeby
szuka¢ §rodka obrotu.

Na czterech danych prostych tak umiescié pigta, azeby trzy od-
cinki jakie na niej odcinajg dane linie byly w danym stosunku.
Zadanie to jest szezegélnym przypadkiem poprzedniego, gdyZ
szukana linia prosta moZe by¢ uwazang jako czworokat
znanego ksztaltu.

Uwaga. Trzy poprzednie zadania znajdujg si¢ w pierwszej
ksiedze dziela Newtona ,Principia mathematica philosophiae
naturalis.”

W dany trojkat wpisaé drugi podobny innemu danemu tréj-
katowi i majacy pole minimum.

Zbudowa¢ réwnoleglobok o danych kgtach i danym obwodzie
pod warunkiem, azeby kazdy z jego bokéw przechodzil przez
dany punkt.
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Niech boki 4B, BC, €D i DA réwnolegloboku przechodza od-
powiednio przez dane punkty P, @, Ri 8. Jesli T oznacza

‘punkt przeciecia sig k6t SAP i PB@Q, to punkt ten bedzie érod-

* kiem obrotu dla 4B idowolnej pomigdzy okregami kol po-

382.

prowadzonej linii prostej 4,PB,, a zatem bedzie AT: AB =
4T 4B,

Jedli znowu V bedzie punktem przecigcia si¢ k6t PAS 1 SDR,
to w podobny spos6b znajdziemy stosunek AV: AD i nastepnie
mozna wyznaczyé A (189). :
Umieéci¢ na trzech okregach kol tréjkat rowny tréjkatowi,
majgcemu swe wierzcholki w Srodkach danych kol

Nalezy wyznaczy¢ wspélny Srodek obrotu trzech kél; poniewaz
§rodki tych k6l sq punktami odpowiednymi, wige dany trijkat
jest trojkgtem podstawowym i wyznaczony Srodek  obrotu
musi tez byé srodkiem obrotu dla tego tréjkata i szukanego;
ten ostatni wige otrzymamy, obracajgc pierwszy z nich dopéty,
dop6ki jeden z jego wierzcholkéw nie upadnie na okrag kola.
Stosunek obrotu jest w tym przypadku réwny 1, lecz zadanie

I'w ten sam sposéh sig¢ rozwigzujei dla kazdego innego stosunku.

383. Zbudowaé trojkat réwny danemu z warunkiem, azeby kazdy

* bok szukanego tréjkata przechodzil przez dany punkt.

Fatwo nakresli¢ tréjkat podobny danemu, i ktérego boki prze-

- "chodzg, przez dane punkty. Punkty te mozemy uwazac za krzy-

384,

we podobne i nakreSlony tréjkat za tréjkat podstawowy dru-

‘'giego rodzaju; w tem zalozeniu oznaczamy S§rodek obrotu

i mnozymy nakreslony tréjkat przez taky wielko§é, azeby stal
sig rownym danemu. Poniewaz stosunek obrotu dla otrzymane-
go'w ten sposob trijkatai szukanego réwna sig 1,'wiee dwa boki
odpowiedne muszg by¢ w rownej odleglosei od $rodka obrotu
odlegloSeii jedna ze szukanych linij wyznacza si¢ z “warunku, ze

‘ma by¢ styczng doznanegokolaiprzechodzié przez dany punkt.

Zbudowat czworokat podobny do danego, #z warunkiem,
aZeby  kaldy z jego bokéw’ przechodzil ‘odpowiednio’ przez
jeden z czterech danych punktéw.

“U'Nalezy  wykreslié -dowolny czwordkat podobny danemu w'ten

"1 spos6b, azeby ‘trzy ‘boki ‘przechodzity - przez trzy z danych

punktéw i nastepnie wyznaczyé Srodek obrotu’ tak, jak
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W poprzedniem zadaniu. Ofrzymany czworokat nalezy obra-
caé oko}o rodka obrotu, péki czwarty bok nie przejdzie przez
czwarty z danych punktéw; obrét ten latwo uskutecznimy,
gdyz ten bok oprécz czwartego punktu zawiera jeszcze punkt sta.-
1y, ktory wyznaczyé mozemy w dwojaki sposob (podobn. do 278)-
Okolo tréjkata ABC opisano kolo; z punktu 0 na okregu
tego kola poprowadzono linie proste do bokéw trojkata, two-
rzace z tymi bokami dany kat; — nalezy dowies¢, Ze spod-
ki poprowadzonych prostych lezg na jednej prostej.

Jesli 4, B i stosownie dobrany punkt na AB obierzemy za
punkty odpowiedne na trzech bokach fréjkata, to punkt 0
bedzie §rodkiem obrotu i trzy spodki punktami odpowiednymi.
Te trzy punkty muszg leze¢ na jednej prostej, albowiem tréj-
katem podstawowym w naszym przypadku jest linia prosta.
Srodki trzech két lezg na trzech wierzcholkach B, €1 .D r6wno-
legloboku. Nalezy tak umieSci¢ réwnoleglobok o danych
katach, azeby jeden z jego wierzcholkéw upadl na cawarty
wierzcholek 4 danego réwnolegloboku, trzy za$ pozostale na
trzy dane okregi kol

Mnozgce kolo € przez '/, odnoénie do punktu A, otrzymamy
nowe kolo. Xolo to jak réwniez kola Bi D majg za
trojkat podstawowy linig¢ prostg, podzielong na dwa réwne
odcinki. Przekgtna zatem B 0, szukanego réwnoleglobo-
ku, musi przecigé te trzy kola w punktach odpowiednych
1 widziang by¢ z punktu 4 pod danym katem. Jeéli obrécimy
BB, ku DD,, to punkt 4 upadnie na znany punkt 4, i / 4D, 4,
bedzie wiadomym.

Wyznaczyt miejsce geometryczne punktéw, od ktérych poprowa-
dzone styczne do dwu danych két bylyby w danym stosunku.

Niech dane kola przecinajg si¢ w pun-

ktach A i B i niech M bedzie jednym z szu-
kanych punktéw; linia prosta MB przecina
oba kola w punktach D i E i w skutek po-
stawionego warunku stosunek pomiedzy
iloczynami MD.MB i ME. MB, a zatem
i pomiedzy MD i ME jest stalym; ponie-
waz jednoczeSnie ikaty tréjkata ADE sg
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stale, wigc i cala figura ADEM ma staly forme i jesli figura
ta tak sig obraca okolo punktu 4, Ze punkty D i E opisujg
okregi k6!, to i punkt  musi opisaé okrag kola. Poniewaz A
Jjest wspélnym érodkiem obrotu dla tego kola i dla két danych,
wigc kolo to musi tak samo jak i kola dane przechodzié przez
punkt 4. Linia DEM przedstawia tréjkat podstawowy dla
tych kél, a Ze trdjkat, ktérego wierzcholki lezg na érodkach
tych ké! jest podobnym do tréjkata podstawowego, wiee Srodki
k6l muszg lezeé na linii prostej. Odleglosci szukanego &rodka
od danych Srodkéw sg w stosunku MD: ME, a stosunek ten
réwna si¢ kwadratowi danego stosunku.

Do dwu danych ké! poprowadzic dwie styczme, tworzgce ze
sobg dany kat i czynigce zado§¢ warunkowi, azeby linia prosta,
laczaca punkty ich styeznosci, przechodzila przez dany punkt.
Zadanie to na zasadzie 14 sprowadza sig do 364.

Do dwu danych k6l poprowadzi¢ dwie styczne, tworzace ze soba
dany kat i czynigce zado&¢é warunkowi, aZeby linia prosta lg-
czgcea ich punkty stycznoSci miala dany kierunek.

Zadanie to jest szczegélnym przypadkiem poprzedniego, gdyz
% tym przypadku punkt dany leZy w nieskoficzonoSci.

W dany tréjkat wpisaé drugi podobny danemu, czynigey za-
do$é warunkowi, azeby jeden z jego bokéw przechodzil przez
dany punkt.

Nalezy wyznaczyé trzy punkty odpowiedne na trzech danych
liniach, biorgc tréjkat wpisaé sig majacy za tr6jkat podsta--
WOWY.

Zadanie zostalo teraz sprowadzone do 364.

‘W dany tréjkat wpisa¢ drugi podobny innemu danemu i czy-
nigey zado$¢ warunkowi, azeby jego srodek cigzkosci lezal na
jednej z ofrodkowych danego tréjkata.

W dany tréjkat nalezy wpisa¢ dwa dowolne tréjkaty podobne
danemu; linia prosta Igczgca Srodki cigzkoscei tych trojkatow
przecina dang oérodkows w szukanym érodku eigzkosci. Wierz-
cholki szukanego tréjkata dadzg si¢ teraz latwo wyznaczyé,
gdyz uklad trzech wierzcholkéw na jednym z bokéw danego
trojkata wyznacza odeinki, ktore sg w takim stosunku w ja-
kim znajduja sig odcinki wyznaczone przez trzy Srodki cigzkosci.
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W dany tréjkat wpisaé drugi, czynigey zadosé warunkowi, azeby
dwa jego boki mialy dane kierunki, trzeci za§— dang dlugosé.
Niech wpisanym}tréjkatem bedzie abe i b¢ — danybok. Ko-
o opisane okolo trdjkata abe przetnie bok danego tréjkata,
na ktérym lezy wierzcholek ¢ w dwu punktach, a miano-
wicie wa i d. Znamy teraz wszystkie boki tréjkata abe.
Nakregli¢ trzy okregi kol, jeSli wiadome sg: punkt, z kto-
rego wszystkie kola sg widziane pod jednym kgtem, punkt na
kazdym z okr¢géw, stosunki pomigdzy promieniami kol
1 w koricu katy, pod ktérymi z danego punktu widzimy linie
proste Igczace §rodki kol

Znamy wspélny §rodek obrotu trzech k6Y, ich stosunki obrotu
i katy obrotu. Dla tego mozemy dwa z danych punktéw tak
obréci¢é, azeby upadly na okrag, na ktérym trzeci punkt
lezy i wtedy znamy trzy punkty tego okregu.

Dane sg dwa kola przecinajace sig w punktach 4 i B jakoteZ
dwa punkty Pi R; nalezy w kazdem z danych kol popro-
wadzié cigeiwe, aZeby kazda z nich przechodzila przez jeden
z danych punktéw i aZeby linie proste Igczace kofice cigeiw
przechodzily przez punkt 4.

Uwazajac dwie cigciwy jako figury podobne widzimy, Ze punkt
Bstajesig Srodkiem obrotu dla tych cigeiw i danych kél. Znamy
kat obrotu i stosunek obrotu mozemy zatem jeden z danych
punktéw obrdcit tak, azeby upadl na cigciwe, zawierajacq
drugi punkt; znamy teraz dwa punkty tej cigciwy.

Punkt X jest érodkiem obrotu dla 4B i CY, gdzie 4, Bi C s3
danymi punktami; wyznaczyé jaks linig krzywsg opisuje
punkt X, gdy ¥ przebiega dang linig krzywa.

Za pomocg réwnoleglego przesunigcia, nadajemy tréjkatowi
BAX poloZzenie B,CX,. Z podobiefistwa tréjkatéow B,CX,
i YCX wypada, ze iloczyn B, Y. CX jest stalym, i ze odcinki
BY i CX obracajy sig w kierunku przeciwnym z jedna-
kows predkoécia, X i ¥ zatem opisujg krzywe odwrotne.
Geometra moze widzieé na polu trzy punkty 4, Bi €; odpo-
wiedne im punkty @, & ic oznaczone sg na stoliku mierni-
czym. Nalezy na stoliku wyznaczyé punkt, odpowiadajacy
stanowisku geometry na polu,
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Szukany punkt jest srodkiem obrotu dla tréjkatow ABC i abe.
Jesli za pomocy dioptry poprowadzimy linie proste przez
punkty @, 4 i ¢, ktére przedluione odpowiednio przechodzg
przez punkty 4, BiC, to otrzymamy tak nazwany tréjkat
bledéw; niech tym tréjkatem bedzie afiy, a mianowicie punkt ¢
jest punktem przecigecia sig prostych przechodzgeych przez
aibit.d, Katyoa,iyprzy nieznacznej zmianie poloZenia
stolika moga, z powodu znacznej odleglosci punktéw 4, Bi (,
by¢ uwazane jako stale. Szukanym zatem punktem bedzie
przeciecie sie kol aybi afc. Jednakie kola te nie dajg sie
dobrze zastosowaé do wykreSlenia, gdyZ trudno $cifle je na-
kreslié i ich érodki bardzo czesto przypadaja po za granicami
crysunku.  JeSli nakreS§limy figury odwrotne tych kél z pun-
ktem « jako $rodkiem przeksztalcenia przez promienie od-
wrotne i z iloczynem af . @y jako potega tego przeksztalcenia,
to szukany punkt zamienia sig na punkt przecigcia sie dwu
linij prostych, przechodzgcych przez @3, v i tworzgceych z linia
B katy, ktére odpowiednio bedy aby i acf. Ztad wypada na-
stepujacy sposob kreSlenia: Odklada sie / By0, = fea
i/ 10, =+ba (z uwzglednieniem kierunku obiegu katow)
i w tensposéb wyznacza punkt ¢,. Nastepnie obraca sig stolik
dopéty, dopéki linia 0,a nie stanie sig linig celu skierowana
ku A4; tréjkaty abe i ABC sy wtedy podobnie poloZone i trdj-
kat bledéw sprowadza si¢ do szukanego punktu.
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DODATKI,

0 przecieciu si¢ Tukéw kﬁt_.

WiyloZone w poprzednich ustepach prawdy dowodzg, jak
wazng jest rzeczg Scisle badanie figur w celu wykrycia zwigzku po-
miedzy jej czgSciami, a szczegllniej pomigdzy jej kgtami. Badania
takie, w ogolno§ci méwiae, mozna uskuteczni¢ na zasadzie zwigzkéw
zachodzgeych pomigdzy kgtami i tukami kol i za pomocg innych
elementarnych twierdzefi, Jesli jednak dane figury sa bardziej
zlozone, to z powodu znacznej liczby katéw, odszukanie podobnych
zwigzkow jest czesto do§é trudnem. Z tego to powodu korzystnem
bedzie szukaé Srodkéw ulatwiajacych podobne badania. Jednym
z takich &rodkéw jest badanie katéw utworzonych przez luki
kolowe, gdyz ten sposéb badania bardzo czesto ulatwia poglad na
figure. Nie jest naszym celem da¢ w tem miejscu wyczerpujgcy
wyklad tego przedmiotu, checielibySmy tylko wylozyé niektére, do
tej materyi sig odnoszace twierdzenia, ktérych zastosowanie czesto
okazuje sie w praktyce korzystnem.

1. Wuwielokqcie, utworzonym przez tuki kol, summa bokow
powighszona o summe kgtow przyleglyck kgtom wielokgla, réuna sig
czlerem katom prostym.

Jakoz, wyobrazmy sobic lini¢ prosta, obracajaca sie. okelo
wielokata w ten sposéb, Ze rozpoczyna obrot od jednego wierz-
cholka dotykajgc sig jednego boku aZz dosieguie drugiego wierz-
cholka; doszedlszy tego wierzcholka linia ruchoma obraca sig
okolo niego péki nie stanie si¢ styczng do nastepnego boku i tak
dalej, az wroci do poloZenia pierwotnego. Przy tym obrecie
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linia prosta opisala katy, ktdre juz to sg réwne bokom wielokata,
juz tez katom przyleglym wewngtrznym katom wielokgta; po-
niewaZ jednak linia prosta raz si¢ obrécila, wigc summa tych
wszystkich katéw réwna sig 360°.

Dla prostoty przypusciliSmy, Ze linia ruchoma po jednym juz
obrocie wrécila do pierwotnego poloZenia; jednakze przy wielokg-
tach nie wypuklych moze si¢ staé, Ze linia ta kilka razy (Iub ani
razu) sig obrécila, tak, Ze szukana summa katéw moze byé kazda
wielokrotno$cia 3600,

Chege, azeby nasze twierdzenie bylo zawsze prawdziwem, na-
lezy katy iluki braé z wlaSciwym ich znakiem, stosownie do kie-
runkn w jakim zostaly przebieZone.

2. W trijkqcie summa Lgtiw zmnigjszona o summe bokdw,
rowna sig 180°.  Jesli boki przechodzq przez jeden punkt (ktéry nie
jest wierzcholkiem tréjkata), to summa kqldw réwna sig 180°,
a summa bokdw zeru.

Ostatniej czeSci twierdzenia moZemy latwo dowiesé, jeSli za-
miast katéw trojkata weZmiemy réwne im katy utworzone przy
wspélnem przecigciu sig bokéw.

3. W dwdjkgeie *) oba kqty sq rowne pomigdzy sobq i kaidy
z nick rowna sig polowie summy bokow.

4. Kgt wpisany réwna sig polowie summy jego bokow i po-
lowie luku, na kidrym sig opiera.

Jesli przedluzymy boki kata az do przecigcia sie, to one utwo-
rzg dwdjkat i kgt wpisany mierzy¢ si¢ bedzie pofows summy bokéw
dwoéjkata, lecz summa przedluzen bokéw réwna sig Tukowi, na kto-
rym kat wpisany si¢ opiera (2). Xuk ten naleZy braé¢ z réZnymi zna-
kami, stosownie do tego, czy uwazamy go jako bok jednego lub tezja-
ko bok drugiego z dwu tréjkatéw, na ktére dwdjkat jest podzielony.

5. Jesli w dwu parack kol punkty przecigcia sig kaidej pary
leig kaidy na jednym okregu drugiej pary, to kola kaidej pary
przecinajg sie pod lym samym kgtem (2).

6. W caworokqeie wpisanym, summa dwu kgtiw przeciw-
leglych rowna sig swmmie dwu drugich kgtiw. Jesli cztery boki

*) Dwdjkatem nazywamy czesé plaszezyzny zawarta pomigdzy dwoma
przecinajgeem si¢ kolami., P. T.
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przechodzq przez ten sam punkt, lo réwne summy kqtow stanowig
180°, @ summa bokdw rowna si¢ zeru (4).

7. Jesli w czworokgcie summa dwu kglow przeciwleglych
rowna sie summie dwu drugich kqldw, to czworokgt jést wpisalny.

Z 1 wypada bowiem, Ze summa dwu przeciwleglych katow
zmniejszona o polowe summy bokéw réwna sig 180° lecz ta réznica
stanowi wladnie summe kgtéw przeciwleglych w czworokacie prosto-
linijnym, ktérego wierzcholki przypadaja razem z wierzchotkami
danego czworokata. -

8. Jesli dwa kola sq styezne do dwu drugich kil w jednakowy
$posdb (oba zewnetrznie lub oba wewnetrznie), fo ezlery punkty
styeznosci leiq na jednym okregu kola (7).

9. Kaide kolo przechodzqce przez punkiy przecigcia sie dwu
stalych kot, przecina uklad kol styeznyck do kol stalychk (w jedna-
kowy sposob) pod jednakowymi kgtami.

Twierdzenia tego dowiedliSmy poprzednio (198) za pomocg spo-
sobu przeksztalcenia przez promienie odwrotne, podamy teraz do-
wod bezposredni, ktory daje si¢ jeszcze zastosowaé i w przypadku,
gdy stale dwa kola sig nie przecinajg; w tym!przypadku przez kolo,
przechodzgee przez punkty przecigcia sie stalych kol, nalezy rozu-
mieé kolo, ktére z danemi kolami ma wspélng linie potegows.

Jako jedno kolo ukladu moZemy tez uwazaé styczng wspélng;
niech ta styczna dotyka sig stalych k6l i 8, w punktach 41 B,
gdy jakiekolwiek inne kolo § ukladu dotyka si¢ ich w punktach
0iD. XKolo przechodzgce przez punkty przecigcia sig stalych kol
przecina wspdlng styezng w punkeie £, kolo za§ § — w F. Linie
proste AC i BD przecinajg si¢ na kole § w punkcie 0, w ktérym
styczna jest réwnolegly do wspélnej stycznej. Poniewaz punkty
4, C, D1iBlezg na jednym okregu kola, wige punkt 0 ma tg samg
potege odnosnie do S8, i 8;. Z tego to powodu O ma tez tg samg
potege odnoénie do két ACF, EF i BDF i dla tego musi leze¢ na
linii potegowej kazdej pavy z tych trzech kél. Poniewaz trzy te
kola majg punkt F wspélny, wige OF jest ich wsp6lng linig pote-
gows i dla tego maja jeszcze jeden wsplluy punkt przecigeia sie,
lezgcy na linii OF. PoniewaZ w ten sposéb te trzy kola maja dwa
punkty wspélne, wigc ich Srodki muszg lezeé na jednej prostej. Po-
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‘niewaz kola AC/ i BDF przechodzy przez punkty stycznosci, wige ka~
zde z nich przecina wspélng styczng i styczng w punkcie F' pod réw-
nymi katami i ich §rodki lezs z tego powodu na dwdjsiecznej kata
utworzonego przez styczne. Poniewaz kolo EF ma swéj srodek
na tej samej prostej, wigc musi ono wspéolng styczng 1 styczng
w F, czyli kolo S przeciaé pod réwnymi katami,

Uklady kél.

Z pomigdzy warunkéw mogacych wyznaczy¢ kolo na szczegdlng,
awage zasluguja: 1) azeby kolo przechodzilo przez punkt da-
ny, 2) azeby dotykalo si¢ danej prostej i 3) azeby bylo sty-
cznem  do danego kola. JeSli z tych warunkéw, wyznacza-
Jacych kolo wybierzemy trzy, otrzymamy grupe zadaf, ktére
jednakze, z wyjatkiem caterech zostaly} juz poprzednio rozwig-
zane. Nim przystapimy do rozwigzania tych i z niemi spo-
winowaconych zadai wyloZymy najprzéd dwa twierdzenia, ktére
w nastgpstwie znajda zastosowanie.

10. Jesli kolo dotyka sig dwu drugick kol w punktach A i B3,
to linia prosta AB przechodzi przez jeden ze srodkéw podobieristwa
obu kol

Niech prosta 4B przecina powtérnie kolo, przechodzace przex
B w punkeie 4. Yatwo widzie¢, Ze promiefi kola, przechodzgcy
przez punkt & jest rownolegly do promienia poprowadzonego w dru-
giem kole do punktu 4. Punkty zatem 4 i/ sg punktami odpo-
wiednymi w dwu podobnie poloZonych kolach i z tego powodu
linia A/ przechodzi przez §rodek podobienstwa.

Jesli kolo jest stycznem do obu k6l jednakowo (zewnetrznie
lub wewnetrznie) to linia 4b przechodzi przez zewnetrzny érodek
podobienistwa, jesli za$ kolo dotyka sie obu kol niejednakowo, to
ta linia przechodszi przez wewnetrzny Srodek podobiefstwa,

Jedli 0 oznacza §rodek podobienistwa, to oba kola sg krzy-
wemi odwrotnemi z punktem 0 jako §rodkiem przeksztalcenia przez
promienie odwrotne, a iloczyn 0A. OB jest z tego powodu stalym.

11. Trzy wewngtrzne srodki podobieristwa dla kazdychk dwu
z drzech okregow leiq na jedney proste).
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Niech danemi kotami beuy,
A, B1iC, 17— Srodkiem podo-
bienstwa dla AiB,8 — dla A
iCo—dlaBif. Dokolal
poprowadZmy dwie styczne ro-
wnolegle do stycznych wspél-
nych dwu okregom 41 € i prze-
cinajacych si¢ w punkcie P.
Jefli uwazaé bedziemy dwa
_ kola A1 B to £ 1P sg punktami
odpowiednymi i dla tego wraz ze §rodkiem podobiefista 7 lezg na je-
dnej prostej. Jedli teraz uwazaé bedziemy kola B i €, to punkty f i 7
sg rowniez ‘punktami odpowiednymi i dla tego wraz ze Srodkiem
podobiefistwa « lezg na jednej prostej. Ztad wypada, Ze punkty
o, B, 7 lezg na jednej linii prostej. :

Dodatek 1. W taki sam sposéb mozna dowie$c, Ze prosta,
laczaea dwa Srodki wewnetrzne podobiefistwa przechodzi przez ze-
wnetrzny §rodek podobiefistwa trzeciej pary kol.

Dodatek 2. Twierdzenie powyZsze stosuje sie tez i do dowol-
nych trzech krzywych, z ktérych kazde dwie sg podobnie wzgledem
siebie polozone; gdyz mozemy do tych trzech krzywych dodaé trzy
kola odpowiedne i twierdzenie jest wtedy prawdziwem dla Srodkow
podobiefistwa tych kol, ktére sg zarazem Srodkami podobiefistwa
i dla trzech krzywych.

. Przyklady.
397 Nakrefli¢ kolo styczne do dwu danych kél z warunkiem, azeby
prosta lgczgea dwa punkty stycznoém przechodzila przez dany
o opunkt;
398, Nakresli¢ kolo styczne do'dwu kol w Jeduakowy sposéb i prze-
“cinajgee dang prostg przez zewngtrzny srodek podobiefistwa
/. tych kél, przechodzgca wedlug danej cigeiwy.
39& Dane sg dwa kola 4 i B jakotez punkty D, £ i F; nalezy przez
pn’nkt. D poprowadzié kolo € 2z warunkiem, aZeby linia po-
- tegowa dla 41 € przechodzﬂa przez E, linia za§' potggowa dla
Bi € przez F,
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W czworokgcie ABCD bok AB ma stale poloZenie i stosunki
pomiedzy odcinkami przekatnych sg stale; wyznaczy¢ miejsce
geometryezne lini €D,
Niech punkt O bedzie punktem przecigeia sie przekatnych
i niech bedzie:

A0: 0C=m:n; BO: 0D=p: ¢
dajmy, Ze punkt 0, ktéry jest dowolnym, opisuje pewng
krzywg A, Jeéli krzywe te odno$nie do 4 pomnozymy przez
(m -+ n) : m, odno$nie za$ do B przez (p + ¢) : p, otrzymamy
krzywe, ktére jednoczesnie zostajg opisane przez C'i D; krzywe
te sg podobne wedlug stosunku p (m + n):m (p + ¢) iich
§rodkiem podobiefistwa jest jaki§ punkt # na prostej 4B
(11, dodat. 2). Poniewaz punkty € i 0D sy punktami od-
powiednymi, wige prosta (') przechodzi przez punkt M, gdyz
stosunek M C : MD réwna sig stosunkowi wyZej przytoczonemu.
W ten sposéb mozna dowiesé, ze stosunek M4 : MB jest stalym
tak, Ze M jest stalym punktem, a zatem jest miejscem geome-
tryeznem dla CD.
Nakreslic kolo styczne do dwu danych kél i przechodzace
przez dany punkt.
Znamy potege Srodka podobienstwa danych kél odnoénie do
kola szukanego. Na tej zasadzie mozemy wyznaczyé jeszoze
jeden punkt szukanego kola i zadanie sprowadza sig do 238

. Nakresli¢c kolo, przechodzgce przez dany punkt i styczne do

danej linii prostej i do danego kola.

Zadanie to jest szezeglnym przypadkiem poprzedniego, gdyz
dang lini¢ prosts mozemy uwazaé jako kolo o promieniu nie-
skoficzenie wielkim.

Nakresli¢ kolo styczne do trzech danych kél.

Zadanie to za pomocg metody podanej przy przesunigciu
réwnoleglem, daje si¢ sprowadzi¢ do zadania 401.

Zadanie to daje si¢ tez rozwigzaé i za pomocy, sposobu zasto-
sowanego do zadania 201. Tréjkat, majgey sie wykreslic, jest
ten, ktérego wierzcholki lezg na punktach styeznoéci; bok
tego trdjkata przechodza przez trzy ze Srodkéw podobiefistwa
danych kél. Biorge te §rodki podobiefistwa za frodki prze-
ksztalcen przez promienie odwrotne, za potegi za§ przeksztal-
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cenia takie wielkosci, aZeby kaide dwa kola przechodzily
wskutek przeksztaleenia jedno w drugie, widzimy, Ze kazde
z k6t po trzech przeksztalceniach stanie si¢ tem samem, jakiem
bylo pierwiastkowo. Nie ma zatem istotnej réznicy pomiedzy
tem 1 poprzednio rozwigzanem zadaniem.

Najprostsze jednak i najdowcipniejsze rozwigzanie otrzymu-
Jjemy, opierajac sig na twierdzeniu, ze linia potegowa dwu kol
przecina pod jednakowym kgtem kola styczne do obu danych
kol i do wspolnej stycznej tych kol :

Ztad bowiem wypada, Ze linie styczne do szukanego kola
w punktach jego przecigcia sig z liniami potegowemi danych
kot sg rownolegle do tych wspolnych stycznych do két danych,
ktére nalezg do tego samego ukladu kél stycznych co i szu-
kane. (Zewngtrzne styczne wspélne dla dwu danych kol na-
lezg do ukladu kol stycznych do danych w jednakowy sposéb,
wewnetrzne do tych, ktére sg niejednakowo styezne). Niech
A, B i C oznaczajg dane kola. Jefli szukane kolo i kolo 4
uwaza¢ bedziemy jako kola podobnie poloZone z punktem
stycznosci jako §rodkiem podobiefistwa, to obie linie potegowe
dla 4 i B jakotez dla 4 i C sg odpowiednemi dla dwu linij pro-
stych, z ktérych jedna laczy punkty stycznofci pomiedzy A4 i
wspélnemi stycznemi do 4 i B, druga za$ Iaczy punkty styczno-
$ci pomigdzy kolem 4 i wspélnemi stycznemi dla 41 €. Te dwie
proste zatem przecinajg si¢ w punkcie, ktéry odpowiada &rod-
kowi potegowemu danych kél i linia prosta, Igczaca te dwa
punkty przechodzi zatem przez szukany punkt stycznosci.
‘Wiszystkie inne zadania, w ktérych kolo oznaczonem jest przy
trzy z wyzej przytoczonych warunkéw moga byé uwazane jako
szezegblne przypadki, tylko co rozwigzanego zadania.

. W trojkat ABC wpisaé trzy kola S,, 8, i 8. w ten sposéb, aZeby
kaide z nich bylo stycznem do dwu pozestalych ido dwu
bokéw trojkata.

Znane to zadanie zostalo po raz pierwszy rozwigzanem przez
matematyka wloskiego Malfattiego (7 1807), ktéry obliczyl
promienie szukanych k6l i znalazl dla nich wartoéci, dajgce
sieg z latwoScia wykreSlic. W r. 1826 Steiner podal
twierdzenie, ze kazda ze stycznych wspélnych dwu danym ko-
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fom w punkcie ich zetknigeia jest zarazem styezng do dwan
z kol, ktore dajg sie wpisaé w trzy trojkaty, na ktére dwdj-
sieczne rozdzielajy dany tréjkat. Twierdzenie to odrazu daje
prosty sposob wykreslenia. Steiner jednak nie dat dowodzenia
tego twierdzenia, wskazal tylko, Ze dowodzenie to polega na
szeregu  twierdzen o S§rodkach podobiefistwa, liniach potego-
wych, kolach potegowych i t. d., ktére to twierdzenia podal.
Dopiero w r. 1874 dat Sc/riter dokladne dowodzenie zgodnie
ze wskazowkami Steinera, lecz dowodzenie to Schriter
otrzymal za pomocg doSé zlozonych przeksztalcefi przez
promienie odwrotne. - My podamy konstrukcye Steinera,
opierajac sie na bardzo elementarnych twierdzeniach.

Punkty stycznosei wraz z bokami tak oznaczymy, Ze przebie-
gajac  obwbd . trojkata, po kolei napotykamy nastepujace
punkty: 4, e;, e, B, @y, ay, C, by, by oprécz tego niech ¥ bedzie
punktem stycznosci kél 8, i &8, B — punktem stycznosci
S, 1.8, i nakoniec '« — @ punktem stycznoSci S, 1 8.
Kolo, ktére jest styczmem do kél S, i 8. w Qi prze
chodzace przez e; przecina AC w punkcie ) i tworzy
- rowne katy z bokami 4B i AC (9). Styczne zatem do tego kola
w punktach e, i D przecinaja sie na dwéjsiecznej kata A i two-
rz9, z dwoma bokami czworokgt wpisany, tak ze luk e,/ rowna
si¢ katowi 4. Kolo ¢,0f réwniez przechodzi przez punkt ¢,
Niech to ostatnie kolo i kolo §D/, przecinajg si¢ w punkcie £,
- Lecz /e Eby= / ¢,&: + /[ b,D3=—=180" — Y, A ztad wy-
pada, ze kolo ¢, Eb, ma swéj srodek w 4. Kolo e,¢308 przecina
AB, AE i styezng w punkeie ¢, wedlug réwnych cigciw, gdyz
Ae, = AE 1 kolo przecina AB i Dfe, pod réwnymi katami.
W ten sam spos6b mozna dowieSé, - ze kolo ABDb, przecina AF
i styezng W D wedlug réwnych cigeiw. ' Niech teraz styczne
w punktach ¢, i D przecinajg sig w#, linie za§ AE odpowiednio
w punktach G i A. Z réwnan ¢,/ — DF, 36 = EG, DII—HE
wypada, Ze jeden bok tréjkata GFHrowna si¢ summiedwu po-
zostalych;ztad wynik«, ze punkty G i H zlewaja sie z punktem /'
tak, ze AEF staje si¢ dwéjsieczng kata 4. Kolo zatem c¢,c,03
przecina 4B, AL i'styezne wpunktach e i § pod réwnymi kg-
tami i dla tego moZemy nakresli¢ kolo z niem wspolérodkowe

http://rcin.org.pl



AR T

styczne do tych caterech prostych. W ten sam sposéb mozna
dowies¢, ze kolo to jest takie stycznem do dwdjsiecznej kata
B, czem dowiedliSmy twierdzenia Steinera. JeSli cheemy takze
uwzglednic i takie kola, ktére sg styczne i do przediuzen
bokéw, to zadanie otrzymuje i inne rozwigzania, ktére sig
wyprowadzajg z poprzedniego za pomocg nieznacznych zmian.
Jesli w zadaniu zamiast bokéw tréjkata’wezmiemy trzy kola,
to wtedy wystarczy zbadanie figury przeksztalconej przez pro-
mienie wodzace odwrotne z punktem przecigcia si¢ dwu z tych
kol jako &rodkiem przeksztalcenia. Tiatwo widzieé, Ze i do tego
nogolnionego przypadku twierdzenie wyzej dowiedzione daje
sig zastosowaé, jeSli zamiast dwdjsiecznych katéw weZmiemy
kola, dzielace katy pomiedzy danemi na dwie réwne czelci
(kola potegowe) i zamiast stycznej w 8 — kolo jej odpowiada-
jace w figurze przeksztalconeji t. d.

O moznosei rozwigzania danego zadania za pomoeg
cyrkla i linialu.

Jezeli nie jesteSmy w stanie rozwigzaé danego zadania, to na-
suwa nam sig pytanie, czy ta niemoZnoS¢ rozwigzania jest wynikiem
niedostatecznego zrozumienia zadania i nieodpowiednego jego
traktowania, czy tez jest ona wynikiem tej okolicznosei, Ze dane
zadanie nalezy do rzedu tych, ktérych za pomocg cyrkla i linialu
rozwiazaé nie mozemy. Sposoby, ktére teraz wyloZzymy dadzg nam
moznoS¢é rozstrzygniecia tej kwestyi w najwiekszej liczbie przy-
padkéw.

Jedli zadanie daje sig rozwigzaé, to rozwigzanie to jakkolwiek
zlozonem ono by bylo, sprowadza si¢ do dwu zasadniczych wy-
kreSleni: poprowadzi¢ prosta przez dane dwa punkty i wykresli¢
kolo, ktérego §rodek i promiefi sg dane. Kazdy punkt wyznacza
sig z przeciecia sig dwu prostych, prostej i okregu kola lub dwu
okregbw kél. Jedli teraz wyobrazimy sobie, Ze za pomoca wzoréw
i metod geometryi analitycznej obliczyliémy wspélrzedne punktéw,
ktére otrzymujemy za pomocg kolejnych wykresler, to w ciggu ca-
lego rachunku bedziemy tylko potrzebowali rozwigzywaé réwnania
stopnia 1-go lub 2-go. Mozemy zatem kazdg wielkos¢ przez
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wykre€lenie otrzymang, wyrazi¢ za pomocg danych, tak, Ze otrzy-
mane wyrazenia nie beds zawieraly innych niewymiernoSci oprécz
pierwiastkéw kwadratowych. PoniewaZ za$ z drugiej strony wiemy,
7e kazde takie wyraZenie daje sig wykresli¢, wige widzimy, ze ko-
niecznym i dostatecznym warunkiem aZeby zadanie dalo  sig
rozwigzaé za pomocqcyrkle i linialu jest, aieby szukane wiel-
kosci daly sie wyrazié wymiernie za pomocy danych i za pomocy
pierwiastkow kwadratowych.

Badania nad réwnaniami dajacemi si¢ rozwigzaé za pomocs
pierwiastkéw kwadratowych znajdzie czytelnik w pracach autora
,Om Ligniger, der kunne loses ved kvadratrod* i ,Teorya réwna
algebraicznych.“ Kopenhaga, Andr. Fred. Host i Syn 1878 Rozd.
VII. W pracach tych znajdzie czytelnik dowodzenie nastepujacych
twierdzefi:

1. Opricz przeci¢é ostrokregowych nie ma krzywych, kidryech
praecigeie Sig 2 linig prostg dalo sig wyznaczyc za pomocq cyrkla
i lintadu.

2. Opricz przecigd okregowych nie ma krzywych, do ktérych
ostro po z dowolnego punktu moinaby hylo poprowadzic styczng
za pomocg cyrkla i linialu.

8. Jesli za pomocg cyrkla i linialu moiemy wyznaczyc punkty
preecigeia sig dowolnego promienia peku z krzywq nieprzechodzqeq
przez wierzcholek peku, to rzqd krzywej musi byé polegg liczhy 2,
i w peku muszqg byé przynajmnicj dwa takie dromienia, ktérych
punkty przeciecia sie z krzywg po dwa sig zlewajq.

Z tych twierdzefi moZemy za pomocg przeksztalcef otrzymaé
nowe; mozemy tez badania podobne prowadzi¢ dla ukladéw innych
linij odmiennych od pekéw linijnych, jak np. dla ukladow kétit. p.
Odnoénie do tych uogdlniefi znajdzie czytelnik wskazéwki w wyZej
przytoczonych pracach, w tem miejscu przytoczymy tylko nastepu-
Jjace twierdzenie : .

4- Oprocz hola i linii prostej nie ma innych krzywych, kio-
rych wspdlne przecigcie sig z dowolnem kolem daloby sig wyznaczyc
za pomocg cyrkla i linialu.
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Twierdzenie to daje si¢ za pomocg przeksztalcenia przez pro-
mienie wodzgce wyprowadzié z pierwszego z wyzej przytoczonych
twierdzefi, gdyz kolo i linia prosta sg jedynemi krzywemi, ktére
przez inwersye z dowolnym Srodkiem przeksztalcenia przechodzg
w przecigcia ostrokregowe.

Przytoczone twierdzenia sg w bardzo wielu wypadkach wy-
starczajgcemi. Przypuiémy np., ze w jakjems zadaniu dana jest
linia, ktérej poloZenie jest zupelnie dowolne, i jaki§ punkt X figury
ma upasé na te linig. Odrywajac uwage od tego warunku, widzimy,
ze X leze¢ musi na jakiem$ miejscu geometrycznem, ktére, wedlug
twierdzenia pierwszego, bedzie przecigciem ostrokregowém, jesh
zadanie ma sig [daé rozwigzat za pomocg cyrkla i linialu. "W ten
sam sposéb mozemy zastosowal drugie twierdzenie, kiedy figura
zawiera punkt, ktorego poloZenie jest dowolnem. Zastanawiajge
sig w szczeg6lnoSei nad peirwszym z tych przypadkéw, widzimy
%Ze z poprzedniego rozumowania wypada rodzaj ogélnej metody gra-
ficznej dla rozwigzania zadan. Odrywajac uwage od danej linii
i kreSlge dwie dowolne figury czynigce zadosé pozostalym warun-
kom zadania, otrzymamy dwa poloZenia punktu X, a mianowicie
Xy i X;. Linia X, X; przecina usuniets lini¢ w punkcie, kt6éry bedzie
szukanym punktem, je§li miejscem geometrycznem punktu X jest
linia prosta. Je€li otrzymany w ten sposéb punkt nie jest szuka~
kanym, to nalezy wykredlié jeszcze jedng figurg, przez co otrzy
mamy trzeci punkt X,. Jedli kolo X,X,X, nie przecina usunigte
linii w szukanych punktach, to nalezy wykresli¢ jeszeze dwie figury,
ktore dadza dwa punkty X, i X;. Punkty przecigcia usunigte]
prostej z przecigciem ostrokregu okreflonem przez pieé punktéw
X, Xay Xy Xy, X; dajg sig wykreslic za pomocg cyrkla i linialu.
Jedli ofrzymane punkty przecigeia nie sg szukanymi, to zadanie nie
daje sig rozwigzaé za pomocg cyrkla i linialu. ‘W drugim z dwu
przytoczonych przypadkéw moZemy zastosowaé sposéb podobny.

Gy zadanie rozwigzaliSmy za pomocs cyrkla i liniatu, wtedy,
na zasadzie wyzej przytoczonych twierdzefi moZemy wnosit, Ze
miejscem geometrycznem pewnych punktéw sg przecigeia ostro-
kregowe; w ogélnoSci, nie trudno rozstrzygngl, czy te miejsca
geometryczne sg kolami lub liniami prostemi.
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Zastosowania,
Przez dany punkt poprowadzié¢ prosty, od ktérej boki danego-
kata odcinajg danej dlugosei odeinek.
Jedli usuniemy jeden z bokéw kata, to miejscem geemetrycz-
nem punktu, ktéry przez to stal sig swobodnym, bedzie kon-
choida. PoniewaZz za§ polozenie usunigtej linii prostej jest
zupelnie dowolnem i niezaleznem od konchoidy, wige zadanie
nie daje si¢ rdzwigzaG za pomocy cyrkla i linialu, Dla pe-
wnych poloZeni danego punktu (gdy np. lezy na dwdjsiecznej
kata) prosta moze przybraé takie wzglgdem konchoidy poloze-
nie, ze zadanie daje sig rozwigzac.
Z dwu punktéw stalych poprowadzono linie proste do dowol-
nego punktu kola ; nalezy dowies¢, Ze miejscem geometrycznem
linii prostej laczacej dwa pozostale punkty przecigcia sig dwu
prostych z okregiem kola jest przecigcie ostrokrggowe.
Twierdzenie to jest wynikiem moznoSci rozwigzania zadania
201 za pomocg cyrkla i linialu,

Umiesci¢ trojkat trzema jego wierzcholkami na okregach trzech.
danych kél.

Zadania tego rozwigzal nie mozemy, gdyZ usunawszy jedno
kolo, widzimy, Ze miejscem geometrycznem oswobodzonego
przez to wierzcholka nie moze byé ani linia prosta ani kolo.
Gdyz w szezegblnym przypadku, kiedy dwa kola sgliniami
prostemi, tr6jkat zas zamienil sig w linig prostg, miejscem
geometrycznem szukanego punktu jest elipsa.

Zbudowadé trojkat znajac a, ¢ i B—C.

Odcigwszy BC i prowadzge z punktu B dwie proste, z ktérych
jedna tworzy z BC kgt réwny polowie danego, druga za$ jest
prostopadly do poprowadzonej prostej, latwo widziec, ze zada-
nie sprowadza sig do nastgpujacego: Z punktu €' poprowadzié
prosta, od ktérej boki kata prostego odcinajg dlugosé 2e.
Poniewaz zadanie to jest szczegélnym przypadkiem zadania
405, wigc musimy je oddzielnie badaé, Jesli usuniemy punkt €
to linia 2¢ §lizgajgc sig po ramionach kata prostego, tworzy
hypocykloide.

Poniewaz linia BC = a i dany kgt mozemy tak zmieniaé, aZeby
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punkt € proybral dowolne poloZenie bez zmienienia hypo-
cykloidy, wige zadanie nasze nie moze by¢ rozwigzanem za po-
mocg cyrkla i linialu.

Dany kat podzieli¢ na trzy réwne czesei.

Zadanie to mozna bardzo latwo zamieni¢. w nastgpujgce:
Przez dany punkt 4 okregu kola poprowadzi¢ prosty, ktéra
przecina okrag kola w punkeie X, dowolnie za$§ dang Srednice
w punkcie ¥ tak, aZeby odcinek XY réwnal si¢ promieniowl.
Usuwajac érednice, znajdziemy, Ze miejscem geometrycznem
punktu Y jest krzywa czwartego rzedu majgca punkty po-
dwdjne w nieskoficzenie odleglych punktach kolowych urojo-
nych i w punkcie 4 i przechodzges opréez tego przez Srodek
kola. Poniewaz $rednice tworzg wigzke promieni, ktérej
wierzcholek nie jest szczeg6lnym punktem krzywej, wige konie-
cznym warunkiem moznofcirozwigzania zadania jest ten, azeby
rzed krzywej byl o jedno§¢ wigkszym od potegi 2. (Patrz wyzej
przytoczone prace). Zadanie zatem nie daje si¢ rozwigzaC za
pomocg cyrkla i liniatu,

Punkt Pidwa kola sg dane; nalezy poprowadzit przez P
prosta ipo jednej stycznej do kazdego z kol w ten sposéb,
azeby punkt ”i dwa punkty stycznosci byly érodkami bokéw
tréjkata utworzonego przez poprowadzone trzy proste.

Jesli X'i Y sy punktami stycznodci, to tréjkat X YP powinien
mie¢ takie poloZenie, Ze jego wysokoSci odnosnie do punktéw
X i Y powinny przechodzi¢ przez rodki k6. Jesli kolo, prze-
chodzgce przez X obr6cimy okolo punktu P ku okregowi prze-
chodzgcemu przez ¥, to punkt X upadnie na jaki§ punkt X,

czynigey zado§¢ warunkewi, azeby linie PY i PX, tworzyly
réwne katy z prosta poprowadzong od punktu P ze érodka
kola. Promien poprowadzony do punktu X, tworzy wiadomy
kat z linig PY, gdyz przed obrotem byl on prostopadiym do-
linii PY i zostal obrécony o kat wiadomy. Jesli teraz zechcemy

zbudowacé trojkat PX, 0, gdzie 0 oznacza Srodek kola, to za-
danie sprowadza si¢ do zadania 408 i dla tego nie daje sie
rozwigzaé za pomocg cyrkla i linialu,
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Przedmowa auntora.

Juz na wiele wiekéw przed nasza era geometrya zajela wy-
sokie stanowisko. PoniewaZ woéwczas algebra nie dosiegla jeszcze
stopnia rozwoju, na ktérym péiniej tak wazne uslugi oddawala
geometryi, wiec starozytni przy rozwigzywaniu zadaf musieli sig
postugiwaé prawie wylacznie sposobami czysto geometrycznymi.
Nie dziw wige, Ze w ich pismach rozwigzywanie zadaf na wykre§le-
nie odgrywa tak wazng rele. Chociaz matematycy do najnow-
szych czaséw interesowali si¢ podobnemi zadaniami, to jednak
rozwinigcie sposob6w traktowania ich bylo bardzo nieznaczne.
Tak np. Apollonius mégl byt tak dobrze jak i Steiner rezwigzat
zadanie Malfatticgo, jeliby je tylko znal.

Rozwigzyw anie zadah na wykreSlenie jest dotychczas jeszcze
przez wielu uwazanem jako rodzaj odgadywania szarad, dost¢pne
tylko dla niektérych szczegélniej przez nature uposazonych umyslow.
BezpoSredniem nastepstwem takiego sposobu zapatrywania sig,
bylo to, Ze zadania konstrukeyjne w ogélnoSci male tylko znalazly
uwzglednienie w szkole, w ktérej jednak powinny zajaé miejsce, i to
miejsce honorowe, Zadne bowiem inne zadania nie przyczyniajg sig
w tak wysokim stopniu do rozwinigcia zdolnoSci obserwacyjnych
i kombinacyjnych ucznia, i nie majg takiego uroku jak zadania
geometryczne konstrukeyjne.

Niniejsza ksigzka przedstawia prébe podawania uczgcym sie
sposobéw rozwigzywania zadan konstrukeyjnych, Powstala ona w ten
spos6b, Ze sam rozwigzywalem znaczng liczbe zadan po czesci ory-
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ginalnych, po czeéci zas zaczerpnietych z dawniejszych zbioréw za-
dan. Rozwigzawszy zadanie, staralem si¢ wykry¢ idee, ktora napro-
wadzi¢ musi na rozwigzanie 1 nastepnie analizowaé bieg mySli, ktéry
wywolal te idee, ito w celu wykrycia mniej lub wiecej ogélnych
metod rozwigzywania zadah. Z tego wynika, Ze w rzadkich tylko
przypadkach moglem si¢ poslugiwaé rozwigzaniami innych autoréw,
gdyz w rzadkich tylko wypadkach z takich rozwigzah moZna sg-
dzi¢ o biegu my$li, ktéredo nich doprowadzily. Jednakze, samo przez
sie rozumie sig, Ze moje rozwigzania, a szczegolniej latwiejsze, sg zu-
pelnie podobne do rozwiazan innych autoréw. Moze tez byé, Ze
niektére zadania dadza sie rozwigza¢ w sposob latwiejszy anizeli
przezemnie podany, lecz na to musze zwrécié uwage czytelnika, Ze
zawsze dawalem pierwszefistwo zadaniu, ktérego idea jest jasna
i wyraZzna przed innemi, ktére nosza na sobie pietno przypadko-
wosel, chociazby ich praktyezne wykonanie bylo nieco latwiejszem.

Poniewaz moim celem sg metody, wiee sposoby rozwiazania
-89 tylko wskazane, szezegilowe za§ rozwinigcie i rozbiér zadai zo-
stawilem czytelnikowi, lub tez nauczycielowi. Z figur podalem tylko
niektore, gdyz jasniejszy poglad na figure otrzymujemy wtedy, gdy
ja sami kreslimy, W ogdlnoSci jestem tego zdania, ze ksigike moja
nalezy nie czytac lecz studyowac,

»Metody i teorye i t. d.** ukazaly sig po raz pierwszy w r. 1866
w jezykn dufiskim. Ksigzka wiee moja przeszla przez jedng probe
i $mialo rzec moge, Ze jg dobrze wytrzymala. Mam bowiem dowody,
ze wywarla znaczny wplyw na wyklad geometryi nie tylko w Danii,
lecz jeszeze 1w dwéch sgsiednich panistwach pélnocnych. W tem
lezy tez przyczyna, Ze oSmielilem si¢ wystapi¢ przed szersza pu-
blicznoscia. *) Spodziewam si¢, Ze ksigzka moja okaze sig i tam
uzyteczng , juz to jako $rodek pomocniczy przy wykladzie geometryi
elementarnej, juz tez jako przygotowanie do nauk nowszej geometryi.

Juliusz Petersen.

*) Niemieckg.
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wiersz £ gory wierss
5 =
6 =
8 =
14 -
10i 12 —
17 =
8 —

i —_
19 —
20 —_—

z dolu

zamiast powinno byé.

dany zZnanym

lub 137 wypuéeié
punkty linie

bolk przekgtna
romb kwadrat ukodény
analoyii analogii
przekatnia  przekatna
drugie ha a

katami bokami
bokami kgtami

A, A,

na innej drodze inng drogg
polozenie poloZenie
pozostaje nie przestaje
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