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-Myśl obecncj pracy powslała z powziętego przez nas zamiaru opisania, a właściwiej, podania for-
muł, używanycli przy konstrukcyi metalicznych rezerwuarów, służ^icych do zasilania wod§ lokomotyw 
kolei żelaznych. Zdarzyło sio nam robić podobne rachunki dla Kompanii kolei żelaznej między Chalons 
a (Jrlćans'eni, która, majcie du postawienia pewn^i liczbo rezerwuarów, objętości od "Odo 80 metrów 
sześciennych każdy, i chcjic aby takowe spoczywały na podstawach żelaznych (bellroi), wysokich około 
7'". 50 nad poziomem szyn, życzyła sobie, ażeby wytrzymałość każdoj części, wchodzącej w skhid tej 
budowli, była ściśle obrachowaną ; żeby wziętem było pod uwagę działanie na tę konstrukcyę siły wia-
t ru ; jednem słowem, ażeby rachunki, usprawiedliwiaj^ice wymiary rozmaitych części, obejmowały 
wszystkie kwestye, mogące sio przedstawić przy takiej budowie, i służyły za typ dla innych tego 
rodzaju pi'ojektów. 

Przy obrachowaniu rezerwóaru we właściwem znaczeniu, to jest, pizy obliczaniu wymiarów tej 
części konstrukcyi w której ma być zbieraną i przechowywaną woda , potrzebnem jest wiedzieć na-
przód ciśnienie wywierane przez wodę na ściany zawierającego ją naczynia, które, najczęściej, są 
ścianami krzywemi: walcowemi i sferycznemi. f)toż, wzory, jakimi się posługuje w podobnych 
okolicznościach, zazwyczaj są podawane zbyt pobieżnie; ich wyprowadzenie, w dziełach traktują-
cych o ciśnieniu, albo jest zupełnie opuszczone, albo też pzcdstawione pod formą, pozostawiającą 
wiele do życzenia., tak pod względem ścisłości, jak również i codo ich ogólności: takióm jest np. 
dowodzenie P. Morin, lub P. Lowe (jedyne zresztą jakie gdziekolwiek znaleźliśmy). Nadto, przy 
obliczaniu sferycznej części rezerwóaru, wkrada się niejako nieporozumienie między P. Lowe i 
V. Dupuit; gdyż w dziele P. Lowe (*), pod § noszącym tytuł: « Forces tangentielles quisoUidtent le 
(ond suimnt despetits cerdes horizontaux. Erreur commise n ce sujet far M. Uncjenieur Dupuit. Ex[ r:i-

C) ( I . 11. LOWE : Des diverses resistances de la fonłe. du for et dc facier. 
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sion de lai somme de ces forces, » znajdujemy następujący nslop : « (Juant à la force (|ui tend à rompre 
« un rés(ervoir à fond sphériquc, suivant un ])etit cercle horizontal, quoique facile à déterminer, elle 
« vauL l;a pleine qu'on s'y arrête et qu'on la calcule d'autant plus que quelques ingénieurs éminents 
« ont co.nuiiis, à cet égard, une erreur que je signalerai et releverai en son lieu, D Ten sam autor, 
przyszedttszy do wypadku, różniącego się od togo jaki otrzymał P. Dupuit (*), powiada dalej : « C'est 
« probablement en se servant de cette formule, déduite par M. Dupuit d'une formule inexacte, (jue 
« les ingénieuis de la Compagnie de l'Ouest ont été amenés à construire des réservoirs en tôle dans 
« lesquels les épaisseui-s du métal de la calotte vont en augmentant vers le milieu. » 

Okoliczność ta, zniewalając do bliższego rozpatrzenia kwestyi tyczęcej się dna sferycznego rezer-
wóaru, pocii^gała za sob^i, jako naturalny wstęp do lego przedmiotu, rozpatrywanie ciśnienia na 
ściany krzywe w ogólności. 

W dziełach traktuj^icych o Ilydrostatyce, jakie mieliśmy pod ręk^i (P. P. Bélanger, Delaunay, Duna-
mel, de Freycinet, Sturni; Hydraulika P. Bresse i W Collignon), prócz twierdzenia Archimedesai 
twierdzenia tyczącego się ciśnienia na mztjstkie ściany naczynia, których dowodzenie jest rozwiniçtém 
w zupełności, znajdujemy zaledwie wzmiankę o ciśnieniu na ściany krzywe, lub tylko w krótkości wy-
słowione niektóre rezullata, nie obejmujące rozmaitych przypadków, w jakich ściany mog^i sięznaj-
(łować, a w każdym razie, potrzebuj^ice pewnego wyjaśnienia, jako nie będęce odrazu widocznymi. 

Powzięliśmy więc myśl rozwinięcia wskazówek, pobieżnie rzuconych w niektórych z dzieł wyżej 
wymienionych; wyprowadzenia wzorów, podawanych bez dowodzenia; zapełnienia braku jaki się 
spotyka w teoryi ciśnienia na ściany krzywe. 

liaz wszedłszy na tę drogę, teoretyczna kwestya ciśnienia byłaby niezupełn^i, gdyby rozpatrywa-
nie ciśnienia na ściany krzywe niebyło poprzedzoném kwesty^ ciśnienia na ściany płaskie, tém bardziej, 
że szukanie ciśnienia wypadkowego na ściany krzywe często się sprowadza do tych ostfitnich, i że 
leorya ścian płaskich, jakkolwiek prosta i traktowana z pewnymi szczegółami, pozostawia do życzenia 
tak podanie rozmaitych prgykîadôw na jej zastosowanie, jak wykazanie zwiyzku,w jakim teorj^a ciś-
nienia hydrostatycznego zostaje z innemi teoryami. Ściany płaskie znajdując więc naturalne miejsce 
przy ścianach krzywych, rozi>atrujemy, dla całości kwestyi, obydwa przypadki ścian, i pracy niniej-
szej dajemy tytuł: Teof}ja ciśnienia cieczy na ściany płaskie i na ściahy krzywe. Rozumiemy że ciecz 
znajduje się w spoczynku i pod działaniem jednej tylko siły ciężkości. 

l>rzy ścianach płaskich, [)0 wyprowadzeniu ogólnych wzorów, przytaczajcie szereg przykładów, wska-
zujemy, jak znajomość niomenln bezwładności (moment d'inertie) ściany może być z korzyści^i zużyt-
kowan^i na prędkie znalezienie jej środka ciśnienia, i jak^ własność, co do tego punktu, posiadaj^i 
ligury foremne; po metodzie analit5:cznej, rozpatrujemy następnie m e t o d ę geometryczn^i, z której 
wyprowadzamy graficzny sposób znalezienia prostopadłej zawierającej środek ciężkości walca koło-
wego lub elliptycznego, ściętego płasczyzn^i nachyloną do jego podstawy pod kytem nieprzewyższa-
5ącym : koiiczyniy nareszcie dział ten porównaniem wypadków, otrzymanych z teoryi ciśnienia 
liydrostatycznego, — teoryi opartej na samej własności cieczy i wolnej od hypotez, — z rezultatami 
do jakich przyprowadza powszechnie w Mechanice zastosowanej przyjęta, a polegająca na pewnej 
hypotezie, teorya układu (répartition) ciśnienia na poprzeczne przecięcie ciała stałego, znajdującego 
się. pod działaniem sił do tego przecięcia normalnych. 

Przy ścianach krzywych, rozpatrujemy ściany najwięcej w praktyce używane : walcowe, stoż-
kowe i sl'ervczne, w rozmaitych ich położeniach względem kierunku pionowego (siły ciężkości), 

(') J. iHuPLir : Traité théorique et pratique de la conduite et de la distribution des eaux. 
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używajcie, (lo przedstawienia natężenia wypadkowych ciśnień, metody geometrycznej, która, obok 
innych dogodności, wyjaśnia w sposól) dotykalny jjowszechnie znany hydrostatyczny paradoks, i 
na zastosowanie której podajemy inne przykłady, jak np. szukanie wypadkowego ciśnienia na 
powierzchnie obrotowe jakiekolwiek. 

Przedsiębiorąc tę pracę, musieliśmy zaczg,ć od rozpatrzenia i geometrycznego przedstawienia 
ilości, ściśle z naszg, kwesty^ \ z^idLnc] ciśnieniem na jedność powk^^^ ta okoliczność 
wprowadziła nas na drogę czystej Ilydrostatyki i wymagała poprzedniego nadmienienia o niektórych 
ogólnych własnościach ciał ciekłych. Wyprowadzając zwi^izek miedzy ciśnieniem w danym punkcie 
i sił^i ciężkości z ogólnego równania Hydrostatyki, podaliśmy dowodzenie tego równania z wyjaśnie-
niem kwestyi niedostatecznie przez autorów rozwiniętej, a tyczg,cej się sposobu przejścia od cząstko-
wych przyrostków ciśnienia w danym punkcie do przyrostku całkowitego w punkcie nieskończenie 
mu bl izkim; prócz tego dodaliśmy pewne uwagi, według nas, lepiej rzecz przedstawiające. 

Teorya ciśnienia cieczy na ściany naczynia zostaje w skutek tego poprzedzon^i kwestyami przygo-
towawczemi, które, umieszczone na wstępie i stanowiac dział osobny, mog^ być, dla ich podrzędnej 
ważności, opuszczone, i nic przeszkadzają wn iczćm przyst^ipieniu wprost do samego przednnV>tn. 

Dzielimy więc obecną pracę na następujące trzy części: 

Wiadomości ogólne z Hydrostatyki : 

A) Wiadomości wstępne i wyprowadzenie ogólnego 
równania Hydrostatyki. 

B) Zastosowanie ogólnego W2oru Hydrostatyki do cio- , 
czy ważkich. 

llozDziAŁ I. Teorya ciśnienia cieczy na ściany płaskie. 

R O Z D Z I A Ł H . Teorya ciśnienia cieczy na ściany krzywe. 
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WIADOMOŚCI OGOLNE Z HYDROSTATYKI. 

A. WIADOMOŚCI WSTKPNE I WYPIIOWADZKNIE OGÓLNEGO 1IÓW.\AMA HYDiiOSTATYKI. 

HTHKSZC.ZENIli;: W z a j e m n e oddziaływanie jednych cząsteczek; cieczy na drugie i na ściany naczynia: c iecze d o s k o n a l e — Zasada jed-

nakowego przekazywania ciśnienia na wszystkie punkta —Ciecze naturalne — Ciągłość materyi ciecz składającej — Ciś-

nienie wywierane na cząsteczkę cieczy przez wszystkie inne jej cz.jsteczki. — Określenie c iśnienia na jedność powierz-

chni w danym punkcie c i e c z y — U ó w n o ś ć t e g o ciśnienia w każdym kierunku. — Różnica między równośc ią ciśnienia 

w każdym punkcie a równości?, ciśnienia w każdym kierunku. — Zadanie I l y d r o s t a t y k i — W y z n a c z e n i e w fuukcyi ciś-

nienia, danego w punkcie M, ciśnienia w punkcie nieskończenie mu blizkini M — l lożn iczkowe równanie ciśnienia 

w d a n y m punkcie cieczy — Równanie powierzchni jednakowego c i ś n i e n i a — Z w i ą z e k między c i śn ien iem i gęstością 

w jakimkolwiek punkcie cieczy. 

1. W z a j e m n e oddz ia ływanie j e d n y c h czę,steczek c i e c z y n a d r u g i e i n a ś c i a n y na-
c z y n i a : Ciecze doskonałe. Już w Mechanice ciał stałych rozpatrują się takie ciała, których po-
wierzchnia może przeciwstawić działającej na niy zewnętrznej sile tylko reakcyr; normalną do tej 
powierzchni; tak że wszelka, nawet nieskończenie mała, zewnętrzna siła przyczepiona do punktu, 
leżącego na takiej powierzchni, w kierunku do niej nie normalnym jest dostateczny aby nadać ruch 
ternii punktowi : mówimy o powierzchniach bez tarcia, czyli o powierzchniach doskonahjch. Mecha-
r.ika ciał płynnych nadaje własność nie tylko zewnętrznej powierzchni tycli ciał, ale jeszcze i każdej 
zosobna ich cz^isteczce, to jest, powierzchni każdej cząsteczki wchodzycej w skład cieczy lul) gazów; 
tak że brak icszelkicfjo (adherence), wszelkiego /arna (frottement) : 

1) pomiędzy cząsteczkami ciecz składajycemi, 
i>) pomiędzy czysteczkami cieczy i ciałami je otaczajycemi i zostajycemi w bezpośrednieni 

z niemi zetknięciu^ — azatcm, pomiędzy cząsteczkami cieczy i ścianami zawierającegojy naczynia (*) — 
stanowi jednę z chai-akterystycznych cech cieczy, uważanych w Mechanice Rozumowej i zwanych cie-
czami doskonałemi. Ciecze doskonałe są to ciecze teoretyczne. 

2. Raz nadawszy cieczom tę własność, potrzeba przyjąć wnioski jakie z niej bezpośrednio w\ nikają : 

1' Dla cieczy doskonałych, nieskoiiczenie mała zewnętrzna siła, 

a) leżąca w płasczyznie stycznej, spólnej do powierzchni dwóch cząsteczek, w jakimkolwiek punk-
cie wziętym na tej powierzchni; jak również, w płasczyznie stycznej, spólnej do powierzchni cząs-
teczki i do ściany naczynia, będzie dostateczną dla nadania cząsteczce ruchu w tej płasczyznie 
stycznej, to jest, dla wprawienia jednej cząsteczki w ślizganie się po drugiej, lub po ścianie na-
czynia; 

0) nieskończenie mała zewnętrzna siła, działająca w kierunku normalnym do powierzchni zetknię-

(*) Łatwiej jest nam pojęć brak przyleganiu i tarcia pomiędzy cząs teczkami c ieczy, aniżeli zupełny n iezależność p o -
między cieczy a śc ianami naczynia; ale ten ostatni przypadek możemy sprowadzić do pierwszego. W rzeczy samej , jeżel i 
ciecz jest z d o h i j przylegać do ścian naczynia, możemy nważać przylegając? do ściany nieskończenie c ienk§ war s twę 
lej cieczy jako wchodzącą w skład samej śc iany; tak że ściany naczynia i ciecz w n i e m zaw^arta będg się dotykać tylko 
siimemi częisteczkami tej cieczy. 
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cia dwóch cząsteczek, jest zdolną oddzielić, czy\\ jedne cząsteczkę od drugiej lub od ściany 
naczynia. 

UwAGv. Gdyby pojęciu o cieczy nie towarzyszyło pojęcie o naczyniu, w jakiem ona musi być za-
wartą, to jest, gdybyśmy wyobrazili ciecz bez wszelkiego naczynia, sens normalnego kierunku ze-
wnętrznej siły byłby dla nas rzeczą obojętną, i bądź przy odrywaniu cząsteczek, "(fig. 1), bądź 

przy ich ściskaniu (tig. 2), cząsteczka A, do której byłaby przyczepioną 
taka siła, zachowywałaby się zupełnie tak, jak się zachowuje wszelki 
materyalny punkt wolny w przestrzeni, i przyjęłaliy ruch odpowiedni na-
tężenia działającej na nią zewnętrznej siły. Ale niezbędna, przy rozpatry-
waniu cieczy, przytomność naczynia zmienia postać rzeczy: w przypadku 
tig gdyby zewnętrzna normalna siła skierowaną była ku stronie płasczy-

zny T, równoległej do ściany naczynia, a w ogólności, do płasczyzny stycznej do naczynia w punk-
cie w którym kierunek siły przebija ścianę; gdyby więc siła ta cjsn -̂̂ a cząsteczkę A, jej natężenie 
musiałoby być bardzo wielkie, aby cząsteczka ustąpiła swego miejsca; tak że, w podobnych warun-
kach, sens zewnętrznej siły, oznaczony fig. 2, odpowiada cieczy. 

2^ Wzajemne oddziaływanie (akcya i reakcya) dwóch cząsteczek zostających z sobą w zetknięciu, 
"jak również, — cząsteczki ciała ciekłego na element powierzchni w^szelkiego innego ciała w zetknięciu 
z tą cząsteczką, a zatem, i na element ściany naczynia, — może ])yć tylko siłą normalną do spólnej ich 
powierzchni zetknięcia, to jest, sprowadza się tylko do ciśnienia normalnego cząsteczki na drugą, 
lub też na ścianę naczynia; i odwrotnie . 

Dodajemy że: 

a) Dla cieczy oddziaływanie cząsteczek jednych na drugie wywiązuje się dopiero po wprowa ' 
dzeniu sity zewnętrznej ; gdyż cząsteczki cieczy doskonałych nic wywierają, same przez się, żadnego 
wewnętrznego działania na cząsteczki je otaczające, z powodu, 'że ciecz laka nie jest systemem 
materyalnych punktów, związanych z sobą pewnymi związkami, lecz tylko skupieniem, na pewnej 
przestrzeni, cząsteczek, zupełnie jedne od drugich niezależnych. Najzupełniejsza swoboda, jaką po-
siada każda cząsteczka, ulegania najmniejszej nawet zewnętrznej sile na nią działającej, jest przyczyną 
dla której, dla uchronienia cząsteczek od rozpierzchnięcia się ich w przestrzeni, zawiera się ciecze 
w naczynia stale. Ciecze, raz zawarte w naczyniu, wywierają na ściany jego ciśnienie nie pierwej, 
jak dopiero wtedy, gdy dążąca do wprawienia w ruch cząsteczki zewnętrzna siła znajduje w ścia-
nach naczynia przeszkodę do urzeczywistnienia tego ruchu(*); w takich warunkach cząsteczki prze-
stają być wolnemi i powstają między niemi działania molekularne. Lecz gdy na ciecz nie działa ani siła 
ciężkości, ani żadna inna zewnętrzna siła, ciecz pozostawiona sama sobie nie wywiera żadnego ciś-
nienia na ściany zawierającego ją naczynia. 

h) Dla gazóiu rzecz się ma inaczej : wzajemne wewnętrzne oddziaływanie cząsteczek jednych 
na drugie istnieje tu samo przez się; wywiązuje się ono z samej natury gazów, z ich sprężystości, 
w skutek której czynią one bezustanne usiłowanie do zajęcia coraz większej objętości; tak że działa-
nia molekularne gazów są, z natury swojej, działania odpychające jednę cząsteczkę od drugiej. Jedna 
więc siła sprężystości, jaką posiadają gazy same w sobie, jest już dostateczną, ażeby takowe, będąc 
zaw^arte w naczyniu zamkniętśm, wywierały ciśnienie (normalne) na jego ściany; wprowadzenie siły 
ciężkości, lub innej jakiejkolwiek zewnętrznej siły, zmieniłoby tylko natężenie tego ciśnienia. 

3. Z a s a d a j e d n a k o w e g o p r z e k a z y w a n i a c i śn ien ia n a w s z y s t k i e punkta . Działania mo-

(*) Jest widocznein , że przy swobodnym spadku cieczy ważkiej zawarte j w r u r ^ e p ionowej , o przeciędu stałem, ża-
dne ciśnienie pomiędzy je j cząsteczkami nie powsta je . 
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lekiilarne określone powyżej, co do kierunku^ ulegają, co do ich natężenia, pewnenui prawu, właści-
wemu tylko płynom i zwanemu powszechnie zasadą jednakowego (równego) przekazywania (Łransmis-
sion) ciśnienia na icszystkie punkta, gdziebyśmy takowe nie uważali. Zasadę tę uważamy nie 
jako wynik rozumowania, ale wprost, jako nabytek spostrzeżeń i doświadczeii, i wyrażamy 
ją w sposób następujący: 

Wywierając zEWNęTRZNiE, jakimkolwiek mechaaicznym sposobem (np. za pomocą tłoka), pewne normcdne 
ciśnienie na pewną cześć pounerzchni cieczy, zostającej w S P O C Z Y N K U , usuniętej od działania siły ciężkości, 
łub wszelkiej innej zewnętrznej siły^ i napełniającej zupełnie naczynie ze luszystkich stron zakryte Ś C I A N A M I 

P Ł A S K I E M I , —ciśnienie to jest przekazane {transmise), z temże samem natężeniem i normalnie, na kiżdą po-
icierzclinię równą lub równowartą powierzchni wprost ciśaionej, bez względu gdziebyśmy nie uważali tę po-
wierzchnię : na ścianach naczynia^ lub też na icszelkiej innej piasczyznie rzeczyiuistej, lub idealnej, loziętej 
w samej massie cieczy, czyli iv jej icnętrzu. 

Co znaczy, że jeżeli ciśnienie, wprost wywierane na powierzchnię 12 cieczy, jest P, znajdziemy, że 
to samo ciśnienie P będzie wywartem na powierzchnię równą 11, wziętą naokoło jakiegokolwiek 
punktu ściany naczynia; nadto, biorąc dowolny punkt w samem wnętrzu cieczy, prowadząc przez 
niego płasczyznę w kierunku również dowolnym, i uważając na tej płasczyznie powierzchnie i>, ta 
ostatnia będzie ciśnioną, z obu jej stron, siłami normaliiemi, równemi i sobie przeciwnemi, i ma-
jącemi za wartość ilość P. 

To, co mówimy o ścianach płaskich, ma miejsce i dla ścian krzywych, z warunkiem, iż zamiast po-
wierzchni jakiejkolwiek il, będziemy rozpatrywać na ścianach, lub we wnętrzu cieczy, powierz-
chnię nieskończenie małą OJ; gdyż wówczas ta ostatnia może być uważaną za element płaski i kwes-
tya zostaje sprowadzoną do pierwszego przypadku. 

Zasada jednakowego ciśnienia we wszystkich punktach stosuje się również i do gazów, usuniętych 
od działania na nie siły ciężkości, lub wszelkiej innej zewnętrznej siły, i zawartycłi w naczyniu ze 
wszystkich stron zakrytem; to jest, że dla gazów, ciśnienie normalne wyicierane w skutek ich nły sprę-
żystości na ściany naczynia, lub na wszelką inną powierzchnię, jaką myślą możemy przeprowadzić iv samej 
massie gazu, jest we wszystkich punktach jedno i to samo. 

Więc widzimy że dla cieczy, lub dla gazów, zostających w warunkach o jakich mówimy, ciśnie-
nie we wszystkich ich punktach jest stałe. 

4 . Ale oczywiście warunki te nie są warunkami w jakich płyny znajdują się w rzeczywistości; 
i tak ciecze uważane w naturze, ])rócz działania na ich powierzchnię ciśnienia normalnego (atmo-
sfery) poddane są sile ciężkości, działającej na każdą ich cząsteczkę zosobna; prócz tego, 
mogą się one znajdować pod działaniem innych zewnętrznych sił jakichkolwiek; również co do 
g a z ó w , — p r ó c z siły sprężystości, działa na nie, co najmniej , siła ciężkości. W warunkach natu-
ralnych, ciśnienie nie będzie stiłem dla wszystkich punktów; przeciwnie, będzie się ono zmieniać 
z punktem jaki rozpatrujemy; ale należy zauważyć, i to jest wielkiej wagi, że w każdym razie, jakie-
kolwiekby były dodatkowe zewnętrzne siły, działające na ciecz, zostającą w spoczynku, zasada jedna-
kowego przekazywania ciśnienia na wszystkie punkta istnieje zaicsze, to jest , że niezależne od działania 
tych ostatnich si!, ciśnienie wywierane na powierzchnię cieczy, przekazuje się całkowicie, z jednem 
i tem samem natężeniem, na wszystkie punkta cieczy lub gazu; tak że ostateczne rzeczywiste 
ciśnienie w jakimkolwiek punkcie jest wypadkową, powstałą ze złożenia dwóch normalnych ciśnień : 

1) ciśnienia stałego wywieranego na powierzchnię cieczy, 

2) innego ciśnienia, wywiązanego w skutek działania innych sił zewnętrznych. 
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Dodając, że ta ostatnia składowa wypadkowego ciśnienia ulega zasadzie Jednakowego przekazywania 
ciśnienia^ pojmujemy, że ciśnienie wypadkowe rzeczywiste musi się zmieniać ze zmianą punktu bez 
względu, czy natężenie zewnętrznej siły jest stałe dla wszystkich punktów cieczy, (jak siła ciężkości), 
czy też zmiemie z każdym jej punktem. 

5. Ciecze naluraine . Mówiąc o warunkach, w jakich ciecze znajdują się w rzeczywistości, powin-
niśmy zauważyć, że sama istota cieczy spotykanych w naturze różni się nieco od cieczy doskona-
łych. Cząsteczki ciał ciekłych naturalnych, zamiast być niezależnemi jedne od driagich, przylegają, 
mniej lub więcej, do siebie ido ścian naczynia; dla wprawienia więc jednej cząsteczki w ślizganie się 
po drugiej, lub po ścianie naczynia, dla oddzielenia cząsteczek, zewnętrzna siła musi mieć pewne na-
tężenie, gdyż powinna ona zwyciężyć siłę pochodzącą z wzajenmego przylegania cząsteczek, czyli sHe 
tarcia, (siłę zewnętrzną dla cząsteczki) działającą w kierunku wprost przeciwnym temu, jaki chcemy 
nadać cząsteczce, i powodującą stratę pewnej części mechanicznej pracy, jakąby wykonała siła przy-
czepiona do cząsteczki, gdyby ta ostatnia była zupełnie wolną w przestrzeni. Spoczy nek cieczy natu_ 
ralnych może zatem mieć miejsce nie tylko przy działaniu normalnem zewnętrznej siły, ale i przy sile 
pochyłej, byleby tylko jej składowa leżąca w płasczyznie stycznej, spólnej do powierzchni dwóch 
cząsteczek, była mniejszą od siły tarcia, jaką cząsteczka jest zdolna wywiązać ; tak 5e, mówiąc ogól-
nie, wzajemne oddziałyicanie cząsteczek ciał ciekłych naturalnych nie jest normalne do spólnej ich powierz-
chni lub do ścian naczynia. Uważając jednak że tarcie^YAl W7stę'puje jawnie tylko w skutek ruchu cząs-
teczek i nie odgrywa żadnej roli dla ciał zostających w spoczynku, możemy powiedzieć, że dla cieczy 
naturalnych w spoczynku^ lozajemne oddziaływanie cząsteczek iGiln^^ch na drugie, jak również i na ciała 
bezpośreidnio je otaczające, — a zatem i na ściany naczynia, — jesł siłą normalną, czjjli ciśnieniem nor-
malnem do spólnej ich powierzchni. 

6. Ciągłość m a t e r y i c iecz składajęicej . Mechanika nadaje cieczom doskonałym jeszcze inną 
własność : ciągłość materyi ciecz składającej, to jest przypuszcza, że ciecze są utworzone z cząsteęzek, 
czyli z niateryalnych punktów, przyłożonych (juKtaposees) jedne do drugich bez najmniejszej między 
niemi przerwy ani próżni, któraby je i)rzedzielała. 

Chociaż to przypuszczenie jest przeciwnem teoryi cząsteczkowej ciał, a ściśliwość cieczy, wprawdzie 
bardzo słaba, dow^odzi widocznej jego fałszywości; jednak, by uczynić możebnem zastosowani-e i'a-
cliunku, możemy, bez popełnienia znacznego błędu (*), podstawić w analizę, —zamiast cieczy rzeczy-
wistej, złożonej z cząsteczek materyalnych, oddzielonych jedne od drugich, —ciecz idealną, omateryi 
ciągłej, równowartą pierwszej co do ilości materyi w niej zawartej, rozdzielając jednostajnie, na pe-
wną objętość, summę materyi, ześrodkowanej w rozmaitych punktach cieczy rzeczywistej, zawar-
tej w tejże samej objętości. Na takiem podstawieniu zyskujemy to, że zamieniamy na a/̂ A-o-

wanie, czyli, wyrażając się analitycznie, znak zastępujemy znakiem 

7. Ciśnienie w y w i e r a n e n a cz§.steczkę c i e c z y przez w s z y s t k i e inne j e j częisteczki. 
Wiemy już, że dla ciał ciekłych iv spoczynku możemy zastosować własność ciśnienia normalnego, bez 
względu czy takowe są ciecze doskonałe, czy też ciecze naturalne. 

(*) Błęd, jaki w skutek tego pope łn iamy, polega jedynie na t e m , że uważając ciecz u tworzony z matery i ciągłej , 
zmieniamy przez lo, o ilości n ieskończenie małe , spólrzędne x,y, z rzeczywistych punktów c i e c z y ; w skutek czego 
zmieniamy, o ilości niebkończenie małe, punk ta przyczepien ia sil (Izialajęcych na cząsteczki, a za tem, i punkt przycze-
pienia siły wypadkowej . Błąd t en , w każdym razie bardzo mały , będzie jeszcze mniejszy dla cieczy jednorodnej, zosta-
jące j ppd wpływem samej tylko siły ciężkości, gdyż w tym raz ie , tak dla cieczy rzeczywiste j , jak też dla deałnej , o 
materyi ciągłej, punk t przyczepienia wypadkowej sil dz ia ła jących na pewną objętość zawsze się będzie znajdować 
w środku ciężkości tej objętości . 
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Uważajmy zalcni pewną masse cieczy w stanie spoczynku. Każda jej cząsteczka, rozpatrywana 
zosobna, ziiajduje się również w spoczynku, a zatem wypadkowa wszystkich sił działających na nią 
sprowadza się do zera. Otoż, siły działające na tę cząsteczkę są : z jednej sirony — aihj ice-
umHrzne, względem rozpatrywanego systemu, inaczej zwane ńłami czasteczkoiuemi, lub molekular-
nemi (forces moleculaires); z drugiej strony — siły zewnętrzne systemowi, to jest siły bezpośrednio 
do cząsteczki przyczepione. Więc każda cząsteczka cieczy w spoczynku, będąc utrzymywaną w tym 
stanie przez wewnętrzne działanie na^nią wszystkich innych cząsteczek cieczy i przez siły zewnętrzne 
do niej indywidualnie przyczepione, wypadkowa sił wewnętrznych musi być równa, co do wiel-
kości, wypadkowej sił zewnętrznych, przyczepioną zaś będzie do cząsteczki w kierunku wprost 
przeciwnym kierunkowi siły zewnętrznej. 

Kształt cząsteczki jest nam nieznany; ale, ponieważ jej wymiary są nieskończenie małe we wszyst-
kich kierunkach, wszelka geometryczna figura o wymiarach linjowych nieskończenie małych, jak 
np. czworościan, sześcian, sfera itp. może być użytą do jej przedstawienia. Dla utkwienia myśli, na-
dajmy cząsteczce formę sfery o promieniu nieskończenie małym. 

Wiemy, że wzajemne oddziaływanie cząsteczek jest ciśnieniem normal-
nśm do powierzchni ich zetknięcia; cząsteczka A (fig. 3) ulega zatem, ze 
strony wszystkich innych cząsteczek ją otaczających, ciśnieniom normal-
nym, więc skierowanym ku środkowi sfery. Gdybyśmy chcieli przedstawić 
długością linji prostej natężenie ciśnienia jakie wytrzymuje cz^isteczka A, 
zbiór tych ciśnień utworzyłby pęk linij prostych, mających za wierzchołek 
środek sfery, i rozchodzących się, od tego punktu, we wszystkich możli-
wych kierunkach; długość wypadkowej wszystkicłi ciśnień wyrażałaby natę-
żenie wypadkowej sił zewnętrznych przyczepionych do cząsteczki. 

8. Określenie ciśnienia na j edność p o w i e r z c h n i w d a n y m punkc ie c i e c z y . Pomiędzy ro-
zmai temi rozumowaniami, jakiemi możemy być przyprowadzeni do określenia <uśnienia na jedność 
powierzchni w danym punkcie cieczy, użyjmy następującego. 

Uważajmy (fig. 4) jakikolwiek punkt JM, wzięty na cząsteczce A, i popro-
wadźmy przez niego dowolnie jakąkolwiek płasczyznę sieczną MS ; wiemy, że 
zbiór wszystkich ciśnień wywieranych na cząsteczko A, po obu stronach ele-
mentu MK tej płasczyzny, daje ciśnienie wypadkowe, równe wypadkowej sił 
zewnętrznie przyczepionych do tej cząsteczki. Otoż, ograniczmy się nateraz 
rozpatrywaniem ciśnieii wywieranych na c z ą s t e c z k e p o t y l k o stronie ele-
mentu NS, naprzykład, po stronie MLS ; każdy jiunkt lego elementu wytrzy-
muje ciśnienie normalne do płasczyzny MS, więc te ciśnienia będąc siłami 
równoległemi, mogą być sprowadzone tlo jednej wypadkowej P, której natęże-

nie będzie równe summie tych ciśnień, a kjerunek normalny do płasczyzny MS, i możemy powie-
dzieć, że element płaski MKr=:w zostaje pod ciśnieniem siły P. Punkt przyczepienia siły P nam jest 
nieznany, gdyż nie znamy natężenia ciśnień składowych, które mogą być różne w różnych punk-
tach elementu w ; ale nic nie zmienimy, co do wielkości tej siły, jeśli przypuścimy, że każdy punkt 
elementu MK (gdzie materya może być uważana za ciągłą), podlega jednostajnemu ciśnieniu rów-
nemu, na jedność powierzchni, ilości - ; zmienimy przez to tylko punkt przyczepienia wypadkowej 

(O 

P, który będzie teraz się znajdować w środku ciężkości powierzchni elementu w. To ciśnienie idealne 

, czyli ciśnienie średnie na jedność powierzchni elerientu w, wywierane wedle piosczijzny MS, tem wię-

http://rcin.org.pl



Ś C I A N Y 1 ' L A S K I K J N A Ś C I A N Y K R Z Y W E 2 2 3 

cej l)0(lzie sio zbliżać (lo ciśniiMiia, jakie istnieje \v'i'ozniaitych punktach elementu w, im ten 
element będzie mniejszy; gdyż, mając wszelkie prawo do przypuszczenia, że na małej przestrzeni, jaką 
zajmuje nasza cząsteczka, ciśnienie zmienia się w sposób ciągły, czyli że jest ono fankcya ciągłą spólrzę-
dnych punktów cieczy, pojmiijemy, że im mniejsza będzie ilość punktów zawartych w elemencie w, 
tem nmiejsza będzie r(')żnica mię lzy największćm i najmniejszćni ciśnieniem jakie może istnieć w za' 
kresie tego elementu, a tćm bardziej, tem mniej będzie się różnić każde z tych ciśnieii skrajnych od 

P , . . , . P cśnienia średniego — ; lak, iż naturalnem jest przyjąć, żc granica stosunku — , gdv w zdaża do zera, b«'-Ło . ti) • ^ 

(Izie nam przedstawiać ciśnienie rzeczij/risfe w danym punkcie cieczy. Dodajmy, że to ostatnie ciśnie-

nie będzie ciśnieniem na Jedność /joiuierzchni, gdyż zmieniając w (przez co i P się zmienia) iloraz — ni-

gdy nie przestaje być ciśnieniem średniem^ odniesionóm do jedności powierzchni, i to znaczenie z-icho-

wuje się ciągle i istnieje przy granicy. 
W granicy, płasczyzna sieczna MS staje się płasczszną styczną MT, i element w pierwszej staje 

się punktem styczności M ostatniej. 

Z naszego rozumowania przychodzimy do podania następującego określenia, nastręczającego się, 
że tak powiemy, w sposób naturalny, samo przez się : 

Nazywamy ciśnieniem^ na jedność powierzchni, wdanym gcometrycznijni punkcie M cieczy, granicę sto-
sunku ciśnienia, wywieranego na element płasczyzny przoprowadzonej przez punkt M, do powierzchni tego 
elementu-, tę granicę otrzymujemy, zmniejszając nieskończenie powierzchnię elementu, z warunkiem 
tylko ażeby takowy zawierał w sobie zawsze dany punkt M (*). 

Oznaczając jak poprzednio : • 

O) element płasczyzny przechodzącej przez dany pmikt M (wzięty w massie cieczy lub na ścianie 
naczynia), 

P wypadkowo ciśnieii wywieranych jirzez ciecz na ten element, 

p ciśnieniie na jedność powierzchni w punkcie M, 

-Mamy, /- określenia : 

gdy co zdąża do zera. 

Granica ta istnieje, to jest, nie jest ona ani zawsze O, ani x . 

9. Uważajmy teraz, że podane określenie nie jest dotychczas zupełnie wyraźnem, gdyż nie 
obejmuje ono kierunku, w jakim rozjiatrujemy ciśnienie na punkt M. Ilość p, otrzymana z tego 
określenia, będzie ilością wyznaczoną, lecz stosującą" się tylko do kierunku płasczyzny MS, i tó 
zjednej tylko strony MLS tej płasczyzny. Gdybyśmy rozpatrywali ciśnienia wywierane na ten sam 
element w po drugiej jego stronie, to jest po stronie MNS, otrzymalibyśmy ich wypadkowe P,, a na 
ciśnienie w tym samym punkcie M, wywierane w uważanym teraz kierunku, mielibyśmy z po-
wyższego określenia: 

C) .lak widz imy , okreś lenie ciśnienia w danym iumkoio c ieczy j es t t ego s a m e g o r o d z a j u co określenie w danyii; 
IMuikcie szijhkimi w nieliii zmieiiiiyiii, ciężkości gatunkowej w malery i r ó ż n o r o d n e j , temperafuTy w cielt; n i e równie 
0 , ' r z ewanćm i t . p. 
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Prowadząc, nadto, przez punkt M inne płasczyzny MS , MS",... olrzymalibyśmy z kolei, na ciśnie-
nie w tym punkcie, wyrażenia : 

i w ogólności, na ciśnienie w jednym i tym samym punkcie M mielibyśmy tyle wartości : p"'.., 
ile ptzez ten punkt możemy poprowadzić płasczyzn, to jest, w ilu kierunkach możemy rozpatrywać 
to ciśnienie. 

Pojmujemy więc, że określenie ciśnienia w danym punkcie cieczy takie, jakieśmy podali, nie przed-
stawiałoby żadnej korzyści w zastosowaniu jego do rachunku ciśnień, gdybyśmy nie mogli znaleźć 
i wyrazić matematyczną formułą związku istniejącego między ciśnieniami: //, /;", /)'",... wywieranemi 
na punkt dany w rozmaitych kierunkach. 

10. R ó w n o ś ć c i śn ien ia w y w i e r a n e g o w k a ż d y m k ierunku n a jeden i t en s a m punkt 
c i e c z y . Związek ten, przewidywany a priori,-wyraża się następującem twierdzeniem, dowodzenie 
którego nie wchodzi w nasz program : 

Dla każdego punktu cieczy, ciśnienie na jedność powierzchni jest to samo, jakikolwiek byWy kierunek 
eltmentu płasczyzny, pi^zez ten punkt przeprowadzonej, wedle której chcielibyśmy rozpatrywać f.o ciśnienie; 
inaczej mówiąc, ciśnienie to jest stałe dla wszystkich kierunków naokoło tego punktu czy l i j e szć ' z e inaczej, 
jest ono niezależne od kierunku; tak że dla wyznaczenia ciśnienia w danym punkcie cieczmy możemy 
wybrać taki kierunek, jaki nam się wyda stosowniejszym do uproszczenia rozumowania i rachunku. 

Na mocy tego twierdzenia, związek miedzy ciśnieniami: p ,p" ,p" ' , . . . wyrazi się w spdgób n a s t ę -
pujący : 

a geometrycznie może on być wysłowiony tak : 

(I Znając w jakimkolwiek kierunku, ciśnienie w danym punkcie cieczy, nai jedność powierzchni, 
i przedstawiając natężenie tego ciśnienia długością linji prostej, mającej swój początek w uważanym 
punkcie cieczy, — geometrycznćm miejscem "koiiców linij wychodzących z tegoż punktu, i wyraża-
jących długością swoją (odniesioną do jednej i tejże skali) ciśnienia, (na tę samą jedność powierzchni), 
wywierane przez ciecz na_ punkt dany we w'szystkich innych możliwych kierunkach, jest powierzchnia 
sfery, opisanej z tegoż punktu, jako ze środka, promieniem równym.natężeniu ciśnienia znalezionego 
dla uważanego kierunku, n 

Rozciągając na wszystkie punkta nieskończenie mał?i cząsteczki własność wyrażoną tem twier-
dzeniem, a stosującą sio do jednego tylko jakiegrkolwiek jej punktu, przedstawimy rzecz- bardziej 
dotykalnie powiadając : 

(I Uważając dany punkt cieczy za geometryczny środek materyalnej sfery o promieniu nieskończenie 
małym, ciśnienie na jedność powierzchni, wywierane przez wszystkie inno cząsteczki cieczy na każdy 
punkt takiej sfery, będzie jedno i to samo; czyli że ciśnienie wywierane wedle płasczyzny stycznej 
do sfery na jej punkt zetknięcia nie zmienia się ze zmianą^ położenia tego punktu na sferze. » Ale 
wysłowienie następujące będzie ściślejszym : 

(( Prowadząc przez środek sfery, dla każdego kierunku płasczyzny stycznej do sfery, płasczyznę do niej 
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rótcnoleglą, i biorąc na niej element, dla którego środek sfery mógłby być uważany za środek ciężkości 
jego powierzchni, ciśnienie na każdy taki element bediie jedno i to samo, czyli stałe dla wszystkich 
elementów. » 

Twierdzenie dowodzące równości ciśnienia, na jedność powierzchni, w jeihiym i tym samym punk-
cie cieczy, we wszystkich kierunkach na około tego punktu, uzupełnia i rozjaśnia wyżej podane 
określenie ciśnienia, i nadaje nm całą ścisłość i ogólność. 

11 . Ważnem jest mieć dokładne pojęcie o tern, co mamy rozumieć pod wyrażeniem : u ciśnienie 
w danym punkcie na jedność powierzchni. y> Olói mó\\'\'^c, że ciśnienie w danym punkcie M, na jed-
ność powierzchni, jest p, rozumiemy przez to, że gdyby na przestrzeni powierzchni, zawierającej 
punkt M, i równej jednemu metrowi kwadratowemu, lub jednemu decymetrowi, i t . p. każdy punkt 
lej powierzchni był cis/iww//^tiA:, jak obecnie jest ciśniony punkt M, ciśnienie normalne całkowite 
na powierzchni hylohy p jednościom siły, czyli p kilogramom. 

Liczba p będzie zależeć : 

1) od wielkości wziętej za jedność powierzchni; 

2) od położenia jakie punkt zajmuje w massie cieczy; 

3) od samej istoty cieczy. Poniżej zobaczymy, jaką funkcyą tych ilości wyraża się liczba p, i jak 
będziemy ją mogli wyznaczyć dla każdego punktu cieczy (*). 

Dobrze jest zauważyć, iż często, przez skrócenie, -zamiast mówić, « że ciśnienie w punkcie M na 
jedność powierzchni jest pn, powiada się wpros t : « ciśnienie w punkcie M jest p. » I tak, jeżeli 
mówiąc o ciśnieniu w danym punkcie, nie wymienia się wielkości powierzchni na jaką ono 
jest wywieranćm, mamy przez to rozumieć, że ciśnienie takie jesl wywierane tylko na jedność 
powierzchni. 

12 . Dowodzenie twierdzenia podanego pod §.10 przedstawioneni jest, w rozmaitych dziełach, 
pod rozmaitemi formami. Dostatecznem dla nas będzie tylko nadmienić, że wszystkie te dowodzenia 
polegają na następujących dwóch podstawach : 

1° Ciśnienia, wywierane na rozmaite części powierzchni cząsteczki, są wielkościami tego samego 
i-zędn co i ciśnione powierzchnie, czyli że są one proporc}onalne do tych powierzchni; tak że ozna-
czając przez £ wymiar linjowy, nieskończenie mały, ciśnionej powierzchni, ciśnienie całkowite wy-
wierane na nią przez ciecz, może być wyrażone iloczynem : kt^, gdzie k jest ilością stałą. 

2^ Siła zewnHrzna, działająca na massę cząsteczki, jest wielkością tego samego co i ta massa rzędu, 
czyli co i objętość cząsteczki; może ona więc być przedstawioną pod formą: A-';®, k' będąc spół-
czynnikieni stałym. 

A z tego wypada że : 

(*) Dla cieczy, za j edność ciśnienia zwykle się bierze ciśnienie wywierano ciężarem wody, zawartej w fn i decyraeti"ze 
sześciennym, na jego podstawę, to jest na powierzchnię I go decymet ra kwadratowego: a to ciśnienie jes t nic innego 
jak 1 k i logram. 

Bh gazów i pary, za j edność ciśnienia bierze się c iśnienie wywierane na powierzchnię 15° centymetra k w a d r a -
towego ciężarem całej wysokości atmosfery wznoszącej się n a d z iemią; zowie się ono częs to , przez skrócenie , at-
Diosferą. 

Atmosfera jtist więc ciśnienie a tmosferyczne na powierzchn ię ts® cen tymet ra kwadra towego , i j ak to późnie j zo-
baczymy, może ono być zastąpione ciśnieniem 033 na I cen t . kwadra towy, czyli, przez przybl iżenie , c iśnieniem 
na 1 cent . kwadratowy jednego k i l og rama ; tak że c iśnienie Kciu a tmosfer znaczy to samo, co ciśnienie ac'" ki logramów 
na 1 cent . kwadra towy. 
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a) Jeżeli ciecz jest w spoczijnhu, ciśnienia i siły zewnętrzne, działające na cząsteczko, wzajemnie 
się równoważą; więc algebraiczna sumnia ich rzutów na jakąkolwiek oś jest zerem; a przy tćm >um-
mowaniu, nieskoiiczenie małe 'Aso rzędu mogą być zaniechane w porÓA\naniu z nieskoiiczenie małemi 
rzędu . 

/)) Jeżeli ciecz jest w ruchu, możemy jeszcze napisać równanie spoczynku, wprowadzając do sy-
stemu sił poprzednich siłę bezwładności (forces d'inertie); a że ta ostatnia jest również propor-
cyonalną do objętości cząsteczki, wyrazi się ona przez wiec jeszcze będziemy upoważnieni, 
przy sunmiowaniu tych trzech sił, podług jakiejkolwiek osi, zaniechać wyrazy zawierające w so-
bie k ' ł i l i ł . 

Ale jest rzeczą wielkiej wagi nic tracić z widoku, że przy dowodzeniu twierdzenia o którem 
mowa przypuszcza się, iż ciśnienia wywierane przez ciecz, na jakąkolwiek jej cząsteczkę, Nienormalne 
do powierzchni tej cząsteczki; otóż, jak widzieliśmy wyżej, dla cieczy naturalnych własność la ma miej-
sce tylko w stanie ich spoczynku, gdyż w tym tylko razie siłu tarcia zostaje, że tak powiemy, ukrytą; 
zaś przy ruchu cieczy naturalnej występuje ona jawnie i zmienia przez to, względem normalnej do 
l)Owierzchni zetknięcia dwóch cząsleczek, kierunek wzajemnego ich oddziaływania, czyniąc kąt jego 
z normalną tćm większy, im cząsteczki cieczy będą więcej przylegać do siebie, to jest, im jej hpkość 
(riscosite) będzie większą. Więc przy ruchu cieczy naturalnych wzajemne ciśnienia cząsteczek nie 
będąc nórmalnćmi, twierdzenie nasze nie stosuje się do tego przypadku; zkąd wnosimy że: 

Dla cieczy naturalnych, ciśnienie w danym punkcie, na jedność pounerzch ni, bodzie jedno i to sanin \oe irsz 
stkich kierunkach tylko w stanie ich spoczynku. 

Dodajmy jednak, że dla ruchów powolnych i dla cieczy jakie zwykle rozpatrują się w zastosowa-
niach, tarcie między ich cząsteczkami jest dostatecznie małem, aby, uważając i w tym razie, dla 
uproszczenia rachunku, ciśnienie na punkt dany za jednakowe we wszystkich kierunkach, błąd, jaki 
się W' skutek tego popełnia, nie miał znacznego wpływu na rezultata praktyczne. 

Go zaś do cieczy w spoczynku, któremi jedynie zajmować się będziemy, powyższe twierdzenie sto-
suje się bez żadnego zastrzeżenia. 

13. Różnica między równościę i c i śn ienia w k a ż d y m punkc ie , a równości?- ciśnienia 
w k a ż d y m kierunku. Zasada jednakowego przekazywania ciśnienia na wszystkie punkta cieczy lub 
gazów zowie się często, i)rzez skrócenie, zasadą równego ciśnienia. Oloż, ważną jest rzeczą odróżniać 
równość ciśnienia wszystkich punktach od równości ciśnienia we wszystkich kierunkach. Różnica 
między temi dwoma wyrażeniami jest następująca: 

1° Jiówność ciśnienia we wszystkich punktach jest ^oWą (principe), nabytą wprost przez spostrze-
żenia i doświadczenia ; równość ta ma tylko miejsce wtedy, gdy ciecz lub gaz znajduj^ą się w 
czynku, i kiedy na ciecz nie wywiera się, prócz ciśnienia zewnętrznego na jej powierzchnię, żadnej in-
nej zewnętrznej siły (jak np. siły ciężkości, i t. p . ) ; a na gaz — żadnej innej siły, prócz własnej jego siły 
sprężystości. 

Równość ciśnienia we wszystkich kierunkach jest twierdzeniem (theoremej oparłem na fundamentalnej 
własności nadanej cieczom doskonałym, w skutek której ciśnienie, wywierane przez ciecz lub gaz na 
powierzhnię wziętą ŵ  punkcie dowolnym ich massy, jest normałnćm do tej powierzchni; twierdzenie 
to ma miejsce jakiekolwiekby były działające zewnętrzne siły, i stosuje się najzupełniej tak do ciał 
ciekłych iv spoczynku, jak też i w ich rt^e/m jakimkolwiek, byleby tylko ciśnienia były zawsze wywie-
rane normalnie. 

2° Równość ciśnienia we irszystkich kierunkach jest wcale niezależna od równości ciśnienia we irszystkich 
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pmldaclf, równość ciśnienia we wszystkich kierunkach, naokoło tlancgo pnnklu, Jjędzie istnieć 
zawsze jeżeli tylko warunek normalnego ciśnienia, stanowiący podstaw ę samego twierdzenia, jest 
zadowolniony ; twierdzenie równości ciśnienia we wszystkich kierunkach mogłoby zresztą być dowic-
dzioneni przed odkryciem zasady jednakowego przekazywania ciśnienia na wszystkie punkta, i po-
zostanie prawdziwem nawet w razie gdyby sama ta zasada okazała się fałszywą. 

Nadmieiimy przy tej sposobności, że przy ruchu powolnym cieczy naturalnych, obok przypuszczenia 
(§ 12) równości ciśnienia na dany punkt we wszystkich kierunkach, przyjmuje się jeszcze i ''ówność 
ciśnienia we wszystkich punktach. Ściśle mówiąc, jak jedna tak i druga równość nie jest prawdziwą, 
ale te"przyi)uszczenia upraszczają rachunek, a błąd, jaki ztąd może powstać, nie ina wielkiego znacze-
nia praktycznego. 

14. Zadanie H y d r o s t a t y k i . W cieczy, znajdującej się pod działaniem jakichkolwiek sił i zostają-
cej w spoczynku, natężenie ciśnienia całkowitego, wywieranego na cząsteczkę przez \> szystkie inne jej 
cząsteczki, zależy od natężejiia sił zewnętrznych na ciecz działających, i równa się, co do swej wiel-
kości, sile z(nvaęlrznej iwlywidualaip. do cząsteczki przyczepionej; gdyby więc się zdarzyło, że do 
wszystkich cząsteczek cieczy przyczepioną jest jedna i ta sama zewnętrzna siła, czyli siła stała, wy-
padkowe ciśnienie, wywierane [)rzez całą niassę cieczy na każdą zosobna cząsteczkę, nnałoby zawsze 
jednę i tę samą waitość, to jest byłoby ŝ c/̂ e dla wszystkich cząsteczek; jeżeli zaś, — co jest przypad-
kiem ogólniejsz} !!), — zewnętrzna siła zmienia się z każdyin punktem, wypadkowe ciśnienie będzie 
się zmieniać ze zmianą siły, pozostając zawsze jej równem i [irzeciwnego sensu. Ciśnienie w danyhi 
geometrycznym punkcie cząsteczki, takie jakieśmy rozpatrywali przy określeniu ciśnienia na jedność 
powierzchni, jest tylkojW/ią ze składo?rych ciśnienia wypadkowego, i również będzie zależeć od na-
tężenia siły zewnętrznej, czyli jest ono w peA\ nym związku z tą ostatnią. Znaleźć ten związek, to jest 
wyrazić ciśnienie, na jedność pjowierzchni, w danym punkcie cieczy w funkryi siły zewnętrznej, zgury nam 
danej, — tidiiejest główne zadanie //ydrostafyki. 

Przechodząc od jednego punktu M,(llg. 5) gdzie ciśnienie, na jedność powierzchni, 
jest p, do innego Mj, znajdziemy w tym ostatnim inne ciśnienie />,; że zaś uważamy 
ciecz za materyę ciągłą, ciśnienie w punkcie M, nabyło obecną swą wartość po 
przejściu przez wszystkie inne wartości : p =p ł. p" . . . . jakie z kolei 
przypadną na punkta: M', M , znajdujące się między dwoma punktami 
skrajnymi M i Mj; powiadamy zatem, że rw/ije/ue p w danym punkcie y, z) 

jest, w ogólności, funlicyą ciągłą cp (./•, y, z,) spółrzędnych tego punktu ; w wyrażeniu : 

X, y, z są zmienne niezależne. 

:Możeiny więc uprościć zadanie Hydrostatyki, mówiąc że ma ona za cel swój znalezienie analitycz-
nego prawa według jakiego zmienia się ciśnienie, na jedność powierzchni, w cieczy zostająr^ej w spo-
czynku pod działaniem danych sił zewnętrznych, gdy przechodzimy od jednego punktu \ f , gdzie 
ciśnienie jest p, do punktu nieskończenie mu blizkiego M', gdzie ciśnienie będzie [ / = ] > + £. 

Otóż, nie trudno jest widzieć a priori, a co zresztą wyjaśnimy poniżej, że e, oznaczając 
zmianę wartości p, odpowiadającą, w ogólnoś-ci, zmianie luszystkieh spółrzędnych punktu M {x, y, z,) 
na spółrzędne punktu M'( . i-+ t/r, y d y , z+dz), będzie nic Tnnego jak dp\ możemy więc jesz-
cze powiedzieć że : celem Hydrostatyki jest wyrazić dp w funkcyi znanych nam sił zewnętrznych, wyra-
żonych przez spółrzędne uważanego IV cieczy punktu. Znalezienie ztąd wartości p stanowić będzie zadanie 
innej części matematyki — rachunku całkowego. 
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15 . Uwalanie figury sferycznej, jakąśmy przedtśni nadawali cząsteczce, przedstawiałoby pewną 
dog-odność, gdyby cały system był odniesiony do spółrzędnych biegunowych; ale ponieważ spół-
rzędne, zazwyczaj używane, są prostokątne, do nich więc odnosimy nasz system iciekły i będziemy 
uważać cząsteczkę, jako figurę, ograniczoną elementami płasczyzn równoległych do trzech płasczyzn 
spółrzędnych. ' ' . 

Uwaiąjmy więc w massie cieczy, zostającej w spoczynku pod działaniem pewnych sił zewnętrz-
nych, jakąkolwiek cząsteczkę, i nadajmy jej kształt równoległościanu prostokątnego, o wymia-
rach linjowych nieskończenie małych i równoległych do trzech osi spółrzędnych 0X, OY, OZ. 
Powierzchnia każdej ściany cząsteczki będzie, — względem jakiegokolwiek z trzech jej wymiarów 
linjowych, wziętych za nieskończenie małe rzędu,—• ilością nieskończenie małą rzędu 2;/"; mo-
żemy więc przypuścić,bez znacznego błędu, że ciśnienie na jakąkolwiek ścianę cząsteczki będzie 
jedno i to samo we wszystkich jej punktach, tak że jeżeli znanem nam będzie ciśnienie, na jedność 
powierzchni, jednym punkcie ściany, będziemy przez to wiedzieć i ciśnienie wypadkowe wywie-
rane na całą tę ścianę. 

Otoż, nadając cząsteczce formę równoległościanu prostokątnego, mamy tę dogodność, że chcąc 
mi-eć ciśnienia wywierane na wszystkie ściany cząsteczki, i poprzestając na przybliżeniu, jakie wy-
niknie z przypuszczenia jednakowego ciśnienia ściany we wszystkich jej punktach, nie potrzebujemy 
szukać ciśnienia w sześciu punktach, wziętych po jednemu na każdej z sześciu ścian cz^isteczki, a 
•dosyć będzie wiedzieć ciśnienie na jedność powierzchni, wywierane na dwa wierzchołki, leżące na 
j)rzekąlncj rówuoległościanu. Jizeczywiście, na mocy znanego nam twierdzenia, ciśnienie w danym 
punkcie cieczy jest jednem i tem samem dla każdego kierunku płasczyzny przez niego poprowa-
dzonej; więc ciśnienie, na jedność powierzchni, wywierane na wierzchołek równoległościanu, będzie 

zarazem ciśnieniem w jednym punkcie każdej 
z trzech ścian cząsteczki przecinających się 
w tym wieizchołku, i jak wiemy, l)ę(tzic ono 
nornialnem w tym punkcie do każdej z trzech 
ścian rozpatrywanych zosobna; l)ę(lziemy za-
tem z łatwością mieć ciśnienia wypadkowe na 
trzy ściany cząsteczki skoro znanem nam będzie 
ciśnienie, na jedność powierzchni, w punkcie 
tym ścianom spóln^m. 

Na zastosowanie tego cośmy powiedzieli uwa-
żajmy (fig. 0) wierzchołek M równoległościanu ; 
niech spółrzędne punktu M będą : y, z, a 
ciśnienie w nim na jedność powierzchni, w jakim-
kolwiek kierunku, niech będzie,/?; nieskończe-
nie małe wymiary równoległościanu oznaczą się 
różniczkami: dx, dy, dz. Rozpatrując trzy ściany 
MA, MB, INIC, wychodzące z punktu M, będzie-
my mieć, na mocy powyższego rozumowania, 
na ciśnienia icypadkotre, wywierane na cząsteczkę 
wedle tych ścian, wyrażenia : 

1° Ciśnienie wypadkowe na ścianę AM, równoległą do płasczyzny YZ, będzie co do natężenia 
równem pdxdz\ co do kierunku — normalnem d.j tej ściany, to jest równoległem do osi 0X ; co do 
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strony — skierowanem w strono dodatnią tej osi, a więc ciśnienie to trzeba uważać za punkt latĄO 
przyczepienia na ścianie Mk — będzie w środku ciężkości powierzchni tej ściany. 

Podobnież : 

2" Ciśnienie wypadkowe na ścianę MB, równoległą do płasczyzny ZX, będzie pdydz, przy-
czepione w środku ciężkości powierzchni MB, równoległe do osi OY i skierowane' ku stronie do-
datniej tej osi ; należy więc również uważam ciśnienie to ze znakiem -f-. Nareszcie, 

3" Ciśnienie wypadkowe na ścianę MC, równoległą do płasczyzny będzie przycze-
pione w środku ciężkości powierzchni MC, równoległe do osi OZ i skierowane w stronę dodatnią tej 
osi, a więc także mające znak -ł-. 

W podobny sposób, i z takiemże przybliżeniem, otrzymalibyśmy ciśnienia na trzy inne ściany 
,cząsteczki : BC, AC i AB, gdyi)y znanem nam było zgóry ciśnienie wywierane w wierzchołku M' 
równoległościanu. Ale tego ostatniego ciśnienia nieznamy, a szukanie jego uczyni powyższe zastoso-
wanie nieużytecznem; gdyż, dla znalezienia ciśnienia w punkcie M' zmuszeni właśnie będziemy 
znaleźć przedtem ciśnienie, na jedność powierzchni, dla każdej z trzech ścian: BC, AC, AB zosobna. 

16. W y z n a c z e n i e w funkcy i c iśnienia, danego w punkc ie M, c i śnienia w punkc ie nie-
skończenie mu bl izkim M . Znając ciśnienie w punkcie M, szukajmy ciśnienia w punkcie nie-
skończenie mu blizkim M'. Dla ogólności, weźmy punkt M' taki, że wszystkie trzy jego spół-
rzędne różnią się od si)ółrzędnych punktu M, lak że prosta MM', łącząca M i M , może być uważaną 
za przekątnę równoległościanu, wystawionego w- punkcie M na długościach równych różnicy odpo-
wiednich spółrzędnych tych dwóch punktów. Oznaczając przez p ciśnienie w punkcie M', możemy 
nai)isać : 

gdzie £ jesl jakąś funkcyą spółrzędnych y, r. 

Wyprowadziliśmy poprzednio, z danego nam ciśnienia w punkcie M, ciśnienia wywierane przez 
ciecz na Irzy ściany cząsteczki : AM, iMli, MC z tego punktu wychodzące; więc odwrotnie, gdyby 
znane nam były ciśnienia wywierane na trzy pozostałe ściany : BC, AC i AB, spotykające się w' punk-
cie M , znalezienie ztąd ciśnienia ŵ  tym ostatnim punkcie nie przedstawiłoby żadnej trudności. 

Ale, of!zywiście bylibyśmy w błędzie, rozumując: « ponieważ ciśnienie, na jedność powierzchni, 
« w każdym punkcie trzech ścian AM, MB, MC, a zatem i na ich krawędziach, jest i że, na 
'( mocy twierdzenia tyczącego się równości ciśnienia we wszystkich kierunkach, ciśnieniep wywie-
(( ranem będzie normalnie do ściany BC, w każdym punkcie krawędzi Z»G; do scianj AC — wzdłuż 
(( krawędzi mC ; nareszcie, do ściany AB — we wszystkich punktach krawędzi Xa ; — możemy, jak 
« dla ścian MA, MB, MC, poprzednio uważanych, przypuścić, że to ciśnienie krawędziowe powtó-
« rzy się jeszcze we wszystkich punktach ścian nieskończenie małych BC, AC, AB. » 

Rozumowanie takie byłoby fałszywem, gdyż przypuszczenie równego ciśnienia we wszystkich 
punktach ścian, wychodzących'z punktu M, było tylko prawdziwem w przybliżeniu; oddalilibyśmy 
się więc znaczniej jeszcze od prawdy, robiąc z przybliżenia nowe przybliżenie, i nie osiągnęlibyśmy 
celu jaki mamy na widoku: powyższe rozumow^anie przyprowadziłoby nas do znalezienia w punkcie 
M' tego samego ciśnienia/>, jakie istnieje w" punkcie M; wtedy, gdy w rzeczywistości, ciśnienie w M' 
będzie : -f- £; to jest, większe lub mniejsze od ciśnienia p, wywieranego na punkt M, o ilość nie-
skończenie małą której wyznaczenie stanowi właśnie nasze zadanie. 
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17 . Wiemy, że odpunkli i M (którego spółrzędiic; są y, r) możemy przejść do punktu M' (o spół-
rzędnyh .c + dx, rj -{- dy,z-\-dz), nadając ruch po?;tępo\vy trzem płasczyznom, przez punkt M i równo-
legle do trzech płasczyzn spółrzędnych poprowadzonym. I lak : 

Posuw.ijąc wzdłuż osi 0X płasczyznę równoległą do płasczyzny YZ na odległość x 4- dx od 
tej ostatniej, punki M bedzie się znajdować w ostatecznem położeniu tej płasczyzny, — geome-
Irycznem miejscu w.szystkich punktów mających za spółrzędnę x H- dx. 

'ż". Posuwając następnie wzdłuż osi OY płasczyznę równoległą do płasczyzny ZX, punkt M' musi 
się znajdować na płasczyznie wyznaczonej wartością: // + d j \ zn.ijdzie się on zatem na prostej 
spólnej dwóm przei)row^adzonym płasczyznom. 

3". Nareszcie, trzecia płasczyzna, poprowadzona w podobny sposób i na odległości - i - o d 
płasczyzny XY, przecięciem się swojem z linją M wyznaczy zupełnie położenie jjunktu M'. 

1 8 . Przechodząc (lig. G) od ściany MA, poprowadzonej przez punkt M (.r, y, z-,p) do ściany 
jej przeciwnej, równoległej i odległej od niej na dx. dla każdego punktu (x, ?/, 2'), wziętego na 

ścianie MA, znajdziemy, na ścianie BG, punkt jemu odpowiedni {x->t-dx, y\ z)\ więc wszystkie punkta 
ściany BG, znajdują się, co do ich y i 2, w tych samych warunkach, co i punkta ściany MA ; zmie-
niła się w nich, o ilość stałą dx, jedna tylko spółrzędna ; punkta ściany BC mogą więc być uważane 
za punkta ściany MA, przeniesione ruchem postępowym wzdłuż osi 0X na odległość dx od ich pier-
wotnego położenia. 

Wiemy, że ciśnienie p wdanym punkcie cieczy, na jedność powierzchni, jest fuinkcyą ciągłą spół-
rzędnych .r, y, 2 tego punktu : 

więc, jeżeli dla ściany MA funkcya ta była cp, jej wartość na ścianie B(i,—gdzie zmieniła jedna 
ilość w skład tej funkcyi wchodząca : x na x di\ —będzie inna, i wyrazi się, dla wsiyslklcli punktów 
ściany BG, przez '^{x-it~dx, y, z) \ lak że oznaczając p„c ciśnienie na tej ostatniej ścianie,,mamy : 

zatem, przyrostek ciśnienia, na jedność powierzchni, na ścianie BG będzie : 

' wartość ciśnienia p^c wyrazi się ostatecznie : 

Zląd witlzimy, że ciśnienie na jedność powierzchni, które na ścianie MA, przeprowadzonej na 
odległości -r od [)łasczyzny YZ, było p, — na ścianie jej przeciwległej i poprowadzonej na od-
ległości X d x będzie, na to sama jedność poicierzchni: 

to jest, powiększy sio różniczką cząs!ko/iHj. tego pierwszego ciśnienia, uważaną wedle zmiennej niezale-
żnej X (*). 

(*) Przypuścil iśmy domyślnie (implicilemonl) że c iśnienie, na j e d n o ś ć powierzchni, Itędzie j edno i t o samo : 
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Przechodząc od ściany MB do ściany AC, jej równoległej, równej i odległej od niej na dy, rc-
/.umowanie będzie toż samo. Każdy punkt ściany MB różnił by się od odpowiedniego mu punktu 
na ścianie AC tylko tem, że jedna z jego spółrzędnych // zmieniła się, n i tej ostatniej ścianie, 
na jj-hdy, zaś dwie inne spółrzędne x i jiozoslają bez żadnej zmiany. Więc ciśnienie, na je-
dność powierzchni : ^ 

wywierane we wszystkich puTiktach ściany MB w jej pierwotnem położeniu, stanie się teraz, gdy ona 
przejdzie od MB do AC, funkcyą: 

w ięc ta funkcya nowa pxc, różni się od wartości p, czyli cp, jaką miała na ścianie MB, o ilość ; 

lak, że wartość ciśnienia, na jedność powierzchni, na ścianie będzie : 

w skutek postępowego ruchu ściany ^IB wzdłuż osi OY, od położenia wyznaczonego przez wartość ,./ 
do AC, danego przez // + dy, ciśnienie p, wywierane na ścianie MB, zamienia się więc, na ścianie 

AG, na , to jest, powiększa się różniczką cząstkową pierwszego ciśnienia p, 

irziętą wedle jednej tylko zmiennej niezależnej y. 

W ogólt', z powyższego rozumowania możemy wyi)rowa<lzić następujący wniosek : 

W mdiu postępowym jakiejkolwiek ściany, wzHuż osi spól rzędnej., do niej prostopadłej, od jednego po-
łożenia do drugiego nieskończenie mublizkiego, ciśnienie, na jedność powierzchni, n^każditm pjimkcie nieskoń-
czenie rr,iałej ściany, powiększa się o swą różniczkę cząstkową, luziętą wedle zmiennej mająccj noz/risko poste 
powej 0'si. 

Przenosząc na ilość <lz, ruchem postępowym wzdłuż osi OZ, ścianę MC do niej prostopadłą, 
i zostającti pod ciśnieniem p, na jedność powierzchni, przyrostek ciśnienia na ścianie AB, na 

tę samą jedność powierzchni, wyrazi się przez : zatem, ostateczna wartość ciśnienia na 

ś(Manie Al) będzie : 

19 . Zamiast kolejnego postępowego ruchu ścian MA, MB, MC, wzdłuż trzech osi spółrzędnych, 

lila wszystkich p u n k t ó w ściany BC; ściśle rzecz uważa jąc , j ak c iśnienie p s tosuje sie tylko do jednego punk tu 

lak c i śn ien ie : ( p - i - ^ d . ^ ) będzie mieć miejsce tylko w j e d n y m piinkcie h (lig C); lecz błąd, w skutek lakiego 

przypuszczenia wynikający, jest wcale niezależny od błędu popełnionego wyżej (§. 1.")) dla ściany MA, 'i jest on, co do 
swej wielkości, terjo samego rzędu co i ten ostatni . Zmniejszając wymiary równoległościanu, błędy le przestajęi istnieć 
przy gran icy . 
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n a : cb/, dz, uważajmy teraz postępowy ruch tychże ścian, jako odbywający się jednocześnie, 
w'zdłuż tychże osi i na te same ilości i taki, żeby ściany- te znalazły się Jednocześnie w swych ostatecz-
nych położeniach AC, AB, wyznaczając ich wziajemnem przecięciem się punkt M', którego 
spółrzęrlne będą; x-\-dx, y-hdy, z + dz, i gdzie niieznane nam ciśnienie (na jedność powierzch-
ni) oznaczamy przez p =zp 1. 

Ruchy te AmY/ą jednocześnie wszystkie cząstkowe przyrostki ciśnienia, każdemu ruchowi zosobna 
odpowiadające; a że ściany wychodzące z punktu M przybywają do ostatecznej swej pozycyi 
dnym i tym samym czasie, punkt M', który w końcu tego ruchu ścian znajdzie się dla nich spólnym, 
Ijędzie, w jednej i tej samej chwili, ^^ońii&AŁ wszystkie cząstkowe przyrostki ciśnienia, nabyte, z koń-
cem ruchu, przez każdą z trzech ścian zosobna. 

Otóż jak widzieliśmy, przyrostki cząstkowe ciśnienia, nabyte M', wyrażają się 
przez ciśnienie p iv punkcie wyjścia M tak: 

dla jej ściany BC przyrostek ten jest = ^ Ć/J?, i prostopadły do BC, zatem równoległy do osi 0X 
(aJU 

)) 

)) 

AC 

AB 

dy 

dz ' 

AG, 

A B , 

OY 

OZ 

więc prz}u-ostek całkowity ciśnienia w punkcie M' będzie icypadkowm tych trzech przyrostków 
cząstkowych. 

Ale, gdybyśmy te ostatnie złożyli w sposób geometryczny, używany do znalezienia wypadkowej sił 
przyczepionych do jakiegokolwiek (fig 7), ominęlibyśmy fizyczną własność punktu który roz-
patrujemy, to jest, nie wyrazilibyśmy bynajmniej że on właśnie należy do cieczy, więc dla znalezienia, 
"U naszym przypadku, wypadkowej ciśnień cząstkowych, powinniśmy się posiłkować twierdzeniem 
równego ciśnienia we wszystkich kierunkach; powiadamy zatem : ponieważ, w cieczy w spoczynku, 

fig. 7. ciśnienie jest jedno i to samo bez względu na kierunek, w któ-
rym chcemy go uważać, możemy przeto trzy przyrostki cząstkowe 
złożyć w jednym dowolnie wziętym kieru^dcu, ŵ  skutek czego szu-
kaną wypadkową będzie ich summa-, tak że przyrostek e 
ciśnienia, na jedność powierzchni, w M' wyrazi się formułą: 

i ciśnienie ostateczne w tym punkcie będzie zatem : 

Ponieważ p może zawsze być uważane jako funkcyą trzech tylko zmiennych niezależnych x,y,z, 
więc przyrostek całkowity e wyraża różniczkę zupełną tej funkcyi, to jest że: 

T*) U W A G A . Odległość ds p u n k t u M ( A ? , Y , S ) od punk tu W dx, y+ dij, z d z ] nmjęc za w y r a ż e n i e : 
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zatem ostateczna wartość ciśnienia p ' w punkcie M', wyrazi się tak ; 

Możemy więc powiedzieć : znając ciśnienie p = y, z), nn Jedność poioierzchni, w jedni/m punkcie 
M (x, y, z), znajdziemy ciśnienie, na tę samą Jedność powierzchni, w punkcie nieskończenie mu blizkim 
M' {x -+- dx, y -hdy, z -+- dz), różniczkując ciśnienie p punktu M wedle wszystkich zmiennych : x, y, z 
i dod/ijąc otrzymaną ztąd różniczkę zupełną : dp do daneyo ciśnienia p. 

1 nawzajem: 

Znając ilość dp, o Jaką ciśnienie iv danym punłccie M' zostało zwiększonem, tvzględem ciśnienia wywie-
ranego na punkt M, niesłiończenie mu blizki, otrzymamy całkowite ciśnienie w M biorąc z ivyrnżenia dp 
potrójnącałlcę, odpowiadającą trzem zmiennym niezależnym: x, y, z; to jest, wartość ciśnienia p w pun-
kcie M otrzyma się ze wzoru : 

Otóż, ażeby znać funkcyę dp dla każdego punktu M', potrzeba się starać wyrazić takową w funkcyi 
ilości od których ona zależy, a które zwykle znane nam są zgóry, to jest w funkcyi sił zewnętrznych, 
na ten punkt działających (§. W). Zadanie to z łatwością rozwiązanćm zostanie, posiłkując się równa-
niami, któremi Statyka stwierdza równowagę jakiegokolwiek systemu. 

20 . R ó ż n i c z k o w e r ó w n a n i e c i śn i en ia w d a n y m punkc ie c i e c z y . Uważajmy zatem ciecz 
zostającą w spoczynku pod działaniem jakichkolwiek sił zewnętrznych, przyczepionych w rozmaitych 
jej punktach, i rozpatrujmy wyłącznie jednę tylko jej cząsteczkę, która, wsku tek spoczynku całego 
systemu, również będzie w spoczynku i zostaje pod działaniem nietylko ciśnień wywieranych, sku-
tkiem sił zewnętrznych, przez resztę otaczającej ją cieczy, ale jeszcze i pewnej zewnętrznej siły, indy-
widualnie do cząsteczki przyczepionej. Uważamy cząsteczkę jako mającą kształt prostokątnego ró-
wnoległościanu o wymiarach linjowych: dx, dy, dz nieskoficzenie małych. 

Wiemy, że w takim razie sześć równań statycznych będą mieć miejsce dla każdego punktu sys-
temu, rozpatrywanego zosobna; jesteśmy więc pewni, że dla naszej cząsteczki trzy równania rzutów: 

są zadowolnione, to jest,że się one sprawdzają wszystkie trzy jednocześnie. W równaniach tych F 
oznacza siłę zewnętrzną, daną; zaś / siłę która jest nieznanem ciśnieniem wywieranćm 
przez ciecz na rozmaite punkta cząsteczki. 

Co do sił wewnętrznych, pojmujemy o ile trudnemby było rozpatrywanie zosobna ciśnienia wywie-
ranego na każdy punkt cząsteczki; dla tego więc staramy się sprowadzić je wszystkie do jak najmniej-

będżie n ieskończenie ma ł§ ilości? tego samego rzędu , co i i lośc i : dx, dy, dz; że zaś jak wiemy : 

dp będzie również tego rzędu c o ; dx, dy, dz ; więc dp — przyrostek ciśnienia jest tego samego rzędu co ds — przy-
rostek odległości. 
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szej liczhy sił, zacliowujyc, w l^ażdyin razie, granice przybliżenia za Ictórc przejść niepowinniśniy : 
tu właśnie leży przyczyna, dla której uważamy czość cieczy o wymiarach nieskończenie małych. 

Widzieliśmy i)od § 15, jakim sposobem zbiór ciśnieii wywieranych na trzy ściany cząsteczki za-
stąpiliśmy trzema tylko ciśnieniami wypadkowemi, a nńanowicie : 

Ciśnieniem równoległem do osi 0X, na ścianę MA, 

(( « OY, « MB, 

« •+p(lidij, « OŻ, <( MC., 

wid'/ieliśmy nadto pod §. 18, że ciśnienie, na Jedność powierzc/mi, w jednym punkcie ściany MC ró-
wnoległej do ściany MA, będzie 

co dc swej samoistej icartości równem : 

podobnież dla ściany AC, równoległej do MB : 

nareszcie, » A15, » MC : 

()')nieważ zaś powierzchnie ścian cząsteczki są nieskoiiczenie małemi ilościami rzędu, przy-
puszczamy, że ciśnienie na jedność powierzclmi będzie stałem dla wszystkich punktów ściany ; wsku-
tek czego ciśnienie wypadkowe normalne, wywierane przez ciecz otaczającą cząsteczkę. 

na jej ścianę J'.C, będzie co do swego natężenia 

» A Ci, )) 

)) Al{, )) 

punkta przyczepienia tych ciśnieii, na odpowiednich im ścianach, będą widocznie znajdować się 
w środku ciężkości powierzchni tych ścian ; więc wszystkie trzy kierunki ciśnień spotykiiją się w geo-
metrycznym środku równoległościanu, czyli w środku ciężkości objętości cząsteczki. Że zaś ciśnie-
nia te są odpowiednio skierowane w stronę wprost przeciwną ciśnieniom wypadkowym na ściany 
MA, MB, MCi, więc skoro te ostatnie iczieliśmy za dodatne (gdyż są one skierowane ku stronie do-
datnęj osi), ciśnienia na ściany BC, AC, AB, porainny być uważane za odjemne (jako skierowane 
w stronę odjemną osi). 

Więc ostatecznie, zamiast całego zbioru ciśnień, jakim ulega cząsteczka w rozmaitych swych punk-
tach ze strony otaczającej ją cieczy, mamy tylko do uważania sześć następujących wypadkow ych ciś-
nieii, wywieranych na sześć ścian równoległościanu, i zupełnie wyznaczonych co do ich wielkości, 
kierunku, znaku, i punktów ich przyczepienia : 

Hównolegle do osi 0X : -f- pdi/dz na ścianę 

« :pda:dz » 

)) OZ : -f- pdxdf/ n 
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Ale te sześć ciśnień raoga być zastąpione ti-zema ciśnieniami równoległenii do trzech spółrzę-
dnych osi. Istotnie, ponieważ nasz równoległościan ciekły jest w stanie spoczynku, to jest, wszystkie 
jego punkta zachowują ciągle jedno i to samo położenie, możemy myślą związać te punkta stale 
pomiędzy sobą, bez obawy, aby stan spoczynku był przez to zachwianym ; przeciwnie, przy nowycli 

warunkach, w jakie stawiamy wszystkie punkta równole-
głościanu, spoczynek jego będzie jeszcze stalszym; gdyż, 
jeżeli miał on miejsce wtedy gdy, z natury samej cieczy, 
materyalne jej punkta były niezależne od siebie, tem bar-
dziej będzie on istnieć, gdy pozbawimy punkta tej wolności, 
jaką przedtem posiadały. Więc nic nie zmieniając w stanie 
spoczynku systemu, możemy uważać równoległościan ciekły 
za równoległościan stały, a zatem zastosować do niego "włas-
ności iyc7Ąę,Q<,\o ciał stałych. Otoż wiemy, że punkt przycze-
pienia jakiejkolwiek siły może być przeniesiony do wszel-
kiego innego punktu,wziętego na jej kierunku, byleby ten 
ostatni punkt był stale połączony z pierwszym ; więc przeno-
sząc punkta przyczepienia powyższych ciśnień, odpowiednio 

po dwa, we własnym ich kierunku, na ilości: ^^^ 

wszystkie te 0 ciśnień będą teraz przyczepione do jednego punktu O (fig 8), który jest środkiem 
ciężkośici równoległościanu, i sprowadzą się do trzech następujących sił: 

: 

Oo 

: 

równcdegłej do osi X, 

Więc będziemy mieć do podstawienia w równaniach (1): 

i te siły mogą być uważane jako działające na środek O równoległościanu (*). 

2 1 . Przechodzimy teraz do wyrażenia sił zewnętrznych : ^ f s -

(*) Ściśle mówiąc , oprócz tych t rzech sil, dz ia ła jących na p u n k t cieczy O, b ę d ą jeszcze działać w tym punkc i e 
inne siły wewnę t rzne , wywierane przez materyalne punk ta zawar te w samej obję tości równoleg łośc ianu; ale że ta 
obję tość j e s t : dxdydz, więc j e j massa będzie n ieskończenie malg ilością r z ę d u ; za tem działanie na p u n k t O-
tej massy n ieskończenie malej może być zaniechane, w porównaniu z działaniem massy sliończonej, o tacza jące j 
równoległościan. 
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Jakiekolwiekby były^ siły działające na punkt materyahiy, mogą one zawsze być zastąpione geome-
trycznie jedną tylko siłą, do znajomości której potrzeba mieć : i" jej punkt przyczepienia M, to jest 
war tośc ią , y, z tego punktu; 2° jej kierunek i jej sens, to jest wartości dostaw kątów a, p, y, 
jakie kierunek siły czyni z trzema osiami; 3° jej natężenie F, odniesione do jedności massy, to jest 
liczbę F jedności siły, (wybór tej jedności jest zupełnie dowolny i zależy od ugody) pod wpływem 
której znajdowałaby się jedność massy {*) otaczającej punkt M, gdyby wszystkie punkta tej massy 
były w jednycłi i tycłi samycłi co i punkt M warunkach. 

Niech więc będzie nam daną, przez swe trzy rzuty X, Y, Z na osi spółrzędne, siła F, na jedność 
massy, działająca w punkcie M {x, y, z) cząsteczki : dane le wystarczają do zupełnego wyznaczenia 
siły, gdyż jej natężenie F wyrazi się przez : 

a jej kierunek znanym będzie z równań : 

znaki składowych X, Y, Z, są, dla naszego celu, rzeczą obojętną. 

(*) ( D U H A M E L , Cours de Mćcanigue. Tom I, s t r . 3 0 5 ) : 
W Mechanice uważamy 4 j e d n o ś c i : j edność czasu, j edność szybkości, jedność siły i j edność massy, i związu jemy 

je pomiędzy sob§ jednę tylko nas tępu jąc? w z g l ę d n o ś c i ą ; ' 

siły, przyczepiona do l^oi massy i działająca stale na t^ ostatnią wciągu l^ci czasu, nadaje tej massie i w końcu 
tego czasu szrjbkość, równą lo^ci długości na Iść czasu. 

Widzimy więc, że t rzy z tych jedności są zupełnie dowolne, i możemy im nadać taką samoLstą wielkość jaka się 
nam podoba. Otóż, zgodzono się p r z y j ą ć : 

za j edność szybkości, czyli za jedność długości , — ine l r , 

2° » czasu » sekundę , 

3° » siły » k i logram, 

to jest ctęiar Igo decymet ru sześciennego dystylowanej wody, wziętej przy t empe ra tu r ze przy k tóre j je j gęstość jes t 
największa (około 4° ) i uważany (ciężar) w Obserwatoryum Paryzkiem. 

" Wypadnie zatem z tej ngody , że jedność massy będzie to taka ilość mate)'yi, k tó ra , w skutek ciągłego i stałego 
działania na nią siły i-ównej i k i logramowi, nabędzie, po upływie jednej sekundy , szybkość równą 1 me t rowi na 
1 sekundę , jeśli siła w końcu l e j sekundy działać nań przesta je . 

Doświadczenia robione w Obserwatoryum Paryzkiśm, dla znalezienia tej ilości matery i , (to jes t bezwzględne j j e j war to -
ści) pokazały,że ilość materyi zawartej w 1 decymetrze sześciennym dystylowanej wody , zostając w ciągu 1 sekundy 
pod działaniem siły równej i k i logramowi, (to jest pod działaniem tylko swego własnego ciężaru) nabywa , w końcu 
1 sekundy , gdzie działanie tego ciężaru sz tucznie się usuwa, szybkość równą 9raet.^80896 na s e k u n d ę , i tę szybkość 
przyję to oznaczać, dla skrócenia , literą g, r ozumie j ąc że : 

długość Sf = O, 80896 met rów. 

Zkąd wniesiono, że i lość materyi zawar te j w g decymetrach sześciennych wody, zos ta jące j , jak poprzednio, pod dzia-

łaniem 1 ki lograma (to jest siły równe j - własnego c iężaru tej wody) i wciągu 1 sekundy , nabędz ie , z końcem te j osta-

nie] , szybkość równą 1 metrowi na 1 s e k u n d ę ; tak że z powyższego określenia związku międzu cz te rema jednośc iami 

wypada, że jednością, inassy będzie to taka ilość materyi, jaka jest zawarta w g decymetrach sześciennych dystylowanej 
wody, wziętej przy t empera tu rze bardzo błizkiej 4° , i uważanej w Obserwatoryum Paryzk iem. 

I tak , w strzeszczeniu, biorąc za l^ć czasu sekundę, za to^ć szybkości łub długości metr, za siły kilogram, 
•wypada wziąść za massy — ilość materyi zawartej w g dec . sześć. wody. 

Wychodząc z tego p u n k t u , możemy powiedzieć ż e : niassą jakiegokolwiek ciała będzie to l iczba, wyrażająca ile r azy 
wskład materyi tego ciała wchodzi ilość matery i zawartej w g d . s. wody. 
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Siły zewnętrzne, mówiąc ogólnie, mogą się zmieniać, co do ich natężenia i kierunku, od jednego 
materyalnego punktu do drugiego: ale, zważając na nieskoiiczenie małe wymiary, jakie nadajemy 
cząsteczce, możemy ivypadkowę wszystkich zewnętrznych sił na nią działających wyrazić przez 
siłę F, znaną nam w jednym tylko punkcie M (j?, y, z). I rzeczywiście, zważywszy iż objętość czą-
steczki dv = dx dy dz jest nieskończenie małą ilością 35° rzędu, możemy przypuścić że : 

1° gęstość ciGCzy, — która w ogólności może się zmieniać z każdym punktem, czyli jest pewną 
funkcyą : będzie jedna i ta sama we wszystkich punktach cząsteczki; to jest, mo-
żemy uważać równoległościan jako napełniony c i e c z ą t a k , że znając gęstość p, na IOŚĆ ob-
jętości, ŵ  jednym punkcie M(x, y, z) cząsteczki, mamy prawo powiedzieć że pdxdy dz będzie massa 
cząsteczki, czyli że : 

dm=pdxdydz:, 

p będąc ilością skończoną, massa ta jest nieskończenie małą tego co i objętość rzędu. 

2° siły zewnętrzne, działające indywidualnie na cząsteczkę nieskończenie małych rozmiarów, są, na 
jedność tnassy, we wszystkich punktach cząsteczki jedne i też same, tak co do ich natężenia, jak co do 
kierunku. Więc wszystkie te siły zeiunętrzne mogą być złożone w jednę tylko siłę R; że zaś ciecz zawar-
tą w objętości cząsteczki uważamy za jednorodną, punkt przyczepienia wypadkowej R będzie się 
znajdować w środku ciężkości tej objętości, to jest w środku O równoległościanu; jej kierunek 
będzie spólny kierunkom wszystkich sił składowych F ; a jej natężenie, przedstawiające całkowite na-
tężenie wszystkich zewnętrznych sił do cząsteczki przyczepionych, wyrazi się przez ; 

R = Fp dxdydz; 

jej natężenia sA^at/owe wedle osi spółrzędnych będą 0di)0wiedni0 : 

^ \\j. = X(>dxdydz, 

dxdydz, 

R; = Zp dxdydz ; 

będziemy zatem mieli do podstawienia w równ iniach (i) : 

^ Fy = Yp dxdydz, 

^ F; = Zp dxdydz\ 

i związek, jaki zachodzi pomiędzy ciśnieniem, wywieranćm przez ciecz na całą powierzchnię 
i silami zewnętrznemi, działającemi na wszystkie punkta massy tej cząsteczki, W7razi się równaniami : 

zkąd widzimy, że każde z trzech ciśnień, rozpatrywanych wedle osi, może hyćdodatne lub odjemne 
stosownie do znaku, jaki mają składowe X, Ŷ  Z sił zewnętrznych; ciśnienia są za\ssze tym siłom 
równe i przeciwnego im znaku. 
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2 2 . Ilości djc, dij, dz są dowolne; mogą one być tak maie jak się nam podoba, ale nigdy O; więc 
nic nie zmieniając w równaniach (2), możemy je podzielić przez każdą z tych ilości zosobna, lub też 
przez ich iloczyn ; skróciwszy więc pierwsze wyrażenie na dijdzĄ drugie na dcdz, a trzecie na dxdy, 
równania (2) przedstawią się pod formą : 

która nam pokazuje, jak się wyrażają, w funkcyi siły zewnętrznej działającej na punkt M y, z) 
cieczy, cząstkowe przyrostki ciśnienia, (na jedność powierzchni,) gdy przejdziemy od trzech ścian 
cząsteczki, wychodzących z punktu M, do ścian im odpowiednio równoległych i odległych od pierw-
szych na dx, dy, dz. 

Wiemy ze Statyki że, przy spoczynku jakiegokolwiek systemu, trzy te równania (2) istnieją^er/nr;-
eześnie] więc równanie, jakie otrzymamy z doJania do siebie tych równań, też będzie sprawdzonem; 
jednocześność równań (2') wyznacza geometrycznie punkt M', czyli od punktu y, z) prze-
nosi nas do punktu 'Sl{x-\-dx, y->rdy^ z-\-dz) nieskoiiczenie mu blizkiego ; analitycznie, daje ona 
dla punktu M' następujący związek : 

czyli na mocy poprzedniego (§ 10): 

(A) 

Tak się wyrazi, lu funkcyi danej .siły zewnętrznej (X, Y, Z) — działającej na jakikolwiek punkt 
M(a-, y, z) cieczy w spoczynku, i gdzie ciśnienie (na jedność powierzchni) oznaczamy przez p,— 
całkowity, przyrostek dp (na te samą jedność powierzchni) ciśnienia, jakie będzie istnieć w punkcie 
nieskoiiczenie mu blizkim y\!{x-\-dx, y-\-dy, z-Ą-dz). 

llównanie (A) jest równanie różniczkowe, i stanowi fuadainentalne równanie i lydrostatyki . 

23 . U W A G A I. Wiemy, że dla spoczynku systemu stałego sześć równań statycznych są konieczne, 
ale zarazem i wystarczające. Dla spoczynku systemu, w ogólności jakiegokolwiek, sześć tych ró-
wnań jeszcze muszą istnieć, tylko mogą one nie być wystarczającemi ; to jest, że nie wiedząc a priori 
w jakim system znajduje się stanie, nie możemy jeszcze z samego tylko sprawdzenia się 6 statycznych 
równań twierdzić, że ten system znajfluje się w spoczynku; gdyż, obok sześciu równali, wyrażających 
związki między rozmaitemi siłami, mo^i^ jednocześnie istnieć inne związki, właściwe tylko rozpatrywa-
nemu systemowi. Więc wartości, jakie chcemy znaleść, w systemie jakimkolwiek, z równań statycznych 
powinny ułedz pewnemu kryteryum; inaczej mówiąc, powinny być wzięte nic pierwej, jak 
po wprowadzeniu do tych równaii charakteryzującego uważany system; czyli, że równania 
statyczne i równania charakteryzujące wyjątkowo system, jakim się zajmujemy, powinny być rozpa-
t ry w^ane jednocześnie. 

Dotykalne zastosowanie tej uwagi przedstawiają nam gazy. Charakterystyczna własność gazów 
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wyraża się związkiem : między gęstością gazu, jego ciśnienie.n, jego rozszerzalnością i nareszcie jego 
temperaturą. Związek ten, odkryty przez Mariotte'a i Gay-Lussac'a, wyraża się formułą : 

(«) 

gdzie : P i oznaczają odpowiednio gęstość i ciśnienie, 

O temperaturę, . 

a spółczynnik rozszerzalności gazu, 

k spółczynnik stały; 

a gdyby, w p-zypadku szczególnym, gaz był uważanym przy temperaturze stałej, w takim razie ozna 
czając : 

z iązek len przyjął by formę : 

Spoczynek gazów będzie zapewniony nie pierwej, jak przy jednoczesnem istnieniu równań statycz-
nych (2) i róv\nania {a) \ to jest, kiedy wartość bądź na jo, bądź na p, wyciągnięta z równań we-
i/taniczni/ck (2), sprawtlza równanie fizyczne (a). ^ 

Co do cieczy, jedna z charakterystycznych jej własności: nieściśliwość, jest przyczyną, dla któ-
rej gęstość jej nie zależy od ciśnienia; tak że w punktach cieczy ciśnionych lozmaicie gęstość 
może być jedna i tii saina (ciecze jednorodne), i jeżeli zmienia się ona z każdym punktem 
(ciecze różnorodne)," to pochodzi z samej n Uury takiej cieczy, lecz bynamniej nie wynika 
zii zmienności w ciśnieniu. Więc dla cieczy nie mamy żadnego dodatkowego równania do wpro-
wadzenia w równania (2'j, tak że nawet dla cieczy naturalnych, — z powodu, że ściśliwość ich jest 
nadzwyczaj mała i wymaga z tem wszystkiem sił nadzwyczaj wielkich, — równania (2') mogą być 
uważane za wystarczające; to jest, że spoczynek cieczy będzie niezależnym od wartości na p z (2''̂  
a właściwie z (A) wyciągniętej: ciecze bowiem są w stanie wysviązać nadzwyczaj wielką reakcyę, 
zdolną równoważyć nadzwyczaj wielkie ciśnienia wywierane na ich ciasteczki. 

U W A G A 2. W równaniu (A) ilością niewiadom,i jest p, która jest szukanem właśnie ciśnieniem 
w punkcie M(x-, y, :;). Otoż, ażeby z wyrażenia na przyrostek ciśnienia dp, w punkcie M (c-f-f/.i ' , 
y + dy, z d z ) , przejść do całkowitego ciśnienia, na jedność powierzchni, w punkcie M, nieskoń-
i'.ienie mu blizkim, (dla którego gęstość p i siła zewnętrzna na niego indywidualnie dziahijąca 
(X, Y, Z) są nam znane) dosyć jest zcałkować równanie (A). Lecz ażeby módz znaleźć ciśnienie 
już nie tylko w punkcie M, alei w,każdym innym punkcie cieczy, potrzeba : 

1° potrafić wyrazić analitycznie, w funkcyi x, y, z, prawo, według którego zmienia się gęstość o 
ze zmianą punktów w cieczy różnorodnej ; jak również, umieć wyrazić w funkcyi x, y, z prawo, 
według którego zmieniają się siłyj zewnętrzne (X, Y, Z) działające na rozmaite punkta cieczy. 

2° nie trzeba tracić z uwagi tych w^arunków, przy jakich zostało wyprowadzonem równanie (A). 
(Jtoż, powyższe rozumowania przypuszczają, żr, na objętości naszego równoległościanu, ciecz jest 
ciągłą; że pomiędzy jej nuiteryalueini punktami niema przerwy; to jest, niema ani próżni, ani 
żadnego dala innej, jak uważma ciecz, natury. Widzieliśmy, jakim sposobem możemy, bez occn'al-
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iiego błędu, ciecz rzeczywistą zastąpić cieczą ciągłą; więc, co do ciągłości materyi, uwagi us ta ją ; 
ale rzeczą, na którą powinniśmy zwrócić szczególniejszą baczność, jest ta okoliczność, iż wzór (A) przy 
jjuszcza, że pomiędzy dwiema jakiemikolwiek ścianami cząsteczki nie ma wystawionego innego obcego 
ciała; czyli, że od jednej ściany do drugiej możemy tprzejść wprost, nie uijc/iodznc iccale z cieczy. 

Więc równanie (A) możemy całkować tylko między temi granicami^ w których powyższy warunek jest 
wypełniony. 

Uwaga ta ma swoje znaczenie przy teoryi naczyń komunikująych. 

2 4 . Wiemy już, jakie ma o^za/zY^csn? znaczenie przyrostek ciśnienia dp, gdy przechodzimy od je-
dnego punktu M do drugiego M': przyrostek ten jest różniczka zupełną ciśnienia w piericszym punkcie, 
wziętą ivedlc wszystkich zmiennych niezakżnych: x, y, z; ma on jednak, nadto, jeazcze znaczenie mecha-

niczne, k tóre wprost wypłynie z równania (A), jeżeli, 
zamiast charakteru statycznego, jedynie mu właści-
wego, będziemy zapatrywać się na nie z punktu wi-
dzenia dynamicznego. 

Uważajmy (fig. 9) w przestrzeni dwa nieskończenie 
blizkie od siebie punkta M(.Z', y, z) i M'(.r-f-(/a-, 
y -t- dy, z-\-dz), odległe na ds i przypuśćmy, że mate-
rya lny punkt znajdujący się w pewnej chwili 
w M przyjmuje, po pewnym czasie, położenie M', 
w skutek ciągłego nań działania siły F (danej przez 
trzy swe składowe X, Y, Z). Siła więc F , zmuszając 
punkt do przebieżenia drogi MM' = </s, wykonała 
pewną mecłianiczną pracę, dającą się wyrazić ró-
wnaniem : 

= Vdsi\o'^i{¥, ds). 

Otoż, możemy uważać ds jako drogę wypadkową trzech dróg składowych : dw, dy, które są rzu-
tami ć/s na osie 0X, OY, OZ ; uważając podobnież siłę F za wypadkowę trzech sił sk ładowycli: X, 
Y, Z piszemy, na mocy znanego twierdzenia tyczącego się pracy sił, wzory : 

d. 5 F = Fć/sdost (F,rfs) = Fdx dost -I- Fdy dost {F,dy) -h Fdz dost (F,(/:;) 

= F dost [F,dx)dx Fdost {F,dy) dy -H Fdos t (F,Ć/:)d'z 

= Xdx -+- Ydy -ł- Zdz ; 

a ztąd, na mocy równania (A) § 22, otrzĄTiiujemy : 

dp = p{d.^F), 

i powiadamy : W cieczy ic spoczynku, przechodząc od punktu M do punktu nieskończenie mu blizkiego M, 
"przyrostek ciśnienia na jedność powierzchni w Al', tczględem ciśnienia na tęż samą jedność lo M, ma za 

miarę iloczyn z gęstości cieczy przez pracę, jakąby loykonala siła zeiimętrzna odniesiona do jedności massy, 
a działająca na punkt M, gdyby mogła ona zmusić punkt M do rzeczywistego przebieżenia f/ro^i MM'. 

2 5 . R ó w n a n i e p o w i e r z c h n i j e d n a k o w e g o c i ś n i e n i a , l lównanie (A) istnieje dla cieczy lub ga-
zów jakichkolwiek i dla sił jakichkolwiek; dyskussya tego ogólnego równania nie jest naszym celem, 
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gdyż mamy na widoku rozpatrywanie cieczy w jednym szczególnym przypadku, co do na tury 
sił zewnętrznych, a mianowicie, — cieczy poddanej działaniu siły ciężkości. Nie możemy jednak 
pominąć wzmianki, choćby krótkiej , o różniczkowem równaniu powierzchni jednakowego ciśnie-
nia, równaniu, tak obfitem w znaczenia, jakie ono przybiera w skutek zapatrywania się na nie 
z rozmaitych punktów wadzenia. 

Kwestye, jakie równanie (A) nam może nastręczyć,—nader ważne wzastosowaniach Hydrostatyki,— 
mogą się streścić w sposób następujący : znając si/stcm sii działających na ciecz iv spoczynku, znaleźć 

(jeometryczne miejsce punktów najwięcej, najmniejf lub jednakowo ciśnionych. Kwestya jednakowego 
(równego) ciśnienia, jako przychodząca naturalnie, z prostego, że tak powiemy, rzutu oka na równa-
nie (A), wskazuje nam odrazu, że dla znalezienia punktów jednakowego ciśnienia,potrzeba szukać 
takich punktów, w których przyrostek tego ciśnienia, względem ciśnienia wywieranego w danym 
punkcie M, jest zerem; inaczej mówiąc, trzeba szukać takich punktów jak M ; więc geometryczne 
ich miejsce wyrazi się warunkiem : 

(1) 

czyli, że spółrzędne tych punktów: x, y, z, powinny zadowalniać równanie : 

(2) 

Rozwiązanie: /) = 0 powinno l)yć odraucone, gdyż przypuszczając p = 0, przypuścilibyśmy te na 
że sama ciecz istnieć przestała ; więc punkta jednakowo ciśnione powinny zadośćczynić w a r u n k o w i : 

(3) 

czyli znajdować się na powierzchni : 

(i) 

takiej że : 

(5) 

Równanie (3) jest równanie różniczkowe, a (t) równanie skoiiczone powierzchni jednakowego ciśnie-
nia (surfaces d'egalc pression, albo jeszcze, surfaces izopieziques), k tóre powszechnie noszą nazwę/JO--
wierzchni poziomu (surfaces de niveau), z powodu, że w naturze wszystkie ciała znajdują się pod 
działaniem siły ciężkości, i powierzchnie równego ciśnienia dla cieczy, w spoczynku pod działaniem 
takiej siły, są, jak zobaczymy niżej, powierzchnie płaskie poziome, czyli płasczyzny poziome. 

2 6 . Powierzchnie jednakowego ciśnienia, określone z punktu widzenia mechanicznego, mają nad to 
własność geometryczną, która wypływa wprost , jako wniosek, z równania (3) wyrażającego analitycz-
nie to określenie. Istotnie, oznaczając a, p, y kąty, jakie czyni siła zewnętrzna F(X, Y,Z) w jakim-
kolwiek punkcie cieczy {x,y,z) z trzema osiami 0X, OY, OZ; a X, ui, v kąty jakie czyni, z temiż 
osiami, , e l e m e n t ds(dx,dy,dz) prostej przez punkt {x,y,z) poprowadzonej, i zauważyw-
szy że: 

X = F d o s t a , Y = Fdostj3, Z = Fdosty; /̂A-dostX , t/y = (/sdosta, r/:: = f/s(lostv; 

wyrażenie: XdxYdy-h Zdz może hyć,d\^ każdego punkta cieczy, zAslapiom i^riez równe im war-
tości ; a że, w przypadku szczególnym uważania punktów jednakowo ciśnionych, mamy związek (3) 
więc dlatakich punktów : 
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zkąd, po skróceniu na Fds, otrzymujemy: 

(0) dosta dostA -f dostp dosta -+- dosty dostv = O = dost(F, ds); 

oznaczając (F, ds) kąt sił zewnetrznycłi, przyczepionycli do punktów jednakowo ciśnionycli, 
z elementami ds łączącymi dwa nieskoiiczenie od siebie blizkie punkta tego rodzaju. 

Rezultat (0) do jakiegośmy przyszli może być tak wyrażony : 

We wszystkich punktach powierzchni jedncdiowego ciśnienia, loypadkowa sił zewnętrznych przyczepionych 
do punktu jest normalną iv lym punkcie do tej powierzchni. 

Wynika ztąd,-że gdyby siły, działające na rozmaite punkta cieczy, skierowane były wszystkie ku 
jednemu punktowi słałernu, powierzchnie jednakowego ciśnienia byłyby sferyczne i mające ten punki 
za środek; w razie zaś sił równoległycli, powierzcłinie te były])y płasczyznami równoległemi, prosto-
padłemi do spólnego kierunku sił. 

IN)wyższy rezultat mógłby być otrzymany natychmiasl z równania (3), uważając że składowe : X, Y, Z, 
siły F i skhułowe : dx, dy, dz, elementu ds są proporcyonalne do dostaw kątów, jakie siła i element 
tworzą z trzema osiami; ale woleliśmy nadać dowodzeniu formę jaką przedstawiamy. 

Ggybyśaiy znalezioną własność wzięli za określenie powierzchni poziomu, znaleźlibyśmy bez naj-
mniejszej trudności, że we wszystkich punktach powierzchni tak określonej ciśnienie jest jedno i to 
samo. Więc za określenie powierzchni jednakowego ciśnienia moglibyśmy wziąć jednę z tych 
dwóch własności, gdyż są one sobie wzajemne. 

2 7 . Zwi^Lzek m i ę d z y c i śn ien iem i gęstościęi- w j a k i m k o l w i e k punkc ie c i eczy . Anali-
tyczna dyskussya równania (A) pokazuje, że dla cieczy w spoczynku, wyrażenie : Ydy-^- Zdz 
jest, z samej natury rzeczy, zawsze całkowalne (integrable); to jest, że istnieje zawsze laka funkcya : 
o y, z), której różniczką dokładną będzie właśnie to wyrażenie : \dx -ł- Ydy -ł- 7,dz ; czyli, inaczej, 
że możemy zawsze użyć rówmania (o). Otoż, po wprowadzeniu (o) do równania (A), i oznaczając, dla 
skrócenia, cp {x, y, z) jedną literą ęp, i)rzyrostek ciśnienia w dowolnym punkcie cieczy wyrazi się tak : 

(A') 

a ztąd, ciśnienie całkowite />, w punkcie nieskoriczenie blizkim pierwszemu, wyrazi się symbolicznie: 

gdzie ilość stała C zostanie wyznaczoną, skoro ciśnienie w danym jakimkolwiek punkcie cieczy 
będzie nam znanem a priori. 

Ponieważ, w spoczynku ciec^zy, ciśnienie p jest z istoty swej ilością wyznaczoną i funkcyą 
spółrzędnych x, y, z, więc pr/s musi l)yć różniczką dokładną; a zatem (jak się tego dowodzi 
w rachunku całkowym), p musi być albo ilością albo funkcyą funkcyi ą ; tak, że jeżeli p nic 
jest stałe, musi istnieć związek : 

[a] , ^ = f[^{x,y,z)] = fi-^); 

w skutek którego (B) pi'zyjmie formę : 

(Ii) 

oznaczając przez F(cĵ ) taką funkcyę, której pierwsza pochodna jest /'(cp), czyli F'(cp) =/"(cp). 
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C.ała trudność w znalezieniu p będzie więc polegać : 

1° na znalezieniu 

2° na wyrażeniu funkcyi : /(cp); 

3° nareszcie, na zcałkowaniu funkcyi : 

W przypuszczeniu, że funkcye : cp, / , F znaleźć potrafimy, i że umiemy rozwiązać równanie (a), bę-
dziemy mogli otrzymać: 

gdzie / j będzie funkcyą nam znaną; ztąd (B) wyrazi się tak : 

(B") 

a z równania tego możemy wyciągnąć p i napisać : 

(«') 

co nam pokazuje, że iv każdym punkcie cieczy^ w spoczynku zostającej, ciśnienie jest funkcya gęstości i o&-
wrotnie : gęstość funkcya Wypada ztąd, że jakakolwiekhy była natura cieczy, we wszystkich punk-
tach jednej i tej samej powierchni poziomu, — gdzie ciśnienie jest wszędzie jedno i to samo, — gęstość 
musi być również stałą. Powierzchnie jednakowego ciśnienia będą więc zarazem powierzchniami jedna-
kowej gęstości. 

Ale wniosek ten wyraża się daleko ogólniej, a właściwie przestaje być wnioskiem, w szczegól-
nym przypadku takich cieczy, których jednorodność od zmiany ciśnienia nie zależy, to jest— dla cie-
czy jednorodnych nieściśliwych; w takim bowiem razie mamy a priori, że p jest stałe dla wszystkicli 
bez wyjątku punktów; p nie zależy zatem od p\ związek [d) przestaje mieć] miejsce, i druga 
część równania (A') jest, sama przez się, różniczką dokładną: tak że ze wzoru (B) wyciągamy 
natychmias t : 
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B. ZASTOSOWANIE OGÓLNEGO WZORU HYDROSTATYKI DO CIECZY WAŻKICH. 

S T R E S Z C Z E N I E : W y r a ż e n i e na przyrostek c i ś n i e n i a w j a k i m k o l w i e k p u n k c i e c i eczy w a ż k i e j . — P o w i e r z c h n i o p o z i o m u . — P o w i e r z c h n i o 

w o h i e . — W y r a ż e n i e skończone c i śn i en ia w d a n y m p u n k c i e . — Z w i j z e k m i ę d z y c i ś n i e n i a m i w r o z m a i t y c h p u n k t a c h 

c i e c z y . — G e o m e t r y c z n e p r z e d s t a w i e n i e c i ś n i e ń p r o s t e m i p ionowetn i lub p o z i o m e m i . 

28. W y r a ż e n i e n a p r z y r o s t e k c iśnienia w j a k i m k o l w i e k punkcie c i e c z y w a ż k i e j . 
Równoległość kierunku i stałość natężenia siły ciężkości działającej na rozmaite punkta cieczy, ŵ  nie-
rozległych granicacłi objętej, czynią teoryę cieczy ważkich bardzo prostą, i pozwalają traktować ją 
w sposób elementarny, nie posiłkujący się wyższym rachunkiem. W tym szczególnym przypadku sił, 
teorya ciśnienia może być rozwijaną bezpośrednio, bez znajomości ogólnego równania; ale dla lepszego 
wyjaśnienia przedmiotu, jak również, dla zachowania ogólnego poglądu na Hydrostatykę, wyprowa-
dzamy teoryę ciśnienia cieczy \yażkich z ogólnego wzoru, znalezionego dla sił jakichkolwiek. 

Wiemy z § 22, że dla cieczy w spoczynku, przyrostek ciśnienia dp, na jedność powierzchni, 
w punkcie -t- dxy y + dy, s -f- dz), względem ciśnienia p w punkcie M(je, y, z), nieskończenie 
mu blizkim, wyraża się równaniem : 

(A) dp = p (X dx + Ydy + Zdz), 

odniesionem do osi prostokątnych, i w którem : p oznacza gęstość cieczy odniesioną do obję-
tości; X, Y, Z składowe siły zewnętrznej wypadkowej F, działającej na punkt W^x,y,z), odnie-
sione do ł^ci mas.sy. 

Zastosujmy teraz to ogólne równanie do przj^padku praktycznego, kiedy jedyna siła, działająca na 
rozmaite punkta cieczy, jest siła ciężkości, i kiedy ciecz jednorodną, to jest, gdy p jest ilością 
stałą. 

Siła ciężkości, będąc siłą pionow^ą, nie ma rzutów poziomych, to jest X = O, Y = O; ma ona tylko 
jeden rzut Z na oś OZ, który zarazem będzie przedstawiać całkowite jej natężenie; otóż co do tej 
wartości Z uważajmy, że w naszym przypadku, będzie to ciężar jedności piassy, to jest, ciężar ilości 
materyi zawartej ŵ  9,80896 - g decymetrach sześciennych dystylowanej wody, wziętej przy tempe-
raturze 4° ; że zaś ilość materyi, zawartej w 1 decymetrze sześciennym takiej wody, waży 1 kilogram, 
Avięc jedność massy będzie ważyć 9,80896 = kilogramów; więc Z = ; a że kierunek tej siły 
jest zwrócony ku stronie odjemnej osi OZ, więc ostatecznie, siła działająca na jedność massy w punk-
cie M, wyrazi się, co do swej wartości i znaku, t ak : 

wskutek czego rówmanie (A) przyjmie formę : 

(1) dp — — ^gdz, 

i to nam przedstawi wyrażenie na przyrostek ciśnienia, na jedność powierzchni, w punkcie M'. 

Zróbmy tu uwagę, że ponieważ ciężar jakiegokolwiek ciała wyraża się wzorem : 

P = mg, 

jeżeli znajdujemy P = to jest, w naszym przypadku Z = 9 ; co oznacza, że Z wyraża tyle 
jedności siły, ile przyśpieszenie g wyraża jedności długości; czyli tyle kilogramów, ile ^oznacza me-
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Irów. Tak, że wychodząc z tej uwagi, moglibyśmy wprost napisać wartość na Z, bez powyższego ro-
zumowania, które podaliśmy tylko dla ściślejszego przedstawienia rzeczy. 

29 . P o w i e r z c h n i e poziomu. Warunki X = 0, Y = 0 , wprowadzone w równania (2), § dają 
jednocześnie: 

pierwsze z tych dwóch równań wyraża, że cząstkowy przyrostek ciśnienia, odpowiadający zmianie 
jednej tylko spółrzędnej x punktu jest zerem; drugie zaś, że cząstkowy przyrostek, odł>owiadający 
zmianie spółrzędnej y punktu, jest również zerem; a że te dwa równania istnieją jednocześnie, więc 
wnosimy, że jednocześna zmienność dwóch spółrzędnych x\ y punktu też nie wpłynie na zmianę 
w jego ciśnieniu; więc to ciśnienie jest niezależnem od x\y: będzie ono zatem funkcyą jednego 
tylko więc wszystkie punkta, mające jedno i to samo 2, to jest, znajdujące się na jednej i tej samej 
płasczyznie pos/omę/', będą zostawać pod jednakowem ciśnieniem; powiadamy zatem : że dla cieczy zosta, 
jącej w spoczynku pod działaniem siły ciężłtości, poioierzchnie jednakowego ciśnienia są płasczyzny poziome. 

Wniosek, do którego przyprowadzają nas równania (o), może być wyrażony jeszcze w sposób nastę-
pujący, ogólniejszy: 

Uważając szereg punktów, zawartych 10 płasczyznie pionowej AB {fig \ ivzię tej dowolnie w massie cieczy 
w spoczynku, ciśnienia, w odponHednich sobie punlitach, zostaną zawsze jedne i te same, jakikolwiek byłby 
ruch tej płasczyzny, obrotoicy lub postepoicy, byleby tylko w tym ru^.hu odpowiednia odległość punlaów 
od jakiej/wlwiek płasczyzny poziomej, raz luzietej za płasczyznę porównania, zostawała zawsze jedna i ta 
sama. 

Nie przechodząc przez dyskussyę równaii (a), łatwo możemy 
przyjść do powyższego wniosku z samego geometrycznego określenia 
powierzchni poziomu (§ 26), uważając, że ponieważ siła ciężkości 
jest siłą pionową w każdym punkcie cieczy, powierzchnia, w każ-
dym swym punkcie do takiej siły normalna, jest płasczyzna pozioma. 

Znaczenie dynamiczne przyrostka ciśnienia (§. 24) przyprowadza 
nas również do wniosku, że ten przyrostek dp jest zerem dla pun-
któw leżących na jednej i tej samej płasczyznie poziomej, na odle-
głości jakiejkolwiek od siebie, to jest, że ciśnienie we wszystkich 
punktach takiej płasczyzny jest stałe] gdyż jak wiemy, praca siły 
ciężkości jest zerem, skoro punkt, do którego ta siła jest przycze-
pioną, nie wychodzi z płasczyzny poziomej poprowadzonej przez 
pierwotne jego położenie. 

Równanie ogólne powierzchni jednakowego ciśnienia: lidx + \dy -f- Zdz = 0, nie może jak tylko 
sprawdzić nasze rozumowanie; rzeczj-wiście w przypadku jaki rozpatrujemy, zważj^wsz}^ że ^ jest 
ilością stałą, równanie to sprowadza się do formy: 

dz = 0\ zkąd otrzymujemy: 2 = 0 , 

na równanie skończone szukanej powierzchni; a to oznacza równanie płasczyzny, równoległej do pła-
sczyzny poziomej XY, i wyraża tyle płasczyzn poziomych, ile możemy nadać rozmaitych wratości 

http://rcin.org.pl



2 i 6 - T l i O U Y A C I Ś N I E N I A C I E C Z y 

na C, lo jest, ile możemy uważać punktów, należących do cieczy i» znajdujących się na pionowej 
wyrażającej ich wysokość nad plasczyzną porównania XY. 

Dodajemy nareszcie, i e bez wszelkiego określenia, i nie posiłkując się żadnem równaniem, można 
z łatwością dowieść wprost twiei-dzenia : dla cieczy w spoczynku ciśnienie jest jedno i to samo we wszyst-
kich punktach jednej i tej samej płasczyzny poziomej-, i ta własność cieczy ważkiej tak jest charakteiT-
styczną, że często powiada się odwrotnie : ażeby ciecz zostawała w spoczynku, potrzeba żeby ciśnienia, 
we icszystkich punktach jednej i tej samej płasczyzny poziomej, były jednalwwe. 

U W A G A . Ponieważ, dla siły jaką się zajmujemy, mamy X = 0 i Y = 0 , wnosimy ztąd, że kierunek 
osi 0X i OY jest rzeczą zupełnie dla nas obojętną : osie te mogą czynić ze sobą kąt jakikolwieł , 
byleby tylko położenie ich w przestrzeni wyznaczało płasczyznę poziomą XY, od której rachujemy 
wartości na z. 

3 0 . P o w i e r z c h n i e w o l n e . Gdyby ciecz była usimięta od działania n i nią wszystkich innych 
zewnętrznych sił, prócz siły ciężkości, to jest, gdyby ciecz ważka znajdowała się w próżni \ w spo-

czynku, górna powierzchnia cieczy, zawartej w jakiśmkolwiek naczyniu, byłaby wolną od wszelkiego 
na nią działania ; nazywamy ją dla tego poioierzchnią (surface librę). Otoż, widzimy natych-
miast, że poicierzchnia wolna cieczy będzie zarazem poicierzchnią jednakowego ciśnienia, gdyż, z przy-
puszczenia, ciśnienie we wszystkich jej punktach jest O; więc będzie to płasczyzna pozioma. 1 tak, 
przestrzeń zajmowana cieczą ważką, zostającą w próżni i w spoczynku, będzie ograniczoną, od góry, 
płasczyzna poziomą, jeżeli siła ciężkości, działająca w obszai "ze tej przestrzeni, może być uważaną 
za stałą, co do natężenia i kierunku, we wszystkich punktach cieczy ; gdyż równanie (1) i wnioski 
jakie z niego wyprowadzamy mają nuejsce tylko przy takich warunkach. 

Z powodu-atmosfery ciecz otaczającej i zostającej pod działaniem siły ciężkości, a zatem, wy-
wierającej ciśnienie na powierzchnie wszystkich ciał w niej zanurzonych, powierzchnia cieczy, 
w rzeczywistości, nie jest wolną. Łatwo widzieć że powierzchnia odzielająca ciecz od atmosfery, 
w razie gdy jedna i druga są w spoczynku, jest płasczyzna poziomą (zawsze na małej tylko przestrzeni); 
i ażeby się o tem przekonać, dosyć jest uważać że: 

1° jak dla cieczy lak i dla atmosfery, powierzchnie jednakowego ciśnienia są płasczy/.ny poziome; 

że, jak widzieliśmy pad § TI, we wszystkich punktach jednej i tej samej powierzchni i)Oziomu 
gęstość musi być jedna i ta sama, nie zważając na naturę płynu ; 

że wiemy a priori, iż gęstość cieczy jest l óżną od gęstości atmosfery. 

Gdyby więc powierzchnia przedzielająca ciecz od atmosfery nie była płasczyzną poziomą, a płasczy-
zną, lub w ogólności (lig. 11) powierzchnią pochyłą, w takim razie moglibyśmy, przez jakikolwiek 

punkt jej, poprowadzić płasczyznę poziomą Ali tak, żeby przecinała ona zara-
zem ciecz i atmosferę; ale z tego pi-zypuszczenia wypadłoby, że gęstość cieczy i gę-
stość atmosfery byłaby jedną i tą samą, gdyż, jak wiemy, gęstość jaka istnieje dla 
rozmaitych punktów części AC płasczyzny AB, musi być jeszcze taką samą i dla 
rozmaitych punktów części CB; co jest przeciwncm założeniu. 

Więc płasczyzny poziome nie mogą przecinać powierzchni oddzielającej ciecz od atmosfery ; muszą 
więc one być płasczyznami sfycznemiwe wszystkich jej punk tach ; więc górna powierzchnia cieczy, 
uważanych w rzeczywistości i znajdujących się w spoczynku, jest zawsze płasczyzną poziomą, to jest, 
prostopadłą do kierurjku siły ciężkości w tem miejscu. 

I^onieważ powiei zchnia przedziału między cieczą i atmosferą (a w ogólności między cieczami ró-
żnej gęstości, nie micszającemi się ze sobą), jest płasczyzną poziomą, więc ciśnienie, na jedność po -

http://rcin.org.pl



N A Ś C I A N Y 1 ' 1 , A S K I E I N A Ś C I A N Y K R Z Y W E 2 4 7 

wierzchni, wywierane przez atmosferę w rozmaitych pmiktach lej płasczyzny przedziału jest stałe 
dla wszystkich jej punktów; także możemy powiedzieć: dla cieczy, uważanych lu naturze i zostających 
w spoczynku, górna ich powierzchnia jest pounerzchnią jednakoivego ciśnienia. 

Na mocy zasady jednakowego przekazywania ciśnienia na wszystkie punkta cieczy, ciśnienie wy-
wierane przez atmosferę na powierzchnię cieczy zostanie przekazanem całkowicie, z jednem i tem-
samem natężeniem i normalnie, na wszystkie jej punkta, tak na ścianach naczynia jak i wewnątrz 
cieczy uważane. Wnosimy ztąd, że chcąc wiedzieć absolutne ciśnienie w jakimkolwiek punkcie cie-
czy, potrzeba, do ciśnienia, pod jakim ten punkt się znajduje, w skutek działania na niego otaczającej 
go cieczy, dodać-jeszcze (§ i) ciśnienie c/o /̂aZ/cowc', wywierane przez atmosferę; lecz jeżeli ograni-
czamy się tylko porównaniem ciśnieii pomiędzy sobą, przez odciąganie, to ciśnienie dodatkowe, 
będąc s/fl^ęm dla wszystkich punktów, nie wejdzie w ich różnicę ; tak że w tym razie możemy uważać 
górną powierzchnię cieczy, w spoczynku, jako powierzchnię wolną. Przypuszczenie takie nie będzie 
pi'zedstawiało żadnej niedogodności nawet w każdym innym razie; gdyż, jeśli zachodzi potrzeba, umie-
my zawsze wprowadzić w rachubę ciśnienie atmosferyczne, którego natężenie mierzy się, jak wiemy, 
wysokością barometru, i jak wiadomo, w przypadku szczególnym, kiedy temperatura powietrza jest 
0°, a wysokość barometru = 0 " 700, to ciśnienie almosfery jest równem ciśnieniu na 1 melr 
kwadratowy. 

Mówiąc ogólniej, i z punktu widzenia analitycznego, możemy zawsze uważać (jak to zobaczymy po-
niżej) powierzchnię spoczynku cieczy za powierzchnię-absolutnie wolną, zastępując ciśnienie atmo-
sfery innćm, równóm mu ciśnieniem. 

31. W y r a ż e n i e skończone na c i śn ienie w danym'punkc ie . Przejdźmy teraz do wyznaczenia 
ciśnienia w punkcie M (danym przez wartość z jednej tylko swej społrzędnej, gdyż, jak wiemy, 
wartości na x i y tego punktu są nam obojętne) w funkcyi działającej na niego siły ciężkości 
Całkujmy w tym celu równanie (I), dające wyrażenie na przyrostek lego ciśnienia w punkcie M'. 
Uważamy ciecz jednorodną, więc p jest stałe, a ztąd : 

( 2 ) + 

t«<lyL»y gęstość p zmieniała się z każdym punktem cieczy, jakikolwiek byłby sposób tej zmienności, 
ciągły lub nie (jak np. dla cieczy ze sobą złożonycli), potrzeba żeby p było funkcyą. c ; jeśli forma tej 
funkcyi jest nam znaną, i jeżeli umiemy ją zcałkować, otrzymamy skończone W7rażenic na p w funk-
cyi w przeciwnym razie, ciśnienie to wyrazi się symbolem : 

C jest ilość stała dowolna; zostanie ona zupełnie wyznaczoną, jeśli znanem nam będzie ciśnienie 
w jednym jakimkolwiek punkcie cieczy, wyznaczonym wartością tego punktu. 

Niech więc Zo (lig 12) oznacza wysokość, nad płasczyzną porównania XY, płasczyzny ps/omey AB 
ograniczającej powierzchnię cieczy uważanej w powietrzu. Wiemy że na tę płasczyznę wywie-

fig- '2. ranem będzie ciśnienie atmosferyczne, równe we wszystkich 
jej punktach; oznaczając to ciśnienie na jedność powierzchni 
przez p^, równanie (2) powinno być sprawdzonem warto-
ściami So i po, czyli że będziemy mieli: 

na mocy czego: 
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oo jest nic innego jak równanie (i) zcałkowane między granicami : 

Wiemy, ke gęstość p materyi jednorodnej jest to ilość massy zawartej w 1 objętości ; p będzie 
więc, mó\\v^c o<^ó\me, pewną częścią Jedności massy g jest właśni<3 ciężarem tej jedności, więc 
pg będzie ciężar ilości massy zawartej w jedności objętości cieczy, czyli ciężar gatunkowy tej cieczy, 
który oznaczając przez II, mamy z równania (3): 

( i) z) 

Tak się wyrazi ciśnienie p, w danym punkcie M (2), w funkcyi ciężaru gatunkowego II cieczy 
i odległości {z^ — z) punktu od jej górnej powierzchni. Możemy zatem powiedzieć : 

Ciśnienie, na Jedność poiuierzchni w danym punkcie cieczy ważkiej w spoczynku. Jest równe ciśnieniu atmo-
sferycznemu na tę samą Jedność, dodanemu do iloczynu z ciężaru gatunkowego, właściwego rozpatrywanej 
cieczy, przez odległość tego punktu od powierzchni cieczy. 

Zważywszy że wyraz lI(:;o —2) oznacza ctóflr cieczy zawartej w objętości, której podstawą jest 
l^ća wysokością (-0 —-)> i pomijając ciśnienie dodatkowe stałe p^, nadamy wzorowi (4) sens dobi-
tniejszy powiadając że : ciśnienie iv danym punkcie cieczy tvażkiej, na Jedność powierzchni, równem Jest, 
czyli ma za miarę, ciężar pionowej kolumny tej cieczy, mającej za podstawę uważaną Jedność powierzchni, 
a za wysokość — wysokość cieczy nad tym punktem, to jest, zawartej między dwiema płasczyznami 
poziomemi, z których jedna jest poprowadzona przez punkt jaki rozpatrujemy, a druga — jest to 
górna powierzchnia cieczy. 

Wzór (i) będąc fundamentalnym wzorem dla cieczy ważkich w spoczynku, wejdźmy w niektóre 
objaśnienia, mające na celu jego praktyczne zastosowanie. 

Zauważmy naprzód, że określenie ciśnienia na jedność powierzchni, podane pod § było 
warunkowe, mające dotykalne znaczenie wtedy tylko, kiedy wszystkie punkta powierzchni płaskiej, 
wzięte naokoło punktu danego, są ciśnione jednakowo. Utoż, dla cieczy ważkich widzimy urzeczy-
wistnienie tego warunku: spotykamy tu nie elementa płasczyzn, nie [lowierzchnie nieskończenie 
małe, lecz płasczyzny poziome o powierzchni skończonej jakiejkolwiek, do wszystkich punktów któ-
rych możemy, z całą matematyczną ścisłością, zastosować własność jednakowego ciśnienia, i wziąć 
za jedność powierzchni taką jej absolutnną wielkość jaka nam się podoba, byleby takowa nie prze-
kraczała granic, w których siły na ciecz działające mogą być uważane za stałe. 

Zauważmy następnie, że ilóść II zmienia się ze zmianą cieczy, a jej samoista wartość dla je-
dnej i tej samej cieczy zależy od objętości jaką bierzemy za jedność. Jeżeli np. uważana ciecz jest 
wodą, i jeśli za jedność długości lub wysokości weźmiemy Unijny, za jedność powierzchni — 
metr kwadratowy, a za jedność objętości — metr sześcienny, 

n = ciężarowi 4 sześciennego metra wody = 100()''''°s'-amów . 

formując następnie z decymetra, centymetra, millimetra Hnijnego odpowiednie im jedności po-
wierzchni i objętości, będziemy mieli, dla wody, następujące wartości na U : 

11, Ciężar 4 decymetra sześciennego wody =zikiiogram^ 

« « 1 centymetra ((. = 0 , ' ' 0 0 l = Igram, 

« « 1 millimetra « QOi 1 milligram. 
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Dla metra^ formuła (4) ma znaczenie takie : 

gdzie Zg — z jest liczba metrów. 

Dla centrjmetra^WL sama formuła ma znaczenie następujące: 

gdzie —z jest liczba centymetrów. 

Jeżeli np. wysokość (2o—3) punktu M jest o™, i jeżeli chcemy wyrazić w kilogramach ciśnienie 
wywierane przez ciecz na l centymetr kwadratowy, wzięty na płasczyznie poziomej przecliodzącej 
przez punkt M, stosując wzór (4), otrzymujemy (w przypuszczeniu że wysokość barometru jest 
O™,760 i temperatura powietrza O") : 

Ale w praktyce wyraz II (r^—-) oblicza się daleko prędzej, pamiętając tylko że ciężar l'"- wody 
jest lOOO*'»'"-. I tak, aby mieć ciśnienie na 1 centymetr kwadratowy, przy wysokości — z=5™, pi-
szemy : 

32. Zwię izek między c i śn ien iami w r o z m a i t y c h p u n k t a c h c i eczy . Uważajmy teraz inny 
jakikolwiek punkt cieczy M' (z'), w którym ciśnienie na jedność powierzchni oznaczamy przez p . Na 
mocy wzoru (4) będziemy mieli : 

Z (4) i (4'), oznaczając dla skrócenia 

co można wyrazić przez : 

(5) 

i co pokazuje, że różnica ciśnień^ na jedność potvierzchni, iv dicóch jakichkoliviek punktach cieczy, równą jest * 
ciężarowi pionowej kolumny cieczy, mającej za podstawę to jedność powierzchni, a za wysokość — odle-
głość między dwiema płasczyznami poziomemipoproivadzonemi przez te punkta. 

Równanie : 

(ti) 

możemy wyrazić: ci^nienie^ na jedność powierzchni, w dolnym punkcie M cieczy równemjest ciśnieniu, na 
tęt samą jedność, w górnym punkcie M', izwi'çkszonemu ciężarem kolumny cieczy, mającej za podstawę tę-
jedność powierzchni, a za tcysokość — odległość między dwiema płasczyznami poziomemi przez te punkta 
poprowadzonemi. 

Moglibyśmy nadać wzorowi (6) jeszcze inne wysłowienie uważając, że odległość dwóch 
płasczyzn poziomych, poprowadzonych przez dwa jakiekolwiek punkta, zowie się często 
poziomu (différence de niveau). 
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Nareszcie, rozwiązując wzór (6) na o t rzymujemy: 

którego wysłowienie byłoby zbytecznem. 

W N I O S E K . Wzór (5), dający wartość na przyrostek ciśnienia gdy przechodzimy od jednego po-
ziomu do drugiego, przyprowadza nas do wniosku mającego-ciągłe zastosowanie przy praktycznóm 
obrachowywaniu ciśnień. I tak, wzór ten wyraża, że różnica w ciśnieniu dwóch punktów Mi M 
jest, dla jednego i tego samego płynu, proporcyonalną do różnicy ich pozionm : — — //; wiec 
ta różmca będzie tem mniejsza, im odległość dwóch płasczyzn poziomych, przez te punkta popro-
wadzonych, będzie mniejsza; jeśli więc we wzorze (6) wysokość A// warstwy poziomej będzie tak 
małą dz, że względem p', może być zaniecłianem bez znacznego błędu, wtedy wzór (6) zamieni 
się na następujący : 

p=p'; 

czyli że : dla płynu ważkiego jaJdegokohciek, ciśnienie na jedność powierzchni w rozmaitych punktach nieskoń-
czenie cienkiej warstwy poziomej może być uważane za stałe. 

Zauważmy teraz, że dla gazów ważkicłi—dla których, w ogólności, wartość na II jest o wiele mniej-
szą jak dla cieczy— wyraz IIAA może być zaniechany, względem wartości p , nie tylko dla A/̂  nie-
skończenie małego, ale jeszcze i dla jego wartości skończonej, byleby nie zbyt znacznej. Zkąd się 
[n'zychod7Ado \\niosku, iedlagazów PMżkich, zajmujących nieicielką jfrzestrzeń, (jak np. objętość kotła 
parowego lub inne objętości zwykle w zastosowaniach spotykane) ciśnienie, na jedność poiuierzchni 
może być, zdostatecznćm dla praktycznych potrzeb przybliżeniem, uważane za stałe ive wszystkich punktach 
takiej przestrzeni. 

Wiemy już z poprzedniego (§ 3), że ciśnienie to byłoby z całą ścisłością stałe we wszystkich punk-
tach wszelkiej przestrzeni zajętej gazem, gdyby takowy nie podlegał działaniu innych sił jak siły 
sprężystości. 

U W A G A . Widzieliśmy pod § 3 1 , że nie zwracając uwagi na ciśnienie atmosferyczne, (które jest jedną, 
ze składowych ciśnienia wypadkowego pod jakiem punkt zostaje), ciśnienie w danym punkcie cieczy 
jest równe ciężarowi tejże cieczy, zawartej w kolumnie pionowej, mającej za podstawę jedność po-
wierzchni, a za wysokość odległość punktu od górnej powierzchni cieczy. Otoż, rezultat ten może 
być uogólniony i wyrażony w sposób następujący: 

% 

Ciśnienie, na jedność pounerzchni, wywierane przez płyn ważki ir jakimkolwiek punkcie, wziętym 
w jego icnętrzu, lub na ścianach naczynia, zawsze może być wyrażone ciężarem holumng tego płynu ; a ogól-
niej, ciężarem wszelkiego innego płynu X zawartego w kolumnie, mającej za podstawę tę jedność pounerz-
chni, a za wysokość ilość którą zaicsze wyznaczyć potrafimy. 

Istotnie, niech (P będzie znanem nam a priori ciśnieniem, wyrażonem w kilogramach i wywieranem 
. na jeden metr kwadratowy przez ciecz łub gaz, których ciężaru gatunkowego znać niepotrzebujemy ; 

oznaczając przez ciężar, nam znany, jednego metra sześciennego płynu dowiolnego, możemy zawsze 
napisać równanie : 

z którego ilość szukana 2 wyrazi się : 
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ponieważ nie jest nigdy O, ilość - zawsze będzie zawartą między O i cc ; to jest, jakiekolwiekby 
były wartości na , wysokość 2 zawsze będzie miała warlość wyznaczoną. 

I lak np., wiedząc że ciśnienie almosfery na 1 metr kwadratowy, i przy temperaturze O®, jest rów-
wne lOSt̂ aî gjOG, możemy to ciśnienie wyrazić ciężarem kolumny wody, lub rtęci, lub wszelkiej 

innej cieczy, mającej za podstawę 1 metr kwadratowy, a za wysokość — ; t akże wiedząc, iż dla 

wody, przy temperaturze O", ciężar DTi jednego metra sześciennego jest około a dla rtęci, 
przy tych że warunkach, DL' = ISoDGi^s; 

wysokość kolunmy wody będzie : 

a zaś wysokość kolumny r tęc i : 

Jedno i to samo ciśnienie atmosferyczne może więc być wyrażone albo wysokością iO",33296 
wody, albo wysokością 0",7G0 r t ^ i ; zmiana ciśnienia pociąga za sobą zmianę odpowiedniej 
wysokości wody lub rtęci. 

Zwykle się uważa kolumnę jako fiapełnioną ląż samą cieczą, której się rozpatruje ciśnienie na punki 
wzięty w jej wnętrzu. 

1 , • 1 • - 1 ^̂  ciśnienie na l metr kwadratowy , . 1 - ' 1 Jak widzimy iloraz : — = - : ^ ^ , daie nam wYsokosc - ko-
3IL ciężar 1 metra szes. rozpatrywanej cieczy 

lumny (mającej za podstawę 1 metr kwadratowy) cieczy, której ciężar wyrazi natężenie równe 

danemu ciśnieniu (f. Iloraz — = z , zowie się, dla tej przyczyny, wysokością należną (diie) ciśnie-

niu O?, i naodwrót : ciśnienie nazywa się ciśnieniem należnem icysokości z. Przy spadku ciał 

ważkich w próżni spotykamy wyrażenia : v = i k = ^ podobnego rodzaju. 

Jeśli V oznacza szybkość nabytą przez punkt, spadający swobodnie i pod działaniem jednej 
tylko siły ciężkości, na wysokość h od początkowego swego położenia, w którem v było zerem, 
mamy : 

wyrażenie zaś : 

da wartość ciśnienia na punkt znajdujący się przy końcu swego ruchu w płasczyznie poziomej, popro- " 
wadzonej w cieczy ważkiej na odległości h od powierzchni wolnej tej cieczy. 

Z porównania dwóch wyrażeń otrzymujemy: 

zkąd : 

http://rcin.org.pl



2 5 2 T K O N Y A C I Ś N 1 K N 1 A C I E C Z Y 

= gęstości cioczy X pracę sih'ciężkości, której dziahmie zmusiłoby ten punkt do przebycia piono-
wej drogi h. 

Tym sposobem znajdujemy sprawdzenie znaczenia djmamicznego, podanego pod § 24 dla przyrostka 
ciśnienia w jakimkolwiek punkcie cieczy. 

33. P r z e d s t a w i e n i e c i śn ień prostemi p i o n o w e m i . Za pomocą wzoru : 

możemy, znając i z ,̂ znaleźć ciśnienie w każdym punkcie cieczy; wzór ten rozwiązuje więc zada-
nie któreśmy sobie założyli ; aby jednak widoczniej wyrazić związek między dwiema zmien-
nemi : 2 i p zachodzący, korzystnem będzie przedstawić go geometrycznie, gdyż tym sposobem 
uwydatnimy ciągłość funkcyi p. 

Z punktu widzenia geometrycznego, ciśnienie na jedność powierzchni może być wyrażone dwo-
jako : 1) prostemi pionowemi, i 2) prostemi poziomemi. 

P R Z E D S T A W I E N I E C I Ś N I E Ń P R O S T E M I P I O N O W E M I . Równanie (4) możemy przedstawić pod formą: 

(5) 

albo też : 

(6) 

gdzie li, ^ ilości stałe, mogące być uważane za znane. Zmiennemi są lylko 2 i p. 

Uważajmy najprzód, że to wyrażenie jednorodne {pierwszego s^o/jneo ; każdy jego wyraz przed-
stawia linje, długości. Istotnie: 2 i 2̂  są to spółrzędne, oznaczające wysokość płasczyzn poziomych 
nad płasczyzną porównania XY ; są to więc długości-, następnie, p lub p^ oznaczaj^ą ciśnienie na 
jedność powierzchni, czyli siłę odniesioną do jedności powierzchni, lub też, iloraz z pewnej siły P 
lub Po (wypadkowej wszystkich sił działających na jakąkolwiek powierzchnię ab lub Oo b^) przez po-
wierzchnię; tak że p i p^ wyraiąją : 

nareszcie U oznacza ciężar gatunkowy cieczy, czyli ciężar odniesiony do jedności objętości; II 
jest więc ilorazem z pewnej siły D^ (wypadkowej wszystkich sił ciężkości działających na pewną ob-
jętość fl' b' c) przez objętość; tak że właściwe znaczenie II j es t : 

gdzie a,b-, a^bo; a, b', c, są odniesione do tej samej jedności długości co i 2 lub 2o. 

Wypada z tego źe : 

nam nieznana, gdyż nie znamy właśnie p. 
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Zobaczylibyśmy tak samo, że ^ też będzie wyrażać długość, którą możemy uważać za znaną. 

l lównanie (6) może więc być przedstawionem geometrycznie l injami.prostemi. 

Uważajmy zatem płasczyznę poziomą porównania XY (fig 13), od której liczymy z, i poprowa-

dźmy dwie płasczyzny : AB i GD, równoległe do niej i odległe od XY na wysokoś( 

Równaiiie (6) pod formą : 

(7) 

pokazuje nam, że jakikolwiek wzięlibyśmy punkt M (z), gdzie z OM, wyraz Ł przedstawi się odpo-

wiednią wysokością MP, równą wysokości punk Ul M do wysokości stałej : z ^ ^ • , 

tak że zmieniając z od z = n do z = H', wysokość ^ będzie się zmieniać od = H 

do S = to jest, ciśnienie na jedność powierzchni będzie się zmieniać od /? = U i r do p = 0 ; 
I 

co przedstawiamy tak : 

Biorąc następnie dla z wartości większe od H', będziemy mieć z równania (7) : 

dla z > H', ^ ze znakiem : — , 

więc p byłoby ilością czyli że wszystkie punkta cieczy 
leżące ponad płasczyzną CD ulegałyby nie ciśnieniu (pression), 
ale rozcm^n-new (tension); ponieważ ciecz, z natury swojej, nie 
stawia oporu wszelkiemu usiłowaniu oddzielania jej c/ąsteczek, ' 
zatem cząsteczki cieczy ponad CD nie mogłyby być w spoczynłcu, 
zostając pod działaniem takiej siły; że zaś, z założenia, ciecz 
cała znajduje się właśnie w tym stanie, więc żaden jej punkt 
nie może przejść płasczyzny CD, będącej w skutek tego gra-
nicą wysokości do jakiej ciecz, nie wychodząc ze stanu spo-
czynku, może być podniesioną ponad płasczyznę XY. 

Ponieważ p jest Odia wszj'stkich punktów płasczyzny CD, będzie więc ona powierzchnią wolną 
od wszelkiego ciśnienia, — c o może mieć miejsce tylko wtedy, gdy nad tą płasczyzną panuje najzu-
pełniejsza próżnia ; dla tej przyczyny płasczyznę CD można nazwać powierzchnią absolutnie wolną. 

W naturze, na powierzchni ziemi, nie spotykamy takich płasczyzn (możemy je otrzymać tylko sztu-
cznym sposobem, jak np . w baromet rze) : podnosząc bowiem płasczyznę pozionm do najwyższych sfer 
ziemię otaczających, zawsze ponad nią istnieć będzie pewna warstwa powieLi'za, wywierająca pewne 
ciśnienie. Teoretycznie, przj-puszczając iena wszelkiej wysokości^lld ciężkości ziemi jest stałą, mogli-
byśmy podnieść ciecz, w naczyniu z góry odkrytem, aż "do ostatnich górnych granic atmosfery, 
ponad któremi ciecz znalazłaby się pod ciśnieniem odjemnem. 
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Pod dziidaniem tej nowej siły, padałaby w lvierunku wprost przeciwnym sile ciężkości ziemi. 
Minimum natężenia ciśnienia odjemnego miałoby miejsce na płasczyznie takiej jak CD ; i gdyby wa-
runki, przy kt(3rych równanie (7j było wyprowadzonem, miały miejsce na przestrzeni nieskończonej, 
ciśnienie odjenme wzrastając w miarę oddalania się od płasczyzny CD, dla = mielibyśmy 
p — 00. 

Całkując równanie: dp = --\\.dz, oznaczyliśmy przez p^ ciśnienie odpowiadające wysokości 
-o pewnego punktu cieczy nad płasczyzną XY. Mówiąc ogólnie, p^ może oznaczać ciśnienie w ja- ' 
kimkolwiek punkcie cieczy z,,; i ażeby z równania (4) módz wyznaczyć p dla każdego potrzeba 
żeby wartości Zo i Fo były znane a priori. Ponieważ wartość Zo nioże być wprost wymierzoną, 
pozostaje więc tylko znaleźć wartość n a : w tym celu najwłaściwiej jest wziąć za ẑ  spółrzędnę 
górnej powierzchni cieczy, gdyż wtedy ciśnienie p^ byłoby równem samemu tyhio ciśnieniu atmosfery, 
którego natężenie mogłoby być wskazanem wysokością barometru. 

Nadając takie znaczenie ilościom ẑ  i /;,„ płasczyzna pozioma AB, przeprowadzona na wysokości 
Zo nad płazczyzną poniwnania XY, będzie płasczyzną odgraniczającą ciecz od atmosfery. Płasczy-
zna ta nosi często nazwę poioierzchni icolnej w powietrzu, lub poprostu powierzchni wolnej, [rozumiejąc 
pod tem nie powierzchnię absolutnie wolną od wszelkiego ciśnienia, jak płasczyzna CD, lecz tylko 
powierzchnię luolną od wszelkiego ciśnienia samej cieczy (a nie atmosfery). 

Natężenie po ciśnienia atmosferycznego, na jedność powierzchni AB, może być, na mocy uwagi 
§ 32, wyrażonśm lub zastąpionem równowartym mu ciężarem kolumny samejże rozpatrywanej 
cieczy; a wysokość tei kolumny wyznaczy się z równania : 

szukana wysokość h jest więc odległość między płasczyznami AB i CD; zatem można powiedzieć 
że : górna powierzchnia cieczy, pod ciśnieniem atmosferycznem p^, może być teoretycznie uicaźana 
jako absolutnie wolna od wszelkiego na nią ciśnienia, z loarunkiem, abyśmy podnieśli wysokość cieczy 

obserwowaną w rzeczywistości, o wysokość idealną tejże cieczy, równą ilości h = Wysokość ta ^ 

zowie się, jak widzieliśmy wyżej, 'wysokością należną ciśnieniu p^, albo jeszcze wysokością piezome-
tryczną, (•zuavi; ciśnienie) należną ciśnieniu atmosferycznemu po, albo też wysokością loyrażającą ciśnie-
nie Po (hauteur representatiye de la pression /JJ ; jej wartość, dla jednego i tego samego p^, będzie 
zależeć od wartości 11, i tćm będzie większa, im 11 będzie nmiejsze. 

34. W zastosowaniach, przy obliczaniu ciśnienia w/jakimkolwiek punkciecieczy, nie zwraca się uwagi 
na ciśnienie dodatkowe po, wywierane na ten punkt przez atmosferę (§ 30), tak dla łatwości z jaką, 

w każdym danym razie, możemy je wyznaczyć i wprowadzić w rachunek, jak również dla uwolnienia 
się od powtarzania ilości wchodzącej s^a/e dla wszystkich punktów; nadto wyraz ten znika sam przez 
się, gdy idzie o znalezienie różnicy ciśnień dwóch punktów; przypuszcza się więc dla uproszczenia, 
że punkta cieczy rv spoczynku są wolne od icszelkiego ciśnienia, innego jak to które powstaje z działania 
otaczającej ją cieczy. 

Na mocy tej ugody, oznaczając przez H wysokość powierzchni spoczynku cieczy nad pewną płasczy-
zną porównania XY, będziemy mieć dla z = H , p = 0; zkąd, z rówmania (2) §31, znajdujemy 
C = p9ll = Uli, tak że ciśnienie w jakimkolwiek punkcie cieczy wyrazi się równaniem : 
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które przedstawiamy pod form.ą : 

(«) 

2 5 3 

Licząc wysokości z punktów wgórę od płasczyzny XY, widzimy że ciśnienie się-wnięysra w miarę 
wzniesienia sie punktu, tak że (fig 14) p= llll dła z = o, co cłaje punkt M", 

p = o dla z = 1 1 , dla punktu M'"; 

to jest, ciśnienie będzie tem większe, im punkt będzie leżeć dalej 
od powierzchni wolnej AB. Naturalnem więc jest liczyć wyso-
kości punktów wdół od AB, co ułatwi wyznaczenie ciśnienia ; 
powiedzieć bowiem, że wysokość punktu M (liczona od płasczyzny 
AB, czyli głębokość tego punktu) jest np. h, jest lo napisać : 

h-hz=E, 

zkąd, uważając że równanie (1) zawsze musi być sprawdzone, mo-
żna ptsać od razu : 

więc mamy natychmiast : 

(2) p = nh. 

Przy takich warunkach niema potrzeby wiedzieć, j iką liczebni wartość ma ilość II ; wtedy gdy 
przeciwnie, gdyby wysokości punktów były liczone od płasczyzny XY, i gdyby np. wysokość punktu 
od tej ostatniej płasczyzny była h'', niusielii)yśmy, dla znalezienia ciśnienia p" w tym punkcie, użyć 
równania (1), z którego otrzymujemy : 

co wymaga znajomości wartości H. 

Zgodziwszy się więc nazywać wysokością punktu M jego odległość k od powierzchni wolnej 
AB cieczy , wyrażenie (2) daje nam następującą praktyczną regułę, która, prócz łatwości w zastosowa-
niu, wyraża się w sposób prosty i piękny : mając loysokośćpunktu cieczjj, znajdziemy ciśnienie, na jedność 
powierzchni, wyrażone tą wysokością, z iloczynu icysokości przez ciężar gatunkowy cieczy \ otrzymany ilo-
czyn będzie ciężarem kolumny cieczy, mającej l°śćpowierzchni za podstawę, a h za wysokość. 

Mając dane wysokości h i K dwóch punktów cieczy N i M', odpowiednie im ciśnienia wyzna-
czą się z wyrażeń : 

zkąd : 

oznaczając h — li — Z ; a następnie 

(3) 

możemy więc powiedzieć, że d'a cieczy ważkiej w spoczynku, piezometryczna wysokość dolnego punktu jest 
równą piezometrycznej wysokoś'-i punktu górnego, powiększonejpionotrą odległością tych dwóch punktów. -
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Jeżeli ciecz juką lozpatrujemy jest woda, wtedy każtly z wyrazów : przedstawia wyso-

kość kolumny wody, ciężar której wywiera w stanie statycznym na podstawę kolumny (równą naprzy-

kład I decymetrowi kwadratowemu) całkowite ciśnienie równe p lub p kilogramów. 

Zauważmy jeszcze, że górna powierzchnia cieczy w spoczynku AB zowie się często, przy zastoso-
waniach hydraulicznych, płasczyzną naporu (plan de charge) lub też płaszczyznę nacisku. 

Z tego co poi)rzelza widzimy, że ponieważ ciśnienie w jakimkolwiek punkcie cieczy może być 
wyrażonem wysokością, i że długość prostej pionowej daje wprost natężenie ciśnienia na płas-
czyznę poziomą jakąkolwiek, —• sposób geometrycznego przedstawienia ciśnienia linjami pionowemi 
przystoi najwłaściwiej ścianom poziomym. 

% 

3 5 . P r z e d s t a w i e n i e c i śn ień prostemi poziomemi. Przedstawienie ciśnieii prostemi poziomemi 
nie różni się w gruncie od tego jakieśmy rozpatrywali wyżej; jednak metoda, którą teraz mamy się 
Z a j ą ć , ma tę niezaprzeczalną zaletę, że przedstawia w sposób ciągły zmianę ciśnienia w rozmaitych 
punktach cieczy, to jest daje nam linję ciśnienia. 

Wróćmy do równania ((») pod 33, które się przedstawia''pod formą : 

gdzie II, ẑ  i p^ możemy uważać za ilości nam znane. Kładąc ẑ  = 1 1 , otrzymujemy : 

( i ; 

Równanie (l) możemy uważać za równanie linji prostej, odniesionej do dwóch ijrostopadłyOh do 

siebie osi OZ i OP (lig. to); rozmaite wartości c będziemy liczyć podług osi OZ, zaczynając od pun-

ktu O, dla którego kładziemy z = 0, i przypuszczamy 

że będzie on najniższym punktem cieczy; odpo-

wiednie wartości na ^ będziemy wystaw, iać równo-

legle do osi OP, i na prawo od OZ. 

Aby wyznaczyć naszą prostę, saukajniy dwóch jej 
punktów. Równanie (1) da je ; 

dla 

Szukana prosta przecina w ięc oś OZ na wysokości 
11', to jest, że dla wszystkich punktów G cieczy, ma-
jących tę wysokość, czyli leżących na płasczyznie po-
ziomej CD, ciśnienie p jest = 0. 

Ten rezultat jest nam znany z poprzedniego; plasczyzna GD jest płasczyzn;> wolną w próżni. 

Zniżając się od punktu C do punktu O, dla k t ó r e g o O, o t r z y m u j e m y na ^ wartość = H ' ; 
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więc jeżeli dla przedstawienia rozmaitych wartości tiilv dla jak również i dla ^ , weźmiemy 

jednę skalę, długość OE, w^-rażająca wartość ^ dla z = będzie, na rysunku, równą wyso-
kości OG; prosta CE będzie więc nachylona pod -45^ Punkt G będzie[ostatnim punktem tej pros-
tej; inaczej mówiąc, nie przejdzie ona na lewą strono osi OZ, np. od C do C ,̂ gdyż, dla z .- ]i\ 
równanie (1) daje na p ilość odjemną, co jak już widzieliśmy, miejsca mieć nie może. 

Prosta CE będzie więc/2nyą ciśnienia; rozmaite jej spółrzędne poziome, to jest linje poprowadzono 
równolegle do osi OP i zawarte między OG i GE, będą to rozmaite wartości ^ , odpowiadające ró-
żnym'wartościom z ; czyli poziome te, jak Mw, . . będą prost cmi wijrażującemi ciśnienie, na 
jedność powierzchni, w punktach mającj-ch za wysokość (JM, 0 X . . . , to jest leżących w płasczyz-
nach poziomych poprowadzonych przez punkta M, N,. . . ; tak że jeżeli będzie nain daną diuycść 
jakiejkolwiek z tych spółrzędnych poziomych, natychmiast otrzymamy ciśnienie w odpowiednim 
jej punkcie, mnożąc te długość przez ciężar gatunkowy właściwy rozpatrywanej cieczy. 

Jak widzimy, system przedstaw iania ciśnienia p r o s t e m i w razie jeżeli skala na z i 

jest jedna i ta sama, niczeni się nie różni od systemu pionowego-, skoro bowiem znamy długość 
poziomej dla jakiegokolwiek punktu cieczy, wi/sołwść jego liczona wdół od płasczyzny wolnej 
CD jest nam znaną; Uik ie spółrzedna pozioma jest tylko kładem, na płasczyznę poziomą, wysołwści wyra-
żającej ciśnienie w danym punkcie cieczy. 

Jeżeli skale na z i ^ różne, kąt GOE nie będzie równym 45"; długości i)Ozdome nie będą 

równe, ale tylko proporcyonalne odpowiednim im wysokościom, liczonym wdóło^l GD. 

Mówiąc ogólnie, jakiekolwiekby były dwie skale, według których chcielibyśmy przedstawić na ry-

sunku rozmaitef wai-tości na c i j i , to jest, jakiekolwiekby było nachylenie prostej CE, długość jej 

spółrzędnych poziomych zawsze będzie propocyonalną do ciśnienia, wywieranego na punkt z którego 
ta pozioma wychodzi ; biorąc te długość z rysunku, i sprowadzając ją, za pomocą odpowiedniej skali, 
do jej rzeczywistej-długości i, będziemy mieli zawsze : p = l\\. 

36 . Ponieważ, w zastosowaniach, przy obliczaniu ciśnienia w jakimkolwiek punkcie cieczy 
nie z«RTaca si-ę uwagi na ciśnienie atmosferyczne, to jest uważa się że wysokość więc 

OC = H'=Zo-f- ^ zamieni się na OA = II r = - ; równanie (4) przyjmie formę: - + = 

'Apoicierzchnią wolnąhęihAa teraz płasczyzna AB, przeprowadzona na wysokości z = H, gdyż dla 
wszystkich jej punktów będziemy mieli p = 0. 

Odnosząc z i ^ do jednej i tej samej skali, — c o zwykle jest używanem, — l in ją ciśnienia będzie 

teraz prosta AE' równoległa do GE, albo też prosta A'E, z warunkiem, abyśmy za długości wy-
rażające ciśnienia uważali długości jej spółrzędnych poziomych tylko do nowej osi pionowej 0'Z', od-

ległej od dawnej osi OZ na długość AA = AG = ^ . Dodając do tych spółrzędnych ilość stałą 

otrzymalibyśmy rzeczywiste całkowite ciśnienie, równe summie dwóch ciśnieii : cieczy i atmosfery 
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Wypada jednak powiedzieć, że biorąc nawet w uwagę dodatkowe ciśnienie atniosleryczne, wywie-
rane na rozmaite \mnkidi c\c,c,zy, ograniczomj z góry płasczyzną AB, oste^iw spółrzędna pozioma pro-
stej A'E, m/ijąca sens rzeczywisty, byłaby to długość A'A ; tak że część A'C linji ciśnienia GA po-
winna być odrzuconą, czyli, że zamiast trójkąta GOE powinniśmy uważać trapez AA'EO ; gdyż spół-
rzędne poziome części A'G wyrażałyby ciśnienia odpowiednich im punktów leżących na pionowej 
AG, gdyby punkta te należały do cieczy, co nie jes t . 

Równanie cieczy ważkich; dp = —Vidz daje nam, punkta cieczy aż do GD fgdzie 
absolutnie p — 0) dla tego, że w równaniu ogólnem : 

przypuściliśmy, \l jedyna siła zewnętrzna, na ciecz działająca, jest tylko siła ciężkości; inaczej, że 
ciecz zostaje w próżni; wtedy gdy, w zwyczajnych warunkach rzeczywistości, działa na nią inna jeszcze 
zewnętrzna siła—atmosfera : rezultat, do jakiego przychodzimy w skutek naszego przypuszczenia, do-
wodzi tylko zasobu analizy, która, rozwiązując zadanie, zwraca naszą uwagę na niezupełność jego 
danych, i przyprowadza nas do pojęć idealnych, właściwych naturze wszelkiego rachwnku. Tak więc 
w naszśm zadaniu, na M stępie którego nie było żadnej mowy o ciśnieniu atnuosfery, analiza 
zastąpiła takowe ciśnieniem cieczy 11, podnosząc jej wysokość rzeczywistą, uważaną w danem 

miejscu, o wysokość idealną II"? , równowartą, co do jej ciśnienia, ciśnieniu atmosferycznemu 

w tem miejscu. 

W streszczeniu, chcąc wyrazić graficznie, w sposób ciągły, zmianę ciśnienia w rozmaitych pun-
ktacli cieczy, używa się w zastosowaniacłi następującego wykreślenia : 

jNhijąc (fig. 16) h wysokość cieczy ponad pewną poziomą KL, wyprowadzamy do tej poziomej 
{ 

prostopadłę NO, na k tóre j bierzemy długość NA = A, podług 'pewnej skali, np. przenosimy 

następnie punkt A do punktu A' i łączymy te dwa punkta prostą AA', która będzie szukaijią linją 
ciśnienia. Spółrzędne poziome Mm, M m', Wm'',... tej linji będą przedstawiać długości lub wij/sokości 

fig. 15. wyrażające ciśnienie, na jedność powierzchni, w punktach im od-
powiednich (jak również we wszystkich punktach płasczy^zn po-
ziomych przez nie poprowadzonych), uważanych na wysokości 
NA. Długości te hędi} propoj^yoiialne do rzeczywistych ciśnień wy-
wieranych na te punkta. Ażeby mieć ciśnienia rzpczyiuiste, dosyć 
jest każdą długość Mm, wziętą z rysunku, przywrócić do jej natu-
ralnej długości, to jest pomnożyć ją przez n, i otrzymany ztąd 
iloczyn pomnożyć przez 11, — ciężar gatunkowy rozpatrywanej cie-

I 

czy. Jeśli więc rysunek jest wykonanym na skalę - , ciśnienie, 

na jedność powierzchni, w punkcie M wyrazi się przez : 

Sposób ten przedstawienia ciśnienia prostemi poziomemi przyaioi szczególniej ścianom pionowym-, 
zastosowuje się on często, dla uwydatnienia zmiany ciśnienia w rozmaitych punktach, do murów pod-
pierających (murs de sou tenement , digues), rezerwóarów czyli zbiorników, drzwi śluzowych (portes 
d'ćcluse) i t. p. 
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T E O R Y A C I Ś N I E N I A C I E C Z Y N A Ś C I A N Y P R A S K I E . 

STRESZCZENIE: Ściany p łaskie : poziome, pochyłe , pionowe. Metoda analityczna szukania w y p a d k o w e g o ciśnienia na te ściany i 

środka ciśnienia. Dyskussya wzorów dających ciśnienie i środek ciśnienia. — Odpowiedność środka ciśnienia, środka 

wahania i środka uderzenia.—Zastosowanie ogólnych wzorów do przypadków szczególnych. — R o z m a i t e przykłady.— 

Metoda geometryczna szukania ciśnienia i środka c i ś n i e n i a — P r z y k ł a d y . — Porównanie teoryi hydrostatycznego ci-

śnienia z t e o r y i ciśnienia s tatycznego. 

37. Cząsteczki cieczy, będąc niezależne jedne od drugich i posiadając, w skutek tego, nadzwyczaj 
wielką łatwość w zmienianiu wzajemnego ich położenia, nie mogą mieć, same przez się, żadnej formy 
stałej. W pewnej massie cieczy oddanej samej sobie, to jest, wystawionej na działanie siły ciężkości, 
każda cząsteczka, będąc wolną, dąży do zajęcia jak najbliższego położenia względem punktu 
który ją przyciąga; tak że padając na powierzchnię ziemi, rozpościerają się one na niej, tworząc^ 
pewną warstwę prostopadłą do kierunku siły ciężkości. Wtedy gdy ciała stałe zostawione samym 
sobie, padając na ziemię, lub na inną powierzchnię stającą im na drodze, zachowują zawsze jeden 
i ten sam kształt, czyli niezmienność wzajemnego położenia ich cząsteczek,—ciała ciekłe tracą natych-
miast pierwotny zarys, jaki myślą możemy im nadać ; dla nadania więc cieczy formy stałej, czyli dla 
przechowania cieczy, musimy ją zawierać w naczynia, to jest, otaczać ją ciałami s^aimi (ścianami). 
Ciecz pod działaniem siły ciężkości będzie wywierać na ściany naczynia pewne ciśnienie; dla zape-
wnienia wytrzymałości ścian, potrzeba umieć obrachować całkowite natężenie s i łnanie działających, 
by módz nadać ścianom odpowiednie temu natężeniu wymiary. Zadaniem więc naszem jest wy^zna-
czenie wypadkowego ciśnienia na ściany naczynia. 

Ściany naczynia, w którem ciecz może być zawartą, są dwojakiego rodzaju: I) Ściany płaskie-, 
II), ściany krzywe. 

Itozpatrzmy najprzód ściany płaskie. 

Ściany płaskie mogą być rozmaicie położone względem pionowej i, stosownie do ich pozycyi 
wytrzymywać mniejsze lub większe ciśnienie. Ściany te mogą być podzielone na trzy kate-
gorye : 

Ściany płaskie poziome, 

(( « pochyłe, 

(( « pionowe. 

Ściśle mówiąc, moglibyśmy się ograniczyć rozpatrywaniem ogólnego przypadku ścian pochyłych, 
to jest czyniących z poziomem pewien kąt, zawarty między O® i 90"; jednak kwestya ścian poziomych, 
chociaż prosta, jest zarazem tak ważna, że rozpatrujemy ją zosobna. 

38. Śc iany poziome. Przypuszczamy, jak poprzednio, że rozpatrujemy ciecz jedno)'odną (to 
jest p, a zatem II stałe;, i że górna powierzchnia cieczy jest od wszelkiego na nią ciśnienia 
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(czyli że dla wszystlcich jej punktów p = 0). Przejście od tego przypuszczenia do warunków rzeczy-
wistości nie może przedstawiać najmniejszej trudności . 

Niech więc będzie: H wysokość wolnej powierzchni cieczy nad ścianą poziomą, 

n ciężar gatunkowy uważanej cieczy, 
li powierzchnia ściany poziomej, której kontur (zarys) jest zupełnie dowolny; 

może on być jakąkolwiek krzywą zamkniętą, lub wielokątem jakimkolwiek; 

p ciśnienie, na jedność powierzchni, w jakimkolwiek punkcie ściany, 

P ciśnienie wypadkowe na całą powierzchnię 11 tej ściany. 

Kwestye, jakie mamy do rozwiązania, są następujące : 

1° Znalezienie natężenia ciśnienia wypadkowego na ścianę; 

2° Znalezienie na ścianie punktu przyczepienia tej wypadkowej, to jest środka ciśnienia, czyli 
punktu w którym wypadkowa przebija ścianę. 

1 ° C I Ś N I E N I E W Y P A D K O W E . Ponieważ wiemy, że ciśnienie na jedność powierzchni jest, co do natęże-
n i a — jedno i to samo dla wszystkich punktów^ znajdujących się na jednej i tej samej płasczyznie po-
ziomej, a co do kierunku — normalne do tej płasczyzny, widocznem jest, że ciśnienie całkowite, wy-
wierane przez ciecz na ścianę H, będzie normalne i wyrazi się przez : 

(1) 

Otoż, na mocy § .34 mamy : 

więc mofefcmy napisać: 

Ponieważ p oznacza ciśnienie w jakimkolwiek punkcie ściany, możemy więc uważać p jako ciś-
nienie wywierane w środku ciężkości powierzchni ft, i wzór (1) wyrazić tak : 

Ciśnienie całkowite, loywierane przez ciecz na ścianę płaską poziomą^ równem jesif, iloczynowi z powierz-
chni tej ściany przez ciśnienie na jedność powierzchni icywierane iv jej środku ciężkośc i. 

Wzór zaś (2) może być wysłowiony w sposób następujący : 

Ciśnienie całkowite, wy wierane przez ciecz na ścianę płaską poziomą, ma ztt miarkę, czyli jest równem cięża-
rowi cieczy zawartej w kolumnie pionowej, mającej za podstawę tę ścianę, a za wysokość — wysokość cieczy 
nad tą ścianą; lub jeszcze, co wyjdzie na jedno, —odległość środka ciężkości tej ściany od powierzchni 
tuolnej. 

Gdybyśmy teraz zechcieli wziąć w uwagę ciśnienie atmosferyczne p^, wywierane na górną powie-
rzchnię cieczy, i przekazane całkowicie na wszystkie punkta cieczy i na ścianę ii, musielibyśmy za-
stąpić w powyższych wzorach p przez Po~hp, i otrzymalibyśmy najprzód : 

0 ) 

następnie, oznaczając piezometryczną wysokość atmosfery przez Ho, to jest kładąc : 
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mielibyśmy : 

wysło\yienie tych wzorów (!') i (2) opuszczamy. 

2° Ś R O D E K C I Ś N I E N I A . Znając natężenie całkowitego ciśnienia na ścianę ii , szukajmy teraz na ścia-
nie punktu przyczepienia tego ciśnienia. 

Ponieważ materya cieczy na ścianie 12 jest ciągłą, a ciśnienia składowe, we wszystkich punktacli 
ściany, są do niej normalne, i stałego natężenia — czyli że te ciśnienia są jednostajnie ułożone 
(reparties) na całej powierzchni ściany, — więc wypadkowa wszystkich tych sił, do siebie równole-
głych, będzie przechodzić przez środek ciężkości ściany; a zatem powiadamy : dla ściany płaskiej 
poziomej środek jej ciśnienia znajduje sie ic jej środku ciężkości. 

U W A G A . Wiemy, że wypadkowa pewnego systemu sił jest siłą ^ / F A / N Ą równowartą, (ylko z pun-
ktu tcidzenia analitycznego, całemu zbiorowi sił uważanych zosobna ; punkt jej przyczepienia jest rów-
nież punktem abstrakcyjnym : w rzeczywistości, siły są rozłożone (reparties) na rozmaite punkta ciała, i 
fizyczna wytrzymałość materyalnego punktu (reakcya) inoże nie być zachwianą tylko wtedy, gdy natę-
żenie siły na niego działającej nie przechod/i pewnej granicy, która byłaby prawie zawsze prześci-
gniętą, gdyby natężenie siły wypadkowej było rzeczywiście przyczepione do jednego tylko punktu. 

39 . Wzór (2) przyprowadza do wniosków bardzo ciekawych: pokazuje on że całkowite ciśnienie na 
ścianę poziomą zależy jedynie od ii i H to j es t : a) od liczebnej icartościpowierzchni ie] ściany, jakikol-
wiek zresztą byłby jej kontur ;b ) od ivysokości cieczy ponad tą ścianą. Ciśnienie to jest wcale niezależne 
od formy i położenia innych ścian naczynia, mającego' ścianę ii za podstawę; inaczej mówiąc', 
forma cieczy jest rzeczą obojętną, i w każdym razie ściana pozioma jest ciśnioną tak, jak gdyby 
nacz\Tiie miało kształt walca pionowego na niej wystawionego. Wypada zląd : 

1" Jedno i to samo ciśnienie może być wywarte rozmaitym ciężarem cieczy (fig 17); 

2" Jeden i ten sam ciężar cieczy (np. jeden jej kilogram) może wywrzeć rozmaite ciśnienie (fig. i8). 

Na fig. 17 ciecz, zawarta w trzech rozmaitych naczyniach, mająca tylko tę samą wysokość H, i jed-
nakową powierzchnię ii ściany poziomej, będzie wywierać na tę ściniie jedno i to samo ciśnienie 
lliiH, które, jak w idzimy, może być albo równe, albo większe lub mniejsze od rzeczywistego ciężaru 
cieczy, jakibyśmy znalezli za pomocą wagi. To właśnie stanowi tak zwany ;x<ra(/o/iS hydrostatyczny, 
który rozpatrzymy bliżej przy ścianach krzywych, gdzie zobaczymy, że ciężar cieczy jest luypadkową 
pionową \yszystkicli ciśnień, wywieranych na wszystkie ściany naczynia. W^aga daje nam Nyłaśnie natę-
żenie tej wypadkowej które, widocznie, nie możemy brać, w przypadku ogolnym ścian, za natężenie 
ciśnienia wywieranego na samą tylko jednę ścianę poziomą. 
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Z fig. 18 wnieść można, że bardzo małym ciężarem cieczy możemy wywrzeć ogromne ciśnienie, 
byleby odległość ciśnionej ściany od powierzchni wolnej była dostatecznie wielką. 1 tak np. (fig. 19), 

• - mając naczynie napełnione wodą i ze wszystkich stron za-
kryte, jeżeli do górnej jego ściany EF przystosujemy rurkę, o 
przecięciu cci, bardzo małem stosunkowo do CD, a mającą 
tylko znaczną wysokość i jeżeli tę rurkę napełnimy wodą 
aż do AB, ciśnienie, na jedność powierzchni, w punkcie M 
będzie = ll(tl-i-/?); otoż, ciśnienie punktu M powtórzy się 
jeszcze i we wszystkich innych punktach ściany poziomej CD, 
tak że jeżeli powierzchnię tej ściany nazwiemy ii, wypadkowe 

ciśnienie na nią będzie : 

to jest, równe ciężarowi cieciy, g lyby takowa zawartą była w objętości mającej ścianę CD za pod-
stawę, a (H h) za wysokość ; inaczej mówiąc, kolumna cieczy : cd X h zupełnie zastępuje tutaj ko-
lumnę CD X 

Biorąc wysokość h dostatecznie wielką, możemy na ścianę GD\vywrzećtak znaczne ciśnienie, że nie 
będzie ona zdolna wytrzymać go, to jest, wywiązać równej mu reakcyi. Ponieważ ciśnienie w punkcie 
m powtarza się we wszystkich punktach ściany EF z temże samćm natężeniem, ściana EF może 
się znaleźć, przy dostatecznej wielkości h, w warunkach ściany CD; tak że jeżeli te ciśnienia prze-
ścigną wytrzymałość ścian naczynia, naczynie pęknie. To nam wyjaśnia przyczynę, dla jakiej naczynie 

, znacznych wymiarów może być rozerwanćm kilkoma kilogramami wody. 

40 . Przy wyprowadzeniu wzoru (2) § 38, przypuszczaliśmy ciecz jednorodną na całej wysokości M ; 
uważajmy teraz ciecz niejednorodną, to jest kiedy II nie jest stałe dla wszystkich jej punktów. 
Należy tu odróżnić dwa przypadki: 

* 1° kiedy ciecz składa się z różnych cieczy, mających gęstość rozaiaitą, ale stałą we wszystkich 
p^mktach jednej i tej samej cieczy, — co ma miejsce dla cieczy jednorodnych złożonych. 

kiedy gęstość cieczy zmienia się w sposób ciągły, jak np. dla gazów. 
W pierwszym przypadku, wiemy z § 27, że powierzchnie, oddzie-

lające jednę ciecz od drugiej, są płasczyzny poziome; tak że ozna-
czając rozmaite wysokości warstw jednorodnych cieczy przez: 
(fig 20) Aj, hi, . . .hn\ ich gatunkowy ciężar przez llj , 11̂ , . , . II,„ 
ciśnienie na jedność powierzchni, w punktach płasczyzny przedziela-
jącej dwie sąsiednie warstwy, przez pi, . . . /?„„ i zastosowując do 
każdej warstwy ogólny wzór : 

będziemy mieli na ciśnienia wyrażenia : 
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zkąd, po dodaniu, o t rzymujemy: 

czyli: 

albo jeszcze: 

przypuszczając że AB jest powierzchnią wolną. Otoż /;„ jest ciśnieniem, na jedność powierzchni, 
w jednym jakimkolwiek punkcie dna poziomego GD; jeśli jego powierzchnię oznaczymy przez 12, 
ciśnienie wypadkowe na całe to dno wyrazi się tak : 

Widzimy, że ciśnienie wypadkowe na dno naczynia wcale nie zależy od ibrmy ścian naczynia, gdyż 
wyraża się ono przez powierzchnię tylko samego dna. 

W przypadku cięczy jednorodnych złożonych, Aj, . . . h,̂  są ilości skoiiczone. (jldybyśmy teraz 
zechcieli uważać ciecz, której gęstość zmienia się z każdym jej punktem, moglibyśmy jeszcze zastoso-
wać teu wzór, uważając w nim Al, A,, . . . A„ za ilości nieskończenie małe, to jest, podzieliwszy całą 
wysokość cieczy na warstw7 poziome nieskończenie cienkie; co właśnie stosuje się do gazów. 

4 1 . Ś c i a n y p o c h y ł e . Bozpatrzmy teraz przypadek 0(j6lmj, kiedy ściana płaska naczynia jest/m-A^^/ 
do poziomu, i kiedy jej kształt je> t̂ jakikolwiek, ale nam znany. Przypuszczamy z.iwsze że ciecz jest 
jednorodna, i że jej powierzchnia spoczynku jest wolną od wszelkiego zewnętrznego ciśnienia. 

Kwestye, jakie mamy do rozwiązania, są też same co i w pierwszym przypadku, to jest : 

1° Znalezienie natężenia ciśnienia wypadkowego na ścianę; 

Wyznaczenie na niej środka ciśnienia. 

1 ° . C I Ś N I E N I E W Y P A U K O W E . Ponieważ wiemy, że ciśnienia indywidualne w rozmaitych punktach 
ściany są do niej normalne, zatem do siebie równoległe, będą one nirdly Jedno luypadkowę, k tórej kieru-
nek również będzie normalnym do ściany, a jej natężenie będzie równem summie ciśnień wywiera-
nych we w^szystkich punktach ściany. Aby wyrazić analitycznie wartość tej wypadkowej, moglibyśmy 
cały system odnieść do zwyczajnych trzech prostokątnych osi; ale w naszym przypadku dogodniej-
szćm będzie rozpatrywanie innycli spółrzędnych. 

Niech a oznacza kąt, jaki płasczyzna ściany czyni z płasczyzną poziomą, i niech EF (fig 21) będzie 
jej poziomym śladem. Płasczyzna przeprowadzona prostopadle do prostej EP będzie zarazem płas-
czyzną pionową rzutów (za którą bierzemy płasczyznę papieru) i płasczyzna prostopadłą do płasczyzny 
naszej ściany. Więc prolilem ściany na płasczyznę papieru będzie linja nachylona do LI pod kątem 
= a i mająca położenie El, jeśli kąt a=zrLEI jest liczony od lewej strony ku prawej. Niech nadto, 
AB 

oznacza wolną powierzchnię cieczy, od której liczymy wysokości rozmaitycłi punktów, podług 
osi ZZ, i niech GD będzie rzutem danej nam na ścianie AE zamkniętej figury, zawartej między dwiema 
poziomemi, rzucającenii się w punktach G i D. 

Dla jasności połóżmy płasczyznę ściany naczynia na płasczyznę pionową rzutów, (to jest na płas-
czyznę papieru) obracając takową na 90' około jej śladu E l ; pozioma rzucająca się w punkcie A, i 
oznaczająca przecięcie płasczyzny ściany z powierzchnią \yolną cieczy AB, przedstawi się na kładzie 
prostą Aff; poziome G i D, ograniczające kontur GD, przyjmą położenia : Gc i D(/. Niech będzie 
9 (-̂ ł = O równaniem linji konturu frhf odniesionego do dwóch prostokątnych osi X i Y, wziętych 
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•lowolnie. Znajac Tormę tej krzywej, znaną nam bedzie powierzchnia nią zadarta; zadaniem naszei^i 
jest znalezienie wypadkowego ciśnienia na tę powierzchnię. 

Wiemy, jże szukana wypadkowa będzie 
summą ciśnień, wywieranych na wszystkie 
elementa powierzchni; szukajmy więc wy-
rażenia na ciśnienie elementarne. 

Uważajmy jakikolwiek punkt M, wzięty 
na powierzchni CD i znajdujący. się na 
wysokości MN = z; ciśnienie p w tym punk-
cie, na jedność powierzchni, będzie natych-
miast nam znane, gdyż natężenie jego wy-
razi się iloczynem : I b = p, a kierunek 
będzie MN', normalny do AE ; wiemy nad-
to, że ciśnienie będzie-jedno i to samo we 
wszystkich punktach poziomej rzucającej się 
w punkcie M, i przedstawionej na kładzie 
prostą mm ; więc przypuszczając, że to samo 
ciśnienie p powtórzy się jeszcze we wszyst-
kich punktach, zawartych między poziomemi 

M i Ml, odległemi od siebie na ilość nieskończenie małą MMi, ciśnienie na taśmę powierzchni r/w, 
zawartą między ?nm' i m^m', wyrazi się iloczynem : WzcIm (gdzie - może być uważane za odległość, 
od powierzchni wolnej AB, środka ciężkości powierzchni r/w), a ciśnienie wypadkowe na całą po-
wierzchnię CD, czyli na /y/s/", oznaczy się przez: P = :Sllzf/w, i będzie jak wiemy normalne do 
ściany CD. 

Wyraźmy teraz z i c/w w funkcyi spółrzędnych danego nam konturu : 

Oznaczając odciętę punktu M, to jest długość AM = oA-, przez .r, mamy : 

co się zaś tyczy wyrażenia ih<i uważajmy, że możemy napisać : 

otoż, wartość na mm\ to jest na szerokość powierzchni w danym punkcie M, wyznaczymy z równania 
konturu (*); 

(*) Ponieważ k o n t u r : ç ( a ; , î / ) = o . . . (1) powierzchni CD jest linj^ zamknię tą , dla każdej wartości nadanej na œ, 
będz iemy mieli z równania {\) najmniej dwie wartości na y, np . y ' i y"; a wogólności , ich liczbę par^ys^ą ; tak-
że przy położeniu osi oX wskazanem na fig. 21, mamy : 

gdyby zaś oś X przecinała kontur f r h f , to jest , miała położenie a\', wtedy mm' wyraziłoby się jeszcze różnic? : 
gdyż m a m y : 

Wartość ta mm' zawsze będzie nam znaną z równania ( l ) , czyli będzie f u n k c y i x najzupełniej wyznaczoną ; dla 
.skrócenia, możemy ją nazwać jedną literą u , pamiętając że : 
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wyrazi się ona pewną iiinkcyą i jeśli tę funkcyę oznaczymy przez u, będziemy mieli : 

doi — udx; 

ciśnienie elementarne przedstawi się zatem : 

(«) 

a ciśnienie całkowite na całą powierzchnię objętą konturem frlsf wyrazi się : 

więc, ostatecznie, na ciśnienie wypadkowe wywierane przez ciecz na ścianę płaską pochyłą mamy 
następujący ogólny wzór : 

(A) 
» 

U W A G A . Wzór ( A ) daje nam ciśnienie wypadkowe, wywierane na ścianę przez samą tylko ciecz w zet-
knięciu z tą ścianą, gdyż przypuściliśmy na wstępie naszego zadania, że powierzchnia cieczy AB jest 
wolną od ciśnienia atmosferycznego. Łatwo jednak widzieć, że wartość P, wyciągnięta z tego wzoru, 
będzie wyrażać ostateczne wypadkowe ciśnienie cieczy i atmosfery na ścianę CD, z warunkiem, że 
będziemy uważać ciśnienia nie po jednej tylko wewnotrznej stronie ściany CD, — która jest w bezpo-
średnićm z cieczą zetknięciu,— ale jeszcze i po drugiej jej stronie znunotrznej, zostającej w styczności z 
atmosferą. Istotnie, widzimy naprzód, że zewnętrzną powierzchnię ściany CD możemy uważać za równą 
i równoległą do jej powierzchni wewnętrznej, tak że normalne.do pierwszej powierzchni są zarazem 
normalnemi do drugiej; następnie, mając wzgląd na małe wymiary naczynia, możemy przypuścić bez 
znacznego błędu, że ciśnienie wywierane przez atmosferę na powierzchnię cieczy AB będzie, na 
jedność powierzchni, takie samo, jak ciśnienie atmosferyczne na zewnętrzną powierzchnię ściany CD, 
Znajdującą się w bezpośrednieni z atmosferą zetknięciu; wypadnie ztąd, (§3) że te dwa ciśnienia, bę-
dąc sobie równe i skierowane w przeciwną stronę, wzajemnie się równoważą, czyli dają zero na ich 
wypadkowę- Wzór wiec (A) może być uważany : a) bądź za ciśnienie wypadkowe cieczy, b) bądź /a 
różnicę wypadkowych ciśnieii: cieczy i atmosfery, wywieranych po obu slronach ściany. 

Nie potrzebujemy wyjaśniać, że gdyby ściana CD była zanurzona, w cieczy, wypadkowa wszyst-
kich ciśnień wywieranych na nią po obu jej stronach byłaby zerem. 

2. Ś R O D E K C I Ś N I E N I A . Środek ciśnienia, czyli punkt przyczepienia siły P na ścianie CD, znaj-
dziemy za pomocą znanego twierdzenia momentów sił składowych i siły wypadkowej. Spółrzędnę i 
y' lego punktu Q zostaną wyznaczone, biorąc momenta, względm osi aX i aX, wszystkich ciśnień 
elementarnych wywieranych na ścianę, i moment ciśnienia wypadkowego. 

Momenta względem osi Y (to jest prostej A wynikłej z przecięcia powierzchni wolnej przez ścianę 
naczynia) da ją : 

zkąd ze wzoru (A), po skróceniu, otrzymamy : 

(B) 
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Ta wartość .t' wyznaczy nam prosto poziomą, równoległą do A«, na której znajdować sio bedzie 
szukany środek ciśnienia; wyrażając x' przez z otrzymamy odległość środka ciśnienia od powierz-
chni wolnej AB. 

Momenta względem osi X. Ażeby znaleźć drugą spółrzędnę 7j' środka ciśnienia, dzielimy powierz-
chnię ściany na .taśmy równoległe do osi X; tylko, ponieważ rozmaite punkta jednej i tej samej 
taśmy znajdują się w różnych odległościach od powierzchni wolnej AB,— a zatem pod różnemi 
ciśnieniami, —więc tu nie możemy zastosować jednę i tę samą wysokość z do wszystkich punktów 
takiej taśmy : musimy więc każdą taśmę równoległą do osi X podzielić na elementa nieskończenie 
małe prostemi poziomemi, to jest równoległemi do osi Y; czyli, co wyjdzie na jedno, każdą taśmę 
mm'mim\, równoległą do osi Y i rozpatrywaną wyżej, podzielić prostemi równoległemi do osi X. 
Wtedy element taśmy mm'mi7n^, mającej za wartość : c/to;= udx, wyrazi się przez dudx-, ciśnienie na 
niego wywierane— przez \lzdudx; nareszcie, jego moment względem osi X—przez {\\zdudx) g; tak że 
summa momentów wszystkich elementarnych ciśnieii wywieranych na powierzchnię frlsf wyrazi się 
symbolem : * 

zkąd, wyraziwszy z w funkcyi x, otrzymujemy z równania momentów, po skróceniu : 

(iianice tych całek zostaną wyznaczone przez styczne do konturu frlsf, poprowadzone równole ic 
do osi spółrzędnych «Y i aX. 

I ' W A G A . Jeżeli się zdarzy że kontur ciśnionej powierzchni ma liiiję średnicowa (diamćtrąle) sprzę-
żoną poziomemu kierunkowi jego cięciw, to jest, jeżeli na ścianie możemy poprowadzić taką linję, 
któraby dzieliła na dwie równe części poziome cięciwy danego nam konturu, widoczner-n jest, że 
ciśnienia będą jedne i te same po obu stronach tej linji, tak że środek ciśnienia będzie się z;najdować 
w pewnym jej punkcie. W tym więc razie, dla wyznaczenia środka ciśnienia, dosyć będzie znaleźć 
jednę tylko jego spółrzędnę x'. 

Jeżeli nadto, jako szczególny i)rzypadek, linja średnicowa, tak określona, będzie prosiopadlą do 
poziomych cięciw konturu, to jest będzie jego osia sgmetryi, najwłaściwiej wtedy wziąć tę oś za oś X ; 
jak widzimy, taka oś symetryi będzie kierunkiem największego spadku (lignc de la plus 
grandę pente) ściany. Ztąd możemy powiedzieć o([\\voiw\G : jeżeli oś symetryi figury jest linją naj-
większego spadku ściany, środek jej ciśnienia znajduje się na tej osi. Oś taką możemy nazwać symetryi 
ciśnienia, gdyż każde dwa odpowiednie sobie punkta względem tej osi, znajdując się na jednej pozio-
mej, pozostają pod jednem i tćm samem ciśnieniem. Oś symetryi kierunek różny od kierunku 
największego spadku będzie tylko osią symetryi konturu, lub też osią symetryi powierzchni-, lecz nie 
może ona być osią symetryi ciśnienia. 

W razie np. jeżeli oś symetryi ściany jest poziomą, widocznem jest odrazu, że oś laka nie będzie 
osią symetryi ciśnienia, gdyż piezometryczna wysokość dla wszystkich punktów leżących ponad tą 
osią będzie mniejsza, jak ta wysokość dla odpowiednich punktów powierzchni leżących pod nią; 
7. czego już wnosić możc-my, że środek ciśnienia będzie położony niżej aniżeli środek ciężkości powierzchni. 
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4 2 . D y s k u s s y a w / o r u (A). Otrzymaliśmy na ciśnienie wypadkowe P, wywierane na powierz-
chnię ograniczoną danym konturem, wyrażenie : 

Otoż wiemy że : 

udx, to jest zawartą w naszym konturze, 

a —odległość sroJka ciężkości G tej powierzclini od poziomej (A, Aa), wynikłej z przecięcia ściany 
przez powierzchnię w'olną cieczy; oznacza zarazem odległość środka ciężkości ciśnionej po-
wierzchni od powierzchni wolnej, liczoną podług osi aX, czyli podług linji nąjiuięhszegospadku ściany); 
wzór (A) przyjmie więc formę : 

Otoż: 

oznaczajcie przez odległość pionową środka ciężkości powierzchni SI od powierzchni wolnej AR; 
(Zj będzie więc icysokość tcyrażająca ciśnienie, na jedność powierzchni, w środku ciężkości G) 
a ztąd : 

(A') 

Z tego wzoru wyprowadzamy- wnioski następujące : 

1°. Ciśnienie całkowite wywieraneprzez ciecz na ścianę płaską, nachyloną do horyzontu pod kątem jakim-
kolwiek, równem jest iloczynowi z powierzchni tej ściany przez ciśnienie, na jedność powierzchni, icywierane 
IV jej środku ciężkości; albo jeszcze : 

2°. Ciśnienie to jest równe ciężarowi cieczy zawartej iv pionowym walcu (lub pryzmie), mającym zapod-
staivę powierzchnię ściany, a za wysokość odległość jej środka ciężkości do powierzchni wolnej . (*) 

. . P 3". Wyciągają'c ze wzoru (A')^yartość na — , to jest na ciśnienie średnie, pod jakiem każdy punkt 

powierzchni Q powinienby zostawać, ażeby ciśnienie wszędzie było jednostajne i dało P na wypad-

(*) Wzór : P ' = n z j a . . . (A ) może być wprost napisany, bez znajomości równania k o n t u r u , i bez poprzedn ich r o -
z u m o w a ń ; oznacza jąc bowiem przez p c iśnienie , na j edność powierzchni , w jakimkolwiek punkc ie ściany, odległym u i 
z od powie rzchn i wolne j , ciśnienie na nieskończenie mały e lement w, wzięty na ścianie naokoło tego p u n k t u , b ę d z i e : 
dw = r i i&). Wszystkie te ciśnienia e l emen ta rne będąc do siebie równolegle , ciśnienie wypadkowe P wyrazi się ich 
s u m m ą , lak ż e : 

Otóż, }Lz(si wyraża właśnie taką sumraę , j akąbyśmy znaleźli , chcąc wziąć m o m e n t wszystkich e lementów powierz-
chni i l , względem jakiejkolwiek p łasczyzny, od k tóre j odległości rozmai tych e lementów oznaczyl ibyśmy przez z ; 
R jak wiemy, s u m m ę tę możemy zastąpić wyrażen iem : = = nazywa jąc z^ odległość środka ciężkości 
całej powierzchni a od płasczyzny m o m e n t ó w . W naszym p r z y p a d k u tą płasczyzną m o m e n t ó w jes t powierzchnia 
wolna cieczy. 
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kowę, mamy : 

T E O R Y A C I Ś N I E N I A C I E C Z Y 

to jest srerfnze jest równe ciśnieniu -w rzeczyicistości wywieranemu w jednym tylko punkcie 
ściany: mianowicie w jej środku ciężkości. W razie ściany poziomej, ciśnienie średnie, które było 
idealnem dla ścian pochyłych, staje się tu ciśnieniem rzeczywistćm. 

Dla skrócenia, wniosek ten wyrażamy w sposób następujący: 

Ciśnienie średnie na ścianę równe jest ciśnieniu icywieranemu iv jej sVorfA:M albo ogólniej,— 
ciśnieniu jakiegokolwiek punktu wziętego w płasczyznie poziomej przechodzącej przez środek 
ciężkości ściany. 

Wzór (A) pokazuje, że ciśnienie całkowite P wywierane na ścianę 11, a zatem i ciśnienie śred- . 
P 

nie — , będzie niezależnem od położenia ściany względem horyzontu, jeśli tylko odległość s, środka 

ciężkości ściany od powierzchni wolnej będzie stałą. Możemy więc powiedzieć: 
Jeżeli powierzchnia wolna cieczy pozostaje zawsze na jednej i tej samej wysokości, względem pew-

nej płasczyzny porównania, ciśnienie całkowite i ciśnienie średnie, na jednę i tę samą ścianę 12, będzie 
stałe, jakikolwiek byłby ruch obrotowy lub postępowy tej ściany, byleby tylko w tym ruchu środek jej cięż-
kości G zostawał zawsze na jednej i tej samej płasczyznie poziomej. 

Tak więc, jeżeli wysokość GH (fig. od powierzchni wolnej AB jest stałą, ciśnienie wypad-

kowe P ^i ciśnienie średnie jest niezależne od wartości kąta a, jaki czyni ściana CD = 1 1 z ho-

ryzontem (a który będzie zarazem kątem tej ściany z powierzchnią wolną), to jest będzie ono stałem, 

czy ta ściana ma położenie poziome jak C'D', czy pionoice jak C " D c z y też inne jakiekolwiek jak 

C"'D'"; w każdem z nich kierunek wypadkowej zawsze będzie normalnym do ściany. W położeniu 
P , . ' . 

poziomem CD', ciśnienie.srer/^/e ^ będzie ciśnieniem rzeczywistćm w rozmaitych punktach tej ściany 
i środek ciśnienia, jak to widzieliśmy pod § 38, 
będzie się znajdować w środku ciężkości G 
ściany; w innych zaś położeniach ścinny CD, 
ciśnienie rzeczywiste w rozmaitych jej punk-
tach będzie większe lub mijiejsze od ciśnienia 
średniego, i środek ciśnienia, jak to niżej zoba-
czymy, nie będzie się znajdować w środku 
ciężkości. 

Gdy w^arunekj stałości G H = 2 , nie jest wy-
pełniony, ciśnienie całkowite P, na jednę i tę 

samą ścianę 12, będzie się zmieniać proporcyonaliiie do z^; tak np. obracając ścianę GD około D, 
jak to wskazuje fig. 23, ciśnienie P będzie się powiększać, gdyż środek ciężkości ściany będzie coraz 
bardziej oddalonym od powierzchni wolnej AB; rzecz się będzie miała przeciwnie, obracając ścianę 
około C. W ogólności, mając daną ścianę 12 i jej środek ciężkości G, całkowite ciśnienie P na nią 
wywierane będzie tem mniejsze, im punkt G będzie bliżej położonym względem powierzchni w^olnej. 

43 . D y s k u s s y a w z o r u (B). Rozpatrzywszy wzór (A) dający natężenie ciśnienia wypadkowego, 
przejdźmy do wzoru, za pomocą którego wyznacza się punkt przyczepienia tego ciśnienia. 
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Ściany, jakie spotykamy w zastosowaniach, mają albo linję średnicową, albo oś symetryi skiero-
waną podług największego spadku ściany; tak że środtk ciśnienia zupełnie będzie wyznaczonym war-
tością jednej tylko swej społrzędnej x'. Wartość ta, znaleziona pod § i i , wyraża się ogólnym wzo-
rem : 

(B) 

gdzie całki powinny być wzięte między granicami wyznaczonemi przez styczne poziome do danego 
konturu. 

Uważajmy, że Jx^udx jest nic innego jak moment bezicladności powierzchni 12, wzięty względem 

poziomej (A, Aa), (fig 21,) rzucającej się w punkcie A (którą odtąd będziemy oznaczać AA); zaś 

Jxudx jest to moment powierzchni i 2 , wzięty względem "tejże samej poziomej, leżącej w płasczy-

znie tej powierzchni; oznaczając moment bezwładności przez IA, wzór (B) przedstawi się tak: 

(Ii') 

zkąd: 

oznaczając przez /i^ promień wirowania (rayon de gyration) powierzchni względem poziomej A, więc 

(1) 

Z innej strony, oznaczając przez ka promień wirowania powierzchni 12 względem poziomej po-
prowadzonej przez jej środek ciężkości G (fig 24), mamy związek : 

więc na mocy (I) piszemy: 

(2) 

zkąd otrzymujemy: 

ng. 24 więc, jakikolwiek byłby znak spółrzędnych x' i ir^, ich samoista 
wartość musi być następująca : 

(B") 

Ztąd wnosimy, że środek ciśnienia jakiejkoiwiek powierzchni płaskiej 
jest dalej położony od poziomej AA aniżeli środek ciężkości tej powierzchni. 

Spółrzędnę x' i oznaczają odległość środka ciśnienia i środka 
ciężkości powierzclmi 12 od powierzchni w'olnej, liczoną podług 
kierunku największego spadku ściany; nierówność (B") pociąga zaso-
bą nierówność : 

(B") 
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oznaczając z i ẑ  odległości" pionowe punkto.w Q i G od tejże powierzchni wolnej; gdyż: 

Więc, jakl)yśmy nie liczyli odległość tych punktów od powierzchni wolnej, środek ciśnienia jakiej-
kolwiek powierzchni znajduje sie zawsze pod jej środkiem ciężkości. 

U W A G A . Jednakże, w jednym szczególnym przypadku, środek ciśnienia i środek ciężkości zlewają 
się ze sobą i stanowią jeden punk t ; wtedy między ich spółrzędnemi x' i zachodzi związek : = 
albo z' = z .̂ 

Ażeby zobaczyć, w jakich warunkach nierówność (B") zamienia się na równość, zwróćmy się do ró-
wnania (3) z którego znajdujemy : 

(4) 

gdyż Ig = Ag Hi . Widzimy ztąd, że dla równości : czyli dla warunku: x — potrzeba, 
ażeby ^^ było oo ; albowiem IG i Si są ilości stałe dla jednej i tej samej ściany, zależące tylko od jej 
konturu, ale nie od jej położenia; a że 

gdzie jest tylko zerem dla powierzchni wolnej, a w każdym innym razie ma wartość wyznaczoną, 
więc potrzeba ażeby wsta —O; zatem kąt a powinien być albo O albo 180% to jest ściana po-
winna być poziomą. Przychodzimy ztąd do wniosku : jeżeli ciśniona ściana jest poziomą, środek ciśnie-
nia ściany zlewa się z jej środkiem ciężkości. Rezultat ten jest już nam znany z poprzedniego : otrzyma-
liśmy takowy drogą prostą przy ścianach poziomych, o których była mowa pod § 38. 

Mówiąc ogólniej, różnica wyrażona wzorem (4): x' — będzie tem mniejszą, to jest punkt P tem 

bardziej będzie się przybliżać do punktu G, im mniejszą będzie wartość , czyli im większe bę-
00 ̂ ^ 

dzie x^. Ponieważ .^1= ^ ^ ^ ' jeżeli przypuścimy ẑ  stałe, to jest, jeżeli tylko obracamy ścianę 

około osi poziomej, przeprowadzonej przez jej środek ciężkości, (wtedy, jak wiemy z § 42, ciśnienie 
wypadkowe na tę ścianę zawsze będzie jednakowe) x^ będzie t śm większe im kąt a będzie mniejszy; 
tak że (fig 22) przechodząc od położenia G"D " do położenia poziomego G'D', a maleje coraz bardziej, 
punkt P coraz więcej przybliża się do punktu G, i nareszcie z nim się zlewa w położeniu CD'. Otrzy-
mujemy wtedy â i = 00, co i być powinno, gdyż ściana C D', stając się teraz ró^wnoległą do 
powierzchni wolnej, przetnie ją w nieskończoności; co zaś do ẑ  (którego wartość jest najzu-
pełniej wyznaczoną) spółrzędna ta, używając wzoru — , przedstawiłaby się symbolicznie : 

wsta 

Z tej dyskussyi widzimy że : obracając daną ścianę GD = li okoto osi poziomej, poprowadzonej przez 
jej środek ciężkości, nie zmieniamy przezto ciśnienia wypadkowego wywieranego na tę ścianę-, zmieniamy tylko 
punkt przyczepienia tej wypadkowej {środek ciśnienia), który będzie się zbliżać lub oddalać od środka ciężkości, 
pozostając zawsze pod nim, i dosięgając go tylko wtedy kiedy ściana staje się poziomą. 

44 . Odpowiedność ś r o d k a c i śn ienia , (centre de pression) ś r o d k a w a h a n i a (centro d'oscilla-
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lioii) i Środka uderzenia (centre de percussion). Wzór (4) otrzymany ze wzoru (B), i wyrażający 
związek między środkiem ciśnienia ściany i jej środkiem ciężkości, ma jeszcze inne przenośne 
znaczenie. 

Wiemy z teoryi wahadła złożonego (pendule composś), że jeżeli jakiekolwiek ciało obraca się około 
osi poziomej stałej A (fig 2o), to — oznaczając przez odległość jego środka ciężkości G od osi 

^ obrotu A; przez /fo^ promień wirowania ciała względem prostej, poprowa-
dzonej równolegle do osi A, przez środek ciężkości G, — ruch tego ciała bę-
dzie taki sam, jak ruch wahadła prostego (pendule simple), zostającego z 
nim w jednakowych początkowych warunkach, i mającego za swą długość l : 

[a) 

Długość tę l nazwano długością wahania (longueur d^oscillation); 

Oś obrotu A « osią zanneszenia (axe de suspension); 

Prostę poprowadzoną na płasczyznie przechodzącej przez oś zawieszenia A, i przez środek ciężkości 
A' ^ 

ciała G, równolegle do osi A i na odległości od niej = a.', -+- nazwano osią wahania tego ciała 

(axe d'oscillation).-
Nareszcie punkt O, w którym oś wahania przebija płasczyznę prostopadłą do osi zawieszenia 

i poprowadzoną przez środek ciężkości ciała, nazwano środkiem wahania (centre d'oscillation). 
Określenia te stosują się i do tego szczególnego przypadku, kiedy ciało staje się powierzchnią krzywą 

lub płaską. 
Przedstawiwszy wzór (4) pod formą : 

( 4 b i s ) 

i porównywując (4t''s) z (a), możemy powiedzieć : 

Środek ciśnienia powierzchni, ograniczonej jakąkolwiek figurą na ścianie naczynia (fig. znaj duje siej 
od poziomej AA na odległości x' równej długości l wahania ściany względem tej poziomej, riważanej za oś 
zawieszenia; to jest środek ciśnienia znajduje się na osi imhania pq. 

liB. 26. Jeżeli nadto, kontur powierzchni będzie mieć oś symetryi 
mn skierowaną podług największego spadku ściany, wtedy 
jak wiemy, środek ciężkości G i środek ciśnienia Q będą się 
znajdować na tej osi; przecięcie się osi mn z osią wahania pq 
wyznaczy nam zarazem środek ciśnienia Q i środek wahania 
O; gdyż możemy uważać oś mn jako ślad płasczyzny, prze-
chodzącej przez G i prostopadłej do osi zawieszenia AA. Tak 
więc możemy powiedzieć : jeżeli kontur jest symetryczny wzglę-
dem kierunku największego spadku ściany, środek ciśnienia po-
wierzchni tym konturem ograniczonej znajduje się iv jej środku 
wahania. 
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Uważając ścianę CD = 11 (fig. 27) symetryczną względem kierunku największego jej spadku, i ob-
racając takowę około osi poziomej stałej AA, — powstałej z przecięcia się przedłużonej ściany Cl) 

z powierzchnią wolną cieczy, i rzucającej 
się na płasczyzivę papieru w punkcie A ,— 
środek ciężkości G ściany i jej środek ciś-
nienia O,O '(środek wahania) opiszą dwa 
łuki spółśrodkowe, leżące w płasczyznie 
prostopadłej do AA i poprowadzonej 
przez oś S}Tnetryi rnn. Ztąd widzimy, że 
chociaż ciśnienie całkowite P i ciśnienie 

I> 
średnie będą różne w różnych położe-
niach ściany (t)ędą się one zmieniać propor-

cyonaliiie do rzędnych ab, cd, e f , . .. łuku opisanego przez punkt G, i których maximum odpowiada 
pionowemu położeniu ściany), punkt przyczepienia siły P, to jest środek ciśnienia, zaw sze się będzie 
znajdować na jednej i tej samej odległości od osi obrotu AA ściany, lub od wszelkiej innej pozio-
mej na niej uważanej; tak że środek ciśnienia będzie punktem stałym na ścianie. 

Otrzymany rezultat jest o d w r o t n y temu jakiśmy znalezli pod §. 43, obracając ścianę około poziomej 
poprowadzonej przez je j środek ciężkości; tam ciśnienie P było stałe, a środek ciśnienia zmienny. 

U W A G A . Ponieważ odcięta x środka ciśnienia ściany i długość l wahania ściany są sobie równe, 
szukanie pierwszej może być zastąpione szukaniem ostatniej ; tak że znając jakimkolwiek sposobem 
długość wahania ściany względem osi zawieszenia AA, będziemy przezto znać położenie na tej ścianie 
poprzecznej osi (nazywając tak linję, równoległą do osi AA, na której będzie się znajdować 
środek ciśnienia, i zachowując nazwisko osi ciśnienia dla podłużnej osi symetryi ściany, jeśli jest ona 
skierowaną podług największego spadku ściany). W ogólności, własności poprzecznej osi ciśnie-
nia i środka ciśnienia mogą być wyprowadzone z własności osi wahania i środka wahania, znanych 
z Mechaniki ogólnej. I tak np . , wiemy że : 

do Oś wahania X'X' (fig. 28) i oś zawieszenia XX są sobie wzajemne; to jest, jeżeli teraz weźmiemy 
X"X'' za oś aixvareszeiiia, znajdziemy, że odpowiednią je j osia wahania będzie oś XX. 

2° Oś wahania jakiegokolwiek ciała jest więcej oddaloną od osi zawieszenia. — to jest od osi obrotu 
tego ciała,— aniżeli oś X'X' jej równoległa i przechodząca przez środek ciężkości ciała; tak że zawsze 
m a m y ; 

co wprost wyprowadziliśmy pod § 43. 

3" Środek uderzenia (centre de percussion) znajduje się zawsze 
na osi wahania ; jeżeli zaś ciało jest symetryczne względem płas-

czyzny prostopadłej do osi zawieszenia i przechodzącej przez jego 
środek ciężkości, wtedy środek uderzenia będzie się znajdować 
w punkcie gdzie oś wahania przebija tę płasczyznę, to jest, lu środku 
wahania. 

Z tej ostatniej własności wnosimy : że jeżeli ciśniona ściana rna oś symetryi skierować) ą podług najicięk-
szego spadku ściany, środek ciśnienia ściany będzie zarazem jej środkiem wahania i środkiem uderzenia-, to 
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jest, środek ciśnienia, środek loafiania i śr^idek uderzenia zlewają się w jednym i tym samy^n punkcie, leżą-
cym pod środkiem ciężkości ściany. 

45 . Z a s t o s o w a n i e o g ó l n y c h w z o r ó w fA) i (B) do p r z y p a d k ó w szczegó lnych . Zastosujmy 
teraz ogólne wzory (.V) i (B), wyprowadzone pod §. 11, do niektórych szczegóhiyeh form ciśnionych 
powierzchni. 

I. PiizYKŁAn. Znaleźć c iśnienie w y p a d k o w e i ś rodek c i śn ien ia na p o w i e r z c h n i ę e l l ipsy, 
której d w i e s t y c z n e poziome rzucajf i s ię w p u n k t a c h A i D ((ig 29), a której d w i e os ie 
sęi : 2a i 2/̂ . 

lig. 29. Ażeby zastosować wzory : 

uważamy najprzód, że 

więc 

(A') 
Dla znalezienia wartości x weźmy podłużną oś symetryi, skierowaną podług najwięksiego spadku 

płasczyzny ellipsy, za oś X i napiszmy równanie ellipsy odniesionej do tej osi i do osi Y ; będziemy 
mieli: 

zkąd zmijdziemy: 

a zatem : 

więc otrzymujemy : 

(B') 

gdzie granice całek są : O i 2«. 
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Całkowanie lo nie przedstawia żadnej trudności, gdyż możemy napisać : 

(O 

co podcliodzi pod ogólną formę : 

Aby wykonać wskazane działania, piszemy : 

następnie, będziemy mieli: 

czyli, na mocy (1): 

zatem : 

(a) 

a więc, mamy z (1): 

(!') 

W podobny sposób otrzymamy, z kolei, następujące wyrażenia : 

(O 

[d) 

Podstawiając {h), {c) i {d) w wyrażenie (1), otrzymujemy : 

(i") 
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t)toż, dla znalezienia tej ostatniej całki, możemy napisać : 

kładąc następnie {x—a)= ta, o t rzymujemy: 

Albo wprost, pisząc : 

moglibyśmy jeszcze przedstawić to pod inną formą : 

l 'oilstawiwszy wartość (e) w wyrażenie (1") i wyprowadziwszy y/̂ flo,- — x- za nawias, otrzymamy na 
licznik w ułamku (B ) wyrażenie następujące : 

Pozostaje znaleźć wyrażenie na mianownik. Otoż, m a m y : 

i na mocy (e), (d), (c) i (b) znajdujemy : 

(9) 
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Podstawiając w wyrażenie (2) wartości (g) i (h), uprosczając i wyprowadzając za nawias 
otrzymamy : 

(W 

Wstawiając we wzór (B ) znalezione wartości (a) i (p), otrzymujemy dla szukanego środka ciśnie-
nia : 

( l i ' ) -

a ponieważ wiemy oprócz tego, że punkt ten znajduje się na osi symetryi A'X ellipsy, zadanie nasze 
jest w zupełności rozwiązane. 

Wyrażenie (B") pokazuje, że środek ciśnienia znajduje się pod środkiem ciężkości ellipsy (którego 
odcięta x̂  = a), co zresztą znanem narn jest z poprzedniego. 

4 6 . U W A G A . Znając środek ciśnienia ściany, znajdziemy natychmiast moment bezwładności tej 
ściany względem poziomej przechodzącej przez jej środek ciężkości; gdyż, na mocy § 44, mamy zwią-
zek : 

zkad : 

a zatem : 

(1) 

Gdybyśmy chcieli mieć moment bezwładności powierzchni ellipsy względem poziomej AA', napi-
salibyśmy : 

co, zresztą, moglibyśmy, otrzymać wpro^^t ze wzoru (a) § 45, zauważywszy tylko, że w formule (B'), 

wprowadzając wartość na u, skróciliśmy licznik i mianownik na ^ ; chcąc więc ażeby licznik 

ułamku (B') przedstawi;.ł moment bezwładności ellipsy, potrzeba napisać : 

(2) 

W N I O S E K . Wzór (B") wyznaczający środek ciśnienia ellipsy pokazuje, że położenie tego punktu zależy 
jedynie od wymiaru osi A'D', skierowanej podług największego spadku ściany; tak źe dla wszystkich 
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ellips, mających A D' za jednę ze swych osi, środek ciśnienia będzie się znajdować w jednym i tym 

samym punkcie (J, wyznaczonym 'wartością A D ' = Zmiana wymiaru poziomej osi ellipsy 

w p ł y w a tylko na zmianę natężenia ciśnienia w y p a d k o w e g o , które, j a k pokazuje wzór (A'), jest fun-
kcyą ilości a \ b. 

Wynika ztąd, że dla koła mającego A'D' za średnicę, czyli 1 1 = a za promień, środek ciśnienia 
wyznaczy się za pomocą wzoru : 

a ciśnienie wypadkowe P otrzymamy, kładąc w (A) a = 6 = 11; co daje : 

P = 11 wsta TzlW 

Gdybyśmy chcieli zadanie tyczące się środka ciśnienia powierzchni koła rozwiązać w sposob nie-
zależny, zobaczylibyśmy, że całkowania, jakieby trzeba było wykonać, są takie same jak te któreśmy 
rozpatrywali w przypadku ściany elliptycznej . I tak, niech będzie : 

4 7 . I I P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c i ś n i e n i e ! środek c i śn ien ia n a p o w i e r z c h n i ę koła , o promieniu 
R, k t ó r e g o d w i e s t y c z n e poziome r z u c a j s i ę w p u n k t a c h A i D. (fig. 30). 

Równanie koła, odniesionego do stycznej Aa i średnicy ad, wyrazi się : 

zatem, otrzymujemy : 

Wzór ten jest wzorem (B), znalezionym pod § 45 
dla ellipsy, z tą tyiko różnicą, iż zamiast a wchodzi tu 
promieii koła R; możemy więc dla koła posługiwać się 

formułami wyprowadzonemi powyżej dla ellipsy, zamieniwszy w nich a na R. Takim sposobem 
otrzymamy : 

Co zaś do ciśnienia wypadkowego P, mamy je natychmiast ze wzoru (A) § 4.3, kładąc w nim 
= R i = TTR-; zkąd otrzymujemy : 
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Nareszcie, moment bezwładności powierzchni koła, względem stycznej Aa, wyrazi się : 

U W A G A . Zróbmy tu ogólną uwagę, że jeżeli moment bezwładności ciśnionej ściany, wzięty wzglę-
dem poziomej poprowadzonej pniez jej środek ciężkości, jest nam znany zgóry, korzystniej jest-
zamiast formuły (B), użyć wyrażenia : 

które daje nam środek ciśnienia daleko prędzej i w sposób dogodniejszy aniżeli wzór ogólny (B). I tak 
np, dla koła,—którego moment bezwładności łatwym jest do pamiętania,—posiłkując sięwyrażeniem 
dającćm długość icahania Iwła, względem poziomej Aa, uważanej za oś zawieszenia, otrzymujemy 
bardzo prędko wartość x' dla szukanego środka ciśnienia.Istotnie, wiemy że moment bezwładności 
koła, względem osi znajdującej się w jego płasczyznie i poprowadzonej przez jego środek, ma za 
wyrażenie: 

ztąd : 

więc długość wahania l, czyli odcięta x' środka ciśnienia, wyiazi się : 

A że oprócz tego wiemy, że środek ciśnienia znajduje się na podłużnej osi symetryi a.X, wartość, 
jakąśmy otrzymali na x, wystarcza do zupełnego wyznaczenia tego punktu. 

48. Bozpatrzmy teraz przykłady tyczące się ciśnienia i środka ciśnienia na powierzchnię półkoła, 
w rozmaitych jego położeniach względem powierzchni wolnej AB. 

I I I P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c iśnienie i środek c iśnienia n a półkole , z a w a r t e między s tycznf i 
poziomę, Aa i ś rednic f i Ce (lig. 31). 

Ażeby mieć ciśnienie wypadkowe na półkole acc, szukajmy najprzód jego środka ciężkości. 
fig. 31. fig. 32. 

Wiemy (fig. 32) Że odcięta OG środka ciężkości G odcinka kołowego, liczona od środka koła O, 

http://rcin.org.pl



NA Ś C I A N Y P Ł A S K I K I N A Ś C I A N Y K R Z Y W E 

wyraża się wzorem : 

gdzie c oznacza cięciwę AC odcinka, 

« U promień koła, 

« l długość łuku ABC odcink;.. 

Dla znalezienia OG na ligurze 31, połóżmy : 

zkąd otrzymujemy ; 

a zatem : 

czyli: 

(I) 

a że nadto więc wszystkie ilości wchodzące we wzór: są znane. 

Szukajmy teraz środka ciśnienia. W tym celu dosyć jest zwrócić się do formuł wyprowadzonych 
pod § 45, i zważając że granice całek są teraz : O i B, napisać : 

Ale temu wyrażeniu możemy nadać jeszcze inną formę, podobną do tej jakąśmy znalezli dla , 

Możemy napisać : 

zkąd: 

(2) 
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Kszlaltt, pod jakim piy.edslawiająsię ilości x i nic jest dogodnym do porównania ich wartości; ale 

wiemy //góry że unisi być większe od Chcęc mieć dokładniejsze pojęcie o ich liczebnych 
warlośriach, weźmy dla :r = 3,14 i wykonajmy wskazane przez (1) i (-2) działania. Znajdziemy : 

zlad : 

4 9 . IV P I I Z Y K Ł A I ) . Znaleźć ciśnienie i środek c i śn ien ia n a pó łko le , k tórego ś r e d n i c a 
j e s t p o z i o m a i znajduje się na odległości promienia od powierzchn i w o l n e j , (tig 33). 

Odległość .Tj środka ciężkości półkola cdc od poziomej Aa znajdzie się natychmiast z wyrażenia: 

zkąd 

n'} 

CI'̂ . 3 3 . 

Dla znalezienia x' używamy tegoż same-
go wzoru, co w przykładzie poprzednim; 
tylko tutaj całkowanie powinno być wyko-
nane między granicami: 11 i 2R. Wykona-
wszy działanie, otrzymamy : 

czyli: 

m 

AYykonawszy rachunki liczebne, znajdziemy : 
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5 0 . V P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c i śn ien ie i ś rodek c i śn i en ia n a półkole, którego średnica znaj-

diije s ię n a p o w i e r z c h n i w o l n e j (fig. 34) 
fig. 34. Przykład ten jest odwrotny przykładowi 

rozpatrywanemu pod § 48. 

Ciśnienie.wypadkowe znajdzie się iiahrJi-
miast, gdyż jak widzieliśmy wyżej, 

zkąd: 

a więc 

zatem: 

Dla znalezienia środka ciśnienia odnieśmy 
koło do osi OY i 0X przecliodzących pizez 

jego środek; będziemy mie l i : 

Całkowanie to sprowadza się do ogołnej formy : 

i wykonywa się na mocy wzoru : 

z którego, jeżeli m jest liczbą parzystą, przyjdziemy do : 

Pisząc więc licznik pod formą: 

i wykonywując wskazane działanie, otrzymamy : 

http://rcin.org.pl



• 2 8 2 T l i O R Y A C I Ś N I E N I A C I E C Z Y 

W podobny sposób znajdziemy : 

Łatwo jest widzieć ze x > gdyż, sprowadzając (1) i (2) do jednakow(,'go mianownika, mamy : 

otoż Dff- jest wieksze od 04. Wykonawszy rachunki liczebne, otrzymujemy : 

ztąd : 

Porównywując dwa przypadki ścian kołowych, rozpatrywane pod § 48 i § 50, widzimy, że w razie 
jeżeli półkole zwrócone jost wierzchołkiem swoim ku powierzchni wolnej (fig 31), środek ciśnienia 
będzie się znajdować niżej, aniżeli w przypadku, kiedy półkole będzie położonem odwrotnie, to jest 
wierzchołkiem do dołu (fig. 34); to zniżenie się środka ciśnienia równem je s t : 

to jesl przechodzi ^ część promienia koła. 

51- llozpatrzmy teraz przykład ogólniejszy od poprzednich, i z którego przykłady § 41) i § 50 wy-
prowadzą się jako przypadki szczególne. Niech więc będzie następujące zadanie : 

V I P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c iśnienie i ś rodek c i śn ien ia na półkole , k tórego ś r e d n i c a znajduje 
s ię n a odleg łośc i = o od poziomej Aa (fig. 35). 

f ig . 35- Wiemy już z poprzedniego, żc odcięta I 
środka ciężkości półkola, liczona od jego 
środka O, wyraża się tak : 

a więc odległość tego środka ciężkości od 
poziomej Ao, czyli będzie : 

nadto: 
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zatem : 

(B) 

Ażeby znaleźć środek ciśnienia, zwróćmy się do ogólnego wzoru (B) podanego pod § 45 : 

gdzie z oznacza wysokość pionową, czyli odległość elementu ściany od powierzchni wolnej AB; 
\\zudx — ciśnienie elementarne ; {\\zudx)x — moment tego ciśnienia względem pewnej osi, od której 
liczymy odcięte x\ nareszcie x' — odległość środka ciśnienia od osi względem jakiej bierzemy mo-
menta; tak, że odnosząc dane półkole do jego środka O, i biorąc momenta względem osi OY, 
otrzymane ztąd x będzie się liczyć od średnicy koła cY. 

Zauważywszy nadto, żc dla każdego punktu ściany mamy : 

wzór, z którego znajdziemy x', przybierze formę : 

a że z równania koła, odniesionego do osi OY, 0X : 

+ = 
otrzymujemy: 

i całkowanie powinno być wykonane na całej przestrzeni ciśnionej powierzchni, to jest od x = 0 do 
,x'=:B, piszemy: 

(B 

(1) 

Otoż, widzieliśmy pod § 50 że : 

(2) 

Nareszcie, znajdziemy łatwo że : 
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Wprowadzając (i), (2) i (3) do (B'), otrzymamy po uproszczeniu: 

(B") 

Tak się wyrazi, w funkcyi S, odległość środka ciśnienia Q od średnicy cc koła. Clicąc mieć odle-
głość punktu O od poziojiiej Aa, potrzeba wziąć : 

W N I O S E K . Ze wzoru (B") możemy wyprowadzić, jako szczególne przypadki, następujące przykłady : 

1° Jeżeli 5 = 0, to jest średnica cc znajduje się na powierzchni wolnej, wtedy : 

co już widzieliśmy pod § 50. 

2° Jeżeli S = Il, wtedy dopełniając półkole cdc do całego koła, to ostatnie będzie stycznem do 
poziomej Aa; będziemy więc w przypadku rozpatrzonym pod § 49. 

Wzór (B"') zamieni się na następujący : 

czyłi liczebnie: 

Otoż, wartość na x\ jakąśmy otrzymali pod § 49, wyraża się tak : 

ale X było tam liczonem od poziomej Aa, (fig 33) względem której brano momenta; gdybyśmy chcieli 
mieć odległość środka ciśnienia od średnicy cc, powinnibyśmy od tej wartości odjąć B, co nam 
daje : 

5 2 . V I I P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c i śn ien ie i ś rodek c i śn ien ia na. półkole , k t ó r e g o średnica ad 
j e s t prostopadły, do poz iomej Aa (fig36). 

Niech dane półkole ma położenie acda. Mamy najprzód : 
tig. 36. 

więc: 

Ponieważ ciśniona powierzchnia nie ma 
podłużnej osi symetryi, [potrzeba wiec, dla 
wyznaczenia środka ciśnienia, mieć dwiejego 
spółrzędne x' i y' <§ 41). 

Bównanie koła odniesionego do stycznej 

aY i do średnicy aX : 
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daje dwie wartości na y : 

z których mamy wziąć tylko y ze znakiem tak że szerokość w ściany w jakimkolwiek jej punk-
cie będzie : 

Zastosujmy teraz wzory (B) i (C) wyprowadzone pod § 41. Mamy : 

I 
Otoż, \\'idzieliśmy pod § 45 i § 41 że : 

(1) 

Pozostaje zatem znaleźć wartość na y', która, zważywszy że dla półkoła M = y, i Ć/M = przed-
staw i się tak : 

Dla znalezienia t e j podwójnej całki^ uważamy naprzód x i dx za ilości stałe, to jest, bierzemy 
tylko momenta , względem osi aX, wszystkich elementarnych ciśnieii {^zdxdy) wywieranych na 
przestrzeni taśmy poziomej ^nm'naszej ściany; następnie, zmieniając x, czyli posuwając taśmę mm 
wzdłuż osi aX, otrzymamy summę momentów elementarnych ciśnień wywieranych na całą powierz-
chnię acda. Więc piszemy : 

zkąd : 

(2) 

Za pomocą wartości (1) i (2) położenie szukanego środka ciśnienia jest najzupełniej wyznaczone. 
Wartość (2), jaką znajdziemy na y\ jest nic innego jak odległość CG środka ciężkości G półkoła 
od średnicy arf(§48); tak że środek ciężkości i środek ciśnienia Q ściany znajdują się na jednej pros-
tej GQ, prostopadłej do poziomej Aa. 

Uważając drugą połowę koła acda, środek jej ciężkości G' i środek ciśnienia Q' znalazłyby 

się na prostej G'Q', równoległej do osi aX, i odległej od niej na O g ^ ^ - O ^ i ^ R ; środki cięż-
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kości, jak również środki ciśnienia, zlewają się, odpowiednio, w punkta C i q, kiedy dwa półkola są 
przyłożone do siel)ie i stanowią jedno koło acdca. Gdyby ściana acda przewyższała połowę koła, 
prosta GQ zbliżałaby się do średnicy arf; środek ciężkości G i środek ciśnienia Q, wzajemnie sobie 
towarzysząc, przybliżałyby się do punktów G i g, pozostając zawsze 1) na równoległych OG i Qq, 2) 
na jednej i tej samej prostej, skierowanej podług największego spadku ściany. 

Wyobrażając drugą połowę koła ar/ca jako powstającą z ruchu prostej ad, — której długość zmienia 
się w taki sposób, aby jej końce a i d znajdowały się ciągle na okręgu acd, —widzimy, że ruch postę-
powy prostej GQ będzie powolniejszy aniżeli ruch średnicy ad, gdyż w czasie kiedy la ostatnia prze-
biega drogę C c ' = 11, prosta GQ postąpi tylko o ilość : 

U W A G A . Dobrze będzie porównać rezultata jakie otrzymaliśmy dla ściany półkoioicej, przy 
rozmaitem położeniu średnicy koła względem poziomej AA. W tym celu przedstawiamy na fig. 37 trzy 
przykłady (a) (p) (y), rozpatrzone pod §§. 48, 50, 52 i podajemy liczebne wypadki, otrzymane dla 
każdego z nich i tyczące się środka ciężkości, ciśnienia i środka ciśnienia. 

Przypadek (a), § 48 

Przypadek (p), § 50 

Przypadek (y), § 52 

Jedno i to samo półkole, w rozmaitych położeniach wskazanych na figurze, ponosi bardzo różu 
ciśnienie; ograniczając się jedną cyfrą dziesiętną, stosunek tych ciśnień wyrazi się tak : 
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Nareszcie, dla porównania przypadku (a) z tym przypadkiem kiedy półkole zniżając się, zajmie 
położenie dopełniające półkole (a) do całego koła, podajemy wypadki otrzymane pod § 40 : 

fig. 38 

53 . V I I I P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c iśnienie i środek c i śn ien ia n a p o w i e r z c h n i ę k o ł a za jmuj 
cego j a k i e k o l w i e k n a śc ian ie położenie (fig. 38). Zadanie to rozwiązuje się z wszelką łatwością, 

i podajemy ten przykład jedynie dla tego, żc 
takowy później będzie nam potrzebny. 

Niech więc odległość stycznej Gc do koła 
od poziomej Aa będzie 5. Mamy naprzód : 
(1) P = nwsta.Zii l = U wsta (3 + R)7rH^ 

Biorąc następnie stycznę O za oś OY, i 
oznaczając x odległość środka ciśnienia od 
^ej stycznej, na mocy wzoru (B) § 31, mieć 
będziemy : 

gdzie wartość na u otrzymujemy z równania koła odniesionego do osi 0X i OY : 

które daje : 

a że całkowanie powinno być wykonane od x = do a; = 211, zatem będzie : 

Otoż, wszystkie te całki wyprowadzamy natychmiast z § 43, i będziemy mieli : 
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zkąd, po uproszczeniu, otrzymujemy: 

a następnie znajdujemy • 

Wypadek ten moglibyśmy byli napisać odrazu, zauważywszy że równanie koła dając : 

jest nic innego jak wyraża połowę powierzclmi naszego koła. Po 

podstawieniu znalezionycłi wartości we wzorze na x', mamy : 

wyrażeniu temu możemy nadać formę prostszą i łatwą do spamiętania, pisząc : 

(2) 

zkąd, wykonywując wskazane dzielenie, znajdujemy ostatecznie : 

(2') 

• lO 

Jeżeli koło jest styczne do poziomej Aa, wtedy we wzorze (2) 5 = 0, i otrzymujemy = co 

jest nam wiadomóm. 
Wartość x' otrzymana ze wzoru (2) wyraża odległość środka ciśnienia od stycznej Cc, więc odleg-

łość tego punktu od poziomej Aa będzie : a od powierzclmi wolnej AB wyrazi się ona 
przez : z' = ( o -f- x') wst a. 

Porównywując wzór (2 ) z wartością x', znalezioną dla koła stycznego do powierzchni wolnej : 

widzimy, że środek ciśnienia Q zbliża się do środka ciężkości G w miarę zwiększania odległości 
stycznej Ge od poziomej Aa, t a k ż e punkt Q zleje się z punktem G, gdy 3 = a . Więc mniejsze 
lub większe zanurzenie koła w cieczy oddala lub zbliża, względem środka ciężkości koła, jego środek 

ciśnienia; i gdy S zmienia się od S = 0 do o = o o , odległość środka ciśnienia od środka ciężkości 
• - 1 zmienia się od ^ do zera. 
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54. Dotychczas rozpatrywaliśmy ściany ograniczone linją krzywą ciągłą; przejdźmy teraz do ścian 
o konturze utworzonym z linij prostych. Niech więc będzie 

I X P R Z Y K Ł A D . Znaleźć c i śn ien ie i ś rodek c i śn ien ia n a p o w i e r z c h n i ę k w a d r a t u u k o ś n e g o , 
którego j e d n a z przekęi tnych j e s t sk ierowanę i p o d ł u g n a j w i ę k s z e g o spadku ś c i a n y i m a 
s w ó j w i e r z c h o ł e k n a p o w i e r z c h n i w o l n e j AB (fig. 39). 

r. 39 Oznaczmy : 

Punkt G będąc środkiem ciężkości. 

^ość na x', a w tym celu użyć wzoru : 

a powierzchnia 

więc : 

Ponieważ środek ciśnienia znajduje się 
na przekątnej CD, dosyć jest znaleźć war-

zadanie będzie rozwiązanem, jeżeli znajdziemy moment bezwładności* powierzchni ściany CEDP, 
względem poziomej EF, przechodzącej przez środek ciężkości G. 

Otoż, aby mieć IG, dosyć będzie znaleźć moment bezwładności trójkąta GFD względem osi GY, 
i wartość otrzymaną w^ziąć cztery razy. 

Oznaczając GP = .i', PM = y, moment bezwładności nieskończenie cienkiej taśmy PM, względem 
osi Y, wyrazi się przez: a moment całego trójkąta GFD będzie: 

(1) 

Idzie o wyrażenie y w funkcyi x i ilości nam danych a i b. Owoż, mamy : 

czyli : 

zkąd znajdujemy : 

ą uatem: 

(2) 
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a Że 1 = 4 I I , więc moment bezwładności ściany C E D F , względem poziomej E F , będzie: 

(3) 

zl<ąd : 

a następnie 

widzimy ztąd że położenie środka ciśnienia jest niezależne od poprzecznego wymiaru uważanej ściany. 

U W A G A . Nie t rudna jest okazać, że wyrażenia ( 2 ) i ( 3 ) otrzymane na momenta I I i IG , rozpatrywane 
względem osi EF, przedstawiają : 

pierwsze, li — moment bezwładności prostokąta DGFP' wystawionego na połowie przekąt-
nych kwadratu ukośnego, wzięty względem poziomej KL, przechodzącej przez 
środek ciężkości g tego prostokąta; 

drugie, I^ — moment bezwładności tegoż prostokąta wzięty względem jego boku GF. 
I w rzeczy samej, możemy (2) i (3) napisać pod formą następującą : 

Oznaczając przekątne EF i GD przez 2a i mamy : GF = a, GD = ji, i wyrażenia (2) i (3) 
przyjmują formę powszechnie używan.j : 

55 . Uważając ścianę CEDF jako złożoną 
z dwóch trójkątów : CEF i EDF, lub też z trój-
kątów : CED i GFD, szukając ciśnienia i środka 
ciśnienia dla każdego z tych t rójkątów zosobna 
i składając otrzymane rezultata, przyjdziemy 
do wypadku znalezionego powyżej. 

Zajmiemy się teraz tym nowym sposobem 
rozwiązania zadania, tem bardziej, że to nastrę-
cza nam sposobność rozpatrywania ścian trój-
kątnych. Niech więc 

I) Ściana CEDF (fig 40) będzie uważana jako 
złożona z dwóch trójkątów: CEF i E D F . 

a) Szukajmy naprzód ciśnienia wypadko-
wego i środka ciśnienia na trójkąt CEF, mający 
swój wierzchołek C na powierzclnii wolnej AB. 
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9 
• Wiemy że Środek ciężkości G' tego t rójkąta znajduje się na odległości ^ GG od poziomej AA; 

o 

więc : 

(1) 

nadto, 

zatem : 

(3) 

Go do środka ciśnienia, wiemy że takowy będzie się znajdować na podłużnej osi symetryi GG; 
idzie więc o znalezienie jednej tylko wartości x\ i otrzymamy ją używając wzorów : 

iP) 

Otoż, na mocy (2) §34, mamy natychmiast moment bezwładności trójkąta GEF względem jego 
boku E F ; 

zkad : 

a następnie z ([i): 

czyli : 

(i) 

Podstawiwszy (1) i (4) do (a) otrzymujemy : 

b' 

(3) 

co pokazuje, że iroikk cUnienia trójkąta GEF znajduje się w punkcie U', odległym od icierzchołka G 

na Ycysokości trójkąta. 

b) Znajdźmy teraz ciśnienie i środek ciśnienia na trójkąt EDF. Podstawa EF tego trójkąta 

znajduje się na odległości ~ od poziomej AA; ale dla uogólnienia zadania, nie wyznaczajmy 
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tej odległości, i nazwijmy ję przez S. Ponieważ środek ciężkości trójkąta EDF jest\v punkcie G' 

takim, że G G ' = ^ G D . w i ę c : 
o 

( 1 ) 

a zatem na mocy (2) i (3): 

(3') 

Ponieważ momenta bezwładności trójkątów CEF i EDF, względem EF, są sobie równe, i ich 
środki ciężkości G' i G" znajdują się na jednakowej odległości od poziomej EF, wypada ztąd że 

— więc, zastosowując wzór (a) i wartość (4), będziemy mie l i : 

(5') 

W szczególnym przypadku, kiedy 3 = 0, to jest kiedy podstawa EF trójkąta EDF znajduje się 
na powierzchni wolnej AA, wtedy z (3') i (5') otrzymujemy : 

Porównanie tej wartości z wyrażeniem (3) pokazuje, że ciśnienie wypadkowe wywierane na trójkąt 
którego wierzchołek leży na powierzchni wolnej jest dwa razy większe od ciśnienia, jakieby było wywartem 
na ten sam trójkąt obrócony wierzchołkiem do dołu, a mający na powierzchni wolnej swoją podstawę. 

Wzór (5') przyjmie formę : 

to jest, środek ciśnienia dla trójkąta mającego swą podstawę na powierzchni wolnej znajduje się na połowie 
wysokości trójkąta. 

W przypadku rozpatrywanym, ażeby mieć ciśnienie wypadkowe i środek ciśnienia na trójkąt EDF 

w jego rzeczywistym położenia, potrzeba we wzorach (i ') , (3') i (3') położyć S = - , w skutek czego 

otrzymamy : 

(,biB) 

(3bis) 

tak, że przy położeniu jakie trójkąty CEF i EDF zajmują na figurze, ciśnienie na drugi tróikąt jest dwa 
razy większe aniżeli ciśnienie na pierwszy. 
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Co zaś do wartości na x\ mamy: 

zkąd, po uproszczeniu, znajdziemy : 

co nam wyznacza punkt Q'. 

iMając natężenie dwóch sił P' i P" normalnych do płasczyzny CEDF, a więc do siebie równole-
głych, i ich punkta przyczepienia Q' i Q", znajdziemy punkt przyczepienia i natężenie ciśnienia 
wypadkowego P na całą powierzchnię ściany. Mamy najprzód : 

Oznaczając x i y odległości od punktów Q' i Q ' (fig 41) szuka-
nego punktu przyczepienia wypadkowej P, będziemy mieli : 

a że 

mamy nadto : 

zkąd wyciągamy : 

Zatem odległość od poziomej AA (fig 39) punktu R, w którym jest przyczepiona wypadkowa 
ostateczna ciśnień wywieranych na cały kwadrat ukośny CEDF, będzie : 

to jest, punkt H na (fig 41) jest nic innego jak punkt Q na fig 39 i 40, znaleziony inną metodą pod § 54. 

56 . II) Uważajmy teraz naszą ścianę jako złożoną z dwóch trójkątów : CDE i CDF. Ponieważ te 
trójkąty są symetryczne względem spólnego im boku GD, skierowanego podług największego spadku 
ścżany, wiec rezultata znalezione dla trójkąta CDE będą się stosować i do drugiego trójkąta CDF. A że 
pozioma EG dzieli pierwszy trójkąt na dwa : GEG i EGD, zadanie więc nasze sprowadza się do szuka-
nia ciśnienia i środka ciśnienia dla każdego z tych dwóch trójkątów zosobna. 

2 a) T R Ó J K Ą T C E G . Środek ciężkości g^ powierzchni tego trójkąta znajduje się na ^ C S , łączącej 
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wierzchołek C ze środkiem EG; mamy zatem : 

(1) 

(3) 

Ponieważ linja GS jest linją srerfnjcową odpowiadającą kierunkowi poziomejnu prostych prowa-
dzonych w trójkącie GEG, zatem środek ciśnienia znajduje się na GS; pozostaje więc znaleźć wartość 
na X za pomocą wzoru : 

('i) 

Otoż, promień wirowania trójkąta GEG, względem poziomej poprowadzonej przez g^, będzie 
taki sam jak i promień wirowania trójkąta GEF rozpatrywany pod §35 ; gdyż najprzód, promienie 
wirowania trójkątów GEG i GEF, względem poziomej EF, są sobie równe i mają za wartość : 

powtóre, .środki ciężkości G' i ĝ  znajdują się na jednej i tej samej poziomej; więc na mocy powyż-
szego, będziemy mieli : 

i znajdziemy z (1) i (.4): 

(5) 

to jest, środki ciśnienia : — dla trójkąta GEG i Q'—dla trójkąta GEF, leżą na jednej poziomej. 

Wyraźmy teraz, w funkcyi ilości a, odległość Q'|/j czyli y . Mamy : 

zkąd : 

(6) 

Wyrażając podobnież odległość otrzymujemy : 

(7) 

A) TRÓJK.J .T E G D . Środek ciśnienia ĝ  znajduje się na^DS, licząc od punktu D ; A zatem, odle-
o 
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głość tego Środka od poziomoj AA bodzie: 

1) 

w skutek czego: 

(:r) 

<•0 pokazuje, żc ciśnienie Jia Irójkąt E(iD jest dwa razy większe, aniżeli na trójkąt jemu równy CEłi. 

Śrouek ciśnienia znajdujii się na linji DS, i odległość tego punktu od poziomej AA wyrazi się 

to jest, znajduje się na tejże samej poziomej co i środek ciśnienia IJ' znaleziony dla trój-
kąta Eb^D. 

Odległość otrzyma się Z proporcyi : 

zkąd: 

{i>) 

2 

Zważywszy że środki ciężkości i znajdują się na linji prostej równoległej do ('D, będzie: 

Ażeby mieć ciśnienie wypadkowe^ na cały trójkąt CDE, dodajemy (3) i ti') i otrzymujemy : 

Punkt przyczepienia siły Pj będzie leżeć na Imjj 
(fig. 42 i 40) łączącej [punkta <7i i znajdujące się 
na poziomych poprowadzonych przez O' i O',i odle-
głych od siebie na 

a że P'' = 2P', więc szukany punkt przyczepienia O, 
znajdzie się na poziomej przeprowadzonej na odle-
głości od punktu U' równej: 
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czyli, że odległośćX, punktu Oj od poziomej AA (tig. -40) będzie: 

(y) 

co pokazuje, że punkt (Jj będzie się znajdować na poziomej poprowodzonej przez pimkt O przy-
czepienia wypadkowego ciśnienia na całą ścianę CEDF (wzór 4, § 34). 

Znajdźmy teraz wyrażenie na długość QQ,. Trójkąty ^.O^a i gj/^p i wzory (G). (6') i (7 ), dają : 

nadto 

zatem 

w skutek czego : 

(8) 

a to nam pokazuje że proste : y^g ,̂ i UV, (fig. 40) poprowadzone przez punkt Q, przecinają się 
Wszystkie trzy w jednym i tym samym punkcie Qi; punkta Oj i G, znajdują się na jednej i tejże pro-
stej GjOj, równoległej do GD i odległej od niej na: 

Dla drugiej połowy GDF naszej ściany nie mielibyśmy jak powtórzyć wszystko cośmy znalezli dla 
trójkąta GED. Złożywszy te dwa rezultata, przyszlibyśmy do wypadku otrzymanego pod §34. 
W streszczeniu, rozmaite systema składania rezultatów cząstkowych, z których otrzymujemy rezultat 
o.stateczny dla całej ściany GEDF, mogą być przedstawione w sposób następujący : 

Środek ciężkości: 

•Środek ciśnienia' 
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57. U W A G A . Widzieliśmy pod § 5 5 , że ciśnienie P ' na trójkąt C . E F (fig. 4 0 i 4 . ' ] ) jest dwa razy wię-
ksze aniżeli ciśnienie P ' n a ten sam trójkąt . 
obrócony wierzchołkiem do dołu i mający 
położenie C'E'F' (fig. 43), tak że mamy : 

(1) 

(2) 

nadto, na ciśnienie P" wywierane na trój-

kąt CDE, otrzymaliśmy pod § 56 wyrażenie : 

(3) 
1 

gdzie trójkąty : (GEF, E'F C ) i GDl̂  mają jednakową powierzchnię ii = - a l e nie są sobie równe. 

Widzimy oprócz tego ze wzoru (3) §56, że ciśnienie na trójkąt GEG jest równe ciśnieniu na trójkąt 
dwa razy większy E'F G', czyli że : 

jak również, ciśnienie na trójkąt EGD jest takież samo jak ciśnienie na trójkąt GEF = dwóm trój-
kątom EGD, tak że : 

czyli że P" =p' -F- p " =P' H- P". TO przypuszcza, że trójkąty o których mowa zajmują, względem po-
ziomej AA, położenie oznaczone na figurze. 

W szczególnym przypadku, kiedy przekątne GD i EF kwadratu ukośnego (fig. 40) są sobie równe, 
ten ostatni staje się kwadratem prostym (fig. 44), a trójkąty GEF i GED—trójkątami równymi. Kładąc 
we wzorach (l) (2) i (3) a = 6, ciśnienie wywierane na trójkąt GEF, w rozmaitych jego położeniach 
(a), (S) i (Y) oznaczonych fig. 44, wyrazi s ię : 
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zkąd : 

( i) 

T E O R Y A C I Ś N I E N I A C 1 E C Z \ 

Możemy więc powiedzieć : 1° •przewracając trójkąt EFC (fig. a) podstawą EF do dołu (fig. {i,),podwa-
jamy jego ciśnienie-, obracając zaś ten sam trójkąt EFG około punktu F w taki sposób, ażeby podstawa jego 
EF stała sie prostopadłą YFj do poziomej AA, (fig. Y) ciśnienie to się potroją. 

Wiemy z poprzedniego, § 55 wz.(3) i (a'^^), że ciśnienie na trójkąt E F C jest dwa razy większe jak 
ciśnienie na trójkąt CEF (fig. p), lak że : 

ciśnienie zaś na t rójkąt CFE', (który możemy uważać jako ohiócony około wieizcłiołka (.' 
trójkąt EFG (fig. a) ma za wyrażenie : 

w prowadzając wartości na Pg i P'„ do (4), będziemy mieli : 

Ze wzoru (A) możemy wyprowadzić wniosek, że obracając około krawędzi poziomej pryzmę, napełnioną 
wodą i mającą za podstawę pionoicą trójkąt EFC, ciśnienie wywierane przez icodę na tę podstawę, w trzech 
różnych jej położeniach przedstawionych na fig. -44 przez (a), (|5), (y), zmieniają się w stosunku : 1 : 2 : 

5 8 . X PnzYKŁAn. Zna leźć c i ś n i e n i e i ś rodek c i ś n i e n i a n a t r a p e z , k t ó r e g o d w i e p o d s t a w y 
s poz iome i rzucaję i s i ę w p u n k t a c h C i D (tig, 45). 

Niech nam będzie daiierii : 
podstawa górna trapezu mn — a, 

(( doliiii « pq b, 
wysokość trapezu = h, 

odległość górnej podstawy trapezu od pozio-
mej AA niech będzie OK = o; 
a zatem, odległość ta od j)Owierzchni wolnej 
wyrazi się przez: o w s t a . 

Zadaniem naszem jest wyrazić ciśnienie i 
środek ciśnienia w funkcyi tych ilości. 

Wiemy, że środek ciężkości trapezu znaj-
duje się na prostej OL łączącej środki O i 
L jego podstaw, i związek, jaki zachodzi mię-
dzy odległościami (/i (/ 'tego punk tu od pod-
staw a i b, wyraża się stosunkiem : 

zkąd znajdziemy : 
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a więr : 

(1) 

mamy nadto 11 zatem ciśnienie wypadkowe ngi powierzchnię trapezu wyrazi się : 

(2) 

Szukajmy teraz punktu przyczepienia siły P, to jest środka ciśnienia. Otoż, środek ciśnienia musi 
się znajdować na linji średnicowej OL, gdyż ona dzieli na dwie równe części wszystkie poziome 
przeprowadzone w trapezie; własność ta będąc równowartą znajomości jednej spółrzędnej szukanego 
jMuiktu, pozostaje znaleźć drugą jego spółrzędnę x . 

Weźmy górną podstawę trapezu za oś Y, a proslopadlę do mn, poprowadzoną przez jej śro-
dek O — z a oś X, i zastosujmy wzór : 

gdzie c = (3 + a.')wst a, i gdzie całkowanie powinno być wykonanem między granicami zawierają-
cemi ciśnioną powierzchnię, to jest od x =0 do x = h. Wartość otrzymana ztąd na x' będzie 
wyrażać odległość środka ciśnienia od poziomej mn, od której liczymy rozmaite x. 

Oznaczając ^̂ g — x, odpowiednia tej odciętej szerokość trapezu wyrazi się : 

otoż, z podobieństwa trójkątów nrs i ntq, jak równie/:, mrś \ mf'p, mamy : 

kad : 

w sk\dek czego : 

a zatem : 

wykonawszy rachunek i uprościwszy, otrzymujemy : 
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"Wzory (1), (2) i (3) wyznaczają środek ciężkości, ciśnienie i środek ciśnienia trapezu w funkcyi 
czterech ilości : odległości 5, wysokości h i podstaw trapezu : n \ h\ stosują się one do jakiegokol-
wiek trapezu o podstawach poziomych, a zatem i do trapezu równoramiennego, to jest kiedy M/>=M(7. 

Ze wzorów tych możemy wyprowadzić rozmaite szczególne przypadki : 

1° Przypuszczając że górna podstawa trapezu mn—a coraz bardziej się zmniejsza, v; taki sposób, 
że jej punkta m i n coraz bardziej zbliżają się do punktu O, środek ciśnienia pozostanie zaicsze na 
prostej OL, i będzie się znajdować na niej przy granicy, to jest, kiedy górna podstawa trapezu sta-
nie się jednym punktem, czyli kiedy trapez zamieni się na trójkąt Vspq zwrócony wierzchołkiem 
swym do góry; wartość x' środka ciśnienia tego trójkąta otrzymamy, kładąc w (3) « = O; bę-
dziemy mieli : 

(A) 

Gdybyśmy przypuścili, że zamiast dwóch punktów ruchomych m i n, jeden z nich np. n, jest 
stały, a że m zdąża do w, x otrzymane ze wzoru (3), kładąc w nim a = o, stosowałoby się również do 
trójkąta npq lub mpq, tylko środek ciśnienia znajdowałby się teraz na prostej nL lub też na ?r/L. 
Wkaażdym razie, wartości i x' są niezależne od podstawy h. 

2° Robiąc podobne przypuszczenie dla dolnej podstawy trapezu pq = b, to jest kładąc 
otrzymamy trójkąt zwrócony wierzchołkiem do dołu, i mający położenie bądź trójkąta WLN, 

bądź też mnp lub mnq; dla każdego z nich x będzie miało jednakową wartość, i środek ciśnienia 
będzie leżeć bądź na prostej OIJ, bądź też na Op lub V)q. Wzory (t), (2) i (3) dają d l a t e g o przy-
padku : 

(B) 

3° Jeżeli , zachowując O i L stałe, przypuścimy że punkta p i q zbliżają się do punktu L, (lub 
też że m i n oddalają się od punktu o), w taki sposob, z&pq staje się równem n,n, czyli l e a — b, — 
trapez staje się równoległobokiem; środek ciśnienia pozostaje zawsze na OL, i wzory ogólne za-
mieniają się na następujące : 

(C) 

Jeżeli trapez jest równoramienny, to jest jeżeli = v\tedy zbliżając jednocześnie punkta/J 
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i q do punktu M, w chwili kiedy 6 = a, trapez staje się prostokątem, dla którego wzory na P i 
X są też same co i dla równoległoboku. 

Kładąc 5 = 0 we wzorach ogólnych ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , jak również we wzorach ( A ) , ( B ) , ( G ) z nich wypro-
wadzonych, otrzymamy wartości na P, x dla następujących powierzchni : 

d) dla trapezu, którego jedna z podstaw leży na powierzchni wolnej; 

2) (( trójkąta, mającego na powierzchni wolnej swój wierzchołek ; 

3) « <( « (( swą podstawę ; 

4) « równoległoboku, mającego na powierzchni wolnej jeden ze swych boków. 

Trapez i trójkąty mogą być jakiekolwiek, równoramienne lub nie; równoległobok może stać się 
prosiokątem; wzory, jakie niżej podajemy, stosują się do tych przypadków bez żadnej zmiany, byleby 
tylko w a r u n e k przy którym oae zostały wyprowadzone był zachowany^ to jest , byleby podstawa 
trójkątów, jak też jedna z padstaw trapezu lub równoległoboku była pozioma. 

Dla łepszego porównania wzorów, przedstawiamy takowe w następującej tablicy : 

Powierzchnie ciśnione. Xl X 

Trapez (o podstawach a\b], kió-
rego górna podstawa a leży 
na powierzchni wolnej 

1 ^̂  rt -f- 2/> 
3 a 0 

llwsta. + 2J) 1 ^ a -4-
2 ' a H- 2^ 

I I 
' O 
-Vi 

O 
c/2 

Trójkąt, wierzchołek kiórego 
znajduje się na powierzchni 
wolnej, i którego poflstawa Jt 
jest pozioma 

1 " JIwsta. 
o 

I I 
' O 
-Vi 

O 
c/2 

Trójkąt, którego podstawa a 
znajduje się na powierzchni 
wolnej 

1/, 
3 

1 
11 wsta. -Ii^a 

u 

Równoległobok lub prostokąt, 
którego podstawa a znajduje 
się na powierzchni w o l n e j . . . 2 

llwsta. -h^a 
i " 

U W A G A 1 . Wartości na x , znalezione dla trójkątów z rozpatrywania trapezu, są te same jakie 
wyprowadziliśmy innym sposobem pod § .^5. 

U W A G A 2 . Widzimy odrazu, że dla trójkątów i dla równoległoboku x^ jest mniejsze aniżeli x . Wiemy 
że ta własność jest ogólną dla ścian płaskich jakichkolwiek, i ażeby przekonać się że takowa spraw 
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(!za sie dla trapezu, sprowadźmy wyrażenia na x i na a: doj jednakowego mianownika. Otrzymamy : 

U W A G A 3. Środek ciśnienia na powierzchnię równoległoboku wyprowadziliśmy z rozpatrywania tra-
pezu ; oloż możemy wyznaczyć punkt ten niezależnie od trapezu, opierając się na Avartościach x zna-

lezionych dla trójkątów. Rrzczywiście, niech (fig. 
46) poziomy bok GD = a równoległoboku znaj-
duje się na powierzchni wolnej; możemy uważać 
równoległobok CDEP jako tigurę złożoną z dwóch 
trójkątów CEF i CFD, z których pierwszy ma na 
powierzchni wolnej swój wierzchołek C, a zaś 
drugi — swą podstawę GD. Łącząc punkta G i F 
ze środkami I i H podstaw EF , GD, wiemy z po-
przedniego, że środek ciśnienia na powierzchnię 
trójkąta CEF będzie w punkcie q takim, że : 

a środek ciśnienia na powierzchnię trójkąta CFD 
znajdzie się w punkcie na odległości : 

więc środek ciśnienia wypadkowego na cały równoległobok będzie znajdować na się prostej ą ą ; a że 
oprócz tego wiemy, że musi on znajdować się na linji średnicowej HI, sprzężonej z kierunkiem po-
ziomym prostych przeprowadzonych na ścianie, więc szukany punkt będzie leżeć na przecięciu się 
q q ' z IJI, to jest, środek ciśnienia równoległoboku będzie w punkcie Q. Idzie teraz o wyznaczenie 
tego punktu rachunkiem. 

Uważamy, że ciśnienii P' i P ' wywierane na trójkąty : CEF i CED, są do siebie w stosunku 

jiik I do ^ 5 czyli jak 2 do 1; więc będziemy mieć : 

A że trójkąty podobne HO?" » HIN dają : 

więc : 

ą 

a to pokazuje, że środek ciśnienia równoległoboku znajduje się na ^ prostej łączącej środki jego pod-

staw, albo jeszcze : na tej prostej i mi linji poprowadzonej równolegle do (̂ D na odległość 
równej ? wysokości równoległoboku. 

3 
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59. Chociaż|przypadck ściany prostokfitnej wynika jako wniosek z ogólnego przykładu powyżej ro-
trzonego, dobrze jednak będzie rozwiązać wprost to zadanie, bądź za pomocą ogólnych wzorów, 
bądź też używając wyrażenia na moment bezwładności prostokąta; ten ostatni sposób jest tem do-
godniejszy, że moment bezwładności prostokąta,|i spotyka się ciągle przy zastosowaniach, z łatwością 
pozostaje w pamięci. Niech więc będzie : 

X P R Z Y K Ł A D . — Znaleźć c i śn ien ie i ś rodek c i śn ien ia n a śc ianę prostok§,tn§,, k tórej 
d w a boki sęi poziome i rzucają, się w p u n k t a c h A i D (fig. 47), a d w a inne s§, sk iero-
w a n e podług n a j w i ę k s z e g o s p a d k u ś c i a n y . 

Niech nam będzie danem : mp = a, pq—h. 
Idzie o wyrażenie, w funkcyi tych dwóch ilości, «'iś-

nienia P i jego punktu przyczepienia. 

1) Weźmy podłużną oś symetryi prostokąta za ośoX, 
i zastosujmy znane nam ogólne wzory (A) i (B). 

Co do ciśnienia całkowitego P, będzie ono zależeć od 
kąta a, czyli od nachylenia ściany względem kierunku 
pionowego; jeżeli kąta tego nic znamy, piszemy : 

(O 

(idyby ściana była pionową, P byłoby maximum i miałoby wartość : 

Co zaśi do , widzimy odrazu że : u — h, gdyż 

manjy za tem: 

11) Przyszlibymy do tego samego wypadku jeszcze innym sposobem, uważając jako długość wa-
hania prostokąta względem jego boku poziomego mn. W takim razie zastowalibyśmy wzór : 

albo jeszcze : 

oznaczając przez promień wirowania prostokąta względem jego boku mn; gdyż jak wiemy, 
między i k^ zachodzi związek : 

Zastosowując pierwszy z tych wzorów, mamy najprzód : 

3t 
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następnie : 
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zkad : 

(2) 

Zaslosowujyc wzór drugi, i uważając że moment bezwładności prostokąta względem jego boku rnn ma 

7.a wyrażenie ; otrzymalibyśmy ten sam wypadek; i tak : 

zkad : 

(2") 

6 0 . Ściany prostokątne zdarzają się w zastosowaniach nadzwyczaj często ; jako przykład, stawiamy: 
mury wstrzymujące nacisk wody (murs soutenant une charge d'eau), drzwi śluzowe, (portes d'echisej 
i t p. Ażeby obliczyć w pierwszym razie — grubość muru, a w drugim — grubość blachy lub drzewa, 
stosownie do tego, czy drzwi są żelazne lub drewniane, — potrzeba naprzód wiedzieć natężenie 
i punkt przyczepienia całkowitego na ścianę ciśnienia. Otoż, ponieważ takie ściany zwykle są pionowe, 
wartości P i x mogą być znalezione bez udawania się do ogólnych wzorów (A) i (1>), a wprost, za 
pomocą zasadniczego wyrażenia : p = \\z, łatwego do pamiętania. 

.lako przykład podobnych rachunków, dajemy obliczenie ciśnienia i środka ciśnienia dla ściany 

prostokątnej pionowej wystawionej na ciśnienie wody. 

Niech (tig 48) wysokość wody będzie = A"'- , AB jej powierzchnia wolna, a Ad prolii ściany na 
płasczyznę pionową; uważamy na ścianie szerokość G C ^ l ' " , i bierzemy dla wody Ii = 1000''s. 

\ ) Szukajmy całkowitego ciśnienia, wywieranego przez wodę 
na ścianę AA'CC'. 

Wiemy że ciśnienie p, na jedność powierzchni, we wszyst-
kich punktach poziomej EE', znajdującej się na odległości s od 
powierzchni AB, jes t : 

więc ciśnienie na taśmę nieskończenie cienką powierzchni, ma-
jącą zH wysokość fil-, i 1 ™ ^^ szerokość, będzie : 
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A Że wszystkie te elenieiitarne ciśnienia są normalne do ściany, więc ciśnienie wypadkowe na 
pewną część AA EE' ściany l)ę(lzie ich summą, to jest : 

(>hcąc mieć ciśnienie P na całą ścianę AA'UC', *potrzeba wziąć tę całkę między granicami O i h 
hib zamienić :: na h\ znajdziemy ztąd : 

(1 ) 

Otrzymalibyśmy to samo ze wzoru (J) § 39, kładąc w nim : II = lOOt), a — 90", a = li, b=- . \ . 
1. Szukajmy teraz punktu przyczepienia tej «iły. Dla tego, weźmy momenta ciśnień elcmelarnych 

składowych, i ciśnienia wyjiadkowego P, np. względem poziomej CC; będziemy mieli : 
-Moment ciśnienia elementarnego na jakąkolwiek taśmę poziomą : dzy^ Im będzie : 

Moment ciśnienia wypadkowego : 

więc: 

Otoż 

więc X wyznaczy się z równania : 

czyli: 

z tąd: 

x' jest odległość środka ciśnienia od poziomej CC, więc jego odległość od powierzchni wolnej b^; 

(Izie ; co już wiemy z poprzedniego. 

U W A G A . Ściany drzwi śluzowych nie są jednakowo ciśnione po obu stronach, gdyż wysokość wody 
z każdej strony-ściany jest różna (tig 49). W zastosowaniach, gdzie się rozpatruje ciśnienie ostateczne, 
obrachowuje się w takich razach różnica dwóch ciśnień ; rachunek jest nadzwyczaj prosty, 
gdyż z obu stron ściany 11 jest jedno i to samo; ciśnienie atmosferyczne na* każdą powierzchnię 
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wody AB, A B', może też być uważane za jednakowe ; tak że ciśnienie ostateczne na jedność powie-
rzchni ściany, w jakimkolwiek punkcie M wziętym na jej części B'C, wyrazi się : 

ilość stała, 

jeżeli różnica poziomu dwóch powierzchni wolnych 
AB i A B'jest stałą. 

Ponieważ ciśnienie ostateczne dla wszystkik punktóiv części 
B'GJest stałem, linją ciśnienia wypadkowego na całą ścianę 
AG będzie linja łamana ADE. 

61 . Wróćmy do §59 i połóżmy b — a, to jest, że 
prostokąt staje się kwadratem; będziemy mieli dla ściany 
kwadratowej GDlilF (tig 50, a) następujące wzory : 

( 1 ) 

Przypuśćmy teraz, że kwadrat GDlî F został obrócony na 45° około punktu D : nowe jego położenie 
będzie DG'E'F' ; środek ciężkości G przejdzie do punktu G'. a środek ciśnienia O do punktu O'. 
l 'nukt G' będzie środkiem ciężkości kwadratu DG E'F', gdyż środek ciężkości powierzchni zależy 
tylko od układu jej elementów, który pozostaje tu b3z żadnej zmiany, bo ściana swej formy nie 
zmieniła. Ale tak nie możemy powiedzieć o środku ciśnienia : położenie tego punktu zależy od 
sposobu zanurzenia elementów ciśnionej powierzchni; punkt więc O' nie jest l)y naj mniej środ-
kiem (lśnienia dla ściany DCl^rF'. Wiemy zgóry, że środek ciśnienia na powierzchnię DG'E'F' 
będzie się znajdować na przekątnej DE'; na mocy zaś § 54 \\nosiniy, że punkt ten leży od po-

zifuuej \ A na odległości 

l.alwo jest znaleźć związek jaki zachodzi między wartościami: P, x' dla jodncj i tej samej 
kwadratowej ściany w dwóch jej położeniach : GDEF, (a) i dcef, (fi). Oznaczając na figurze 39 prze-
kątne FF i GD przez a i Z-'," a następnie kładąc a'=b', znajdziemy się w przypadku figury (50, 8) 
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dla którcgt), na mocy § 51, będziemy mieii : 

gilzie użyliśmy iiawiasu dla odróżnienia wartości na x̂  P i a ' . od tych, jakie się stosują do kwad-
ratu CDEF (fig 50 a). 

Wyrażając a w lunkcyi boku kwadratu, to jest w funkcyi a, mamy : 

w skulek czego powyższe wzory przybierają formę : 

('-i) 

i porównywając (I) z (2) otrzymujemy związek następujący : 

czyli, przez pizybliżenie. 

czyli, [)rze/ przybliżenie. 
Wyciągamy ztąd : 

co pokazuje, że obracając kicadrat CDEF na 45° około punkta D zwiększamy jeyo ciśnienie w stosunku 

Wyrażając wartości na ./ j P w , i (ui) (I*) (x') liczebnie, znajdujemy : 

Porównajmy teraz długość DQ" = DO' = DO z długością (/^ = (« ' ) . Dla tego wyraźmy DO" w funkcyi 
a następnie w funkcyi =de = d; będziemy mieli : 

wtedy gdy otlległość 
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więc : 
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CO pokazuje, że łuk zakreślony środkiem ciśnienia ściany kwadratowej GDEF, obróconej na 45" około 
wierzchołka D, przecina prosię DE',—na której znajdzie się środek ciśnienia przy ostatecznem położeniu 
ściany — w punkcie Q", leżącym-[^od rzeczyicistyiri środkiem ciśnienia obróconej ściany; i odległość 
między tymi dwoma punktami jest równą około 0,006 długości przekątnej DE'; lak że jeżeli np. 
DE' = 1 metrowi, błąd popełniony, biorąc punkt Q 'za śródek ciśnienia ściany DC'E'F', byłby = (• 
miłl imetrów; jeżeli D E ' = 0^,500 błąd ten byłby = i t. d. 

6 2 . Jest rodzaj obrotu, w skutek którego możemy przejść (fig.50) od położenia (a).do położenia (fi) 
nie zmieniając ani ciśnienia wypadkowego na ścianę, ani też jej środka ciśnienia; ale dla lego potrzeba 
ażeby bok CD kwadratu znajdował się nie na powierzchni wolnej, jak na fig. 50, lecz na pewnej od 
poziomej AA odległości, wartość której, jak to natychmiast zobaczymy, wyznaczy się sama przez się. 

fig. SI. fig. bż. 

Niech AA (fig51) oznacza przecięcie powierzchni wolnej płasczyzną ściany; poprowadźmy na 
płasczyznie ściany koło styczne do poziomej AA w punkcie C , i wpiszmy w to koło kwadrat CDEF. 
Jeżeli promień koła oznaczymy przez R, to jak wiadomo: 

zatem: 

wj( c: 

Odległość boku CD kwadratu od poziomej AA jest więc wyrażoną bądź w funkcyi promienia koła, 
])ądź też Av funkcyi samego boku. 

Ciśnienie wypadkowe na kwadrat CDEF znajdujemy od razu, gdyż : 
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Ażeby mieć środet; ciśnienia, używamy wzoru (C) wyprowadzonego pod §.3i}; 

klóry da nam odległość środka ciśnienia od poziomej CD; chcąc więc mieć lę odległość ęd jiozio-
mej 'AA, weźmiemy: 

We wzorze tym mamy do podstawienia : 

co da je : 

otoż : 

w iąc ostatecznie mamy : 

(3) 

Obróćmy teraz kwadrat CDEF, w swej płasczyznie, na 43" około jego G. Kwad-
rat przyjmie położenie C'D'E'F', dla którego na mocy §34 będziemy mieli : 

(Ibis) 

(^bis) 

( 3 b i s ) 

wartości identyczne z (I), (2) i (3) znalezionemi dla kwadratu CDEF. 

I tak, obracając kwadrat CDEF, około jego środka ciężkości G, na 4 5 " = ——nie zmieniamy przez 

to ani ciśnienia wypadkowego ani środka ciśnienia. 

Łatwo jest przekonać się, że dla trójkąta róianobocznego GDE \fig 52) powyższa własność również bę-
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(Izie mieć miejsce, jeśli ©brocimy ten trójkąt, około jego środka ciężkości G, na 

Rzeczywiście, wyrażając wszystkie wartości w funkcyi promienia koła, mamy najprzód : 

następnie, dla trójkąta GDE będziemy mieli : 

(4) 

(5) 

(ti) 

Po obróceniu na 60% trójkąt GDE przyjmie położenie trójkąta D'CE', dla którego mamy : 

( 4 b i s ) 

(obis) 

nareszcie, dla otrzymania x używamy wzoru (R) § o8, dodając tylko do tej wartości odległość = 

Więc będzie: 

gdzie : 

wykonawszy rachunek, otrzymujemy : 

( O b i s ) 

to jest, dla trójkąta D'G'E' mamy te same wartości na P i co i dla trójkąta GDtL 

U W A G A . Zwróciwszy się do wzoru: 

widzimy natychmiast przyczynę tożsamości otrzymanej na wartość x dla obu trójkątów GDE i D G'E', 
gdyż prosty rzut oka na ligurę 52 pokazuje, że w obydwóch tych położeniach moment bezwładności 
powierzchni trójkąta względem poziomej KL, poprowadzonej przez jego środek ciężkości G, jest 
jednakowy; albowuem dla trójkąta CDE, elementa dwóch powierzchni : CKL i DEKL znajdują się 
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odpowiednio w tycli samych odległościach od poziomej KL, jak i elementa dw^óch powierzchni : E'KL 
i D CKL składających trójkąt D'GE'. 

Co zaś do kwadratów : CDEF i E'C'D'F' (fig. 51) — równość momentów bezwładności, względem 
poziomej E'D', prostokąta CDMN i trójkąta E'C'D' może być podobnież z łatwością spraAV(lzoną, 
a przez to otrzymana tożsamość wartości x' dla obu kwadratów wytlomaczoną. W rzeczy samej, 

oznaczając bok (̂ D kwadratu przez a, boki C'G = (jD trójkąta C'6D' wyrażą się pr/.ez mo-

ment bezwładności prostokąta CDMN, względem jego boku MN, jest jak wiadomo : 

moment bezwładności 1 trójkąta (TGD względem boku GD' wyrazi się (biorąc CG zaoś X, ;; GD' 
za oś Y) w sposób następujący: 

gdzie za ?/ wypadnie podstawić: 

a że moment bezwładności \t trójkąta ECD', względem poziomej E'D', jest rów iiy-m 21, mamy: 

więc ]p=- \ t , co było do sprawdzenia. 

63 . Niezmienność wartości x', dla kwadratu obróconego na 45° i trójkąta na (JO®, nastręcza py-
tanie, czy oprócz tych kątów niema jeszcze innych, dla których x zostaje to samo; a w ogólności, 
jak się zmienia wartość x' ze zmianą kąta, na jaki te ligury zostaną obrócone w ich własnej pła-' 
sczyznie i koło ich środka ciężkości G. Otóż, opierając się na pewnych własnościach tyczących się 
powierzchni, i znanych z Mechaniki zastosowanej, kwestya ta rozwiązuje się za pomocą wzoru (ot), 
ł tak w iadomo jest że (*): 

1) momenta bezwładności powierzchni płaskiej jakiejkolwiek, uważane względem rozmaitych osi 
poprowadzonych w płasczyznie tej powierzchni i przez jej środek ciężkości, zmieniają się odwrotnie 
proporcyonalnie do kwadratów z promieni wodzących pewnej ellipsy, mającej swój środek w środku 
ciężkości powierzchni, i zwanej ellipsą śrorlkoicą beziołndności 

2) w przypadku szczególnym, kiedy dana powierzchnia ma dwie osie symetryi tworzące z sobą 
kąt różny od kąta prostego, ellipsa środkowa bezwładności staje się okręgiem bezwładności, — co 

C) E. Collignon : Cours de Mecainque appliquee aujo construclions. is, I8(j!), s!r. 7o-70. 
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znaczy, że dla takiej powierzchni, momenta bezwładności wzięte względem wszelkiej prostej prze-
chodzącej pi'zez jej środek ciężkości i znajdiijacej się w jej płasczyznie są sobie róime; (tak 
że przy obliczaniu momentu bezwładności powierzchni posiadającej tę własność, kierunek osi 
do której ten moment odnosimy jest rzeczą zupełnie obojętną, byleby tylko oś leżała w pła-
sczyznie powierzchni i przechodziła przez je j środek ciężkości). 

To nam daje iMechanika. Gcomctrya przychodzi w pomoc do rozwiązania naszego zadania, gdyż 
z niej wiemy (='), że wielokąt foremny ma tyle osi symetryi ile boków, i że pomiędzy temi osiami są 
takie, które nie do siebie prostopadłe. Ztąd wypada, że dla uielohąta foremnego jakiegokolwiek 
ellipsa bezwładności staje sir okręgiem bezwładności-, więc moment bezwładności wielokąta foremnego, 
wzięty względem osi poprowadzonej w płasczyznie wielokąta i przez jego środek ciężkości, jest 
ilością najzupełniej wyznaczoną, bo mającą jednę tylko warlość, bez względu na kierunek tej osi. 

We wzór (oc) dający wartość na x' wchodzi promień wirowania ciśnionej powierzchni, wzięty 
względem poziomej poprowadzonej przez jej środek ciężkości; ale dla ^gur foremnych, ten kierunek 
stały—jaki mamy ciągle uważać przy szukaniu x w rozmaitych położeniach ściany — nie zmienia 
powyżej wypowiedzianej własności; gdyż objęte lem wysłowieniem:!) stałość położenia powierz-
chni, 2) obrót około punktu G osi momentów, możemy zastąpić : 1) stałością tej osi, i 2) obrotem 
około punktu G samej powierzchni : — albowiem te dwie rzeczy są równowarte w tym razie. 

Wypada ztąd, że obracając wielokąt foremny w swej płasczyznie około jego środka ciężkości i bio-
rąc, w rozmaitych położeniach togo wielokąta, momenta bezwładności jego powierzchni względem 
l>rostej stałej, poprowadzonej przez jego środek'ciężkości, znajdziemy że wszystkie te momenta są 
sobie równe; a zatem na mocy \yzoru (a) powiadaniy że: dla figur foremnych zanurzonych w cieczy 
tuartość x' jest niezależną od kąta, na jaki te figury mogą być obrócone w swej płasczyznie i koło ich środka 
ciężkości-, więc dla takich powierzchni i dla ruchu o którym mowa, środek ciśnienia jest albo punktem 
s^a^y/n na ścianie, albo się też porusza po jednej i tej samej linji poziomej. Otóż, zobaczymy poniżej 
(§ 81) że środek ciśnienia znajduje się zawsze na średnicy ellipsy środkoYyej bez\yładności, sprzężonej 
z kierunkiem linij jednakowego ciśnienia (linij poziomych); więc w naszym przypadku będzie on 
ciągle pozostawać na prostej poprowadzonej przez środek ciężkości figur prostopadle do kierunku 
poziomego; a zatem dla uważanych figur środek ciśnienia będzie punktem stałym. 

A\'iemy nadto, że ponieważ x̂  jest ilością stałą z samego założenia, ciśnienie wypadkowe P na 
ścianę będzie również, dla \yszystkicL jej położeń, ilością stałą; więc dla wielokątów foremnych, 
postawionych w powyższe warunki, wszystkie trzy wartości: x^, P, i x są stałe. 

U W A G A . Zróbmy tu uwagę tyczącą się pryzmy napełnionej wodą, aby dopełnić to, cośmy powie-
dzieli o takiej pryzmie pod §37. Fig. 52 nam pokazuje, że obracając pryzmę GDE około osi pozio-
mej poprowadzonej przez jej środek ciężkości, ciśnienie na ścianę GDE będzie się zmieniać ze 
zmianą jej położenia; tak np. ciśnienie w położeniu GDE będzie większe jak wtedy kiedy ściana 
przyjmie położenie D'C E'. 

6 4 . Ciśnienie n a s z e ś c i o k ^ t f oremny . Wyraziwszy ciśnienie i środek ciśnienia na powierzchnię 
trójkąta równobocznego i kwadratu w funkcyi promienia koła na tych ligurach opisanego, szukajmy 
podobnego wyrażenia dla foremnego sześciokąta. Zadanie to rozwiązuje się za pomocy wzorów-
wyprowadzonych pod § 58. I tak (tig. 52) sześciokąt GC EE DD' może być uważany jako złożony: 
4) z trójkąta GD'C', 2) prostokąta D'C'DE i 3) trójkąta DEE'; znalazłszy dla każdej z tych trzech 
powierzchni ciśnienie i środek ciśnienia, i złoży wszy takowe podług prawidła składania sił ró\ynole-
głych, otrzymamy ciśnienie wypadkowe na całą ścianę i punkt przyczepienia tego ciśnienia. 

(*) G. U. N i e w ę g ł o w s k i : Geometrya, w y d a n i e d r u g i e . Paryż i L w ó w , 1809. s i r , 2 ' i9 i 526 . 
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Ponieważ jedne i te same litery we wzorach § 58 będą mieć rozmaite wartości dla rozmaitych czę-
ści sześciokąta, podajemy, obok wzorów odpowiadających uważanej ścianie, wartości jakie tym wzo- , 
rom przysługują i wypadki otrz.ymane po wykonaniu wskazanych rachunków. Dodajemy, że wszy-
stkie Xl i x' liczone są od poziomej AA. » 

1 ° . Ś C I A N A C D C {Trójkąt o podstawie poziomej i o wierzchołku na powierzchnitrołnfj). 

Wzory do zastosowania: Wartości do podstawienia: Wypadki z wykonanego rachunku : 

2 ° . Ś C I A N A D ' C ' D E [Prostokąt o boku poziomym). 

3 ° Ś C I A N A D E L - Y {Trójkąt o podstawie poziomej i o wie) zchołku obróconym do dołu). 

Dodając P', P" i P"' otrzymujemy ciśnienie wypadkowe P, wywierane przez ciecz na całą pc-
wi zchnię sześciokąta C C E E DD': 

(1 ) 

co zresztą moglibyśmy mieć. wprost, używając wzoru : 

w którym Xy oznacza odległość środka ciężkości sześciokąta od poziomej AA, a 12 powierzchnie 
sześciokąta. Otoż, zważywszy że j; = l { , i że powierzchnia wielokąta foremnego ma za miarę iU)-
czyn z obwodu przez połowę apotemy, a ta ostatnia, dla sześciokąta, ma za wyrażenie: 
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będziemy mieli: 

Ażeby znaleźć punki przyczepienia ciśnienia wypadkowego P, szukamy naprzód punktu przycze-
pienia wypadkowej (P dwóch jakichkolwiek ciśnieii, np. P' i P " , a następnie, punktu przyczepienia 
wypadkowej P z dwóch sił: <1', zastępującej P i P"', i z pozostałej trzeciej siły P". Punkta te 
znajdziemy za pomocą znanego twierdzenia momentów, a ich obrachowanie opuszczamy, z powodu że 
rachunki nie przedstawiają żadnego interesu i są powszechnie znane. Ograniczamy się więc poda-
niem figury 53, pokazującej złożenie sił : P', P' i P" w jeduę P, i wypadki liczebne otrzymane w sku-
tek lego złożenia. 

I tak widzimy, że środek ciśnienia na powierzchnię sześciokąta lóremnego CiTEE DD' znajduje się 

na odległości, od poziomej AA, równej ^ promienia koła na tym sześciokącie opisanego, a zatem, 

«) ^ U czyli około niżej, aniżeli śro'lek ciężkości sześciokąta. 

Przyszlibyśmy daleko prędzej do tego samego rezultatu, biorąc wprost momenta sił składowych P', 
P", P ' i siły wypadkowej P \<'zględem poziomej AA. Będziemy mieli : 

czyli : 

zkąd, po skróceniu i uproszczeniu, znajdujemy : 

albo : 

co daje : 

65 . C iśn ien ie n a t ró jkę , t , k w a d r a t i sześciok§, t o p i s a n y n a k o l e w f u n k c y i p r o m i e n i a 
t e g o k o ł a . ZnalazłsŹy ciśnienie i środek ciśnienia na powierzchnię trójkąta, kwadratu i sześciokąta 
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wpisanych w koło styczno do powierzchni wohiej, rozwiążmy tę kwestyę dla podo])nych figur 
opisanych na temże kole. Zacznijmy od trójkąta dec (lig. J52;. 

Wiemy, że Ijok trójkąta równobocznego opisanego na kole jest dwa razy większy od boku podobnego 
Irójkąta wpisanego, lo jest = . L>P>̂ /3 ; a że nadto, środek ciężkości trójkąta dec znajduje się \v środku 

koła G, więc GC będąc = ^Cc, wysokość Irójkąta Cc ])ędzie 311. 

I. Trójkąt o p i s a n y dcc. 

Rozpatrując następnie kwadrat opisany c(/e/ (flg. 51) mamy : 

II. K w a d r a t op i sany cdef. 

Przejdźmy teraz do sześciokąta opisanego filmkg (fig. 52) Pozioma ik dzieli sześciokąt na dwa 
trapezy : fgik i iklm; więc zadanie nasze sprowadza się do znalezienia ciśnienia i środka ciśnienia dla 
każdego z trapezów zosobna, a następnie do złożenia otrzymanych wypadków. 

2R 
Wiadomo jest, że bok sześciokąta foremnego opisanego na kole równa się: mamy nadto ik = 

znamy więc wszystkie wartości we wzorach jakich się używa dla trapezu. Bęziemy mieć : 

III. Sześciokęit o p i s a n y fgiklm. 
A ) T R A P E Z fnik. 

Wzory eh zastosowania. Wartości do podstawiania. 

B ) T R A P E Z iklm. 

Wypadki z radamku. 
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Więc ciśnienie wypadkowe na powierzchnię sześciokąta opisanego będzie : 

(1) 

co zresztą otrzymujemy wprost ze wzoru ogólnego : P=:I Iwsta zważywszy że dla całej ściany 

j e s t = R, a powierzchnia sześciokąta opisanego ma za miarę : 

Oznaczając przez odległość punktu przyczepienia ciśnienia wypadkowego P od poziomej AA, 
wartość X znajdzie się z równania momentów : 

zkąd, po skróceniu i uproszczeniu, otrzymujemy : 

(2) 

66 . Zebrawszy wypadki otrzymane dla koła (stycznego do poziomej AA), trójkąta wpisanego 
CDE (fig. 32), kwadratu wpisanego C'E'F'D (fig. 51) i sześciokąta wpisanego GD'DE'EC'(fig. 52); jak 
również, wypadki dla podobnych figur opisanych na kole (fig. 51 i 52), układamy następującą tablicę, 
w której opuszczamy w wyrażeniu na P czynnik stały Ilwsta, i gdzie oprócz ilości: P i poda-
jemy, w funkcyi promienia koła, boki i apotemy tych wielokątów. Wartości x i wszędzie są liczono 
od poziomej AA leżącej na powierzchni wolnej. 

Powierzchnie ciśnione. p X bok apotema 

1 Koło styczne do poziomej AA. i I 
)) )) 

2 Trójkąt wpisany | R 3 V 3 RV3 
R 
2 

3 Kwadrat wpisany > R\/2 
Rv/2 

2 

i 
1 

Sześciokąt wpisany R 2 

3 Trójkąt opisany 3R'V3 
> 

2R\/3 
I 

() Kwadrat opisany 
1 

... 
7 Sześciokąt opisany j 

1 

i 
i 
. 

6R' 23 
T l " 

2R 
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Z tablicy tej wyprowadzamy następujące spostrzeżenia : 
(1) Wziąwszy promień R za jedn<jść i napisawszy 

znajdujemy na odpowiednie wartości x'. 

to jest liczniki, i mianowniki są liczby kolejno po sobie idące : 4, 5 i 2, 3, 4. 
(2) Pisząc te same powierzchnie naodwrót, tylko 

teraz wpisane 

znajdujemy na odpowiednie wartości x'. 

gdzie liczniki są liczby kolejne nieparzyste: 5 ,7, a mianowniki - liczby kolejne parzyste : 4, G, 8. 

(3) Napisawszy teraz powierzchnie w po-
rządku : trójkąt wp. 

mamy na wartości x' 

czyli, pu sprowadzeniu do jednakowego mia-
nownika 

tak że rozmaite x' odpowiednie tym figurom 
są proporcyonalne do 

kwadrat wpis. sześciokąt wpis. koło . 

To nam pokazuje, że przechodząc od trójkąta róumobocznego wpisanego—przez kwadrat i sześciokąt — do 
i koła, środek ciśnienia dla każdej z figur uważanych w takim porządku zniża sie kolejno i stale 

(4) Idąc dalej, od koła do ligur opisanych i w po-
rządku odwrotnym : 

Środek ciśnienia ciągle się zniża, lecz jednostaj-
ność w tem zniżaniu się ustaje, gdyż mamy na x' 
wartości następujące 

czyli, po sprowadzeniu do spólnego mianownika; 

(o) Pisząc nareszcie powyższą tablicę w po-
rządku 

odpowiednie wartości na x po sobie nastę-
pujące są 

albo, po sprowadzeniu do jednakowego mia-
nownika 

czyli że są proporcyonalne do 

67. Ciśnienie n a ośmiok§,t foremny. W myśli dopełnienia naszej tablicy szukaliśmy ciśnienia 
i środka ciśnienia dla ośmiokąta foremnego wpisanego w koło. Rachunki ztąd powstające są nie-
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równio dłuższe od tych jakich wymagały figury rozpatrywane poprzednio ; nie przedstawiają 
jednak one żadnej trudności i sposób ich wykonania podajemy wraz z o t rzymanymi wypadkami . 
Uważając ośmiokąt r;GE'EF'FD'D (fig. o l ) jako złożony z dwóch trójkątów i dw^ich trapezów, bo-
dziemy mieli : 

Ośmiokęit f o r e r a n y w p i s a n y w k o ł o . 

a ) TRÓ.JK.^T C C D . 

Wartości do podstawienia. Wzory do zastosowania. 

Wzory do zastosowania 
są te same co dla trapezu 

b) TRÓJK4T EFF' . 

c ) T R A P E Z C D E D ' . 

d ) T R A P E Z E ' D ' E F . 

(^aśnienie wypadkowe na ścianę ośmiokątną będzie więc : 

Wypadki z wykonanego rachunku. 
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C.o możemy sprawdzić jeszcze za pomof^ą ogólnego wzoru : P •= llwstar,!!, zważywszy że : 

bok ośmiokąla wpisanego 

a jego apolema = 

będziemy więc mieli : 

Ażeby otrzymać odciętę X' środka ciśnienia, piszemy równanie momentów ciśnieii składowych P , 
l̂ ", P", i ciśnienia wypadkowego P względem poziomej AA: 

czyli, podstawiając ich wartości : 

zkąd, po wykonaniu wskazanego rachunku, uproszczeniu i zamienieniu X' na u;', otrzymujemy : 

Forma ta jest niedogodną do porównania wartości otrzymanej dla ośmiokąta z wartościami 
znalezionemi poprzednio dla innych figur. Wyraziwszy w tym celu odcięte rozmaitych środków ciś-
nienia pod postacią ułamków dziesiętnych, otrzynujjemy następujący szereg liczb : 

W podobny sposób moglibyśmy otrzymać środek ciśnienia innych figur 1'orenniych, jak naprzykład ; 
ośmiokąta opisanego, pięciokąta, dziesięciokąta, i t. p; ale rachunki stają się uciążliwszymi, z powodu 
żc boki takich figur wyrażają się w sposób mniej prosty; tak naprzykład wiadomo że 

bok ośmiokąta loremnego opisanego 
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» pięciokąta » 

(Izicsiociokata » 

U W A G A . Wzory, wyprowadzone na ciśnienie i śiodek ciśnienia dla trójkąta i innych ligur z trój-
kątów złożonych, przypuszczają że jeden bok trójkąta jest linją ; nie stosują się więc one 
naprzykład do trójkąta CDE (fig. o'ł), zajmującego na ścianie położenie jakiekolwiek względem pozio-
mej AA. Ale łatwo jest sprowadzić ten przypadek ogólny do przypadku dla którego powyższe wzoiy 
będą mieć miejsce, dzieląc poziomą EF trójkąt dany na dwa trójkąty, z których każdy będzie mieć 
ł)ok poziomy EF, i wierzchołek jednego C będzie u góry, a drugiego D u dołu. Moglibyśmy jeszcze po-

prowadzić poziomę DK przez wierzchołek D danego trój-
kąta, w skutek czego oti-zynuilibyśmy trójkąty CDK i 
EDK, o boku poziomym DK i o wierzchołkach C i E zwró-
conych ku powierzchni wolnej. Używając tego ostat-
niego sposobu, i oznaczając ciśnienie i odcięto środka ciś-
nienia dla trójkąta CDK przez P' i x', dla trójkąta V]DK 
przez P" i ./:•", a dla trójkąta danego (n')E przez P'" i .r 
mamy : 

zkąd się wyznaczą wartości szukane P"' i x"'. 

Ta sama metoda stosuje się do innych figur, jak np. do trapezu, prostokąta i t. p., a w ogólności, 
do wszelkiej figury płaskiej, niezależnie od jej położenia względem poziomej AA. 

Jeżeli w danej hgurze nie są uani znane wszystkie ilości potrzebne do cm(ilityczneyo\\\ardc/.ii\\\A wy-
padkowego na nią ciśnienia i jej środka ciśnienia, możemy zawsze, z pewnem przybliżeniem, roz-
wiązać zadanie to sposobem (jraficzninn. 

6 3 . M e t o d a g e o m e t r y c z n a w y z n a c z a n i a c i ś n i e n i a w y p a d k o w e g o i ś r o d k a c i ś n i e n i a . 
Formuły (A) i (B), wyprowadzone pod § 41, dają nam analitycznie wartości na ciśnienie wypadkowe 
P wywierane na daną powierzchnię H, i na środek jej ciśnienia x . Otóż te dwie ilości mogą być 
wyznaczone (\vognyeometryczną, \ w sposób od powyższych wzorów niezależny. 

Geometryczna metoda szukania ciśnienia i środka ciśnienia nastręc^ca się sama przez się, jako prosty 
wynik geometrycznego przedstawiania ciśnienia, w jakimkolwiek punkcie cieczy, ivysokokią tego 
punktu, to jest jego odległością od powierzchni wolnej. Metoda ta sprowadza szukanie ciśnienia \\\\ 
szukanie o/żyWosc/, a wyznaczenie na wyznaczenie śj^udka ciężkości te j objętości. 

Wracając do figury 21, której pewną część przedstawiamy na fig. oo, widzimy, że ciśnienie na je-
łlność powierzchni w jakimkolwiek punkcie M, wziętym na przestrzeni otoczonej konturem CD, ma 
7.\ miarę wysokość MN, za wartość —iloczyn IIMN', a za kierunek — normalnę Mn do ściany w punk-
cie M; tak że MN = MN przedstawia nam zarazem kieiiniek ciśnienia w punkcie M i jego natężenie. 
Jeżeli w każdym innym punkcie M' powierzchni GD =- wykonamy podobne wykreślenie, to jest, 
wyprowadzimy w punkcie M' normalnę do ściany AE i weźmiemy na niej długość M'n' = M N',— 
czyli odległość tego punktu od powierzchni wolnej AB, — to otrzymamy nieprzerwany szereg 
normalnych formujących figurę ograniczoną : z dołu — powierzchnią płaską 12; z b o k u — p o -
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wierzchnią wak'owąv utworzoną obiegiem h'nji nonnahiej do ściany pt) konturze powierzchni 12; 
nareszcie z góry—geometrycznem miejscem takich punktów jak C, n, n . . . D'. Otóż łatwo jest widzieć, 

że tem miejscem jest płasczyzna 
utworzona ruchem poziomej, rzuca-
jącej się w punkcie A, po linji pros-
tej AD' (której spółrzędnę liczone 
wzdłuż normalnych do ściany, są 
proporcyonalne do spółrzędnych : 

x= — ^ konturu, liczonych wzdłuż wsta ' 
samej ściany). Płasczyzna ta (której 
AD'jest śladem na płasczyznę papie-
ru) przechodzi przez przecięcie h A 
powierzchni wolnej AB z przedłużor 
ną ścianą CD. 

Więc tigura, z powyższego wykreślenia wynikająca, jest walec prosty (lub pryzma), ścięty ukoś-
nie płasczyzną (TI^'. 

Płasczyzna CD' może być nazwana płasczt/zną wyrażającą ciśnienie na powierzchnię GD gdyż 
rzędne jej, liczone normalnie do ściany Ci), wyrażają natężenie ciśnienia w rozmaitych punktach 
danej nam powierzchi. 

Zobaczmy teraz co wyraża objętość walca ściętego CCDD'. 

Uwjiżąjąc na ścianie tH.) już nie jeden punkt M, ale nieskończenie cienką taśmę w powierzchni, ogra-
niczoną poziomemi rzucającemi się w punktach M i M', natężenie ciśnienia elementarnego wywiera-
nego na tę taśmę jest równe ciężarowi cieczy zawartej w kolumnie pionowej, mającej lo za pod-
slawę,, a za wysokość — odległość mm środka ciężkości tej powierzchni od powierzchni wolnej 
AB (*), czyli że 'i?=:ll {o)Xmm'); kierunek tego ciśnienia jest, jak wiemy, normalny do ściany CD. l lzer/ 
się bętlzic miała podobnież dla każdego innego elementu ściany. 

Otóż, rozpatrywanie dwóch kicFunków : jetlnego picmowcgo, — z którego wyprowadzamy n a n i 
ciśnienia,—a drugiego normalnego do ściany, —-fającego nam /cĵ /̂ me/c tego ciśnienia,—możemy zastą-
pić icdnym, który, przedstawiając kierunek ciśnienia, posłuży zarazem do wyznaczenia jego natę-
żenia: mówimy o kierunku normalnym do ściany CD. Istotnie, ponieważ w rzeczywistosci wazyslklc 
elcmenta ściany CD; sąciśmone normalnie do tej ściany, możemy, stawiając kolumnę ( oi X w po-
łożeniu normalneni 'do CD, przypu,4cić, że siła ciężkości zmieniła swój kierunek pionowy na kierunek 
normalny do ściany Cl); lub co wyjdzie na jedno, pozostawiając sile ciężkości własność być siłą pro-
stopadłą do poziomej, przyjąć kierunek CD za kierunek poziomy. Novya ta więc siła ciężkości, dzia-
łając na kolumnę (w : < rnm') tak postawiomi, wywrze na jej podstawę o> ciśnienie równe ciężarowi 

(*} (Ciężar cieczy zawartej w oi)jęlości MM'iNN', wznoszącej się pionowo nad powierzcłini;̂  MM'=:w, nie przedstawia 
bynajmniej natężenia ciśnienia wybieranego na lę powierzchnię; gdyż ten ciężar jest równy: w= ii (rs X gdzio, r.s 
oznacza przecięcie proste pryzmy MM'.\'N'. Stosunek jaki zacliodzi między ciężarom u\ a ciśnieniem $ wywifiaiK^a 
na element jest taki : 
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kolumny cicczy wznoszącej się nad tą podstawą : II (o>X gdyż ta ostatnia jest przecięciem pros-
tem pryzmy MM nn'. W skutek więc takiego przypuszczenia, treść rzeczy zostaje niezmienioną a ściana 
C.D pochyła (tig. M) może być zastąpiona tą samą ścianą, ale już poziomą (tig. 53). Możemy nawet iść 
dalej i, zamiast objętości MM nn' napełnionej cieczą, przypuścić że objętość ta napehiioną jest ma-
teryą na^rt jednorodnego i mającego ten sam ciężar gatunkowy co i ciecz jaką rozpatrujemy: 
skutek pozostaje ten sam. 

W yprowadzamy ztąd natychmiast że : 

na ścianę CD, równe summie wszystkich ciśnień elementarnych, wyrazi >ię 
summą ciężarów wszystkich pryzm elementarnych lakich jak (MM'7?n'), składających objętość CCDD ; 
to jest, natężenie ciśnienia wypadkowego P na ścianę CD jest równe ciężarowi cieczy zawartej w pry-
zmie ściętej CC'D'D'. 

T Ponieważ środek ciśnienia, czyli punkt przyczepienia ciśnienia wypadkowego P na ścianie, jest t(̂  
punkt w którym kierunek siły P przebija ścianę, znajomość środka ciężkości (j objętości walca lub pry-
zmy ściętej C{yD'D wystarcza najzupełniej do wyznaczenia środka ciśnienia : gdyż przez to będziemy 
wiedzieć jeden punkt siły P ; a że oprócz tego jej kierunek zgóry nam jest znany, — będziemy zatem 
mogli wykreślić tę siłę i przedłużywszy ją do spotkania się ze ścianą CD, otrzymać żądany środek 
ciśnienia. 

W streszczeniu : z punktu widzenia geometrycznego, szukanie ciśnienia wypadkowego P na ścianę 
(]D sprowadza się do szukania objętości ściętego walca lub pryzmy; a szukanie środka ciśnienia O, — 
na szukanie środka ciężkości g tego walca (uważanego jak ciało stałe i jednorodne) i na odrzucenie teg(« 
punktu (j prostopadle do ciśnionej ściany CI). 

Otóż wiemy, że objętość walca prostego ściętego ukośnie ma za miarę iloczyn z jego podstawy ii 
przez długość prostopadłej GG' do tej podstawy, wyprowadzonej z jej środka ciężkości G, i zawartej 
między 12 a płasczyzną którą walec jest ścięty; ogólny więc wzór na P będzie : 

za pomocą którego, w wielu przypadkach, ciśnienie wypadkowe z łatwością może być zmalezione. 

Co zaś do środka ciśnienia,— wyznaczenie tego punktu, w przypadkach jakie się najczęściej zdarzają 
przy zastosowaniach, również nie przedstawia trudności : dosyć jest wiedzieć środek ciężkości pe-
wnych geometrycznych figur, aby ztąd można było wnieść natychmiast o położeniu środka ciśnienia; 
pokażemy to na kilku poniżej przytoczonycłi przykładach. 

AGA 1. Geometryczna metoda szukania ciśnienia i środka ciśnienia, chociaż prosta w zasadzie^ 
wymaga znajomości środka ciężkości objętości, co mówiąc ogólnie, nie może nas uwolnić od zastoso-
wania rachunku całkowego; jeśli więc rachunki, jakie w tym celu potrzebaby było wykonać, są dłu-
gie i uciążliwe, szukanie ciśnienia i środka ciśnienia wprost za pomocą wzorów (A) i (B) podanych pod 
^ 41 może być dogodniejszeni. 

U W A G A 2 . Z proporcyonalności elementów MM 'NN' do elementów M M N N ' wnosimy, że środek cięż-
kości objętości walca ściętego CDC,Dj, o krawędziach pionowych CC,, DDj i podstawach (ID iC^Dj, znaj. 
duje się na pionowej Ô )-! wyprowadzonej że środka ciśnienia Q; zkąd, odwrotnie, środek ciśnienia (J 
na ścianę CI) leży na pionowej poprowadzonej przez środek ciężkości fj^ walca ściętego CDCjD^. 

U W A G A 3 . W przedstawieniu ciśnienia objętością ściętego walca widzimy przyczynę, dla której 
środek ciśnienia na ścianę musi zawsze się znajdować pod środkiem ciężkości powierzchni tej ściany. 

6 8 . Na zastosowanie metody geometrycznej rozpatrzymy przykłady następujące : 
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i PIIZYKLAD. Powierzc/tma ciśniona jest prostokątem; jeden z jego pozioim/c/i boków rzuca się 7V pun-
kcie drugi — ic jAinkcie Ii ściany AE (fig. o7). 

Ciśnienie wunadkowe. Uważamy że objętość z której się wyprowadza ciśnienie wypadkowe jesl pry-

zma, rnającą za swe podstawy trójkąt ADI), a za wysokość DD =:F/; V iemy że ta objętość ma za miarę 
iloczyn z podstawy przez wysokość, czyli : 

Wzór ogólny: 

więc ciśnienie wypadkowe będzie 

- Środek ciśnienia. Wiemy że środek ciężkości pryzmy znajduje się na śiodku prostej łączącej środki 
ciężkości dwóch jej podstaw, albo jeszcze w środku ciężkości trójkąta RST, jaki otrzymamy przecinająę 
pryzmę płasczyzną RS równoległą do podstaw, i przeprowadzoną w równej od nich odległości; a że 

środek ciężkości g trójkąta RST znajduje się n a ^ RM , więc rzut punktu g na ciśnioną ścianę, to jest 
o 

o , znajdzie się na linji RS i na odległości^ punkt h od poziomej AA. 

U W A G A 1. Obracając ścianę 12 około poziomej AA, odległość środka ciśnienia od tej poziomej się 
nie zmieni; więc gdy ściana prostokątna przyjmie położenie pionowe, oznaczając wysokość prostokąta 
przez mamy : 

UW AGA 2. .Mówiąc o geometrycznej metodzie szukania ciśnienia i środka ciśnienia na ścianę pio-
nową prostokątną, nie możemy ominąć opartego na tej metodzie praktycznego traktowania tego przy-

padku ; (analitycznie przypadek ten był rozpatrzony pod § GO) prakty-
czny pogląd na kwestyę, będąc mniej skrępowanym ścisłością wyra-
żania się, przedstawia większą łatwość uwydatnienia samej rzeczy 
i utkwienia jej na dłużej w pamięci. 

Widzieliśmy pod § 3G, że dla ściany pionowej AD (tig. 58), któiej 
górna krawędź znajduje się na powierzchni wolnej AB, linja AE po-
prowadzona pod 45° będzie "linją wyrażającą ciśnienie w rozmaitych 
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punktach pionowej At); możemy więc powiedzieć, że powierzchnia trójkąta ADE, pomnożona przez 
II, przedstawia natężenie ciśnienia wywieranego na całą linję AD; właściwiej zaś będzie'wyrazić się, 
że powierzchnia te^o trójkąta, pomnożona przez jedność i przez II, przedstawia natężenie całkowitego 
ciśnienia wywieranego na prostokąt mający AD za wysokość, a jedność za szerokość. W praktyce 
więc się powiada, że ściana prostokątna pionowa, — której w\vsokość jest AD, a szerokość «, — wy-
trzymuje ciśnienie równe ciężarowi cieczy zawartej w pryzmie ADE, czyli że : 

Co zaś do środka ciśnienia Q, — zauważy wszy że dhi ściany prostokątnej środek ciężkości pryzmy 

(tojest punkt przyczepienia ciśnienia wypadkowego), rzuca się, na płasczyznie papieru, wśrodku cięż-

kości g trójkąta ADE,— wypada natychmiast z trójkąta ADF że 

11 PRZYKŁAD. Powierzchnia ciśniona jesl trójkątem, którego wierzchol<>k znajduje się na powierzchni 
wolnej, a podstawa jest linją poziomą (fig. 59). 

Ciśnienie wupadkowe. Objętość za pomocą której znajdujemy ciśnienie wypadkowe, i która w przy-
padku ogólnym jest ściętym walcem kib ściętą pryzmą, staje się, dla ściany jaką rozpatrujemy, pira-
midą mającą swój wierzchołek w punkcie A, a za podstawę prostokąt, którego jednym bokiem jest 
DD=r/y, a drugim : DD' = DDi=-^wsta . Otóż, objętość tej piramidy będzie : 

a '•^atem : 

Środek ciśnienia. Wiadomo jest, że środek ciężkości g piramidy znajduje się na linji AG łączącej 
wierzchołek A-ze środkiem ciężkości G podstawy piramidy, i na 3/4 tej prostej licząc od punktu A; 
więc rzut punktu y n a ścianę ADD będzie w punkcie Q takim, że AQ = 3/4 AS. 
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III PRZYKŁAD. Poirierzchnia ciśniona jest trójkątem, którego podstaica, rzucająca się tr /mnkcie A, 
kży na poicierzchni wolnej (lig. (JO). 

Ciśnienie wypadkowe. Aby mieć ciśnienie wypadlcowe na trójkąt xVAD, uważamy oi)jetość piramidy 
mającej ten trójkąt za podstawę, a za wierzchołek punkt D'. Wysokość piramidy jest DD' = /Mvsta, 
więc ; 

Środek ciśnienia. Położenie środka ciśnienia otrzynuijemy natychmiast z trójkątów i G gdyż 
mamy : 

więc : 

IV PRZYKŁAD. Pomerzchnia ciśniona jest równoległohokiem, którego jeden z boków leży na powierzchni 
wolnej. Widzieliśmy pod § 08 jakim sposobem zadanie to może być rozwiązane za i)omocą trójkątów; 
chcąc z.aś traktować wprost ten przypadek, spostrzegamy że ou w niczem się nie różni od przy-
padku ścciany prostokątnej : objętość, z której wyprowadzamy ciśnienie wypadkowe, jest pryzmą, a j i ' j 
środek ciężkości rzuca się, jak dla ściany prostokątnej, w środku ciężkości G trójkąta"ADD' (fig. o") ; 
ztąd natychmiast wnosimy, że środek ciśnienia znajduje się na osi średnicowej i na 2/3 tej osi licząc 
od boku AA leżącego na powierzchni wolnej. 

70. Powyższe przykłady,—z których wypadki otrzymaliśmy poprzednio drogą analityczną—aż nadto 
wystarczają do okazania w jaki sposób kwestya ciśnienia i środka ciśnienia może t yć rozwiązaną za 
pomocą geometryi. Dobrze będzie zauważyć, że nawzajem, rozwiązanie tej kwestyi metodą anality-
czną może przynieść pewną przysługę geometryi. Pokażemy to na następującym przykładzie' 

Niech ciśnioną powierzchnią będzie koło AD (lig. 01) styczne do powierzchni wolnej AR. 

Wiemy z § 47 że w takim razie : 

(1) 

(2) 

Metoda geometryczna wyprowadza P z objętości walca prostego, ściętego płasczyzną aa'\ ta obję-
tość j e s t : 
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gdzie G(i otrzymuje są z trójkąta ad'd : 

(3) 

zatem : 

Ciśnienie wypadkowe na powierzchnię koła otrzymuje się więc z wielką łatwością; ale wyznaczenie 
środka ciśnienia tą metodą jest mniej proste, bo wymagające szukania środka ciężkości ściętego 
walca. 

Pominąwszy wszelką kwestyę ciśnienia, gdyby wprost chodziło nam tylko" o znalezienie środka 
i'iężkości walca przedstawionego na figurze, otrzymalibyśmy pewne wskazówki co do położenia tego 
l)unktu, posiłkując się wzorem (2). I tak, wiedzieli!)yśmy odrazu, że środek cTężkości walca ściętego 

udd znajduje się na prostopadłej <iq\ wyprowadzonej w płasczyznie symetryi KL, na odległości 

do zupełnego wyznaczenia tego punktu pozostawałoby zatem znalezienie jednej tylko jego rzędnej 

Własność ta stosuje się do walca kołowego ściętego jakąkolwiek płasczyzną ad przecliodzącą przez 
punkt A jego podstawy, byleby nachylenie tej płasczyny do płasczyzny koła nie przechodziło 45"; 
gdyż, jak to pokazuje (3), maxinmm h do którego objętość walca add zachowuje znaczenie hydrostaty-
czne j e s t ^ = 2 R , — c o odpowiada pionowemu położeniu ściany AE ; a chociaż środek ciśnienia nie 
zmienia swego położenia na ścianie', jakikolwiek byłby kąt a na który ją obrócimy około 
poziomej A, wysokość A walca wyrażającego ciśnienie wypadkowe, doszedłszy wartości A = 2 R d l a 
a = 90°, maleje następnie z dalszem powiększaniem się tego kąta. 

Gdyby płasczyzna cd (fig. 62) ścinająca walec nie przechodziła przez punkt G jego podstawy, a prze-
prowadzoną była na pewnej wysokości h' nad tym punktem, objętość walca cdcd' miałaby jeszcze zna-

4 - z e n i e liydrostatyczne, czyli wyrażałaby dla każdej płasczyzny cd\ której nachylenie do płas-

czyzny poziomej cd nie przechodzi 45°. Rzeczywiście, uważając koło w położeniu CD na ścianie AE, 

wartość GG' jaką mamy podstawić we wzorze na V, aby mieć ciśnienie wypadkowe, ma za wyra-

żenie : 
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więc maximuin GG'. odpowiadające pionowemu położeniu ściany AE, ]jędzieGG'=5 -h H ; a żalem, ma-
ximum objętości walca ściętego o którym mowa, odpowiada płasczyznie ad' nachylonej pod 45" do 
płasczyzny koła ad. 

Więc jeśli płasczyzna cd ścinająca walec zadawalnia powyższy warunek, i jeśli znamy środek 
ciśnienia dla koła mającego na ścianie jakiekolwiek położenie GD, wyznaczone przez odległość o 
górnej jego stycznej od poziomej A, będziemy znać przezto prostopadłę na której leży środek cięż-
kości walca ściętego cdcd'. 

Dodajmy, że wysokość cc = / « :=iJwsta może być jakąkolwiek, gdyż ilość ulega jednemu tylko 
warunkowi, a mianowicie, nie powinna ona przewyższać iJ; otóż 'J pozostaje ilością niewyznaczoną, 
dowolną, i możemy ją wziąć taką jaka nam się podoba. 

71. Wiemy z § 53, że odległość x' środka ciśnienia dla koła Gd) od stycznej do tego koła, rzucającej 
•>ię w punkcie G, wyraża się wzorem : 

(O 

więc znając a zatem i punkt Q, będziemy wstanie wyprowadzić prostopadłę na której znajduje się 
środek ciężkości ściętego walca. Otóż ażeby, mając dany walec cdcd, wyznaczyć ilość (J, dosyć jest 
przedłużyć płasczyznę ccT do spotkania się jej z podstawą cc? tego w^alca; odległość ac będzie ilością 
szukaną, a jej wprowrtdzenie we wzór (1) da nam odległość punktu q od punktu c. 

Ale linję (jłr/możemy otrzymać bez wszelkiego rachunku, .(//-fl/^ć-rt/e. Rzeczywiście, wzoi (I) mo-
żemy przedstawić pod formą : 

gdzie X zadawalnia związek: 
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czyli źe X jest odcinkiciii przeeiwprostokątnej trójkąta KLM (iig. (>3), olrzyinanyni, hioiąc długość 
KN = ''}-{- U, wyprowadzając z [)uuktu N prostopadłę N L = {{, a następnie w punkcie L prostopadłę 
JiM do KL, i przedłużając LM do spotkania się jej z linją KM w punkcie M; długość NM wyi-azi nam 
ilość lo 

Dla wykreślenia więc prostopadłej na której się znajduje środek ciężkości walca ściętego płasczyzną, 
czyniącą, z podstawą jego kąt mniejszy od lul) też równy 45", wyprowadzamy następujące 
prawidło : -

Mając walec ABCD {fi(i. 6i) , przedtużami/ płasczyznę DC do spotkania się z podstawą A B ic punkcie E ; 
ze środka G tej ostatniej wyprowadzamy prostopadłę GH, na której bierzemy GI = AG, poczerń łączymy 
punkt E z punktem /; wyprowadzamy następnie w tym ostatnim punkcie prostę IK prosłapadłą do El; 

przedłużamy JE do spotkania się z AB w punkcie E\ nareszcie, odcinamy od punktu G długość Gq~j^GI\.\ 

szakany środek ciężkości będzie leżeć na prostopadłej (pi wyprowadzonej z punktu q. (*) 

(') liiiija qq', n:i któroj ziiujiluje środek ciężkości walca CAI5D (lig (ii-), jest bliżej [lolożona względem boku AC. 
trii{ie/u CAIJI), aniżeli linja zawieraj^tca vv sobie śro.lek cię/kości lego trapezu. Uzeczywiście, oznaczając przez d od-
ległość środka ciężkości trapezu od podstawy jego AC; kladijc ; 

i uważając że trójkąty KAC i KBl) dajî  ; 

zk^d : 

ziiajdiiemy na odległość d i na odległość linji qq' od boku AC, lo jest na Ag = x, następujące wyrażenia : 

ł)) 

(5) 
kl(3re ino7>einy jeszcze przedstawić tak : 

a że a < 6 , więc x' 
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Prawidło to slosnje się również (ło walca AUC (lig. 05) ściętego płasczyzna CA przecliodzęcą przez 
[)nnkt A jego podstawy; jednak dla znalezienia, w podobnym przypadku, linji powyższe wykreśle-
nie jest zbytccznem. 

Jeżeli, nie zmieniając podstawy AR, (tig. 04) przypuścimy że punkt E jest Uahj, nu^toda nasza da 
nam jednę i tę samą długość GK, jakakolwiekby była plasczyzna ES ścinająca walec; ztąd powiadamy 
że: dla tcszi/sfkich tralcóir, mających spólną podstawo, i ściętych rozmaitemi płasczyznami zawartcmi w kącie 
LK H i przeć hodzącemi przez jednę i tę sama prostę, równoległą do stycznej do podstawy icalca, środek cięż-
kości znajduje się na jednej i tej samej py^ostopadłej. 

Przyczyna tej własności leży w teoryi ciśnienia, gdyż — licząc dla tigury 6-4 kąty od poziomej EB, a 
dla tignry 02 (jd powierzchni wolnej AB, jak to pokazują strzałki — uważamy, że obrót płasczyzny EH 
na 45" (fig. 04) około prostej odpowiada, w teoryi ciśnienia (fig. 02), obrotowi na 90° około pozio-
mej A, ściany AE, na której koło CD zajmuje położenie slałe-, przy takich okolicznościach zmienia się 
tylko ciśnienie na koło, czyli objętość walca; środek zaś ciśnienia, czyli prostopadła qq', żadnej nie 
ulega zmianie. 

Wzór (I) pokazuje, że w miarę zwiększania się ilość X się zmniejsza, czyli że linja qci zl)]iżi 
się do prostej GG' łączącej środki ciężkości podstaw walca, tak że dla S = <x^q(/ zlewa się z GG'. 
Przyczyna tego przedstawi się nam z całą dobitnością zapatrując się na kwestyę geometrycznie : otóż, 
warunek analityczny: ac , znaczy geometrycznie że plasczyzna CD (fig. 04) jest równoległą do 
podstawy walca AR; ten ostatni jest więc walcem prostym, a zatem jego środek ciężkości znajdujii 
się na linji GG'. 

Zwiększanie się ilości <J, czyli zniżanie się koła CD (fig. 02) wzdłuż ściany AE, odpowiada na fi-
gurę 04 zniżaniu się EB do E B', E"B" itd. a jeżeli, jednocześnie ze zniżaniem się koła CJ), kąt a 
zmienia się między granicami a = 0 " i a = !)0°, zniżaniu się EB będzie towarzyszyła zmiana w nachy-
leniu płasczyzny ED, odbywajaca się między granicami O" i 45". 

Różnica : d — x' jest funkcyi boków a i 6 i ma za wyrażenie : 

Jeżeli a = h, różnica ta jest zerem , i otrzymujemy : 

co być powinno, gdyż trapez staje się wtedy prostokątem, a walec ścięty—walcem prostym-

Jeżeij rt = 0, to jest jeżeli trapez stanie sio trójkątem, a walec będzie ścięty płasczyzn? AC (fig fia), powyższie 
wzory daj^ : 

Co jest wiadomeni. 
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72. Wykreślenie, za pomocą którego znajdujemy linję qq' dla ściętego walca kołowego, stosuje 
się jeszcze i do walca elliptycznego, ściętego płasczyzną poprowadzoną, pod kątem mniejszym lub 
równym 45", przez stycznę w jednym z wierzchołków ellipsy stanowiącej podstawę tego walca; a 
w ogólności — przez linję równoległą do takiej stycznej. Zanim jednak to pokażemy, zróbmy niektóre 
uwagi : 

Wiemy z §45 , że odcięta x środka ciśnienia na powierzchnię ellipsy, stycznej do poziomej AA, 
(podług której przecina się płasczyzna ellipsy z powierzchnią wolną AB cieczy) zależy tylko od wy-
miaru osi skierowanej podług największego spadku ciśnionej ściany; tak że uważając (lig. 60 i 67) je-
dnę i tę samą ellipsę w dwóch różnych jej położeniach 'a) i (6), i oznaczając odpowiednie tym położe-
niom ciśnienia wypadkowe i odcięte środka ciśnienia przez P, i P^, x \ i 

będziemy mieli : 

Jeżeli w obu przypadkach kąt a ma jednę i tę samą wartość zawartą między 0° i 90°, to jesl, 
jeżeli nachylenie ściany AE pozostaje tem samem,—albo też, jeżeli na jednej i te j samej ścianie 
umieścimy, w położeniu figury 07, dwie równe sobie ellipsy, — to mamy: 

(1) 

co pokazuje, że przy warunkach wyrażonych tą figurą, ciśnienia na ellipsę są proporcyonalne doje] osi. 

Jeżeli dla dwóch ścian AE, na których rozpatrujemy dwie równe sobie ellipsy w położeniach 
(a) i (p), kąt a ma jednakową wartość, kąt y jaki czynią płasczyzny AS ze ścianami AE będzie 
w obu przypadkach jednakowy; gdyż, z jednej strony, mamy z fig. (66): 

zaś z drugiej strony, - uważając dwie ściany AE i przypuszczając że dwie płasczyzny ASa i AS^ 
tworzą z AE kąty różne y, i — dla ściany na której ellipsa jest w położeniu (a) będziemy mieli: 
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dla ściany, gdzie ellipsa jesl w położeniu (fi), napiszemy : 

zkyd : 

zatem : 

W skutek tego wyrażenie : 

wynikające z (1), możemy wypowiedzieć w sposób następujący: ścinając clliptijczny walec płasczyzna S 
nachyloną do jego podstawy pod jednym itym samym kątem y i przechodzącą, iv jednym przi/paclku,—pi^zez 
styczne w wierzchołku wielkiej osi ellipsy, a w drugim —przez styczne w wierzchołku małej jej osi, otrzy-
mane ztąd objętości są, j>roporcyonalne do odpowiednich im osi tłlipsy. 

Ta proporcyonalność ma miejsce dla wszelkiego kąta y, i może być wyprowadzoną nienależnie od 
kwestyi ciśnienia. W samej rzeczy, figury 68 i 69 dadzą : 

zkąd : 

dla wszelkiego y. Lecz ażeby te objętości 
przedstawiały ciśaienia na podstawy wal-
ców, postawione w położeniach (a) i (fi) 
figury 67, kąt y nie powinien przewyż-
szać 43®. 

Podobną uwagę możemy zrobić co do pro-
porcyi: 

istniejącej dla każdego kąta a ; lecz w której i wyrażają odległości, od stycznych do elli-
psy, prostopadłych zawierających środki ciężkości objętości Va i (utworzonych sposobem wyżej 
wymienionym) tylko w tym razie kiedy kąt^y nie przechodzi 43". 

73. Ogólny przypadek ściany elliptycznej, gdzie styczna w jednym z wierzchołków ellipsy najduje 
się na pewnej odległości 8 od poziomej AA (fig. 70), w niczem się nie różni od podobnego przy-
padku rozpatrzonego pod § 33 dla koła. Wzory na ciśnienie wypadkowe i na odciętę środka 
ciśnienia, liczoną od stycznej YO, będą : 

( t ) 
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gdzie wartość na u wyprowadzi sii? z równania ellipsy odniesionego do osi OY i 0X : 

z którego otrzymamy : 

i ostatecznie znajdziemy : 

a clirąc mieć odległość ę' środka ciśnienia od poziomej AA, we/miomy : 

Gdyby ta sama ellipsa zajmowała na ścianie położenie GD', tobyśmy mieli : 

( 1 ) • 

% 

Ponieważ wyrażenia (2) i (2') są takiej samej formy jak znalezione pod §53 wyrażenie dla koła, 
wypada ztąd, że wykreślenie prostopadłej qq\ wyprowadzone pod § 71 dla ściętego walca kołowego, 
przysługuje również i walcowi o podstawie elliptycznej, ściętemu jakąkolwiek płasczyzną popi'Owa-
dzoną przez prostę, równoległą do jednej ze stycznych w wierzchołkach tej podstawy (albo też i przez 
samą taką stycznę), pod kątem nie przewyższającym 45". Figura 71 przedstawia podobne wykreśle-
nie dla ellipsy, odpowiadającej na fig. 70 położeniu GD. 

http://rcin.org.pl



N A Ś C I A N Y [ ' Ł A S K I I L I N A Ś C I A N Y r I! Z Y W E 

74. Ściany clliptyc/.nc nasti oczajy nam pewno zadania. Niech naprzyicład na jednej i tej >amej ścia-
nie dwie równe sobie eiiii)sy znajdują się w położeniach («) i (S) przedslaw^ioiiych figurą ~2. l^ytanie, ja-

kie nąji)rzód uKjżemy so])ic zadać. 
jest injynncz':yii(; oiległości fT, przy 
której dś-iienia nn ohie ellipf^y hędn 
Jedncikoirc ; o\w. dosyć jest zauwa-
żyć, że ponieważ powierzchnia 
jest ta sama, zadanie wymaga aże-
])y środki ciężkości dwóch eUips 
znajdowały się na jednej poziomej, 
czyli ażeby: 

więc 

(I) 

Ztąd wypada: ścinając walec elliptyczny w jednym razie — płasczyzną czyniąc ą z podstawą walca 
jakikolwiek kąt, zawarty między 0° i 90% i przechodzącą przez stycaię w wierzchołku wielkiej osi 
(dlipsy ; zaś w drugim — płasczyzną mającą to samo nachylenie, ale poprowadzoną przez proste, r()W' 
noległą do stycznej w wierzchołku małej osi, i na odległości równej a — b od tej stycznej, (to jest na 

odległości a od środka ellipsy) — o):!jętości^ 
jakie w obydwu razach olrzymamy (fig. 73), 
będą sobie równe. 

Możemy następnie założyć sol.ue znalezienie 
odległości o przy której, środki ciśnienia na ellipsy 
{•j) i (p) fig. 72 znajdowałyby się nu jednej pozio-
mej. 

W takim razie wypadłoby nam rozwiązać i'ó-
wnanie : 

po wykonaniu czego, znaleźlibyśmy na szuka-
ną wartość o' wyrażenie następujące : 

Widocznie, że z dwóch wartości zadawalniających to równanie, powinniśmy wziąć tylko do-
datne, to jest liczone wdół od poziomej AA. Otoż łatwo jest zobaczyć, że jeżeli a > b, wtedy : 

i wartością dodatną na S' bodzie: 
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(JO zaś do drugiej wartości (;', ta iiędzie odjemuą, czyli liczoną wgórę od AA, a więc uieodpo-
wiadającą naszemu zadaniu. 

W N I O S K K . Jeżeli ellipsa stanie się kołem, wtedy we wzorze (2) A = = w skutek czego : 

co i być powinno. Widzimy ztąd, że wartość mwwium pierwiastka : \/2oa'—{{Slj-='ia mając miejc 
dla koła, w każdym innym razie, kiedy b nie dosięga a, będziemy mieli zawsze : 

Otoż, możemy tę nierówność przekształcić i nadać jej następującą formę : 

która, na mocy wzorów i (1), pokazuje że : 

(3) 

to jes t : odległość, przy której dwie równe sobie ellipsy (a) i (fl) mają swe środki ciśnienia na jednej i tej sa-
mej poziomej, jest większą od tej przy której te same ellipsy wytrzymują jednakowe ciśnienie; czyli inaczej: 
ażeby środki ciśnienia na ellipse (a), uważaną za stałą, i na ellipsę (fi) znajdowały się na jednakowej odległości 
od poioierzchni wolnej, potrzeba tę ellipsę zanurzyć w cieczy głębiej, aniżeli w tym razie kiedyby nam chodziło 
o wystawienie ellips na jednakowe ciśnienie. 

Możemy jeszcze otrzymany wypadek wypowiedzieć w sposób następujący : równość ciśnienia na dwie 
ellipsy (a) i ([!) nie może istnieć jednocześnie z równością odległości ich środków ciśnienia od potcierzchni icolnej. 

Zauważmy, że do powyższego wniosku moglibyśmy przyjść bez pomocy wzoru (2). W samej rzeczy, 
szukając wartości H -j dla środka ciśnienia ellipsy (fi), odpowiadającego odległości J — a — b, przy któ-
rej I \ = PB, i porównywając z wartością = dla środka ciśnienia ellipsy (a), b^^dziemy mieli: 

z drugiej zaś strony : 

'o jest : dla ellipsy, w dwóch jej położeniach, przy których ciśnienia na nią wywierane są sobie równe, ś)'odki 
ciśnienia ti/m położeniom odpowiadające nie są jednakowo oddalone od poioierzchni wolnej •, nierówność ta 
pokazuje, że '̂e może dosięgnąć tylko po wzięciu odległości <?!: <J, co natychmiast pociąga za sobą 
nową wartość Pjg > Pa, gdyż odległość od poziomej AA środka ciężkości ellipsy (3) zostanie w skutek 
tego powiększoną. 

W streszczeniu,jeżeli : 
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jożeli zaś : 

Figura 12 przedstawia położenie ellipsy (3) i jej środka ciśnienia odpowiadające temu przypadkowi 
kiedy Pa=:Pp. 

U W A G A . Podobnie jak rozpatrywanie ciśnienia i środka ciśnienia dla koła i ellipsy podniosło kwes-
lyę geometryczną, tyczącą się objętości i środka ciężkości ściętych walców wystawionych na tych 
figurach, tak tablica podani pod § 60, roztrząsana z punktu widzenia geometrycznego, dałaby pewne 
wskazówki co do objętości i środka ciężkości ściętych pryzm, wystawionych na figurach foremnych 
fą tablicą objętych. 

75 . P o r ó w n a n i e t e o r y i h y d r o s t a t y c z n e g o c i śn ien ia n a ś c i a n y p ł a s k i e z teoryęi cić-nie" 
nia s t a t y c z n e g o n a przec ięc ia j a k i e g o k o l w i e k c i a ł a s t a ł e g o p ł a s c z y z n a m i normalnemi 
do k i e r u n k u s i ł n a to c ia ło działajęLcych. Teorya ciśnienia cieczy na ściany płaskie, oparta na 
samej własności cieczy, i wchodząca w skład zastosowanej Ilydrostatyki, wyznacza jednę idealną 
siłę równoMaitą zbiorowi wszystkich rzeczywistych sił elementarnych, działających na roz-
maite punkta danej płaskiej powierzchni; daje nam ona kierunek tej siły, jej natężenie i punkt jej przy-
czepienia. Teorya ciśnienia rozpatrywana w Mechanice zastosowanej do wytrzymałości materyałów, 
i odgrywająca tak ważną w konstrukcyi rolę, ma punkt wyjścia odwrotny : tutaj, ilością znaną nam 
z góry, jest siła wypadkowa, idealnie działająca w jednym punkcie powierzchni, a zadanie polega na 
znalezieniu natężenia rzeczywistych sił składowych, jakie ztąd przypadną na rozmaite punkta tej po-
wierzchni. Jak w jednej taki w drugiej teoryi siła wypadkowa jest normalną do ciśnionej powierzchni. 

Teorya ciśnienia statycznego, zwana teoi^ya układu ciśnienia (repartition des pressions), spotyka 
na samym wstępie, dla braku dostatecznej liczby danych analitycznych, tnidność, której naturę wy-
bitnie przedstawia pog^id geometryczny na kwestyę. Geometrya, uwydatniając brak dostatecznego 
określenia zadania, podaje zarazem myśl uczynienia hypotezy, zdającej się najracyonalniejszą i usuwa-
jącej przeszkodę do analitycznego traktowania tej teoryi, sprowadzeniem liczby niewiadomych do 
liczby równań. Uezultata, zgodne z praktyką, otrzym ine w skutek i),^.\vnej hypotezy, uspra\\ iedli-
wiają powszechne takowej przyjęcie ; a ich porównanie z wypadkami znalezionymi w teoryi hydro-
statycznego ciśnienia pokaże najzupełniejszą harmonję istniejącą między dwiema teoryami, trakto-
wanemi od siebie niezależnie, i zleje takowe w jednę ogólną teoryę ciśnienia. 

Ważność teoryi ciśnienia statycznego i porównanie jakie mamy na celu wymaga przytoczenia 
ogólnego jej zarysu i rozpatrzenia niektórych z niej ustępów. 

Uważajmy jakiekolwiek ciało stałe, wystawione na działanie pewnych sił zewnętrznych, i zo-
stające w spoczynku. Zbiór wszystkich sił na każdą część lego ciała działających jest równoważony 
zbiorem wszystkich sił molekularnych, wywiązanych reakcyą rozmaitych tej części ciała punktów; 
i jeżeli, — co się zazwyczaj zdarza przy zastosowaniach praktycznych, — siły zewnętrzne są takiej na-
tury, że mogą być zastąpione jedną wypadkową, — siły wewnętrzne mogą być sprowadzone do jednej 
siły, równej i przeciwnego wypadkowej sił zewnętrznych kierunku. 

W zastosowaniach do konstrukcyi, zamiast części ciała mających trzy wymiary, uważają się jego 
części dwójwymiarowe, a mianowicie, rozpatrują się tu materyalne punkta, znajdujące się na prze-
cięciu tego ciała pewnemi płasczyznami, których kierunek wynika z samej natury konstrukcyi. Tak na-
przykład, dla murów służących za fundament pewnej budowy, jak też dla murów przeznaczonych do 
wstrzymywania nacisku wody lub naporu ziemi, — płasczyzny przecięcia są poziome-, dla arkad lub dla 
mostów, płasczyzny te są normalne do powierzchni sklepienia (intrados) i t. p ; i w ogólności, za plas-
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czyzny przecięcia biory się dla murów płasczyzny według któiych stykają się z sobą stawy (/ofn^s) 
rozmaitych części składających budowę. 

Raz obrawszy płasczyznę przecięcia, i rozkładając wypadkowę zewnętrznych sił na nie działających 
na dwie siły : jednę — normalną do przecięcia, a drugą — leżącą w samej płasczyznie, wytrzymałość i 
stałość budowy, uważane według tego przecięcia, zależeć będą z jednej s trony— od natężenia dwóch 
sił tak otrzymanych, z drugiej — od natuiy materyału w skład budowy wchodzącego.. Rozpatrywa-
nie dwóch sił składowych prowadzi do dwóch oddzielnych studjów ; te które mają na celu składowę 
normalną i badanie prawa, jakiemu ulega reakcya rozmaitych punktów wywołana tą siłą, stanowią 
teoryp układu ciśnicnin. (*) 

7 6 . Niech (fig 7i) (GD, CD) oznacza przecięcie ciała płasczyzną CD; niech normalna wypadkowa 
sił zewnętrznych działających na to przecięcie bę-
dzie P ; a punkt Q, w którym kierunek siły P prze-
bija płasczyznę CD, niech ma za spółrzędne x' i y\ 
odniesione do dwóch osi prostopadłych Oa:, Oy, 
dowolnie na płasczyznie przecięcia poprowadzonych. 

Uważajmy jakikolwiek punkt M {x, y) wzięty na 
przecięciu CD', i oznaczmy przez R ciśnienie, na 
jedność powierzchni, w tym punkcie; jeśli przyj-
miemy że wszystkie punkta nieskoiiczenie małej po-
wierzchni ponoszą jednakowe ciśnienie, to cał-
kowite ciśnienie na powierzchnię dj.dy zawierającą 
w sobie punkt M wyrazi się przez ^d idy , i wy-

woła ze strony materyalnych punktów tej powierzchni reakcyę, czyli siłę molekularną, tego samego 
natężenia \\dxdy, równoważącą ciśnienie zewnętrznie na powierzchnię dxdy wywierano. 

Dla innego^ punktu iNI' c i ś n i e n i e n a j e d n o ś ć powierzchni będzie inne : R'; w ogólności, R będzie 
się zmieniać ze zmianą punktu, czyli że R będzie lunkcyą spółrzędnych punktów przc;cięcia CD' ; 
tak że możemy napisać : R 

Zadanie polega na znalezieniu funkcyi to jest na wyznaczeniu dla każdego punktu M {x, y) warto-
ści, R w funkcyi ilości bezpośrednio d a n y c h : ? , x , i j i tych," jakie wyniknąć mogą z danego nam 
l)rzecięcia CD' . 

' Otoż, do rozwiązania tego zadania analityczne zasoby, jakimi rozporządzać możemy, są niewystar-
czające; gdyż, prócz trzech równań statycznych : 

(1) równania sił: 

(2) równania momentów względem osi Ox : 

(3) Oy : 

sprawdzających równowagę między siłą P i systemem sił równoległych ]Xdxdy, wziętych na prze-

{*) E. CoujGNON : Cours de Mścinigue appliguee aux constiuctions. Paris, 1869. Zob. str. 45 i nasi 

http://rcin.org.pl



N A Ś C I A N Y P Ł A S K IK I N A Ś C I A N Y K « V W K 3 3 7 

slr/.eni całej powierzclini C D', —nic mamy żadnego innego związku między tenii ilościartii; zresztą ist-
nienie podobnychi związków, obok powyższych trzech równań, nie wiele by pomogło do rozwiązania 
naszego zadania : cała bowiem trudność jest w tem, że nie znamy ani formy funkcyi R, ani liczby /jara" 

w skład tej funkcyi wchód/.ących. Widzimy więc, że dla wyznaczenia funkcyi R za pomocą 
równali (1), (2) i (3), potrzeba, ażeby jej forma była nam znaną a priori ; prócz tego, żeby liczba niewia-
domych nie przewyższała liczby równań; należy zatem zbadać naturę funkcyi i zobaczyć czy istnienie 
w niej trzech tylko parametrów jest zgodne z tą naturą. Roztrząsanie tej kwestyi ułatwi namCeometrya. 

7 7 . Ponieważ R jest funkcyą ciągłą dwóch tylko zmiennych niezależnych, możemy ją traktować 
geometrycznie, i wystawiając oś Or, normalnie do płasczyzny (()x, O//), to jest do płasczyzny prze-
cięcia CD', uważać R za rzędnę powierzchni : R = y), odniesionej do trzech osi spółrzędnych : 
OJ?, Or. Rozmaite wartości R będą, jak zwyczajnie, liczone od płasczyzny przecięcia (.)//}, 
wzdłuż normalnych do niej, wystawionych nad lub pod tą płasczyzną. • 

Powierzchni R = y) nie znamy, lecz wiemy, że musi ona zawsze być taką, ażeby trzy równania 
(1), (2) i (3) sprawdzały się jednocześnie ; otóż, geometryczne znaczenie tych równań jest następujące : 

Równanie (1) pokazuje, że objętość zawarta między powierzchnią R =cp(ar, y), płasczyzną prze-
cięcia CD' i powierzchnią prostego walca wystawionego na konturze CD', jest równa ilości P ; równa-
nia zaś (2) i (3) wyrażają, że dwie spółrzędne środka ciężkości tej objętości, liczone w płasczyznie 
(OJ?, O//), są spółrzędnemi x' i y' punktu Q, w którym wypadkowa P przebija przecięcie, czyli 
że ten środek ciężkości rzuca się na płasczyznę przecięcia w punkcie O. A że siła P jest normalną do 
tej płasczyzny, więc równania (2) i (3) pokazują poprostu, że środek ciężkości objętości znaj(lu;e 
się w pewnym punkcie leżącym na kierunku tej siły. 

Jeśli więc wiemy że funkcya : R = cp(a?, y) wyraża prawo układu ciśnienia na rozmaite punkta 
przecięcia C D', jesteśmy pewni, iż przedstawiając tę fuukcyę geometrycznie, powyższe warunki 
zostaną zadowolnione; lecz jeżeli funkcyi R nie znamy, zadośćuczynienie warunkom (1), (2) i (3) 
uie wystarczy do jej wyznaczenia ; gdyż, mając dane przecięcie CD', siłę P i punkt 
mogliłjyśmy wystawić nieskończoną liczbę powierzchni zadawalniających, co do objętości i środka 
ciężkości, wzwyż wymienionym warunkom; — czyli inaczej, mielibyśmy na ciśnienie w jednym i tym 
samym punkcie przecięcia dowolną liczbę wartości; —a takiego rozwiązania, czysto analitycznego, 
przyjąć nie możemy, jako wbrew przeciwnego fizycznej naturze zadania. 

Istotnie, pojmujemy, że jakiekolwiekby było prawo układu ciśnienia, ciśnienie w danym punkcie 
przecięcia nie może być ilością dowolną, niewyznaczoną. Możemy nie być w stanie odkrycia tego 
prawa, lecz nie możemy przypuścić, żeby ciśnienie w jednym i tym samym punkcie miało rozmaite 
wartości : albowiem reakcya tego samego punktu, uważanego na danem przecięciu, będzie się zmie-
niać tylko ze zmianą natężenia siły P, lub jej punktu przyczepienia; stałość tych dwóch wartości 
pociąga za sobą niezmienność ciśnienia. 

Ta uwaga posuwa nas nieco na drodze prowadzącej do rozwiązania zadania, jednak nie wystarcza 
do usunięcia wszystkich przeszkód jakie na niej spotykamy : gdyż nie wiemy teraz jaką, z pomiędzy 
rozmaitych funkcyi, czyli powierzchni, zadowalniających (1), (2) i (3), mamy wziąć za fuukcyę szu-
kaną. Wiemy wprawdzie, że szukana powierzchnia powinna być taką, ażeby jej rzędne równoległe 
do osi O;' przecinały ją w jednym tylko punkcie ; ten warunek nie wyznacza jednak samej powierz-
chni, i tą może być naprzykład powierzchnia sferyczna, elliptyczna i t . p. 

Na pokonanie tej trudności nie mamy żadnych danych ścisłych : napisaniem trzech równań 
(ł) , (2) i (3), wyrażających równowagę wszystkich punktów przecięcia C D', i wprowadzeniem 
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fizycznej strony zadania, sprowadzającej rozmaite abstrakcyjne jogo rozwiązania do jednego tylko, 
zgodnego z samą istotą rzeczy, wyczerpaliśmy wszystkie zasoby. Chcąc iść dalej, musimy wejść 
na drogę hypotez. 

Najprostsza hypoteza jaką zrobić możemy, — jest wziąć za szukaną powierzchnię : R = oix, y) naj-
prostszą ze wszystkich powierzchni—to jest płasczyznę; otoż równanie płasczyzny odniesionej do 
trzech osi Ox, Oy, Or, j e s t : 

zatem funkcya R przedstawi się pod formą : 

i hypoteza nasza jest poprostu przypuszczenie, że ciśnienie tv danym punkcie przecięcia funkcya 
Unijną spółrzędnych : x, y tego punłitu. 

Raz przyjąwszy taką hypotezę, zadanie ciśnienia rozwiązuje się l)ez żadnej dwóznaczności, gdyż 
trzy niewiadome : A, B, C wyznaczą się z trzech równań (1), (2), (3), pierwszego względem nich 
stopnia, albowiem funkcya R wchodzi w powyższe równania tylko w pierwszym stopniu. 

Po wstawieniu w równanie (4) wartości otrzymanych na A, B, C, położenie płasczy z n y (której 
rzędne normalne do przecięcia CD' będą wyrażać ciśnienie w rozmaitych jego punktach) najzupełniej 
zostanie w-yznaczonem ; w ogólności, płasczyzna (4) jest pochyłą do płasczyzny przecięcia CD', tojest , 
objętość P jest objętością ściętego walca (lub pryzmy); w przypadku szczególnym, walec ścięty 
nioże się stać walcem o podstawach równoległych i to, jak zobaczymy pod §. 80, nastąpi wtedy gdy 
punkt Q znajdzie się w punkcie G — środku ciężkości powierzchni przecięcia CD'. 

Geometryczne przedstawienie ciśnienia wynikające z hypotezy (4) zgadza się więc najzupełniej 
z przedstawieniem ciśnienia łiydrostatycznego, rozwiniętćm na innych podstawach pod §. 68. 

Przecinając płasczyznę (4) płasczyznami równoległemi do 0^), otrzymamy szereg prostycli, 
równoległych do przecięcia CD'; rzut ich na CD' wyznaczy linje, których wszystkie punkta 
będą się znajdować pod jednakowem ciśnieniem. Linje te zowią się izopiezycznemi ( izopiziciues,— 
1 igues d'egale pression); są one równoległe do siebie, i ich spólny k ie runek—zmienny ze zmiana 
przecięcia, natężenia i punktu przyczepienia siły na nie działającej — zostanie w każdym danym 
razie wyznaczony przez wartości na A, B, G, znalezione z równań (i), (2), (3) i (4). 

^y teoryi ciśnienia hydrostatycznego linjami izopiezycznemi są, jak wiadomo, linje poziome-, teorya 
ciś^iienia statycznego jest ogólniejsza, gdyż linje jednakowego ciśnienia mogą mieć rozmaite wzglę-
dfem horyzontu nachylenie, stosownie do położenia na przecięciu C D' punktu przyczepienia wy-
padkowej siły P (§. 81). 

Dalsze porównanie, uzasadniające jeszcze bardziej przyjęcie hypotezy (4), podamy niżej, a teraz zaj-
miemy się wyznaczeniem funkcyi R. 

78 . Zastąpiwszy w równaniach (1), (2), (3) funkcyę R przez jej wartość Kx -h By 4-G, otrzymamy, 
do wyznaczenia A, B, G, następujące trzy równania : 

( i ) 

(2) 

(3') 
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Granice całek będą wyznaczone przez styczne do konturu przecięcia poprowadzone równo-
egle do osi Od? i O//. 

Oznaczając powierzchnię przecięcia przez 12, jej moment bezwładności względem osi 0,r przez 

a względem osi O// przez I,,; nareszcie, spółrzędne środka ciężkości G tej powierzchni przez i y,, 
mamy : 

kładąc nadto : 

równania {!') i (3') przybiorą postać : 

(1") 

(2") 

(3") 

Rozwiązując takowe, otrzymamy na A, B, C następujące,wyrażenia : 

iv 

'P) 

(«) 

którym nadamy formę dogodniejszą, kładąc : 

wskutek czego będziemy mieli : 

( Y ' ) 

( « ' ) 
Taką funkcyą ilości znanych wyrażą się wartości na A, B, C; będziemy więc wiedzieć spósób' 
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układu ciśnienia na każdem przecięciu CD' i dla każdśj siły danej przez P i Q(a;', y ), używając wzorów 
( I X ) , (P), (Y), i podstawiając otrzymane ztąd wartości liczebne w równanie (4). 

U W A G A . Istnienie linij jednakowego ciśnienia, wyprowadzone w poprzednim § z poglądu geome-
trycznego, zna-iduje się wsposób również prosty z roztrząsania ana/e^/ycine^o. Rzeczywiście, jeśli znale-
zione z (4) ciśnienie na jedność powierzchni w jakimkolwiek punkcie przecięcia CD' oznaczymy 
przez R', spółrzędnę x, y punktów przecięcia, znajdujących się pod tem samem ciśnieniem R', po-
winny czynić zadość warunkowi : 

czyli, geometrycznćm ich miejscem będzie linja prosta, dana przez równanie : 

zobaczymy podobnież, że punkta, w których ciśnienie jest R", znajdą się na prostej : 

K 

więc linje jednakowego ciśnienia, jako mające spółczynnik k ą t o w y : — ^ spólny, są proste równo-

ległe, i ich kierunek wyznaczy się z wartości na A i B, otrzymanych z wyrażeń (a) i (J3). 
7 9 . Zastosowanie równania : R = A : Ł ' B y H-C można uczynić dogodniejszem, wybierając przy-

zwoicie osie spółrzędnę; otóż, mogą one zawsze być wzięte tak, żebyśmy miel i : («) 

Rzeczywiście : I) dla zadośćuczynienia pierwszym dwom warunkom, dosyć jest przenieść pierwotny 
system osi Oy tak, żeby ich początek O znalazł się w środku ciężkości G powierzchni C D ' ; 
gdyż wtedy mieć będziemy : X i = 0 i / y j = 0 ; 

2) istnieje zawsze kąt a = XGx' (fig. 74), na który obracając osie Ox', O.y', spółrzędnę x;', y zamienią 
się na spółrzędnę x, y sprawdzające warunek trzeci (*). 

W przypadku szczególnym — a często spotykanym w zastosowaniach — kiedy przecięcie G D' 

l)Osiada oś symetryi, nie potrzebujemy szukać kąta a i uczynimy J Jxydxdy zerem, biorąc tę oś 

naprzykładza oś GX. Istotnie, z powodu symetryi, każdemu elementowi dxdy wziętemu nad osią X, 
będzie odpowiadać, po drugiej jej stronie, e lement równy dxdy, mający tę samą odciętę x, a za 
rzędnę : — /y; summa więc elementów symetrycznych xydxdy, wziętych po dwa, będzie zero, przez 

co i summa całkowita J jxydxdy sprowadzi się do zera. 

W przypuszczeniu że poprow^adzone na płasczyznie przecięcia osie GX, GY czynią zadość powyż-
szym trzem warunkom, i że x\,yi\x,y' oznaczają spółrzędnę punktów G i Q przy tym systemie 
osi, zobaczmy jakie wartości na A, B, G, wypadnie wtedy podstawić w równanie (4). 

W tym celu zwróćmy się wprost do równań : ( f ) , (2'), i (3'), gdyż wyznaczenie spółczynników za 

• (*) E. COŁLIGNON : Cows de Siecaniguc nppłigiAśe '.tux consirucłions. Paris, 1800. Str. 48. 
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pomocą formuł : (a), (fi) i (y) nic jest w tym razie dogodnem : przybierają one bowiem dla 
Xi = 0, yi — 0, ł = 0, pos tać : 

Warunki («) wprowadzone do (!'), (2') i (3') dadzą : 

ciśnienie średnie na jedność powierzchni danego przecięcia, 

^ Moment ciśnienia całkowitego j ^ ^̂ ^̂ ^ ^^^ ciX, 
Moment bezwładności przecięcia) 

I GY; 

wskutek czego otrzymujemy z (4) wzór następujący ; 

który może być zastąpiony wzorem (4"), oznaczając przez p̂ . i promienie wirowania powierzchni 
CD' względom osi GX i GY : 

(4") 

Zastosowanie jednak ostatniego wzoru nie przedstawia żadnćj korzyści; przeciwnie, rachunek 
byłby nieco dłuższym jak dla wzoru (4'); gdyż, ilości wprost znajdowane są to momenta bezwładności 
h i —wzór więc (4"), prócz działań wskazanych wzorem (4'), wymagałby nadto dwóch dzieleń : 
[,. i \y przez £2. 

8 0 . Znając siłę P i punkt jej przyczepienia Q(x', y ) , będziemy mogli, za pomocą wzoru (4'), wy-
znaczyć ciśnienie, na jedność powierzchni, w każdym punkcie danego przecięcia. Nie wyszczególniając 
formy powierzchni CD , własności pewnych jej punktów natychmiast się wyprowadzają; t aknp , jeśli 
chcemy mieć ciśnienie w środku ciężkości G przecięcia G'D', kładziemy w (4) ^ = 0, y = 0 
i otrzymujemy : 

to jest, ciśnienie w środku ciężkości przecięcia jest niezależne od punktu przyczepienia wypadkowej P i zawsze 
się równa ciśnieniu średniemu. 

Taki sam wypadek znaleźliśmy pod § 42 dla ciśnienia hydrostatycznego. 

Wiemy z poprzedniego, że środek ciężkości nie jest jedynym punktem zostającym pod ciśnieniem 
średniem : ciśnieniu temu będą ulegać wszystkie punkta przecięcia leżące na prostej : 

wiemy więc a priori, że ta prosta musi przechodzić przez początek spółrzędnych, i że jej równanie 
będzie formy : y — ax', znajdujemy też na linję średniego ciśnienia równanie następujące : 

(G) 
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a to pokazuje, że dla danego przecięcia CD', kierunek linji średniego ciśnienia zależy tylko od punktu 
przyczepienia icypadkoicej P . 

Hozpati-zmy niektóre szczególne przypadki. 

1) Jeżeli = to jest jeśli punkt przyczepieiiia O siły P leży na osi GY, równanie (G) daje : / / = 0 ; 
co znaczy, że linją. średniego ciśnienia będzie oś GX; wypada ztąd, że linje izopiezyczne są w tym razie 
równoległe do osi GX, Wynik ten otrzymalibyśmy wprost z równania (4 ), kładąc w nićma;' = 0 ; staje 
się ono bowiem : 

i wyraża, że ciśnienie It będzie jedno i to samo dla wszystkich punktów mających tę samą rzędnę y, 
czyli że równoległe do osi GX są linjami izopiezycznemi, a sama ta oś jest linją średniego ciśnienia, 
gdyż dla niej = 0. 

-2) Jeżeli y'=0, to jest punkt U znajduje się na osi GX, równanie (G) staje się : y=cc ; w tym 
więc razie nie wyznacza ono linji średniego ciśnienia; zwracamy się zatem do (4'), które, dla y' = 0, 
sprowadza się do : 

i pokazuje, że jeśli punkt przyczepienia siły P leży na osi GX , linjami izopiezyczm mi są proste równoległe 
do o^j GY, — która wtedy będzie linją ciśnienia średniego. 

3) Jeżeli i , y ' = 0 , to jest siła P przebija powierzchnię CD' w jej środku ciężkości, równanie 

(G) linji średniego ciśnienia przedstawia się pod formą niewyznaczoną : H ; co i być powinno, 

gdyż równanie (4'j daje wtedy na ciśnienie we wszystkich puiiktacii przecięcia ilość stałą i równą p 
ciśnieniu średniemu - . Ztąd widzimy, jeżeli punkt przyczepienia loypadkowej P znajduje się w środka 

ciężkości poioierzchni CD, powierzchnia ta jeU ciśnioną jednostajnie loe wszystkich swych punktach ; 
równanie (4) staje się (§77) równaniem płasczyzny równoległej do płasczyzny (GX, GY), i walec ścięty 
ukośnie — walcem o podstawach równoległych. 

Teorya ciśnienia statycznego obejmuje przypadek ogólny: uowierzchnia CD może mieć położenie 
jakiekolwiek w przestrzeni, i jednostajność ciśnienia we wszystkich jej punktach będzie mieć miej-
sce skoro siły zewnętrzne tak będą dobrane, ażeby ich wypadkowa przebijała powierzchnię w' jej 
środku ciężkości; płasczyzna zanurzona poziomo w cieczy ważkiej, czyniąc zadość temu warunkowi 
jest tylko szczególnym rozwiązaniem zadania jednostajności ciśnienia. Srawdzamy tutaj , że ponieważ 
przy pochyłem położeniu ściany ciśnienie cieczy nie będzie stałem w rozmaitych jej punktach,— 
punkt przyczepienia ciśnienia wypadkowego nie może się znajdować w środku ciężkości ściany. 

81. W teoryi ciśnienia hydrostatycznego linjami izopiezycznemi — a zatem i linją średniego ciśnie-
nia— mogą być tylko linje poziome; w teoryi ciśnienia statycznego linjejednakowego ciśnienia zawsze 
są do siebie równoległe, ale ich kierunek względem poziomej bywa rozmaity, stosownie do wartości, 
jakie mogą przybierać spółczynniki A i B ze zmianą punktu przyczepienia Q (a '̂, y') wypadkowej P. 
Wyznaczenie tego kierunku może być, w każdym razie, uskutecznione za pomocą rachunku, ale łatwo 
nam będzie wyprowadzić ogólne prawidło, dające graficzne rozwiązanie takiego zadania. W tym celu 
rozpatrywanie linji średniego ciśnienia będzie najwłaściwsze. 
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Jeśli dane przecięcie CD' (iig. 75) posiada oś symetryi, to biorąc takową za oś X, a środek ciężkości 
(ii powierzchni CD' za początek spółrzędnych, równanie linji średniego ciśnienia będzie : 

Wiadomo, że dla ellipsy odniesionej 
do swego środka i do swych osi, (któ-
rych długość jest i równanie 
średnicy odpowiadającej cięciwom ma-
jącym m za spółczynnikkątowy—jest 
następujące : 

więc równanie (G) jest równaniem śre-
dnicy ellipsy odniesionej do osi GX i GY, 

mającej swój środek w punkcie G, a za długość swych osi: 

(«) 
średnica ta jesl sprzężona z kierunkiem cięciw, których spółczynnik kątowy m ma za wyrażenie : 

czyli jest ona sprzężona ze średnicą y' = mx', otrzymaną przez połączenie punktu przyczepienia si łyP 
ze środkiem ciężkości G . 

Wykreślenie kierunku izopiezycznych linij dla każdego punktu O (x' ,y), wymaga więc poprzedniego 
nakreślenia ellipsy wyznaczonej przez (a). Zauważmy, że ellipsa (a) jest to środkoica ellipsa bezicła-
(Iności odpowiadająca powierzchni CD'; gdyż, jak wiadomo, osie d i b' takiej ellipsy są odwrotnie pro-
porcyonalne do promieni wirowania powierzchni względem osi GX i GY, to jest że: 

gdzie /c jest liczbą dowolną; kładąc k = \, osie d i b' ellipsy bezwładności stają ńęodwrotnościamipro-
mieni i p,/; będziemy więc mieli : 

Moglibyśmy położyć od razu : 

i w skutek tego otrzymać: 

Z tego cośmy powiedzieli, do wykreślenia kierunku linij jednakowego ciśnienia wyprowadzamy na-
stępujące prawidło: 

Znalazłszy i wystawiamy ellipsę bezwładności, w której GA = a — ęy, GB = ^ = /5a'; ł§czymy 
dany punkt Q {x\ y') ze środkiem ciężkości G, i prowadzimy w ellipsie średnicę EF sprzężoną 
ze średnicą CD: linja EF będzie geometrycznem miejscem punktów zostających pod ciśnieniem 
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średniem ^ , a jej kierunek —kierunkiem linij izopiezycznych punktowi Q odpowiadającym. (*) 

W N I O S E K . Z geometrycznej własności średnic sprzężonych wnosimy natychmiast, że gdyby punkt O 

znalazł się na średnicy EF, średnica jej sprzężona CD byłaby linją średniego ciśnienia i kierunkiem 
izopiezycznych linij odpowiadającym nowemu położenie tego punktu. 

Wynika ztąd również, że dla danej powierzchni i danego natężenia wypadkowej P, kierunek linij 
fednakoicego ciśnienia pozostaje bez zmiany , jeśli punkt przyczepienia Q nie toychodzi z prostej dowolnie^ 
przez środek ciężkości powierzclmi poprowadzonej. 

Zwracając się do ciśnienia hydrostatycznego wnosimy (uw. § 41), że prosta łącząca środek ciśnie-
nia ściany z jej środkiem ciężkości jest średnicą sprzężoną z poziomym kierunkiem cięciw poprowa-
dzonych w środkowej ellipsie bezwładności odpowiadającej tej ścianie. 

U W A G A . Jeżeli punkt (J JFST do naszego rozporządzenia, z równania ( G ) łatwo znajdziemy zw ią-
zek, jaki powinien istnieć między x i y , ażeby izopiezyczne linje były nachylone do spółrzędnych osi 
j)od kątem danym a ; geometryczne miejsce punktów O zadość czyniących temu warunkowi wyrazi 
się równaniem : 

czyli, punkta te powinny być wzięte na prostej : 

(0) 

przechodzącej przez środek ciężkości powierzchni i mającej za spółczynnik kątowy : 

a że ten spółczynnik dla linji średniego ciśnienia j e s t : 

wiec: 

czyli że linje (G) i (Q) są średnicami sprzężonemi ellipsy; co już wiemy. 

Jeśli chcemy ażeby linje jednakowego ciśnienia czyniły z osiami kąt równy 45", spółrzędnę punktu 
O powinny sprawdzać równanie.: 

{*) Fig 7;) przedstawia dwa sposoby wykreślenia średnicy t^F : 1) za pomocy stycznej do koła wystawionego n.T 
wielkiej ORi'ellipsy; 2) za pomocy średnic w tćm kole prostopadle do siebie poprowadzonych. 

1 Sposób. Wystawiamy rzętlnę punktu m przecięcia się ellipsy z prosty GCI; przedłużywszy tę rzędnę do spotka-
nia się jej w punkcie M z kołem wystawionem na wielkiej osi ellipsy, prowadzimy w tym punkcie stycznę MK do koła,, 
i poleczywszy punkt K z punktem m, prowadzimy przez środek G ellipsy równoległę do Ktn; linja EF będzie szukanę^ 

2 Sposób. Otrzymawszy jak poprzednio punkt M, łączymy GM i prowadzimy promień GN prostopadły do GM; odrzu. 
1-iwszy punkt N na eilipsę, i połączywszy otrzynuiny na niej punkt n ze środkiem G, proste (\n i Gm l)ędę średnicami 
sprzężonemi. 
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i'zyli, bez względu na znak tych spółrzędnych, potrzeba a])y: 

10 jest, punkt O powinien się znajdować na przeciwprostokątnej trójkąta, którego boki są propor-
<'yonalne do kwadratów z osi ellipsy bezwładności, odpowiadającej powierzchni CD'. 

Jeżeli ciśniona powierzchnia CD'jest koło, lub też wielokąt foremny jakikolwiek, w takim razie ellipsa 
bezwładności sprowadza się do okręgu, tojest moment bezwładności takich figur jest ten sam dla każdego 
kierunku prostej poprowadzonej w ich płasczyznie i przez ich środek ciężkości: więc a zatem 
linja GG zawierająca punkt Q będzie nachylona do osi pod 43°, czyli kąt EGG będzie kątem prostym. 

Ztąd wnosimy: ażeby dla koła i figur foremnych linja nachylona pod 45° do osi symetryi wyra-
żała kierunek linij jednakowego ciśnienia, potrzeba aby punkt przyczepienia wypadkowej P znajdo-
wał się na prostopadłej do tej linji. 

To było do przewidzenia, gdyż w kole średnice sprzężone są do siebie prostopadłe. 

82 . Roztrząsanie wypadków otrzymanych z zastosowania równania (4') do powierzchni najczęściej 
w praktyce spotykanych, i porównanie ich z rezultatami znalezionymi z teoryi ciśnienia hydrostatycz-
nego dotykalnie uzasadni hypotezę, z której równanie (4') powstało, i pokaże jak z tego równania punkt 
przyczepienia ciśnienia wypadkowego cieczy mógłby być wprost wyznaczony. 

Rozpatrzymy w tym celu przykłady następujące : 1) przykład powierzchni elliptycznej lub kołowej, 
2) rostokątnej lub kwadratowej, 3) powierzchnię mającą formę ukośnego kwadratu, i nareszcie 4) fo-
remnego trójkąta. 

Znając momenta bezwładności tych powierzchni, ciśnienie R w każdym icli punkcie zostanie wy-
znaczonem za pomocą jednego ze wzorów : 

eo 

(4") 

Dla ich zastosowania, nazwiemy (na podobieństwo oznaczania zwykle używanego dla osi ellipsy) bok 
trójkąta przez ^h (tig. 70), a przekątne ukośnego kwadratu i boki prostokąta przez 2a i 26. Wyrażoną 

w funkcyi tych ilości powierzchnię jej promienie wirowania i momenta bezwładności—względem 
osi, mających swój początek w środku ciężkości figur i skierowanych tak, ażeby oś X zlewała się z ich 
osią symetryi, — umieszczamy w następującej tablicy : 
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Formuły^ jakie ztąd otrzymamy, będą : 

(1) dla ellipsy: 

» l<('ła: 

(2) » prostokąta : 

(2'>is) ,) kwadratu: 

(3) » kwadratu ukośnego: 

(4) » trójkąta foremnego: 

Te wzory mają miejsce dla punktu Q zajmującego na powierzchni położenie jakiekolwiek 

^Przy zastosowaniach praktycznych, punkt' przyczepienia wypadkowej znajduje się zwykle na osi sy-
metryi; jeżeli więc punkt Q leży na osi GX, to linje izopiezyczne będą równoległe do osi GY, i wzory 
dające układ ciśnienia przedstawią się pod formą prostszą; będziemy mieli : 

(!') dla el l ipsy: 

,) koła : 

(2') ! » prostokąta; 
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(2"'®) » kwadra tu : 

(3) » kwadratu ukośnego : 

( V) >> równobocznego trójkąta : 

Wszystkie te-W7,ory mogą być ujęte w 1'ormę ogólną, łatwą do zapamiętania : 

(X) 

gdzie spółczynnik k powinien l)yć wzięty stosownie do kształtu ciśnionej powierzchni; tak że : 

dla prostokąta lub kwadratu /r, = 3, 

» ellipsy lub koła k = Ą, 

» kawadratu ukośnego . . . . | 
» trójkąta foremnego \ 

il oznacza powierzcłinię rozpatrywanej tigury, a 2a wymiar odpowiadający osi X w ellipsie, prosto-
kącie i ukośnym kwadracie; w trójkącie zaś foremnym oznacza długość jego boku. 

Gdyby punkt przyczepienia wypadkowej znalazł się na osi Y, mielibyśmy wzór ogólny : 

(Y) . 

w którym wymiar 26 odpowiadałby osi Y, a spółczynnik k miałby wartość poprzednio wyuu'enioną. 

83 . Za pomocą wzorów (X) i (Y) porównanie wypadków teoryi statycznej i teoryi hydrostatycznej 
wykonywa się bez trudności. W tym celu zauważmy najprzód, że przy ciśnieniu cieczy, dla wszystkich 
punktów ściany ciśnienie p jest dodatne, i staje się zerem tylko dla punktów leżących na powierzchni 
wolnej; w teoryi zaś ciśnienia statycznego, R może l)yć tak dodatne jak odjenme. Ogólne równanie 
linji prostej odgraniczającej punkta ciśnione od [)unktów 7'ozciąganych jest : 

Spółczynniki A i R zależą od wartości spółrzędnych x' i y'\ możemy więc szukać takich punktów U, 
przy których ta prosta byłaby styczną do konturu naszej powierzchni. Geometryczne miejsce punktów 
0 zadość czyniących temu warunkowi może być nazwane linią środków ciśnienia dodatnego: albowiem 
wszystkie punkta powierzchni zostawałyby wtedy pod ciśnieniem dodatnem.Kształt takiej linji środ-
ków zależy jedynie od konturu ciśnionej powierzchni; za pomocą wzorów ( ! ' ) . . . (4') pewne pun-
kta tej linji zostaną natychmiast wyznaczone dla ligur wyżej uważanych (fig. 7G), a jej zupełne 
wykreślenie może być uskutecznione na zasadzie prawideł podanych w kursach Mechaniki zastoso-
wanej, a mianowicie: 

Łukowi krzywej stopnia w konturze powierzchni odpowiada łuk krzywej stopnia dla linji 
środków ciśnienia dodatnego; 

2° Prostej w kontur /e powierzclmi odpowiada wierzchołek kąta w linji środków ; 

3" Wierzchołkom kąta odpowiadają linje proste. 

Zastosujmy te prawidła do powierzchni przedstawionych na fig. 70. 

Ellipsa. Jeżeli wypadkowa P jest przyczepioną w jakimkolwiek punkcie osi GX, — punkla ellipsy 
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(łla których ciśnienie jest zerem będą się znajdować na prostej : 

więc, ażeby la prosta była styczną w wierzchołkach A i A' ellipsy, potrzeba ażeby jej równanie spro 
wadziło się do równania : 

potrzeba zatem ażeby: 

tym więc, sposobem dla szukanej linji środków otrzymujemy dwa punktu A' i B' leżące na osi X. 

Jeżeli teraż przypuścimy że punkt Q znajduje się na osi Y, — z równania : 

przyjdziemy do równania: J - f - ^ y = 0, a ztąd, rozumując jak poprzednio, do wyznaczenia na osi Y 

dwóch nowych punktów (I i IT dla szukanej linji. Odległość GG' = nD' ma za wyrażenie : 

linja środków ciśnienia dodatnego będzie więc ellipsą, której osie są równe ^odpowiednich osi elli-

psy nam danej. 

Wnosimy ztąd, że linją środków dla koła będzie koło spółśrodkowe mające za promień j promienia 

koła danego. 

Prostokąt. ]>unkta linji środków ciśnienia dodatnego, leżące na osiach X i Y, wyznaczą się równa-
niami : 

i warunkiem, ażeby proste niemi wyrażone nie wchodziły w obręb prostokąta, to jest, żeby ich 
skrajnem położeniem były jego boki : 

ztąd znajdujemy: 

łącząc 4 punkta: A', B', C, D' wyznaczone temi wartościami, otrzymamy kontur mający formę ukoś-
nego kwadratu i przedstawiający szukaną linję środków. 

Jeżeli prostokąt zamieni się na kwadrat, —linja środków stanie się również kwadratem, którego prze-

kątna będzie mieć za długość 
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Kwadrat ukośm/. Ilównania : 

dadzą i punkta, wyznaczone wartościami : 

punkta te odpowiadają wierzchołkom danej llgury; więc w linji środków przez te punkta przechodzą 
proste, które z powodu symetryi powinny być poprowadzone prostopadle do osi, co nam daje na 
szukaną linję prostokąt A'B'G'l)', 

Trójkąt równoboczny. Jeżeli wysokość AC trójkąta oznaczymy przez //,to b- będzie ' równanie : 

nK>że liyć zastąpione równaniem : 

z którego natychmiast znajdziemy dwa punkta linji środków leżące na osi X. Istotnie, ażeby wszy-
stkie punkta trójkąta zostawały pod ciśnieniem dodatnem, punkta mające za ciśnienie zero mogą się 

1 

znajdować tylko na linji liD, dla której h, lub też na równoległej do niej prostej poprowadzonej 

przez punkt A, to jest wyznaczonej wartością a = — - / / ; a to wymaga : 

żeby w pierwszym przypadku: . c = — - h , co da punkt C, 

a w drugim żeby a , ' = / / , zkąd się otrzyma punkt A'. 

Ażeby znaleźć punkta leżące na osi Y, uważamy że punkta ciśnionej powierzchni których rzędna y 
jest niniejszą od b ciśnienia O mieć nie powinny, gdyż ciśnienie takie przystoi tylko dwom wierz-
chołkom trójkąta 1? i D; więc warunek ?y = d= wyznaczający dwie równoległe do osi X popro-
wadzone przez B i D, da na odpowiednie \yartości y' wyrażenie : 

zkąd otrzymamy punkta B' i D', a następnie, na linję środków ciśnienia dodiituego —tró jką t A'D'C B 

84 . Jeżeli hypoteza służąca za punkt wyjścia do teoryi ciśnienia statycznego jest racyonalną, 
wypadki z niej otrzymane powinny, się zgadzać z wypadkami teoryi hydrostatycznej, i punkt przycze-
pienia wypadkowego ciśnienia cieczy na wyżej uważane powierzchnie powinien się znaleźć nu linji 
środków ciśnienia dodatnego, jakąśmy dla każdej z tych powierzchni otrzymali. 

(Jtóż przypomnijmy sobie że dla.ellipsy, której styczna w jednym z wierzchołków znajduje się na 
powierzchni wolnej, środek ciśnienia jest wyznaczony wartością : 

lub też: 
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stosownie cU) położenia ellipsy; 

dla koła stycznego do powierzchni wolnej : 

dla prostokąta którego l)oki sa a \ li-

ii jeżeli długość boków nazwiemy '•la i 2//, to: 

łlla kwadratu : 

albo leż : 

dla kwadratu ukośnego którego przekątne były a \ h: 
% 

albo leż: 

dla trójkąta mającego h za wysokość i ktcirego wierzchołek leży na powierzcłini wolnej: 

a jeśli na powierzchni wolnej leży jego podstawa, wtedy : 

Ponieważ linja środkó/r ciśnienia dodatnego jest tak wyznaczoną, że ciśnienie zero będzie mieć miejsce 
w wierzchołkach powierzchni lub też na jej bokach, które, przy rozpatrywaniu ciśnienia cieczy, 
znajdowały się na powierzchni wolnej,—więc punkta tej linji, odpowiadające takim wierzchołkom lub 
l)okom, powinny być punktami przyczypienia wypadkowego na te powierzchnie ciśnienia cieczy. 

Tak się ma rzecz istotnie, i widzimy to porównywając wzory przytoczone z teoryi hydrostaty-
cznej — w której x oznacza odległość środka ciśnienia od i)Owierzchni wolnej— z tymi jakie otrzy-
maliśmy wyżej z teoryi statycznej, — gdzie x' wyraża tylko odległość środka ciśnienia od środka 
ciężkości. Dla ellipsy, prostokąta i ukośnego kwadratu prosty rzut oka wystarcza; dla trójkąta, 
w razie ciśnienia zero wzdłuż jego boku BD, mamy na odległość środka ciśnienia C od tego boku 
wy rażenie: 

gdy zaś ciśnienie O ma miejsce w wierzchołku A, odległość środka ciśnienia A' od tego punktu będzie: 

Na lem porównaniu kończymy teoryę ciśnienia cieczy na ściany płaskie; teorya ciśnienia na ściany 
krzywe stanowić będzie przedmiot następnego rozdziału. 

KONIEC TOMU TRZECIEGO. 
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