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W S T Ę P 

1. Bieg wody w ru rach i kanałach zbliża się zwykle do ruchu idealnego bardzo prostego, w k tó rym 
wszystkie cząsteczki biegną wZdłuż prostych równoległych; a jeżeli w rzeczywistości, bieg wody 
o k tó rym mówimy , nie jest ściśle prostol ini jny, to jednak p rawa takiego ruchu idealnego raz poznane, 
badanie biegów natura lnych ułatwić mogę, i umożebnić . Na t em polega ważność teoryi prostol ini jnego 
biegu cieczy, teoryi mało uprawiane j dotychczas, a k tóre j się tyczące nowe poszukiwania P . Levy, 
właśnie tu przedstawić chcemy.. Przed rozpoczęciem jednak ich wykładu, w krótkości o h is torycznym 
rozwoju tej kwestyi powiedzieć nie zawadzi. 
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2. Giec/e u w a ż a n e w Mechanice ana l i tyczne j , z łożone s§ z cząsteczek nadzwycza jn ie r u c h o m y c h 
j e d n e względem drug ich , między k t ó r e m i przypuszcza się zupełny n ieobecność tarc ia . N a t e m polega 
własność płynności doskonałej, w s k u t k u k tó re j w cieczy t ak w r u c h u j ak i w spoczynku , c iśnienia sa 
stałe i n o r m a l n e do e l e m e n t ó w płaskich z e w n ę t r z n y c h i w e w n ę t r z n y c h , na k t ó r e działają . Ale ciecze 
doskonałe nie is tnieją w na tu rze i c i śn ienia n ie s î n o r m a l n e do e l e m e n t ó w płaskich a ty lko pochy lone . 
Rozkładając każde z tych działań na dwie sk ładowe, j e d n ę no rma lny a drugg styczny do uważanego 
e l emen tu , o t r z y m u j e m y : działanie normalne cżyli ciśnienie, i działanie styczne, czyli tarcie. To os ta tn ie 
ma mie j sce w cieczach n a t u r a l n y c h w r u c h u , a j ego obecność jest p o w o d e m cha rak t e ry s tyczne j wła-
sności t ych cieczy, zwane j lepkością. 

W z a j e m n e ta rc ie d w ó c h w a r s t w cieczy w r u c h u uznane już zostało przez Descartes ' 'a , a Newton 'owi 
winniśmy bardzo pros te przypuszczenie co do p rawa , j a k i e m u taż siła pod lega . Ale j akko lwiek Mariot te , 
a po n i m Pi lo t Gouplet , D. Uernouil l i i Coulomb, wspomina l i już o t a rc iu o p ó ź n i a j ^ c e m bieg cieczy 
w rurze lub w kana le , a s p o w o d o w a n e m przez opór ścian s ta łych; to j e d n a k znakomic i geomet rzy 
XVIIlgo wieku opar l i r ó w n a n i a ogólne H y d r o d y n a m i k i na przypuszczeniu c i śn ień stałych w około 
jednego p u n k t u we wszys tk ich k i e r u n k a c h , w cieczy tak w ruchu jak i w spoczynku , i n o r m a l n y c h do 
e l e m e n t ó w powierzchni , na k tó re działają. Było to pomin ięc i em sk ładowej s tyczne j działania, uznane j 
i nazwanej t a r c i e m przez ich p o p r z e d n i k ó w , sk ładowej k t ó r e j i s tn ienie w y ś w i e c o n e zostało w końcu 
X VIIIs° s tulecia przez uczonych h y d r a u l i k ó w D i i b u a f a i Ven tu r i ' ego f ) . Toteż d ' A l e m b e r t i Eu le r , sto-
^sując swe r ó w n a n i a do działania wywie ranego przez ciecz w ruchu , na ciało stałe w nie j zanurzone , 
doszli w tym przedmioc ie do r ezu l t a tów zupełnie pa radoxa lnych , i uznawszy je za takie,, przekazali 
przyszłości dojście do r acyona lnych w t y m względzie wyn ików 

3. Do odkryc ia p r a w pros to l in i jnego b iegu cieczy w r u r a c h prowadzi ły d w i e d r o g i : doświadczalna 
i anal i tyczna, uzupe łn ia jące j e d n a di ug^i. W obu tych k ie runkach p r a c o w a ć zaczęli uczeni bież^icego 
s tu lecia . W ub ieg łem, widziel iśmy że p r a c e anal i tyczne żadnego nie wy d a ły r ezu l t a tu ; poszukiwania 
zaś na drodze doświadczalnej , w ma łe j liczbie p rowadzone , a co do swych w y p a d k ó w żadn^i n ieoświc-
caiie teory{i, n ic więcej także p rzyn ieść n ie mogły. W roku 1732, Gouplet z robi ł kilka doświadczeń 
nad r u r a m i wodoc iggowemi w W e r s a l u , a oto w jaki sposób wyrazi ła s ię o n i c h naówczas Akijidcmia 
umie ję tnośc i w Pa ryżu : 

(') Pilot uczony Inżynier francuzki z pierwszej połowy Wlllgo stulecia, członek Akademii umiejętności w Paryżu, 
przedstawił tej ostatniej "wiełe rozpraw w przedmiocie Hydrauliki. Jedna z nicli podana w Pamiętnikach Akademii za 
rok 1728 zawiera ciekawe i jak naówczas nader ścisłe poglądy na tarcie wody o ściany rury. Ale najznakomitszym wy-
nalazkiem Pitot'a jest rurka ińezomelryczna, która udoskonalona następnie przez H. Darcy, należy do najziiakomil-
szycli przyrzfjdów służących do oznaczania prędkości w danych punktacłi wody bieżącej. Opis tej rurki podał Pitol 
w Pamiętnikach Akademii paryzkiej za rok 1732 {Ilistoire de lAcad. Royale des Sciences, mec les memoires deMathe-
matiąue et de Ph7jsique pour la meme annee, tires des registres decette Acadćmie) na sir. 303, 

(2) Yenturi zauważył pierwszy dążność żyły cieczy w ruchu do pociągania za sobą cząsteczek cieczy w spokoju 
żyłę otaczającej. Dążność ta służyć może za dowód istnienia tarcia między strugami cieczy w rucha a cieczą w spokoju. 
Uwidocznił ją Yenturi wieloma doświadcz^^nlaini, na klórycli zbudował teonja. bocznego udzielania sie ruchu w fhjnach, 
w swojem dziele: Recherches experimentales sur le primipe de ta communication laterale du mormment dans les 
flińdes. I'aris, an YI== I 798. Ka początku bieżącego stulecia, zasada bocznego udzielania się rucłiu w płynach, zajmo-
wćiła wiele umysłów wynalazczych, z pomiędzy którycli wymienić tu musimy Generała Michała Sokołniokiego, przyja-
ciela Mongollier'a, proponującego w swem dziełku: Opuscules sur quelques parties d'E\)drodynamique, {Paris, 1811, 
in-4o), na tejże samej zasadzie opartą trąbę hydrauliczną, mającą służyć do osuszania bagien. 

Patrz o tym przedmiocie wyjątek z rozprawy mr la resistance des fluides pana Barre de Saint-Yenant^ podany 
w Comptes rendus de l'Academie des sciences, z dnia 15 Lutego 1847 r. w tomie 24yni, na str. 243. 
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(( P rzys t ępu je n a s t ę p n i e (Couplet ) do na j t rudn ie j szego p u n k t u w t y m p r z e d m i o c i e , to jest do 
zmnie jszenia w y d a t k u w o d y , z przyczyny przeszkód fizycznych, t ak i ch j ak tarc ie w o d y o ściany 
w e w n ę t r z n e r u r , n i e równośc i tychże, lub powie t rze w ru rach z a w a r t e . 

« O tych wszystkich rzeczach mało m a m y wiadomośc i , z b r a k u doświadczeń na wie lką skalę . R u r y 
k ró tk ie dajg, w y p a d k i zbl iżone do zwykłych p r a w i do t e o r y j , w r u r a c h zaś dh ig ich w y p a d k i te 
oddalaj^i się od n i ch , często ba rdzo wie le . Na szczęście p. Couple t robi ł doświadczen ia w Wersa lu , 

co do wielkości n i c n ic zosta je do życzenia, ale trzeba n m było jeszcze rob ić ich dość dużo, by 
z n i ch wyci^igngć wnioski ogólniejsze z n ie jaką pewnością . W y j m u j e m y z j ego obse rwacy j i u w a g te 
ty lko, k t ó r e się n a m w y d a j ę na j znakomi t sze , nie wchodząc b y n a j m n i e j w szczegółowe op i sywanie 
mie j scowośc i i r u r 

« P r a w o , że p r ędkośc i w o d y m a j ę się do siebie w' s tosunku p i e rwias tków k w a d r a t o w y c h z wyso-
kości z j ak i ch w o d a spada , czyli co na j edno wychodzi z wysokości s łupów w o d y , k t ó r y c h ciężenie (") 
sp rawia b ieg w o d y pod n i emi się zna jdu jące j , p r a w o to jest nadzwycza j m y l n e dla wie lk ich ru r , t ak ich 
jak wersa lskie , k t ó r e dochodzę czasami do 2,000 sężni (toises) d ługości . J eże l ibyśmy w e d ł u g tego 
p rawa ocenial i i lość w o d y m a j ę c e j dojść do pewnego punk tu , to jes t j e d e n p r z y p a d e k , w k t ó r y m 
znaleź l ibyśmy 407 cali irochi (®) w miejsce 10 1/2, k tó re o t rzymał p. Couple t rob ięc doświadczen ia . 
I lóżnica p r a w i e o całę i lość. 

c( Często ilość wody j e s t dwadzieśc ia lub trzydzieści razy mnie j sza od te j j a k ę p r a w o ob iecu je . To 
dz iwne zmnie j szen ie pochodzi z t a r ć , p r zyna jmn ie j w większej swej części . Widz i się, i o d g a d n ę ć b y 
można bez doświadczenia , że ich sku tek jest t em większy im ru ry sę dłuższe, ich ś redn ice mnie jsze , 
n i e r ó w n o ś c i l ub zagięcia r u r częstsze, kęty tych zagięć ostrzejsze, lub p r ę d k o ś ć większa ; ale wiele 
będzie t r u d n o ś c i w oznaczeniu każdego z tych powodów zmnie jszenia i w y p a d k ó w ich różnych 
k o m b i n a c y j » 

Jeżeli p r z y t a c z a m y t u ten u s t ęp , to ty lko w celu wyciągnięcia z n iego wn iosku , że w r. 1732 nie 
tylko p r a w a d o ś w i a d c z a l n e b iegu wody w r u r a c h nie były znane , ale za l edwie wie rzono w możebność 
ich odk ryc i a . M o ż e b n o ś ć ta j e d n a k dowiedz ionę została przez uczonych i ukazały się na jp rzód 
wzory pr iaktyczne , doświadcza ln ie wywiedz iono , a nas tępnie r o z u m o w a n a t eo rya . 

4. Dc F r o n y u w a ż a n y być p o w i n i e n / a praw-dziwego t w ó r c ę te j części Hydrau l ik i . W^ swem dziele : 

{'•) 'Wydatkiem rury, nazywamy objętość wody jaka w przeciggu jednej sekundy przepływa przez pewne oznaczone 
przecięcie poprzeczne rury. Wydatek jest równy iloczynowi z powierzchni przecięcia poprzecznego, któremu odpowiada, 
przez prędkość średnią na tem przecięciu. 

Nazywamy w Hydraulice ciateniem (francuzkie charge, niemieckie Bruck-hoehe) w danym punkcie strugi cieczy 
w ruchu, summę 

wysokości odpowiadającej prędkości V i wysokości ciśnienia p w tymże punkcie; g jest przyspieszeniem sity cięż-
kości a n ciężarem gatunkowym cieczy. 

(®) Cal wody (pouce d'eau) jest to objętość wody wypływająca w przeciągu jednej sekundy przez otwór w cienkiej 
ścianie, którego średnica jest równa C™,027, pod ciążeniem 0m,0U22 na środek otworu. W dwudziestu czterech 
godzinach, otwór taki daje lOm-î zjggs^ to jest objętość jaką 1'rancuzi nazywają pouce de fontainier. 

C) To zdanie Akademii przytacza p. Darcy w swych: Becherches expćrimentales relaiives au momemcnt de l'eau 
daiis les tuyaux, podanych w Mćmoires des savanis etrangers, tomie W y " . Znaleźć je można r,a str. 142 tegoż tomu. 
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necherchnsphysico-mai.henatiques mr la theorie du mouvement des eaux couranfes, vf v. 1804 wydanem, 
podj^wszy ideje Goulomb'a i opiera jąc się na wypadkach doświadczeń jakie zostawili : 

Conplet w liczbie 7, w swej rozprawie pod tytułem : Reckerches sur le morwement des eaux, p o d a -
nej w Histoire dc lAcademie Royale des Sciences, annee M.DGGXXXII, avec les memoires de Mathema-
łigue et de Physiąue pour la nieme annee, tires des registres de celte Academie, {Paris, 173o), in-4° 
na str . U 3, 

Bossiit w liczbie 20, w dzie le : Traite theoriąue et expeńmental d'fIydrodynamique, (Paris, 1787, 
2 vol. in-S"), w k tó rem pierwszy we Francyi wprowadzi ł cał§ naukę Hydrauliki na drogę doświad-
czalny, wskazana przez MichcIlotti 'cgo we Włoszech, 

Dubuat w liczbie w drugiem (178G) i t rzeciem (1816 r.) wydaniu swych Principes d"Ilydrauliąue, 
k tó re wyszły pierwotnie w r . 1779 w Paryżu, w j ednym tomie, zawierajgc zasady Hydrauliki nie po-
par te żadnemi doświadczeniami. Wydanie drugie w dwóch tomach, przedstawia już znaczny zbiór 
tych os ta tn ich; a wydanie trzecie, pod tytułem : Pńncipes cl'Hydrauligue et de Pyrodynamique verifies 
par un grand nombre d'experiences faites par ordre du gomernement; ouwage en trois volumes par 
M. Dubuat (Par is 1816), stanowi w Hydraulice dzieło prawdziwie klassyczne, wysoko cenione przez 
uczonych współczesnych, 

doszedł do postawienia wzorów, k tó re przeszło przez lat pięćdziesiąt, aż do chwili nowszych poszu-
kiwań Henryka Darcy, były jedyny podstawy rachunków inżynierskich. W roku l 8 i o , zebrał 
de Prony praktyczne rezultaty pierwszej swej pracy i ogłosił sławny : Zbiór pięciu tabl ic {Recueilde cinq 
tables), nadzwyczaj przez praktyków ceniony. Pan Darcy mówiyc o pracach jakie dokonał de P r o n y , 
nazywa je « uwieńczeniem » dzieła rozpoczętego przez jego poprzedników i dodaje że « imie dc P rony 
pozostanie na zawsze wyryte w pamięci inżynierów i wszystkich za jmujących się kwestyami hydrau-
liczncmi » 

5 . Na drodze teoretycznej pierwszy krok współcześnie postawił Navier, którego Memohe sur les his 
du mouvement des fluides, czytany na posiedzeniu Akademii umiejętności w Paryżu dnia 28 Marca 
1822 roku, jes t pracy najważniejszy i do ostatnich prawie czasów, można powiedzieć, jedyny posiada-
jycy charakter ścisłości, jakie w przedmiocie ruchu płynów ogłoszone zostały (®). Navicr s tarał się 
w nim pierwszy uzupełnić ogólne równania różniczkowe ruchu płynów, przypuszczajyc żc ton ruch 
jest ciygły, to jest bez raptownej zmiany prędkości, przechodzyc od jednego punk tu płynu do drugiego 
dostatecznie bliskiego. Przyjył on w tym celu, że między dw iema czysteczkami bardzo bliskiemi, 
oprócz działania hydrostatycznego m a jeszcze miejsce działanie dynamiczne, k tórego wyrażenie jest 
funkcyy ich odległości, pomnożony przez prędkość, z jaky się te czysteczki zbliżajy lub oddalajy jedna 
od drugiej w d a n e j chwili . Otrzymał tym sposobem wyrazy, d a j y c e n a t a r c i e dwóch wars tw wyrażenie 
zgodne z przypuszczeniem Newton'a, to jest proporcyonalne do ich prędkości względnej ślizgania. 
Wyrażenie to j e s t : ' 

flY 

czyli iloczyn współczynnika l iczebnego s zależnego od natury płynu, przez pochodny — wzglę-

dem współrzędnej normalne j n prędkości bezwzględnej V płynu, liczonej równolegle do linii 

(8) Tamże, str. 143. 

P) Rozprawa ta podany zoslaia w Mśmoires de 1'histUut, tom VI; wyszła także w oddzielnym oddruku pod podanym 
wyżej tytułem. 
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i i a k r e ś b n e j i:a p o w i e r z c h n i , k tóra przedzie la dwie w a r s t w y o jakich m o w a . Wzory , jak ie podał 
Navier , a do k t ó r y c h Poisson, Gauehy, S tokes doszli i nnemi d rogami , zgadzajęi się w zadowaln ia j^cy 
sposób z o b s e r w a c y a m i czynionemi nad r u c h e m p o w o l n y m i r egu la rnym wody płynącej przez ru rk i 
włoskowate , j ak to zosta ło s twierdzone w os t a tn i ch czasach przez młodych g e o m e t r ó w f rancuzk ich : 
Boussinesq ('") i E m i l e Mathieu (") . Go się tyczy biegu w o d y w ru r ach wodoc iągowych , wzór Navier 'a 
zgadza się z d a w n y m wzorem empi rycznym Girard 'a k t ó r y właśnie nowszemi p racami Pr0ny 'eg0 ' 
został zas tąp iony . To też Navier n ieomieszkał dodać , że j ego t eo rya « p rzydać się nie może w zwykłych 
okol icznościach p r ak tyk i , gdzie n i e w p r o w a d z a j ą c zupełnie w r a c h u n e k r u c h u więcej s k o m p l i k o w a -
nego jaki p łyn w tych razach przybiera , nie m a m y innego p rzewodn ika , j ak tylko wypadki doświad -
czeń » C®). 

6 . T y m czasem w p rak tyce wzór P rony ' ego uważany był ciągle za klassyczny, tak dla n iezaprze-
czonej zręczności o b s e r w a t o r ó w , k t ó r y c h wypadk i służyły m u za pods tawę , jak i dla powagi imienia 
au to ra . Biegły w kwes tyach p rak tycznych tyczących się Hydraul ik i , p ro fessor Szkoły Dróg i Mostów 
Mary, u p e w n i a ł Inżyn ie rów co do jego dokładnośc i , m ó w i ą c : « W z ó r t e n da je wypadk i mnie jsze od 
o t r z y m y w a n y c h z r u r a m i n o w e m i i różnica dla dużych ś r edn ic dojść może do { ; t y m sposobem 
pos ługując się temi t ab l i cami (ułożonemi przez p. Mary w e d ł u g wzoru Prony 'ego) , n i e t r zeba się za j -
m o w a ć s k u t k i e m lekk ich osadów, mogących zmnie jszyć ś redn icę r u r a powiększyć ta rc ie » A j e -
dnak n o w e doświadczenia przeds iębrane były j ednocześn ie przez d 'Aubuisson 'a i GasteFa w Tuluzie 
i dały n ieco o d m i e n n e wypadki Doświadczenia te doprowadzi ły d 'Aubuisson 'a do powiększenia 
war tośc i spó łczynn ików we wzorze P rony ' ego , k t ó r e Ey te lwe in ('®) w p r o w a d z e n i e m przy ich ozna-
czaniu szczegó łowych ulepszeń poprawi ł . Wzór P r o n y ' e g o przeksz ta łcany był nas tępnie przez p a n ó w 
Dupui t i Ba r r e de S a i n t - V e n a n t T e n os ta tn i w s t ę p u j ą c nad to na d rogę t eo re tycznych badai i , 
przyjył zasady Navier 'a , a s tosując jego t eo ryą do p r ą d ó w pewne j wielkości zauważył, że chcąc 

C®) Compttes rendus de 1' Academie des sciences, tom G7, str. 287^ raport z dnia 3 sierpnia 1868 roku. 

{") Corn-ptes rendus, tom 57,"str. 300, nota pana Emila Matliieu z dnia 10 Sierpnia 1863 roku. 

Patrz : Essai sur le momement des eaux coumnłes i Memoiressur lecanalde ł'Ourcq. Dzieła le Girard'a, wydane 
na poczęitku bieżącego stulecia, wielce były cenione w swoim czasie. 

(") Risume des Lecons donnćes par Nmierd l'Ecole des Ponts et Chaussies, część druga, str. 89. 

(!'•) Te słowa Mary'ego przytacza Darcy w swych Recherches experimentałes; patrz Memoires des savanfs etrangers 
tom XV, str. 144. 

Wypadli! tych doświadczeń podane zostały przez Castel'a w Memoires de VAcadimie des sciences de Toułouse 
(t. IV. 1837); inne podał d'Aubuisson w swej Ilistoire de ł'etablissement des fonlaines a Toułouse, w tycliże Memoirts 
(t. II, 1830) umieszczonej. Znaleźć je można talcże w dziełacłi d'Aubuisson'a : Traite du mouvement de l'eau dans les 
tuyavx de conduite, d rusage des ingenieurs i Traite d'HydrauKque d l'usage deS ingenieurs. 

Prace Eytelwein'a, podane w Pamiętnikach Akademii berlińsl<iej (1814-1815), przełożone na francuzkie znaleść 
można w Annales des mines (t. XI). 

(") Etudes pratiąues et thćorigues sur le moumment des eaux courantes. 

Formules et tabłes nouvelles, podane w Annales des mines, 4ta serya, tom XX. 

Uważamy tu za stosowne objaśnić znaczenie hydrauliczne kilku wyrazów, jakich często używać będziemy. Znane 
jest w Hydrodynamice określenie ruchu nieustannego (permanent) cieczy. W ruchu podobnym każda cząsteczka nie za-
chowuje koniecznie tej samej prędkości, ale różne cząsteczki, przechodzące kolejno przez jeden i tenże sam punkt 
przestrzeni, nabieraj? w nim prędkości, ednakich co do wielkości i kierunku. Wszystkie takie cząsteczki następuj? 
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W tym przypadku uczyn ić zadość z n a n y m p r a w o m , t rzeba powiększyć współczynnik e, j ednocześn ie 
z powiększaniem się przecięc ia pop rzecznego p r ę d u . Przytaczamy tu s łowa p. de Sa in t -Venan t , gdyż 
na nich nas t ępn ie op ie ra ł się p . Darcy : 

<( Jeżeli przypuszczenie Newton ' a , p o w t ó r z o n e przez p a n ó w Navier i Poisson, a polegajęce n a 
uważaniu t a r c i a w e w n ę t r z n e g o za p r o p o r c y o n a l n e do prędkości wzg lędne j s t rug śl izgających się j e d n e 
po d r u g i c h , może być zas tosowane w przybl iżeniu do różnych p u n k t ó w tegoż samego przecięcia 
p łynnego , to wszystkie znane fakty pozwala ją wnioskować , że należy powiększać współczynnik te j 
p ropo rcyona lnośc i , r azem z w y m i a r a m i p rzec ięć poprzecznych p r ę d u . Tłumaczy się to do p e w n e g o 
p u n k t u , uważa jęc że s t rug i n i e p o s t ę p u j ę równoleg le j edne względem drug ich , z p rędkośc iami regu-
larnie s t o p n i o w a n e m i od j e d n e j s t rugi do d rug ie j , i że przerwy, wzburzen ia i inne ruchy złożone lub 
skośne, k t ó r e muszę m i e ć wie le w p ł y w u na na tężenie tarcia , tworzę się i rozwija ję znacznie więce j na 
dużych przec ięc iach » 

Jakko lwiek zdanie to p . de Saint- Y e n a n t przyjął nas tępnie p . Darcy i s ta ra ł się j e s twierdz ić przez 
dyskussyę w y p a d k ó w swych doświadczei i , to j e d n a k nowsi hydrau l i cy wcale go nie podzielaję. 
W p ł y w p r o m i e n i a ru ry na lepkość cieczy nazywa p . Bresse ((faktem dość n iespodz iewanym, k tó rego 
zadowaln ia j ęce w y t ł u m a c z e n i e zdaje się n i e p o d o b n e m » f*). W k a ż d y m razie p. de Sa in t -Yenant 
przyję ł j e d n a k w zupełnośc i przypuszczenie NaYier'a, że tarc ie jest p r o p o r c y o n a l n e do p rędkośc i 
względnej d w ó c h s t rug . P r a c e Navier 'a uzupe łn ione zostały jeszcze w r . J84o przez j). Sonne t (--), 
a w l 8 i 8 przez p . Dupu i t ale równie bez zmiany służęcego im za p o d s t a w ę przsypuszczenia. 

7. T y m c z a s e m inżynie rowie uznawać zaczęli powol i , że pods tawa doświadczahna wzoru P rony ' ego 
nie była dość pewnę . Obserwacye , j ak i ch wypadki zostawili Couplet , Uossut i T^uhuat, odnosiły się 
w części do r u r zbyt małe j ś rednicy , a w części do s tarych r u r żelaznych zjapchanych osadem. 
Przybl iżona zgodność o t r z y m a n y c h w y p a d k ó w , w skutku k tó re j de P romy zdołał je ob jęć wszystkie 
w j e d n y m wzorze ze s ta łcmi wspó łczynn ikami , wydawała się wielu Inżjynierom prędze j r ezu l t a tom 
p rzypadkowej kompensacy i między różnemi przyczynami niezgodnoś-ci wypadków niż o b j a w e m 
ścisłego p rawa . Henryk Darcy, d y r e k t o r wodocięgów paryzkich po Mary 'm, odznaczywszy się już 
pop rzedn io przez założenie wspania łych wodoc ięgów w rodzinnem s w e m mieście Di jon {-*), przeds ię-
wzięł w r . 1849 usunęć wszystkie powę tp i ewan ia nowemi doświadczeniaimi, zmien ia jęc w n ich n a t u r ę 
ru r , ich ś r edn icę , c iśnienia i p rędkośc i . Doświadczenia te, wykonan(6 w liczbie 11KS, a w r. 18̂ >1 
ukończone , pozwoliły nui oznaczyć nowe p rawa biegu wody w r u r a c h i ułożyć tabl icę s treszczającą 

ciągle jedna po drugiej i przebiegają tęż sarną drogę. Ogól ich, rozłożony wzdłnż wspólnej drogi nazywamy stnirją 
' cieczy (lilet). Jest to niejako nić ciekła, o nieskończenie malej średnicy, a w której cząsteczki cieczy ssą w ciągłym 

ruchu, ciągle się zmieniają i coraz to nowe na miejsce dawnych następują. l>ęk strug, wychodzących pTzez otwiir ze 
zbiornika, a mający już skończone przecięcie, nazywamy żyłą (veine) cieczy; zaś pęk strug biegnącycli w rurze lub 
pewnein korycie, nazywamy pr^^fem (courant) cieczy. Żyła cieczy i prąd cieczy, oznaczają zatem rzeczy istniejące; 
/,aś struga cieczy jest pojęciem czysto idealnem utworzonein dla zadość uczynienia potrzebom teoryi. 

Anmks desmines. 4ta serya, tom XX str. 229. 

(-1) Cours de mecanigue appłiguee^ professee d TEcole Imperiale des Ponts et Chaussees par M. Bresse. imeod. 
Część druga {Ilydrauligue), str. 124 w przypisku. 

(s^i Uecherches sur le momement uniforme des eaux, en ayant egard aux differences de vitesse des filets. (18io). 

Już przytaczane Etudes pratiąues et thćorigues. 

Wszystkie szczegóły tyczi?^e się tycli wodociągów, podał Darcy w swem dziele : Les fontaines puhliąues dc la 
viUede Dijon, wielce od inżynierów cenionem. 
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je dla r u r żelaznych n o w y c h , p r zypadku na jważnie j szego w p r a k t y c e . Rozprawę , rezu l ta tem i sprawo-
zdaniem tych poszukiwań będycy, przeds tawi ł Darcy Akademi i umie j ę tnośc i w Paryżu , k tó ra j a 
w Memoires des '^amnts Etrangers, t o m i e XVy'", poda ła 

Darcy sprawdzi ł niezależność ta rc ia od ciśnienia i j e g o p ropo rcyona lność do powierzchn i w ze tkn ię -
ciu ; ale p rzekonał się także , że n a t u r a ścian rury m a na t a rc ie wpływ b a r d z o znaczny, a p o m i n i ę t y 
zupełnie w teoryi P r o n y ' e g o . 1 tak naprzykład r u r y z żelaza wa lcowanego , w y s m a r o w a n e smoły , 
i rury szklanne, dajy w y d a t e k większy o j e d n ę trzeciy od wskazanego w z o r e m P r o n y ' e g o ; gdy t y m -
czasem rury żelazne lane, skoro tylko ściany ich p o k r y t e zostany o sadem, (ladzy w y d a t e k mnie jszy 
niż p r z e d t e m , j akko lwiek ś redn ica widoczne j n ie ulega zmian ie . T y m s p o s o b e m współczynnik i w z o r u 
P rony ' ego , uw^ażane przez tego os ta tn iego za stałe, sy f u n k c y a m i ś redn icy r u r y i zniniejszajy się w r a z 
z j e j powiększen i em. Go do samego kszta ł tu w z o r u , Darcy przyjył p o d o b n i e j ak poprzedn io Gi ra rd , 
( rAubuisson i Dupui t , jego dwojak ie uproszczenie , s tosownie do tego jak p r ę d k o ś ć jes t bardzo m a ł a , 
a lbo większa od O™ 10. 

W y p a d k i p rak tyczne poszukiwań H e n r y k a Darcy zyskały powszechne u z n a n i e i po dziś dzień służy 
za pods tawę r a c h u n k ó w inżyniersk ich ; teorya j ednak , jaky t en znamieni ty Inżynier wyc iygnyć z n i ch 
usiłowc-ił, s tanowczo dziś zaczyna być zaprzeczany. Darcy, przytaczajyc u w a g ę p. de Sa in t -Yenan t , 
wniósł ze swych l icznych doświadczeń, mierzyć p r ę d k o ś ć s t rug cieczy, że ich t a rc i e w z a j e m n e wzras ta 
szybko razem ze średnicy ru r , przez k tó re ciecz p r z e p ł y w a ; a n a d t o ze wzorów przezeń p o d a n y c h 

wynika , że to t a rc i e nie jest już jak poprzedn io p ropo rcyona lne do p rędkośc i wzg lędne j , ^ , ale do 

k w a d r a t u z tejże prędkośc i , • Dla ru r ko łowych wyrażen ie tarc ia jes t wedle p . D a r c y : 

gdzie £ jes t współczynnik zależny od n a i a r y cieczy, U p r o m i e ń ru ry , a r p r o m i e ń w a r s t w y 
u w a ż a n e j . 

8 . B y ć może że ta n iezgoda teory j Navier 'a i H e n r y k a Darcy s p o w o d o w a n y by łan ieod łycznemi od 
doświadczeń tego rodza ju b ł ę d a m i ; gdyż wszystko tu polegało na ścis łem oznaczeniu p rędkośc i p o j e -
dyńczych s t rug cieczy, a p rzyznać t rzeba , że n ie znamy dotyd żadnego narzędzia , pozwala jycego 
o t r z y m a ć te p rędkośc i z pewny dokładnościy . Ale może b y ć także, że r u r y o b s e r w o w a n e n i e w y p e ł -
niały dos ta tecznie przypuszczanych o priori w a r u n k ó w , biegu s t rugami p ros to l in i jnemi i r ó w n o -
ległeiui do osi. Bydź co bydź, t eo rya p . Darcy opar t a n a powadze na jznakomi t szych dotychczas 
doświadczeń , zaczjmała już r ó w n o w a ż y ć naukowe znaczenie s łów NaYier 'a; gdy w os t a tn i ch czasach 
kwcs tya ta stała się p r z e d m i o t e m n o w y c h poszukiw'ań t e o r e t y c z n y c h i p r ak tycznych . P a n Bazin, 
wspó łp r acown ik Henryka Darcy, a po jego śmierc i sam prowadzycy dalej te ważne p race , doszedł do 
wyn ików zupełnie o d m i e n n y c h , a ba rdz ie j zbl iżonych do przypuszczenia NaYier'a f®); w p rzedmioc ie 
zaś ta rc ia , n ie rozwi ja jyc zreszty swej teory i , wyrzek ł zdan ie , że w z a j e m n e działanie d w ó c h s t r u g 
sysiednich zależy n ie ty lko od ich p rędkośc i wzg lędne j , a le i od ich p rędkośc i bezwzględnej . J a k k o l -
wiek ten wpływ na natężenie ta rc ia , p rędkośc i bezwzgledne j d \ \ ó c h s t rug sys iedn ich , to j e s t p r ę d k o -
ści względem ścian ru ry uważanych za s tałe , n ie zgadza się z p r z y j m o w a n e m powszechn ie po j ęc i em, 

Rozprawa ta wyszła także w osobnym oddruku, pod tytułem : Becherches eo^perimentales relatwes au mciwement 
deleaudans les tmjaux, par Henry Darcy, Inspccteur generał despontsetchamsecs. faris cliez Mallet-Bachelier 18o7. 

Darcy el Hazin. Reckerches hydrauUąues. Premiere partie. Reckerches expćrimentales sur l'ecoulement dc icau 
dans les canaux decouverts. str. 29 i 30. 
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że działanie w z a j e m n e d w ó c h ciał zależy wyłącznie od ich r u c h u wzglęthiego, skoro ich skład, n a t u r a 
i s tan fizyczny, pozosta ją też s a m e ; to j e d n a k p r awdopodobn ie j s zy jes t ou zawsze niż wpływ 
p romien ia rury , w p r o w a d z o n e g o w wyrażen ie t a rc ia przez p . Darcy. Nadto , doświadczenia p. Bazin 
nad b ieg iem wody w kana łach , wykazały n i e p o d o b i e ń s t w o uznanej przez p . Darcy p ropo rcyona l -
ności tarc ia do k w a d r a t u z p rędkośc i względne j , a dały wypadki więce j zbl iżone do przypuszczenia 
Navier 'a . J a k mówi p . Bazin : 

« Kwestya kompl iku j e się i zac iemnia coraz bardz ie j , w m i a r ę pojawiania się nowych doświadczeń , 
l iczniejszych i dokładnie j szych , k t ó r e b y w i n n y na nią rzuc ić t em większe świa t ło . Go wnosić z tych 
w y p a d k ó w , tak różnych i pozorn ie sprzecznych, jeżeli nie to, że nie posia<lamy jeszcze po jęć z d r o w y c h 
o w e w n ę t r z n y c h ruchach p łynów i o w z a j e m n y c h dzia łaniach ich cząs teczek? Być może, że ta część 
tak de l ika tna umie ję tnośc i , m a jeszcze d ług i czas pozos tać pod p a n o w a n i e m empi ryzn iu .» 

9 . To też z p r awdz iwem za jęc iem p r z y j m o w a n e są wszystkie n o w e p race , tyczące się t e j części 
Hydrau l ik i ; a jeżeli żadna z n i ch nierozwiązała do tychczas w zupełności zadania r u c h u pros to l in i jnego 
cieczy, są j e d n a k takie , k t ó r e się rzeczywiście odznaczają , t ak swą me todą , j a k i o s t a t ecznemi wyn i -
kami , m a j ą c e m i na ce lu podan ie wzorów ścisłych i p ro s tych , za pods t awę w r a c h u n k a c h p rak tycznych 
służyć mogących . W rzędzie tych p rac , na p i e rwszem micjscu stoją poszukiwania t eo re tyczne pana 
Maurycego Levy, Inżyniera d róg i mos tów (du Gorps des P o n t s et Ghaussees de France) - W ro k u 186G, 
ub iega jąc się o s top ień d o k t o r a umie ję tnośc i na un iwersy tec ie p a r y z k i m , ogłosił p . Levy druk iem 
dwie tezy, z k t ó r y c h p ierwsza z mechan ik i praktycznej m a ty tu ł : 

Essai theoriqve et appliquś mr lemouvtm€nt des Uguides ("). 

W tezie te j s tosując m e t o d y , z k tó rych pomocą Lame i Gauchy u tworzy l i m a t e m a t y c z n ą teoryą 
sprężystości , poda ł p . Levy teoryą pros to l in i jnego biegu cieczy i o g ó l n e równania r u c h u p łynów 
n a t u r a l n y c h . Ogłosił nas t ępn ie w A / m a t o des Ponts tt Chmssees (S'"® livr;aison, 18G7) rozprawę pod 
ty tu ł em : 

Theorie d\n courant liąuide a filets rectilignes et parallMes, de formę transuięrsalćęutlifjntjUC. Application 
avx iuyaux de mnduiie 

ŵ  k tó r e j t eo ryą p ros to l in i jnego b iegu cieczy zastosował d o r u r wodiociągowych i p o d a ł wzory 
p rak tyczne . Wreszc ie upo rządkowawszy wszystkie swe poszukiwania i uzzupełniwszy zas tosowan iem 
do biegu w o d y w kana łach , przesłał p . Levy w r . 1861 paryzkie j Alkademii umie ję tnośc i , swą 
pracę : 

Sw r Hydrodifnamique des Uguides homogenes, et enparticulitr svr Fecoulement rectiligne et permanent, 

w k tó re j nic rob iąc już żadnego szczegółowego przypuszczenia co do f u n k c y i tarcia, przypusz:cza tylko, 
że sk ładowe wzdłuż t rzech osi p ro s toką tnych w przes t rzeni , działań ponoszonych przez śc iany e lemen-
tarnego równoleg łośc ianu , są rozwi ja lne w szeregi zawie ra jące w pi(3rwszyni s topniu wszystkie 
pochodne sk ładowych prędkośc i wzg lędem współ rzędnych i wyraża w a r u n e k kon ieczny aby te 
szeregi zachowały też same \vspółczynniki , przy jak ie jko lwiek zmianie uk ł adu wspó ł rzędnych . Liczba 
współczynników n ieoznaczonych w p r o w a d z o n y c h w r a c h u n e k , pozwala ustalić zgodę między wzo-
rami , a w y p a d k a m i o bse rwacy j . Akademia , na wniosek komissyi złożonej z panów : Gombes, Ser re t , 

Tezy te ogłoszone zostały drukiem pod tytułem : Theses presentees a la Faculte des sciences, par M. Maurke 
Lhy, Ingenieur des ponts et chausiees, ancien repMHeur suppłeant de mecaniąue d l'Ecole pohjtechniąue. Paris, chez 
Gautier-Yiłlars. 1870. 

(̂ 8) Rozprawa ta wyszła także w osobnym oddruku, pod t j m samym tytułem. Paris, chez Dunod 1S67. 
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ł ionnet , Ph i l ip s i de S a i n t - V e n a n t , i na pods tawie r apo r tu , jaki ten os ta tn i p r z e d s t a w i ł ("), uznała tę 
rozp rawę g o d n § zamieszczeniia w Memoires des Satants Etrangers. 

P a n Lśvy podał w swych d w ó c h p ierwszych p racach całą teoryą p ros to l in i jnego biegu cieczy, 
wychodząc z t e j powszechn ie p r zy j ę t e j zasady, że ta rc ie istniejące między różnemi częściami cieczy 
w sku tku ich ruchu , nie zależy od ciśnienia . Go do wyrażenia tarcia w funkcy i p rędkośc i względnej , 
n ie zrobi ł a p n o n żadnego p rzypuszczen i a ; przyjął n a w e t razem z p. Bazin, że t a rc i e zależy także od 
p rędkośc i bezwzględnej s t r u g ; i dop ie ro , porównawszy wzory do j ak ich doszedł, z w y p a d k a m i 
doświadczeń , znalazł a w y r a ż e n i e te j siły. W końcu wyprowadz i ł wzory na b ieg cieczy 
w r u r a c h , bardzo dogodne w użyciu i ułożył k r ó t k ą tab l icę u ła twia jącą ich zas tosowanie . Niezaprze-
czona cecha orygina lnośc i , j aką noszą^ poszukiwania teoretyczne p . Levy, a oraz p rak tyczne ich 
rezu l t a ty , skłoniły nas do szczegółowego ich rozebran ia . Pominąwszy równan ia ogólne r u c h u p łynów 
n a t u r a l n y c h , p o d a j e m y tu całą t eo ryą p ros to l in i jnego biegu cieczy i j e j zas tosowania d o b iegu w o d y 
w r u r a c h , roz t rząsa jąc i ob j a śn i a j ąc n a każdym kroku , i zamykając każdy z t rzech rozdz ia łów, na 
iak ie podzie l i l i śmy p race p . Lóvy, k ry tycznemi u w a g a m i . Trzecia rozprawa p. Levy, p rzeds tawiona 
Akademi i , niezostała jeszcze ogłoszoną d r u k i e m ; posi łkowaliśmy się zatem li ty lko dwiema p ie rwszemi , 
a zwłaszcza d rugą , p o d a n ą w Rocznikach Dróg i Mostów, i zawierającą w skróceniu całą teoryą , 
a szeroko o p r a c o w a n e p rak tyczne je j zas tosowania . 

I 

Własności ogólne pr§-du cieczy, złożonego z strug prostolinijnych i równoległych, 

którego przecięcie poprzeczne jest jakiekolwiek. 

1 0 . Równowaga którejkolwiek części płynu. W e ź m y pod uwagę prąd cieczy, złożony ze s t r u g p ro s to -
l i n i j n y c h i r ó w n o l e g ł y c h , k tó rego przecięcie poprzeczne jes t jakiekolwiek, skończone lub nie , krzy-
w o l i n i j n e l u b wie loką tne . Dla w-szystkich cząsteczek tego p r ą d u , znane równanie Hydrodynamik i : 

w k t ó r e m , w p r z y p a d k u biegu pros to l in i jnego wzdłuż osi x, m a m y : 

a za tem : 

d a j e : 

czy l i : 

Każda zatem cząsteczka p^ądu bieży z prędkością stałą, i na mocy t \7 ierdzenia d ' A l e m b e r t ' a , siły 

n Comptes rendus J869. Tom 6S, str. 582. 
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z e w n ę t r z n e , dlziałajyce na którykolwiek część p łynu , wza jemnie się równoważy. S u m m a rzutów tycli 
sił na oś j akykolwiek i summa icłi m o m e n t ó w względem jak ie jko lwiek osi, sy r ó w n e zeru . Siły 
t e sy : 

1) siła ciężkości, działajyca na wszystkie czysteczki uważane j części p ł y n u ; 

2) c iśnienia normalne i tarcie dzialajyce tylko na je j powierzc ł in i . 

W s k a z a n e wyżej wa runk i równowagi , zas tosować można do jak ie jkolwiek figury wzię te j wewnyt rz 
cieczy, i zwykle w mechanice anal i tycznej s tosu je się je do e l e m e n t a r n e g o równoleg łośc ianu . P a n 
Leyy, idyc w tym względzie za p . Lame, k tó ry w swych Lekcy ach o sprężystości ciał stałych 
wykazał cały pożytek uważania w tych okolicznościach czworośc ianu e l emen ta rnego , bierze pod 
uwygę granias tos łup t ró jkątny, będycy szczególnym p rzypadk i em czworościanu, i dochodz i t y m 
s p o s o b e m do oznaczenia kształtu funkcyi , przeds tawiajycej tarcie dwóch s t rug sysiednich. 

1 1 . Tarcie na elemencie płaskim, róiunoległym do kierunku biegu. Skoro ciecz j e s t w spoczynku , każdy 
e l e m e n t powierzchni uważany wewnytrz cieczy, ponosi same ty lko ciśnienia n o r m a l n e . Lecz gdy ciecz 
w p r a w i o n a zostaje w ruch , każdy e lement powierzchni wewny t r z n ie j wzięty, ponos i ć będz ie oprócz 
c iśnienia normalnego , pewne działanie w k i e runku płazczyzny stycznej do uważanego e l emen tu , 
k tó re nazwaliśmy (ustęp, n. 2) działaniem s tycznem (act ion tangent ie l le ) czyli t a r c i e m . Co do 
wie lkośc i i k ie runku tej nowej siły, skoro e l emen t uważany jes t j ak ikolwiek , nie m a m y żadnej 
w s k a z ó w k i ; ale jeżeli ten element jest równoległy do k i e runku p r y d u , to w i a d o m o , że t a r c i e ma kie-
r u n e k wpros t przeciwny kierunkowi prędkości , a nadto jes t n iezależne od c i śn ien ia . Uważa zatem 
p . Levy, że nie może ono zależeć, jak tylko od prędkości bezwzg lędne j (absolue) czysteczki wzię te j na 
u w a ż a n y m elemencie płaskim i od prędkości względne j d w ó c h czysteczek wzięty(Ch na n o r m a l n e j do 
uważanego e lementu , każda z j edne j s trony jego powie rzchn i . Nazwawszy zatem :: 

V, p rędkość płynu, 

d y , przyrost tej prędkości , odpowiadajycy przyros towi dn norn ia l i ie j do uwaźailGgo eleiiiGnlu, 

T war tość tarcia odniesionego do jednos tk i powierzchni , 

będz iemy mieli : 

gdzie cp jest funkcyy nieznany. 

W celu dojścia do pewnych wskazówek, tyczycych się te j lunkcy i n ieznanej , p rzypuśćmy że uwa-
żany e l emen t płaski obraca się około pros te j przeds tawiajycej p r ędkość , i może około nie j p rzyb ie rać 
różne położenia. Weźmy trzy osie współ rzędnych p ros toky tnych , z k tó rych j edna x jes t równoleg ła 
do k i e runku prydu, a dwie pozostałe y i z, p ros topad łe wzg lędem pierw^szej i w^zględem siebie 
a zreszty jakkolwiek położone na przecięciu poprzecznem p r y d u . Uważmy nas tępnie granias tos łup 
t ró jky tny , k tó rego trzy krawędzie sy równoległe do osi x, czyli do k i e ru n k u p rydu i m a j y długości 
r ó w n e dx, k t ó r e g o dwie ściany sy równoległe do osi y i z, a t rzecia j akkolwiekbydź położona wzglę-
d e m d w ó c h poprzedn ich . Wyraźmy wreszcie, że s u m m a r z u t ó w na oś wszystkich sił działajycych 
na t e n granias tos łup, jes t ró \ \na zeru. 

Z pomiędzy tych sił mamy naprzód tarcia na t r zech śc ianach bocznych , rzucajyce się na o ś x w pra-

P ) Lanie : Lecom sur la theorie mathematique derelasticite des corps soHdes. I""® ćd. 18b2, 

http://rcin.org.pl



W Y K Ł A D I R O Z B I Ó R P R A C P . Ł Ć V Y - • 7 7 

wdziwej swej wielkości i dające nas tępującą summę rzutów : 

T, Tj, i Ta są odpowiednie wartości sił tarcia, odnies ionych do jednostki powierzchni , a działających 
na ścianę pochyloną i na ściany równoległe do osi y i s ; w, wi, to,, powierzchnie tych ścian. 
Oprócz powyższych, inne siły nie wejdą w równanie równowagi , gdyż rzuty ciśnień na ściany boczne 
graniastosłupa są równe zeru, a rzecz się ma tak samo i z tarciem na podstawach graniastoshipa. 
Tarcie to istnieje, jak zaraz zobaczymy, jakkolwiek te podstawy są prostopadłe do k ie runku 
prądu. 

Go do ciśnień ponoszonych przez podstawy, to ich różnica jest nieskończenie małą trzeciego rzędu 
i może być pominię tą w obec sił tarcia, nieskończenie małych rzędu drugiego. Tak samo rzecz się ma 
z ciężarem graniastosłupa. Równanie równowagi będzie zatem : 

W równaniu t e m powierzchnie on i oĵ  są rzutami powierzchni w na płazczyzny współrzędnych 
xy i xz. Nazwawszy przeto p i y dostawy kątów, jakie normalna do ściany pochylonej w czyni 
z osiami y i s, będziemy mie l i : 

a równanie poprzednie , podzielone przez w, przybierze ksz ta ł t : 

Taki j es t związek, dający tarcie T na którymkolwiek elemencie płaskim, równoległym do kie-
runku p rądu , skoro tarcia na dwóch podobnych e lementach , względem siebie pros topadłych, są 
znane. 

1 2 . Kształt funkcyi tarcia. W równanie : 

wstawiwszy wartości : 

i pamięta jąc że rachunek różniczkowy daje : 

z k ą d : 

ot rzymamy : 

związek, który powinien mieć miejsce dla wszystkich wartości , jakie nadamy dostawom p i y. Żeby 
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tak było, Itrzeba aby funkcya ep miała kształt: 

Tym sposobem docłiodzi p. L^yy do następującego wyrażenia tarcia : 

w k tó rem A jest funkcyę jakakolwiek prędkości Y. 

Przypuszczając że A jest stałe, przejdziemy do przypuszczenia jakie zrobił Navier. Ale w żadnym 
razie wyrażenie p. Levy nie może się zgodzić z wyrażeniem, jakie podał p . Darcy : 

k tóre też niezyskało uznania ani p. Bazin, ani innych uczonych Hydraul ików f rancuzkich . 

13. Tarcie na elemencie pł iskim, prostopadłym do kierunku biegu. Pan uważa następnie równo-
wagę elementarnego równoległościanu, którego krawędzie : dx, dy, dz, sę równoleg łe do trzech osi 
współrzędnych prostokątnych w przestrzeni i bierze, idęc za ś ladem p. L a m ś , siunnnę momen tów 
wszystkich sił działających na ten równoległościan, względem pros te j przechc.>dzęcej przez jego 
środek i równoległej do jednej z osi, naprzykład do osi y. Ciśnienia no rma lne i c^ię^i^r równoległo-
ścianu, jako spotykajęce oś, dadzę momenty równe zeru. Tak samo rzecz się ma i z'- tarciem na dwóch 
ścianach, prostopadłych do osi y. Tarcia na ścianach równoległych do płazczyzny sę : 

Summa ich momen tów, opuszczajęc nieskończenie małe czwartego rzędu, w- obec nieskońc/cnic 
małych rzędu trzeciego, liędzie: 

Potrzeba aby ten moment był zrównoważony; a n i e może być maczej j ak lyiKO wieny, jczen 
istnieje tarcie albo działanie styczne na ścianach równoległych do yz, to jest pros topadłych do kie-
runku prędu cieczy, k tóry , jak poprzednio przypuszczamy, zchodzi si^ z osię x. Jeżeli T' jest skła-
dowę tego działania, równoległę do osi 2, to ta składowa da, lak samo jak poprzednia , na dwóch 
ścianach równoległych do yz, summę momentów r ó w n ę : 

Musi być za tem: 

równanie , które p . Lćvy wyraża jak następuje : 

Skoro dwa e lementy płaskie sę względem siebie prostopadłe, jakiekolwiek byłoby zresztę ich poło-
żenie wewnętrz cieczy, składowe tarć majęcych miejsce na tych e lementach, prostopadłe do ich 
wspólnego przecięcia!, sęi sobie równe.. 
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Tak samo, biorąc m o m e n t y względem osi z, doszlibyśmy do wykazania istnienia składowej, 
równoległe j do y, tarcia na e lemencie prostopadłym do osi x, i o t rzymalibyśmy tęź składową, 
równą Tj . 

Tym sposobem dowodzi p . Lśvy, że tarcie w k ie runku równoległym do kierunku p r ą d u nie może 
istnieć, bez współczesnego is tnienia tarcia w k ie runku pros topad łym; i dodaje , że samo istnienie tej 
siły stycznej, między dwiema po sobie nas tępującemi cząsteczkami jednej strugi, jakkolwiek posiada-
jącemi jednakową prędkość, pozwala przewidywać, że tarcie cieczy nie powinno zależeć li tylko od 
prędkości względnej różnych ich części, ale i od ich prędkości bezwzględnej . 

14. Wykrtślenie dające tarcie na elemencie płaskim róicnokgłym lub prostopadłym do kierunku prądu. 
Oznaczmy przez r tarcie na elemencie płaskim pros topadłym do kierunku p rądu . Z tego co 
powyżej powiedzieliśmy wypada , że to tarcie jest co do wielkości wypadkową tarć Tj i Tj , i ażeby 
je o t rzymać co do wielkości i k ierunku, dość jest odciąć tarcie Tj mające miejsce na elemencie 
płaskim równoległym do płazczyzny xy, na normalne j do tej płazczyzny; zrobić następnie toż samo 
z tarciem Tg, mającem miejsce na elemencie płaskim równoległym do xz, i wziąść wypadkową 
tych d w ó c h sił. 

Że zaś płazczyzny xy i xz są dowolne, zrobić można toż samo wykreślenie dla dwóch innych ele-
mentów płaskich, jakichkolwiek a tylko względem siebie prostopadłych. Otrzyma się tym sposobem 
dwie siły T / i T j , k tórych wypadkową będzie również r. Każda zatem z tych sił jest rzutem t na 
swój k ie runek . Wywodzi ztąd p . Lćvy twierdzenie nas tępu jące : 

Uważając różne e lementy płaskie równoległe do k ie runku p rądu i przechodzące przez p u n k t O, 
i odcinając, począwszy od tego punktu , na normalnych do uważanych e lementów, długości p r o p o r -
cyonalne do tarcia , jakie każdy z nich ponosi ; to miejsce geometryczne punk tów tym sposobem 
otrzymanych będzie okręg iem koła, przechodzącym przez punkt O. Średnica tego okręgu koła prze-
chodząca przez punkt O, przedstawi, co do wielkości i k ierunku, tarcie ponoszone przez e lement 
płaski pi^zez Łcn punkt przechodzący, a prostopadły do kierunku prądu . 

Tak więc , skoro tarcia ponoszone przez dwa e lementy płaskie równoległe do k ierunku prądu są 
znane, znaleźć można tarcia mające miejsce na wszystkich innych podobnych e lementach , i na 
e lemencie położonym na przecięciu poprzecznem p rądu . 

15. Walce najiviększego tarcia. Tarcie mające miejsce na k tórymkolwiek elemencie płaskim, równo-
ległym do kierunku prądu, jes t p romien iem wodzącym okręgu koła, k tórego płazczyzna jest prosto-
padłą do tego e lementu . E lement za tem, styczny do okręgu, ponosi taręie największe, przedstawione 
przez średnicę koła i r ówne tarciu ma jącemu miejsce na elemencie pros topadłym do k ie runku 
p rądu . 

Tym sposobem, przez każdy punkt przecięcia poprzecznego prądu, przechodzi j eden e lement 
płaski, oznaczonego położenia, ponoszący tarc ie większe niż wszystkie inne e lementy przez ten 
punkt przechodzące. Ogół podobnych e lementów ponoszących tarc ie największe, utworzy pewien 
szereg krzywych na całem przecięciu poprzecznem prądu ; a że rzecz się ma w ten sam sposób na 
wszystkich innych przecięciach poprzecznych, zatem można podziel ić przestrzeń za jmowaną przez 
ciecz w jej biegu, nieskończoną liczbą powierzchni walcowych, z k tórych każda posiadać będzie 
w każdym swym punkcie własność ponoszenia tarc ia większego, niż tarc ie ponoszone przez który-
kolwiek element, niepołożony na tej powierzchni , a przez ten punk t przechodzący. Walce te nazywa 
p. Levy laalcaminajwiększego tarcia (cylindres a f ro t t emen t maximum) . 
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16. Wulce- bez tarcia. Jeżeli przeciwnie weźmiemy pod uwagę element płaski, przez punkt O 
jjrzecłiodzący i normalny do okręgu koła, to promień wodzący do tejęo e lementu prostopadły, 
a przedstawiający tarcie przez ten element ponoszone, jest równy zeru. Wszystkie e lementy podołine 
u tworzą nowy szereg walców, nieponoszących żadnego działania stycznego, a tylko działania no r -
malne , jak gdyby ciecz posiadała własność płynności doskonałej. Walce te nazywa p. Levy walcami 
bez tarcia (cylindres ti f ro t t ement nul). 

J a k widzimy, walce największego tarcia i walce bez tarcia przecinają się wszędzie pod kątem 
p ros tym. 

17. Położenie dwóch grupp ivalcóiv. Zobaczmy teraz jak są położone wewnątrz massy cieczy te dwie 
g ruppy walców. Według wyrażenia tarcia, podanego w ustępie n. 12, walce bez tarcia określone są 
równaniem : 

k tó re wyraża także że normalnie do tych walców prędkość jest stała, czyli że te walce i walce okre-
ś lone równaniem : 

przecinają się wszędzie pod kątem pros tym. Że zaś pierwsze są walcami bez tarcia, zatem drugie są 
walcami największego tarcia. Tym sposobem otrzymuje p. Levy twierdzenie : 

Wa lce rajwiększego tarcia mają za kierownice krzywe równej prędkości , uważane na przecięciach 
poprzecznych p r ą d u ; a walce bez tarcia mają za kierownice drogi przebieżone przez to krzywe w kie-
runku prądu, to jest prostopadłe do ich płazczyzn. 

W rurach kołowych prostych, pierwszą gruppę walców stanowią walce współśrodkowe z powierz-
chn ią wewnętrzną rury, a drugą płazczyzny przechodzące przez oś rury. Tym sposobem istnienie 
tych dwÓ3h grupp powierzchni, poprzednio przyjęte bez dowodzenia dla rlir kołowych, wypro-
wadzone zostaje analitycznie przez p. Lćvy, dla prądu którego przecięcie poprzeczne jest jakie-
kolwiek. 

• 

1 8 . Tarcie na elemencie jakkolwiek położonym. Tarcie to ot rzymuje p. Lćvy, stosując wprost do 
cieczy rozumowania podane przez p. Lanie, w jego dziele o sprężystości ciał stałych. 

(Jto są wypadki tych rozumowali : 

Wziąwszy wszystkie możliwe elementy płaskie, przez jeden punkt przechodzące, i przedstawiwszy 
dla każdego z nich, przez prostą przez tenże punkt przechodzącą, wielkość i k ierunek całkowitego 
działania przez element ponoszonego, to jes t wielkość i k ierunek wypadkowej działań : stycznego 
i normalnego, czyli tarcia i ciśnienia; to miejscem geometrycznem punk tów tym sposobem otrzy-
manych , to jest końców wszystkich tych prostych, będzie elipsoida, k tórą p. Lame nazywa elipsoidą 
sprężystości. P . Levy, stosując ją do płynów naturalnych, nazywa ją elipsoidą lepkości (ellipsoide de 
yiscosite). W przypadku płynów doskonałych, elipsoida ta sprowadza się do kuli, i t ym sposobem 
dochodzimy do zasady równości ciśnień we wszystkich kierunkach w około jednego punk tu płynu, 
zasady wyprowadzonej w Hydrostatyce. 

Jeżeli A, B, C, są osie tej elipsoidy, jej równanie odniesione do osi będzie : 

( 1 ) 
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Uważmy teraz inny, powierzchnię drugiego s topnia, której płazczyzny główne zcliodzę się z płazczyz-
nami główneini elipsoidy (1), a k tóre j równanie jest : 

(2) 

Kierunek całkowitego działania, ponoszonego przez którykolwiek e l emen t płaski, jest jak widzimy 
sprzężony w tej ostatniej powierzchni , z płazczyznę przechodzęcę przez je j środek, i ten e lement 
płaski na sobie zawierajęcę. Wielkość zaś tego działania jest p rzeds tawiona odległościę od środka 
punktu , w k tó rym kierunek działania przecina powierzchnię elipsoidy ( l). 

Tym sposobem, uważanie dwóch powierzchni drugiego stopnia, k tó rych równania napisaliśmy co 
dopiero, daje jasne pojęcie rozkładu działań w około jednego p u n k t u ; gdyż pierwsza powierzchnia 
daje wielkość a druga kierunek działania, ponoszonego przez k tórykolwiek e lement płaski. 

19 . Potrójny system powierzclmi bez tarcia przecinających się luszedziepod kątem prostym. Z powyższe-
go wynika, że e lementy płaskie skierowane wzdłuż wspólnych płazczyzn głównych, dwóch powierzchni 
drugiego rzędu w poprzednim ustępie uważanych, ponoszę same tylko ciśnienia normalne . Ogół tych 
e lementów, uważanych we wszystkich punktach przestrzeni jakę ciecz zajmuje , tworzy trzy gruppy 
powierzchni, przecinających się wszędzie pod kętem pros tym, i posiadajęcych własność nie pono-
szen ia -żadnego działania stycznego. Ponoszę one tylko ciśnienia normalne , tak jakby ciecz 
posiadała własniość płynności doskonałe j ; z tę tylko różnicę, że w tym ostatnim przypadku, trzy 
e lementy płaskiie, względem siebie prostopadłe i przechodzące przez którykolwiek punkt cieczy, 
ponosiłyby ciśnienia równe ; gdy tymczasem tu ta j , e lementy te ponoszę ciśnienia przedstawione, 
co do wielkości i k ierunku, przez trzy osie elipsoidy lepkości, osie ŵ  ogóle nie równe . Istnieję wszakże 
punkty , dla k tó rych dwie z tych osi sę równe, a wszystkie te punkty położone sę na jednej powierz-
chni. P o d o b n i e istnieję punkty , dla których wszystkie trzy osie sę równe , a punkty te tworzę l inię. 
Na tej linii, rozkład działaii ma miejsce w taki sposób, jakby płyn był doskonały, gdyż elipsoida 
lepkości sprowadza się do kuli, a ciśnienia sę normalne i równe dla wszystkich e lementów płaskich 
bez wyjjętku, jakie uważać można na tej linii. 

P . L<e\y zwraca uwagę, że wszystkie te prawdy, wycięgnięte z dzieła P . Lame, sę matematyczne , 
nie opiera ję się n a i a d n e m przypuszczeniu, i istnieję, jakimkolwiekbędź ruchem ożywione sę ciecze, 
i jakiekolwiek m a m y pojęcie o wza jemnem działaniu częsteczek, w ich skład wchodzęcych. Samo 
jednak zastosowanie zasad sprężystości ciał stałych do cieczy, zdaje nam się już w pewnym względzie 
przypuszczeniem. Ale to nie u j m u j e wartości teoryi p . Leyy, k tóra , jak zobaczymy niżej, wypadki 
doświadczeii w zadowalniajęcy sposób t łumaczy. 

Z trzech g rupp powierzchni o k tórych mówimy, znamy już jednę , to jest gruppę walców, prze-
cinajęcych pod kę tem pros tym walce równej prędkości . Za tem dwie pozostałe gruppy winny być 
złożone : 

1") z samychże walców równej prędkości , 

2°) z przecięć poprzecznych p rędu . 

Ale widzieliśmy (ustępy, n° 1-4 i 15), że właśnie wzdłuż tych walców i ich przecięć poprzecznych, 
ma miejsce największość tarcia, oznaczona poprzednio przez T. Ta ilość T nie może być równę zeru, 
jak tylko wtedy, gdy wszystkie strugi biegnę z j ednakowę prędkościę , (przypadek n iemajęcy nigdy 
miejsca w cieczach naturalnych) , albo gdy w wyrażeniu tarcia (ustęp n° 12), współczynnik : 

to jest gdy tarcie zupełnie nie ma miejsca. 
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20. Równo-odległość krzywych równej prędkości. Z poprzedniego zdawałoby si§, źe lylko płyny 
doskonałe mogy się poruszać wzdłuż linij prostych i równoległych, i z prędkościami zmiennemi od 
jednej linii do drug ie j ; gdyż w płynach lepkich, przypuszczenie podobnego ruchu doprowadziłoby 
do zaprzeczenia potrójnego systemu powierzchni bez tarcia, przecinających się wszędzie pod kytem 
pros tym, a których istnienie uważa p. Levy za dowiedzione dla wszystkich prydów. To też p . Levy 
dowodzi zaraz, że jes t taki przypadek, w k tó rym podobny system powierzchni może i s tn ieć ; że ten 
przypadek ma miejsce wtedy, skoro walce normalne do walców równej prędkości sę, płazczyznami, 
albo co na jedno wychodzi, skoro walce równej prędkości sy we wszystkich swych punktach równo 
od siebie odległe. Wynika ztyd, że ruch s t rugami . równoleg łemi n i e j e s t n iepodobny, że może istnieć, 
a nad to że skoro ten ruch ma miejsce, jedny z c iekawych jego własności ogólnych jes t , że krzywe 
równej prędkości sy we wszystkich punktach równo od siebie odległe, to jest majy wspólny 
rozwinięty. 

Ażeby usprawiedliwić ten wniosek, że skoro walce normalne do walców równe j prędkości i wzdłuż 
k tórych tarcie nie ma miejsca sy płazczyznami, można znaleźć dwie inne gruppy powierzchni bez 
tarcia, k tóre te płazczyzny przecinajy pod kytym pros tym, uważa naprzód p . Leyy, że majyc pewny 
gruppę płazczyzn, można znaleźć nieskończoność grupp powierzchni, k tóre z temi płazczyznami tworzy 
system potrójnie or togonalny. Aby ot rzymać którykolw-iek z tych grupp, dość jest na j edne j z tych 
płazczyzn nakreśl ić jakikolwiek szereg krzywych i ich dróg ortogonalnycłi , a następnie wyobrazić 
sobie że ta płazczyzna toczy się po powierzchni obwijajycej uważany system płazczyzn. Wtedy bowiem 
dwa systemy krzywych zrodzy dwie gruppy powierzchni, przccinajycych się wszędzie pod kytem 
pros tym, jedne z drugiemi i obie z gruppy płazczyzn uważanych. Stawia zatem p. Lćvy twierdzenie 
następujyce : 

Między wszystkimi s^ystemami powierzchni or togonalnych, tym sposobem otrzymai^iych, znajdzie 
się j eden taki, k tórego powierzchnie posiadać będy wszystkie żydany własność ponoszenia samych 
tylko ciśnień normalnych, 

i dowodzi je, bioryc pod uwagę powierzchnie drugiego stopnia (1) i (2), o Klórycll była mowa 
w ustępie n° 18. 

W którymkolwiek punkcie M, jedny z płazczyzn głównych powierzchni (1) i (:2), jest płązc/yzna 
MN normalna do krzywej równej prędkości w ' , przez ten punkt przechodzycej . Wynika ztyd że 
działania całkowite, wypadkowe działań stycznych i normalnych czyli t a rć i ciśnień, majyce miejsce 
na różnych elementach powierzchni prostopadłych do płazczyzny xMN, sy wszystkie położone na tej 
płazczyznie. Miejscem geometrycznem końców tych sił, jes t przecięcie główne, wzdłuż którego 
płazczyzna MN przecina elipsoidę (1)., Uważajyc w szczególe dwa elementy płaskie, skierowane 
wzdłuż osi tego głównego przecięcia, e lementy le ponoszy tylko ciśnienia normalne. B i o r y c j c o d 
punktu do punktu na całej przestrzeni płazczyzny MN, o t rzymamy dwa systemy linij, względem 
siebie prostopadłych, a będycych rodzycemi dwóch grupp powierzchni sprzężonych z płazczyzny MN, 
o które właśnie nam chodzi. Ażeby te powierzchnie spotkały rzeczywiście wszystkie płazczyzny MN 
pod kytem prostym, trzeba aby przecięcia powierzchni przez płazczyzny, tworzyły szereg krzywych 
identycznych. Że zaś te krzywe sy z określenia obwijajycemi osi przecięcia głównego, jakie uważa-
liśmy w elipsoidzie (1), przeto kierunek tych osi nie powinien się zmieniać, jak tylko od jednego 
punk tu do drugiego na płazczyznie MN, a ma być niezmiennym skoro przechodzimy od jednej z tych 
płazczyzn do drugiej , to jest wzdłuż jednej krzywej równej prędkości w ' . W celu dowiedzenia, że 
ten warunek jest wypełniony, nakreślmy na którejkolwiek z tych płazczyzn dwie osie p r o s t o k ą t n e : 

Oy, z k tórych jedna Ox skierowana jest w kierunku prydu, i rzućmy na te osie siły 
działajyce na graniastosłup aMc, którego krawędzie sy normalne do płazczyzny MN, a którego 
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trzy ściany boczne S^ Ma i Mc, równoległe do osi OJ; i OY, a ac do tych osi pochylona. 

Rzuty ciśnień normalnych , działających na podstawę graniastosłupa, są równe zeru. Podstawy te 
zresztą ponoszą tylko tarcia nieskończenie małe t rzeciego rzędu, gdyż są one nieskończenie blizkie 
płazczyzny bez tarcia MN. Wszystkie siły działające na ściany Ma, Mc i ac, jak to zauważyliśmy 
powyżej, położone są na te j plazczyznie, a tarcia na każde j z dwóch ścian względem siebie pros to-
padłych Ma i Mc, są oba równe T (ustęp n ' 13). Nazwijmy p i p\ ciśnienia normalne na ściany 
Ma i Mc, X i Y składowe siły całkowitej działającej na ac, odniesione do jednostki powierzchni, 
a i p dostawy kątów jakie ac czyni z osiami Oj: i Oy. 

Równania równowagi będą : 

Elipsa, będąca miejscem geometrycznem końca całkowitego działania na element ac, odniesiona 
do. osi Ma i Mc, m a za współrzędne X i Y, a je j równanie o t rzymamy rugując zmienne a i p, 
między dwoma powyższemi równaniami i równan iem : 

Wypadk iem rugowania będzie równanie : 

a jeżeli oznaczymy przez O kąt jaki jedna z osi uważanej elipsy czyni z osią'ar, Ijędziemy mieli : 

Należy okazać, że kąt O jest stały wzdłuż j edne j powierzchni równej prędkości . A naprzód T się 
nic zmienia wzdłuż podobnej powierzchni, gdyż tarcie zależy od prędkości bezwzględnej V i prędkości 

dy 
względnej — • Pierwsza jest stałą wzdłuż powierzchni równej prędkości , na mocy ich określenia ; 

a druga, stałą również , .ponieważ te powierzchnie są równoległe we wszystkich punktach. 

Co do różnicy p — p ^ , to p. Levy w swej Tezie wywodzi z wzorów, wyjętych z dzieła p. Lame 
i zastosowanych do cieczy, że dla p rądu prostol ini jnego W tym przypadku : 

Zatem trzy gruppy powierzchni bez tarcia są : 

1) płazczyzny normalne do krzywych równej p rędkośc i ; 

2) dwa systemy powierzchni rozwijalnych, utworzonych przez dwie proste , nakreślone na 
płazczyznach normalnych do dwóch krzywych równej prędkości, opierające się na tych krzywych 
i nachylone pod kątem 43° z j edne j i z drugiej s t rony przecięcia poprzecznego prądu . 

W swym artykule w Rocznikach Dróg i Mostów rozumuje p. Lóvy w sposób nas tępujący . Różnica 
p — W jest różną od zera, w przypadku płynów natura lnych w ruchu, gdyż wtedy elipsoida lepkości 
ma trzy osie różne. W przypadku p łynów doskonałych, albo płynów natura lnych w spoczynku, 
elipsoida lepkości sprowadza się do kuli, i ciśnienia w około jednego punk tu , są sobie równe . Mauiy 
zatem — O , skoro tarcie nie ma miejsca, albo skoro przy istnieniu tarcia ciecz jest w spo-
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czynku . P a n Lśvy wnosi z tąd, że ta różnica jes t i lością tegoż samego rzędu co tarc ie , wynika jącą z te j 
samej przyczyny i zależącą, t ak samo jak i t a r c i e , ' o d p rędkośc i bezwzględnej i względnej w każdym 
p u n k c i e . P o w i n n a za tem pozostać stałą wzdłuż p o w i e r z c h n i r ó w n e j prędkośc i . Tak więc T jes t stałe, 
p —p^ także stałe, za tem t ang . 26 j e s t s tałe wzdłuż tych powie rzchn i . Pon ieważ k ie runek osi p rze-
cięcia g łównego elipsoidy ( l ) j e s t stały, p o w i e r z c h n i e obu g r u p p uważanych poprzedn io są p ros to -
pad łe do płazczyzn MN. T y m sposobem, powyżej pos t awione twierdzenie jest dowiedzione , i w cieczy 
w r u c h u i s tn ie ją t rzy g r u p p y powie rzchn i , p rzec ina jących się wszędzie pod k ą t e m p r o s t y m i pono-
szących same ty lko ciśnienia n o r m a l n e . W a r u n k i e m is tn ienia tych powierzchn i w prądzie , z łożonym 
z s t rug pros to l in i jnych i równoleg łych , j es t równo-od leg łość krzywych r ó w n e j p rędkośc i . 

Skoro ten w a r u n e k jes t wype łn iony , sys tem powie rzchn i po t ró jn i e względem siebie n o r m a l n y c h 
może być znaleziony. P a n Lćvy wnosi z ląd, że ruch cieczy s t rugami p ros to l in i jnemi i równoleg łemi 
n ie j es t n i epodobny , że może i s tn ieć , j akkolwiek n ie jes t w t e d y kon iecznym. Innemi s łowy, r ó w n o -
odległość krzywych r ó w n e j p rędkośc i j es t j ego własnością ogólną, ale nie cha rak te rys tyczną . 

21. Powyższa ba rdzo c i ekawa własność p r ądu p ros to l in i jnego cieczy, dowiedziona przez p . Lśvy, 
sp rawdza się m n i e j więce j doświadczen i em. Ma ona widoczn ie mie jsce w ru rach w a l c o w y c h , gdzie 
p rędkośc i rozk łada ją się syme t ryczn i e względem osi r u r y . Płazczyzny przechodzące przez oś ru ry 
tworzą t a m pierwszy z t r z ech sys t emów powie rzchn i bez t a rc i a . Dwa pozostałe złożone są z os t ro-
k ręgów o b r o t o w y c h , k t ó r y c h ką t przy wierzchołku j e s t r ówny 90°. 

W r u r a c h , k t ó r y c h przecięc ie jes t p ro s toką tne , równoleg łość krzywych r ó w n e j p r ędkośc i sp r aw-
dzoną została mnie j więce j doświadczeniami p. Bazin P . Bazin poprowadz i ł w p ros tokąc ie , 
s t anowiącym przecięc ie pop rzeczne ru ry , p e w n ą l iczbę p ros tych poziomych i p i o n o w y c h , i mierzył 
p rędkośc i s t rug w p u n k t a c h p rzec ięć tych p ros tych . Ru ry doświadczane miały w y m i a r y przeci ' ;ć 
nas t ępu jące : 

p ie rwsza 

d r u g a 

Zmierzywszy prędkośc i s t rug i wypisawszy j e w p u n k t a c h o d p o w i e d n i c h na r y s u n k u przecięcia 
poprzecznego, oznaczył p . Bazin przez in te rpo lacyą , na pros tych w e w n ą t r z pros toką ta nak re ś lonych , 
p u n k t y , w k t ó r y c h s t rugi pos i ada ją p rędkośc i j e d n a k i e i r ó w n e : 

w p ie rwsze j rurze , 

w drug ie j ru rze , 

łącząc n a s t ę p n i e k r z y w e m i , p u n k t y w k t ó r y c h s t rug i pos iada ją j e d n a k ą p rędkość , doszedł p . Bazin 
do nakreś len ia krzywych r ó w n e j p rędkośc i . 

Krzywe te zachowują m n i e j więce j f o r m ę p r o s t o k ą t ó w , k tó rych boki są równoleg łe do b o k ó w prze-
cięcia poprzecznego ru ry , a t y lko kąty są n ieco zaokrąg lone . Jeżeli nie są zupełn ie r egu l a rne , tak 
j a k b y w y m a g a ł a teorya p . Lćvy, to znów nie należy zapominać , że ta t eo rya s tosuje się do p r ą d u 
ściśle p ros to l in i jnego , gdy t y m c z a s e m biegi cieczy w na tu rze są zawsze m n i e j w ięce j n i e r e g u l a r n e . 

P . Bazin rob i ł dalej doświadczen ia nad b ieg iem w o d y w kanal ikach p ros toką tnych , k t ó r y c h p rze -
cięcia były ró wn e p o ł o w o m przec ięć r u r powyżej op isanych . Zdawa łoby się, że krzywe r ó w n e j 

(31) P. Bazin podał w swojem dziele : liecherches expenmentales, etc., rysunki tych krzywych, które p. Levy do 
rozpraw swoich dołgczył. 

http://rcin.org.pl



W Y K Ł A D I R O Z B I Ó R I ' R A C P . L Ź V Y 

prędkości b ę d ę tu odpowiedn io podobne i r ó w n e p o ł o w o m krzywych , p o p r z e d n i o opisanych ; ale tak 
nic jes t . W pobliżu powdęrzchni wo lne j cieczy, k rzywe r ó w n e j p rędkośc i p r z e s t a j ę być równoległe do 
ścian kana l iku , zbl iżaję się k u ś rodkowi i to tera więce j , im kanał j e s t szerszy. Xa n ie regu la rność 
j e d n a k po twie rdza tylko to , co wyżej powiedz ie l i śmy, «e r u c h wody w r u r a c h i kana l ikach , nad 
k t ó r e m i odbywały się doświadczenia , nie j es t ściśle p ros to l in i jny . T e o r y a p . Levy, t e m się więcej 
zbliża do w y p a d k u doświadczeii , im ruch doświadczany w większe był u j ę t y karby i do t e m większej 
zmuszony regu la rnośc i . W r u r a c h sp rawdza się ona mn ie j w ięce j , w kana łach zaś o d k r y t y c h już 
tylko ba rdzo mało . Jeżeli tę teorya, odnoszęcę się do r u c h u ściśle p ro s to l i n i j nego , s tosuje się do b iegu 
cieczy w- na tu rze , czyni się to tylko w przybl iżeniu ; a skoro wzory j ak i e ona da j e , zgadzaję się mnie j 
więce j z w y p a d k a m i doświadczeń , wszytkie j e w sobie o b e j m u j ę i s t reszczaję , t eo rya jes t już zadowal-
n ia jęcę . To wszystko p rzeds t awione zostanie w n a s t ę p n y m rozdziale , gdzie zobaczymy n a d t o , że sam 
pan L e \ y , s tosu jęc swę t e o r y ę do biegu cieczy w r u r a c h , dochodzi do w n i o s k u że r u c h nie j es t t am 
ściśle pros to l in i jny i że w z o r y teore tycznie wywiedzione opa t rzyć na leży wspó łczynn ik iem po-
p r a w k i , zależnym ŵ  każdym punkc ie od strzałki , k t ó r a mierzy zboczenie s t rug i od k i e runku pros to-
l in i jnego w t y m p u n k c i e . 

W t e n s p o s ó l j p o j m u j e m y znaczenie poszukiwań t eo re tycznych p . Levy i t o j es t , j ak n a m się zdaje , 
najs łusznie jszem ich ocen ien iem. P r a c e te , zda jęc s p r a w ę w sposób ba rdzo zadowaln ia jęcy zesk\'szyst-
k ich zjawisk dos t rzeganych przy biegu cieczy, pokazuję że r u c h s t rugami p ros to l in i j nemi jest tylko 
przypuszczeniem, uproszcza jęcem kwes tyę i p r o w a d z ę c e m do p ierwszego przybl iżenia . Droga n a d t o 
do ściślejszych przybl iżeń, j ak to niżej zobaczymy, pozos ta je o t w a r t ę . P o d o b n y sęd wyda ł o tych 
p r a c a c h P . Gollignon, w kurs ie l i t og ra fowanym Hydraul ik i , w y d a n y m przez Szkołę Dróg i Mostów 
gdzie także k ró tk i e podał ich s t reszczenie . W d w a la ta późnie j oceni ł j e o d m i e n n i e i su rowo 
w swej Hydraul ice , zarzuca jęc wielo rzeczy, k t ó r e poprzedn io w p e w n y m względzie za zalety 
poczytał 

II 
Rozkład prędkości w pręidzie złożonym ze strug prostolinijnych i równoległycli. 

Wzór na tarcie i jego sprawdzenie. 

22. Zasady główne. Dowodzi się w Hydrau l ice , m ó w i ę c o b iegu wody w r u r a c h i kana łach , że 
nap rzód , ciśnienie, a lbo w p rzypadku vuv ciążenie, zmniejsza się p ropo rcyona ln i e do drog i p rzeb ieżone j 
w k i e r u n k u p r ę d u ; a p o w t ó r e , że n a j e d n e m i t emże s a m e m przec ięc iu p o p r z e c z n c m , ciśnienia rozkła-
da ję się wed ług praw Hydros ta tyki , czyli że w każdym k t ó r y m k o l w i e k p u n k c i e uważanego przecięcia , 
c iśnienie jes t p roporcyona lne do odległości tego p u n k t u od p e w n e j stałej płazczyzny poziomej . Tc 
dwie propozycye sę p r a w d z i w e , ale ich dowodzen ia op ie ra j ę się zwykle na zasadzie równośc i c iśn ień , 
zas tosowanej do p łynów lepk ich , i n a n i eobecnośc i działania s tycznego na przecięciu pop rzecznem 
p r ę d u . P a n Levy da je ich dowodzen ie n ieco ściślejsze, ale zawsze w g r u n c i e do innych dowodzeń 
p o d o b n e . 

W e ź m y trzy osie wspó ł r zędnych p r o s t o k ę t n y c h , z k t ó r y c h j e d n a x s k i e rowana jes t w k i e ru n k u 
p r ę d u , d ruga y wzdłuż pros te j poz iomej n a k r e ś l o n e j na p rzec ięc iu p o p r z e c z n e m p r ę d u , a t rzecia z 
wzdłuż pros te j leżęcej na t e m przecięciu i mie rzęce j jego pochy len ie w z g l ę d e m płazczyzny poz iomej . 

Ecole Imperiale des Ponts et Chaussżes. Cours d'Ilydraidiąue 1867-1868. Patrz na str. 162. 

P®) Cours de Mecaniqne appHąuee aux constructions. partie Hydrauliąue. Paris 187J0. Przypisek na str. 263. 
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Rzućmy na te osie siły działajyce na równoległościan nieskończenie mały (ix, dy, dz. Tarcia na ścia-
nacli prostopadłycłi do a? i do y sy oznaczone jak poprzednio (ustęp 11) przez T j i T j ; wia-
domo nad to że działanie styczne, majyce miejsce na ścianie pros topadłe j do x, ma za składowy, 
wzdłuż osi y, T^, a wzdłuż osi z, Ti. P . Lćvy daje nas tępujycy tałjłicę wszystkich tych sił, działa-
jycych na uważany równoległościan : , 

równolegle do x : T^, Ta, p, 

równolegle do y : Tj , p, O, 

równolegle do z : Ti, O, p. 

Należy do nich jeszcze dodać siłę ciężkości, k tóre j składowe, odniesione do jednostki massy, sy 
wzdłuż osi X, y, z: 

n c o s j , O , I l s in ; , 

jeżeli nazwiemy II ciężar jednostki objętości cieCzy, a j nachylen ie osi prydu względem poziomu. 

Widzimy ztyd ła two, że trzy równania rzutów będy : 

(a) 

Że w dwa ostatnie tarcie nie wchodzi, to dla tego że to tarcie , zależyc wyłycznie od prędkości bez-
względnej i względnej , nie zmienia się od jednego przecięcia do drugiego, i rnaray : 

Z pierwszego z równań (a) widzimy, że wszystkie jego wyrazy, oprócz sy niezależne od x\ 

zatem i ten wyraz ^ nie zależy od x, i ciśnienie zmniejsza się p roporcyonaln ie do drogi prze-

bieżonej. 

Dwa pozostałe równania (a) pokazujy, że na przecięciu poprzecznem prydu, rozkład ciśnień ma 
miejsce według praw Hydrostatyki . Tarcie nie staje t emu na przeszkodzie z p o w o d u dwóch równań (6). 

2 3 . Róiunanie różniczkowe dające prędkość iv którymkolwiek punkcie cieczy. W celu otrzymania tego 
równania , wyraża p. Levy równowagę walca p ros tego jakie jkolwiek długości /, wziętego wewnytrz 
massy płynnej , a którego podstawy jest krzywa równe j prędkośc i . Wzdłuż powierzchni t ego walca, 

d\ Y i —" sy stałe, z powodu równej odległości wszystkich podobnych powierzchni , a zatem i ' tarc ie 

będzie także stałe. Tarc ie na jednos tce powierzchni oznaczyliśmy przez T, zatem tarcie całkowite 
będzie równe : 
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jeżeli przez s oznaczymy długość obwodu krzywej równej prędkości , będącej podstawą walca. Niech 
będą p i /)', ciśnienia normalne w środkach ciężkości powierzchni dwóch podstaw walca, po -
wierzchni sobie równych , z k tórych każdą nazwiemy to. Na mocy drugiej z propozycyj dowiedzio-
nych w poprzednim ustępie , mamy różnicę ciśnień na podstawach walca równąj : 

Wreszcie, ciężar walca, rzucony na jego oś, będzie : 

r iw/cos / , 

gdzie j oznacza kąt , jaki oś prądu czyni z pionową. 

Otrzymuje zatem p. Levy równanie : 

albo : 

Oznaczmy przez z i z , wzniesienia ś rodków ciężkości dwóch podstaw walca ponad stałą płazczy-
zną poziomą, a będziemy mieli : 

i równanie poprzednie przybierze ksz ta ł t : 

Różnica w nawiasie jest różnicą wysokości słupów piezometrycznych (ciśnieniomiernych), a na 
mocy pierwszej z dwóch zasad, dowiedzionych w poprzednim ustępie, s tosunek tej różnicy, do 
długości l uważanego walca, jest s tały. Kładąc zatem : 

a nadto : 

o t rzymamy : 

(1) 

Ilość p, będąca stosunkiem powierzchni do obwodu, którejkolwiek krzywej rów^nej prędkości , 

a nazywana zwykle promieniem średnim, jest tu zmienna i s t a n o w i c h a r a k t e r y s t y c z n y krzywych 
równej prędkości , niejako współrzędną tych krzywych. 

W równaniu ( i) , kładzie p. Lśvy war tość na tarcie ot izymaną w ustępie n" 12, to jest : 

http://rcin.org.pl



8 8 T E O R Y A B I E G U P R O S T O L I N I J N E G O C I E C Z Y 

gdzie A jest funkcyą prędkości bezwzględnej V, i .o t rzymuje tym sposobem : 

(2) 

równanie różniczkowe, wyznaczające prędkości V w którymkolwiek punkcie cieczy, dn oznacza 
w niem długość skierowaną wzdłuż normalne j do powierzchni równej prędkości , której pa ramet r 
jest p. 

2 4 . Całkowanie równania dającego prędkość. Równanie (2) da sio zcałkować, jakikolwiek będzie 
obwód przecięcia poprzecznego prądu, wielokątny lub krzywolinijny. W tym celu p. Lćvy prze-
kształca je w sposób następujący : 

Jeżeli funkcya F(V) , jest funkcyą taką, że jej pochodna : 

mieć będziemy na mocy równania (2) : 

a l bo : 

albo nakon iec : 

(3) F ( V ) - F ( V o ) = m - T p r f n , 
J"o 

gdzie n jest to odległość liczona na normalne j , między którąkolwiek krzywą prędkości V a krzywą 
stałą równe j prędkości, a n^ podobna odległość dla krzywej prędkości Y,,; p, p romień średni, równy 

stosunkowi — powierzchni do obwodu którejkolwiek krzywej równej prędkości , jest funkcyą n. 
s 

Lśvy oznacza tę funkcyą, na podstawie równej odległości krzywych r ó w n e j prędkości , uważając że 
skoro s jest odległością obwodu jednej z tych krzywych, odległej na n od krzywej stałej, to m a m y : 

gdzie SQ i n^ są wartościami s i n dla krzywej stałej, a e różnicą kątów utworzonych przez nor-
malne krańcowe z pewną osią stałą. Tak samo dla powierzchni kładzie p . LÓYy : 

zkąd : 

a równanie (3) przybierze ksz ta ł t : 
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i całka drugiej s t rony, ła twa do znalezienia, da ostatecznie : 

89 

(-i) 

Takie jes t równan ie ogólne , wywiedzione przez p. L6vy, a dajyce prędkość w k tórymkolwiek 
punkcie p rądu , ze znanej prędkości wzdłuż jednej krzywej równej prędkości , k tó re j obw-ódjest ŝ  
a powierzchnia t y m obwodem zamknięta Zauważyć trzeba że równanie to nie przestaje istnieć, 
jakiekolwiek pojęcie rob imy sobie co do wynalezienia tarcia. I tak, według przypuszczenia Navier 'a, 
mie l ibyśmy: 

gdzie współczynnik s, winien być oznaczony doświadczeniem. P . Levy dochodzi do oznaczenia kształtu 
tej funkcyi, porównywajyc wypadki jakie daje równanie (4), z wypadkami doświadczeń, i nadmienia , 
że kształt ten pozostanie ten sam dla danej cieczy, jakiekolwiek zresztą będy szczególne warunki j e j 
biegu. Przyj inujyc kon tu r przecięcia poprzecznego prydu za krzywy prędkość Y^ zależeć będzie 
od tarcia cieczy o ściany rury lub kanału, i na tura tych ścian wpłynie tylko przez poś redn ic two 
stałej V{Y,). 

2 5 . Różne kształty przecięcia prądu. Pan Levy całkuje równanie (3) w przypadkach : obwodu wielo-
kytnego, obwodu zamkniętego jakiegokolwiek, obwodu kołowego, obwodu utworzonego przez 
wielokyt foremny i prostokyt . łlozważyiny wszystkie te przypadki. 

I) W przypadku obwodu wielokytnego, krzywe równej prędkości sy wielokytami równo odległemi, 
i całkujyc równanie (.3), doszlibyśmy do równania (4), a tylko (?, zamiast przedstawiać kat między 
nora ia lnemi krai icowemi, byłoby równe : 

gdzie flo, flj, . . . , «,„ sy kyty zewnętrzne przy wierzchołkach stałego wielokyta równe j prędkości , 
którego obwód jest s^, a powierzchnia tym obwodem zamknięta równa to .̂ 

2) W przypadku obwodu zamkniętego jakiegokolwiek, to jest rury o jakiemkolwiek przecięciu, 
jednym z walców równej prędkości jest sama rura , inne sy do niej równoległe, i rozkład prędkości da 
nam równanie (4), kładac w niem e = 27r, i upraszczajac przez liczenie n poczywszy od krzywej Y^, 
co pozwala położyć ^0 = 0. 

3) W przypadku ru ry z przecięciem kołowem, oznaczajyc przez Y^ prędkość strugi ś rodkowej , 
i liczyc n od tej s trugi , m a m y : 

a równanie (4) przybiera kształt : 

gdzie n, jest odległością punktu w którym prędkość jest Y, od strugi ś rodkowej . 
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4) W pirzypadkii rury, której przecięcie jest wielokątne, mamy tak samo jak poprzednio : 

i równaniie (o) pozostaje bez zmiany, a tylko n oznacza w niem już nie odległość strug od strugi 
ś rodkowej , ale promień koła wpisanego w wielokąt równej prędkości , przez który przechodzi uwa-
żana s t r u g a . ' 

o) W przypadku rury prostokątnej, oznaczając przez a długość większego a b mniejszego boku 
pros tokąta , a przez prędkość wzdłuż prostokąta środkowego, k tórego boki są a — b i O, i licząc 
n od prostej do jakiej się ten ostatni prostokąt sprowadza, mamy : 

i wreszcie 

Równanie (4) przybiera kształt 

26. Oznaczmie doświadczalne funkcjji F(V). P . Levy oznacza kształt funkcyi F(V), z pomocą do-
świadczeń p. Darcy nad rurami kołowemi. Widzieliśmy że w tym przypadku stosować trzeba 
r ó w n a n i e : 

w któreni r=n oznacza odległość cząsteczki, której prędkość jest Y^ od strugi śrotlkowcj, a i stratę 
ciążenia na jednostkę długości. 

P . Darcy obserwował rozkład prędkości w pięciu rurach z żelaza lanego, następujących : 

d) Rura nowa, średnicy 0'»,188, 

2) Rura pokryta osadem, średnicy O"*,2432, • 

3) Rura podobna do poprzedniej a tylko z lekka oczyszczona, średnicy 0^,-2447, 

4) Rura starannie oczyszczona, średnicy O™,297, 

5) Rura nowa, średnicy 50. 

Dla każdej z tych rur zmieniał p. Darcy spadek albo s t ra tę ciążenia i, między granicami bardzo 

odległemi i mierzył naprzód prędkość Y^ strugi środkowej, odpowiadającej wartości — a na-

stępnie prędkości Y' i Y", odpowiadające wartościom 

P. Leyy stosując wypadki doświadczeń p. Darcy do oznaczenia funkcyi F(Y), kk Gis-̂ e w przybli-
żeniu : < • 
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albo na mocy równania (5) : 

Każde zatem doświadczenie p. Darcy daje dwa równania : 

w których wszystkie wyrazy sę znane, oprócz F'(Vo) i F'(Vo). Można więc oznaczyć liczebnie te f u n k -

cye, dla różnych wartości Vo. 

Z wypadków doświadczeń w y j m u j e m y następujące, odnoszęcę się do każdego z pięciu wymienionych 

rodzajów ru r . 

Średnice , ''o. Vo, ' V ' , r , 

1) 0 = 0 , 1 8 8 0,00368 0,0000 0,0325 0,0637 0,944 0,901 0,810 0,01975 

)) 0,01340 n )) )) 1,809 1,732 1,561 0,04358 

» 0,10980 )) )) » 5,212 5,001 4,451 0,13711 

2) 0 = 0,2432 0,00202 0,000 0,044 0,088 0,575 0,538 0,456 0,0243 

)) 0,02290 » » » 1,883 1,753 1,489 0,0698 

)) 0,13981 » » » 4,593 4,275 3,689 0,158o ' 

3) 0 = 0,2447 0,00l6o 0,000 0,044 0,088 0,686 0,602 0,571 0,0243 

» 0,02035 » )) » 2,201 2,078 i ,853 0,0773 
)) 0 , l l 3 i 4 3 )) » » 5,145 4,872 4,362 0,1587 

4) 0 = 0,297 0,0007 t),000 0,052 0,102 0,420 0,396 0,343 0,0179 
)) 0,00617 )) )) » 1,515 1,449 1,314 0,0551 
)) 0,02251 » )) )) 2,834 2,712 2,466 0,1048 

o) 0 = 0,50 0,000G 0,00 0,09 0,17 0,570 0,535 0,477 0,5707 
» 0,00125 )) » » J J)50 0,993 0,910 1,050 
)) 0,00200 )) » 1,311 1,241 1,126 1,3109 

Wyjn iu jęc te liczby z rozprawy p. Levy podanej w Rocznikach Dróg i Mostów, czuliśmy się w obo-
więzku po równać je z wypadkami doświadczeń, podanemi przez p . Darcy w jego dziele, i t y m spo-
sobem zdołaliśmy poprawić kilka oczywistych pomyłek. Oprócz tego j ednak zauważyliśmy jeszcze 
kilka szczegółów. Dla rur i, 3, 4, 5, p . Levy bierze wypadki takie , ' jakie wpros t otrzymał p. Darcy, 
a dla rury 2 wypadki poprawione już przez p . Darcy, to jest pomnożone przez pewien współczynnik 
poprawki . Nadto, p. Darcy dla każdej wartości r' i r , mierzył dwa razy V' i V", raz pod a drugi 
raz nad osię rury . Zwykle o t rzymywał war tości identyczne, ale czasami war tości te sę różne. P. Levy 
me brał ś rednie j z dwóch wartości różnych, ale j ednę z nich. Wszystko to nie u jmu je byna jmnie j 
dokładności rachunkom p . Levy, ale zawsze pozwala go posędzać o brak s taranności przy wycięganiu 
liczb z dzieła p . Darcy. 
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Bioirąc wartości V„, za odcięte, a wartości —F'(V„) za i z fdne , wykreślić można linią zbliżającą 
się bairdzo do prostej. Jeżeli jest współczynnikiem kątowym tej proste j , mieć będziemy : 

a t ak samo : 

zkąd 

i 

(O 

Taki jest wzór dający rozkład prędkości na przecięciu poprzecznem rury , do jakiego dochodzi 
p. L6vy. We wzorze tym, pozostaje tylko do oznaczenia współczynnik e, k tórego war tość da nam 
w z ó r : 

P . Lćvy, biorąc wypadki tychże samych co poprzednio wypadków doświadczeń, oblicza dla każdego 
z nich £, k tóre powinnoby być stałe, jeżeliby ruch miał miejsce ściśle s t rugami prostol ini jnemi 
i równoległemi, gdyż F(Y} nie powinna zależeć jak tylko od natury płynu, a nie od rozległości i na-
tury przecięcia zmoczonego. Wypadki doświadczeń dają przeciwnie wartości średnie na e, dość różne 

dla pięciu rodzajów rur wyżej przytoczonych. P . Levy oblicza nadto wartości s tosunku iwar-
yjr 

tości średnie K każdego rodzaju rur . ł^odujemy tu wyjątki z jego tablicy, odnoszące się do wartości i 
branych poprzednio : 

1) 

3) 

5 ) e (Średnio) 

0,00368 0,0325 0,01iO " 
0,0637 0,0181 i 

0,01340 )) 0,0140 / 0,013855 
)) 0,0165 } 0,017350 

0,10980 » 0,0141 \ 
)) 0,0159 

0,00202 0,0-44 0,0237 \ 
0,088 0,0318 1 

0,02290 » 0,0234 / 0,02238 
)) 0,0333 [ 0,03486 

0,13981 1) 0,0234 \ 
» 0,0361 1 

0,00165 0,044 0,0223 \ 
0,088 0,0278 1 

0,02035 )) 0,0181 f 0,0195 -
» 0,0272 l 0,0273 

0,113443 )) 0,0194 ] 
» 0,0287 1 

0,070826 
0,0687 

K (średnio). 

(),07276;{ 

0,091)1) 
0 ,M73 0,1087 

0,0944 
0,0923 0,0932r> 
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r , £, £ (Średnio), K (średnio), 

4) 0,0007 0,052 0,0224 \ 
0,102 0,0322 i 1 

0,00617 » 0,0342 ( o,0232 0,1017 ) • 
0,0332 0,0320 '0 ,0999 

0,02251 » 0,0243 \ ^ 
0,0328 ) 

o) 0,0000 0,09 0,0305 ^ • 
0,17 0,0440 

0,00125 .. 0,0283 f o,0294 0,0981 ) 
0,0428 [ 0,0426 ' 0,1009 

0,(i02G0 )) 0,0293 ^ 
)) 0,0411 

Dla jednej i tej samej rury i dla oznaczonej wartości r , wypadki doświadczeii pokazują że e zmie-
nia się bardzo mało. I tak dla rury 1) k tó re j średnica jest 0,188, a nad k tórą p. i:)arcy robił sześć 
doświadczeń, o t rzymuje p . Levy dla r = 0,0325, następujące wartości na s : 

jak widzimy, bardzo się mało między sobą różniące, jakkolwiek spadek i zmieniał się w grani-
cach dość odległych. Inne rury dają potlobne wypadki , pozwalające przypuszczać, że e nie zależy 
od spadku, i że dla j e d n e j i tej samej ru ry zmienia się tylko razem z r . Dla tego też obliczył p . Levy 
wartości średnie e dla każdej rury i dla obu wartości r , k tóre brał pod uwagę p. Darcy, i tak je 
podal iśmy powyżej. Te wartości ś rednie zmieniają się od j edne j rury do drugiej i zdawaćby się 
mogło że e zależy także od średnicy rury. P. Levy twierdzi, że £ zależy wyłącznie od r i że ani na tura 
ani średnica rur , żadnego na ten współczynnik nie wywiera ją wpływu. Powyżej podane wypadki 
doświadczeń sprawdzają mnie j więcej to mniemanie . P. Levy kładzie : 

gdzie K jest stale i oblicza wartości tej stałej , k tóre także co dopiero podal iśmy. Jak widzimy, war-
tości te zmieniają się bardzo mało, pomimo znacznej zmiany średnicy i na tury rur doświadczanych. 
Jedynie tylko dla rury 1) war tość na K oddala się więcej od innych. Ale właśnie doświadczenia 
czynione nad tą rurą , odbywały się w nader t rudnych warunkach , z powodu małości je j średnicy, 
i p . Darcy na s t r . 152 swoich Recherches Experimentales, wspomina o tem, roztrząsając wypadki 
doświadczeń i stosując do nich swoje wzory. Można zatem razem z p. Levy, przyjąć na K wartość 
średnią 0,0947. 

Wzór (1) przybiera ksz ta ł t : 

albo 
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zkyd 

oznacząjye przez a wiipółczynnik liczbowy 2640. Wzór ten daje prędkość w którymkolwiek punkcie 
przecięcia poprzecznego rury, względem prędkości strugi środkowej, i to bez względu na położenie 
i na tu rę ścian. 

27. Prawo lozajemnego tarcia dwóch strug. Z wzoru ostatniego, różniczkując względem r , w y p a d a : 

czyli 

Że zaś w ustępie n. 23 widzieliśmy, że tarcie na powierzchni walca równej prędkości , k tórego 
proniieii jest r, jest równe : 

l)o promień średni o jest połowę promienia koła stanowiącego krzywą równej prędkości czyli po-
łową r , zatem tarcie : 

czyli, dla rur kołowych : 

Wzajemne tarcie dwóch wars tw w^spółśrodkowych, jest proporcyonalne do iloczynu z ich p r ęd -
kości bezwzględnej przez ich prędkość względną, a nadto do pierwiastku kwadra towego z ich p ro -
mienia. 

Biorąc zaś pod uwagę że w rurach wodociągowych, ruch nie j es t ściśle prostol ini jny, wyraża 
p . Lśyy to prawo z całą ścisłością w sposób następujycy : 

W rurach wodociągowych rozkład prędkości jest taki, jak gdyby ruch był ściśle prostol ini jny i jak 
gdyby tarcie dwóch warstw sysiednich było proporcyonalne do iloczynu z ich prędkości bezwględnej 
przez ich prędkość względną i przez pierwiastek kwadra towy z ich promienia . 

Wynika ztąd wniosek, że ponieważ opór w ruchu wody w rurach niezależy od ich spadku, tenże 
spadek nie ma żadnego wpływu na na turę dróg przebieżonych przez cząsteczki. 

28. Sprawdzenie iczoru dającego rozkład prędkości. Jakkolwiek wzór : 

wywiedziony został z samych wypadków doświadczeń, jednakże p. Leyy, biorąc pod uwagę różnicę 
tego wzoru, od wzoru p. Darcy, sprawdza jego wypadki . W tym celu porównywa prędkości , \ypros t 
o t rzymane przez p. Darcy i prędkości ot rzymane z wzoru : 
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i wypisawszy j t 'W dwóch kolumnach tablicy, podaje w trzeciej różnice. Różnice te, na M doświad-
czeń, sę następujęcc : 

22 mniejsze od 0,01, 

34 ') » .0,03, 

40 » ') 0,05, 

3 zawarte między 0,05 a 0,00, 

1 równa 0,082, 

Ta ostatnia jest dość znaczna, ale p. Levy zwraca uwagę na tę okoliczność, że odpowiedni wypadek 
doświadczeń p. Darcy musi być b łędny. P . Darcy bowiem, wykonywajęc swe doświadczenia, mierzył 
prędkości strugi bieżęcej w pewnej stałej odległości od osi rury, dwa razy, raz nad osię, a raz pod 
osię. Różnica dwóch wypadków była, w doświadczeniu o k tó rem mowa, 0„,,304, jak mówi p. Levy. 
Ghcęc sprawdzić tę cyfrę , szukaliśmy w wypadkach doświadczeń p. Darcy. Wypadki te sę podane , 
raz wprost tak jak były o t rzymane, a następnie pomnożone przez pewien współczynnik poprawki . 
P . Darcy znalazł naprzód dwie prędkości dla rury średnicy O™,2-432, w odległości O™,088 od osi : 

nad osię 3*",823, pod osię 3"i,900; 

a po pomnożeniu przez współczynniki odpowiednie , o t r zymał : 

nad osię 3"^,680, pod osię 3'",850. 

W pierwszym razie różnica jest 0,167, a w drugim 0,161; zatem liczLę 0"S30i , podanę przez 
p . Lćvy, zmuszeni jes teśmy uważać za błędnę, p rawdopodobnie z powodu pomyłki w druku . 

W ogóle, wypadki tyczęce się jednych i tych samych doświadczeń, różnię się u p. Darcy ś redn io 
o 0,03, mówi p. Levy. Takę sanię znaleźliśmy różnicę średnię przeględajęc zbiór doświadczeń 
p . Darcy. Liczba ta zdaje się pi zeto oceniać błęd, mający miejsce przy obserwacyi . Wynika ztęd, że 
w różnicach Y^̂  — Y-, i w rachunku V za pomocę wzoru p. Lśvy, błęd 0,06 może być przyjęty . 
.Jak widzieliśmy, jest to rzeczywiście największość różnicy, między wypadkami wzoru p. Levy, 
a wypadkami doświadczeń p. Darcy. Zatem wzór p. Lćvy obe jmuje w sobie w sposób zadowalniajęcy 
te doświadczenia, a że jes t wyprowadzony nierównie racyonalniej niż wzory p. Darcy, i uwzględnia 
poględy p .p . Navier i Hazin, sędzimy że na ogólne przyjęcie zasługuje. Różnice między wypadkami 
tego wzoru, a wypadkami doświadczeń, przypisać można z jednej strony nieregidarnie p ros to l in i j -
nemu biegowi wody w rurach, a z drugiej t rudnościom zachodzęcym przy mierzeniu p rędkośc i 
różnych strug wewnętrz rury . 

P. Darcy mierzył te prędkości w sposób następujęcy. Rurka miedziana, 0'»,005 średnicy, przecho-
dziła na wskroś ścian rury , nad któi-ę robiono doświadcsenia, przez o twory lirobione w tej os ta tn ie j 
w kierunku jej średnicy pionowej, a tak urzędzone, że rurkę posuwać było można w obu k i e r u n k a c h , 
na dół lub pod górę, i to niezmniejszało bynajmniej szczelności zamknięcia o tworów. Do rurki m ie -
dzianej, w jej części pozostajęcej wewnętrz wielkiej rury, przystosowanę była prostopadle k ró tka 
rurka A, zwężajęca się ku koiicowi, którę było można ustawić zawsze w k ie runku wprost przeciwnym 
kierunkowi prędu , Widzieć można łatwo żt; tym sposobem, przesuwajęc ru rkę miedzianę przecho-
dzęcę na wskróś rury , rurka A ustalonę być mogła w jakiejkolwiek odległości od osi rury i napo tkać 
strugę, której prędkość chciano ocenić. Rurka miedziana komunikowała z ru rkę szklannę, a woda 
wchodzęca przez rurkę A, wznosiła się w rurce szklannej do pewnej wysokości ponad stałę płsz-
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czyznę poziomfi, k tó ra jak w i a d o m o jest równa s u m m i e : 

u Y2 
gdzie - jes t wzniesienie punk tu A, a L — ciążenie w tym punkc ie . Aby teraz^ o t r z y m a ć d w a 

II ^(j 
pierwsze wyrazy tej summy, przys tosowaną została na t emże s a m e m przecięciu pop rzecznem ru ry , 
d r u g a ru rka miedziana , z ru rą doświadczaną wpros t k o m u n i k u j ą c a , a podobn ież r u r k ą szklanną 
zakoiiczona. W o d a wznosi ła się w tej r u r c e do wysokości : 

po nad tęż samą co poprzedn io stałą płazczyznę poz iomą. Ode jmując tę wysokość od p o p r z e d n i e j , 
Y2 

p . Darcy o t r zymywał — a nas tępn ie przez r achunek , p rędkość V. 

2 9 . Prawo tarcia na ścianach rury i jego sprawdzenie. P r a w o to, znane powszechn ie w Hydrau l ice , 

j e s t na s t ępu j ące : 

Tarc ie na śc ianach ru ry jes t p r o p o r c y o n a l n e do k w a d r a t u z p rędkośc i w a r s t w y zewnę t rzne j 
cieczy. 

Sprawdza się to p r a w o doświadczen iem, a nawe t można j e n ie jako przewidzieć , zważywszy że skoro 
ciało stałe w p r a w i o n e zostaje w r u c h w e w n ą t r z p łynu, to opór jak iego dozna je w s w y m r u c h u jes t 
p roporcyona lny do k w a d r a t u z j ego p rędkośc i i do powierzchni płaskiej zamknię te j j ego k o n t u r e m 
pozo rnym, na płazczyznie p ros topad ł e j do k i e r u n k u w j a k i m bieży. Jeżel i ciało stałe j es t w spoczynku 
a płyn w r u c h u , oczywiście opó r pozosta je bez zmiany , gdyż wv.ajemne działania między cia łem 
stałem a p łynem pozos ta ją też same . Na ścianie ciała zwrócone j wpros t p rzec iw p r ą d o w i , m a mie jsce 
róMjenze(pression vive), j ak je nazwał Dubua t , k tó rego uważać m o ż n a za p r a w d z i w e g o t w ó r c ę 
tej części Hydrau l ik i . Na ścianie p rzec iwnej ma mie jsce nie-ciśnienie (non pression), a różnica tych 
d w ó c h sił, r zucona na k i e runek p rądu , jest p ropo rcyona lna do k w a d r a t u z p rędkośc i płynu i do 
przecięcia wzdłuż k o n t u r u pozornego . To m a j ą c na uwadze , dzia łanie opóźnia jące b ieg cieczy 
w rurze , j ak iego ciecz dozna je od ścian ru ry , jes t r ó w n e i wpros t p r zec iwne oddzia ływaniu , j ak ie ciecz 
na powierzchnią tychże ścian w y w i e r a , a lbo i nnemi słowy wpros t p rzec iwne sile, z j aką ciecz dąży 
do pociągnięc ia w s w y m r u c h u ścian ru ry . Siła ta zaś wytworzona j e s t podobn ie jak dla ciała zanurzo-
nego w cieczy, przez ciśnienia żywe i nie-ciśnienia , w y w i e r a n e przez ciecz na ścianki pochy lone , j ak ie 
p rzeds tawia ją n i e równośc i i s tn ie jące na powierzchni ścian ru ry . Jes t ona za tem p r o p o r c y o n a l n a do 
k w a d r a t u z p rędkośc i wa r s twy zewnę t rzne j cieczy i do powierzchn i z a m k n i ę t e j k o n t u r e m n ie równośc i , 
powierzchni mie rzone j na płazczyznie no rma lne j do ścian r u r y . A że n i e równośc i są zmienne razem 
z większem lub mn ie j szem w y p o l e r o w a n i e m ścian w e w n ę t r z n y c h r u r y , za tem tarc ie j es t p r o p o r c y o -
na lne do rozległości powierzchn i zmoczonej , i do współczynnika zależnego od na tu ry ścian ru ry 
i p rzeds tawia jącego s topień ich gładkości . P . L e y y wyraża anal i tycznie to p r a w o w z o r e m : 

Av k t ó r y m W jes t p rędkość przy śc ianach ru ry , a współczynnik zależny od je j n a t u r y , R j e j p r o -
mień , a i s t ra ta ciążenia na j e d n o s t k ę długości . Hoczyn R? jest rzeczywiście , j ak w i a d o m o z H y d r a u -
liki, p roporcyona lny do ta rc ia na j ednos t ce powierzchn i ścian r u r y . 

http://rcin.org.pl



W Y K Ł A D i R O Z B I Ó R P R A C P . I , £ V Y • 9 7 

\V-
\Vzór. s\vój spm\vdza p. Levy ( lowodząc: Że - j - jest stałe dla tej samej rury , jakakolwiek jest 

wartość i że —: jest stałe, jakiekolwiek są U i i, bvle tylko natura rury się mezmieniała . 

W tym celu oblicza W z wzoru : 

(I) \ 7 — W - = 2640l{^?, 

dla pięciu wyżej wymienionych rodzajów rur , a przy każdym z nich dla różnych wartości i. I tak 
naprzykład, do rury-żelaznej nowej, której średnica jest otrzymał [». Leyy, dla wartości i : 

0,00202, 0,00473, 0,02290, 0,03200, 0,13981, 

wartości W- następujące : 

0,104493, 0,237870, 0,982189, 1,584329, 5 ,445649; 

a ztąd obliczył wartości stosunku ^ : 

5 4 , 5 0 , 4 3 , 51 , 3 'J , 

jak widzimy mało się między sobą różniące, lak że można śmiało wziąć ich wartość średnią 47. 
i obliczyć współczynnik : 

Tym sposobem otrzymuje p. Lćvy : 

dla rury żelaznej z osadem 

» » oczyszczonej 

» » doj)rze oczyszczonej 

» » nowej 

Ale stosunek — , jak się pokazuje z tych wypadków obliczeń p. Levy, nie jest stały i dla jetlnej 

i tej samej na tury rury zmienia się razem z promieniem U. Wnosi o tem p. Levy, otrzymawszy dla 
rury żelaznej nowej, dla wartości R : . 

wartości a : 

Szkoda tylko, że był zmuszony p . Levy do opierania się na wypadkach doświadczeń tyczących się 
rury n. 1 (średnica O'",188), gdy na nie, jak sam p . 'Darcy powiada, niemożna wiele rachować, 

13 
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W brakli i nnych j ednak trzeba było na nich poprzes tać . W sku tku tego uważa p. Levy, że w z ó r (1) 

jes t tylko p ie rwszem przyl j l iżeniem, a s tosunek wyrażony jes t szeregiem, i można uczyn ić 

zadość w y p a d k o m doświadczeń, b io rąc dwa pierwsze wyrazy tego szeregu : 

zamiast s tałej a, j aką uważal iśmy poprzednio . Kładzie za tem : 

T u t a j uczynić m u s i m y dwie u w a g i . 

Naprzód, war tośc i na W-, j ak ie ze swego wzoru o t r zymuje p. Lśvy, różnią się znacznie od w a r t o 
dawanych przez w^zór empiryczny, p . Darcy : 

Pominąwszy już wypadki tyczące się r u ry o ś redn icy 0^ ,188 , o k tórych n iedokładnośc i m ó wi l i śm y 
powyżej , wszystkie prędkości W , o t r z y m a n e przez p . Lśvy, są mnie jsze od prędkości w y p a d a j ą c y c h 
ze wzoru p. Darcy. Ten os ta tn i wzór wyprowadzony został z doświadczeń, w k t ó r y c h mie rzono 

p rędkość s t rug , b ieżących w odległośc iach od osi rury , r ó w n y c h : i r i ^ r , i jak słusznie zwraca 
o o 

uwagę p . Bazin (' '), podobn ie jak każdy wzór empi ryczny , p o w i n i e n b y być s tosowany^między g ra -
n icami , dla j ak ich został o t r z y m a n y ; a zatem s tosu jąc 'go do prędkośc i s t rug sąs iednich ze śc i anami 
ru ry , można ła two o t rzymać b ł ędne wypadk i . Być bardzo może, że w ru r ach wodoc iągowych , zmnie j -
szanie się prędkości przy śc ianach jes t n i e równie większe, niż je d a j e wzór p . Darcy, a za t em wdęcej 
zbliżone do w y p a d k ó w o t r z y m a n y c h przez p . Lćvy. 

Nas tępnie , jak wyżej widzie l iśmy, s tosunek współczynnika i , dla ru r żelaznych z o sadem i no -
a 

w y c h , j es t blizki ^ , wed ług p . Lśvy. P . Darcy znalazł ten s tosunek r ó w n y ^ , a p o w o d e m te j 

różnicy j e s t : że p . Darcy nazywa luspółczynnikiem oporu, s t o sunek i loczynu III do k w a d r a t u z p r ę d -
kości ś redn ie j , a p . L6vy, s tosunek lU" do k w a d r a t u z prędkośc i w a r s t w y zewnęt rzne j . T e n sposób 
uważania j es t może i s tosownie jszy . 

3 0 . Widz ie l i śmy że w e d ł u g p. Lóvy, wzór dający rozkład prędkości na przecięciu pop rzecznem 
prądu w rurze , j e s t nas t ępu jący : 

gdzie G = 264!). Dla war s twy zewnę t r zne j m a m y r = : R a V = W , z a t e m : 

Reckerches hydraułiques. Części, sir, 24,^. 

http://rcin.org.pl



W Y K Ł A D 1 R O Z B I Ó R I ' R A C P . I (FJ 

a dzieląc p ie rwsze z tych r ó w n a ń przez d rug ie , o t r z y m a m y : 

Wzór os ta tn i jes t n ie jako obrazem rozkładu prędkości na j e d n e m i tem śamem przecięciu i)()-
p rzecznem. W e d ł u g p . Darcy, rozkład ten przeds tawiony jes t wzorem : 

a w e d ł u g czysto hypote tycznych pojęć Navier"a : 

Te d w a os ta tn ie wzory mają j e d e n i tenże sam kształt nas tępujący : 

gdzie m = 2 wed ług p. Darcy, a m = l wedle NaYier'a. Wzoru p. Levy n i emożna tu podc iągnąć , 
właśn ie z p o w o d u p r a w a na tarcie , na k t ó r e m się opiera , a wed le k tó rego , tarc ie niezależy od samej 
tylko p rędkośc i wzg lędne j dwóch war s tw wspó łś rodkowych , ale i od ich prędkośc i bezwzględnej . J ak 
widzimy, p r a w o to jes t zupełnie odmienne od p rawa p. Darcy, wed le k tó rego , ta rc ie w k tó rymko lwiek 
p u n k c i e p r ą d u w rurze , jes t p roporcyona lne do kwadra tu z prędkości względnej i do k w a d r a t u 
z p r o m i e n i a r u r y . Zbliża się ono zato więcej do przypuszczenia Navier 'a, na m o c y k tó rego ^^zajemne 
ta rc ie dwóc l i s t rug , jes t p roporcyona lne do ich prędkośc i względnej , a oraz do po jęć panów de Sa in t -
Yoiiant i JBazin, o jakich już wspomina l i śmy. Ten powró t do dawnych , ale z d r o w y c h idei Navier 'a , 
z p c w n e u i ich wszakże zmien ien iem, jest ogólną dążnością nowszych p rac na l em polu. 'P . [vleitz, 
i n spek to r g łówny d róg i mos tów , wychodząc z innego p u n k t u niż p. Lćvy, ale op ie ra jąc się także na 
m a t e m a t y c z n e j teoryi sprężystości , o t rzymał równie w os ta tecznym w y p a d k u , że ta rc ie jes t p ro-
p o r c y o n a l n e do pierwszej potęgi z prędkości względnej , a tylko opa t rzone j współczynnik iem zmien -
n y m , od j e d n e g o p u n k t u do drugiego . Współczynnik ten j e d n a k , wbrew ideom panów Bazin i Lćvy, 
zależy w e d l e p . ICleitz, nie od prędkości bezwzględnej , ale od sposobu w jaki się zmienia w o k o ł o 
j e d n e g o p u n k t u i we wszystkich k ie runkach , p r ędkość z j aką cząsteczka w dane j chwi l i w t y m punkc ie 
będąca , oddala się lub przybliża do innych, k tó re ją otaczają , w ciągu pierwszego e l e m e n t u czasu, 
jaki po d a n e j chwil i na s t ępu je f®). 

P r a w o p. Lćvy wyda je się n a m racyonalnie jszem od p r a w a p. Darcy, g łównie z tego p o w o d u , że 
w wyrażenie wza j emnego tarc ia wars tw , nie wchodzi wcale p r o m i e ń ru ry . Biorąc b o w i e m za p e w n i k , 
wpływ p romien ia ru ry na wza jemne tarc ie d w ó c h k tó rychko lwiek war s tw wspó ł ś rodkowych cieczy, 
mus ie l ibyśmy wnioskować że cząsteczki cieczy działają j e d n e na d rug ie w p e w n y c h odległośc iach , 
albo że działanie wza j emne dwóch cząsteczek bardzo bl izkich, nie zależy j edyn ie od ich własnego 
ruc im i s tanu . P . Darcy wprowadzi ł p romień rury w wyrażenie ta rc ia , chcąc nagiąć r ó w n a n i a w y w i e -
dzione w przypuszczeniu ruchu ściśle p ros to l in i jnego , do r u c h u n iezupełn ie r egu la rnego , jaki ma 

Comptes reiulas r. 1806, t. [I. str. 988. Rapport o pracy p. Ivlcitz': O siłach cząsieczKOuych cieczy iv ruchu 
z zastosowaniem do Ilydrodynannki. 
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miejsce w rurach wodociągowych. Ale. jak słusznie uważa p. Levy, jeżeli drogi przebieżone przez 
cząsteczki nie są prostol ini jne, to tarcie zależeć powinno od wielkości zboczeii tych dróg od k ie runku 
prostol ini jnego, to jest od strzałek krzywych przebieżonych przez cząsteczki; a że te strzałki, równe 
zeru w środku rury , zwiększają się w miarę zbliżania do ścian, tarcie zwiększać się powinno razem z r , 
to jest z odległością warstw uważanych od środka rury , a nie razem z promieniem tej rury . Postawie-
nie wzorów, streszczających w sobie jak najzupełniej doświadczenia p. Darcy, a niezawierających 
w wyrażeniu na tarcic promienia rury, będącego e lementem prawie zupełnie obcym, stanowi główną 
zasługę prac p . Levy. 

III 

Prędkość średnia i wzory praktyczne. 

31. Wzór na jjrędkość średnią i jego sprawdzenie. Wydatek warstwy cieczy w rurze, zawarte j między 
dwoma walcami , których promienie są r i r-Ą-dr, a bieżącej z prędkością V jest : 

wydatek rury będzie zatem : 

a że 

jeżeli przez U oznaczymy prędkość średnfą strug w rurze, więc 

O ) 

Chcąc zcałkować wyrażenie powyższe, należy wstawić war tość V w funkcyi r z wzoru : 

który, jak uważa p. Levy, może być bez wielkiego błędu zastąpiony w tym przypadku nas t ępu -
jącym : 

1 rzeczywiście, dla wszystkich prędkości bliższych środka rury niż prędkość średnia, wzór ostatni 
da wartości za wie lk ie ; przeciwnie zaś, dla wszystkich prędkości więcej oddalonych od środka rury 
niż prędkość średnia, wzór ten da wartości za m a ł e ; przy całkowaniu wreszcie błędy te zkompen-
sują się nawzajem mnie j więcej. Oczywiście, między prędkościami kraiicowemi V„ i W istnieje 
prędkość pośrednia taka, że wstawiwszy ją za U we wzór ostatni, uczynilibyśmy kdmpensacyą, 
o której mowa, ściśle matematyczną . Jak zobaczymy przy sprawdzaniu doświadczalnem wzorów, do 
jakich dochodzi następni3 p. Levy, ta prędkość pośrednia mało się bardzo różni od U, i można bez 
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wielkiego błądu podstawić U na je j miejsce. Tym sposobem otrzymamy : 

co wstawiwszy w równanie (1), będziemy m i e l i : 

albo 

(2) 

Jeżeli X jes t odległość od osi rury, strugi k tóre j prędkość jest U, mieć będziemy z wzoru : 

kładąc V = U, a r = równan i e : 

które wraz z wzorem (2), daje : 

zkąd : 

a : 

Tak więc, struga ożywiona prędkością średnią, leży według p . Levy, w odległości od osi rury , 
równej G89 tysiącznych promienia rury, to jest więcej jak dwie trzecie p romienia . Do tegoż samego 
wypadku, doprowadziły p. Darcy, jego wzory empiryczne. Dowód w tom, że wzór przybliżony jakiego 
użył p. Levy do oznaczenia prędkości średniej , jest dostatecznie blizki ścisłości. 

Widzieliśmy w ustępie n. 20, że prędkość przy ścianach rury, dana jest wzorem : 

który wraz z wzorem (2), daje : 

zkąd 

Taki jest wzór p. Levy, dający związki między prędkościami kraiicowemi a prędkością ś rednią . 
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p, t)arcy znalazł : 

a według Navier'a miel ibyśmy: 

P a n Darcy sprawdza swój wzór doświadczeniami, p. Lóvy czyni tak samo i do równie zadowalnia-
jących docłiodzi wypadków. Powodem tego jednoczesnego istnienia i sprawdzania się dwóch wzorów 
ró żnych jest okoliczność wskazana już w ustępie n . 30 ; to jes t że war tośc i W u p . Lóvy s§ różne 
od tychże wartości u p. Darcy, ale więcej zbliżone do doświadczalnych przewidzeń p. Bazin. 

^Yzó^ praktyczny na prędkość średnią ot rzymuje p. Lćvy uważając wzór (2) i wzór : 

k tóre razem dają : 

Że zaś w ustępie n. 29 widzieliśmy że : 

zatem : 

Wzór ten zawiera dwa współczynniki : jeden a zależny od natuiy ścian rury, a którego wartość 
podaliśmy już w ustępie n. 29 ; drugi a, zależny wyłącznie od natury cieczy, a dla wody równy 2640 

3 

(ustęp n. 26), t a k ż e ~ « = 1131 i ostatecznie : 

(3) 

f:4\Vzór ten sprawdza p. Lćvy za pomocą wypadków doświadczeń p. Darcy, odnoszących się do rur 
różnej średnicy i natury. Wypadki te pokazują, że stosunek : 

jes t zależny od spadku i, i że wyrażenie : 

jest stałe dla rury te j samej natury, a różne wartości tpgo wyrażenia są też same, jak znalezione już 
poprzednio (ustęp n . 29). Z wypadków, jakie podaje p. Lćvy w swej rozprawie, wyjmujemy tu na-
s tępujące, k tóre się odnoszą do trzech ru r . 
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1) Rura żelazna lana p o k r y t a o sadem : 

J03 

D = = 0 ,0359 , R = 0,179o. 

i= U = 
U war tość U 

średnia y/̂  

0,00025 0,051 3,2255 \ 
0,00071 0,081 ^ 2,8460 
0,00183 0,130 3,0389 
0,00670 0,253 3,0909 , 3,0649 . 372 
0,15250 0,381 3,0852 ( 
0,03240 0,551 3,0611 1 
0,04153 0,633 3,1062 1 

T a ż ' s a m a ru ra oczyszczona da je : 

D : = 0 ,0364 , R = 0,0182. 

? = U = U w a r t o ś ć U 
ś redn ia 

0,00071 0,113 4,2409 \ 
0 ,00180 0,188 4,4312 j 
0,00651 0,387 4,8520 
0,01441 
0,03018 

0,601 
0,892 

5,0069 \ 
5,1346 ( 

4,8685 1131 

0,03966 1,034 5,1921 
0,04650 1,126 5,2217 

2) Rura^żelazna lana pokry ta o sadem : 
• 

• D = 0,2432, R = 0 ,1216. 

U = 
U w a r t o ś ć U 

ś rednia yJJ 
, = E _ „ 3 1 V R = 

0,00094 0,307 10,1329 
0,00202 0 ,452 10,0568 
0,00473 0,707 10,2793 
0,01150 
0,02290 

1,106 
1,547 

10,3186 
10,2228 ) 10,5511 .520,93 . 

0,03200 1,833 10.2462 \ 
0,04105 2,073 10,2315 
0,13981 3 ,833 12,9259 
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Taż sama rura oczyszczona da je : 

D ; = 0 , 2 I 4 7 , 11 = 0,12235. 

wartość 
średnia 

Hura żelazna lana nowa : 

Jak widzimy, stosunek zmienia się bardzo mało dla (iednej i tej samej rury , a zwłaszcza jeżeli 

średnica nie jest bardzo mała . Co do stałego współczynnika a, to wypadki jakie otrzymał p .L6vysą 
następujące : 

Itury żelazne lane Wartości a dla różnych 

rur tej samej na tury : 

Wartości 

średnie a : 

pokryte osadem 

oczyszczone 

372 
456 
521 

1151 
1029 
1072 

446 

1084 
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Rury żelazne lane : Wartości a dla różnych 

r u r tej samej natury : 

1197 

io;» 

dobrze oczyszczone 

nowe 

1107 
1483 
13G6 
1335 

Wartości 

średnie a : 

1197 

1335 

Widzimy ztąd, że wartości a dla różnych ru r tej samej na tury , różnią się między sobą bardzo 
mało. wyjąwszy war tość 372, dla ru ry pokryte j osadem. Ale średnica tej rury była tylko 0'n,035, 
a w rurach tak małej średnicy, do sił k tóre braliśmy pod uw^age, przyłącza się jeszcze siła przylegania 
cieczy do ścian ru ry , k tórą zupełnie pominę l i śmy. Że jednak rury tak małej średnicy, rzadko są uży-
wane w praktyce, nie ma co zatrzymywać się nad tą jedyną anomal ią . Z drugiej strony, niemożna 
było tu liczyć na zupełną zgodność wypadków, gdyż wzór (3) wywiedziony został z wzoru : 

a zaś, jak powiedzieliśmy w ustępie n . 29, to wyrażenie W^ nie może być jak tylko pierwszym 
wyrazem szeregu, i zbliżyć się można więcej do ścisłości, kładąc : 

W 2 = R i (a-ł- [i 

W tym razie wzór (3) przybrałby kształt : 

= + (1131 

a raczej , właściwie mówiąc , zachowałby swój kształt dawny, a tylko współczynnik przy niebyłby 
już ściśle niezależny od ścian rury , i war tość 1131 byłaby za małą. Tak więc podane dopiero co w a r -
tośici a są t rochę za duże, jak się zresztą przekonać można o tem porównywając je z wartościami 
znalezionemi w ustępie n. 29 : 

Dla rur żelaznych lanych : 

pokrytych osadem 

oczyszczonych 

dobrze oczyszczonych 

nowych 

Wartości a otrzymane 

z pomocą prędkości 

ś r e d n i c h : 

446 

1084 

1197 

1335 

Wartości a ot rzymane 

z pomocą prędkości przy 

ścianach r u r y : 

402 

1054 

1094 

1368 

Tak małe różnice zachodzące między war tościami a, do k tórych p. Lóvy doszedł zupełnie 
różnemi drogami, dowodzą że jego wzory są bardzo blizkie ścisłości ; a to że wartości a ot rzymane 
w ustępie n. 29 są z wyją tk iem ostatniej mniejsze od wartości powyżej o t rzymanych, świadczy że 
wyrażenie : 

= (a-+-pVR) 
jest bliższe prawdy od wyrażenia : 

W- '=raR«. 
l i 
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Jeżeli teraz weźmiemy wartości a dopiero co otrzymane i będziemy j e wstawiać we wzór (3), 
otrzymamy nowe wartości prędkości ś rednie j U, k tóre nam dadzą średnie wartości a tem więcej 
zbliżone do ścisłości. Przez podobne s topniowe przybliżenia, dochodzi p . Levy do ścisłego oznaczenia 
współczynnika a dla r u r z osadem i rur nowych. 

3 2 . Wzorij praktyczne i tablica p. Levg. Po wykonaniu powyżej wskazanych rachunków, dochodzi 
p . Leyy do postawienia dwóch wzorów następujących, w których współczynniki zostały lekko zmie-
nione, w celu ich zaokrąglenia i skrócenia : 

dla rur z osadem 

dla rur nowych 

Jak widzimy, wzory te różnią się bardzo mało od wzoru (3), k tóry dla dwóch powyższych rodzajów 
rur d a j e : 

że jednak wzory (i) są zasadnicze w praktyce, sprawdza je na nowo p. Leyy, porównywając wypadki 
jakie dają, z wypadkami doświadczeni wzorów empirycznych p. Darcy. Przytaczamy t u wszystkie to 
wypadki dla dwóch r u r : 

1) Rura żelazna lana z osadem, D = 0,0793 : 

i = prędkość prędkość z wzoi'u prędkość z wzoru 

zmierzona: p . Lćyy: p . Darcy : 

0,00063 0,123 0,132 ( \ ! 3 9 

0,00230 0,251 0,259 (S-273 

0,00725 0,446 0,442 0,466 

0,01610 0,678 0,658 0,691 

0,03100 0,931 0,913 0,963 

0,04535 1,142 1,106 1,165 

Hura z żelaza lanego nowa. D = 0,50 : 

i= prędkość prędkość z wzoru prędkość z wzoru 

zmierzona: p. Leyy: p. Darcy : 

0,00045 0,4207 0,487 0,459 

0,00045 0,4488 0,487 0,459 

0,00060 0,4732 0,366 0,531 

0,00120 0,7932 0,799 0,750 

0,00125 0,7931 0,815 0,766 

0,00210 1,0412 1,056 0,993 

0,00230 1,1135 1,110 1,040 

0,00260 1,1197 1,174 1,104 

0,00250 1,1278 1,153 1,083 
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J^an Levy podaje siedem takich porównań . Z przytoczonych w i d a ć już, że wzory p. Levy obejuiują 
wypadki doświadczeń lepiej jeszcze niż wzory doświadczalne j). Darcy. Po za granicami w jakich to 
doświadczenia były robione, zdaje nam się że wzory p. Lóvy na t em większe zasługują zaufanie, gdyż 
są wywiedzione racyonalnie, i opar te na prawie tarcia nierównie naturalnie jszem. W praktyce, ma jąc 
zakładać rury, t rzeba zawsze prowadzić rachunki w ten sposób, jak gdyby rury były już pokryte osa-
dem i posługiwać się drugim z wzorów (4), który napisać można w kształcie: 

kładac : 

l^onieważ a zależy wyłącznie od promienia rury , oblicza przeto naprzód p. Levy jego wartości , i 
układa tablicę o wejściu pnjedi/nczem (a simple entree) pozwalającą rozwiązać łatvN-o sześć zasadniczych 
zadaii tyczących się biegu wody w ruruch . Tablica ta zawiera wszystkie średnice co centymet r od 
0"%00 do 0™,o0, a co dwa centymetry , od O"",50 do P^.OO. W trzech pierwszych jej kolumnach 
podane są średnice, promienie i przecięcia rur , w czwartej odpowiednie wartości a w piątej war-
tości iloczynu X ~H^ to jest współczynnika |JL przez przecięcie rury. Podajemy tu tę tablico 
w skróceniu dla średnic od O'".00 do 0'«,10 co centymetr , dalej do 0'n,50 co 5 a do l '« ,00, co 
10 cen tymet rów : 

Tablica p. Levy. 

1 ś r edn i ca Promień Przecięcia 
20,5 Y/H ( l - ł - 3 V H ) = ! ^ D U TTR̂  20,5 Y/H ( l - ł - 3 V H ) = ! ^ y. X ttR ^ 

1 2 3 A 5 
0,01 0,003 0,000078 1,578 0,00012308 
0,02 0,010 0,000314 2,337 0,00073382 
0,03 0,015 0,000707 2,932 0,00207292 
0,04 0,020 ,0,001257 3,444 ł 0,00432911 
0,05 0,025 0,001953 3,915 0,00768ol4 
0,0G 0,030 0,002827 4,428 0,01251795 
0,07 0,035 0,003848 4,776 0,01837805 
0,08 0,040 0,005026 5,166 0.02596431 
o,oy 0,045 0,006361 ' 5,556 ^),03533533 
0 , i 0 0,050 0,007854 5,804 0,04557562 
0,15 0.075 V 0,017671 7,564 0,13466344 

,0,20 0,100 0,031415 9,040 0,28399160 
0,25 0,125 0,049087 • 10,399 0,51045371 , 
0,30 0,150 0,070685 11,664 0,82446980 
0,35 0,175 0.096211 12,874 1,23832042 
0,40 0,200 0,125663 14,022 

15,049 
1,76204638 

0,45 0,225 0,159045 
14,022 
15,049 2,39346820 

0,50 0,250 0,196345 16,195 3,17980727 
0,00 0,300 0,232743 ' 18,245 3,15835603 
0,70 0,350 -0,384845 20,192 7,77079024 
0,80 0,400 0,502654 21,976 1 1,04632430 
0,00 0,450 0,636172 23,802 15,14216594 
1,00 0,500 0,785397 25,604 20.24930478 
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3 3 . Itozwiązanie sześciu zadań. Wszys tk ie zadania , tyczące się b iegu w o d y w ru rach , zależą od roz -
wiązania d w ó c h r ó w n a ń : 

T T H ^ U ^ O , 

gdzie O jes t s tały wyda tek r u r y . Z cz t e rech i l o śc i : 

U, O, H, i, 

wchodzących w powyższe r ó w n a n i a , można wziąć dwie dowoln ie , i chodzi o znalezienie dwóch po-
zos ta łych . T y m sposobem o t r z y m a m y sześć zadaii , k tó re tu rozwiążemy za pomocą w z o r ó w i tab l icy 
p. Lćvy i p o r ó w n a m y wypadk i l iczebne, z w y p a d k a m i wzorów P rony ' ego i p . Darcy . 

Z A D A N I E I . Zna jąc wyda t ek ru ry Q i s t r a t ę ciążenia i na j ed n o s t ce długości , znaleźć p romień H 

i p r ę d k o ś ć ś rednią U. 

Z d w ó c h r ó w n a l i : 

dzie ląc d ru g i e przez p ie rwsze o t r zymamy : 

zkąd 

Z a t e m , dzieląc wyda t ek U przez p ierwias tek k w a d r a t o w y ze s t ra ty ciążenia i, o t r z y m a m y war tość 
l iczebną i loczynu TTR^, k tórą zna jdz iemy w tabl icy, w k o l u m n i e p ią te j . W ko lumnie d r u g i e j znaj-
dz iemy o d p o w i e d n i ą wa r to ść H, a w t rzecie j odpowiedn i ą w a r t o ś ć TTR®, k tó r a podz ie lona przez (J, 
da n a m p r ę d k o ś ć ś r edn ią U. 

I t ak , jeżeli a 2 = 0'«,000103, to ^ — 17 W k o l u m n i e p ią te j zna jdz iemy (ę 

o? 

war tość , odpowiada jącą war to śc iom R = 0 ™ , 4 7 a TCR̂  = 0,693978, zkąd U = ^ = 3"S'I6. W e -

dług w z o r ó w p. Darcy , mie l ibyśmy R = O"",oO, a tabl ica F o u r n e y r o n ' a da łaby R = 0 ' " , 4 7 3 . Tabl ica 

Mary 'ego nie s tosuje się do r u r tak znacznej ś r e d n i c y . 

Z A D A N I E II . Zna jąc \yydatek ru ry O i p rędkość ś redn ią U, znaleźć p romień R i s t r a t ę cią-
żenia i. 

Dzieląc Q przez U, o t r z y m a m y 7:11% a tabl ica p. Levy da n a m o d p o w i e d n i e \yar tośc i R i a . 

I loraz — da n a m y^ , a zatem i i, przy p o m o c y j ak i e jko lwiek tabl icy p ie rwias tków k w a d r a -

t o w y c h . 

P r z y p u ś ć m y że U = 0""s,034 a 11 = 0 ^ , 3 0 ; i loraz = = 0,113333 odpowiada \y tabl icy 
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p. Levy \vai'tościom : U — 0,10 i [j. — 8,753. Dzieląc U przez otrzynianiy : 

y/T = 0,032, zkąd i = 0,001024. 

Według dawne j teoryi Prony 'ego , otrzymalibyśmy i = 0,0003842, a według tablicy p. Darcy : 

z = 0,00051246. 

Z A D A N I E I I I . Q i R są dane, znaleźć U i i. 

Mając R, o t rzymamy z tablicy TTR̂  i a dzieląc Q przez o t rzymamy U. Prędkość U, po-

dzielona przez (X, da zkąd wypadnie i. 

W e ź m y : 

0 = 0^5,050688 a R = 0 ' n , l l o . 

Tabl ica pana Levy daje odpowiednie wartości 

zR® = 0,041547 a ;x = 9,860. 

Otrzymujemy ztąd : 

zkąd : 

2 = O™ ,015376. 

Tablica p . Darcy daje w tym przypadku 2 = O'",0145802, a według wzoru Prony 'ego mamy 
i = 0"i,0093. 

Z A D A N I E IV. Znając prędkość średnią U i s tratę ciążenia i, znaleźć promień R i wydatek 
rury 0 . 

Podzieliwszy U przez pierwiastek kwadratowy z i, o t rzymamy (/.. Tablica da nam odpowiednie 
wartości H i TcR^ Tę ostatnią mnożąc przez U, o t rzymamy wydatek Q. 

Weźmy poprzednie wypadki : 

k tó re d a j ą : 

W tablicy znajdziemy odpowiednie wartości 11 = 0"", 115 a - R - = 0,041547, z k ą d : 

U X ' R ' = Q = O-"® ,050688. 

Oczywiście tablica p. Darcy, daje jak poprzednio też same rezultaty, a tylko szukając w niej, trzeba 

wziąć nie i, ale - , stosując się do uwagi p. Darcy, poprzedzającej jego tablicę, a o której powie-

my jeszcze niżej. Wzór Prony 'ego da nam R = 0 ™ , 0 7 . 

Z A D A N I E Y . Z danych U i R , znaleźć O i i. 

Tablica da je a, przez k tóre dzieląc U, o t rzymamy , a następnie i. Nadto, tablica da nam 
TTR', które mnożąc przez U ot rzymamy wydatek 
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Weźmy U = ()'",98 a 11 = 0'",25. Odpowiednie wartości w tablicy są ! a = 10,195,7rR2=(), l%345, 

zkąd = 0,0005, 2=^0,00369025, = — 1924181. 
JJL ^ 

Tablica p. Darcy daje i = O™,001471, k tóre t rzeba pomnożyć przez 2, to jest wziąść t = 0,004042, 
O = 0'"%192 423; a wzór Prony'ego i= O"',00281. 

Z A D A N I E V I . Dane R i i, szukane U i 0 . Tabl ica daje odpowiednią wartość a, k tóra ponmo-

żona przez \ji da nam U. Q znajdziemy jak w poprzedniem zadaniu. 

Jeżeli R=0«>,5() , / = 0 ' n , 0 t ) 0 5 , to w tablicy p . Lśvy znajdziemy tx = 25,604. Mnożąc to wartość 
przez 0,02236, ot rzymamy U = 5725. 

W tablicy p. Darcy, podwoiwszy podwójną war tość znajdziemy odpowiednią wartość U=0«»,50. 
Wzór Prony 'ego daje U = 0"",55. 

Jak widzimy, z pomocą tablicy p. Levy rozwiązać można łatwo wszystkie sześć zadań, tyczących 
się biegu wody w rurach. Tablica ta jest krótka, bo w całości zajmuje zaledwie półtory stronnicy, a 
służąc do rozwiązania wszystkich zadań, pozwala un iknąć tablic specyalnych układanych db-̂  jednego 
z tychże. Przytem rachunki są bardzo ła twe i nie wymagają wiele czasu. Ze wszystkich więc względów, 
wzory i tablica p . Levy zalecają się do częstego użytku. 

34. Wzory p. Lćvy, k tórych użycie objaśniliśmy powyżej, są prostsze niż wzór dwuwyrazowy 
p. Darcy, mający kształt : 

a co na jmnie j tak proste jak wzór jednowyrazowy p . Darcy : 

Zauważyć tu trzeba jednak, że wzoiy p. Dancy stosują się wprost tylko 4 o rur żelaznych nowych. 
P. Darcy nie podał odrębnego wzoru dla ru r okrytych osadem, a tylko względem zastosowań swych 
wzorów do rur tego rodzaju, uczynił nas tępujące uwagi (str. 228) : 

1) « Szukając spadku odpowiadającego oznaczonej prędkości , należy znaleziony w tablicach spa-
dek podwoić, albo jeżeli ten spadek jest dany, podzielić go przez dwa i wziąść prędkość odpowiada-
jącą temu ilorazowi. » 

2) « Ale niezależnie od lego opóźnienia pochodzącego z nierówności ściany rury istnieje jeszcze 
inna przyczyna zmniejszająca wydatek, a wynikła z grubości w"arstwy osadu. Przewidując ją należy 
stosownie do natury wody przez rurę płynącej , powiększyć znalezione średnice o pewną ilość, t em 
konieczniejszą do dodania, im średnice są mniejsze. Oczywiście zaś, przy obliczeniu średnic rur wodo-
ciągowych, należy postępować jak gdyby ru ry były już pokryte osadem, gdyż t o koniecznie nastąpi 
po upływie pewne] liczby lat . » 

Pierwsza z uwag p. Darcy sprowadza się do zastąpienia w wzorze : 

spadku i przez a polega na tem że współczynnik , który p. Darcy nazywa luspółczyn-
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nikiem oporu, jest dla n i r żelaznych pokrytych osadem, dwa razy większy niż dla ru r nowych. P. Darcy 
zauważył to na dwóch ru rach : 

1) rurze nowej, o średnicy 0">,188, dla k tó re j ój —0,000384393, 
« 

2) rurze pokryte j osadem, o średnicy O"",2432, dla której = 0,0001107770, to jest prawie dwa 
razy większe od poprzedniego. 

P . Levy uważa słusznie że jeżeli to jest prawdziwe dla dwóch r u r uważanych, to może być niepraw-
dziwem dla dwóch innych r u r tej Sfimej natury, ale różnej ś rednicy; bo żeby la własność była niezależny 
od średnic , trzebaby było żeby dwa współczynniki wchodzące w wyrażenie zmieniały się w tej 
samej proporcyi, skoro przechodzimy od jednego rodzaju ru r do drugiego. Widzieliśmy zaś w ustępie 
n . 32, że dla ru r żelaznych nowych : 

a dla ru r pokrytych osadem : 

a s tosunek tych dwóch współczynników zależy od promienia i dla ru r używanych w praktyce , to jest 
od O™,08 do 1*^,00 średnicy, zmienia się od 0,42 do 0,57. Dla rur uważanych przez p . Darcy 
m a m y : 

I 

i rzeczywiście współczynnik dla ru r z osadem jest dwa razy większy od współczynnika dla ru r nowych 
w tym szczególnym przypadku. 

W praktyce , uwaga p. Darcy prowadzi do wzięcia zamiast wzoru : 

wzor : 

a oznaczając przez U' wartości jakie daje t en ostatni, będziemy mie l i : 

albo 
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Wartości tego stosunku są : 

dla 11 = 0,00 0,79G 

U = 0,40 0,920 
» 

H = 0,2o 1,025 
11 = 0,50 1,122. 

Skoro więc średnica jes t mniejsza od 0,50, s tosunek ^ jest mniejszy od jedności , i wartość 

ot rzymana według prawidła p . Darcy jest t rocł ię za wielką, co przedstawia pewne niedogodności 
w zastosowaniu. Zna jdu j ąc bowiem prędkości za duże zwłaszcza dla ru r małej średnicy, k tóre się 
łatwo zapychają, liczyć będziemy na większą ilość wody niż ta, jaką r u r y dadzą. Zawsze przeto jest 
lepiej i pewniej otrzymać prędkości prędzej za małe niż za duże, a wzór p . Levy dla ru r z osadem, 
daje je z całą dokładnością. Skoro dokonywane z jego pomocą rachunki są ukończone, powiększyć 
tylko należy otrzymane średnice, bardzo lekko, a lbowiem utworzone wewnąt rz rury osady zajmują 
pewną przestrzeń, tym sposobem przewidzianą. Ale nie trzeba już, tak jak u p. Darcy, raz mnożyć, 
drugi raz dzielić przez dw^a, otrzymane spadki, co może łatwo być powodem błędów w r achunkach , 
k tóre same przez się dostatecznie są długie. 

Na tem zamykamy nasz przegląd analityczny p rac p. Levy. Zdaje n a m się że ich ostateczne wyniki , 
jeżeli może nie dojdą do tak powszechnego uznania jak wzory p . Darcy na najznakomitszych oparte 
doświadczeniach, to w każdym razie, wywiedzione z oryginalnych poszukiwań teore tycznych, zasłużą 
na uwagę Inżynierów i znajdą swe miejsce w wykładzie Hydrauliki . 

Paryż dnia 18 Lutego 1872. 

I'. KUCHARZEWSKI. 
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