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b liniowy parametr zderzer.ia binarnego 

_fol prędkość cząsteczek składnika oC w układzie 

lokalnego środka masy 

D 

różniczkowy przekrój dla zderzeń pomiędzy 

składnikami o(. i ~ mieszaniny gazowej 

współczynnik dyfuzji 

efektywny współczynnik dyfuzji w metodzie 

symulacji 
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~ jednocząsteczkowa funkcja dystrybucyjna 
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składnika oc: mieszaniny gazowej 

f 5 S - cząsteczkowa zredukowana funkcja roz-

kładu 

r:) lokalnie maxwellowaki rozkład prędkości 
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f(n.) n-ty wyraz przybliżenia funkcji dystrybucy~ 

nej w metodzie Chepmana - Enskoga 

~ stochastyczna siła 
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atopnia 

hamiltonian układu N cząsteczek 

człon kolizyjny n-tego stopnia składnik6w 

ri. , f w metodzie. momentów 

strumień przepływu cząsteczek składnika OC 

całka kolizyjne dla zderzeń cząsteczek skł 

nika r:1- z cząsteczkami składnika ~ 
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k stała Boltzmanna 

K stała koagulacji 

Ks stała koagulacji w granicy continuum, wz6r 

Smoluchowskiego 

Kf~ stała koagulacji w granicy wolnocząstecz

kowej 

kT stosunek termodyfuzyjny 

K~ liczba Knudsena 

L średnia droga swobodna 

~ masa cząsteczki 

M masa cząstki brownowakiej 

~~ stężenie liczbowe cząsteczek składnika oG 

ns stężenie liczbowe pery nasyconej 

n~ stężenie liczbowe pary w nieskończonej 

odległości od cząstki aerozolu 

N · stężenie liczbowe cząstek aerozolu 

~t) stężenie liczbowe cząsteczek pary wchodzą

cych do sfery granicznej 

1(-) n. s stężenie liczbowe cząsteczek pary wychodzą

cych ze sfery granicznej 

N,~+)Ni~) stężenie liczbowe cząstek brownawskich zbli• 

Nc.-> N t-> 
I..S ..2.~ 

p 

żających się do siebie w odległości grani-

czneJ 

stężenie liczbowe cząstek brownowakich odda

lających sit od siebie w odległości grani-

cznej 

pęd cząstki brownowskiej 

bezśladowy tensor ciśnienia składnika ~ 
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t 
P~~ całkowity strumień przepływu pędu /tensor 
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R,.2, 

ciśnienia/ 

strumień cieplny składnika ~ 

ciepło kondensacji 

odległość od początku układu współrzędnych 

uogólniona funkcja oporu ośrodka 

promień cząstki koloidalnej 

odległość graniczna w metodzie symulacji 

liczba Reynoldsa 

średnica kolizyjna dla zderzeń pomiędzy cząst-

kami rodzaju "1" i "2" 

tf czas korelacji stochastycznej siły F 
tp czae korelacji pędu cząstki brownowskiej 

T temperatura 

TL temperatura kropli aerozolu 

lr~ temperatura niezaburzona /w nieskończonej 

odległości od kropli aerozolu/ 

~ prędkość względna dw6ch cząsteczek lub cząs• 

tek 

u moduł średniej względnej prędkości termicznej 

dwóch cząsteczek lub cząstek 

~ prędkość cząsteczek składnika ~ 

V prędkość hydrodynamiczna lokalnego środka -
masy 

v średnia prędkość termiczna cząsteczek 

~ wektor poło~enia 

~ stosunek masy cząsteczki pary do masy cząs-

teczki gezu obojętnego 
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współczynnik akomodacji cząsteczek pary na 

powierzchni aerozolu, współczynnik akomodacji 

cząstek brownowakich /wydajność koalescencji/ 

~~ współczynnik akomodacji cząsteczek gazu na 

powierzchni cząstki 

~T współczynnik akomodacji energii cząsteczek 

gazu n& powierzchni cząstki 

parametr odległości granicznej w metodzie 

symulacji 

kąt azymutalny zderzenia binarnego 

kąt biegunowy zderzenia binarnego 

kąt rozproszenia w zcerzeniu binarnym 

współczynnik przewodnictwa cieplnego 

masa zredukowana 

średnica cząsteczki składnika oc 

współczynnik oporu 

współczynnik lepkości 

strumień kondensacji 

strumień kondensacji w granicy continuum 

strumień kondensacji w granicy wolnocząstecz· 

kowej 

oznacza średnią po równowagowym zespole sta-

ty stycznym 

/dolne podkreślenie/ oznacza wielkość wek-

torową 
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Dolne indeksy 

i, j, k, l, m, n oznaczają składowe kartezjańskie 

Konwencja sumowania po powtarzających się wskafnikach. 

~, ~ oznaczają składniki mieszaniny gazowej, 

w szczególności: brak indeksu oznacza 

wielkość odnoszącą się do pary, 1 ozne

cza wielkość odnoszącą się do obojętnego 

gazu 

oznacza niezaburzoną wartość wielkości 

termodynamicznej, w nieskończonej odleg

łości od cząstki aerozolu 
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WPROWADZENIE 

Pomiędzy izolowanymi atomami i cząsteczkami a substan

cją skondensowaną w makroskopowych bryłach rozciąga się 

potencjalnie pełne kontinuum c~ąstek materii o rozmiarach 

pośrednich. Jeżeli materia w takiej rozdrobnionej postaci 

jest zawieszona w neutralnym środowisku gazowym, tworzy 

układ aerokoloidalny zwany zwykle aerozolem. Nazwa poja

wiła ~ię historycznie jako analogia do hydrozolu, koloi

dalnej zawiesiny w cieczy, i wskazuje na istotną własność 

stabilności układu, który pozostaje trwały przez długie 

okresy czasu pomimo działania grawitacji. Zainteresowanie 

aerozolami nieustannie wzrasta, od kiedy uświadomiono 

sobie, jak istotną pełnią one rolę zarówno w wielu natu

ralnych zjawiskach przyrodniczych, jak również w proce

sach przemysłowych i laboratoryjnych ukształtowanych i ste 

rowanych przez człowieka. W związku z tym aerozole są 

przedmiotem badań rozmaitych dziedzin nauki i technologii: 

w fizyce atmosfery wyjaśnianie i prognozowanie procesów 

tworzenia się i ewolucji chmur i mgieł bezpośrednio wy

maga badania układów aerozolowych; 

- aerozole znajdują się w centrum zainteresowania badań 

nad ochroną atmosfery, ponieważ najgroźniejsze cywili

zacyjne źródła zanieczyszczeń powietrza emitują silnie 

rozdrobnione cząstki materii /popiół, dym/, będące 

produktami procesów spalania, oraz zanieczyszczenia 

gazowe• które jak stwierdzono, prędzej lub p6tniej 

również przechodzą w postać aerozoli; 
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- w technologii chemicznej i energetycznej zastosowanie 

nowych technologii wykorzystujących układy aerozolowe 

pozwoliło na zwielokrotnienie międzyfezowej powierz

chni reaktywnej w stosunku do metod tradycyjnycho 

Można wymienić ezereg dalszych dyscyplin uczestniczących 

w mniejszym lub większym stopniu w badaniach układów 

aerozolowych, np. medycynę, inżynierię wojskową a nawet 

astro :fizykę. 

Spośród licznych procesów zachodzących w otwartym 

i niestabilnym w zasadzie układzie aerozolowym szczególne 

znaczenie mają procesy akomodacji powierzchniowej, w któ

rych następuje wymiana masy, energii i pfdU pomiędzy 

cząstkami koloidalnymi i ośrodkiem gazowym. Należy do 

nich zaliczy6 przede wszystkim kondensację i koagulację -

dwa zasadnicze mechanizmy wzrostu cząstek aerozolowych, 

decydujące o dynamice rozkładu ich wielkości. Kinetyka 

obu tych procesów jest określona przebiegiem zjawisk 

transportowych w ~rodowisku gazowym, który zależy od 

liczby Knudsena, czyli stosunku pomi~dzy średnią drogą 

swobodną cząsteczek gazu a charakterystycznym wymiarem 

cząstki koloidalnej. Klasyczne rozwiązania problemów kon

densacji i koagulacji obejmują jedynie asymptotyczne przy5 

padki bardzo małych i bardzo dużych liczb Knudeena. W gre~ 

nicy małych liezb Knudsena środowisko gazowe można trak

tować jako ośrodek ciągły, w kt6rym procesy transportowe 

opisywane są przez teorię dy~uzji. W przeciwnym przypadku 

dutych liczb Knudsena konieczne jest uwzględnienie nie~ 
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ciągłości /dyskretnodci/ ośrodkao Przy zaniedbaniu ma

kroskopowych gradientów zmiennych termodynamicznych 

cząstki koloidalne zaehowują eif jak gigantyczne m~lekuły, 

stanowiące jeden ze składników równowagowego gażu. :Zedna 

z tych przybli~onych koncepcji nie wyjaśnia kinetyki kon• 

densacji i koagulacji w obszarze przejściowych liczb Knud

sena, dla którego jedynym poprawnym podejściem są metody 

ścisłej teorii kinetycznej. 

W przedstawionej pracy zajmiemy sit teorią konden• 

sacji oraa numeryczn~ symulacj~ procesów kondensacji 

i brownowskiej koagulacji w całym zakresie liczb Knudsena. 

W rozdziale I przedstawimy elementy teorii kinetycznej 

istotne przy rozwiązywaniu postawionego problemu: podsta

wowe metody otrzymywania równań kinetycznych, własności 

i metody rozwiązywania równania Boltzmanna, równania opi

sujące ruch Browna. W rozdziale II scharakteryzujemy spe

cyficzne własności układu serakoloidalnego oraz dokonamy 

przeglądu istniejących dotychczasowych wyników dla kanN 

densacji i brownowakiej koagulacji w układach aerozolio 

Część druga pracy zawiera analityczne rozwiązania równa

nia Boltzmanna metodą momentów Grada dla problemu izoter

micznej i nieizotermicznej kondensacji na pojedynczej 

cząstce aerozolu. W części trzeciej przedstawiona zostaniE 

metoda numerycznej symulacji Monte Carlo procesu konden

sacji /w ośrodku izotermicznym/ i brownowakiej koagulacji4 

W Dodatku zamieszczono obliczenia całek kolizyjnych 

równania Boltzmanna dla metody Grada, które zostały wyod• 
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rębnione z tekstu podstawowego dla jego większej przej

rzystości. 

Załącznik zawiera teksty programów symulacyjnych, omawia

nych w części trzeciej pracy, napisanych w języku Fortran 

i częściowo Assembler. 
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I. ELEY.LENTY TEORII KINETYCZ~:EJ 

Ponieważ temat pracy dotyczy procesów transportowych 

w gazach, niniejszy rozdział poświęcony jest omówieniu 

wybranych wynikćw i metod teorii kinetycznej. Cbejmuje 

ona statystyczny opis nierównowagowych procesów zachodzą

cych w makroskopowych układach cieczy i gazów. 

Dzięki metodom wypracowanym w nierównowagowej mechanice 

statystycznej podstawowe równania teorii kinetycznej 

można otrzymać bezpośrednio z mikroskopowych praw dynamiki 

cząsteczek. Przedstawimy i zwięźle scharakteryzujemy naj

ważniejsze spośród tych metod. Zasadnicza część rozdziału 

dotyczy podstawowych własności i metod rozwiązywania ki

netycznego równenia Boltzmanna. Licząc nonad sto lat jest 

ono najetarszym, a zarazem pozostaje wciąż najwa~niejszym 

równaniem teorii kinetycznej. Omówione zostanie również 

klasyczne zagadnienie ruchów Browna. 

Ideą określającą sens statystycznej teorii fizycznej 

jest przekonanie, że stan układu makroskopowego jest 

scharakteryzowany przez stosunkowo niewielką liczbę zmien• 

nych, które mogą zostać wydedukowane przy pomocy podsta

wowych praw fizyki z własności i struktury elementarnych 

składników materii. Ta myśl pojawiła się już kilkadziesią1 
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lat temu wraz z pierwszymi równaniami teorii kinetycznej. 

Jednakże orginal~e wyprowadzenia klasycznych r6wnań Bolt

zmanna11, Fokkera- Plancka czy Langevina zawierały wiele 

elementów heurystycznych. Ambicją współczesnej nier6wno

wagowej mechaniki statystycznej jest stworzenie systema

tycznej, formalnej metody otrzymywania zarówno klasycz

nych równań teorii kinetycznej, jak r6wnież ich uogólnień 

bezpośrednio z zasadniczych praw fizyki - w tym wypadku 

praw mechaniki klasycznej lub kwantowej. W dalszym ciągu 

ograniczymy się do przybliżenia klasycznego, które opisuje 

poprawnie układy znajdujące się w niezbyt niskich /efekty 

kwantowe/ i niezbyt wysokich /efekty relatywistyczne/ 

temperaturach. 

U podstaw statystyczr:ego opisu makroskopowego układu 

N cząsteczek leży _ koncepcja zespołu statystycznego, którE 

posługuje się wielecząstkową :funk:c ją rozkładu f N(!~, ~N' t) 
1 

określającą prawoopodobiexistwa wszystkich możliwych kon

figuracji w N - cząsteczkowej przestrzeni fazowej. 

Z równań ruchu dla kanonicznych zmiennych mechanicznych 

~N 
1 
~N wynika równanie Liouville~a dla funkcji roz

kładu fN 21 

/!. 1/ 

gdzie HN jest hamil tonisnem układu, a [ 1 ] oznacza 

nawias Poissona. Ponieważ dowodzi się, że równanie Liou-

ville'a jest matematycznie r6wnowa~ne układowi równań 

Harniltona dla zmiennych mechanicznych, jego rozwi~zanie 
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jest zadaniem praktycznie wręcz niewykonalnymo Jednakże 

nie jest to wcale konieczne, bowiem wielocząsteczkowa 

t N funkcja rozkładu T zawiera ogromną ilość informacji, 

kt6rej jedynie niewielka część jest wystarczająca dla 

zadowalającego statystycznego opisu układu makroskopowego. 

Wszystkie mierzalne wielkości istotne z fizycznego punktu 

widzenia otrzymuje się za pomocą odpowiedniego uśrednia

nia względem jedno - (f .. ) · lub dwucząsteczkowych (f 2) 

funkcji rozkładu, które są szczególnymi przypadkami zre-

dukowanych, S- cząsteczkowych fUnkcji rozkładu 

f (_~J 1 • · ·1 .& d~1, ... 1 J2 1 t) = (N~ ~)fj d, &1 d,_b•l· · d.bdf_tł fN 
/I.2/ 

Jednym z zasadniczych problemów mechaniki statystycznej 

jest sformułowanie możliwie ścisłej metody przejścia od 

podstawowego równania Lionville'a dla funkcji fN do 

r6wnań kinetycznych dla zredukowanych runkcji f1 względ

nie f2 
o Temu przekształceniu townrzyszyć musi świadomie 

przeprowadzona odpowiednia selekcja informacji. Wypraco

wano kilka sposobów realizacji tego programu. Najbardziej 

zaawansowana jest teoria otrzymywania równań kinetycznych 

dla gazów, w których oddziaływania międzycząsteczkowe są 

względnie najproatsze. 

Bezpośrednie całkowanie r6wnania Liou~ille#a /!.1/ 

względem kolejnych zmiennych fazowych prowadzi do układu 
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sprzężonych równań dla zredukowanych funkcji rozkładu 

f s /I.2/, w ktćrym w równaniu dla danej funkcji wyatę-

. f k . . _QStl • pUJe un CJa o Jeden rząd wyższa l • Układ ten nos1 

nazwę hierarchi BEGKY od autorów, ~t6rzy przedstawili ją 

po raz pierwszy: Bogoliubowa31 , Borna41, Greena41 , Kirk-

51 . 6/ 6 . . . woodn 1 Yvona • R vman1a h1erarch1 BEGKY są odwra-

calne w czasie i wciąż jeszcze w pełni równoważne ~~jścio

wemu równaniu Liouville-a. Dalsze przekształcenie wymaga 

dodatkowych za!ożeń fizycznych. 

Kirkwood51 wprowadził operację średniawania funkcji 

rozkładu po czasie. Otrzymana w ten sposób Mwygładzona" 

fUnkcja rozkładu spełnia nieodwracalne w czasie równanie 

kinetyczne. ~etoda Kirkwaoda ma w dużym stopniu charakter 

intuicyjny. 

Na mocniejszych podstawach opiera się metoda Bogo

liUbowa31. W ewolucji układu gazowego wyróżnił on dwie 

charakterystyczne skale czasowe: czas trwania zderzenia 

pomiędzy cząsteczkami ~ oraz średni czas pomiędzy zde

rzeniami pojedyńczej cząsteczki t~ • Dla gazów o umiarko

wenej gęstości przyją~ on, że wielkości te są rozseparo-

wane, te. 4 t"' • Dla czasów znacznie dłuższych niż te. 
korel~cje wielecząstkowe są funkcjonałami jednocząstecz-

kowej funkcji dystrybucyjnej. Stosując następnie rozwi

nięcie w szereg gęstości,Bogoliubow otrzymeł w pierwszym 

przybliżeniu dla przypadku gazu rozrzedzonego zamknięte 

równanie kinetyczne dla jednocząsteczkowej funkcji roz

kładu - równanie Boltzmanna. Wetoda Bogoliubowa wyznacza 
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również formalny sposób postępowania w celu otrzymania 

poprawek do równania Boltzmann a uwzelędniających korelacje 

więcej niż dwóch cząsteczek, pojawiające się przy więk

szych gęstościach gazu. ~że to sugerować, że otrzymywane 

na podstewie równań kinetycznych wspó łczynniki trenspor

towe mogą być przedstawione w postaci szeregu potęgowego 

względem gęstości gazu, co odpowi ada!o by rozwinięciu 

wirialnemu istniejącemu w teorii r ównowegowej. Istotnie, 

uzyskano wyrażeni e dla poprawki przedstawiającej wkład 

od zderzeń pomiędzy trzema cząsteczkami 71 , a nawet obli

czono explicite Je J wartość dla współczynników lepkości 

i przewodnictwa cieplnego w modelu sztywnych ku181 • Oka-

zało się j ednak, ż e poczynaj1c już od wyrazu trzecie go 

rzędu / drugiego dla ukł adów dwuwymiarowych/ kolejne wyrazy 

rozwinięcia są rozbieżne. Współczynniki transportowe nie 

mogą być rozwinięte względem eęs tośc i w zwykły szereg po

tęgowy, ponieważ nie są one fUnkc jami analitycznymi wokół 

zera . Przykł ad ten ilustruje g~ęboką różnicę pomiędzy 

równowagową i nierównowagową mechaniką st atys tyc zną . W tej 

os t atniej ci ~gle jeszcze j est zbyt wiele punktów niejae

nych, budzących s pory i wątpl iwo ści , aby można j ą było 

uznać za zamknię t ą teorię fizyczną. 

Elegancki sposób otrzymywania równań kinetycznych 

przedatawie metoda operatorów projekc j i, zapoczątkowana 

przez Zwanziga91 • Operator projekcji działając na wielo

cząstkową funkcję rozkładu fN wydziela z niej tzw. część 

istotną Pf~ , podczas gdy pozostałość stanowi część 
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nieistotną • Z r6wnania Liouville 1 a wynika 

układ sprzężonych równań liniowych dla istotnej i nie

istotnej składowej funkcji rozkładu; rozwiązując go for

malnie względem PfN otrzymuje się tzw. podstawowe rów

nanie kinetyczne. Przy określonych założeniach fizycznych 

prowadzi ono następnie do konkretnych równań kinetycznycho 

Metodą operatorów projekcji stosunkowo łatwo otrzymuje się 

człon Fokkera- Plancka 10/ dla cząstek brownowskich, znacz

nie trudniej natomiast uzyskać boltzmannowakie całki ko

lizyjne l l/. 
• , 2!. 

Inna wersja operatorów projekcji, wprowadzona przez Mor1 ' 

działa na zmienne przestrzeni fazowej. Jest ona wygodnym 

narzędziem otrzymywanie stochastycznych równań ruchu dla 

zmiennych dynamicznych 121. 

Najbardziej rozbudowana metoda otrzymywania równań 

kinetycznych została opracowana w tzw. szkole brukselskiej 

przez Prigogine 1 a i współpracowników z, 131 • Poszukuje ona 

rozwi~zania równania Liouville'a /!.1/ w postaci szeregu 

perturbacyjnego, dla kt6rego parametrem zaburzenia jest 

stosunek energii oddziaływania międzycząsteczkowego do 

energii kinetycznej cząsteczek, przy czym funkcja rozkładu 

fN przedstawiona jest w postaci rozwinięcia w szereg 

fourieroweki funkcji własnych niezaburzonego operatora 

Liouville'a /tzn. dla nieoddziaływujących cząsteczek/o 

Metoda Prigogine'a wykorzystuje równolegle do przekaztełcel 

analitycznych specjalną technikę diagramową, kt6rs ułatwia 

identyfikację poszczeg6lnych wyrazów rozwinięcia. Istnieje 
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r6wnież nowszy wariant tej metody, związany z koncepcją 

n - podprzestrzeni subdynamiki kinetycznej w przestrzeni 

fazowej 2/o Metoda Prigogine'a była stosowana w teorii roz

rzedzonych gaz6w2/, plazmy 14/, elektrolitów15/ i gęstych 

płyn6w 161. 

Odmienny sposób opisu procesów transportowych przed

stawia metoda fUnkcji korelacji. Dzięki zastosowaniu teorii 

odpowiedzi liniowej układu na małe zaburzenie zewnętrzne 17/ 
pozwala ona w zwartej formie wyrazić kinetyczne współczyn

niki transportowe /dyfuzji, lepkości, przewodnictwa ciepl

nego/ poprzez funkcje autokorelacji odpowiednich mikrosko-

powych zmier~ych dynamicznych. Są to słynne równania Greena -

- Kubo 17 ,lB/. Jednakże prostota metody funkcji korelacji 

jest w znacznym stopniu iluzoryczna, ponieważ przy przejściu 

do jawnych obliczeń ponownie zmuszeni jesteśmy powr6cić do 

formalizmu teorii kinetycznej. Dowiedziono równoważności 

metody funkcji korelacji i metody równań kinetycznych 191
o 

Z drugiej strony należy zaznaczyć, że metoda ~Jnkcji kore

lacji jest szczególnie predysponowana do stosowania podejś-

cia numerycznego, ponieważ fUnkcje autokorelacji zmiennych 

dynamicznych otrzymuje się bezpośrednio w wyniku symulacji 

dynamiki molekularnej układu. 

Metodami nierównowagowej mechaniki statystycznej 

wyprowadza się słynne kinetyczne r6wnanie Boltzmanna 11, 

opisujące poprawnie dynamikę rozrzedzonego gazu w umiar-
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kowanych temperaturach 

s 

gdzie oc numeruJe składniki S-

~Jo(~(f.,_f~) /I.J/ 

składnikowej mieszaniny 

gazowej, foe. ,jest jednocząstkową funkcją rozkładu położe

nia ~ i prędkości v~ składnika oC mieszaniny gazowej w cza-

sie t, a JoC.fJ jest całką kolizyjną reprezentującą wkład 

zderzeń pomiędzy cząsteczkami typu OC i ~ w zmianę fun

kcji rozkładu fo( 

/I.4/ 
f1

e(. J f~ oznaczają funkcje rozkładu, dla których argumen-

tami są prędkości cząsteczek po zderzeniu, ~~p- moduł 

prędkości względnej zderzających się cząsteczek, cl~~~ -

różniczkowy przekrój czynny na zderzenia pomiędzy cząste

czkami d- i p • 
Jedną z korzyści odniesionych z zastosowania nierów

nowagowej mechaniki statystycznej jest wyratne sprecyzo

wanie wszystkich założeń poczynionych przy wyprowadzaniu 

równania Boltzmanna i określających zakres jego stosowal

noście Można je scharakteryzować w kilku punktach. 

1. Równanie Boltzmanna uwzględnia jedynie zderzenia 

binarne, pomiędzy dwoma cząsteczkami, co jest konsekwencją 

ograniczenia rozwinięcia równania kinetycznego względem 

gęstości gazu tylko do pierwszego wyrazu. 
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2. Kolejne zderzenia pojedynczej cząsteczki są aktami 

dokładnie określonymi, razseparowanymi w czesie i przes-

trzeni. Pomiędzy krótkimi momentami zderzeń cząsteczki 

poruszają się ruchem swobodnym. Obszar przestrzeni, w kt6-

rym dokonuje się zderzenie, jest ograniczony przez zasięg 

oddzioływenia międzycząsteczkowego, ~. • Dla odległości, 

którą przebywa cząsteczka między zderzeniami /średniej 

drogi swobodnej L ~ znajdujemy oszacowanie według elemen-

tarnej teorii kinetycznej . L:::. (nrl'o2.)-.t , gdzie n..- śred 

nia koncentracja cząsteczek. Wtedy warunek razseparowania 

skali przestrzennych, tf~ ~ L, , można zapisać w post2ci 

'Yl. "( ,;!; c::g; 1 
l T ~ / 

l... - l 

R6wnanie /1.5/ formułuje tzw. warunek gazu rozrzedzor..ego~ 

bardzo istotny w kinetycznej teorii gazów. Zaniech3n:e 

tego założenia prowadzi do problemu nielokalnego w czasie 

i przestrzeni na skutek nakładania się kolejnych zderzet.. 

W konsekwencji, równanie Boltzmaona opisuje zjewis~a, kt6-

rych charakterystyczna sk8la przestrzenna jest znaczr.:e 

większa niż ń. , a skala czasowa - znacznie dłuższa niż 

t~ , czas trwanie pojedynczego zderzenia. 

J. Prędkościcząsteczek przed zderzeniem nie są ze sobą 

skorelowane. Jest to założenie molekularnego chaosu, wpro

wadzone po raz pierwszy przez Boltzmanna /Stopzahlansatz/. 

Pełni ono kluczową rolę przy wyprowadzaniu r6wnania Boltz-

manna, ponieważ pozwala, wobec niezale~ności prędkości, na 

zastąpienie dwucząsteczkowej funkcji rozkładu iloczynem 
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funkcji jednocząsteczkowych, co jest warunkiem uzyskania 

zemkniętego równania dla funkcji jednocząsteczkowej f~ . 
Założenie to pozostaje do dzisiaj najbardziej spornym 

punktem teorii równania Boltzmanna. 

4. Cząsteczki są pozbawione wewnętrznych stopni swo

body i oddziaływują potencjałem sferyczniesymetrycznym 1 

zależnym jedynie od ich wzajemnej odległości /gaz ouasi

monoatomowy/. Założenie to można usunąć przy odpowiednim 

kwantowomechanicznym uogólnieniu równania Boltzmanna20 , 211, 

Równanie Boltz~anna opisuje nieodwracalną w czasie 
22/ 

ewolucję układu makroskopowego. Teoremat-H Boltzmanna 

dowodzi, że następujący funkcjonał utworzony dla dowolnego. 

rozwiązania równań /I.J/ 

/I. 6/ 

jest dla układu izolowanego /przy zwierciedlanym odbiciu 

cząsteczek na powierzchniach granicznych układu/ funkcją 

nierosnącą w czasie 

/I. 7/ 

Można ponadto pokazać221, że równość zachodzi w /I.?/ je

dynie wtedy, jeżeli f~ są rćwnowagowymi, jednorodnymi 

przestrzennie rozkładami Maxwella - Eoltzmanna. Dla wszys· 

tkich innych rozwiązań funkcjonał H maleje monotonicznie 

do stacjonarnej wartości minimalnej1 a rozwiązania dążą 

aaymptotycznie do r6wnowagowego maxwellianu. Jest to 
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podstawowa różnica pomiędzy równaniem Boltzmanna a rów

naniem Liouville'a, ktćre będąc równoważne prawom mecha

niki, jest odwracalne w czasie. 

W warunkach swobodnej relaksacji układu zderzenia 

między cząsteczkami doprowadzają stosunkowo szybko do 

ustalenia się fUnkcji rozkładu prędkości. Zderzeniową 

relaksację w przestrzeni prędkości opisują całki koli

zyjne, które maleją po upływie czasu relaksacji t~ /rzędu 

czasu pomiędzy kolejnymi zderzeniami pojedynczej cząste

czki/. Zgodnie z twierdzeniem o niezmiennikach kolizyj

r~ch22' 23/ jedyną funkcją, dla której znika całka koli

zyjna, jest lokalny rozkład Maxwella - Boltzmanna 

( )
IL [ ( \ '~] t ~:) - W\c(, ~'"' v~- ~ 

~ Ylo( 2Tikt' exp - 2kT 
/ r.a/ 

Parametry rozkładu /I.8/ są lokalnymi zmiennymi termody

namicznymi i wyrażają eię przez pierwsze pięć momer.t6w 

funkcji rozkładu: 

lokalne stężenie składnika f:L 

/Io9/ 

prędkość hydrodynamiczna środka maey 

/I. 10/ 

gdzie l 

JA przepływu cząsteczek ~ 

l.t (~,t)= J d, Y-t~ fot (1., ~l t) /I. 1 1/ 

http://rcin.org.pl



-
- 24 -

oraz lokalna temperatura 

l I. 12/ 

gdzie Cot= vfl(, - V - - - , k oznacza stałą Boltzmanna. 

Po up~ywie czasu relaksacji ~ funkcje dystrybucyjne 

prędkości są bliskie lokalnemu maxwellianowi /!.8/ i uk~ad 

przechodzi w hydrodynamiczny etap ewolucji, w kt6rym speł

nione są w przybliżeniu warunki lokalnej równowagi termo-

dynamicznej. 

Dla lokalnych zmiennych termodynamicznych można otrzy

mać, nie rozwiązując równania Boltzmanna, hydrodynamiczne 

prawa zachowania, które reprezentują prawa zachowania me-

chaniki na poziomie opisu kinetycznego 

d, ł-1-t - V: <;t ll.c + ~ j.t.~ o dtt " d Xi, 9 X~ 
/I. 1 J/ masa 

pęd 

9 
ri v~ + d Pi~ =O cLt ~X K. 

l I. 14/ 

energia /!.15/ 

gdzie 

U.~ i kT.~ ~~9 
/I. 16/ 

jest gęstością energii. Jednakże, jak wynika z równań 

/I.1J-15/, hydrodynamiczne prawa zachowania nie tworzą 

zamkniętego układu r6wnań, bowiem opr6cz lokalnych zmien

nych termodynamicznych występuje w nich r6wnież całkowity 
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strumień przepływu pędu ltensor ciśnienie/ 

l I. 171 

oraz całkowity strumień cieplny 

l I. 18/ 

gdzie P~•~ jest bezśladowym tenserem ciśnienia skład-

nika o' 

p ...... ( 15.., t) "" ~-V o~. k T - f d~" W~ o~. c .. , c.,. .. f .e /I. 191 

a ~~ oznacza parcjalny strumień cieplny składnika ~ 

/I.20/ 

Z praw zachowania uzyskuje się klasyczne r6wnania hydrody

namiki, jeżeli wyrazić strumienie /I.17, 18/ za pomocą 

wzor6w fenomenol&gicznych, liniowych względem gradient6w 

zmiennych termodynamicznych /prawa Ficka, Newtona, Fourierl 

Ze względu na obecność złożonej, nieliniowej całki 

kolizyjnej rozwiązenie równania Boltzmanna jest problemem 

niezwykle trudnym, a dla ogólnego przypadku nie ma nawet 

matematycznego dowodu istnienia takiego rozwiązania. 

Szczególnym modelem cząsteczkowym, dla którego człon 

kolizyjny przyjmuje względnie najprostszą postać, są 
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cząsteczki maxwellowskie 7 oddziaływujące potencjałem 

, A - dodetnia stał.a, 'f - odległość 

międzycząsteczkoweo Częstotliwość zderzeń cząsteczek max

wellowskich nie zależy od względnej energii kinetycznej 

zderzających się molekuł, co znacznie ułatwia obliczenia, 

a niekiedy umożliwia otrzymanie ostatecznych analitycz

nych rezultatów. Niedawno udało się uzyskać dla modelu 

maxwellowakiego ścisłe rozwiązanie jednorodnego r6wnania 

Boltzmanna24 , 251, co było impulsem pobudzającym nową 

l . . . 6 . 261 Ch . ż fa ę za1nteresowan1a teor1ą r wnan1a Boltzmanna • oc1a 

wynik ten ma bardzo istotne znaczenie dla teorii jednorod

nego równania Boltzmanna, opisującego relaksację rozkładu 

prędkości, nie daje się jednak w łat~J sposób przenieść 

na równanie niejednorodne dla procesćw transportowych. 

Istotną wskaz6wką dla rozwiązania równania Boltzmenna 

jest twierdzenie Hilberta271 , dotyczące następującego 
równenia modelowego 

/I.21/ 

gdzie • Jeżeli rozwiązanie równania /I.21/ jest 

analityczną fUnkcją parametru ~ , to rozwiązanie to jest 

jednoznacznie określone przez pięć pierwszych momentów 

funkcji rozkładu, n, 1 .J-
1 
l 

1 
podanych równeniem /I.9/, 

/!.11 - 12/. Wynik Hilberta nie stanowi jednak ogólnego 

rozstrzygnięcia, ponieważ nie zawsze jest możliwa taka 

paremetryzacja równania Boltzmanna, w której całka koli

zyjne jest szacowane małym parametrem e • Jak poprzednio 
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wspomniano, człon kolizyjr:y jest niewielki o ile układ 

jest bliski stanu lokalnej r6wnowegi termodynamicznejo 

Dla takich sytuacji rezultat Hilberta zainspirował metodę 

28 31/ b . . . Chapmana - Enskoga ' , ędącą naJpopularnleJszym syste-

matycznym podejściem do rozwiązania rćwnania Boltzmannao 

Kluczową dla tej metody jest koncepcja rozwiązania nor

malnego, tzn. takiego, które zależy od czasu funkcjonal

nie poprzez zmienne termodynamiczne. Pozwala to na wyeli-

minowanie występującej w równaniu Boltzmanna /!.3/ pochod

nej względem czasu za pomocą hydrodynamicznych praw za

chowania. Dla funkcji rozkładu zakłada się parametryczne 

rozwinięcie w szereg wokół stanu lokalnej rćwnowagi termo

dynamicznej 

L = _i_ ( t(o) -ł- c 1 C•) + 2 p(1.) ł-
\ol. c, r;;_ ~To( t; tG( ·· · ) l I. 22/ 

Podstawiając funkcję dystrybucyjną w postaci /I.22/ do 

r6wnanie Boltzmanna i porównując wyr2zy o jednckowych po-

tę gach ~ otrzymujemy układ równań liniowych dla kolej-

nych przybliżeń f~) 

L J ( r~) r~>) o /Io23/ 

~ 

Równania te następnie rozwiązuje się sukcesywnieo Rozwią

zaniem równania /1.23/ jest lokalny roz~ład Maxwella -
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ęoltzmanna /! . 8/o Zgodnie z tym wynikiem r ównanie / !. 2~/ 

jest liniowym r ównaniem całkowym dla pierwszej poprawki 

t (~ . . . 
~ c Po wyelim1nowaniu pochodne J czasowe J lewa strona 

/ I.24/ jest liniową funkcją gradientów zmiennych termody

namicznych /I.9-12/ i identyczną zależność wykazuje rów-

nież .t"unkcja f (l ) • Gdy o ~liczoną w ten spo s ób fUnkc j ę 

ro zkł adu w pierwszym przybliżeniu podstawimy do de~inicji 

strumieni / !.19, 20~ otrzymamy wyrażenia liniowe względem 

grad i entów zmienny ch termodynamicznych ze współczynnikami~ 

które zależą od zmiennych termodynamicznych i parametrów 

molekul arnyc h. Te współczynniki identyfiku jemy jako li

niowe wspó łczynniki tr ansportowe. 

Z kolei po wprowadzeniu strumieni termodynamicznych 

/ I.1 7 , 18/- w postaci liniowych kombinacji gr adi entów 

zmiennych termodynamicznych - do hydrodynamicznych praw 

zachowania / I. 1 J-15/ otrzymujemy klasyczne r ównania hydro· 

dynamikiJOl /Navie r a - Stokeaa, Ficka, Fouriera/. 

Kolejne przybli ż enia Chapmana - Enskoga zależą od 

wyższy ch pochodnych zmiennych termodynamicznych oraz po tęg 

ich gradientów. Prowadzą one do bardziej skomplikowanych 

równań hydrodynamicznychJOl /Eurnetta/ . 

Zasadniczym sukce sem metody Chapmana - Enskog a jeet 

zgodność teoretycznie obliczonych wspó łc zynników transpor

towych z danymi doświadczalnymi22 ' JO , )li . 

Brak jest dowodu zbieżności iteracyjnej procedury 

Chapmana ~ Enskoga. Założenie o normalności rozwiązania 

~ rozwinięcie parametryczne wokół lokalnego maxwellianu 

ograniczają zakres stosowalnośc i metody Chapmens • Ens~og~ 
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do stanów niezbyt odległych od lokalnej równowagi termody

namicznejo Oszacowanie charakteryetycznej wielkości posz

czególnych członów równania Boltzmanna pokazuje, że para

metrem rozwinięcia /!.22/ jest wielkośd rzędu t /L , gdzie 

l - średnia droga swobodna cząsteczek gazu, L - odległo&~ 

na której funkcja rozkładu zmienia się o istotną wielkość. 

Tak więc metoda Chapmana • Ellakoga nie może być stosowana 
~ 

do opisu układów, dla których następuje znaczna zmiana 

fUnkcji rozkładu na odległości średniej drogi swobodnej, 

np. do opisu fal uderzeniowych w gazach. 

Inną ważną grupę metod rozwiązywania równania Boltz• 

manna stanowią metody momentów. Poszukują one rozwiązania 

nie tyle bezpośrednio równania Boltzmanna, co wynikających 

z niego równań dla momentów rozkładu prędkości. Przykładem 

takich równań są prawa zachowania /!.13-15/ dla pierwszych 

pięciu momentów. 

Nieskończony układ równań momentów jest w pełni równoważny 

równaniu Boltzmanna; we wprowadzanym przez metody momentów 

przybliżeniu :funkcje rozkładu f(c., 'V ,t} spełnia jedy

nie ograniczoną ich liczbę. W tym celu przyjmuje się okre~ 

loną zależność fUnkcji dystrybucyjnej od prędkości, parame 

tryzowaną przez skończoną liczbę współczynników, będących 

funkcjami _L oraz t • Parametry funkcji rozkładu mo:!ne 

następnie wyznaczyć z odpowiedniego układu równań moment6~ 

Spośród tej grupy najlepiej uzasadniona jest metode 

Grada29, )21. Jeet ona nowocześniejsza i posiada szersze 

możliwości od tradycyjnego podejścia Chapmens • Enskoga. 

Autorska wersje metody Grada, opracowana dla układu jedno· 
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składnikowego, została następnie uogólniona równie~ na 

układy wieloskładnikowe 33 , 341. Metoda ta zakłada rozwi

nięcie funkcji dystrybucyjnej prędkości wokół lokalnego 

rozkładu Maxwella - Boltzmanna w szereg wielowymiarowych 

wielomianów Hermite'a35/ cd.składowych prędkości 

gdzie 

Postać rozwinięcia /!.25/ jest matematycznie poprawna, 

gdyż wielomiany Hermite'a tworzą bazę w odpowiedniej 

przestrzeni funkcyjnej 361 /funkcji całkowalnych z kwadra

tem z wagą maxwellianu/. Liczbę wyrazów szeregu można 

dobierać w zależności od pożądanego poziomu informacji, 

którą powinna zawierać fUnkcja rozkładu. Grad uzasadnił, 

że dla szerokiej klasy zagadnień wystarcza,jące je s t ogra-

niczenie do wyrazów trzeciego rzędu, co prowadzi do tzw. 

przybliżenia trzynastu moment6w29 , 321, wykorzystującego 

następujące wielomiany Hermite'a 

H(o) (~)"" 1 

Hit~) ,.. ~· 

H~1] (~) == ~· ~ł - ó~~ 

/1.26/ 

/!.27/ 

/I. 28/ 

/!.29/ 
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Wielomiany Hermite•a są wzajemnie ortogonalne, a dokładnie 

gdzie 

6~. = -4. 

~e.i(tli i~ (~~~ ... t"') iL\t ru~t~~ /I.J1/ 

O w innym wypadku 
i= (J~,- .. d~) 

Własność ortogonalności pozwala na łatwe obliczanie 

współczynników UJe~> w rozwinięciu funkcji rozkładu /!.25/ 

/I. J2/ 

Jest epecy~iczną zaletą przybliżenia trzynastomomen

towego, że wszystkie współczynniki wyrażają się bezpoś

rednio przez zmienne termodynamiczne /!.9-12/ . i ich stru

mienie /!.19,20/, mają więc interpretację ~izyczną, a zara

zem wszystkie wielkości z równad zachowania występują rów

nież w fUnkcji rozkładu 

t (X V t) ::: fCo) [1 + l'!\ .e J,t.;. C.ti. (t - r.,., cA ) l ci. -1 _oL, oe.. 2.. n..o(. kT k T 

;r. :rJ/ 

W przeciwieństwie do metody Chapmana - Enskoga, która 

traktowała strumienie jako wielkości pomocnicze, w metodzie 
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Grada zarówno zmienne, jak strumienie termodynamiczne 

pełnią równorzędną rolę niezależnych funkcji stanu układu. 

Równanie dla momentów funkcji rozkładu otrzymujemy 

mnożąc równanie Boltzmanna przez kolejne wielomiany Her

mite'a /lub inne wielomiany o określonych własnościach 

tensorowych/ i całkując po prędkościach ~ • Wybierając 

zbiór wielomianów { 1., t\'~.,. C..., 1 Wio<. c ... • Cot.l 1 1 l'nat C.t.i. c:.} 
uzyskujemy następujący układ równań 

• 

II. J4/ 

/I. J6/ 
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- i ~·~ %~K- l T ~o;::)= ~J~~( 1 ~aLt~• c~) 
oe.:: 1.

1 
... 1S II. :37/ 

Równania /I.J4-J7/ dla przybliżenia trzynastomomentowego 

są najprostszym rozszerzeniem praw zachowania do postaci 

w pełni określonego, zamkniętego układu r6wnań różniczko

wych. Występujące po prawej stronie całki kolizyjne mają 

następującą postać 

Ir~. ~ (~~)=f Y.< d Y-t cL<rct.~ u_,._~ ~cr(0.)( f~ f~ - f a~- f~) 
/I.J8/ 

gdzie ~ charakteryzuje tensorowe własności wielomianu ~ • 

Wykorzystując formalną symetrię /I.J8/ oraz odwracalność 

mechaniki zderzenia binarnego można sprowadzić całkę 

kolizyjną do postaci 

I <~-p( ~<r} =idy_.,_ d 'ił do'w.p u, o(~ f.._ f f' (~~(c'")- ~()(col)) 
/I. J9/ 

Jeżeli, ponadto,jest to człon kolizyjny dla cząsteczek 

tego samego rodzaju, ~= ~ , to równanie /!.)9/ ulega 

dalszemu uproszczeniu 

I oL ot(~ <f) = i fd y,_ d~--da;."- u-f d.(~) f"-(~,ot~~'(~ )+ ~·~)-~~)-ł~; 
/1.40/ 
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Pomimo symetrycznej struktury wyrażeń /I.39, 40/ oblicza

nie całek kolizyjnych, nawet w ich mniej skomplikowanej 
ł 

formie /1.40/, jest zadaniem wyjątkowo uciążliwym. W ~cis

łej postaci analitycznej uzyskano wyniki jedynie dla układu. 

jednoskładnikowego dla cząsteczek oddziaływujących poten

cjałem typu A'f-'V\, l 'r' - odległośc! międzycząsteczkowat 

~> 1 l oraz dla modelu sztywnych 1ru1231. Względnie naj

prostsze są obliczenia dla cząsteczek maxwellowskich, dla 

których znika zależność wyrażenie podcałkowego od prędkości 

względnej ~~~ • Metody numeryczne nie znalazły jak do

tychczas szerszego zastosowania do obliczania eałek koli-

zyjnych; przeszkodą jest w tym wypadku wielewymiarowość 

całki, a także, co najważniejsze, parametryczna zależno~6 

od wszystkich zmiennych termodynamicznych. Dla układów 

wieloskładnikowych badano jedynie mieszaniny cząsteczek 

maxwellowskich 391 401 • 

Dla układu jednoskładnikowego równania przybliżenia 

trzynastomomentowego zawieraj~ jako przypadki szczególne 

hydrodynamiczne równania Navier.a- Stokesa23 , J?/ oraz 

Burnetta 37 • 3BI. Podobnego wyniku dowiedziono również 

dla mieszaniny gazów39
t 

40'• Jednakte równania na momenty 

mają przewagę nad klasycznymi równ-aniami hydrodyn.amiki, 

ponieważ opisują wiele nowych efektów nie przewidywanych 

metodami tradycyjnymi, np. różnego rodzaju eprztżenia 

pomitdzy strumieniami. 

Opia procesów transportowych jest w metodzie Grada 

og61niejsz~ niż w metodzie Chapmana - Enakoga, nie wymaga 

bowiem załoienia, że strumienie wyrażają ait przez zmienne 
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~ermodynamiczne i ich gradienty. Tym samym. w intencji 

jej autora, zasadniczym przeznaczeniem metody Grada nie 

jest ~pracowanie jeszcze jednego eposobu obliczania li• 

niowych współczynników transportowych. Tym niemniej współ

czynniki te można w konkretnyeh przypadkach wyznaczyć 
2) J9i i są one zgodne z wynikami metody Chapmana - Enskoga ' 

Metoda momentów była stosowena do takich tradycyj

nych problemó~ d~amiki gazów jak zagadnienie przepływu 

Couette'a i Poissenille'a)2/• do dyskusji zbie~nośei roz

wiązania równania Boltzmann& do rozwiązania normalnego 371, 

do problemów przepływu w których czas charakteryetyczny 

jest rz~du czasu swobodnego pomiędzy zderzeniami411, do 

opisu zjewisk plazmowych4 21. 

Dziesięciomomentow~ wersję metody Grada zastosowano do 

badania sprzężenia pomiędzy dyfuzją i lepkim przepływemJJ, : 

Rozwinięcie funkcji dystrybucyjnej w szereg wielomianów 

Sonine•a wykorzystano do opisu reakcji chemicznej w ga

zach4J, 441. 

Trudno jest dokładnie ocenić, jaki jest rzeczywisty 

zakres stosowalności metody Grada, z pewnością jednak jest 

ona ogólniejsza od tradycyjnej metody Chapmens - Enskoga. 

Oszacowano, że przybliżenie trzynastomomentowe jest wys

tarczające do opi~u zjawisk, w których funkcja dystrybu

cyjna zmienia si~ umiarkowanie na odległości średniej 

drogi swobodnej 231. Warunek ten obejmuje np. fale uderze-

niowe średniej mocy. 

Wszystkie trudności rozwiązania równania Boltzmanna 

spowodowane są ~złożoną strukturą nieliniowej całki koli

zyjnej. Istnieje wiele metod usiłujących ominąć ten 
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problem za pomocą konstrukcji równań modelowych, w których 

całka kolizyjna zostaje zastąpiona wyrażeniem o prostszej 

/liniowej/ postaci. Przybliżenie takie jest tym lepsze, 

im dokładniej wyraz modelowy oddaje własności całki koli

zyjnej, w szczególności musi on spełnia~ teoremat H oraz 

twierdzenie o niezmiennikach sumacyjnych. Najbardziej zna~ 

jest model BGK45/ z członem relaksacyjnym 

/!.41/ 

~ jest pewnym parametrem dobieranym w taki sposób, aby 

rozwiązanie prowadziło do prawidłowej wartości albo współ

czynnika lepkości, albo przewodnictwa cieplnego. 

Spełnienie obu warunków jednocześnie jest niemożliwe w tym 

prostym modelu i stosunek Euckena dla równania BGK wynosi 

zawsze 3/2 zamiast poprawnego 5/2 dla gazów monoatomowych. 

Liniowość równania /I.41/ jest pozorna, w rzeczywis

tości wykazuje ono silną nieliniowość uwarunkowaną zależ-

!~) f nością parametrów maxwellianu 1 od momentów funkcji • 

Dlatego też rozwiązanie modelu BGK jest zadaniem bardzo 

trudnymo Przedstawiono procedurę sprowadzenia równania 

/!.41/ do układu równań całkowych dla makroskopowych pa

rametrów rozkładu, który następnie rozwiązuje się nume

rycznie46/o Jednakże zastosowanie tej metody do silnie 

nierównowagowego problemu fal uderzeniowych nie dało wy

ników zadowalających. Podstawowym zarzutem, który można 

sformułować wobec metody BGK, jest brak systematycznej 

http://rcin.org.pl



- 37 -
~ 

procedury, która dawałaby równanie modelowe /!.41/ jako 

wynik uzasadnionych przekształceń równania Boltzmanna. 

Wobec braku takiego wyprowadzenia, równanie BGK jest fak

tycznie jedynie postulowane. 

Innego rodzaju modele wychodzą od równania Boltzmanna 

zlinearyzowanego wokół maxwellianu, w wyniku czego boltz

mar~owska całka kolizyjna przekształcona zostaje w liniowy 

operator całkowy41 1. Dla typowych modeli oddziaływań mię

dzycząsteczkowych jest to operator z symetrycznym jądrem, 

spełniający założenia alternatywy Fredholma; można więc 

do niego stosować twierdzenia istniejącej teorii liniowych 

równań całkowych. Liniowy operator kolizyjny rozwija się 

w szereg funkcji własnych, przy czym zachowuje się jedynie 

pierwszych kilka wartości własnych, zakładając dla pozoa

tałych wyrazów szeregu jedną wspólną wartość włesnąo 

W najprostszym modelu na przykład rozróżnia się jedynie 

pierwszych pięć funkcji własnych odpowiadających niezmien

nikom sumacyjnym całki kolizyjnej - jest to tzwo liniowy 

model BGK41 /o Dla opisu wielu efektów stosowanie modeli 

liniowych nie jest uzasadnione, np. ścisłe rozwiązanie 

jednorodnego równania Boltzmanna24
t 

25/ pokazuje, że re

laksacyjna zbieżność funkcji dystrybucyjnej prędkości do 

maxwellianu nie jest jednostajna, czego liniowe przybli

żenie nie potrafi oddać 261. 

W dalszym ci~gu poszukuje się nowych, bardziej rea

listycznych, lecz w związku z tym również bardziej skom

plikowanych modeli. Ich atrakcyjnoś~ jest związana z moż

liwością uzyskania przynajmniej rozwiązań numerycznych, 
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podczas gdy bezpośrednie ~umeryczne traktowanie równania 

Boltzmanna w jego orginalnej postaci /I.J/ jak dotychczas 

jest możliwe jedynie w wyjątkowych, najprostszych przy

padkach. 

Oprócz wyżej wymienionych istnieją również inne metody 

rozwiązywania równania Boltzmanna, posiadające mniejsze 

znaczenie. Można w tym miejscu wymienić metodę Leesa471, 

należącą w pewnym stopniu do metod momentów ; zakładającą 

fUnkcję dystrybucyjną w postaci bimodalnego maxwellianu, 

o różnych parametrach w dwóch częściach przestrzeni fa

zowej, lub metodę wariacyjną41 ~ wykorzystującą własności 

ekstremalne pewnych fUnkcjonałów funkcji dystrybucyjnejo 

Plancka 
------~--

Klasycznym problemem, który wywarł duży wpływ na 

rozwój fizyki statystycznej, jest zagadnienie ruchu brow• 

nowakiego względnie cifżkiej cząstki przemieszczającej 

się w obojętnym, równowagowym, ciekłym lub gazowym ośrodku 

Upłynęło kilkadziesiąt lat od momentu odkrycia tego zja• 

wiskaw 1827 roku przez botanika Browna,zania uświadomiono 

sobie• ie przyczJn~t ruchu cząstki są termiczne fluktuacj~ 

sił dziełaj~cych na ni- ze etrony ,drodka. Opr6cs tego 

podczas ruchu wyattpuje takte siła systematycsna - op6r 

środowiska, który jest liniowę fUnkcj~ prfdkości cz~stki. 

Pierwsze rozwi~zania problemu, pochodaące od Eine• 

teina4~1 i Smoluchowskiego491, opierały się na dwóch 

spostrzeżeniach: 
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1/ ruch cząstki jest tak chaotyczny, te możliwy jest 

jedynie jego opis statystyczny; 

2/ istnie je taki czas cherakterystyczny '( , znacznie 

dłuższy niż średni czas pomiędzy zderzeniami cząstki 

z cząsteczkami środowiska, że ruchy wykonywane przez 

cząstkę podczas dwóch kolejnych odcinków czasu 

są wzajemnie niezależne. 

Pozwoliło to na sformułowanie dyfUzyjnego opisu ruch6w 

brownawskich w granicy długich czasów. 

Punktem wyjścia współczesnej teorii ruchów Browna 

jest dynamika hamiltonowska zmiennych dynamicznych pełnego 

układu /środowisko + cząstka brownowska/. Przy założeniu, 

że masa cząstki brownowakiej -t\ jest znacznie większa 

od masy cząsteczki ośrodka 'W\ , (M/M)~ 1 , metodą 

6 . k .. , 21 . . 61 . 6 . operator w proJe CJl otrzymuJe s1ę uog n1one r wnan1e 

Langevina50 , 511 

1t = -J.(t- 'L}g(tt)d.~ + .E_(t) 
o 

/!.42/ 

Jest to stochastyczne równanie róż~iczkowe dla pędu 

cząstki ~(t) • Pierwszy składnik prawej strony /I.42/ 

reprezentuje siły dysypetywne określone przez uogólnioną 

:funkcję oporu ośrodka 5(t~ Zależy on od fragmentu histori 

ruchu, co oznacza, że ośrodek reaguje na zaburzenie, jaki: 

jest ruch cząstki, z pewną skończoną bezwładnością. Taki 

efekt pamięci jest znany uogólnionej hydrodynamice cieczy 

gdzie funkcja s(t) ma postać5 2/ 

II. 4:3/ 
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dla sferycznej cząstki o promieniu R w cieczy o gęstości ~ 

i współczy~iku lepkości ~ • Drugi składnik prawej strony 

/1.42/ jest stochastyczn~ sił- wywieraną na cząstkę pr~ez 

ośrodek, która jest nieskorelowana z pędem cząstki w prze

szłości 

(F (t):l2-(o}> = O t) O /Io44/ 

gdzie <·>oznacza średnią po równowagowym zespole sta

tystycznymo Zakłada się na og6ł 1 że f (t) jest stacjonar

nym procesem gaussowskim,kt6rego własności statystyczne 

podane są równaniami dla wartości oczekiwanej 

(F(t)) = 0 /I.45/ 

oraz funkcji autokorelacji 

/1.46/ 

W rzeczywistości równanie /!.46/ nie jest postulatem, lecz 

stanowi treść dokładnej zależności, twierdzenia fluktua

cyjnodysypatywnego531. ~cisły zwi~zek pomiędzy wielkością 

sił przyspieszających J:(t) a oporem ośrodka musi zacho

dzić, jeżeli średnia energia cząstki brownowakiej jest 

określona przez warunek równowagi termicznej 

(p~= 3MkT /I.47/ 

W ewolucji układu można wyróżnić dwie charakterys-

tyczne skale czasowe. Pierwsza opisuje czas reakcji 

ośrodka i może być określona przez czas autokorelacji 
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siły fluktuacyjnej 

co 

tF = <F?1
J<F(t)·f_(o)> cLt 
o 

l I.48/ 

Druga jest związana z charakterystycznym czasem dla ruchu 

cząstki i szacujemy ją przez czas autokorelacji dla pędu 

oO 

tp = <p2)>-t<~(t)·~(o)> d t 
/I.49/ 

Z twierdzenia fluktuacyjno-dysypatywnego wynika dla tych 

wielkości następująca relacja 

l I. 50/ 

W przypadku granicznym tF<<<tp możemy przyjąć idea-

lizację całkowitego braku korelacji dla siły fluktuującej 

s(t) = ~ 6(t) /I. 51/ 

gdzie T jest współczynnikiem oporu ośrodka. 

Z uogólnionego równenia Langevina /I.42/ otrzymujemy 

wtedy dobrze znane, zwykłe rć.wnanie Langewina541 

~ = -~~(t) + F(t) II. 52/ 

Od r6wnania Langevina dla zmiennych dynami~znych 

można przejść do równoważnego mu równania Fokkera -

- Plancka541 , opisującego ruch brawnawski za pomocą 
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fu~~cJ"i rozkładu f(v n t) 
.D., T- l 

cząstki 

położenia ~ i pędu ~ 

~ ~4?- (ł2f + MkT-%-k)/!.53/ 

Dla czasów t >>1-' równanie Fokkera-Plancka przekształc 

się w równanie dyfuzji dla funkcji dystrybucyjnej położe

nia cząstki PGc 1t) 

l I. 54/ 

Z równania /!.54/ wynika w szczególności klasyczna zależ

ność dla współczynnika dyfUzji, otrzymana po raz pierwszy 

przez Einsteina 

II. 55/ 

Metoda ~perator6w projekcji umo~liwia jednolite, 

systematyczne podejście do bardziej skomplikowanych prob

lem6w, np. ruch brownowaki w ośrodku niejednorodnym511 , 

ruch względny dwóch cząstek brownowskich551 , zagadnienie 

wewnętrznych stopni swobody cząstki brownowskiej561 itp. 
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II. KONDENSACJA I BROWNOWSKA KOAGULACJA W UKŁADZIE 

A EROKOLOIDALNYM 

Zbiór cząstek silnie zdyspergowanej fazy skondenso

wanej, stałej lub ciekłej, zawieszonych w obojętnym śro

dowisku gazowym tworzy układ aerokoloidalny nazywany 

zwykle aerozolem. Tradycyjne określenia i podziały układ6~ 

tego typu sięgały po zapożyczenia z nazewnictwa potocz

nego, takie jak mgła, kurz, dym itp. Opierająca się o włas 

ności fizyczne definicja dla celów naukowych przyjmuje za 

kryterium wyróżniający układy serckoloidalne specyficzny 

stosunek powierzchni międzyfazowej do objętości fazy skon

densowanej. Inne, niezależne określenie wynika s warunku 

stosowalności relacji Stokeaa dla siły oporu przy ruchu 

cząstki poprzez ośrodek. Stosownie do powyższych włas

ności akceptowane są powszechnie dwa następujące ~ryteria 

dla układów aerozolowych57, 5S/~ 

1. Stosunek powierzchni cząstek do ich objętości 

S/Y) 1000 ~-1 

2. Liczba Reynoldea (~'l 'l R/"1..):: Re (1 

gdzie <3~ • gtetoaió gazu, ~ - lepkośó gazu, v, R 
odpowiednio prędkośó i promień /charakterystyczny 

wymiar/ cząstki. 

~ tej postaci oba kryteria są stosunkowo elastyczne i po

aostaW\ają wiele swobody co do innych charakterystyk 

układu. 
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Przykład a~osfery ziemskiej - najbardziej bezpoś

redni a jednocześnie najważniejszy - wskazuje jak bardzo 

skomplikowane są układy aerozolowe. Na każdej wysokości 

nad powierzchnią Ziemi, nawet w rejonach o najczystszym 

powietrzu, znaleź6 można cząstki silnie rozdrobnionej 

materii, kt6re zostały wyemitowane do atmosfery przez cy• 

wilizacyjne, jak r6wniet naturalne ir6dła zanieczyszczeń. 

Ich rozmiary leżą w granicach od ok. 0,005 do ok. 100fM 59 

/Rysunek 1/. Podany zakres wielkości cząstek jest dość 

arbitralny, lecz wskazuje na ogromną rozpiętość wymiarów, 

zapowiadającą dużą różnorodność występujących zjawisk. 

Pomiędzy fazą skondensowaną a otoczeniem gazowym zachodzi 

szereg procesów fizykochemicznych /kondensacja, koagulacj e , 

reakcje heterogenne/, w wyniku których następuje zmiana 

wielkości cząstek koloidalnych, ich składu chemicznego, 

własności elektrycznych i optycznych. System aerozoli atmos 

ferycznych pozostaje pod stałym działaniem promieniowania 

słonecznego, strumienia ciepła rozchodzącego się od powier~ 

chni Ziemi i ·ziemskiego pola elektromagnetycznego. Te czyn• 

niki zewnętrzne odgrywają istotną rolę w zjawiskach o dużeJ 

skali przestrzennej, uwarunkowanych kooperatywnym, kolek

tywnym zachowaniem cząstek. 

Trzy podstawowe procesy, powszechnie występujące 

w układach aerozolowych, składają się na łańcuch przemian 

powstawania i wzrostu cząstki koloidalnej. 

~~1~!Ej2~ W procesie tym z przesyconych składników 

gazowych powstaje stabilny zarodek tezy skondenso-

wanej. Nukleacja homogeniczna przebiega przez etap 
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Rysunek 1. Aerozole atmosferyczne 
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clusterów, czyli agregatów niewielkiej liczby cząste-

k t d . 60/ l. . d cze ego samego ro zaJU o Jeże 1 Jądro zero ka 

zawiera cząsteczki innych związków, mamy do czynie

nia z nukleacją heterogeniczną, która jest częściej 

spotykana. 'Nyróżnia się trzy typy nukleacji hetero-
. .60/ . . . . genlczneJ : kondensacJa na JOn~e, kondensacJa na 

obojętnej cząsteczce, współstrącanie się dwu lub 

więcej składników. 

~2~9~~~§sj~~ Po osiągnięciu pewnych krytycznych roz

miarów cząstka koloidalna jeet termodynamicznie sta

bilna i staje się ośrodkiem kondensacji. Proces po-

lega na pochłanianiu przez fazę skondensowaną cząs

teczek przesyconej pary uderzających w powierzchnię 

cząstki. Szybkość kondensacji uwarunkowana jest pro-

cesami transportowymi zachodzącymi w gazie. 

~2~~!~~j~ następuje w wyniku zderzenia się dwóch cząs• 

tek zakończonego ich połączeniem się /koalescencją/o 

Koagulacja prowodzi do zmiany rozkładu wielkości aerou 

zoli i wyrównywania się ich składu61 1. 

W zależności od specyfiki układu występują różne ro

dzaje innych procesów. Aerozole zanieczyszczonej at~osfery 

zawierają w gazie i fazie skoDdensowanej ogromną r6żnorod-

, b d k h h . . . k6 • . . tk6 601 noać ar zo a~tywnyc c em1czn1e zw1ąz w 1 p1erw1a~ w 

takich jak so2, NOx, węglowodory, co, NH3 oraz pierwiastki 

śladowe Hg, As, Se, Tl, Cd, Pb, Cr, Mn, Fe, V. Związki te 

uczestniczą w rozmaitych reakcjach chemicznych, kt6re można 

podzielić na trzy zasadnicze typy: 
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-homogeniczne reakcje katalityczne 

- heterogeniczne reakcje katalityczne 

- reakcje fotochemiczne z udziałem promieniowania 

słonecznego. 

Usuwanie cząstek koloidalnych z układu regulowane 

jest sedymentacją /grawitacyjną lub turbulentną/ i depo

zycją na powierzchniach ograniczających układ. W przypadku 

atmosfery następuje również wymywanie aerozoli przez kro

ple padającego deszczu. 

Do wyżej wymienionych procesów dodać mo~na jeszcze 

dyfuzję, kt6ra występuje powszechnie, turbulencję w atmos

ferze, powodując~ burzliwe mieszanie się poszczególnych 

warstw układu621, oraz transport w strugach wiatru na zna

czne nieraz odległości6 J1 • 

Układ aerokoloidalny stanowi formalnie mieszaninę 

gazów i cząstek koloidalnych, która w zasadzie mo~e być 

analizowana metodami mechaniki statystycznej. Jednakże 

w praktyce mikroskopowy, ścisły opis ·tak złożonego układu 

jest nie tylko niemożliwy lecz r6wnież niecelowy i nie wy• 

daje się także prawdopodobny w bliskiej przyszłości. Do

tychczas opis układów aerozolowych opiera się na modelach 

matematycznych, które są idealizacją rzeczywistego systemu, 

lecz oddają jednocześnie, w miarę mo~liwości jak najbar• 

dziej wiernie, najistotniejsze cechy obrazu naturalnego. 

Redukcję stopnia złożoności osiąga się dwoma drogami. 

http://rcin.org.pl



- 48 -

Z jednej strony na parametry fizykochemiczne układu na

kłada się ograniczenia odpowiadające sytuacjom typowym~ 

z drugiej zaś - model skupia się na wybranych procesach, 

które, jak aię ocenia, wywierają największy wpływ na ewo

lucję aerozolu. 

Model przyjmuje, że cząstki koloidalne są sferycznymi 

ciałami, obojętnymi chemicznie wobec zasadniczych skład

ników gazowej atmosfery. Zaniedbuje się w znacznym stopni~ 

ich strukturę wewnętrzną, chociaż własności objętościowe 

i powierzchniowe cząstek /np. gęstość, współczynniki ako

modacji/ wchodzą do modelu jako pewne z góry zadane feno

menologicznie parametry. Zakłada się także, że cząstki są 

pozbawione wypadkowego ładunku elektrycznego. Przy tych 

waru~~ach zawiesinę koloidalną można opisać za pomocą fun

kcji rozkładu wielkości i położenia cząstek N(R 1 ~ 1 t) , 
podająca stężenie cząstek o promieniu R w punkcie Ł i cza

sie t • Dla pewnych układów przedstawiony model "sztywnych 

kul" jest zbyt radykalny i konieczne jest uwzględnienie 

dodatkowych stopni swobody układu. Dla systemu aerozoli 

zanieczyszczonej atmosfery na przykład istotny jest aspekt 

chemiczny. W tym wypadku funkcja rozkładu powinna również 

zawierać odpowiednią informację o strukturze ehemieznej601 : 

O atmosferze gazowej zakłada się, te jej podstawowy 

składnik, neutralny gaz gospodarza /hoet gas/ 1 jeet prak

tycznie w stanie równowagi termodynamicznej 57 ' 581. 

Uwzględniając podstawowe rodzaje występujących proce-

sów fizykochemicznych, otrzymujemy układ wzajemnie sprzt

tonych równań zachowania - ciągłości dla funkcji rozkładu 
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oraz stężenia gezowego składnika 

kondensującego ~(~ 1 t) , który można schematycznie przed

stawić w postaci60/ 

d N oN + oN + oN 
~t at ' o t . at 

koA-~14\..o.~Q. \<.o~d~~'\1' łl.a ~d.t~i(Ą. 

+ 'ON + oN /II. 1/ 
at c!Aa~1.Jo.. a t t.~Cód\o. 

Ró~nania /II.1,2/ wraz z odpowiednimi dla konkretnej ey

tuecji warunkami brzegowymi i początkowymi określają 

ewolucję najprostszego, przykładowego modelu. Stosowane 

praktycznie, bardziej realistyczne modele 60 , 64/ muszą 

brać pod uwagę oprócz procesów fizycznych, reekcj~ che

micznych i ich wzajemnych sprzężeń, r6wnież rozmieszcze

nie i intensywność źródeł aerozoli, czynniki klimatyczne 

a nawet ukształtowanie terenuo Pomimo tego, że stanowią 

one zaledwie pierws~y krok w kierunku bardziej ściełego 

teoretycznego ujęcia skomplikowanych układów aerozolowych~ 

modele matematyczne mają ogromne znaczenie w ochronie 

atmosfery przy analizie i sterowaniu zanieczyszczeniami 

. 60, 64/ l . . . . pow1etrza oraz w meteoro og11 • przy staw1an1u 

prognoz pogody. 
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Podamy teraz, jaka jest, zgodnie z założeniami przy

jętego modelu, postać fUnkcji reprezentujących w równa

niach /II.1,2/ procesy kondensacji i koagulacji. Wprowa

dzimy przedtem ważną klasę układów aerozolowych. Niech n , 

~ oznaczają stężenie i średnią drogę swobodną cząsteczek 

atmos:fery gazowej, N, R - średnie stężenie i promień 

cząstek aerozolu. Większość rzeczywistych układów spełnia 

następujące warunki 

N/rt ~ 1 /II. 3/ 

/II.4/ 

/II.5/ 

Relacje /II.J-5/ określają tzw. reżim jednocząstkowy 

/single partiole regime/, w którym każdą cząstkę mo~na 

rozważać niezależnie od pozostałych571 • Zdecydowana więk

szość istniejących teorii procesów aerozolowych jest ogra

niczona do reżimu jednocząstkowego, ponieważ poza jego 

granicami opis teoretyczny natre:fia na ogromne trudnościo 

Jeżeli spełnione są warunki /II.J-5~ każdą cząstkę 

aerozolu traktować można jako pojedyncze centrum konden

sacji umieszczone w nieskończonym ośrodku gazowym. Odpo-

wiedni składnik w równaniu /II.2/ przyjmuje postać 

g t = -j <f(R) N(R 1.!.1 t) ciR /II.6/ 

gdzie ~(R) jest strumieniem kondensacji, czyli liczbą 
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cząsteczek pary pochłanianych na powierzchni pojedynczej 

kropelki aerozolu o promieniu R w jednostce czasuo Przy•łl 

jęto, że proces przebiega quasi - stacjonarnie i w kon

sekwencji f nie jest explicite fUnkcj~ czasu. Oceniono 

w przybliżeniu571, że poprawki na niestacjonarność są 

, gdzie ~~- gęstość kondensującej 

pary, 9L- gęstość fazy skondensowanej. 

Liczby w nawiasach w /!1.3-5/ przedstawiają odpo

wiednie wartości dla troposfery ziemskiej5?, 651, ktćra 

jak widać całkowicie spełnia warunki reżimu jednocząst

kowego. Wahania wartości /II.3-5/ są głównie wynikiem 

zmier~ej liczby cząstek. Podczas gdy w próbkach powietrza 

pobranych bezpośrednio nad obszarami silnie uprzemysło

wionymi stwierdza się ok. 105 a nawet 10
6 cząstek/cm3 , 

w atmosferze najczystszego powietrza morskiego wokół bie

guna południowego niejednokrotnie znajdowano poniżej 

100 cząstek/cm3 651. W procesach technologicznych wystę

pują niekiedy układy aerozolowe, tzw. warstwy fluidalne, 

w których stężenie cząstek jest tak wysokie, że relacje 

/II.J-5/ są naruszone. Konieczne jest w tym wypadku 

uwzględnienie efektów konkurencyjnych pomiędzy sąsiednimi 

. 66 67 l l ..c • • 
cząstkam1 , , które prowadzą do za eżno~c1 strumle-

nia kondensacji od stężenia cząstek. 

Koagulacja przebiega w układzie równolegle do kon• 

densacji, jednakże oba procesy można rozpatrywać oddziel• 

nie, ponieważ ich charakterystyczne skale czaso~e są roz

separowaneo Czas relaksacji dla koagulacji jest znacznie 

dłuższy niż czas relaksacji dla kondensacji, ze względu 
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na mniejszą o kilka lub kilkanaście rzędów wielkości kon

centrację cząstek aerozoli w stosunku do cząsteczek kan• 

densujących par zanieczyszczeń gazowych5 9 , 65/ oraz na 

ich znacznie mniejszą ruchliwość. Niezależnie od mecha

nizmu, który doprowadza do koalescencji cząstek, szybkość 

koagulacji jest proporcjonalna do iloczynu atężeń zderza

jących się cząetek571. 

Ewolucję fUnkcji rozkładu wielkości cząstek w wyniku 

l . . . . 6 . l h k. 68, 6 9/ koagu acJ~ opLSUJe r wnan1e Smo ue ows 1ego 

a N 
at 

R 

1 IN(R ,x, t) N([R~-lł:!]~~})~ -~)J~K\RJR"-ti•J~)d.fi 
o 

/II. 7/ 
oO 

-LN(R l x, t) N (R J )(,l t) K(R JR) cLR 

gdzie K(R~ 1 R2) jest częstotliwością koalescencji cząstek 

o promieniach R~ 1 R 1 , zwaną stałą koagulacji, która za

wiera całą informację o fizyeznym mechanizmie procesu. 

Pierwszy składnik po prawej stronie /II.7/ reprezentuje 

kreacjt cząstek a danym promieniu R w wyniku połączenie 
. ' . 

. się dwóch mniejszych cząstek, a drugi - ubywanie danych 

cząstek na skutek koagulacji z ~nnymi. W rzeczywistodcl 
10 -

Smoluchoweki .V rozwateł dyskret~ odpowiednik całkowego 

równania /II.7/, uwzgltdniający ~akt, te cząstki koloi• 

dalne są zbudowane ze skończonej ilości niepodzielnych 
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jednostek /cząsteczek, monomerów, umownych jednostek 

objętości/ 

/II. 7a/ 

Nt oznacza sttżenie cząstek składających się z 
. 
t. jed-

nostek. Z uwagi na złożoną, nieliniową strukturę ścisłe 

wyniki dla równań /II. 7, ?a/ są bardzo nieliczne. Najog61··'' 

niejsze twierdzenia matematyczne o istnieniu i jednozna

czności dodatniego rozwiązania zagadnienia początkowego 

określonego równaniami /II.?, 7a/ obejmują następujące 

przypadki: 

/1/ 

/2/ 

~ 

Kq ( ~+~ 
K~j =-s" s~ 

71/ istnieje rozwiązanie globalne 

gdzie s.,/k -~:? o gdy k ~ co 

istnieje rozwiązanie globalne, ale nie wiadomo czy 

jednozneczne72/ 

Scisłe rozwiązania równań /II.?, 7a/ istniej~ jedynie 
88 l-3) 

dla modelu KL~ :::. A + B (t+ A) + (L l ' 
W ostatnich latach w oparciu o równanie Smoluchowa

kiego intensywnie analizowano teoretycznie kinetykf pro

cesu rozgałtzionej polimeryzacji. W tym wypadku K;d wy

rażają prawdopodobieństwo utworzenia wiązanie ~- J po

między elusterami bez uwzględnienia ich mobilności. 

Stwierdzono, że dla Ki. l= (~l)w , 4- (eJ ~ 1 , w ekoń .... 

czonym czasie ~ nastfpuje przejście fazowe, po którym 

pojawia się żel • supercząstka o nieograniczonej wiel

kości74-771. Manifestuje się to załamaniem prawa zachowa-
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nia masy dla fazy zol, która traci skończony ułamek masy 

przechodzący do ielu. Na podstawie asymptotyki rozwiązań 

sprawdzono dla tych modeli hipotezę skalowania i uniwersal

ności, przy czym okazało się, że wykładniki krytyczne nie 

zawsze przyjmują klasyczne wartości?5,?61. 

W zależności od tego, co jest przyczyną względnego 
• ruchu zderzających się cząstek,wyróżniamy następujące ro-

dzaje koagulacji aerozoli: 

1. Koagulacja w ruchu uporządkowanym, jeżeli prędkości 

cząstek są zróżnicowane /w zależności od ich wymiaru/, 

np. koagulacja grawitacyjna /lub ogólnie w polu zewnę -

trznym/, koagulacja w strugach przepływu gdy istnieje 

gradient prędkości konwencji, koagulacja turbulentna; 

2. Koagulacja brownowaka zachodząca na skutek termicznego, 

bezładnego ruchu cząstek. 

Dla typowych rozmiar6w aerozoli atmosferycznych dominuje 

koagulacja brownowska651. 

W ten sposób całość zagadnienia kondensacji i koagu

lacji w świetle matematycznego modelu układu aerokoloidal

nego sprowadza się do wyznaczenia współczynników kinetycz

nych - strumienia konden~acji na pojedynczym aerozolu f 
oraz stałej koagulacji K(R~,R~) - kt6re wchodzą jako 

parametry do równań /II.6,7/ a następnie do równań modelo

wych typu /II.1,2/. 
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Problem kondensacji pary o niewielkim stężeniu w sto

sunku do neutralnego środowiska gazowego na sferycznej, 

nieruchomej kropelce aerozolu był przedmiotem licznych 

badań teore-tycznych i doświadczalnych, kt6re zostały w in

teresujący sposób omówione w artykule przeglądowym Davisa 

i in. 78/ Mechanizm trensportu cząsteczek pary do powierz

chni aerozolu zależy od liczby Knudeena, które jest zde

finiowana jako stosunek średniej drogi swobodnej cząsteczek 

pary t, do promienia cząstki R • KV\, ::: t/R • Ze względu 

na zakres stosowalności istniejących wynik6w teoretycznych 

można w przybliżeniu wyróżnić naatfpujące obszary 

<o, 1 

o, 1 - 10 

dyfuzja /continuum/ /II.8/ 

obszar przejściowy /transition 
regime/ 

swobodne cząsteczki /free mole
cules/ 

W obszarze continuum można przyjąó, że ośrodek jest 

ciągły~ i stosowaó równania hydrodynamiki. Transport maey 

jest opisywany przez sferycznie symetryczne w tym wypadku 

równanie dyfuzji, którego rozwiązanie prowadzi do następu

jącego wyrażenia dla strumienia kondensacji 

/II.9/ 

gdzie D jest współczynnikiem dyfuzji cząsteczek pary, 
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~ oo - stężenie pary w nieskończoności, n-s jest równowago

wym stężeniem pary nad powierzchnią kropli, kt6re wyra~a 

się równaniem Kelvina 

/II. 10/ 

gdzie 

\ 1 ~ 1 ~ - odpowiednio współczynnik aktywności, ułamek 

molowy w fazie skondensowanej i objętoś6 cząsteczki konden

eującego związku, 'Yl~ - stężenie pary nasyconej nad powierz ·~ 

chnią płaską, a- napięcie powierzchniowe kropelki. 

Równanie /II.9/ przypisywane j@at tiaxwellowi791, a także 

Stefanowi lub Langmuirowi. Uogólnienie /II.9/ uwzględniające 

efekty cieplne kondensacji zoetało zaproponowane przez Hidy 

i Brocka571, którzy wzięli pod uwagę zale~ność współczynnika 

dyfuzji od temperatury 

/II. 11/ 

gdzie -ry jest temperaturą powierzchni kropli, lroa - tempe

ratur~ w nieskończoności /dla której obliczany jeet D 1. 

Jednakże ścisłość równania /II.11/ budzi wątpliwości. 

W przeciwnym przypadku granicznym, obszarze wolnocząs

teczkowym, cząstkę aerozolu traktuje się jak gigantyczną 

cząsteczkę gazu, która nie zaburza maxwellowekiego rozkładu 

cząsteczek pary /w skali przestrzenneJ ,._ L l. Strumień kon• 

densacji otrzymujemy jako liczbę zderzeń według klasycznej 

teorii kinetycznej gazów 
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<f f.., = OC Tt p_l· ( '\1 o& - 'Yls) V 
/II. 12/ 

gdzie V= (8 kT/TI rtt.)"l. jest średnią prędkością kinetyczną 
cząsteczek pary o masie ~ , ~ jest współczynnikiem ako

modacji określającym ułamek zderzeń efektywnych, zakończo

nych pochłonięciem cząsteczki. Równanie /II.12/ uwzględnia 

również fakt, że cząstka aerozolu jest ~ródłem cząsteczek 

pary, które są emitowane z natężeniem koniecznym dla zbi

lansowania strumieni w warunkach równowagi termodynamicz

nej /zasada szczegółowej równowagi/. Jeżeli temperatury 

kropli lrL i gazu są różne, sugerowane jest stosowanie571 

równania efUzji Knudsena - Hertza 

/II.1J/ 

Żadna z powyższych prostych teorii nie opisuje popraw

nie zjawiska transportu masy w procesie kondensacji dla 

przejściowych liczb Knudsena, O, 1 < Kn.. < 10. Najprostszy, 

półempiryczny wzór stosowany w tym obszarze został przed-

. h SO/ k 6 d . t stew1ony przez Fuc sa , t rego meto a nazywana Jes 

- ze względu na charakter przybliżenia - łączeniem stru

mieni /flux- matching/. Przyjął on, że transport cząste

czek pary do kropelki ma charakter dyfUzyjny na zewnątrz 

pewnej sfery granicznej, położonej koncentrycznie względem 

cząstki aerozoluo Aby spełnione były warunki reżimu con

tinuum, promień sfery musi wynosić R +A, gdzie A jest 

arbitralną odległością rzędu średniej drogi swobodnej. 
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Wewnątrz sfery natomiast stosuje się teorię wolnocząstecz

kową. Z warunku łączenia strumieni na granicy sfery 

można obliczyć nieznane stężenie 'r1. 1 w punkcie R +A . 

Ostateczny rezultat Fuchsa 

/II.15/ 

zawiera dobieralny persmetr b. , kt6rego precyzyjniejsze 

określenie wydaje się niemożliwe. Wzór /1!.15/ w granicy 

continuum i wolnocząsteczkowej przechodzi odpowiednio w 

równania /II.9/ i /II.12/. 

Systematyczny opis teoretyczny procesu transportu masy 

dla całego zakresu liczb Knudeena wymaga rozwi~zania kine

tycznego równania Bo l tzmanna /I.')/ dla funkcji dyatrybucy j·-
, 

nej cząsteczek kondensującej pary. Scisłe rozwiązanie ana-

lityczne dla procesu kondensacji nie istnieje, e dotychc~a

sowe wyniki przybliżone ograniczają się do przypadków szcze 

gólnych. 

Brock811 rozwiązał model BGK /1.41/ metodą iteracyjną~ 

która pozwoliła na otrzymanie liniowej względem K~-• po

prawki do wyrażenia wolnocząsteczkowego /!1.12/. Założenia 

modelu i metody rozwiązania ograniczają zakres stosowalnośc 

rezultatu Brocka do układów, w których cząsteczki pary są 

lekkie w stosunku do cząsteczek otaczającego gazu. 
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Dla problemu kondensacji zaadoptowano równie~ metody 

stosowane w teorii transportu neutronów w moderatorach 

reaktorów jądrowych. W problemie Milne'go, formalnie po

dobnym, chociaż prostszym od kondensacji, rozważa się poch-

łanianie neutronów na doskonałym,srerycznym absorberze. 

Sahni82 ,BJ/ rozwiązał liniowe równanie modelowe, zgodnie 

z którym wszystkie neutrony posiadają jedną prędkość i są 

rozpraszane izotropowo podczas zderzeń. Fuchs i Sutugin80/ 

znaleźli następnie formułę interpolacyjną dla numerycznych 

wynik6w Sahn:iego 

[1 + l/ 1.333 + O.ł1K11..-~-
1 

fe Y\.~ 1 + Kn.- 1 J 
/II.16/ 

Loyalka841 poprawił model jednej prędkości stosowany 

przez Sahniego i rozwiązał liniowy całkowy model BGK me-

todą wariacyjną. Podobnie jak rezultat Brocka, wyniki Sah

niego i Loyalki a także wzór /II.16/ stosują się jedynie 

dla cząsteczek pary o względnie małej masie, ponieważ rów

nania modelowe związane są z założeniem o izotropowym roz

praszaniu cząeteczek. Opierając się na argumentach heurys

tycznych1Loyalka85/ podjął również próbę modyfikacji i uogól· 

nienie równania /II.16/ w taki sposób, aby zakres jego sto

sowalności obejmował dowolne stosunki mas cząsteczek pary 

i obojętnego gazu. 

Eksperymentalne badania procesu kondensacji-parowania 

sferycznego aerozolu w nieruchomym ośrodku gazowym napoty

kają na znaczne trudności, związane z koniecznością staran-
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nego wyeliminowania wszystkich efekt6w ubocznych pojawiają

cych się np. w obecności gradientów temperatury lub ciśnie-
. . k. . ś . h86-88/ 

n~a. Wyn1 1 p1erwszych prac do w1adczalnyc były mało 

precyzyjne i charakteryzowały się znacznym rGzrsutem., . co 

uniemożliwiało znaczące porównanie ilościowe z teorią. Istot

nym problemem eksperymentalnym był brak standartowych metod 

generacji i dokładnego pomiaru wielkości submikronowych 

/w obszarze wolnocząsteczkowym i knudsenowskim/ cząstek aero•·· 

zolu. Niedawno zanotowano w tej dziedzinie wyraźny postęp 

dzięki zastosowaniu techniki rozpraszania światła laserowego • . 

Davis i jego współpracownicy przeprowadzili całą serię doś

wiadczeń89-921, których wyniki pokrywają niemal cały obszar 

przejściowy. Badano parowanie kropelek cieczy o niskiej lot

ności /ftalan dwuoktylu, sebacynian dwubutylu/, co pozwoliło 

na dokładn:e pomiary zmiany promienia cząstki przy małej ezyb•tt 

kości procesu. Rezultaty pomiarów, których błąd autorzy oce

niają na ok. 10~, stosunkowo dobrze zgadzają eię z p6łempi

rycznym wzorem Fuchsa /!!.15/, pod warunkiem odpowiedniego 

doboru parametru A • 

W analizach kinetyki kondensacji najczęściej zaniedbuje 

się ciepło kondensacji, wyzwalane przy pochłanianiu cząste

czek pary na powierzchni kropli. Jest to uzasadnione, o ile 

st~żenie substancji kondensującej w gazie jest bardzo nie

wielkie i procesy dyaypacji energii kondensacji do otacza

jącej "kąpieli" gazowej są wystarczająco efektywne dla prak

tycznego zniwelowania jakiejkolwiek potencjalnie możliwej 

rótnicy temperatur pomitdzy kropeltą aerozolu a otaczającym 

gazea. Założenie to może byc! jednak naruszone, je~eli cząs-
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teczka pary po skondensowaniu wchodzi następnie w reakcję 

chemiczną zachodzącą w fazie skondensowanej. Z taką sytu• 

acją spotykamy się w bardzo zrótnicowanych chemicznie 

aerozolach zanieczyszczonej atmosfery. Najczęstsze konden

sujące zanieczyszczenia gazowe /so2, NOx, węglowodory~ jako 

związki silnie reaktywne,inicjują łańcuchy przemian chemicz~ 

nych, częściowo katalizowanych przez obecne w cząstkach 

aerozolu w ilościech śladowych pierwiastki metaliczne po

chodzące z lotnego popiołu601. 

Jeżeli w wyniku kondensacji oraz ewentualnie towarzy

szących jej procee6w następuje ogrzewanie kropelki aerozolu, 

to przepływ ciepła na zewnątrz kropli zmienia etan warstewki 

gazu bezpośrednio otaczającej powierzchnię cząstki, a to 

z kolei wpływa na szybkość transportu mesy. W ten sposób 

strumienie masy i ciepła są wzajemnie sprzę~one i w celu 

określenia szybkości kondensacji nale~y rozwi~zać układ 

równań uwzględniających współzależność obu istotnych zja

wisk. Wyrażenia /II.11/ lub /II.1J~ podające strumień kon

densacji /odpowiednio w granicy continuum i wolnocz~stecz

kowej/ w obecności r6±nicy temperatur pomiędzy cząstką 

a otoczeniem, nie mogą być bezpośrednio zastosowane, po

nieważ temperatura kropli nie jest prostym parametrem, lecz 

wynika ściśle z bilansu cieplnego. 

Brak jest bardziej systematycznych wynik6w teoretycz

nych dotyczących wpływu efektu cieplnego na szybkość kon• 

denaacji. Przybliżoną ocenę otrzymał Kang9J/, który zasto-

sował metodę łączenia strumieni dla równań transportu masy 

i ciepła. Jednak~e doświadczalne badania kondensacji per 
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rtęci941, pomimo ich małej dokładności, nie świadczą o pop

rawności wyniku Kangao 

Z punktu widzenia potrzeb technologii interesujące 

są również układy cząstek koloidalnych zawieszonych w atmos

ferze czystej pary. Wymagają one jednak odrębnego potrak

towania ze względu na znacznie silniejsze efekty nier6wno

wagowe. Pierwsze wyniki teoretyczne pokazują, że kinetyka 

kondensacji w środowisku czystej pary jest odmienna niż 

w ośrodku obojętnym95-971 • Nie ma odpowiednich wyników doś

wiadczalnych, które pozwoliłyby na zweryfikowanie tych prze~ 

widywań teoretycznych. 

Podobnie jak przedstawiona poprzednio kondensacja, 

koagulacja zachodzi w wyniku połączenia się /koalescencji/ 

zderzających się ciał /w tym wypadku cząstek koloidalnych/, 

dlatego też oba procesy wykazują znaczne formalne podobień

stwo. Będziemy rozważać koagulację brownowską, w której me

chanizmem doprowadzającym do zderzenia jest przypadkowe 

błądzenie Irendom walk/ cząstek w r6wnowagowym, obojętnym 

ośrodku. Jeżeli liczbę Knudeena zdefiniować jako Kn,:::. t./R,l. 

gdzie R 12. ::: R1 + R2 jest średnicą kolizyjną zderzających 

się cząstek a t - średnią drogą swobodną cząsteczek ośrodka 

gazowego, to cały zakres Ktt można podzielić na te same trzy 

obszary, określone nier6wnościami /II.B/, w kt6rych proces 

koagulacji ma odmienną charakterystykę. 
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W obszarze continuum koagulację brownowaką opisuje 

klasycz~y rezultat, uzyskany po raz pierwszy przez Smolu

chowskiego981 w wyniku rozważań nad wzajemną dyfuzją cząste~ . . 

/II.17/ 

/II.18/ 

gdzie D~,~ oznaczają wsp6łczynniki dyfuzji cząstek, 

~ i -r są odpowiednio współczynnikiem lepkości i tempera

turą ośrodka. We wzorze /11.18/ wykorzystano zależność 

Einsteina - Stokesa dla współczynnika dyfUzji kulistej cząs

tki o promieniu R • Granice stosowalności teorii Smolucho

wakiego mo!na nieco rozszerzyć ( KY\ ( 0.25), jeżeli wprowa

dzić do współczynnika dyfuzji poprawkę ze względu na poślizg 

dyfuzyjny /slip - flow correction/ 

/IIo 19/ 

Najbardziej znana jest empiryczna postać czynnika korekcyj

nego,otrzymana na podstawie wyników doświadczeń Millikana991 

/II.20/ 

Istnieje r6wniet kilka przybliżonych teoretycznych wyników 

dla tej poprawki, spośród których najdokładniejsze są obli-
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czenia Phillipsa1001 

C(K~) 

gdzie 

15" + 12b-1Kyt_ ł- 3 b; -t 1)K ł -r J8b2( b;+ 2 K YL-
3 

15- 3b~K~ + b2 (8 r:r(tł~ (b:-t-2)K~2 

' b2. ::s (2- o(.~t1. ' oC~ 
współczynnikiem akomodacji cząsteczek gazu. 

III. 21/ 

je et 

W przeciwnym przypadku granicznym, Kh.J---?'00) oddziały• 

wenie cząstek z gazem stają się mniej istotne i stała koa

gulacji jest określona równaniem na liczbę zderzeń z teorii 

kinetycznej gazów 

/II.22/ 

gdzie ~ jest wsp6łczynnikiem efektywności koalescencji, 

~ jest średnią względną prędkością termiczną cz~etek 

o masach M" ' M2 

/II.2 3/ 

Równanie /II.22/ można ściśle uzasednić 101 , 1021 przez 

rozwiązanie układu równań Boltzmanne dla mieszaniny zło~o

nej z silnie rozrzedzonych, cię~kich cząsteczek /cząstki 

koloidalne/ umieszczonych w składnitu gazowym, kt6rego 

cząsteczki są bardzo lekkie /gaz Lorentza/. 

Podobnie jak dla kondensacji, ani teoria dyfuzyjna 

ani wolnocz~steczkowa nie mogą by6 etoeowane w obszarze 

przejściowym, O, 1 < Kn.. < 10. Przedstawiona poprzednio 
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metode łączenia etrumieni, zastosowana dla procesu koagu• 

lacji, prowadzi do następującego wyrażenia dla stałej koa

gulacji801 

gdziw 

/II.25/ 

/II.27/ 

W pełni poprawny opis teoretyczny procesu koagulacji 

mu~i opierać sił o rozwiązania równań ruchu brownowekiego 

cząstek w ośrodku gazowym. Dla zmiennych kanonicznych jest 

to równanie stochastyczne Langevina /1.42,52/, dla fUnkcji 

dystrybucyjnej f(~, y_
1
t) połotenis ~ i prędkości y_ 

-równanie Fokkera- Plancka /Io53/. 

Asztakow1031 rozwiązywał równanie Fokkera • Plancka 

metodą momentów Greda, jednakże jego wynik nie ma poprawnej 

postaci analitycznej i wykazuje złą granicę wolnocząeteczk~ 

http://rcin.org.pl



- 66 -
~ 

Prawidłowe rozwiązanie równania Fokkera - Plancke dla 

quasi-stacjonarnego procesu koagulacji metodą momentów 

GrBda znajdujemy w pracy Sitarskiego i Seinfelda1041. Ich 

rezultat prowadzi do następującego wyrażenia dla stałej 

koagulacji 

1 + 0.2 2~oG k2. 
+ 02_1_+_[==--o-. s_s_2_:-~-+-0.-1-TI-2-~-oe.-=-~-+-O-. o-6-1\-k-~-~ 

/1!.28/ 

gdzie 

/II.29/ 

Równanie /II.28/ oraz ~ór Fuchsa /!1.24/ przewidują war

tości zbliżone, z dokładnością 10 - 12%, w obszarze con

tinuum i przejściowym. Jednakte w granicy wolnocząstecz

kowej, K~ ~ oO , wzór /1!.28/ nie jest zbieżny do 

prawidłowej wartości /II.2J/, lecz prowadzi do wyrażenia 

/II.JO/ 

Może to być wynikiem zarówno ograniczeń metody Grada, 
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teoria 

-dyfuzja wolnocząsteczkowa 

z poślizgiem 

O. 1 1 10 10( 
Kn 

R~psu~e~ 2. Stała koegulac~i K w stosun~:u do "ryniku Smolu

chows~i~go K , /II.23/, w f~nkcji liczby K~ud-
3 

sena Kn dla cząstek o 5~cneko~.e.·ym v.rymiarze w po-

wietrzu o te~peroturze 25°C przewicywera przez 
dyf'..lzję z poprawl(ą Phillipsa /II.21/ dla poślizgu 

/przy oe, = 1/, teorię '.•:olnoczącteczkową /II. 2~/, 

równenie Fuchsa /II.?.A:/t ) , równanie 

Sitarskiego- Seinf'elda /II.23/(-- --). 
Gęstość sub~tencji koagulującej równa 1e/cm3, 
efektywność 1coa1Gscencji cC. = 1. 
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jak i szczególnego potraktowania ruchu względnego cząstek 

w podejściu Sitarskiego i Seinfeldao 

Ostatnio uzyskano w teorii koagulacji ważny wynik. 

Sahni 105/ podał ścisłe rozwiązanie równania Fokkera- Plan

cka dla ruchu względnego dwóch jednakowych cząstek dla pro

blemu koagulacji, z którego wynika zależność 

K(R,R) 

III. 31/ 

/II.J2/ 

oO 

uft(x) =\)~Je. -~Lwa 
~ /II.JJ/ 

~ jest współczynnikiem oporu dla ruchu cząstek w ośrodku 

gazowym, związanym ze współczynnikiem dyfuzji relacją 

Einsteina /!.55/. Uniwersalnoś~ wyniku Sahni, /II.Jl/, 

budzi jednak wątpliwości, ponieważ nałożył on na funkcję 

rozkładu szczególnego rodzaju warunek brzegowy. 

Eksperymentalne badanie procesu koagulacji, zwłaszcza 

w obszarze przejściowym i wolnocząsteczkowymJjeet niezwykle 

trudne. Warunki odpowiadające większym liczbom Knudsena 
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realizuje się przez zmniejszenie ciśnienia ośrodka gazowego 

w układzie laboratoryjnym, co zwiększa średnią drogę swo

bodną cząsteczek gazu. Towarzyszy temu jednak wzrost dyfu

zyjności cząstek, powodujący ich zwiększoną depozycję na 

powierzchniach ograniczających układ. Ponieważ ta strata 

cząstek nie jest związana z koagulacją, tradycyjna metoda 

badań doświadczalnych - obserwacja stężenia cząstek w re

gularnych odstępach czasu - musi być stosowana z du~ą 

ostrożnością. Druga zasadnicza trudność jest konsekwencją 

faktu, że ewolucję układu aerozolowego pod wpływem koagu

lacji określa złożone równanie różniczkowo-całkowe /II.7/. 

Wyznaczenie na podstawie tego równania st~łej koagulacji 

wymaga w zasadzie pomiaru zmiany w czasie funkcji rozkładu 

wielkości cząstek N (R >t) • W praktyce należy dysponoweć 

~etodą wytwarzania aerozoli o możliwie wąskim zakresie roz-

miarów, a nostępnie w obliczeniach wprowadzać poprewki 

uwzględniające polidyspersyjnoóć przy założeniu konkretnej 

postaci początkowej funkcji rozkładu /np. logarytmiczno -

normalnej/. 

Pierwsze prace doświadczalne dotyczące szybkości koagu-

l 
.. , 06, , 'J7 l 

aCJl ograniczały się do pomiarów zmiany ogólnej 

liczby cząstek przy założeniu, że proces przebiega zgodnie 

z prawem reakcji chemicznej drugiego rzędu. Warunki ekspe

rymentów uległy wyraźnej poprawie po wprowadzeniu techniki 

rozproszenia światła laserowego. Grupa Kerkera wykona!a 

szereg precyzyjnych pomiar6w10S-llO/ w szerokim zakresie 

liczb Knud~ena, K~ ~ 1-:-12 • Autorzy porównywali wyniki 
' 

z wzorem Fuchsa /II.24/ i stwierdzili dostatecznie dobrą 

http://rcin.org.pl



- 70 -

zgodność, biorąc pod uwagę błąd eksperymentalny rzędu 

10 - 15%. Substancją koagulującą były submikronowe kropelki 

niskolotnej cieczy /sebacynian dwuetylohekaylu/ w azocie. 

Przeprowadzone następnie badania doświadczalne 111 / koagu

lacji aerozolu stałego /Na Cl/, chociaż mniej dokładne, 

również wykazały zbieżność z przewidywaniami równania Fuchsa1 
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Jak można się zorientować z przeglądu literatury, 

dokonanego w rozdziale II przedstawionej pracy, teoria 

kondensacji - parowania i koagulacji jest dobrze uzasadnione 

jedynie w dwóch przypadkach granicznych - dla bardzo małych 

i bardzo dużych liczb ~nudsena. Nie istnieje wyczerpująca 

teoria która wypełniałaby lukę pomiędzy koncepcją dyfuzyjną~, 

która jest stosowana w obszarze continuum, a elementarną 

teorią kinetyczną określającą częstotliwość zderzeń w obsza·u ~ 

rze wolnocząsteczkowym. Pomimo wielu wysiłków, pode jmowanycll' 

zwłaszcza w ostatnich latach, nie zdołano uzyskać w pełni 

zadowalających wyników teoretycz~ych dla kondensacji i koa

gulacji przy pośrednich liczbach Knudsena. Problem ten, 

którego początki związane są z klasycznymi rezultatami Max

wella i Smoluchowskiego, pozostaje w dalszym ciągu otwarty. 

Dla wyjaśnienia wielu naturalnych zjawisk przyrodni

czych i procesów technologicznych związanych z układami 

aerozolowymi obszar przejściowych liczb Knudsena jeet przed

miotem największego zainteresowania. Początkowe,a wwielu wy

padkach również późniejsze stadia tworzenia się chmur i mgie 

zachodzą w reżimie przejściowym i wolnocząeteezkowym571 o 
Wśród aerozoli zanieczyszczonej etmoefery cząstki o eubmi• 

kronowym zakresie wielkości są najliczniejsze i stanowią 

potencjalnie najwi,ksze zagrożenie zdrowotne i ekonomicz• 

ne 1121. Dokładniejsze badania wykazały• te rozkład wielkości 

eeroaoli zanieczyszczonej atmosfery jest krzywą tr6jmodaln~ 
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z maksimami położonymi ok. 5, 0,1 i 0,01 ~631. Biorąc 
pod uwagę długość średniej drogi swobodnej cząsteczek po

wietrza ;,._ 0,07 p.m/1 dwa ostatnie maksima znajdują się 

w obszarze przejściowym. 

Wobec powy~szego eelem przedstawionej pracy jest teore

tyczne opracowanie kinetyki kondensacji i koagulacji w ukła

dach serckoloidalnych ze szczeg61nym uwzględnieniem prze• 

działu przejściowych liczb Knudsena. 

Zgodnie z ogólnie przyjętym i uzasadnionym poglądem 

rozważany będzie quasi-stacjonarny proces kondensacji pary 

o niewielkim stężeniu na pojedynczej, nieruchomej, sferycz

nej cząstce aerozolu zawieszonej w ~rodowisku rozrzedzonego 

gazu. Model ten stosunkowo dobrze odpowiada sytuacjom rzeczy

wistym, pomijając mniej istotne czynniki, które co prawda 

potencjalnie mogą występowa~ w układzie, lecz których wpływ 

jest najczęściej zaniedbywalny. Poprzez rozwiązanie r6wnania 

kinetycznego Boltzmanna dla funkcji dystrybucyjnej cząsteczel 

kondensującęj pary będziemy dążyć do uzyskania wyra~enia 

analitycznego, określającego strumień kondensacji w funkcji 

liczby Knudaena, zmiennych termodynamicznych oraz parametrów 

oddziaływania międzycząsteczkowego w fazie gazowej. W apos6h 

systematyczny, wychodząc od układu równań Boltzmanna dla 

mieszaniny gazowej, osobno rozważany będzie wpływ efektu 

cieplnego na kinetykę kondensacji. Jak się wydaje, proble

mowi temu nie poświęcono jak dotąd naletnej uwagi. 

Analityczne podejście do równania Boltzmanna z koniecz

ności musi wykorzystywać jedną z doetępnych przybliżonych 
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metod rozwiązywania tego równania. W konsekwencji uzyskany 

wynik analityczny związany jest z ograniczającymi założe

niami i możliwościami wybranej metody i należy się liczyć 

z tym, że rezultat nie jest ściśle poprawny dla całego 

obszaru zmienności parametrów. Z tego względu, równolegle 

do analitycznego podejacie do problemu kondensacji, opar

tego na teorii kinetycznej gazów, rozwiniemy konkurencyjną, 

numeryczną metodę bezpośredniej symulacji Monte Carlo za

rćwno procesu kondensacji jak i koagulacji. Chociaż metoda 

numeryczna jest znacznie mniej wygodna od wzoru analitycz

nego, lecz nie wykazuje właści\'YCh temu wynikowi ograniczeń 

i może być wykorzystana do dokładniejszej oceny zakresu jegG 

stosowalności. Obliczenia numeryczne dokonywane są dla kon-

kretnego układu, dla którego musimy zneć wartości parame

trów cząsteczkowych i niektórych wsp6łczyr.nik6w tran5por

towych /np. współczynnika dyfuzji lub lepkości/. Dysponujemy 

takimi układami: są to układy przebadane eksperymentalnie 

przez grupę Davisa /kondensacja/ i grupę Kerkera /koagula-

cja/. Opracowana metoda symulacji ~onte Carlo zostanie zwe

ryfikowana przez porównenie wyników numerycznych i doświad-

l 

czalnych,uzyskanych dla identycznych układów przy jednako-

wych stosowanych założeniach fizycznych. 
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, 
III. ROZWIĄZANIE ROWNANIA EOLTZMANNA DLA PROCESU. 

IZOTERMICZNEJ KONDENSACJI PARY NA CZASTCE 

AE~OZOLU 1 1 )/ 

Poniewa~ uzyskanie ścisłego rozwiązanie równania 

Boltzmanna nie jest osiągalne, zasadniczym problemem przy 

zastosowaniu tego równania do opisu procesu kondensacji 

jest wybór przybliżone ·j metody rozwiązania. Niektóre rów

nania modelowe /BGK, zlinearyzowane równanie całkowe/ były 

już stosowane do opisu te~o procesu81 - 841, nie dały jednak 

zadowalających rezultatów. Trudno przypuszczać, aby zasto

sowanie bardziej skomplikowanych modeli pozwoliło na uzys

kanie jakościowo lepszych wyników. Należy więc rozwiązywać 

równanie Boltzmar~a w jego pełnej, niezmodyfikowanej pos

taci /I.J/. Metoda Chapmana- Enskoga nie znajduje w tym 

przypadku zastosowania, ponieważ uzyskiwane tą drogą roz

wiązanie jest poprawne jedynie w obszarze bliskim conti-

nuum, KY\ ~ 1 • Wydaje się, że do badanego problemu nej-

lepiej nadaje się metoda Grada, kt6ra uwzględnia stosunkowo 

największe zaburzenie równowegi w funkcji rozkładu. 

Przedstawimy w tym rozdziale rozwiązanie równania Bolt

zmanna metodą Grada dla kondensacji w układzie dwuskładni

kowym /para + gaz~ a następnie uogólnienie uzyskanego wyniku 

na przypadek wieloskładnikowego ośrodka gazowego 1131. W dal

ezym ciągu dolny indeks "0" lub brek indeksu oznacza wiel

koś~ odnoszącą sit do pary, indeks "1" lub "oc" - wielkoś~ 
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odnoszącą się do obojętnego gazuo Dla większej przejrzye

tości tekstu podstawowego bardziej szczegółowe obliczenia 

całek kolizyjnych zostały przeniesione do Dodatku /umiesz

czonego na końcu praey/. 

Przyjmujemy, te stężenie pary,~ , jest dostatecznie 

niskie względem stętenia otaczajęcego gazu~ ~~ , oraz efekt 

cieplny kondensacji jest na tyle niewielki, aby spełnione 

były następujące założenia: 

1. Brak gradientów temperatury /efektywna dysypacja ciepła 

kondensacji przez obojętny gaz/j 

2. Zderzenia pomiędzy cząsteczkami pary można zaniedbać 

w stosunku do znacznie bardziej prawdopodobnych zderzeń 

pomiędzy eząeteczkemi pary i gazu /stosunek prawdopodo

bieństw wynosi 'Y\.. jn-1. l j 

3. Proces kondensacji bardzo nieznacznie zaburza /z uwagi, 

z kolei, na małe prawdopodobieństwo zderzeń mieezanych 

wobec zderzeń pomiędzy cząsteczkami gazu/ r6wnowagowy, 

f~o) ~ , maxwellowaki rozkład prędkości cząsteczek gazu 

j.Co)( ) _ {_'YYLt \;;h. ( W\1 V?\ Q(. 'Yt ) 
11 \:::!.A - n1. \2 re kT} ex p~- 2 k'T') + \ 'V\t1 

/III. 1/ 

gdzie ':J.~, m.ł\ 1 ~i. oznaczają odpowiednio prędkość, masę 

stętenie cząsteczek gazu. Przy tych założeniach /w przy• 

bliżeniu rzędu 'V\,/'rl4 l :funkcję dystrybucyjną cząsteczek 

pary określa stacjonarne równanie Boltzmenna • Lorentza 
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/III.2/ 
. 

Ponieważ temperatura jest stała, wektory przepływu masy, ~ l 

i przepływu energii, ~ , mają wspólny kierunek. W metodzie 

Grada pozostaje dziesięć niezale~nych momentów funkcji roz

kładu: '\1. , .j_ , q. , P~i • Biorąc pod uwagę, że prędkość kon

wekcji Y._= O /w przybliżeniu ('ń/n,.,) ~ 1 l, stacjonarne 

równania moment6w /I.J4-J6/ przyjmują następującą postać 

o /III. J/ 

/III.4/ 

/III. 5/ 

Całki kolizyjne prawej strony określone są równaniem /!.38/ 

/III.6/ 

/III.?/ 

Dla obliczenia powyższych całek musimy określić, w jaki 

sposób prędkości po zderzeniu v' , ~ wyratają się przez 
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prędkości początkowe V , Y~ oraz parcmetry zderzenia. 

Prędkości początkowe i kotcowe cząsteczek związane są czte

rema /skalarnymi/ równaniami praw zachowania pędu i energii. 

Wynika stąd, że dla każdych określonych prędkości przed zde• 

rzeniem binarnym V , ~ istnieje dwuparametryczna rodzina 

rozwiązań dla sześciu skalarnych składowych prędkości po 

zderzeniu v' V1 
• W postaci zupełnie ogólnej można pr?d-- , -"' 

kości po zderzeniu wyrazić za pomocą równań 

gdzie 

~=v-v 
- ..!A -

l III.8/ 

/,...~! 9/ l ~~ • 

/III. lO/ 

jest prędkością względną cząsteczek przed zderzeniem oraz 

/I::I.11/ 

jest masą zredukowaną układu dwóch cząsteczek,~ je3t wek

torem jednostkowym w kierunku zmiany prędkości cząsteczki 

pary /lub prędkości względnej~ /. 

W celu określenia explicite geometrii zderzenia wybie

ramy konkretny układ w~p6łrzędnych przedstawiony na Rysunku ~ 

Jedną z osi /np. X~ l kierujemy zgodnie z prędkością względn~ 

~ przed zderzeniem. Na płaszczyźnie P proatopadłej do !t 

wprowadzamy współrzędne biegunowe l b 1 "( l dla rzutu na P 
początkowego odcinka trajektorii cząsteczek przed zderzeniem. 
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Rysunek J. Parametry zderzenia bi~L~negc. 
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Współrzędne wektora ~ są określone przez kąt biegunowy 9 

i azymutalny 't względem biegunowego kierunku .!:!:._ • Łatwo 

można ustalić, że ~ leży na dwusiecznej kąta utworzonego 

przez ..!:!. i u.', a więc kąt rozproszenia cząsteczek po zde

rzeniu wynosi 29 -)(. Przy znanej sferycznosymetrycz-

nej postaci oddziaływania międzycząsteczkowego kąt roz

proszenia jest jednoznaczną funkcją modułu prędkości wzglę·· 

dnej u. oraz parametru zderzenia b • Prawo oddziaływania 

wchodzi do obliczeń jedynie poprzez określenie wzajemnie 

jednoznacznych, odwracalnych zależności bl9,u.) oraz e(b,u.) . 
W obliczeniach różniczkowy przekrój czynny wygodnie 

jest przedstawić explicite w funkcji e i y 

gdzie 

d'O db ·b 

= ci~ de B(e,u.) 

B(e,lL) = b(9,u.) ~~ 

l III. 12/ 

/III. 1 3/ 

/IIIo14/ 

Zakres całkowania dla zmiennej ~ wynosi od O do .l 't( , dla 

e zależy on od prawa sił międzycząsteczkowych, w przypadku 

sił odpychających obejmuje on odcinek od ~~ do ~ o Korzys

tając z /III.13/ całki kolizyjne przedstawiamy w postaci 
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Ca!ki kolizyjne muszą wykazywać identyczne własności ten

sorowe jak lewe strony równań /IIIoJ-5/. Eiorac pod uwagę 

zależność funkcji dystrybucyjnej cząsteczek pary /Io33/ 

od strumieni Jt. , p~~ , ~t , warunek ten określa następu

jącą postać równań momentów 

o 
/III.17/ 

/III.18/ 

/IIIo 19/ 

Współczynniki A, B, C zależą od zmiennych termodynamicznych 

~ ~ 1r , oraz od konkretnej postaci aił międzycząsteczko

wych. Najpro3tszy,jednocześnie względnie realiatyczny jest 

model oddziaływania sztywnych kul 

o 
/IIIo20/ 

gdzie ~~,ł oznaczają średnice cząsteczek. Dla tego po

tencjału otrzymujemy następujące wsp6łczynniki /poro Dodatel 

A=- /III.21/ 

/I!Io22/ 
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c 

gdzie, z= Wl 1Wl-/ -1 

V= ~~YL 

/IIIo23/ 

- średnia droga swobodna 

cząsteczek pary 

- średnia prędkoś6 termiczna 

cząsteczek pary 

O'"o 1 = ( (J + 6'1\)/2 je at średnicą kolizyjną w zderzeniach 

para- gaz. Przeprowadzając zwężenie równania /III.19/ i wy

korzystując bezśladowość tensera p~j , otrzymujemy 

/III.24/ 

Po umieszczeniu początku układu współrzędnych w środku 

nieruchomej cząstki aerozolu można wykorzysta6 sferyczną 

symetrię. W tym układzie wektory przepływu masy i ciepła 

przyjmują następującą postać 

/III.25/ 

/III.26/ 

Z równań /III.17/ i /III.24/ otrzymujemy r6wnanie dla ska• 

larnych funkcji j(tr) , q,(1') w warunkach sferycznej symetrii 

/III.27/ 
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R6wnania /III.27,28/ mają bezpośrednie rozwiązania 

a,,. 
A\'1) = ? 

/III.29/ 

q(tf) = ~; 
/III.'JO/ 

Po podstawieniu /III.29,JO/ do równań /III.18,19/ otrzymu

jemy rozwiązania dla pozostałych momentów 

/III. 31/ 

/III. 32/ 

Stałe o..,., a...z., należy wyznaczyć na podstawie odpowiednich 

warunków brzegowych na powierzchni kropli. Zakładamy, że 

cząsteczka pary uderzająca w powierzchnię aerozolu jest 

albo z prawdopodobieństwem ~ pochłaniana, albo /z prawdo

podobieństwem \-ot l odbija się zwierciedlenie. Trzeba rów

nież uwzględnić, że kropla aerozolu jest tródłem wyparowy

wanych cząsteczek mających r6wnowagowy, maxwellowaki roz

kład prędkości, którego stężenie wynosi ~$ /stętenie nasy

cenia/ pomnożone przez prawdopodobieństwo emisji, kt6re -

zgodnie z zasadą szczegółowej równowagi - równe jest praw

dopodobieństwu pochłonięcia. Łatwo zauważyć, że oe odpowiadE 

wyst,pującemu w teorii kondensacji - parowania wep6łczynni-

kowi parowania. Zgodnie z tymi załoteniami warunki brzegowe 
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na powierzchni kropli o promieniu R wyrażają się następująco 

j(R) = Rjuł·y)f(R 1 y)dv + RjR·v)f>dy_ ;rrr.JJ/ 

R·'J(O R·y/0 

q_(R) = 2Rf(R·y)m.v2f(B,~)dy + {Rj(R·0W~.v2t>dv /III.J4/ 

R·:i<o R·~)O 
Podstawiając do funkcji rozkładu rozwiązania /III.29-32/, 

otrzymujemy z warunków /III.J3,J4/ układ równań algebraicz

nych dla stałych ~~ , ~2 , który ma następujące rozwiązania 

/II1.35/ 

/III.J6/ 

gdzie 
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Stałe o_-1 , 0...2.. i w konsekwencji momenty funkcji rozkładu 

są explicite funkcjami liczby Knudsena. Na podstawie rćwnań 

/III.J5,J6/ znajdujemy osteteczną postać momentów, np. 

/III. J7/ 

Zdefiniujemy formalnie strumień kondensacji jako całkowity 

strumień cząsteczek pary w kierunku cząstki aerozolu 

/III.38/ 

Wykorzystuj~c rozwiązanie /III.29/ oraz /III.35/ otrzymu-

jemy następujące wyra~enie dla strumienia kondensacji 

/III.J9/ 

Jak wynika z /III.J9/ r jest liniową funkcją przesycenia 

pary, zależy od liczby Knudsena oraz, co charakterystyczne, 

od stosunku mas cząsteczek pary i gazu, ~ • W celu zbadania 

poprawności wyrażenie /III.J9/ przeanalizujemy graniczne 
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zachowanie uzyskanego rozwiązania w obszarze continuum 

i wolnocząateczkowym. 

W granicy continuum, Kn-~ 1 , na podstawie równań 

/III.35/ i /IIIoJ7/ otrzymujemy dla profilu gęstości licz-

bowej i strumienia cząsteczek pary odpowiednio wyrażenia 

/IIIo40/ 

/III.41/ 

Powyższe wielkości zwi~zane są równaniem dyfuzji, j.:::. -D O'fł.jatf· _~ 

z kt6rego wyznaczamy następujący wsp6łczynnik dyfUzji 

gdzie 

D= t1 ?>TC(1+z) ~Y 
1-6. 2l2 

::: 1 D (o) 

1-D. 

/III.42/ 

/III.43/ 

/III.44/ 

Wyraz Dco) jest dokładnie pierwszym przybliżeniem współ

czynnika dyfUzji według metody Chapmens- Enskoga301. DrugiE 

przyhli~enie Chapmana - Enskoga .zbiega w granicy 'ń../r.,.._ ---Y O 

do postaci /III.4 3/ i r6tni się jedynie formą poprawki A , 

która w tej metodzie jest następująca 

/III.45/ 
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W granicy continuum r6wnanie dla strumienia kondensacji 

/III.J9/ przechodzi w wyrażenie /II.9/ ze wsp6lczynnikiem 

dyfUzji danym wzorem /III.42/o 

W granicy wolnocząsteczkowej, Kn ~ o0 , otrzymujemy 

z równania /III. 39/ /przy założeniu oc = 1 l następujące 

wyrażenie 

/III.46/ 

które różni się od poprawnego strumienia wolnocząsteczkowego 

/II.12/ o czynnik liczbowy 2/,. Może to by6 konsekwencją 

ograniczeń zastosowanej przybliżonej metody rozwiązania 

równania Boltzmanna. Warto zauważyć, że identyczny czynnik 

liczbowy pojawił się w wyrażeniu na szybkość koagulacji 

i kondensacji brownowakiej uzyskanym za pomocą rozwiązania 

tą samą metodą równania Fokkera- Plancka 11 4, 1041. 

Uzyskane wyniki można równie~ uogólnić na przypadek 

wieloskładnikowej oboj(!tnej "kąpieli" gazowej. Poniewa~ 

całki kolizyjne w równaniu Boltzmanna odpowiadające posz

czeg6lr~m składnikom obojętnego gazu mają jednakową postać, 

końcowy układ równań rótniczkowych dla moment6w me poetac 

/III.17-19/ z następującymi wsp6łczynnikami 113/ 

/III.47/ 
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5 

C _ ~ 8(3+Szo~.) 1-1-
~ 15'(~-tz-.)2 t-~ v 

z .t.. ::: W\, l W\, o(. 

/III.48/ 

/III.49/ 

Sumowanie rozciąga się na wszystkie składniki kąpieli go-

zowej. loc, oznacza "binarną" średnią drogę swobodną cząs

teczek pary, gdyby wszystkie składniki z wyjątkiem ~ zos

tały usunięte z kąpieli gazowej. Rozwiązania, tak jak po

przednie, określone są równaniami /III.29-32/. Zgodnie 

z warunkami brzegowymi /III.JJ-J4/ dla wieloskładnikowej 

mieszaniny gazowej znajdujemy następujące wyrażenia dla 

stałych a," , 0,.2. 

/III. 50/ 

Wl.("-~-~JrtRl.q~ 1 
Ow.z.= 16 .Z../"k--t.-3k-~) ~~ ~ 3 

rt \k " "_ + ~ + 2.p + s k. 
/III. 51/ 

Do równań /IIIo50,51/ wprowadzono następujące dwa parametry 

których wielkość jest rzędu liczby Knudsena 
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k .. -
/IIIo52/ 

/III.5J/ 

Szczeg61nie wyraźny związek między k-1 , k2.. i Kł\.1 zachodzi 

w dwóch przypadkach: w ośrodku gazowym jeden ze składników 

jest dominujący, np. h,~~~ ~et dla o(. t:{ la wtedy 

t1~~ /,lub też masy cząsteczkowe wszystkich składników 

są podobne, z~~z • W obu tych przypadkach na podstawie 

równań /III.52,53/ parametry ~ J k4 wyrażają się bezpoś

rednio poprzez liczb~ Knudsena 

k. ~ 15' (1+ .z. t K~'~-
., 8(~+-Sz.) /III. 54/ 

/III. 55/ 

Zgodnie z r6wnaniami /!!1.29/, /III.31/ oraz /III.50,51/ 

otrzymujemy następujące wyrażenia dla profilu gęstości 

/liczbowej/ n, ('r) -i strumienia kondensacji ~ 
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/III. 57/ 

Wykorzystując /III.50/ i /III.56/ łatwo pokazać, że w gra

nicy continuum J (l'() i 11,(1") są związane równaniem dyfuzji 

z następującym współczynnikiem 

D = [ ~ 1--(1-Ll.t)TI~ <J.:(Jk1t]-1 
/III. 58/ 

gdzie JA-d..== ~~vrt/(wt-.+w..,)' ~ot= (\0(\+Zoc.))-,{ 
' 

O'"o.~o == ( (5' + o-v~..)/2 , ~~ jest średnicą cząsteczki skład-

nika oc kąpieli gazowej. Porównując /III.58/ z /III.42/ 

otrzymujemy zależność pomiędzy współczynnikiem dyfuzji D 
a "binarnymi'' współczynnikami dyfuzji Dot , kt6re odpowia

dają dyfuzji pary w czystym składniku OC. 

/TII.59/ 

gdzie Xor. ::: Y'voi../Z n,ł oznaczają ułamki molow~. Związek 
ł 

/III.59/ jest zgodny z wynikiem uzyskiwanym metodą Chapmana 

Enakoga dla dyfUzji gazu o niewielkim stężeniu poprzez wiele 

akładnikową, jednorodną mieszaninę gazową3°1. 
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Rozwiązując r6wnanie Boltzmanna metodą Gradn,uzyskano 

wyrażenia dla strumienia kondensacji ~ w funkcji liczby 

Knudsena, równania /III.J9/ i /III.57/, przy założeniu mo

delu sztywnych kul dla oddziaływania cząsteczek w gazie. 

Wykazują one poprawną granicę w obszarze continuum, jed

nakże granica wolnocząsteczkowa różni się od właściwego wy

niku, przewidywanego według prostej teorii kinetycznej, 

o czynnik liczbowy 2/,. Nale~y zeuwa~yć, że w obszarze wol

nocząsteczkowym zmiana funkcji dystrybucyjnej, pomimo braku 

makroskopowych gradientów stężenia i ciśnienia, jest w rze

czywistości bardzo silna. Ze względu na efekt przesłaniania 

ze strony absorbującej cząstki rozkład prędkości cząsteczek 

pary zmienia się od poł6wkowego maxwellianu na powierzchni 

kropelki aerozolu do niemal maxwellowskiego w odległości 

rzędu R od powierzchni aerozolu. Prawdopodobnie całkowicie 

poprawny opis tak gwałtownej zmiany funkcji rozkładu przek-

racza możliwości zastosowanej metody rozwiązania. Rozwinię

cie funkcji rozkładu w postaci ekończonego szeregu wielo

mianów nie mo~e oddać edekwatnie nieciąg~ego, połćwkowego 

maxwellianu. Przy rozwiązywaniu takich np. problemów jak 

siła oporu działająca na ciało przy przepływie cieczy1151 

lub transport ciepła od kulistego ~r6dła 116/ i innyeh 11 7,lOO 

zauważono, że rozwiązania równań kinetycznych metodą momen

tów wykazują w granicy wolnocząsteczkowej najcz~ściej po

prawną formę analityczną, lecz zawierają czynniki liczbowe 

nieco inne niż w wynikach uzyskiwanych innymi metodami. 
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Na Rysunku 4 przedstawiono strumień kondensacji, obli

czony zgodnie z r6wnaniem /III.J9/, względem wartości wolno

cząsteczkowej, r~rf~ , w obszarze przejściowych liczb 

Knudsena dla następujących wybranych uklad6w o r6żnych 

stosunkach mas z. : amoniak w ksenonie l z = O, 13/, dwutle

nek węgla w podtlenku azotu l z :: 1. l oraz ftala•n dwuok

tylu /DOP/ w azocie /'L• 13,9/. Dla por6wnania przedsta

wiono przewidywania 'f dla tych układów ne podstawie p6łem

pirycznego wzoru .Fuchsa z parametrem A zależnym od stosunku 

mas według wzoru A == (\ + z,)'h ~ , zaproponowanym przez 

Bradleye l• 1·n. 861 W 6 Fu h t · t · t nk z r c sa w eJ pos ac1 s oeu owo 

dobrze odtwarzał dane doświadczalne uzyskane przez grupę 
. 89-92/ Dav1sa dla parowania DOP w N2 i He oraz sebe.cynianu 

dwubutylu /DBS/ w N2 , He i C02• Widoczna jest bardzo wy-

raźna zależność obu wyrażeń od stosunku mas Z • W przeci

wieństwie do tego zilustrowane na Rysunku 4 numeryczne wy

niki Loyalki841 odpowiadają z= O i, jak widać, nie mogą być 

etoscwane przy skończonych stosunkach mas cząsteczek. Jeet 

to konsekwencją własności zastosowanego przez tego autora 

modelowego równania kinetycznego. Wykresy obliczeń według 

wzoru /III.J9/ oraz wzoru Fuchsa ~11.15/ zgadzają się dość 

dobrze prawie do górnej granicy obszaru przejściowego, jed

nakte dla większych Kłl.. strumień kondensacji określony wzo

rem /III.J9/ opada i zbliża si~ asymptotycznie do dw6ch 

trzecich właściwej wartości wolnocząsteezkowej. 
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Rysunek 4. Strumień kondensacji ~ w stosunku do granicznej 
wartości wolnocząsteczkowej rł- w funkcji liczby 
Knudsena KM., przewidywany przez równanie IIII ).39I 

10 

( ~, równanie Fuchsa /II .15/ z f =~ ~ 
(-- -), numeryczne wyniki Loyalki84 ( - --). 
Poszczególne wartości ~ odpowiadają następującym 
układom: amoniak w ksenonie l Z..= O .131, co2 w N20 

l z. = 1 l, DOP w N2 l z.= 1 3.91. Współczynnik akomo

dacji ot. = 1 • 
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, 
IV. ROZWIAZANIE ROWNANIA BOLTZMANNA DLA PROCESU 

NIEIZOTERMICZNEJ KOt-..1DENSACJI PJ..RY NA CZAj3-

TCE AEROZOLU 

Zrezygnujemy obecnie z założenia o izotermiczności 

środowiska gazowego i będziemy rozważa6 kondensacj~ pary 

ne cząstce aerozolu, wokół której powstaje gradient tempe

ratury w otaczającym, obojętnym gezie w wyniku wydzielanie 

się ciepła podczas pochłaniania czą~teczek pary przez fazę 

skondensowaną. Niekoniecznie musi to być ciepło kondensacji 

w ścisłym ~ego słowa znaczeniu, lecz może być np. ciepłem 

reakcji chemicznej, w której jednym z reegent6w są konden

sujące cząsteczki pary. Pozostałe założenia stosowane w roz•• 

dziale III zostają utrzymane, a więc kropelka aerozolu 

w dalszym ciągu traktowana je~t jako nieruchomy,sferyczny 

absorber. Proces przebiega ouasistacjonarnie przy zełcżeniu, 

że temperatura kropli przyjmuje określoną wartość, zależną 

ewentualnie od promienia kropli, lecz niezależną od prze-

biegu historii zjawiska. 

Transport masy i energii w fazie gazowej opisują rów

nania Boltzmanna dla fur~cji rozkładu prędkości cząsteczek 

pary i obojętnego gazu. Rozwią~emy układ r6wnań kinetycz

nych dla tych dwóch składników stosując konsekwentnie metodę 

Grada. Aktualne zagadnienie jest znacznie bardziej złożone 

nit poprzednio rozwiązywany przypadek kondensacji w ośrodku 

izotermicznym. Z tego względu ograniczymy się do rozważenia 
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układu dwuskładnikowego: para i jednoskładnikawy gaz obo

jętny. Dla większej przejrzystości tekstu podstawowego 

bardziej szczegółowe obliczenia całek kolizyjnych r6wnań 

Boltzmanna zostały przeniesione do Dodatku umieszczonego 

na końcu pracy. 

Obecność gradientu temperatury i związany z nim prze

pływ ciepła zaburza funkcję rozkładu prędkości cząsteczek 

gazu, o kt6rej nie można w tym wypadku zakładać, ~e jest 

równowagowym rozkładem maxwellowskim. RozważeEy obecnie 

problem wymaga rozwiązania układu równań Boltz~anna dla obu 

składników - gazu obojętnego i kondensującej pary. Ponieważ 

w dalszym ciągu obowiązuje z&łożenie, że względne stężenie 

pary w stosunku co stężenia obojętnego gazu jest niewielkie : 

~~~A~ 1 , zderzenia typu gaz - para są o czynnik ~/~1 
mniej prawdopodobne od zderzeń pomiędzy cząateczkemi gazu. 

Wobec tego w stacjonarnym równaniu Eoltzmar.na dla funkcji 

rozkładu prędkości {1 cząsteczek gazu 

/IV. l/ 

całkę kolizyjną ~"o opisującą zderzenia mieszane można 

zaniedbać w stosunku do odpowiedniej całki JĄ~ reprezentu

jącej zderzenia pomiędzy cząsteczkami gazu. Jest istotne, 
l 

~e w wyniku tego przybliżenia otrzymujemy zamknięte rów-
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nanie dla funkcji f-1 o Pozwala to rozwiązywać najpierw 

równenie kinetyczne dla funkcji rozkładu prędkości cząste

czek gazu przy określonych warunkach brzegowych, a następ-

nie uzyskane rozwiązanie wykorzysta~ przy rozwiązyweniu 

równania kinetycznego dla funkcji rozkładu prędkości cz~s-

teczek pary. 

Uwzględniając brak przepływu cząsteczek gazu, ~~=O 

stacjonarne równania moment6w funkcji dystrybucyjnej f" w 

metodzie Grada /I.34-J7/ przyjmują następującą postać 

_Q_ ~kT o x~ o /IV.2/ 

/IV. J/ 

/IV e~/ 

W układzie współrzędnych wprowadzonym w rozdziale III 

całki kolizyjne równań /IV.~4/ przedstawiają się zgodnie 

z wzorem /I.J9/ następująco 

2.ft 'It/2 

r~:~J = ~d.-s ld.ejciy., d:Y~ u.J>(8,~f4(y_,)ł~tv~) 
o ~~ 

/IV. 5/ 
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2n 'f<b~ 

I~:i - ~ciold8jd.v1dV1u,~B(e1 u.,.)f~(YA)f-~(~) 
o 'T{ 

{ ~· ~ UfO.S B ~i. + (~·w) u,~ WS2.9 et + 1 U.4c.osev;~I V. 6/ 

gdzie !i~(~ +-~)/2 

Powyższe całki obliczono /por. Dodatek/ dla modelu sztywnych 

kul o średnicy 0'4 • Po podstawieniu wyra~eń dla I~~)i.J 1 

I (3) 
~~~ równania /IV.J,4/ mają następującą postać 

t; 1 
n .. k T vłl 
15 

/IV.7/ 

5 ~T 1- ()T T Q '/T -Z""" kT bxt - Z p.,~łt o x~~. - ox~ 'Y\.1 " -

/IV .8/ 
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gdzie 

/IV.9/ 
' jest średnią drogą swobodną cząsteczek gazu oraz 

jest ich średnią prędkością termiczną. Dla innych modeli 

oddziaływań międzycząsteczkowych forma zależności funkcyj

nej równań /IV.7,8/ od strumieni termodynamicznych jest 

identyczna, różnice występują w postaci odmiennych współ

czynników /funkcyjnych/ przy strumieniach. Równania 

/IV.2,7,8/ tworzą skomplikowany układ nieliniowych równań 

różniczkowych cząstkowych. W celu uproszczenia tego układu 

wykorzystamy następujące własności: 

1. Bezwymiarowe strumienie termodynamiczne, p-';i/.,."k\ '9~~/h,ekT'i; 

2. 

charakteryzują atopień wychylenia układu od stanu równo-

wagi termodynamicznej. W warunkach niewielkiego zaburze-

nia równowagi wielkości te są małe, tzn. 

~<1 ~i ' 
\1,1\ k. T ~k <1 ~..,kT'i,. 

Współczynniki liczbowe przy wyrażeniach kwadratowych 

względem bezwymiarowych strumieni są znacznie mniejsze 

od wsp6łczyr~ik6w przy odpowiednich wyrazech liniowych 

w równaniach /IV.7,8/. 

Ograniczając eię do stenów niezbyt odległych od r6wnowegi 

termodynamieznej można w związku z tym pominą~ w całkach 

kolizyjnych wyrazy kwadratowe względem strumieni. Kontrak-
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cja r6wnania /IV.?/ prowadzi bezpośrednio do równania 

/IV .11/ 

Jak wiadomo z rozdziału III rozwiązanie równania /IV.11/ 

w warunkach sferycznej symetrii można zapisać w postaci 

/IV. 12/ 

~A~ • 1r~ są niezaburzonymi wielkościami stężenia i tempe

ratury, w nieskończonej odległości od kropli, tĄoe i V~oe 

oznaczają odpowiednio średnią drogę swobodną i średnią 

prędkość termiczną obliczoną według równań /IV.9,10/ przy 

~1 :::%,co i T=To0, a,1 - bezwymiarowa stała. Konkretna 

postać rozwiązania /IV.12/ została wybrana dla ułatwienia 

dalszych przekształceń. Definiujemy bezwymiarowe zmienne 

, za pomocą równań 

/IV. t'/ 

/IV.15/ 

Po podstawieniu /IV.1J-15/ do równań /IV.2,7,8/ i zachowa-
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r"' 
niu jedynie liniowych wyrazów rozwinięcia względem 't: t pA 
i strumieni termodynamicznych otrzymujemy następujący układ 

równań 

o 
/IV. 16/ 

/IV. 17 l 

/IV.18/ 

gdzie wprowadzono bezwymiarowe współrzędne X1
::: X j t\o() • 

Przy otrzymywaniu /IV.t7,18/ wykorzyatano p~etać rozwiąza

nia /IV.12/ dla wektora strumienia ciepła. Zastosowane roz

winięcie względem 't'(") i ~(,y-) i ograniczenie do linio

wych wyrazów szeregu zawęża zakres stosowalności rćwnań 

/IV.16-18/ do stanów względnie bliskich równowagi termody

namicznej. Dla rozwiązania równań /IV.16,17/ przeprowadzamy 

liniową trensformecję funkcji 

1 
,...., Ą 

-tp--'t 
~ 2 /IV.19/ 

/IV. 20/ 
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Równania /IV.16,17/ przekształcają się w układ równań dla 

(f) , IJ! względem zmiennej ~ = ~3/-r' 

/IV.21/ 

cL 'l( + (1- u:,)gj_ - O 
d~ \) d~ /IV.22/ 

A = 2'/151{ 

Rozwiązanie /IV.21/ wyraża się bezpośrednio . przez kwadra-

turę 

/IV. 2 J/ 

Na podstawie /IV.2J/ można wyznaczyć 'F z r6wnania /I'/.22/o 

Rozwijejąc ~ , "\f wokół 'J:s O otrzymujemy po przejściu do 

orginalnych funkcji rozwiązania 

Bezwymiarowy współczynnik ~~ jest miar~ wielkości strumie

nia cieplnego -~i , a więc miarą odchylenia od stanu równowag 
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W warunkach niewielkiego zaburzenia równowagi dostateczne 

przybliżenie uzyskujemy uwzględniając jedynie lir-iowe 

względem 0..~ wyrazy w IIV.24,25/. 

Stałą ~~ , od której zależą rozwiązania moment6w 

IIV.12,18,24,25~ wyznaczamy z warunku brzegowego na powierz~ 

chni kropli aerozolu. Zakładamy, że ułamek oe.T cząsteczek 

gazu uderzających w cząstkę aerozolu ulega akomodacji na 

jej powierzchni i jest następnie emitowany dyfUzyjnie z roz

kładem maxwellowekim o temperaturze kropli T~ • Pozoetała 
część l 1 - oe.T l cząsteczek odbija eię zwierciedlenie od 

powierzchni cząstki. ~T jest wsppłczynnikiem termicznej 

akomodacji energii, który określa naetępujące r6wnanie dla 

strumienia cieplnego na powierzchni kropli 

~~ (R) - r-~f R ·yJ m~v}· t~ d.'1.t + 

B:YA(O 
IIV.261 

J~o) gdzie 1,. jest rozkładem maxwellowakim o temperaturze 

Tt i gęstości ~4 (R) • Po wykorzystaniu postaci momentów 

/IV.12,18,24,25/ otrzymujemy w przybliżeniu liniowym nastę

puJące rozwiązanie r6wnania IIV.26/ 

Qł\= 

IIV.271 
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które zależy od liczby Knudsena dla gazu KV\.-1 = tAoe/R o 

Po przejściu do wygodniejszego parametru 2.Aa,ł\Kn,"= E osta-

teczne rozwiązania dla momentów funkcji f-t , w liniowym 

względem t przybliżeniu, przyjmują następując~ postać 

/IVo28/ 

/IV.29/ 

/IV.JO/ 

/IV. 31/ 

l IV. 32/ 

Z r6wnań /IV.28-J2/ wynika, ±e czynnikiem wyprowadzającym 

gaz ze stanu równowagi termodynamicznej jeet rótnica tem

peratur, b 't' = (Tt- T oll)/TOIO • Rozwinięcie liniowe, poczy

nione w trakcie rozwiązywania równań /IV.2,7,8/, motna uza

sadnić a posteriori, jeżeli przyjąć, że wielkoś~ parametru 

btt jest mała, 6rt~ 1 o Rozwiązania momentów w formie 

/IV.28-J1/ można również uzyskać poprzez rozwinięcie wszye-
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tkich momentów w szereg potęgowy względem pewnego formal

nego parametru l,...." € l wok6ł stanu rćwnowegi i ze.chowując 

następnie jedynie wyrazy liniowe w rćwnanisch wyjściowych 

l I V o 2 , 7, 8/ o 

R6wnsnia /IV.28-321 stanowią rozwiązanie samodzielnego 

problemu transportu ciepła wokół rozgrzanego /lub oziębio

nego/ kulistego ciała umieszczonego w obojętnym ośrodku 

gazowym. Z równań /IV.281 i IIV.J11 wynika, że strumień 

cieplny jest związany z gradientem temperatury rćwnaniem 

przewodnictwa cieplnego (prawem Fouriera) J Cł,~t ~ -)._ oT/ox-,_, 
z następującym współczynnikiem 

"-= t5k~kT 
1 

6 4 04 i 'f( 'W\" IIVo331 

Wynik ten jest zgodny z pierwszym przybliżeniem dla A uzy 

kiwanym metodą Chapmana Enskoga 301. Zależność strumienia 

ciepła od liczby Kr.udsena można przedstawić w postaci 

gdzie ~~" oznacza wyrażenie asymptotyczne dla strumienia 

energii w granicy continuum, Kn.~ 1 o 

Problem transportu energii od kropli o ternpersturze 

r6~nej od temperatury ośrodka był również analizowany meto( 

momentów Leesa 1161. Otrzymano następujący wynik 

/IV.J5/ 
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Stała B , przy oC.T: { , przyjmuje wartość 15/4 dla gazów 

jednoatomowych. W porównaniu z wzorem /IV.J5/ równanie 

/IV.J4/ wykazuje odmienną zależność funkcyjną dla wi~kezych 

liczb Knudsena l ~ K~-2 /. Również współczynnik przy wy

razie liniowym względem K~ w mianowniku /IV.J4/ jeet różn~ 

od B i wynosi 1.23 przy TL ~T o0 L ceT = 1.. 

Równanie Boltzmanna dla funkcji dystrybucyjnej cząs

teczek pary nie jest w przypadku nieizotermicznym r6wnaniem 

Boltzmanna- Lorentza /11!.2/, pomimo zaniedbania całki ko

lizyjnej reprezentującej zderzenia pomiędzy cząsteczkami 

pary, ponieważ funkcja rozkładu prędkości cząsteczek gazu 

nie jest maxwellowska. Mieszany człon kolizyjny ~oi za

wiera równie~ momenty funkcji rozkładu cząsteczek gazu. Przy 

założeniu braku konwekcji, V=- O , ,~kład równań dla moment6...

fUnkcji dystrybucyjnej prędkości eząsteczek pary, w przybli~ 

żeniu ~;~" « 1 , jest następujący 

o /IV.J6/ 

/IV.J7/ 

/IV.'JB/ 
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Całki kolizyjne , 
niami /III.15,16/ z zastrzeżeniem, że 

/IV.J9/ 

określone są równe

f.,(~) nie je et 

.R. ~o) w tym wypadku rozkłed~m maxwellowekim 1 ., , całka 

- (~) 
1 01 ~ , stosując poprzednie oznaczenia dla parametrów 

zderzenia binarnego, wyraża się wzorem 

I (~) 

o~ t 

/IV .40/ 

W Dodatku obliczono całki kolizyjne równań /IVoJ?-39/ dla 

modelu cząsteczek sztywnych k:ul o średnieach (f i 0:, • 

Dla tego modelu równania /IV.J7-J9/ przyjmują neat,puj~cą 

postać 
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4kt-'~kTv 
s('1+ z.Yz: 

6-z. +20z? ~i< _ 6+ łz.+IO.l -Si.-
x 6 n,v 5 nkTv 

/IV.41/ 

/IV.42/ 
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6 -~~4 z.- 90.z:L + 2 9 z..?J 

12(11 +z) 

' ~kT" 

/IV.4J/ 

Przyjmując zało~enie o niewielkim odchyleniu od równowagi 

termodynamicznej możemy pominąć - podobnie jak poprzednio -

wyrazy kwadratowe względem bezwymiarowych etrumieni termo

dynamicznych w całkach kolizyjnych prawej strony. Otrzymany 
t 

w ten 5pos6b układ jest liniowy względem strumieni + , ~ , 
p~~ , natomiast jest w dalszym ciągu nieliniowy względem 

zmiennych termodynamicznych 't'\., , T • Zakładamy, te tempe

retura jest jednakowa dla obu składnik6w, eo jest uzasad

nione uwzględnieniem jedynie zderzeń mieszanych para - gez 

dla cząsteczek pary, które są w ten sposób lokalnie terma

lizowane prze• otaczający gaz. Rozwiązanie charakterystycz

nego równania dywergencji /IV.J6/ dla wektora strumienia 
l 

cząsteczek pary ~ przedstawimy w postaci 

/IV.44/ 

gdzie przyjęto bezwymiarowe współrzędne przestrzenne, 

X 4c- x/R , ~ - niezaburzone st,~enie pary, yoi:J - średnia 

prędkoś~ termiczna liczona dla wielkości niezaburzonych 

l T oo l, a... - bezwymiarowa etałao R6wnanie /IV. J6/ jest 
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jedynym, które ma bezpośrednie rozwiązanie. Wprowadzimy 

nierównowagową składową ciśnienia cząstkowego pary f)C~) za 

pomocą równania 

/IVo45/ 

W celu koniecznego dalszego uproszczenia równań /IV.41-4J/ 

podstawimy r6wnanie /IV.45/ dla ciśnienia oraz /IV.13/ dla 

temperatury do równań momentów i zastosujemy rozwinięcie 

potęgowe względem f(' , 'p- • Ograniczając się do sta-

nów bliskich równowagi termodynamicznej zachowujemy jedy

nie liniowe człony względem 't' t '(5' i s trumien i termodyna

micznych. W efekcie wszystkie współczynniki przy strumie

ninch są stałymi zależnymi od VVoe , T oD 

),~-~-2:z.\ Ai. + .. aJ 3• _ '}1i. z.'!>!,_ Jl l\ ·}"'- y.., 5 \rt..oi<.T..,v.., nleDkT..,v....,}j 
/IV.46/ 

8z. ~kT.a v.o {3+5:z. -E4- _ 2 ~} 
15{1+;z.)1 Kn, :z ~~ ht..:Okło0 

/IV .4 7/ 
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6+ łz +lOr 
5 

/IV .48/ 

W równaniach /IV.46-48/ wprowadzono bezwymiarowe współrzędne 

przestrzenne, X~ x/R • Biorąc pod uwagę bezśladowo~ć 

tensorów ciśnienia pi.~ , p.-,~J , w wyniku kontrakcji rów

nania /IV.47/ otrzymujemy 

/IV.49/ 

Oznacza to, że q~_, Xt./'1" 3 , a wtedy z równania /IV.47/ 

wynika 

/IV.50/ 

Rezultat ten podstawiamy do równania /IV.46/. Z kolei rów

nanie /IV.46/ może posłużyć do wyznaczenia gradientu ciś

nienia apjOXt , który wykorzyetujemy w /IV.48/ i otrzy

mujemy r6wnanie 

http://rcin.org.pl



- 111 -

6 + ł.z. + lOz2. 

5 

/IV.51/ 

Z r6wnania /IV.24/ wyznaczamy pochodną d~/OXt i podsta

wiamy do równania /IV.51/. Konsekwencją równania /IV.51/ 

jest liniowy związek pomiędzy strumieniami 

gdzie 

c - 5( 11 + 142 -r 30:ł) 
26 -t- 32z. T- bQz.-2. 

s~~:V:z. + &(1 + z) 3 

2G + 32. z. +- 60z.2 

/IV.52/ 

/IV.53/ 

/IV.54/ 

w r6wnaniach /IV.51-54/ przyjęto przybliżenie Kłt- ... ~ Kh.J e 

Po podstawieniu /IV.52/ do zlinearyzowanych r6wnań /IV.46-47/ 

otrzymujemy rozwiązBnia dla ~("") i pt.~ , ktć.re mają nas

tępujacą postać 

1 + 32 (a..B + b.2.EK~-t- \_1_ 
-r\,( ".) = n~ ___ 3__;_TC...;_;(~1-+_z.)..._2._J<_tt __ " __ 2_A_)~"i- l I V • 55/ 

1++ 
gdzie 

B = ,1 +:z.) 12 +~G z.+ 30z.2 

-1 \ l 3 + 16 z.+ 3 Oz. l. 
/IV.56/ 
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2 ( ł - 8 z. -15 z?) z. ~12. + 4 ( ~ + :z.? 
5(\3+16z+30zl) 

P;. d. "' k.,.. [z. f, t<, 'i\}- + 
., - r VoO l OC A ( 3 + 5 Z.) 

/IV.57/ 

/IV. 58/ 

Stałą a występującą w rozwiązaniach momentćw /IV.44/, 

/IV.52/, /IV.55/ i /IV.58/ wyznaczamy z warunku brzegowego, 

który formułujemy identycznie jak w przypadku kondensacji 

w ośrodku izotermicznym 

gR) = ~JR·'i)K:!)ciy_ + 

.B_·v (O 

R -jR · v)fo) d 'l 

R·y)O /IV.59/ 

f(~ jest maxwellianem, którego paremetrami są tempera-

tura kropli Tt. i gęstość pary nasyconeJ n.~ w tempera-

turze 1{., rl. jest prawdopodobieństwem absorbcji cząsteczki 

uderzającej w powierzchnię kropelki aerozolu. Wykorzystując 

postać rozwiązań dla momentów, z równania /IV.59/ otrzymu

jemy następującą wartość stałej 
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gdzie 

F-\ = 6'IT (1 + z.)(3 +s z.) /IV. 61/ 

F:~. = _ 32.~ł-8z.- 30z2)z:V'- + 2(1+z.)~ 
15TIA(1+z)(13+16z. + 30z2

) /IV.
62

1 

f,. = _Ą (_2_ - 1\ 
oJ 6 A ()(T .; /IV.63/ 

c:::= _11_r1- 4z.+3(1+ztcJ ;rv.64/ 
14 4Al "3+5z. J 

F = 64 (3+ 5 \ t2 + t16:z. + 30z.2 
S "Lj \~ + 16z. + 30L2 /IV.65/ 

F
6 

= 12 (-':;d-) (1 -t- z)(3+ S z.) /IV.66/ 
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Jednoznaczne rozwiązanie zagadnienia transportu mesy 

i energii w procesie kondensacji wymaga określenie para-

metru t , od którego zależą poprzez stałą a daną r6wna

niem /IV.60/ wielkości odpowiednich strumieni ~, /IV.44/, 

oraz ~ , ./IV. 52/. Zgodnie z rćwnaniem /IV. JJ/ parametr € 

jest fUnkcją gradientu temperatury. Badany układ znajduje 

się w stanie stacjonarnym, jeżeli temperatura kropli po 

przejściu pewnej fazy początkowej osiąga stełą wartość 

lrt :> lr~ • Przebiegająca w dalszym ciągu kondensacja 

wyzwala co prawda kolejne, dodatkowe ilości energii, lecz 

nie powoduje to podwyższenia temperatury kropli, gdyż 

zwiększyłoby to strumień ciepła przewodzonego przez obojętny 

gaz, co z kolei prowadzi do studzenia aerozolu. Warunek 

stacjonarności jest spełniony w wyniku zr6wnoważenia bilansu 

ciepła kondensacji i ciepła odprowadzanego od kropli przez 

gaz 

/IV.681 

~~ oznacza ciepło kondensacji na cząsteczkę pary. Ze 

względu na założenie ~ ~ ~A pominięto w r6wnaniu 

/IV.68/ udział pary w przewodnictwie cieplnym, ~~ ~ .. 1 • 

Po podstawieniu wynik6w /IV.44/, /IV.60/ oraz /IV.31/ do 

/IV.68/ otrzymujemy następujące rozwi~zanie 

~ -
/IV.69/ 
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/IV.70/ 

E -1i-F + EF 1 - z A s 1 2 /IV.71/ 

/IV.72/ 

/IV. 73/ 

W granicy continuum, Kn,~ 1 , E dąży do stałej wartości, 

ró~nej od zera. Katomiast w granicy wolnocząsteczkowej, 

K,vt,~ <:)O , t dąży asymptotycznie do zera, co oznacza, 

że zanika również różnica temperatur pomiędzy kroplą a ga

zowym otoczeniem. Z równań /IV.69,70/ wynika, że przy przy

jętych założeniach fizycznych efekt cieplny kondensacji 

można zaobserwować w warunkach gdy Gl~~ k-r • W prze

ciwnym wypadku wielkość E. jest rzędu 'n.~j"'"oe , a wyrazy 

tego rzędu konsekwentnie pomijamy w przedstawionym rozwią-

z ani u. 

stosując eit do wprowadzonej poprzednio definicji stru

mienia kondensacji ~ , /III.J8/, po wykorzystaniu r6wnań 

/IV.44/, /IV.60/ i /IV.69/ otrzymujemy następujący wynik 

r-
-

/IV.74/ 
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Sprawdzimy graniczne zachowanie się wyrażenia /IV.74/ dla 

bardzo małych i bardzo du~ych liczb Knudsena. W granicy 

continuum otrzy~ujemy 

13 + \6z. + 30z2] 

12 + l6z +30z?] 

/IV.75/ 

lJi zależności od znaku czynnika F2. e:fekt cieplny zwiększa 

lub zmniejsza szybkość procesu kondensacji. F2 zmienia 

znak przy Zo~ 0,76 , przy czym F2.jO dla z)Zo oraz 

F2 (0 dla :z,<zo • Wpływ ciepła kondensacji na proces 

transportu masy podczas kondensacji zależy więc od stosunku 

mas cząsteczek pary i obojętnego gazu, co odpowiada zależ

ności współczynnika termodyfuzji od stosur~u mas cząsteczek 

mieszaniny gazowejJOl. Przy braku efektu cieplnego ( Qc. =-0) 

z równania /IV.75/ otrzymujemy klasyczny rezultat Maxwella 

dla zakresu continuum, /II.9/, z następującym współczynni

kiem dyfuzji 

D 1 
/IV.76/ 

' gdzie poprawka ~ określona jest wzorem 
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/IV.77/ 

Rezultat /IV.76,77/ jest dokładnie zgodny ze współczynni

kiem dyfuzji D otrzymywanym w drugim przybliżeniu metody 

Chapmana - EnskogaJO/ przy założeniu Vtv/~1 ~ 1. Równanie 

/IV.76/ ma również identyczną postać jak poprzedni wynik 

dla D uzyskany w przypadku izotermicznym, lecz poprzednio 

otrzymano poprawkę A = [10(1ł- z.D--1 • 

W granicy wolnocząsteczkowej strumień kondensacji 

1/._ -~ l dąży asymptotycznie do zera jak ~ przy stałym pro-

mieniu kropli R/. Ten ~Jnik nie jest poprawny. 

Zgodnie z równaniem /IV.60/ zależność strumienia kon

densacji od liczby Knudeena przy braku efektu cieplnego, 

€. == O , jest następująca 

/IV.78/ 

Wyrażenie to ma odmienną formę w stosunku do poprzedniego 

wyniku otrzymanego dla kondensacji w ośrodku izotermicznym, 

/III.39/. Zasadnicza różnica występuje w fUnkcyjnej zależ

ności od liczby Knudsena, ponieweż obecne rozwiązanie w gra

nicy wolnocząsteczkowej dąty do zera proporcjonalnie do 

~~ 1 podczas gdy na podstawie r6wnania /III.J9/ oraz 

poprawnego wyniku wolnocząsteczkowego /II.12/ granica ta 

jest różna od zera i skończona. Uzyskane rozwiązanie prob

lemu kondensacji z uwzględnieniem efektu cieplnego nie mote 

być .;_ ~c stosowane w zakresie dutych liczb Knudsena. 
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Zastosowano metodę Grada w celu rozwiazania rćwnań 

Boltzmnnna dla fUnkcji dystrybucyjnych prędkości cząsteczek 

pary i obojętnego gazu dla problemu kondensacji pary o wzglę

dnie niewielkim stężeniu z uwzględnieniem gradientu tempe

retury wywołanego efektem cieplnym kondensacji. Niestety 

metoda Grada prowadzi do układu nieliniowych równań różnicz

kowych znacznie bardziej skomplikowanych niż jakiekolwiek 

równania hydrodynamiki. W celu analitycznego rozwiązania 

tych równań przeprowadzono ich kompletną linearyzację wzglę

dem nierównowagowych składowych momentów funkcji rozkładu 

prędkości. Zastosowane przybliżenie jest r6wnowatne rozwi

nięciu momentów w szereg względem formalnego parametru z 

konsekwentnym zachowaniem co nejwyżej liniowych wyrazów w 

równaniach i rozwiązaniach. Podobna metoda została zastoso

wana przy rozwiązywaniu równań momentów dla problemu kon

densacji w środowisku czystej pary961 oraz równania BGK 

dla przepływu ściśliwej, lepkiej» przewodzącej ciepło cie-

1191 w k kw • . . . . . k czy • onse encJ1 przyJęteJ metody rozw1ązan1a za res 

stosowalności otrzymanych wyników jest ogreniczony do stanów 

niezbyt odległych od rćwnowagi termodynamicznej. 

Proces przebiega /quasi/ stacjonernie,jeteli następuje 

zrównoważenie intensywności wytwarzania ciepła kondensacji 

z szybkością jego odprowadzania na -zewnątrz kropli przez 

obojętny gezo W tych warunkach można wyznaczyć szybkość 

procesu kondensacji r , która określona jest wzorem /IVo74/. 

O ile granica continuum wyratenis /IV.74/ wydaje się pop

rawna /chocia~ brak ścisłych wynik6w nawet dla przypadków 
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granicznych rozważanego problemu uniemożliwia dokładną ocen~ 

otrzymanego rezultatu/, o tyle granica wolnocząsteczkowa 

wykazuje niewłaściwą zależność względem liczby Knudsena. 

Fotwierdza to analiza r6wnania /IV.74/ dla przypadku braku 

efektu cieplnego, Q~= O • W tej granicy wzór /IV.74/ nie 

odtwarza poprzednio otrzymanego rezultatu /III.J9/ dla kon-

densacji w ośrodku izotermicznym, lecz przyjmuje odmienną 

postać /IV.78/. Granica continuum tego równania odpowieda 

klasycznemu wynikowi Maxwella ze współczynnikiem dyfuzji 

/IV.76/ zgodnym w przybliżeniu z poprzednim wynikiem /III.42J 

oraz rezultatem metody Chapmana - Enskoga. Natomiast granica· 

wolnocząsteczkowe jest niepoprawna, bowiem dla dużych liczb 

Knudsena względny strumień kondensacji ~~~f~ monotonicznie 

zanika, zgodnie z równaniem /IV.79/, proporcjonalnie do ~~, 

Jest to zależność zdecydowanie różna od poprzedniego wyniku 

dla przypadku izotermicznego, który wykazywał w granicy 

wolnocząsteczkowej jedynie niepoprawny czynnik liczbowy 2/J. 

Tą rozbieżność obu wynikćw należy wytłumaczyć odmienną me-

todą rozwiąz&ń stosowaną w poszczeg6lnych przypadkach. 

W przypadku izotermicznym układ równań różniczkowych obej

mował jedynie trzy równania metody Grada, które pozwalały 

na otrzymanie jednoznacznego rozwiązania z uwagi na mniejszą 

liczbę niezależnych momentów. Natomiast dla problemu konden

sacji nieizotermicznej z konieczności wykorzystywany był 

pełny układ równań momentów. W tym drugim przypadku znacznie 

silniej uwidocznił się fakt, że metoda moment6w daje rozwią

zania stosunkowo najbardziej niedokładne w zakresie du~yeh 

liczb Knudsena 120 • 121 , 1221. W zakresie wolnocząsteczkowym 
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przedstawienie funkcji rozkładu w postaci skończonej sumy 

moment6w nie potrafi odd~ć bimodal~ego, nieciągłego cha

rakteru funkcji rozkładu prędkości bezpośrednio przy po-

wierzchni cząstki aerozolu. 

Rysunek 5 przedstawia strumień kondensacji tp , obli

czany według r6wnania /IV.74/, względem /izotermicznej/ 

wartości wolnocząsteczkowej fł~ w funkcji liczby Knudsena, 

dla wybranych wartości bezwymiarowego peremetru 

Q= 
/IV .19:/ 

Rysunek 6 przedstawia względną zmianę strumienia konden-

secji ( f(Q)- tp(Q•o))/ <p( Q a 0) = A <f/ <f , wywołaną 
efektem cieplnym kondensacji, przy założeniu ci.,= 1 , o( T= 1 
Widoczna jest wyreźna zależność wielkości i znaku A~ od 

wartości etosur...ku mas z , przy czym dla cząsteczek pary 

i obojętnego gazu o zbliżonych masach efekt cieplny jest 

najmniejszy l A~ przechodzi przez zero/. 

Otrzymane zależności mogą posłużyć jako podstawa dla 

pewnych, przynajmniej jakościowych przewidywań. Można ocze

kiwać, ±e przy odpowiednim stosunku VLot;)j~,00 efekt cieplny 

będzie istotny dla procesu kondensacji stowarzyszonego 

z reakcją chemiczną, dla kt6rej npo qc..j\<.T ~ \00 , co nie 

jest bardzo wygórowanym oszacowaniem dla typowych reakcji 

w naturalnych temperaturach. !\etomiaet dla wyłącznie fizy

cznej kondensacji, kt6rej typowe ciepło jest o rząd wiel-

kości mniejsze od reakcji chemicznej, uwidoc~nienie si~ 

wpływu efektu cieplnego wymaga znacznie wytszych względnych 

http://rcin.org.pl



t/rfm 
1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0.01 

- 121 -

0.05 

Kn 

0.1 

0=1 
0=0.5 

Q: Q 

0.5 

Rysur:0k 5. S~r~mień korldF?r:sacji Cf obliczony z~or.nie z rów

naniem /IV.?4/ w stosunku do izote.,.-micz!"'ej war-

tości wolnecząsteczkowej Cfłw.. w funkcji liczby 

Knudsena K~~t.- , c1a r0żnych stosunk6w mas z, : rć.ż

n,y-ch wi.el'<ości ciepła Q /IV o 7':/. Prz~, jęto wspó 1:

czynniki ekcmodacji OC. = o(T = 1. 
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1.0 ,..------------------------

0.5 

0=1 

Q=O.S 

0=0.1 
O. 

0=0.1 
Q=O.S 

Q=1 

Q=2 

-0.5~----~----~~--~~~~~----~~--~--~~ 

0.01 0.05 0.1 0.5 
Kn 

~zględna z~iana str~mienia kcndensacji 

( Cf(Q.)- tf (q= o))/ Cf ( ({=0) = ~ Cf/ <f "łi'J•.vo l: ana 

efektem cieplnym ·vg rÓ\'.Tibnia /IV. 74/ w ~unkc~: 

liczby Knud~ena łUt,, dla różnych stoeun1~ów ma3 %. 

oraz różnych ·:.rielkości ciepła Q /IV. 19/. ~rzy

jęto '.'.·spó łczynr..iki H~cmcdec j i ot = oCT = 1. 
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stężeń kondensującej pary, leżących blisko granicy atoeo-

walności przedstawionej teorii. 

Trudno jest dokładniej ustalić zakres liczb Knudsena, 

w którym stosuje się otrzymane równanie /IV.74/, ponieważ 

brak jest bardziej precyzyjnych danych doświadczalnych, 

które mogłyby posłu~yć do ilościowego porównania z teorią. 

Efekt cieplny kondensacji badano eksperymentalnie w doś

wiadczeniach Merrita i Weatherstona941 dla kondensacji par 

rtęci w atmosferze azotu. Stosunek atężeń par i gazu wy

nosił w tych doświadczeniach ~~~~ = 0,0167. 7ostały one 

jednak przeprowadzone mało dokładną metodą badania ilości 

całkowitej masy skondensowanej w fUnkcji czasu, a ich inter

pretacja wymega określenia koncentrecji cząstek aerozolu, 

N, kt6rej autorom nie udało się jednoznacznie ustalić. Po

nieważ zależność kinetyki procesu od tego parametru jest 

bardzo istotna, zrezygnujemy z przytaczania danych ekspery

mentalnych Merrita i Westheratona i ich dopasowywania /przez 

dob6r odpowiedniego N/ do przewidywań opracowanej teorii. 

Autorzy doświadczeń porównywali wyniki eksperyment6w z p6ł

empirycznym równaniem, otrzymanym przez Kanga931 metodą 

łączenia strumieni mesy i energii. Chociaż w pewnym wypadku 

zauważono jakościową zgodność rezultatów dcświadczeń z pr~e

widyweniemi wzoru Kanga, jednakfe przy innych parametryza

ejach stwierdzono ich wyraźną rozbietnośt941. Z powodu nie

określoności wartości N trudno jest sformułować na tej pods

tawie bardziej wią~ące wnioskio Wz6r Kanga przewiduje, że 

efektowi cieplnemu odpowiada poprawka w stosunku do wyniku 
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izotermicznego rzędu ~Qj~L , gdzie ~L jest stężeniem 

cząsteczek w fazie skondensowanej. Zgod~ie z założeniami 

przedstawionej w tej pracy teorii jest to wielkość ca!ko

wicie zaniedbywalna. R6wnanie Kanga wykazuje r6wnież dla 

przypadku Gl=O niepoprawną granicę wolnocząsteczkową. 
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V. SYMULACJA MONTE CARLO PROCESU KONDENSACJI PARY NA 
# 

CZASTCE AERCZOLU W IZOTERMICZl\YM ODEODKU GAZOWY~ 

Uzyskane w rozdziałach III i IV analityczne ~jniki 

dla kinetyki procesu kondensacji nie są całkowicie poprawne, 

ponieważ wykazują niewłaściwą granicę wolnocząsteczkową. 

Z dw6ch rozważanych przypadków stosunkowo lepszy jest wy-

nik dla kondensacji w środowisku izotermicznym, kt6ry r6żni 

się od prawidłowego rezultatu jedynie czynnikiem l.iczbowym 

2/3. Dla tego izotermicznego modelu przedstawimy obecnie 

metodę bezpośredniej symulacji Monte Carlo procesu konden

sacji. Będąc uniwersalną metodą dla całego zakresu liczb 

~nudsena, stanowi ona uzupełnienie wyniku analitycznego dla 

obszaru, w ktćrym on zawodzi. Symulacja opiera się na tych 

samych założeniach ~izycznych o układzie, które były stoso

Rane przy podejściu analitycznym, może więc - z drugiej strony

jestarczyć odpowiedzi na pytanie, czy rozbieżności w obsz&-

rze wolnocząsteczkowym wzoru /III.)9/ są spowodowane przy

~liżonym charakterem użytej metody rozwiązania równania 

3cltzmanna, czy też są konsekwencją przyjętych założeń o mo

delu, a w szczególności założenia o nieruchomości cząstki 

aerozolu. 

W fizyce statystycznej metoda Monte Carlo znane jest 

~rzede wszystkim jako standartowa technika teorii r6wnowa

gowej123,1241o Opracowana została również metoda symulacji 

zjawisk nierównowagowych w gazach, która jest równoważna 
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rozwiązywaniu równania Boltzmenna 125/o Ocenia się, że uzys

kane tą metodą rozwiązania pewnych problemów /np. fal ude

rzeniowych dużej mocy/ są dokładniejsze od wszystkich dos

tępnych wyników analitycznych221. Prezentowana obecnie me

toda ~onte Carlo jest specyficzna dla rozważanego zagadnie

nia transportowego i stanowi rozwinięcie koncepcji ~ącze

nia strumieni zaproponowanej przez Fuchsa. Bliskich analogii 

dla tej metody można szukać w stosowanych w fizyce jądro-

wej technikach modelowania przechodzenia promieniowania 

, d k126/ .przez osro e • 

Przedstawimy teraz podstawy metody symulacji Monte 

Carlo 127
t

1281 , jej realizację w postaci programu komputero

wego oraz vzyniki obliczeń numerycznych dla kondensacji 

ftalanu dwuoktylu /DOP/ w N2 • Uzyskane rezultaty zostaną 

6 
. . • • . 90-g por wnene z wyn1kam1 eksperymentalnych prac Dav1sa 1 1n. / 

i z przewidywaniami opartymi o poprzednio otrzymany wz6r 

analityczny /III.J9/. 

Wykorzystujemy omówioną ~oprzecnio ideę łączenia 

strumdeni Fuchea z tą podstawową różnicą, że strumień kon

densacji wewnątrz sfery granicznej nie wyraża się przez 

prosty wzór wolnocząsteczkowy / . Ilo12/, lecz jest uzyski

wany za pomocą bezpośredniej symulacji procesu kondensacji 

metodą ~onte Carlo. W eksperymencie komputerowym, przede-

tawionym schematycznie na Rys. 7, generujemy losowo trajek

torie poszczególnych cząsteczek wewnątrz sfery granicznej 
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(O,O,Rs) 

Y 

Rys~r.cl-': ?. 

o promieniu R!) = R + ~L , gdzie f jest bezv.'Ymiaro

wym parametrem rzędu ~ednościo W celu otrzymania wyrażenia 

łączącego strumienie na zewnątrz i wewnatrz sfery granicz

nej przyj~jemy następujące założenia. 

1. Trensport cząsteczek pary na zewnątrz sfery granicznej 

określony jest równaniem /III.39/ otrzymanym przez roz

wiązanie równania Eoltzmanna metodą mo~entów Grada, które 
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motna przedstawić w postaci przypominającej klasyczny wz6r 

dyfuzyjny dla obszaru continuum 

/V.1/ 

gdzie ~~ oznacza stężenie liczbowe cząsteczek kondensują

ceJ pary w punkcie leżącym na sferze granicznej , ~ = R3 , 

Ds możemy nazwać efektywnym współczynnikiem dyfuzji, kt6~y 

wyni~a z zaetoeowania równania /III.39/ do strumienia kon

densacji na sferze granicznej 

1+ 
Ds- D--~----~~~------~---

-:---:~~--r4~ 

/V.2/ 

K~ =: tjR$ jest liczbą Knudsena dla afery granicznej. 

Wykorzystanie poprzednio otrzymnnego wyniku analitycznego 

pozwala na zmniejszenie promienia afery grar.icznej /zwięk

szenie ~s !, poniew€ż zakres stosowalności wzoru /III.39/ 

sięga wgłąb obszaru przejściowego, gdzie prosty wzór dyfu

zyjny, stosowany w orginalnym podejściu Fuchsa, nie jest 

poprawny. Ma to istotne znaczenie dla zmniejszenia długości 

generowanych trajektorii cząsteczek i w związku z tym wpływa 

na czas egzekucji programu komputerowego. 

2. Cząsteczki pary przechodzące przez aferę graniczną zar6wno 

do wewnątrz jak i na zewnątrz sfery mają połówkowo-maxwe

llowakie rozkłady prędkościo Założenie to jest spełnione 
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tym lepiej~ im większe są rozm1ary sfery symulacyjnej Rs , 
ponieważ w miarę oddalania się od powierzchni cząstki aero-

zolu słabnie efekt ekranowania, jaki vzywiera ona na pewne 

kierunki prędkości skierowane na zewnątrz sferyo Jeżeli 

promień R5 jest dostatecznie duży, to cząsteczki pary 

przed dotarciem do sfery cymulacyjnej od wewnątrz symulowa

nego obszaru, l(" < Rs , doznają kilku zderzeń z cząstecz

~ami obojętnego gazu, co powoduje relaksację ich rozkłsdu 

prędkości do maxwellianu. Istnienie ~Jpadkowego strumienia 

kondensacji na sferze granicznej jest ~vynikiem jedynie róż

nicy pomiędzy stężeniami liczbowymi cząsteczek poruszają

cych się w kierunku do i od kropelki aerozolu, wynoszącymi 
l(+) l(-) 

odpowiednio ~s i n,~ • Korzystając bezpośrednio 

z defir..icji /III.J8/ stru!Ilień kondensacji wyraża cię nastę-

pującym wzorem 

/V oJ/ 
Symulując trajektorie możemy zliczać cząsteczki pary 

trafiające w cząstkę aerozolu, o której zakładamy, że jest 

doskonałym .absorberem. W ten sposób obliczamy numerycznie 

całkę wyrażającą strumień kondensacji na powierzchni sfery 

r = YRR~.,:;ł-fv~p(~>r)(i)d.~ 
'łz.(O 

/Vo4/ 

gdzie p(~) jest prawdopodobieństwem kondensacji cząsteczki 

która na sferze granicznej ma prędkoś~ y_ o Całkę występu

jącą we wzorze /V.4/ możemy uważać za średni wkład do stru-
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m1en1a kondensacji na jedną cząsteczkę pary spełniającą 

warunek Y z. <O na sferze granicznej i oznaczymy t~ 

wielkość jDko V4 • Aby wyznaczyć nieznane stężenie l C+) n. s 

łączymy strumienie /V.l/, /V.J/ i /V.4/ na powierzchni 

sfery. Ponieważ vts(+) jest stężeniem cząsteczek pary, kt6-

rych prędkość na sferze leży w półprzestrzeni obszaru cnł

kowania w r6wnaniu /V .4/, Vz. <O , a n!s jest całkowi tym 

stężeniem pary na tej sferze, pomiędzy tymi stężeniami za

.,.'- -- 2 ...,~C-+-) chodzi związek ,~ ·~ • Wykorzystując tę relację 

otrzymujemy z r6wnań /V.l-4/ następujące wyrażenie dla 

strumienia kondensacji 

VJ- _ 2 + Rs 'J 
"1- 2 D s /V.5/ 

Równonie /V.5/ można również otrzymać w inny sposćb. 

Przyjmując, że sfera graniczna jest doskonałym absorberem, 

strumień cząsteczek pary pochłanianych przez nią wyrGża 

się równnniem 

Ułamek ~ = 2'iz/V cząsteczek wnikających do wnętrza sfery 

ulega rzeczywiócie kondensacji, pozostałe 

chodzi z powrotem na zewnątrz sferyo Część spośr6d nich 

na skutek zderzeń ulega ''odbiciu" i powraca po!'Iownie na 

powierzchnię sfery. Liczbę cząsteczek zasilających powtórnie 

strumień do wnętrza sfery określa równanie bilansu 

/V.7/ 
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gdzie 
,, 

n.." oznacza stężenie cząsteczek opuszczających sferę& 

Możemy je obliczyć korzystając z założenia o połówkowomax

wellowskim rozkładzie prędkości 

/V.8/ 

Na podstawie /V.7,8/ otrzymujemy 

/V.9/ 

Ułe.mek ~ cząsteczek "odbitego" strumienia ~-1 kondensuje, 

pozostałe znowu opuszczają sferę, część z nich ''odbija się" 

powtórnie itd. Strumień cząsteczek po i - tym "odbiciu" 

wynosi 

. . 
~L = lf., ( ~ - ~) ~ ( 1 - 4 D s/ R s v J 

/V.10/ 

Całkowity strumień kondensacji otrzymujemy sumując ułamki 

cząsteczek kondensujących we wszystkich strumieniach 

r = ~Zr· /V. 1 1 l 
t=O 

Równanie /V.11/ po wykorzystaniu /Vo,O/ odtwarza poprzedni 

wzór /V.5/. 

Dla uzyskania odpowiednio dokładnej statystyki dla Vz 

trzeba wygenerować losowo trajektorie kilku tysięcy cząstecze: 

lub nawet więcej w zależności od parametrów symulowanego 

układu. Przy zaniedbaniu wzajemnych zderzeń pomiędzy cząs

teczkami pary /niskie stężenie/ poruszają się one wzajemnie 

niezale~nie i motna śledzi~ kolejno ruch pojedynczych 

http://rcin.org.pl



- 133-

cząsteczek pary zemiast jednoczesnego badania tr2jektorii 

wszystkich cząsteczek zawartych wewnątrz symulowanej sfery 

granicznej. 

Przedstawiona metoda zostałe po rez pierwszy zastoso-

wena do symulacji procesu kondensacji dla modelu sztywnych 

kul 1271. Ponieważ jednak podejście numeryczne stwarza moż

liwość badanie układów o bardziej realistycznych potencja

łach międzycząsteczkowych, w celu doktedniejszego porówna-. 
nia wyników numerycznych z rezultatami doświadczal~ych prac 

grupy Davisa90- 92/ opracowano program eksperymentu kompu

terowego procesu kondensacji cząsteczek oddziaływujących 

potencjałem Lennarda - Joneaa 311 

/V .12/ 

gdzie -r- jest odległością pomiędzy cząsteczkami o(. i ~ 1 

c.._ f' = -\l t"'- E 11 ' , O' et F> = ( er o(. + o-f')/ 2 J €. o~. J o-~ 1 

€/' , (J/3 są stałymi zależnymi od rodzaju cząsteczek ot 

oraz ł odpowiednio. 

Dla potencjałów o nieskończonym zasięgu oddziaływania, 

do jakich należy potencjał Lennarda - Jonesa, pewną trud-
, 

ność atanowi określenie średniej drogi swobodnej. Scisła 

definicja średniej drogi swobodnej może być podana jedynie 

dla eił o skończonym promieniu oddziaływania, np. dla sztyw

nych kul. W przypadku sił dalekozasięgowych cz~steczki 

oddziaływują na dowolnych odległościach i , dokładnie 

rzecz biorąc, średnia droga swobodna jest równa zeru. Bez 
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względu na to pojęcie średniej drogi swobodnej ma sens 

również dle tego typu p~tencjał~wo Dla ilościo~cgo określe

nia tej wielkości wykorzystuje się zależność wsp6łczynnik6w 

transportowych od średniej drogi swobodnej /zachodzącą 

explicite dla skończonych potencjałów/o Zwykle używa się 

w tym celu współczynnika lepkości 41 1; w tym wypadku jednak~ 

ponieważ rozważane zagadnienie dotyczy trensportu masy, 

oprzemy definicję o związek zachodzący według równania 

/III.42/ pomiędzy t a wsp6łczynnikiem dyfUzji D dla modelu 

sztywnych kul 

/V o l 3/ 

Schemat blokowy progrcmu komputerowego przedstawia 

Rys. 8. Cząsteczki pary są wstrzeliwane do wnętrza sfery 

granicznej w punkcie o współrzędnych (0 10 1 Rs) /por.Rys.7/. 

Ich składowe prędkości losowane są zgodnie z rozkładem po

łówkowo-maxwellowskim. r~aetępnie cząsteczka przebywa swo

bodnie dystans, którego długość jest losowana z rozkładu 

wykładniczego 

/V. 14/ 

gdzie REXP jest liczbą losową z rozkładu o gęstości e.-" 
t(v) jest średnią drogą swobodną cząsteczek pery o pręd

kości V JO/ 

/V. 15/ 

jest maxwellowekim rozkładem prędkości cząste-

czek gazu, u. = j_y_- Y..tj oznacza względną prędkoś~ zderza-
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jących się cząsteczek. Przy określaniu całkowitego przek

roju czynnego dla zderzenie, 1t~2(~) /będącego funkcją~/, 

stajemy przed koniecznością obcięcia nieskończonego promie

nia oddziaływania potencjału Lennarda - Joneea do pewnej 

maksymalnej odległości ~(~) • Jeżeli parametr zderzenia 

b przedstawiony na Ryso 3 /str. 79/ przekracza tę wertość, 

przyjmujemy, że oddziaływanie cząsteczek jest zaniedbywalne 

i zderzeń tego typu nie uwzględniamy. Funkcję a(~) wyzna

czono posługując się pumerycznymi wynikami Hirachfeldera 

i in. 311 , którzy obliczyli kąt rozproszenia ~ w zderzeniu 

binernym cząsteczek Lennarda - Jonesa w fUnkcji paremetru 

b przy różnych wartościach prędkości względnej ~ o Na 

podstawie przedstawionych przez tych autorów stabelaryzo-

wanych rezultatów przyjęto przybliżenie dla średnicy kolizyj

nej rrc~)= b~~~ t gdzie bMa~ jest maksymalną WartOŚCią 

b , dla której notuje się jeszcze istotny kąt rozproszenia, 

podczas gdy dla b~ b.Q~kąt rozproszenia jest zaniedbywal

nie mały, x~ o . Jest to znana w teorii kinetycznej pro

cedura ucięcia przekroju czynnego ze względu na kąt rozpro

szenia22,1251. Występuj~ca w równaniu /V.15/ całka ze stabli-

cowaną w ten sposób funkcją ~(~) byłe obliczana numerycznie 

dla każdego odcinka generowanej trajektorii cząsteczki. Po 

przebyciu przez cząsteczkę odległości t1 sprawdzane są dwa 

werunki: 

1. Czy cząsteczka uderzyła w cząstkę aerozolu? Jeżeli tak, 

zakładamy jej kondensację i wliczamy jej prędkość na 

sferze granicznej, VL , do strumienia kondensaejio Roz

poczynamy generację trajektorii następnej cząsteczki. 
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2. Czy cząsteczka wyszła poza sferę graniczną? Jeżeli tak, 

rozpoczynamy generację trejektorii następnej czasteczkio 

Jeżeli nie zachodzi żaden z powyższych warunków, symulujemy 

zderzenie cząsteczki pary z cząsteczką gazu, której pręd-

kcść ~ jest losowana z rozkładu maxwellowskiego. Losujemy 

ró~nież punkt na powierzchni całkowitego przekroju czynnego 

zderzenia /kole o średnicy .2.cr{u.) l za pomocą dwóch liczb 

losowych RU..1 i RU2 o rozkładzie równomiernym w przedziale 

l -1, 1~ spełniających warunek 

RB2
- (Ru1f + (RlL2} < 1 /V. 16/ 

W układzie odniesienia z Rys. 3 geometria zderzenie jest 

jednoznacznie określona przez parametry b , O , które 

wyrażają się za pomocą liczb losowych równaniami 

({)S Y =o R U, 1j1RB21 

s t n- r == R uz/1RPf 
Kąt rozproszenia X jest funkcją parametru b 

= T( z 6 cL-r-x - -'r--:2:-~~1=-=t}:;:=:=~::::;:rr=-=2.~=,1f'==) :::;-
lfo 

/V. 17 l 

/V o 18/ 

IV. 19/ 

!V.20/ 

gdzie ~ jest pierwiastkiem wyrażenia podcałkowego, E jest 
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Dane wejśc1owe: parametry cząsteczkowe, wsp6łczynnik 
dyfuzji, temperatura, stężenie gazu obojętnego, 
liczba Knudsena, wielkość sfery graniczr.ej (p)J liczba 
generowanych cząsteczek, tablica kąta rozproszenia 

jV(b,u.) w zderzeniu binarnym. 

! 
Oblicz średnią drogę swobodną cząsteczek pdry i pro
mień sfery granicznej. 

---·~ Wybierz losowo z rozkładu maxwellowskiego składowe 
prędkości początkowej cząsteczki pary. 

~ Wybierz losowo z rozkładu wykładniczego odleg!ość 
przebytą swobodnie przez cząsteczkę pary. 

........ 

Czy cząsteczka uderzyła w aerozol? 

ł nie 

Czy cząsteczka wyleciała poza sferę graniczną? 

! nie 

Wybierz losowo składowe pręd~ości cząsteczki gazu. 
Wybierz losowo parametry zderzenia binarnego. Oblicz 
składowe prędkości cząsteczki pary po zderzeniu bi-
narnym. 

Dodaj początkową składową prędkości Vz do całkowi
tego strumienia kondensacji. 

tak 

tak 

----- Czy numer cząsteczki pary jest równy zadanej liczbie ~ 
nie~g~e_n_e_r_o_w __ a_n~y_c_h __ c_z_ą~s_t_e_c __ z_e_k? __ -r--------------------------~ 

!tak 
Wyniki: strumień kondensacji, ułamek cząsteczek kon
densujących, średnia liczba zderzeń. 

Rysunek 8. Schemat blokowy programu symulacji pro
cesu kondensacjio 
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energią cząsteczek w układzie środka masyo Kąt ~ obliczany 

był w programie przez interpolację liniową stablicowanych 

wynik6w Hirschfeldera i in. Kąt rozproszenia określa kąt 

biegunowy 8 wektora zmiany prędkości ~ /Rys. 3/ 

8 = (n+ x)/z /V.21/ 

Są to wszystkie wielkości, kt0re są potrzebne do wyznacze

nia explicite wektora ~ w układzie wsp6łrzędnych zoriento

wanym zgodnie z ~ 

/Vo22/ 

Składowe ~ w układzie laboratoryjnym otrzymuje się przez 

obrót osi współrzędnych a odpowiednie kąty Eulera. Wyni

kiem końcowym wszystkich przekształceń są składowe pręd

kości cząsteczki psry po zderzeniu, kt6re obliczamy według 

równania /III.8/. 

Następnie generowany jest kolejny odcinek trajektorii 

cząsteczki i tak dalej aż do momentu gdy spełniony zosta

nie jeden z wymienionych warunków. 

Zliczając liczbę pr6b zakończonych sukcesem, tzno 

kondensacją cząsteczki pary na aerozolu, otrzymujemy naet~ 

pującą statystyczną ocenę całki w r6wnaniu /V.30 oznaczo

nej jako v.,_ 

/V .2 3/ 

I jeet całkowitą liczbą cząsteczek w eksperymencie kompu

terowym, p jest indeksem numerującym L cząsteczek, które 
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skondensowały. Określone w ten sposób V~ jest nieobciążonym 

estymatorem 129/ całki równania /V .4/. Ponieważ Vz. je et śred
nią arytmetyczną pewnej próby liczb losowych o jednakowym 

rozkładzie, przy dużych I rozkład prawdopodobieństwa Vz. 

jest asymptotycznie normalny z odchyleniem standar4owya okreś 1 

lonym pr~ez dyspersję O' pojedynczego rozkładu V2. • Dla a mamy 

estymator 1291 

/V.24/ 

Kompletny program komputerowy symulacji kondensacji 

w języku Fortran /częściowo Asembler/ jest przedstawiony 

w Załączniku. 

Przeprowadzono eksperyment komputerowy procesu konden

sacji cząsteczek ftalann dwuoktylu /DOP/ na cząstce aerozolu 

zawieszonej w atmosferze N2• Związek kondensujący charakte

ryzuje się bardzo niską lotnością, co odpowiada przyjętemu 

w modelu załoteniu, ~e cząstka aerozolu jeet doskonałym 

abeorberemo Kondensacja w ~~ładzie DOP/N2 została przebadana 

doświadczalnie. w pracach Davisa i in~ 90-921, skąd zaczerp

nięto wartości parametrów cząsteczkowych obu związk6w 

-----------.~-----~ ... 
x/ Wsttpne wyniki zostały opublikowane w pozycji literatu

r.owej 128. W porównaniu z nimi wyniki przedetawiane w tej 
pracy zostały rozszerzone na więkezy zakres liczb Knnd
eena /dwie nowe serie wynik6w dla ~~= 0.01 oraz 0.7/, 
e tekte -zmniejszono wielkość błędów statystycznych niemal 
wszystkich rezultatów symulacji /wykonano obliczenia dla 
większej liczby cząsteczek I/. 
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doop :c 1o04 )t. 10-? cm 

€Pop/k = 550 K 

o-' N,. = 3.681 --. 10-s cm 

t_ N:z./k = 91.5 K 

D DOP /N1. = o o oJ 18 
2 

crn l s 

Współczynnik dyfuzji DOP jest konieczny dla określenia 

średniej drogi swobodnej cząsteczek DOP zgodnie z równa

niem /Vo1J/. Symulowano kondensację w warunkach termodyna

micznych, w których przebiegały rzeczywiste doświadcze

nia90-92/ 

T = 308 K 

'Y\- N = 2. 382 K 10 19 cząsteczek/ cm3 
2. 

Dla każdej z pięciu liczb Knudsena : KV\... = 0.01 , 0.1 , 

0.25 , 0.5 ' 0.7 , przeprowadzono obliczenia przy różnych 

wielkościach sfery granicznej, p = 1, 2, J. Tabela 1 za

wiera zestawienie wynik6w numerycznych wraz z błędami li

czonymi metodą 3~ 

/V.25/ 

R6wnanie /V.25/ ocenia wielkość błędu ze znaczną ostrożnoś

_cią) bowiem rzeczywista wartość zawiera się w przedziale 

błędu z prawdopodobieństwem 0,997. Przy standartowym osza

cowaniu błędu za pomocą C( prawdopodobieństwo to wynosi 

0.68. Obliczenia zostały wykonane na maszynach CDC Cyber 7J 
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oraz RIAD 1035. 

h . . . 90-92/ W pracac Dev1sa 1 1n. n1e podano explicite 

wartości liczbowych uzyskanych wynik6w doświadczalnych,co 

uniemożliwia bezpośrednie porównanie z rezultatami symu

lacji Monte Carlo. Jednak~e autcrzy doświadczeń stwierdzili, 

że wyniki eksperymentalne zgadzają się ze znaczną dokład

nością z przewidywaniami opartymi na wzorze Fuchsa /II.15/ 

z parametrem ~ zaproponowanym przez Eradleya i in. 861 

/V.26/ 

Dla porównania więc umieszczono w Tabeli 1 odpowiednie 

wartości rl'~f~ uzyskane na pcdstawie wzoru Fuchea - Bradleye . 

W zestawieniu uwzględniono ró~rnież wyniki symulacji konden

sacji w tym samym układzie dla modelu sztywnych kul 1271. 

Rysunek 9 przedstawia zależność uzyskanego w wyniku symu

lacji względnego strumienia kondensacji, r/~ł~ t od para

metru f określającego wielkość sfery granicznej. Jako po

ziom odniesienia linią ciągłą przedstawiono przewidywania 

wzoru Fuchsa - Eradleya dla odpowiednich liczb Knudsena. 

Numeryczne wyniki symulacji Monte Carlo procesu konden

sacji zgadzają się w granicach błędu statystycznego z war

tościami uzyskanymi na podstawie półempirycznego wzoru 

Fuchsa - Bradleya. Rysunek 10 ilustruje zależnoś6 względnego 

strumienia kondensacji r!rł"' w funkcji liczby Knudeena 
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Ktt 
o ·.o1 

.o·.1 
0 '.25 

0.5 

o.7 

Tabela 1 

Względny strumień kondensacji Cf/ fi-łWł otrzymany w wyniku symulacji Monte 

Carlo oraz przewidywany równaniem Fuchsa-Bradleya /II.15,V.26/ i rów

naniem /III•39/ dla ko~densacji DOP w N2 al. 

symUJ.acja 
f cząsteczki Lennarda-J one sa l sztywne kule l Fuch s- r6wn. 

'f!J = 1 2 3 1 5 Bradley /III~39/ 
. 
o .159!o .003 o.157"to.oo2 o .161 !o·.002 o .1 59!o .001 0.156 0.162 

o-. 759!.o·,.o 3 o ~. 728!.o .o 34 o ·· 71 o !.o .o4 3 o.761!.o.o23 o.728!o.o42 o. 712 o.8 

n·.924!o .0 55 o·.95o!o ·.o6 + 0.897.:..0.06 o.911!.o .036 o.923!o.oa7 0.898 o·.913 

1 .o !o-.07 1 ·.02 '!o.o7 1.0 !o.o9 o.943!.o.o58 + 1 .04 .:.0 • 1 5 0.963 0.873 
+ 1 .os :..o .o9 1 .02 :0.13 1 .o + -0.11 1 .01 !o.o7 1.0 !o.19 0 '.979 0.84 

a/ Fizykochemiczne warunki układu określone na str. 140. 
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Rysunek 9. 

- 14) ... 

Kn=0.7 
1.2 I 
1.0 F----~----~---.....,._ __ _ 

Kn=0.5 

1.0 t------+---_..,..--~---
0.8 

~ 
Kn=0.25 

to t-----+I-___....1 ---+-I -
o.8 

Kn = 0.1 
o.s t..,..._ __ t __ ---r-1 --+-I --
0.6 ~ 

Kn =0.01 
0.2 pt-------~--
0.1 

1 2 3 

Strumień kondensacji r w st~eunku do granicz
nej wartości wolnocząsteczkowej r~ otrzy
many w wyniku symulacji Monte Carlo procesu 
kcndensacji DOP w N2 dla różnych liczb KnudsenĄ 
~ w zależności od wielkości sfery granicznej 

Rs = R + /)~ • Linie ciągłe przedstawiają 
odpowiednie wartości Cf/ łffttt.- obliczone zgodnif!ii 
z ró~~aniem Fuchsa- Bredleya /II.15, V.26/. 
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1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

- 1t1-4 -

0.01 0.1 1 
Kn 

Ry~unek 10. Strumień kondensacji r w stosunku do granicz

nej wartości wolnocząsteczkowPj tffWt.. w fur.kcji 

liczby Knudsena Kn.. otrzymany metodą sym'llacji 

Monte Carlo ( t) , przewid:,rwany równaniem 

Fuchsa - Bradleya /II. 15, V. ?6/( ) , 

i równaniem /III. 39/( ) nla konden-

sacji DOP w N2 • 
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według równania Fuchsa oraz rezultaty symulacji przy neJ

większym promieniu sfery eraniczr.e~ / /}J = )/. :~atomiast 

przedstewione na tym Rysunku przewidywania oparte o uzvs

kany w rozdziGle III wynik analityczny, równan~ /III.J9/, 

są dla większych liczb Xnudsena ( J.(~) 0.25) wyraźnie 
rozbieżne zarówno w stosunku co numerycznych wyników symu-

lacji, jek również krzywej p6łempirycznej. Na tej podstawie 

możemy stwierdzić, że niewłaściwy czynnik liczbowy wyniku 

analitycznego w granicy wolnocząsteczkowej jest spawodoweny 

przybliżonym charekterem z2stosowenej metody rozwiązania 

równania Boltzmannn, a nie jest następstwem przyjętych za

łożeń o modelu fizycznym, które były jednekowe dla metody 

analitycznej i symulacji Xcnte Carlo. Chociaż porównanie 

dotyczy modelu sztywnych kul dla wyniku enalitycznego i czqs-

teczek Lennarda - Jonesa dla rezultatów numerycznych, lecz 

identyczny wniosek można wysunąć na podst~wie zestawienia 
127/ z wynikami symulacji dla modelu sztywnych kul ' /por. Ta-

bele 1/. ~~etoda symulacyjna może być stosowene z powodzeniem 

w cełym zakresie liczb Knudsena. Jednakże przy większych 

wartościach ~~ maleje prawdopodobieństwo trefienia pojedyn

czej śledzonej cząsteczki pary w cząstkę eerozolu i w związku 

z tym rośnie istotnie statystyczny błąd wyniku. W celu otrzy

mania rezultatu o pożądanej statystycznej dokładności nale~y 

zwiększyć liczbę generowanych cząsteczek, co powoduje wydłu

żenie czasu egzekucji programu. W podobny sposób na błąd 

rezultatu i szybkość programu wpływa zwiększenie parametru 

~ , który decyduje o długości generowanych trajektorii 

częsteczkowych, a więc liczbie zderzeń. Dla przykładu: przy 
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Kn = 0,01 oraz ~= 1 liczba badanych cząsteczek wynosiła 

I • 2000, natomiast przy Kn = O, 7 oraz f!;= 3 , I = 15000 o 

Poprawność proponowanej metody symulacji ~Ionte Carlo 

jest również potwierdzana pośrednio przez wyniki prac ekspe

rymentalnych90-921, ponieważ wyniki numeryczne są zbieżne 

ze zweryfikowanym doświadczelnie półempirycznym równaniem 

Fuchsa - Bradleya. Metoda symulacyjna łączy w sobie pozy

tywne własności wyniku analitycznego /!!1.39/, kt6~J dos

tarcza poprawnych wartości efektywnego współczynnika dyfuzji 

Ds nawet w środkowym z&kresie obszaru przejściowych liczb 

Knudsena /por. Rys. 10/, oraz możliwości techniki Monte 

Carlo, która pozwala na bezpośrednie n~ryczne obserwowa

nie traje~torii pojedynczych cząsteczek. Spośród założeń 

le~ących u podstaw metody punktem najbardziej dyskusyjnym 

jest przyjęcie połówkowo-maxwellowakiego rozkładu prędkości 

na sferze granicznej. Asymetria rozkładu prędkości cząste

czek jest największa w bezpośredniej bliskości cząstki aero

zolu i jest prawdopodobnie odpowiedzialna ze różnicę pomię-

dzy wynikami symulacji dla [!>= 1 a przewidywaniami wzoru 

Fuchea - Bradleya i wynikami symulacji dl a f ::s 3 • Jednakże 

mcżna się spodzie..-;ać, te to zał~żenie jf)st wystarczająco 

dobrze spełnione dla większych p , kiedy początek symulowa

nej trajektorii cząsteczki pary znajduje się w odległości 

kilku dróg swobodnych od powierzchni aerozolu. Wynikiem 

większej liczby zderzeń z cząsteczkami gazu powinno być 

ustalenie się maxwellowekiego rozkładu prędkości. Z tego 

względu najbardziej wiarygodne są wyniki dla większych ~ 

i starano się wykona~ obliczenia dla możliwie najszerszego 
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zakresu tego parametruo Na przeszkodzie dalszemu zwięk

szeniu f stała jednak konieczność dostosowania się do 

możliwości obliczeniowych dostępnych maszyn cyfrowych i 

racjonalnego ograniczenia czasu egzekucji programu. 
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VI. SYMULACJA MONTE CARLO PROCESU BROWNCWSKIEJ KOhGUL~CJI 

Zaprezentowaną w poprzednim rozdziale metodę Monte 

Carlo zaadoptujemy obecnie do symulacji procesu koagulacji. 

Będziemy analizować koagulację kulistych cząstek brownows

kich, kt6re zderzają się w wyniku bezładnego ruchu w izo

termicznym, obojętnym ośr~dkue Zaniedbujemy dalekozasię

eowe oddziaływanie cząstek koloidalnych, np. siły elektra-

statyczne. 

Podstawowa koncepcja metody symulacyjnej pozostaje 

ta sama jak w przypadku kondensacji, a modyfikacja dotyczy 

odmiennej, stochastycznej dynamiki czAstek brownowskich. 

Sy~ulacja procesu koagulacji jest nieco bardziej skompliko

wana, ponieważ musi brać pod u~vegę względny ruch cząstek, 

podcz&s gdy w procesie kondensacji śledzona hyłe pojedyncza 

cząsteczka pary wokół nier11chomego eeroz0lu. Przedstawimy 

zmiany pojawiające się w związku z tym w schemacie symu

lacji, a następnie ~;niki eksperymentu komputerowego koagu

lacji aerozolu sebacynianu dwuetyloheksylu w azocie w obsza

rze przejściowych liczb Knudsena 1301 • Parametry fizykoche

miczne symulowanego układu są identyczne jak w doświadcze

niach przeprowadzonych przez grupę Kerkera 109,llO/, co poz

wala na bezpośrednie porównanie rezultatów otrzym~nych za 

pomocą obu metod. 

Podstawowym równaniem ruchu cząstek brownawskich jest 
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uogólnione równanie Langevina /1.42/ 8 które jest ogólniejsze 

od zwykłego równania Langevina /Io52/, ponieważ uwzględnia 

skończoną wielkość czasu korelacji tF fluktuującej siły _E(t), 

/!.48/. Symulujemy ruch cząstki brownowakiej zgodnie z równa-

, niem /!.42/ przy zało~eniu, że fluktuująca siła jest stała 

w kolejnych krokach o jednakowym czasie trwania ts , a jej 

wartoś~ w d~ kroku jest zmienną losową o rozkładzie nor

malnym. Unormowana funkcja autokorelacji dla wybranego w ta

ki ~pos6b procesu ma kształt trójkąta /Rys. 11/. Znając 

Rysunek 11. Funkcja autokorelacji siły ~(t) 

funkcję autokorelacji dla f(t) można r6wnież obliczyć zgodnie 

z równaniem /!.46/ uogólnioną funkcję oporu 

s(t)= 2(t:,-ltl)8(ts-ltl)/(tpt:) 
8(·)= 0.5(1+s~~(·)) 

/VIo1/ 

W równaniu /VI.1/ wykorzystano zależności /1.47,50/. Czas 

autokorelacji tF fluktuującej siły, wyznaczony bezpośred

nio s definicji /!.48/, jest związany z czasem pojedynezego 

kroku równaniem 

/VI.2/ 
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Przyjmijmy, że w momencie th. = ~ts wsp6łrzędna x-owa 

położenia i pędu cząstki brownowskiej wynoszą odpowiednio 

X""' i p""' , a w przedziale czasu ~ ( t 4 th..+-t :fluktuu-

jąca siła ma sttłą wartość F(t):= F~ • Wtedy uog6lnione 

równanie Langevina można scałkować /iteracyjnie/ i otrzy-

mać rozwiązanie dla położenia i pędu cząstki podczas (t\,t1)-3z.e~ 

kroku /dla uproszczenia rozważamy równanie jednowymiarowe/ 

x(ł) - xłL +~~(t -t~~.) + O. S(t-~)'"~- t-łt;ts+ . .)~~~ ~ 
/VI.J/ 

/VI.4/ 

gdzie 

~~ - F t\- Pn./tp /VI. 5/ 

.Jraz t 6 (~~~.l t...~~ • Równania /VI.J,4/ można również 

otrzymać rozwiązując uogólnione równanie Langevina metodą 

transformacji Laplace'a i zachowując jedynie pierwsze wy

r"azy rozwinięcia dla x{-t) , p(t) względem Łs/tp • 

Ze względu na niezależność ruchu analogiczną poeta~ mają 

~ozwi~zania dla pozoetałych wsp6łrzędnych ortogonalnych. 

~6wnania /VI.3,4/ tworzą algorytm dla generacji trajektorii 

cząstki w przestrzeni fazowejo Dążąc de uproszczenia obli

~zeń numerycznych, w symulacji zakładano na ogół, te cząs

tki poruszają ai, po odcinkach prostych łączących początkowy 
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i końcowy punkt trajektorii dla danego krokuo Otrzymujemy 

w tym wypadku, np. dla współrzędnej, równanie 

/VI.6/ 

Przybliżenie to jest uzasadnione przy założeniu 't.$ < tp 
ponieważ wtedy z równań /VI.J,4/ wynika, że promień krzy

wizny trajektorii jest znacznie większy (~ tpjt,) w sto

sunku do długości przemieszczenia w pojedynczym kroku. 

' 

Rozkład normalny siły atochastycznej jest jednoznacznie 

/VI. 7/ 

określony przez dyspersję < F2.) , która zgodnie z rów

naniami /I.50,47/ oraz /VI.2/ wyraża się następującym wzorem 

<F'-) - 2t-\kT/trts 

= Z(kT)/Dts 

/VI.8/ 

/VI.9/ 

W równaniu /VI.9/ wykorzystano klasyczną relację dla współ

czynnika dyfuzji D cząstki brownowskiej, D:: t,kT /M' 
wynikającą bezpośrednio z równania /1.55/. 

Metoda symulacji uogólnionego równania Langevina naz

wsna została dynamiką brownowską 1 3 1 / w nawiązaniu do dyna

miki molekularnej, kt6ra w ten sam sposób opiera się na 

równaniach ruchu mechaniki. Jednakże w przeciwieństwie do 
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determinizmu dynamiki molekularnej z dynamiką brownowaką 

nierozłącznie związany jest element prswdopodobieństwn, 

ponieważ stenowi ona konkretną realizację procesu stochas-

tycznego /gaussowakiego/. 

Zasada metody pczostaje ta~a sama jak w przypadku kon

densacji i polega na łączeniu wyrażenia dyfuzyjnego dla 

stałej koagulacji na zewnątrz pewnej odległości granicznej 

z rezultatem o trzym&nym numerycznie 'ł.rewnątrz tej odległości. 

W eksperymencie cyfrowym śledzimy cząstki brownowskie, które 

zbliżyły się na graniczną cdległość symulacyjną R~ = R 1~ +~Sas 
gdzie R \2. = R., + R,_ ~es t średnicą kolizyjną, a wielkość 

9~2 jest określona równaniami /II.25-27/ i odpowiada 

w przybliżeniu odcinkowi, o który zmienia się odległość po

między cząstkami ~ czasie korelacji tp • Konieczne jest 

s;ymulacja obu cząstek, ponieważ ruch względny można odsepa-

rować z równań Langevina /lub równania Fokkera - Plancka 

dla funkcji rozkładu ?rawdopodobieństwa/ jedynie w przypadku 

cząstek identycznych. W chwili początkowej cząstki zbliżają 

się do siebie, co zapewnie następujący warunek 

/VI.1 0/ 

Dla wygody położenie początkowe cząstek ustelano w p~nktach 

'Y' 4 = (o, o 1 o) i :r1 = (o, o, R5). Problem jest sferycznie 

symetryczny i względna orientacja cząstek jest nieistotna. 

Następnie generoweno trajektorie cząstek zgodnie z r6wna-
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niami /VI.J,4/ lub /VI.4,6/ aż do momentu,gdy w pewnym 

kroku spełniony był jeden z warunk6w: 

- odleg!ość pomiędzy cząstkami równa jest średnicy kolizyj

neJ RAl i cząstki koagulują w wyniku zderzenia; 

- cząstki ponownie oddalają się na odległoŚć Rs i wychodzą 

poza granicę symulowanej przestrzeni. 

Następnie generowano kolejną parę cząstek itd. W zależności 

od parametrów układu liczba generowanych par dochodziła do 

I= 5o ooo. 
Obliczając liczbę par cząstek które skoagulowały, uzys

kujemy statystyczną ocenę całki wyrażającej szybkość koagu

lecji /zmianę liczby cząstek/ 

~N t~) NC+) I.IPT : [ Q(o)~(o) (, )\ \ 
N"~ z s "~n R)d.'it d Y.2.J" T2. P\:"'~ J" 2. Y.... - v 2.1 

\"f'"- 'Y"2.\= Rs /VI.11/ 

(~- v2.}(tr"- :u}< O 

Nc+) N(+) 
gdzie -1~ , 2.S oznaczają stężenie cząstek spełnia-

jących warunki abszeru całkowanie /w klamr&ch {, ~ l, 

p(vł\ l v2) - jest prawdopodobieństwem koagulacji cząstek 

o prędkościach początkowych na odległości granicznej ~1 i y1 ~ 

Podobnie jak w przypadku kondensacji zakładamy, że prędkości 

te można z wystarczającym przybliżeniem losować z maxwelle-

wskich rozkłed6w prędkości: i 

odpowiednioo Założenie to jest dohrze spełnione, o ile 

odległość początkowa f~~ jest rzędu długości kilku krok6w 
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(U. t5) , ponieważ każdy krok daje wkład do relaksacji 

rozkładu pr?dkości cząstek do maxwellianu. Przy zwiększeniu 

odległości pomiędzy cząstkami .zmniejsza się ich wzajemne 

działenic ekranujące /korelacja/ .na pewne kierun..l(i pręd-

kości. 

Jeżeli I jest cełkowitą liczbą generowanych par cząs

tek, J jest liczbą ?ar, które zderzyły się, U..z.(p) jest 

względną prędkością w odległości granicznej p-tej zderza

jącej się pary, to ca~kę /VIo11/ możne wyrazić w postaci 

zależnej explicite od wielkości wyznaczanych w programie 

symulacyjnym 

/VI. 12/ 

gdzie 

/VI. 1 3/ 

Nieznane stężenia należy wyznaczyć metodą 

~ączenia strumieni. Przyjmujemy~ że liczba per cząstek 

zbliżających się z zewnątrz na odległość Rs określona jest 

wzorem otrzymanym z rozwiązania równenia Fokke~a - Plancka 

metodą momentów Grada 104/, który przedstawimy w postaci 

przypominającej równanie Smoluchowakiego /!1.17/ 

/VI.15/ 
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gdzie NI\ , N2. oznaczc.ją stężenia cząstek nieskończenie 

od siebie cdległych, NI\~ , N-tS - stężenia cząstek odleg-

łych o Rs • Ds jest efektywnym współczynnikiem względnej 

dyfuzji, vzyznaczonym z równania /II.28/ 

~D 1+- 0.2 k~ 
L..---1 t. 1 +(o. s s+ o.1n)kts + o.o6 k~ 

/VI.16/ 

gdzie 

ktr. = 20 Dt/(n v~ Rs) /VI.17/ 

Zakres stosowalności równania /VI.15/ obejmuje częściowo 

b .ś . 104/ l . . ć tk 0 szar przeJ c1owy , co pozwa a z~nleJszy począ ową 

odległość symulacji R~ /a więc liczbę kroków trajektorii/ 

w stosunku do tej, która mogłaby być stosowana przy wyko

rzystaniu prostego wzoru dyfuzyjnego, poprawnego jedynie 

w obszarze continuum. Z drugiej strony, szybkość koagulacji 

można obliczyć bezpośrednio korzystając z założenia, że 

w odległości granicznej R~ cząstki mają maxwellowaki rozkład 

prędkości 

/VI.18/ 

- ł')'"' R2 - (N<+) Ne-t) - N t-> N c.->) 
- ~ J \. ~ u, ~s .ts 11 s 2. s 

N(-) N<-> 
gdzie Ą~ 2.~ jest stężeniem per cząstek, kt6re odda-

lają się od siebie przy przejściu przez odległość graniczną 

/tzn. spełniają nierówność /VIo10/ z przeciwnym znakiem!, 

-
~ jest średnią względną prędkością termiczną cząsteko 
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Nieznane stężenia cząstek należy wyznaczyć, łącząc wyraże

nia /VI.11/, /VI.15/ i /VJ.18/ w odległości granicznej Rs • 
Ponieważ obszar całkowania w równaniu /VI.11/ obejmuje 

jedynie półprzestrzeń prędkości par cząstek zbliżających 

· d · b· · d t · · NC+) NC+) 1· całkow1·-s1ę o a1e 1e, pom1ę zy s ęzen1em ~s 2 s 

tym stężeniem par cząstek na odległości Rs , N~s N.2.s , za-

N N 2N<+}Nc+> 
chodzi związek "~ .tS = "~ 1s o Korzystając 

z tej relacji otrzymujemy na podstawie r6wnań /VI.11,15,18/ 

następujące wyrażenie dla szybkości zmniejszania liczby 

cząstek, czyli szybkości koagulacji 

Z równania koagulacji /II.7/ przy punktowym rozkładzie 

wielkości cząstek ( R = R11 lub R,_) wynika następująca 
zależność dla szybkości zmniejszania się liczby cząstek 

/VI.20/ 

Z równań /VI.19,20/ otrzymujemy wyrażenie dla stałej koa

gulacji 

Wzór /VI.21/ ma posta6 podobną do równenia /V.5/ stosowanegc 

w przypadku kondensacji, ze zmiańami, kt6re są konsekwencją 
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uwzględnienia relatywnego ruchu cząstek w koagulacji. 

Tekst źródłowy programu komputerowego, napisanego w 

języku Fortran, realizującego symulację Monte Carlo procesu 

koagulacji jest przedstawiony w Załączniku na końcu pracyo 

Przeprowadzono eksperyment komputerowy dla koagulacji 

cząstek aerozolu sebacynianu dwu /2-etylheksylu/ o jedna-

ko~Jch rozmiarach z&wieszonych w azocie. Układ ten był 

szeroko badany doświadczalnie przez Chatterjee i in. 109/ 

6 
. . • k , 10/ b . a p źn1eJ przez Wagnera 1 Ker era w o szarze cont1nuum 

i przejściowych liczb Y~udsen&. ~arunki fizykochemiczne 

eksperymentu komputeroweeo ustalone zgodnie z danymi z po

wyższych próc 109
t

110/: 

dla }(vt" = 'J,8J T = 298 K 

'lNl.:: 1.974 .,. 10-4 p 

R.l. = 4.56 • ,o-7 M. 

d l a K.vt- = 4 o 2 6 , 6 • 1 T= J05 K 

~Nl.: 1 o 992 " 10-4 p 

R,,_ = J.8 ) 10-7 W\.-

~N~ oznacza współczynnik lepkości azotu, istotny dla obli

czenia współczynnika dyfuzji cząstek. Przeprowadzono serie 

eksperymentów komputerowych dla parametru odległości 

ft = 4,8,12,16,20. W większości obliczeń przybliżono krzy

woliniowe trajektorie cząstek za pomocą linii łamanej, 
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określonej równaniem /VI.6/, łączącej punkty początkowe 

i końcowe kolejnych kroków. W celu sprawdzenia, do jakiego 

stopnia przybliżenie to jest poprawne, przeprowadzono rów

nież obliczenia dla J3 = 8, w których trajektorie były ge

nerowane zgodnie z dokładnym równaniem /VI.3/. We wszyst

kich symulacjach stosowano poprawkę Phillipsa /II.21/ dla 

zależności współczynnika dyfUzji od liczby Knudsena, przyj

mując oC~ = 1. Czas trwania pojedynczego kroku określono 

jako ts = O, 15 tp , co pozwala na zaniedbanie wyrazów 

rzędu (trtp)~ i wyższych, pominiętych w równaniach 

/VI.J,4/ i /VI.6/. Symulacje przeprowadzono na komputerze 

CDC Cyber 73. Wyniki są przedstawione w Tabeli 2 w postaci 

wzgl~dnej stałej koagulecji w stosunku do granicznej war

tości dla obszaru continuum, Ks , przewidywanej równaniem 

Smoluchowakiego /II.17/. Błędy statystyczne rezultatów sy

mulacji oceniono omówioną poprzednio metodą Ju. Liczba 

par cząstek, które trzeba wygenerować, ażeby zmniejszyć błąd 

statystyczny do rozsądnej wielkości, zależy od początkowej 

odległości pomiędzy cząstkami (p) i wynosi od I = 5 000 

dla f = 4 aż do I = 50 000 dla największych f> • Odpowie

dnio do tego czes egzekucji programu rośnie od kilku minut 

do ok. pół godziny. Jest to również konsekwencją zwiększa

nia eię liczby kroków dla większych ~ • Dla por6wnania 

przytoczono w Tabeli 2 eksperymentalnie uzyskane wartości 

względnej stałej koagulacji 109 ,llO/ oraz przewidywania teo

retyczne oparte na wzorze Fuchsa /II.24/ i r6wnaniu /II.28/, 

otrzymanym przez rozwiązanie równania Fokkera - Plancka 
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0.83 

4.26 

6.10 

Tabela 2 

Względna stała koagulacji K/Ks otrzymana metodą symulacji Monte Carlo, 

109 110/ . l l doświadczalnie ' oraz przewJ.dywana róvmaniami Fuchsa II .2L~ i Sitarskiego-

Seinfelda /II .28/ dla koagulacj~ aerozolu sebacynianu dvruetyloheksylu /DEHS/ w azocie a/. 

symulacja 
l równ. r6wn. doświad-

ft= 4b/ 8b/ 12b/ 16b/ 20b/ g C/ /II .2Lł/ /II .28/ c zenie 

+ 2. 91.:.0 .05 2 .96±o .1 2.97!0.12 2 .98t0 .18 + 2.96~.19 
+ 2.95-0.12 2.99 2.91 + 2.78:.0.29 

+ 10 .16.:.0.8 9 '. 74"to. 75 + 10.07-0.95 + 9.50-1 .o + 9.50-1 .o 10.0 9.14 + 11 .03-1 .1 

12·.42!.1 ·• 3 + 12.33-1 .a 121.48!1 .7 + 12.80-1 .6 + 11.9-1.6 12.42 11 ·.12 14.4 ·!.1 ·.4 

a/ Fizykochemiczne warunki układu określone na str. 157. \/spółczynnik dyfuzji z pop

rawką Phillipsa /II.21/ dla poślizgu. 

b/ Trajektorie cząstek obliczane wg równania /VI.6/. 

c/ Trajektorie cząstek obliczane wg równania /VI.3/. 
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metodą momentów Grada 1041. 

Porćwnując odpowiednie wyniki symulacji w Tabeli 2, 

można stwierdzić, że przybliżenie krzywoliniowych tor6w 

cząstek liniami ła~anymi nie zniekształca w zauważalnym 

stopniu końcowych rezultatów numerycznych dla stałei koa

gulacji. 

Rysunek 12 przedstawia wyniki symulacji w funkcji 

parametru wielkości odległości granicznej, p , i z odnie

sieniem do wartości przewidywanych p6łempirycznym ' ,r6wnaniem 

Fuchsa /II.24/ z poprawką Phillipsa /II.21/ dla współczyn

nika dyfuzji. Błędy statystyczne rezultatów symulacji zwięk

szają się wraz ze wzrostem f , ponieważ maleje prawdopodo

bieństwo zderzenie pojedynczej pary cząstek. Zmusza to do 

generowania większej liczby par cząstek, co wydłuża czas 

egzekucji programu. Rysunek 1J przedstawia wyniki symulacji 

przy największych f> /ostatnie punkty z serii na Rys. 12/ 

oraz wykresy zależności względnej stałej koagulacji K/Ks 
w funkcji liczby Knudsena zgodnie z wzorem Fuchsa /II.24/ 

i rozwiązaniem równania Fokkera - Plancka metodą Grada 

/II.28/ z wykorzystaniem czynnika korekcyjnego Phillipsa. 

Przyjęto, że współczynnik efektywności koalescencji jest 

równy jedności. Wyniki symulacji zgadzają się z przewidy

waniami równania Fuchsa, nawet w tych przypadkach, gdy 

błąd statystyczny wyniku numerycznego jest dość istotny. 

Zgodność z rezultatami eksperymentalnymi 109, 110/ jest 
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Kn = 6,1 

1- ~ 

. ~ 

'X< s 
13 1-

• 

12 1-

1-
. 

Kn=4.26 
. 

10 ~----~~----~------~------~------

9 1-

Kn= 0.83 

:t l l I l 

4 8 12 16 20 

Rysunek 12. St&ła koaeulacji K w stosunku do wyniku 
Smoluchowskieeo Ks otrzymana metodą eymulacji 
MOnte Carlo ?rocesu koagulacji eząste~ DEHS 
o jednakowym promieniu w N2 dla r6!nych liczb 
Knudsena ~ w zaleinośei od wielkości odleg-

łości granicznej Rs = R 1" + P~12. • Linie 
ciągłe przedsta~~ają odpowiednie wartości K/Ka 
obliczone zgodnie z równaniem Fuchsa /II.24/. 
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0.1 1 10 10Q 
Kn 

Rysunek 13. Stała koagulacji K w stosunku do eyniku 
Smoluchowekiego Ks w funkcji liczby Knudsena 
~otrzymana ~etodą symulacji MOnte Carlo(!) 

oraz obliczona zgodnie z r6~naniem Fuchsa 
/II.24/( )i równaniem Sitarskiego-
Seinfelda /II. 29/ (- - -)dla koagulacji 

cząstek DEHS o jednakowym promieniu w N?. 
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całkiem zadowblająca, chociaż Wagner i Kerker 1101 zauwa

żyli, że wyniki ich doświadczeń przewyższają przewidywaniH 

równania Fuchsa o kilka procent dla większych liczb Knudsenao 

Eksperyment komputerowy nie potwierdza wyraźnie takiej ten

dencji, ale różnice mogą być spowodowane oddziaływaniem 

pomiędzy cząstkami, które zostało zaniedbane w symulacji~ 

a które jest cardziej istotne dla większych K~ . Z drugiej 

strony należy zauważyć, że wszelkie błędne oceny doświad

czalnych danych koagulacji, wynikające z nieuwzględnienia 

zmiany liczby cząstek na skutek innych przyczyn /np. depo

zycji na ściankach układu eksperymentalnego/, prowadzą do 

zawyżonej wartości stałej koagulacji. Dokładniejsze porów

nanie pomiędzy wynikami symulacji i doświadczalr:ymi dla 

większych K~ jest utrudnione,ponieweż błąd obu metod w tym 

otszarze zwiększa się. 

W przeciwieństwie do dostępnych wyników teoretycznych 

przedstawione metoda symulacji Monte Carlo procesu koagu

lacji może być stosowana w całym zakresie liczb Knudsena 

/gdzie zawodzi w obszarze wolnocząsteczkowym równanie Si~ars

kiego - Seifelda /II.28/~, jak również dla cząstek o róż

nych roz~iarach /gdzie nie stosuje się równanie Sahniego 

/II.31//. Ostatnia możliwoś~ jest szczególnie interesująca 

ze względu na trudności bezpośrednich badań doświadczalnych 

takich układów. Uwzględnienie w symulacji oddziaływoń sił 

zewnętrznych wy~aga wprowadzenia jedynie niewielkich zmian 

do dynamiki brownowskiej cząstek. Bez większych trudności 

można również uwzględnić fakt, że współczynnik efektywności 

koalescencji jest mniejszy od jedności lub nawet że jest 
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funkcją energii względnej zderzających się cząstek. Pewne 

wątpliwości może budzić wykorzystywane przy wyprowadzaniu 

podstawowego równania /VIo19/ założenie, że początkowy roz

kład prędkości cząstek /znajdujących się w odległości gra

nicznej Rs l jest marnellowski. Jednakże można oczekiwać, 

że założenie to jest dość dobrze spełnione dla większych f j 

gdy początkowa odległość pomiędzy cząstkami jest wystarcza

jąco duża dla zaniedbania asymetrii rozkładu prędkościo 

Dynamika brownowska, wykorzystana do modelowania ruchu 

cząstek aerozolu, wymaga jedynie założenia (~/M)~1 , nie 

narzuca natomiast żadnych warunków na gęstoś~ ośrodka i może 

być z równym powodzeniem stosowana w przypadku gazów jak 

i cieczy. Pozwala to na zastosowanie metody symulacji ~nte 

Carlo, wypracowanej dla badania procesu koagulacji aerozoli, 

do analizy for~alnie podobnych problemów w innych dziedzi

nach. Ta~im zagadnieniem jest np. kinetyka kontrolowanych 

dyf~zyjnie reakcji w cieczach, dla której zaadoptowano już 

teorię koagulacji aerozoli opartą na rozwiąz~niu równania 

Fokkera- Plancka metodą Grada 1J21. 

http://rcin.org.pl



- 165 -

Dla realizacji sformułowa~ego w c?ę~ci I celu pracy 

badano ki~etykę kondensacji i koagulacji metodami anali

tycznymi i nu~eryczr.ymio Przypomnijmy poniżej najważniej

sze wyr.iki niniejszej pracy. 

1. Kinetyczne równanie Boltzmanna dla funkcji dystrybucyj

nej cząsteczek pary kondensującej na pojedynczej, sfery

cznej cząstce aerozolu rozwiązano analitycz~ie metodą 

momentów Grcda dla modelu cząsteczkowego sztywnych kul. 

Przy założeniu, że stężenie pary jest niewielkie w sto

sunku do obojotr.ego gazu,an&lizowano osobno dwa pr2ypadki: 

kondensację zachodzącą w izotermicznej, równowagowej 

kąpieli gazowej, a nast~pr.ie-uwz~lęcniając ciepło wydzie

lane podczas kor.densacji - w nieizotermicznym ośrodku 

gazowym. 

W przypadku i~otermicznym r6wnar.ie Boltzmanna przek

sztHłca się w prostsze równanie Boltzffianna - Lorentzao 

Ka podstawie rozwiązania tego rćwnania uzyskano wyraże

nie dla całkowitego strumienia kondensujących cząsteczek 

pary w jednoskładnikowym gazie obojętnym, równanie 

/IIIoJ9/, a także gazie wielo8kładnikowym, równanie /III. 

57/. Przewidywania tej teorii są zgodne z istniejącymi 

wynikami eksperymentalnymi oraz z półempirycznym równa

niem, otrzymanym metodą tzw. łączenia strumieni, w zakre

sie continuum i przejściowych liczb Knudsena. W granicy 

continuum wyznaczono współczynnik dyfUzji cząsteczek parys 

który jest zgodny w pierwszym przybliżeniu z wynikiem 
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uzyskiwanym w pierwszym przybliżeniu metodą Chapmana -

Enskoga. Jednakże w granicy wrlnocząsteczkowej uzysku

jemy z równań /III.39/ i /III.57/ wyrażenia, które róż-

nią się od poprawnego wyniku wolnocząsteczkowego o czyn

nik liczbowy 2/J. 

W przypadku kondensacji w ośrodku nieizotermicznym 

rozwiązano układ równań Boltzmanna dla funkcji rozkładu 

prędkości jednoskładnikowego gazu obojętnego i kondensu-

jącej pary. W op3rciu o to rozwi~zanie uzyskano równanie 

dla całkowitego strumienia kondensuj~cych cząsteczek 

w nieizoter:niczr.ym ośrodku gazowym, równanie /IV.74/. 

W granicy continuum przy zaniedbaniu efektu cieplnego 

otrzymane wyrażenie przechodzi w klasyczny rezultat dy-

fuzyjny, ze współczynnikiem dyfuz.ji dokładnie równym 

drugiemu przybliżeniu metody Chapmana - Enskoga. W obsza

rze wolnocząsteczkowym natomiast rćwnanie /IV.74/ wyka

zuJe niewłaściwą asymptotyczną zależność od liczby Knud-

sena i jest niepopravme. 

2. Opracowano metodę symulacji l~nte Carlo procesu konden

sacji i brownowakiej koagulacji, komplementarną w sto

sunku do rozwiązań analitycznych i stanowiącą ich istotne 

uzupełnienie w zakresie /około/ wolnocząsteczkowym, gdzie 

równania /III.J9/ i /IV.74/ zachowują się niewłaściwie. 

Przeprowadzono eksperyment komputerowy kondensacji 

cząsteczek ftalanu dwuoktylu w izotermicznej atmosferze 

N2, zakładając, że cząsteczki oddziaływują potencjałem 

Lennarda- Jonesa. Wyniki symulacji są zgodne z rezults-

http://rcin.org.pl



- 167 -

tami rzeczywistych doświadczeń wykonanych dla tego układu 

oraz z przewidyw&niami opartymi o p6łempiryczny wzór metody 

łączenia strumieni - również w zakresie wolnocząsteczkowym 

/T~bela 1/. 

Podobną metodę zastoscwano do symulacji procesu brow

nowakiej ko&gUlacji kulistych cząstek aerozolowych przy 

bra~u długozasięgowych oddziaływań pomiędzy nimi. Wyniki 

~mulacji koagulacji cząstek sebacynianu dwuetyloheksylu 

w N2 są zgodne z dokładnymi danymi eksperymentalnymi dla 

tego układu, uzyskanymi przez Kerkere i in., oraz z prze

widywaniami opartymi o półempiryczne równanie, wyprowadzane 

na zasadzie łączenia strumieni /Tabela 2 l. 
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Występujące w równaniach moment6w cełki kolizyjne mają 

następującą postać 

= Jcl~oc dYA dvot u,,"' T" ( v")fol(v ot) 

~[H~\ v'ot) - H i\ v ~)] 
gdzie oL jest indeksem wskazującym rodzaj składnika: 

O dla pary i 1 dla gazu obojętnego. Konsekwentnie 

/D.1/ 

/D.2/ 

Używamy następujących wielomian6w prędkości 

/D.4/ 

/D.5/ 
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H(~) (v..~) = 21 2. ~ V.. m.~\/ rJ.. \/ tJ,.\, 
/TJ.6/ 

Obliczymy harcziej ogólną całkę kolizyjną dla różnych skład-

I (~) 
nikćw /tzn. pary i gezu obojętr.ego/, 0~i , z której 

otrzymamy następnie całkę dla jednakowych składników jako 

przypadek szczeg6lny. 

Przyjmujemy, że cząsteczki pary i obojętnego gazu 

można traktować jako sztywne kule o średnicach O"' i erĄ 

odpowiednio. Dla tego modelu mamy następującą zależność li

niowego parametru zderzenia b od kąta biegunowego e /poro 

Rys. 3/ 

/D.?/ 

gdzie jest średnicą kolizyjną w zde-

rzeniach para - gaz. R67.niczkę przekroju czynnego wyra~amy 

w postaci zależnej od zmiennych 8 i t /Rys. J/ 

/D.S/ 

Ca~ki kolizyjne przyjmują postać 

211 TC/2. 

a-oidć ide ~i~ e UJ&8Jd-:i}dv f~(YA) f(yJ 
o j( Jl\~ JR~ 

1[H:) (v') - Ht)(v)J 
/D.9/ 

W równaniu /D. 9/ przejdziemy od zmiennych v ) v 
1 

do zmien

nych układu środka masy ~ ) \Ń 
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u.=v-v 
- --1 -

/Do 10/ 

w= /D. 11/ 

Po odwr~ceniu zależności /D.iC,11/ otrzymujemy 

v= -fo-u+w 
Y(L - --

/Do 12/ 

/D. 1 J/ 

Fenieważ jekobian przeksztełcenia jest jeden zachodzą rów

nież związki 

- dll dw 
/~., .1/ --

• 

oraz 

/D.1'5/ 

gdzie )A = m m1 l ( m + m1) jest masą zredukoweną oraz 

111 = (m + m1) • Wyrażenia wielomiano·Ne w-ystępujące w nawia

sach[ .. ] cełek /D.9/ obliczamy karzystając z zeleżności , , 
/III.3, 9/ dla prędkości V 1 ~ po zderzeni ue) Na podstawie 

/D.4-6/ otrzymujemy kolejno 

/D. 16/ 

2 2. 
l± 'e.·\.t.)fe- u.·+ e·u·) 

WL \~ - \ \. J a """ 
/D.17 
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4 2.. 2 ( ~2. + .J! (e · w) (e. · u,) e~ + Lł f~· v.' /!: u.. - w e i. -- -- /·~~ _:.j nv - - /Do18/ 

Układ współrzędnych zorientujemy w sposób przedstawiony 

na Rys. 3, kierując jedną z osi, np. x 1, zgodnie z począt

kową prędkością względną ]&_ o W tym układzie wektor e. ma 

wsp6 łrzędne g,_ = ( ces e . sin e co s r , sin e sin (f) o 

Całkujemy względem kąta azymutalnego Ó po powierzchni 

przekroju czynnego korzystając z zeleżności 

.2T( 

u, i cLt ei. - 2. n u,;. c.os e 
o 

/D.19/ 

/D.20/ 

21\' 

Ut2.1dó ~ ed = u.2.T(,sill-
2 e&.J + TC (?>ws2.e- ~~~li /D. 21/ 

o 
Otrzymujemy w wyniku 

2.TI 

id.~[.. -1~) = 4 )A~~ c.os9 
o 

/Do22/ 

/D.2J/ 
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2TI 

ldr[..J~) = 41tJAUl.S2e G:·W(- *-~+w.) 
o 

/Do24/ 

Podstawiając /D.22-24/ do /D.9/ po cełkowaniu względem e 
otrzymujemy 

/D.25/ 

r~;~~ = er:. Jd\Lfd\J uf(u.,w)tA(u,,~ 
JR~ iR3 /D.26/ 

~ ~;: ( u.2.6tl - 3LLt tLJ) - ~~M (u.; \Jd + u.d Wt~ 

I~:)~ = C1ju.Jchl u,f&.~)Mlt~~~f &·w)wt 
JR:\ lRl 

/D.27/ 
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Po przejściu do bezwymiarowych zmiennych 

/De28/ 

/Do29/ 

wykorzystując postać funkcji rozkładu prędkości /Do3/, 

możemy zapisać ca!ki kolizyjne następująco 

/D. 30/ 

gdzie 'W , W,. są wielomianami zmiennych u. i W ze wsp6ł-

czynnikami zależnymi od zmiennych i strumieni termodynamicz~ 

. • cew..) • i . 
~, ~~, T, ~ 1td ••• , są stałym1. Do całk daJą 

wkład tylko te wyrazy, kt6rych własności tensorowe są okreś

lone wskaźnikiem .h. Eliminując nieistotne składniki, możemy 

całki kolizyjne przedstawić symbolicznie w postaci 

I(~) 
= C("'jdu.Jdw u, e-xpE-(u.1 ł-W1~(, J~1 r 

() .. ~ + J q,i. 
1R~ (Rl 

1 . ) 1 
l q.4t<. pk~ l) + l~~~ + l JK PAKL + l ~k P~K~ + 

1,3 /D. 31/ 
~ -
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, 
+ , P-1i.j + 1 pi.!~. P-~Kj l) 

/Do 32/ 

gdzie np. oznacza składnik iloczynu wielomianowego 

~ W11 [ •• ] , którego współczynnik jest proporcjonalny do 

~t , analogicznie dla pczostałych wyrezćw. Całki /Do31,32/ 

obliczamy korzystając z następujących zależności 

!d X ,X~ X 4"" . x~ f (l~\) = Q 
JR"> ~c.p~2.~ ~~o.. vut>K~~w 

/D. 33/ 

/D. 34/ 

(3!!r{ Ó;;j Id~ x2.f(\x\) 
~;! 

/DoJ5/ 

/dx XLX.jX~e.Xt- f(lx\) = (5Hf-l ( Ói.l8Kt + ÓU<Óit. -t Ólc.ÓJK) 
R?l 

~~d~ X~ f(l~l) 
IR~ 
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/df_ XL Xl XK Xt Xlw\ X.._ f(\ ><f) = 
\R~ 

Przytoczymy wyniki końcowe 

/D.J6/ 

http://rcin.org.pl



- 176 -

/Do JS/ 

6-z. +lO z z.~_ 6 + 1z. +10:z.:z. _1.i__ 
6 n-v 5 ~kTv 
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+ ~ ~ 5 - 14 :z. + ~o :z. 2.) z 
3

12. 
ZS (1+z) 

gdzie 

jest średnią drogą swobodną cząsteczek "0" /pary/, 

- - ( 8k\ )'h.. 
v" - \re ""'~ 

/Do 39/ 

/Do40/ 

/Do41/ 

/D.42/ 

są średnimi prędkościami termicznymi cząsteczek pary i gazu 

odpowiednio, z jest stosunkiem mas cząsteczkowych, z~ ~~~A 

Wyra:t.enia /D. 37-39/ są całkami kolizyjnymi równań /IV. !l-~$' o 

Możemy z nich r6wnież otrzymać całki kolizyjne dla zderzeń 
. (~) 

pomiędzy cząsteczkami gazu obojętnego~ IA 4 , podstawiając 

z.= 1 , \1, = \11,"' ) AL -= O , p ~j = p,.,~! J q,~ ::::. 9A t . Otrzymujemy 

w rezultacie człony kolizyjne równań /IV. 3- ~l dla momentów 

gazu obojętnego 

I {11) =: o 
A~ t 

/Do43/ 

-
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/Do44/ 

;:.45/ 

Całl:i kcliZj".jn~ /III.6, ?/ dla rćwnania Boltzr:enne.-Lor~ntza 

qzyskuje:ny z /D. 37, )3/, przy j~'l.j.~c dla funkcji dy~+r;ybucy 5-

r..ej pręd":'cści gezu obojęt!lego roz'k!ad maxw~llo~;ski, tzno 

I (2.)f>L _ 8(3+Sz.) -~ _ 
-.:j - 15"(4+zft vpt.j 

/D.17/ 
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ZAŁĄCZNIK 

Prcgram 1 - program symulac~i procesu kondensacji pary 

w izotermicznym ośrQdku gazowym. Został on ne?ioany na ma-

szynę RIAD 1035 i sk!ada się z zasad~iczej części w języku 

FortrEsn orez podp:!'crramu RANDOM w j ęz~~ku t.semblera, zawiera-

. , . b l h , ł . . d . 1 J J/ Jącego generatory .1cz osowyc o rcz~ adzle Je nostaJnym , 

normalnym 134/ i ~r~ładniczym 135/ o 

I N T c r. E P. * 2 L , N C O L , L P , N F , ~.; <; , J l( 1 J , l , N T O T , L ~: t.. X 
~EAL KNr(I~FP,KAPPA~~~.~Y,~Z,(X1 ,(/1 ,K71 ,~)Z~ XY 
riMl~SllN ~(2) 1JCZ> ,E<2> 
niMENSIL~ 'łE(22> ,RB\~7,~2) ,<AP;);;(3?,~2) rLP O: c::2> 
I"IMFNSIU~I Ei-'T(22) r0r(~(?2) r0tX~2<2e:> ,AC<22> 
OI~ŁNSICN lX(12>,..JG<12> 
rOM~ON/fA8/LP,RE,RB,KA~~-
C O M r-~ O N l C F 1 l t: P T , 1.J ~ 2 , () E X ~ 2 , A C 
COM~(H.J /~\al( !l X, iolu 
~ (T 1 ) :2. l (~A* R Ą • C 2. l T~ -2 . + 2. l S p.) ) 
r_l/4TA K/1 .~~06[-16/ 
"ATA PJ/3.1~+16/ 
"-· A M E L I S T l D A ~ E l ~ F , ~~ S , l( \i , ~ , C , ..; , l) , E , u I ;: 
~A M t l. I s l l ~ Y f• I l( I l •J , L l X l , ::· ., R () · ~ , X L ' X c '_l L , c z T ~! , V , V l c p "' , E R D , F L ;: , 

001~1 ,F~rFF1 ,FF2,~H,FW 
3 O O F O R ~· Ą T < i. 2 l 3 > 
5 o 1 F o R ~.~ A T ( t: 5 • ·j , 3 ( F 8 • 4 , F ~ • "3 , IJ X ) l ( s X , 3 ( ~ ~ • 4 , ~ ~ • 3 , o X ) ) ) 
6 O ~ ' F O P. ~~ A T < ' Y 1 3 I 1 2 1 ~ E 1 6 • .~ > 

R E A v ( 5 , ,, A ~ E > 
~EADC5,.5r)C>LP 
00 10 I~1 ,2~ 
JK=LP<I> 
REAo<S,SOC>RE<t> ,cq ; c l ,I, ,(~?P~(J,I> •J=1 .J~> 

1 <~ CONTINUt:: 
no 9 I=1,21 

Q EPT(J):r\F<I> 
. t=PTC22>=0 

C A L L G S t T ( 3 • , 1 ?. • , 1 , c , Z t , J G , ·; T O T > 
C A L l. G S t:... T ( O • 1 3 • , 1 , 6 , ? X < ? ) , w ...J ( 1 ) , ' ' T ) r ) 
A1=~QRT(W(~)I~(1)) 
v1M:SQRTCb.•<•T/CPI*WC1) >) 
H=~1 (1)/io.C2> 
'-~ F P = 3 2 • * C 1 • - 1 • l < 1 O • • C 1 • • ~ ) > > * D I ~ l < 3 • * P I * < 1 • + :.-4 > * v 1 "" ) 
SVEC=W<1>•TI<2.*(w(~)+~(~))*~Q~f(E(1>*E<2>>> 
VEC::SQP.TCSVtC> 
CVI=SQRTC2.>*VEC 
S;0.5•CD(1)+0(2>> 
AP1:SQRTCPt>*C*S*S/C3.•CVI*VEC> 
O R 2 C 2 ) = 0 • ć * < P B < 1 , 1 ) * R 8 < 1 , 1 ) - ~ B < 1 , 2 ) * ~ 8 < 1 , 2 ) ) l < !ł f < 1 :t - ~ E < 2 ) > 
f.'\EXR2<2>=<RE<1>•~BC1 ,2>,...,6(1 ,2>-KEC2>*RbC1 .1>*q8(1 ,1>> 

Q/CREC1)-REC2>> 
00 211 J:3,22 
OR2<J>=0.6*(R8<1 ,J-1)*~~(1,J-1)-Q8(1,J>*R8'1,J))/(Rt<J-1)-~t < J> ; 
DEXR2(J):<RE<J-1>•R~C1 ,J)*RH<1 ,J)-Ri:(J)*q8(1 ,J-1l*R~C1 ,J-1) >l 

c<RE<J-1>-RE(J)) 
211 AC(J-1>=<2./3.>•RECJ-1)•QE(J-1>•SQRT<Rf<J-1)>*<D~2<J-1>-nR2 ~ J)) 

WRJT~(6,DA~E·> -
00 91 N=1 .22 
LMA)(=LP<'J)/2 
n o ą 1 J = 1 1 1 .. r..~ Ą x 
POM1=RB<J~~> 
POM2:KAPPA(J ,N) 
R B < J 1 ~ > = ą 6 ( L P ( N ) + 1 - .J , f<ł > 
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- 188 -

r~P~Ą(J,N):(APPACLPCN)+1-J, ~ ) 
RA(LP(N)+1-J,~):D0~1 

91 ~APPACLPC~)+1-J,~):~n ~ , 

no l25 1=1,12 
~GCI>=w~<I>•EXP<-ZX<I>> 

22~ Z)<l>=S~RTClX<I>>•C J ' 
(\Q;) 1=1,2~ 

P: REC!>=RE<I>ISVEC 
WS l<:;; 2. *W C 2) l C~-; C 1) + ~ <?)) 
R =~F P /l( r.., 
RS:i-i+MFJJ•~S 

H N=~· F P l R S 
R1=R 
G:15.•Pl•Cl.+h>•<1 .•H) / •~ <-+.*('-ł.+10.•H>> 
GM:j.+5.•t1 
G l = O • 7 5 * C 1 • + H > * ( 1 + t; > l G -1 
C O R R = ( 1 • + G t_ * H tli ) l < i . • ( < 1 • + 2 • • H ) l ( P l • G •J > + O • S ) • G * .-! ~~ + 1 • 5 * G * t; !_ • rl i\i • H N > 
Ił_ R I T E C 6 , ~ O O > '-1 F P , R , R S , !1 N , :"; O Ił ~ 

8 O O F O R tl A T C 1 l ' ~l E A N r: R E t: P A -, •ł = ' , E 1 2 • 5 l l 
0' RADIU5 OF THE AERQ$0! :',t.12.5!1 
C' RA~IUS QF THE SYSTE ~ =',E12.5// 
O' "kNUDSEN ~UMBEą" oF T~~ StSTFY =',F12.5// 
O ' C O P R E C T l O ~ O F T H E f> ! != ;: 1 l S l O ~ C U F ~ F l C I E t~ T P: G ą T ri E S Y S f E Al: : ' , C 1 2 • 5 

t.i R I T E C 6 , 6 O 1 > 
60 1 FOR~ĄT(//14~,'~ =',~X, 'L ='.~X, '~COL =',?X, ' : P =',11Y,' LJ 2 ~·) 

R=R+o.s.~c1> 
PSr.J:;2=1ł~*RS-q*~ 
~: =O 
t :0 
~~COL=O 
LCOL=O 
CZT=O. 
CP=o. 
CP2=0. 

1 1 ii ~C O L= O 
x=o. 
Y=c. 
Z=tł5 
OOL=O. 
V X : A 1 * P "· O R ( 1 ) 
VY:A.1 *Rt..fiR (t!.) 

41 VZ:-Ą1•A8S(RN0R<3>> 
IFCVZ.EC.O.>GOTO ~1 
cz=-vz 

11?. sv=vx•v~•vY•VY•v7.•vz 
v1='vFC•SORT<SV> 
RANEX=Pf:XP(1> 
T F P : R A N t: X * 1/ 1 l C A P 1 * Q l, P 1 ( ·~· 1 ) > 
RE=X*VX•Y*VY•l•vz 
!F<BE.Gt.C.>GOTC 35 
f• E L : A E * ~ F - S V * ( O li l + R S D R ?. ) 
IFlDEL.LT.O.>GOT~ 3~ 
TSEc=-<bf+S~RTCOFL>>ISJ 
IF<TSEC.LE.T~P>u0TO 111 

35 00L=00L•<bE+BE+sv•TcP>•r~P 
!FcuDL.GE.O.>GOT~ 11~ 
X=X+TFP•VX 
Y=Y+TFP*VY 
z=z+TFP•vz 
~COL=NCOL+1 
UX=RNOR<1>-VX 
UY=RNOR<2)-VY 
UZ=RNOR<'3>-VZ 
5UOxYzux•u~+tJy_•uY 
~U=SłJOX)'+lJZ•UZ 
UOXY=SQRTCSuOXY> 
u=scRTCSU> 
SVE=UOX>'/U 
CVE=UZ/l1 

!;PSl=U)f/LIOXY 
CPSI=-U.Y/UOXY 

38 RIP~=RU~F<1>-0.5 
~· tPY=RUf\: F ( 2 >-O. 5 
PIP2=RI~X•QIPX+RIPY•ąipy 
IFC~IP2.GT.0.25>GOTO 38 
PIP=SQRT<RIP2> 
CETA=RIPX/RIP 
SETA=RIJ.:.YIRIP 
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RIP:RIP+RIP 
AGLUK=TETACSU,~IP> 
CTET,:f.CS(AGLUK> 
STETAzS!N(AllLUK> 

- 189 -

tCX1a.STE1A•Ct:TA 
I(Y,~STflA•StTA 
IC:Z1t:CTETA 
KY21XY:Cvt•~Y1-SVt*~Z1 
KXsCPSI•KY1-SPSl•KYl1XY 
~Y~SPSI•KX1+CPSJ•(YZ1XY 
KZ•SVE•~Y1+CVE•K7.1 
A •WS tC *li* C T~ T A 
VX•VX+A•KX 
VY•vt+A•tc:Y 
vz=vl+A•KZ 
GOTO 112 

111 ~ =~ +, 
L•L+1 
~ C O L • ,_, C O L+ ~ C O L 
LCOL=ttOL+~t;Ol 
czr=czr+cz 
c P •c P+c z 
~ : ł .~ ~ ~ ~ ~ ~ f ~ ~ ~ . E Q • O > '"J R I T E < 6 • 6 O O ) N ' L , ~, C .O l • C P , C ~Z 
IFlN.LT.NF>GOTO 114 
GOTO 99 

11] ~ =tt+1 
czr•tzr+r.z 
~COt..•MCOL+~COL 
IF(M00(\r100).EQ.O>WRITE(6•o~O>NtL,~COLrCP,cP2 
!F(~.LT.NF>GOTO 114 

99 A2aSQRT<K•TIW<2>> 
czt•tzr·~z 
CPsCP•A2 
CP2:CP2•A2•A2 
R•llł1 
FLN=N 
f=LL:l 
Xl•l/FLJ\1 
XCOL=MCOL/Ft.~ 
XL:lCOLII=Lt. 
SlGMA:SQRT(Xl•<1.-XI>> 
E~RoP:3.•SIG~A/SQRT(Fl~> 
CZT~=CZT/FLN 
CPt-ł:CP/FLN 
CPZf.t=CP~ /F LN 
SIGP=SQRTCCPZ~-CPM*~~~) 
fRP=3.*SIGP/SQRT<fL~> 
ąAaKIAS 
AS•4.*DlF/(R*V1~) 
r;CF=AS/(RA•AS> 
ST=2.•CPM/v'1~ 
ST1:Z.•<CP~-ERP)/V1~ 
ST2~2.•CCP~+ERP)/V1~ 
DIF1=DrF•CORłl 
SA:4.•DIF1/C~S*V~~) 
~F•fCST> 
FF1=F<ST1) 
FFi=F<ST2> · 

.. ~ l •1 • l ( 1 • + 1 • l < A S * ( 1 • • S t) R T C 1 • + H > * l( N > > > 
FWJ&1./(1.+1.1<AS•<1 .•O.S•AS>>> 
W. l I T E ( 6 , W Y N l K l > 
END . 
S~8ROUTINE GSET<A•B,~·~•X•Wr~TOT) 
~~ T. E G ER * 2 N T O T 
DIMENSIO~ X0(6),~2(6)rX<~>.~<M> w o.( 1 ) & o ".1 71 3 z 4 4 9 2 
WG(2)z0.l601615710 
W0~3)a0.4679139J46 
wo'c4>•woc3> 
wocs>=wocz> 
W0(6>•W0(1) 
X0.(6):-0.9324695142 
XC<S>:-0.6612093865 
~0(4):-0.2386191861 
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)(0(3>=-~0(4) 
)(0(?):-).(\(5) 
.~0(1):-A{\(6) 
H=<u-•>1"~ 
~1:/l, 
J :O 
f:\0 1 L=1 ,N 
f;1=A1+ł'ł 

t' O 2 I= 1 , 6 
J =J + 1 

- 190 .. 

'1. ( J ) =O • ~ * ( ~i -A 1 > • X O < f > + \~ • 5 • < J 1 + .\ 1 > 
2 W(J>=O.~•C31-A1)•~~<I> 
1 A1:t;1 

~T O T :t,*,., 
~E Tu~ N 
F.NtJ 
FU~CTIO~: QGP1 CV1 > 
INT~GER•?. J1,J2,t.K 
CO~,_,ON/tF111:(22) •DR2<22> ·OEX'łł<2.?.> ,ssu~<22> 
COM~ON/PWC/LXC12>,WG<12> 
QGP1=0. 
JZ::? . 
DO 1 1=1,12 
X1.:ABSCZX<t>-v1> 
.-;1r:x1•X1 
X2:ZX<I>•V1 
Gl:X2•Xi 

9 IF<G2.~f.ECJ2>>GOTO ~ 
J z =J z+ 1 
GOTC 9 

a A=X2*GZ•<D~ZCJZ>•G2+DEXR?.CJ~l> 
.11 =J 2 

? IF(G1.Gf..E(J1>>GnTO 6 
J1:J1+1 
GOTO 7 

6 ~=A-X1•G1•(~~2CJ1)*~1+~t~R2CJ1>> 
IFCJ1.E~.J2>GOTO S 
J1:J1-1 
no t. K=J2,J1 

2 A= A+ S S U ~i C l( )' 
5 QGP1:QG~1+~*~G<I> 

. 1 C O N T I N l;t: 
P.ETURN 
f NO 
fUNtTIO"- TETA<E11 •Q) 

e~~~~~'rł&7LPf2~)~E<22> .~<~14> .cHI<~14> 
'>ATA PI1~.141b/ 
r..;=c~ 

1 hi=N-1 
l F <E I 1 • G T • c C · "ł > > li O T O 
J=1+37•i~ 
I=J-37 
PC=R*ACLP(N+1)+J-1> 
tf<RC.Gl.6(LP<N>•l-ll}~0TO 11 

z 1=!+1 
IFCRC.GT.SCl))GOTO 2 

4 TETA1=CCR<t>-RC>•CHI<I-i>+CRC-B<T.-1>>*CHt<T>>I 
tl(BCI>-BCI-1>> 

3 J •J + 1 
IFCRC.GT.BCJ>>GUTO 3 
TETAZ•<<B<i)-RC>•CHtCJ-1)+C~C-BCJ-1>>•CHt<J>>I 

ałlfj~(Sficc~ł1-ECN+1l>•TETA1+<E<~>-EI1>*TETĄ2)/ 
DC~(~)-EC~+1)))/2. 

RETURN . 
10 J•J+13 

ICL.P(N)-51+J 
GOTO 4 
END 
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&Af1R 
&AOR 

• l( 

~ACRO 
RANi: ~~INT 
~ 2r!X 
LR ;;,4 
S~l l.r15 
Y.R 2,4 
LR 4,2 
SLL 2,11 
XR 4,2 

- 191 -

AJF <T'iRINT F.Q '0') .K 
LR 6RI~T,3 
ALR &RINT•4 
M EPd:l 
MAC~O 
OOU~OXIT &R,~T.~AR~= 
ST łl-R,Pt1S~U1 
t. E c .u1 
tJE&T O,&ARG 
AIF <T .'ciT E1.1 '0').1(1 
HEP 4,0 
AER 4•6 
MER 4,0 

.K1 ME~O 
~ A "l D O fol C S E C T 

• • 
* 
* 
* 

ENTkY RNOR,REXP,~U~F · 
~NOR - GE~ERATOR LJCZE L0S0WYCH O ~OZKLAOZIE NrR~ALNY~ N<0,1) _ . 
WY~OLY~ANY W FORTRANIE J~KO FU~KCJ~ ~NOR(#) ZE SLEPY~ P~RA~e~-~M 
WYM~G~ ZAMASKOWA~IJ P~ZERWA~IA ZE ~Z~LEDU ~A NAO~I -~R STALaoozyt. YJN 
WY~ORZYST~JE ~E~ERATOR LIClB LOSOWYCY O -~UlKLAOliE ROW~OMIER~yM 
lOf.FI~IOWANY w MAC~O ~ANO 

USINt; RN0R,15 
RNO~ SAVE (2,4). 

RU6 

DALEJ1 

AMS 

L~ 3,4t,I1 
RAft!O 
STM 3•4•I1 
ALR ~.4 
SLDL 2rto 
SLL i!,2o 
LPR 4,ł, 
BC ą,pE~ZTĄ 
SRL 4r2it 
CL J,T~AX-4<4> 
BH ~ESZTA 
ODUvOXIT 3,,ARG=BI-4C4) 
lE O,Al-4(4) 
LTR 2,2 
SNM PLUS 
LNER o,o 
RETlJJłN <2,4) ,T 
SAVL. (5,8) 
LR 5,3 
LR 7,4 
LM 3,4,11 
BC c;.,OGON 
OR 7,2 
LE ć:,AIC7> 
LE 6,-.I-4C7> 
SER 2,6 
LCR 5,5 
LA 8,0ĄLEJ1 
PANV 6 
8~ b 
ODUCOXtT 6•R•ARG=?. 
ST s,~sAU1 
ce t.,u1 
BL t.iY 
BAL 8,RU6 
CLR 5•6 
BL ~SEK 
aAL 81~Ułi 
CLR 6•5 
BL wY 
B Afw:S 
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NSEK 
RUS 

f>ALEJ2 

PTL 

AEZP 

G~UO 

111 
MS AU i 
U~ ZERO 
AJ 

BI 

T~l AX 

D 

LA E ,['~LEJ2 
CANC 5 
o R t',. 

- 192 -

CL ~.T ,'-4~X-4(7) 

bH GNT 
OOUlO~[T s~~ARG=AI-~<7> 
AER (1,6 
ST ... 314111 
tr R 7, 7 
8 N M P L :j S 1 
LNE'ł Q, ,:, 
lłETl'R~ <~18l,l 
LE e,At•124 
A. LR 5,') 
RC 11,REZP 
PE e,C(~) 
LA 21t.(c) 

. ~. LR S1S 
BC 41PTL 
LE 2,0(2> 
SRA 21& 
BP GNUO 
O D U U O X I T 5 , F , A R ~ ~ = (. 
A U Lt 1 u ~J Z E R O 
STE 4,U1 
l S1MSAU1 
BAL 8tRU6 
CLR 5•6 
3 L ~.Y 
aAL s,ąuc:; 
(LR f-.,3 
~~L ćt-"0 
LA ~,FSu 
R P l1 ~ 
CNOP Cr<+ 
!)C X'40' 
DS ~l b 
oc x"4o' 
JC E'o.,0.039176085 ~.~7~41Z41310.11?76~R7' 
~c ~~c.15731n68,0.1 709018,o.23720211I0,?77o?c4~' 
o c t l o . 3 , 8 6 3 o .~ 6 , o . ~ l) 1 2 ;; 5\ 9 , (j • 4 o 2 2 5 o t -s , ') • 4 4 5 t i 9 6 5 2 l 

1:' C i: 1 O • ~ 8 łS 7 7 6 4 1 , 0 • c; 3 4 O 9 ? 1 , o . 5 7 Q ~ 3 2 1 ~ , ,) • ł, 2 6 v q 9 O 1 ' 
OC t'0.6744~Q?5,0.?~451~~8,0,7?o4217~,r.~30~1088' 
oc f '0,8~714656,0,?~ . ..,7817o,1.oo99902,1 . o?7515o' 
re ~,, ,1S034o~,, .22~~58811 .3180109,1 .417?971 l 

OC t:•1 .53412~5,1.~?')?39711 .o627319,2,1S~8747 1 

o c t l c • o 3 9 2 Li 6 1 7 2 l o . :l"'( 9 3 r! 7 o 5 (J , o • o 3 9 5o 9 9 9 5 l o . t) ."i 9 7 57 o 2 7 .= 

OC t'O,o4007~92s,O.U404SS32610,0409148r9,0.o4145~071. 
" c t , o . 1) 4 2 o & 3 , 1 l o . o f.J ?. 8 o 7 4 8 1 , t'\ • o 4 3 6 3 b 6 2 7 l f') • ,., t.. ~ 5 8 9 3 1 8 l 

OC E 1 C.04567522~,0. G 46915714,0.n4e33487,0,)4ą962Q84' 
DC t 1 0,v~183g58or0.G~4011382,0,05654~562,0. 0 59531304' 
OC t'0.o630ó4~9,~.J6'375035,0.07264543S,0.079264714• 
~C t 1 0.0B7819223,0.u9~3 J ~~~3,0.115S5Q94,0.14043438' 
nc ~·C.18361~1s,0.21q001~3,o.7o1~4742 1 

D C F S 3 ~ ' • 9 Q 9' 3 2 6 2 , . ~Q 7 6 ł l 1 3 , • 9 q 6 1 39 3 ~ , . q fl4 5 61 55 ' 
OC FS3~' .992~49il .Q..;129161 .98957643, .9877904?' 
l'C ~S32 1 .98:91815, -~~394421, .9~1~471, .9706':'427 1 

OC r;S32 1 .977188~3, ,9,456~93, .971o97041 .96853178 1 
OC FS32' .96)00?67, .9"1041i171 .95~54122, .95135965 1 
DC f.'S3~ 1 .94511!>66• .?~815778, .9.29520171 .91886805' 
Ct.C F S 3 2 ' • 9 O 5 3 7 5 S f. , . 5 ~ 7 6 '-ł 9 9 2 , • a 6 3 5 O Z 1 • 8 ~ R 3 1 1 4 4 1 

OC fS32' .772375.;5, .t~95J197, .41!:>29691' 
OC t'0.26368432,0.24~50d45,Q.22556744,0,21163417 1 

OC t'0.1~992427,0.1~Q910?6,Q.1~122518,0.1736014' 
o c t: , () • 1 6 6 8 4 , 9 1 , o • 1 6 f) 7 9 () 7 3 l J • , 'j s 3 4 9 7 2 ' o • 't 5 o 4 o c.; 3 8 , 
oc t'0.14590258,0.1~ , 77o~3.o.1J/96317,o.13444176' 
OC t'0.13117215~0.1~~12~96,o.12527909,Q,12261088' 
OC t'0.12010356,0.11774171I0.11~5118910,113t.~235' 
OC t'0.1114C27210.10950385' 
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* • 

~EXP 

SZUI 

JF.STI 

• • • 

11 . 
IX 
ZERO 
u~uu 
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Program 2 - pro_graa symulacji proceeu brownowakiej 

koagulacji, napisany w jęz7Jcu Fortran na · maasyn' 

CDC Cyber 73. 

PROGR~M ~CBC,INPUT,óUTPUTtERiTAPE~=ERl 
REAL ~~.~2,MB1Ll•l2•K~ltKN2tkNyNSiMFP,K . 
DłMENSION VXł2ltVYC2}tVZ(2),CYC2liRFXt2~•RFY(~),RFZ(iJ,CF.2J 
DfMENStON NSC10)tNF~10) . 
COMMONICRG/IXi~~lX 
COR(XJ=(lS~+12~·H~Xt9,o(H2+1'l*X•l•l8.•Hl*(H2+2.J•XtX•X)/ 

S<ł5.-3~•H•X+Hl•c8.+P!0 AC.*(A2+2~l•X*Xl 
EFFłEKJ~<f~+5~2~!KJI<l.t(I.68+0~1•PtJ•EKtł.o6•PI•EK•EKJ 
FlXJ=OS*Eb/COCOl•DOłfl.+4i*ED•ti.~Xl/łDS•~M•X)J) 

FłlłXJ=DS•EO/lDCOL•9n*cl~·2~•ALFA*EO/CDS*XJ)l 
NAMELISTIDANE/k~•NEXP•NS•NFyJQ~O~~StACtPtf,V•~TAtMB 
NaMEL tST IRES1JLT~ /X I .;.FRr.OR t XSTtP.c!TP .ccotd4, ERCCOLM, COUTM• ER COli TM l 

~UOUTM.UMtBSltBS;BS2.B~l•Ah,9N2YAAiERBAtBFiRTt~D.BCCORiBM 
200 F~R~AT<i• MEAN F.REE PATH ~•,Eł!e81/ . 

~o COLLISIDNAL DTAME,ER •*tElS,~// 
~* MUTUaL $lOPPI~G 015TANCE =*iE!5,8// 
!* AVERAGE LENGAt OF A SI~GL~ S'EP =*tElSJ!// 
$1• RACIUS OF. T~E FIRST PARTYCLE =*tE15.81.1 
;• APPAREN? MEAN FREE PATH OF TWE ~IRST ~ARTIC(! =•,ElS.A/1 
~o DIFFUSIOt~ COEFFICitE~T OF THE FIRST PARl ·IcLE *=*tE15.8// 
~· ~OPRECTtO DłFFUSION cóEfFICIENT OF THf PIRST PARTLC(E ••tE15.8'' 
~· K-NUMAER Of T~E FIPST rARTIClE :•,ElS•~I/ 
!l• RACIUS OF TRJF S.ECO~O PlRTICL:! i:*tElS.AI/ 
~· APPARENT MEAN FREE PATH OF tWE · ~ECOND RARTICLE =••Eł5e8l/ 
!* OIFFUSION CO~FFlClE~T OF TH~ SEtONO PARTICL~ =*fE15,81/ 
~~ COP~ECTED OtFrUSION COEFFICIET OF THE $~CONb PARTłCtE =•• 
~Eł5.8// 

!* r.-NuMeER or T~E StCCNO PARliCLE =*tE1Sj8/) 
300 FORMAT<łHł/////32XttP0INT•,I2/2SXi21(1H•łl/ 

!* OISTANCE PAR-~ETE~ :so,F6~2// 

~· NUNeER bF PAA)CLEś :o,I6// 
•• DIA~E1Eh OF T~E SV~TEM **tE1S~8// 
l* INITIAL DIST.NCE a~TWEEN PARTrC[ES =•,EI5.81/ 
~· EFFECTIVE K-NuMąER OF THE FłRST PARICLE =•,~15.8/} 
!* EFFECTIVE DfFFUSióN COEFFICitNT OF THE FI~S? PAATICrE ~·t~lS.e~ ** EFFECtl9E K-NUM8EP CF tHE StCOND PARTJOLE =••El5.8// 
~· EFFECT19E DTFFUSióN COEFFICIENT OF THE SECOND PlR;JiiCLE a•,Ełs.s: 

fiO FbAMAT(3(!9Y5Xł)J(E!E'l4•5XJ) 
READ DANE 
PhłNT DANE 
Pł=AMCONłłl) 
K~l.38D6E•l6 

1~=777717158 
N~IX=-600iOOOłlbÓ00~000B 
I~l=413JG6258 S IUl*746i2539B 
1'2=550531438 S IU2•2806,521B 
IV3=21l52~l58 5 IUl~li9299298 
IV4=5~2721S7e S IU4~4~219261B 
IV5=17J24ł61B i · IUS*6512ł2SIB 
1•6=35513.178 S IU6~2742ł3438 
D&2:0.I7~2•SGRTłMB•~9l)/ElA . 
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MFP=K*T/($QRT(~il~P~~PoOA2) 
DCOL=~FP/KN 

Dt!nL?.=DCOL•OCOL 
Rl=l.l<l+Q)-IłrJCOL 
R2=Q/Cl,+Q)łi-0COL 

Mł=4./J~opz•Rł*Rl*Rl*w 

M~=4.13J*PI*R2•P2~R2*~ 
CV<l>=SQPTCK*T/Yl) 
CV C2) =SQR'T CK*T /· ,~2) 

t<Nl=MFPiRl 
KN2=MFP/R2 
H~C2.-AC)/AC 

H2=H*tJ 
Hł=l./t2.•AC> 
DI=K*T/t6,~PI*Rl~ETAJ 

n2=K*T/t~~oPI*R?*ETA) 
00=01+02 
OfFl=DlOCORCY.Nl) 
f')·I F2=D 2itCOR C r. N2} 
D·!F=D IFl +biF2 
Rkl=lO~*CfFl~SOFT<Mli<2.~PI*K*T)l/DCOL 
PK2=10~*0!F2*S~~TCM2/(2~~PI•~•T))/0COL 
TPl=~l*DIFl/~K*T) 
TP2=M?*OIF2/(K~T) 

T~= T S • A M I N l ( T P 1 ~ T P 2 ł-
TS2=TS*TS 
HTS=TS/2. 
CFC1>=SQ~Tc2.*K~T/C~l~TP1°T5)) 
CF(2)=SORT(2.*K~TICM2~TP~*TS)) 
V l t-1 =S C AT ( • o rr *T 1 C P I t, • l ) ) 
V2M=SQRTCB.*Y*TICPI~~2)) 
UM=SORTfVIHoVtM+V2H~V2M) 
PE=UM•DeOL/DIF 
Ll=TPl*VlM 
L2=TP2*V2M 
61= ( C2 .• iłRl+LllłH~'3- C4•-CłRl ~Rl+ll*Ll) * ... l.5)/(6.*~litll) :_2~*'łl 
G~=CC2~•R2+L?>•o3-C4~ 0 R2*A2+L2*L2)* ... l.Sł/(6.*~2*L2>:_2~*R2 
DtST=SQRT(Gl*Gl+G2ort?l 
PPJNT 200iMFriOCOL,QIST•UM•TSiRltlltDltOrFl•Rkl~R2tL2i02•biF2iRk~ 
RF=DIFI<Db•<DCOL/(0C0l+DIST)+4.•0rF/COCO~*UM))) 
BT=CD!Fl*EFF<RKJ)+DtF2oEFF(RK2))/AO 
RCCOR=OIF/00 
IF(PE.GT.~.> GO TO }h 
Bg=BCCOR/tl.t4~/PE•EXP(~l2.77•PE>> 
GO TO 11 

lO BD=BCCOR 
11 BM=OCOLOU~/C4~*rD> 

AI=TS*(l~·TS/C6.•TPił> 

A~=TS•tl.•TS/t6~•TP2ł> 
AUl=l.-HT~~TFł 
AU2=1.-HTS/TP2 
AVl=l.-Al/TPl 
Af2=1.-A2/TP2 
Otj l IE=liNEXP 
D~=DCOL+NS(IEJ*VIST 
D~2=DS*DS 
Ekl=lo.•DIFlfSOr.TCM}/(2e•Pt•K•f)J/OS 
~Dl=DIFl*tFFfEKl~ 
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E~2=lo~•DłF2~SORTCM2/C2~*PI•K•fJJ10S 
EA2=DIF2*EFF<EK2J 
Eb=E01+ED2 
PqiNT !OOiiE•NS(lEJ,NfciEf,OSiNSCfEJ•DIS~iEKliEDliEK2iED2 
IFCIE.GT.ł) GO TO 99 
IFCIC.EO.OJ 60 TO q9 
READC3~70łJN~L•~ST,cZT.cCOLtCCÓL2iCOUTtC0UT2~UOUT 
Gt) TO 111 .9 N~L=NSTzO . 
CZT=CC0L=tCOL22COUT~r.our-2=UOUTeo. 

ł 11 tł$TEP= 1 
Xii:Y=O. 
l~DS 
ObL=DS2 
YlClJ=CVCt)*PGIJVl) 
Vl (eJ =CV <i!) *PUf ·t V2) 
VV(ll=CVfłJ*RGitVJJ 
V~ł2J:CVC!t•PGIIV4J 
VZł1J=CVfiJ*~GtiV5) 
VlC2J=CVC2J•RGtiV6J 
Cż=VZC2ł-VZC1J 
IPCCZ.GE•••J GO TO 20 
VZClJ=-VZ(lJ 
Vlł2J=;..VZł2J 
Cl=-Cl 

!O R~XClJ=CF(l>•HG<IUll 
RFXC2J=CF~2J•RO!IU2~ 
R~YClJ=CF~lJ*AGriUJł 
RFYC'-J==CFł2J'łAł3CllJ4ł-

~O RFZC1J=CFłlJ~AGCIU5~ 
RFZC2J=CFl2J~RGciU6~ 
U!=VlCIJ*~Ul-V!t2J•AU2+(ąFzcl)-RFtC2JJOH1'S 
IPCUZ.GE.O.J GO TO 30 
GO TO 40 

112 NśTEP=NST~P+l 
RFXC1J=CFłlJ~RG<IU1~ 
P.FXC~J2Cfl2)wAGIIU2~ 
RFYCl)sCFłll*A~<IUJ~ 
PFYC~J=CFł2J•AGtiU4ł 
RFZCll=CFllJ*AG<IUSl 
PFZC2ł=CFl2J~RGciU6l 
U%=VZC1ł*~Ul-Vl(2ł*AU2+(RFZC1t-RF!C2)J*H~S 

•o U'=VYCl) 0AUl~V~C2)•AU2+(~PY(1J-RF~C2Jł*HTS 
UX=VX ł l)*AUl~VX C2) *All2+ (RFX (l l~RFl C2J J *Hl:S 
SU=UX•UX+łJyoU,•UZ*UZ 
RE=X•l'X + v•uv t Z•ijZ 
IFCBE.GE.t.J GO TO 3~ 
D!L=BE*BE•SU*CO~L-OeCL2) 
IFCOELl35i36•37 

~7 TtOL=ł-BE•SO~lł~ELJł/SU 
IFłTCOL,l[~TSJ 60 Tó 113 
GtJ TO 35 

!6 TtOL=-B!/$U 
IFfTCCL•Lt.TSł GO TO 113 

35 0DL=ODLł2-•BE•T!+SU•JS2 
fPłODLeGT~DS2} CO TO 114 
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~i:X+UX*TS 
YcY+UY*TS 
ZcZ+UZ*TS 
V~(l):VX<ll*~Vl•RFX(J l•Al 
VXC2)=VXC2)*AV2+RFXt2l•A2 
VłCl)=V~<l)*~VltRFY(łl•Al 
VVt2l=VYf2)*~V2~RFY(~>••2 
VZ<ll=VZ<lJ*AVl~Rf7.<1>~Ał 
Vt<l>=VZC2l*AV2•RFZC 2)•A2 
GO TO ll2 . 

113 t-!cN+ 1 
L~L+l 

NST=NST+NSTEr 
CŻT=CZT+CZ 
CCOL=CCOL+CZ 
CCOL?.=CCOl2+CZ•cz 
IP<N.LT~Nf<I E )J GO TC lil 
GO TO 98 

114 NcN+l 
N$T=NST+NSTE~ 
CiT=CZT+Cl 
TOUT=<-BE+SQP.T< ~E*~E~Su*~CE+OCOL2-0Sa))l/SU 
Xl=X•UX*TOUT 
Ył=Y+U~*TtłUT 

lł=Z•Ul•TtlUT 
CON=C>cltUX•"fl*UY+Zl1łlłZ)/05 
CdUT=C_OOT •C01~ 
COUT?:COUY2+t0HGC0N 
UOUT=UOUT+SQHT(SU> 
lP<N.LT.~F<Jf )) GO Tt O 111 •s Xł=FLO~T<l)/FlO~T<N• 
SłGMA:SORT<Xl*(i~-Xlt) 
E~ROR=3~•SIGMA/SQRT«FLoATfN)J 
ALFA=t•=-xr 
XSTEP=FLO.T< NST)/FLó~T<N> 
CZTP:ClTIPLOAtt ~ J 

CCOLM=CCOL/N 
CCOL;tfol:cCCbL2/N 
SGCCOLH~SQRT<CCOL2M;_CCOLM*CC0LM> 
E~CCOLM~3~•SGCCOLM/SQRT<FLOATCN)) 
COUTM=COUT/CN-L) 
C~UT?~=COUT2/(N;_LJ 

SGCOtJTMaSQRT C COUT ?.M;_ L:CuTt" *C(.IUTH) 
EhCOUTH~3,•S6COLTM/SQRT<fLOAT{N)) 
UOUTMcUOUT/CN-L> 
B~l=FC21•tCCCL~-ERCćOLMlłUM) 
B$=FC2~*CtOL~/U~ł 
8$2=FC2.•~CCOLM•ERC~0LH)IUM) 
8Nl=F<XI-tRP.ORł 
BN=F<XI) 
BN2=F<Xl+ERR0Rl 
e.-=F 11 cccnun 
~hBA=2~•e~•BA*DCOL•on•saRT((ALrX•ERCCOLMICCOL~*·2J••2• 

S<tRROR/CCbLMl*•2 ~1DS2 
PRINT RESULTS 

l CONTI~UE 
S'1'0P 
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