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O ruchu planetoid typu ¢/, (Thule).

Wyznaczenie wyrazéw typowych oraz przerwy.

Wstep.

Wiadomo, ze za charakterystyke danej grupy planetoid stuzy
wymierno$¢ stosunku ruchu dziennego Jowisza, Marsa lub Saturna
do ruchu dziennego planetoidy. Gdy dana planetoida posiada ruch
dzienny taki, iz stosunek ruchu dziennego planety giéwnej do ru-
chu dziennego planetoidy wyraza si¢ w przyblizeniu stosunkiem
dwéch matych liczb catkowitych, jak np. §, 4, %, %, ... etc., to zabu-
rzenia w ruchu tej planetoidy, spowodowane planetg gléwna, sa
tem wigksze, im bardziej si¢ 6w stosunek ruchéw dziennych zbliza
do stosunku takich dwoch liczb. Najwieksze zakiocenia w ruchach
planetoid powoduje Jowisz, dzigki swej olbrzymiej masie; niektére
tylko planetoidy, ktérych ruch dzienny jest wspdtmierny z ruchem
Marsa, podlegaja dos§¢ znacznym zaburzeniom z jego strony, np.
Hebe (6), Vala (131), Asia (67), Nysa (44), Lutetia (21) o dos¢
znacznych ruchach dziennych i mimosrodach. Zaburzenia Jowi-
szowe wywierane na t¢ grupe planetoid nie sg duze, a to z powodu
znacznej odlegtosci Jowisza od tej grupy, Dopiero planetoidy gru-
py 4 (z ruchem dziennym okoto 900"), o matym mimosrodzie, pla-
netoidy grupy 4 (z ruchem dziennym okoto 600'') wlasciwie rozpo-
czynaja grupe planetoid silnie podlegajgcych zaburzeniom ze stro-
ny Jowisza. O ile stosunek ruchu planetoidy i planety gtéwnej nie
jest bardzo blizki stosunku dwéch matych liczb, to perturbacye
1
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2 J. KRASSOWSKI

nie beda zbyt wielkie, i wtedy zwykle metody obliczania perturba-
cyj stosuja sig bez trudnosci.

Gdy jednak 6w stosunek staje sig coraz biizszy takiego pro-
stego utamka, jak np. dla przedstawicieli kazdej grupy planetoid,
a wigc Hestii, Hekuby, Hildy etc., ktérych ruchy dzienne najbar-
dziej sq zblizone do pewnej niewielkiej wielokrotnosci ruchu Jo-
wisza—trudnosci przy obliczaniu perturbacyj stajg sig coraz wigk-
sze; zwykle metody zawodzg, gdyz w wyrazeniach na perturbacye
wystgpuja bardzo male dzielniki, ktére przy catkowaniu jeszcze
bardziej si¢ zmniejszaja.

Przy pierwszem przyblizonem obliczeniu perturbacyj takich
planetoid nalezatoby juz uwzgledni¢ wyrazy rzedu kwadratu masy
zakibécajqcej, co, jak wiemy, niepomiernie komplikuje rachunki
i czgsto nawet uniemozliwia ich wykonanie o ile chcemy postepo-
wac¢ wedtug metod klasycznych.

Gyldén podat wiasciwie jedng z metod przyblizonych, ktéra,
jak paru uczniow jego wykazato (Brendel, Backlund, Harzer
i in.),’nie zawodzi nawet i wtedy, gdy stosunek ruchéw jest bardzo
blizki do prostego utamka. Metod¢ Gyldén’a, dos¢ skompliko-
wang i niezbyt dobrze przystosowang do rachunkéw praktycznych,
przerobit i uzupetnit Brendel. Metode te uczniowie Gyldén'a
zastosowali juz do planetoid grupy Hestii, Hekuby i Hiidy — i za-
wsze z dobrym rezultatem. Brendel i Kramer podali obszer-
ne tablice, pozwalajace w niedtugim czasie obliczy¢ najwazniejsze
perturbacye planetoid typu Hestii i Hekuby i ich pozycye geocen-
tryczne, tak ze prawdopodobnie z fatwoscia bedzie mozna zawsze
odnalez¢ te planetoidy. Wyniki dla ruchu Hekuby, otrzymane
przez Harzer'a'), zostaly do pewnego stopnia skontrolowane na
innej drodze przez Simonin’a?). Przypadek planetoid typu Hil-

dy ({%)' trudny z powodu bardzo blizkiego sgsiedztwa Jowisza z te-

mi planetoidami, zbadat Buchholz (obliczyl on charakterystycz-
ne wyrazy, ale nie podat jeszcze wyrazen samych perturbacyj).
Planetoida Thule (279) nalezy do oddzielnej klasy planetoid:

i’ i jest, jak dotad, jedynym tej klasy przedstawicielem. Thule je-

') Harzer P. Untersuchungen iiber einen speziellen Fall... etc.
*) Simonin M. Sur 'orbite d’Hécube, Annales de l'observatoire de
Nice, t. IV.
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0 RUCHU PLANETOID, 3

szcze bardziej niz planetoidy typu Hildy moze si¢ zblizy¢ do Jowi-
sza; takich zblizen, jak wspomina Bidschof'), bywa po trzy na sto
lat. Podczas takiego zblizenia z Jowiszem, poniewaz Thule przez
dtuzszy czas znajduje si¢ pod jego siinym wplywem zaklécajacym,
droga jej ulega bardzo znacznym zmianom; np. dzigki zblizeniu
do Jowisza, ktére mialo miejsce w 1912 r., §redni ruch dzienny
Thule znacznie si¢ zmniejszyl, jak to widzimy z rachunkéw Vilje-
via?). Kobb?) przypuszczal nawet na zasadzie wzoréw S. H.
Darwin’a*), odnoszacych si¢ do orbit okresowych, ze ruch Thule
moze z czasem stac sig niestatym i droga jej moze si¢ nawet kiedys
przecia¢ z droga Jowisza.

Dotad nie badano ogélnie ruchu tej ciekawej planetoidy.
O ile wiem, tylko Bidschofi Wedemeyer?®) obliczyli lub po-
prawili pierwiastki drogi Thule, a Viljev obliczyt tylko zaburze-
nia ruchu, odnoszace si¢ do niedtugiego okresu czasu, i to opie-
rajac si¢ na danych orbity, otrzymanych przez Wedemeyer'a.

Wydato mi sig wigc rzecza inreresujaca przystapi¢ na zasa-
dzie metod, podanych przez H. Gyldén’a, ktére z tak wielkiem
powodzeniem dopetnit M. Brendel, do zbadania ruchu tej cie-
kawej grupy planetoid typu Thule, ktérych ruch $redni dzienny
jest bardzo blizki 4/; ruchu $redniego dziennego Jowisza. Punk-
tem wyjscia naszych rozwazan beda dane liczbowe, odnoszace si¢
do planetoidy Thule, podane]przez Wedemeyer'a.

W niniejszej pracy zamierzam stresci¢ ogolny zarys teoryi
Gyldén’'a, obliczenia perturbacyj matych planet w modyfikacyi,
wprowadzonej przez Brendel’a, i nastgpnie wyznaczy¢ charakte-
rystyczne wyrazy, odnoszgce si¢ do ruchu planetoidy Thule, oraz
szerokos$¢ przerwy °) w pierscieniu planetoidalnym, ktéra dla typu
Thule dotad nie zostata jeszcze oznaczona.

) Sitzungsberichte d. Akad. d. Wissenschaften in Wien. Bd. 100
Math.-Naturwiss., p. 937. J. Bidsc hof, Bestimmung der Bahn des Planeten
(279) Thule.

) Viljew A. N. Bd. 195

) Kobb G. Sur un cas d'instabilité possible, Bull. Astr. 1902.

Y Darwin G. H. On periodic orbits, Acta Mathematica t. XV,

) Wedemeyer. Archiv der Seewarte XXXI Jhrg. 1909.

%) Brendel. Theorie d. kl. PL. II, p. 5.

http://rcin.org.pl



-4 J. KRASSOWSKI.

1. Wyprowadzenie rownan ruchu zakiéconego w spoi-
rzednych Gyldén'owskich.

1. Wiadomo, ze ogélne réwnania ruchu trzech cial, ktére
charakteryzuja ruch zaklocony jakiej$ planety dokola stonica, sg
nastepujgce:

d*r . x 2Q
a2 —+k*(1 -+ m) 8 =k*m-+1) ~

L d*y 5 Pl th 3Q
i —+ k*(1+m) )3 = k*m 1) %

2’

Z; k(1 4-m) :; :kz(m—}»-l)zi2

gdzie, wedtug przyjetego zwyczaju, przez k oznaczamy statg Gaus-
sa, przez m masg planety zakidconej (przyjmujgc maseg storca za
jednos¢), r promien wodzacy tej planety; /', ' takie same wiel-
kosci dla planety zaktocajacej; =, y, 2 i z', ', 2' odpowiednio dla
kazdej sq to spotrzedne prostokatne, odniesione do pewnego stale-
go kierunku w przestrzeni i ktérych poczatek jest w Srodku stonca;
t czas liczony w dniach srednich stonecznych, ktéry uplynat od ja-
kiej$ epoki poczatkowej. Funkcya © jest to funkcya perturbacyjna:

m' |1 xx'+yy+z=2) _ m |1 r
9:1—}—7)1 {A - +r” i ]I_1+ m{A g H}

gdzie

M=@@—zP+y—y)’+E—2)V=r4r?—2rr'.cos H
zas$ H jest to kat w srodku storica, pomigdzy promieniami wodzg-
cymi 7 i ' obydwdch planet.

Réwnania | nalezy przedewszystkiem odpowiednio prze-
ksztalcic.

H. Gyldén analogicznie domysli Hansen’a rozpatruje ruch
planetoidy zakléconej na swej chwilowej drodze oddzielnie od ru-
chu samej ptaszczyzny drogi w przestrzeni.

Hansen okazal!), ze istotnie mozna znalez¢ takie wyrazenie
analityczne dla ruchu zakléconego planetoidy, iz elementy chara-
kteryzujace potozenie orbity w przestrzeni, a wiec Qi ¢ i z nimi
zwigzane stale, wystapia oddzielnie od pozostalych elementow.
Taki rozdzial tych dwéch rodzajéw charakterystycznych wielkosci

Y Hansen P. A. Auseinandersetzung etc. [. § 3.
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O RUCHU PLANETOID, 5

mozna osiagnac¢ przez wprowadzenie pewnego nowego ukladu
spotrzednych z,, ¥,, 2, majacego — jak zresztg i poprzedni uktad
zyz — swoj poczatek w Srodku cigzkosci stonca.

Catkowanie uktadu réwnan rézniczkowych I, w ktérych pra-
we strony bylyby zerami, dawatoby nam, jak wiemy, ruch po elip-
sie Keplerowskiej.

Roéwnania te sg nastepujace:

d*x ;
5+ f, k(1 4-m)=0

2,
@y - y k(1+m)=0

(2) dti '7-3

e , 2
ae T k(1 +m)=0.

Statych catkowania w tym wypadku jest 6; s3 one dwdch
rodzajow: jedne okreslajg polozenie drogi planetoidy w przestrze-
ni, pozostate zas ksztalt i rozmiary drogi. Metoda waryacyi statych
dowolnych, jak wiemy, upowaznia nas, zamiast calek rownania I
(ruchu niekeplerowskiego, zakioconego) wzigé¢ catki réwnania (2)
dla ruichu Keplerowskiego—pod warunkiem atoli, abysmy state
dowolne, ktore sa w catkach réwnari ruchu keplerowskiego znajdu-
ja, uwazali jako funkcye czasu, ktére musza spelnia¢ réwnania I.
dz dy dz
dt ' dt’ dt
obliczone na zasadzie uktadéw réwn. 2 i I mie¢ bedg i t¢ samg po-
sta¢ analityczng. Wszelkie spotrzedne, spetniajace powyzszy waru-
nek (t. j. majgce taki sam ksztalt analityczny w ruchu Keplerow-
skim i w ruchu zakt6conym) Hansen nazwat spotrzgdnemi ideal-
nemit).

Niech te spétrzedne idealne bedg z,, y,, 2;; dostawy kierun-
kowe osi z, oznaczymy przez o, B3, 7, 0si ¥, przez a,, §,, 7, a 0si 2,
przez oy, B, 1, — wWOwczas, jak wiemy; zachodzi¢ beda zwiazki
nastepujace:

@) zy=ax 4By +12 =z +BY+12 2 =023+ EY+ 1R

i odwrotnie

(4) & = ol 0q ¥y %2y Y= PO+ B T Falis
=12+ 1,Y1+ 127,

Wtedy wartosci spétrzednych «, y, z i ich pochodnych

) Hansen P. A. Auseinandersetzung etc. 1. § 3.
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6 J. KRASSOWSKI.

aay + By + 11, =0 o+ @+ =1
t4a) aa, + B+ =0 o +B+1i=1
e I S Py a3 483 + 3= 1.
Aby nowe spoélrzedne =,y,2, byly ,idealne“, wystarcza aby
byly spetnione zwigzki nast¢pujace:

do dg

a5,
Wi 3 By e

dt

(l'r

_O;.,‘1“1+ +~4171_0

dag (l 1‘2 (_l:f_z A
% dt B dt A
Zwiazki (5) reduku]q sie do dwoch tylko warunkéw niezalez-
nych; jakoz uwzgledniajac zwiazki (3) i podstawiajac w rown. (5):
® it

gdzie dla krotkosci oznaczylismy :

Adtzzwl(a:——Zpdx

Bdt=2ad1= - 27(1:1
Cdt=23(1a=—}:ajd-;

(wielkosci te sg to dostawy kierunkowe chwilowej osi obrotu).

Z réwnania (6) widzimy przeto, ze we wszelkim ukfadzie
spotrzednych idealnych, odniesionym do osi ruchomych, o$ chwi-
lowa obrotu uktadu schodzi si¢ z promieniem wodzgcym planetoi-
dy. Jesli zalozymy, ze stala z2,—0, wtedy plaszczyzna z, y stale
zawierac¢ bedzie w sobie promien wodzgcy planetoidy i nowy ukiad
spotrzednych ruchomych «,, y,, 2, bedzie najzupetniej okreslonym
w przestrzeni.

Poniewaz wprowadziliSmy warunek?) z, =0, mie¢ wigc bg-
dziemy

(7) oy Bty + 12 =0;

') Nalezy przypomnie¢, 2¢ Hoene Wronski, podajac swoje nowe metody
obliczenia perturbacyj w ,Réforme absolue du savoir humain®, rozpatruje per-
turbacye, odnoszace sie do plaszczyzny drogi planetoidy oddzielnie od pertur-
bacyj elementéw jej orbity.
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O RUCHU PLANETOID. 7

to réwnanie, jak to widzimy od razu, jest rownaniem plaszczyzny
przechodzacej przez promien wodzacy, a zmiennej z czasem i;
plaszczyzna, zawierajgca w sobie w czasie ¢ nietylko promiefi wo-
dzacy planetoidy dla tej chwili, ale jeszcze i styczng do jej drogi,
spelnia¢ bedzie réwnanie, w ktérym zamiast z, y, ¢ podstawimy
rz4dx, y+dy, z-+dz.

Wéwcezas muszg by¢ spelnione zwigzki nastgpujace:

®) gz - Bydy + 1,02 =0
oraz
9) zda, -+ ydB, - 2dy, =0.

Rownania (7) i (8) dajg nam warunek, ktéry musi by¢ spet-
niony, aby ptaszczyzna x,y, znajdowala si¢ w plaszczyznie chwi-
lowej drogi planetoidy; przy pomocy za$ réwnania :

(10) oda, + Bdf, + 1dy, =0
wyznaczymy na tej pfaszczyznie polozenie osi 0z;.

Pomnézmy réwnania (4) raz przez da, df, dy, a drugi raz
przez ds,, dp, ,dy, dodajmy i uwzglednijmy zwiazki: (4a), 2, =0,
oraz (10); otrzymamy :

zdo. +ydf +q2d =0

xdo, -+ ydg, + zdy;=0.
Réwnania (3) zrézniczkujmy i uwzglednijmy réwn. (9) i (11),
wtedy otrzymamy, dofgczajac réwnanie 2z, =0, réwnania nastg-
pujace:

(11)

A= ode +Bxy -pz
(12) dy, = o da +Bdy +1,d2
dz, =0 =ay,dz + B,dy + 1,dz.

Réwnania (12) pomné6zmy przez a, a,, a,, pozniej drugi raz
przez B, By, B, i Wreszcie trzeci raz przez 1, 1y, 1, i dodajmy, to po
uwzglednieniu zwigzkow (4a) otrzymamy :

dx = adz, + a,dy,
dy = pdx, + B,dy,
dz =1dx, + 1,dY;.

Z tych réwnan po uwzglednieniu (4a) otrzymamy:

dedz -+ didy + dydz =0
da. dx -+ df,dy -+ dyydz=0

¥
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8 J KRASSOWSKI.

po uwzglednieniu ktérych z (12) otrzymamy réwnania nastgpujgce:
d*z, —odz + Bd’y +yd*z,

(13) a*y, = o, d*z -+ B,d*y + 1,d%z,

d*z, =0, oraz:

d*x = ad*z, + o,d*y, + dadx, + do,dz,

Py =pd*z, --B,d*x, + dide, +dB,dy,

d?z =\d*z, + 1,d*y, + dwyz, +dv,dy, .

Funkcya perturbacyjna @ da nam zwigzki nastgpujace:

23Q 3Q 2Q 2Q

by gl

20 2Q 2Q 2Q
14 } @ LI
( ) 3.7/! al 3x+pl sy"}_rl 32’

2Q

3z, ==l

Jezeli wreszcie réownania | odpowiednio pomnozymy przez
2, B, 1 i dodamy do siebie po uwzglednieniu dopiero co otrzyma-
nych zwiazkow, to mie¢ bedziemy !:

2 & 3Q

a*yy 2 Yi__ g oy 02
e + k(1 +4m) ‘,'-:‘—k (1+m) 5,

Uktad réwnan II jest najzupelniej analogiczny do réwnania I
i wyraza ruch planetoidy po chwilowej drodze *). W ukladzie réow-
nan Il zamiast spétrzednych prostokatnych wprowadZmy spoirze-
dne biegunowe » i ». Poniewaz plaszczyzna drogi planetoidy lezy
w plaszczyznie @,y,, wigc wskutek perturbacyj droga ta bynaj-
mniej nie jest zamknigta, i dla tego musimy liczy¢ katy v nie tak,
jak zwykle w elipsach od 0° do 360° lecz od - oo do - co.
Spoétrzedne biegunowe, ktére wprowadzamy do réwnan II, sg
nam dane przez réwnanie nastepujace:
(15) Ty =17C08 V; Y, =7 Sinv;
za$ row. Il przejda w nastepujace:

') Hansen. Auseinandersetzung I. p. 69.
* Harzer P. Untersuchungen etc. p. 8.
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() RUCHU PLANETOID. 9

d*r k’(l—}—m) i oQ

(111 I e (dt R e S
| qdv dr , div s 1 9Q
I 2éit'dtirdt2 M

W tych réwnaniach v oznacza prawdziwg dlugos¢ planety,
za$ r jest to jej promieri wodzacy. Te réwnania sg to réwnania
zasadnicze Haesen'a, ale w spétrzednych biegunowych.

2. Réwn. Il H. Gyldén przeksztalca przez wprowadzenie pe-
wnych nowych zmiennych zaleznych p, 7, S oraz zmiennej niezalez-
nej v ,prawdziwej dtugosci“; te wielkodci sa to tak zwane spéirzed-
ne Gyldénowskie. Zanim jednak to przeksztalcenie réwnania
IIl wykonamy, przypomnimy w ogélnych zarysach bieg mysli Gyl-
dén’a. Jezeli w rownaniach Il przypuscimy, ze ?;: i Z% g réwne
0, to wtedy te réwnania przedstawia¢ bedq ruch Keplerowski
i, jak to wiemy, otrzymamy catki nastg¢pujace:

__ a(l—eY)
= X ecos (0—7)
oraz stata predkos¢ wycinkowg

(1)

s By A
r kVa(l— e?).
Poniewaz masg planetoidy zawsze mozemy zaniedba¢ wobec
masy stonca, ktorg przyjmujemy za 1, wigc w ruchu Keplerow-
skim jest zawsze:
(3) a(l—e)<r<a(l-te).

Jezeh =i= 0i Q=i=0 to mie¢ bedziemy do czynienia z ruchem

(2)

zakioconym, i wtedy prawdziwa droga planetoidy znacznie si¢ roz-
ni¢ bedzie od elipsy Keplerowskiej, jednak, jak to nam wyka-
zujq spostrzezenia, dla czasu skoriczonego promienie wodzace pla-
netoidy wahac si¢ bedgq w pewnych skornczonych granicach. Oté6z
Gyldén wprowadzil tak zwane krzywe periplegmatyczne!), zawar-
te miedzy dwiema wspélsrodkowemi kulami, skonczenie od siebie
oddalonemi. Krzywe te sg to poszczegé6lne drogi planety, ktére sig
tworza wskutek cigglych zmian wielkosci polowy osi jej orbity.

) Gyldén H. Orbites absolues r. I, I. 1; id. Undersokningar... L.

http://rcin.org.pl



10 J. KRASSOWSKI.

Zmiany te, wedlug Gyldén’a sg nieograniczone w czasie, jednak
zawarte sq w skonczonych granicach; wielkos¢ @ Gyldén nazywa
protometrem. Poniewaz w dalszych rozwazaniach naszych
a nie bedzie absolutnym?) elementem, przeto,idac za Brendel'em,
wielkos¢ a nazywaé bedziemy wprost potowq osi drogi (nie
jest to jednak pétos chwilowej elipsy Keplerowskiej).

Przypusémy, ze planeta zaktécona porusza si¢ po drodze, le-
zacej w pewnej statej plaszczyznie; niech » bedzie jej promienn wo-
dzacy, v—prawdziwa dtugos¢, liczona od pewnego statego kierunku.
Wskutek perturbacyj elipsa Keplerowska stale sie odksztalca,
i rownanie drogi, opisanej przez planete zaklécona, napisa¢ moz-
na, wedtug Gyldén’a, w postaci nastepujacej:

0.2 S e 1))

(4) e

gdzie a jest to pewna srednia warto$¢ promienia wodzacego, anip
sq to funkcye prawdziwej dlugosci, ktére przedstawi¢ mozemy
przy pomocy szeregow trygonometrycznych; 7 jest to pewna wiel-
kos¢, bardzo powoli zmienna z czasem i poréwnywalna z mimosro-
dem eliptycznym. W ruchu Keplerowskim predko$¢ wycinkowa
byta stala, w ruchu zaktéconym, wedtug Gyldén’a, juz tonie ma
miejsca, gdyz ta predkos¢ wycinkowa waha si¢ dokota pewnej $re-
dniej warto$ci. Przez analogi¢ z ruchem Keplerowskim, mo-
zemy wigc napisa¢, ze w ruchu zakliéconym zachodzi dla predko-
$ci wycinkowej rownanie nastepujgce:
sdv__KVa(l — 1%

©®) 7
gdzie S jest to pewna mala wielkos¢. Wprowadzmy funkcye S, p, 1
w rownania III.

Drugie z rownan III mozemy napisac:

d dv oQ
@ |7 G| = +m 3

Potézmy m —0; wtedy bedziemy mogli napisa¢ przez analo-
gie, ze wzorem na ruch Keplerowski, rownanie nastgpujgce:

) Absolutng droga Gyldén nazywa pewna orbite, w ktérej elementy sa
to pewne zupelne stale, i ktéra rézni sie od rzeczywiscie opisywanej przez da-
ne cialo drogi, o wietkosci rzedu sity zaklocajacej.
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d [kVa(d—o) |

e | ksag
BT

v’

wykonajmy wskazane rézniczkowanie, wtedy otrzymamy:

L kVal—n)[ Wa(l—v) dS_1ka 1  dpf|_ ;%
r* (1+9) (14872 ‘“dv 2 1+S'V1'__-,iz' dv[ W
czyli, jesli wraz z Gyldén’em i Brendel'em?!) oznaczymy:

: r? 0
bis —_— .
IV Q'_a(l__qg) 9!’,
powyzszy wzoOr przejdzie w rownanie nastepujace, ktére nam okre-
sli S:
1 A I 1 .dn*

Zwrocmy sig teraz do wzoréw (4) i (5); bez trudnosci znaj-
dziemy:

d 1
dr __ kVa(l—n?) r
at— 1+8 " dv
oraz
@ ka? (1—2) @, a,
r _ kat(l—vy r r
ar* — (148 | av? a2 dv |-

Uwazajmy teraz réwnania Ill; w tych réwnaniach podstawmy
d*r dr\?
g2~ Orazna (Adt‘) , to otrzymamy:

znaleziong dopiero co warto$¢ na d

1
a@?
@) all — 1) | o + (14579

— (8P =—r (487

1+4-p

2
Réwnanie r= l da nam:

') Brendel Om Anvindningen p. 5; Gyldén, Undersokningar II.
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12 J. KRASSOWSKI.

ar! [ ]
: l d*p (ln"’ dp 14-p (dn??, 1+p a*p
vt — a(l —1)? ldvz+1 “dv dv T (1 —p’)z(a'v) 11— d? l
co podstawione w réwnanie (a) da nam w rezultacie:
n @ j 2 dv | 2 | 9P %
W)Y g +e= l,_-,,‘zfd,,+<1+8) Q15 +28+8—

} | 1 a2’ dr?
(1+Sz)P"li_“n2' db2 + .,‘2)1 dv) . s

1 dn?
RO o VO )
L=t e a0
gdzie analogicznie do poprzedniego przez P oznaczyliSmy funkcye
nastepujaca:

(Vbis) Py o0

3.). s
Réwnanie (V) daje nam witasnie wyrazenie na p w funkcyi v.

Poniewaz P i () sq to pewne szeregi trygonometryczne, wiec
rownania IV i V mie¢ bedq posta¢ nastepujacy:

(1) ([S=$‘a,.sin(x,.u_3)

(2) g+ (1—Bp= Zb,. oS (A — By).

dv

Zgodnie z oznaczeniami Brendel'a przyjmujemy,Ze w réwn.
(1) i (2) wielkosci @,, b., A, By,  sa to pewne stale wielkosci;
w wielkosciach a,, 0., f, (co jest istotne) masa ciala, wywotujgce-
go zaburzenia (w tym przypadku masa Jowisza), wystepuje jako
czynnik. Te trzy wieikosci sg przeto poréwnywalne z masg zakto-
cajacego ciata.

Catkowanie rownania (1) da nam odrazu rezultat nastgpujacy:

(3) S=a,— Z f" cos (h,v—B),

gdzie przez a, oznaczyliSmy stalg catkowania.
Z réwnania za$ (2) otrzymamy:

) Brendel. Th. d. kl. Planeten I.
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(4) p=kcosV1—pv—I]-+ Z ] (ﬂ X cos (A, — B,).

Wyrazenia (3) i (4) zawierajq jako dzielnik wielkos¢ zwykle
malg &, rzedu masy zaklocajgcej; wskutek catkowania we wszyst-
kich wyrazach zaleznych od A, wystapig wielkosci, w ktérych masa
zaki6cajaca zachodzi w mianowniku w wyzszej potgdze, wskutek
czego wyrazy zalezne od A, zostang bardzo powigkszone.

W réwn. (1) istniejg wyrazy pomnozone przez masg ciala za-
klécajgcego w pierwszej potedze; te wyrazy w calce (3) juz nie bg-
da zawiera¢ tej masy jako czynnika. Podobne wyrazy Gyldén
nazywa elementarnymi; poniewazw przypadku tych wyrazéw
elementarnych spélczynniki A, beda bardzo male (masa Jowisza
1dvs) przeto te wyrazy bedq bardzo powolnie zmienne z czasem
i wedtug okreslenia Harzer'a') sa to wyrazy elementarne
dtugookresowe.

Jezeli ruch planetoidy i planety zakidcajacej jest tego rodza-
ju, ze stosunek ich ruchow $rednich dziennych jest prawie réwny

p

prostemu utamkowi o’ to wtedy tez w réwn. (3) wystapia wyrazy

bedace pierwszego rzedu w stosunku do masy planety zakltécajg-
cej; w niektérych przypadkach specyalnych moga nawet by¢ rzedu
nizszego od pierwszego, a mianowicie takiego, jak pierwiastek
trzeciego stopnia z masy zaki6cajacej. Wyrazy, ktérych rzad jest
zawarty pomigedzy 4 i 1 —Gyldén nazywa charakterystyczny-
mi; poniewaz jednak w tych wyrazach czynnik A, jest bardzo ma-
ly, przeto i te wyrazy bedq charakterystyczne dlugookre-
sowe. Wreszcie w rown. (1) moga wystepowac takie wyrazy, dla
ktérych czynniki A, nie bedg matemi wielkosciami, wskutek czego
po zcatkowaniu w (3) wyrazy te nie beda zwigkszone; podobne
wyrazy sq to wyrazy zwykle. '

Oznaczmy przez 3, spolczynniki przy v w wyrazeniach wyra-
z6w elementarnych dlugookresowych (s« jest rzgdu masy zakioca-
jacej); przez 3, te sama wielko§¢ w wyrazach charakterystycznych
dtugookresowych (3, jest wielkoscig matg, jednak znacznie wigk-
sza, niz masa zaklécajaca); wtedy bedziemy mogli napisa¢ réwn.
(3) w postaci nastepujacej:?)

) Harzer P. Untersuchugen, p. 3.
?) Brendel. Theor. d. kl. Planoten I. p. 18 et sqq.
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14 J. KRASSOWSKI.

a " y
;"cos (3,0 — C,)

“n

@,
(5) S=a,— 2 = cos (s, v —A4,) — ‘\:

a,'

)"6
i w tem wyrazeniu A, juz nie jest malg wielkoscia.

Zbadajmy obecnie w analogiczny spos6b réwn. (2). Przede-
wszystkiem nalezy tutaj zauwazy¢, ze V1 — 3 == A, wskutek czego
w (4) nigdy nie wystapig dzielniki zerowe. Z posréd réznych wy-
razow z A, , wchodzacych w réwn. (4), musimy odrdzni¢ przede-
wszystkiem wyrazy, w ktérych A, rézni si¢ od jednosci tylko o wiel-
kosci rzedu masy ciata zaklécajacego; w tych wyrazach ), bedzie
mieé¢ ksztatt 1 —s,, gdzie 5,, jak i poprzednio, oznacza wielko$¢
rzedu masy zaklécajacej. W rown. (4) w odnosnych wyrazach wy-
stapia dzielniki tego samego rzedu, wskutek czego te wyrazy bedg
wyrazami elementarnymi; jednak bgdgq one elementarnymi
krotkookresowymi. Dalej w réwn. (2) wystgpig takze wyrazy,
w ktorych A, rézni si¢ od 1 o wielkosci rzgdu ¢,, tak iz mozemy
napisa¢ A,= 1 —3, w tych wyrazach wystgpuja dzielniki rzedu 4,;
wyrazy te sg to wyrazy charakterystyczne krotkookre-
sowe.

Wreszcie w réwn. (2) sa i takie A,, ktére bardzo sie réznig od
jednodci; wyrazy, zawierajace te wielkosci, przy catkowaniu nie
uzyskuja matych dzielnikéw, nie sq wigc one powiekszone: sg to
wyrazy zwykfte.

Podobnie, jak to zrobiliSmy dla S, mozemy napisa¢ réwnanie
na p w ten sposob, ze kazdy rodzaj wyrazéw charakterystycznych
wystepowacé bedzie oddzielnie; p zatem mie¢ bedzie posta¢ naste-

pujaca:
f =k cos [(1—¢) v—T]+4 2k, cos [(1 —o.)v — F,] +
| +2Ba cos [(1—3,) v—D]-+ b, cos [\v— B,)
gdzie, idac za Brendel'em, oznaczyliSmy :
M 1—s=VI—fh=7 _0;"2 ~ =2(o”_;)’jf(5”2_c,);
e vl AL TSP N
20, —0.2—B  2(0,—¢)—(8.2 ¢?’ 1—)\2—8°

" Harzer. Untersuchungen, p. 3.

!
cos (A,v— B,)

(6)
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Wyrazy charakterystyczne dlugookresowe i krétkookresowe
wyrazy elementarne obydwu kategoryj odgrywajq zasadniczg role
w rozwinigciach wielkosci 7”1 @, ktore wchodza w wyrazenia samej
funkcyi perturbacyjne;j.

Harzer ') przejrzyScie oznaczyl w nastgpujgcy sposéb te
wszystkie wyrazy, wypisujac dla kazdego rodzaju charakterystycz-
ny kat, ktérego sinus lub cosinus zachodzi w naszych wzorach.
Harzer rozréznia cztery postacie A, B, C, D wyrazéw, charaktery-
zujace sie nastepujacymi argumentami:

(8) | A) ow0— Au; C) 80— Cu;
| B) 1—s,)v—T%; D) (1 —8,)v— D,.

Wyrazy A) i B) sa to wyrazy elementarne; C) i D) -~ chara-
kterystyczne. Wyrazy ksztaltu A)i C) sa diugookresowe; zas B)
i D) krotkookresowe; wszelkie wyrazy, ktérych argumenty nie sg
ksztattu (8), sq wyrazami zwyklymi. Nalezy zauwazy¢, Ze najniz-
szy rzad wzgledem mimosrodow drogi ciata zakiéconego i zakloca-
jacego dla wyrazéw ksztattu (A) jest rzad drugi, za$ dla wyra-
z6w (B) juz pierwszy. Najnizszy rzad wyrazéw ksztattu (C) i (D)
wzgledem mimosrodow, zalezy od stosunku ruchéw $rednich p. pla-
nety zaktoconej i planety zaki6cajacej. Niech stosunek ten mato
sig rozni od stosunku dwodch liczb catkowitych p i ¢, wtedy ow
rzad najnizszy bedzie | p - ¢ | albo} | (p—q)—1 | |; w przypad-

ku planetoid typu Thule, dla ktérych }(; mato sig r6zni od 3/,, wy-

razy (B), (C) i (D) bedg juz pierwszego rzedu, a'wiqc bardzo znaczne.
Przy catkowaniu, ktére dato poczgtek spétczynnikom b,, mo-

ze sie zdarzyé, ze niektore z tych b, wypadng niezupeinie elemen-
tarne, t. j. takie, ktére nie sg rzedu 0 wzgledem m/, lecz wyzszego.
Te wyrazy Gyldén nazywa wyrazami podelementarnymi.
Wyrazy elementarne zawierajg w sobie perturbacye wiekowe, w kto-
rych wedtug klasycznych teoryj czas wystgpuje przed znakami
funkcyj sinus i cosinus. Gyldén przez wprowadzenie wyrazéw
elementarnych uniknat tej niedogodnosci.

Wielkos$cig stopnia n-go nazywac bedziemy wyrazenie, ktdre
zawiera jako czynniki niektére z wielkosci v, 1’ ka, k' przyczem
suma wykladnikéw przy tych czynnikach jest rowna n. Brendel

) Harzer. Untersuchungen, p. 3.
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16 J. KRABSOWSKI,

do teoryi matych planet wprowadza jeszcze okreslenie nastgpujace.
Wiadomo, ze wielkoscig rzedu n-go nazywamy wielko$¢, ktora za-
wiera jako czynnik mas¢ zakl6cajacq w potedze n-tej. Moze sig je-
dnak zdarzy¢, ze podobny wyraz oprocz masy ciata zaklocajacego
zawiera jeszcze maly dzielnik rzedu é,; ot6z Brendel’) nazywa
wyrazami rzedu istotnie n-go takie wyrazy, ktorych wartos¢ bez-
wzgledna moze by¢ poréwnywalna z n-13 potega masy m'. Np.
w réwn. (7) zwykle wyrazy (a takze ich wspélczynniki b,) sq isto-
tnie 1-go rzedu; charakterystyczne wyrazy (takze i spéiczynniki ,)
nie sg istotnie pierwszego rzedu; natomiast iloczyn b, X B, jest
formalnie drugiego rzedu, ale tylko istotnie pierwszego rzedu;
idac za Brendel’em oznacza¢ bedziemy przez litery lacinskiego
alfabetu wielkosci istotnie pierwszego rzedu, zas przez litery grec-
kiego alfabetu wszystkie te wielkosci, w ktorych wystepuja dziel-
niki rzedu é. .

3. Przejdziemy teraz do zbadania ruchu planetoidy w jej
chwilowej ptaszczyznie drogi. Gyldén zaklada, ze protometr or-
bity @ (w naszym przypadku jest to pétos orbity) jest zdefiniowany
przez takie samo réownanie, ktore daje nam zwigzek w ruchu Ke-
plerowskim pomigdzy @ i n, a wigc,

) =kVi-|—-m

i
a

wruchu Keplerowskim. Wedlug Gyldén’a a musi tez takie
samo réwnanie formalnie spetni¢, tylko w tem réwnaniu n nie od-
powiada juz ruchowi $redniemu po elipsie Keplerowskiej, jest
raczej pewna stalg catkowania, ktora Brend el nazywa stala ruchu
planetoidy, i ktéra, jak zobaczymy, pozostaje w zwigzku z wiel-
koscig n,, oznaczajacq ruch dzienny Sredni.
: dv__Va(l—n? at  r*(1+8)
72 = ’
Poniewaz réwn. r 7 R da nam R e
wiec mozemy napisac:
dt (l
(2) = )2 (l +9)
rownanie to bedziemy musxell ca}kowac‘
Wielkos¢ p Gyldén rozbija na dwie czesci (p) i R:
(3) p=0E+R

') Brendel. Theorie d. kI. PL. I, p. 21.
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w ten sposob, ze w () sg objete wszystkie wyrazy typu (B), a B
jest funkcya pierwszego rzedu i zawiera wyrazy charakterysty-
czne oraz najwigksze zwyczajne. Rownanie na (p) mozemy
napisa¢ w postaci nastepujacej:
(p)=k cos [(—s)v—T']+2k,cos [(1 —s,)v—T',]
albo
(4) (p)=k cos (v— )X, cos (v — w,)
gdzie
o=[4p; o,=w+ow?).
WprowadZmy do réwn. na (p) funkcye 7 i Il przy pomocy
zwiazkow nastepujacych:
7 cos [ =k cos w + Xk, cos o,
7 sin [I=F% sin o 4 Xk, sin w,
z tych zwigzkéw z tatwoscig znajdziemy

() (¢) =mcos (v —II),

gdzie 7 i IT sq to funkcye zawierajace wyrazy elementarne diugo-
okresowe. Gdy funkcye 7, Il, R s3 juz znane, to mozemy przy po-
mocy nastgpujgcych zwigzkéw obliczyé promien wodzacy », mia-
nowicie réwnanie str. 4 jest:

) Sl el sy
14p l14+()+R 147ncosv-+R’

gdzie v=v—II.

Z réwnania ostatniego wydzielmy znéw pewng czes¢ », ana-
logicznie do tego co$my zrobili dla p, mianowicie

N— 8(1—7)

©) (')_l-{—ncosv'
Wielkos¢ (r) w ten sposéb zdefiniowana jest to wedtug Gyldén’a
sabsolutny promien wodzgcy*.

Réwnanie (2) z poprzedniego paragrafu daje nam zwigzek
pomigdzy czasem ¢ i miejscem plauetoidy na jej drodze; to réwnanie
przeksztatca Gy1dén, postugujac si¢ analogia wzoréw dla zmien-

1 ¢ jest rzedu masy zaklécajgcej i charakteryzuje ruch apsyd.
7
O ruchu planetoid. 2
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18 J. KRASSOWSKL.

nych ruchu eliptycznego i tych nowych zmiennych, ktére on wpro-
wadzit jako charakteryzujgce ruch planetoidy. W tym celu Gyl-
dén wprowadzil nowg zmienng ¢, analogiczna do anomalii mimo-
srodowej w ruchu eliptycznym, ktéra jednakze wystepuje nie w wy-
razeniach promienia wodzgcego r, lecz absolutnego promienia (7).
Postugujac si¢ wspomniang analogia ksztaitu wzoréw dla ruchu
Keplerowskiego i zakléconego, znajdziemy

(7) (r)=a (1 — 1 cos ¢)
stad
1~-cos v

. V1—y2
) SRR 1-+7ncosv

1
141 cosv

¥ » /1 -+ a0
c) tg2_l i
Podobnie oznaczajac przez M zmienng analogiczng do ano-
malii Sredniej w ruchu eliptycznym, mie¢ bedziemy :
9) M=e¢—1 sine.

Postugujac sig¢ formalnie wzorami ruchu eliptycznego, rozwi-
niemy anomalie M w szereg'):

sinv; b) cos e= oraz

(8)

M=:¢—qsine=v- X B,sinnv, gdzie

oy dr 2 2 Bl b e A=
5 2(—1) n > 5
I Bi=ggm'i Ba= (n ) (l-|—-V1__.,]z’] (14nV1—7?).

Rézniczkujemy pierwsze réwnanie z (10), uwazajac, iz 7 jest
stalg:
¢ de—mcosede =dv-+EnBncosnvdv, czyli
(11) (1—m cose) %:]4—2" B,cosnv;
1 —7q*

L =%¢co5s ~ 14-qcosv (@)
rozniczkujmy ten zwigzek wzgledem v:
de 1 —7? Vi—n?

sine - sinv, lecz sin e=

g L/
dv (14mncosv)? 1+7ncosv

') Brendel. Th. d. kl. PL L p. 30.
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podstawiajqc tg wartos¢ otrzymamy :

5l ety e TORKE =]
"W ravT (14qcosv) T dv 1-Fqcos v

Obie strony (11) (a) pomn6zmy stronami przez otrzymane réwna-

V1

nie dla :11:7 otrzymamy:

3
o ull=—n
"~ (L -+mncos v?)
co znéw podstawiajac w rownanie (11) da nam rozwinigcie naste-
puigce:

de
(1—m cose) pre=

(12) (a—) =1+4YnB, cos nv

(1+4mncosv)? -
Réwnanie (12) jest bardzo wazne a to dlatego, ze dzigki samej defi-
nicyi Gyldén osiggnat to, iz po prawej stronie (12) niema zadne-
go wyrazu dtugookresowego, podczas gdy z lewej strony znajduje
si¢ funkcya o dlugim peryodzie.

Zwr6¢émy si¢ obecnie do zwigzku pomiedzy anomalig v i cza-
sem {: mamy réwnanie (2), p. 16; w tem réwnaniu n jest to tak
zwana stata ruchu planetoidy. Niech L oznacza diugo$é srednig,
analogicznie do definicyi w ruchu eliptycznym, bedzie ona okre-
slong w spos6b nastepujgcy:

(13) L=nt+A,
gdzie A oznacza dlugos¢ srednig w chwili gdy ¢ =0; wtedy bedzie-

my mogli zdefiniowa¢ nowa zmienng czas zredukowany (?).
»Czas zredukowany“ spelnia zwigzek nastepujacy:

(14) n(t)+A=v+EB,sinnv.

Na zasadzie znanego wzoru z trygonometryi mozemy napisac
uwzgledniajac wartos¢ v:

B,sinnv = B, sin nvcosnlIl — B, cos nvsinnll,
skad otrzymamy:

ai) _ d=
(14a) n db_l+2nB” cos nv - =
. d= d(Bycosnll) . d (B, sinn IT)
jpem— — - - n g
gdzie o \ e sin nv S o cos nv
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20 J. KRASSOWSKI,

jest to zresztq mala wielkos$é, ktérg przewaznie mozna zaniedbac
(w naszym przypadku nie mozemy tego zrobi¢). Ostatecznie wigc,
uwzgledniajac poprzednie zwigzki, otrzymamy:

. d(t) 11— | dE
(23) =UFacosvrE T av°

Niech W oznacza réznice pomiedzy katem, odpowiadajgcym
prawdziwemu czasowi nt i katem odpowiadajacym czasowi zredu-
kowanemu n(f)—mie¢ bedziemy:

(16) W=mnt—n(?),
a poniewaz
L=nt+A
zas
) A=v—n(t)+XB, sin nv,
wiec
L=mnt—n(t)+v+ LB, sinnv,
czyli

L=v+2XB,sin nv+4+ W.
Wynika z (16)
dW__ndt e d(t)
dv ~ T dv dv

ale dla n 3:) mamy wyrazenie (2), zas dla n ()wyraZeme(Ma),
co uwzgledniajac otrzymamy:
(17 ~dW Oy b Hés ]
2 —— .
=1+ cos v) (1+l+qcosv) l dv
Rozwijajac wyrazenie (17) wedtug poteg R i S, otrzymamy :
aw
5 =8—2R— 2RS+3R*+3SR*—4R*-. .-
+ (6R—28—12R*+}6RS--...)qcos v
v —31;‘R+( S— 6R+-.. )n* cos 2v 4.
-+ 6R7? cosv-{-( R— S)n cos 3v
gdzie v=v—II.
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Cata metoda Gyldén’a jest zawarta we wzorach IV, IV®s, V,
Vois i VI  Zajmiemy si¢ teraz zcatkowaniem tych réwnan i wyzna-
czeniem wyrazow charakterystych i dlugookresowych w przypad-
ku ruchu planetoidy Thule. Nim jednak do tego przystapimy,
musimy si¢ zapozna¢ z rozwinigciem funkcyi perturbacyjnej
w spétrzednych Gyldénowskich. '

II. Rozwiniecie funkeyi perturbacyjnej.

W réwnaniach otrzymanych poprzednio dla S ip wystepnja
wielkosci P i ), ktore zawierajg pochodne czgstkowe funkcyi per-
turbacyjnej Q. W funkcyi perturbacyjnej wystgpuje czgs¢

1 §

y = —2rr' cos H R,
wskutek tego nie mozemy catkowa¢ powyzszych wyrazéw bezpo-
srednio. Aby catkowanie wykona¢ jesteSmy zmuszeni rozwingc¢
‘13 na taki szereg, ktérego wyrazy mozna catkowa¢. Gyldén roz-

wija funkcye perturbacyjng na szereg trygonometryczny wediug
wielokrotnosci kata H i poteg wielkosci » i /. Gyld é n zaktada ze:

(1) § =R, 2R, cos H42R, cos 2H+ ...

W tem rozwinigciu spéiczynnik R, wyrazi si¢ przy pomocy
wzoréw nastgpujacych:

: g 4d¢ _a 1 cosmpdy
(2) By= :b/ 2%] —:;.:, .?err'cost!) 2 :' "-! I/ 1+;;s)27}_'2(:,)cos b

Oznaczajgc o = Z, i wprowadzajac nowg wielko$¢ zmienna A,

bardzo matlg, okreslong przez réwnanie:

® (=1
otrzymamy
4) (:,)2= B = Tl

i zwigzek (2) przejdzie w nastgpujacy:
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22 J. KRASSOWSKI.

_a {‘ cos ngdd
B VIR - 2k cosy

Jezeli do tego ostatniego wzoru zastosujemy znane prze-
ksztalcenie z teoryi catek eliptycznych, to w rezultacie otrzy-
mamy :

2 a

3
» sin*wd
— & i 7 RS ey
S T 7'1 e l).[ V1l —a?
0

sin?p|-a?) sin?y

W calce (5) wyrazenie pod pierwiastkiem mozna napisa¢
w spos6b nastepujacy:

: .
ey AR X
® V1 —oa?sin?g + a2l sinp
(6) 3
T sin*"pdy

0 1 —a?sin? a?hsin’ g
o cPV1+1 .

Gyldén, majac juz warto$¢ kazdego R z wyrazeniem (5)
rozwija je wedtug poteg A. W ten sposéb znajdziemy :

n
D3

2 ; sin*"odyp
7 n-1 / e e 1ES — i W N A
) x"” V1— a? sin? cp(l——)\ e e i

gdzie za Gyldén’em?!), oznaczajac przez

i

3
2 { sin*'ody
(8) — : %
(8) P T i1 —a?sin? gl
otrzymamy
1) 1 3 (5)
Tn.0 = (b 2 ﬁn, In.1 = = = ort3 Bn-H y Tm.2=—=" L ﬁn-{—?
2 8
(9)- I 1 S —1) (234-1)
— ont2a41 PN S
| wiEEaE = ot

1) Gyldén H. Undersokningar etc. II art. 38.
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Spotczynniki v, zaleza wiec tylko od «. Wprowadzmy
otrzymane wyrazenia z (7) i (9) do wzoru (5), wtedy znajdziemy:

a' n
(10) Rn = » (1 h )‘)§}7n.4)—1n.| A +’f,,,2 )\3—1".3)\3 + A ‘

Rozwinigcie (10) jest jeszcze zbiezne i w przypadku planeto-
idy Thule. Podstawiajac wz6r (10) w rown. (1) otrzymamy zadane
a
A
wiem, ze cata funkcya perturbacyjna') ma ksztalt nastepujacy:

rozwinigcie tylko czesci -, funkcyi perturbacyjnej—wiadomo bo-

al
rl

T

an a(Q):m’(g — cosH):m’[—g— (1 x)écosH]

Rozwinmy w szereg wzér (11); w tym celu uwzgledniajac

. otrzymamy ze wzoru (11) wzér nastgpujacy :

rozwiniecie dla A

(12) a(S!):m’{R(,—{—Q[Rl i ‘r‘, A=2%) “; ]cos H--2R, cosQH+...}

mdiemy ogblnie wiec napisa¢, Ze szukane przez nas rozwinigcie
funkcyi perturbacyjnej mie¢ bedzie ksztalt nastgpujacy:

(13) a(Q)=9,1-22, cos H4 22, cos 2H-...29, cos nH=

=Q,+ X2, cos n H,
gdzie

U n
(14) Qn :m’:, (1 =% )\)2 ;Tn.() —‘lln.l)"'*—‘fn?lz_.fnﬂ)‘s-'-:

10 Oznacza, ze dla wszystkich wartosci n, z wyjatkiem n=1, mie¢
bedziemy
a2
Tao="Tno, 2zaSdlan=1 To="Y10— g
OtrzymaliSmy wigc rozwinigcie funkcyi perturbarcyjnej,wipo-
staci, podanej przez Gyldén'a. Jest tojednak jeszcze postac
nie ostateczna, gdyz w rozwiniecie (13) zamiast wielkosci A musi-
my wprowadzi¢ wielkosci p, ¢/, 7%, 1'%
Zwiazki pomiedzy », »' i 7, 7' sa nast¢pujace:

pac =) Ll el
o Bt 14-p'

) Z pominigciem zaburzen samej plaszczyzny drogi.

http://rcin.org.pl



24 J. KRASBOWBKI.

a wiec
,r2a’2 1_7‘!2 1+P’2
l: —_— - e — = e ——— .
Sid l (a) ('r') 1 ( 1+p ) (1—1,'2
Podnoszac A do potegi od 1-ej do 3-ej i uwzglgdniajac wyra-
zy trzeciego rzedu wigcznie (a wiec w krérych mamy p?, p", p?1,
p"2," 7’ p, etc.) znajdziemy:
A =2p—2¢'— 3P4 dpp'—p'* 2 — 24/ 4p* — 6p%p’ +-
+2pp" — 4pn’ + 4p"n® +4pq* — 4p'n"2.
(16) 3 A\=4p"—8pp'4-4p"*— 120 28p%'— 20pp"+- 4p"*+8py* +
-+ 8pn'* — 8p'n? — 8p'q.
A3 =_8p% — 24p%' — 24pp"?— 8p’s.

skad na :—lJ (1 ——A)g otrzymamy zwigzek nastepujacy:

a' " (1 -*—P')"'H (1 __.rz),, _ '
(7 ! R )‘)‘z:(] +or __.']i2)£n+l =1—np+(n+1)p' +

¥ n(n;_ l)p’ —n(n+1)ep' + n('n ;_ 1 )p"—nnq_ (n+1)q's—

2 2 ;
_1_1("_*_1%(71,-1(-2) P3+n(n;—1) pzpr_ n§?§+1) PP’2+

s (n— 1) gm' +1) p"+-nfpnt—n(n-t-1)p"*—n(n--1)pn/*+

+n(n 4D,
Otrzymany zwigzek (17) wprowadzmy do wzoru (13), wtedy
otrzymamy ogdlnie wzdr nastgpujacy:

(18) a(Q)=2m' 2 Q(n, s, 8" p'p 14> cos nH.

W tym wzorze nalezy pamieta¢, ze dla n =0 mamy opuscic¢
czynnik 2. W ten sposéb ostatecznie otrzymaliSmy rozwinigcie
postepujace wedtug poteg 7*, 1'% p i p' dla calej funkcyi perturba-
cyjuej.

Spoétczynniki Q, wyrazajq si¢ przy pomocy zwigzku nast¢pu-
jacego:

an ! Lmasyy P* o bl
(19) mN Qe PN

n s 8y
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Te spotczynniki sg to funkcye liczbowe znanej nam wielko-
§ci «, a wigc nie trudne do obliczenia. Harzer!) obliczy! licz-
bowe spétczynniki w wyrazeniu Q,, za§ Gyldén?) podat warto-
Sci tych spétczynnikéw dla wielkich planet az do wyrazen zawiera-
jacych a” a takze i liczbowe warto$ci stalych niezaleznych od «,
ktére wchodza w wyrazenia na Q.

Q. .. W funkcyi spéiczynnikéw liczbowych v,. wyrazajq
sig w sposéb nastgpujacy?):

Qn‘(\.o —"Tn.0
9n.I.O - Nino— 211.0- N
1 ;
Q.20 = 2 (n2+*) Trot (204-3)Yn1+ 4¥ns

Quiria=—m+1) (B+42) Y10 — 2204-5) 10410 — 81;.+3.2
Qria=—N—1)N fur0— 2(2n+4-1)tn-11 —8fn-12
Quira0=— M4+ 1) tut11 — 2fnt1a

Qu_110=— (M —1)tn--110 —27n—12a

(20) {020 = 3701 + 402

PR L) o e AR T R
4304 1) ws12+ 2nis
Ruinse= SLDOHD T L o0 4 Bresas + Hresss
O u= POt G ant D)1t
48 5)as s+ H1e s
zo= " Vo b @n 4 Dtesa s et

W réwn. rézniczkowych na S i p wchodzg wyrazenia pocho-
dnych czastkowych funkcyi perturbacyjnej wzgledem r i v--a nie
bezposrednio rozwinigcie samej funkcyi — przeto obecnie, zna-
jac wyrazenia rozwinietej juz funkcyi perturbacyjnej mozemy zna-

) Harzer P. Untersuchungen pg. 22.

) Gyldén. Orbites absolues t. I.

% Brendel Th. d. kL. PL I, pg. 52; Harzer. Untersuch., pg. 29;
Kramer. Th, d. kl. Planeten, pg. 9.
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26 J. KRASSOWSKI

lezé i zwigzek pomigdzy P i () oraz funkcyami Q. ; W ten spo-
sob wielkosci P i () stang si¢ znanemi funkcyami liczbowemi 7,...
co zatem idzie a, a wiec ich obliczenie, cho¢ klopotliwe, dla danej
planetoidy'nie przedstawia zasadniczych trudnosci.

MieliSmy réwn. nastepujgce:

2Q r? Q
P==ms 3 Oraz A= A= 0"
Poniewaz
a(l—7%)
=— =

to znajdziemy:
- i Q 1—x oQ

= e ==
¢ a(l—n?) " dv  (14-p)?
W tem wyrazeniu pierwszy czynnik rozwiimy w szereg po
tegowy, potem zrézniczkujmy wzgledem »; otrzymamy wtedy

Q= —(1—20+43p2—...) 250 uur,w) P'P"™ 7 72 sin n H;I:
(bo wiemy, ze H zalezy od v) co mozemy napisac:

e}
@) Q= — 25 QP sin nH o

(dla » =0 nalezy opusci¢ czynnik 2) — gdzie przez (o, ,» OzZna-
czylismy pewng | funkcyc Q,ssvy a wiec funkcye wielkosci 7,0, kto-
rq mozna otrzyma¢ na drodze rachunkowej; postac tej funkcyi jest:

1
(22) 7”’ (t,)u g8y — -Qn 8. T 29» s—Ls'.vy' "L 5-'! na—2.8 vy

Zupetnie analogicznie znajdziemy wyrazenie
aQ 2aQ
P=rt=—01—7) =

Po wykonaniu dzialan i podstawien wskazanych, jak to
zrobilismy dla (), otrzymamy rezultat nastgpujacy:

(23) P=2'\"‘ ])n.n.x'.v.v' P’ . P", . "]2\' . 7]'27' cos n H,
gdzie przez P,,.,, oznaczyliSmy wyrazenie nastgpujace:
1
(24) m! Py sty =— (8- f" 1)9'-.5-{-1.:,.\'.-:’ _*_ lS—‘}‘ l)sz'n.x»{—l.a"v—l Sf—
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Wielkosci P sq tylko funkcyami liczbowemi wielkoSci €.,
a Wi€C Tns, pPrzez co takze te wielkosci sgq znanemi funkcyami a.

Brendel?!), Harzer? podali wartosci P i Que:

Pooo =— 10 Qnoo = Lnoo
Ppro =—28,30 Qnio = Q1o — 2800
Pn2o =—3Rs0 Quzo = 20— 2Qu1.0+2 200
Pogioi=— fnpr1a Ont1.01= Lni101
Py yo1=— Rn-_111 Qn—l.O.l: Q101
Pu_100=— La_100 Qnir00= Lut100
Poyo = —2Ra30 Ql.o‘l = Q10

(24) Pios =— Buai Qoo = Q100
Pl.n.o Ty 91.1.0 Qn+1.|.| - 9n+1.1.1 Yl 29».{.1..'.1
Pn-} == —2 9n+1 2.1 Qn—m 1— Q 111— 29»-1.0.1
Poy11a=—28n ;2 Qn+1 1.0— 9n+1.1.o N 29n+l.o.0
Prirro=—2 120 Qn-110= Ru—-1.10 — 28u_100
Pn—l.l (= —2,9:-—1.2.0 Ql.l.l — 91.1.1 == 291.0.1
Poso =— 390.3.0 Ql 10 — 91.1.0 — 2900
Piyy =— 291.2‘1
Piio = —'291.2.0

W wyrazeniach na P i () wystepuje kat H. Musimy obecnie
ten kat wyrazi¢ przy pomocy prawdziwych dtugosci v i’v' plane-
toidy i planety zaklécajacej; jak dotad tak i teraz rozpatrujemy
tylko ruch planetoidy w plaszczyznie drogi chwilowej, pozostawia-
jac do dalszej czesci niniejszych rozwazan, wyznaczenie \wyrazow
funkcyi perturbacyjnej, zaleznych od nachylenia i zmian potozenia
plaszczyzny samej drogi. W ten sposéb znajdziemy po zaniedba-
niu drugiej potegi wstawy kata nachylenia pomigdzy drogg plane-
toidy i planety zaklécajacej:

(25) ) H=v—7v

Po wprowadzemiu tej wartosSci H w wyrazenia na Pi ()
otrzymamy wzory, w ktérych wystgpowac¢ beda obecnie diugosci
prawdziwe v i9'. W réwnaniach, z ktérych mozemy otrzymac

A}

) Brendel, L cit, pg. 56. Harzer, 1 cit, pg. 30, 31.
*) Masal H. Formeln u. Tafeln etc., pg. 5.
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28 J. KRASSOWSKI.

S, p, W—zmienng niezalezng jest prawdziwa dlugos¢ v — wigc aby
moédz zcatkowaé réwn. dla P i () musimy wyrazi¢ o' przez v.
W tym celu zwréémy sie, idgc za Brendel’em, do réwnania (13)
pg. 19, z ktérego otrzymamy zwigzek pomigdzy polozeniem plane-
toidy na jej drodze i czasem. Znane wzory ruchu Keplerow-
skiego dadzq nam dla planetoidy:

(a) nt+A=v—2qsinv+3iysin2v—...4+W

i analogicznie dla planety zaklidcajqcej:

(b) Wt \N'=v'—24q' sin v'--3/, 1 sin 2v/—... W'

gdzie v=v—II, za§ v'=v'—1II.
Mnozac wyrazenie (a) przez p.:Z, otrzymamy:

(26) n't=pv—uA—2u7sin v4ipy?sin 2v4-... Wy
Z réownan (b) i (26) przez poréwnanie znajdziemy:
v'=(pv — pA —2py sin v4-3/, pq® sin 2 v ... Wp,)

—+ A"+ 27 sin v'H-.. . 4W".

WprowadZzmy oznaczenie nastepujace:

(27 B=A'—pA i G=pXEB,sin nv— XB,' sin nv'

to otrzymamy:

(28) V'=pv-+ B+ G+ pW W'
a wiec:
(29) v—V=(l—p)v—B—G—pW=w, —G.

(Mozemy opusci¢ W' jako malg wielkos¢, gdyz w tym wyra-
zie jest zawarty wplyw Saturna na ruch Jowisza, zresztg ta wiel-
kos¢ jest nam znang z teoryi Jowisza), gdzie:

(30) w,=(l —p)v— B—pW.
, Polozmy dalej

(31) V=—w,+G+Wv, )

wtedy

(32) G =—2pqsinv - 2v'sinv,'-}jpn?sin 2v-} 27'2sin 2v, -+ ...

) Brendel. Th. d. kl. PL I, pg. 63.
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Aby przedstawi¢ cos n(v —') jako funkcyaq v, rozwiiimy
przedewszystkiem, uwzgledniajac zwiazek (31), wyrazenie 1’ sin v,
w szereg wedtug poteg 1': '

(33) 7' sin v/!=—17sin [w,— G —v,j =—7 sin (w,—-v,)+
+n'G cos (W, —Vv;) —...
gdy w (32) uwzglednimy wyrazy tylko do pierwszego stopnia
wilgcznie, to otrzymamy:
G =—2py sin v —2¢/ sin (W, — ¥,)
Podstawiajgc te wartos¢ w (33) znajdziemy:
1 sin v,'=—1 sin (w,— v,) — 2p.77 sin v cos (W;—V,) —
— 2p.0"? sin (w, —v,) cos (W, —v,) =—1 sin (w, — v,) —
— ' sin (V—v, + W) +pq7' sin (W, —v—v,)
— 1 sin (2w, —2v,) ...

Analogicznie postepujac otrzymany dalej:

— $n'%sin2v' ;= ¥ 72 sin 2(w, — v+ @) in'? sin 2(w, —Vy)+-...

Podstawiajqc te wyrazenia we wzér na G, otrzymamy w re-
zultacie:

G=—2p7 sin v—27 sin (w,— v,) + §p4? sin 2v —
(34)! —2p.77" sin (w;+v—v,)+2pn7 sin (W, —v—v,)—

—37'? sin (2w, — 2vy) ...

Poniewaz ze wzoru (29) mamy

v—v'=w,—G,
wiec
: n* G?

cos n (v—v')=cos n w,+nG sin nw, — 5 COSTW, +...

Mozemy wiec, uwzgledniajac wyrazy do IIl stopnia wigcznie,
wstawi¢ wyrazenie (34) w to ostatnie rozwinigcie. Ostatecznie
otrzymujemy cos n(v— ") w postaci szeregu, w ktérym zmienng

jest tylko v. Dla sin n(v—v') analogiczny wz6r mie¢ bedziemy
z tq réznicg, ze zamiast cos wystapi sin.
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(35) ¢

gdzie:

(36)

J. KRASSOWSKI,

Bedzie wigc:
cs?: n(v—v') = (i)n” W, /c,r, : (nwl—{— v)+A2-q (nw,——v;
, €os , COS
—+ksm [(n DHw,—+v,] k7 siti [(n+1)w,—v,]
cos cos
~+ksn? Sin, PV + kg ? sin (nw,+-2v)

+ K 0? (n W, —2v) i km [(n—l)Wri-V vy

~+kq "l"l [(n+ Dw, +V+V1]+I”1o7l"l [(" —DwW—v+v]

COS OS
ST sin [(n4-1) W —v—v, |-k nw,

+hyyn'? ’-“ [(n—2)w, +-2v,] ‘H‘u [("'{"Q‘Wr‘?‘/x]

ki=np; by=—np; by=—n; ky=—n; ks=—n?p?;
frid | 9 el [ 8. 1.

i s R i SR
ky=—nmn—1)p; kg=+nn-+1)p; kiy=+nmn —1)p;
khy=—nn41)p; k,=—n? ku—_—rg— 2 n};

I::,,_{7;2 + 2 n} s

k=

Gdy juz wykonaliSmy rozwinigcie SS?;‘:' n H wedlug poteg v,

to wtedy wyrazenia (21) i (23) pg. 26 napisac¢ bedzie mozna w po-

staci

(36a)
oraz
(37)

nastepujace;:
#
P=22%Z Pussy p'p"* 1 v cos n(v —17'),
Q=28 Qs syw 00 12 4* sin 0 (0 — ).

(i oznacza, ze dla n=0 nalezy opusci¢ czynnik 2).
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W tych wzorach wydzielmy z wielkosci p cz¢s¢ elementarng
ksztattu B oraz zwyklq wraz z charakterystyczng; pomiedzy temi
réznemi cze¢sciami p mamy, na zasadzie poprzedniego, zwiazki na-
stepujace:
(38) p=mncosv-+R oraz p=(p)+ R,
gdzie, jak zawsze, (p) oznacza cze$¢ elementarng p postaci B; zas
w R sg zawarte wyrazy zwykle i charakterystyczne.

Poniewaz:

=l()+ BI=@r+sr~ . R+(3)0) . B+ B,

wiec gdy w tym wyrazeniu na p uwzglednimy tylko czes¢ charakte-
rystyczna i podstawimy w (36a), to otrzymamy rozwinigcie postaci
nastepujacej:
P=P,+ P,R+4 P,R*} P;R*+}... PR +...
(39) | gdzie %
| PL:Qz P’(m:..\')v‘l' (.(’)‘ . (P')Iy"]’h"’z." Cos ('U'— U').

Dla (), mie¢ bedziemy analogiczne wzory, tylko w tych wzo-
rach zamiast cos (v—v') wszedzie znajdowaé sie bedzie sin (v—v').
Zatem wedlug drugiego wzoru ze zwigzku (39) mie¢ bedziemy:

P (u0.0y0.0 mw)oo 2 P oo
= 9 v ’
[2 Qn0.0)00 2 Q1. 0)00 —‘J ()in.0.1)0.0 i
* L ])
S P o;o«» : P n1ap00 . S 0200
Z Q\’l"ﬂ."ll‘_ﬂ ) + Z Q('I,I.I)0.0 (P)p +Z Q(n.0.2)0.0 p +

+ P(uOU)lU , P(noomn COS ,
Z o . nv—)
sin

(1,)( 7,0 0)1.0 (J(n 1.0)0.1

P w1000 P n2uv00 « Pminoo
=92 \
[Z Q(n.l.O)o.o + 2 Qn.2.0)0.0 ®+ Q11300 )

><I£ n(v—~v)1td

Aby otrzymaé ostateczng posta¢ rozwinigcia funkcyi Pi @ —
musimy wykona¢ jeszcze jedno przeksztalcenie. Kazda funkcya
S, R, W, zawiera bowiem cze$¢ zwyklg, krotkookresowa, oraz diu-
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gookresowq, wyrazy dlugo i krotkookresowe elementarne, takiez
wyrazy charakterystyczne i wreszcie wyrazy zwykle.

W ten sposéb funkcye W mozemy napisa¢ w postaci naste-
pujacej:
(40) W=qv+4+W;+4+ W, W,

Czgs¢ v jest to czeS¢ wiekowa. W, oznacza wyrazy diugo-

okresowe, W;—wyrazy krétkookresowe, W, za§ wyrazy zwykle.
Wedtug Brendel’a oznaczmy

(41) Wi W, =K.
to wtedy
(42) W=ryv-}W,+K,

ale we wzorze (30) pg. 28 mamy
(43) nw,=n(l—p)v —nB—np.W=n(1—p)o—nB—npW,—npK,
gdzie dla ktétkosci oznaczylismy
(L 47)=p,.
Jezeli jeszcze oznaczymy
(1 —p)v—B—pWi=w,

to wtedy !)
w,=w—pK.
Wtedy dla
sin 7w,
otrzymamy wzor:
2,2 2
(44) sin nw,=sin nw —mnp K cos nw - 2 *;’K sin nw...

Jezeli teraz uwzglednimy wszystkie wartosci P,, P, Py...
i zlaczymy razem wyrazy zalezne od tego samego argumentu,
oraz uwzglednimy zwiazki (44), to otrzymamy w rezultacie rozwi-
nigcie w szereg nieskonczony wedlug poteg 7, ', R, K czastko-
wej pochodnej P funkcyi perturbacyjnej, w ktérym wystgpowac
bedg tylko argumenty v, v,, oraz w, i pewne liczbowe spétczynni-

ki (n.s.s')v.v' zalezne jedynie od ::, = a, ktore dla kazdego po-
szczegolnego przypadku zawsze bedziemy mogli obliczy¢.

) Brendel, 1 c. pg. 69.
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W rezultacie wigec otrzymamy dla P rozwiniecie!) podane

przez Brendel’a w postaci nastepujacej:

(45) P=XB, 0, cos nw-+LB™ 1 cos(nw+v)+ EB " qcos(nw

n.1.0 n. 1.0

+ EBV 7 cos(mwv,)4+EBEY o cos (nw — vy)

+ XB,207? cos nw

~+EB55 1 cos (nw-+-2v) -+ EBL,Y y2cos (nw — 2v)

'V)

+ EB ' cos(nw+-v—+ v, ) +-EBEY '’ cos (naw—+-v—v,

wl.1

+ 2B, t'cos(nw—v-v,)-+-E B, *my'cos (nw—v—v,)

+X B, oam'*cos nw
+X B n'%cos (nw—+-2vy)4-EB 2 % cos (nw—2v,)
T

+ R{ B, cosnw—+EB1 cos (nw -+ v)

+ 2B g cos (nw—v)+E B2 of cos (nw - v,)

n.0.1
+ 2B cos (nw—vy) ...}
+uK{ EnB,,, sin nw4En B v sin (nw-v)

7.1.0

+2nB! Y qsin (nw —v)+EnBUY 4 sin (nw+-v,)

n.0.1

+EnB Y o sin (mw—vy) ... }

+ R {ZB}), cosnw-}..}+pRE{Zn B, sin nwt...}

— R ¥ By, cos oy )

') Brendel, I c. pg. 70. Harzer. Untersuchungen etc., pg. 30.

*) Wskazniki przy spoélczynnikach 4 i B s3 tak dobrane, 2e u dotu
pierwszy wskaznik odpowiada czynnikowi przy w, nastepny daje nam wykla-
dnik -, trzeci za§ wykladnik v — gérne wskaZniki daja czynniki przy v oraz
wyktadnik przy R (conir. Brendel I ¢, pg. 71). Dla warto$ci n=0 niektd-

re ze spolczynnikow 4 i B sa zerami (confr. Brendel, L c., pg. 71 i 79).

O ruchu planetoid. 3
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Dla @ za$ mie¢ bedziemy analogicznie:

(46) Q=X4,.00 sin nw4-X A" 4 sin(mw-v) -2 ATV g sin(nw - v)

#%.1.0

s gDy e ;
+ 24D ot sin (naw +v,) +ZAL Y 1 sin mw —v,)

+X4,,, 7 sin nw
+ 2457 sin (mw4-2v) 42452 42 sin (nw —2v)

7.2.0 7.2.0
+ 24 o sin (nw—4-v+-v,) + L4585 g sin (nw v —v,)
N5 T L o' sin (hw— v -+-v,) }-}.A‘”_f,' n’ sin (nw — v v,)

n.1.1
=y 2 Qi ;
X4, ., 7 sin nw

B4 o sin (nw+-2v,) AT 0t sin (mw—2v,)4-...

0.2
R{Z‘AALO . n XA+1.1.0 . y 4—11.0 .
+ w00 SIN MW X AT S sin (nw-+-v) 4 41 g sin(nw —v)
+-247G5" o sin (mw—-v)) - 2AT5 o cos (mw —vy) ...}
—pK{EnA4, cos nwt+In A 1 cos (nw+-v)

+ En A7) 4 cos (nw—v)4-EndtY 4 cos (nw-v,)

nl0 7n.0.1

+ Xn AT v cos (mw—v,)+...)

n.0.1

+ B2 { 24 sinnw—+...} —pRK{ZnAl cosnw)

-p.’K’l' z %2 Anoo Sin nw } i

Wzory (45) i (46 rozwinigte do 3-go rzedu wigcznie postuza
nam do wynalezienia wyrazen analitycznych dla ruchu planetoidy
Thule (279). Wyrazenia (45) i (46) bedq wystarczajace dla nasze-
go celu, poniewaz nachylenie orbity Thule wzgledem orbity Jowi-
sza jest bardzo matle.

We wzorach (45) i (46) wystepuja spélczynniki 4 i B opa-
trzone wskaznikami; te spétczynniki sq w do§¢ prostym zwigzku
z wielko$ciami P,y i Que, ktore, jak wiemy, sg to funkcye Qo
przeto spoétczynniki 4 i B ze wskaznikami dadza sie z tatwoscia

) L c. pg. 33.
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obliczyé¢ jako funkcye liczbowe tu., czyli wielkosci 2, znanej nam
z elementéw drogi uwazanej planetoidy i Jowisza.
Zwiazki pomiedzy 4 i B oraz P i ) sa nastgpujace’):

Anoo = — 21 Quoo

Ayio=— 21Quis

ALY = — 21 Quzo

AD = — i Quiot 27 Qucol

AT = — 0§00~ 2np sl

AR = — (311G r100— 2 (14-1) Quts0n}

AT = — - D) 0ot 2 1) 0aiin
AHY = n{2Qns0+ 21p Qu.ro}
Ay =—n{2Qus0— 204 Qnso)
AR = — +1)1Qup1as — 20+ 1) Quyro
Aoy =—(n— 1)1€n-141 + 20— 1) Gnsro

Baoo = 2Py 0.0

B.l-:g.o = 2Py 10
2.0

BnAo.O = 2Pn42.u

B‘+“ = Pn.l.u 271(1- Paoo

n 1.0

B Y = Pyio—20p Puoo

n.1.0
BS-T\? = Put101—2(n+1)Puir00
BS) = Par01+2(n—1)Pu-100

B "= 2Puso+2npPuro
B,y = 2Puso—2npPoso

B:'.:,::'o = Pui111 — 2(n-+1) Puyino
B = Pu_ra1 + 2(n—1) Pu_y10.

n.0.1
') Brendel. Th, d. kl. PL. 1 kap. V sparsim.
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1II. Wyznaczenie wyrazow charakterystycznych
i elementarnych w rozwinieciach odnoszacych sie
do ruchu planetoidy Thule.

Nastr. 131 14 podalisSmy ogélny ksztatt rownan rézniczkowych

wyznaczajacych wielkosci S i p; rownanie dajace W jest analogicz-
Cﬂ .
ne do réwn. na S, mianowicie W=C, -} £ 5 Sin (Av— By).

W powyzszych réownaniach wielkosci a, b. ¢, s3 to bardzo
male stale wielkosci; A,. jak to wiemy, jest maty dzielnik. Mo-
ze sie¢ zdarzy¢, iz pomimo, ze wielkosci a, b, c¢. sa male, je-
dnak wskutek catkowania wystapig jako dzielniki A,, ktére w nie-
ktérych przypadkach moga mie¢ takie wartosci, ze dany wyraz,

w ktérym wystapig po catkowaniu czynniki i albo 1__1)‘ 4y MoOZE

si¢ stac¢ albo bardzo matym blizkim zera, albo tez bardzo duzym?).

Gdy A, jest bardzo male, blizkie zera; wtedy argument cosi-
musa jest bardzo malym katem, z czego wynika, ze okres takiego
wyrazu, zawierajacego w sobie jako dzielnik bardzo male A, jest
bardzo znacznym. — Wyrazy zalezne od takiego %, bedg wyra-
zami dlugookresowemi.

Gdy za$ i, jest blizkie 1, wtedy okres takiego wyrazu jest
niewiele rozny od okresu zmiennosci kata v, a wigc od czasu obie-
gu planetoidy. Te wyrazy nazywa¢ bedziemy wyrazami krétko-
okresowemi.

Jest rzecza oczywista, iz okresy krotkookresowych wyrazow
sg blizkie okresu obiegu planetoidy. Jak to juz poprzednio wspo-
minaliSmy w wyrazeniach odnoszacych sie do S, wskutek catko-
wania tylko wyrazy diugookresowe zostang powigkszone, podczas
gdy wyrazy o krotkim okresie nie ulegng zmianie; odwrotnie zas
dzia¢ si¢ bedzie, gdy catkowac bedziemy wyrazenia dajace namp—
tam dtugookresowe wyrazy nie zmieniq sig, natomiast krétkookre-
sowe bedq powiekszone. Brendel zauwazyt?), ze w przypadku
wspotmierno$ci bardzo blizkiej pomiedzy ruchem planetoidy i pla-
nety zaklocajgcej, wyrazy nawet drugiego rzedu bywaja jeszcze
bardzo znaczne. — Z drugiej strony zasadnicza my$l Gyldén’a

) Brendel. Om amvindningen pg. 6. Ludendorff Die Jupiter-

stérungen d. kl. Planeten von Hecuba-Typus pg. 4.
?) Brendel. Th. d. kl. PL. I Kap. VII sparsim.
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polega wiasnie na tem, ze w wyrazeniach przyblizonych, jakie
otrzymujemy na P i ¢) porzadkujemy wyrazy nie wedtug rzedu ani
stopnia, lecz jedynie wedlug rzeczywistej wartosci tych wyrazen,
ktére one osiggaja w wyrazeniach catkowych.

Dla tego tez przedewszystkiem musimy w rozwinigciach na
S, p, R, W zajac¢ sie wyznaczeniem krétko i dlugookresowych wy-
razéw dla specyalnego przypadku ruchu planetoidy Thule (279).
W wielkosciach S, p, W, R, zgodnie z Brendel'’em, oddzielmy
czgs¢ dtugookresowq, czeS¢ zwykla i cze$¢ krotkookresowq w ten
sposob, ze pod odnodng liczba dopisujemy wskazniki d, 2, k; przez
(p), zgodnie zresztq z tem co poprzednio pisaliSmy, oznaczymy
w wielkosci p wszystkie wyrazy elementarne postaci B; te wyrazy
zreszta, jak to juz zauwazyl Brendel, sg krotkookresowe ') (sq
one oznaczone przez (p)). Mie¢ wigc bedziemy:

(1) S=28a+ S+ S:; R=Ri:+ R+ R.
p=(p)+ R; w=y1v+ Wi+ K,

gdzie K= W, W,, zas$ yv oznacza wyraz wiekowy.

Przejdzmy do naszego przypadku specyalnego; stosunek ru-
chu dziennego n' Jowisza do ruchu dziennego $redniego n, plane-
toidy (279) Thule wynosi:

n' 3-3,
(2) nz_p.2—07398— 4
gdzie g, jest bardzo mata wielko$¢.
Zatem
3
) =y,

a poniewaz ogélna posta¢ argumentu, wchodzacego w nasze roz-
winigcie jest
(4) no=n(l —p)v—nB—pnWi=n(l —p,)v —nB—npWa,

to w wyrazach krétkookresowych spéiczynnik przy v w tym argu-
mencie jest blizkim 1, w dlugookresowych za$ rézni sie on mato
od zera. Jezeli wigc chcemy znalez¢ w rozwinieciach na Pi @

) Brendel, L c, pg. 19.
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wyrazy krotkookresowe i diugookresowe, to musimy tak dobrac
czynnik n, mnoznik przy v, aby argument cosinusa, wzglednie si-
nusa odpowiedniego kata byt w pierwszym przypadku blizki je-
dnosci, w drugim za$ blizkim zera. Uwazajmy zatem nasze rozwi-
nigcie (45) i (46).

Poniewaz w obu tych wzorach wskazniki odno$nych spoét-
czynnikow sg te same, za$ same spoiczynniki sg inaczej oznaczo-
ne, przeto chwilowo wystarczy nam w zupeinosci zbadac tylko
spotczynniki zawarte w rozwinieciu dla P, gdyz spétczynniki roz-
winigcia dla ¢) otrzymamy ze spétczynnikow P, zamieniajac tylko
symbol 4 na symbol B.

W rozwinigciu (45) nastepujace wyrazy I-go rzedu 0, 112
stopnia begdg dtugookresowe. W 1, 6, 13 wyrazie skladnik argu-
mentu zalezny od v jest blizki 0 dla n—=0, a wigc dlugookresowe
funkcye bedg przy B, Bgs: Bj 1'_1, B, ,z.,; dla n =4 3-cii5-ty
wyrazy sg diugookresowe. Odnosne tedy spoéiczynniki dla tych
wyrazéw beda: B;'l‘o, B;'O’.l, Podobnie 8, 12, 15 wyraz dla n—38
bedzie blizki zera; spétczynniki tych wyrazéw bedg odpowiednio
By, Bil\, Biy,. Wyrazy krétkookresowe tego samego rzedu
- co poprzednie, a wigc I-go, sg te, dla ktorych argument zalezny od
v bedzie blizki 1; te wyrazy sq nastgpujqce: drugi i czwarty wy-
raz dlan=0. Spétczynniki tych wyrazéw beda; By, i B}, ; da-
lej 3 i 5-ty ktére nam dadzg B, ,"oi B;;_,. Biorgc n=4 otrzyma.
my krétkookresowe wyrazenia dla 1, 6, 9, 10, 12 wyrazu, dla kté-
fy(:h Spd*CZynniki bedq Bi.O.O’ 34.2.0’ B4.0.2' B;..-ll.l’ B:ll.l’ 1).4_.;0’
B.},, B,,,; dla n=8 argumenty powodujace wyrazy krétkookre-
sowe wystepuja w wyrazach 3 i 5-ym, dla ktérych spotczynniki be-
da B, i B,,; wreszcie dla n—=12 takie same wyrazy wystepujg
w 8, 12, 15 wyrazie rozwinigcia, skad otrzymamy: B;fm - B;;.z“ 3
B;‘;_z . WyczerpalisSmy tedy wsréod wyrazéw I-go rzedu juz
wszystkie, ktére dla Thule (279) beda krétko i diugookresowe.

Wypiszmy te wyrazy:

Wyrazy o dlugim okresie: Wyrazy o krétkim okresie:

+1
B 00 By, M €COS V

+1
By Bjoy W cOs v,
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Bz 1* By mcos v

BT i cos (v—v,) B, 1 cos v,

B cos (v, —v) B,,, cos 4 w

By, 1 cos (4w —v) B,,, 7 cos 4 w

B‘,_"of,) 1’ cos (4w —v,) B,,,*cos 4w

B(,% 4* cos (8w—2v) B it cos (4w4-v—v,)
"B cos @w—v—v,) Bl cos (4w—v-v,)

By, 1'* cos (8w—2v,) B2 42 cos (4w — 2v)

B(,;_";’ 1'% cos (4w — 2v,)

BCY i cos (4w —v —vy)

B\ 1 cos (8w —v)

1.0

BS Y 4! cos (8w —v,)

8.0.1

B2 42 cos (12w —2v)

12.2,0

BY, i cos (120—v —v,)

B0y 1* cos (12w — 2v;)
Analogiczne wyrazenia znalezlibySmy dla spélczynnikow 4.
Zajmijmy sig teraz wyszukaniem wyrazéw o diugim i o krétkim
okresach wérod wyrazow drugiego rzgdu. W tym celu, jak to juz
zrobiliSmy poprzednio, wielko$¢ R rozbijmy na dwie czgsci, dhu-
gookresowa R, i krétkookresowq Ry, tak ze R—= R;+ R;.

Ale R jest to szereg trygonometryczny, musimy wiec rozwi-
ngc¢ oddzielnie cze$¢ wyrazéw drugiego rzedu, zalezng od diugo-
okresowych argumentéw wchodzacych w R, t. j. zawartych w R,
i cze$¢ w ktorej wystepuje Ri. Posta¢ tedy tego rozwinigcia,
w ktorym zawarte bedq wyrazy drugiego rzedu, bgdzie nastepujaca:

1 |

R, = (Ry+Ry) | By, cos nw-+ Bi'\o g cos (nw-{-v)+-...|
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Wyrazenie w nawiasie }...{ oczywista zawiera wyrazy o krét-
kim i dlugim okresie, a takze wyrazy zwykle. Jak to powiedzie-
lisSmy wielkoS¢ R jest to szereg trygonometryczny, w ktérym wy-
stgpowa¢ bgdq argumenty katow, analogiczne do tych, ktére sg
w wyrazeniu w| |. Przez wykonanie mnozenia wskazanego
powstang nowe argumenty, bedgce sumami lub réznicami po-
szczeg6lnych pierwotnych argumentéw. Buchholz podat
praktyczne wskazéwki, kiedy w wyniku ostatecznym, przy mno-
zeniu dwoch funkceyi réznych (krétko lub dtugookresowych) otrzy-
mamy wyrazy o dtugim lub krétkim okresie lub wreszcie wyrazy
zwykte. Oznaczymy wedlug Buchholz'a przez y i ¢ funkcye
diugo lub krétkookresowe, wystgpujace w wyrazach szeregu, ktére
mnozymy przez siebie i niech rezultat otrzymany bedzie W, wtedy
mie¢ bedziemy:

A 8a=Wa; fa &=V no. G=YotV,; ya. 8=V,
l Lk - ez=q‘.k'+'qrz; o e.=\vd+ qu-*-W,-

Zastosujmy te wzory Buchholz'a do naszego przypadku
i wyszukajmy wyrazy drugiego rzedu w rozwinigciach (45).

Przedewszystkiem rozwazajmy t¢ czg¢sc iloczynu R, , w kt6-
rym wchodzi jako czynnik wielko$¢ R;. W tej czesci wynajdziemy
nastepujgce wyrazy Il rzgdu:

(2)

Diugookresowe Krétkookresowe
Bioo B0, cos 4 w
B3 1 cos (4w —v) BH meosv
Bjoy " ' cos (4w —v)) B! qcosv

3) B, mcos v

—1.1.
B :° ' cos v,

B! 7 cos (8w - v)

8.1.0

By 1 cos (Bw—v,)

Dalej w iloczynie R, musimy uwzgledni¢ takze wyrazy kry-
tyczne powstale wskutek mnozenia przez R,. Wyrazy diugo
i krotkookresowe beda przedewszystkiem wszystkie te, ktore juz
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wyznaczyliSmy dla poprzedniej czesci (w ktérej jako czynnik wy-
stepowato R;); oprdcz tych wyrazéw wystapia jeszcze wyrazy po-
chodne od wyrazéw zwyktych, szeregu | | dla ktérych argument
jest rowny 2v. Te wyrazy musimy uwzgledni¢, gdyz po pomno-
zeniu przez R; one dadza nam nowe, wsrod ktérych bedg wy-
razy o krotkim okresie. Oprdcz wiec’ powyzej juz wypisanych
wyrazéw (3) w tej drugiej czgsci rozwinigcia dla R,, wystgpig je-
szcze wyrazy zalezne od nastgpujacych zwyczajnych wyrazow, mia-
nowicie:

1.0
B, cos 8w

B3 q cos (4w V)
B o cos (dw+v,)
B2 1 cos (12w~ v)

B’ cos (12w~ v')

Wyrazy drugiego rzedu jeszcze powstang z iloczynu

RK}En ByooSinnw+...4.

Roztézmy znéw K na czesci skltadowe K — K;-}-K;; na za-
sadzie poprzedniego wiemy, ze K;=0, a wigc pozostanie rozpa-
trze¢ tylko czesé

p K} EnBuoo sin w-t-... |.

W wyrazeniu w | | nastepujace wyrazy beda te, ktdre na-

lezy uwzglednic:

Wyrazy diugookresowe: Wyrazy o krotkim okresie:
 4pB{) 4 sin (4w—-v) 4u B, , sin 4w
4!‘-3:.01.1 7 sin (4w —v,) 8 Bg].:,’ 7 sin (Bw—v)

8u BN ! sin (8w —vy)
Wyrazy zwykle:
4 8u B, sin 8w

4p. B 7 sin (4w +-v)
4p B 7 sin (4w 4 v,)
12B;Y 4 sin (12w—v)

12.1.0

12BY o sin (12w—v)

12.01

3*
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W ten spos6b wyczerpaliSmy juz wszystkie wyrazy w rozwi-
nigciu funkeyi P az do drugiego rzedu wiacznie. Wyrazy trzeciego
rzedu zwykle sg juz tak male, ze mozna ich nie uwzgledniaé — je-
dnak w przypadku ruchu niektorych planet krytycznych bliskich
Jowisza bedziemy musieli uwzgledni¢ jeszcze wyzsze wyrazy
(trzeciego rzgdu) w tych rozwinigciach, a to dla tego, Zze one nie
bedg o wiele mniejsze od wyrazow nizszych rzedow, ktore uwzgle-
dniamy. Z posrod wyrazow trzeciego rzedu nalezy uwzglednié
oczywista tylko te, ktére sq zerowego stopnia.

% l B4, cos 4w; 4 By, sin 4w; 8 B,,,cos 4w
l Bjy,.cos 12w;  12B), sin 12w;  62B,, cos 12w

te wyrazy przemnozone przez R i K dadza nam wyrazy o dlugim
i o krétkim okresie.

W rezultacie bedziemy mogli ostatecznie napisa¢ nast¢pujace
rozwiniecie dla P. W tym rozwinigciu zostaly uwzglgdnione
wszystkie wyrazy szczegdlne az do lll-go rzedu, zachodzace
w przypadku ruchu matej planety typu Thule — t. j. takiej, ktorej
ruch dzienny $redni jest bliski % ruchu $redniego dziennego Jo-
wisza.

P =Byoo + Bioocos 4w + BS:) ncos v+ Bt 1 cos v, +

0.1.0

+B." 4 cos (4w —v)+ B, 4’ cos (4dw—v,)+

4.1.0
+ B 7 cos (8w —v) + B, of cos (w — v,)+
+Byyo 1 + Byg, W' + Biy mi' €08 (v—vy)+B,,, 7 cos 4w +
+B

4.02

+ B2 472 cos (4w—2v,)+BS," 1 cos (Bw—v) +

72 cos 4w+ B, 1 cos (4w—2v)+

+B§_” 7' cos (Bw — v,)+ BY 1 cos (4w+v—v,)+

0. 4.1.1

+BGY i cos (4w — v+v,) + B i cos (4w—v —v,) +

+BS? qf cos (8w—v —vy) + B 7’ cos (12w—v—v,) +

1.0
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+ B, 12 cos (8w — 2v)+ BS 5 1 cos (8w —2vy) +

8.0.2

+ B2 1/ cos (12— 2v,) + BG2 42 cos (1210 — 2v) +

12.2.0
+{ Biy, cos 8w+ B} 1 cos (4w + v) + B4 cos (4w + v;) +
+B,45 1 cos (12w —v) + BLo\' 7' cos (12w0—vy) } Rit

12.0.1

+{ B2, + Big cos 4w+ BtH® qcog v+BH o cos v+

110 1.0.1

+ B 1 cos v+ By of cos v+ By ') *n cos (8w—v)+

0.0.1
+Byy i1 cos (Bw—v,) } (Rat+ R+

+{4B,,, sin 4w + 8B, sin 8w + 4B} 4 sin (dw—v) +

41.0

+ 4B o sin (4w — vp)+4BH) 4 sin (4w + v) +

11.0

+ 4B f sin (4w + v,) +8 BSY 1 sin (8w —v)+

8.1.0

+8B5Y f sin (8w — vy)+12 B 4 sin (12w — v) +

12.1.0

+12BG0 f sin (12w —v) } p (K4 Ki+)

12.C.1

+{ B}, cos 4w+By,, cos 12w }R2 + {4B,], sin 4w +
4+12B,, sin 12w} wK, B, — { 8B,,, cos 4w+

+62B,,,. cos 12w } p’K} .

Analogiczne wyrazenie otrzymamy dla wielkosci @, tylko od-
powiednio zamieniajgc spéiczynnik liczbowy B ze wskaznikami na
odpowiadajacy spéiczynnik A.

Otrzymamy tedy:

Q=A,,, sin 44450 4 sin v+ 45" 1 sin (4w—v)+
AL D gsin (Bw—v) - AL, sin (dw—v,)+45) 1 sin (Bw—v,)-|-
+-ASD yyt sin (v —v)) 44, ,, 12 sin 4040 72 sin (4w — 2v)+
LAGD 4 sin (8w — 2v) 44D 92 sin (120 —2v) -+

AT i sin dwA-v — v) 4457 1’ sin (4w —v—v))+
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+4) ' sin Bw—v—v,) +AGD ny' sin (120 —v — v,) +
+ATY g sin (4w —v-v,)+ A5 42 sin (4w —2vy) +
+A5Y 7' sin (8w—2v,)+A452, 7 sin (12w — 2v,) +

+ { Agg, sin 8uw+-AF10" 1 sin (dw-v)4-A % 1 sin 120—v)+
+ 45 v sin (4w + v‘)+Al;f\;f;° 7' sin (12w —v,) } Bt

+ A 4y, sin 4w+A4, " g sin (dw—v)+ A7 1 sin Bw—v)+-

8.1.0
4+|-1~° 1 o —-1.10 _, ..
T Aoy W sin vy - A5, 1 sin (4w —vy)+

+ A5 o sin Bw—vy) } (Rs + Ry — { 44,,, cos 4w +

4.0.0

+84,,, cos 8w+ 4 45+ 1 cos (4w-4-v)+44 ' cos (dw+v,)+

4.0.1
+44) 7 cos (4w —v) + 845" 7 cos (8w —v)+
+ 124571 cos (12w —v) -4 4,2 7' cos (410 —v,)+
4845, 1 cos (Bw—v,) 1245 o cos (12w0—v,) ¥ p (Kit-K.)-+

12 0.1

+ {45, sin 4w+ 437, sin 12w ) B,2— {44%° . cos 4w+

4.0.0

+ 12455, cos 12w }p R, K, —{ 84,,, sin 4w+

+ 624,,,sin 12w} p?K,24-{ 4, cos 8w--4*" 4 cos (4w-}-v) -

8.0.0 4.1.0

5 ‘4‘1;..'1?0 1 cos (12w —v) + 4‘;‘(',‘: 7 cos (4w-+v,) |

+ ALL 7 cos (120 —vy) }.

Abysmy jednak mogli ostatecznie obliczy¢ wielkosci P i ()
musimy mie¢ mozno$¢ obliczenia

*) Sa, Sy, Ba, By, K. *

Wielkosci te sg to znow szeregi trygonometryczne, w ktérych
wystepowac beda wyrazy o ktétkich lub dtugich okresach. Musimy
wigc obecnie, majac rozwiniecie dla P i ), wynalez¢ jeszcze wartosci
dla wielkosci (*), ktdére podstawimy w nasze wzory. Przedewszy-
stkiem nalezy zauwazy¢, ze we wszystkich wielkosciach (¥) wystg-
powaé¢ bedgq wyrazy krétko i dlugookresowe, zalezne od tych sa-
mych argumentéw, ktére juz wystepowaly w rozwinigciach dla P

http://rcin.org.pl



O RUCHU PLANETOID. 45

i (). Mie¢ wigc bedziemy w rozwinigciach dla S, R, K wyrazenia

nastgpujace:
Dtugookresowe. Krétkookresowe.
Wyraz staly
( 7 1 COSV
72 7 cos vy
1 cos (V—v,) cos 4w

9)

n cos (4w —v)

1 cos (4w —v,)
7 cos (8w— 2v)
1'? cos (8w—2v,)
n cos (8w —v—v,)

1 cos (8w —v)
7' cos (8w — vy)
1? cos 4w
1 cos (4 w-+v—v,)
' cos (4 w—v-+-v,)
n'? cos 4w

7% cos (4w—2v)
1'% cos (4w—2v,)
' cos (4w—v—v,)
15 €OS (12w—2v)
7'? cos (12w—2v,)

7 cos (12w—v—v,)

W tych wyrazeniach (9) sq zawarte wszystkie kategorye argu-
mentéw Gyldén’owskich, o ktérych wspominaliSmy na str. 15
wz6r (8) mianowicie argumenty typu 4, B, Ci D.

Z tego, cosmy teraz powiedzieli widzimy, ze do typu 4 na-
leze¢ bedq 4 pierwsze wyrazy dtugookresowe, bedq one elementar-
ne, gdyz te wyrazy sq drugiego stopnia wzgledem n — wszystkie
za$ pozostate diugookresowe wyrazy naleze¢ beda do wyrazen
charakterystycznych ksztattu €. Podobnie, do wyrazéw elemen-
tarnych krétkookresowych naleze¢ bgda dwa pierwsze wyrazy
o kréotkim okresie, reszta zas naleze¢ bedzie do wyrazoéw ksztal-
tu D

Aby moc lepiej zbada¢ istote wyrazéw (9) postarajmy sig
wyrazi¢ wszystkie argumenty w postaci tej, jaka Harzer otrzy-
mat dla kazdego typu charakterystycznego i ktéry wypisalisSmy juz
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na str. 15 (8). W tym celu przypomnijmy sobie, ze mielismy
zwigzki nastgpujqce:

3—3,
S
skad:
4(1-—p)=148; 4w=(148)r—4B— 4pW*,
oraz
vwto—ILY) vy=v-II,
czyli

v=v(l—¢—I; v,=v(l—sg) —Il,

(gdzie IT,, stata, za$ Il,, znamy z teoryi Jowisza, s ruch apsyd).
WprowadZzmy te wielkosci do wzoréw (9) wtedy otrzymamy :
Const.
.q')
(A 72 (B)
' cos [¢v— (g —1IIy))

n cos [ 8,v— 4B — 4p W, + 1]
% cos [ 8,v —4B—4pW,y4-I1;]
(C)] 7 cos [28,p —8B - 8uW,-2II]
1'? cos 28,0 — 8B — 8pW,--2I1]
m’ cos [28,v — 8B —8u W, IT411,]

cos [(14 3,)v—4B— 4pW,|
(10)4 7 cos [(1428,)v—8 B— 8uW,-TI]
1 cos [(1-428,)v — 8 B— 8pWa—11,]
12 cos [(1-4 3,)v—4 B—4pWy
m’ cos [(14 3,)v—4B-—4pW,;—I1-1II,]
' cos [(14 3,)v —4 B— 4p W, +I1—I1]
1'% cos [(1+ 3,)v—4B—4pW,
12 cos [(1+ 3,)v +4 B-+-4pW,;—2I]]

1'% cos [(1 — 8,)v-+4B+4pW;—2I1]
' cos [(1 — 8,)v—+44B44uW,—I1—II;]
72 cos [(1 433, v—12 B— 12pW,+ 2II]
7% cos [(14-38,)v—12B—12p W, 211, |
! cos [(1 4 33,) v — 12B— 120 W HIT-4+11, ]

7 cos [(1 —p)v—1l]
7' cos [(1 —p,) v—11,]

(D

~

) Brendel. 1 c., pg. 20.
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W powyzszem zestawieniu wyrazéw tylko 5 nie zawiera
wielkosci 8,, jak wiemy, zwigzanej z ruchem pewnej okreslonej
planetoidy; te wyrazy odnosi¢ si¢ wiec bedq do ruchu dowolnej
planety?!), podczas, gdy reszta wyrazéw wypisanych w (10) musi
by¢ obliczona oddzielnie w kazdym przypadku szczegdlnym, dla-
tego tez Gyldén nazwal te wyrazy wyrazami charakterystyczne-
mi, jako zawierajgce w sobie cechy ruchu pewnej badanej plane-
toidy. Zwr6¢émy sig¢ do zestawienia tych szczegélnych postaci
wyrazow podanych na str. 15, wtedy z fatwosciag w (10) bedziemy
mogli wydzieli¢ wyrazy, odnoszace si¢ do kazdego rodzaju, co juz
zresztg uczyniliSmy, wydzielajac klamrami kazdg grupg argu-
mentow.

W wyrazeniach ksztattu (C) i (D) wystepuje Wy, ktére jest
bardzo mato zmienne z czasem, gdyz jest to dlugookresowa czgs¢
wielkosci W —redukeyi czasu. Obecnos$¢ tej wielkosci utrudnia
znacznie catkowanie naszych réwnan rézniczkowych. W wyraze-
niach ksztattu 4 wskutek catkowania wystapi maty dzielnik ¢ kto-
ry jest rzedu masy zakiocajgcej. W wyrazeniach ksztattu Di C
przez catkowanie w mianownikach wystapi wielkos¢ 8, ktéra, acz-
kolwiek mata, nie jest jednak rzedu masy zakldcajacej, lecz zawie-
ra mase z wyktadnikiem mniejszym od jednosci: wyrazy wigc te-
go ksztaltu staja si¢ zerem wraz z masa. Zgodnie z tym, co juz
poprzednio mowili§my, musimy zauwazy¢, ze gdy calkujemy row-
nanie dajgce S, to przez catkowanie wyrazy ksztattu A4 i C powig-
kszaja sig, podczas gdy przez catkowanie réwnania dajgcego p —
sq zwigkszone tylko wyrazy typu B i D. Wskutek tej uwagi skon-

statujemy, ze S, bedzie rzedu m/, zas S; rzedu 7: ; Ra, By, W, 53

!’
rzedu 78" , Wi i K; sg tegoz samego rzedu. Na tej samej zasa-

dzie mozna z tatwoscig stwierdzi¢, ze zwykle wyrazy w S, R, K s3
rzedu masy zakldécajacej ?).

Po tych uwagach, bedziemy mogli napisa¢ nastgpujace wy-
razenia *) dla S (w S wyrazenia ksztattu (A) bedaq conajmniej dru-
giego stopnia).

) Brendel. L c., pg. 106.

%) Kramer J. Theorie der kl. Planeten von Hecuba-Typus, pg. 22.

Y Ludendorff. Jupiterstorungen etc. kap. I u. II sparsim.;
Kramer J,, L ¢, pg. 43.
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(11)4

J. KRASSOWSKI.
S=8i+8Si=a,+ a, cos 4w +a,n cos v

+2, 4 cos (4w—v) 4a, 1 cos (8w—v)

~+ ag1’ cos v,
—+ay 1’ cos (4w —v,)+a, 1 cos (8w —v,)
+a;q* cos 4w -} a,m? cos (4w — 2v)
+a,, 1* cos (Bw—2v)+a,; 7* cos (12w—2v)
—+ @y’ cos (dw-+v—v,) +a,, ' cos(4w—v-—v,)
oy 4’ cos (Bw—v—vy)ta,; 7' cos (12w —v v,)
“+agny' cos (dw—v—+-v,) + a,41"* cos (4w - 2v,)
+ a6 12 cos (8w—2v,)4-a,, 1/? cos (12w 2v,)

+-a,n' cos 4w +
=55 )

w tem rozwinieciu jest:

Se=a,~+2,q cos (4w —v )4 o, cos (8w — 2v)

a4’ cos (4w —vy) 4+ oy, 11’ cos (8w —v —v,)
—~+ay61'? cos (8w — 2v,)

za$ S, oznacza wszystkie wyrazy w S ksztattu A.

Analogicznie mie¢ bedziemy rozwinigcie (2) dla R, zwazy-

wszy, ze wyrazy ksztattu (B) sg juz zawarte w (p):

(12)4

R=10b,+8, cos 4w + B,n cos (4w-—-v)+f,1 cos (Bw—v)+

+ By’ cos (4w — v, )+B, 1’ cos (Buw—v,) +
~+ B, cos 4w - B,,n*cos(4w —2v)4-B,,72 cos(8w - 2v) 4
~+ 8,21 cos (12w—2v)

~+ By cos (4w v —v,)+ By cos (4w—v—v,)+
+Bys 1’ cos Bw—v—v, )48, 1’ cos (12w0—v-—v,)

4B 7' cOS (4w —V—+v,) 4By 7'? cos (4w —2v,)+
+By¢1'? cos (8w —2v,) B, 1'? cos (12w — 2v,)

—+ B0 1'? cos 4w + R,

gdzie R, oznacza cze$¢ R, w ktdrej sq ugrupowane wyrazy ksztat-
tu (4).

1 Kramer J. L. ¢, pg. 28.
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Wyrazy diugookresowe w R czyli R, s3:

Ri=b,-}-Byn cos (4w—v )+, > cos (8w —2v)
+Bs ' cos (4w — v;) +-fy5 41 cos (8w —v—v,)
+Bi6'? cos (8w —2v,).

Jak to juz poprzednio zaznaczyliSmy, po zcatkowaniu w tych
wyrazach nie bgdzie wystepowac maly dzielnik .

Poniewaz K;=0, przeto wielko§¢ K= Ki+K.. Niektére wy-
razy zwyczajne bedziemy musieli uwzgledni¢, gdyz one w naszym
rozwinigciu bedg juz nawet pierwszego rzedu. Mie¢ wige bg-
dziemy :

K=+, sin 4w + ¥, 71 sin (Bw—v) 1.7 sin (4w - v)
—+vs 7' sin (Bw—v,)
~+1; 12 sin 4w ~+1,, 2 sin (4w —2v)

+%; 72 sin (12w —2v)
s 71’ sin (4w+4-v—vy) 41,79’ sin (4w —v —v,)
(13)* +T|g"]7], sin (1210 = V—Vl)

1o ' sin (4w—v-+v,) 1,5 4'*sin (4w —2v,)
4110 4 sin (12w — 2v,)

4110 1'? sin 4w 190 7% sin (4w + 2v)
+ 151 72 sin 8w
415217 sin Bw-}v—v,)

gdzie jak widac:
K, =11 sin (4w —v)
~+ Tao1? Sin (4w -+ 2v) 7,7 sin 8w 41, 71 sin Bw v — vy).
dw . (dw
4o Detsie gl
Dla tej samej wielkosci mie¢ bedziemy rozwiniecie naste-

pujgce:
I(Z_'Z) = 1,1 cos (4w — v) 41,4 cos (8w — 2v)
d

Wreszcie czg¢$¢ o diugim okresie wyrazenia

(14) + ." 7[2 cos (4w—vl)+-{15 ’[f" cos (8w—V~—Vl)
r d
l ~+ Y167 cos (8w—2v,) + (dif))‘.

O ruchu planetoid.
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dv
Nalezy zauwazy¢, ze spétczynniki a sg rzedu masy zakioca-

gdzie znéw przez (dy )A oznaczymy wyrazy ksztattu (A4).

jacej, zas spotczynniki « i sg rzedu "; (masa zakitocajgca po-

dzielona przez maly dzielnik).

Z wyrazeni (12) (13) (14) odrazu widzimy, ktére rodzaje wy-
razéw zachodza w kazdej z uwazanych wielkosci. Napisane szere-
gi musimy wstawi¢ w wyrazenia wyzej otrzymane dla P i ¢ i wy-
kona¢ mnozenie, grupujac razem wyrazy zalezne od jednego argu-
mentu. Przy mnozeniu musimy uwaza¢ aby w rezultacie, zgodnie
z zasadniczqg mysla Gyldén'a uwzglednia¢ tylko wyrazy o dtu-
gim lub krotkim okresie, zas opuszcza¢ wszystkie zwykle wyrazy,
ktore pozniej w otrzymanym rozwinigciu na P i () sprowadzimy,
przez dodanie sumarycznego symbolu. Jednakze, poniewaz w ilo-
czynie zawierajagcym K, wystapia, jako rezultat mnozenia wyrazow
zwyktych w K przez wyrazy krotkookresowe w nawiasie, nietylko
wyrazy zwykle, ktére zwykle pomijamy, lecz takze wyrazy krétko-
okresowe, wigc musieliSmy takze te wyrazy zwykle uwzglednic¢
w rozwinieciu K.

Wykonajmy wigc wskazane podstawienie i mnozenie, korzy-
stajac z elementarnych zwigzkow goniometrycznych dwuch katow
P T

sin A . sin p— — ; cos ()\—}—p.)-{——; cos (A—p)

(a) sin A . cos p = ; sin (A )+ ; sin (A —p)

COS A . COS p. = é cos (l—{—p.)-«]—; cos (h—p).

Otrzymujemy wzor nastepujacy:
P= Byoo+ Bsoo cos 4w+ B}

010

1 Cos V+ B, 1 cos (4w—v)+
+ B\ cos (8w —v) + B ' cos v, + B, 1 cos (4w —v,) -}
s BB—.Ol.I 1 cos (w—v,)+ By, 1‘2+B0.0'21]"+B(;:"1 7' cos (Vv—v,) -+

+B, o, cos 4w-B, 11’ cos (4w v —vy)+
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+ B2, 12 cos (4w—2v) + B2, 12 cos (8w—2v) +

+ B4, cos (12w0—2v) + B}, 1 cos (4w—. v+ v+

+ By, i cos (4w—v—v;) + By, my cos (Bw—v—v;)+
+ By, ' cos (12w—v—v,) + By, 1 cos 4w

+ By, 1* cos (4w—2v,)+B;,, 1'? cos (8w — 2v,) +

+ Bh, 12 cos (120—2v,) +

+{ B, cos 8w - By cos (4wtv)+ B neos(12w- v)+

12,10
+ Bl 1 cos (4w+-v,) + B’ 1 cos (12w — vy) §

{ B, cos 4w+}B, 1 cos (8w—v)+ B, 1 cos 4w}B,, 7* cos (4w—2v)+
—+ By ? cos (12w0—2v)+-53, 1 cos (8w—v,)+Bs 71’ cos (dw-+-v-—v,)
+ Bramf cos (4w — v — v;) + Bygy cos (12w — v — vy) +
4 Bo’ cos (4w — v + v,) + By 7" cos (4w — 2v,) +

+ B1o7'2 cos (120 — 2v,) + Byo7'? cos 4w §

+{ Bygo + Bygo c0s 4w + Biiy" 7 cos v+

+ B 1 cos (4w—v)+ B 7 cos (8w—v) +

+ B0 4 cos vi4-B ot o cos (4w—v)+B;, 1 cos (Bw—v,)}

{ by + & cos 4w + 8,7 cos (4w—v) + B, 7 cos (8w—v) +

+ 857 cos (4w —v,) + B;1' cos (8w — vy) + B2 cos 4w -

+ By17? cos (4w—2v)+-B,,1? cos (8w—2v) 4By, 1? cos (12w0—2v)+
+ By €0S (4w v —v,) + By, 1y’ cOS (w0 —v —v,) +

~+ B cos (8w —v—v,) + Bz’ cos (12w—v—v;) +

+ Boy cos (4w — v+4v,) + Bs7'* cos (Bw — 2v,) +

+ Bye'® cOs (Bw— 2v;) 4 Bya i’ €OS (12w— 2vy)+ Byo 7% COS 4w §

+p {4B,,, sin 4w + 8B, sin 8w + 4 Biio 7 sin (4w4v)+

http://rcin.org.pl



52 J. KRASBOWSKI.

+4BJ,, 1 sin (4w + v,) + 4B} 7 sin (4w—v)+
48B! 7 sin 8w—v) + 1283, 1 sin (1200—v) +
+4B,,, 1 sin (4w —v,)+8B, 7' sin (Bw—v,) +
+12B3),
} 7, sin 4w, 7 sin (8w —v) + 1,7 sin (4w—+v) + 71, -+
+ 157’ sin (8w —v,) + 7,7 sin 4w + ¥, 7? sin (4w —2v) |-
+ 4177? sin (12w — 2v) 4 %97’ sin (4w +v—v,) +

7' sin (12w —v,) }

“+ 12’ sin (dw—v —vy) + Ty sin (120 —v +v,) -+
+ 11y sin (4w —v—+v,) + 1,312 sin (4w —2v,) |-
Y197 sin (120—2v,) + 1407/ sin 4w -+
1507 Sin (4w —+-2v) + 15, 7® sin 8w - 1y, 7/ sin (8w v —v,) |
+ 185, cos 4w+ By,
+ [{4B}5, sin 4w+ 12 By, sin 12w |
{4817, sin 8w | — wu {8B,00 cos 4w-1-62Bygop cos 12w |

cos 12w} 36,14 B,? cos 8w!

19,2 — 41,2 cos 8wi]p.
Z powyzszego wyrazenia otrzymujemy ostatecznie:
(15) P=p,+ p; cos 4w+ p,m cos v +p,n cos (4w—v )}
4 pem cos (8w — v) - Paen?® cos (12w—2v)

~+ps1 €os vy +p; 1’ cos (4w—V,)+p; ' cos (Bw —vy) +
+Pay i’ cos (12w — v —v,)

+»; 7 4+, 7* cos (4w—2v)+
+p4: 4 cos (8w-—2v)-|-p,, 1'? cos (12w—2v,)
+p, 7t cos 4w 415 M COS (410—V—v,) +

+2ys ' €08 (Bw—V—V,) 4Py 7 €OS (V— V)

+2y0 1 cOs (dw+v—v,) +p,; 1'? cos (dw—2v,)+
+py 7 cos (8w 2v,)
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+pu ' cos (4w—v+-v,)
“+py, 1'? cos 4w
+2sM? +6,
Przez G, oznaczyliSmy sume wyrazow zwyktych.

Dla krétkosci oznaczylismy :
Pe=B,0,+$ Bio, B + 20 B, o1+ § Bygo b1
Py=B, o, + B+ Bify 1By 11+
+14 B4 Bt BiaoolB?
+u By, +3Bjoolf 1 +02{— 2B, + ¥ By, !
P=B o +4B5ooBa+4 BLo" B +4 B0, b+ B0 B+
+20 B0t + 40 Byopta + 20 B0 + 20 B0 1
P=Bly, +4BiooBs +4 B/ 8, + 4 Bjoobs+ } Broy b+
+4p Byt + 20 Bl 1+ 20 By,
P=Bpy + Bgoo B4 Blo, B+ 4 Blo* 81+ 4 By Uy
+2p B, 1 + 4p Byoote + 4%’-321271
s=B{o1+Byo Bs+1 Biog Bs+4 Bloo B+ 14 Bor” B+ 14 By’ B
+2p B,y 1y + 40 Byoy
p.=B;,‘_n+B;‘.'};° Byt Byoo Bat4 Byoo B2+ 4 By *Bi+-60Bpy o 1
—2u B, 1)
Bé;‘,’ﬂB,;.‘df.cl By B4 B0 By + 18,518
+6p B\ — 28 B,
Byoo+ 4 Bioo b4 B, B+ 1 Byis” B 4 20 Byoo Ty
+4p Bt + 2B, 1 + 40 By o1
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Pe=Byas + § Bloobi+4 B b Braobi+4 B b +
+ BB 4By Bat 20 Bygy Ta 40 Byoor
+6pB 1 + 20 By 0T
210=B 34 ByooBe+14Bryoy Bit-Byoo s+ Byyp fs +
+ $ B0 Bs + 4By’ By + 20 Bggtas + 41 Byyglet
+6p By, T + 28 Byt
Pu=B+ 4 Byoo b4 By t+-Boooba+ 4 Buoy b 1 4 By i
+ 4 By Byt 40Bygets + 60 By T 4 28 Bio, T
Pu=B, gy + By Biotd By B+ 4By B +4 Brai Bt
+ 4 Bgon Bst+BiooBrot 41 Bygo Tro+ 6 pBrgy s+
+2P‘B4—,ol_1 s
P =By, + § B Biot-4 8oy By + 4B Bs 2B, 0Nt
+4p B %5
Pu=By5t} ByooBu+ 5 By bt Broo B4 Biogbut-Baya e
+4n B, 1+ 40 By, Taot+ 20 Byt + 41 Boyo T
Pu=B 4 Byoobit 4B b+ A B B+ By bt
+ 1By o Bis 3 Ba "By + 4 Byoy *BrH4pBagytis +
+ 4p B 1 2B, B0+ v Boy 16
Pr=B55 41 By, buot 48701 Bt Bygobust4 Bioobss +
+4 B B4 Byg 1o+ 20 By s
P=Bi;, + By but} Bioobut 4 Bioo bt Biya B+
+§B4_1’ol 3 B — 20 By ooty + 20 B, 0 N1 161 Bxé.ln.o'fs
=By, + Byg,Bust § Bloobt § Bioobist 4 By s +-
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+ 4B 8+ 4 Bro B + 8 By Bart-20 B, o011+
+2uB,, 116 + 60 BLL  Ts

Pio = Bpys + Bgobist $ Bioohut4 Byoorot-4 By 8s -
— B8, —2uB, oty + 21 Bygo s

Pao=Brys+4Bggo B+ Biooburt 4 BiooBut4 815 8 +
SF &B;:.&m fa— 4Byt — 2 BZII.o T4

P = B+ 4 Byoobia + Broo Bt 4 Bioobust4 Brla '8 +
=+ #B:.ol.'nl'o ) Be_.nl.bl'o Bs+14 Bt:o{'nl'n Ba—4p.B, o T1a —
— 2 Big, 1 — 20 B0 %s

Pas = Blgost 4 Byoo bus + BoooBrot § BigoBust4 Bpy Bs +
+4 ;;1‘ * By— 4p.B; o115 — 2 B:ol.o Ts-

Pus = B4 Bio, s+ 4 Byo, Be+ 4 Byl "By + 4 By B +
+4Boyo” Bs 4 By " B+ 2B, o+ 20B, o Yo+ 40B, g1z
+ 2p B, te + 40 Byl vt 4uBogy s

Analogicznie postgpujac z ¢) otrzymamy wyrazenia nastepu-

jace:

Q=Aq00 sin 4w + A7) ' sin v+ A, 7 sin (dw—v) +
+A4g,, 1 sin (8w —v)+ A7 7 sin (v—v,)+
+ A, 0 sin (4w—v) 4 A, o sin (8w —v,)+
+A4,,,7m sin 4w + A7 P sin (4w—2v) + A2 17 sin (8w —2v)
+A550 m* sin (12w —2v) + Af| nn/ sin (4w +v—v,)+
+A77, ' sin (dw—v—v,) + A7E ! sin Bw—v—v,)+
+ A sin (120—v—v,)+ A7} g sin Bw—v+v,)+

+A4,% 7% sin (4w —2v) + 4.0, 7' sin (8w—2v,)+
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+ A0 2 sin (12w —2v,) +

+{ 4L sin 8w+ A1 qsin (4w+v)+ A4 4 sin (120—v)

12.1.0

+ AR sin (120 — vy) }.

§ B, cos dw—f,m cos (8w—v)-+E, 7' cos (8uw—v,)+
—+B:n? cos 4w+ B,y m? cos (4w — 2v) + 5, 47 cos (12w — 2v) +
By’ €08 (410 + v — V) F- iy cos (Bo—v —v,) +
+Bis ' cos (12w — v—v,) 4B 71’ cos (4w —v +v,) -
+Bis'® cos (4w—2v,) -+, 0'? cos (12w — 2v,) L B,, 1" cos 4v} +
+-{ A5, sindw+ A, " nsin (4w —v) + A7 3"y sin (8w —v) +

4 AT e sin v, + A7 4 sin (4 w—Vv,)+

0.0.1 40.1
+-A 10 sin 8w —v,) }

§ by—+By1 cos (4w —v) +B3,,1* cos (Bw—2v)+ By 7’ cos (dw—v,)-|-
~+B1y 7’ cOs (Bw—v —v,)+Be ' cos (8w —2v,)--

+ B cos (4w —v —v,) 4By’ cos (12w —v—v,)+4-

—+ By 1’ cos (4w — v + v,)+Bys71'? cos (4w —2v,) 4+

4 Byo 7' cos (12w — 2v,) 45,2 cos 4w -3, cos 4w -+

—~+B47 cos (8w —v)+4-B57' cos (8w — v,) 45,12 cos 4w+

+ B’ cos (4w v —v,) 4By, 1 cos (4w —v—v,)+

~+ By cos (4w—2v){—

—{44,,, cos 4w+ 84,,, cos 8w + 44, 1 cos (4w-+v) +

+ 447, o cos (4w-+v)+44,), 1 cos (4w V) +

+ 847" mcos (Bw—v)+1247}

810 124.0 M €08 (12w —v) +
+44,,, 7' cos (4w —v;)+8 A, 7 cos (8w —v,) -+
+12 4}, cos (12w—v,) }u.

$ 7y sin 4w -1, m sin (8w — v) 4 ¥¢7 sin (4w v)+

“+15 415 sin (8w —v,)+1,79° sin 4w+ 1,,4? sin (4w — 2v) 4
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12 0? sin (12w — 2v) 4151’ sin (4w +-v — v,) 4

+ T sin (4w —v —v,) 411" sin (12w —v+4v,) 4

+ 110’ sin (4w —v-v,) 1,57 sin (4w — 2v,)+

+T191' Sin (1200 — 2vy) 4-17,7'? sin 4w 15472 sin (4 w--2v) -
+ a1 m? sin 8w — 199 7y sin (8w —+v—v,) |+

+{ 4%5, sin dw-435  sin 120} {46, +4 B, cos 8w } —

— {4437, cos 4w + 124} cos 12w } p{ 48,7, sin 8w ) —
—p2{84,,,sin 4w+624,,,, sin 12w} { }1,2— 71,2 cos 8w }
+4,,, 08 8w -+ Al 1 cos (4w4v) + 4}, 1 cos (120 —v)+
+A47. 7' cos (4w 4 v+ 45D 9 cos (12w —vy) .

12.0.1

Te wyrazenia uporzadkujemy, uwzgledniajac zwigzek gonio-
metryczny (a) w ten sposéb, abysmy otrzymali wyrazy jednako-
wych argumentow dla wyrazéw charakterystycznych oraz elemen-
tarnych. Zachowaé¢ bedziemy musieli takze i niektére wyrazy
zwykle, zalezne od argumentu 2v, gdyz podobne wyrazy wystapia
pézniej w wyrazeniach dla W.

Gdy wykonamy wskazane podstawienie oraz przeksztalcenie,
otrzymamy wtedy ostatecznie wzér nastepujacy:

)=q, sin 4w + @, sin v+ g, 7 sin (4w —v)
+ q¢7 sin (8w —v)
+ g1 sinv, + g7’ sin (4w —v,)
+ g1 sin (8w —v,)
4 g 7? sin 4w + gy, 0? sin (4w—2v)-+-q,,4* sin (8w—2v)
+q,571° sin (12w—2v)
(16)¢  +qoy’ sin (4w —+v—v,) g7 sin (4w —v—v, )+
+ qio ' sin (Bw—v—vy)+-q,4 771’ sin (120—v—v,)
+rom sin (4 w—v-4vy) 4 gy 2 sin (4w —2v,) +
+ @y sin (8w —2v,) 4 gyo'? sin (120 —-2v,)
4y, 1* sin 4w ~+ oy 1 sin (v —vy)

g, sin 8w +-g, 7 sin (4w-+v) +g,7 sin (12w—v)
+ g5 sin (4w-+v,)+g; 1 sin (12w v,)+ Gy.

O ruchu planetoid. 4+
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Przez ¢ oznaczyliSmy spoétczynniki wyrazéw charakterystycz-
nych i elementarnych, zas g oznacza spélczynniki najwigkszych
wyrazow zwyktych.

Wartosci dla poszczegdlnych spétczynnikéw sgq nastepujace :

ql_AL00+§A800 l+4P'A8007|+’4A400 *AQOO—'_ ‘412002.3

’Amo 3‘4::00 FBintp?)—44,,, —24, 014 dizoolr

Q=1455" B + A5 B3 4io8—44,00" B — 20 4,0, % +
+4p Agoote+ 204 i —24,1, 1 |
Q= AT B+ 4 AL B+ B AL, By — 4501 B+
+4p Aot + 20 AN 0 — 2045,
Q=A4, — b Aseo B3 A" By — 2 daooty + 41 Auoots +
=y 4PA;1].0 Th
gs=App,— 1 4500 Bs— 34007 Bi+14507" By — 20 4,007 +
+ d4p A
Q=g A B 3 As00 BaHi 45" B+ 6 Ao -
—4p A1,
A AR R A B+ 440" B 6R A —
—2pd
Qe=A,z0 + b Agie Bt 4440 B — 4450 B4 4507 By
— 2 A, 0% + 4pdsootr + GpA,;.,_o o — 2 A:,o’[,,
Q=A A B 4 430, B — AL B+ 4 401" B
— 2B, oo Taa+ 41 AggoTo+ 6p A5, T4 — 2!*44—.11.075
QoA AL B 1450, B+ 400" By — 4 40108,

+44,,° 8+ 4p Aaoo?s+6PA121075 20 AT
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Qu=Ay a3 AGoy Bid AgooBo 340" B4 A58 +
+ 4 A Bt dpdggo ot 6 Ay 1 — 20 A, 1,
Q=4 — $ 450" Bt 4300 Bu—d AygoBu— 41 dgoo T +
+4p Ayt — 2047 0t 40 A5,
(113’—“44_.:.1 i iA:.rol.}m 94—‘}‘4:1'.6"0 5 *Asoo 18 “140031s =
— AT B— A Ao s — 20 AT v 2 AN - dp g e
Q=44 AL01" By — 5 Age Pro— b AygoPrs — 4 480 "B —
—A4pdy o, N0 — 2 Aifo'., Ts
Qu=Anit Ay bi— b AL0, B+ § A B 2 A, o1y —
—2p Ao Tt BR AR T
Que=Ay 2 34k B 450, B— d Agay B4 450 Bt
4 A B 20 A0 Ta— 20 A, g0 T1s F B 4500
Qr=dgyst 3 AL0oBs— b Ao B— 3 450" Bs 4 4551 By —
— 2 A, 00 — 20 Ay
Que=Aray + §Asn Bt Ao Bt 34500 B0+ 14507 By
—A4pdgo ot — 2085,
Qo= AT+ AL B AL B4, B+ 4 B B+
+ 445,58+ 13‘0' 10 Ba— Ao — 20 Aig 12045 s
020 = AqnaHidng e Bis 1 Aigobret Ay "By -+ 445578 —
—4pdgoohis — 2045, 1s
o = A —h AL, By 450 By — 4 AL By 44006,
A;.‘3°Bs+u;:.'°&— mn+2uA.oo-r,—
— A Ay ey — 20 A0 te— 4G o1, + 40 AT T
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gt—Anuo'i‘iA:go B, +44 20031 — 2.2 dino i + 6 “lm,(,_n'(l
Go=A 3 g0, B 345107 B4 o Bu 40 Al it 60d, 0,1,
gy = A,V AT B+ d Agob + 44T B 1AL 8 +
+ap Al nH6pd 01

Qo= A5, 4 A0 B+ 450" B+ 8 Ay Br—20d, 0,1 —

— dp A 1t Bpd g TetBr Ay T 3 Ay By
gs=Apo AP + § 45577 B3 430 Br—2A, 507 —

—4p Ae_.ol.l T+ 8p ATGIOI L (% QA;lollopl'

IV. Catkowanie rownan roézniczkowych,
odnoszgcych sie do ruchu planetoidy (279) Thule.

W rozdziale I, réwn. IV, V, VI dajgq nam wyrazenia réznicz-
kowe spétrzednych Gyldénowskich; w poprzednim rozdziale
zdotali$my juz oddzieli¢ wyrazy typowe odnoszace si¢ do ruchu pla-
netoid. Brendel!) i Kramer podzielili planetoidy wedle cech
ich ruchu na pewne klasy. Wedtug tego podziatu planetoide Thu-
le (279) zalicza si¢ do planetoid pierwszej klasy. W ruchu tej kla-
sy planetoid wyrazy stopnia O w R i K s znaczne w poréwnaniu
z masg Jowisza. W tej klasie planetoid wystapi jeden bardzo znacz-
ny wyraz z w rozwinigciu funkcyi R, i ten wyraz, jak to wykazat
Brendel®) bedzie ksztattu D, wedlug oznaczeri Harzer'a czyli
charakterystycznym krdtkookresowym. Do tej samej
klasy co Thule nalezy takze i planetoida Hekuba, ktoérej ruch, jak
wiemy, byt niejednokrotnie badany przy pomocy metod Gy ld é-
nowskich?), lub ich modyfikacyi. Zasadnicza jednak r6znica po-
migdzy temi dwiema planetoidami polega na tem, ze Thule przybli-
zajqc sig¢ znacznie do drogi Jowisza, z jednej strony ulega silnym
perturbacyom, z drugiej zas dla tej planetoidy wskutek znacznej

'} Brendel Th. d. kl. PL I, pg. 92; Kramer. Th, d. kl. PL, pg. 20,
str. 199.

*) Brendel. Om amvindningen, str. 26.

3) Patrz prace Harzer'a, Kramer'a, Backlund’a.
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blizkosci drogi Jowisza i drogi Thule rozwinigcia wedle poteg sto-
sunku osi lub promieni wodzacych sg bardzo powoli zbiezne. Aby
otrzyma¢ wystarczajaco zbiezne rozwinigcia perturbacyi Thule
(tak, aby potozenie planetoidy byto okreslone z doktadnoscig oko-
to 1" na przeciag jednego stulecia) mozemy w rozwinigciach spoét-
rzednych i w réwn. IV, V, IV wyzej wymienionego rozdziatu — po-
ming¢ wyrazenia rzedu trzeciej potegi masy Jowisza, zachowaé
zas w wyrazeniach 0 stopnia wielko$ci rzgdu trzeciej potegi masy
Jowisza, podzielonej przez maly czynnik ¢. Natomiast w wyraze-
niach I-go i Il-go stopnia wystarczy uwzgledni¢ wyrazenia rzedu
kwadratu masy zakldcajgcej, podzielonej przez maly czynnik g,
a to dlatego, ze w tych wyrazach wystepuje jeszcze bardzo maly
czynnik 7 lub ' w pierwszej i drugiej potedze. W rozdziale VII
pierwszej czesci swojej ,Theorie der kleinen Planeten“ Brendel
d*p . ds

dvt ' dv’

Poniewaz w zadaniu naszem postanowili$my si¢ ograniczy¢
do wielkosci rzedu do trzeciej potegi masy ciata zaklécajacego,
dlatego tez musimy rozwiniecie Brendela jeszcze dopelni¢
w sposo6b analogiczny, jak to zrobit Kramer dla Hekuby?'). Gdy
dodamy do wzoréw Brendel’a, odnoszacych si¢ do ruchéw He-
kuby, wyrazy dopelniajace, otrzymamy wtedy, z wystarczajaca zu-
pelnie dla naszego celu doktadnoscig, wzory r6zniczkowe na zwigz-
ki pomiedzy spétrzgdnemi Gyldénowskiemi dla planetoidy
I klasy.

Ogélnie kazdg funkcye zalezng od v to znaczy @), P, R, S,
K, W it. p. napiszemy w ten sposob, ze wydzielimy w oddzielng
grupg wyrazy O, 1, 2 it. d. stopnia i kazdq grupe opatrzymy
wskaznikiem, ktory oznacza¢ nam bedzie stopien uwazanego wy-

razu, np.
Q:(Ju‘*“Ql +Q2

znaczy, ze funkcya () sklada si¢ z wyrazéw stopnia 0, 1, 2t d.
Na stopien i rzad dwu wyrazéw musimy zwraca¢ baczng uwage
przy mnozeniu odno$nych wielkosci, aby w wartosciach P, Q, R...

podat réwnania rézniczkowe, wyrazajgce

nie otrzymac bledu wigkszego od 1%3. Zajmijmy si¢ wyznacze-

niem tych wyrazow dopetniajacych.

) Kramer. Th. d. kI. Planeten, I, pg. 44, 46 sqq. sparsim; Bren-
del, 1. c. pg. 139.
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Mielismy
=) +R,
gdzie (p) zawiera w sobie wszystkie wyrazy elementarne ksztattu 5,

za$ w R s zgrupowane wszystkie wyrazy elementarne ksztattu 4,
oraz charakterystyczne ksztattu C'i D. Stqd otrzymamy:

dp _d (p)
v + dv

dR . 3 ;
gy mozemy napisa¢ w postaci
v
dR (AR aRr dR
dv db)o+(dv),+(dv),

gdzie wskazniki 0, 1, 2 oznaczajq stopiefi odnosnych czg¢sci w roz-
dR

tozeniu ——.
dv

Analogicznie bedziemy mogli napisac:
Q=0+ Q1 +6p i S=8,+8,-}5,.

W rozwiniqciu R wystepujg spoétczynniki §, ktére, jak wiemy,
adR
sq rzedu - (pg 50) a wigc wyrazy zalezne od (G, @, @) o

wejdg w nasze rozwinigcie. Wskutek rézniczkowania wyrazen

dtugookresowych R, i R,, gdy tworzy¢ bedziemy wielkosci ;if
1

i g—:j, spotczynniki § w tych wyrazach bedq pomnozone przez matly
czynnik 8,, przez co te wyrazenia stang si¢ rzedu istotnie masy
zaklocajacej. Gdy za$ otrzymane wyrazenia zostang pomnozone
przez funkcye (), ktéra jest rzedu masy zaktécajacej, to w rezulta-
cie otrzymamy wielkosci rzedu kwadratu masy zakldcajacej, ktore
bedziemy musieli jeszcze uwzgledni¢. Zatem mie¢ bedziemy:

@+ (57

P

(‘lig uwzglednimy tylko niektore
wyrazy, mianowicie te, ktore sq ksztaltu €. Podobnie przybedzie

gdzie wskaznik p oznacza, Ze w
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jeszcze i wyraz — Qo( ) Poniewaz S jest rzedu ', to iloczy-

ny nastepujace bedq musiaty by¢ uwzglednione:
dR
— 230 Qo d"b)oi = QS, Po i —23, P’; —QSOSQ(A. o,

+28,(49Q,q sin v, + (8,4 9?2,

gdzie przez wskaznik (4, C) zaznaczam, ze tylko tego ksztattu wy-
razy w odnosnem rozwinieciu sq uwzglednione. Poniewaz dalej

dn? . !
d?) Jest stopnia 2-go ale rzedu masy zakt6cajacej, przeto bedziemy

2
musieli uwzgledni¢ jeszcze wyrazy —2—‘-lﬂ (dR) bedace jeszcze
dv \dv/,

drugiego stopnia. W ten sposéb w wyrazeniu rézniczkowem da-
jacem p jako funkcye v zostana uwzglednione wszystkie wyrazy,
az do rzgdu trzeciej potegi masy zaklécajgcej wigcznie.

Gdy do wyrazéw podanych przez Brendel’a (L. c. kap. VII)
dodamy jeszcze wyzej wymienione wyrazy (poréwn. Kramer I,
pg. 42 et sqq.), to otrzymamy poszukiwane rozwinigcie postaci
nastepujacej:

do

i+e=25—P—a(G) — 28,0, (5) +

dv

+28,—P,—284 0P 128, 8@

~+ Q7 sin V—Qo( ) (,);( ) +
’l

(1) 3 +28, — P,—28,40 P, 28,40 P, |

128, (5,19 + 8§49 )24-@, 4 sin v —

—Qz(%)‘)* Ql %)1,, Qo(d'v 9,,

: ’ dn? ([dR
| (AC) e I
{ 25400 s V-2 v (dv)
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Ograniczajac si¢ do takiego samego stopnia doktadnosci,
otrzymaniy analogicznie drugie rownanie nast¢pujace: ')
2
@ % — 90— —0—3500,~35,90,—3800— 5 1.
Réwn. (1) i (2) sq wlasnie réwnaniami szukanemi. Zajmie-
my si¢ obecnie catkowaniem. Zanim jednak to zrobimy, musimy
rown. (1) i (2) jeszcze cokolwiek przeksztalci¢. Wielkosci P i @
sktadaja sie z szeregéw, w ktérych wystepujg spélczynniki nie-
oznaczone. Np. w R mieliSmy rézne spoétczynniki §, w drugich
za$ funkcyach spétczynnikl o i 1. Aby sobie utatwi¢ zadanie, po-
staramy zgodnie z mys$lg przewodnia Brendel'a?) wyrazi¢ wszy-
stkie spétczynniki « i 1 przez spoéiczynniki B; w ten sposéb uzy-
skamy wielkie uproszczenie naszych wzoréw. Poniewaz w tej
pracy ograniczamy si¢ do rozwinig¢ liczbowych nie idacych dalej,
niz drugi stopienn (Thule posiada bardzo maty mimos$réd — przeto
w pierwszym przyblizeniu; pomijajgc wyrazy wyzszych rzedow,
niz pierwszy wzgledem mimosrodu, nie popeiniamy wielkiej nie-
doktadnosci), mozemy napisa¢ nastepujace przyblizone wyrazenia,
ktére zawiera¢ beda wyrazy do I-go stopnia wigcznie, mianowicie:

(3) S=ua,7 cos (4w — v)-+}ayn' cos (4w —v,)
(w tej funkcyi S s znaczne wyrazy typu (7)

oraz
(4) R =8, cos 4w-+pB,m cos (4w— v)-+By cos (4w —v,+}

-+ B, cos (Bw—v)+B; 71 cos Bw—v,).

(Widzimy, ze w R wystepuja wyrazy charakterystyczne typu
Ci D). Alez (1) uwzgledniajac definicye dla R, otrzymamy:

d*R
a poniewaz
d*R
dv?

) Ludendorff, I. c,, Kap. II sparsim; Kramer, I. ¢, pg. 43, 51.
?) Brendel. Th. d. kl. Planeten 1. p. 134; Ludendorff, 1. c., pg. §;
Kramer id. p. 24; Brendel: Om amvindningen, pg. 29.
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jest co najwyzej rzedu iloczynu masy zaklocajqcej przez maty czyn-
nik, wigc mozemy je opusci¢, wtedy otrzymamy
R=2S,

czyli
) R =2a,m cos (4w -—v)+2a,7' cos (4w — v,).

Uwzgledniajac (4) i (5) jednoczesnie otrzymamy z tatwoscig !)

! Riran @D 1 e
% ==raTiiil. B SR
Przystapmy teraz do wyznaczenia spétczynnikow

in (n=li 2; 3, 4: 6)
sl : : aw
MieliSmy na str. 20 wyrazenie VI, dajgce nam g fun-
keyi R i S mianowicie:
aw
dv

(6) =—2R,+8,=2R,+6R,7cos v+ ...

Z drugiej za$ strony mieliSmy na str. 37:
W =10+ W,+K,
gdzie yv oznacza wyrazy wiekowe.
Po zrézniczkowaniu otrzymujemy:

A AW dK
@ T T ;

ale
(b) K=, sin 4w + 1,71 sin (8w — v) + g7 sin (4w + V)
+ 151" sin (8w —v),

gdzie _
=Ne=E 05
oraz czeS¢ diugookresowq
W
(c) ¢ ‘*:1,1‘ cos (4w —v) + g1 cos (4w—v)—1,...

dv

') Brendel. Th. d. kl. Planeten, p. 134.

O ruchu planetoid. 5
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Wyznaczymy te spélczynniki wyrazow z doktadnoscia wigk-
sza, niz a i §, mianowicie bedziemy musieli poming¢ dopiero
wyrazenia 3-go rzedu, a z wyrazen 2-go rzedu te, ktdre sg istot-
nie rzedu pierwszego lub wyzszego, przeto wyrazenie (6) moze-
my takze napisa¢ w postaci nastepujgcej:

AW - > .
7 —4—2B, cos 4w + (2, — 20, + 3B, B, )y cos (4w—v)-+

dv
+ (2, — 285 + 30, B3:)71' cos (4w —v,) — 28,1 cos (8w —v) -
— 287" cos (8w—v,)+ 3§, 1 cos (4w + v).
Z drugiej za$ strony uwzgledniajac (a), (b) i (c) oraz (10)
otrzymamy :

w
(8) d-.—-.—_—'{+ (1 48;)7; cos 4w+1,7 cos (4w—v) +

dv
+ (1428)1,m cos (8w —v+137 cos (4w—v,) +
+ (14-23,) 751" cos (8w v +(2438,)1; 4 cos (4w+v).

Z (7) i (8) wynika, ze:
(@
dv

+ (14+23,) 1,1 cos (Bw —v) 4157 cos (4w —v,)+
4 (14231, 7' cos (8w —v)+4-(2-42,) 7,7 cos (4w + v)=

(9) =—28, cos 4w+ (23— 28, + 3B, B¢) 1 cos (4w — v)}-
O (o — 285+ 3f )1 cos (4w—v)— 26,7 cos (8w —v) —

— 28,7 cos (Bw—v) 135, 1 cos (4w +v).

) =(1+43,)1, cos 4w—-1,7 cos (4w—v)-+
»

Z (9) z tatwoScig otrzymujemy zwigzki nastepujace !):
.

28
(10) M=y =38R — kB
2
Ts:'_slass + 38,85 7‘:—71—}—%8 y
1
28, ., _ 3B

WIS T

') Brendel I, pg. 142, Ludendorif, L c. § 4.
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Gdybysmy w wyrazeniu 1, ograniczyli sig do takiego samego
stopnia dokladnosci, z jakq wyznaczyliSmy a,, to otrzymalibys-
my wzory nastgpujace:

(11) 1= —2B1; Y2=3B1—"aBs;
Ts=—3328s; T=—28;; TH=—2f;;
7&‘.=S/‘.’l'31'

Na str. 57 mieliSmy wzér dla (), w ktérym wystepowaly
spolczynniki ¢,, ¢, ...; napiszmy ten wzdr, ograniczajac sig¢ do
wyrazow pierwszego rzedu tylko, mie¢ wtedy bedziemy:

(12) ) =q, sin 4w q,7 sin v q,7 sin (4w — v)+
+ @51 in (8w —v)4-qy 7 sin v, g7 sin (4w —v,)+
~+q, 7 sin (8w —v,).

Ale na zasadzie zwigzk6w, wypisanych na str. 58, 59, widzi-
my, ze wszystkie spétczynniki ¢ sq takze funkcyami spoéfczynni-
kéw 7 i B.

Zamienmy w odnosnych spétczynnikach wszystkie v i B, po-
stugujac si¢ zwigzkami (10) i (11) i uporzadkujmy rezultat tak, aby
spofczynnik 8 wystepowat jako czynnik, wtedy otrzymamy zwigzki
nastgpujace:

a=0"+9,"8 +a," 3’
P2 =" + " B+ @D + 0. s
1= + 0 by 057 bs + 00
=09+, B+ B,
% =9 "+ VB + 0% s
Qs = 0"+ 9,V B, + 9® B,
0 =09 + VB 4¢P

Analogicznie mieliSmy takze w owem wyrazeniu dla () czes¢
wyrazow zwyklych w postaci nastgpujacej:

(13)

(), = g, sin 8w—-g,1 sin (4w -+ v)+ g, 7 sin (12w —v)
+ g5 7' sin (4w—+v,)+g, 1 sin (12w —v,)
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bedziemy wiec mogli napisa¢ dla spélczynnikéw g wyrazenia na-
stepujace:

=649,
9:=9,"+ 9. 8, + 9,6, + 9. ¢
(14) 93 =9, g5 .+ 9:P8s +gs(6’ o5

=02 4+9,M 8, + 9.2+ 9.V B,
95=9:" 1+ 95V 8, +9:®Bs + 9:© s

Z (131 (14) oraz ze zwiazkéw na str. 58 i 59 widzimy, ze
spétczynniki ¢™ sg funkcyami wielkosci A i p, a wigc sg to wiel-
kosci liczbowe, ktdére bedziemy mogli bez trudnosci obliczy¢.

Zatem mie¢ bedziemy :

(15) @,°=4,,,; q."’=§A§".fo' —8p 4,
=440, — A0 140, + b (Li—Ag)—
—4p?d,,,—84,,,+ 62 41300

0°=0; QuO=HA"+ A5 —pBA, ot 445 4477,

9,® =1 “11301 QW =1} A5, — 8 4,

GV=4"7,; V=34t — 4P - sp(A,o, A7 )]

4.0.1 4.0.1

Qs® =} A4oo; Qs =14 Asoo 8p 4y,
QU= QM =FA M — o (4457 —34

81.0 80.0)

QM =14 .80 +4p 4,4,:

GO=A4.0; @O =4l — A 164} );
9. = — 5‘4400-{—49./1“,0;
Q=47 0, Q6" _Q(A,—al,loo“‘ A::.blo) 4,1(3A,“0 2‘4410)'
g =1} AL
UO=A45, i GO=HAZ AT — 4p B4Gh 45
¢ = §455,;
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oraz:
(16) 9@ =4, ,,; (')——5(‘4400 ~+- A:'gooo + 4p(dy g0 34500 )i
GO=47; 0V =4400° —8pdll; 0. = A,
g =} A}, — 1204,
O =47 b3 (A - AT et s
g:® =1 A1200 12p.4
GO =A7" 5 g0 =4ATHO 4 4TH0 4o (47

+344550— 8‘41_311 0l
8007 ()—Q‘A:go‘i”l“daou)'

9(0)_‘41»01’ PSS T s T Mt ©

8.0.1 16.0.1

12,007

g(z)z*zl

—*—8‘1.( MEL Y

1801’

9= “A:..g.o +8pd, -

Zupelnie analogicznie postgpujgc bedziemy mogli napisac
funkcyg P w postaci nastgpujgcej:

P=p,+ p, cos 4w p,n cos v+ p,m cos (4w —v) -+

—+ps1 cos (8w v)+pyn' cos v, + pyn' cos (4w — v,) -+
~+p;n' cos (8w v,)

gdzie spélczynniki p maja wartosci nastgpujgce:

D=0 "0+,

P1=P1(o)+p1“)”l+'§’1m{512

Pa=py "2, 2,8, 0,05,

Pi=Ps 00y VA2 DB +05 B

2=V +p, Y8 +p P8 +p N8,

PO+ D Oy 0.,

s T AR S o A
e L TRy A 2R

(17)
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(18) »y\"=B,4,; 1)0()_53:30 —4p.B,, 0 po“—fl'i,:’,“'

Dy ()_‘3400’ pl | B(;20+%B;z|‘ Bsoo’
U) =4 Bzgo_i_l(ngo + Blzoo —29-(3:.3_0'*' 3B1L200.o)+

+ 2231 B, ., —4B,,.);
pO=B pO=4BL," + B, )—w(4B,+
+ 4B — 8B,
P, =4 Bygy; 0, =3 By, —8uB,,,:
P —Bi,i: P =4 (B + B,;%) — 4 (Biﬁ,‘..+
+ B 401 )3 p,“”—QB:g" 1’3(5)—53;20 P By,
p"=B,; P =8B’ + B2 )—2pl4B;] -
3By,0); PM=4Bo,— 4pB,,;
p9=B; pW=4(B " + B;)— 8p By

p:O=-+ By +4Boy; ps® = 4Bis, — 488,50
p‘”’zB— 3 PV _B;lllo""*‘&b):ll(;n 4F(BBmo+ uo)
(2) =% B4oo; ps“) = + Bnoo;
P O=B_; p,V=}(Bor + By — @B +
+iBR. ) =3B pO=B] .

W ten sposéb mamy wigc juz w granicach przyblizenia, kto-

re zamierzaliSmy osiagnaé, wyznaczone wszystkie spoétczynniki
rozwinie¢ P i ¢, jako funkcye pewnych arytmetycznych wielkosci,
ktore, jak to péZniej zobaczymy, mozemy zawsze bez wielkich
trudnosci obliczy¢.

Przejdziemy teraz do wiasciwego catkowania naszych row-

nan rozniczkowych zasadniczych. Catkowanie tych réwnan wy-
konamy zgodnie z metoda wskazang przez Brendela!), ktérg

") Brendel. Th. d. kl. PL. I kap. VII; II kap. Il
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z wielkim powodzeniem zastosowali Ludendorff, Buchholz
i Kramer. W niniejszej pracy ograniczymy sig, przy catkowaniu
naszych réwnan, do wielkoSci zerowego stopnia az do rzedu trze-
ciego wligcznie.

Zacznijmy od catkowania réwnania dajagcego nam %%; gdy sig
ograniczymy do wyrazow rzedu O, wtedy ze wzoru (2) otrzymamy

ds
o= %

ale na zasadzie wzoru (12) jest

Qo =44, sin 4w,

a zatem

as 1
(19) ey 49, sin 4w
a poniewaz

w=(1 —py)v— B—pW,

zawiera w sobie wyrazy okresowe rzedu wyzszego, niz zerowy
(a takze i wyraz wiekowy, jak wiemy), to po catkowaniu w S wy-
stapiq dzigki tej zmiennosci argumentu w, wyrazy rzedu conaj-
mniej pierwszego, poniewaz w S, niema wyrazow zerowego rzedu
ksztattu 4 i C.

Catkujac (19) otrzymamy:

(20) S, =a,+ a, cos 4w+ wyrazy zwykle.

Zastanéwmy si¢ blizej nad otrzymanym rezultatem (20).
Przedewszystkiem wyrazy zwykle, ktore oznaczymy S,o0 otrzy-
mamy z nastgpujacego wzoru:

as X ;
( dv): — X 4,00 sin nw

gdzie n=3_8, 12, ...; po scatkowaniu wyrazéow zwyklych mie¢ bg-
dziemy:
(21) On 0.0 — A — COS nw;

3 148
W wyrazeniu (20) wyraz @, jest to pewna stata'), ktdrg poz-

) Brendel. A. N., 3346.
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niej okreslimy. Aby wyznaczy¢ spéiczynnik @, zwro¢my si¢ do
wzoru dajacego nam ¢ w funkcyi spélczynnikéw A oraz argumen-
tu w (pg. 55) uwzgledniajgc zwigzki (3) pg. 37 (10) pg. 46 oraz pg.
58 et sqq. przez rézniczkowanie otrzymamy :

4(1—-py) 4,012 (I_P'l)fl;:g_o + 160 (1 —p) Agp 011 +
10— ) 45ge + (1 )40 B2 — 14 (1—p) 41, —
— 12 (1 —p,) “1::&0‘ B e —24(1 "P~1)A4.o.o+62(1“l"l)Alz.o.n“‘f

po scatkowaniu otrzymamy: a, =

Ay00 Ails'go Ago0 )3 A:‘g(,
20 & o0 |1 Ao |
M) s o T e T
1 Alz.z(‘)oo ] AI.O 3A1.0 l
120 2 400 200 =
&) T16 T P *”=4(1—m Hi—py) [P0t
pf [ 31 Ao, A L.
2 | 4 (1—p (I—p) | ™
ale 148
l —p, = _‘; 1
oraz Vet 20,
: 1—|—8,' ¢

Uwzglednijmy te zwigzki i uporzadkujmy (a) wedlug poteg
rosngcych 3, wtedy otrzymamy:

(22) 6,=0q'+¢"B;+¢"B 4 . ..
gdzie dla krétkosci napisalisSmy:
q, e A{.ﬂ.‘)
143,
q” e _—A_';:;-o L U SFAU.O.O
o 2(1+-2,)  (14-8,)?
%) 1 0 2 . K
q,"—__ “_“:1_:9:0 il A4.((;.0 4o 7“.;1 '22("0’,0 + 2”“410)_0 L
21+3,) 4(14-8) " 4(1+42) ' (1 +3,)?
i GP‘A:;.)o.n B !6""2‘44.0.0 ! §7P‘27A4_.u_.0 62u24,, 0.0
(I49)*  (1+48) (148) " (143)
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Wyrazenie (20) po uwzglednieniu (22) przejdzie w nastg-
pujgce:

(23) So=a,+(¢'+q"#+4q" 8" cos 4w Suoo.

W wyrazeniu (23) mozemy juz wszystkie wyrazy obliczy¢,
z wyjatkiem tylko stalej catkowania «,, ktéra na koncu wyznaczy-
my po scatkowaniu réwnari, odnoszacych sie do pozostatych spot-
rzgdnych Gyldén’owskich.

Przejdzmy do scatkowania réwnania rézniczkowego, odno-
szgcego sig¢ do spdlrzednej R. Poniewaz obecnie chcemy pomi-
na¢ wielkosci stopnia pierwszego, wige przedewszystkiem musimy
zauwazy¢, ze (p),=0, gdyz w (p), jak wiemy!), wystepujq tylko
wyrazy krétkookresowe ksztattu B, ktorych najnizszych stopien jest
pierwszy. Mie¢ wiec bedziemy ze wzoru (1) str. 632):

d*R dR
(24) g TE=25—Po— Q)
gdyz
p=(p)+RB.

Analogicznie do tego, jak poprzednio pisalismy, wielkos¢ ¢),,
mozemy napisac:
P,=p,+p, cos 4w.
S, znamy juz ze wzoru (23), zatem w (24) pozostaje nam obli-

czy¢ tylko wielko$¢

aft).

ot6z wzor (46) str. 34 daje nam:

(25) Q=234 ,,sinnw-+ R4 sin nw—pKEnd

B0 cos naw,

7.0.0
za$ z (12) str. 48 znajdziemy :

dR y dw
dv)o__—w, sin 4w T

czyli uwzgledniajac (10) str. 46 znajdziemy:

(26)

) Brendel, L ¢, pg. 29.
) Brendel, L c. pg. 90.
) Brendel, L c. pg. 123.
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@7) (%%)0: —B,(14-3,) sin 4w.

Pomno6zmy/(25) przez (26), otrzymamy:

dR o Ly a dR S b : dR
(28) @4, )0—}'4..,0.0 sin nw ( 2 )o-{— REAL | sin nw ( 2 )o—»

. [AR
—pKXEn (»d;)o 4, 00 COS.nW
ale
B,=—8, cos 4w,
a wiec

(29) R, (‘gj =—B8,%(1429,) cos 4w .sin 4w=—§{,* (1-4-3,)sin8w
0
K, = v, sin 4w
mie¢ wigc bedziemy:
(30) K, (dlii) =—1, & sin 4w.cos 4w=(cos 8w—1) T‘ﬁ‘(l +3,) .
v/, 2
W (28) wyrazy krotkookresowe beda te, dla ktérych wskaz-

nik n przyjmowac bedzie wartos¢ 4, 8 lub 12 a wigc miec be-
dziemy:

dR (142 ’
(31) [Qo —da)o]p:” y _Q_—l)(AN-O—*_AB.o.U Cos 4"0) 1=

= (lto‘l) M:fm == A,'._;'_)',.U {B; cos 4w+

Fp(14-9) 1 4,0— 34,5, {F7 cos 4w.

Wskutek tego (24) przejdzie w nastepujace:

d’Rr 7 e
(32) oz +R=200t0s + 1P+ Wb+ Pyt + b+

-+ (P)s By + (D) 1, cos 4w
gdzie dla krotkosSci napisaliSmy:
: 1-}-8

(33) plv=_Bo,o.o_"5Bl4.(:).o B+ —g 2 Am_oB, il 29‘34‘0.0 Jt==

_4 Bﬁig.o?f-
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(34) (‘l\)I:— 4o(|+1_i:0?
1.0

A fHn l a
(‘.l\)zz e B(l)..(:).o 00 +1 +_8, + i t lAﬂ.u.O

8p A
(¥); = — 4By, + 1+§00
D)= — $ (Bioy —1 (Blo, + Braoo)+
Azo%o Alz;.,o.o 1498, , 10 b
Toate) toageyT 4 “ine T e
QP-ALO SP.A
By (Bl 48, ) — ke Ord

—p(148) (40— 3‘412.0.0)

2 2
(V) =2u?B,,, — 36 B 12p2 4,,,  36p*4,,,,

1200 —l-{—-b‘, 5 ‘1__}_31
Ale ze wzoru (12) str. 48 wynika'):
(35) "R % B=0,—(1— (1875, cos 4w,
czyli
a*R 2
(36) dv? + R=0b,—(23,43,%§; cos 4w,

gdzie dla krétkosci piszemy: -
bo=2a,-4py';
(@) 28, 482 =—{ (M) + P+ P12+ P +Ps brin+
+ (P)s 11

zamiast y, napiszmy:
2

143

wtedy analogicznie do rownania (23) str. 73 bedziemy mogli napi-

) Brendel, I. ¢, pg. 120. Ludendorff, I. ¢, pg. 17. Kramer I,
pg. 45.
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sac spotczynnik przy cos 4w, jako roztozony wedtug poteg §,, w po-
staci nastgpujace;j:

ptp B2
przez poréwnanie z (a) wynika:

(37) @8+ p=p"+p" B +p" 8",
gdzie dla krétkosci napisalismy :
24
38) P'=B,0— 714 -
(38) »p 400 7 135,
10
10 Ago0 143 _ o Bumn
=Bo.0.0+’B;go l_*;gx ) : ‘43.0.0 8!-’-1_;_6]
16u. Ao
+ T,
3230 4 B:gn“{"*Bf-’ooo oo+‘}A4oo %Alz;:)o =
_}Awo *A:;oo —2 B:«?o — Bxlzooo Algo+

+ 12p A:zo oo — 24,0, +6p4,,,—82B,,, +
+ T202 B, 50 + 4002 AL, — 144p2 4, ..
Uwzgledniajac (36) i (38) otrzymamy:
p'+p"8 +p" e

(39) Ry=2ay+p, — %52 oS 4w,
gdzie znéw dla krétkosci napisalisSmy:
I [ 1 9 4 “
(40) Po'=-—By, 53400"1"‘}‘ —; lA4uoH+1 b Bwnx"l y
;Bzzu.'sx :

OtrzymaliSmy wigc wszystkie wyrazy typowe funkcyi £ —-po-
zostaje jeszcze obliczenie tych z wyrazéw zwyklych, ktérych
w naszym przypadku pomina¢ nie mozemy.

Mozemy bowiem napisac:

-d-R—}-R 28, — Po.....(QS..oocosnw—B,.oocosnw)

albo, gdy oznaczymy 28,00 — Buoo przez W,o,0, to mie¢ bedziemy:
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d’R -
(41) gt T B=2W.00 cos nw.
Catka rownan (41) bedzie:

(42) R, =g, sin v — g, cos v. 1)

gdzie g, i g, sq pewne funkcye, ktére nalezy wyznaczy¢.
Z tatwoscig otrzymamy zwiazki nastepujace :
d 3 5
d-‘i; =} W, 00 COS (MW + ¥) + § EW, 00 COS (R0 —

d : ¥ N S ar .
dg: =4 EW, 00 sin (Rw+ v) —§ EW,o0sin (nw —v).

Scatkujmy te réwnania wedtug metody podanej przez Gyl-
dén'a Brendel'a ?).

Jest:
/ cos (nw —+ v)dv =

1 :
m?,;i_l sin (nWiv)+

nw “dwg
+”(1—P~1)"_'1./ dy 8 (nw +v)dv
—_— l,,*
n(l—p)+1

’lsin( nw—+ v)dv— cos (nw—+v)-+

np ‘dwg .
+ a0 1‘/ dp SN (nw—+v)dv

a poniewaz W, zawiera tylko wyrazy dlugookresowe ksztattu 4
lub C, a wyrazy ksztattu C mogg wystepowac dopiero gdy uwzgle-
dnimy wielkosci pierwszego stopnia®), dla tego tez w naszych wy-
razeniach w catkach zaleznych od W, nie bedzie zadnych wyrazéw

stopnia zerowego. Wstawiajac ostatnie dwie réwnosci w dwie po-
przednie, znajdziemy:

') Kramer, L c. L, pg. 48.
?) Brendel. Om Anvindningen §. 11,
3 Brendel. Th. d. kL. PL. I, pg. 120.
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S TN W00 e B
g,—é)-n(l R sin (nw-+-v) +
A W'IU.O . p
+ .x,zn”_m_ 0 sin (nw — v)
(43) &
=343 "0 _ o5 (nw+v
N Wn.OO
X e —— cos (nw—v),

gdy (43) wstawimy w (42), otrzymamy:

Rn =X R, 00 COS nW,
gdzie

»
Y 1.0.0

Ryo0 = IThz-(_lf— P'x)i;
ale

Wa00=28m00 — Buoo i (1—py)?= (1 ’*1—6"1)'
wiec ostatecznie otrzymamy:

2‘Sn.O.O T Bn.ﬂ.(‘
(44) o0 =— e ("“,,‘t:a_!_)_)z

4
dla wartosci n = 4 gdzie S,0, jest okreslone przez (21).

Pozostaje nam jeszcze catkowanie rownania dajacego zwig-
zek pomigdzy W i v Zajmijmy si¢ obecnie tem réwnaniem.
MieliSmy na str. 20 réwn. VI, w ktérem obecnie uwazajmy tylko
wyrazy stopnia zerowego, miec tedy bedziemy:

(45) %V = S, — 2B, — 2R,S, + 3B,? + 3RS, — 4R.}.

Wielkosci S, i B, s3 nam juz znane, jakoz uwzgledniajac
zwigzki na str. 48 mie¢ bedziemy:

So=a,+a, cos 4w; R,=b, B, cos 4w,

z ktérych odrazu znajdziemy :
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fS(,l’Z.jza(,b(p{—a,bl cos 4w-}-a,B, cos 4w+ a, B, cos® 4w;
R?=0b,*+ 2b,3, cos 4w + 3* cos® 4w;
(46)i R} =0, 4 3b,*B, cos 4w + 3byB,% cos? 4w—fB,* cos® 4w,
SR 2=a,b, + 2a,b,8, cos 4w + a,B® cos® 4w
! + a,b,? éos dw + 2b,a, 5, cos® 4w+ 3. a, cos® 4w.

Zbadajmy wyrazenia (46). Wielkosci: a,, b,, a,, b,. sa
istotnie rzedu masy zakidcajacej m/, a wigc a,’, b,% a, b, ab?,
a,b, sq istotnie rzegdu m'* — nalezy je pomingc'); & jest rzedu ﬁa’
gdzie & oznacza malq wielkos¢; zatem mie¢ bgdziemy:

R?*=2b,B, cos 4w f,2 cos? 4w
ale poniewaz

cos® 4w = cos 4w . cos 4w =1} cos 8w -} 1§,
to

(47) R,2 = 2b, B, cos 4w -+ 4 8,2 + B,* cos 8w
SR, = a,B, cos 4w + ya,B, + 4 a, b, cos 8w
SyB? =} a,B,? + a,B,® cos 8w} a,B,* cos 4w +1} a, 5% cos 12w
R} =3 b,3,* + § b,B,% cos 8w —+ § ,® cos 4w | B,® cos 12w.
Gdy uwzglednimy powyzsze zwigzki, otrzymamy ostateczne

réown. rézniczkowe dajace ddlgl.

aw "
(47) dv'=co+7+(al_2au91 — 28, + 60,8, +

{a,B:— 303 cosdw —(a, b, — 3§ 8,2+
+§aot'112—6b0.3| ) cos 8w + (f al";li _313) cos 12w.

gdzie dla krétkosci oznaczyliSmy wielkosci nastgpujace :

) Brendel w przypadku Hekuby i Hildy pomijal wszystkie wyrazy
rzedu wyzszego, niz drugi, a z wyrazow drugiego rzedu odrzucal te, ktore s3
rzedu istotnie pierwszego lub wyzszego. Poniewaz w moich rachunkach posu-
wam doktadno$¢ o jeden krok dalej, przeto pomijam dopiero wyrazy rzedu
wyzszego, niz m’*, oraz te, ktére sa rz¢du istotnie drugiego lub wyzszego.
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T=4§8*

Co == o — sy - § @y 3> — 6,f3,* — 2b,.
W tej wielkosci ¢, wystepuje jako wspélny czynnik masa m', pod-
czas gdy w wyrazie §3,* wystepuje masa m’ podzielona przez ma-
tq wielkos¢ 4,. Wykonajmy catkowanie rownania (47). Mielismy
przedewszystkiem na str. 32 réwnanie (42):

W=w-+4+W;+ K,
rozniczkujmy ten zwigzek wzgledem v, otrzymamy:

aw _ aw,; , dK

@ =1t G ta

1 oznacza czgS¢ wiekowaq, a poniewaz diugookresowe wyrazy 0
stopnia nie istniejg ') w funkcyi W, ani tez tembardziej w K, prze-
to bedziemy mogli napisac:

aw
(48) 7 —'H- dv
Poréwnajmy (47) i (48). Ot6z widzimy, ze
(49) :r.= co + T,

z drugiej za$ strony, uwzgledniajac zwigzek (13) str. 49, oraz (10)
str. 46, przez rézniczkowanie znajdziemy :

(49) %{f: 1,(1 4 8,) cos 4w+ 2 (1 + 3,) K, cos 8w+

+3(1 + 8, K's cos 12w,
gdzie spotczynniki K', i K'y oznaczajg wyrazy zwykle.
Podstawmy w (48) zwigzek (49) znajdziemy :
cZ)Vz 1+ (1 4 8;) cos 4w + 2 (1 +3,) K', cos 8w -
+3(1+42¢,) K'y cos 12w.

Poréwnajmy wzor (50) ze wzorem (47) to otrzymamy :

(50)

) Patrz wzér 14, str. 49; Brendel. Th. d. kl. PL I, p. 68.
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T=2Co+ 1
o 20,8 — 26 + 600y 10357 — 35
! 143,
Oy _38° — 24,8, —Ba,k*+ 125,
3 4(1-3)
. 3a.p,2 — 45,
k’3= 1:\11| i ﬁl\l I's
121 9

Do wyznaczenia stalych catkowania jeszcze powrécimy, tym-
czasem ograniczymy si¢ do uwagi, ze poniewaz uwazana przez
nas planetoida Thule nalezy do krytycznych planetoid pierwszej
klasy, wedlug podzialu Brendel’a'), to dla takiej planetoidy
mie¢ bedziemy:

co—=0,ale 1==0,
a wiec w naszym przypadku =y ?) i rown. (48) przejdzie po
scatkowaniu w nastepujace:
(52) W= + K.
Przypusémy, ze stalg a, juz wyznaczyliSmy, wtedy uwzgled-

niajac zwigzek b,=2a,+p'® na str. 70 i zw. (40) str. 76 bedzie-
my mogli napisa¢ po uporzadkowaniu rezultatu wedlug poteg f,:

bo=2a,+q,+ 181+ 2:8,%

gdzie
Qo= — Booo;
(53) v, 140 4
o Bllo+ + : 44.oo+1+p'5 B,y
== '_‘& Bigo

Zatem, gdy znamy stalq @,, to na zasadzie réwn. (51) i (53)
mozemy z tatwoscig obliczy¢ juz poszczegdlne czesci réwnania (52)
i tym samym otrzymac funkcye W, ograniczajqc sig ciggle do wiel-
kosci stopnia zerowego. Postepujac zupelnie analogicznie do te-
go, cosmy zrobili gdySmy szukali wyrazéw zwyktych w funkecyi R
(str. 73), znajdziemy z tatwos$cia podobne wyrazy i dla W, miano-
wicie beda one:

) Brendel L. ¢, pg. 92, 100.
?) Brendel,l. c;: Kramerl § 1.

O ruchu planetoid ] 6
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- S n.0.0 M%_OQ

(54) W,00= ~ dla n=4.

Przejdzmy obecnie do wyznaczenia stalych catkowania. Po-
niewaz obecnie ograniczymy si¢ tylko do badania ruchu planetoi-
dy w samej plaszczyznie jej drogi, wige mie¢ bedziemy tylko 4 sta-
te, ktére powinny wystepowaé w naszych réwnaniach po ich scat-
kowaniu. Te stale caltkowania sg, jak to wiemy, x modul mimo-
srodowy, I' dlugo$¢ perihelium, @ polowa osi drogi planetoidy
oraz tak zwana stala ruchu n. Jak widzieliSmy po wykonaniu cat-
kowania wyrazen rézniczkowych spotrzednych Gyldén'owskich
wystepuje jeszcze jedna nowa stala a,. ktora, dzigki temu, ze jest
nadliczbowg, mozemy uwaza¢ jako stala dowolng; te¢ stalg a,
okreslmy za pomocg warunku, ze b,, cz¢s¢ stala, w wyrazeniu na R
ma by¢ rzedu istotnie pierwszego—wtedy takze i b, bedzie takiego
samego rzgdu (str. 70). Ta stata a, bedzie tak dobrana, aby cze$¢
stala ¢, w wyrazeniu (47) przyjmowala wartos¢ zero. Poniewaz
W =W, -} K, a K sklada si¢ z funkcyi R i S, to stala cze$¢ w W
sktadac¢ si¢ bedzie ze statych czesci funkcyi R oraz S; wskutek te-
go mie¢ bedziemy
(55) CotT1=a,—2b,-

Ale Brendel') wykazal, ze o ile mamy do czynieniaz plane-
toidg charakterystyczng. to musi zachodzi¢ zwigzek nastgpujacy:
a4y —2b,=0=cy+ 1;
dla krytycznych planetoid, a takq jest Thule, ¥ nie moze by¢ ze-

rem?); a réownosé
Ay—2by=c,+17
pozostaje wazng i dla planetoid krytycznych, bedziemy wiec miec¢
zwiazki nastepujace:
(56) ce=0; 1=£0.

Z pierwszego zwigzku (53) widzimy, ze b, da si¢ wyrazic ja-

ko funkcya liczbowa wielkoSci @, oraz poteg §, , a wigc w przypad-

ku ruchu planetoidy typu Thule, nalezacej do klasy pierwszej,
rownania (53) i (56) najzupelniej okre§la nam warto$¢ stalej a,.

') Brendel, L c., rozdz. V sparsim.
% Brendel, Astr. Nachr. 3346; id. Th. d. kl. Plan. | rozdz. VII spars.
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Wielkos¢ W (str. 37) mozemy napisa¢ w postaci nastgpu-
jacej:
(57) W = (¢, +1)v -+ wyrazy okresowe,
czyli

W =(c,+ 1+ 1%, v + wyrazy okresowe,
gdzie jak zwykle
1T="14Yos

ale 7, jest przynajmniej stopnia drugiego, wigc obecnie mozemy
je opusci¢, zatem
(58) =1

Mielismy zwigzek nast¢pujacy:

) wy=w —pK
i
w,=(1—p)v—B—pW,
a wiec
w=w,+pK=(1—p)v — B—pW-}-pkK,
ale
W:Wd -|—1v
w=(1—p)v — p7v -} wyrazy okresowe =
=(1 — p,)v + wyrazy okresowe,
gdzie

e = (1 +1)
zatem cze$¢ wiekowa W jest nastgpujaca:
(59) pars sec w=/(1-4p,)v.

Przypomnijmy sobie okreslenie wielkosci p. i p,.
Mielismy zwigzek nastepujacy:
(60) o Wi oraz 5 =
We wzorach (60) jak wiemy z poprzedniego, przez n ozna-
czamy stalg catkowania; wielko$¢, ktora Brendel nazwal ,stalg
ruchu®; n, za$ oznacza rzeczywisty ruch Sredni dzienny.
Wprowadzmy dalej wielkosci &1 8; zdefiniowane w spos6b
nastepujacy:
38 _ 3-8
2 T 4 i B 4 i
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Z wymienionych przez nas matych wielkosci 8 i 8,, wystepu -
je w naszych wyrazeniach, jako dzielnik tylko ¢,.

Brendel wykazal, ze 8, nie moze by¢ zerem w przypadku
Scistej wymiernosci, jest ono rzedu m' o wyktadniku = ? przeto za-
wsze ono jest znacznie wigksze od masy zakltécajacej. Co zas do
wielkosci 3, to ona jest rzedu m' z wykladnikiem < 1 a w przy-
padku wymierno$ci staje si¢ nawet rowna zeru. Ot6z zasadnicza
mysl metody podanej przez Brendel’a polega wiasnie na tem,
ze w wyrazeniach perturbacyi wystgpuja, jako male dzielniki nie
5 lecz ;. Brendel wykazal, Zze stosunek $cistej wymiernosci mo-
ze zachodzi¢ tylko pomigdzy wielkosciami n i n' (a nie pomiedzy
n, in'), wtedy 8=0.

Na zasadzie wzoréw poprzedzajacych mie¢ bedziemy!):

p=pl+0=pl+1+¢)
3—8,=0B -3)(1+41+¢)
3, =8¢, +81+8— 3¢,—37;

ale

poniewaz mamy do czynienia z planetoida krytyczna, dla ktérej
C,==01018Z+ I"1—="T5
8, =0%1+93—31,
4p=3—9,

to mie¢ bedziemy:

ale poniewaz

to ostatecznie otrzymamy :
(61) 8, =0—41p.
Zupetnie analogicznie mozemy napisac, ze

(SRR 1ol "R
"L e

gdy uwzglednimy (59), to n, mozemy uwazac jak ruch $redni pla-
netoidy w diugosci. Post¢pujac zupetnie analogicznie jak poprze-
dnio robiliSmy, otrzymamy:

(62) By =08 —4py=28—4p1,,
Gdy 3, staje si¢ bardzo matem lub nawet zerem, wtedy za-

) Brendel, A. N 3346,
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chodzi przypadek libracyi, ktory w teoryi Gyldén’a jest fatwy do
uwzglednienia. n, wiasnie okresla nam ten ruch $redni dzienny,
ktéry powoduje libracye; musimy tez zna¢ doktadnie t¢ wielkosc n,,
aby moédz wyznaczy¢ czas obiegu planetoidy. Nalezy zauwa-
zy¢, ze p, i p, réZniq si¢ tylko o stalg y,. Wielkos¢ v, jest dru-
giego stopnia, a wigc obecnie j3a opuszczamy, podczas gdy 1T=1
jest stale dodatnig i w przypadku planet charakterystycznych
pierwszej klasy, do jakich zresztq nalezy Thule, jest juz wielko-
$cig stopnia zerowego, a wiec w obecnych warunkach musi by¢
ona uwzgledniona.

V. Zastosowanie liczbowe otrzymanych wzorow
do ruchu planetoidy (279) Thule.

Planetoide Thule (279) jako gwiazde 13.5 odkryt w Wiedniu
J. Palisa dnia 25 pazdziernika 1888 r. Po kilkunastu dniach
obserwacyi, ten astronom odrazu sig zoryentowat po wstepnym ra-
chunku, ze droga tej planetoidy lezy w bardzo znacznej odleglo-
$ci od stonca, mianowicie prawie 4 razy dalej niz Srednia odleglos¢
ziemi od slofica. Przypuszczenia Palis’y byly potwierdzone
przez rachunki Lange'go z Berlina i Halm'a w Kiel. Nieby-
wale dotad wsréd matych planet rozmiary drogi nowo odkrytej
planetoidy wskazywaly, ze ta planetoida, znajdujgca si¢ na ze-
wnetrznej czesci pierscienia planetoidalnego bedzie bardzo cieka-
wym objektem dla badan teoretycznych. Mozna bylo bowiem
przewidywac, ze planetoida Thule z powodu swego znacznego od-
dalenia od Storica oraz z powodu znacznego zblizenia si¢ do Jowi-
sza — moze podlega¢ okresowo nadzwyczaj silnym zakiéceniom
spowodowanym przez przyciaganie Jowisza. Z tych wielkich per-
turbacyi ruchu Thule, znajagc doktadnie jej pierwiastki drogi,
z czasem mozna bedzie obliczy¢ masg uktadu Jowisza, analogicznie
jak to zrobit Newcomb, badajgc ruchy (33) Polyhymnii'), ale
uczyni¢ to bedzie mozna, jak to stusznie zatwazyl Bidschof?),

') S. Newcomb. Astronomical Papers prepared for the use of the
American Ephemeris vol. V, part V.

?) Sitzungsberichte der Ak. der Wissenschaften, Wien Bd. 100:
pg. 937.
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dopiero wtedy, gdy mie¢ bedziemy przynajmniej 25 lat obserwa-
cyi tej planety. Pomimo stabego blasku (1.35—15.5) jakim Swie-
ci Thule, wskutek czego moze by¢ ona obserwowang jedynie przy
pomocy wielkich narzedzi, obserwowano te¢ planetoid¢ podczas
wszystkich opozycyi, ktére miaty miejsce od chwili odkrycia, t. j.
25/X 1888 r. az do 10/I1 1891 r. Te wszystkie obserwacye zostaty
bardzo szczegélowo opracowane przez Bidschofa!l), ktéry na
ich zasadzie podal wartosci pierwiastkéw drogi tej planetoidy,
oraz efemerydy dla czaséw bliskich opozycyi od czasu odkrycia do
r. 1894. W pracy swej wspomina Bidschof, ze 3 razy w ciggu
stulecia nastgpuje znaczne zblizenie pomigdzy Thule i Jowiszem,
w ruchu planetoidy wystepowa¢ muszq bardzo znaczne pertur-
bacye. '

Na zasadzie wszystkich obserwacyi, ktére mu byty dostepne,
wyprowadzit Bidschof nastgpujgce ostateczne elementy:

Epoka: 1881 Luty 20.0 cz. $r. Berl.
= 104¥ 21’ 30,8

155 36 48.8

308 44 42.0

75 26 12.1
233 18 29.9

= 2 922 342
= 4 43 142

log.a = 0.629 6674
u = 403". 1860,

oraz wyznaczyt wielkos¢ Thule dla $redniej opozycyi, 1376. We-
dtug obliczen Bidschof'a, najkorzystniejsze opozycye bywaja
w lipcu i sierpniu; wtedy planetoida osiega 13" 3, ale zato, dla
obserwatoryow lezacych w wigkszych szerokos$ciach péinocnych,
jest ona wtedy dos¢ niekorzystnie potozona na niebie, gdyz jej
deklinacya wowczas waha si¢ pomiedzy —24°. 5 a — 15°. 5. Ele-
menty, ktére wyzej przytoczytem zostaly wyprowadzone na pod-
stawie 8 miejsc normalnych. Te miejsca normalne sg do$¢ do-

!

g © a B ~
|

l rown. 1890.0

~.

) Sitzungsberichte d. Ak. d. Wiss. Wien Bd. 100, pg. 937.
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brze przedstawione przez ostateczne elementy; najwigksze odchy
lenie wynosi dla
cos6da=-+43". 1;

ds=—3".0.

Wr. 1908 A. Wedemeyer!) oglosit nowe rachunki, odno-
szace sig do planetoidy Thule. Powodem podjecia na nowo tych
rachunkéw bylo z jednej strony to, iz od chwili odkrycia do roku
1906 Thule dwa razy obiegla swojaq droge, z drugiej za$ strony,
dzieki pracy Bidschofa, ktéry wprawdzie uwzglednit w swych
rachunkach obserwacye do 1891 r. lecz podal efemerydy az do .
1894 i dalej, zdotano podczas wielu opozycyi zaobserwowac (279).
Ze wzgledu na ten nagromadzony materyal, A. Wedemeyer
zdecydowat sig, wychodzac z elementéw Bidschof'a, opracowaé
wszystkie obserwacye, jakie tylko byly zrobione od r. 1888 dor.
1906 (ogétem 53), uwzgledni¢ doktadne pozycye gwiazd porow-
nawczych i na podstawie tego calego materyatlu ugrupowanego
w 14 miejsc normalnych wyprowadzi¢ nowe elementy.

W swoich rachunkach Wedemeyer postugiwat si¢ bardzo
dogodng metodg Oppolzer’a, obliczania perturbacyi pierwiast-
kow drogi. Ostateczne elementy, otrzymane po wyréwnaniu
miejsc normalnych, byly nastgpujace?):

zas dla

Epoka i oskulacya 1907 grudzien 6.5 cz. §. B
M = 210° 15" 47". 26
w = 234 28 20.52 l
Q= 756 35 57.14 1910.0
§. = 2222903 l
¢ = 4 37 3594
p = 404" 29204.
Obserwacyi pdézniejszych nie uwzglednionych przez Wede-
meyer'a wykonano niewiele, mianowicie w 1906 r. dn. 17/X

w Wiedniu i w 1911 r. w dniach 20 i 30 kwietnia fotograficzna
w Heidelbergu?®). Planetoida coraz bardziej przyblizata si¢ do Jo-

') Archiv. der deutschen Seewarte XXXI Jahrgang.
?) Elementy Wedemeyer'a stuzg za podstawe niniejszych rachunkéw.
3 A. N. 4591, 4563.
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wisza przez co perturbacye jej biegu stawaly si¢ coraz znaczniej-
sze i zgodnos$¢ pomiedzy elementami Wedemeyera a rzeczy-
wistoscig stawata si¢ gorszg. Krytyczne zblizenie Thule i Jowisza
nastepowato w r. 1912. W lipcu 1913 r. Viljev!) oglosit nowe
oskulacyjne elementy Thule. Te jednak elementy nie mogg by¢
uwazane za bardzo doktadne, gdyz obliczone zostaly wprost z ele-
mentéw Wedemeyer'a przez dodanie tylko perturbacyi od osku-
lacyi 1907 r., ktére obliczyt przy pomocy jednej z metod perturba-
cyi szczeg6lnych bez uwzglednienia obserwacyi z lat 1906 i 1911.
Viljev podal efemerydy na podstawie swoich elementéw. Dla
chwili opozycyi miejsce wskazane przez Viljev'a znacznie si¢
roznito od tego, jakie bytlo podane przez B.J. na podstawie ele-
mentéw Wedemeyer'a, planetoidy jednak nie zaobserwowano.
Elementy podane przez Viljev'a sq nastgpujace:

Epoka i oskulacya 1913 czerwiec 17.5 cz. sr. Berl.
M = 358" 35' 20".7

o = 220 43 38.9

f=" 2921 26 |

g = 3 39 49.0

b = 397". 60002
log @ = 0.6337068.

Aby wiec zbada¢ ruch tej ciekawej planetoidy, podlegajacej
tak znacznem zaburzeniom, wydaje mi sig, ze jedyna droga jaka
nam pozostaje, jest poda¢, przynajmniej w przyblizeniu, wyrazenia
analityczne perturbacyi ogélnych aby umozliwi¢ na diugi czas
obliczanie efemeryd, pozwalajacych obserwatorom odnalezienie
tego ciata niebieskiego. Metoda Gylden’'a-Brendel’a wydaje
mi sig tutaj najodpowiedniejsza ze wzgledu na to, ze odrazu, przy
pierwszem obliczeniu perturbacyi, pozwala uwzgledni¢ wplyw
wyrazéw zaleznych od wyzszych poteg masy Jowisza. Gdy nowy
materyal obserwacyjny zostanie zdobyty, to wtedy okaze si¢ ko-
nieczno$¢ obliczenia nowych pierwiastkow drogi Thule, a rozpo-
rzadzajac juz calym materyalem obserwacyjnym, obejmujacym

) A. N. 4661.
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znaczny przeciag czasu, bedzie mozna dopiero woéwczas podjac
zagadnienie wyznaczenia; na zasadzie perturbacyi Thule, masy
uktadu Jowisza.

Do naszych rachunkéw uzyli$my elementéw Jowisza wedtug
,Connaissance des Temps pour 1914“. Mase Jowisza m’ wziglem
wediug Newcomb’a, wynosi ona:

1
~ 1047.355

Poniewaz w niniejszej pracy ograniczymy si¢ do wyszukania

m' (g m' = 6.9799061).

przerwy (luki) dla planetoid typu —3—, pozostawiajac do nastepnej

czeSci wyrazenia liczbowe spoétczynnikéw dajacych rozwinigeie
perturbacyi Thule, dla tego tez przytoczymy tutaj tylko rachun-
ki, ktére odnoszg si¢ bezposrednio do tego zagadnienia. W roz-
dziale drugim podaliSmy, zgodnie z teorya, ktéra do naszego
przypadku stosujemy, wyrazenia analityczne rozwinigcia funkcyi
perturbacyjnej, w ktérych wystgpowaly pewne arytmetyczne wiel-
kosci, dajace si¢ wyrazi¢ przez stosunek « potowy osi drogi Thule
do polowy osi drogi Jowisza. Te spélczynniki liczbowe byly to
wielkosci § i 1 zaopatrzone odpowiedniemi wskaznikami.

Przystapmy do ich obliczenia. Z elementéw Jowisza i Thu-
le znajdziemy wielko$¢ a.:

Ig a=9.912 6572.

Ta wielko$¢ malo si¢ rézni od jednosci i widzimy, ze spol-
czynniki £ iy, zalezne od tej wielkosci, nie bedq si¢ znajdowaé
ani w tablicach Masal'a!), w ktérych mamy tabutowane wartosci
@ i7dla argumentu Ig « od 9.30 az do 9.60, ani w tablicach Gyl-
dén’a?), w ktorych jest zawarty Ig a od 9.620 do 9.800.

Musimy wigc bezposrednio z elementéw obliczy¢ wszystkie f.
Na str. 24 mieliSmy wz6r (8):

) Masal H.: Tables de l'intégrale Jq
o0 §1—a?sin? o}
ska iakttagelser och undersokningar anstalda pi Stockholms observatorium, Fje-
rde Bandet, Stockholm 1891, pg. 51.

%) Gyldén H: Astr. Gesell. Publ. 21. Hiilfstafeln zur Berechnung der
Hauptungleichheiten der Kl. Planeten.

sinénody .
3 4.5 . Astronomi-

http://rcin.org.pl



90 J. KRASSOWSKI.

' =2

° tl—a’sin“cpsg

n
2

" osin®gde

Znajac o mozemy przystapi¢ do obliczenia wszystkich .

Gyldén?), Harzer?) obliczali te wielkosci w ten sposéb,
ze przedewszystkiem znajdowali wszystkie 3, dla n=1. Przy po-
mocy pewnych wielkosci pomocniczych f,., A i #,, okreslonych
w spos6b nastepujacy:

f— _(en4-3p AT L
"TT@n4-2)@2n4+4)" (14e)? ' T 242 a1
1 Bap
3"_f' o,

Wielkos¢ #, mozna rozwing¢ w utamek ciagly :
1
1},.—17——;,'.;
1 '_‘:[n—{-—l
I—faya
l —letey fn-{-mrl

1—-fu+m 3n+m+l ;
Uzycie tego wzoru jest nastepujace: najpierw oblicza sig i
z najwigkszem n zachodzacem w naszych wzorach, wprost ze
wZzoru:
‘tj. —_— l i
T l_ fn
l1—faga - -;_vfn-{-m-—l il
1— fn-&-m—l Fnt-mt-1
a potem przez koleine stosowanie wzoru redukcyjnego
1
1 —fu sn-{—l
otrzymuje si¢ wszystkie poprzedzajace 4.
Wprowadzmy jeszcze wielko$¢ pomocnicza p,=A,%,, wie-
dy mie¢ begdziemy wzér nastepujacy:

Bla=BY%DoD1 Dy - - Pn1,

R

) Gyldén H. Orbites absolues I, livre III.
!) Harzer P. Untersuchungen etc. p. 26.
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ktéry moze postuzy¢é do tego, aby po znalezieniu §'; obliczy¢
wszystkie #',. Potem wszystkie inne B8] otrzymamy na zasadzie
nastepujgcego wzoru rekurencyjnego:
B B = g R

Trudnos¢ w obliczeniu wielkosci £, polega na tem, ze ula-
mek ciggly, wyrazajacy #., jest w niektérych przypadkach mato
zbiezny. Harzer zauwazyl, ze dla planetoid zwykiych wystar-
czy przyjac ostatnie n=12; ale w naszym przypadku stosunek o
jest mato rézny od 1, wielkosci fu malejg bardzo powoli, nawet
dla n =30 jeszcze nie mozemy osiggnac¢ tego, aby dwa nastgpujg-
ce po sobie przyblizenia w rozwinigciu utamka?), réznity si¢ od
siebie o wielkosci zaniedbywalne, musimy wiec, aby médz obli-
czy¢ @1, postapic inaczej, bez obliczenia wielkoSci pomocniczych
ko i fu. W tym celu przedewszystkiem obliczymy spétczynnik f'y;
mozemy to zrobi¢ najlepiej przy pomocy metody $redniej arytme-
tyczno - geometrycznej. Na te metode poraz pierwszy wskazat
C. F. Gauss?), jako na praktyczny sposéb obliczania catki elip-
tycznej zupetnej, mamy bowiem:
2 (2 deg
= | Y1—a?sinte’

0

Blo=

jako pierwsze przyblizenie kiadziemy

z=1; y=VI—at
obliczmy z tych dwu wartosci $rednig arytmetyczng i geome-
tryczng:

!

@ ——
= —3*—3’ g y'=Vzy,

nastepnie z 2’ i ' znowu $rednig arytmetyczng i geometryczng:
’ ’ .
xu=f’:_:‘*2_7y”; yu = Vxly! it d.

az przy pewnej wartosci m znajdziemy:
pm) — y(m)

) Gyldén H. Uudersokningar af theorien for himlakropparnas rorel-
ser. I, str. 23, (Bihang till sv. Vet.-Ak. Handl. Bd. 6).

*) Hansen zauwazyl, ze dla n duzego ¥ —=1-}-a’.

%) Gauss C. F. Werke IlI, pg. 352.
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wtenczas:
1 1

plo = —x—“;; = yl—"'; s
Ta metoda obliczenia ', jest bardzo praktyczng i nadzwy-

czaj predko prowadzi do celu.
W naszym przypadku mamy:

lg 2=0; IgV1—a?=9.7600268
2"V —=0.8882366 y'V —9.8882666
Ig B! = 0.1117634.

Najwyzsza warto$¢ wskaznika n jaka nam jest potrzebna jest
n=12, obliczy¢ wigc musimy §,! dlan=1..., 12

Te spétczynniki otrzymamy najpredzej przy pomocy metody
podanej przez Ludendorff’al). Tablice pomocnicza podang
przez Ludendorffa rozszerzylem tak co do rozcigglosci, jak
i stopnia doktadnosci i przy pomocy jego wzoréw znalaziem sto-
sunkowo tatwo pozostate g%, (n=1,2 ...12). Dla kontroli drugi
raz te same spoélczynniki 8!, (n=0, 1, 2 ... 12) zostaly obliczone
przy pomocy kwadratur mechanicznych. Tg¢ metode do obliczenia
spotczynnikéw B! poraz pierwszy zastosowal Harzer, p6Zniej zas
O. Callandreau. Dokladno§¢ w rachunkach jest znaczna i kon-
trola tatwa, gdyz kazdy spoiczynnik jest obliczony jako srednia
arytmetyczna z dwéch sum majo réznigcych sie od siebie; ze zgo-
dnosci tych dwdch rezultatéow widzimy, czy nie zostat popelniony
jakis gruby biad rachunkowy. W naszym przypadku kat 90° dzie-
litem na przedzialy po 5°i dopiero wykonalem catkowanie. Po-
niewaz caly rachunek wykonatem wedlug wzoréw podanych przez
Harzer’a i O. Callandreau, dlatego tez w blizsze szczegoly,
odnoszace si¢ do tej metody, nie wdaj¢ si¢, odsylam do rozpraw
skad one zostaly wzigte ?).

Wartosci 8, obliczone za pomocg kwadratur mechanicznych
wypadly zupelnie zgodne z wartosciami obliczonemi przy pomocy
powyzszej tablicy. Aby otrzymac pozostate spétczynniki §'y,, 3%y,
B2y BTy2, %2, ktére majg postuzyé¢ jako punkt wyjscia do uzycia
wzoru I, znéw zastosowalem metode kwadratur mechanicznych,

a wigc

') Ludendorff. A. N. Bd. 160.
*) Callandreau. Journal de I'Ecole Polytéchnique, Il série, t. VII;

Harzer, L. c; pg. 26.
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oraz kontrole przy pomocy tablicy Ludendorff’a; zaczatem od
obliczenia powyzszych spotczynnikéw dlatego, poniewaz wedle
uwagi Harzer'a!) najkorzystniej obliczy¢ spéiczynniki @) naj-
pierw dla najwyzszej wartosci n, gdyz w ten sposéb najlepiej
zmniejszymy wplyw biedéw, pochodzacych od zaokragleri. Gdy
juz spolczynniki @ zostaly znalezione, zastosowalem wzor II
i w ten sposé6b otrzymatem wszystkie pozostate spétczynniki. Aby
skontrolowa¢ caly rachunek obliczylem kilka dowolnie wzigtych
spotczynnikéw metodq kwadratur. Rezultaty otrzymane réznily sig
tylko o pare jednostek w 7-ej cyfrze logarytméw, co dla naszego
przypadku, gdzie sig¢ ograniczamy do rachunku 6-cio cyfrowego,
jest najzupelniej obojetne.

W ten sposéb znalezione logarytmy spéiczynnikéw ¢ sg na-
stepujace:

Logarytmy spé6tczynnikéw

n/s 1 3 5 7 9
0 0.111763 0.388660 0.719219 1.092421  1.495190
1 9887778 0.236762 0.620523 1.027947 1.451216
2 9.761532 0.153599 0.563644 0.986993 1.420154
3 9.693387 0.102476  0.524368 0.955978  1.394980
4 9.642434 0.062590 0.492468 0.929894 1.373181
5 9.601597 0.029631 0.465363 0.907191 1.353821
6 9.567459 0.001428 0.441683 0.887002 1.336327
7 9.538099 9.976724 0.420599 0.868721 1.320326
8 9.512324 9954718 0.401561 0.852056  1.305577
9 9.489344 9.934848 0.384186 0.836699  1.291872
10 9.468604 9.916727 0.368193 0.822446 1.279062

11 9.449703 9.900062 0.353368 0.809138  1.267029
s 12 9.432337 9.884629  0.339546  0.796650  1.255680

Gdy juz znalezliSmy wszystkie wielkosci I, to na zasadzie
wzoru nastepujgcego

I st R Ee 0 T U i sy gD

otrzymamy spétczynniki 7,.. .

') Harzer P, L. c. pg. 26.
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Te spotczynniki sg nastgpujace:
Logarytmy spétczynnikow 7. -

nfs 0 1 9 3 4
0 0024421 9.673703 9.700962  9.839429  0.023954
1 9713092 9583198 9.574342 9.726002 9.917251
9 9499504 9.364732 9.455100 9.615956 9.812414
3 9344016 9.237503  9.340652 9.508424  9.709071
4 9205720 9.117201  9.229629  9.402800 9.606979
5  9.077540 9.001658 9.121202 9.298793  9.505931
6 8956059 8.889613 9.014822 9.196093  9.405778
7 8839356 £.780260 8910104 9.094497 9.306403
8 8726239 8.673047 8.806768 8.993846 9.207710
9 8615916 8.567583 8.704600  8.894015

10 8507834 8.463575 8.603436  8.794901

11 8401590 8.360800 8503145 8.696416

12 8.296881 8259083 8.403622  8.598585

1g 700 =9.859395 .

ZnalezlisSmy w ten spos6b spéiczynniki §,@ i 1.., mozemy
obecnie przystapi¢ do obliczenia wielkosci 4 i B opatrzonych od-
powiedniemi wskaznikami u gory i u dotu. Te wielkosci podsta-
wowe A i B mogg by¢ obliczone dwoma sposobami. Jeden stano-
wi zastosowanie wzoréw (20) i (24) (str. 26, 27) przy pomocy
wielkosci pomocniczych £, ,. , ktére sq funkcyami v, ., oraz wiel-
kosci Py, m, pi @n, mp, zn6W bedacych funkcyami €, ., ,. Podo-
bne postgpowanie Brendel zaleca; jest ono istotnie bardzo prak-
tyczne, gdy chcemy odrazu obliczy¢ wszystkie potrzebne spol-
czynniki w rozwinigciu funkcyi perturbacyjnej dla danéj planetoi-
dy. W naszym jednak przypadku podobny sposéb post¢powania-
nie zalecatby sie, gdyz ograniczajac si¢ do wyrazen zerowego
stopnia, daleko prosciej odrazu obliczy¢ spétczynniki 4 i B wprost
we funkcyi 1... Wzory stosowne dla takiego rachunku zostaty po-
dane przez Masal’a'). Sg one wygodne w uzyciu o ile nie posu-

) H. Masal: Formeln und Tafeln zur Berechnung der Absoluten Stor-
gen der Planeten, Kongl. Svenska Vetensk. Ak. Handlingar. Bd. 23.
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wamy si¢ w rozwinigciach do wyzszych stopni, gdyz wtedy staja
si¢ one skomplikowane. W granicach doktadnosci przyjetych przez
nas, wzory Masal'a sg nastgpujace:

Anoo = — 2nno
Bugo = + 21 %o+ 47n
A = Tuo (12 +-21) — 202 ¢] 42010
BH) ="uo [— 2 +-n)+ 202l +fus [ (41} 6)+-4n.q] —
— 87
ASD = o[ (0*2n) + 20 g]+ 20 4y
B = uo [— 2 4-n)—2n2¢] s [— (41 +6) —4ng] —
—81u2
Ao = a0 (2n24-4n)+-40 10,
B = — o201 — 1.1 (8% + 12) — 167,z
Af,;?,,‘, = - Yno(n®+ 512 4 6m) — Yus (4n* + 14m) — 80 71
B2 = +Twon (1) (n+2) 411 6 (n+2)*+
4 Ynz . 24(n+4-3)-}+481,5.
gdzie g = ’;:' . Na zasadzie tych wzoréw otrzymaliSmy naste¢pu-

jace wartosci logarytméw spélczynnikéw 4 i B.

n 0 4 8 12
Auoo 0.108810,  9.930359,  9.677092,
Bioo 0275763  0.257352  0.017139  9.738837
el 0.991403  1.001115  0.876663
B 1.136647, 1173232,  1.088907,  0.931817,
RAt, 1.682384, 1.834337, 1.818637,
B 1.906612  1.946349 1945695  1.972880.
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ZnalezliSmy wigc ostatecznie potrzebne spétczynniki rozwi-
nigcia funkcyi perturbacyjnej; mozemy obecnie przystapi¢ do wy-
rachowania przerwy dla planetoidy typu Thule w pierscieniu pla-
netoidalnym.

Mieli$my réwnanie (37):

(1) (20, +20.") py =p' -+ " By + "' B2,

ktore zawiera tylko jedng niewiadomgq (3, (8, wyraza sig przez f3,)
przy pomocy zwigzku (61) str. 84 i jest wzgledem tej niewiadome;j
stopnia trzeciego; (jak zobaczymy spétczynnik przy 8, w tym row-
naniu zawiara 9).

Brendel okazal, ze w celu znalezienia obu granic przerwy
nalezy wyznaczy¢ ten spoélczynnik, przez nadanie odpowiedniej
wartosci na g, w taki sposob, azeby to réwnanie dawato na B, tylko
dwie, od siebie rézne wartosci, wowczas dwie wartosci 3,, odpo-
wiadajace tym dwum réznym wartosciom §3,, okreslajq wtasnie gra-
nice przerwy.

Brendel!) wykazal, ze §, w przypadku planetoidy charak-
terystycznej, nigdy nie moze si¢ sta¢ wigkszem co do rzedu wiel-
kosci od pierwiastka trzeciego stopnia z masy zakldécajacej; gdy
mamy do czynienia z planetoida tego rodzaju, ze stosunek ruchu
sredniego dziennego planety zaktécajacej do takiegoz ruchu dzien-
nego planetoidy wyraza sig scisle przez prosty utamek, wtedy

8=0, za$§ 3,=--4p1;
ale jak to juz poprzednio widzieliSmy

3
T="2‘ By*
Poniewaz @, w przypadku planetoidy charakterystycznej co

; A
najwyzej moze by¢ rzedu Vm', przeto najmniejsza warto$¢ (2,)

jest rzedu mniejszego (co do rzgdu wielkosci) niz m'®. Jezeli mia-
nowicie ta warto$¢ graniczna bytaby przekroczong, to wtedy nasze
rozwinigcia stalyby sig rozbiezne ?), ruch planetoidy, ktéraby mia-
ta takie o, bylby niestaly. Dla tych krytycznych wartosci 9,
}) Brendel. A. N. 3346.
*) Brendel, L. ¢; Brendel. Theorie d. kl. Pl I, Kap. VII;
Gyldén Acta Math.: t. IX.
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a wigc i B, wystgpuje (w znaczeniu Brendlowskim) przerwa (la-
kuna) w pierScieniu planetoidalnym; przerwa ta przychodzi do
skutku w ten sposéb, ze 8, zrywa cigglos¢; wartosci jego po obu

stronach przerwy sq przeciwnego znaku. Poniewaz ¢,, jak to wy-

!’
nika z poprzedniego, nigdy nie moze by¢ zerem, przeto p, = %
1
nigdy nie moze si¢ rowna¢ jakiemu$ prostemu utamkowi. Nato-

miast ¢ moze si¢ sta¢ rownem zeru: ma to miejsce wtedy, gdy p
jest rowne prostemu ufamkowi. dla tego tez we wszystkich na-
szych dotychczasowych wzorach, gdzie zachodzi maly mianownik
d3,, nie wolno zastgpi¢ go przez 9, jakkolwiek & moze by¢ bliz-
kie d, .

Stosownie do tego, coSmy wyzej powiedzieli, zajmijmy si¢
przedewszystkiem wyznaczeniem wartosci §,. W tym celu wezmy
na uwage przytoczone przed chwila rownanie (1). Poniewaz 3,
nie jest rzedu zero, to 8,8, jest rzedu wyzszego, niz pozostalte wy-
razy w tym wzorze, mozemy je wiec opusci¢. Zamiast 8, pod-
stawmy

3 —4pr=08—6pp,°,

wtedy otrzymamy:
200 — 12pB > =p' +0" 8 +2" B
co mozemy napisac:

| £ =R B el
czyli
(3) B’ 41847+ k=0,
gdzie dla krétkosci potozylismy:
e P o BE=B8, e Tl
@ s 7 Tt s e

Z (4) widzimy, ze tylko spéiczynniki ¢ oraz k sq niezalazne
od 8. Roéwnanie (2) musimy tak przeksztalcié, aby sig¢ pozby¢ wy-
razu §,% w tym celu potézmy:

(a) bi=0, - 3
wtedy znajdziemy:

0 ruchu planetoid. /
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(5) b*+db,+e=0,
gdzie oznaczylismy:

S5
(6) d=j— 3
oraz

ST
e—-—ﬁ [ 5 s *§’+k.

Réwnanie (4) bedzie posiadalo pierwiastek podwdéjny wtedy,
gdy wyrdznik réwnania (5) jest rowny 0. Po obu stronach przer-
wy, b, ma wartosSci przeciwnego znaku; poniewaz §,—b, jest mate
w poréwnaniu z b,, przeto takze i wartosci §; beda przeciwnego

znaku.
Wyréznik ten jest

4 ¢t
brga— 2

z teoryi réwnan trzeciego stopnia wiemy, ze gdy D >0, wtedy
mie¢ bedziemy tylko jeden rzeczywisty pierwiastek réwriania (5),
a wiec dla §, otrzymamy tylko jedna wartos$é; gdy D=0, wtedy
otrzymujemy trzy rozwigzania, z ktérych dwa sa réwne i wartosé 3,
znaleziona z tego warunku daje nam wiasnie krytyczna wartos¢ o,;
wreszcie gdy D < 0 mie¢ bedziemy wszystkie trzy pierwiastki rze-
czywiste, ale tylko jeden, jak to mozemy si¢ przekona¢ przez pod-
stawienie, speinia¢ bedzie nasze réwnania.

Aby znalez¢ ten krytyczny warunek, z otrzymanych poprze-
dnio rozwinig¢ spotczynnikéw spotrzednych Gyldénowskich
obliczmy state wielkosSci ¢ oraz k; w naszym przypadku znale-
zlisSmy:

lgi—28.442234_,; 1gk=6.672816_4,

te wielkosci sa state; wielko$¢ d zalezy od j, a wiec od 8, po sze-
regu prob dokonanych co do wartosci j znajdujemy, ze warunko-
wi D=0 czyni zado$¢ ta wartosc¢ j, ktéra daje ze wzoru (5)

lgd=28.12508,_10 i lge=7.773160_y0,

skad znajdujemy:
lgb,'=1g b," —8.824044
zas
1gb,""'=9.125074,
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na zasadzie wzoru (a) z tatwoscig otrzymamy:
1g(B,)1=8.759360; 1g(8,)n=9.154128,

te warto$ci B, sq krytyczne. Znajac warto$¢ krytyczng j z tatwo-
§ciq znajdziemy tej wartosci odpowiadajacq warto$¢ 4. W naszym
przypadku znalezliSmy:

1g 8 =28.559884 ;
(YRR ENT

otrzymamy dwie wartosci dla 1 na zasadzie nast¢pujacego wzoru,
doktadniejszego niz ten, ktory poprzednio stosowalismy !):

1
i b =

znajac

Wartosci te w przypadku naszym sg nastgpujace:
lg v = 7.696539; lgyu=28.495577.

Teraz ze wzoru (2), rozdzialu poprzedzajacego, znajdziemy
dwie wartosci 8,, odpowiadajace tem wartosciom 7, mianowicie :

1g(8,)1=8,334772; 1g(3,)u=28.750883,
dalej ze wzoru
- — 4"’ -
ey
znajdziemy obie wartosci prawdziwego ruchu S$redniego, ktére
ograniczajg szukang przerwe dla typu 3/,. Te wartosci s3:

(ny)1=401".732; (n,)u=391". 485

wreszcie stala n, dla wartosci krytycznych 3,, znajdziemy ze wzoru
nastepujgcego:
w=al
T 3—=28’
skad:
n=403". 723,

Rezultaty otrzymane mozemy wigc wystowi¢ w sposéb na-
stepujacy:

Dla planetoid typu %, wartos$¢ , musi spetnia¢é
warunek nastgpujacy:

 Brendel A. N. 3346 wzor Ne 38.
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lg B,=8.759360 lub Ig §,=9 154128,

za$
1g 8,<8.334772 lub lg 3,=8 750883,

zatem prawdziwy ruch dzienny =, dla typu Thule
musi by¢
n, >401". 732 lub n, < 391". 485.

Pomigdzy temi wartosciami n, znajduje si¢ przerwa w zna-
czeniu Brendelowskim w pierscieniu planetoidalnym; planetoida,
ktéra posiadataby ruch $redni dzienny prawdziwy (w definicyi
Brendelowskiej), zawarty pomigdzy powyzszemi granicznemi war-
tosciami n, poruszataby si¢ po drodze niestalej.

[Musimy tu zwréci¢ uwage, ze ze wzgledu na definicyg n, ta
wielko$¢ nie jest bezposrednio poréwnywalng z wartoscig ruchu
$redniego dziennego oskulacyjnego, jaki znamy z elementéw pla-
netoidy].

W ten spos6b otrzymali§my warto$ci krytyczne prawdziwe-
go ruchu $redniego dziennego, warunkujgcego przerwe dla typu 3/,;
taka przerwa dotad byla wyznaczong dla Hekuby i Hildy (zrobit
to Brendel!). Prace Schwarzschild'a dla Hekuby?) i Dzie-
wulskiego?) dla Hildy, wykonane na zupeilnie odmiennej dro-
dze, mianowicie metodg Poincaré’go wynajdywania rozwigzari
okresowych, potwierdzajq rezultaty otrzymane przez Brendel'a
jego wlasng metoda, co daje nam najlepsze $wiadectwo o war-
tosci tej metody, stosunkowo latwej w %Zastosowaniach prak-
tycznych.

') Brendel A. N 3396. Buchholz H. Untersuchungen etc.
) Schwarzschild. A. N. Bd. 160.
) Dziewulski. A. N. Bd. 181.
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RESUME.

JAN KRASSOWSKI.

Sur le mouvement des petites planétes du type de Thule ().

Détermination des termes élémentaires et de la lacune
pour le type Thule.

Le nombre croissant des petites planétes a suscité I'appari-
tion des méthodes spéciales en mécanique céleste qui permettent
de calculer plus ou moins rapidement les perturbations.

Gyldén et ses nombreux éléves ont divisé les petites pla-
neétes en groupes, appelés ,types“ ou la relation de commensura-
bilité entre le mouvement moyen diurne de la petite planéte et ce-
lui de Jupiter joue un role trés important. On sait que si ce rap-
port peut s’exprimer approximativement par un rapport simple
des deux nombres entiers, les perturbations, causées par la planéte
principale, deviennent de plus en plus grandes a mesure que le
rapport de ces deux moyens mouvements diurnes s’approche de
la commensurabilité exacte. Jupiter produit dans l'essaim de
petites planétes en général des grandes perturbations grice a sa
masse énorme. Les perturbations Joviennes deviennent déja trés

sensibles pour les planétoides du grouppe %- (moyen mouvement

. " 1 .
diurne ca 900”) et du grouppe 5 (moyen mouvement diurne ca
600").
Si la commensurabilité devient trés approchée, les perturba-
tions croissent trés vite et les méthodes ordinaires du calcul des

perturbations deviennent insuffisantes ou trés difficiles et pénibles
dans les applications, surtout s’il s’agit des planétoides-types.
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Cest 2 Gyldén que nous devons une des méthodes du
calcul approché des pérturbations. Cette méthode, remaniée et
perfectionnée par ses éminents éléves (M. M. Backlund, Bren-
del, Harzer, Wolf etc.), peut étre méme appliquée dans les
cas les plus difficiles ot la commensurabilité des moyens mouve-
ments de la planété principale et de la petite planéte est a peu
prés exacte.

Cette méthode a fait ses preuves; elle a été déja plusieurs
fois appliquée, avec bon résultat, aux différents cas difficiles du
calcul des perturbations des petites planétes appartenant aux grou-
pes d'Hécube, de Hestia ou Hilda.

M. M. Brendel et Kramer nous ont donné des tables
étendues, qui nous facilitent notablement le calcul des perturba-
tions dans le cas des types Hestia et Hécube et permettent rapide-
ment de déterminer leurs positions géocentriques. Les calculs de
M. Harzer ont été sur une autre voie brillamment controlés par

M. Simonin pour Hécube. Le cas difficile du type de Hilda (g )

a été commencé d’étre étudié par M. Buchholz, qui a déterminé
les termes caractéristiques, sans donner 'expréssion méme des per-
turbations.

La petite planéte Thule (279) appartient au type 3/, des péti-
tes planétes et jusqu'a présent c'est 'unique réprésentant de ce
type. Thule peut s’approcher de l'orbite de Jupiter beaucoup
plus que Hilda. M. Bidschof trouve que des grandes proximi-
tés entre Jupiter et Thule arrivent jusqu’a trois fois dant I'éspace
d’un siécle. Pendant un pareil rapprochement le mouvement de
Thule est fortement perturbé par la puissante action de Jupiter,
qui produit des variations trés notables dans son orbite. Ainsi
pendant la proximité qui a eu lieu en 1912, les calculs de M. Vil-
jev nous montrent que le moyen mouvement de Thule a subit de
trés fortes variations.

M. Kobb, en se basant sur les travaux de M. Darwin sur
les orbits périodiques, a cru pouvoir admettre que 1'orbite de Thu-
le peut devenir instable et s’entrecouper méme avec celle de Ju-
piter.

Jusqu'a présent le mouvement de cette petite planéte, appar-
tenant a un type planétoidal si intéréssant, n’a pas été étudié
d’'une maniére générale. A ce que je sais, M. M. Bidschof et
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Wedemeyer ont seulement calculé et corrigé les éléments de
Thule. M. Viljev de son co6té n’a fait que le calcul des pertur-
bations de son mouvement, limité & un court espace de temps en
se basant sur les éléments de M. Wedemeyer.

Il m’a semblé intéressant d’essayer d’'appliquer & Thule les
méthodes de Gyldén, modifiées et perfectionnées avec tant de
succés par M. Brendel. L’orbite de départ de nos calculs a été
celle de M. Wedemeyer.

Dans le présent mémoire je donne un apergu succint de la
méthode de Gyld én, modifiée par M. Brendel, je détermine pour
le type Thule les termes caractéristiques ainsi que la lacune (dans
le sens de M. Brendel) dans l'anneau planétoidal, qui jusqu'a
présent n’a pas été determinée pour ce type.

Pour ne pas étre trop long je me permets de renvoyer le lec-
teur aux formules contenues dans le texte polonais, aux quelles,
du reste, je fais les renvois donnant les numéros des formules et
les pages correspondantes du texte.

. Dans le premier chapitre je me suis attaché d’exposer,
aussi brievement qu'il m’a été possible, les idées générales sur les-
quelles repose la théorie de Gyldén ainsi que les équations les
plus importantes de la théorie qui nous intéresse,

On sait que c’est la méthode de Hansen qui a sérvi a Gyl-
dén du point de départ. Le équations fondamentales sont: 1 pg.
4; 11 pg. 8; et Ill pg. 9, texte pol. Dans ces équations v désigne
la longitude vraie de la planéte et » son rayon vecteur.

Les équations de Hansen en coordonnées polaires, Gy!-
dén transforme, en introduisant des nouvelles variables p, 7 S
et v, qu’il appele ,longitude vraie“ et qui est une variable in-
dépendante. Les équations nouvelles ainsi obtenues sont: v,
IV pg. 11, V, V¥s po. 12, Nous introduisons maintenant les no-
tations de M. Brendel?) et nous rappelons la définition des ter-
mes ¢lémentaires et caractéristiques a longue et courte
période. Parmi ces termes nous distinguons, suivant M. Harzer?
ceux qui appartiennent au genre 4. B,C, D et ceux que M. Bren-

') Brendel. Theorie d. kl. Planeten I.
) Harzer P. Untersuchungen efc.: pg. 3.
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del appelle ,rein erster Ordnung“. Avec M. Brendel nous
désignerons par les lettres latines les termes du premier ordre, et
par les lettres grecques ceux qui contiennent, comme diviseur, la
petite quantité a.

Dans le présent mémoire nous nous bornons a ne considérer
que le mouvement de la petite planéte qui s’effectue dans le plan
méme de I'orbite: c’est pour cela que nous laissons de coté les per-
turbations de I'inclinaison

En nous servant des rélations connues, données par M. Bren-
del, entre les quantités Gyldéniennes v, [I, R nous obtenons:

SO e
() Wi 14+7ncosv

olt (r) c’'est le rayon vecteur ,absolu®.
Aprés quelques transformations on parvient a I'équation sui-
vante:

2) =l —14-Zn B, cos nv
147 cos v el '

Cette équation obtenue par Gyldén est trés importante,
car le second membre ne contient aucun élément a longue période,
tandis que le premier membre de cette équation est formé par une
fonction pareille.

Pour achever toutes les transformations nécessaires on intro-

duit encore le ,temps reduit* (f) qui est donné par I'équation
suivante:

(3) n(t)+A=v-}LXB, sin nv on
L=mnt —i-‘ A

et la quantité E est définie par:

d8 _Gd.Bucosnll . w @By sinnll
Y—————sinnyv—3X 7 cos nv,

dv dv
alors (12) devient:

)y _ (- | d=

@ dv  (1+qcosv) ' dv’

Si W nous donne la différence entre I'angle déterminé par le
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temps vrai nt et celui qui correspond au ,temps réduit*
n(t), nous aurons encore la rélation suivante:

(5) W =nt—n(t)

qui enfin nous donnera I'équation différentielle VI pg. 20 ou ent-
rent aussi les quantités R et S.

Pour les applications de la méthode les relations IV, IV®s, V,
Vbis et VI sont les plus importantes. Nous allons maintenant ta-
cher d’intégrer ces équations. Ces équations contiennent les quanti-
tés P et () qui sont des dérivées partielles par rapport a v et a r de
la fonction perturbatrice @ que nous devons développer en série
suivant les procédés, donnés par Gyldén.

2. On sait que Gyldén pose:

(6) -g = R,+2R, cos H-+2R, cos 2H+...
ol
2.8 sin™¢d g
) Bu=- r* Tl ]Vl “a? sin® o+ ok sin’

en substituant dans cette expression les coefficients numériques
! a
connus Y, ne dépendant que de « (on se rappele que ==, le

rapport des demi-axes de la planéte troublée et troublante) on
trouve:

a' Tie :
(8) H— 7, (l ies A)IZ 3711.0 = na A + Tn2 Al — Tn.3 Ay ( .

Ce développement converge encore dans le cas de Thule.
En introduisant dans (6) I’expression trouvée, nous obtenons

A
perturbatrice, qui, comme on le sait d’ailleurs, étant compléte,
s'exprime au moyen de la relation suivante:

le développement en série seulement de la partie @ de la fonction

!

9) a(Q)=m' [_a a’ a2 (1 — l)& cos H].

e
Si nous développons cette expression en série, en introdui-
sant les coefficients numériques connus, nous obtenons:
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(10) a(@)=2m' Z Q(n, s, 8'), v p'p" 4> 0'* cos nH

i n s,V
ou
(11) Q.=m’ Z 9(11.8.3')v.v’p' ph'-qZV 7"1'2‘".
ns, 8 vy

Ces coefficients sont des fonctions numériques de a et peu-
vent s’exprimer au moyen des 7.,. !) Cette relation est donnée pg.
25 texte pol. {20).

Les quantités P et  peuvent s’exprimer, aprés quelques
transformations, au moyen des relations suivantes:

*
P=22P nss' vy’ i Ul i cos n U—’v'
(12) ( Pt ( )

Q=2%Qussyv 0" 0 sin n(v—1')

(ot * signifie que pour n=0 le facteur 2 doit étre omis).

Les coefficients de ces expressions sont données par les for-
mules pg. 27 — 30 texte pol., qui n'ont pas besoin d’aucune expli-
cation.

Dans les expressions (12) nous écrivons p en séparant la par-
tie élémentaire du genre B et les termes caractéristiques:

(13) p=(p)+R

olt (p) désigne les termes élémentaires du genre B et P contient
les termes ordinaires et caractéristiques. En ne considérant dans
p que les termes caractéristiques seuls et les substituant dans P
et (), nous obtenons I'expression (39) pg. 31 texte pol. pour P et
une expression analogue pour ().

Pour avoir les expressions définitives des quantités P et ()
il est nécessaire d’effectuer encore une transformation, parce que
dans ces quantités entrent les S, R, W, qui de leur c6té contiennent
les termes des genres différents (ordinaires, a courte et longue pé-
riodes, élémentaires etc.). En effectuant des transformations ana-
logues aux précédentes (pg. 32 texte pol.) on obtient les expres-
sions définitives pour P et ¢) (pg. 32, 33 texte pol) 2.

') Brendel, Th. d. kl. Plan. I, pg. 52; Harzer, Untersuch., pg. 49;
Kramer I, Th. d. kl. PL. pg. 9.
%) Brendel, Lc. pg. 70; Harzer: L c. pg. 30.
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3. Nous allons déterminer maintenant les termes caractéri-
stiques et élémentaires dans les cas de Thule (279).

Aux pg. 12 et 14 texte pol. nous avons donné les équations
différentielles qui déterminent les quantités o et p; I'équation dif-
férentielle en W leur est analogue:

(14) W:co-{—z)c"' sin (\,v—B,).

Dans toutes ces équations @ ,, b., ¢, sont des petites quan-
tités, A, est un petit diviseur. Quelquefois cependant, aprés avoir
effectué 'intégration, il arrive que malgré que les quantités a,, b.,
¢, sont petjtes, les termes renfermant le diviseur A, peuvent étre
ou peu différents de zéro ou trés grands'), car, apres cette opéra-
. o : 1
tion, les termes considérés peuvent avoir comme facteur ~— ou

A
ltlxén. Si A, est peu différent de zéro, I'argument de la fonction
cosinus est un trés petit angle, ce qui nous donne pour le terme
considéré une période trés longue.

Si A, differe peu de 1 alors la période du terme, renfermant
un pareil A est peu différente de la période de la variation de v,
par conséquent elle difféere peu de la durée de révolution de la pla-
néte considérée. Des pareilles expressions nous donneront les ter-
mes a courte période.

Par l'intégration, dans les expressions se rapportant a S, se-
ront agrandis seulement les termes a longue période, tandis que
ceux a courte période vont démeurer sans changement; inversé-
ment dans les expressions de p aprés lintégration augmenteront
seulement les termes a courte période et ceux qui auront une pé-
riode longue ne seront pas changés.

M. Brendel a remarqué, que dans le cas d'une commen-
surabilité trés approchée entre les moyens mouvements de la pla-
néte troublée et troublante, il arrive que les termes du second ordre
sont encore trés importants. L’idée de Gyldén répose sur ce
principe que dans les expressions approchées, obtenues pour P
et ¢), nous ordonnons les termes non suivant leur ordre ou degré

) Brendel, Om amvindningen etc., pg.6. Ludendorff, Die Jupi-
terstorungen d. kl. Pl. von Hecuba-Typus, pg. 4.
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mais selon leur valeur véritable, qu'ils obtiennent aprés I'intégra-
tion. Clest pour cela que nous devons d’abord pour Thule déter-
miner dans les développements de S, p, £, W les termes a longue
et courte période.

Nous commengerons par séparer avec M. Brendel dans
S, p, W, R les parties a longue et a courte période ainsi que les
termes ordinaires, en souscrivant sous chaque lettre un des indices
d, k, z. Nous aurons donc ainsi

S =8+ S+ 8. R=R;+ R, + R.
=@+ E W=qv+4+W.+K
E=W,+W

ol

et 7v C'est le terme séculaire.

Dans notre cas spécial le rapport du moyen nouvement
diurne n’ de Jupiter au méme mouvement n, de la planéte Thule
(279) est:

L A 3— 3,
e py =0.7398 = o

(%, représente une petite quantité) d’oi :

Généralement I'argument des fonctions trigonométriques qui
entrent dans nos développements a la forme suivante:

nw=mn(l—p,)v—nB—npW,.

Donc, dans les termes a courte période, le coefficient de » sera
peu différent de 1 et dans ceux a longue période ce méme argu-
ment différera peu de 0. Maintenant, dans les expressions préce-
dentes pour P et ¢), il faut déterminer les termes de ces genres dif-
férents; les expressions de ces deux quantités, donnéesaux pg. 42—
43 texte pol. nous donnent tous les termes particuliers qui cara-
ctérisent le type planétoidal considéré. Nous devons encore trans-
former ces expressions pour pouvoir calculer les différentes par-
ties mentionnées plus haut, des expressions de S, & et W.
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Comme on a remarqué précédemment, ces quantités sont
formées avec des termes a longues et a courtes périodes, qui d’ail-
leurs dépendent des mémes arguments que dans les expressions
pour P et ().

En introduisant la classification de M. Harzer des diffé-
rents termes particuliers et faisant des transformations nécessaires,
nous obtenons les expressions (10 pg. 40 texte pol.) oit les diffé-
rents termes de chaque catégorie de M. Harzer sont spécifiés
par la majuscule correspondante.

Dans (10) pag. 46 texte pol. cinq expréssions ne contiennent
point la quantité 3,, qui, comme on le sait, est seule liée avec le
mouvement d’'une petite planéte déterminée, ces expressions se-
ront donc appliquables au mouvement d’une petite planéte quel-
conque!), par contre les termes contenus dans (10) I. c. doivent
étre calculés a nouveau dans chaque cas traité spécialement.
Clest pour cela que Gyldén a appelé ces termes caractéri-
stiques, comme ceux qui nous déterminent dans chaque cas
spécial les conditions du mouvement d’une certaine petite planéte.
Dans les termes de la catégorie (C) et (D) nous trouvons dans
I'argument la quantité Wy, qui est une fonction variant peu avec
le temps; c’est d'ailleurs la partie a longue periode de W, qui est,
suivant la nomenclature de M. Brendel, ,la reduction du
temps“. Cette quantité nous rend difficile l'intégration de nos
équations différentielles. Dans les termes de la catégorie (4) I'in-
tégration introduit un petit diviseur 8, de I'ordre de la masse per-
turbatrice. Dans (D), (C) nous avons ¢ en dénominateur aprés
avoir integré l’expression pour S, qui comme on le sait, contient
la masse avec ’exposant moindre que I'unité. Ces termes devien-
nent zéro avec la masse. Nous devons aussi remarquer que l'in-
tégration de I'expression pour S fait augmenter les termes du genre
(4) et (C) tandis que dans p, sont augmentés seulement les termes
de la catégorie (B) et (D). Nous pourrons donc constater que Sy

!/
sera de l'ordre de m' et Sy, Ry, Ra, Wi, Wa, Ki—de lordre ’:‘

et que les termes ordinaires qui entrent dans S, R, K seront de
I'ordre de la masse perturbatrice.

') Brendel. Theorie d. Kkl Plan. I, pg. 106.
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Nous trouverons donc les expressions définitives des diffé-
rentes parties de S, R, K, qui sont données aux pages 48 et 49 du
texte pol. Nous devons encore substituer les séries trouvées
dans les expressions pour R et (). Les expressions ainsi obtenues
sont données aux pages 50—60 du texte pol. G, désigne la somme
des termes ordinaires; p,, q. et g, sont des coefficients numéri-
ques qu’on peut calculer sans aucune difficulté.

4. Nous allons effectuer maintenant l'intégration des équa-
tions différentielles données, (IV pg. 11, V pg. 12, VI pg. 20 texte
pol.). Plus haut nous avons déja séparé les différents termes sin-
guliers qui entrent dans les expressions des mouvements des peti-
tes planétes. M. M. Brendel et Kramer ont divisé les petites
planétes suivant leur moyen mouvement diurne en certaines clas-
ses. Suivant cette classification la planéte Thule appartient a la
premiére classe?). Le mouvement des petites planétes apparte-
nant a cette classe est caractérisé par des termes de degré 0, qui
entrent dans R et K, qui sont grands par rapport a4 la masse de
Jupiter. Dans cette classe on aura aussi dans le développement
de R un terme important qui, comme I’a démontré M. Brendel,
appartiendra a la catégorie D de M. Harzer c. a d. caractéri-
stique a courte période.

Comme Thule peut se trouver en grande proximité avec Ju-
piter, les séries développées suivant le rapport des axes ou des
rayons vecteurs, deviennent lentement convergentes, il faut donc
dans les limites d’exactitude?) que nous nous sommes assignées,
dans les développements des coordonnées et dans les équat. IV,
V, VI, omettre la troisiéme puissance de la masse de Jupiter, ainsi
que dans, les expressions du degré 0, les quantités qui seront du
troisieme ordre par rapport a la masse perturbatrice, divisée par
une petite quantité g, parce qu’elles ont encore en facteur une
petite quantité 4 ou 7’ ou les carrés de ces quantités. Comme
nous poussons nos développements jusqu’a la troisiéme puissance
de la masse perturbatrice, nous devons a I'exemple de M. Kra-
mer (dans le cas de Hécube) compléter les développements de
M. Brendel. Nous obtenons ainsi les équations (1) pg. 63, (2),

) Brendel, Th. d. kl. PL. I pg. 92; Kramer I, pg. 20, 144.

?) L’exactitude que nous nous sommes assignés dans la représenta-
tion du mouvement de Thule est celle que M. Brendel admet dans sa
wTheor. d. kl. Plan.¢.
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(3), (4) pg. 64. (5), (6) pg. 65, (9) pg. 66. (12), (13) pg. 67 et les re-
lations (14)—(18) pgs, 68—70. Nous avons donc trouvé, dans les
limites d’éxactitude désirée, tous les coéfficients de P et (). Ces
coéfficients sont des grandeurs numériques que l'on peut calcu-
ler sans beaucoup de difficultés.

Maintenant nous pouvons aborder l'intégration en se ser-
vant de la méthode de M. Brendel, que M. M. Ludendorff,
Buchholz et Kramer ont appliqué avec tant de succes. Nous

- ’ L : ds
commencerons par intégrer 'équation qui nous donne -5 En se

0 ; das :
limitant aux termes du degré 0 nous aurons a;—_——Q:—llq,smflw

et comme w=(1-—y,)v — B—yp W, contient aussi des termes
périodiques d’'un ordre supérieur a zéro (nous savons aussi
que le terme séculaire lui appartient) nous trouverons donc aprés
intégration de S des termes qui seront au moins de l'ordre I,
parceque dans S, il ne peut étre des termes du genre 4 et C.

En intégrant (1) nous trouvons: (2) S;=a,-}-a, cos 4w-}-S,.00
(Swoo désigne les termes ordinaires), aprés quelques transforma-
tions nous obtenons 1’équation (2) pg. 73 (texte pol.).

(3) So=a,+@Q'+q"f +q"" ) cos 4w+ Suoo-

Dans (3) nous pouvons calculer tous les termes, sauf @, que
nous déterminerons ultérieurement.

Intégrons maintenant I'équation différentielle qui détermine
la coordonnée R. Comme nous omettons pour le moment les
quantités du premier ordre, nous devons remarquer qu'alors (p)=0,
parceque cette quantité contient seulement les termes a courte pé-
riode du genre B, qui sont au moins du premier degré. L'équa-
tion (1) pg. 63 texte pol. va nous donner?):

dzR Q dR ISV
(4) dv? + R=28§,—P, - (’)".«.lv)o carp=(p) +R.

Nous pouvons écrire aussi:
P,=p,+ p, cos 4w.

) Les indices 0 indiquent que les fonctions correspondantes sont de
l'ordre 0.

O ruchu planetoid. 8
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S, nous est connue par (3), il faut donc calculer @), (%?) ’
0

I'équation 6 pag. 34 nous donne I’équation (25) pag. 73 texte pol.
d’oi1, apres quelques transformations nous obtenons I'équation sui-

vante:
d*R
(5) o + B=2a, +P'o+3(‘l))1 ‘J['(\l‘)z B, + (‘.))); T + (‘1))‘3,2 +
+ () Byt + (P)s 117 cos 4w

oir les constantes autres que a, sont données par (33) et (34) pg.
74—T75 texte pol.

L'équation (12) pg. 48 texte pol. nous donne:
d*R 2 :
(6) P + R=0b,—{1—(1+8,)%, cos 4w,
=b,— (28, +2,% B, cos 4w
by=2a,+p,' et 23, 48> =—{(P), + () b +P)s 1, -+
-+ (), 312 = (P)s Bt (P '-'12 §

Au lieu de y, écrivons

ol

26,
14-3,’
alors aprés quelques transformations nous trouvons:

g ) . P'+pUE "B
(7) R=2ay+p," - %5, + 5,7 - cos 4w,

oii les coeificients sont donnés par les (29) (37)-(40) pg. 66 tex. p.

Nous avons donc déterminé tous les termes singuliers de la
fonction R; nous devons encore calculer entre les termes ordinai-
res ceux qui seront grands. Nous pouvons écrire:

2
(8) (2;3 + R=2XW, o cos nw.

oil W00 = 2800 — Buoo-
En appliquant a l'intégration de I’équation (8) la méthode de
M. Brendel, nous obtenons:
9) R,=g, sin v — g, cOS v
ot les g, et g, sont donnés par les relations (43) pg. 78 tex. pol.
Aprés avoir éffectué la substitution dans (9), des valeurs trou-
vées pour les constantes, nous arrivons a la relation (44) pg. 78
tex. pol. qui est:
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QSn. 0 B,,' X
(9 Bypo= —2% e

NIRRT,
4
o, pour n==4, S,o0 est donné par (21) pg. 71 tex. pol.

Il nous reste encore a intégrer 1'équation différentielle qui
nous donne la relation entre W et v. En nous limitant aux termes
de 'ordre 0 nous aurons:

(10) dd%] =38, — 2R, — 2R, S, + 3R,* + 3RS, — 4R;.

et les relations (47) pg. 79 tex. pol. En substituant ces relations
dans 'equation (10) nous trouvons enfin:

(11) %%,=co+7+(a1 — 2a,B, — 2B, + 65,8, +

+ § a,8,* — 3B,*) cos 4w — (a; b, — § B,
+ 3 @B, 2—60b, B2 cos 8w + (} @, 32 —B,%) cos 12w,
ol
T=408 et co=a, — ap + 3 a,f,* — 6b,3,* - 2b,.
¢, contient m’ en facteur; §, contient m’ divisé par la petite quan-
tité 9,.
Nous allons intégrer (11) en se rappelant que

(12) W=1v+W;+K,

Mais 7 c'est la partie séculaire, donc dans W, et a fortiori
dans K les termes a longue période du degré 0 n’existant pas,
nous aurons:

aw — . dK
uo) 0 T @
En comparant (11) et (13) nous trouvons
(14) 1=¢o+1,

En ayant égard a la relation (13) pg. 49 tex. pol. et différen-
tiant (10) pg. 49 tex. pol., nous trouverons 1'équation (49) pg. 80
tex. pol.

En substituant dans (13) cette derniére équation, on trouve
I'équation 50 pg. 80, d'ott nous pourrons conclure les relations
entre les coéfficients qui y entrent. Puisque Thule suivant M.
Brendel appartient aux petites planétes critiques de la premiére
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classe, il est évident que nous aurons ¢,—0 et 1==0. Dans notre
cas spécial y =17 !) et 'équation (13) deviendra
(14) W=yv+}K.

Si nous connaissons déja la constante @,, nous pouvons, en
se rapportant aux formules (51) et (53) pg. 81 tex. pol., calculer les
membres singuliers de 1'équation (14), en se limitant toujours aux
termes du degré zéro.

En éffectuant maintenant sur la fonction W les mémes trans-
formations que nous avons appliquées a R, nous obtiendrons sans

peine. |
(15) W,.o,o:S-_-;M :
g et

Déterminons a présent les constantes d’intégration. Ces con-
stantes se reduiront au nombre de quatre, puisque nous étudions
pour le moment le mouvement de la petite planéte dans le plan
méme de son orbite. Les constantes & déterminer seront: % le mo-
dule de I'excentricité, I' — la longitude du périhélie, @ — le demi-
axe de l'orbite et » la constante du mouvement; @, joue dans nos
formules le role de constante surnuméraire, que nous pouvons
pour cela traiter comme une constante arbitraire.

La constante @, nous déterminons au moyen de b,, en sup-
posant que dans le développement de R la partie constante doit
étre effectivement du premier ordre (rein erster Ordnung). La fon-
ction W= W,;+K et K est formée au moyen des fonctions & et S,
pour cela la partie constante de W se composera des parties con-
stantes de R et de S. Nous aurons donc:

(16) Cotr1=0a,— 20b,.
Mais M. Brendel?) a démontré, que dans le cas d'une pe-
tite planéte caractéristique nous avons la relation
@y — 20y =0=c,+ 1.
Si la planéte considérée est critique (le cas de Thule) 7 ne
peut étre zéro et dans ce cas l'équation suivante:

(n=1).

Gy—2by =c,+
) Brendel, 1. c. pg. 92, 100.
) Brendel, I. c. kap. V, sparsim.
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a lieu aussi— c'est pourquoi nous trouvons:
(17) =01 10,

On voit donc que dans le cas qui nous intéresse, I'équation
53 pg. 81 texte pol. et 'équat. (17) vont nous déterminer la con-

stante a,.
La fonction W nous pouvons écrire:

(18) W =(c,+ 1+ 1) v+ les termes périodiques
ofl T=1+1

mais %, est au moins du second degré, alors 1=1.
On a trouvé la relation suivante:

w,=(1—p)v—B—pW,

et

(19) wy=w—pK

donc w=w+pK=(1—p)v — B—pW-4pK,
mais W=W;}yv

et w=(1—p,) - les termes périod. [p, =p(1471))-
De ces relations nous trouvons ainsi la partie séculaire de W:
pars sec w=(1 4y v.

Rappellons—nous le définition des quantités p. et p.,.

On avait les relations suivantes: .
n' n'
—=p; e —=
B n, L1

(n c’est une constante d’intégration ,la constante du mouvement*
selon M. Brendel, n, c'est le mouvement diurne vrai). Dans
les relations précédentes introduisons & et 3, (qui sont des petites
quantités) alors nous trouvons:

Sge 3—3,

i o et i

On voit que dans nos expressions, dont nous avons besoin, in-
tervient maintenant 9, seul, qui dans le cas méme de commensu-
rabilité exacte est toujours beaucoup plus grand que la masse per-
turbatrice, tandis que la quantité 3, dans le cas d'une commensu-
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rabilité exacte, peut devenir 0. L’idée de M. Brendel est que
dans les expressions des perturbations apparaissent, comme petits
diviseurs, non les ¢ maisle3,, M. Brendel a démontré aussi
que le rapport de commensurabilité exacte peut avoir lieu seule-
ment entre n et n’ et non entre n, et #’. Dans ce cas aussi nous
aurons ¢ =0.

Nous aurons maintenant les relations suivantes?):

py=p(r+c+1)

8,=0,8+48748—38¢,—37.
Comme nous étudions le mouvement d'une petite planéte
critique pour laquelle:

et

=0 et T=r¢
nous aurons:
3, =8—4qp.

D'une maniére tout a fait analogue nous pouvons écrire:

n' 3—a
e et Yy di—diy.

Quand 3, devient trés petit ou presque zéro, nous aurons
alors a faire a la libration qui, dans la méthode de Gyldén n’est
pas difficile a étudier. La quantité n, nous donne le mouvement
moyen diurne dans le cas de la libration; nous devons aussi con-
naitre exactement cette quantité pour pouvoir déterminer la pé-
riode de révolution de la petite planéte.

Nous devons remarquer encore que p, et p, se distinguent
seulement par la présence de la constante 7,, Cette quantité est
de second degré et comme telle pour le moment elle n’entre pas
dans nos calculs; 7=1 est toujours positive et, dans le cas des
planétes caractéristiques de premiére classe (auxquelles appar-
tient Thule), étant méme du degré zéro, elle doit étre conservée
dans nos calculs.

5. Passons maintenant aux applications numériques de nos
formules. La petite planéte Thule (279) fut découverte par M. Pa-
lisa a Vienne le 25 octobre 1888; au moment de la découverte
elle était de grandeur 13.5. Les premiers éléments calculés par

) Brendel, A, N, 3346.
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M. M. Lange et Halm ont montré que cette nouvelle planéte
est un astre trés lointain, qui se meut & peu prés a la distance de 4
unités astronomiques du Soleil. Une orbite plus éxacte a été cal-
culée a nouveau par M. Bidschoff!), qui a utilisé dans ses cal-
culs toutes les observations de Thule de 25/X 1888 a 10/I1 1891.
M. Bidschof, dans son travail, ‘trouve que Thule se rapproche
beaucoup de Jupiter (en moyenne trois fois pendant un siécle).

Les éléments calculés par M. Bitldschof sont donnés pg. 86
texte pol.

Aprés M. Bidschof, M. Wedemeyer?) a calculé une nou-
velle orbite, en utilisant toutes les observations et en leur appli-
quant les perturbations, calculées par la méthode d’'Oppolzer.
Les éléments de M. Wedemeyer se trouvent pg. 87 texte pol.
Les observations de Thule, effectuées aprés la correction de son
orbite par M. Wedemeyer, sont trés peu nombreuses, notam-
ment en 1906 Thule fat observée le 7/X Vienne et en 1911 le 20
et 30 avril photographiée a Heidelberg.

La petite planéte s’approchait de plus en plus de Jupiter, ses
perturbations augmentaient, et sans doute I'accord entre les po-
sitions de Thule effectives et calculées devenait de moins en
moins satisfaisant. La proximité avec Jupiter arrivait en 1912.
M. Viljev?) a effectué a nouveau les calculs des perturbations
et les a appliqué aux éléments de Thule de M. Wedemeyer; il
a donné ainsi des nouveaux éléments osculateurs (pg. 88 tex. pol.)
et une éphémeride, déduite de ces éléments. Thule ne fut point
retrouvée en 1913.

Pour nos calculs nous avons utilisé les élements de M. We-
demeyer (B. J. fiir 1914) et les éléments de Jupiter donné par la
,Conn. des Temps* pour 1914, en prenant comme valeur de la

1
1047.355
le moment a la recherche de la lacune (dans le sens de M. Bren-

masse m' = Dans ce travail nous nous limitons pour

del) pour les petites planétes du type —27, c’est pour cela que nous

donnerons ici seulement les calculs qui s’y rattachent. Dans le § 2

') Sitzungsberichte d. Ak. d. Wiss. Wien, Bd. 100, pg. 937.
Y Wedemeyer, Archiv. d. deutschen Scewarte XXXI Jhgg.
3) Astr. Nachr. 4661.
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nous avons donné, conformément a la théorie, que nous appli-
quons a notre cas spécial, les expressions analytiques du dévelop-
pement de la fonction perturbatrice. Dans ces développements
entre la quantité «, qui s’exprime au moyen du rapport du demi-
axe de l'orbite de Thule a celui de Jupiter. Les coéfficients nu-
mériques de ces développements sont exprimés au moyen des quan-
tités § et 1.

Calculons ces coéfficients. Avec les éléments de Jupiter et
de Thule nous trouvons:

log & = 9.9156572.

Comme cette quantité différe peu de l'unité, nous voyons
que les coéfficients 3, y ne se trouvent point ni dans les tables de
M. Masal’) ni dans celle de Gyldén?).

Nous devons donc les calculer spécialement en se basant sur
leurs expressions analytiques. Nous calculons d’abord §, au mo-
yen des formules de la moyenne arithmético-geométrique; nous

trouvons:
log B, = 0.1117634.

Aprés avoir calculé 3, nous calculons les autres coéfficients
fu pour n=1, 2...12. Ces coéfficients nous obtiendrons le plus
facilement en employant la méthode de M. Ludendorff3).

La table des valeurs auxiliaires, donnée par M. Luden-
dorff fut augmentée et au moyen de cette table ainsi transformée,
j’ai obtenu les 3,. Comme controle de nos calculs, j'ai obtenu
les mémes coéfficients en se servant des quadratures mécaniques.

L'accord des valeurs des coéfficients ainsi obtenus a été com-
plet. Les coéfficients #%,, §°%,, B%,, £°. ont été calculés au mo-
yen des quadratures mécaniques, et controlés par les tables de M.
Ludendorff. Pour les coéificients qui nous restent encore a de-
terminer, j’ai appliqué la relation suivante:

2 _ n® aps+2
{jn = ? _i_a"-)

(n) lJn—}—l 3
') Masal H. Astronomiska iakttagelser och understkningar anstilda pa
Stockholms Observatorium. Fjerde Bandet. Stockholm, 1891.

%) Gyldén H. Astr. Ges. Publ. 21.
*) Ludendorff H. A. N. Bd. 160.
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Les résultats obtenus furent controlés aussi par la quadrature
mécanique. Ainsi nous avons obtenu les logarithmes de tous les
B.® qui sont données pg. 93 texte pol.

Maintenant en appliquant la relation:

—-1_3_5(&’—1) n4-2a41 23+ 1
The= 2.4.6...20—_a Bu-il

nous avons obtenu les logarithmes de 7..,, qui sont donnés pg. 94
tex. pol. Nous pouvons déja calculer les 4 et B (avec des indices
différents) qui entrent dans nos formules. Ce calcul peut étre
effectué de deux maniéres différentes. On peut appliquer les re-
lations (20) et (24) pg. 27 et 29 tex. pol. et faire le calcul de 4 et B
au moyen des quantités Q,,.,, qui sont des fonctions de 7., et des
P, s p et Qumyp, fonctions a leur tour des Q-

Cette fagon de procéder est recommandée par M. Brendel,
elle est trés pratique, quand on doit calculer tous les coéificients
nécessaires pour le calcul des perturbations, mais dans notre cas
spécial ot nous nous limitons aux termes du degré zéro, c'est
beaucoup plus pratique de calculer les 4 et B directement en fonc-
tion de ., en se servant des tables trés pratiques de M. Masal’).

Le résultat de notre calcul est donné pg. 95 tex. pol.

Nous avons donc trouvé tous les coéfficients nécessaires
dans le développement de la fonction perturbatrice, nous pouvons
maintenant calculer pour Thule la lacune correspondante dans
I'anneau planétoidal.

Nous avons eu ’équation suivante, ot1 §, est 'inconnue:

(261 b 313){31 :pl +I)" 31 +pm an

(ou 8, s’exprime au moyen de §, (67) pg. 84 texte pol.).

M. Brendel a montré que pour trouver les limites de la la-
cune il faut déterminer B, de cette maniére, qu’'en assignant une
certaine valeur pour &, cette équation nous donne seulement deux
difiérentes valeurs pour &,, qui correspondent aux deux valeurs
de B,. Ces valeurs particulieres déterminent les limites de la la-
cune. En se basant sur la théorie de M. Brendel, nous pouvons
déterminer ¢, de telle maniére que cette fonction devienne discon-

) Masal H. Formeln und Tafein zur Berechnung der absoluten St6-
rungen der Planeten. Kongl. Sv. Vet. Ak. Handl. Bd. 23.

O ruchu planetoid. 7 8*

http://rcin.org.pl



122 J. KRASSOWSKL

tinue, alors suivant M Brendel 4 ces valeurs de & correspon-

dent les 3,, qui déterminent la lacune.
U

Puisque 2, ne peut &tre zéro donc p.1=n£ ne peut étre égale
1

a une fraction simple, tandis que ¢ peut étre égale a zéro, quand p
devient une fraction simple.

C'est pourquoi dans toutes nos formules ot nous trouvons
en dénominateur 3,, nous ne pouvons le remplacer par 3, méme
dans le cas lorsque ces deux quantités different trés peu I'une de
'autre

Nous avons maintenant a calculer ;. Si é, ne peut étre de
I'ordre 0, alors &,%8, estd’un ordre plus élévé que les autres ter-
mes qui se trouvent dans notre formule. Au lieu de J, écrivons

0 —dpr=2—6pB?,
nous aurons:

2331—-- IQFBIS—_—p’_I_p"pI_‘_pulplz
TN e p"
12p.+ 12 31+12”_ B+ =
Bt if i =0 )
X plll d ] p”—"28. , i p

ou bien:

ol
s U i et R |
Résolvons 1'équation (1) en admettant qu’elle doit avoir une
racine double; nous trouvons pour §, les valeurs suivantes:

log(f,)i =8.759360; log(B,)u=9.154128,

Les deux valeurs de 8, ainsi obtenues sont justement les va-
leurs critiques. Nous pouvons aussi sans difficulté calculer o.
Nous trouvons:

log 2=28.559884 ;

Connaissant (3,); et (8,)u nous obtiendrons deux valeurs pour
1 en appliquant la formule suivante, donnée par M. Brendel'):
1

ey

1y Brendel A. N. 3346.
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Les valeurs de 7 sont:
log 1 =7.696539; logyu=28.495577

et les valeurs correspondantes de 3.
log(8,)1=28.334772; log(3,)= 8.750883,
Maintenant de la relation
A
17339,

nous trouvons les deux valeurs du moyen mouvement diurne vrai,
qui limitent la lacune pour le type §. Ces valeurs sont:

(n,)1=401".732; (n,)n=391". 485
La constante n pour les valeurs critiques 3, sera:
A
i S
d’oir:
n—403'1:723.

Les résultats, que nous avons trouvés peuvent s’exprimer de
la maniere suivante:

Pour les petites planétes du type } la quan-
tité g, doit satisfaire aux conditions suivantes:

log B, <8.759360 ou log 3,=9.154128,
log 3,<8.334772 ou log 3,=8.750883,

doit le vrai mouvement diurnen, pour le type Thule
doit étre

et

n, >401". 732 ou n, <391". 485.

Entre ces deux valeurs de n, se trouve la lacune, dans le
sens de M. Brendel, dans I'anneau planétoidal; une petite pla-
néte avec un moyen mouvement diurne vrai (comme il est défini
par M. Brendel) contenu entre ces limites de n, aurait une or-
bite instable.

(Il faut remarquer qu'on ne peut comparer n, immédiatement
avec le moyen mouvement diurne osculateur, calculé avec les €lé-
ments de l'orbite de la petite planéte).
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Nous avons donc obt enu les valeurs critiques du vrai moyen
mouvement diurne qui nous déterminent la lacune dans le type }.
Cette lacune jusqu’a présent n’a point été déterminée.

Cet élément ne fut déterminé par M. Brendel que dans le
cas d’Hécube, par M. Buchholz dans le cas de Hilda et par
M. M. Schwarzschild et Dziewulski dans le cas de Hécube
et Hilda. Les deux derniers auteurs employérent la méthode de
Poincaré et recherchaient les solutions périodiques; les résul-
tats qu’ils ont obtenus, sont en parfait accord avec ceux de M.
Brendel et confirment ainsi la haute valeur de la nouvelle mé-
thode.
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DO NABYCIA WE WSZYSTKICH KSIEGARNIACH

NASTEPUJACE DZIELA,
WYDANE Z ZAPOMOGI

KASY POMOCY DLA OSOB PRACUJACYCH NA POLU NAUKOWEM

imienia D-RA MED. JOZEFA MIANOWSKIEGO,
LUB OFIAROWANE NA RZECZ KASY.

MATEMATYKA.

Autenrieth Ed. Mechanika Techniczna. Podrecznik nauki statykii dy-
namiki dla mech. inz. budow. Przel. z upow. autora Stanislaw
Patschke 1900, XI + 613, rys. 327 . .

Baraniecki M. A. Poczatkowy wyklad syntetycmy whasnosci przecu:é
stozkowych na podstawie ich pokrewienstwa harmonicznego z ko-
tem 1885, XVI —+ 131, rys. 63 .

Danielewlcz A. Metoda na;mme]szych kwadratow 1904 X, + 185 + X
Podstawy matematyczne ubezpieczen zyciowych 1895, 335, tabl. X

Danielewicz Bolestaw. Z dziedziny statystyki matematycznej 1884, 30

Dedekind Ryszard Ciaglo§¢ a liczby niewymierne. Z czwatego nie-
zmienionego wydania przetozyt St. Straszewicz 1914, VIII <+ 17

Enriques F. Zagadnienia dotyczace geometryi elementarnej Tom I.
Krytyka podstaw. Z drugiego wydania wioskiego przelolyll St.
Kwietniewski i Wt Wojtowicz 1914, IV + 331 . %

Feldblum M. Geometrya wykreslna 1902. XVI - 325, rys 172 3

Folkierski WI. Zasady rachunku r6zniczkowego i calkowego, wyd. 2,
znacznie zmien. Tom 1, 1904, XII - 574 -+ 55 fig. . il

— Tom I, 1909, XI -+ 630 —+ 101 fig. .

Franke J. N. Mechanika teoretyczna 1887—-1889 XXX+ 645 + 72 drzew.

Gauss K. F. Rozwazania ogolne o powierzchmach krzywych, z orygi-
natu lacinskiego przetozyt Stefan Finkelkraut, objasnieniami i uwa-
gami opatrzyt Juliusz Rudnicki z przedmowa Kazimierza Zéraw-
skiego, wyd. Wladystaw Wojtowicz 1913, 71 . .

Gosiewski WI. Rachunek prawdopodobienstwa 1906 X - 265 5

Hardy G. H. M. A. Wyktady elementarne zdziedzmy anahzy przeloz)l
Wi Wojtowicz 19I6 XV + 492. . .

Kowalczyk. O sposobach obliczania przeszkéd blegu ciat niebieskich
1901, XII, 624 + 3 tabl. -

Loria Gino. Przeszlo$¢ i stan obecny na]wazmejszych teom geome-
trycznych. Przekl. uzup. dod. S. Dicksteina 1889, VII -+ 112.

Majewski W. Geometrya praktyczna. Podrecznik dla rzemieslnikow.
1903, 301 (karton)

Malanowicz J. Kreslenie geometrycznc i jego praktycznc zastosowania.
1907, XI +4- 176 ~+ 45 tabl. i 346 rys. (karton) . .

— Kreslenie i zdobienie geometryczne. Kurs pierwszy, wyd 2 1912
VIIi + 110 4+ II + 45 tab. i 225 rys. (karton) . :

— Razuty geometryczne. (Geometrya wykresina dostosowana do po-
trzeb przemystu i rzemiost). Podreczmk dla szkoét techn. i zawod.
z 269 rys. 1913. 2

Pieri Mario. ermetrya elementarna oparta na polecxach _Punkfu i Kuli
z oryginalu wloskiego przelozyl Stefan Kwietniewski 1915, 152

Poradnik dla samoukdw. Wskazowki metodyczne dla studyu)qcych
poszczegolne nauki. Wydawnictwo A. Heflicha i St. Michalskie-
go. Wydanie nowe. Tom l-szy w opracowaniu J. Lukasiewicza,

. Janiszewskiego, St. Kwietniewskiego, St. Mazurkiewicza, Wt.
Sierpifiskiego i St. Zaremby 1915, XXXIX + 618, z 314 fig. w tek-
Scie i 1 tablicg.

Prace matematyczno - ﬁzyczne, wydawanc przy wspétudzxale ‘Wiad.
Natansona, J. Puzyng M. Smoluchowskicgo, S. Zaremby, K. Z6-
rawskiego przez S. Dicksteina. Tom XXVII, 1916, 277, rys. 10
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Rozmarynowicz T. Matematyczne podstawy ubezpleczen na wypadek
niezdolnosci do pracy w zastosowaniu do urzadzenia kas emeryt.
Wyd. Bolestaw Danielewicz, 1886, IV + 53. . .

Schiir F. Podrecznik geometryi analitycznej. Przeloz T. Lopuszanskl
1901, X + 246 + 1 nlb., rys 76 . .

Sierpifiski WI. dr. Teorya liczb mewymiernych Wyklady unlwers
1910, 4 nlb + 149. . . :

o= Teorya liczb (kurs uniwcrsyteckl) 1914 XIV + 412 . .

Sochocki. Rozwigzywanie réwnan nczebnych 1884, XII + 212

Sprawozdania z pi$miennictwa naukowego polskiego w dziedzinie nauk
matematyczno - przyrodniczych:

I — (1882) 1883, Il + 187,
II — (1883) 1885, Il + 222,
Il — (1884) 1886, 294 -+ 10,
IV — (1885) 1887, 300 + VI, kazdy tom :

Steiner J. Konstrukcye geometryczne wykonane za pomocq linii prostej
i stalego kola; przelozyl Stefan Kwietniewski 1915, VIII -4 69,
rysunk. 25 .

Szczepanski lozef. Stopmn W)zszy matemmykl clemenhrne; i poczqt-
ki rachunku nleskonczonoslkowcgo Podrecznik dla klas wyzszych
szkot $rednich i dla samoukow. 1906, 450 .

Wektor Czasopismo matem. fiz. Red. Wiadystaw Woﬁowncz w War-
szawie. 5,— z przesytkg 6, — zeszyt pojedynczy .

Witwinski Romuald. O ukladach odwracalnych powierzchni potrolnle
ortogonalnych. Odbitka z tomu XXVII-go Prac mat.-fizycznych.
1915, 62, rys. 10 . .

Zaremba Stanistaw. Wstep do anallzy CzeSc lsza Polecxe dowodu
matematycznego oraz inne wiadomos$ci pomocnicze 1915, 124 .
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827 + 55.

Braun Juljan. Badania w dziedzinie azotowych 7wiazkéw organiczuych
i ich pochodnych (1900 — 1908). 1908, VII 4 238 . . z

Chmlelewskl Z. Podrecznik analizy chemiczno-rolniczej 1905, 169

Dyakowski B. Zarys metodyki elementarnego kursu historyi naturalnej
Wyd. W. Jezierski. 1909, 38 .

Dzledzlckl H. Atlas organow rozrodczych (hypopyglum) typow Winnertz'a
i gatunkow znajdujqcych sig w jELO zbiorze. Mycetophilidéw,
1915, 16, tabl. XXI

Dzieje mysll Tom | zesz. I O rozwo;u metod badan naukowych Wne-
dza ludéw pierwotnych. Dzieje astronomii. Rys rozwoju fizyki.
W opracow. WL Heinricha, Ludwika Krzywickiego. Stanistawa
Kramsztyka i Ludwika Brunera, 1907. XXXI + 296, rys. 82

— Tom | zesz, 2. Rozwdj historyczny poje¢ chemicznych. Szkic
ewolucyi poje¢ w mineralogii. Zarys rozwoju matematyki a) roz-
wéj matematyki do konca XVI w., b) zarys rozwoju geometryi
w starozytnosci, wiekach $rednich i w epoce odrodzenia, c¢) rozwoj
matematyki od poczatku w XVII. W oprac. Leona Marchlewskiego,
Jézefa Siomy, M. Feldbluma, Wt Smosarskiego i Stef. Kwietniew-
skiego, 1911, 279. z 33 ilustracyami :

— Tom Il zesz. 1. Historya ogdlnej nauki o ziemi (geograﬁn—geolo-
gii). Dzieje nauk biologicznych. Dzieje antropologii. Dopelnienie
do historyi fizyki. W oprac. Waclawa Natkowskiego, Jozefa Nus-
bauma, Ludwika Krzywickiego i L. Brunera. 1907, 471, 40 illu-
stracyi w tekscie, 2 tablice

— Tom Il zesz. 2. Dzieje psychologii Dzieje jezykoznawstwa
“t, og(;jc S. Lorii i J. Baudouina de Courtenay. Warszawa, 1909,
str. e

Faraday. Dzieje swnecy, prze{ M. i st Kalmowscy Warszawa. 1914
XXIHI +- 105, rys 35. .
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Filipowicz Kazimierz dr. Wiadomosci poczatkowe z botaniki (podiu
dzieta d-ra Le Maout: ,Lecons élémentaires de botanique*) z 19

drzew. w tekscie, 1884, 1II 4~ 225 - Il. (karton.) . . . . . . — 25
Grzybowski J. prof. Przeglgdowa mapa geologiczna ziem polskich
z tekstem objasniajacym z trzema przekrojami, pod redakcya prof.
J. Morozewicza, wydal Z. Weyberg, 1912, 139, 1 mapa kolorowa . 1 —
Guenther Konrad. Zagadnienia zycia w $wietle darwinizmu. Z upowaz-
nienia autora spolszczyli Ad. Kudelski i Kazimierz Kulwie¢. 1906,
e, 4, o Iy S S ) e (i I 2 IO e o et 0 6 T
Holleman A. F. prof. Podrecznik chemii nieorganicznej, z 3 niem. wyd.
przel., wedlug 7 wyd. niem. poprawit K. Jablczyiski wyd. 2. 1910,
> o (e o R S N e r s R Rl e e 2P B e lo) L )
Jedrzejewicz J. Kosmografia. Wyd. 2, oprac. przez d-ra M. Ernsta,
z 246 fig. w tekscie i 11 tabl. 1907, XVI-442 . . . . . . . 3 —
Joubert J. Zasady elektrycznodci. Z czwartego wydania francuskiego
przelozyt Maryan Grotowski. 1915, XV -+ 507 z 354 rys. w tekscie 3 —
Klein P. Metereologia ogdlna. Przetozy! R. Merecki. Warszawa. 1916,
P e V1) B R T o | A e )
Kolodziejczyk January. Stosunki florystyczne jeziora Switezi. 1915,
VII 4 437. Sprostowania str. 7. . . . . . . . . o ey e == DAY
Kontkiewicz S. Krotki podrecznik mineralogii. 1907, V +- 226 -- 3 tabl.
USAEIONNN o7 T W fe aATBiay 14 » rar e b & st b it LS
Koztowski WI. M. Zasady przyrodoznawstwa w $wietle teoryi pozna-
(LR il SN R D2 SIS e SO |
Kulwieé Kazimierz. Chrzgszcze polskie. Klucz do okre$lania owadow
tegopukrywych, dla uzytku milodziezy, amatoréw i ogrodnikéw,
197.22%1.....................—60
Loth E. Wskazowki do badan antropol. na cztowieku zywym. 1914 — 75
Malinowski Edmund dr. Swiat ro§lin. O ksztattach roslin, powstawaniu
Eatunkéw. krazeniu sokéw w roSlinach. 1912, VI 4 2 nlb 145 +4-
2 nlb., 108 rys., 2 tabl. barwne. . A et taxt e w2
Mgczkowska T., Rychterowna St. Zbiér ¢wiczen i doswiadczen z przy-
rody martwej (202 do$wiadczen z 112 rysunkami), 1915, 156 . . — 75
Mendel G. Badania nad mieszancami rolin, przetoz. W. Wolska. 1915,
1000 o oy AR iy BAES S inan il TR0 S S R R )
Merczyng H. Teorya pradu elektrycznego. Zarys zasadniczych praw
ustalonego i nieustalonego pradu elektrycznego i towarzyszacych
mu zaklocen maﬁnetycznych. Podstawy elektromagnetycznej teoryi
Swiatta: 190D ER H=92:5 5 §0 NG 1E el ke e e =TS
Merecki R. Klimatologia ziem polskich. Warszawa. 1914, 313. . . 1 80
Milobedzki Tadeusz. Szkola analizy jakoSciowej. 1910, VIII—271 (Karton) 1 20
Mohn H. Zasady meteorologii, przetozyt St. Kramsztyk. 1888, XVI +-
218 VI,:46:1y8. i Soztablie). U ol 0T e ik o s e 1 —
Neumayr M. prof. Dzieje ziemi, w opr. prof. d-ra Wiktora Uhliga:
. Geologia ogdlna. Wyd. 2 pod red. J. Morozewicza, opra-
cowat K. Koziorowski, z dopein. M. Limanowskiego, 1912, XX--837,
mapa barwna, 16 tablic, 300 rys. w tekscie . T O U T A e S
1. Geologia opisowa, przel. z 2 niem. wyd. J. Lewinski
i K. Koziorowski; dopetnienia poczynili: K. Bohdanowicz i J. Grzy-
bowski. Wydat J. Morozewicz. 1908. XVI + 674 4 343 rys.
w tekScie, 2 mapy barwne, 9 tabl. (1 kolor.) . s Bs oy o dar [ Bees
Nusbaum Jézef dr. prof. Zasady anatomii poréwnawcze;j.
. Wiadomosci wstepne i anatomia poréwnawcza zwierzat
bezkre%owych; 1899, 1l + 744 4~ XXI, rys 212 -+ tabl. 5.
I. Anatomia poréwnawcza zwierzat kregowych. 1903, X +
552, 134 rys. Sy SOl o BT e K EZRR R ST S s LEET ea e
Nusbaum ). dr. Zootomia praktyczna. Wyd. staraniem d-ra Jana Tura,
ze 100 drzeworytami. 1908, VII4+263. . . . . . . . . . 2 —
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Nusbaum Hilarowicz Jézef. Szlakami nauki ojczystej. Wyd. Jan Tur.
1916, M= 23001 11 potretéwa b o oo Rl B mhe s
Pamigtnik Fizyograficzny, wydany staraniem E. Dziewulskiego i B. Zna-
towicza:
Tom III. Dzial I Metecrologia i hydrografia. 1l. Geologia
z chemig. lI1. Botanika i zoologia. 1V. Antropologia. V. Miscelanea.
1883 536 4 2 + 2 - 13 tab., rys lit,, 21 drzeworytow w tekscie;
V. Dziat I, 11, 1ll, 1V, V. 1885, 4 nlb. 113 4 76 4 223 +
744111 4-4.
VIII. Dzial 1, II, NI. IV, V. 1888, 2 nlb. 4 XIX + 19 +-
155 +- 389 +- 17 + 33 44 nlb.; 27 tabl rys. lit. i drzew. w tekscie;
Wydawcy: A. Slésarski i Br. Znatowicz.
IX. Dziat L 1L III, IV. 1889 2 nlb.+4-XIX4-2354-45411+4-
295+ 7741V, 24 tabl. rys. litogr. i drzewor.
X. Dziat 1, 11, 11, IV. 1890. 2 nib. 4- XXI 4 202 475 -
437 + 2 nlb. + 20 114 1I. 29 tabl. rys. lit. i drzew. w tekscie.
XI. Dziat I. 11, 1Il. 1891, 8 4- 18 + 186 + 162 + 133 + 11 4-
Il 14 tabl. rys. litogr. i drzewor. w tekscie.
XIl. Daziat I, IT, 111, IV. 1892. 17 + 214 + 235 + 23 + Il +
Il + 12 tabl. rys. litogr. i drzewor. w tekscie.
XHL  Dziat 1, 1I, 1II. 1895, 19 + 152 +-231 + 1+ 1+7 ta-
blic rys. lit.
XIV. Dziat I, 11, IIl. 1896, 23 + 151 + 30 -+ 228 +I + 1 +
7 tabl. rys. lit.
Wydawcy: W. Wroblewski i Br Znatowicz.
XV. Dziat I, 11, 1ll. 1898, 19 + 183 + 285+ 39 +1 + I +
4 mapy + 3 tabl. lit.
%’(Vl. Dziat 1, I, IIl. 1900, 13-+139+ 13 +- 44+ 208.
XVIL.  Dziat I, 11, III, IV. 1902, 16 -+ 134 + 144 + 104 +
22 + 1+ 1-+1 mapa i tabl. litogr.
XVII. Dziat 1, 11, 11, 1V, V. 1904, 61 + 193 + 147 +
104 + 24 42 + 1 + L.
XIX. DziatLII, I, IV. 1907,79 + 183 + 59 -+ 82+ 7 + I+ 1.
Pamietnik Fizyograficzny, wyd star. E. Dziewulskiego i B. Znatowicza.
XX. Meteorologia i Miscelanea 1910, XLI -+ 203 —+ 46,
Wydawcy: K. Kulwie¢ i K. Stotyhwo.
XXL. Dzial I, II, 1II, 1V, V. 1913, IX + XV + 155 + 30 ~+-
25 + 117 +- 48 + 41 <+ 4 mapy -+ 19 rys. + 24 tabl. fot.
XXIL 1L 10 1L IV, V.o 1914 IX 4 XV 4 155 - 30 - 25 +
117 + 48 + 41 + 4 mapy 4 19 rys. 4 24 tabl. fot.
XXIL Dziat I, 1I, 11, 1V, V. 1916, 262 4 XXVIII tabl. 4
142 -1 tabl. 4 246 4 1 mapa + 16 rys. -}~ 16 4- 8, kazdy tom
Pogorzelski W. Badania teoretyczne iloSci ciepta, otrzymywanych na
;(uli ziemskiej, z uwzglednieniem strat promieniowania w atmos-
Sy N N Il 0 e B S TR
Pol G. Stownik lacinsko - polski nazw gatunkowych rodlin (12 + 17),
Pawlowski Stanistaw. Ze studyéw nad zlodowaceniem Czarnohory.
S I T g O es Sl S A e I o L A s T T T
Pozaryski Mieczystaw. Podstawy naukowe elektrotechniki facznie z za-
sadami pomiaréw. 1915 X +- 415, z 427 rysunkami w tekscie .
Roszkowski W. i Zebrowska A. O budowie pochewek pracia u blotnia-
12 el EA B I ) 5 G S A R B (R
Routh E. I. Statyka teoretyczna z licznymi przykladami z drugiego wy-
dania angielskiego przetozyt Zygmunt Straszewicz. 1916, X -
S R G b Al e D B I i A S T i i L
Rydzewski Bronistaw. Préba charakterystyki paleobotanicznej Dgbrow-
skiego Zaglebia Weglowego. 1915, 86, tabl. 5 . . . . . . .
Siemiradzki 1. Gabczaki jurajskie ziem polskich (Paleontologia ziem
polskich pod red. J. Lewinskiego No 1), 1913, 49 + tabl. VIII
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